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A MIS PADRES



INTRODUCCION.



I N T R O D U C C I O N

Race ya tlempo que el Laboratorlo de Qulmlca Cudntl- 
ca va desarrollando un nuevo modelo de funcidn de onda, en 
substltucldn del modelo Hartree-Fock habituai dado que es­
te ultimo no describe correctamente el comportamiento mole 
cular con la distancia interatdmica• Dicho estudio dio lu- 
gar ya a dos Tesis Doctorales. Se trata del modelo Hartree- 
Fock semi-proyectado, HPHF, desarrollado para el estudio de 
pequenos sistemas moleculares.

El procedimiento de cdlculo, empleado hasta la fecha, 

se basa en el Teorema de Brillouin generalizado. Se trata 
de un mdtodo iterative de convergencia r^pida, pero de rela 

tiva lentitud, dado que es necesario calcular unos elemen- 
tos de matrices entre funciones de onda polielectrdnicas• 
Por la misma razdn, el tiempo de cdlculo llega a ser prohi­
bitive cuando crece el numéro de electrones y la dimension 

de la base.

El objetivo principal de la présente Tesis es deducir 
unas ecuaciones de pseudovalores propios, andlogas a las de 
Roothaan, que permiten determiner les spinorbitales Hartree-
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Fock serai-proyectados• En efecto, un procedimiento de este 
tipo requiers sdlo el cdlculo de elementos de raatriz entre 
orbitales, lo que simplifies notablemente el cdlculo y pe^ 

mite abordar el estudio de sistemas moleculares con un nu­
méro mayor de electrones, sin empleo excesivo de tiempo de 
calcule.

El segundo objetivo de esta Tesis era aplicar este 
procedimiento a un sistema molecular de mds de 4 electrones, 
con el fin de comprobar las posibilidades y rentabilidad del 
modelo en estes cases.

El sistema elegido fue la mol^cula de Litio, para la 
cual se calculé la curva de energfa potencial correspondien 
te al estado fundamental. Con dicho cdlculo, no se pretende 
mejorar la endsima cifra decimal de resultados anteriores, 
sine verificar la bondad del Modelo HPHF para la determina- 

cion de ciertas magnitudes moleculares.

La presents Tesis se divide en echo capitules. Los cua 
tro primeros tienenun cardcter introductorio y preparan la 
deducci&n de unas ecuaciones de pseudovalores propios HPHF, 
que se obtienen,analizan y aplican en los cuatro restantes.

En el primer capitule, se pasa revista al modelo del 
Campo Central, y se plantea el problema de la determinacidn 
de funciones de onda para sistemas de varias particulas en 
Mecanica Cudntica.

En el segundo, se aborda el céîlculo variacional con vi_s 
ta a la determinacidn de funciones de onda aproximadas,tanto
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en el caso de funciones sln forma especfflca deflnlda a 
priori, como en el caso contrario.

Los modelos de Hartree y Hartree-Fock se describen 
en el tercer capitule, enfocando dichos modelos tanto des- 

de el punto de vista fisico como variacional.

En el cuarto capitule, se aborda el problema de la 
determinacidn de funciones de onda en el caso molecular.
Por elle, se considéra la aproximacidn de Born-Oppenheimer, 
asi como el procedimiento de Roothaan para la aproximacidn 
de la funcidn de onda Hartree-Fock.

Después de pasar revista a los modelos Hartree-Fock 
proyectados, en el quinte capitule, se estudia la funcidn 

Hartree-Fock semi-proyectada propuesta por este Laboratorlo. 
Con este fin, se analizan el operador de semi-proyeccidn, el 

procedimiento de obtencidn anterior, asi como los resulta­
dos obtenidos hasta la fecha.

En el sexto capitule, se describe la deduccidn de unas 
ecuaciones de pseudovalores propios para la determinacidn de 
los spinorbitales HPHF, recurriendo a una tdcnica de minimi- 
zacidn directe de la funcional energia.

En el capitule siete, se plantea la realizacidn prac­
tice de un calcule de los spinorbitales HPHF en el caso de 

las molécules diatémicas de LiH y Lig, describiendo peso a 

peso el programa de célculo correspondiente•

Finalmente en el capitule echo, se presentan algunos
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resultados numérlcos obtenidos a partir de las ecuaciones 
HPHF y se discute la validez de dichas ecuaciones para la 
determinacién teérica de ciertas magnitudes moleculares.



CAPITULO
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C A P I T U L O

GENERALIDADES

A. MflDELO DEL CAMPO CENTRAL

1 ) Sistema de Unidades Atémicas

En el cdlculo de estructuras atdmicas y moleculares 
es conveniente définir un sistema de unidades tales que las 
magnitudes ffsicas absolutas, como la carga y la masa del ê 
lectrdn en reposo, desaparezcan de las formulas empleadas y 
no requiera el uso de potencies elevadas de diez.

El sistema de unidades atdmicas reune estas condicio- 
nes. Se define del siguiente modo:

Unidad de masa, m^, masa en reposo del electron.

Unidad de carga, e, la carga del electron cambiado de

signo.

Unidad de longitud, a^, el radio de la p.'imer drbita
de Bohr del atomo de hidrégeno, que vale, como st sabe
a = 11 / m e . o ' o

Consistentemente con estas unidades tenemos:
2Unidad de energia = e /a^, la energfa potencial de 2

unidades de carga sépara», is una unidad de longitud. Esta
2 4 2tiene el valor 4 Tr m^ e /h , la cual es 2 veces la energfa 

de ionizacidn del dtomo de hidrdgeno en el estado fundamen­
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tal.

Con estas définieiones la unidad atdmica de longitud 
vale 0 , 5 2 9 1 8 8 y la unidad atdmica energfa vale 27,210 eV

[l]. De las anteriores unidades podemos deducir la unidad
de accidn que vale .

2) Funciones do onda en un campo central.

Consideraremos un electron en un campo en el cual la
energfa potencial solo depende de r; V(r), no necesariamen 
te culombiano.

Para un electron en un campo central, la ecuacidn de 
ondasen unidades atdmicas es:

4 - Z l Ç . - V ( r ) ] ^ ~  O  (1)

Desarrollando el laplaciano en coordenadas polares p£ 
demos escribir:

=  rjr rr+) -pi -^4'

donde -TL es la parte del operador laplaciano que contiene
la parte angular, es decir, 9 , y ^   . Para nuestro

problema en particular, no es necesario desarrollarlo expl^ 

citamente. Entonces la ecuacidn (1) résulta:

^ 4 . 2 [ E - V W ]  '^rt) +  _ L j 2 ( r 4 ) =  O  (2)
*
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La correspondiente ecuacién de Laplace serfa:

U. =  o  (3)

la cual se puede poner, empleando anéloga notacién para la 

parte angular del operador laplaciano

=  0  (!»)

Utilizando el método de separacidn de variables, la
ecuacién (4) puede dividirse en una parte que sdlo es funcidn 
de r y en otra funcidn de [ 0 , )  [ 2 J las soluciones de la 
ecuacién (4) resultan tener la forma siguiente:

ru = (5)

donde una funcidn que debe satisfacer la
ecuacidn diferencial siguiente [2 ̂

(6)

La solucién de la ecuacién (2) tiene una gran analogfa 
con la solucién de la ecuacién de Laplace (4), ya que las 
partes angulares son idénticas, es decir

r ' P  =  ? r r ) % ( e , 4 > ;

donde P(r) es una funcién de r ademas de ser la solucidn de 
la ecuacién diferencial siguiente:
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con las condiciones de contorno siguientes :

P(0) = 0
lim P(r) = 0 

r oo
(9)

La funcidn P(r) es llamada "funcidn de onda radial”. 
Si esté normalizada, se cumple

2■p ( r ] c l r  =  I ( t o )

2entonces P (r) dr da la probabilidad de encontrar al elec-
2trdn entre los radios r y (r 4 dr), y P (r) es una medida de 

la probabilidad por unidad de radio.

De la teorfa de la ecuacién de Laplace [ ̂  , se sa
be que las unicas soluciones de (6), las cuales son finitas 
y uniformes, son équellas para las cuales 1 es entero. Asf 

estâmes sdlo interesados en las soluciones de la ecuacidn

(8) para valores enteros de 1. Para un valor fijo de 1, ésta 
ecuacidn tiene un conjunto de soluciones, que satisfacen las 

condiciones (9); dichas soluciones se diferencian por un nu­
méro caracteristico denominado generalmente n, el cual toma 
valores enteros y crecientes a medida que la E aumenta, siejn 

do n = 1 f 1 en el caso del estado raés bajo para cada valor 
de 1. Cuando es necesario especificar los valores de n y 1
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para una funcién de onda radial, se indicarén escribiendo 
la funcién como sigue P(nl;r); los valores numéricos de 1 

son indicados concencionalmente por las siguientes letras 

minuscules :

Valores de 1 : 0 1 2 3 4 
Indicados por : s p d f g

3) El spin del Electron

Como sabemos un electron, puede estar en dos diferen 
tes estados de spin, caracterizados por un ndmero cuéntico 
de spin s, y la funcidn de onda puede escribirse como una 
iSnica funcidn de las cuatro variables (x, y , z, ) de las
cuales la cuarta sdlo tiene 2 valores discrètes, o como un 
par de funciones de (x, y, z) sélo, es decir v|̂ (x, y, z) 

y y> z), una correspondiente al valor S = l/2 del
n2 cuéntico de spin y la otra correspondiente al valor 
S = -1/2.

Para âtomos ligeros, el efecto del spin del electron 
sobre la funcién (x, y, z) es pequeno [ 3J . El efecto
del spin del electron sobre la energfa de un estado es 11a- 

mado ”interacci<5n spin drbita”. El orden de magnitud de ésta 
es del l%ode la energfa correspondiente a un salto electrd- 
nico, como se ha podido comprobar por la separacidn de las 
Ifneas D del sodio. Por tanto, el efecto de la interaccién 
spin drbita sobre las funciones de onda seré normalmente p£ 
co importante.
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Si este efecto sobre las funciones de onda es despr^ 
ciado, la funcion de onda como funcién de (x, y, z,Yj ) pu^ 
de separarse en un producto 4̂  (x, y, z) )Q(Tj). Esta f un 

ci<5n ^ ) se denomina funcién de onda se spin. El hecho
experimental de que el spin sdlo puede tener 2 estados dis- 
tintos en un campo magnético significa que, en ésta aproxi^ 
macién, despreciando interaccidn spin-érbita, hay justamen 

te 2 funciones de onda de spin distintas ).

Si ) y ) son cualesquiera funciones de Yj ,
cualquier otra funcién de spin puede expresarse como una corn 
binacién lineal de ^  ) y ) . Supondremos que nues-
tras funciones de spin son elegidas ortonormales.

B. SISTEMAS DE MUCHAS PARTICULAS EN LA MECANICA CUANTICA

1) Modelo independiente

Para 2 particulas que interaccionan, la fuerza sobre 
la partfcula 1 depende no solamente de su posicidn sino 

también del vector de posicién de la otra partfcula, y 
viceversa, asf que no podemos representar el comportamien 
to de cada partfcula separadamente por una funcién de sus 
coordenadas solamente. Un sistema de dos partfculas, en el 

espacio, viene representado por una unica funcién de los 
vectores de posicién r̂  y r^ de las dos partfculas, y no 
por dos funciones, cada una de la posicidn de una partfcu­
la. Por otra parte, sdlo el sistema formado por las dos
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partfculas tiene energfa constante y no los subsistemas 
formados por cada una de las partfculas. Esto se olvida gje 
neralmente, y una aproximacién comun en la teorfa del étomo 
polielectrénico es la de observar cada electrén, como si e^ 

tuviese en un estado estacionario, en el campo del niîcleo y 
de los restantes electrones. La terminologfa y notacién ba- 
sada en esta aproximacién ha sido tan ampliamente usada, que 
los argumentos cualitativos y el célculo cuantitativo concer 
niante a atomos polielectrdnicos, hacen fécilmente olvidar 
que sélo es una aproximacidn. Emplearemos Ÿ  para la funcidn 
de onda del sistema polielectrdnico, considerado como una 
funcidn de las posiciones y de las coordenadas de spin de 
todas las partfculas del sistema dadas por las funciones de 
cada una de las partfculas 4̂  .

Consideraremos primero un sistema conservative de dos 

partfculas de masas m y m^ y sea V(r^, î^) la energfa poten 
cial del sistema cuando las dos partfculas estén en r̂  y 
respectivamente. Entonces, para un estado estacionario del 
sistema formado por las dos partfculas de energfa total E, 
la ecuacién de Schrô*edinger en unidades atdmicas viene dada 

por;

En general, la energfa potencial V(î^, "r̂  ) seré una su 
ma de très contribuciones, una dependiente de la posicién r̂.
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de la partfcula , otra de y la tercera de las posici£ 

nés relatives de las dos partfculas es decir:

V (  V; ( r f j  +  v ; / f t ) + V , z ( r î - r | )  (12)

9V QV,Si Vj2 = 0, entonces “* , la cual es la
fuerza que actda sobre la partfcula , cuando esta en r^,
es independiente de . Lo que quiere decir que no existe 
interaccién entre las partfculas. En este caso la ecuacidn
(11) es separable y las soluciones tienen la forma siguien 

te :

= (13)

y los valores de las energfas E^ y E^ de cada una de las 

partfculas son constantes. Ademés, para dicha funcidn de 
onda producto, las probabilidades relatives de encontrar 
m^ en diferentes regiones del espacio es independiente de 
la posicion de m^, como se podrfa deducir de un sistema en 

el cual las partfculas no interaccionan.

Por otro lado si V. ̂  ^ 0, entonces — - , la cual
9r,

es la fuerza sobre m^, depende de rg asf como de r^, lo 
cual indica que las partfculas interactuan. Entonces la 
solucidn de la ecuacidn (11) no tiene la forma (1 3 ); las 

partfculas individuales no tienen energfas bien definidas y 
constantes; y la probabilidad de encontrar la partfcula 1 en 
diferentes regiones del espacio depende de la posicidn de
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la partfcula 2.

Para un sistema polielectrénico la correspondiente 

ecuacién de Schrdedinger es

(14)

donde

+ Z 4 , (15)

El primer término de H es él que en mecénica cuénti- 
ca se denomina operador de energfa cinética. El segundo el 
operador de energfa potencial de los electrones en el campo 
del nucleo. Finalmente el tércero corresponde a la energfa 
potencial de repulsién entre los electrones.

2) Principio de Exclusion de Pauli

De todas las soluciones de la ecuacién (l4), conside^ 
raciones de simetrfa seleccionan un pequeno grupo que tiene 

significado ffsico. Sea una solucién de (l4) con ener
gfa E = E^, y consideremos el efecto sobre de intercam-
biar las coordenadas de espacio y de spin de uno de los e- 
lectrones. El intercambio de las coordenadas de los electr^ 

nés i y j puede ser expresado formalmente mediante el ope­
rador P^ j api icado a la funcidn

El operador hamiltoniano H dado en (15) permanece in 
cambiado por tal intercambio de las coordenadas de los 2 ele^
trônes; por tanto, si i k  es una solucién de la ecuacién
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(l4) para una energfa E = E^, entonces también es solucién 
de la misma ecuacidn de la funcién para todo i,j.
Si el valor E^ no es degenerado, entonces aparté de un fa£

tor constante arbitrerio, es la unica solucién de
la ecuacién (l4) para E = E^; por tanto en este caso P̂  ̂
debe ser multiple (quizés dependiendo de i y j) de 
esto es

Tij =  CiijTt'o

siendo c^^ una constante; entonces

T j  = ( S ' J ^  (17)

Pero el efecto sobre cualquier funcién de intercam- 
biar dos veces los valores de las mismas variables es repr£ 
ducir la funcién original. Por tanto

1?J (18)

luego de (17) y (18) (c^^)^ = 1, asf c^^ = i 1. Una funcidn
, para la cual c^^ =+ 1, y asf P ^ ^ ^  = , se den£

mina simétrica con respecte al intercambio de las coordena­
das de los electrones i y j; y una para la cual c^^ = -1, 
y asf P , se denomina antisiraétrica con respecte 
a este intercambio.

En cambio, si el valor de la energfa E^ es degenerado 
entonces P^^ aunque sigue siendo solucién de la ecua-
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cién (l4) con E = E^, no es necesariaraente un multiple con£ 
tante de • Sin embargo, si esto no ocurre, ninguna de
las funciones ^  Y idénti-
camente cero, y ambas son soluciones de la ecuacién (14).
La primera es simétrica y la segunda es antisimétrica en i 
y j y las soluciones no simétricas y pueden
contemplarse como combinaciones 1ineales de las soluciones 
simétricas y antisimétricas. Asf la ecuacidn (l4) tiene un 
conjunto de soluciones simétricas en i y j y un conjunto 
antisimétrico en i y j, y otras soluciones, las cuales pu£ 
den expresarse como combinaciones 1ineales de éstas.

La ecuacidn (l4) puede tener soluciones simétricas en 
algun par de valores de (i,j) y antisimétrica en los otros.
Sin embargo, sélo aquellas soluciones de la ecuacidn (14) 
que son antisimétricas en todos los pares de electrones ti£ 
nen significado ffsico.

Tal solucién es llamada antisimétrica, y el enunciado 
anterior es lo que se conoce con el nombre de principio de 
exclusién de Pauli. Este principio fue originalmente esta- 
blecido en términos de la aproximacién en la cual cada ele£ 
trén era observado en un estado estacionario en el campo 
del nucleo y de los demas electrones; la forma en la que se 
ha expuesto es mas general y no impi ica esta aproximacién.

Asf en el célculo de la es truc tura de atomos polielejc 
trénicos estamos interesados en la determinacién de las so­
luciones antisimétricas de la ecuacién (l4) con H dado por (15)*
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3) La necesidad de aproxlmar en los calculos de estructuras 

atdmicas

Para un sistema de q electrones, la ecuacién a resol^ 
ver es una ecuacién en derivadas parciales no separabies 
en 3q variables (por ejemplo, para el atomo de Fe q = 26, 
es decir, hay 78 variables). Aun para un sistema bielec- 
trénico como el étomo de He, esta ecuacién no tiene solucién 
exacta formai en términos finitos. Una forma de represen­
tar una solucién cuantitativamente serfa por una tabla de 

sus valores numéricos, pero un ejemplo probaré que una ta­
bla de este tipo serfa demasiado grande para evaluarse. Con 
siderar, por ejemplo, la tabulacién de una solucién de la 
ecuacién (l4) para un estado estacionario de étomo neutro 
de Fe. La tabulacién tiene que ser hecha en un conjunto di£ 
creto de valores de las variables, y 10 valores de cada va­
riable proporcionarfa una grosera tabulacién. Pero en este

78extreme requirirfamos aén 10 entradas para cubrir toda la 
tabla; y aun empleando las propiedades de simetrfa de la fun 
cién podrfa reducirse a 5^^;^ 10^^, lo cual no deja de ser 
un némero astronémico de resultados a determinar. Todo ésto 
serfa para un unico estado estacionario de un unico estado 
de ionizacién de un étomo.

Este ejemplo muestra que para tener funciones de onda 
en formas adecuadas para calcular, no solo es deseable sino 
también necesario recurrir a aproximaciones. La cuestién es: 
6 Qué aproximacién, la cual sea lo bastante simple para que
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tales calculos sean practicables y al mismo tiempo no de­
masiado grosera para que los resultados de tales célculos 

nos provean de una util aproximacién?.

4) La aproximacién de funciones mono-electrénicas

La aproximacién mas ampliamente usada es un modelo
en el cual se supone cada electrén en un estado estacio­
nario en el campo del nucleo y de los demas electrones. En 
esta aproximacién, se formulé la primera versién del Prin­
cipio de Exclusién de Paul i, en el cual se asocia cada elejc 
tron a un estado estacionario diferente, descrito por una 
funcién, lo que impi ica en un cierto modo la existencia de 

funciones mono-electrénicas llamadas spinorbitales.

Habitualmente, esta aproximacién recurre al modelo in
dependiente en el cual la funcién de onda toma la forma de
un producto de spinorbitales:

4> -  4^(2). . . 4fflp) (19)

Aqui ( 0  ̂  ̂ ^   ̂ ; TT ) son los subfndices de cada
una de las funciones de ondas monoelectrénicas, y los 

(1, 2,.... y p ) son los electrones, representando j las coor 
denadas de espacio y de spin del electrén j.

Para tal funcién de onda aproximada ^   ̂ 1 ( j 7  j ̂  
da la densidad de carga promedio résultante de la presencia 
del electron j en la funcién de onda s ésto sugiere
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que cada una de estas funciones  ̂4'yS > ‘ •-ŷ rr serfan 
determinadas como soluciones de la ecuacion de Schroedin- 

ger para un electrén en el campo del nucleo y de la dis- 

tribucién de carga promediada del reste de los electrones. 
En tal tratamiento, el campo creado por la distribucién 
promediada electrénica derivada de las funciones • • y*fU

debe ser el mismo que el campo usado en la evaluacién de 
estas funciones de onda. Este aspecto nos lieva al térmi- 
no "campo autoconsistente" para el campo del étomo asf d£ 
terminado [ ̂  J •

Ahora bien, la funcién aproximada (19) no cumple el 
principio de Pauli en la forma establecida en el pérrafo
2). Este puede satisfacerse, cuando tomamos una funcién 
aproximada formada por un determinants construida con fun 

clones monoelectrénicas

I (20)

' k i ( ' )  ' i ' r t l z j  ■ • •

Debido a las propiedades de los déterminantes se com 

prueba, como veremos, que no supone ninguna restriccién t£ 
mar dichas funciones mono-electrénicas ortogonales.

Para étomos, se emplea generalmente funciones mono- 
electrénicas 4̂  tipo campo central :

4 ^ 0  ) =  (21)
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En estas condiciones, las funciones 4^ , 4^ de 

diferentes 1, m y s son ortogonales por las propiedades de 
los arménicos esféricos Y  , o de las funciones de spin. 

Para asegurar la ortogonalidad de todas las restantes, es 
sélo necesario imponer la condicién

•oo

T('r\ t } r) F('r^^C ; r) d r  ^  0  (22)
)

En el campo central, hay 2(21 + 1) orbitales con cua^ 
quier (ni), formado por (21 4 1) diferentes funciones Y  y 
dos diferentes funciones de spin .Un conjunto de orbi­
tales 4̂  con el mismo (ni), en el déterminante (20), se 
llama grupo ni. Si todos los orbitales 2(21 + 1) con el mi£ 
mo (ni) estan ocupados, se dice que el grupo esta complete.

Un grupo de q(nl) orbitales se escribe (ni)^, y cual£ 
tativamente la estructura de un étomo, en esta aproximacién, 
se especifica por el numéro de orbitales ocupados en cada 
uno de los diferentes grupos (ni). El conjunto de orbitales 
ocupados en cada grupo (ni) es lo que se define como confi- 
guracién del sistema atémico.

Segén el teorema de DelbrUck [ 5 J » si tenemos un si£ 
tema polielectrénico en el estado '5 (grupos completos), p£ 
demos sin pérdida de generalidad tomar los orbitales en for; 

ma factorizada en funciones radiales y arménicos esféricos.

Este hecho simplifica notablemente la determinacién 
de la funcién de onda, ya que sélo quedan por determinar las 
funciones radiales.
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Para una configuracién que incluye un grupo incompl£ 
to (ni), un unico déterminante (20) puede sélo incluir una 
seleccién de los 2(21 41) diferentes orbitales del grupo 

(ni). Vamos a llamar A un conjunto de funciones monoelectré 

nicas 4^ ̂ 4̂ 1̂ ; •' *^4n* y el déterminante (20) construis
do con este conjunto. Consideremos, por ejemplo, la configu 
racién del atomo de G , (Is)^ (2s)^ (2p)^. Hay 6 diferen -
tes orbitales (2p) pero sélo dos de ellos pueden ser inclu£ 
dos en el conjunto A. Hay ( ^ ) =15 déterminantes correspon- 
dientes a las 15 maneras segun las cuales un par de orbita­
les (2p) pueden ser elegidos de entre los 6 distintos. Para 
una configuracién de onda aproximada para un estado atémico, 

en la aproximacién considerada, debe ser una combinacién l£ 
neal de déterminantes

la suma se extiende sobre todos los conjuntos A conteniendo 
q(nl) orbitales.



CAPITULO II
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C A P I T U L O  I I

EL TEOREMA VARIACIONAL

A. ESTADOS ESTACIONARIOS DE UNA PARTICULA EN UNA DIMENSION

Para la obtencidn de funci<5nes de onda aproximadas, 
hay un teorema importante en mecéinica cuantica conocido 
como teorema variacional. En este contexte parece m^s impojr 
tante y méîs general que la teorfa de perturbaciones. En e- 
fecto la teorfa de perturbaciones es sdlo aplicable a un 
sistema con una energfa potencial V prdxima a la funcidn p£ 
tencial real para la cual las soluciones de la ecuacidn de 
onda pueden ser obtenidas, mientras que la aplicacidn del 
método variacional es independiente de esta restriccidn.

1) Deduccidn del teorema variacional

Para exponer el principle variacional en el case rais 
simple, primero le deduciremos para una partfcula en un cam 

po conservative en una dimension y luego le generalizaremos 
a varias partfculas.

La ecuacidn de ondas para 1 os estados estacionarios de 
tal partfcula es :

H  4 ;  =  E f  ( 1 )
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donde:

M  =  -  —  —  +  v ( y )  <2)
2m  cix^

Las soluciones correspondientes satisfacen las siguien 

tes condiciones de contorno, ^(d) s 0 W — 0 > sean 4q cu- 
yas energfas son , es decir:

14 = En 4^0 (3 )

Consideremos la siguiente magnitud:

, J l-l <t <JxE = -i-j------  (4)
[
J<jl

donde (x) es una funcidn de x, dos veces diferenciable 
con respecte a x y satisfaciendo las condiciones de contor­
no de Vp , pero no necesariamente una solucidn de la ecua- 
cidn (!)• Decimos que E* es una funcional de ^^(x). Si<^(x)
coincide con una 4ri de un estado estacionario, entonces E*
tiene el valor de la energfa E^ del estado; pero normalmente 

E* sera una aproximacidn de tal energfa.

Aquf vamos a introducir una notacidn, para establecer 
la diferencia entre 1 os valores de la funcidn, para el mismo 
valor de x(o de?), tal diferencia seri denotada mediante el 
sfmbolo ^  •

Tarabiin vamos a establecer una fdrmula que nos seri de 
utilidad posteriormente; esti basada en un elemental cilculo 

de integracidn por partes. Si u y v son cualesquiera funcio- 
nes dos veces diferenciables con respecte x, tenemos la si-
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guiente identidad:

^ ( u ü )  =  u ÿ î T  _  u-<=». ^  -  i r - ^  I =  u  -  i r  ^
d x  ' aX dx I dx^ d x ^

si intégrâmes les 2 miembros entre les limites a y b obte-

(5)

nemos

UL — i f  d x  =: U. A :  _ U - ^
dx^CL . d x d x

+ { Jx
d x ^

(6 )

u .En particular si u y v son 0, en ambos limites, y — ^  ,
!
^  permanecen finitas en ambos limites se cumple
d x

U — ^  dx = 
d x *

ri>

v t Ü ü  d x
dx^

(7)

Consideremos ahora la cantidad E ’ evaluada para dos 
funciones diferentes ^  (x) y ^^(x ) = ( x ) 4- ( x ) . Sea

E ’-f'A E* la cantidad obtenida reemplazando por ̂  en
(4), este es

A

E ' + a E ' =  Ja.
f  cj>4 Ac|>)^ d x

(8 )

JCLReagrupando en la expresidn anterior résulta

r  1
( ( j ) + A c ( » )  d x  a E  =

rl

(4>+a <J>)(h - E ^ ) ( 4 + ^ 4 * ) ^ x  (9
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rt rt

I (<{> + j  =
J a  ^

4 (W-E ̂ ĉ|> dx +
OL
rL
A4>(H—E )<j>dx 4-

.b (10)
A 4>(W-E ' j/^4>dx

En esta expresiin el primer tirraino se anula debido 
a que E* viene definida por (4). Consideremos ahora el s£ 
gundo tirmino, teniendo en cuenta la forma del operador ha
miltoniano (2 ) ;

-b

Ja
(11)

En esta ecuacidn, se puede ver ficilmente, dado que 
y son cero en x=a y x=b, y en virtud de la fdrmu

la (7)f que el termine de energfa cinetica puede ponerse
como :

r
^4> | - J _  i l

2 m  d x *
d x

Por otra parte, dado el carieter multiplicative de 

su operador V(x) - E ’jel orden puede alterarse en el
tirmino de energfa potencial. Por tante, el secundo tirmi^ 

no de la expresiin (10) es igual al tercero, y la ecuaciin
(9) puede escribirse como:
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d x AE =2
r

j d>dx4"
Ol

rk

a 4>(M-e ĵ ^4>dx (12)

Ahora establezcamos las sigulentes hlpdtesis:

a) Si es una solucidn de la ecuacidn (1) es decir cj> = 4in
y asf E* = Eĵ  de la formula {U) y (H-E*)4> = (H-E^)4n= 0
y la ecuacidn (12) queda de la siguiente forma: 

r _ I* k

(4 'n  +  A<t) d x AE' = A(^(H-En) A<j>dx

b) Si se cumple la ecuacidn (13) para todo A<t> ,entonces de 
la fdrmula (12) se deduce que'

«"/a.
para todo (dos veces dif erenciable y satisf aciendo las 
condiciones de contorno de 4  ), de forma que :

(h-e')4> = o
para todo x .

De aquf se deduce 1o siguiente:
a) Si es una solucidn de la ecuacidn (l4), entonces E ’ 
es estacionaria en el sentido que ^ E ’=0 al primer orden 
en , para cualquier variacidn pequeha ; por tanto

si os una aproximacidn de 4n , entonces E* calculado
de la ecuacidn (k) es una mejor apr oximac i<5n a E^ que ^

1 o es a » por ejemplo si ^  , es una aproximaci<5n a

(13)

(14)
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en un 1%, E* es una aproximaci(5n a E^ del orden de 0,01%
b) Si E ’es estacionaria en el sentido arriba expuesto, pa­
ra cualquier variacidn de una funcidn , entonces

corresponde a una soluclin 4n d® la ecuaci<5n (1) y el va­
lor estacionario de E* corresponde al valor de E^.

2) Caso particular del Estado fundamental

Para el estado fundamental se puede obtener un teore^ 
ma adicional. Sea | J  conjunto ortonormal de funciones 
soluciones de la ecuaciin (1). En la expresidn (13) para A E *, 
supongamos A>4> desarrollada en tirminos de estas funciones

a 4> = 2 1  'l'k
b+n

Entonces, se puede poner:

[ \ r \ -E „ ]A 4>  =  21ûtc (H-En )4'k =  %.<%k (Ek-En)4'. 
ktn Ic4n

y puesto que H  = Ek 4k » ol integrando se escribe

(H^En)A<i>=: (Eb - En)4^kjin bin

=  Z L  ^  o-k ( E k - E n ) ' k 4 k
jik4n

Integrando résulta:

(15)

A<() (H - E „  ) a 4> d x  =  2 1  Qj 0.1. ( E k -  E n)j/lcin
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ya que 1 os forman un conjunto ortonormal. Se obtiene

f inalmente:
r

(4n "kAct) dxj En)A<i> dx = (Ej -En) (1&)

Si n = 0 (estado fundamental} todos 1 os tdrminos de 
la suma (l6) son positivos y la integral de la izquierda es 

tambiin positiva por tanto A  E*^ 0, es decir, el valor 
de E ’ para el estado fundamental es un mfnimo absolute.

3) La energfa media como paramétré de Lagrange

Hemos visto dos aspectos de la magnitud

j4>H4>dx
E  = i----------  (17)

J d x
El primero es simplemente el valor de este cociente 

de intégrales para cualquier funcidn ^  .El segundo el de 
una aproximaciin a la energfa para un estado estacionario 

si es una aproximaci<5n a la funci6n de onda para este
estado. Un tercer aspecto de esta magnitud nace cuando se 
api ica el calcule de variaciones desde un punto de vista 
diferente.

Los valores estacionarios E* de la raz<5n (17) son tam 

biin los valores estacionarios de la integral |-/<j>clx si
ista es evaluada, no para todas las funciones dos veces di- 

ferenciables ^  , sino sdlo para las funciones cj> que sa

tisfagan la condicidn de normalizaciin:
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N = 4>̂ cix = I (18)

Para cualquier variaciin de se tiene;
rk

A l =  2
rk

A4> h dx a N  = 2 Ac|> d à x
"/CL «/CL

Los valores estacionarios de I, condicionados a N = 1 
pueden obtenerse resolviendo la ecuacidn a I — — O donde 
X es un factor constante y todavfa indeterminado (multi- 
plicador de Lagrange). Para ello hace falta que dicha ecua- 
cidn se ̂ anule para todo Ac)> (no restringida por la condi- 
cidn I <J)AcJ)dx= 0 )• Résulta entonces que;

rk

A<t> ( W - X) 4> dx = 0
JcL

de tal modo que 4) y X  deben satisfacer la ecuacidn

( 1-4 — X ) = 0
A menos que A  sea un valor caracterlstico de la ecua 

cidn W4^n =En4'n ecuacidn (19) no tiene ninguna solu-
cidn que satisfaga las condiciones de contorno, excepto la

soluciin trivial ^  = 0 la cual no satisf ace la condici<5n 

de normal izaci(5n dada en la ecuaciin (18). Por tanto, los 
valores del multiplicador de Lagrange A  , para el cual I 
es estacionaria sujeta a la constante de normalizaciin N, 
son los de la energfa de los estados estacionarios. Tambidn 
la propiedad estacionaria de I sujeta a la condicidn de nor

( 19)
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malizaci<5n N si^nifica que, si no es una solucidn de
(19), X c I = l<^M4>dx es tambiin una aproximaci<5n del

\correspondiente multiplicador de Lagrange A .

B. PARTICULA EN TRES DIMENSIONES

Para una partfcula en un campo conservative en 3 di- 
mensiones, la ecuacidn de onda es:

H  4̂  = E 4̂ (1)
donde ahora

W  = - (20)2m
Para funciones reales ^  , no es necesariamente so-

lucidn de (1), sea

J
donde <|> ahora es una funcidn de r , y cIt représenta un 
elemento de volumen. La integracidn es sobre todo el espa 

cio, como vemos E* es una funcional de ^ ( r )  •

El desarrollo es el mismo que el empleado en el pro­
blème de una dimension. Consideremos ahora una fdrmula que 
nos seri de utilidad posterior. Si S es una superficie 
cerrada , englobando un volumen T  , y , sobre ella se def^ 
ne un vector, rT, normal a S dibujado hacia fuera del volu­
men T.
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En estas condiciones se tiene

I :
U  - (U VVT- IT VU.)d5m +

1 IT 
>'T

dr (2 1 )

Este teorema, conocido con el nombre de Green, no es 
sino una generalizacidn a 3 dimensiones de la fdrraula (6) 
ya vista. Si, nos restringimos a las funciones ^  , las
cuales tienden a cero bastante r^pidamente cuando r — oo 
la integral sobre la esfera en el infinite se anula, 
entonces la expresidn (21) se reduce a la fdrmula:

Acj) V^4>dTV^(A<i?)dT =
'T ''T

El reste de la demostracidn es andlogo a la del ca­
so monodimensional.

Veamos ahora otra relacidn util cuando se manejan 
funciones de onda complejas. Si ^  représenta una funcidn 

de onda compleja y <f) su compleja conjugada tenemos para 
el valor medio de la energfa^en lugar de la (17) la expre- 
si<5n:

( j )  H  <|> d r

d T
(22
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que tiene la propiedad de ser estacionaria, si <{> es una 

solucidn de la ecuacidn (1), para cualquier variacidn pe- 
quena ( la cual puede ser compleja).

Si E ’ es estacionaria, entonces (al primer orden en

a 4> )

[A<i)*(H-e')4>+ac}>(h-e')4»*̂ Ĵ t = o (2 3)
para todo A<t> • Aquf no son independientes, y
asf no se puede deducir inmediatamente de (2 3 ) que

(H-E')4> = 0 (H- o (21»)
Sin embargo

Ac)> := A U - f V . < ^ C T

=  A  U  —  t AtT

donde Au y Aif son reales y ademas variaciones independien 
tes; por tanto la fdrmula (2 3 ) puede ser escrita

^Au (H - EO + - t ALT (H- E'j (4>-4>*)JJt = 0
para todo A u  y ALT . Por tanto

(H- E' ) (4> -h 4> )̂ = 0 (4̂ - Cj)̂) = O
por tanto la funciones reales 4>+C^^ y son ambas
soluciones de la ecuacidn (1) y de dstas se deducen las ecua
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clones {2k),

C. 5ISTEMAS F0RI4AD0S POR MUCHAS PARTICULAS

Las funciones de onda para estados estacionarios
de un sistema forraado por muchas partfculas bajo fuerzas con
servativas satisfacen una ecuacidn de onda M ^ s s E ^  en el
cual el operador hamiltoniano M  contiene tdrrainos ( —

\ Z m   ̂ I
para las partfculas separadas y una funcidn energfa poten­
cial. Sea E* definida por

E ---------  (25)

extendiendo la integracidn sobre el espacio de coordenadas 
del sistema. Esta magnitud tiene andlogas propiedades a las 
dadas para el sistema formado por una partfcula.

La propiedad de E*, definida por (25), que es un mfn^ 
mo absoluto para el estado fundamental del sistema, propor- 

ciona un criterio util para comparar las diferentes aproxi- 
maciones a la funci6n de onda del estado fundamental. Una 

funci6n de onda puede ser observada como una mejor aproxima 
ci6n al estado fundamental si ésta da un valor m^s bajo de 

E ’. En este sentido "mejor" significa mas adecuada para el 
calcule de la energfa total del sistema atdmico. Otras a- 

proximaciones podfan ser mas adecuadas para el calcule de
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otras propiedades atdmicas, pero en la mayorfa de estos ca 
SOS el unico "test" es el empfrico comparando los valores 

calculados con los observados.

Ningiîn criterio puede dar un complete enjuiciaraento 
de la bondad de una funci6n de onda aproximada, los diferen 
tes rasgos de la funcidn de onda son importantes para dife­
rentes aplicaciones• Por ejemplo, las fuerzas atractivas de 
Van der Vaals entre dos atomes de gases inertes a grandes 
distancias, y las fuerzas repulsivas a pequenas distancias, 
dependen principalmentè de la conducta de la funcion de

onda para grandes r. Asfmismo la estructura hiperfina 
depende en cambio de la conducta de la funci<5n de onda en 
las proximidades del nucleo. Sin embargo, el criterio de la 
energfa total, por el présente, es el mèTs generalmente util. 
Para una discusidn sobre otros criterios puede verse los ar-

tfculos de James y Coolidge, y Williamson [6]

1)Dos formas de emplear el teorema variacional para derivar 
funciones de onda aproximadas.

La primera forma es considerar una clase de funciones
con una forma analftica dada, conteniendo paramètres

cuyos mejores valores en el sentido del teorema variacional, 
van a ser determinadas haciendo E* estacionaria con respecte 
a dichos paramétrés y restringiendo ^  a una clase de fun­
ciones con una forma particular dada. Por ejemplo, para el 
estado fundamental del atome de He podemos considerar la cia
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se de funciones:
-  k ( n + Tj )

=  e

con diferentes valores de k, o la clase de funciones

(26)

- ( + If2 1̂1 + k , ]% e -I- e (27)
con diferentes valores de y kg. Podemos verificar que, 
si sustituimos estas funciones en la ecuacidn de SchrOdin- 
ger, la soluci<$n de dicha ecuacidn no es de ninguna de las 

dos formas. Ahora podemos calculer cuales son los valores 
de los parametros mejores en el sentido del teorema varia­
cional. Esta minimizacidn nos puede conducir a tener que 
resolver un sistema de ecuaciones algebraicas, posfblemen- 
te no 1ineales, para el conjunto de parametros.

Si la funcidn de prueba incluye un numéro pequeno de 
parametros, entonces, y excepto para sistemas de pocos eleç̂  
trônes, s<5lo se obtendra una aproximacidn muy grosera. En 
cambio, si la funcidn de prueba incluye muchos paramètres, 

con intenci<$n de obtener una mejor aproximacidn, la aprox^ 
maci(5n sera mucho m^s aceptable pero la complejidad del pr£ 
ceso har^ el cdilculo practicamente imposible.

La segunda forma de emplear el teorema variacional es 
considerar una clase de funciones ^  construida de una ma 
nera especffica por funciones arbitrarias de las variables 
del problema, estas funciones se determinan de tal manera 
que minimicen E*. Por ejemplo para el estado fundamental
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del atomo de He podemos considerar la clase de funciones

^  (28)

sin imponer ninguna restriccidn sobre la forma de la funcidn 
(r ). También sabemos que la solucidn de la ecuacidn de ori 

da no es ciertamente de esta forma; no obstante podemos bus- 
car de entre las funciones de la forma general (28) las que 
dan la mejor aproximacidn en el sentido de minimizar la ener̂  
gfa. En este caso, la aplicacidn del teorema variacional a 
la funcidn ^  conduce a ecuaciones diferenciales en las fun 

clones incognitas 4^(r).

2) La aproximaciOn de la funciOn de onda al estado fundamen­
tal del atomo de He.

Ahora vamosaaplicar a un funciOn del tipo (28) dada 
en el apartado anterior al atomo de He. Puesto que la mayor 
parte del algebra es la misma, si la forma algebraica de la 
funcion 4^(r) en (28) es especificada 6 no, desarrollaremos 
la primera parte de dicho algebra en el caso m^s general. 

Adoptaremos la forma:

_ T(r,) ? ( r z )
^  (291

para la funciOn de onda aproximada. Puesto que el valor de

J c ^ ^ d T
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no es afectado por la multiplicaciOn de por cualquier
factor constante, no es ninguna restricciOn suponer las
funciones de ondas radiales P(r) normalizadas a;

r oo
v) d r  = 1 (30)

Para simplificar el algebra, se supondrO que estOn 
normalizadas• Esta condiciOn sobre la funciOn P(r) debe ser 

recordada cuando evaluemos la variaciOn A  E * para
una variaciOn A ^  en P, si empleamos para E* una fOrmula 
derivada sobre la base de que P estO normalizada, es decir, 
la variaciOn en P debe ser condicionada a que P permanezca 
normalizada. El calculo tiene dos etapas, una concerniente 
con la derivaciOn de la fOrmula para E ’ en tOrminos de la 
funciOn P(r) y otra con la aplicaciOn del teorema variacio^ 
nal a esta expresiOn para E*.

Si dluJ es un elemento de angulo sOlido, el elemento 
de volumen es en coordenadas polares esfOricas:

dTa dr, dTa= ri'̂r/dr, dr̂  dwj, dw^ (31)
En el denominador de la expresiOn (25) para E*, las 

integraciones sobre r ̂ , r^, W, , pueden separarse de la
siguiente forma;

,2P (r,)dr, Idu), d u J , =  [4tr) (3 )

El operador hamiltoniano para un sistema bielectrdni
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CO es :

2  ' r, YIz

Debido a que la funcidn ^  sdlo depende de las coojr 
denadas radiales, r^ y rg, la aplicacidn del operador Lapla 
ciano tiene el siguiente efecto

Por tanto se encuentra para el integrando correspon­
diente a la energfa media:

ri'' r.'f M<f =--̂ T(r,)[p''(r,|+Al>(»̂ )]?Vi-,) -

. X ? ( r , | f F V . ) + 4 . 7 f r d ] T * f r ; | + - ^ P " ( n ) T ’(r,) (W,
2  ^

( 2 5 )J^ H ^ d rEn el numerador de _ ... ^
los dos primeros terminos en el integrando (34) dê

penden solamente de las coordenadas radiales. La integracidn

sobre r^, rg,u), y cO^ puede a su vez factorizarse condu-
ciendo cada uno de estos terminos a:

roo

2 J
T f r )  [ P ' 7 v ) - » - d r  (35)
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El primer y segundo t^rminos de la ecuacidn (34) con 
tribuyen de la misma forma en la energfa total, E*; dando 

la integral (35)• Por tanto la contribucidn total a E* de 
estos t^rminos, en la expresi<5n (34) es 21 siendo:

%  =  _ _ L  f T(r)[T''(r) + -^r( r) ] dr  06)
^  Jo

El tercer termine de la fdrmula (34) contribuye de la 
siguiente manera a la energfa total E ’:

T .  =
i

(An)'

(37)

3 (Ji S|! P-4-n-r;
Esta es la energfa potencial de dos distribuciones de 

carga con simetrfa esférica, con una densidad voldmica cada 
una de :

P = Elr!
4/r r *

o densidad radial (carga por unidad de radio)

Consideremos ahora la integral sobre 7^ en la formu­
la (38), para un valor fijado de r^. Esta integral depende 
de r̂  y es

(38)

(39)
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Vfn) = I T V . )
■z dr. (40)

Air f":

la cual es el potencial en debido a una distribucidn de 
carga de simetrfa esf^rica y con una densidad volumica da­
da por (39) • Este potencial satisface la ecuacidn de Poisson:

- An-p =- (41)

Puesto que la distribucidn de carga p  es de simetrfa 
esferica, V es una funcidn de r solamante. Consecuentemente, 
si definimos una funcidn potencial de la forma:

Vfr) = Y M  r (42)

y teniendo en cuenta que =  -L —r—  fir\/) para todo vfr)r
la ecuacion (4l) se puede escribir como:

(43)

Asf para cualquier valor de r^, la integral sobre ,
en el corchete que aparece en (38) es  ̂ . Por tan
to, la integracidn sobre r^ y tO, , se puede factorizar, con 

duciendo para la integral (37) al valor:

Vfr)['± YM j d r (44)
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Finalmente résulta para la energfa total media de (25) 

la expresidn:

E'= Zl + IG

a ) Funciones de onda con forma especffica

La funci(5n de onda radial mas sencilla tiene la forma 
de una funci6n hidrogenoide:

"PM = r (£  ̂ (46)

donde "k" es un paramétré.

Se puede expresar E ’ en funcidn k evaluando los valo­
res de I y Fq con ayuda de las ecuaciones (36), (43) y (44).
A continuacidn se aplica el método variacional, minimizando 
E ’ para determinar el mejor valor de k. El factor l/2 inclu^ 

do en el exponente es debido a que en las intégrales I y F^ 
incluyen 6 PP

La funcion P(r) dada por la fdrmula (46) no està norma 
lizada, mientras que, en la obtenci6n de las expresiones pa­
ra las integral es I y F , se ha supuesto que P(r) estaba nor̂

°
malizada. La norma de (46) vale I ? j r = — de m£

Jo ^
do que la correspondiente funcion de distribuci(5n normaliza­
da viene dada por :

2
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Cuando la funci<5n de onda tiene la forma analiticapoo
sencilla (46), los valores de I cl T  Y I4 Jo r
se obtienen facilmente por integraci(5n, encontrando;

f-OO

p  p ' V r  =  -  4 -  k4 =  Z k  (48)r
En este caso, la integral (36) se escribe:

Por otra parte, la ecuacidn (43) para Y(r), toma la
f orma:

,w,

Con las condiciones de contorno Y(0) = 0 y Y(r) sea 
finita para r->oo , se encuentra facilmente que

y =  I - (i +  4 k r ) e - ‘="

5 /cResolviendo la integral (44) se encuentra T*o — — - ,
16

hallando finalmente para la energfa media, teniendo en cuenta
(45) :

=  +  =  (50)

El valor estacionario de E * se obtiene cuandol/2 k =
= 2 7 /1 6 , Por tanto,del conjunto de funciones de la forma
(46) (con diferentes valores de k) la mejor aproximacidn, en 
el sentido del método variacional, y para el f itado fundaraen
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tal del atomo de He, sera:

- y rpfr) = r e = r e
En esta aproximacidn, se puede pensar que cada uno de 

los electrones esté apantallado por el otro, en su interac- 
cién con el nucleo.

27 2El correspondiente valor de la energfa media E )
= -2,8476 u.a. y el valor observado es -2,903 u.a.

b) Funciones de onda sin forma especffica previa.

Ahora aplicaremos el método de variacién a la férmula 
(45) sin postular previamente una forma analftica para P(r). 
Por tanto, tendremos que expresar Al y AF^ en términos de 
la variacién A P (r) de P(r).

Si en la férmula (36), calculâmes Al sélo al primer 
orden (despreciando los infinitésimos de segundo orden) di­

cho valor es:

A l = 4  f j r- j. pr,
'*0

Mediante la relacién (7) demostrada anteriormente, las 
intégrales de dicha expresién son iguales, por tanto:

a I = —

roo
Z Ajpfrldr (51)



—  -

De la férmula (37) calculâmes la variacién primera de 

al primer orden, obteniendo :

(52)

En el primer sumando, la integracién sobre r^ y CJ2 » 
teniendo en cuenta (40) y (42), da:

l Z ! ( 5 ) j T ,  =  4 , r W r , ) = 4 t î Y ( l )

Dicha integral, expresada ahora en funcién de r^ , pu<e 
de substituirse de nuevo en la (5 2 ), obteniendo para dicho 
sumando:

APfr.) ZV(r , )  ^ Y f r : )  dr,
M

El segundo sumando de la expresién (52) proporciona 
una integral idéntica sobre r^ la cual tiene el mismo valor. 

Por tanto, para (52) résulta:

A Pô = 4- A ? { r )  Ylr-JVlr) à r  r (53)

y finalmente se encuentra para la energfa media (45):

4 E = 2.a I + a H, =— 2 AV( r ) r
(54)
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Para derivar la férmula de E* en términos de las 
funciones de onda radiales P(r), se ha supuesto, por s impi 
cidad que estas funciones estan normalizadas, y la férmula 
(54) para A.E* se cumple solamente para las variaciones 
^  P (r ) para las cuales (P +AP) permanece normalizada. Asf, 
aplicando el método variacional, no requeriremos que A  E * 
sea cero para todas las variaciones A  P (r), sino sélo para 

las variaciones su jetas a la condicién A  j r = 0 >
/-OO

o sea, 2. V ù P d r z z O  .
Jo

Esta condicién de normalizacién puede ser incorporada 
segun se ha visto, formando la expresién

£ " =  E'+X P ^ d r

donde A es un multiplicador de Lagrange. En esta circuns- 
tancia A  E ’* = 0 para todas las variaciones A  sin mas
requerimiento, de forma que la funcion radial, P, viene da­
da por la solucién de la siguiente ecuacién:

r   i. _ A _  -  _  X l  P f r )  =  0  (55)L dr* r r J
donde Y(r) esta ligada con la solucién por la relacién (43):

- (43)dr* r
Estas ecuaciones son las correspondientes al modèle de 

Hartree para un sistema de dos electrones. Tienen la forma 
de unas ecuaciones integro-diferenciales y deben resolverse
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iterativamente. En el caso del atomo de hello 1 os resulta- 

dos estan tabulados en y [ 7 ^

3 ) Funciones de onda analfticas

En el caso de atomos polielectrdnicos podemos adoptar, 
como funcidn de onda aproximada del atomo entero, un determi^ 
nante construido con funciones de onda, soluciones de una e- 

cuacidn de campo central, con la restriccidn adicional de que 
las funciones radiales seran especificadas y de forma analf- 
tica. Tales funciones radiales pueden ser productos de poli- 
nomios y exponenciales o sumas de termines de la forma:

C L n r " e " ' ^ " ’̂  (56)

Se han construido tablas para las funciones de onda 
consistantes en termines de la forma (5 6 ), las cuales han sî  
do evaluadas por Morse , Young, Haurwitz y otros [ 8 J . La 
mayor parte del trabajo, con funciones de onda analfticas, 

ha sido hecho para atomos ligeros. Para configuraciones con 
mas de 3 6 4 grupos (n 1 ), es decir, 2 capas, el numéro de 
paramétrés requeridos para obtener una buena aproximacidn es 
bastante grande.

Para algunas apiicaciones, s in embargo, las funciones 
de onda analfticas pueden ser mas convenientes que las fun­
ciones de onda bajo la forma de tabla. LOwdin ^ 9  ̂ ha de- 

sarrollado un metodo para analizar una funcidn de onda dada 
por una tabla en una suma de termines de la forma (3 6 ). Ha
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mostrado que con un numéro relativamente pequeno de tales 
termines, buenas aproximaciones pueden obtenerse para fun­
ciones de onda calculadas en forma de tablas.



CAPITULO III
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C A P I T U L O  I I I

MODELOS PE HARTREE Y HARTREE-FOCK

Estamos Interesados en el c^lculo de estructuras at^ 
micas en una aproximaci<5n en la cual cada uno de los elec- 
trones estd considerado en un estado estacionario, en el 
campo del nucleo y de una distribucidn de carga prom^diada 
de los demds electrones. Este modelo consiste en una funcidn 
de onda aproximada ^  , correspondiente a una configura-
cidn de capas o grupos (n,l) completes formada por un solo 
determinants construido con funciones de onda monoelectrd- 

nicas Y  . Ademds, cada una de estas funciones de onda mô  
noelectrdnicas son del tipo campo central. Deseamos encon- 
trar las funciones de onda radiales P(nl;r) en estas funcio^ 
nes Y  , tales que la energfa media total del àtomo,

E ----:---  (1)

sea estacionaria con respecto a las variaciones de estas fun 
clones de onda radiales.

La determinacidn de las funciones de onda radiales prjs 
senta tres etapas. La primera es la derivacidn de la expre- 
sidn para E ’ en termines de las funciones de onda radiales; 
la segunda la aplicacidn del calcule variacional a esta ex-
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presidn de E ’, y la tercera consiste en la resolucidn de 
estas ecuaciones. Las dos primeras etapas se desarrollan 
en este capftulo y la tercera puede encontrarse en la abun 
dante bibliograffa que hay sobre el tema ^ 10 ̂

A, DERIVACION DE LA EXPRESION DE LA ENERGIA MEDIA

1) Evaluacidn de la expresidn de E* para una funcidn mono- 
determinantal.

Para evaluar la expresidn de la energfa media se re- 
curre a las reglas de Slater ^ 11 J ^ 12J y ^13J para el 

cdlculo de elementos raatriciales entre funciones monodeter- 
minantales construidas con spin orbitales ortonormales. Es­
ta ultima condicidn que tienen que cumplir los spin orbitales 
no supone ninguna restriccidn sobre la funcidn de onda total. 

En efecto, si no es ortogonal a Yct , existe siempre
una combinacidn lineal Yu + A Y cl la cual es ortogonal y 
se comprueba que el déterminante permanece invariante cuando 

se remplaza Yj, por A Ya. • Por otra parte, se verifi-
ca que E* es invariante si se multiplica cualquiera de las 
funciones por una constante C, de forma que las funciones de 
ondas monoelectrdnicas, Y  , pueden normalizarse •

Résulta que se obtiene para el valor medio de la ener- 
gia E*, cuando la funcidn tiene la forma de un déterminante 
de Slater construida con "n" spin orbitales ortonormales, la 
expresidn:
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E ' = È L  +  ± f
n  n

(2 )

donde

L = - 7 - 1
2 Z
5

—

—

l Y ^ f ü T  n / '  lY/î (j)i^dTc d r y

(3)

(4)

M>*(Ü 4̂ 8 ( U  T'cj' y^(j ) à r c  d i j  (5)

y donde hay que sumar sobre los "n" spin orbitales. La pr^ 
mera de estas intégrales es andloga a la (36) del capftulo

/II. Se trata de la contribucidn monoelectrdnica del electron 
j en la energfa total, es decir, la energfa cindtica y 

la energfa potencial del electrdn j en el campo del ndcleo.

. XLa segunda, , es andloga a la (44) del capftu­
lo anterior. Se trata de un tdrmino de repulsidn electrdnica

es decir, la repulsidn del electrdn j en el campo medio del 
electron i. Por ello, esta integral se llama integral de 

Coulomb.

La tercera, , no se da en el caso de dos elec­
trones équivalentes estudiado en el capftulo anterior. Se 
debe a la antisimetrizacidn de la funcidn de onda, por ello 
se llama integral de canje o intercambio. No tiene su and- 
logo cldsico, pero es tambidn de naturaleza repulsiva. Te-
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niendo en cuenta la ortogonalIdad de los spin orbitales de 

spin opuesto, es nulo a menos que Yw y sean
del mismo spin. Este extremo suele indicarse con una tilde
sobre el correspondiente sumatorio de (2):

n n n n n

b ' =  ^  I w  +  ^  Ü  Jo(A -  X  K v y g
^ I oiy/î '

donde, en el sumatorio sobre , hay que sumar so­
bre todos los pares de funciones Yv y del mismo spin.
Este resultado fue senalado por Slater l4 ̂

2) El empleo de funciones de onda tipo cambo central

El anterior apartado se puede aplicar no solo a los 
electrones de un dtomo, sino tambidn a cualquier sistema de 

electrones, o incluso a cualquier sistema de particules al 
cual se debe aplicar el principle de exclusion de Pauli.

Para un dtomo, la expresidn de E* se simplifica enor 
memente si las funciones de onda monoelectrdnicas Yo< son 
del tipo campo central, con la misma funcidn radial P(nl;r) 

para todas las funciones de onda de cualquier grupo (ni). 
Entonces las integraciones sobre las coordenadas angulares 
pueden ser llevadas a cabo facilmente, considerando las in­
tégrales sobre las coordenadas radiales solamente.

En estas condiciones, la integral monoelectrônica (3) 
se escribe :
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-'O

estando las funciones radiales normalizadas:

Aslmismo, podemos expresar la contribucidn monoelec, 
trdnica en términos de (ni) y del numéro de funciones 
de onda del grupo (n 1) que definimos como q(n,l): 

n

2 ! L = ZI< T
Para el cétlculo de las intégrales (4) y K^p

(5) se recurre al desarrollo de l/r^j en tdrminos de r^, 

r ^ y  j^= COS &ij* a saber 5J

(8 )

(9)

donde:

■ ^  =  Z  U , ( n , r j ) l > , l r )
r,j k (1 0)

yrk+iJ
para >T* ^  P;

k+( para

(11)
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p^(^) es el polinomio de Legendre de orden k, que

puede estar expresado a su vez en tdrminos de unos armdni-
cos esfdricos en 9i y y 9j , . Las integraciones

sobre  ̂  ̂Ĉ t Y (f>j pueden llevarse formalmente a cabo
Se encuentra entonces :

(1 2)

kj|i =  Ç  Ifi'mfijG 2/a)

donde ahora las funciones F^, generalizaciones de la (44) 
del capftulo anterior, y se definen como:

(13)

Jo

V ^ h h n l V I ' " ' (  ; <j)Ui(<ivyr,ciç

(14)

ro^

(15)
Estas funciones son conocidas con el nombre de facto­

res de Slater-Condon.

Los factores a^ y b^ de (12) y (13) resultan de las 
integraciones sobre la parte angular.

Âunque el desarrollo (10) es una serie (por tanto de 
infinités termines), en el Indice k, las sumas sobre k en
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(14) y (15) son sumas finitas, con k no mayor que 4" )
y con la misma paridad que  ̂ ) • Asf, en las conf i-
guraciones construidas con funciones con 1 no mayor que 2 

(orbitales d), es decir, en el caso de los elementos habitua 
les, el valor maximo de k es 4, anulandose los tdrminos su­
per lores del desarrollo. Los valores correspondientes a^ , 
b^ han sido calculados y tabulados 16 J

Las formulas anteriores se han derivado para funcio­
nes de onda monoelectrdnicas ortogonales. las funcio^
nes de onda del tipo campo central, que implican diferentes 
armdnicos esfdricos o diferentes funciones de spin, son or­
togonales debido a las propiedades de los armdnicos esfdricos 
y de las funciones de spin. Para asegurar esta propiedad de 
ortonormalidad es solo necesario imponer la condicidn

; r)'P('n'2 ; r) dr= ' <»6)
O

sobre las funciones de onda radiales.

Résulta entonces que para una configuracidn de grupos 
completos (capas cerradas), E ’ se reduce a una suma de mdl- 

tiplos de las intégrales I(n 1),, F^(nl,n’l’)» F^(nl,nl) y 

G^(nl,n’l’> [ 1 7 ]:
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ne\i

(17)
W,

donde los coeficientes surgen al agrupar los fa£
tores a^ y correspondientes a las funciones de un mismo 
grupo (n 1), y (n 1) y (n* 1’) para los y B^^,^ respe£

tivamente. Dichos coeficientes estdn tabulados en ^ 17 ̂  .

En esta expresidn, el primer sumando corresponde a la 
energfa monoelectrônica. El segundo corresponde al primer 
tdrmino del desarrollo de la energfa de repulsidn, cuando 

k = 0, entre electrones équivalentes, es decir, pertenecien 
tes a un mismo grupo. El tercero corresponde a este mismo 
tërmino de repulsidn, entre electrones de distintos grupos. 
El cuarto corresponde a los tdrminos superiores de la ene£ 
gfa de repulsidn entre electrones équivalentes. Finalmente, 
el quinto résulta del intercambio entre los electrones equ£
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valantes y de dlstintos grupos.

Los tdrminos superiores de la energfa de repulsidn 
entre electrones de distintos grupos son nulos debido a la 
simetrfa del problema.

3 ) Las funciones y de Hartree

Para el cétlculo de los coeficientes de Slater-Condon
(l4) y (15)* y siguiendo a Hartree ^ 17^ * definireraos dos
conjuntos de funciones de "r^", como sigue:

;rj = n (18)

oo

J

Teniendo en cuenta (11) y (18) volvamos a escribir 
esta dltima expresidn de la manera siguiente:

/-OO

<20)
Con estas definiciones, la integral (l4) se escribe:

rO»

'P^('nî;rJ-L Yf'n'l ) d Q  (21)
"I

analogamente a la (44) del capftulo anterior * la integral
(15) toma la forma :
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roo

Yc

Para el cdlculo de las funciones se recurre al 
siguiente proceso: se multiplica a los dos miembros de
(18) por r^ diferenciando seguidamente la ecuacidn résul­
tante. Se encuentra:

^  Zk(/n?,-n'2 ; g) = '?(oi2 ; ̂ )'Vl'nj Z k ' i ;  y;)(23 )
A continuacidn, se multiplica a los miembros de la ecuacidn 
(22) por r|̂  ̂^  ̂̂ diferenciando igualmente el resultado. Se 
obtiene, teniendo en cuenta (2 3 ):

art Y% J(24
Las funciones Y^ y pueden calcularse resolviendo 

el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas (23) y (24), 
con las condiciones de contorno:

Zk('Y'^ 'n'l' ] 0 ] = 0
(25

Yk('Y»î,V(';rc) -  Zk('nLm'£’;rt/—>• 0
cuando .

La funcidn Z^, sin embargo, puede eliminarse diferen 
ciando la ecuacidn (24), substituyendo, en la ecuacidn dif£
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rencial de segundo orden, dY^/dr^, por (24), y escribiendo 

Zjc ^ en tdrminos de P(nl*,r^) P(n’l’*,r̂ ) segun (23)
se encuentra finalmente;

A las funciones Z^(nl ,n’l * ;r.) y Y^(nl,n * 1 ’ ;r.) se las 
puede dar la siguiente interpretacidn ffsica. Si definimos 
por U(r-) la carga por unidad de radio de una distribuei6n 
de carga esfdrica (densidad de carga p — UCt̂ J/AtT fi*) » enton- 
ces Z^(nl ,n’l ’ ;it)/r̂  es el campo creado por una distribu- 
cidn con una densidad de carga radial U(r-)=P(nl ;r̂) P(n’l’;r̂) 
a la distancia y Y^(nl ,n’l ’ ;ij)/r̂  es el potencial creado 
por dicho campo a la distancia J •

B. APLICACION DEL METODO VARIACIONAL

1) Deduccidn de las ecuaciones de Hartree-Fock

Para obtener las ecuaciones que permiten determiner 
las majores funciones de onda radiales P(nl;r), en un sen 
tido variacional, para un sistema atdmico, tenemos que d£ 
ducir una expresidn de la variacidn de la energfa media,
^  E ’, en tdrminos de variaciones A P  de dichas funcio­
nes radiales. Consideraremos estas variaciones individual- 
mente, sean las funciones de onda radiales P(nl;r) las que 
se varfan y las P(n* 1 * ;r ) las restantes.
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Segdn la ecuacldn (17)» la energfa media se escribe 
en termines de las intégrales I(n,l), Fĵ (nl*,nl), Fj^(nl:n*l’) 

con n ’I’ ^ nl y Gj^(nl;n* 1 ’ ). Para calcular la variacidn de 

E ’, al primer orden en ^  P ( ni ", r ), es necesario calcular 
la variacidn de estas intégrales,

La variacidn de la primera de estas intégrales (7): 
foo

. 22 iU+l]lP('nf;r)dr +

>oo

+ (27)

La fdrmula (7) del capftulo III permite poner

=  U r d L v J
d r ^  I d r

Résulta que los dos sumandos de (27) son iddnticos:

a I oi ('Yii) = -

r<x>

4-
2 2  H U l

r*
(28)

La variacidn de la segunda de estas intégrales (l4), 
cuando (nl) = (n’I*), puede ponerse como:

AÎkM,/nt)=
•̂0
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De las formulas (20) y (21) del apartado anterior se

verifies fdcilmente que; 
roc

(oi? J r)]-iyk('n'«y^'C;r)dr= , r ]é r
•'û

de forma que la variacidn AFj^(nl,nl) puede escribirse :

4  fpfn^;r)A?('nf;r)LVlf'n?/T)6;rjcir (29)

La variacidn de ^ Fĵ (nl ,n*l ’ ) > cuando (nl)^(n’l’), 
en cambio, toma la forma mds simple :

ATÛ('T'î,'n'£')=2

Andlogamente la variacidn de la cuarta de estas int<e 

grales (15)» se escribe :

j = 2

J
Finalmente résulta para la variacidn primera de la 

energfa media una expresidn que escribiremos en forma abr£ 
viada :

r oc

A E '  = (32)
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donde Q(nl;r) esta formada por los siguientes tdrminos;

que corresponde al tdrmino monoelectrdnico de (17)

que corresponde al tdrmino de repulsldn entre electrones
équivalentes, cuando k = 0̂

(̂-n e) e y % m ’i r)l>('r^ t ; r)
que corresponde al tdrmino de repulsidn entre electrones de
distintos grupos

que corresponde al tdrmino de repulsidn entre electrones e- 
quivalentes, cuando k # 0.

- - p  Vfe

que corresponde al tdrmino de canje.

En la derivacidn de la fdrmula de £ ’, se ha supuesto 
que las funciones radiales estaban normalizadas. Por otra 
parte, se ha supuesto que las funciones correspondientes a 
distintos n eran ortogonales. Por tanto, las variaciones
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}r) estardn su je tas a las condiciones de 0£

togonalidad (l6). Estas pueden ser impuestas introduciendo 

unos multipiicadores de Lagrange X ^*1 funcional.

E"= E'+
'T\M c

>00
'PM;r)P(-nf;r)dr (3 3)

'/O
y requiriendo que dicha funcional sea estacionaria para t£ 
da variacidn A*P , ahora sin mas restricciones que las 
de diferenciabilidad y de contorno.

Con estas condiciones, la variacidn de la energfa m£ 
dia (33) J viene dada por

AE =
•̂0

teniendo en cuenta (32). Por tanto, la condicidn para que 
E ” sea estacionaria para cualquier valor de es :

Q f r )  4 - Z  ^  " P f - n Y j r ]  =  0  (34)
/n'

Teniendo en cuenta ahora la expresidn de Q se encuen
tra ;

r) .  r)=

m4-«
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donde X(nl*,r) e Y(nl;r) vienen definidas de la manera si­
guiente

X f-n(; r) = - -f-T ' X h t y i ’irrPhr,r)
(36)

;r) sr V f c ; r) (37)
siendo =1 o<£k = 2 ^  v/ktO

= 2  - %  qf-ng) y.f'ng./ng ;r) (38)
Las ecuaciones (35) son conocidas con el nombre de 

ecuaciones de Hartree-Fock £ 19 J . Estas proporcionan las raje 
jores funciones radiales en el sentido variacional. Debido 
a que la funcidn de onda total tiene la forma de un de term jL 
nante de Slater, dicha funcidn es invariante con respecto a 
una transformacion ortogonal de las funciones monoelectrd- 

nicas entre ellas. Por tanto, las soluciones de (35) corre£ 
pondientes a distintos n serdn tambidn invariantes con res­
pecto a una transformacidn ortogonal.

En la ecuacidn (37) Z es el ndmero atdmico, de forma 
que Z(r) puede interpretarse como un numéro atdmico efectivo 
apantallado por unas "distribuciones de carga" Y^(nl,nl;r).

2) Las Ecuaciones de Hartree-Fock como ecuaciones integrodi- 
ferenciales.

Dado que las ecuaciones de Hartree-Fock (3 5) dependen 
explicitamente de las funciones Y^ que son a su vez soluci£
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nes de unas ecuaciones diferenciales (26), la determinacldn 

de las funciones radiales soluciones de (35) pueden content- 
plarse como una resolucidn de un conjunto de ecuaciones di­

ferenciales ordinaries simultdneas. A continuacidn, sin em­
bargo, vamos a abordar el problema desde otro punto de vis­
ta, ellminando a Y^.

Con este fin, definamos la funcidn siguiente:

A partir de esta definicidn, se puede poner:

j r k: k h't rc, g ; g )dg
' (40)

Ahora, si introducimos esta ecuacidn en (36) las ecu£ 
clones de Hartree-Fock (35), toman la forma:

d r 4 P f n f  ; Ti ) =

Ptt'k

k (41)
Por otra parte si se tiene en cuenta (37) y (4o) se 

puede eliminar Yĵ (nl*,r) con lo cual

[ 7 7 ?- '*■ n  ) =
(4 2)

=  -2
r Oo
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donde

^  iCfchg-, n..rj)+^
nU-yiC ' (4 3 /

con lo cual las ecuaciones de Hartree-Fock toman la forma de 
unas ecuaciones integrodiferenciales que deben de resolver­
se de una forma itérâtiva.

3) Las Ecuaciones de Hartree

A partir de las ecuaciones (4l ) pueden deducirse facil^ 
mente las ecuaciones de Hartree. Las intégrales que aparecen 
en dichas ecuaciones provienen de las intégrales de canje 
(1 3 ) que aparecen en la expresidn de la energfa media (6).
Estas integrales se deben a la antisimetrizacidn de la fun­
cidn de onda total, al intercambiarse las diferentes funcio­

nes monoelectrdnicas. Estas intégrales no se presentan en el 
modelo de Hartree, en el cual la funcidn de onda total no estd 
antisimetrizada.

Por otra parte, si se recuerda que, en el modelo de 
Hartree, la funcidn potencial conserva la simetrfa esfdrica, 
se puede omitir tambidn los tdrminos del desarrollo (37) de

Yk(nl^r) con k ^ 0. En estas condiciones, las ecuaciones (42) 
toman la forma sencilla:
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(r) ;r)] - T^(;r) -= 0 (44)

Cada una de estas ecuaciones tiene la forma de una 
ecuacidn correspondiente a una particula en un campo central, 

cuyo potencial es:

-p[£fr) +  Y('nf;'>''C;r)] (45)

es decir, un potencial creado por el nucleo y una distribu- 
cidn de carga promediada esfericamente derivada de los ele£ 
trones restantes.

Las ecuaciones (4l),(42) y (44) son tambidn conocidas 
como ecuaciones del campo autoconsistente (con o sin tdrmi- 

no de intercambio). La denominacidn de "autoconsistentes" 
surge de la forma de resolucidn de estas ecuaciones que re- 
quieren un proceso iterative tal que las funciones P(nl;r) 

necesarias para obtener el potencial deben ser consistentes 
con las funciones P(nl;r) soluciones de dichas ecuaciones.
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C A P I T U L O  I V

LA ESTRUCTURA DE LAS MOLECULAS 

A. APROXIMACION DE BORN-OPPENHEIMER

1 ) Separacldn de log movimientos electrdnlcoa y nuclearea

Una moldcula es un sistema formado por la unidn de 
varlos dtomos, es decir, una moldcula es un sistema cudnt^ 
co formado por varios ndcleos atdmicos alrededor de los cua 
les evolucionan unos electrones.

La busqueda de estados estacionarios de un sistema 
tan complejo es un problema extremadamente complicado. Pero 
existe una caracterfstica simplificadora: la masa de los e- 
lectrones es mucho mds pequena que la de los nucleos, mien- 
tras que las fuerzas que unen electrones y nucleos, son de 

una intensidad comparable. Por tanto, el movimiento de los 
electrones es mucho mds rdpido que el de los ndcleos. De 
este hecho, se deduce que estes dos movimientos pueden, en 
una muy buena aproximacidn, ser tratados separadamente. En 
efecto, en primera aproximacidn los electrones "ven" a los 
nucleos cdmo centros de fuerza inmdviles y su estado dind- 

mico es el de un sistema de electrones en presencia de nu­
cleos fijos. En otras palabras, el estado dindmico de los 
electrones algue adiabdticamente la evolucidn del potencial 
al cual estdn sometidos [20 J , ^ 21^
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Por otra parte, como los electrones realizan un gran 
numéro de revoluclones en cada desplazamlento apreclable de 
los nucleos, se puede, sin gran error, reemplazar la inte- 
raccidn de los nucleos con los electrones por su valor me­
dio en varias revoluciones electrdncias• La ecuacidn de 
Schroedinger correspondiente al movimiento de los nucleos 
résulta ser entonces una ecuacidn en la cual las variables 
electrdnicas han desaparecido totalmente.

El potencial que figura en la ecuacidn de Schroedinger 
de los nucleos depende unicamente de la distancia mutua en­
tre ellos. Puesto que la moldcula es estable, este potencial 
présenta ciertamente uno o varios mfnimos para unos valores 
bien determinados de distancias internucleares; estos mini­
mes corresponden a los puntos de equilibrio estable del si£ 

tema, puntos alrededor de los cuales los ndcleos pueden efe£ 
tuar pequenas oscilaciones. A estas vibraciones internas de 

los nucleos, pueden superponerse movimientos de traslacidn 
y de rotacidn del conjunto, El movimiento de traslacidn se 
sépara completamente y rigurosamente del reste mediante la 
introduccidn del centre de masas {22,2^ ; se sabe que este 
ultimo se desplaza como una particula libre cuya masa es 

igual a la masa total del sistema. En lo sucesivo, supondrjB 
mes que se ha realizado esta separacidn del centre de masas.
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2) El movlmiento de 1 os electrones en presencia de ndcleos

f i.ios

Contlnuando en el mismo espfritu del anterior aparta 
do abordaremos el problema de la busqueda de estados esta- 
cionarios de la molëcula. Para ello, trataremos los electro 
nés y los nucleos como particules sin spin.

A continuacidn enumeraremos los grados de libertad 
electrdnicos y nucleares por los indices i y j; designare- 
mos por y X^ las coordenadas de los electrones y de los 
nucleos, por la masa del nucleo de coordenada X^. Asimi^ 
mo designaremos tambidn por la energia cindtica de los 
electrones y por la de los nucleos y V el potencial de 
interaccidn entre las diverses particules que componen la 
moldcula. El hamiltoniano H de la moldcula es por tanto

\A =  4- T e  4 - V  ( 1 )

donde

T„
j  '3x;

es une cierta funcidn de las coordena­

das de los electrones y de los nucleos: por tanto es la suma 
de las energies culombianas de las particules del sistema to

(2)
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madas de dos en dos.

Consldereraos ahora el hamiltoniano rads simple:

H ” =  T e  + V (3)

el cual se obtiene despreciando la energia cindtica de los 
nucleos en la expresidn de H. es el hamiltoniano del 
sistema en el limite cuando Mj-»oo ; sus estados estacio- 
narios son los del sistema de electrones en presencia de 
los nucleos fijos. En efecto, como no contiens las derî  
vadas parciales con respecte a las X^, se tiene

(̂ )

y los Xj pueden ser diagonalizados separadamente. Dicho 
de otro modo, para obtener los valores propios de H^, se 
puede fijar unos valores précisés X^ para las coordenadas 
de posicidn de los nucleos y buscar los vectores propios 
de entre los vectores coffospondientes a estes valores 
précisés de X^. Designemo^pdr X ’ el conjunto de las X^.
A cada conjunto X ’ dado corresponde una serie de valores 
propios de H^, , el numéro cuantico n sirve para
distinguir los diferentes valores propios. Para n y X* da 
dos se tiene une o varies vectores propios linealmente in 
dependientes• En este ultime case, se puede distinguir 
unos de otros por un indice suplementario que denotaremos 
por s. Finalmente, la ecuacidn de Schroedinger de se
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pone de la forma :

h s Z ' >  =  \](/^lZ')|r^sX'y (5)

Dado que podemos separar las coordenadas electrdnlcas 
de las nucleares, el vector propio ^ se puede ex-

presar como:

h s X ' y  =  l'ns> I X ' >
Como vamos a trabajar en la representacidn de coorde­

nadas I X, xj el vector propio viene dado como

| ^ s X ' > =  < Z k x h s > | Z ' > = < 2 : i S ' > < x l - r . s >

= z S ( X - K ' )  (Ans (6)

donde la funcidn es solucidn de la ecuacidn
de Schroedinger siguiente

[ T e  +V/x,X')]t.s(x,X')= W S ' ) % s ( x , X ' )  (7
En la ecuacidn (7)> X* juega el papel de simples pard 

metros y por tanto dicha ecuacidn corresponde a la ecuacidn 
de Schroedinger de los electrones donde se han fijado las 
posiciones de los nucleos X*.
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3) La aproximacldn adlabatica

Consideremos el problema de valores propios del ha­
miltoniano H. De las definiciones (2) y (3), tenemos

H  =  W  +  T „  <S|

Si el tërmino de energia cindtica de los nucleos 
pudiera despreciarse completamente, el hamiltoniano de la 
moldcula se reduciria a y cada estado estacionario j 
corresponderia a un valor bien preciso del numéro cudntico 
n y una posicidn bien précisa X* de los nucleos. Los nucleos 

permanecerian fijos en X* y el movimiento de los electrones 
estarfa representado por la funcidn ^  . El efe£
to de Tjj es pues acoplar los vectores propios de H ° corres- 
pondientes a unos conjuntos X ’ prdximos (dos conjuntos de 
posiciones de los nucleos vecinos).

En la aproximacidn adiabdtica, se desprecia el acopla 
miento entre vectores cuyos numéros cudnticos electrdnicos 

son diferentes, es decir, se admite que "n" es un buen ndm^ 
ro cuantico [2bJ .

'n ûi cfe (9 )

En esta hipdtesis, los vectores propios de H son corn 
binaciones lineales de los vectores )n X*^ corr spondien- 
tes a un valor de "n" bien determinado, dichos vectores ti^ 
nen la forma :
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(1 0)

donde 4^(X*) es una funcidn a determinar de las coordena­
das nucleares X ’. En la representacidn j x,X j , los vec­
tores de este tipo estdn representados por unas funciones 
de onda de la forma :

(1 1)

Para determinar los valores propios de H en esta a- 
proximacidn, basta aplicar el mdtodo variacional tomando 

^^(x,X) como funcidn de prueba.

U ) El hamiltoniano de los nucleos en la aproximacidn adia- 
/batica.

A continuacidn, vamos a determinar la funcidn 4̂  (X) , 
con ayuda del mdtodo variacional, y vamos a comprobar qud 
ecuacidn debe de satisfacer para que vp (J) describe los 

movimientos de los nucleos. Para este propdsito 4̂  (X) serd 
de cuadrado sumable.

Expresemos seguidamente la funcional energfa E  
en tdrmino de la funcidn 4^(X) •
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donde se ha definido un nuevo operador que actua sobre el 

espacio de los 4^(X),

[ w  4 î n ( x , Z ] 4 ' ( Z ) d x

donde se ha supuesto 4L (* #X) real ya que es solucidn 

de la ecuacidn (?)•

Por otra parte, se puede escribir:

P d x  d X  =

(13)

(Ik)

ya que se supone la funcidn electrdnica normalizada•

Por tanto, se tiene:

t r ^ - l  j t * ( H 4 ^ ) d X  

| | v | » | ^ d Z
En la aproximacidn adiabdtica, las funciones ij/ (̂ ) 

que hacen estacionaria la funcional energfa (15) satisfacen 
necesariamente la ecuacidn de Schroedinger

(15)

(1 6)

la cual describe el movimiento de los nucleos.

Los niveles de energfa correspondientes a un mismo nu­
méro cuantico ”n” (electrdnico) son los valores propios de 
H^. Para poder dar un mayor significado fisico a dicho ob­
servable, vamos a analizar a continuacidn el operador H^, 

teniendo en cuenta su definicidn (13) asf como (8).



- 74 -

De la ecuacidn (7) del apartado 2) se deduce:

M " 4L (x,Z) 4(x) = \)CL (z) fx,z) 4(r)
Teniendo en cuenta ahora la propiedad de normalisa 

cidn de las funciones electrdnicas, se puede poner:

Por otra parte, la aplicacidn del operador de ener 
gfa cinetica sobre la funcidn de onda total =: 
conduce a:

(17)

Esta ecuacidn puede s impi ificarse, aprovechando la 
propiedad de normalizacidn de la funcidn electrdnica:

Ww (x>X)dx = I
propiedad que implica las relaciones siguientes que pueden 
obtenerse derivando miembro a miembro dicha ecuacidn (19)

94%4L d x  =  0
9 Z j

^ d x  =  -

(18)

(19)

(20)

Multiplicande ahora por la izquierda la ecuacidn (18) 
por 4L ® integrando sobre la variable electrdncia, se
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encuentra una expresidn simplificada:

4 L  ( T m  4 L 4 ) d x  =  ( X /  +  U / ^ ) 4  ( 2 1 )

donde

r  2 -Mj 3ïj'
(22)

el segundo tdrmino de (18) se anula en virtud de (20) y don 
de el tercer tdrmino puede ponerse como

en virtud de las mismas relaciones (20).

De la definicidn de (13) se deduce que

=  T „  +  «/; (X) +  IV. (221

Los tdrminos de esta ecuacidn se interpretan facilmen 

te. es el valor propio del operador hamiltoniano electrd 
nico, para una posicidn fija de los ndcleos. Mide la energia 
potencial de los ndcleos con su cortejo de electrones. es 
el operador de energia cindtica nuclear. Finalmente, es 
la correccidn que se encuentra en la aproximacidn adiabdtica, 

la cual suele despreciarse en la aproximacidn de los nucleos 
fijos. Esta ultima aproximacidn es mds comunmente conocida 
con el nombre de aproximacidn de Born-Oppenheimer.
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B) ECUACIONES DE ROOTHAAN

1) Modelo Hartree-Fock restringldo

En el capitulo anterior, hemos desarrollado el mode­
lo de Hartree-Fock para la determinacidn de funciones de 

onda correspondientes a sistemas atdmicos con capas o gru- 
pos (nl) complétas• Vimos que resultaban sistemas de ecua- 
ciones acopladas (o integro diferenciales) de una sola va­
riable •

La generalizacidn del metodo al campo de las moldcu- 
las, sin embargo, résulta muy dificil, ya que implica la 
resolucidn de unas ecuaciones acopladas (o integrodiferencia 
les) de varias variables* Para evitar esta dificultad, Roo- 
thaan [ 2 5  ̂  propuso postular una forma analftica a la solu­

cidn Hartree-Fock desarrolldndola en tdrminos de unas fun­
ciones de base conocidas, siguiendo el procedimiento de expan 
sidn de Ritz [26] . De esta manera, consigne resolver el
problema variacional aunque de una forma aproximada.

El metodo propuesto habia sido ya utilizado anterior- 
mente por Coulson ^27^ en el estudio de la moldcula de Hg• 
Fue sistematizado mas tarde independientemente por Hall ^ 28j 
y Roothaan [25 j

a) Deduccidn de las ecuaciones de Roothaan.

A continuacidn vamos a resolver el problema variaci£ 
nal en la aproximacidn de Roothaan. Para ello, vamos a dé­
finir primero los operadores de coulomb y de canje.
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De las expresiones de las intégrales (4) y (5) del 
capitule anterior podemos définir los operadores de coulomb 

y de canje:

Je ( 9 )  I -L j I
(25)

K i  (^ ) k j  (^i)>= <  4>c ( o; 1-J-J > 14>£

Teniendo en cuenta estas definiciones, las intégrales 
correspondientes de coulomb y de canje se escriben:

(26)

A continuacidn, notemos que si disponemos de un con­

junto complete de funciones j \pj * soluciones aproxima 
das del problema variacional, podemos desarrollar cada fun­

cidn monoelectrdnica de Hartree-Fock u orbital en tdrminos 
de esta base :

Y,: = 2 1  Cpc x p  ( 2 7 )

P
Si el conjunto de base | es complete los or

bitales pueden ser determinados exactamente. En la prdcti- 

ca, sin embargo, se trunca la expansidn de forma que sdlo 
se obtiene una aproximacidn. Para evitar toda dependencia
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lineal de los orbitales, el numéro de funciones de base 
"m" debe ser superior (o igual) al numéro de orbitales.

Desarrollando pues los orbitales en un conjunto li- 

mitado de funciones de base j } podemos définir las 
siguientes matrices.

Si es una matriz fila ^ e n t o n -
ces 5 — ^^ ̂  es una matriz cuadrada de m x m definida 

por los elementos • (Cp es una matriz co-
lumna representando al orbital en el espacio de los

^  •

Âsimismo, se puede définir las matrices que represen 
tan, en la base considerada, a los operadores que aparecen 
en la expresidn de la energia, es decir, a los operadores 
monoelectrdnicos H°, de coulomb y de canje:

H ’’'* =  (28)

I J i  f (29)

En este formalisme, las intégrales (3)» (4) y (5) del 
capitulo III, se escriben:

li =  =  Ci^lhTCi

Jij = <4>J^l4i> = = C/Ji Cj (30)

Kc; =  IÇj|4>i;>= e t  fi<j C l  =  Cj IKl'Cj



- 79 -

Teniendo en cuenta ahora estas definiciones asf como 

la expresidn (2) para la energfa total, se encuentra para 
un sistema de capas cerradas ( 2n electrones):

E = 2 X  <cr z  Ci {zjj -dCj (31)
t t.J

Por otra parte, introduzcamos el condicionamiento de 
ortonormalidad entre los orbitales, que tendr^ que mantener^ 
se después de la aplicacidn del proceso variacional:

E ' =  E - ^ X i j ( c t S C j  - Icj) (32)

donde A y  son unos multiplicadores de Lagrange. Busqué- 
mos ahora el conjunto de los j Cù j tal que hagan 5^E*=0 
para cualquier variacidn arbitraria ^  de los coefi^
cientes de expansidn (27) •

Despuds de aplicar el mdtodo variacional, en forma 
analoga a la utilizada en la deduccidn de las ecuaciones 

de Hartree-Fock se obtienen las ecuaciones que proporcio- 
nan el mejor conjunto de coeficientes | | [25J y ^2 9^ :

nri
TF Ci S  Ci Xi] (33)

J
donde la matriz f* , conocida con el nombre de matriz 
de Fock, viene dada por la siguiente expresidn:

T = I H  + Z ( 2 ^ ' - K j )
xJ
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Las ecuaciones (33) son conocidas con el nombre de 
ecuaciones de Roothaan. Debido a la invariancia del opera­

dor de Hartree-Fock con respecto a los orbitales ocupados 
[^2 5 ^ 9 estas ecuaciones (33) pueden simplif icarse :

“H“ Cl =: £i S  C i  (35)

Lo que volvemos a escribir de una forma mds compacta

f  (C =  S  (36)
donde C  ahora es una matriz cuadrada de m columnas

(C' = ( ^ ' 1 } € 2  , ' , <cL, ) (37)

Ahora, las ecuaciones pueden considerarse como un siŝ  
tema de ecuaciones pseudo-1ineales. Para que dicho sistema 
de ecuaciones sea compatible hace falta que el déterminan­
te de sus coeficientes sea igual a cero:

det I I T  -  €  S |  = 0 (38)
Obteniendose asf un determinants secular de m raices.

b) Discusi<fn de las ecuaciones de Roothaan.

Como la matriz Î" depends de los ^ | a traves

de las matrices Jj‘ y |Kj 9 estas ecuaciones seculares no 
son lineales y deben ser resueltas de una manera iterati- 
va. Partimos de una matriz (L. como primera apr£
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T (* y
9 entonces

resolvemos la ecuacidn secular (38), obtenemos los Y

con ellos vamos a las ecuaciones (35) Y obtenemos una ma­
triz • El proceso se repite hasta que la matriz

 ̂ y la (**+#) coincidan dentro de margen de

error previamente prefijado.

Puesto que las funciones de base no son varia
das, este método no conduce al valor ifmite Hartree-Fock, 
a menos que el desarrollo(2 7 ) sea lo suficientemente amplio. 
Las "n” raices mdTs bajas de la ecuacidn secular correspon- 
den a los orbitales ocupados. Los restantes orbitales son 
llamados orbitales virtuales y pueden ser usados para cons 
truir configuraciones excitadas y por tanto para un cdlculo 
de interaccion de configuraciones para mejorar la energfa.

Con objeto de simplificar las ecuaciones de Roothaan 
se puede emplear una base ortogonal [ 29 3 • Puesto que siem
pre es posible transformer cualquier conjunto de funciones 
linealmente en un nuevo conjunto ortonormal sin que la hip^ 

tesis de una base ortonormal quite generalidad. Por tanto 
las ecuaciones de Roothaan, con esta nueva base, se escriben

C  =  <E (C (39)

Las ecuaciones de Roothaan se conocen tambien como las 

ecuaciones del modelo RHF (Restricted Hartree-Fock), por las 

razones que veremos en el apartado siguiente.
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2) Modelo Hartree-Fock no-restringido (UHF)

En el capftulo anterior, se establecid el modelo 

Hartree-Fock para sistemas atdmicos con capas o grupos (nl) 
complètes. La funcidn de onda correspondiente cumplfa las 
dos condiciones siguientes a) Dicha funcidn de onda tenfa 
la forma de un producto antisimetrizado de spinorbitales;
b) los spinorbitales de spin contrario (de un mismo grupo) 
tienen la misma funcidn espacial, llamada orbital.

Esta segunda condicidn es conocida con el nombre de 
condicidn de doble ocupacidn. Puede considerarse que tiene 

caracter restrictive ^ 3 0 -3 ^ J ya que no tiene justificacidn 
tedrica. Se ha observado solamente que corresponde normal- 
mente al mfnimo de la energfa total, en el case de los sis­
temas con capas cerradas, tanto atdmicos como moleculares.

En los sistemas con capas abiertas, no se ha observa­
do nada parecido. Parece interesante, por tanto, generali- 
zar el modelo primitive de Hartree-Fock, prescindiendo de 
la restriccidn de doble ocupacidn. En estas condiciones, la 
funcidn de onda total se escribe como un producto antisiroe- 

trizado de spinorbitales con partes espaciales diferentes:

4  = 14 » , !  (ko)

Este modelo es conocido con el nombre de "Unrestricted 
Hartree-Fock” UHF, es decir, Hartree-Fock no-restringido. Se 
le désigna tambien a veces por las siglas DODS, "different-
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orbitals with different spin”, pero esta denominacidn es ni£ 
nos especffica ya que se la aplica en el caso de modelos 

mds refinados.

a) Deduccidn de las ecuaciones UHF

Por las mismas razones a las expuestas en el modelo 
RHF se aplica el formalisme Roothaan para la deduccidn de 
las ecuaciones UHF, aproximando los spinorbitales en tdrmj^ 

nos de unas funciones de base conocidas:
H M

(ki)
1

o en forma matricial:

(42)

Por comodidad suelen desarrollarse los spinorbitales 
de spin y ^  dentro de dos bases identicas aunque de spin
contrario. Se tiene entonces:

I = Ste (k3)
Del mismo modo, pueden escribirse otras tantas igual- 

dades entre los elementos de matriz, que representan a los 
operadores H^, y J^, en ambas bases ;

^  I X  =  I I  =  Hfce
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<X*c I IvJ^ >;e>= Ice
(44) 

ZL ki

Se comprueba fdcllmente, en camblo, a partir de las 
definiciones de los operadores de canje K^, se tiene ;

I <\kl K.̂ l̂ e>= 0
(k5)

I K<ĵ  I )^'>= 0 ^ I I  ̂  X =
Con estas definiciones, y aplicando el mdtodo varia­

cional a la funcidn UHF (4o) se encuentran las ecuaciones 
de Hartree-Fock, UHF, para un sistema con capas abiertas 

[ 29] [35] y [3 6 ] !

r 22.  
[ W % Z ( J , - I K , )  +  £ j , ] C p = 5 C f £ f

J  ^  (46)

[ ( H  =  S  C p  £ p

o tambidn, en forma abreviada:

7" Cp =  S  <Cp5p T*^Cp =.S  C p S p  (47)
Estas ecuaciones pueden considerarse como una genera- 

lizacidn de las ecuaciones de Roothaan. La resolucidn de las
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ecuaciones seculares correspondientes nos proporciona en 
principio el valor de la energfa de cada orbital, asf como 
los vectores (Cp y <Cp correspondientes, es decir,
los spinorbitales expresados en funcidn de los spinorbita­
les de base y 3 ^  .

Para resolver estas ecuaciones (4?) hace falta, sin 
embargo, conocer previamente los valores de las matrices 

7 " ^  y ; Es necesario por tanto recurrir a un proce­
so iterativo, calculando primero unas matrices ^ y ^  
aproximadas con unos orbitales de partida. Por otra parte, 
como ambas matrices de Fock fr y dependen de todos

los spinorbitales, tanto de los de spin o(. como los de
spin , a travds de las matrices y IK^ (46),
la determinacidn de todos los spinorbitales debe realizarse 

simultdneamente, realizando dos diagonalizaciones sucesivas 
de las matrices f  ̂  y Ç T  respectfvamente • El proceso en 

tero se repite entonces hasta llegar a la autoconsistencia, 
como se hacfa en las ecuaciones de Roothaan.

b) Energfa de correlacidn

Como sabemos, nos estamos moviendo dentro del modelo 
de electrones "independientes”. Para medir la magnitud del 
error cometido se utiliza corrientemente el concepto de ener 

gfa de correlacidn, se define como la diferencia entre ener­

gfa exacta, no relativista y la calculada apartir del modelo 
convencional de Hartree-Fock.
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^Corr —  ^ e x  ~

Para tener en cuenta una parte de este efecto de corre^ 

lacidn, se puede asoclar funciones espaciales diferentes a 
los electrones de spin opuesto, perteneciendo a un mismo ni- 

vel [ 34j , » [3 8 ] y ^39^ • Es el modelo UHF. Se cora-
prende entonces que la probabilidad de colisidn disminuye.
A este modelo, se le conoce tambidn con el nombre del meto­

do de los spines polarizados debido a que inicialmen 
te se empled en el calculo de propiedades de sistemas ele^ 
trdnicos de momento de spin no nulo, donde la densidad de 
spin, no compensada se distribuye a travds de todos los ni- 

veles [3k] y [3 7 ] .

Sin embargo este modelo présenta ciertos inconvenien- 
tes. La funcidn UHF no existe necesariamente [4o] y ,

es decir, que si se intenta calculer los mejores spinorbi­
tales, por aplicacidn del principio variacional con una fun 
cidn UHF de prueba se encuentra una funcidn RHF, con unas 

funciones espaciales iddnticas para los electrones de spin 
contrario. Este fendmeno se présenta norraalmente en el caso 
de los estados fondamentales singletes, donde = 0.

Debido a las degeneraciones de spin 42^ la funcidn 
UHF no es necesariamente unica. Por otra parte, un détermi­

nante de Slater construido en estas condiciones deja de ser 
funcion propia del operador , resultando que la funcidn
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2UHF no es funcidn propia de S • Este inconveniente puede 

ser evitado, porque una vez obtenida la funcidn, por ejem 
plo, por aplicacidn del mdtodo variacional, dsta puede ser 
proyectada sobre la componente de spin deseada 39j •



CAPITULO
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C A P I T U L O

MODELOS HARTREE-FOCK PROYECTADO Y SEMIPROYECTADO

A. MODELO HARTREE-FOCK PROYECTADO

Como vimos en el capftulo anterior la funcidn UHF no 
es funcidn propia de S^, es decir, no es funcidn pura de 
spin. Para evitar este inconveniente LGwdin propuso
un mdtodo que consiste en proyectar la funcidn UHF antes de 
aplicar el mdtodo variacional. Este procedimiento se conoce 
actualmente bajo el nombre de Hartree-Fock Proyectado (PHF), 
aunque inicialmente se llamara Hartree-Fock Extendido. Ahora 
vamos a ver un breve esquema de dicho mdtodo.

1) El proyector de LGwdin

Existen varios mdtodos para obtener funeiones propias 
del operador S^. Uno de ellos es la construccidn genealdgi 
ca ^42-46^ , el cual consiste en la construccidn graduai 
de funciones propias de spin, comenzando con la funcidn 
correspondiente a un electrdn.

Otro mdtodo es el del proyector de LSwdin ^4?^ y [^4sJ. 
la idea basica del mdtodo es analizar la funcidn en sus corn 
ponentes funciones propias de spin. Este mdtodo por tanto 

puede ser llamando analftico, en contraste con el mdtodo ge 
neraldgico, el cual es esencialmente un procedimiento sintd 
tico.



- 89 -

Primeramente eligiremos una funcidn de spin para N 

electrones como un producto de jjl funciones y 0 fun­

ciones ^

9^ =To< (0 l^(z) . - . o< (N) ( 1 )

9  OS una funcidn propia del operador Sg con valor propio
. Generalmente 9  no es funcidn propia

•2de S • Si formâmes todos los posibles productos de funcio­
nes de spin, entonces podrfamos construir en principio com
binaciones lineales de estos productos, las cuales serfan

^2funciones propias de 5 •

Recfprocamente la funcidn (1) puede escribirse como 
una combinacidn lineal de funciones propias de spin £^9}

= ÇcsV'f s , i ) - Z V ( s , i )  (2 )
En el mdtodo de los proyectores de LGwdin consiste en 

eliminar de (2) las contribuciones de todas las funciones 
propias de spin excepto la del spin deseado. Podemos usar 
el hecho de que el operador 'S 5  (S + 1 )] aniquila las 
funciones propias de spin pertenecientes al valor propio S, 
tal que tenemos que aplicar sucesfvamente los siguientes 
operadores (sistema con un numéro par de e )

( s ^ -  0 . 1 ) ( s ^ -  i . z ) . . .( s ^ - ( l - i)l )(s ^-(l+ iK l 42;).,
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excepto el aniquilador correspondiente al valor propio L.

El operador deseado tendrfa la siguiente forma

T T  (UL+/)-s(s+i))
El denominador se ha insertado para garantizar que 

y  ( L  ̂ L ) —  ( Ly C ) • tenemos que darnos cuen­
ta que debido a que los coeficientes C  g en (2) son diŝ  

tintos de la unidad, por tanto el resultado final obtenido 
mediante el empleo del operador 0^ no sera una funcidn nor 
malizada•

Si usâmes el operador dos veces, obtenemos

Oc'Bi = y(L'U OlVI^î )— Ol=Ol (k>
el operador es idempotente y ademas unitario 0^ = 0̂ * por 
tanto este operador es un proyector y dsta es la razdn por 

la cual a este mdtodo tambidn se le llama el mdtodo del op<e 

rador de proyeccidn.

Tambidn una propiedad importante que se deduce de la 
definicidn del operador de proyeccidn (3) es

O k  O l =  O k  =  0  (5)

Finalmente, si tomamos todos los posibles valores prô  
pios de spin compatibles con el numéro de electrones dado, 
y tomamos la suma de todas las proyecciones, el resultado
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serd igual a la funcidn original

Z  O l  =  z  y  ( 6 )
L L

Dicho de otra forma, significa que la suma de todos 
los operadores de proyeccidn es el operador unidad. Con lo 
que las relaciones bdsicas pueden por tanto ser expresadas 
con las siguientes fdrmulas ;

O k  O l =  Ok Z  Ok, =  I (7)k
2) la funcidn Hartree-Fock proyectada

Vamos ahora a estudiar a continuacidn la accidn del 
operador de proyeccidn (3) sobre un producto de funciones 
de spin. Para ello, vamos a representar la suma de las pjo 
sibles funciones productos de spin, construidas con p fun 

ciones oi y ^  funciones 3̂ , +  ̂  = ,por [3^3
El numéro de tdrminos generados por las posibles permuta- 
ciones, que aparecen en el corchete, viene dado por 
por ejemplo en el caso del producto de 2 funciones y
una funcidn ^  tenemos 3 funciones productos:

[  jS j =  oi o( -h o( 4*

De las definiciones de J y de la defin^
cidn de los operadores 5 + y S— se encuentra fdcilmente 

49J las siguientes relaciones que nos seran de una
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gran utilidad posteriormente

(8)

Ahora, para una mayor claridad de lo que algue, con- 
viene establecer un cierto orden en la funcidn inicial. Per 
ejemplo, en el case de un sistema con un numéro par de elec 
trônes con n ^  = n ̂  =n, consideremos la funcidn sin proye^ 
tar :

=o<(l] - . . A(oi+l) . . . yS (9)

para una funcidn inicial =n, V =  n de forma que Mg = 0.

Entonces, una suma de productos de funciones de spin 
correspondiente a k transposiciones se escribe:

donde el primer corchete se refiere a las n primeras funci£ 
nes de spin, mientras que el segundo se refiere a las res­

tantes.
*2En general n£ es funcidn propia de 5 , y la aplica 

cidn de este operador producira una combinacidn de très Tĵ , 
como veremos.

*2Teniendo en cuenta la definicidn de S :
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5  =  S +  S _  +  S  2 -  S g  (U)

y descomponiendo la accidn de los operadores S+ y S_en dos 
partes: la primera sobre los n primeros electrones, es de- 
cir, sobre el primer corchete de de (10), y la segunda 
sobre los electrones restantes, es decir, el segundo corchjB 
te de T^. La aplicacidn de las expresiones (8) produce los 
siguientes resultados

S _ H  =  ( k 4 . +

+  (m-tc41 ) [o<^ ■'*/S*'] [o<‘= ̂

S +  S_lt = (W + l)|('n-k)Tk; 4- + +

+ |('n-lc + l}Tj,., 4-kTfcJ
S  Tk_|4-(zk(^-k)+njlk4-(k4-lj (12)

XN

"Tk =  0

Âplicando el operador de proyeccion (3) a T :

O s  T „  T „  I»,
■ l j ^ ( S ( S + l ) - L ( L + i ; )

el operador puede escribirse como:
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O s X  =  c { s ^ + a , S ^ ' + .  . .+a„.,S^ + c u . ] ) T >

El valor de los coeficientes a no es importante para
la siguiente derivacidn, ahora veremos que ocurre cuando

los diferentes operadores de la expresidn (1^) estrfn apii-
cados a T .o

La aplicacidn del operador S a conducira a una corn 
binacidn, segun (12), de y .

S^X='nTo + 7; , S ^ T  = '»"T,+(37.-2)T;+4T; ds)

Empleando las anteriores expresiones résulta que la
A IIaplicacidn de S a T dara una combinacidn lineal de T ,o o

Tj y Tg. Es f^cil comprobar que aplicando el operador de 

proyeccidn a T^, resultara finalmente una combinacidn li­
neal de todos los de 0 a n :

Q s  G ( s ,  k ]  1% (1 6)

Esta ecuacidn nos da la forma de la funcidn proyec-
tada. El problema, por tanto se ha reducido a la détermina^

ci6n de los coeficientes C(S,k). Estos coeficientes jugar^n
un papel crucial en la expresidn de la energfa. A partir de

la funcidn proyectada, la cual es una funcidn propia del o- 
*2perador S perteneciente al valor propio S(S -f 1), se pueden
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obtener expresiones para los coeficientes y formulas de r£cu 

currencia para ellos 3Sjy ̂ 0-5^J

Como sabemos, la funcidn Hartree-Fock no restringida, 
UHF, tiene la forma, para un sistema con 2n electrones

Au(0--
donde A es el operador de antisimetrizacidn. El operador de 
proyeccidn commuta con el antisimetrizador, porque coramu 
ta con el puesto que 0^ actua solamente sobre las variables 

de spin, por tanto proyectando la funcidn UHF se obtiene:

= Os ̂00 — Qs A ̂ 0 }  . . ' i Z ' n ) o (  0 )  ■ • ^  (2m j
Esta nueva funcidn es conocida con el nombre de fun­

cidn Hartree-Fock proyectada.

De la definicidn de (9) y empleando la expresidn
(l6) se obtiene:

A  U | 6  )  • -  . U < k ( ' ^  )  +  I )  ,  .  .  ( Z m  )  û s  l o  —

= A u , ( i )  ...u»,('n)<r,(<n4-\).. . cç/zm) /  Cfe,k)TL =
=0

2 ! C.(5,k)Ai^iO)- ■ ■Ut,('n)ir;(n+i) ■ ■. (17)
kzo
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o en forma abreviada

Z C ( 5 , k | b k  (.81
icatO

donde es la suma de todos los déterminantes de Slater 
obtenidos por el mismo numéro k de transposiciones•

Desgraciadamente, el numéro de déterminantes crece muy 
rapidamente con el numéro de electrones. De una manera gene­
ral , se comprueba que la funcidn PHF puede contener hasta 

déterminantes (donde N es el numéro total de elec­
trones y n el numéro de electrones de un spin determinado.
Por tanto résulta que la determinacidn de la funcidn PHF 
llega a ser un problema prâcticamente imposible a medida que 
se aumenta el numéro de electrones. No obstante a partir de 
la funcidn PHF (18) se han obtenido unas ecuaciones Hartree- 
Fock proyectadas bas^ndose en el teorema de Brillouin gene- 

ralizado ^ 55-6lJ y existen algunos calcules de dste gdnero 
en la literatura cientffica ^ 6 2-7 2J

Para evitar la dificultad de que el numéro de determ^ 
nantes sea demasiado elevado se ha propuesto incorporar el 
proyector en el interior del determiante para evitar el de- 
sarrollo lineal £ 73j • Tambidn se ha remplazado el pro­
yector por unos operadores que permutan las funciones de spin 

incorporando el proyector, en el antisimetrizador £" 7^-75^ • 
Analogamente se han desarrollado metodos particulares, como 

el metodo de los Orbitales Moleculares Alternantes (AMO),
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el cual se puede apllcar a los hidrocarburos aromaticos 

[ 7 6 ] .

B. MODELO HARTREE-FOCK SEMI-PROYECTADO

Hace tlempo, en este laboratorlo el prof, Smeyers^77j 
demostrd que una funcidn formada por dos déterminantes UHF

4 ’“" "  =  <■»!

donde

%>oo =

=  If, f: f z f  1 ipii

contiene sdlo estados con numéros cuanticos de spin pares. 
Por tanto,se sugirid que esta funcidn serfa capaz de intr£ 
ducir parte de energfa de correlacidn, en el caso de los eŝ  
tados fundamentales singletes.

Puesto que esta funcidn puede ser considerada como una 
forma restringida de la funcidn PHF, en la cual la mitad de 
las componentes de spin han sido eliminadas, por tanto se 
definid como funcidn semiproyectada Hartree-Fock "Half-Pro­
jected Hartree-Fock Functions" (HPHF).

1) El operador de semiproyeccidn

Podemos définir el operadox* de semiproyeccidn como un
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proyector el cual selecciona las componentes de spin con 

numéros cuanticos S, pares o impares, de una funcidn de on 
da. La construccidn de tal operador puede surgir directe­

ment e de aplicar la tecnica usual de proyeccidn £ 6 9 ^,aqui 
sdlo haremos una breve exposicidn.

Consideremos la funcidn PHF, correspondiente a un si^ 
tema de capas cerradas = 0. Del apartado anterior emple­
ando una notacidn un poco diferente:

^  ^"f = O^Dao =  ZCp('n.S) Zlî)pk =ZCf('n,s)]>p <20)
P ^  P

En estas expresiones, D , son los déterminantes depK
Slater generados por todas las posibles permutaciones de las 
funciones de spin; y D^, la suma de todos los déterminantes 
de Slater diferentes obtenidos por el mismo numéro de tras- 
posiciones p .

Podemos poner la ultima expresidn de la siguiente ma­
nera •

0  t ) o o  ”  C p  s )  I ) p  4 -  C / n - | >  ( ^ > 5 ) D / n - | >  ( 2 1 )

2  pso ' 2  pso

En el segundo termino de esta expresidn, hemos invejr 
tido solamente el orden de la sumacidn. Por tanto, D^ y 
D^_^ estan relacionados por la siguiente ecuacidn.

D m — p ^  A D p  (22)
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donde es el operador de permutacidn el cual intercam­

bia todas las funciones de spin o< y ^  .

Teniendo en cuenta la relacidn de simetrfa entre los 
coeficientes de Sanibel £^9» 77^ •

Cp (-n.s) = (-!) Ĉ .p(n.s) <23)
empleando esta expresidn y la (22)^la expresidn (21) puede 
ser escrita despuds de reagrupar,

r m4S
=  Zcph,s)[±tHL-2(/$jT)p <24)

Podemos observer que el factor entre corche te s puede 
ser considerado como un operador de proyeccidn

Â(s) = [ 1 ± 1 i Ç ! B £ ]  (25)
el cual solo depende de la paridad del numéro S. Como puede

ser fâcilmente comprobado, dicho operador es hermftico e idem- 
potente,

^ { S )  —  À ( 5 )  A  ( S p a r )  A  ( S i m y a r )  ^  0  ( 2 6 )

/\

Ahora veremos que este operador proyecta sobre el espa
Acio de spin, puesto que A(S) y C^(n,5) commutan, la expresidn 

(24) puede ser escrita:

0 ^ D „ o =  A l s ) Z C p h ' S ) I > p  =  A { s )  O^Doo ( 2 7 )
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Por otro lado, si S y S’ son numéros cuanticos de di­
ferentes paridades, despuds de multiplicar la ecuacidn (2?) 

por A(S’) y de acuerdo a (26) tenemos

A(s') O^Doo=Â(5’)Â(sjO^Doo= o (28)
De estas dos ultimas ecuaciones, podemos concluir que

S ^C D  es un subespacio de A (S)D , ortogonal a A (S)D . Por oo oo oo
Atanto, y puesto que A(S) depende solamente de la paridad del 

numéro S, A(S) es necesariamente un operador de semiproyec­
cidn el cual selecciona el espacio con numéros S pares o im 
pares•

De la forma del operador de semiproyeccidn (25)» podjB 
mos deducir facilmente que la accidn del operador A(0) sobre 
un déterminante de Slater UHF, donde n ^ = n ̂  (capa com­
pléta), produce sdlo dos déterminantes:

A(o)'Doo =  -^[î>oo +(~i) (29)

Esta funcidn es la funcidn semiproyectada Hartree-Fock 
para un estado singTete (29)» dsta no contiene estados de 

spin con S impar. Por otro lado» el numéro de déterminantes 
es fijo y no depende del numéro de lectrones. La funcidn 
HPHF es manejable aun cuando se aumente el numéro de electro 
nes» dsta es la gran ventaja con respecto a la funcidn PHF 

pues esta se complies enormemente con el numéro de electro­
nes (aumenta el nS de déterminantes).
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En forma analoga se puede obtener la funcidn HPHF para 

el estado triplets

A ( •) Doo = - L X X > o  —  ("U (30)

la cual no contiene estados de spin con S par.

2) Determinacidn de la funcidn HPHF. Procedimiento Variacional

Para la determinacidn de las funciones HPHF, se empled 
en este laboratorio el teorema de Brillouin generalizado £68]
£ 7 9 ] siguiento el procedimiento previamente desarrollado £64^ 
para obtener la funcidn PHF.

En este procedimiento, los orbitales HPHF son aproxim^ 
dos por combinaciones lineales de funciones de base

fn\

(31 )

p  e , p ^
4 > : = Z b r \ .V-

E1 procedimiento consiste entonces en calculer los co£ 
ficientes £ a,bJ . Para este fin, se eligen dos conjun­
tos de orbitales de prueba HPHF, y se deducen los correspond 
dientes a los orbitales virtuales.

Los orbitales de pueba son corregidos en tdrminos del 
espacio virtual :
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^ o +  2 1  C j . t  f i  
t >«\ (3 2)

^'*’=  f T  +  X  dot <P,
t>^ ‘

estos orbitales son introducidos en la funcidn HPHF (29)
obteniendo :

^  5  +  Z  dpt ... (33)
r'̂  fit '

En esta expresidn, los supraindices signiflean que 
el orbital ocupado ha sido sustituido por un orbital
virtual Mo , etc....

Las corecciones c . y d . son determinadas minimizanpt  ̂ pt -
do la correspondiente expresidn de la energfa.

Las condiciones necesarias para obtener los minimos
de la energfa son obtenidas derivando parcialroente la expr^
sidn de la energfa con respecto a los c y d :pt pt

dCpt ^

+  (W-E) | ^ Z > +

4* I (H — £  yj tdrminos de orden superilor 
(34)

(fndice p recorre el espacio 
ocupado)

(fndice t recorre el espacio 
virtual)
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Unas ecuaciones analogas se obtienen, cuando se der^
va parcialmente la expresidn de la energfa con respecto a

los d .. pt
Estas ecuaciones no son lineales. Pero si los orbita­

les y estan suficientemente prdximos a las so-
luciones, los tdrminos de segundo y de drdenes mas elevados 
en las correcciones pueden ser despreeiados. Por otro lado, 

la energfa E puede ser remplazada por Eo =  ̂  ̂  I W  | ̂  ̂  de 
la iteracidn anterior.

En esta forma, las ecuaciones (34) se transforman en 
un sistema no homogdneo pseudolineal de ecuaciones. La so- 

lucidn de este sistema produce unos orbitales HPHF mejorados 
que pueden ser empleados para iniciar un procedimiento ite- 
rativo.

Cuando se alcanza la autoconsistencia, las correccio­
nes son nulas, quedando las ecuaciones anteriores de la for 
ma :

p  -  / \ h  I CU
0  =  (35)

Estas ecuaciones son precisamence la expresion del 
teorema de Brillouin generalizado en el caso de la funcidn 
HPHF [68] .
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3) Apllcaciones del modelo HPHF al LiH

Ahora vamos a ver muy brevemente para ilustrar la 
teoria, los cdlculos llevados a cabo en el esquema HPHF pa 
ra el estado fundamental del LiH. Tambidn se han realizado 

calcules RHF y PHF con la misma base, para comparar los r<e 
sultados.

Se han realizado calcules a la distancia de equilibrio 
R = 3*0157 u.a. £ 6 9 ] , £ 79] para los modelos RHF, HPHF y 
PHF. Tambidn se han comparado con los resultados obtenidos 
por otros procedimientos.

Se puede ver que se ha encontrado un valor aceptable 
para la energfa HPHF, muy prdximo al valor PHF y mucho ma­
jor al Ifmite Hartree-Fock.

Tambidn se presentan los valores obtenidos para el 
memento dipolar en los 3 modelos. Se encuentra que los mod^ 

los HPHF y PHF no mejoran el valor RHF. Asfmismo se presen­
tan los orbitales HPHF con los exponentes de Slater emplea­
dos. Se puede ver que los dos orbitales HPHF internes resul^ 
tan ser diferentes, mientras que los externes son bastante 
parecidos.

En una segunda etapa, se han realizado calcules a va­
rias distancias internucleares para mismos modelos RHF, HPHF 

y PHF.

Estos resultados nos muestran que los valores de la 
energfa HPHF son muy prdximos a los valores PHF para todas
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las distancias internucleares. Como se puede ver en estos 

trabajos las curvas HPHF y PHF con indistinguibles.

Comparando las curvas RHF y HPHF, se puede ver que 
son aproximadamente paralelas en la regidn del equilibrio. 
Para distancias mayores de 4.00 u.a. las dos curvas diver- 

gen. Como era de esperar, la curva RHF tiende hacia la ener 
gfa de los iones separados, mientras que la curva HPHF nos 
conduce a la energfa de los atomos neutros.

Del valor de la energfa HPHF correspondiente a la diŝ  
tancia a la cual la moldcula estd disociada y a la distancia 
de equilibrio, se puede evaluar la energfa de disociacidn :
A = 0 . 0 6 6 5 u.a., la cual es el 72% del valor experimen­
tal .

Tambien es interesante la variacidn del momento dipo­
lar con la distancia. En los mismos trabajos se ha represen 
tado los valores del momento dipolar para los modelos RHF, 

HPHF y PHF frente a la distancia, de nuevo las curvas HPHF 
y PHF son indistinguibles. Como se ve las *3 curvas son aprjo 
ximadamente paralelas en la regidn del equilibrio, creciendo 
linealmente con la distancia, hasta 4 u.a. Para mayores diŝ  
tancias las curvas HPHF y PHF presentan una caida pronuncia 
da correspondiente a la ruptura del enlace, tendiendo corre£ 

tamente a cero cuando la distancia aumenta. Por el contrario, 
la curva RHF es creciente cuando la distancia aumenta.
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4) Analisis de la funcidn HPHF

Ahora analizaremos la funcidn HPHF en tdrminos de las 
configuraciones naturales. Por tanto, primero deduciremos 
la matriz densidad de primer orden HPHF y los orbitales na­
turales correspondientes (NO), Veremos que la funcidn HPHF, 
para estados singletes, sera aproximadamente équivalente a 
dos configuraciones naturales de capas cerradas.

a) Equivalencia configuracional,

Como es bien conocido, la matriz densidad de primer 
orden viene definida [ 8o] , [”8l] ,

r(i'ii)=w
donde la integracidn se realiza sobre las coordenadas de 
todas las partfculas excepto a las de la partfcula 1. Si la 
integracidn se compléta ademds sobre las coordenadas de spin 

tenemos la matriz densidad reducida de primer orden.

(37)

Introduciendo la funcidn HPHF para el estado singlete, 
ecuacidn (2 9 ), despuds de la normalizacidn, en esta ultima 
expresidn, obtenemos £ 8 2] .

pMPHF '■

(38)
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donde S = < D ^1 (-1)” y satisfacen la ̂ o o • nn X
relacidn siguiente:

v^'j> _  s- (39)

• *

donde ^^ . Taies orbitales se conocen con el
nombre de orbitales correspondientes# La posibilidad de em 
plear dichos orbitales fue apuntada porque la funcidn HPHF 
permanece invariante bajo las dos transforméeiones unita- 
rias aplicadas a ambos conjuntos de spin orbitales £ 68] .

La matriz densidad (38) tiene una forma quasi diago­
nal, si no fuera por unas matrices cajas de orden dos, con

elementos diagonales équivalentes. Los vectores propios de
tal matriz vienen dados por las transformaciones ortogonales

(40)

=  ( f i -  f ' i )  { Z - Z S i )
- k2

introciciendo (40) en la expresidn de la matriz densidad r^ 
ducida de primer orden HPHF (38) se obtiene la expresidn:

i



— 108 —

Las combinaciones (40) son los orbitales naturales 
(NO) HPHF, y los coeficientes de la expresidn (4l) son los 

numéros de ocupacidn.

Parece interesante apuntar que los orbitales natura­
les HPHF tienen exactamente la misma forma que los orbita­
les naturales UHF d PHF, Sdlo sus numéros de ocupacidn son 
determinados en diferentes formas. En los tres modelos, sin 
embargo, los numéros de ocupacidn son funcidn de los sola- 
pamientos S^.

Ahora vamos a introducir en la funcidn Hartree-Fock 
semiproyectada HPHF para estados singlete, los orbitales na 

turales (4o). Despuds de algunas transformaciones, encontre 
mos la funcidn de interaccidn de configuraciones con las 
restricciones de los coeficientes £ 8 2 ] :

=  T T a !  f t ; - J t J a r i ) . " *

(42)

+ 2  Z  bj a j ' Z  U  a~k A(o)[T>i -  ] X  ] ~  • • •
J

En esta expresidn, los coeficientes estan dados de

acuerdo a^=£^ ^ y b^=| ̂ 2 J * ^
operador de semiproyeccidn. D°^ es el déterminante de Slater
correspondiente a la configuracidn fundamental con los or-

bitales naturales fa . DJ y nJ son los déterminantesO'' o
correspondientes a las configuraciones excitadas, donde un
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rJx t 1 »>LJspinorbital > CL o ha sido reemplazado por • ^ °
^ ^  respectfvaraente, etc...

De la ecuacidn (42) se deduce que la funcidn HPHF pa 
ra estados singlete, no tiene ninguna contribucidn de las 
configuraciones excitadas, con un numéro impar de excita- 
ciones•

De acuerdo a la ecuacidn (42) los coeficientes de la 
funcidn HPHF dependen del desdoblamiento entre los pares 
de orbitales. Puesto que sdlo un par de orbitales aparece 

desdoblado en los calculos HPHF £ 6 8 -6 9 ] , £83-84] enton­
ces sdlo uno de los coeficientes que dependen de un b pue­
de ser importante en la ecuacidn (42). Por tanto, la fun­
cidn de onda HPHF es equivalents a sdlo dos configuracio­

nes: la fundamental y una configuracidn excitada donde la 
excitacidn tiene lugar entre los mismos niveles, es decir, 
una configuracidn de capa cerrada.

Si hay varias capas desdobladas (abiertas), los coe­
ficientes de configuraciones excitadas de orden superior 
serfan importantes. En este caso, alguna contaminacidn de 
estados excitados de orden superior puede esperarse en la 
funcidn HPHF debido a la forma de la expresidn (42). Pero 
estos estados no son energdticamente favorables. La funcidn 
HPHF para el estado singlete fundamental tendra habitualmen 
te un par de orbitales desdoblados (una capa abierta) y por 
tanto la funcidn sera équivalente a dos configuraciones de 
capas cerradas entre orbitales naturales.
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b) Pureza de spin de la funcidn HPHF.

La funcidn HPHF para un estado singlete no es una fun 
cidn pura de spin. Sin embargo, siempre que la funcidn HPHF 
présente aproximadamente una sola capa desdoblada, entonces 
dsta no contendra contribuciones apreciables de configura­

ciones con capas abiertas, es decir, impurezas de spin. Por 
tanto, la funcidn HPHF sera practlcamente un estado singlete.

Parece interesante, sin embargo, calculer la pureza de
spin de la funcidn HPHF. Para este propdsito, se puede det^r 
minar el valor medio del operador para la funcidn HPHF, 
obteniendo £ 82] :

< S * > =  IMl
donde la pureza de spin de la funcidn HPHF depende del des­
doblamiento de las capas.

Existen tambidn calculos £ 8 2 ] que ilustran las dis- 
tribuciones electrdnicas, orbitales naturales, asf como la 

equxvalencia configuracional y la pureza de spin en el caso 
del estado fundamental del LiH a varias distancias internu­
cleares.

c) Estabilidad de la funcidn HPHF.

Otra dificultad surge en la determinacidn de la fun­
cidn HPHF, debido a que se encuentran varias soluciones en 
el procedimiento variacional. Estas soluciones adicionales 
eran siempre fune iones de dos configuraciones, en las cua-
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les la configuracidn excitada era raenos conveniente para 
descender la energfa total.

Las soluciones pueden ser consideradas, sin embargo, 
desde otro punto de vista, por ejemplo, la naturaleza de 

las configuraciones excitadas.

En la determinacidn de los spinorbitales HPHF hemos 
hecho la variacidn primera de la energfa HPHF igual a 0,
S E = 0. Como es bien conocido, esta condicidn es necesa- 

ria pero no suficiente para asegurar que estâmes realmente 

en un mfnimo de energfa. La condicidn que nos garantiza que 
estemos en un mfnimo es la variacidn segunda [ 85J , £ 86J .

Esta puede ser escrita de la siguiente forma

Cuando los orbitales son desarrollados en tdrminos de 
las funciones de base, la primera variacidn de la funcidn 
de onda puede escribirse como una combinacidn de monoexcita 
ciones

('*5)

donde los ^  C . son tan pequenos como sea posible. En for- pr
ma analoga, la variacidn segunda puede escribirse como una
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combinacidn lineal de configuraciones biexcitadas ;

p.t f f

Introduciendo ahora estas dos combinaciones, en la 
ecuacidn (44), se encuentra para la variacidn segunda de 
la energfa:

r E  =  z z f 2 f c î  s c . . c i ^ ^ i c n - E m ' } +
fit f T

+  Scft 1*71

Esta expresidn es una forma cuadratica en los coefi­
cientes complejos C . y su matriz hermftica puede ser es-pr
crita en la forma

A B 
B* A* '

donde A y B son submatrices que dependen del tipo de orbi­
tales impiicados en la excitacidn. Si la matriz (48) es d^ 
finida positiva la funcidn de onda HPHF correspondera a un 

mfnimo.

La expresidn (48) se obtuvo suponiendo que A y B pô
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A  +  B

dian ser matrices complejas. Sin embargo los orbitales se 
desarrollan generalmente en tdrminos de coeficientes reales. 
Asf las matrices A y B serian matrices reales. En consecuen 

cia, la matriz (48) puede escribirse despuds de una diagona 
1izacidn parcial:

(49)

donde las submatrices (A+B) y (A—B) corresponden a las varia 
ciones en el espacio real e imaginario respectfvamente•

Cuando la matriz (49) tiene algun valor propio nega- 
tivo, la forma cuadratica no es definida positiva y por tan 
to la funcidn de onda no es un mfnimo sino un punto de silia 
(o un maximo).

Existen calculos para verificar la estabilidad de las 
distintas soluciones HPHF, en el caso del estado fundamen­
tal del LiH £ 85-86] . Se ha encontrado, en ambos casos que 
todos los valores propios eran positives, para toda distan­
cia internuclear considerada. En los artfculos £ 85 - 86^, 
se puede ver los valores propios mds bajos como funcidn de 
la separacidn internuclear, para las dos soluciones m^s ba 
jas HPHF.

Se ha avanzado que dichas soluciones son estables, al 
menos con respecto a las variaciones en el espacio real.

Actualmente se esta estudiando en el laboratorio la 
diagonalizacidn de la matriz (A-B) para determinar si exiŝ
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te una solucidn mds baja compleja, que podia permitir la 
rotura de mas de un enlace.



CAPITULO VI
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C A P I T U L O  V I

GENERALIZACION DEL MODELO HARTREE-FOCK SEMIPROYECTADO (HPHF)
A SISTEMAS DE MAS DE 4 ELECTRONES

Como hemos visto en el capftulo anterior, las ecuacio 
nes HPHF se han deducido basandose en el teorema de Brillouin 

generalizado [ 6 8 ,6 9 ] • La velocidad de convergencia del rad
todo es rapida, por el contrario el tiempo de calcule en ca- 

da iteracidn es grande debido a que es necesario calcular 
los elementos de matriz entre funciones de onda totales. Por 
otra parte, se ha comprobado que llega a ser prohibitive cuan 

do el numéro de electrones y la dimensidn de la base aumenta. 
Es la razdn por la cual présentâmes aquf un nuevo mdtodo, que 
se reduce al calcule de intégrales entre orbitales monoeldc- 
tronicos, con la consiguiente reduccidn del tiempo de calcu­
le. Este nuevo mdtodo abre la posibilidad de aplicar el mod£ 
lo HPHF a sistemas moleculares con numéro mayor de electrones 
sin el empleo de excesivo tiempo de cdlculo.

A. APLICACION DEL METODO VARIACIONAL

1) Expresidn de la variacidn primera de la energfa HPHF

A continuacidn vamos a deducir unas ecuaciones autocon 
sistentes para el mdtodo HPHF analogas a las de Hartree-Fock. 
Con este fin, vamos a determinar primero la variacidn primera 
de la funcional energfa correspondiente.



Como sabemos, el valor medio de la funcional energfa 
se escribe como:

E  < ^ i ^ >  =  (1 )
Aplicando el operador variacidn primera a ambos miem 

bros de la ecuacion, [ 3 6^ ;

En la autoconslstencla, se cuinple <fE = 0, resultando:

0 9 1 E + <9I<59>E = <59/HI9> + <9/Hli9>

<59I9>E + <S9|9>*E =09)Hi9>+09IHI9>*
Identificando los termines y sus complejos conjugados, 

se obtiene:

< S 9 ' | ^ > E  =  < 5 9 I H | 9 >

( 3 )

Ahora calculemos los productos escalares de la expre 
Sion ( 3 ) f  empleando la definicidn de la funcidn H P H F  ( 2 9 )  y  

las propiedades del operador de semiproyecction (idempoten- 

cia y unitariedad) (26), dadas en el capftulo anterior:
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< 5 9 1 9 > =  <SÀlo)T>^lÂlo)T>J>= <5Doo|Â(o)I>oo>

Lo que volveremos a escribir de la manera sigulente, tenien 
do en cuenta la definicidn del semiproyector (2 5 ) del capi­

tule anterior:

=  "^[^(SDoo/Doo) +  (-0 < C J D o o l ( ^ )

En las deducciones anteriores hemos tenido en cuenta 
que el operador variacion ^  y el operador de semiproyec-

 ̂ Acion A(0) commutan debido a que operan sobre diferentes va 
riables, A(0) sobre las variables de spin y ^  sobre las 
variables espaciales.

Operando de forma analoga, para el producto escalar 

W 1^^ se encuentra;

< 5 9 (  H I 9 >  =  <SMc}[X,olHlÂ(0)Ùco)::^SDoolH/Âmoo> 

<591H 19 > = -^[<5booiH /Doo> + HiU«>] (5)
Asimismo, empleando las propiedades del operador semî  

proyeccidn, résulta que el valor medio de la funcional ener̂  

gfa media (1) puede escribirse como

2  _  <Dao|M Iboo^ 4-(-l) { ho ol H  lù>n^y

< Doo I Doc) +  (-i) < Dool D/n«)
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Esta expresi&n puede escribirse en forma abreviada de 

finiendo las siguientes magnitudes:

E o o  = < D o o l H I D o o >  5 o o  =  <  Doo lDoo>

(7)

Eozn — ^ Doo Som — ̂  Doo I
con lo que la expresidn (6) queda de la siguiente forma: 

r- Eoo +  (■*) Eomt = ----------   (8)
Soo + H )  S o ^

Como vimos en el capftulo anterior, la funcidn de on 
da HPHF permanece invariable si empleamos orbitales "corres^ 
pondientes** (39) del cap. V, ya que ^stos simplifican enor- 

memente las expresiones dejando a la expresidn (10) en la 
siguiente forma:

I—  Eoo 4" (-)) Ec/n
C.  -------------- (9)

I +  (-irs

donde

S  =  t-lT rrt-lfTT s f  (10)

sustituyendo las expresiones (4), (5) y (9) en la (3) resu^ 
ta :

[ < S Doo 1 Doo > +  {-ir< 5 Doo I D ^ > l f -E2î± H 1 ^ ]  =
-'I- i + c - i r s - /

—  ^ S D o o I M I D o o ^  4* ( ^ 0  D o o  I h i  I
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Finalmente operando sobre esta expresidn se obtiene la ex- 
presidn de la variacidn primera de la energia HPHF:

Eoo Doo I DoO^ 4* (“0 Eo/H ̂ ^DoO 4*(“i) D/w/h  ̂+

+  Eom < 5 D  00 iDow») =  <5bool H  iDoo) +(-D <5DooiHfDrti»,) (11 )

2) Ecuaciones autoconsistentes del Modelo HPHF

Ahora tenemos que evaluar cada uno de los productos 
escalares que aparecen en la expresidn de la variacidn pr^ 
mera de la energfa (11), con objeto de simplificar el forma 
lismo que varaos a utilizar a continuacidn, vamos a estable^ 
cer el siguiente convenio:

1 2- Cuando los indices (i, j y k) son impares, los 
spinorbitales son de spin-alfa, en cambio cuando son pares, 
son de spin beta;

22- Cuando no aparece un tilde, los orbitales sin til­
de tienen indices impares, y los orbitales con tilde tienen 
indices pares;

3 2 - Cuando aparece un tilde (siempre sobre el ket) es 
la regia contraria a la que se api ica.

a) Determinacidn de productos escalares

Teniendo en cuenta este convenio, vamos a calcular los 
productos escalares que aparecen en la expresion (11). Para 
elle vamos a recurrir a las Reglas de Slater entre orbitales
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”correspondientes".

Para los productos escalares méCs sencillos, en los 

cuales no interviene el operador hamiltoniano, se encuen- 
tra :

(1 2 )

L
donde

S '  =  (r0 5  (13)

Para el calculo de los productos escalares afectados 
por el operador hamiltoniano, vamos a dividir dicho opera­
dor en sus componentes monoelectrdnica y bielectrdnica :

M = Z H j + ^ T Ï j (14)

Con lo que tenemos para dichos productos escalares:

<5DooIH1d,o) = <5Dool2KlDoo)+<5DoolZnj'/D»> (15)
J

<5DoolHllXn) =<5DoolZHjlDm«)-t-<5DoolZ.'îj"'/EW) (i*)*J ^
Aplicando las Réglas de Slater para el calculo de un 

elemento de matriz entre déterminantes, se encuentra para 

el termine monoelectrdnico de (15), f 36^ :
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< S D o o I Z W t l D o o > =

( : 7 )
donde  ̂ J

= < ^ i l H 2 l Y J >  (18)

Asimismo se encuentra para la parte bielectrdnica de (15)
[36] :

+  Z < 5 W > i . N G c / ‘f b  (19)
i

donde

y donde el operador es el operador de repulsidn electrd 
nica (J^ - K^) dentro del modelo Hartree-Fock no-restringi^ 
do, UHF , [36] :

Gi 14» h  Ç  [< If 1117;'/ If fc >1 ‘f h  - t / nï' >j (21)

Como puede verse, el producto escalar (15) serfa la 
variacidn primera de la expresidn de la energfa dentro del 

esquema UHF, sin condicionamientos sobre los orbitales, ya 
que corresponde a la variacidn de un elemento de matriz en
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tre dos déterminantes iguales ^ 36 J

Teniendo en cuenta (l4), dicho producto escalar se 
escribe como la suma de las expresiones (17) y (19):

<5Dbo INI Do,> =  I K  | Y [ > -
i. J •" i

(22)

donde hemos definido las siguientes magnitudes

eji =
(23)

T l =  + G i

las cuales corresponden respectfvamente a los parametros 
de Lagrange y a los operadores de Fock del modelo Hartree- 
Fock no restringido (UHF).

El producto escalar (16 ), en cambio, corresponde a 
la variacidn primera del elemento de matriz cruzado entre 
dos déterminantes diferentes.

Aplicando las Reglas de Slater, se encuentra para el 
tdrmino monoelectrdnico de (l6);

j j t St

- s ' L Z ^ ' ^ > £ n  -|L (24)
c j StSj J

donde

_  y loJ. I u 9  iioi
£ j C  —  (25)
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Asimismo se encuentra para la parte bielectrdnica de (16):

j>L Z  c S i. J  -aj
(26)

( Si

donde las magnitudes g ’  ̂ se definen analogamente a las

ai. I (2,)le
y el operador G s e  define analogamente a G^

Teniendo en cuenta las expresiones (22) y (24), la 
expresidn (1 6 ) toma la forma:

< ! w  m ® ^ > = s 2 < M s > x  ÿ .
L J 4) l

+ 2  Sc f  SJ

donde se han definido las siguientes magnitudes

4 :  =  4 '  ^  4 " :

T l  =  H %  -+ 6 i

' (29)

(30)
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Para las distintas componentes de la expresidn de la 

energfa que aparecen en (11), se encuentra empleando el mi£ 
mo convenio, asf como las definiciones (7)> (18) y (20);

E o o  = < D o o l H l D o o )  =  %  •Sic -h - J r Z ^ i c ù (31)o o    ^  ^  — te • 2

Asf como las definiciones (25) y (27):

o , wn / . n' • I > J (32)

b) La variacidn primera de la energfa expresada en 
funcidn de las variaciones primeras en los orbi­
tales.

Una vez que hemos calculado los productos escalares 
que se presentan en la ecuacidn (11), vamos a comparar los 

terminos équivalentes con vista a simplificar la expresidn 
global.

Empezando por los tdrminos correspondientes a una fun 
cidn UHF, tenemos:

too 4̂Doo I Doo y  “h • . . ̂  Daol hé I D c o y 4-
Sustituyendo ahora los productos escalares de esta ecuacidn, 
asf como E^^, por sus correspondientes expresiones (12), (31) 
y (22) se encuentra facilmente ^ 3 6 J :

+ . . .  . .
' (3,1
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Asimismo para los tdrminos correspondientes a los 
productos escalares cruzados, se tiene:

fc-om < 5 D oo +  • . • =  < S < 5 D o o I WID/»,-n>+ . -

Sustituyendo a continuacidn dichos productos cruzados, asf 
como por (12), (32) y (29) se encuentra despues de al̂
gunas simplificaciones:

4 - . . ,i. J ScSj J i

Asimismo para los terminos cruzados siguientes:

[“*!) ^ Doo IDoo ) 4" . . — ( r O  5 ^SDo£)IHiDoo^+.. .

se tiene, reemplazando en esta ecuacidn los productos escâ  
lares, asi como E^^, por sus expresiones (32), (12) y (22);

( -' )  S  | [ Ç  ( - f f  -  £ a j  +  > +
+ 5  J  j 4-.. =  ( - i r 3 Z < i f i l ' K  I f } > + -  ■ 1351

Finalmente para los tdrminos cruzados restantes:

C""0 Eoo ^  ̂  Dool Dm/h) 4-' ' • —  t u  4<^Doo I hi ll)/h/vx)+. • .

se tiene, sustituyendo en esta expresidn los productos esca 
lares, asf como E^^, por sus expresiones (31), (12) y (29);
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(-1) 5-

+  4 - 4 - Si Si L S(1

(36)

Âgrupando estas cuatro ecuaciones parciales (33-36), 
se encuentra despuds de algunas transformaciones la expre­
sidn siguiente para la variacidn primera de la energfa en 
funcidn de las variaciones primeras en los orbitales:

ù  44 ) G i I 4 > j > + 5 Ï ^ Z 4 ^ > +
>■ J +s l+S

(37)

+ S ' Z XC j Oj;Sj L L
donde se ha definido analogamente a la (13)

= S '[Z  -;^-Z- |f j=E(rEo.
c) Deduccidn de las ecuaciones autoconsistentes

Sacando ahora factor comun el "bra” ^S^il en la 
ecuacidn (37), dicha ecuacidn se transforma en la siguien­
te expresidn:

I  _  ! ^ > j  +

+ Sc
S'#  I Y.'J) _  Tî i> -

J
r =  0
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Ahora bien, si las variacionés de los spinorbj^ 
taies son arbitrarias e independientes, se puede poner:

0  <38)

obteniendo tantas ecuaciones como valores de i.

Recordando la definicidn de Sjl (23) y de 5j (, 
(30), se puede comprobar que dichas magnitudes son nulas, 
en virtud del convenio, cuando los indices i y j son de di£ 
tinta paridad, ya que son intégrales entre spinorbitales de 
spin opuesto. Por tanto, los sumatorios en (38) deben res- 
tringirse a los valores de j con la misma paridad que i.

Deshaciendo ahora el convenio encontramos dos conjun- 
tos de ecuaciones, uno asociado a los spinorbitales alfa y 

el otro a los spinorbitales beta:

-ro(l4’f c > l*^k> =  0 (39)

y
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(41)

donde se han definido las siguientes magnitudes

£ « k  ê i k = < ^ i T /  ‘ Ÿ k >

y los operadores

J

-<^j'"lrif'l >l'fr>] (42)

(43)

las expresiones para los operadores y se obtienen
intercambiando los spinorbitales a/ por los ^

B. EL OPERADOR AUTOCONSISTENTE SEMI-PROYECTADO.

En este apartado, vamos a transformar las ecuaciones 
autoconsistentes del modelo Hartree-Fock semi-proyectadas 
(39) y (4o) en unas ecuaciones de pseudovalores propios. A 
continuacidn, vamos a pasar estas ecuaciones en un formaii^ 
mo de representacidn, analogamente al procedimiento de Roo- 
thaan en el caso de la funcidn Hartree-Fock.
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1) Las ecuaciones de pseudovalores HPHF. 

a) Transformaciones previas.

Las ecuaciones (39) y (4o) contienen dos operadores 
F y F*. Asimismo estdn asociadas a dos clases de vectores 
t y  • Para transformar estas ecuaciones en unas
ecuaciones de pseudovalores propios, conviens transformar 

uno de los operadores, asf como eliminar una clase de vec­
tores. Ambas cosas se haran simultaneamente. A continuacidn 
nos limitaremos a las ecuaciones (39) asociadas a los spin­
orbitales alfa. En efecto, el tratamiento que vamos a se- 
guir es general y puede aplicarse indiferentemente a las 
ecuaciones (39) y (4o).

Para ello, vamos a emplear la definicidn de dada
en (4l);

iTv I‘fk> =  (44)

donde se define el ”pseudoproyector" c: 4^1 .

Asimismo, vamos a transformar el operador F^ que ac- 
tua sobre los vectores en un nuevo operador que
actua sobre los vectores I

F j  | i p k >  =  F j  l Y k >  =  ^ F j  I Y  k  X  f  k  I k > I

(45)
donde se define el proyector IY k I .

Finalmente, indiquemos que los vectores pueden
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transf ormarse en 1 m e d i a n t e  la siguiente operacidn:

= fYk><YkI Yk) = I Yk> (46)

Substituyendo las expresiones (44), (45) y (46) en 
(39) se halla despues de algunas transformaciones;

r f ( l -

- S'ZStklYe) =  • St +

■ lYk> (47)
I ^ *p

donde el operador R  ^ ^  (48)
“  r  Se

Las ecuaciones (4?) ya tienen forma de ecuaciones de 
pseudovalores propios, si bien el operador entre llaves no 
es hermitico.

b ) Simetrizacidn del operador HPHF.

El término responsable de la no hermiticidad de dicho 
operador (4?) es el tdrmino entre corchetes. Veamos, sin 
embargo, que el operador hermitico conjugado de dicho tdrmi^ 

no aplicado a I se anula idénticamente, propiedad que
aprovechamos para simetrizar el operador HPHF.

[ (  R * - - 1 ) P l / l =  [ H t J, +  ( R ^ _  i / J | ( f k >

Teniendo en cuenta la definicidn (48) se puede eŝ

cribir
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Ahora bien recordando que los orbitales son "corres­
pondientes", es decir, ^  coraprueba

que :

[ I{"C|ifk) =  i(fk) -  =  0

Por tanto, el operador hermftico conjugado del tdrmi^ 
no responsable de la no hermiticidad no actua sobre I . 
Consecuentemente podra introducirse impunemente en el ope­
rador, con lo cual la ecuacidn (4?) se escribe:

Z  A k  I I Y k  >
I

donde el operador se define como:

(49)

H t  =
Su’

[(I - r 'It J p L -hTLv'Vi- j -

(50,

Las ecuaciones (49) son ahora unas ecuaciones de 
pseudovalores propios y el operador es hermftico. Sin
embargo, dicho operador depende del orbital sobre el cual 

actua. El calculo de los vectores I implica la resolu-
cidn de tantas ecuaciones como vectores, los cuales no se- 
rfan ortogonales entre sf.

Este problema se présenta tambidn en el caso de la
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determinacidn de los orbitales en las aproxiraaciones RHF 
de capas abiertas 87-9lJ , asf como el mdtodo desarrolla
do por Mayer para el modelo Hartree-Fock Proyectado ^70-72^.

Mayer détermina los vectores uno por uno dentro del 
formalisme de representacidn, lo que supone la diagonaliza- 

cidn de tantas matrices como vectores. Nosotros desarrolla- 
remos un procedimiento que permite la determinacidn simul­
tanée de dichos vectores de spin alfa diagonalizando una 
sola matriz. La diagonalizacidn de otra matriz proporciona 

ra los vectores de spin beta. Con este fin nos apoyaremos 
en unos trabajos desarrollados para la determinacidn de 
spinorbitales en la aproximacidn RHF de capas abiertas ^92- 
94] .

c) Construccidn de un operador global

La idea fundamental es construir un unico operador pa 
ra la determinacidn de los spinorbitales alfa, y otro para 

la parte beta. Este operador cumplira las siguientes condi^ 
c iones:

a) Se descompondra en una suma de operadores parciales:

H “' = Z g? ».)
b) La representacidn de dicho operador en el espacio 

virtual no sera nula:

H°'( Ytr) 0  (52)
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Este requisite se introduce para evitar probleraas de 

convergencia, como veremos.
c) Los operadores parciales deben de satisfacer

cada uno unas ecuaciones de pseudovalores propios (por lo 
menos en el espacio ocupado):

I Y t >  =  S a  I9t> (53)

Volvamos ahora a las ecuaciones (49) y definamos los 
siguientes proyectores:

3i. = ü~

donde

T t  =  I Y c X Y c I y  I Y j  > g  S  ocupado

(54)
" R u - =  )/I ̂ t>  ̂  ̂  Virtual

De la definicidn de se deducen las siguientes propiedades:

= 5 û k l Y c >  s i i Y k > € ë ,
(55)

"Bt si IYb>(£S(
Si raultiplicamos por B^ por la izquierda las ecuaciones (49) 

se comprueba que

Hi. Hi'* )Yi> =  Sii lYi> (56)
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Ahora para preservar la hermiticidad del operador

(5 6 ) se substituye el "ket" , del primer miembro,
por sus expresiones (55) obteniendo

B i  IYc> =  €cC lYi> (57)

con lo cual se satisface la tercera condicidn expresada 
por la ecuacidn (53):

GJ*= (58)
Vamos a verificar, a continuacidn, que el operador

global, H  ̂  z: ^  (5̂  , asf definido, cumple la segundac
condicidn (5 2 ):

< (Pu-1 H I = Z  < ( f v r i  B iHc* B J ̂u->=Z j Yr>i. i
que es efectivamente diferente de cero.

Ahora para evitar définir el operador en fun
cidn del espacio virtual se recurre a la relacidn de cierre, 
con la que el proyector se escribe;

=  ( I -  (59)

En estas condiciones, el operador global se escribe;

H “  =  Z ( i - Z T i ) K - ' ( i - Z p J  « » i
i jéL
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La forma de este operador ya no depende del orbital 
sobre el cual esta aplicado. En estas circunstancias,las e- 

cuaciones en pseudovalores propios (49) toman la forma sen 
cilla :

| (P j>  =  £ j j l 9 j >  ( 6 1 )

y los vectores asociados a estas ecuaciones son automéCtica 
mente ortogonales.

Cuando se recurre al formalisme de representacidn, d^ 
chos vectores podr^n determinarse en dos diagonalizaciones, 
una para los spinorbitales alfa y otra para los spinorbita­
les beta •

2) Aplicacidn del formalisme de representacidn

Siguiendo a Roothaan, vamos a desarrollar los spinor­
bitales en una base de funciones conocidas, que con objeto 
de simplificar las ecuaciones résultantes se toma ortonor- 
mal, es decir;

nn
I Yj > = 2  c = \<Cj (62 )

donde es un vector fila Y Cj un
vector columna

c:
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En estas condiciones, las ecuaciones (6l) se trans- 

forman en las ecuaciones matriciales siguientes;

( C (63)

siendo dZ la matriz de vectores que diagonaliza la matriz
, que tiene la forma;

H ‘' = Z f r - Z i ç ) i H r f i - £ F )  ( « ,
L jdL jWi 5/

donde %T os la matriz unidad,

f j  =. <Cj < C j  (65)

es una matriz de dimension m x m asociada al proyector P^

=  166,

es la matriz de dimension m x m que représenta al operador
(5 0 ) en la base empleada, S  son los valores propios 

de la matriz H^ . Estas magnitudes no tienen ei significa
do preciso de energfa de orbital. Si bien, pueden utiliza^ 
se para la ordenacidn de los vectores propios.

Se puede obtener otra matriz para determiner los spin 
orbitales beta;

H ^ c ' =  £'c' (67)
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siendo (C ̂ la matriz de vectores propios.

La determinacidn de los spinorbitales HPHF, alfa y b£ 
ta, se lleva a cabo por diagonalizacidn sucesiva de las ma­
trices H  y , ya que ambas matrices dependen de

los vectores C  y (C ̂  .

El proceso entero de resolucidn se lleva a cabo de ma 
nera iterative, analogamente al procedimiento seguido en el 

modelo UHF.

La condicidn (52) asegura la existencia de elementos 
diagonales en las matrices y » correspondien
tes a vectores del espacio virtual, lo que garantiza la con 
vergencia del proceso.

La may or la de los procedimiento s empleados en la determ^ 
nacidn de los spinorbitales en los modelos Hartree-Fock reŝ  

tringidos de capas abiertas no garantizan la existencia de 
dichos elementos diagonales ^ 87-9ij . Este hecho condu 
ce a problemas de convergencia en el formalisme represents^ 
cidn [ 9 2 -9 4 ] .

Nosotros hemos comprobado esta misma ausencia de con 
vergencia en el caso del modelo Hartree-Fock semi-proyecta- 
do cuando no existian elementos diagonales para los vecto­
res del espacio virtual.

3) Expresidn de la energia HPHF

Para llevar a buen tdrmino un calculo autoconsistente
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es necesario calcular la energia total a cada iteracidn pa­
ra comprobar la buena marcha del proceso. A continuacidn, 
vamos a deducir la expresidn de la energfa total HPHF, en 
el formalisme de representacidn. Con este fin vamos a de­
ducir las expresiones de las energfas parciales, y E^^,
que vamos a necesitar tambidn para construir los operado­
res H*̂  y H?

Recordando la expresidn (31) para E^^, despuds de 
deshacer el convenio, se encuentra;

 ̂̂  ‘ ^  (68)B o o  —  +  Sic ■2
donde , con barra, se refiere a la repulsidn de un ^
lectrdn de spin beta en el campo de todos los demas.

Ahora teniendo en cuenta las definiciones de 
y (18), y de g^^ (20), y désarroilando los spinorbita
les, que intervienen en dichas definiciones, en una base or 
togonal, se encuentra;

•oo =

\ ^  mi . , f /J

(6 9 )
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En esta expresidn *t” y son las ma­
trices de Fock correspondientes a los operadores definidos 
en (42). Son iddnticas a las matrices de Fock que aparecen 
en el modelo Hartree-Fock no-restringido, UHF, expresiones
(46) del capftulo IV.

\FT s y lEl
dad de primer orden, dentro del formalisme UHF. En el mode^ 
lo HPHF son submatrices de la matriz densidad total [82^ :

Asimismo y son las matrices densi-

m
Cs-n»4n

(70)

R t t  =  £ c : r  c :S'Tli

A continuacidn recordando la expresidn (32) para E^^,
se halla después de deshacer el convenio:

(71)
donde "g^, con barra, se refiere a la repulsidn de un elec- 
trdn de spin beta.

£ ô ^
ii y ^ l L

(2 5 ), y de g^^ (2 7 ), y desarrollando los spinorbitales en

una base ortonormal como se hizo en el caso de E , se en-oo
cuentra:
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E l  = 5'. L r 4n w  ,

2. X  IR f^\P^r|TTf —. f % t“ 5

4n 4n
-  < \ p X t  I ' < \ s \ i > ) ]  -4- Z Z R ^  [  I H "  I )^y

/Ml mi

ab

(72)

En esta ultima expresidn R es la matriz transpuesta
de R^^ que représenta el operador (48):

‘’ = 1
L (73)

V  <=:pC4p^ —* zÇ— Sc
Dichas matrices son de hecho las submatrices que con- 

juntamente con las submatrices (70) forman la matriz densi­

dad total HPHF. R^^ y R^^ corresponden a las submatrices 
que estan sobre la diagonal y R^^ y R^^ est^n fuera de la 
diagonal principal.



CAPITULO VII
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C A P I T U L O  VII

PLANTEAMTPNTO PE UN CALCULO AUTOCONSISTENTE HARTREE-FOCK
SEMIPROYECTADO.

La resoluci<5n de las ecuaciones Hartree-Fock serai- 
proyectada, en el formalisme representacidn, ecuaciones 
(^3) y (6 7 ) del capitule anterior, ha side programada en 
FORTRAN V para el Ordenador UNIVAC 1108 del Ministerio de 
Educacion y Ciencia.

Dicha resolucidn su pone el calcule previo de unos e — 
lementos de matriz de la forma:

donde el operador global H viene dado per la expresidn 
(6 0 ), o en forma matriciel per la expresidn (64) del Cap,
VI.

Dicho operador se descompone a su vez, come puede ver 
se, en una suma de productos de operadores P^ y H^, expre- 
siones (54) y (5 0 ) respectivamente, o en su forma matriciel, 
(6 5 ) y (6 6 ) del cap. VI.

A continuacidn vamos a examinar la programacidn del 
calcule de les elementos de las matrices correspondientes. 

Ahora notemos que ambas matrices dependen de les orbitales 
de la iteracidn anterior, es decir, dependen en definitive
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de los orbitales de partida. Es el primer problème que va 

mos a examinar a continuacidn.

A. CALCULO DE LA MATRIZ GLOBAL

1) Eleccidn de los orbitales de partida

a) Eleccidn de la base.

La base utilizada para représenter los orbitales djs 
be ser suficientemente manejable como para poder aborder 
el problème considerado. Por otra parte, debe ser suficien^e 
mente buena como para reproducir muy aproximadamente la e- 
nergia total del sistema, de forma que podamos comprobar 
la validez de las ecuaciones autoconsistentes HFHF.

Con estos condicionamientos hemos optado por limiter 
este estudio a molécules diatdmicas empleando una base cons 
truida con orbitales del tipo de los de Slater (STOs), cen- 

trados en ambos nucleos de la molécule.

Esta eleccidn se debid también a la existencia de un 
programa, en la biblioteca de programas del Laboratorio, 
para el calcule de intégrales moleculares diatdmicas entre 
orbitales de Slater. Dicho programa se conoce con el nom­
bre de DIATOM, y es catalogado con el n& 138 en el Quantum 

Chemistry Program Exchange.

Como se sabe, los orbitales de Slater tienen la for­

ma general, en coordenadas esféricas:
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donde a es el exponents de Slater, n, 1 y m son los numéros 
cuantlcos e Y™ son los armdnicos esfdricos.

Los conjuntos de base centrados sobre cada atomo fue- 
ron, en todos los calcules, las bases atdmlcas "doble zeta", 

dadas por Clement! y Roetti • Se entlende por base
"doble zêta", la mejor base, construida con los orbitales 
STOs por pares de electrones, y exponentes optimizados de 
forma que reproducen la energfa del étomo en el modelo 
Hartree-Fock restringido. La base erapleada en este trabajo, 
por tanto, no contiens orbitales de polarizacidn.

Finalmente la base asi contruida fue ortonormalizada 
con ayuda del mdtodo de Schmidt ^79^ , dado que existfa
tambidn en el Laboratorio un programa de calculo a tal efec 
to. Recordamos que la condicidn de ortonormalidad habia si- 
do introducida en la expresidn del orbital, (62) del Cap.VI, 
para simplificar las expresiones posteriores y en particu­
lar la de la matriz IHI .

b) Eleccion de los Coeficientes.

La eleccion de los coeficientes HPHF, y <C^ ,
en la iteracion cero, ha sido siempre un problema muy deli- 

cado ^ 6 8 ] . En efecto, la convergences del proceso itera­
tive depende esencialmente de dicha eleccidn. Por otra par-
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te, el proceso variacional puede proporcionar diferentes 
soluciones cuya naturaleza depende esencialmente de los or 

bitales de prueba ^ 8 5 - 8 6 J .

Para dicha eleccidn, hemos recurrido a la relacidn 
existante entre los orbitales naturales HPHF y los orbita­
les autoconsistentes HPHF. La expresidn (40) del cap. V pejr 

mite escribir (̂ 82 J :

^  =  O-i f  ̂

(3)

=  ai 4^4 -  bi 4^^

donde 4^^ y 4^^ son los orbitales naturales HPHF para la 
configuracidn fundamental y una excitada respectivamente. 
Las magnitudes a^ y b^ vienen dadas por:

(4)

Ahora bien, apoyéndonos en la aproximacidn de los or 
bitales moleculares alternantes (AMO), hemos identificado 
en primera aproximacidn los orbitales naturales HPHF con 
los orbitales RHF, ocupados y virtuales, obtenidos en un 
calculo previo  ̂76 J . En estas condiciones, 4^^ son apro 

ximadamente los orbitales RHF ocupados, y 4^^ los orbita­

les RHF virtuales.
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Por otra parte, hemos tenido en cuenta la equivalen 

cia configuracional de la funcidn HPHF, desarrollada en 
el capitulo V.

Dicha equivalencia permite avanzar que sdlo uno de
los coeficientes b. es claramente diferente de cero. Resuli —
ta que existen entonces varias posibilidades para constru- 
ir los orbitales de partida HPHF.

Se ha comprobado que estas distintas posibilidades 
conducen a diferentes soluciones de las ecuaciones autocon 
sistentes HPHF. De la misma forma, se puede prever que la 
eleccidn de los orbitales virtuales 4^^ puede conducir 
a diferentes soluciones.

En este trabajo, hemos verificado las diferentes pô  
Sibilidades, encontrando, como veremos, cuando el proceso 
convergfa, tantas soluciones diferentes como b^, es decir 
pares de orbitales.

Para fijar el valor de b^ hemos tenido en cuenta la 

expresidn (4). Ahora bien, dado que el recubrimiento,
0 ,9 , hemos utilizado para el b^ correspondiente a la 

capa desdoblada valores del orden de 0 ,2 .

c) Determinacidn de los orbitales correspondientes

Una vez elegido un conjunto de coeficientes para r^ 
presentar los orbitales HPHF en la base ortonormal, convie^ 

ne recorder que dicho conjunto tiene que ser "correspondien 
te", es decir
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(Ce n  S (5)

siendo 5  una matriz diagonal (ver expresidn (3 9 ) cap. 
V). En efecto, este requerimiento sobre los orbitales ha 
sido introducido a lo largo de toda la deduccidn de las 
ecuaciones autoconsistentes, en el cap. VI, con vista a 
simplificar el formalisme.

Normalmente, el producto C  (C no seré una matriz
diagonal :

(C (C = (6)
Sin embargo, se puede multiplicar (C y (CJ por sendas 
matrices unitarias de forma que se cumpla (5)

A  = S (7)
Por otro lado, si se multiplies por la derecha esta 

expresidn por su adjunta, se obtiene

1u> (8)

ya que ®  es unitaria y por tanto ^  T  . Anélogamen
te se encuentra, multiplicande por la izquierda:

ItD lï) ^  =  S  (9)
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La diagonallzacldn de las matrices Tk y 
permite el célculo de las matrices unitarias A  y B  
que aplicadas a <C y (£L* aseguran la condicidn de cor- 
respondencia (5).

Estas transformaciones dejan invariante a la energfa 
total del sistema [68] • Son aplicadas en cada iteracidn
de forma que los orbitales sean en cada memento correspon­
dientes. Para realizar estas operaciones se aprovechd tam­
bidn un programa de calculo existante en el Laboratorio, 
llamado ORBCOR.

En estas condiciones, las matrices y
se escriben:

T e  =  C i  c j  F -  =  (10)

con lo cual esté ya planteado el cdlculo de la primera par 
te de la matriz global ^ .

2 ) Calculo de la matriz IHTc •

A la vista de la expresidn del operador H( (50) 
cap. VI, el cdlculo de la matriz IWli, puede dividirse en 
très partes. La primera consiste en el cdlculo de la com- 
ponente no simdtrica de operador (50), que escribimos en 
forma matricial:

Fi'l (11)
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asf como el calculo de su transpuesta. La segunda consiste 
en el calculo de la componente diagonal, que escribiremos 
tambien en forma matricial:

e L - s ’E o oW t t  Ê _ .  (12)
i +  s'

Finalmente , la tercera consiste en el calculo de la matriz 
de Fock « Comencemos por esta dltima.

a) Calculo de la matriz de Fock

El cdlculo de la matriz de Fock no ofrece dificultad. 
El procediraiento seguido fue el mismo al usado habitualmen- 
te en el modelo UHF, expresidn (46) del cap. IV o (42) del 
cap. VI. En el lenguaje matricial dicha matriz se escribe:

T *  =  H V

ya que n^ = n ^ = n

En esta expresidn, la matriz IHI es la matriz que rje 
présenta al operador monoelectrdnico en la base emplea
da, ver ecuacidn (28), cap. IV. En el case de una moldcula 
diatdmica, H^ tiene la forma particular

] (12) iQa. J
donde es el operador Laplaclano, y (Z./r. ) y (Z./r.. )& Xcl D X D
los operadores de energfa potencial de los nucleos a y b reŝ
pectivamente.

En estas condiciones un elemento de matriz se eskl —
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cribe en termines de intégrales de energfa cinética y poten 

cial, entre orbitales de base ortonormales:

Asimismo, en la expresidn (11), las matrices ^  JJq
^  fi 5y / 3L representan los operadores de repulsidn de cou-

lomb del electrdn i en el campo de los electrones alfa y bje
ta respect ivamente, y las matrices ^  IK^ 1®* operadores de can

% *
je correspondientes,ver ecuaciones (29) del cap. IV. Ahora 
teniendo en cuenta las definiciones de las matrices densi- 
dad, (70) del cap. VI, un elemento cualquiera de estas matrJL 
ces se puede escribir como sumas de intégrales de repulsidn 
entre funciones de base:

X  ( )  =  Z Z i R r s

«m '▼n
Z  (  j / ) * ' *  = Z Z  I R r s < \ k

Z  ( K ^ l  = Z Z R Ï Ï < \ t v l t t ; J ' K s X . >  ( . . I
donde las matrices densidad jrS y ll\ pueden calcu­
leras a partir de las matrices y |P/ correspon

dientes a la iteracidn anterior dadas por (10):

Z R  =  i : c i c î

R ‘ - ' - = z : R ' = z t ; i ' c rL L
en virtud de (70) cap. VI.
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b) Crflculo de la componente diagonal.

La evaluacidn de la componente diagonal (12) requiere
sdlo la determinacidn de magnitudes escalares, si se excep-
tua al proyector ya conocido (10). Se trata de los
cubrimientos entre las partes espaciales de los spinorbita-
les de spin opuesto. Si %  del recubrimiento entre

los dos déterminantes S  ^DoolD/n^^ , asi como las
energias parciales E y E_ .oo on

El calculo del recubrimiento entre orbitales, se cal̂
cula simultéineamente con la transformacidn de dstos en or­
bitales correspondientes en cada iteracidn, de forma que d^ 
cha magnitud viene dada por los elementos de la matriz 
diagonal (5):

Sù =  (1 6 )

La obtencidn de S* es entonces inmediata (ver défini^ 
cidn, expresidn (12) del cap. VlJ:

S ' = T J S i ^  (17)

El calculo de la componente de la energfa se lleva
a cabo exactamente de la misma forma que en el procedimien- 
to UHF habituai, ecuacidn (6 9 ) cap. VI. Dicho calcule re­
quière la obtencidn previa, ya descrita, de las matrices 
densidad K  y IR  ̂ las matrices de Fock

y asi como el calculo de las intégrales de repul­
sidn. Dado que las matrices citadas dependen de los coefi-
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cientes y (C[ » el calculo de E se repite en ca­

da iteracidn.

La determinacidn de en cambio, es un poco m^s dĵ
ficultosa, ya que exige, ademas del recubrimiento S y de las 
intégrales de repulsidn la evaluacidn previa de unos nuevos 

operadores de acoplamiento (73)» cap. VI, cuya forma matri­
cial es;

r ‘> =  t  ^
(18)

 ̂ Sc
Como puede verificarse, estas matrices no son simdtrj.

cas, siendo la segunda la adjunta de la primera.

La evaluacidn de estos operadores y por tanto la de
E , se repite tambidn en cada iteracidn.on

c) Calculo de la componente no-simdtrica

El calculo de la componente no simdtrica de la matriz 
(Hi;, no ofrece tampoco dificultad, si no fuera por la ma- 

matriz no simdtrica , ya que la determinacidn de los dê
mas factores St, S  j y IR fue ya estudiada. Dichos
factures se evaluan a partir de los coeficientes C i  y Ci 
de la iteracidn anterior.

La expresidn del operador correspondiente » da­
da en (6 3 ) cap. VI, permite poner, por analogfa con la (11)

 ̂ m
TJ= lHl‘’+Z(X"’-ikï')4Z X''* (»9)
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m m

donde las matrices <± Y ^  representan igualmen
te los operadores de repulsidn de Coulomb y la matriz B \q

1 ^el operador de canje.

Ahora bien, en la construccidn de dichos operadores In 
tervienen, a la izquierda orbitales sin tilde, y a la dere­
cha orbitales con tilde, en el caso de spinorbitales . En 
el caso de spinorbitales beta es la régla contraria. Tenien 
do en cuenta las definiciones de las matrices de densidad 
cruzadas (18) résulta que un elemento cualquiera de dichas 
matrices puede escribirse como sumas de intégrales de repul̂  
sidn entre funciones de base;

^  ̂ r  s

m j jvn m

Z  ( IK'J I ' = Z  Z  R rs

Como puede verse, a la vista de las expresiones ante- 
rioeres, la falta de simetrfa de la matriz se debe
exclusivamente al tdrmino de canje, ya que la matriz no
es simdtrica, siendo la suma de las matrices de coulomb si­
mdtrica.
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B. REALIZACION DEL PROGRAMA DE CALCULO

1) Programacidn de los pasos previos

Para programar la resolucidn de las ecuaciones HPHF 
(6 3 ) y (6 7 ) del capftulo VI, se ha transformado un progra­
ma, para el calculo de spinorbitales UHF atdmicos, ya exis 
tente en el Laboratorio. En efecto, muchas de las operacio^ 
nés son comunes a ambos procedimientos.

El primer paso fue acoplar la subrutina DIATOM n& 138 
del QCPE, para el calculo de las intégrales a uno y dos cen 
tros entre orbitales de Slater. Para esta operacidn se si- 
guid la tdcnica empleada ya, para la colocacidn de las in­

tégrales, en programas RHF y HPHF anteriores [ 79 ] •

El programa UHF prevefa ya la ortonormalizacidn de la 
base, empleando una subrutina SCHMID, que recurre como su 
nombre lo indica a un procedimiento de ortonormalizacidn de 
Schmidt. Este procedimiento, si bien es adecuado para la 
ortonormalizacidn de orbitales atdmicos, no lo es tanto pa­
ra el tratamiento de orbitales moleculares, ya que destruye 
la simetrfa de dichos orbitales, perdiendo dstos todo el 
significado ffsico . Para remediar este inconvénients, se 
preve en el final del programa la reconstruccidn de los or 
bitales moleculares en termines de la base de Slater.

Asimismo el programa UHF recalcula todas las intégra­

les en la nueva base ortonormal fuera del ciclo iterative. 

Por otra parte, ortonormaliza tambidn con la misma subrutina
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los orbitales de partida, lo que permite arrancar el cdlcu 
lo con unos orbitales estimados con una calculadora de me­
sa.

Finalmente se acopld la subrutina ORBCOR para trans- 
formar los orbitales de partida, ocupados, en "orbitales 
correspondientes" segun se describe en el apartado anterior 
A.-l)-c). Dicha subrutina habfa sido empleado ya para el 
calculo de los orbitales HPHF en el procedimiento basado en
el Teorema de Brillouin ^ 78-79] ,

Esta transformacidn se realizard en cada una de las 
iteraciones.

2) Programacidn de la resolucidn de las ecuaciones HPHF

Una vez programado el calculo de las intégrales mole 
culares, asf como dl de los "orbitales correspondientes", 
se insert© en el ciclo iterativo del programa UHF la résolu

cidn propiamente dicha de las ecuaciones HPHF.

Con este fin, se programd, a partir de los coeficien­
tes correspondientes al espacio ocupado el cdlculo de las 
matrices densidad parciales R  ^ y
segun se describe en el apartado anterior, as! como el del pa 
rdmetro S*.

A continuacidn, y a partir de estas matrices densidad; 
se programd el calculo de las contribueiones, E^^ y a

la energfa total E" de la iteracidn n.
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Seguidamente se programd el cdïculo de las matrices
H ?  y H !  .

Finalmente se procedid al calculo de las matrices gl^ 
bales H  y , y su diagonalizacidn sucesiva
con ayuda del mdtodo de Jacobi, recurriendo a una subrutina 
©standard del Laboratorio, llamada JACF.

Procediendo de esta forma, se obtienen dos conjuntos 
de valores propios y de coeficientes, C  y , corres
pondientes a unos apinorbitales alfa y beta, respectivamente, 
en la iteracidn ( n + 1 ) , los cuales podrfan servir para inJL 
ciar una nueva iteracidn.

Ahora bien, en la eleccidn de los spinorbitales de par 
tida se ha recurrido impiicitamente a un cierto principle de 
construccidn (aufbau), asociando, como es habituai en el ca­
so de un estado fundamental, un electrdn a cada uno de los 
spinorbitales mds bajos. Estos spinorbitales definen el es­
pacio ocupado. Para dicha clasificacidn el criterio habituai 
es la energfa del spinorbital.

Para respetar dicho principle de construccidn se ha 
previsto una ordenacidn de mener a mayor de los spinorbita­
les en funcidn del valor propio 5k y • En el caso
del modelo HPHF, sin embargo, el valor propio, , no es
la energfa del orbital, sine una magnitud, con dimensidn de 
energfa, condicionada con la anulacidn de la variacidn pri­
mera de la energfa.
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Por otra parte, en el modelo HPHF, existe ademds otro 

condicionamiento que acopla las dos ordenaciones de spinor­
bitales alfa y beta. Se trata de la condicidn de correspon- 
dencia, impuesta a los orbitales por comodidad. Esta condi­
cidn debe conservarse de forma que en el programa ambas or­
denaciones no son independientes.

3) Programacidn relacionada con el problema de la convergen- 
cia.

Para interumpir el proceso iterativo se insertd un crî  
terio sobre el valor de la energfa total en dos iteraciones 
sucesivas, tal que la diferencia entre ambas fuese menor que 
un cierto valor umbral dado.

Habitualmente el proceso convergfa de forma mondtona. 
Sin embargo, tambidn se observaron fendmenos de oseilaciones• 
Para remediar esta dificultad se recurrid a un procedimiento 
para forzar la convergencia ^ 9 6 -9 ?]

Dicho procedimiento consiste en una multiplicacidn por 
la izquierda y por la derecha de las matrices globales
y  , antes de la diagonalizacidn, por las matrices ( C  y

C  respectivamente, de la misma iteracidn.

( C ^  D M ]  ^  ( C  =  ID o< ( 2 1 )

De esta forma se obtiene, cerca de la autoconsistencia, unas
matrices cuasi-diagonales• En este punto, el procedimiento
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consiste en sumar una cantidad arbitraria a los elementos 

diagonales del espacio virtual,

El proceso iterativo se compléta entonces por la dia- 
gonalizacidn de ambas matrices cuasi-diagonales:

V M c * ' H ' ' c ) V = V ^ t P v V

Los nuevos vectores se obtienen multiplicande (C por"%^ .

Se programd esta modificacidn, encontrando una mejor 
conve rgenc ia•

En el organigrama adjunto se observan todos los pasos 
seguidos.
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C A P I T U L O  V I I I

RESULTADOS Y DISCUSIONES

A. RESULTADOS

1 ) VerificaciiSn de las ecuaciones HPHF

Para comprobar la valides del mdtodo descrito en es­
ta Memoria para la determinacidn de la funcidn Hartree-Fock 
semiproyectada, era conveniente reproducir cdlculos ya exis 
tentes, llevados a cabo con otro procedimiento. Dicho proce_ 
dimiento era el desarrollado por este Laboratorio, basado 
en el Teorema generalizado de Brillouin. Solo puede aplicar 
se a sistemas de 4 electrones y estd ampliamente descrito 
en el cap. V.

Con este fin, se ha recalculado las funciones HPHF, 
para los estados fundamentales de los sistemas atdmicos Be, 
B^ y Ĉ "* , asf como de la moldcula de LiH en su posicidn de 
equilibria, utilizando las mismas bases construidas con 

4 STOs.

En la Tabla I, se dan los valores de la energfa total, 
encontrados con el procedimiento descrito en esta Memoria, 
conjuntamente con los valores correspondientes hallados en 
el formalisme de Brillouin [6 8 -6 9] . Asimismo se dan los 

valores calculados, en las mismas condiciones, en el modelo 
RHF utilizando el procedimiento de Roothaan.
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Tabla I. Valores de la energfa en ü.a., calculados en los 
modelos HPHF y RHF, utilizando varies procedimientos de ob 

tencidn.

Modelo HPHF Modelo RHF

Sistema Brillouin Présenta Memoria Roothaan

Be -14,5856 -14,5853 -14,5721
B + -24,2495 -24,2493 -24,2364

C++ -36,4200 -36,4199 -36,4071
LiH 7,98361 -7,98347 -7 , 9 6 9 6 1

Como puede verse, los valores de la energfa HPHF coin
ciden hasta la cuarta cifra decimal, en todos los cases, es
decir, las diferencias absolutas son del orden de lO”^ u.a.

—6y las relativas de 10 • Estas diferencias pueden achacar-

se a errores de tipo numdrico, dadas las profundas diferen 

cias existantes entre ambos procedimientos de obtencidn, 
subrayando que el cdlculo se realizd en simple precisidn.

Como se observa, estas diferencias son despreciables 
frente a la ganancia de energfa encontrada en el modelo 

HPHF frente a los resultados obtenidos en el modelo RHF.

Con el présenta procedimiento, y en el caso de estos 
sistemas de 4 electrones, el tiempo de calculo necesario 
para alcanzar la autoconsistencia resultd ser aproximadamen
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te la mitad del empleado con el procedimiento basado en el 
formalisme de Brillouin [68] .

2) Determinacidn del estado fundamental del Li^

Una vez comprobada la validez del mdtodo, se abordd 
la determinacidn de la funcidn HPHF correspondiente al e^ 
tado fundamental de la moldcula de Lig* Dado que dicho md­
todo describe bien la disociacidn molecular, era Idgico cal_ 
cular la curva de energfa potencial de la citada moldcula. 
Por ello, se realizaron los cdlculos, con la misma base, 
a las distancias interatdmicas siguientes 4,0; 4,5 ; 5,0; 
5,1; 5,5; 6,0; 7,0; 8,0; 9,0 y 10,0 u.a.

Como se dijo en el capftulo VII, se iniciaron los cal̂  
culos con distintos tipos de orbitales de partida, verifi- 
cdndose que el proceso convergfa hacia 3 soluciones dife­
rentes. Se calcularon las curvas de energfa potencial corres 
pondientes a estas très soluciones.

Se completd el cdlculo, con la determinacidn de las 
curvas correspondientes en los modelos RHF y UHF, utilizan 
do la misma base.

a) Comparacidn entre resultados HPHF, UHF y RHF

En la Tabla II, se dan los valores mds bajos de la 
energfa encontrados en los modelos HPHF, UHF y RHF. Como 
puede verse, los valores HPHF son sensiblemente mds bajos 
que los valores UHF y RHF, si bien los segundos convergen 
hacia los primeros a medida que crece la distancia internu
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clear. En efecto, como se sabe, ambos modelos predlcen 
correctamente la disociacidn molecular, en dtomos neutres, 
mientras que el RHF predice una disociacidn en iones.

Tabla II. Valores mds bajos de la energfa, en u.a., encontra 
dos en los modelos HPHF, UHF y RHF para el estado fundamen­
tal de la moldcula de Lig on funcidn de la separacidn inter̂  
nuclear en u.a.

Energfa en u.a.

R en u.a. HPHF n2 1 UHF RHF

4,0 -14,85284 -14,84245 -14,84155
4,5 -14,86693 -14,85642 -14,85482

5,0 -14,87414 -1 4 , 8 6 3 7 1 -14,86071
5,1 -14,87498 -l4,86461 -14,86122

5,5 -14,87689 -1 4 , 8 6 6 9 2 —l4,8 6 1 6 0
6,0 -14,87698 -14,86787 -1 4 , 8 5 9 2 5

7,0 -14,87358 -1 4 , 8 6 7 0 6 -14,84927
8,0 -14,86939 -1 4 , 8 6 5 5 3 -1 4 , 8 3 6 5 1

9,0 -14,86613 -14,86417 -14,82353
10,0 -14,86381 -1 4 , 8 6 2 9 2 -14,81147
O O —14 , 8 6 2 6 6 ——— ———

Parece importante destacar aquf que el modelo UHF pro- 
porciona valores mds bajos que el modelo RHF, para cualquier
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distancia internuclear, es decir, se puede afirroar que las 
soluciones del modelo RHF sôn inestables frente a un desdo 
blamiento de las capas, incluso en la conf iguracidn de equi. 

librio.

Es la primera vez que se encuentra una inestabilidad 
del modelo RHF en un sistema molecular real de capas comple^ 
tas. Hasta la fecha, todos los ejemplos de la literature 
cientffica se refieren a sistemas moleculares fuera de su 
geometrfa de equilibrio.

En la figura 1», se representan estos resultados grd- 
ficamente, comprobdndose que las curvas RHF y UHF no llegan 
a confundirse en la zona del equilibrio. Asimismo la curva 
HPHF esta siempre por debajo de las otras dos.

Las funciones de onda correspondientes a los modelos 
HPHF y UHF presentan una de sus capas desdobladas, como lo 
preve la teorfa, ver cap. V. En ambos casos, es la capa ex­
terna la desdoblada ver tabla V, y dicho desdoblamiento au- 
menta con la distancia internuclear. En el modelo HPHF, sin 
embargo, el desdoblamiento es mucho mds pronunciado.

Estos resultados vienen refiejados en la Tabla III, en 
la cual se dan los productos de los recubrimientos al cuadra 
do. S*, dado por la expresidn (13) del cap. VI, en funcidn 
de la distancia internuclear, para los très modelos. En el 
caso del modelo RHF, dicho recubrimiento vale evidentemente 
uno a cualquier distancia, debido a la restriccidn de doble 
ocupacidn.
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Tabla III. Product© de les recubrimientos al cuadrado, S*, 
en funcldn de la distancia interatdmlca, R, en u.a., encon 

trades en les dlstlntos modèles en estudio, para las solu- 
ciones m^s bajas.

R en u.a. HPHF n2 1 UHF RHF

^,0 0,32449 0 , 7 2 4 5 8 1,0
0,30401 0 , 6 7 7 6 6 1 , 0

5,0 0,27453 0 , 5 8 5 0 4 1 , 0

5,1 0 , 2 6 7 8 1 0 , 5 6 3 5 9 1,0

5,5 0,23874 0,48375 1,0

6 , 0 0,19931 0 , 3 7 6 5 3 1,0

7,0 0,12424 0 , 2 0 9 8 8 1,0
8,0 0 , 0 6 7 2 5 0 , 1 0 7 1 1 1,0
9,0 0 , 0 3 2 4 7 0 , 0 5 1 4 3 1,0
10,0 0,01446 0,02419 1,0

oo 0,0 0,0 1,0

b) Otras soluciones HPHF.

Para encontrar la solucldn HPHF mds baja de la moldcu 
la de Lig se Inicld el clclo iterative cen un conjunte de 
orbitales, ver ecuacidn (3) cap. VII, de les cuales sdle el 
par exterior 2 ^  estaba desdeblade.

Para hallar las otras posibles soluciones se partid 
de las otras dos posibilidades, es decir, desdoblando les



Orbitales y I (Tu, respectivamente • Se encontraron dos
nuevas soluciones, llamadas en esta Memoria, soluciones 
n2 2 y 3« Una vez establecida la existencia de estas dos 
soluciones, se calcularon, en las mismas condiciones, las 
dos curvas de energfa potencial correspondientes•

Tabla IV. Valores de la energfa, en u.a., encontrados con d^ 
ferentes juegos de orbitales de partida, en el modelo HPHF.

Energia

R en u.a.
solucidn 
n& 1

soluci6n 
h2 2

solucidn
n2 3

4,0 -14,852844 -14,854194 -14,854192

^,5 -14,866935 -1 4 , 8 6 7 4 5 7 -1 4 , 8 6 7 4 5 6
5,0 -14,87414* -14,873332 -14,873332

5,1 -14,874979 -14,873842 -14,873842

5,5 -14,876889 -14,874203 -14,874204

6,0 -14,876977 -14,871827 -14,871829

7,0 -14,873577 -1 4 , 8 6 1 7 9 9 -14,861807
8,0 -14,869388 -14,848972 -14,848993
9,0 -14,866127 -14,835935 -1 4 , 8 3 5 9 6 9
10,0 -14,863808 -14,823825 -14,823873
o o -1 4 , 8 6 2 6 5 6 ——— -1 4 , 7 5 4 7 6 3

En la Tabla IV, se dan los valores de la energia HPHF 
para las très soluciones encontrados en funcidn de la distan
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cia internuclear. Como puede verse, la solucidn n& 1 es e- 
fectivamente la mas baja para toda distancia, excepto a di£ 

tancias muy cortas, R ^4,5 u.a.

Las energlas correspondientes a las soluciones n& 2 y 
3, crecen al igual que las energlas RHF, como puede verse 
tambi^n en la figura 2. Ambas soluciones poseen prdctica- 
mente la misma energfa, y no se distinguen a la escala de 
dicha figura.

Tabla V. Recubrimientos entre orbitales de una misma capa 
correspondientes al estado fundamental del Lig, calculados 
en la configuracidn de equilibria, en distintos modelas.

Modelas

RHF
UHF
HPHF n& 1 
HPHF n2 2 

HPHF n& 3

1,0

0,999995
0 , 9 9 9 9 8 3

1 ,0

0 , 9 3 0 8 1 9

1 , 0

0,999990 
0 , 9 9 9 9 8 3  

0,93088 6 

1,0

1,0

0 , 7 5 0 7 3 9

0 , 5 1 7 5 1 7

0,999981»
0 , 9 9 9 9 8 5

En la Tabla V, se dan los recubrimientos entre los 
"orbitales correspondientes"de una misma capa, obtenidos a 

la distancia de equilibria en el casa de las très solucio­

nes HPHF.
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Se comprueba que dlchas soluciones presentan efecti- 
vamente una sola capa desdoblada, siendo ésta diferente en 
cada una de las soluciones.

La solucidn n^ 1 présenta, en la posicidn de equili­
bria, un desdoblamiento m^s pronunciado que el de las solu 
clones 2 y 3. Dicho desdoblamiento ademds crece con la di^ 
tancia internuclear, mientras que permanece constante él de 

las otras dos soluciones.

3) Determinacidn de magnitudes Moleculares

Una vez verificada la validez del mdtodo descrito en 
esta Memoria, desde el punto de vista energdtico, se deter- 
minaron a partir de los cd^culos anteriores algunas propie- 
dades moleculares.

a) Distancia de equilibrio y constante de fuerza

Lo mé(s inmediato era comprobar la distancia de equil^ 
brio, Rg, asf como la constante de fuerza, k^, del Li^ en 
su estado fundamental.

Con este fin, y para cada una de las curvas anteriores 
se ajustaron los valores de la energfa, entre 4,3 u.a. y 
9 u.a., a unos polinomios de 3- 4-2 y 52 grado. Los mejores 
resultados se encontraron con polinomios de 4 2 grado, con e_ 
rrores est^ndard de 10 ^ en la energfa.

En la Tabla VI se dan los valores encontrados para la 
distancia de equilibrio, constante de fuerza y energfa en 
el equilibrio, en los diferentes modelos y soluciones. Asl
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mlsmo, se dan los valores expérimentales •

Tabla VI. Distancia de equilibrio, , constantes de fuerza, 
K^, energfa en el mfnimo, y energia de disociaci&n E^, pa 

ra el estado fundamental del Lig evaluados en distintos mo­
delos .

Mdtodo Rg (u.a.) mdin/& E^ (u.a.)ul E^ (u.a.)

RHF
UHF
HPHF n& 2 
HPHF n2 1 
Exp.

5,389
6,138

5,393
5,759
5,049

0,2196
0,0712

0,2335
0,1103
0,2552

-14,861727
-14,868196

-14,874497
-14,877175
-14,9944

0,397
0,005
0,119
0 , 0 1 6

0,030

Las soluciones que proporcionan los valores mds 
acordes con la experiencia son las RHF y HPHF n& 2, en cuan 

to a la distancia de equilibrio, y la HPHF n& 2 para la conŝ  
tante de fuerza. El modelo UHF, en cambio proporciona los 
valores menos stisfactorios para ambas magnitudes.

Con respecto a la energfa mfnima de estas curvas, es 
la solucidn n& 1 que conduce al mejor valor. En este modelo 
la ganancia de energfa con respecto al valor RHF es de un 12% 
de energfa de correlacidn. Este resultado se debe al hecho 
de que el modelo HPHF introduce correlacidn sdlo entre un 
par de electrones.
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En la misma Tabla, se presentan los valores de la e- 
nergfa de disociacidn calculados en los diferentes modelos 

y soluciones, a partir de las diferencias entre el mfnimo 
de la curva y el valor de la energfa a R = Oo , Asimismo, 

se da el valor experimental.

La solucidn que proporciona el valor m^s acorde con 
el experimental es la solucidn HPHF n& 1, es decir, un 55% 
del valor experimental. Las soluciones RHF y HPHF n& 1, con 
ducen a valores muy exagerados, mientras que el modelo UHF 
conduce a un valor demasiado bajo, 17% del valor experimen 
tal.

b) Valor medio de S^.

Otra propiedad importante de la funcidn de onda que 

puede influir sobre el céilculo de magnitudes moleculares, 
es la pureza de spin.

Con este fin hemos calculado el valor medio del opera
. ^2dor S en los diferentes modelos, recurriendo a las expre- 

siones (4-3) del cap. V. para el modelo HPHF, y de ^39 ] 

para el modelo UHF.
.2En la Tabla VII, se dan los valores medios de S , en 

funcidn de la distancia internuclear, para las distintas sjo 
luciones. Se encuentran en el caso del modelo HPHF, valores 
muy pequenos del orden de lO"^. Se puede concluir pues que 

las soluciones HPHF para el estado fundamental de Lig son 
tambidn pr^cticamente unas funciones puras de spin. Se puje



de calculer fdcilmente que el peso de la componente quintu
-6plete es del orden 10

Tabla VII. Valores medios del operador S , a très dlstanclas 

internucleares, obtenidos con las distintas soluciones para 
el estado fundamental del Lig*

Valor *2medio de S .

R (u.a.) RHF UHF HPHF n& 1 HPHF n22 y 3

4,5 0,0 0 , 3 2 8,35.10"5 4,8.10-t

5,1 0,0 0,44 7,89.10"^ -64,7.10
10,0 0,0 0,98 7,12.10“^ -64,9.10

*2En el caso de la solucidn n& 1, el valor medio de S 
es ligeramente mayor que los valores correspondientes a las 
soluciones n& 2 y 3, si bien disminuye con la distancia in­

ternuclear.

En la misma Tabla, se dan tambidn los valores medios
*2de S calculados en los modelos UHF y RHF. En este ultimo ca 

so, dichos valores son evidentemente nulos, en el modelo UHF 
en cambio, se encuentran valores altos debidos a la contami- 
nacidn triplets.
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B. DISCUSIONES

1) Validez de las Ecuaciones HPHF

Utilizando el procedimiento descrito en esta Memoria 
hemos podido verificar que dicho mdtodo proporciona, dentro 

de un cierto margen de error, los mismos valores de la ener 
gfa que el procedimiento basado en el teorema de Brillouin.

a) Eficiencia

Las ventajas del nuevo procedimiento estriban en la 
velocidad de cdlculo asf como en la posibilidad de aplicar 
lo a sistemas con un ndmero indeterminado de electrones.

Por ejemplo, un calcule HPHF limitado a un sistema de 
4 electrones, construido con 4, 6 d 8 funciones de base, tar 
da 4 min,, 30 mfn. d 2 h. respectivamente, con el mdtodo an 
tiguo, sobre el UNIVAC 1108. En cambio, con el nuevo proce­
dimiento un cdlculo similar de un sistema de 6 electrones, 

construido con 8 funciones de base, emplea sdlo 30 min. s£ 
bre la misma mdquina. Como régla general se puede afirmar 
que el nuevo procedimiento HPHF tarda un poco mds del doble 
que el mdtodo RHF de Roothaan.

Cabe discutir aquf, sin embargo, los recursos utili- 
zados para deducir las ecuaciones HPHF, comparando nuestras 
ecuaciones con otras propuestas recientemente por otros au- 
tores ^ 83 - 84j .
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b) PuntualIzaciones

En la deducldn de las ecuaciones HPHF hemos recurrido 
a la relacldn de correspondencla entre splnorbitales de spin 

opuesto para construir la funcidn de onda HPHF. Como se sabe, 
dicha relacidn no es ninguna restriccidn en el caso del mod^ 

lo HPHF, sin embargo, acopla intimamente los splnorbitales 
de una misma capa. Résulta que cualquier alteracidn en la 
distribucion de los splnorbitales alfa impi ica la misma alte 
racidn en el conjunto de los splnorbitales beta.

Se ha observado que si este acoplamiento no se respe- 
ta, a lo largo de las iteraciones el cdlculo HPHF se ve abô  
cado irremisfblemente en una solucidn UHF.

En efecto, el operador H^ puede escribirse como el 
operador F^ , del modelo UHF, mds una cierta modificacidn 
proporcional al recubrimiento, 5, entre los dos déterminan­
tes, ecuacidn (50) cap. VI. Al anularse el recubrimiento en 

tre dos splnorbitales de una misma capa, se anula automdtica 
mente S y con ello H^ se transforma en F^

Este condicion; liento no parece haberse respetado en 
los c^lculos HPHF presentados en ^83,84] , lo que expli-
carfa algunos resultados.

Para clasificar los splnorbitales HPHF se ha recurri­
do a los valores propios de las matrices ( H  ̂  y IHI^ . 
Dichos valores propios han perdido su significacion habituai 
de energfa de orbital. Ahora bien, si enfocamos al operador
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como un operador de Fock UHF méCs una modlficaci<$n, los 
valores propios de H^ pueden interpretarse como una ener 
gfa de orbital modificada dentro del formalisme UHF.

En la Tabla VIII se dan dichos valores propios para

la solucidn HPHF n& 1, junto con los correspondientes valô
res propios de los modelos UHF y RHF calculados en la con-
figuracidn de equilibrio del Lig•

Tabla VIII. Valores propios correspondientes a los très pa 
res de niveles m^s bajos, encontrados en la determinacidn 
del estado fundamental de la moldcula de Lig, en la confi 

guracidn de equilibrio, en los très modelos RHF, UHF y HPHF 
(solucidn n& l).

Modelos Valores propios en u.a.

RHF -2,47085 -2,47026 -0,18535

UHF
-2,4816?
-2,48130

-2,46792

-2,46831

-0,20058
-0 ,2 0 0 6 ?

HPHF n2 1
-2,48339
-2,4836?

-2,46493
-2,46493

-0,20553
-0,20542
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Como puede observarse, los valores encontrados en los 
tres modelos son muy parecidos, especlalmente los UHF y 
HPHF. Se puede afirmar por tanto que estas magnitudes pue­
den utilizarse para la ordenacidn de los orbitales, con la 
condicidn de respetar el apareamiento de los orbitales de 
spin opuesto.

De todo lo anterior, se desprende finalmente que los 
orbitales, en el modelo HPHF, estdn menos individualizados 
que en los modelos habituales RHF y UHF. Esta particulari- 
dad en definitive no permite définir una energfa de orbital 
HPHF.

2) Discusiones de los resultados para el estado fundamental 
del Lig .

a) El problema de la multiplicidad de soluciones

En el apartado anterior se han encontrado tres soluciç» 
nes HPHF de las cuales, dos presentan una de sus capas intejr 
nas desdoblada, mientras que la tercera présenta la capa ex­
terna abierta.

El problema de la multipiicidad de soluciones, en el 
modelo HPHF, ya ha sido expuesto y analizado por este Labo- 
ratorio en [82 j , ^85-86^ , ver cap. V.

En dichas publicaciones, se prevefan tantas solucio­
nes como capas. Los resultados expuestos en esta Memoria 

han confirmado esta prediccion tedrica. Hemos encontrado 
en el caso del estado fundamental de la moldcula de Li^ tres
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soluciones diferentes, si bien dos de ellas tienen una e- 

nergfa muy parecida.

Se trata a todas luces de dos soluciones distintas 
por el comportamiento ligeramente diferente de la energfa 

de ambas en funcidn de la distancia internuclear, ver Ta­
bla IV.

No se encontraron mds soluciones a pesar de haberlas 
buscado sistemdticamente como se describe en el cap. VII.

La existencia de varias soluciones puede parecer un 
inconveniente a la hora de aplicar el modelo HPHF. En esta 
Memoria, sin embargo, se describe un mdtodo sistemdtico de 
obtencidn para cualquiera de ellas ver cap. VII. Dicho proi 
blema se reduce a la eleccidn < en la configuration 

mds conveniente para las magnitudes a determinar.

b) Comparaciones entre las tres soluciones HPHF

Si examinâmes el comportamiento de las dos primeras 
soluciones nS 2 y 3, frente a la distancia internuclear, v^ 
mos que el hdbito de la curva de energfa potencial corres- 
pondiente sigue paralelamente la curva RHF. Por otra parte, 
ambas soluciones proporcionan un buen valor para la distan 
cia de equilibrio y la constante de fuerza, ver tabla VI. 

Este resultado era de esperar, en efecto, una mayor elast^ 
cidad de las capas internas parece describir mejor las in- 
teracciones de cardcter repulsive que dominan a cortas dis- 
tancias.
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En cambio, si examinâmes el comportamiento de la sol. 
nS 1 frente a las distancia internuclear, se observa que el 

hdbito de la curva de energfa sigue mds bien dl de la curva 

UHF. Ambas soluciones HPHF y UHF presentan la capa externa 
desdoblada. Por otra parte, proporcionan mejores valores pa 
ra la energfa de disociacidn, ver tabla VI. Este resultado 
se debe, en este caso, a la mayor elasticidad de la capa 
externa que permite describir mds adecuadamente la ruptura 
del enlace en dtomos neutres a larga distancia.
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R E  S U M E N  Y C O N C L U S I O N E S

A. RESUMEN

1) Se slenta a grandes rasgos el cdlculo varlaclonal 
para la determinacldn de funciones de onda aproximadas, con 
vista a la obtencidn de un nuevo procedimiento para la de- 
terminacidn de los splnorbitales Hartree-Fock semi-proyec- 
tados (HPHF).

2) Se hace una revision, dentro del marco del Campo 
Central; de las aproximaciones de Hartree y Hartree-Fock 
deduciendo variacionalmente las ecuaciones.

3) Se pasa revista a la aproximacidn de Born-Oppen- 
heimer con vista a la determinacidn de curvas de energfa po>

tencial nuclear calculadas a partir de funciones de onda e-
lectrdnicas.

4) Se describe el procedimiento de obtencidn de las 
ecuaciones de Roothaan tanto dentro del modelo Hartree-Fock 
restringido (RHF), como no restringido (UHF).

5) Se pasa revista a los modelos Hartree-Fock proye£
tado y semi-proyectado, analizando la funcidn HPHF asf como 
el procedimiento de obtencidn anterior basado en el Teorema 
de Brillouin, cuya complejidad no permitfa abordar sistemas 

de mas de 4 electrones.

6) Se plantea y deduce un nuevo procedimiento para la
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determinacidn de los splnorbitales HPHF basado en la reso- 

lucidn de unas ecuaciones de pseudovalores propios, en el 
formalisme representacidn, sin limitacidn en el numéro de 
electrones ni en el numéro de funciones de base empleadas.

7) Se plantea la realizacidn pr^ctica de un céClculo 
de los orbitales HPHF en el caso de una moldcula diatdmi- 
ca, y se programs dicho cdlculo para un Ordenador UNIVAC 
1108.

8) Se calculan las curvas de energfa potencial co> 
rrespondientes al estado fundamental del Lig, en los mode 
los RHF, UHF y HPHF. A partir de estos resultados se deter 
minan valores* para la distancia de equilibrio, la constan 
te de fuerza y energfa de disociacidn.

B. CONCLUSIONES

9) Se verifies que las ecuaciones de pseudovalores 
propios HPHF propuestas en esta Memoria convergen hacia 

unos valores de la energfa iguales (dentro de un cierto mar 
gen de error de tipo numdrico) a los obtenidos en el forma­
lisme anterior basado en el Teorema de Brillouin, concluyen 
do que dichas ecuaciones son vdlidas para la determinacidh 
de los splnorbitales HPHF.

10) Se comprueba que los tiempos de cdlculo emplea- 
dos para la determinacidn de los splnorbitales HPHF, se re- 
ducen sensiblemente con el nuevo procedimiento, siendo corn-
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parables a los utlllzados en el procedimiento habitual RHF 

de Roothaan.

11) Por otra parte dada su relative sencillez, el nu£ 
V O  procedimiento permite abordar el calculo de sistemas de 
mas de cuatro electrones lo que posibilita generalizar la 
aplicabilidad del modelo HPHF. Por tanto, se concluye que 
dicho procedimiento puede ser competitive con el procedi­
miento habitual RHF de Roothaan, sin tener sus inconvenien- 
tes.

12) Se subraya la existencia de un cierto acoplamien 
to entre los splnorbitales pertenecientes a una misma capa, 
en el modelo HPHF. Dicho acoplamiento condiciona todo el cd^ 
culo y no permite définir una energfa de orbital.

13) Se comprueba que el modelo Hartree-Fock semi-proi 
yectado proporciona, en el caso de la moldcula de Lig, unî  

camente tres soluciones diferentes, correspondientes todas 
al estado fundamental, pero presentando un acoplamiento di­
ferente entre los pares de orbitales. Se confirman asf las 
predicciones tedricas que prevefan un niümero de soluciones 
iguales al numéro de pares de electrones.

14) Dado que la naturaleza de las varias soluciones 
viene condicionada por la eleccidn de los orbitales de par 
tida, se concluye que la existencia de una pluralidad de s£ 

luciones para un mismo estado, no résulta ninguna traba a la 
hora de aplicar el modelo HPHF.
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15) Finalmente, a la vista de los resultados, se con 
cluye que la bondad de una solucidn u otra depende de la 
magnitud molecular que se pretende calculer, siendo mas ad<e 
cuada para describir la disociacidn molecular, la solucidn 

con la capa externa desdoblada.
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