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INTRODUCCTION

Hace ya tiempo que el Laboratorio de Quimica Cudnti-
ca va dgsarrollando un nuevo modelo de funcién de onda, en
substitucién del modelo Hartree-Fock habitual dado que es-
te dltimo no describe correctamente el comportamiento mole
cular con la distancia interatémica. Dicho estudio dio lu-
gar vya a dos Tesis Doctorales. Se trata del modelo Hartree-
Fock semi-proyectado, HPHF, desarrollado para el estudio de

pPequefios sistemas moleculares,

El procedimiento de cﬁlculo, empleado hasta la fecha,
se basa en el Teorema de Brillouin generalizado. Se trata
de un método iterativo de convergencia rdpida, pero de rela
tiva lentitud, dado que es necesario calcular unos elemen-
tos de matrices entre funciones de onda polielectrénicas.
Por la misma razén, el tiempo de cdlculo llega a ser prohi-
bitivo cuando crece el nimero de electrones y la dimensién

de la base,

El objetivo prihcipal de la presente Tesis es deducir
unas ecuaciones de pseudovalores propios, andlogas a las de

Roothaan, que permiten determinar los spinorbitales Hartree-



Fock semi-proyectados. En efecto, un procedimiento de este
tipo requiere sélo el cdlculo dé elementos de matriz entre
orbitales, lo que simplifica notablemente el cdlculo y per
mite abordar el estudio de sistemas moleculares con un ni-
mero mayor de electrones, sin empleo excesivo de tiempo de

cdlculo.

E1l segundo objetivo de esta Tesis era aplicar este
procedimiento a un sistema molecular de mds de 4 electrones,
con el fin de comprobar las posibilidades y rentabilidad del

modelo en estos casos.

El sistema elegido fue la molécula de Litio, para la
cual se calculé la curva de energfa potencial correspondien
te al estado fundamental. Con dicho cdlculo, no se pretende
me jorar la enésima cifra decimal de resultados anteriores,
sino verificar la bondad del Modelo HPHF para la determina-

cidn de ciertas magnitudes moleculares.

La presente Tesis se divide en ocho capitulos. Los cua
tro primeros tienenun cardcter introductorio y preparan la
deduccidén de unas ecuaciones de pseudovalores propios HPHF,

que se obtienen,analizan y aplican en los cuatro restantes.

En el primer capitulo, se pasa revista al modelo del
Campo Central, y se plantea el problema de la determinacién
de funciones de onda para sistemas de varias partfculas en

Mecdnica Cudntica.

En el segundo, se aborda el cdlculo variacional con vis

ta a la determinacién de funciones de onda aproximadas,tanto



en el caso de funciones sin forma especffica definida a

priori, como en el caso contrario.

Los modelos de Hartree y Hartree-Fock se describen
en el tercer capftulo, enfocando dichos modelos tanto des-

de el punto de vista ffsico como variacional.

En el cuarto capftulo, se aborda el problema de la
determinacién de funciones de onda en el caso molecular.
Por ello, se considera la aproximacién de Born-Oppenheimer,
as{ como el procedimiento de Roothaan para la aproximacién

de la funcién de onda Hartree-Fock.

Después de pasar revista a 1os modelos Hartree-Fock
proyectados, en el quinto capftuio, se estudia la funcién
Hartree-Fock semi-proyectada propuesta por este Laboratorio.
Con este fin, se analizan el operador de semi-proyeccién, el
procedimiento de obtencién anterior, asf como los resulta=-

dos obtenidos hasta la fecha.

En el sexto capftulo, se describe la deduccién de unas
ecuaciones de pseudovalores propios para la determinacién de
los spinorbitales HPHF, recurriendo a una técnica de minimi-

zacién directa de la funcional energfa.

En el capftulo siete, se plantea la realizacién prdc-
tica de un cdlculo de los spinorbitales HPHF en el caso de
las moléculas diatémicas de LiH y Liz, describiendo paso a

paso el programa de cdlculo correspondiente.

Finalmente en el capitulo ocho, se presentan algunos



resultados numéricos obtenidos a partir de las ecuaciones
HPHF y se discute la validez de dichas ecuaciones para la

determinacién tedrica de ciertas magnitudes moleculares.



CAPITULO I



CAPITULO I

GENERALIDADES

A. MODELO DEL CAMPO CENTRAL

1) Sistema de Unidades Atémicas

En el cdlculo de estructuras atémicas y moleculares
es conveniente definir un sistema de unidades tales que las
magnitudes ffsicas absolutas, como la carga y la masa del e
lectrén en reposo, desaparezcan de las férmulas empleadas y

no requiera el uso de potencias elevadas de diez.

El sistema de unidades atdmicas reuné estas condicio-

nes. Se define del siguiente modo:
Unidad de masa, m_, masa en reposo del electrén.

Unidad de carga, e, la carga del electrén cambiado de

signo.

Unidad de longitud, a s el radio de la . imer érbita
de Bohr del dtomo de hidrégeno, que vale, como sc sabe
a = ﬁz/ m e2.

Consistentemente con estas unidades tenemos:

Unidad de energia = ez/ao, la energia potencial de 2
unidades de carga separacis una unidad de longitud. Esta

2
tiene el valor 41" m eu/hz, la cual es 2 veces la energfa

de ionizacién del dtomo de hidrégeno en el estado fundamen-



tal.

Con estas definiciones la unidad atdmica de longitud
vale 0,52918 R y la unidad atémica energia vale 27,210 eV
(1]. pe 1as anteriores unidades podemos deducir la unidad

de accién que vale A .

2) Funciones de onda en un_campo central.

Consideraremos un electrén en un campo en el cual la
energfa potencial solo depende de r; V(r), no necesariamen

te culombiano.

Para un electrén en un campo central, la ecuacién de

ondasen unidades atdmicas es:

vy 4 z[E-VIr)]d=0 (1)

Desarrollando el laplaciano en coordenadas polares po

demos escribir:

2 |
Vz"’.-_-.-;'\- 2 (V‘P)J--?';-Q—“P

orz
donde SL es la parte del operador laplaciano que contiene
? 9
la parte angular, es decir 17 Y . Para nuestro
’ %0 7 Dé

problema en particular, no es necesario desarrollarlo expli

citamente. Entonces la ecuacién (1) resulta:

‘ng+ 2[E-v(r])] [r‘P)+._'r-_-z.r2(r~P)= 0 (2)



La correspondiente ecuacién de Laplace serfa:
rd ‘
viu =0 (3)

la cual se puede poner, empleando anfloga notacién para la

parte angular del operador laplaciano

gz | )_0
grz(ru)"'-r_f"n‘(ru - (%)

Utilizando el método de separacién de variables, la
ecuacidn (4) puede dividirse en una parte gque sélo es funcién
de r y en otra funcién de (Q,d)) [2] las soluciones de 1la

ecuacién (4) resultan tener la forma siguiente:

YyYu = T'Q+' \/e(gnd)) (5)

donde Y¢ (S,d:) es una funcién que debe satisfacer la

ecuacién diferencial siguiente [2] .

DY +e+)Ye =0 (6)

La solucién de la ecuacidén (2) tiene una gran analogfa
con la solucidén de la ecuacién de Laplace (4), ya que las

partes angulares son idénticas, es decir

b = Plr) % (0) g

donde P(r) es una funcidén de r ademds de ser la solucién de

la ecuacién diferencial siguiente:



[ &£ +2[e-vir)-L&]pr=0

con las condiciones de contorno siguientes :

P(0)

]
(=]

(9)
1im P(r)

I - od

]
o

La funcién P(r) es llamada "funcién de onda radial".

Si estd normalizada, se cumple

?z(f]dr: | (10)

0

entonces P2(r) dr da la probabilidad de encontrar al elec-
2
trén entre los radios r y (r + dn, y P (r) es una medida de

la probabilidad por unidad de radio.

De la teorfa de la ecuacién de Laplace [2] y Se sa
be que las udnicas soluciones de (6), las cuales son finitas
y uniformes, son dquellas para las cuales 1 es entero. Asf
estamos sélo interesados en las soluciones de la ecuacién
(8) para valores enteros de 1. Para un valor fijo de 1, ésta
ecuacién tiene un conjunto de soluciones, que satisfacen las
condiciones (9); dichas soluciones se diferencian por un ni-
mero caracteristico denominado generalmente n, el cual toma
valores enteros y crecientes a medida que la E aumenta, sien
don=1+1en el caso del estado mds bajo para cada valor

de 1. Cuando es necesario especificar los valores de n y 1



para una funcién de onda radial, se indicardn escribiendo
la funcién como sigue P(nl;r); los valores numéricos de 1
son indicados concencionalmente por las siguientes letras

mindsculas:

o
[N
N

Valores de ’1 3 L’ ees v

Indicados por ¢ s pPp d f g ceecees

3) E1 spin del Electrén

Como sabemos un electrén, puede estar en dos diferen
tes estados de spin, caracterizados por un ndimero cudntico
de spin s, y la funcién de onda puede escribirse como una
dnica funcién de las cuatro variables (x, y, z,‘” ) de 1las
cuales la cuarta sélo tiene 2 valores discretos, o como un
par de funciones de (x, y, z) sélo, es decir 44(x, Yy 2)
y 4i(x, Ys z), una correspondiente al valor S = 1/2 del
n? cudntico de spin y la otra correspondiente al valor

S = =1/2,

Para atomos ligeros, el efecto del spin del electrén
sobre la funcidén 4/(x, y, z) es pequeiio ['BJ . E1 efecto
del spin del electrén sobre la energia de un estado es 1lla-
mado "interaccién spin 6rbita". E1 orden de magnitud de ésta
es del 1%cde la energfa correspondiente a un salto electré-
nico, como se ha podido comprobar por la separacién de las
l1fneas D del sodio. Por tanto, el efecto de la interaccién
spin érbita sobre las funciones de onda serd normalmente po

co importante,



Si este efecto sobre las funciones de onda es despre
ciado, la funcidén de onda como funcién de (x, y, z,V) ) pue
de separarse en un producto 4/(::, Yy, 2z) K("" ). Esta fun
cién XL(’]) se denomina funcién de onda se spin. E1 hecho
experimental de que el spin sélo puede tener 2 estados dis-
tintos en ‘un campo mégnético significa que, en ésta aproxi
macidén, despreciando interaccidén spin-érbita, hay justamen

te 2 funciones de onda de spin distintas XL(‘q ).

4 .

Si 7\(’1‘!) y )&(“7) son cualesquiera funciones de "'l ’
cualquier otra funcién de spin puede expresarse como una com

binacidn lineal de XL(QI) y u{(?}). Supondremos que nues-

tras funciones de spin son elegidas ortonormales.

B. SISTEMAS DE MUCHAS PARTICULAS EN LA MECANICA CUANTICA

1) Modelo independiente

Para 2 partfculas que interaccionan, la fuerza sobre
la partfcula 1 depende no solamente de su posicién ;?sino
también del vector de posicidn ;; de la otra partfcula, y
viceversa, asf que no podemos representar el comportamien
to de cada particula separadamente por una funcidén de sus
coordenadas solamente. Un sistema de dos partfculas, en el
"espacio, viene representado por una dnica funcién de 1los

-
r

vectores de posicidn 1 Y T,

2

por dos funciones, cada una de la posicién de una particu-

de las dos partfculas, y no

la. Por otra parte, sdlo el sistema formado por las dos



particulas tiene energfa constante y no los subsistemas
formados por cada una de las partficulas. Esto se olvida ge
neralmente, y una aproximacién comin en la teorfa del dtomo
polielectrénico es la de observar cada electrén, como si es
tuviese en un estado estacionario, en el campo del nﬁqleo y
de los restantes electrones. La terminologfa y notacién ba-
sada en esta aproximacidén ha sido tan ampliamente usada, que
los argumentos cualitativos y el cdlculo cuantitativo concer
niente a dAtomos polielectrénicos, hacen fdcilmente olvidar
que sélo es una aproximacién. Emplearemos QP para la funcién
de onda del sistema polielectrénico, considerado como una
funcién de las posiciones y de las coordenadas de spin de
todas las particulas del sistema dadas por las funciones de

cada una de las partfculas 4’ .

Consideraremos primero un sistema conservativo de dos
particulas de masas m y m, y sea VX?:, ?;) la energfa poten

- -l
r

cial del sistema cuando las dos particulas estdn en 1 Y Ts
respectivamente. Entonces, para un estado estacionario del
sistema formado por 'las dos particulas de energia total E,

la ecuacidén de Schréedinger en unidades atémicas viene dada

por:

[- o v - L v VIR EIWE,2) =EPE.7) to

Zml Z‘”‘lz

En general, la energfa potencial V(?:, ?;) serd una su

ma de tres contribuciones, una dependiente de la posicién r



de la partfcula m otra de ?; y la tercera de las posicio

1’

nes relativas de las dos partfculas es decir:

V(-ﬁr\:;)-‘-‘/:{?T)-!-Vzlf';)-i-\/nz(ﬁ-a) (12)
Si Vv = 0, entonces -a\-/- =- ’DV, la cual es 1la
12 = O FETw

-
L cuando estd en Ty

Lo que quiere decir que no existe

fuerza que actda sobre la particula m

-
I‘2.

interaccidén entre las particulas. En este caso la ecuacidn

es independiente de

(11) es separable y las soluciones tienen la forma siguien

te:

V(7

o3

)= h(7) V(7)) (13)

y los valores de las energfas E1 y E_, de cada una de las

2

partficulas son constantes. Ademds, para dicha funcién de
onda producto, las probabilidades relativas de encontrar

m, en diferentes regiones del espacio es independiente de

1

la posicién de m como se podrfa deducir de un sistema en

2’

el cual las particulas no interaccionan.

Por otro lado si V,, # 0, entonces .-99! s la cual
o
es la fuerza sobre m,, depende de ;; as{ como de ?;, lo

cual indica que las particulas interactuan. Entonces la

solucién de 1la ecuacién (11) no tiene la forma (13); las
partfculas individuales no tienen energias bien definidas y
constantes; y la probabilidad de encontrar la partficula 1 en

diferentes regiones del espacio depende de la posicién de



la particula 2,

Para un sistema polielectrénico la correspondiente

ecuacién de Schr¥edinger es

HY =EYd (14)

donde
H:—.--—'—ZVL -2 = Z +Z (15)
2. L ¢ LU
El primer término de H es é1 que en mecdnica cudnti-
ca se denomina operador de energfa cinética. E1 segundo el
operador de energia potencial de los electrones en el campo
del nidcleo. Finalmente el tercero corresponde a la energia

potencial de repulsién entre los electrones.

2) Principio de Exclusién de Pauli

De todas las soluciones de la ecuacidén (14), conside
raciones de simetria seleccionan un pequefio grupo que tiene
significado ffsico. Sea ?PB una solucién de (14) con ener
gfa E = Eo’ y consideremos el efecto sobre "I’o de intercam-
biar las coordenadas de espacio y de spin de uno de los e-
lectrones. E1 intercambio de las coordenadas de los electro
nes i y j puede ser expresado formalmente mediante el ope-

rador P.lj aplicado a la funcién 1;2 .

El operador hamiltoniano H dado en (15) permanece in
cambiado por tal intercambio de las coordenadas de los 2 elec

trones; por tanto, si 1}2 es una solucién de la ecuacién
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(14) para una energfa E = Eo, entonces también es solucién
de la misma ecuacién de la funcién Piiq% para todo i,j.
Si el valor Eo no es degenerado, entonces aparte de un fac
tor constante arbitrario, 1&2 es la dnica solucién de
la ecuacién (14) para E = Eo; por tanto en este caso Pij‘FS
debe ser miltiplo (quizds dependiendo de i y j) de ‘P’

(]

esto es

¥, =¢?, (16)

siendo cij una constante; entonces

'PLJ (EJ%): CCJ'EJ".H =(C‘:,)‘]7_‘£; (17)

Pero el efecto sobre cualquier funcién de intercam-
biar dos veces los valores de las mismas variables es repro

ducir la funcién original. Por tanto

R (PyE)=E (1o

)2 =1, asf ¢,, = * 1. Una funcién

J ij
\Po s para la cual cij =+ 1, y as{ Pij% =‘I"; sy se deno

luego de (17) y (18) (ci

mina simétrica con respecto al intercambio de las coordena-
das de los electrones i y j; y una para la cual cij = -1,
y asf{ Pij\IIo=-’k s se denomina antisimétrica con respecto

a este intercambio.

En cambio, si el valor de la energfa Eo es degenerado

entonces Pij'qg aunque sigue siendo solucién de la ecua-



cién (14) con E = Eo’ no es necesariamente un miltiplo cons
tante de'ﬂi . Sin embargo, si €sto no ocurre, ninguna de
las funciones "-IJO-Q-‘P,;J"R y ‘Po——P,.:}'tP‘ es idénti-
camente cero, y ambas son soluciones de la ecuacién (14).
La primera es simétrica y la segunda es antisimétrica en i
Yy j vy las soluciones no simétricas '§£ y Pij‘}z pueden
contemplarse como combinaciones lineales de las soluciones
simétricas y antisimétricas. Asf la ecuacién (14) tiene un
conjunto de soluciones simétricas en i y j y un conjunto
antisimétrico en i y j, y otras soluciones, las cuales pue

den expresarse como combinaciones lineales de éstas.

La ecuacién (14) puede terer soluciones simétricas en
algdn par de valores de (i, j) y antisimétrica en los otros.
Sin embargo, sélo aquellas soluciones de la ecuacidén (14)
que son antisimétricas en todos los pares de electrones tie

nen significado fisico.

Tal solucién es llamada antisimétrica, y el enunciado
anterior es lo que se conoce con el nombre de principio de
exclusidén de Pauli. Este principio fue originalmente esta-
blecido en términos de la aproximacién en la cual cada elec
trén era observado en un estado estacionario en el campo
del nidcleo y de los demds electrones; la forma en la que se

ha expuesto es mds general y no implica esta aproximacién.

Asf en el cdlculo de la estructura de dtomos polielec
trénicos estamos interesados en la determinacién de las so-

luciones antisimétricas de la ecuacién (14) con H dado por (15).
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3) La necesidad de aproximar en los cdlculos de estructuras

atémicas

Para un sistema de q electrones, la ecuacién a resol
ver es una ecuacidén en derivadas parciales no separables
en 3q variables (por e jemplo, para el dtomo de Fe q = 26,
es decir, hay 78 variables). Audn para un sistema bielec-
trénico como el dtomo de He, esta ecuacidn no tiene solucién
exacta formal en términos finitos. Una forma de represen-
tar una solucién cuantitativamente serfa por una tabla de
sus valores numéricos, pero un e jemplo probard que una ta-
' bla de este tipo serfa demasiado grande para evaluarse. Con
siderar, por e jemplo, la tabulacién de una solucién de 1la
ecuacién (14) para un estado estacionario de £tomo neutro
de Fe. La tabulacién tiene que ser hecha en un conjunto dis
creto de valores de las variables, y 10 valores de cada va-
riable proporcionarfa una grosera tabulacién. Pero en este

78

extremo requirirfamos aidn 10 entradas para cubrir toda 1la
tabla; y adn empleando las propiedades de simetrfa de la fun
ciédn podrfa reducirse a 578;3,1053, lo cual no deja de ser
un nimero astronémico de resultados a determinar. Todo ésto

serfa para un tlUnico estado estacionario de un dnico estado

de ionizacién de un £tomo.

Este e jemplo muestra que para tener funciones de onda
en formas adecuadas para calcular, no sd6lo es deseable sino
también necesario recurrir a aproximaciones. La cuestidn es:

¢ Qué aproximacidén, la cual sea lo bastante simple para que
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tales cdlculos sean practicables y al mismo tiempo no de-
masiado grosera para que los resultados de tales cdlculos

nos provean de una dtil aproximacién?.

4) La aproximacién de funciones mono-electrénicas

La aproximacién mds ampliamente usada es un modelo
en el cual se supone cada electrén en un estado estacio=-
nario en el campo del nilcleo y de los demds electrones. En
esta aproximacién, se formulé la primera versién del Prin-
cipio de Exclusién de fauli, en el cual se asocia cada elec
tron a un estado estacionario diferente, descrito por una
funcién, 1o que implica en un cierto modo la existencia de

funciones mono-electrénicas llamadas spinorbitales.

Habitualmente, esta aproximacién recurre al modelo in
dependiente en el cual la funcién de onda toma la forma de

un producto de spinorbitales:

4): b (1) Llaﬂ(z). .. \P,,(P) (19)

Aqui ( ,{3, <+« ., T ) son los subfndices de cada
una de las funciones de ondas monoelectrénicas, y los
(1, 2,000e¢,P ) son los electrones, representando j las coor

denadas de espacio y de spin del electrdén j.

Para tal funcidén de onda aproximada 4; , I\”o((‘))lz
da la densidad de carga promedio resultante de la presencia

del electron j en la funcidn de onda 4& , ésto sugiere
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que cada una de estas funciones 4@ ,\‘//S ) ...,&P". serfan
determinadas como soluciones de la ecuacién de Schroedin-
ger para un electrdn en el campo del micleo y de la dis-
tribucidén de carga promediada del resto de los electrones.
En tal tratamiento, el campo creado por la distribucién
promediada electrénica derivada de las funciones 4Q,¢ﬂ,..74h
debe ser el mismo que el campo usado en la evaluacién de
estas funciones de onda. Este aspecto nos lleva al térmi-

no "campo autoconsistente" para el campo del dtomo asi de

terminado [14] .

Ahora bien, la funcién aproximada (19) no cumple el
principio de Pauli en la forma establecida en el pdrrafo
2). Este puede satisfacerse, cuando tomamos una funcidn
aproximada formada por un determinante construida con fun

ciones monoelectrénicas

Y (1) dy(z) - - - (p)

(20)

| ‘l;n(')‘Pnlz)...\f,;,[P)

Debido a las propiedades de los determinantes se com
prueba, como veremos, que no supone ninguna restriccién to

mar dichas funciones mono-electrénicas ortogonales.

Para dtomos, se emplea generalmente funciones mono-

electrénicas ‘# tipo campo central:

Yolj) = -%--P('"«f-t)G)Y(eat‘m*;e.o"bj)ﬂsﬂ (21)



En estas condiciones, las funciones 41(, \HQ de
diferentes 1, m y s son ortogonales por las propiedades de
los arménicos esféricos Y s, 0 de las funciones de spin.
Para asegurar la ortogonalidad de todas las restantes, es

s6lo necesario imponer la condicidén

P(nl;r)P(n'e;r)dr =0 Vmim’ (22)
]

En el campo central, hay 2(21 + 1) orbitales con cual
quier (nl), formado por (21 + 1) diferentes funciones ‘/ y
dos diferentes funciones de spin X\ .Un conjunto de orbi-
tales 4’ con el mismo (nl), en el determinante (20), se
llama grupo nl. Si todos los orbitales 2(21 + 1) con el mis

mo (nl) estdn ocupados, se dice que el grupo estd completo.

Un grupo de gq(nl) orbitales se escribe (nl)q, y cuali
tativamente la estructura de un dtomo, en esta aproximacién,
se especifica por el nimero de orbitales ocupados en cada

uno de los diferentes grupos (nl). El conjunto de orbitales

ocupados en cada grupo (nl) es lo que se define como confi=-

guracidén del sistema atémico.

Segin el teorema de Delbrtick [5] s si tenemos un sis
tema polielectrénico en el estado 'S (grupos completos), po
demos sin pérdida de generalidad tomar los erbitales en for

ma factorizada en funciones radiales y arménicos esféricos.

Este hecho simplifica notablemente la determinacién
de la funcién de onda, ya que sélo quedan por determinar las

funciones radiales.
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Para una configuracién que incluye un grupo'incomplg
to (nl), un dnico determinante (20) puede sélo incluir una
seleccién de los 2(21 +1) diferentes orbitales del grupo
(nl). Vamos a llamar A un conjunto de funciones monoelectré
nicas 4Q.\Pﬁ) -..)4% y 4k el determinante (20) construi
do con este conjunto. Consideremos, por ejemplo, la configu
racién del dtomo de C , (ls)2 (25)2 (2p)2. Hay 6 diferen -
tes orbitales (2p) pero sélo dos de ellos pueden ser inclui
dos en el conjunto A. Hay ( g) =15 determinantes correspon-
dientes a las 15 maneras segin las cuales un par de orbita-
les (2p) pueden ser elegidos de entre los 6 distintos. Para
una configuracién de onda aproximada para un estado atémico,
en la aproximacién considerada, debe ser una combinacién 1i

neal de determinantes

4>=ZA:CA¢A

la suma se extiende sobre todos los conjuntos A conteniendo

q(nl) orbitales.



CAPITULO II
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CAPITULO I I

EL TEOREMA VARIACIONAL

A. ESTADOS ESTACIONARIOS DE UNA PARTICULA EN UNA DIMENSION

Para la obtencidén de funciénes de onda aproximadas,
hay un teorema importante en mecdnica cudntica conocido
como teorema variacional. En este contexto parece mds impor
tante y mds general que la teorfa de perturbaciones. En e-
fecto la teorfa de perturbaciones es sélo aplicable a un
sistema con una energfa potencial V préxima a la funcién po
tencial real para la cual las soluciones de la ecuacién de
onda pueden ser obtenidas, mientras que la aplicacién del

método variacional es independiente de esta restriccién.

1) Deduccién del teorema variacional

Para exponer el principio variacional en el caso mds
simple, primero lo deduciremos para una partfcula en un cam
po conservativo en una dimensién y luego lo generalizaremos

a varias partfculas.

La ecuacidén de ondas para los estados estacionarios de

tal particula es :

F4 42 = E 4J (1)
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donde:

H:—J—i +V(><) (2)

Las soluciones correspondientes satisfacen las siguien
tes condiciones de contorno, ‘Ha):O 4’“;)):0 , sean ‘Pn cu-

yas energfas son En’ es decir:

L4‘Ph‘= En 4#1 (3)

Consideremos la siguiente magnitud:

£ J:¢ Hd dx
e

donde (b (x) es una funcién de x, dos veces diferenciable

(&)

con respecto a x y satisfaciendo las condiciones de contor-
no de \P , Pero no necesariamente una solucién de la ecua-
cién (1). Decimos que E’ es una funcional de cb(x). si¢ (x)
coincide con una 441 de un estado estacionario, entonces E’
tiene el valor de la energia En del estado; pero normalmente

E’ sera una aproximacién de tal energia.

Aqui vamos a introducir una notacién, para establecer

la diferencia entre los valores de la funcién, para el mismo
-

valor de x(0 devy ), tal diferencia serd denotada mediante el

simbolo A .

También vamos a establecer una férmula que nos serd de
utilidad posteriormente; estd basada en un elemental cdlculo
de integracién por partes. Si u y v son cualesquiera funcio-

nes dos veces diferenciables con respecto x, tenemos la si-
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guiente identidad:

d dv alu. dzU‘__ C‘z
2_’2( 4 _ rgu )_u-g;.z = (5)

si integramos los 2 miembros entre los l1fmites a y b obte-

nemos

b dz
Ju ‘fclx = [ui‘f_- U‘i‘f_] +J “ dx (6)
c:lX dx a @ dx

d
En particular si u y v son O, en ambos l{mites, y d‘u',

au

I permanecen finitas en ambos l{fmites se cumple

b . b
ud“"dx=J'u-é_“.Ax (7)
. dx? L dxt

Consideremos ahora la cantidad E’ evaluada para dos
funciones diferentes cb (x) vy ch(x) = 4 (x)+A<b(x). Sea
E’+ A E’ la cantidad obtenida reemplazando c‘)+0<‘> por Cb en

(4), €sto es

b
J(4>+A¢) H (¢+ad)dx

E'+AE = 2o (8)

Jb(du. ad)* dx

a
Reagrupando en la expresién anterior resulta

b L
[ (<b+Acb)2deA£’= ($+8d) (H-E') (¢ +ad)dx 9

a . a
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b b b
(¢+A¢)2ax]AE'= $(H-E')dex + |4 (H-E)ad dx +

L b (10)
+JA<}>(H-E’)¢dx +qu‘» (H-E')addx

En esta expresién el primer término se anula debido
a que E’ viene definida por (4). Consideremos ahora el se
gundo término, teniendo en cuenta la forma del operador ha

miltoniano (2):

. 4
J'd’{'z'.:TT +[V(x) -E ]}A¢dx- 4>(—é';19%)4\<£a'x+

L (11)
+j:b[V(x)-E']A<bdx

En esta ecuacién, se puede ver fdcilmente, dado que
d) y Ad) son cero en x=a y x=b, y en virtud de la férmu-
la (7), que el término de energfa cinética puede ponerse

como:

b

O.M(-_’_ .3.;_)¢ax

Por otra parte, dado el cardcter multiplicativo de
su operador [ Vi(x) - E’]el orden puede alterarse en el
término de energfa potencial. Por tanto, el secgundo térmi
no de la expresidén (10) es igual al tercero, y la ecuacién

(9) puede escribirse como:
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b b b
[ (¢+A<b)zax]AE’:-_ 21 a4 (H-E')dpdx+[adp(H-E'Jaddx

Ahora establezcamos las siguientes hipdtesis:

a) Si 4: es una solucién de la ecuacidén (1) es decirct) =4"n
y asf E’ = E, de la férmula (4) y (H-E’)4> = (H-En)4h= 0

y la ecuacién (12) queda de la siguiente forma:

L
[ (“’n+Ad>)zdx AF' = | ad(H-En) addx

@

b) Si se cumple la ecuacidén (13) para todo Ad sentonces de

la férmula (12) se deduce que’
b

Ab(H-E')dpdx =0

para todo Acb (dos veces diferenciable y satisfaciendo las

condiciones de contorno de \P ), de forma que :

(H-E')é =0
‘para todo x.

De aquf se deduce lo siguiente:
a) Si 4) es una solucién de la ecuacién (14), entonces E’
es estacionaria en el sentido que A E’=0 al primer orden
en A‘b s para cualquier variacién pequeria A<b ;3 por tanto
si & es una aproximacién de ¥, , entonces E’ calculado
de la ecuacién (4) es una mejor aproximacién a E_  que $

lo es a ‘-l»‘n $ por ejemplo si ¢ sy €8s una aproximacién a

(12)

(13)

(14)
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en un 1%, E’ es una aproximacién a E del orden de 0,01%

b) Si E’es estacionaria en el sentido arriba expuesto, pa-
ra cualquier variacién Atb de una funcién 4: s entonces ¢
corresponde a una solucién '-k, de la ecuacién (1) y el va-

lor estacionario de E’ corresponde al valor de En‘

2) Caso particular del Estado fundamental

Para el estado fundamental se puede obtener un teore
ma adicional. Sea {\lfn} un conjunto ortonormal de funciones
soluciones de la ecuacién (1). En la expresién (13) paraAE’,

supongamos A4> desarrollada en términos de estas funciones

Ad = Z ay Pie (15)
kn
Entonces, se puede poner:
(H-En)A¢= Zak (H-En H’k = Zak (Ek-—En)‘l’k
k+n kin

y puesto que HwWwp=FEL ¥ , el integrando se escribe

64 (H-Ea)ad= Zaj¥j Z ok (Ex-En)

=J‘Zk*ﬂaj a (Ex-En)d by

Integrando resulta:

A&(H-En)Aédx = %O.J aL(E;‘-E,,) %J)k dx
Jik*n

= ZO-J'OLk (Ex-En) gjk

J',kén
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ya que los ‘PL forman un conjunto ortonormal. Se obtiene

finalmente:

[ “"n +Ad,)2dx]AE’= Ad (H-En)ad dx = Zaj (EJ -En) (16)
J3n

Si n = 0 (estado fundamental) todos los términos de
la suma (16) son positivos y la integral de la izquierda es
también positiva por tanto A E’>» 0, es decir, el valor

de E’ para el estado fundamental es un mfnimo absoluto.

3) La energfa media como pardmetro de Lagrange

Hemos visto dos aspectos de la magnitud

£/ _ fd)chdx
) fcbzdx

El primero es simplemente el valor de este cociente

(17)

de integrales para cualquier funcién 4} . E1 segundo el de
una aproximacién a la energfa para un estado estacionario
si ¢ es una aproximacién a la funcién de onda para este
estado. Un tercer aspecto de esta magnitud nace cuando se
aplica el cdlculo de variaciones desde un punto de vista

diferente.

Los valores estacionarios E’ de la razén (17) son tam
bién los valores estacionarios de la integrallzigl-lcbdx si
ésta.es evaluada, no para todas las funciones dos veces di-
ferenciables ¢ , sino sélo para las funciones <b que sa

tisfagan la condicién de normalizacién:
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N :J¢zdx =

Para cualquier variacién A¢ de ¢ se tiene:

b b
Al=2|adHddx aN=2 | Ad ¢ dx
a Q
Los valores estacionarios de I, condicionados a N = 1

pueden obtenerse resolviendo la ecuacién Ol -XNAN=0 donde
A es un factor constante y todavia indeterminado (multi-
plicador de Lagrange). Para ello hace falta que dicha ecua-
cién se t,amule para todo A¢ (no restringida por la condi-

cién Jd)Ad; dx=0). Resulta entonces que:
@ b

Ad)(“-)\)cbdx =0

a
de tal modo que $ y X\ deben satisfacer la ecuacién

(H-X)4=0

A menos que /\ sea un valor caracterfstico de 1la ecua
cién H¥n=En¥n 1a ecuacién (19) no tiene ninguna solu-
cién que satisfaga las condiciones de contorno, excepto la
solucién trivial ¢ = 0 la cual no satisface la condicién
de normalizacién dada en la ecuacién (18). Por tanto, los
valores del multiplicador de Lagrange A s pPara el cual I
es estacionaria sujeta a la constante de normalizacién N,
son los de la energfia de los estados estacionarios. También

la propiedad estacionaria de I sujeta a la condicién de nor

(18)

(19)
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malizacién N s:.gnifica que, si é no es una solucién de
(19), A=I-= Jd:’ H$dx es también una aproximacién del

correspondiente multiplicador de Lagrange )\ .

B. PARTICULA EN TRES DIMENSIONES

Para una partfcula en un campo conservativo en 3 di-

mensiones, la ecuacién de onda es:

He = E Y (1)
donde ahora
H:-—'-—qu-\/{?) (20)
2Zm

Para funciones reales d) sy no es necesariamente so-

lucién de (1), sea

Id)Hdid'r
dedr

donde cb ahora es una funcién de ? y Y dr representa un

elemento de volumen. La integracién es sobre todo el espa

cio, como vemos E’ es una funcional de ¢(?)

El desarrollo es el mismo que el empleado en el pro-
blema de una dimensién. Consideremos ahora una férmula que
nos serd de utilidad posterior.Si S es una superficie
cerrada , englobando un volumen T , y, sobre ella se defi
ne un vector, ;), normal a S dibujado hacia fuera del volu~

men T.
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En estas condiciones se tiene:

A

f'

wvivdr = | (u-vv- v vu)dsn+

f
2
+ v viudT
vT
Este teorema, conocido con el nombre de Green, no es

sino una generalizacién a 3 dimensiones de la férmula (6)
ya vista. Si, nos restringimos a las funciones <$ sy las
cuales tienden a cero bastante rdpidamente cuando r — oo
la integral sobre la esfera en el infinito se anula,

entonces la expresién (21) se reduce a la férmula:

Jd:v"(mb)d'r = | Ad VodT
T T

El resto de la demostracién es andlogo a la del ca-

so monodimensional.

Veamos ahora otra relacién dtil cuando se mane jan
funciones de onda comple jas. Si 4) representa una funcién
de onda compleja y cb* su comple ja conjugada tenemos para

el valor medio de 1la energ{a,en lugar de la (17) la expre-

. f¢*Hd> dr
E'=
jcb*d>d‘r

sién:




que tiene la propiedad de ser estacionaria, si cb es una
solucién de la ecuacién (1), para cualquier variacién pe-

queiia A ( la cual puede ser compleja).

Si E’ es estacionaria, entonces (al primer orden en

ad )
[A¢*(H—E')¢+Acb (H—E’)cb*']dT =0 (23) .

para todo Ad) . Aquf A¢> ’ A¢* no son independientes, y

asf no se puede deducir inmediatamente de (23) que

(H-E')d =0 (H-E’)¢*= 0 (28)
sin embargo

Ad = Au+tLav

AdD*: Au.-l'.AU"

donde Au y AU son reales y ademds variaciones independien

tes; por tanto la férmula (23) .puede ser escrita

[au(H-E)($+*)- iavr (H-E') @-4* )i = 0
para todo AL ¥y AU . Por tanto |
(H-E')(d+¢¥) =0 ((H-E')(¢-¢")=0

por tanto la funciones reales d)-i-(b* y L(d’—d’*) son ambas

soluciones de la ecuacién (1) y de éstas se deducen las ecua



ciones (24).

C. SISTEMAS FORMADOS POR MUCHAS PARTICULAS

Las funciones de onda qP para estados estacionarios
de un sistema formado por muchas partfculas bajo fuerzas con
servativas satisfacen una ecuacién de onda H‘I’.—_ Ed en el
cual el operador hamiltoniano F4 contiene términos (-EEECQZ)
para las partfculas separadas y una funcién energfa poten-

cial., Sea E’ definida por

E,_J@*u@d-r
|#* g dr

extendiendo la integracidn sobre el espacio de coordenadas

(25)

del sistema. Esta magnitud tiene andlogas propiedades a las

dadas para el sistema formado por una particula.

La propiedad de E’, definida por (25), que es un mini
mo absoluto para el estado fundamental del sistema, propor-
ciona un criterio dtil para comparar las diferentes aproxi-
maciones a la funcién de onda del estado fundamental. Una
funcién de onda puede ser observada como una me jor aproxima
cién al estado fundamental si ésta da un valor mds bajo de
E’. En este sentido "mejor" significa mds adecuada para el
cdlculo de la energfa total del sistema atémico. Otras a-

proximaciones podfan ser mds adecuadas para el cdlculo de
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otras propiedades atémicas, pero en la mayoria de estos ca

sos el udnico "test" es el empfrico comparando los valores

calculados con los observados.

Ningdn criterio puede dar un completo enjuiciamento
de la bondad de una funcién de onda aproximada, los diferen
tes rasgos de la funcién de onda son importantes para dife-
rentes aplicaciones. Por ejemplo, las fuerzas atractivas de
Van der Waals entre dos dtomos de gases inertes a grandes
distancias, y las fuerzas repulsivas a pequenas distancias,
dependen principalmente de la conducta de la funcion de
onda para grandes r. Asfmismo la estructura hiperfina
depende en cambio de la conducta de la funcién de onda en
las proximidades del nidcleo. Sin embargo, el criterio de la
energfa total, por el presente, es el mds generalmente ydtil.
Para una discusidén sobre otros criterios puede verse los ar-

tfculos de James y Coolidge, y Williamson [6]

1) Dos formas de emplear el teorema variacional para derivar

funciones de onda aproximadas.

La primera forma es considerar una clase de funciones
é' con una forma analftica dada, conteniendo pardmetros
cuyos me jores valores en el sentido del teorema variacional,
van a ser determinadas haciendo E’ estacionaria con respecto
a dichos pardmetros y restringiendo é a una clase de fun-
ciones con una forma particular dada. Por ejemplo, para el

estado fundamental del 4tomo de He podemos considerar la cla
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se de funciones:

@: e-'<("i+rz) (26)

con diferentes valores de k, o la clase de funciones

-(krn+k, v (k7 + k,r;
é:e( zz)+e(z\ z] (27)

con diferentes valores de k1 y kz. Podemos verificar que,
si sustituimos estas funciones en la ecuacién de Schrddin-
ger, la solucién de dicha ecuacién no es de ninguna de las
dos formas. Ahora podemos calcular cuales son los valores
de los pardmetros me jores en el sentido del teorema varia-
cional. Esta minimizacién nos puede conducir a tener que
resolver un sistema de ecuaciones algebraicas, posfblemen-

te no lineales, para el conjunto de pardmetros.

Si la funcién de prueba incluye un nimero pequefio de
pardmetros, entonces, y excepto para sistemas de pocos elec
trones, sélo se obtendrd una aproximacién muy grosera. En
cambio, si la funcién de prueba incluye muchos pardmetros,
con intencién de obtener una me jor aproximacién, la aproxi
macién serd mucho mds aceptable pero la complejidad del pro

ceso hard el cdlculo prdcticamente imposible.

La segunda forma de emplear el teorema variacional es
considerar una clase de funciones é construida de una ma
nera especifica por funciones arbitrariés de las variables
del problema, estas funciones se determinan de tal manera

que minimicen E’. Por ejemplo para el estado fundamental
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del dtomo de He podemos considerar la clase de funciones

cf> = d(n) V() (28)

sin imponer ninguna restriccién sobre la forma de la funcidn
¢l(r). También sabemos que la solucidén de la ecuacién de on
da no es ciertamente de esta forma; no obstante podemos bus-
car de entre las funciones de la forma general (28) las que
dan la mejor aproximacién en el sentido de minimizar la ener
gfa. En este caso, la aplicacién del teorema variacional a
la funcién é conduce a ecuaciones diferenciales en las fun

ciones incégnitas ‘P(r).

2) La aproximacidn de la funcién de onda al estado fundamen-

tal del dtomo de He.

Ahora vamos a aplicar a un funcién del tipo (28) dada
en el apartado anterior al dtomo de He. Puesto que la mayor
parte del dlgebra es la misma, si la forma algebrdica de la
funcion ‘P(r) en (28) es especificada 6 no, desarrollaremos
la primera parte de dicho dlgebra en el caso mds general.
Adoptaremos la forma:'

q) :?(n) P(rz) (29]

Yy

para la funciédn de onda aproximada. Puesto que el valor de

e o JHEdn
jc}zd’r

(25)
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no es afectado por la multiplicacidn de <§ por cualquier
factor constante, no es ninguna restriccién suponer las

funciones de ondas radiales P(r) normalizadas a:

J Pi(v¥) dv = | (30)

Para simplificar el dlgebra, se supondrd que estdn
normalizadas. Esta condicién sobre la funcién P(r) debe ser
recordada cuando evaluemos la variacién A E’ en E’ para
una variacién AP en P, si empleamos para E’ una férmula
derivada sobre la base de que P esté normalizada, es decir,
la variacién en P debe ser condicionada a que P permanezca
normalizada. E1 cdlculo tiene dos etapas, una concerniente
con la derivacién de la férmula para E’ en términos de la
funcién P(r) y otra con la aplicacién del teorema variacio

nal a esta expresién para E’.

Si dw es un elemento de dngulo sélido, el elemento

de volumen es en coordenadas polares esféricas:
dT=d7 dry = n*ridr dn dw, dw, (31)

En el denominador de la expresién (25) para E’, las

integraciones sobre r rz,cu,,<nz pueden separarse de la

1’

siguieﬁte forma:
szde P%(r,)dn ?Z(rz)dﬁfdw,dezz{An)z (>°)

El operador hamiltoniano para un sistema bielectrénl
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co es:

| 1 g2)_ 2 __Z2 . J (33)

Debido a que la funcién é s6lo depende de las coor
denadas radiales, Ty Y Ty la aplicacién del operador Lapla
ciano tiene el siguiente efecto

2 ch | e
v = (v $) = — P"(%) Pln)

v Or2
LA nr,

21 _ ) ’91 _ | )
v, @ = —FZ' grzzlrzéﬂ = -E-E'P(‘T)P (‘3,

Por tanto se encuentra para el integrando correspon-

diente a la energfa media:

Wl HS = --ZL?(n)[‘P”(nH -‘%P(n)]?z(rz) -

N 2 | 2 2
_l_?(q)[P’(rz)+i‘P(Q)J’P (v)4+ — Pn) P%(n) (34)
yA T2 Yia
..
En el numerador de (25)J@ H@d‘r =Jn % @H@dndr‘z&w,dw‘z
los dos primeros términos en el integrando (34) de
penden solamente de las coordenadas radiales. La integracién
sobre Ty rp,, W, vy W, puede a su vez factorizarse condu-

ciendo cada uno de estos términos a:

i oy 7 4 2
- & PO [ P"(r)+ £-P(r]] dr (4m) (35)

(o]
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El primer y segundo términos de la ecuacién (34) con

tribuyen de la misma forma en la energfa total, E’; dando
la integral (35). Por tanto la contribucién total a E’ de

estos términos, en la expresién (34) es 2I siendo:

I:-—z'—-i 'P(r)['P"(rH%-’P(r)]dr (36)

El tercer término de la férmula (34) contribuye de la

siguiente manera a la energia.total E’:

! 2\ o2
+, = L Pn) PX(rz) dr dry duw dw, =

- [ Pn) . PA(r) d

TdT, = (37)

2
= | Pl | Piw) ]y
- ——— . Tz T' (38)
2 Y 2
bt 2 41T
Esta es la energfa potencial de dos distribuciones de
carga con simetria esférica, con una densidad voliumica cada
una de:
P = P3(r)
- 2
417

o densidad radial (carga por unidad de radio) &7 Y‘zfz Pz .

(391

Consideremos ahora la integral sobre 13 en la férmu-

la (38), para un valor fijado de r,. Esta integral depende

1

de rl y es
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\V(r) = | Fin) df (40)
Tia jf‘ﬂ'rzz ¢

la cual es el potencial en ry debido a una distribucién de
carga de simetrfa esférica y con una densidad voldmica da-

da por (39). Este potencial satisface la ecuacién de Poisson:

. .
Vz\/:—lmﬁ::—irpz (41)

Puesto que la distribucién de carga F es de simetrfa
esférica, V es una funcién de r solamante. Consecuentemente,

si definimos una funcién potencial de la forma:

V(Y') = \/Y(\\") (42)

y teniendo en cuenta que v:V-= 1L g_z(r'\/) para todo V{r‘)
Y r _
la ecuacidén (41) se puede escribir como:
2
d?y _ P
drz = r

As{ para cualquier valor de r

(43)
1? la integral sobre T,,
en el corchete que aparece en (38) es Y(ﬂ)/ﬂ . Por tan

to, la integracién sobre r, y bO, » se puede factorizar, con

1

duciendo para la integral (37) al valor:

o =J’M'Pz(r)[—]'r- Y[r)]dr (48)
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Finalmente resulta para la energ{a total media de (25)

la expresién:

E'=2]1+% (45)

a) Funciones de onda con forma especifica

La funcidén de onda radial mds sencilla tiene la forma

de una funcién hidrogenoide:

|
-=k
Plr)=re 2 " (46)

donde "k" es un pardametro.

Se puede expresar E’ en funcién k evaluando los valo-
res de I y F  con ayuda de las ecuaciones (36), (43) y (44).
A continuacidén se aplica el método variacional, minimizando
E’ para determinar el mejor valor de k. El factor 1/2 inclui
do en el exponente es debido a que en las integrales I y Fo

2

incluyen P~ § PP”,

La funcién P(r) dada por la férmula (46) no estd norma
lizada, mientras que, en la obtencién de las expresiones pa-
ra las integrales I y Fo, se ha sugyesto que P(r) estaba nor
malizada. La norma de (46) vale f‘Pz(r)dr= %.3 de mo
do que la correspondiente funci6n°de distribucién normaliza-

da viene dada por:

-k
?z(r)z-z-'-—kB e " (47)
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Cuando la funcién de onda tiene la forma analitica

<o (-~}
sencilla (46), los valores de f‘P?"Jr y —( 4 P r

o IV
se obtienen fdcilmente por integracién, encontrando:

oo

4 Pdr = 2k
=

PP dr = - —k?

En este caso, la integral (36) se escribe:
I=1k*-k

Por otra parte, la ecuacién (43) para Y(r), toma la
forma:

Y"_.._Lksre-kr
- 2

Con las condiciones de contorno Y(0)

= 0y Y(r) sea

-finita para r— o0 , se encuentra fdcilmente que

Y=1- (l+;—kr)e"kr

S
Resolviendo la integral (44) se encuentra Fgo= k

—_
(A
hallando finalmente para la energfa media, teniendo en cuenta

(45):

E'=

1
4 t

El valor estacionario de E’ se obtiene cuando1/2 k =

27/16. Por tanto,del conjunto

de funciones de la forma

(46) (con diferentes valores de k) la mejor aproximacién, en

el sentido del método variacional, y para el ¢ stado fundamen

(48)

(49)

i
ZT c (50)



tal del dtomo de He, ser
Plr]=re =Y

En esta aproximacién, se puede pensar que cada uno de
los electrones esté apantallado por el otro, en su interac-

cién con el nicleo.

El correspondiente valor de la energfa media E’=-(%%)2

= -2,8476 u.a. y el valor observado es -2,903 u.a.

b) Funciones de onda sin forma especifica previa.

Ahora aplicaremos el método de variacién a la férmula
(45) sin postular previamente una forma analftica para P(r).
Por tanto, tendremos que expresar AI y ‘AFo en términos de

la variacién AP(r) de P(r).

Si en la férmula (36), calculamos AI sélo al primer
orden (despreciando los infinitésimos de segundo orden) di-

cho valor es:
__ ) d* 4 b A
Al= zlAP(r)(-a?,_-i- 7—)?(r)dr > ;P(f')(a;.z-l-?-)AP(r/dr

Mediante la relacién (7) demostrada anteriormente, las
integrales de dicha expresién son iguales, por tanto:

o0

Al=- AP(r)(%;2+%)”P(rldr (51)
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De la férmula (37) calculemos la variacién primera de

Fo al primer orden, obteniendo:

AF,= — [zvfr. )AP(%)P(5) +2 P (1) Plry) APlr) [drdry dwdus

(52)

En el primer sumando, la integracién sobre r, yw, ,

teniendo en cuenta (40) y (42), da:

2 ( o
J-:('TZ'P"-(Y;)C‘Q dw, =f__'__ P (ZB)ATzz 4 Vin) = ﬂ;{_fi}

Yiz Y3 :
Dicha integral, expresada ahora en funcién de r,s pug
de substituirse de nuevo en la (52), obteniendo para dicho

sumando:
o0

A'P(n)ZP(n)-'?-Y(n) dr,

t
©

El segundo sumando de la expresidén (52) proporciona
una integral idéntica sobre r, la cual tiene el mismo valor.
Por tanto, para (52) resulta:

AT, = 4 A'P(V‘)__'F_ Y(r)Plr)dr (53)

o
y finalmente se encuentra para la energfa media (45):

AE'= 2 AI+ATE, ==2 A?(r)[

o

4 ZY/r‘)]
dr2+ = Plr)der

(54)
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Para derivar la férmula de E’ en términos de las
funciones de onda radiales P(r), se ha supuesto, por simpli
cidad que estas funciones estdn normalizadas, y la fdérmula
(54) para AE’ se cumple solamente para las variaciones
A P(r) para las cuales (P +AP) permanece normalizada. As{,
aplicando el método variacional, no requeriremos que AZE’
sea cero para todas las variaciones AP(r), sino sélo para

-
las variaciones sujetas a la condicién AJ—'Pz(r)clrzo ’

o e, 2 [ PaPdr=o . °
o

Esta condicién de normalizacién puede ser incorporada
segin se ha visto, formando la expresidn
oo
=/ / 2
E”’= E'4+ X\|Pdr
©
donde A es un multiplicador de Lagrange. En esta circuns-
tancia A E” = 0 para todas las variaciones A P, sin mds

requer'imiento, de forma que la funcion radial, P, viene da-

da por la solucién de la siguiente ecuacidn:

(4,4 ~2Y) _ \ | P(r)= o (55)

dr? r

donde Y(r) estd ligada con la solucidn por la relacién (43):

£Y(r‘) - _ Pr) | (43)
dr? r

Estas ecuaciones son las correspondientes al modelo de

Hartree para un sistema de dos electrones, Tienen la forma

de unas ecuaciones integro-diferenciales y deben resolverse
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iterativamente. En el caso del £tomo de helio los resulta-

dos estdn tabulados en [4] vy [7] .

3) Funciones de onda analfticas

En el caso de dtomos polielectrdénicos podemos adoptar,
como funcidén de onda aproximada del‘étomo entero, un determi
nante construido con funciones de onda, soluciones de una e-
cuacidn de campo central, con la restriccién adicional de que
las funciones radiales serdn especificadas y de forma analf-
tica. Tales funciones radiales pueden ser productos de poli-

nomios y exponenciales o sumas de términos de la forma:

~

a, r e r (56)

Se han construido tablas para las funciones de onda
consistentes en términos de la forma (56), las cuales han si
do evaluadas por Morse , Young, Haurwitz y otros [8] . La
mayor parte del trabajo, con funciones de onda analfiticas,
ha sido hecho para dtomos ligeros. Para configuraciones con
mds de 3 6§ 4 grupos (n 1), es decir, 2 capas, el nimero de
pardmetros requeridos para obtener una buena aproximacién es

bastante grande.

Para alggnas aplicaciones, sin embargo, las funciones
de onda analiticas pueden ser mds convenientes que las fun-
ciones de onda bajo la forma de tabla. LBwdin £'9] ha de-
sarrollado un método para analizar una funcidn de onda dada

por una tabla en una suma de términos de la forma (56). Ha
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mostrado que con un nimero relativamente pequeiio de tales
términos, buenas aproximaciones pueden obtenerse para fun-

ciones de onda calculadas en forma de tablas.



CAPITULO III
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CAPITULDO I I1I

MODELOS DE HARTREE Y HARTREE~-FOCK

Estamos interesados en el cdlculo de estructuras até
micas en una aproximacién en la cual cada uno de los elec-
trones esté considerado en un estado estacionario, en el
campo del nicleo y de una distribucién de carga promediada
"de los demds electrones. Este modelo consiste en una funcién
de onda aproximada 4) s correspondiente a una configura-
cién de capas o grupos (n,1) completos formada por un solo
determinante construido con funcioﬁes de onda monoelectré-
nicas Y . Ademds, cada una de estas funciones de onda mo
noelectrénicas son del tipo campo central. Deseamos encon-
trar las funciones de onda radiales P(nljr) en estas funcio

nes ¥ , tales que la energfa media total del £tomo,

- Jcp*H $dr
[e73dr

sea estacionaria con respecto a las variaciones de estas fun

ciones de onda radiales.

La determinacién de las funciones de onda radiales pre
senta tres etapas. La primera es la derivacién de la expre-
sién para E’ en términos de las funciones de onda radiales;

la segunda la aplicacién del cdlculo variacional a esta ex-
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presién de E', y la tercera consiste en la resolucién de
estas ecuaciones. Las dos primeras etapas se desarrollan
en este capftulo y la tercera puede encontrarse en la abun

dante bibliograffa que hay sobre el tema [10] .

A. DERIVACION DE LA EXPRESION DE LA ENERGIA MEDIA

1) Evaluacién de la expresién de E’ para una funcién mono-

determinantal,

Para evaluar la expresién de la energia media se re-
curre a las reglas de Slater [11'] ’ [12] y [13] para el
cdlculo de elementos matriciales entre funciones monodeter-
minantales construidas con spin orbitales ortonormales. Es-
ta dltima condicién que tienen que cumplir los spin orbitales
no supone ninguna restriccién sobre la funcién de onda total.
En efecto, si ‘PL no es ortogonal a q%_ sy existe siempre
una combinacién lineal ‘P +A P, la cual es ortogonal y
se comprueba que el determinante perménece invariante cuando
se remplaza Y, por WL+ AW, . Por otra parte, se verifi-
ca que E’ es invariante si se multiplica cualquiera de las
funciones por una constante C, de forma que las funciones de

ondas monoelectrénicas, Y , pueden normalizarse.

Resulta que se obtiene para el valor medio de la ener-
gia E’, cuando la funcién tiene la forma de un determinante
de Slater construida con "n" spin orbitales ortonormales, la

expresién:



E’ZZI,(‘('Z"ZH Jd(s-zxi K.([g (2)

donde »
. 2, 2Z : .
I,( :——é— ‘P.z(‘))(VJ‘F—-YJ—_')LPd(J)CJTJ (3)
[
Top = | 101" " 19p ()7 dTy ()
J

i
Kap = | 920 9 (1) x5 G () Rlj)dredry (s

-/
y donde hay que sumar sobre los "n" spin orbitales. La pri

mera de estas integrales es andloga a la (36) del capftulo
4
II. Se trata de la contribucién monoelectrénica del electron
J en la energfa total, es decir, la energia cinética y

la energfa potencial del electrén j en el campo del ndcleo.

La segunda, ;Zip , es andloga a la (44) del capftu-
lo anterior. Se trata de un término de repulsién electrénica
es decir, la repulsién del electrén j en el campo medio del
electron i. Por ello, esta integral se llama integral de

Coulomb.

La tercera, Kd/; s No se da en el caso de dos elec-
trones equivalentes estudiado en el capftulo anterior. Se
debe a la antisimetrizacién de la funcién de onda, por ello
se llama integral de canje o intercambio. No tiene su and-

logo cldsico, pero es también de naturaleza repulsiva. Te-
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niendo en cuenta la ortogonalidad de los spin orbitales de
spin opuesto, k:“P es nulo a menos que @Y. y qu sean
del mismo spin. Este extremo suele indicarse con una tilde

sobre el correspondiente sumatorio de (2):

n n n n n,
E-2I1.+2 2 J;/s -2 2 K,(/g (6)
« °<>/3 %>R
donde, en el sumatorio sobre kigp s hay que sumar so-

bre todos los pares de funciones QL y q% del mismo spin.

Este resultado fue sefialado por Slater [1“»] .

2) E1 empleo de funciones de onda tipo campo central

El anterior apartado se puede aplicar no solo a los
electrones de un dtomo, sino también a cualquier sistema de
electrones, o incluso a cualquier sistema de particulas al

cual se debe aplicar el principio de exclusién de Pauli.

Para un dtomo, la expresién de E’ se simplifica enor
memente si las funciones de onda monoelectrénicas ‘*q son
del tipo campo central, con la misma funcién radial P(nl;r)
para todas las funciones de onda de cualquier grupo (nl).
Entonces las integraciones sobre las coordenadas angulares
pueden ser llevadas a cabo fdcilmente, considerando las in-

tegrales sobre las coordenadas radiales solamente,

En estas condiciones, la integral monoelectrénica (3)

se escribe:
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drz ' T r?

[, nt) =_.H’P(me;r)[<‘z + 22 ) IP(mt;r)dr ()

(7]

estando las funciones radiales normalizadas:

J'Pz(me;r)dr: l (8)

Asimismo, podemos expresar la contribucién monoelec
trénica en términos de Iy (n 1) y del nimero de funciones
de onda del grupo (n 1) que definimos como q(n,1):

iL:A‘Zq(ma) I (mt) (9)

Para el cdlculo de las integrales J&{& (4) y K,"F
(5) se recurre al desarrollo de I/rij en términos de Ty

ryy p = cos 913’ a saber [15]

— =2 Ul ) Pulp) (10)

Y
donde:
k
- i para Y £ T
Y:k-H J
J _
Uk(ni; T'J) (11)
k
= 4 para 1. ) ]
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Pk(r) es el polinomio de Legendre de orden k, que
puede estar expresado a su vez en términos de unos arméni-

cos esféricos en 9{_ ) 4’( y GJ ) ¢j . Las integraciones
sobre'QC'Eb'lcb;y dﬁ pueden llevarse formalmente a cabo.

Se encuentra entonces [16]

j.‘(s = Zi;ak(ea-’md,f/;-m/s)ﬂ(’haeea,’nplp) (12)

K“F — Zk' bk(hfm.(,ﬁ,;m,g)G(mcd,mﬁ f/g) (13)

donde ahora las funciones Fk’ generalizaciones de la (44)

del capftulo anterior, y G, se definen como:

H(mﬁ.m'z')zj Fz(mem)?z(m‘e';G)Uk(r:,-rj)arzd'i

(14)

Gint,wt)=| [Pnl;r ) Pln'tsn )Uilr; ) Pin't; 51 Plnt; 5)dr dr
o Jo (15)

Estas funciones son conocidas con el nombre de facto-

res de Slater-Condon.

Los factores a, y b, de (12) y (13) resultan de las

k

integraciones sobre la parte angular.

Aunque el desarrollo (10) es una serie (por tanto de

infinitos términos), en el fndice k, las sumas sobre k en
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(14) y (15) son sumas finitas, con k no mayor que(ea-fﬂﬁ)

y con la misma paridad que (9*4'Qﬁ) . Asf, en las confi-
guraciones construidas con funciones con 1 no mayor que 2
(orbitales d), es decir, eﬁ el caso de los elementos habitua
les, el valor m;ximo de k es 4, anulandose los términos su-
periores del desarrollo. Los valores correspondientes ak ’

b_han sido calculados y tabulados [:16] .

Las férmulas anteriores se han derivado para funcio-
nes de onda monoelectrénicas QQ ortogonales. las funcio
nes de onda del tipo campo central, que implican diferentes
arménicos esféricos o diferentes funciones de spin, son or-
togonales debido a las propiedades de los arménicos esféricos
y de las funciones de spin. Para asegurar esta propiedad de

ortonormalidad es solo necesario imponer la condicién

P(nt;r)P(m't;r)dr= S’ (16)

sobre las funciones de onda radiales.

Resulta entonces que para una configuracién de grupos
completos (capas cerradas), E’ se reduce a una suma de mil-
tiplos de las integrales I(n 1) , Fo(nl,n’l’), Fk(nl,nl) y

6, (nl,n’1") [ 17] :
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El‘:— Z q(me) I(mE)+Z-—2L3lmﬂ)[§(m€}-l]ﬁ(m(,m€)+
)

mi

+ q(m@)q(m'l'}'ﬁ (m?,m’l')-ZAek‘ﬁ‘ (nl, ml)—
ml,m' Emf mi, k

— Bk Gr(mt,m) (17)

mt,me k

donde los coeficientes A B surgen al agrupar los fac

l1k'"11°k

tores a, vy bk correspondientes a las funciones de un mismo
9 b

grupo (n1l), y (n1l) y (n*” 1') para los Alk y Bll’k respec

tivamente. Dichos coeficientes estdn tabulados en [17] .

En esta expresién, el primer sumando corresponde a la
energia monoelectrénica. E1 segundo corresponde al primer
término del desarrollo de la energfa de repulsién, cuando
k = 0, entre electrones equivalentes, es decir, pertenecien
tes a un mismo grupo. E1 tercero corresponde a este mismo
término de repulsién, entre electrones de distintos grupos.
El cuarto corresponde a los términos superiores de la ener
gfia de repulsién entre electrones equivalentes. Finalmente,

el quinto resulta del intercambio entre los electrones equi
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valentes y de distintos grupos.

Los términos superiores de la energia de repulsién
entre electrones de distintos grupos son nulos debido a 1la

simetr{a del problema.

3) Las funciones Zk z_Yk de Hartree

Para el cdlculo de los coeficientes de Slater-Condon
(14) y (15), y siguiendo a Hartree [ 17] , definiremos dos

conjuntos de funciones de "ri", como sigue:

'
. k 19/
Zk(mer""@’)ﬂl)f (%)P(m@)g)?(MC,G)dG (18)
y 5=
yk(me,m'f.';ré)gn Uk(rc)q.)(P(me,"g)P(m'(’;’(j)dfj (19)

0

Teniendo en cuenta (11) y (18) volvamos a escribir

esta dltima expresién de la manera siguiente:

- - °°'-k+l .
Yi [n,nCsr ) = Zi(nt,m'lr)+ (%) Pnl;n)Pmtigldg
‘3"{ (20)

Con estas definiciones, la integral (14) se escribe:

Oo

Fe(ml, )= |P [nt;r )L Y('t, m't';r, ) dr (21)
4 o L

analogamente a la (44) del capftulo anterior , la integral

(15) toma la forma :
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(> -4
,' ’, ‘»
Gi(mt,a )= | P(mt;r) P(m l,‘ﬂ)—fr-;Y(m(,M;n)dfz (22)
4
[
Para el cdlculo de las funciones Yk se recurre al
siguiente proceso: se multiplica a los dos miembros de

(18) por rk diferenciando seguidamente la ecuacién resul-

i

tante. Se encuentra:

dr g

A continuacién, se multiplica a los miembros de la ecuacién
(k + 1)
i

éqzk(me,m'Q'j r.)="Pme; ) Plne’ Q)‘-E-Zk(’“emz/i %) (23)

(22) por r diferenciando igualmente el resultado. Se

obtiene, teniendo en cuenta (23):

J

S Velnbn't ) =~ = [k 2kt ) () Yty )]
e i

(24
Las funciones Yk y Zk pueden calcularse resolviendo
el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas (23) y (24),
con las condiciones de contorno:
1g .
(25

\/k(M(,M‘l';n-] - Zi(nLm';n])— 0
cuando ri-%-cxp .

La funcién Zk, sin embargo, puede eliminarse diferen

ciando la ecuacién (24), substituyendo, en la ecuacién dife



rencial de segundo orden, dYk/dri por (24), y escribiendo
Z, ¥y dzk/dri en términos de P(nljr,) P(n’1’;r,) segin (23)

se encuentra finalmente:

L

2 ,
drd i 261

A las funciones Zo(nl,n’l’;ﬁ) y Yo(nl,n’l’;q) se las
puede dar la siguiente interpretacién fisica. Si definimos
por U(r;) la carga por unidad de radio de una distribucién
de carg'a esférica (densidad de carga P: U(Ti)/lm'ﬁz), enton-
ces Zo(nl,n’l’;g)/r? es el campo creado por una distribu-
cién con una densidad de carga radial U(r9=P(n1;g) P(n’l’;q)
a la distancia 5; y Yo(nl,n’l’;Q)/q es el potencial creado

por dicho campo a la distancia rif 18.] ;

B. APLICACION DEL METODO VARIACIONAL

1) Deduccién de las ecuaciones de Hartree-Fock

Para obtener las ecuaciones que permiten determinar
las me jores funciones de onda radiales P(nl;r), en un sen
tido variacional, para un sistema atémico, tenemos que de
ducir una expresién de la variacién de la energfa media,
A E’, en términos de variaciones AP de dichas funcio-
nes radiales. Consideraremos estas variaciones individual-
mente, sean las funciones de onda radiales P(nl;r) las que

se varfan y las P(n’ 1’°;r) las restantes.
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Segiin la ecuacién (17), la energia media se escribe
en términos de las integrales I(n,1), Fk(n13nl), Fk(nl:n’l’)
con n’l’ # nl y G, (nl3n’1’). Para calcular la variacién de
E’, al primer orden en A P(nlyr), es necesario calcular

la variacién de estas integrales,

La variacién de 1a primera de estas integrales (7):

AL(’““:'-"-;‘( AP(me; r) T‘ 2‘2 m*”]'P(mf’ rldr +
+ 'P(me;r)[j:z-»zf —e(ii')]A’P(mlﬁ)df} (27)

" La férmula (7) del capfitulo III permite poner

Co ~oo
d* _ d2

o) o

Resulta que los dos sumandos de (27) son idénticos:

oo

ALy (mt) =< | AP r) j;+ 2;2 Q(€+|)J1>(me

0 (28)

La variacién de la segunda de estas integrales (14),

cuando (nl) = (n’1’), puede ponerse como:

AR (mt,mt )-_:JA [—pz(me ;r)]'? Y.l r)clr_'_sz(m(;r)-r'-_A%[m(’,mf srldr

°
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De las férmulas (20) y (21) del apartado anterior se

verifica fédcilmente que:

A{.Pz (nl; r)]%}{:(.m'ejn' ' r)dr= PYnt; r}.‘F AY.(nlml;r)dr

0 0
de forma que la variacién t&Fk(nl,nl) puede escribirse:
<o
ARdntml)= 4 [Plot;r)aP(nt; r L Wlntmt;r) dr (29)
A .

La variacién de A Fk(nl,n’l’), cuando (nl)#(n’1?),

en cambio, toma la forma mds simple:

AT (mQ,m'z');: 2 [P(nl; r A’P(m(’;r)%)ﬁ(m'ﬂjm'@f r)dr  (30)
(]
Anélogamente la variacién de la cuarta de estas inte

grales (15), se escribe:

AGi(nl,m'l)=2 'P(fn’e’;r)A'P(m(,-r)T“_){‘(ml,m'(’; rldr 1)

0 ‘
Finalmente resulta para la variacién primera de 1la

energf{a media una expresién que escribiremos en forma abre

viada:
oo

AE = | AP r) Qnd;r)dr (32)

0

|
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donde Q(nljr) esta formada por los siguientes términos:

'i(m”[dz 2Z _@(&H)]—P(,np; r)

dr: T 7 r?

que corresponde al término monoelectrénico de (17)

_;_q’(,““[a(m“_qé_){,(fn?,fn?;r‘)?(’"(if')

que corresponde al término de repulsién entre electrones

equivalentes, cuando k = 0,

['nt)c;(fn’e) Y, (mt’, m’U; r)P(nt;r)

que corresponde al término de repulsién entre electrones de

distintos grupos

~Ape & Vi (nt,mt; ) Pt r)

que corresponde al término de repulsién entre electrones e-

quivalentes, cuando k # 0.

- Bl('k -é- Yo (m€,m't’;7) 'P('N'('; r)

que corresponde al término de canje.

En la derivacién de la férmula de E’, se ha supuesto
que las funciones radiales estaban normalizadas. Pdr otra
parte, se ha supuesto que las funciones correspondientes a

distintos n eran ortogonales. Por tanto, las variaciones
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A'P(/n(;r) estardn sujetas a las condiciones de or
togonalidad (16). Estas pueden ser impuestas introduciendo

unos multiplicadores de Lagrange )\ nl.n’1 en la funcional.
9

E'= E'+ Z,(AmQ,m'( Plnt;r)Plnl;r)dr  33)

(]
y requiriendo que dicha funcional sea estacionaria para to

da variacién AP , ahora sin mds restricciones que las

de diferenciabilidad y de contorno.

Con estas condiciones, la variacién de la energifa me

dia (33), viene dada por

AE"= [ aP(nl;r)[Q(r) +ZZ«.; At e Pln't; F)]dr

o
teniendo en cuenta (32). Por tanto, la condicién para que

E” sea estacionaria para cualquier valor de AP es !

Q(r‘) +Z Z. >\m€)»n'{ Plnt;r)=0 (34)

Teniendo en cuenta ahora la expresién de Q se encuen

tra:

= X(nr) + . gne.mg Plr) s

™
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donde X(nljr) e Y(nl;r) vienen definidas de la manera si-

guiente

X(nt;r)=- -—~Z Bk X(m?,m'{gr)?{m'lfr)

‘%('"‘ (36)

Yint;r) = Z(T)—I—Zo(gk Ye (n,nt;v)  (37)

siendo ofp. =1 o -2AU<
o ek ?( i) \/k#:o

Z(r) = Z_Zq(me)\’;(«d,mt;r} (38)
me
Las ecuaciones (35) son conocidas con el nombre de

ecuaciones de Hartree-Fock ['19]. Estas proporcionan las me
jores funciones radiales en el sentido variacional. Debido
a que la funcién de onda total tiene la forma de un determi
nante de Slater, dicha funcién es invariante con respecto a
una transformacion ortogonal de las funciones monoelectré-
nicas entre ellas. Por tanto, las soluciones de (35) corres
pondientes a distintos n serdn también invariantes con res-

pecto a una transformacién ortogonal.

En la ecuacién (37) Z es el nimero atémico, de forma
que Z(r) puede interpretarse como un nimero atémico efectivo

apantallado por unas "distribuciones de carga" Yo(nl,nlzr).

2) Las Ecuaciones de Hartree-Fock como ecuaciones integrodi-

ferenciales.

Dado que las ecuaciones de Hartree-Fock (35) dependen

expl{icitamente de las funciones Yk que son a su vez solucio
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nes de unas ecuaciones diferenciales (26), la determinacién
de las funciones radiales soluciones de (35) pueden contem-
plarse como una resolucién de un conjunto de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias simultdneas. A continuacién, sin em-
bargo, vamos a abordar el problema desde otro punto de vis-
ta, eliminando a Yk'

Con este fin, definamos la funcién siguiente:
g !, g/ . 19/
i (050, 5) =P ) Ul ) Pt g)  o9)
A partir de esta definicién, se puede poner:

-Yi%(h(,@'l') v) P(n't;r) J"Ck(’"l e, 1) Plot; v )d

(40)
Ahora, si introducimos esta ecuacién en (36) las ecua

ciones de Hartree-Fock (35), toman la forma:

[é_ + ZY(ml;r) E;“M ) JP(‘NQ;Q)-:

dr? T et

[ -4

B " <~ ,
2-22':.2 q(n) < (me}Q,G)P(%(;Yj)dq +2’_ Emim 't'—‘P(’“ ;)
(* Em (1)

(3
Por otra parte si se tiene en cuenta (37) y (40) se

puede eliminar Yk(nl;r) con lo cual

2
[CL 22(n) _ Emt;ml — e£+:)J?(m€;n]=

dﬂ" + |

¢ (42)

S0

=-2| ke (nt; G PG )G+ 2 g, 0 Plnt )

o asim
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donde

k(’n(;l"",Y‘-) °(Qk k (’he e, )+ ‘J'—S' K ( A )
! %[ e %c' glmel (:3

con 1o cual las ecuaciones de Hartree~Fock toman la forma de
unas ecuaciones integrodiferenciales que deben de resolver-

se de una forma iterativa.

3) Las Ecuaciones de Hartree

A partir de las ecuaciones (41) pueden deducirse fécil
mente las ecuaciones de Hartree. Las integrales que aparecen
en dichas ecuaciones provienen de las integrales de canje k%ﬂ
(13) que aparecen en la expresién de la energfa media (6).
Estas integrales se deben a la antisimetrizacién de la fun-
cién de onda total, al intercambiarse las diferentes funcio-
nes monoelectrénicas. Estas integrales no se presentan en el
modelo de Hartree, en el cual la funcién de onda total no estd

antisimetrizada.

Por otra parte, si se recuerda que, en el modelo de
Hartree, la funcién potencial conserva la simetria esférica,
se puede omitir también los términos del desarrollo (37) de

Yk(nl;r) conk # 0. En estas condiciones, las ecuaciones (42)

toman la forma sencilla:
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g—- -%—[Z(r)-!-y nl,ml; r)] Entml - P(f;zl) DPlntsr)=0 ()

Cada una de estas ecuaciones tiene la forma de una
ecuacidén correspondiente a una particula en un campo central,

cuyo potencial es:

L1201 + Y ntnt; )] | (85)

es decir, un potencial creado por el micleo y una distribu-
’
cién de carga promediada esfericamente derivada de los elec

trones restantes.

Las ecuaciones (41),(42) y (44) son también conocidas
como ecuaciones del campo autoconsistente (con o sin térmi-
no de intercambio). La denominacién de "autoconsistentes"
surge de la forma de resolucién de estas ecuaciones que re-
quieren un proceso iterativo tal que las fuﬁciones P(nl;r)
necesarias para obtener el potencial deben ser consistentes

con las funciones P(nl;r) soluciones de dichas ecuaciones,
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CAPITULDO IV

LA ESTRUCTURA DE LAS MOLECULAS

A. APROXIMACION DE BORN-OPPENHEIMER

1) Separacién de 1los movimientos electrénicos y nucleares

Una molécula es un sistema formado por la unién de
varios dtomos, es decir, una molécula es un sistema cudnti
co formado por varios nidcleos atémicos alrededor de los cua

les evolucionan unos electrones.

La bisqueda de estados estacionarios de un sistema
tan comple jo es un problema extremadamente complicado. Pero
existe una caracterf{stica simplificadora: la masa de los e-
lectrones es mucho mds pequefia que la de los nidcleos, mien-
tras que las fuerzas que unen electrones y nicleos, son de
una intensidad comparable. Por tanto, el movimiento de 1los
electrones es mucho mds rdpido que el de los nicleos. De
este hecho, se deduce que estos dos movimientos pueden, en
una muy buena aproximacién, ser tratados separadamente. En
efecto, en primera aproximacién los electrones "ven" a los
nicleos c6mo centros de fuerza inméviles y su estado dind-
mico es el de un sistema de electrones en presencia de ni-
cleos fijos. En otras palabras, el estado dindmico de 1los
electrones Sigue adiabdticamente la evolucién del potencial

al cual estfn sometidos [20] , [211 .
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Por otra parte, como los electrones realizan un gran
nimero de revoluciones en cada desplazamiento apreciable de
los nicleos, se puede, sin gran error, réemplazar la inte-
raccién de los nicleos con los electrones por su valor me-
dio en varias revoluciones electréncias. La ecuacién de
Schroedinger correspondiente al movimiento de los nicleos
resulta ser entonces una ecuacién en la cual las variables

electrénicas han desaparecido totalmente.

El potencial que figura en la ecuacién de Schroedinger
de los nicleos depende tnicamente de la distancia mutua en-
tre ellos. Puesto que la molécula es estable, este potencial
presenta ciertamente uno o varios minimos para unos valores
bien determinados de distancias internucleares; estos mini-
mos corresponden a los puntos de equilibrio estable del sis
tema, puntos alrededor de los cuales los nicleos pueden efec
tuar pequerfias oscilaciones. A estas vibraciones internas de
los nicleos, pueden superponerse movimientos de traslacién
y de rotacién del conjunto. E1 movimiento de traslacién se
separa completamente y rigurosamente del resto mediante 1la
introduccién del centro de masas @2,2?]; se sabe que este
dltimo se desplaza como una partfcula libre cuya masa es
igual a la masa total del sistema. En lo sucesivo, supondre

mos que se ha realizado esta separacién del centro de masas.
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2) E1 movimiento de los electrones en presencia de nticleos

fijos

Continuando en el mismo espiritu del anterior aparta
do abordaremos el problema de la busqueda de estados esta-
cionarios de la molécula. Para ello, trataremos los electro

nes y los ndcleos como particulas sin spin.

A continuacién enumeraremos los grados de libertad
electrénicos y nucleares por los indices i y j; designare-
mos por xi y Xj las coordenadas de los electrones y de los
ndicleos, por Mj la masa del nidcleo de coordenada Xj. Asimis

mo designaremos también por T, la energia cinética de los

electrones y por T, la de los nicleos y V el potencial de

N

interaccién entre las diversas partfculas que componen la

molécula. E1 hamiltoniano H de la molécula es por tanto

H =Ty + Te +V (1)

donde

(2)

V:\/(X,X) es una cierta funcién de las coordena-
das de los electrones y de los nicleos: por tanto es la suma

de las energfas culombianas de las particulas del sistema to
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madas de dos en dos.

Consideremos ahora el hamiltoniano mds simple:
0 _T_
H = g-}-\/ (3)

el cual se obtiene despreciando la energfa cinética de los
nicleos en la expresién de H. H° es el hamiltoniano del

sistema en el 1fmite cuando M,—~>o00 ; sus estados estacio-

J
narios son los del sistema de electrones en presencia de
los nidcleos fijos. En efecto, como H° no contiene las deri

vadas parciales con respecto a las X se tiene

"
(X H]=o0 (%)

H° y los X. pueden ser diagonalizados separadamente. Dicho

J

de otro modo, para obtener los valores propios de Ho, se

puede fijar unos valores precisos X. para las coordenadas

J
de posicién de los nicleos y buscar los vectores propios

de H° entre los vectores cof?Tspondientes a estos valores
precisos de XJ. Designemo§‘pﬁ§ X’ el conjunto de las Xj-
A cada conjunto X’ dado corresponde una serie de valores

propios de Ho, Wa\(z') , el nimero cudntico n sirve para
distinguir los diferentes valores propios. Para n y X’ da
dos se tiene uno o varios vectores propios linealmente in
dependientes. En este dltimo caso, se puede distinguir

unos de otros por un findice suplementario que denotaremos

por s. Finalmente, la ecuacién de Schroedinger de H® se



- 70 -

pone de la forma :
Ho [msX'S = Wa(X')InsX") (5)

Dado que podemos separar las coordenadas electrdénicas
1
de las nucleares, el vector propio "nSX > se puede ex-

presar como:
|InsX'> = [nsd>IXD

Como vamos a trabajar en la representacién de coorde-

nadas { X, xj el vector propio viene dado como

{r|msX'> = (X |<xInsHIX' y=(XIX'Y(xIms)

= $(X-X') Yns(x,X) (6)

donde la funcién %Ls()(’}f’) es solucién de la ecuacién

de Schroedinger siguiente

[ Te +VI(x,X")] s (x,X')= WA(X) g (x,X") 7

En la ecuacién (7), X’ juega el papel de simples pard
metros y por tanto dicha ecuacién corresponde a la ecuacién
de Schroedinger de los electrones donde se han fijado las

posiciones de los nicleos X’.
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3) La aproximacién adiabdtica

Consideremos el problema de valores propios del ha-

miltoniano H. De las definiciones (2) y (3), tenemos

H = H°+Tw

Si el término de energia cinética de los nicleos TN

pudiera despreciarse completamente, el hamiltoniano de 1la

)
molécula se reducirfa a H® y cada estado estacionario |MX D

corresponderfa a un valor bien preciso del ndimero cudntico

n y una posicién bien precisa X' de los nicleos. Los nicleos
permanecerfan fijos en X’ y el movimiento de los electrones
estarfa representado por la funcién ¥, (x,)(') . E1 efec
to de TN es pues acoplar los vectores propios de Ho corres-

pondientes a unos conjuntos X’ préximos (dos conjuntos de

posiciones de los nicleos vecinos).

En la aproximacién adiabdtica, se desprecia el acopla
miento entre vectores cuyos nimeros cudnticos electrénicos

son diferentes, es decir, se admite que "n" es un buen nime

ro cudntico [Zb] .

ma cle

En esta hipétesis, los vectores propios de H son com
binaciones lineales de los vectores |}n X’> corr spondien-
tes a un valor de "n" bien determinado, dichos vectores tie

nen la forma:

(8)

(9)



- 72 -

InX'Y \l/(X')dX‘ (10)

donde Y (X’) es una funcién a determinar de las coordena-
das nucleares X’. En la representacién ix,x} s los vec-
tores de este tipo estdn representados por unas funciones

de onda de la forma:

B (x,X) = Gn(x, X) P(X) (11)

Para determinar los valores propios de H en esta a-
proximacién, basta aplicar el método variacional tomando

ém(x,x) como funcién de prueba.

L) E1 hamiltoniano de 1los nidcleos en la aproximacién adia-

bﬁtica.

A continuacién, vamos a determinar la funcién \IJ(Z),
con ayuda del método variacional, y vamos a comprobar qué
ecuacién debe de satisfacer para que \P (Y) describa los
movimientos de los nicleos. Para este propésito V' (¥) serd

de cuadrado sumable.

Expresemos seguidamente la funcional energia E [cBM]

en término de la funcién q)(X):

{BnlHIPu> = [@j(H@m)dXdX: **(Hm‘-P)dX (12)
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donde se ha definido un nuevo operador que actua sobre el

espacio de los ‘P(X),

H. b= “Pm(x.X)[H Lu(x,X)¥(X) d x (13)
donde se ha supuesto L"m(x,x) real ya que es solucién
de la ecuacidén (7).

Por otra parte, se puede escribir:

<Pl dad =J ,@mlzdx dX :JI\HZCJX (14)

ya que se supone la funcién electrénica normalizada.

Por tanto, se tiene:

W‘(W)dz
E[CI),,\]z f|¢lde (15)

En la aproximacién adiabdtica, las funciones t‘/ (X)

que hacen estacionaria la funcional energia (15) satisfacen

necesariamente la ecuacién de Schroedinger

H. b = E ¢ (16)

la cual describe el movimiento de los nicleos.

Los niveles de energia correspondientes a un mismo ndi-
mero cudntico "n" (electrénico) son los valores propios de
Hn. Para poder dar un mayor significado fisico a dicho ob-
servable, vamos a analizar a continuacién el operador Hn’

teniendo en cuenta su definicién (13) asf{ como (8).
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De la ecuacién (7) del apartado 2) se deduce:

H® @ (%, X) V(&) = W, (X) @, (x,X) H(X)

Teniendo en cuenta ahora la propiedad de normaliza-

cién de las funciones electrénicas, se puede poner:

&PM[H°%4J]dx=Wm(X)~P(X') (17)

Por otra parte, la aplicacién del operador de ener-

gfa cinética T_ sobre la funcién de onda total <§= LPM\P

N

conduce a:

Tob-ZIE R R

Esta ecuacidn puede simplificarse, aprovechando la

propiedad de normalizacién de la funcién electrdénica:

(-an (X;X)dx:l (19)

propiedad que implica las relaciones siguientes que pueden

obtenerse derivando miembro a miembro dicha ecuacidén (19)

IYn dx

Yn —
7X;

(20)
2 2

’QX oX;

Mu1t1p11cando ahora por la izquierda la ecuacidn (18)

por q% e integrando sobre la variable electrdéncia, se



-75-

encuentra una expresién simplificada:

G (T @) dx = (T + Wa) ¥

donde

_ S -k 9%
Tod= 220 29)

el segundo término de (18) se anula en virtud de (20) y don

de el tercer término puede ponerse como

) .2 2
W= 2o |(3) o ¢

en virtud de las mismas relaciones (20).

De la definicién de Hn (13) se deduce que

¥4n~ ==.‘r;) + VU;\(EI) + vu;

Los términos de esta ecuacién se interpretan ficilmeg
te. wn es el valor propio del operador hamiltoniano electrg
nico, para una posicién fija de los nicleos. Mide la energfa
potencial de los nicleos con su cortejo de electrones. TN es
el operador de energia cinética nuclear. Finalmente, W; es
la correccién que se encuentra en la aproximacién adiabdtica,
la cual suele despreciarse en la aproximacién de los nidcleos

fijos. Esta dltima aproximacién es méds comunmente conocida

con el nombre de aproximacién de Born-Oppenheimer.

(21)

(22) .

(23)

(24)
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B) ECUACIONES DE ROOTHAAN

1) Modelo Hartree-Fock restringido

En el capitulo anterior, hemos desarrollado el mode-
lo de Hartree-Fock para la determinacidén de funciones de
onda correspondientes a sistemas atdmicos con capas o gru-
pos (nl) completos. Vimos que resultaban sistemas de ecua-
ciones acopladas (o integro diferenciales) de una sola va-

riable.

La generalizacién del método al campo de las molécu-
las, sin embargo, resulta muy dificil, ya que implica 1la
resolucién de unas ecuaciones acopladas (o integrodiferencia
les) de varias variables. Para evitar esta dificultad, Roo-
thaan [:25] propuso postular una forma analitica a 'la solu-
cidén Hartree-Fock desarrolldndola en términos de unas fun-
ciones de base conocidas, siguiendo el procedimiento de expan
sién de Ritz {:26] . De esta manera, consigue resolver el

problema variacional aunque de una forma aproximada.

El método propuesto habfa sido ya utilizado anterior-
mente por Coulson [27] en el estudio de la molécula de H,.
Fue sistematizado mds tarde independientemente por Hall [28]

y Roothaan [25] .
a) Deduccidn de las ecuaciones de Roothaan.

A continuacién vamos a resolver el problema variacio
nal en la aproximacidén de Roothaan. Para ello, vamos a de-

finir primero los operadores de coulomb y de canje.
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De las expresiones de las integrales (4) y (5) del

capftulo anterior podemos definir los operadores de coulomb

y de canje:

Ji (R ‘5“#“5(%(0)!71;9! YD ;{1

(25)

Ki(p)! *5‘(N>E<wc(0)i-,—,:;0|‘g'(v)>I%(r))

Teniendo en cuenta estas definiciones, las integrales

correspondientes de coulomb y de canje se escriben:

J-cJ' = 9 () J () e (115

(26)

KCJ' = e (p) K (plec(pr))

A continuacidn, notemos que si disponemos de un con-
junto completo de funciones { Xr} s Soluciones aproxima
das del problema variacional, podemos desarrollar cada fun-
cidén monoelectrénica de Hartree-Fock u orbital en términos

de esta base:

. = % Cpe Xp | (27)

Si el conjunto de base {)(F? es combleto los or

bitales pueden ser determinados exactamente. En la prdcti-
ca, sin embargo, se trunca la expansién de forma que sélo

se obtiene una aproximacién. Para evitar toda dependencia
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1fneal de los orbitales, el nimero de funciones de base

"m" debe ser superior (o igual) al ndimero de orbitales.

Desarrollando pues los orbitales en un conjunto 1li-
mitado de funciones de base {Xp} podemos definir las

siguientes matrices.

Si & es una matriz fila ()Q ,7&2,...,)(?") enton-

T
ces S:’\ K es una matriz cuadrada de m x m definida
por los elementos Sf"}: <7Q’I)(q,) . CP es una matriz co-
lumna representando al orbital LPF en el espacio de los
Asimismo, se puede definir las matrices que represen
tan, en la base considerada, a los operadores que aparecen

en la expresién de la energfa, es decir, a los operadores

o
i

Hf"l = <’§f|Ho|7§‘}> (28)

monoelectrénicos H;,, de coulomb y de canje:

T = (X 1 T 1 Xg K= (xpl Kl Xg> (29

En este formalismo, las integrales (3), (4) y (5) del

capftulo III, se escriben:

L =<®lntey= ¢ X € = CTH C;

Jij = <l Jjled = c?! J ¢ = CfJ’.: (% (30)

Ky = <cwlkjied= €l K; i = ¢ K€
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Teniendo en cuenta ahora estas definiciones asi como
la expresidén (2) para la energfa total, se encuentra para

un sistema de capas cerradas ( 2n electrones):

n n
T
E=23 (THC+2 C (2F;-k;)C; ©v
¢ L!]
Por otra parte, introduzcamos el condicionamiento de

ortonormalidad entre los orbitales, que tendrd que mantener

se después de la aplicacién del proceso variacional:

) < ' +
E:E—Zkaj(CcSCJ-Sg) (32)
Y
donde X‘J son unos multiplicadores de Lagrange. Busque-
mos ahora el conjunto de los {C&.} tal que hagan SE’=0
para cualquier variacién arbitraria SCL de los coefi

cientes de expansién (27) .

Después de aplicar el método variacional, en forma

andloga a la utilizada en la deduccién de las ecuaciones
de Hartree-Fock se obtienen las ecuaciones que proporcio-

nan el me jor conjunto de coeficientes {CL} [25] y [29] :

F Ci=25C N | (33)
J

donde la matriz F s conocida con el nombre de matriz

de Fock, viene dada por la siguiente expresién:

+ = Ho‘*%‘t(z—]ﬂ' - Kj) (34)
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Las ecuaciones (33) son conocidas con el nombre de
ecuaciones de Roothaan. Debido a la invariancia del opera-
dor de Hartree-Fock con respecto a los orbitales ocupados

[ 25] y estas ecuaciones (33) pueden simplificarse:

Fc =535cC; (35)

Lo que volvemos a escribir de una forma mds compacta

TC’:E;SC’ | (36)

)
donde d: ahora es una matriz cuadrada de m columnas

C'=(c,ch,...,Ch) (37)

Ahora, las ecuaciones pueden .considerarse como un sis
tema de ecuaciones pseudo-lineales. Para que dicho sistema
de ecuaciones sea compatible hace falta que el determinan-

te de sus coeficientes sea igual a cero:

det | F-e8l=0 (38)

Obteniendose asf un determinante secular de m raices.
b) Discusidén de las ecuaciones de Roothaan.

Como la matriz 3'_ depende de los {d::_} a través
de las matrices JB y wg s estas ecuaciones seculares no
son lineales y deben ser resueltas de una manera iterati-

()
va, Partimos de una matriz C como primera apro



(D)
ximacién, construimos la correspondiente QF' s entonces
resolvemos la ecuacién secular (38), obtenemos los &( y
con ellos vamos a las ecuaciones (35) y obtenemos una ma-
1(2)
triz (: . E1 proceso se repite hasta que la matriz
d:'P"’ y la {j("+0 coincidan dentro de margen de

error previamente prefi jado.

Puesto que las funciones de base A{)Qn} no son varia
das, este método no conduce al valor 1imite Hartree-Fock,
a menos que el desarrollo(27) sea 1o suficientemente amplio.
Las "n" raices mds bajas de la ecuacién secular correspon-
den a los orbitales ocupados. Los restantes orbitales son
llamados orbitales virtuales y pueden ser usados para cons
truir configuraciones excitadas y por tanto para un cd£lculo

de interaccion de configuraciones para me jorar la energia.

Con objeto de simplificar las ecuaciones de Roothaan
se puede emplear una base ortogonal [ 29'] . Puesto que siem
pre es posible transformar cualquier éonjunto de funciones
linealmente en un nuevo conjunto ortonormal sin que 1la hipé
tesis de una base ortonormal quite generalidad. Por tanto

las ecuaciones de Roothaan, con esta nueva base, se escriben

—'H:-([: =&EC (39)

Las ecuaciones de Roothaan se conocen también como las
ecuaciones del modelo RHF (Restricted Hartree-Fock), por las

razones que veremos en el apartado siguiente.
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2) Modelo Hartree-Fock no-restringido (UHF)

En el capfitulo anterior, se estableci6 el modelo
Hartree-Fock para sistemas atémicos con capas o grupos (nl)
completos. La funcién de onda correspondiente cumplf{a las
dos condiciones siguientes a) Dicha funcién de onda tenfa
la forma de un producto antisimetrizado de spinorbitales;

b) los spinorbitales de spin contrario (de un mismo grupo)

tienen la misma funcién espacial, llamada orbital.

Esta segunda condicidén es conocida con el nombre de
condicién de doble ocupacidén. Puede considerarse que tiene
cardcter restrictivo r30-3h2] ya que no tiene justificacién
tedrica. Se ha observado solamente que corresponde normal-
mente al mfnimo de la energfa total, en el caso de los sis-

temas con capas cerradas, tanto atémicos como moleculares.

En los sistemas con capas abiertas, no se ha observa-
do nada parecido. Parece interesante, por tanto, generali-
zar el modelo primitivo de Hartree-Fock, prescindiendo de
la restriccién de doble ocupacién. En estas condiciones, la
funcién de onda total se escribe como un producto antisime-

trizado de spinorbitales con partes espaciales diferentes:

Y= [90@i(2). . 4pl0) Tpliv)- -] (wo)

Este modelo es conocido con el nombre de "Unrestricted
Hartree-Fock" UHF, es decir, Hartree-Fock no-restringido. Se

le designa también a veces por las siglas DODS, "different-
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orbitals with different spin", pero esta denominacién es me
nos espec{fica ya que se la aplica en el caso de modelos

mds refinados.
a) Deduccidn de las ecuaciones UHF

Por las mismas razones a las expuestas en el modelo
RHF se aplica el formalismo Roothaan para la deduccidén de
las ecuaciones UHF, aproximando los spinorbitales en térmi

nos de unas funciones de base conocidas:

[} - M

o en forma matricial:

% = X Cp Gy = X Cp (1)

Por comodidad suelen desarrollarse los spinorbitales

de spin « y ,3 dentro de dos bases idénticas aunque de spin

contrario. Se tiene entonces:

Xk IXed> =Xk ! Xe> = Sie (43)
Del mismo modo, pueden escribirse otras tantas igual-

dades entre los elementos de matriz, que representan a los

operadores H:, Jq y 3&, en ambas bases;

CXRTHTIXe> = (Xl HOI X = Hice



- 84 -

X 131X = (e 1 Ty Xy = T

(Lk)

= - = = k¢
<Xkl Jq | x> = <Xeldql x> = Ty
Se comprueba fdcilmente, en cambio, a partir de las

definiciones de 1los operadores de canje Kq, se tiene

(X IKaIxdS = K™ (Rl Kq1Xed>=0

(45)
XelRglxd= 0 (KelKglXed= Ky
Con estas definiciones, y aplicando el método varia-

cional a la funcién UHF (40) se encuentran las ecuaciones

de Hartree-Fock, UHF, para un sistema con capas abiertas

[ 29] [357 v [36] :
[[H +§(JL‘— ﬂq)+§J;_CP=SCPaF

A (46)
[N°+§(I~K)+;JJ£}=SC",5;

o también, en forma abreviada:

:B_dﬂ:'g = SCPSP —‘FﬁC;:‘:-SC;:»SF'. (47)

Estas ecuaciones pueden considerarse como una'genera-

lizacidn de las ecuaciones de Roothaan. La resolucién de las
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ecuaciones seculares correspondientes nos proporciona en

principio el valor de la energia de cada orbital, as{ como
/

los vectores CF y Cr correspondientes, es decir,

los spinorbitales expresados en funcién de los spinorbita-

les de base &yx .

Para resolver estas ecuaciones (47) hace falta, sin
embargo, conocer previamente los valores de las matrices
:H'-d y ‘FP s Es necesario por tanto recurrir a un proce-
so iterativo, calculando primero unas matrices H'_ y :ﬂ-'_/a
aproximadas con unos orbitales de partida. Por otra parte,
como ambas matrices de Fock Fd y Fﬁ dependen de todos
los spinorbitales, tanto de los de spin o como los de
spin {3 s a través de las matrices J J%_ y |'K¢; (1&6),
la determinacién de todos los spinorbitales debe realizarse
simul tdneamente, realizando dos diagonalizaciones sucesivas
de las matrices Fd y F’g respectivamente. E1 proceso en
tero se repite entonces hasta llegar a la autoconsistencia,

como se hacfa en las ecuaciones de Roothaan.
b) Energfa de correlacién

Como sabemos, nos estamos moviendo dentro del modelo
de electrones "independientes", Para medir la magnitud del
~error cometido se utiliza corrientemente el concepto de ener
gia de correlacién, se define como la diferencia entre ener-
gfa exacta, no relativista y la calculada apartir del modelo

convencional de Hartree=Fock.
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ECorr = Eex - Eng

Para tener en cuenta una parte de este efecto de corre
lacién, se puede asociar funciones espaciales diferentes a
los electrones de spin opuesto, perteneciendo a un mismo ni-
vel [347, [37] , [38]y [39] - Es el modelo UHF. Se com-
prende entonces que la probabilidad de colisién disminuye.

A este modelo, se le conoce también con el nombre del méto-
do de 1los spines " polarizados debido a que inicialmen
te se empled en el cdlculo de propiedades de sistemas elec
trénicos de momento de spin no nulo, donde la densidad de
spin, no compensada se distribuye a través de todos los ni-
veles [31&] y[S?] .

Sin embargo este modelo presenta ciertos inconvenien-
tes. La funcidn UHF no existe necesariamente [ho] y tUl],
es decir, que si se intenta calcular los me jores spinorbi-
tales, por aplicacidén del principio variacional con una fun
cién UHF de prueba se encuentra una funcidén RHF, con unas
funciones espaciales idénticas para los electrones de spin
contrario. Este fendmeno se presenta normalmente en el caso

de los estados fundamentales singletes, donde Ms = 0.

Debido a las degeneraciones de spin ['hZ] la funcidén
UHF no es necesariamente dnica. Por otra parte, un determi-
nante de Slater construido en estas condiciones de ja de ser

funcion propia del operador %2, resultando que la funcién
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UHF no es funcién propia de Sz. Este inconveniente puede
ser evitado, porque una vez obtenida la funcidén, por e jem
Plo, por aplicacién del método variacional, ésta puede ser

proyectada sobre la componente de spin deseada [ 39] .



CAPITULO V
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CAPITULO \'A

MODELOS HARTREE-FOCK PROYECTADO Y SEMIPROYECTADO

A. MODELO HARTREE-FOCK PROYECTADO

Como vimos en el capftulo anterior la funcidédn UHF no
es funcidén propia de §2, es decir, no es funcién pura de
spin. Para evitar este inconveniente.Lﬁwdin [38] propuso
un método que consiste en proyectar la funcién UHF antes de
aplicar el método variacional, Este procedimiento se conoce
actualmente bajo el nombre de Hartree-Fock Proyectado (PHF),
aunque inicialmente se l1lamara Hartree-Fock Extendido. Ahora

vamos a ver un breve esquema de dicho método.

1) E1 proyector de Lwdin

Existen varios métodos para obtener funciones propias
del operador §2. Uno de ellos es la construccidén genealégi
ca [bz-h6] s el cual consiste en la construccién gradual
de funciones propias de spin, comenzando con la funcién

correspondiente a un electrén.

Otro método es el del proyector de L8wdin [h?] y [UB].
la idea bdsica del método es analizar la funcién en sus com
ponentes funciones propias de spin. Este método por tanto
puede ser llamando analftico, en contraste con el método ge
neraldgico, el cual es esencialmente un procedimiento sinté

tico.
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Primeramente eligiremos una funcidén de spin para N
electrones como un producto de ’A. funciones « y v fun-

ciones (3
§ =«(1) plz) - - - & (N] (1)

9 es una funcién propia del operador gz con valor propio
Sa =.z’..frt-0) . Generalmente © no es funcién propia
de 52. Si formamos todos los posibles productos de funcio-
nes de spin, entonces podrfamos construir en principio com

binaciones lineales de estos productos, las cuales serfan

funciones propias de §2.

Reciprocamente la funcidén (1) puede escribirse como

una combinacién lineal de funciones propias de spin 1:&9]:

O = %ch’(s,L) = %y(s,L) (2)

En el método de los proyectores de L¥wdin consiste en
eliminar de (2) las contribuciones de todas las funciones
propias de spin excepto la del spin deseado. Podemos usar

a2
el hecho de que el operador [S - S(S-H)] aniquila las
funciones propias de spin pertenecientes al valor propio S,
tal que tenemos que aplicar sucesivamente los siguientes

operadores (sistema con un ndmero par de e )

(gl— 0.1) (§2- [ 2}...(%z-(L-l)L)(gz-{L+l)(L+2))...
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excepto el aniquilador correspondiente al valor propio L.

El operador deseado tendrfa la siguiente forma

M

0 _Ek(éz—s(SH))
L= ﬁt(uw)-s(su))

El denominador se ha insertado para garantizar que

()L )’(L‘L) - )/([_li) « Pero tenemos que darnos cuen-

ta que debido a que los coeficientes Cg en (2) son dis

(3)

tintos de la unidad, por tanto el resultado final obtenido

mediante el empleo del operador O  no serd una funcidén nor

L

malizada.

Si usamos el operador 0L dos veces, obtenemos

OLgi -——"Y(Lo‘—) OLY(LIL)-—-Y(L)L) OLZ =0L (&)

el operador es idempotente y ademds unitario 0{ = OL' por

tanto este operador es un proyector y ésta es la razén por
la cual a este método también se le llama el método del ope

rador de proyeccidén.

También una propiedad importante que se deduce de la

definicién del operador de proyeccidén (3) es

Ok OB = O Y(Li) =0 (5)

Finalmente, si tomamos todos los posibles valores pro
pios de spin compatibles con el nimero de electrones dado,

y tomamos la suma de todas las proyecciones, el resultado
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serd{ igual a la funcién original

> 0o =2 YLl =9c (6)

L L
Dicho de otra forma, significa que la suma de todos
los operadores de proyeccién es el operador unidad. Con lo
que las relaciones bdsicas pueden por tanto ser expresadas

con las siguientes férmulas :

OkOL =3k Ok > O = (7)

[

2) la funcién Hartree-Fock proyectada

Vamos ahora a estudiar a continuacién la accién del
operador de proyeccién (3) sobre un producto de funciones
de spin. Para ello, vamos a representar la suma de las po
sibles funciones productos de spin, construidas con P fun

ciones ol y q funciones /3 ,(P+$:N) ,por [o(F(:’q’] .

El nidmero de términos generados por las posibles permuta-
P+‘3)
P

por e jemplo en el caso del producto de 2 funciones o{ y

ciones, que aparecen en el corchete, viene dado por(

una funcién ﬁ tenemos 3 funciones productos:

[0(2(3] = o<o<ﬁ + o(’goz + Rt

De las definiciones de [O(P (5‘1] y de la defini
cién de los operadores S, y S. se encuentra fdcilmente

[h9_] las siguientes relaciones que nos serdn de una
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gran utilidad posteriormente

S.[xFp*] = (p+0) [P ¥

(8)
é-[o(F[&%J — (%_’_,)[O(F-l/s’%-i]

Ahora, para una mayor claridad de lo que sigue, con-
viene establecer un cierto orden en la funcién inicial. Por
e jemplo, en el caso de un sistema con un ndimero par de elec
trones con ny = nﬂ =n, consideremos la funcidn sin proyec

To =«(1]--.&(m] f(n+1) ... B (2zm) (9)

para una funcién inicial P =n, V = n de forma que MS = 0.

Entonces, una suma de productos de funciones de spin

correspondiente a k transposiciones se escribe:

o= [ pR 1Lk p™4] (1o

donde el primer corchete se refiere a las n primeras funcio

nes de spin, mientras que el segundo se refiere a las res-

tantes.

"~

En general T, no es funcién propia de Sz, y la aplica
cién de este operador producird una combinacién de tres Tk’

como veremos,

Teniendo en cuenta la definicién de 52:



- 93 -

raS

S*- 85, 5. +ézz-§z (11)

y descomponiendo la accién de los operadores S, y S_en dos
partes: la primera sobre los n primeros electrones, es de-

cir, sobre el primer corchete de Tk de (10), y la segunda

sobre los electrones restantes, es decir, el segundo corche

te de T, . La aplicacién de las expresiones (8) produce los

siguientes resultados

S-Th = (k) [ 5 I [* @7 )4
Hm-ka) [ @[ RT]
S+S.T = (k+a){(m-k)n #lke) TiewtJ+
+(m-l<+1){(m-k+:ﬂl-, +kﬂ}
STz (n-kt [T+ {2k (nok Jam] ot (ki) o, 2
éz Tk =0

Aplicando el operador de proyeccidn (3) a To:

Os T =4 T, (13)
TT(S(s+1)- Liz+)

el operador puede escribirse como:
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~

~ 2m ~ a
OST;:-‘C(SM“‘Q.S Z+...+a,,,,,32+am.l)7; (1k)

El valor de los coeficientes a no es importante para
la siguiente derivacién, ahora veremos que ocurre cuando
los diferentes operadores de la expresidén (14) estdn apli-

cados a T .
o

La aplicacién del operador s? a T° conducird a una com

binacién, segin (12), de T, ¥ Tl'

ST, amTo+T, |, S T =mT+Bn-2)T+4T, (s

Empleando las anteriores expresiones resulta que la
aplicacidén de S~ a To dard una combinacidén lineal de Ty
T1 y Tz.
proyeccién a T,» resultard finalmente una combinacién 1li-

Es fdcil comprobar que aplicando el operador de

neal de todos los T, de 0 a n:

Os T =§OC(S,I<)—E

Esta ecuacién nos da la forma de la funcién proyec-

tada. E1 problema, por tanto se ha reducido a la determina

cidn de los coeficientes C(S,k). Estos coeficientes jugarédn
un papel crucial en la expresidén de la energfa. A partir de

la funcién proyectada, la cual es una funcién propia del o-

(16)

perador S2 perteneciente al valor propio S(S + 1), se pueden
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obtener expresiones para los coeficientes y férmulas de recu

currencia para ellos [38]y [-50-51&]

Como sabemos, la funcién Hartree-Fock no restringida,

UHF, tiene la forma, para un sistema con 2n electrones

Dio=Aut)-. un(n)vi[n+). .. G l2m)ot(). . A(m)R(n+).- ./!lzm)

donde A es el operador de antisimetrizacién. E1 operador de
proyeccién commuta con el antisimetrizador, porque s2 commu
ta con é1 puesto que Os actua solamente sobre las variables

de spin, por tanto proyectando la funcién UHF se obtiene:

PHF_

OsDoe =05 Awli) . . . Gulzm)(t). . - B (2m)

Esta nueva funcién es conocida con el nombre de fun-

cién Hartree-Fock proyectada.

De la definicidén de T° (9) vy empleando la expresidén

(16) se obtiene:

\I)PH- A W0O). . un(®) vi(n+1). .. [2m) Os-ré“

=Au,(1). . tm(n) v (m+1). .. U;(ZM)gC(S,k)R:

kZC(S k)Au, (). «(M)Uj(nu)-..UZ\(Z”')T; (17)
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o en forma abreviada

PP > C(s.k) Dx (18)

donde D, es la suma de todos los determinantes de Slater

k
obtenidos por el mismo nimero k de transposiciones.
Desgraciadamente, el nimero de determinantes crece muy
rapidamente con el nimero de electrones. De una manera gene-
ral, se comprueba que la funcidén PHF puede contener hasta
( 2{) determinantes (donde N es el numero total de elec-
trones y n el nimero de electrones de un spin determinado.
Por tanto resulta que la determinacidén de la funcién PHF
llega a ser un problema practicamente:imposible a medida que
se aumenta el nimero de electrones. No obstante a partir de
la funcién PHF (18) se han obtenido unas ecuaciones Hartree-
Fock proyectadas basdndose en el teorema de Brillouin gene-

ralizado (:55-61] y existen algunos cdlculos de éste género

en la literatura cientifica.[62-72] .

Para evitar la dificultad de que el nimero de determi
nantes sea demasiado elevado se ha propuesto incorporar el
proyector en el interior del determiante para evitar el de-
sarrollo lineal [ 73] . También se ha remplazado el pro-

. yector por unos operadores que permutan las funciones de spin
incorporando el proyector, en el antisimetrizador ['7u-75] .
Andlogamente se han desarrollado métodos particulares, como

el método de los Orbitales Moleculares Alternantes (AMO),
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el cual se puede aplicar a los hidrocarburos aromdticos

[76].

B. MODELO HARTREE-FOCK SEMI-PROYECTADO

Hace tiempo, en este laboratorio el prof. Smeyers[??]

demostré que una funcién formada por dos determinantes UHF

PHH Doy + (-1)” Dam (19)

donde

D°° = [W‘Q:L@@' “- - ‘-PM'C(T,:"

Dmm = ’L_P: LP:JZLP'Z' '@n‘p:\'

contiene sdlo estados con nimeros cudnticos de spin pares.
Por tanto,se sugirié que esta funcién serfa capaz de intro
ducir parte de energfa de correlacién, en el caso de los es

tados fundamentales singletes.

Puesto que esta funcidn puede ser considerada como una
forma restringida de la funcién PHF, en la cual la mitad de
las componentes de spin han sido eliminadas, por tanto se
definié como funcién semiproyectada Hartree-Fock "Half-Pro-

jected Hartree-Fock Functions" (HPHF).

1) E1 operador de semiproyeccidn

Podemos definir el operado. de semiproyeccién como un
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proyector el cual selecciona las componentes de spin con
ndmeros cudnticos S, pares o impares, de una funcién de on
da. La construccién de tal operador puede surgir directa-
mente de aplicar la técnica usual de proyeccidn (69],aqui

sélo haremos una breve exposicién.

Consideremos la funcién PHF, correspondiente a un sis

tema de capas cerradas Sz = 0. Del apartado anterior emple-

ando una notacidn un poco diferente:

\P= Os Doo = ZPCP('n,S) Zk:]),;k :ZPC?(m,S) DP (20)

En estas expresiones, Dpk son los determinantes de
Slater generados por todas las posibles permutaciones de las
funciones de spin; y Dp, la suma de todos los determinantes

de Slater diferentes obtenidos por el mismo nimero de tras-

posiciones p .

Podemos poner la dltima expresién de la siguiente ma-

nera.

S
O oo —""ZCF "h S)DP +"—'ZCM-P ’n)s)bm-r (21)
p=o
En el segundo término de esta expresién, hemos inver

tido solamente el orden de la sumacién. Por tanto, Dp Yy

Dn-p estdn relacionados por la siguiente ecuacién.

I)n-1> - TF;F;.I>F (22)
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donde P“P es el operador de permutacidn el cual intercam-

bia todas las funciones de spin « y (3 .

Teniendo en cuenta la relacién de simetrfa entre los

coeficientes de Sanibel [bQ, 7?] .

C,, (M,S)-..—.(—I)MSCM_P (m,S) (23)

empleando esta expresién y la (22),1la expresién (21) puede

ser escrita después de reagrupar,

0° D.. = %Cp(m. S)[ l+(-l)2 E,ﬁ] Df’ (24)

Podemos observar que el factor entre corchetes puede

ser considerado como un operador de proyeccién

A(S):[ (+("§Hsg‘ﬂ] (25)

el cual sdlo depende de la paridad del nimero S. Como puede

ser facilmente comprobado, dicho operador es hermftico e idem=-

potente,

A A

A(S)z = 2\ (5) A (SPGT‘) Alsi'n\far):: O (26)

Ahora veremos que este operador proyecta sobre el espa
A
cio de spin, puesto que A(S) y Cp(n,S) commutan, la expresidén

(24) puede ser escrita:

O0°Du = Als) > Cp(nS)Dp=A(SI Do 2n
P



- 100 -

Por otro lado, si S y S’ son nimeros cudnticos de di-
ferentes paridades, después de multiplicar la ecuacidn (27)

A
por A(S’) y de acuerdo a (26) tenemos

N

A(5') O Do = 2\(5’);\(3) O™ Doo = O (28)

De éstas dos dltimas ecuaciones, podemos concluir que
S A AL
0 Doo es un subespacio de A(S)Doo, ortogonal a A(S)Doo. Por
A
tanto, y puesto que A(S) depende solamente de la paridad del
Vol
nimero S, A(S) es necesariamente un operador de semiproyec-
cién el cual selecciona el espacio con nimeros S pares o im

pares,

De la forma del operador de semiproyeccién (25), pode

A
mos deducir fdcilmente que la accidn del operador A{(0) sobre
un determinante de Slater UHF, donde n = nts (capa com-

pleta), produce s8lo dos determinantes:

P A(O)Doo:-‘é“[boo"' (_.)MDM'Y\] (29)

Esta funcidén es la funcidén semiproyectada Hartree-Fock
para un estado singlete (29), é€sta no contiene estados de
spin con S impar. Por otro lado, el ndmero de determinantes
es fijo y no depende del nimero de lectrones. La funcién
HPHF es mane jable aun cuando se aumente el numero de electro
nes, €sta es la gran ventaja con respecto a la funcién PHF
pues ésta se complica enormemente con el niimero de electro-

nes (aumenta el n? de determinantes).
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En forma andloga se puede obtener la funcién HPHF para

el estado triplete

3\I)HPuF= /&(')Doo =—£‘[D°°“('l)mbmm] . (30)

la cual no contiene estados de spin con S par.

2) Determinacidén de la funcidén HPHF. Procedimiento Variacional

Para la determinacién de las funciones HPHF, se empleé
en este laboratorio el teorema de Brillouin generalizado [68]
[78] siguiento el procedimiento previamente desarrollado[6h]

pPara obtener la funcidén PHF.

En este procedimiento, los orbitales HPHF son aproxima

dos por combinaciones lineales de funciones de base

(31)

El procedimiento consiste entonces en calcular los coe
ficientes {'a,b‘} . Para este fin, se eligen dos conjun-
tos de orbitales de prueba HPHF, y se deducen los correspon”

dientes a los orbitales virtuales.

Los orbitales de pueba son corregidos en términos del

espacio virtual:
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LPP kpr; +;Cft LPE
>

m (32)
Ip P o i o
9= 0l + 2 dut ¥,

tym

estos orbitales son introducidos en la funcién HPHF (29)

obteniendo :

_ ' Pt -€
Y= ‘P°+%Cft A +thft‘l{f +... 033

En esta expresidn, los supraindices significan que
el orbital ocupado q%r ha sido sustituido por un orbital

t
virtual UL s etCocee

Las corecciones cpt y dpt son determinadas minimizan

do la correspondiente expresién de la energfa.
Las condiciones necesarias para obtener los minimos
de la energia son obtenidas derivando parcialmente 1la expre

sién de la energfia con respecto a los cpt y dptz

=35 = CRIM-ENE Y+ oy [T I H-E)# D+
P W~

+ T (H-E)E BT o <P (H-8) [T 5+

Hv

+<%|(H-E)I\I}ortﬂd>]+ términos de orden superior
(34)
(Iindice p recorre el espacio

ocupado)

(fndice t recorre el espacio

virtual)
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Unas ecuaciones andlogas se obtienen, cuando se deri
va parcialmente la expresién de la energfa con respecto a

los dpt'

Estas ecuaciones no son lineales. Pero si los orbita-
les H%f y q%? estdn suficientemente préximos a las so-
luciones, los términos de segundo y de é6rdenes mds elevados
en las correcciones pueden ser despreciados. Por otro lédo,
la energia EF puede serremplazada por EO:-(‘@,“-H'{J‘) de

la iteracidn anterior.

En esta forma, las ecuaciones (34) se transforman en
un sistema no homogéneo pseudolineal de ecuaciones. La so-
lucidén de este sistema produce unos orbitales HPHF me jorados
que pueden ser emp}eados para iniciar un procedimiento ite-

rativo.

Cuando se alcanza la autoconsistencia, las correccio-
nes son nulas, quedando las ecuaciones anteriores de la for

ma

0= /7<Bll(d_ :HdrPt

0=(EI(H- E)I‘P?) (35)

= (| (H- N

Estas ecuae:.ones Son prec;l.samente la expresidén del

teorema de Brillouin generalizado en el caso de la funcién

HPHF [ 68]
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3) Aplicaciones del modelo HPHF al LiH

Ahora vamos a ver muy brevemente para ilustrar la
teorfa, los cdlculos llevados a cabo en el esquema HPHF pa
ra el estado fundamental del LiH. También se han realizado
cdlculos RHF y PHF con la misma base, para comparar los re

sultados.

Se han realizado cdlculos a la distancia de equilibrio
R = 3.0157 u.a. [ 69] , [ 79] para los modelos RHF, HPHF y
PHF. También se han comparado con los resultados obtenidos

por otros procedimientos.

Se puede ver que se ha encontrado un valor aceptable
para la energfa HPHF, muy préximo al valor PHF y mucho me-

jor al limite Hartree-Fock.

También se presentan los valores obtenidos para el
momento dipolar en los 3 modelos. Se encuentra que 105 mode
los HPHF y PHF no me joran el valor RHF. Asimismo se presen-
tan los orbitales HPHF con los exponentes de Slater emplea-
dos. Se puede ver que los dos orbitales HPHF internos resul
'tan ser diferentes, mientras que los externos son bastante

parecidos.

En una segunda etapa, se han realizado cdlculos a va-

rias distancias internucleares para mismos modelos RHF, HPHF

y PHF.

Estos resultados nos muestran que los valores de la

energfa HPHF son muy pr8ximos a los valores PHF para todas
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las distancias internucleares, Como se puede ver en estos

traba jos las curvas HPHF y PHF con indistinguibles.

Comparando las curvas RHF y HPHF, se puede ver que
son aproximddamente paralelas en la regidn del equilibrio.
Para distancias mayores de 4.00 u.a. las dos curvas diver-
gen. Como era de esperar, la curva RHF tiende hacia la ener
gfia de los iones separados, mientras que la curva HPHF nos

conduce a la energfa de los dtomos neutros.

Del valor de la energfia HPHF correspondiente a la dis
tancia a la cual la molécula estd disociada y a la distancia
de equilibrio, se puede evaluar la energfa de disociacidn:

AE = 0.0665 u.a., la cual es el 72% del valor experimen-

tal.

También es interesante la variacién del momento dipo-
lar con la distancia. En los mismos trabajos se ha represen
tado los valores del momento dipolar para los modelos RHF,
HPHF y PHF frente a la distancia, de nuevo las curvas HPHF
y PHF son indistinguibles. Como se ve las ‘3 curvas son apro
ximadamente paralelas en la regién del equilibrio, creciendo
linealmente con la distancia, hasta 4 u.a. Para mayores dis
tancias las curvas HPHF y PHF presentan una caida pronuncia
da correspondiente a la ruptura del enlace, tendiendo correc
tamente a cero cuando la distancia aumenta. Por el contrario,

la curva RHF es creciente cuando la distancia aumenta.
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4) Andlisis de la funcién HPHF

Ahora analizaremos la funcién HPHF en términos de las
configuraciones naturales. Por tanto, primero deduciremos
la matriz densidad de primer orden HPHF y los orbitales na-
turales correspondientes (NO). Veremos que.la funcidén HPHF,
para estados singletes, serd aproximddamente equivalente a

dos configuraciones naturales de capas cerradas.
a) Equivalencia configuracional.

Como es bien conocido, la matriz densidad de primer

orden viene definida ['80] ’ [81]

C(111])= NJ\P*(!’,Z,‘.. ,N)E(1,2,...,N)dr,.. .d1, (36)

donde la integracién se realiza sobre las coordenadas de
todas las particulas excepto a las de la partfcula 1. Si la
integracién se completa ademds sobre las coordenadas de spin

tenemos la matriz densidad reducida de primer orden.

P(i’l‘l):Jf—'(l’ll)dc’; (37)

Introduciendo la funcién HPHF para el estado singlete,
ecuacidén (29), después de la normalizacién, en esta \ltima

expresién, obtenemos [82]

HPHF )
(1) = :+s [Z (%, ‘Pa)"“ ) Py) +

s3],
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n < 1
donde s = { D .| D5 (-1)"y 9, ¥ satisfacen la

relacidén siguiente:
(PivYy = s, é'cj (39)

donde S, = (llilié'i) . Tales orbitales se conocen con.el
nombre de orbitales correspondientes., La posibilidad de em
Plear dichos orbitales fue apuntada porque la funcién HPHF
permanece invariante bajo las dos transformaciones unita-

rias aplicadas a ambos conjuntos de spin orbitales ['68] .

La matriz densidad (38) tiene una forma quasi diago-
nal, si no fuera por unas matrices cajas de orden dos, con
elementos diagonales equivalentes. Los vectores propios de

tal matriz vienen dados por las transformaciones ortogonales

)'56

Vi
Qa

(¢t 4+ @) (2+25;
(40)

Vi = (v ¢) (?_-z&)"/z

introcuiciendo (40) en la expresién de la matriz densidad re

ducida de primer orden HPHF (38) se obtiene la expresién:

FHPHF(:!,H) =Z (’HS(.:')SSJ}S/SL) o,h: (1:)4,:’ (1)+

(1-5)(1=8150) DL 41y i
+ (1+3) +L(1)+"(1)J (81)
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Las combinaciones (40) son los orbitales naturales
(NO) HPHF, y los coeficientes de la expresidn (41) son los

nimeros de ocupacién.

Parece interesante apuntar que los orbitales natura-
les HPHF tienen exactamente la misma forma que los orbita-
les naturales UHF § PHF. Sélo sus nimeros de ocupacién son
determinados en diferentes formas. En los tres modelos, sin
embargo, los nimeros de ocupacién son funcién de los sola-
pamientos Si'

Ahora vamos a introducif en la funcién Hartree-Fock
semiproyectada HPHF para estados singlete, los orbitales na
turales (40). Después de algunas transfo§maciones, encontra

mos la funcidén de interaccién de configuraciones con las

restricciones de los coeficientes [ 82] :

L

HPHE 4o = P
S%’ ::.1TT11: I}: - :E: b;(;jz:l)gj-+
J

(k2)

+ZJZ b, aj'% b o3 ,&(o)[‘])jk- ])J, ]-. .

En esta expresidén, los coeficientes estdn dados de

1/2 . 1/2
acuerdo ai=(l—%—§1-) y bi=$l—5—§l-} . A(0) es el

operador de semiproyeccién. D°o es el determinante de Slater
correspondiente a la configuracién fundamental con los or-

v 3 -
bitales naturales GPQ . Dg y Dg son los determinantes

correspondientes a las configuraciones excitadas, donde un
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L L J
spinorbital ’+’Q o \ka ha sido reemplazado por ﬁjb o

VR
NYL respectivamente, etc...

De la ecuacién (42) se deduce que la funcién HPHF pa
ra estados singlete, no tiene ninguna contribucién de las
configuraciones excitadas, con un nimero impar de excita-

ciones.

De acuerdo a la ecuacidn (42) los coeficientes de 1la
funcién HPHF dependen del desdoblamiento entre los pares
de orbitales. Puesto que sdlo un par de orbitales aparece
desdoblado en los cdlculos HPHF [68-69] ’ [83-85] enton-
ces sé8lo uno de los coeficientes que dependen de un b pue-
de ser importante en la ecuacién (42). Por tanto, la fun-
cién de onda HPHF es equivaiente a sélo dos configuracio-
nes: la fundamental y una configuracién excitada donde 1la
excitacidén tiene lugar entre los mismos niveles, es decir,

una configuracién de capa cerrada.

Si hay varias capas desdobladas (abiertas), los coe-
ficientes de configuraciones excitadas de orden superior
serfan importantes. En este caso, alguna contaminacién de
estados excitados de orden superior puede esperarse en la
funcidén HPHF debido a la forma de la expresién (42). Pero
estos estados no son energéticamente favorables. La funcién
HPHF para el estado singlete fundamental tendrd habitualmen
te un par de orbitales desdoblados (una capa abierta) y por
tanto la funcién serd equivalente a dos configuraciohes de

capas cerradas entre orbitales naturales.



- 110 -

b) Pureza de spin de la funcién HPHF.

La funcién HPHF para un estado singlete no es una fun
cién pura de spin. Sin embargo, siempre que la funcién HPHF
presente aproximadamente una sola capa desdoblada, entonces
ésta no contendrd contribuciones apreciables de configura-
ciones con capas abiertas, es decir, impurezas de spin. Por

tanto, la funcién HPHF serd prdcticamente un estado singlete.

Parece interesante, sin embargo, calcular la pureza de
spin de la funcién HPHF. Para este propdsito, se puede deter
minar el valor medio del operador 32 para la funcién HPHF,

obteniendo [ 82] :

S 2 ' S z 2
(S*>=m-z2 [sE+5/s2] W

donde la pureza de spin de la funcién HPHF depende del des-

doblamiento de las capas.

Existen también cdlculos [:82] que ilustran las dis-
tribuciones electrénicas, orbitales naturales, asf como la
equ.valencia configuracional y la pureza de spin en el caso
del estado fundamental del LiH a varias distancias internu-

cleares.
c) Estabilidad de la funcién HPHF.

Otra dificultad surge en la determinacién de la fun-.
cién HPHF, debido a que se encuentran varias soluciones en
el procedimiento éariacional. Estas soluciones adicionales

eran siempre funciones de dos configuraciones, en las cua-
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ies la configuracidén excitada era menos conveniente para

descender la energfa total.

Las soluciones pueden ser consideradas, sin embargo,
desde otro punto de vista, por ejemplo, la naturaleza de

las configuraciones excitadas.

En la determinacién de los spinorbitales HPHF hemos
hecho la variacién primera de la energfa HPHF igual a O,
S E = 0, Como es bien conocido, esta condicién es necesa-
ria pero no suficiente para asegurar que estamos realmente
en un minimo de energfa. La condicién que nos garantiza que

estemos en un minimo es la variacién segunda [-85J ’ [86] .

Esta puede ser escrita de la siguiente forma

S?E = 24 SEI(H-E)ISPD + (STPIHIP Y+

+ (P IHIS*E) (b4)

Cuando los orbitales son desarrollados en términos de
las funciones de base, la primera variacién de la funcién
de onda puede escribirse como una combinacién de monoexcita

ciones
t
s .-;r% Scpe PF (45)

donde los Scpt son tan pequefios como sea posible. En for-

ma andloga, la variacidn segunda puede escribirse como una
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combinacién l1ineal de configuraciones biexcitadas :

St = %. Zf SCPL- gc?"' ’PPt"*u‘ (46)

Introduciendo ahora estas dos combinaciones, en la
ecuacién (44), se encuentra para la variacidn segunda de

la energia:

3°E = %; %[zgc;“t §Cou (P I(H-ENEW> 4

+ Sc’,i‘t Yo (PRI +

+ SCP!: Sc?w (PIH l’\PPt’ﬁu-)] (47)

Esta expresién es una forma cuadrdtica en los coefi-

cientes comple jos C Yy su matriz hermitica puede ser es-

pt

crita en la forma

A B

B* A* e

donde A y B son submatrices gque dependen del tipo de orbi?
tales implicados en la excitacidén. Si la matriz (48) es de
finida positiva la funcién de onda HPHF corresponderda a un

minimo.

La expresidn (48) se obtuvo suponiendo que A y B po



- 113 -

dian ser matrices comple jas. Sin embargo los orbitales se

desarrollan generalmente en términos de coeficientes reales.
As{ las matrices A y B serian matrices reales. En consecuen
cia, la matriz (48) puede escribirse después de una diagona

lizacién parcial:

A+RB O
0 A-B

(49)

donde las submatrices (A+B) y (A=B) corresponden a las varia

ciones en el espacio real e imaginario respectivamente.

Cuando la matriz (49) tiene algin valor propio nega-
tivo, la forma cuadrdtica no es definida positiva y por tan
to la funcién de onda no es un minimo sino un punto de silla

(o un mdximo).

Existen cdlculos para verificar la estabilidad de las
distintas soluciones HPHF, en el caso del estado fundamen-
tal del LiH [85-86] . Se ha encontrado, en ambos casos que
todos los valores propios eran positivos, para toda distan-
cia internuclear considerada. En los artfculos ['85 - 86},
se puede ver los valores propios mds bajos como funcién de
la separacién internuclear, para las dos soluciones mds ba

jas HPHF.

Se ha avanzado que dichas soluciones son estables, al

menos con respecto a las variaciones en el espacio real.

Actualmente se estd estudiando en el laboratorio la

diagonalizacién de la matriz (A-B) para determinar si exis
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te una solucién mds baja comple ja, que podfa permitir la

rotura de mas de un enlace.



CAPITULO VI
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CAPITULO vV I

GENERALIZACION DEL MODELO HARTREE-FOCK SEMIPROYECTADO (HPHF)

A SISTEMAS DE MAS DE 4 ELECTRONES

Como hemos visto en el capf{tulo anterior, las ecuacio
nes HPHF se han deducido basdndose en el teorema de Brillouin
generalizado (68,69.] « La velocidad de convergencia del mé
todo es rdpida, por el contrario el tiempo de cdlculo en ca-
da iteracién es grande debido a que es necesario calcular
los elementos de matriz entre funciones de onda totales. Por
otra parte, se ha comprobado que llega a ser prohibitivo cuan
do el mimero de electrones y la dimensién de la base aumenta.
Es la razén por la cual presentamos aquf un nuevo método, que
se reduce al cdlculo de integrales entre orbitales monoeléc-
tronicos, con la consiguiente reduccién del tiempo de cdlcu-
lo. Este nuevo método abre la posibilidad de aplicar el mode
lo HPHF a sistemas moleculares con nimero mayor de electrones

sin el empleo de excesivo tiempo de cdlculo.

A. APLICACION DEL METODO VARIACIONAL

1) Expresidn de la variacién primera de la energia HPHF

A continuacién vamos a deducir unas ecuaciones autocon
sistentes para el método HPHF andlogas a las de Hartree-Fock.
Con este fin, vamos a determinar primero la variacién primera

de la funcional energia correspondiente.



Como sabemos, el valor medio de la funcional energfa

se escribe como:

E<PIdy = (P HITS (1)

Aplicando el operador variacién primera a ambos miem

bros de la ecuacidn, [36] 3

SETI P4 (SHWHE +<PISPIE = LSPIHITY + <PIHIST) (2)

En la autoconsistencia, se cumple j.E = 0y resultando: |

(SPIVYE +<(FISPYE = CSPIHIPY + (PiHISED

(STITYE + ¢ SPIPSE = STIHITY + (SHIHIPYF

Identificando los términos y sus comple jos conjugados,

se obtiene:

GSPIPIE = (STIHIP

(3)

(STITYE = ¢STIHIPY

Ahora calculemos los productos escalares de la expre
sidn (3), empleando la definicién de la funcién HPHF (29) y
las propiedades del operador de semipfoyeccti6n (idempoten=-

cia y unitariedad) (26), dadas en el capftulo anterior:
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(STIP D= ¢SA(0) Doy IAIOIDuo)= {SDoo] A(0)Dus)

Lo que volveremos a escribir de la manera siguiente, tenien
do en cuenta la defihici6n del semiproyector (25) del capi-

tulo anterior:

(SPIPD = -2'-[<5Doomao'> + (~1)"¢S Dool D (%)

En las deducciones anteriores hemos tenido en cuenta
que el operador variacidn S- y el operador de semiproyec-
cién R(O) commutan debido a que operan sobre diferentes va
riables, K(O) sobre las variables de spin y 5. sobre las

variables espaciales.

Operando de forma andloga, para el producto escalar

<§‘I’“—H"P> se encuentra:

(STIHIPY = LSA(0) Dool HIAIO) D ooy = £ SDool HIAWDIDood

CSTIHIPD = L[ CEDoclH Dooy + (-1 SDosl HIDma) (5)

Asimismo, empleando las propiedades del operador semi
proyeccidn, resulta que el valor medio de la funcional ener

gia media (1) puede escribirse como

E _ <DeolH1Dood +(=)"{ Doo IH D
{Dool Daey + (1) < Dool Dmnd

(6)
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Esta expresidn puede escribirse en forma abreviada de

finiendo las siguientes magnitudes:

Eoo = {Doo IHIDood Soo =< DooDood
(7)

Eom e < Doo “"‘“Dmm) Som = < Doo | Dmm)

con lo que la expresidn (6) queda de la siguiente forma:

_ Eoo + (-1 Eom
" Soo +(-1)"Sem

Como vimos en el capitulo anterior, la funcién de on

E

(8)

da HPHF permanece invariable si empleamos orbitales "corres
pondientes" (39) del cap. V, ya que éstos simplifican enor-
memente las expresiones de jando a la expresidén (10) en 1la

siguiente forma:

E - Eoo+(‘,)MEcm
| + (-)"S

(9)

" donde

S.—.(-I)“T:Tonn\e';)z:(-nf’frs? (10)

\

sustituyendo las expresiones (4), (5) y (9) en la (3) resul

ta:

[ <5Doo! Doy + (-1"¢5 Dool D,,,,,,>][ Eoo*"”MEMJ =

l+(-1)"S

— {SDoo |HIDood> + (-1)"¢SDoo 1 HIDmmd



Finalmente operando sobre esta expresién se obtiene la ex-

presién de la variacién primera de la energfa HPHF:

Eoo <5Doo l Doo> + ("')m Eom <§Doo iDco> +(‘l)MEoo<§Doa'Dmm>+

+ Eom < 3D oo IDmm> = < S Dool HiDoo) +(=1/"¢SDoo i H IDma) (11)

2) Ecuaciones autoconsistentes del Modelo HPHF

Ahora tenemos que evaluar cada uno de los productos
escalares que aparecen en la expresién de la variacidn pri
mera de la energia (11), con objeto de simplificar el forma
lismo que vamos a utilizar a continuacidn, vamos a estable

cer el siguiente convenio:

12~ Cuando los indices (i, j y k) son impares, los
spinorbitales son de spin-alfa, en cambio cuando son pares,

son de spin betaj;

22~ Cuando no aparece un tilde, los orbitales sin til-
de tienen fndices impares, y los orbitales con tilde tienen

fndices pares;

2~ Cuando aparece un tilde (siempre sobre el ket) es

la regla contraria a la que se aplica.
a) Determinacidn de productos escalares

Teniendo en cuenta este convenio, vamos a calcular los
productos escalares que aparecen en la expresién (11). Para

ello vamos a recurrir a las Reglas de Slater entre orbitales
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"correspondientes”,

Para los productos escalares mds sencillos, en los

cuales no interviene el operador hamiltoniano, se encuen-

tra:
<§D00\Doo> = Z <§L(:)LP:>
’ (12)
¢SDuc I Dmn)y = S'(-1)" X <J«e;$!‘~.Pt>
¢ ¢
donde

5’:(—!)“5 ='I'L.'!‘sé2 (13)

Para el cdlculo de los productos escalares afectados
por el operador hamiltoniano, vamos a dividir dicho opera-

dor en sus componentes monoelectrédnica y bielectrénica:

(14)

_ ° -1
H=2 H +2 r
J Y
Con 1lo que tenemos para dichos productos escalares:

(3Doo |H Do) = <§DooIJZH3'|DW§+<§D0°I%TIJ~"ID~} (15)

': "

{3Doo IH IDamd =44 DoolJ_ZHj IDM>+<§DOOILZ)jn-"le> (16)

Aplicando las Reglas de Slater para el cdlculo de un
elemento de matriz entre determinantes, se encuentra para

el término monoelectrdnico de (15),[-36) :
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<§Dool ZHO"|000> Z<§W"|\P )Z +Z<§q£.“_’ ML) -

= 2 2 LSutlely g%, (17)
donde ¢ J
E2 = (WEIHS |
¢y — LTI LY (18)
Asimismo se encuentra para la parte bielectrénica de (15)
['36] :
{8Duo |3 155" [ Do = = 2 <SWEIREYZ 45 —2 SLSetivi>g; +
T 3 N 5 {78)

0

42 (80 G e (19)
L

donde

§[< ok In 1PL S — (o eE g why]eo)

y donde el operador G, es el operador de repulsién electrd
nica (Ji - Ki) dentro del modelo Hartree-Fock no-restringi

do, UHF, [ 36 ]
Gelwty = ZR O I 1PESIPEy - <¢tm:‘lte,£>up‘{>] (21)

Como puede verse, el producto escalar (15) serfa la
variacién primera de la expresidén de la energfa dentro del
esquema UHF, sin condicionamientos sobre los orbitales, ya

que corresponde a la variacién de un elemento de matriz en
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tre dos determinantes iguales 536:] .

Teniendo en cuenta (14), dicho producto escalar se

escribe como la suma de las expresiones (17) y (19):

{8Doo | HIDood = 3 (5951 05y S £ + S LS0LIF | 9F -
‘J ) (22)

- Updygo +1 PENS .

LZJZ(é\PLML dEji+ 52 K301 >J29,J

donde hemos definido las siguientes magnitudes

it = Ej +9ji
(23)

'132 = F4i 4—(3;

las cuales corresponden respectivamente a los pardmetros
de lLagrange y a los operadores de Fock del modelo Hartree-

Fock no restringido (UHF).

El producto escalar (16), en cambio, corresponde a
la variacidn primera del elemento de matriz cruzado entre

dos determinantes diferentes.

Aplicando las Reglas de Slater, se encuentra para el

término monoelectrénico de (16):

<5Doo|JZHj le>=SZ<&§'£§.>Z _Eéf_ +SY &S H?.q'éé)_
8

L ¢ J' ) SL

gpéwpﬂf
¢ STy

donde

EZ = COHH] I (25)
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Asimismo se encuentra para la parte bielectrdnica de (16):

{3Doo 2. r‘cf'le.,\>=—'—-S > QE'ZL“’_DZ 3}_’_ —_-
IES Z B sc TS

(26)
t() c
J ScJ S¢
donde las magnitudes gji se definen andlogamente a las
gji
j k F*I(_P J -1 . .
[’ zzk[«wkuw gz —{ ik Ine 1 °>} (27)

y el operador G; se define andlogamente a Gi

G W’“) %[(‘Pg‘ﬂk W’k )“P ;‘ <‘?k“"k I(Pk )I‘P >](28)

Teniendo en cuenta las expresiones (22) y (24), 1la

expresién (16) toma la forma:

{5 Dool HiDpy = S 5 COPLIED “’““” Z—M+SZ<‘S”’“'SF’“
L J L

L fJ' ¢
-S 22452";'. EJL +z— Zi. <SLP W’ z %JJ (29)
L J o) i

donde se han definido las siguientes magnitudes

[} {
s = éﬁ_ -J-?JL
(30)

TL' = HE-I-GL
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Para las distintas componentes de la expresién de la
energia que aparecen en (11), se encuentra empleando el mis

mo convenio, asf{ como las definiciones (7), (18) y (20):
E,.. =<{DoclHIDe> = 2. €% +—'——ch,; (31)
¢ 2 T
Asf como las definiciones (25) y (27):
/.. |
Eon = {Doo IHIDawy = S[Z 5“ + _._Z .?.Sf_‘:.] (32)
<

b) La variacién primera de la energfa expresada en
funcién de las variaciones primeras en los orbi-

tales.

Una vez que hemos calculado los productos escalares
que se presentan en la ecuacién (11), vamos a comparar los
términos equivalentes con vista a simplificar la expresidn

global.

Empezando por los términos correspondientes a una fun

cién UHF, tenemos:

Eoo <8DaoDesd+ - . . = {SDoolHIDeo>+.

Sustituyendo ahora los productos escalares de esta ecuacién,
asi como Eoo’ por sus correspondientes expresiones (12), (31)

y (22) se encuentra fdcilmente [36]

> .?_ CSWLIPLY &jc +. . . =5 (S0 Felwisy.

(33)
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Asimismo para los términos correspondientes a los

productos escalares cruzados, se tiene:

Eom (SDOO ’Dm'n>+ LR =S<§Doo| H‘Dm;n>+.. .

Sustituyendo a continuacién dichos productos cruzados, as{i
como Eon’ por (12), (32) y (29) se encuentra después de al

gunas simplificaciones:

(el 2= (SYLIRCIplE
S ZZ<§\P LP >£J¢. -:SL<S‘PIL L>+...(3’4)
S x S

Asimismo para los términos cruzados siguientes:

(—| )m Eom <§ DoolDoo D +. . . :'—("Ums <§D09'H'Dso>+. ..

se tiene, reemplazando en esta ecuacién los productos esca

lares, asi como E,n® POr sus expresiones (32), (12) y (22):

'S 5[2 (£l-- “)‘**—Z l"‘--%w]Zdw; oI+

+;JE <§Wfl@{)§'¢} Fo = H) S 2SR V’f)+... (35)

Finalmente para los términos cruzados restantes:

(=1 Epo < SDool Drn> 4. . - =" <SDoo | H D+ . .

se tiene, sustituyendo en esta expresién los productos esca

lares, asi como E .’ POr sus expresiones (31), (12) y (29):
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(-.)5{[2 - 5%‘} AT L)]Zm>
22 G ¢ }+. =SS,

Agrupando estas cuatro ecuaciones parciales (33-36),

(36)

se encuentra después de algunas transformaciones la expre-
sidn siguiente para la variacidn primera de la energia en
funcién de las variaciones primeras en los orbitales:

ZZ(SLP‘I‘P s 4 EonSEao S,E"°Z<e§~fJ Iyl >+SE°° ~Eon <._.1_4_
J | +S 148’ ]

(37)

+SZZ qu Pl —-Z<5‘P°ﬁ= ;¢pu)+32<§‘?"lr—1l¢ <
Si3j

donde se ha definido analogamente a la (13)
/
E: { ¢ "
om =95 [Z. + Z&]Z(") Eom
2 ¢ S¢

c) Deduccidn de las ecuaciones autoconsistentes

Sacando ahora factor comin el "bra" (é'-Ptl en la
ecuacién (37), dicha ecuacidén se transforma en la siguien-

te expresién:

,: EOm San —- ILPL>
hRH JZ jo 1 #y+ =R 1ty - 22

J . . ' ~/ .
23> S ely - TFilv> - -2_-?2’1%“>J =
J J t
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Ahora bien, si las variacionés de los spinorbi

tales son arbitrarias e independientes, se puede poner:

\ ‘Eom 'S‘Eo '44ﬁ> ‘ éEjL N
LdN 4 o [{1pt =D @9y _

J
- S’ =7k
—Folued - —s'-"?‘ Pt >= 0 (38)
9
obteniendo tantas ecuaciones como valores de i.

Recordando la definicién de Eﬁi (23) y de Ejé
(30), se puede comprobar que dichas magnitudes son nulas,
en virtud del convenio, cuando los fndices i y j son de dis
tinta paridad, ya que son integrales entre spinorbitales de
spin opuesto. Por tanto, los sumatorios en (38) deben res-

tringirse a los valores de j con la misma paridad que i.

Deshaciendo ahora el convenio encontramos dos conjun=-
tos de ecuaciones, uno asociado a los spinorbitales alfa y

el otro a los spinorbitales beta:

" / ! ' o /
A e (wo- 2) + 5kZ s e

J
~Fu > -%—F; ¥l = O (39)

y

m ky 2
- - E..-SE ( !i?k) E ek 150y -
SoL 13,54 Zom D Seof 15> + [PeD
21: 9o+ |+ S k> ) T St

S' w15 |
-_'ngl\Pk>——§Z-.F[3“\°k>= 0) (40)
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donde se han definido las siguientes magnitudes

€k = (R I T 19D E=<Te ITpl Pi)
(k1)
Eok =< O IFL 0D Eon=<FtIT21Pr)

y los operadores
m " ’
F=Hi+2 [“31 e 14>+ <9 ™ g™y -

—<9™ gt 319y e

/ o o m plm =/ nom
F,(: H,_-l-%:{(“% IE‘""“PJ‘ >+<“l’f"1ﬁ’f|‘?‘j)—

m ~1 ,alMm
=<9 R 319 ] (43)
las expresionés para los operadores Fﬂ y Fﬁ se obtienen

intercambiando los spinorbitales of por los 'Q .

B. EL OPERADOR AUTOCONSISTENTE SEMI-PROYECTADO.

En este apartado, vamos a transformar las ecuaciones
autoconsistentes del modelo Hartrge-Fock semi~proyectadas
(39) vy (40) en unas ecuaciones de pseudovalores propios. A
continuacidén, vamos a pasar estas ecuaciones en un formalis
mo de representacién, andlogamente al procedimiento de Roo-

thaan en el caso de la funcidn Hartree-Fock.
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1) Las ecuaciones de pseudovalores HPHF.

a) Transformaciones previas.

Las ecuaciones (39) y (40) contienen dos operadores
Fy F'., Asimismo estdn asociadas a dos clases de vectores
IVy ¥ [@L) . Para transformar estas ecuaciones en unas
ecuaciones de pseudovalores propios, conviene transformar
uno de los operadores, asi como eliminar una clase de vec-
tores. Ambas cosas se hardn simultaneamente. A continuacidén
nos limitaremos a las ecuaciones (39) asociadas a los spin-
orbitales alfa. En efecto, el tratamiento que vamos a se-
guir es general y puede aplicarse indiferentemente a las

ecuaciones (39) y (40).

Para ello, vamos a emplear la definicién de 54}0: dada

en (41):
EplPr>= 19 @IFLIek> = PE Flwkd  (ua)

m 1
donde se define el "pseudoproyector" P( :]W&)(‘Pd

Asimismo, vamos a transformar el operador F} que ac-
)
tua sobre los vectores I‘Pk> en un nuevo operador que

actua sobre los vectores |¥k)

Sk —! J | Vst i _ 17
Felely = 2= Fu vy = Tl O =g FuPildo
(45)
donde se define el proyector ‘P“(-:. "‘P‘k >< ‘Pl':, .

[}
Finalmente, indiquemos que los vectores !‘-Pk> pueden
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transformarse en “fk) mediante la siguiente operacién:

lesS>
Sk

Sk ] I . / | /
— (84 = [ P = — F’ v
= kz‘ k)= X f k:N(¢m1 k) = S kl k> (46)

Substituyendo las expresiones (44), (45) y (46) en

(39) se halla después de algunas transformaciones:

gg&l%)z S:[(I— Rh)?i?é]-(g’m—'s‘ao}{“"s% é)+

Sk | +S’

+ R T 19Rd (47)

L M Pt’m
donde el operador R™% < Z Se ' (48)
¢ Se

Las ecuaciones (47) ya tienen forma de ecuaciones de
pseudovalores propios, si bien el operador entre llaves no

es hermitico.
b) Simetrizacién del operador HPHF.

El término responsable de la no hermiticidad de dicho
operador (47) es el término entre corchetes. Veamos, sin
embargo, que el operador hermitico conjugado de dicho térmi
no aplicado a '(Pk)' se anula idénticamente, propiedad que

aprovechamos para simetrizar el operador HPHF.
-r
(RS 1) FL PL] 1oy = [PLFLT (RM= ) Jrewy

Teniendo en cuenta la definicidn R°® (48) se puede es

cribir

a t S P;
(RE=- 1) 19> =22y — e
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Ahora bien recordando que los orbitales son "corres-

pondientes", es decir, (Wé](pk) - se&k se comprueba

que ;

ba

(R™-1)T 10wy = 16Ky = [9k> = 0

Por tanto, el operador hermitico conjugado del térmi
no responsable de l1a no hermiticidad no actua sobre lq’k).
Consecuentemente podrd introducirse impunemente en el ope-

rador, con lo cual la ecuacidn (47) se escribe:

Zézkl‘Pc)— H JerS (49)

donde el operador H‘f‘ se define como:

HE = S [(-R 7L+ PURT0-RY]] -

-(Engml-Flem o

Las ecuaciones (49) son ahora unas ecuaciones de
pseudovalores propios y el operador H"ﬁ es hermitico. Sin
embargo, dicho operador depende del orbital sobre el cual
actia, E1 cdlculo de los vectores ¢ implica la resolu-

cién de tantas ecuaciones como vectores, los cuales no se-

rian ortogonales entre s{i.

Este problema se presenta también en el caso de la
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determinacién de los orbitales en las aproximaciones RHF
de capas abiertas ‘:87-91] y asf como el método desarrolla

do por Mayer para el modelo Hartree-Fock Proyectado [70-7?].

Mayer determina los vectores uno por uno dentro del
formalismo de representacién, lo que supone la diagonaliza-
cidn de tantas matrices como vectores. Nosotros desarrolla-
remos un procédimiento que permite la determinacién simul-
tdnea de dichos vectores de spin alfa diagonalizando una
sola matriz. La diagonalizacién de otra matriz proporciona
rd los vectores de spin beta. Con este fin nos apoyaremos
en unos traba jos desarrollados para la determinacién de
spinorbitales en la aproximacidén RHF de capas abiertas [92-
ou] .

c) Construccidén de un operador global

La ideg fundamental es construir un dnico operador Pa
ra la determinacidn de los spinorbitales alfa, y otro para
la parte beta. Este operador cumplird las siguientes condi
ciones:

a) Se descompondrd en una suma de operadores parciales:

m
HO‘: ZG‘:_‘ (51)
¢

b) La representacidén de dicho operador en el espacio

virtual no serd nula:

L@l HY RS £ 0 (52)
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Este requisito se introduce para evitar problemas de

convergencia, como veremos.

]
c) Los operadores parciales Gk deben de satisfacer
cada uno unas ecuaciones de pseudovalores propios (por lo

menos en el espacio ocupado):

GEIWD = Sl (53)

Volvamos ahora a las ecuaciones (49) y definamos los

siguientes proyectores:
BLE?L+RW

donde
‘:PL = IL?‘.'><\P‘.-' Vi) e E ocupado
(54)
Re= Zt [P > W V16> € € virtual

De la definicién de Bi se deducen las siguientes propiedades:

Bolv =8k le> sil@> e &,
’ (55)

BilweS = (@D si P B

Si multiplicamos por B;j por la izquierda las ecuaciones (49)

se comprueba que

BiH& e = s e (56)
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Ahora para preservar la hermiticidad del operador
(56) se substituye el "ket" [{;) s del primer miembro,

por sus expresiones (55) obteniendo
Bi HEBIWS = € 19D (57)

con lo cual se satisface la tercera condicidn expresada

por la ecuacidn (53):
=® £
GT” = BiH B (58)

Vamos a verificar, a continuacién, que el operador
m
o
global, H¥ = Z G;_ s asf definido, cumple la segunda
¢

condicidn (52):

(B I HY @S =2 ¢ el BHE B 9> =D CRART D

que es efectivamente diferente de cero.

Ahora para evitar definir el operadorH°< en fun
cién del espacio virtual se recurre a la relacién de cierre,
con la que el proyector Bi se escribe:

m
B.=(1->7) (59)

J#e
En estas condiciones, el operador global se escribe:

m

H =2 (1-ZRIH(1-ZR) w0

¢ J# J#<



La forma de este operador ya no depende del orbital
sobre el cual estd aplicado. En estascircunstancias,las e-
cuaciones en pseudovalores propios (49) toman la forma sen

cilla:
Hd|‘-PJ‘>=EJ'_,‘l‘~PJ> (61)

y los vectores asociados a estas ecuaciones son autométicg

mente ortogonales.

Cuando se recurre al formalismo de representacién, di
chos vectores podrdn determinarse en dos diagonalizaciones,
una para los spinorbitales alfa y otra para los spinorbita-

les beta.

2) Aplicacién del formalismo de representacién

Siguiendo a Roothaan, vamos a desarrollar los spinor-
bitales en una base de funciones conocidas, que con objeto
de simplificar las ecuaciones resultantes se toma ortonor-

mal, es decir:

m

4> = 2 <jqlxd= A (62)
3

donde K es un vector fila &: (b(l), -y D(m)) y CJ un
vector columna '
Cb]

G2

(b'::

Eim
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En estas condiciones, las ecuaciones (61) se trans-

forman en las ecuaciones matriciales siguientes:

H"(q‘_‘:.-_f_d: (63)

siendo (: la matriz de vectores que diagonaliza la matriz

ﬂﬁ“‘ y que tiene la forma:

m
Hdz Z (I*Zmﬂ?) H,;d(][ —Zm; E) (64)
L J#¢ g2
donde ]I es la matriz unidad,

ﬁ = 0::} Cj (65)

es una matriz de dimension m x m asociada al proyector P

J
y

H:‘ = XT Hidx (66)

es la matriz de dimensiédn m x m que representa al operador

HE‘ (50) en la base empleada, & son los valores propios
de la matriz HX . Estas magnitudes no tienen el significa
do preciso de energia de orbital. Si bien, pueden utilizar

se para la ordenacién de los vectores propios.

Se puede obtener otra matriz para determinar los spin

orbitales beta:

Hﬁ C' =& (67)
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i

siendo la matriz de vectores propios.

La determinacidén de los spinorbitales HPHF, alfa y be
ta, se lleva a cabo por diagonalizacidén sucesiva de las ma-
trices Hd y H‘Q s Ya que ambas matrices dependen de

los vectores C y Q:, .

El proceso entero de resolucidén se lleva a cabo de ma
nera iterativa, anf{logamente al procedimiento seguido en el

modelo UHF.

La condicidn (52) asegura la existencia de elementos
diagonales en las matrices &ﬂd y Fﬂﬁ ’ correspondieg
tes a vectores del espacio virtual, lo que garantiza la con

vergencia del proceso.

La mayorf{a de los procedimientos empleados en la determi
nacidén de los spinorbitales en los modelos Hartree-Fock res
tringidos de capas abiertas no garantizan la existencia de
dichos elementos diagonales [87-91] . Este hecho condu

ce a problemas de convergencia en el formalismo representa

cién [92-9&] .

Nosotros hemos comprobado esta misma ausencia de con
vergencia en el caso del modelo Hartree-Fock semi-proyecta-
do cuando no existian elementos diagonales para los vecto-

res del espacio virtual.

3) Expresidén de la energia HPHF

Para llevar a buen término un cdlculo autoconsistente
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es necesario calcular la energia total a cada iteracidén pa-
ra comprobar la buena marcha del proceso. A continuacién,
vamos a deducir la expresién de la energfa total HPHF, en
el formalismo de representacién. Con este fin vamos a de-
ducir 1las expresiones de las energfas parciales, Eoo y Eon’

que vamos a necesitar también para construir los operado-

res H%X y g8

Recordando la expresidén (31) para Eoo’ después de

deshacer el convenio, se encuentra:
0 =0 ] -
Eoo = ZL[_-E,;{. + &0 +-§-(‘}Ld+%éc;)] (68)

donde ?u. sy con barra, se refiere a la repulsién de un ¢

lectrén de spin beta en el campo de todos los demds.

Ahora teniendo en cuenta las definiciones de 53,;
y £% (18), y de - (20), y desarrollando los spinorbita
les, que intervienen en dichas definiciones, en una base or

togonal, se encuentra:

Eoo-ZZR { "‘—2'_"" gﬁ +Rrs)<&p)&r'ﬁ., 7(?7(5)"
aa <>Qo>(rlnf'h%>@]} +%};R;‘; {'-Fﬁ

_._IZ__ Z § [ (R°;§+IR‘;§ )qr)(rmj' I&p@ —Rtsi? XpXriny X ’@]

(69)



——

En esta expresidén 'f';g y fg son las ma-
trices de Fock correspondientes a los operadores definidos
en (42). Son idénticas a las matrices de Fock que aparecen
en el modelo Hartree-Fock no-restringido, UHF, expresiones

(46) del capitulo IV.

a 6b
Asimismo rs y Eirs son las matrices densi-
dad de primer orden, dentro del formalismo UHF. En el mode

lo HPHF son submatrices de la matriz densidad total [82] H

m
EZ?:; =::£:<:mu-<:54n
m

(70)
bb < / /
Rrs -— ‘Zcm\r Csm
m

A continuacidédn recordando la expresién (32) para Eon’

se halla después de deshacer el convenio:

Eomzsz'[s'& + :‘-'Z +—2’—_-(%’“+§icj] (71)
L

donde'gii, con barra, se refiere a la repulsién de un elec-

trén de spin beta.

ig -—)
Teniendo en cuenta las definiciones de & y ééf

(25), y de g;i (27), y desarrollando los spinorbitales en
una base ortonormal como se hizo en el caso de Eoo’ se en-

cuentra:
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E:m = S,{Zz Rai;; [<7Q> nglﬁ)-i-igRa:; (<7{P7ﬂr|f€j"l)(q)‘s) -
~<>'\v>&f'm"‘><s>@)]+§§“2§[<><?'H°i>@>+

+ 22 [R?-: £ XpAr l rzj“)'\$>§5>]} (72)

En esta dltima expresidn Rab es la matriz transpuesta

de Rba que representa el operador (48):
n I}
P¥ — < S¢

ot (73)
) ) .
ba Z CCEC}L
P} — T L

Dichas matrices son de hecho las submatrices que con-

juntamente con las submatrices (70) forman la matriz densi-

b
dad total HPHF. R>® Yy R b corresponden a las submatrices

que estdan sobre la diagonal y Rab y Rba estdn fuera de 1la

diagonal principal.



CAPITULO VII



- 141 -

CAPITULSCGC V1I

PLANTEAMTIENTO DE UN CALCULO AUTOCONSISTENTE HARTREE-FOCK

SEMIPROYECTADO.

La resolucién de las ecuaciones Hartree-Fock semi-
proyectada, en el formalismo representacién, ecuaciones
(63) y (67) del capftulo anterior, ha sido programada en
FORTRAN V para el Ordenador UNIVAC 1108 del Ministerio de

Educacidén y Ciencia.

Dicha resolucidén supone el cdlculo previo de unos e-

lementos de matriz de la forma:

% viene dado por la expresidn

donde el operador global H
(60), o en forma matricial por la expresién (64) del Cap.
VI.

Dicho operador se descompone a su vez, como puede ver
se, en una suma de productos de operadores Pi y H:, expre-

siones (54) y (50) respectivamente, o en su forma matricial,

(65) y (66) del cap. VI.

A continuacién vamos a examinar la programacién del
cdlculo de los elementos de las matrices correspondientes.
Ahora notemos que ambas matrices dependen de los orbitales

de la iteracidén anterior, es decir, dependen en definitiva
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de los orbitales de partida. Es el primer problema que va

mos a examinar a continuacidn.

A. CALCULO DE LA MATRIZ GLOBAL

1) Eleccién de los orbitales de partida

a) Eleccién de la base.

La base utilizada para representar los orbitales de
be ser suficientemente mane jable como para poder abordar
el problema considerado. Por otra parte, debe ser suficiente
mente buena como para reproducir muy aproximadamente la e-~
nergia total del sistema, de forma que podamos comprobar

la validez de las ecuaciones autoconsistentes HPHF.

Con estos condicionamientos hemos optado por limitar
este estudio a moléculas diatémicas empleando una base cons
truida con orbitales del tipo de los de Slater (STOs), cen-

trados en ambos nicleos de la molécula.

Esta eleccién se debié también a la existencia de un
programa, en la biblioteca &e programas del Laborétorio,'
para el cdlculo de integrales moleculares diatdmicas entre
orbitales de Siater. Dicho programa se conoce con el nom-
bre de DIATOM, y es catalogado con el n2 138 en el Quantum

Chemistry Program Exchange.

Como se sabe, los orbitales de Slater tienen la for-

ma general, en coordenadas esféricas:
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mel

a 2a 2 m -ar
et =L(27n"))7 et % (e0) ()

donde a es el exponente de Slater, n, 1 y m son los nimeros

m . .
cuanticos e Yl son los arménicos esféricos.

Los conjuntos de base centrados sobre cada dtomo fue-
ron, en todos los cdlculos, las bases atémicas "doble zeta",
dadas por Clementi y Roetti [95] . Se entiende por base
"doble zeta", la me jor base, construida con los orbitales
STOs por pares de electrones, y exponentes optimizados de
forma que reproducen la energfa del dtomo en el modelo
Hartree-Fock restringido. La base empleada en este trabajo,

por tanto, no contiene orbitales de polarizacién.

Finalmente la base as{ contruida fue ortonormalizada
con ayuda del método de Schmidt [79] s, dado que existia
también en el Laboratorio un programa de cdlculo a tal efec
to. Recordamos que la condicién de ortonormalidad habia si-
do introducida en la expresién del orbital, (62) del Cap.VI,
para simplificar las expresiones posteriores y en particu-

o
lar la de 1la matriz &ﬂ .
b) Eleccién de los Coeficientes.

)

La eleccién de los coeficientes HPHF, C; y C; ,
en la iteracion cero, ha sido siempre un problema muy deli-
cado [68:] . En efecto, la convergencia del proceso itera-

tivo depende esencialmente de dicha eleccién. Por otra par-
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te, el proceso variacional puede proporcionar diferentes
soluciones cuya naturaleza depende esencialmente de los or

bitales de prueba [85-86] .

Para dicha eleccién, hemos recurrido a la relacién
existente entre los orbitales naturales HPHF y los orbita-
les autoconsistentes HPHF. La expresién (40) del cap. V per

mite escribir [_82] s

&‘P‘: Q¢ ‘P; + b{ ““'t

(3)
, . .
. . ¢ )t
PL 4,(.
donde a Y L Son los orbitales naturales HPHF para la
configuracién fundamental y una excitada respectivamente.
Las magnitudes a

y b, vienen dadas por:

i i
Y A\
. _ [ 1+ScY? ,_(!-Sg)’- "
Q.,,_( - ) b =(— ()

siendo S{ = <LP;“P:‘,>

Ahora bien, apoydndonos en la aproximacién de los or
bitales moleculares alternanfes (AMO), hemos identificado
en primera aproximacidén los orbitales naturales HPHF con
los orbitales RHF, ocupados y virtuales, obtenidos en un
cdlculo previo [76]» . En estas condiciones, 4’;_ son apro
ximadamente los orbitales RHF ocupados, y HP;; los orbita-

les RHF virtuales.
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Por otra parte, hemos tenido en cuenta la equivaien
cia configuracional de la funcién HPHF, desarrollada en

el capitulo V.

Dicha equivalencia permite avanzar que sélo uno de
los coeficientes b, es claramente diferente de cero. Resul
ta que existen entonces varias posibilidades para constru-

ir los orbitales de partida HPHF.

Se ha comprobado que estas distintas posibilidades
conducen a diferentes soluciones de las ecuaciones autocon
sistentes HPHF. De la misma forma, se puede prever que la
eleccién de los orbitales virtuales ‘Pg puede conducir

a diferentes soluciones.

En este trabajo, hemos verificado las diferentes po
sibilidades, encontrandoy, como veremos, cuando el proceso
convergfa, tantas soluciones diferentes como bi’ es decir

pares de orbitales.

Para fijar el valor de bi hemos tenido en cuenta la
expresién (4). Ahora bien, dado que el recubrimiento,

Si:$ 0,9, hemos utilizado para el b, correspondiente a la

i
capa desdoblada valores del orden de 0,2,

c) Determinacién de los orbitales correspondientes

Una vez elegido un conjunto de coeficientes para re
presentar los orbitales HPHF en la base ortonormal, convie
ne recordar que dicho conjunto tiene que ser "“correspondien

te", es decir
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C. C/=8 (5)

siendo S una matriz diagonal (ver expresién (39) cap.
V). En efecto, este requerimiento sobre los orbitales ha
sido introducido a lo largo de toda la deduccién de las
ecuaciones autoconsistentes, en el cap. VI, con vista a

simplificar el formalismo.,

T .}
Normalmente, el producto C cC no serd una matriz

diagonal:

G:T(]:I:][D (6)

!
Sin embargo, se puede multiplicar C y C por sendas

matrices unitarias de forma que se cumpla (5)

ACc’'B=8 (7)

Por otro lado, si se multiplica por la derecha esta

expresién por su adjunta, se obtiene

ATTIDDTA = 3° (8)

-
ya que B es unitaria y por tanto BB =]I . Anélogameg

te se encuentra, multiplicando por la izquierda:

B DD B= 3% (9)
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1-
La diagonalizacién de las matrices P D y DD
permite el cdlculo de las matrices unitarias A\ y B
que aplicadas a c y d:' aseguran la condicién de cor-

respondencia (5).

Estas transformaciones de jan invariante a la energia
total del sistema [68]‘ . Son aplicadas en cada iteracién
de forma que los orbitales sean en cada momento correspon-
dientes. Para realizar estas operaciones se aproveché tam-
bién un programa de cdlculo existente en el Laboratorio,

l1lamado ORBCOR.

’
En estas condiciones, las matrices 'EE y H?

se escriben:

T+ '
‘P‘; = C; C P: = C; C‘:’T (10)

con lo cual estd ya planteado el cdlculo de la primera par

te de la matriz global Hd .

of
2) Ccdlculo de la matriz [HI; .

of
A la vista de la expresidn del operador F4{ (50)
o
cap. VI, el cdlculo de la matriz “‘ﬂ( puede dividirse en
tres partes. La primera consiste en el cdlculo de la com~-
ponente no simétrica de operador (50), que escribimos en
forma matricial:

.g_. [ (T-R") E 7} (11)
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as{ como el cdlculo de su transpueéta. La segunda consiste
en el cdlculo de la componente diagonal, que escribiremos

también en forma matricial:

(ELM —s'Eoo) [ﬂ-__ ¢4 )

(12)

I +S’ Si*

Finalmente , la tercera consiste en el cdlculo de la matriz

de Fock ?:;. Comencemos por esta dltima.
a) Cdlculo de la matriz de Fock '{F.‘ .

El cdlculo de la matriz de Fock no ofrece dificultad.
El procedimiento seguido fue el mismo al usado habitualmen-
te en el modelo UHF, expresidn (46) del cap. IV o (42) del

cap. VI. En el lenguaje matricial dicha matriz se escribe:

¥. =H°+%(J;-ﬂ<§)+§; Jf (11)

ya que ny = n A = n

o
En esta expresién, la matriz H°® es 1a matriz que re
Q
presenta al operador monoelectrénico l4¢ en la base emplea
da, ver ecuacién (28), cap. IV. En el caso de una molécula

diatémica, H‘i’

tiene la forma particular

2
donde V.° es el operador Laplaciano, y (za/ria) y (zb/rib)
los operadores de energfa potencial de los nicleos a y b res

pectivamente,

En estas condiciones un elemento de matriz Hgl se es
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cribe en términos de integrales de energfa cinética y poten

cial, entre orbitales de base ortonormales:
HY, = - [-'z— RIVEIXO+ Za (Xklé)&)-i-?g(’)\kl-é:))@)} (13)

m

- Asimismo, en la expresidén (11), las matrices Z Jf;‘
y ZJ—‘;@ representan los operadores de repulsién de cou?
lomb del electrén i en el campo deN}os electrones alfa y be
ta respectivamente, y las matrices Z IK; los operadores de can
Je correspondientes, ver ecuacionesg(29) del cap. 1IV. Ahora
teniendo en cuenta las definiciones de las matrices densi-
ddd, (70) del cap. VI, un elemento cualquiera de estas matri

ces se puede escribir como sumas de integrales de repulsién

entre funciones de base:

kg ™_m
( ‘7";‘) = Z;R:: <)Q<Kr' Y',;J'.')@ )%)
()" =2 2 Res O Kl
(K3 ST REGxeing'h> v

QQ bh ‘
donde las matrices densidad R ' y R pueden calcu-

-.sMa [\ 2 -mMg

!
larse a partir de las matrices PL y [P;_ correspon

dientes a la iteracién anterior dadas por (10):

m

HRQQ = ;2: E? = :%; {:Ld:z

(15)
bb =z ) “ ' '+

en virtud de (70) cap. VI.
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b) Cdlculo de la componente diagonal.

La evaluacién de la componente diagonal (12) requiere
s8lo la determinacién de magnitudes escalares, si se excep-

'
tda al proyector 'EZ

L Ya conocido (10). Se trata de los re

cubrimientos entre las partes espaciales de los spinorbita-
)

les de spin opuesto, S; = {W;/|¥() del recubrimiento entre
' m

los dos determinantes S =(=1) < DoolDmn) , asi como las

energia arciales E E
gias parci oo ¥ Eon*

El cdlculo del recubrimiento entre orbitales, se cal
cula simultdneamente con la transformacién de éstos en or-
bitales correspondientes en cada iteracién, de forma que di
cha magnitud viene dada por los elementos de la matriz

diagonal (5):

t -~ /
Si=C'¢C =d"¢ (16)

La obtencién de S’ es entonces inmediata (ver defini

cién, expresién (12) del cap. VI):
(
S :WS(Z (17)

El cdlculo de la componente E00 de la energfa se lleva
a cabo exactamente de la misma forma que en el procedimien-
to UHF habitual, ecuacién (69) cap. VI. Dicho cdlculo re-
quiere la obtencidén previa, ya descrita, de las matrices
densidad U?Qa' y G?Lb ; las matrices de Fock BEQ

y Iﬁ; asi como el cdlculo de las integrales de repul-

sién. Dado que las matrices citadas dependen de los coefi-
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cientes (l y Q:i , €1 cdlculo de E . Se repite en ca-

da iteracién.

La determinacidén de E p® €N cambio, es un poco mds di
ficultosa, ya que exige, ademds del recubrimiento S y de las
integrales de repulsién la evaluacién previa de unos nuevos
operadores de acoplamiento (73), cap. VI, cuya forma matri-

cial es: .
ab Zm Cc; ¢t

m [] -f
R*.>cd
hanand - e—
(8 5(,
Como puede verificarse, estas matrices no son simétrl

(18)

cas, siendo la segunda la adjunta de la primera.

La evaluacidn de estos operadores y por tanto la de

E , se repite también en cada iteracidén.

on
c) Cdlculo de la componente no-simétrica
El cdlculo de la componente no simétrica de la matriz
of
&ﬂ; no ofrece tampoco dificultad, si no fuera por la ma-

/
matriz. no simétrica 1F; s Ya que la determinacién de los de
] { La.
mds factores S¢, S ﬁ y R fue ya estudiada. Dichos
7
factores se evaluan a partir de los coeficientes (:L y «:i

de la iteracidén anterior.

J
La expresidn del operador correspondiente ?Z, , da~-
da en (63) cap. VI, permite poner, por analogfa con la (11)

e
qu pu

Fl= W+ 2 (TG-KY)+ 2 TfF oo
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donde las matrices Z_:D- Z Jﬁ representan igualmen
te los operadores de repulsién de Coulomb y la matriz :Z:ﬂ<?

ki

el operador de canje.

Ahora bien, en la construccién de dichos operadores in
tervienen, a la izquierda orbitales sin tilde, y a la dere-
cha orbitales con tilde, en el caso de spinorbitales o .
el caso de spinorbitales beta es la regla contraria. Tenien
do en cuenta las definiciones de las matrices de densidad
cruzadas (18) resulta que un elemento cualquiera de dichas
matrices puede escribirse como sumas de integrales de repul

sién entre funciones de base:

2(TY)= 22 R Gl e

r S

i ( [K"‘ : ZZ Rrs {xXe 11X s XD

Como puede verse, a la vista de las expresiones ante-

Z(JI'Q ) = > Rfi}‘o(;:(rm,-m%)

rioeres, la falta de simetrfa de la matriz E:z se debe
exclusivamente al término de canje, ya que la matriz ﬂz no
es simétrica, siendo la suma de las matrices de coulomb si-

métrica.
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B. REALIZACION DEL PROGRAMA DE CALCULO

1) Programacidén de los pasos previos

Para programar la resolucidén de las ecuaciones HPHF
(63) y (67) del capftulo VI, se ha transformado un progra-
ma, para el cdlculo de spinorbitales UHF atémicos, ya exis
tente en el Laboratorio. En efecto, muchas de las operacio

nes son comunes a ambos procedimientos.

El primer paso fue acoplar la subrutina DIATOM n2 138
del QCPE, para el cdlculo de las integrales a uno y dos cen
tros entre orbitales de Slafer. Para esta operacién se si-
guié la técnica empleada ya, para la colocacién de las in-

tegrales, en programas RHF y HPHF anteriores ['79] .

El programa UHF preveia ya la ortonormalizacidén de 1la
base, empleando una subrutina SCHMID, que recurre como su
nombre lo indica a un procedimiento de ortonormalizacién de
Schmidt. Este procedimiento, si bien es adecuado para la
ortonormalizacién de orbitales atémicos, no lo es tanto pa-
ra el tratamiento de orbitales moleculares, ya que destruye
la simetrfa de dichos orbitales, perdiendo éstos todo el
significado fisico . Para remediar este inconveniente, se
preve en el final del programa la reconstruccién de los or

bitales moleculares en términos de la base de Slater.

Asimismo el programa UHF recalcula todas las integra-

les en la nueva base ortonormal fuera del ciclo iterativo.

Por otra parte, ortonormaliza también con la misma subrutina
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los orbitales de partida, lo que permite arrancar el célcg
lo con unos orbitales estimados con una calculadora de me-

sa.

Finalmente se acoplé la subrutina ORBCOR para trans-
formar los orbitales de partida, ocupados, en "orbitales
correspondientes®" segin se describe en el apartado antérior
A.-1)-c). Dicha subrutina habfa sido empleado ya para el
cdlculo de los orbitales HPHF en el procedimiento basado en

el Teorema de Brillouin [78-79] .

Esta transformaciédn se realizard en cada una de las

iteraciones.

2) Programacidn de la resolucidn de las ecuaciones HPHF

Una vez programado el cdlculo de las integrales mole
culares, as{ como €1 de los "orbitales correspondientes",
se inserté en el ciclo iterativo del programa UHF la resolu

cién propiamente dicha de las ecuaciones HPHF.

Con este fin, se programé, a partir de los coeficien-
tes correspondientes al espacio ocupado el cdlculo de las
matrices densidad parciales E?aa) E?Eb‘, E{“Ly ﬂeba',
segin se describe en el apartado anterior, asi como el del pa

rdmetro S°’.

A continuacidn, y a partir de estas matrices densidad;

se programé el cdlculo de las contribuciones, E y &

Y Eon

o0

la energfa total E" de la iteracién n.
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Seguidamente se programé el cdfculo de las matrices
HE » HE .
finalmente se procedié al cdlculo de las matrices glo
bales Ha‘ y Hﬁ s ¥ su diagonalizacién suces‘iva

con ayuda del método de Jacobi, recurriendo a una subrutina

estandard del Laboratorio, llamada JACF.

Procediendo de esta forma, se obtienen dos conjuntos
de valores propios y de coeficientes, C y d:l s corres
pondientes a unos apinorbitales alfa y beta, respectivamente,
en la iteracién ( n 4+ 1), los cuales podrfan servir para ini

ciar una nueva iteracién.

Ahora bien, en la eleccién de los spinorbitales de par
tida se ha recurrido implfcitamente a un cierto principio de
construccién (aufbau), asociando, como es habitual en el ca-
so de un estado fundamental, un electrén a cada uno de los
spinorbitales mds ba jos. Estos spinorbitales definen el es-
pacio ocupado. Para dicha clasificacidén el criterio habitual

es la energfa del spinorbital.

Para respetar dicho principio de construccién se ha
previsto una ordenacién de menor a mayor de los spinorbita-
les en funcién del valor propio &k vy Ek . En el caso
del modelo HPHF, sin embargo, el valor propio, &5 , no es
la energfa del orbital, sino una magnitud, con dimensién de
energfa, condicionada con la anulacién de la variacién pri-

mera de la energia.
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Por otra parte, en el modelo HPHF, existe ademds otro
condicionamiento que acopla las dos ordenaciones de spinor-
bitales alfa y beta. Se trata de la condicidén de correspon-
dencia, impuesta a los orbitales por comodidad. Esfa condi-
cién debe conservarse de forma que en el programa ambas or-

denaciones no son independientes.

3) Programacién relacionada con el problema de la convergen-

cia.

Para interumpir el proceso iterativo se inserté un cri
terio sobre el valor de la energfa total en dos iteraciones
sucesivas, tal que la diferencia‘entre ambas fuese menor que

un cierto valor umbral dado.

Habitualmente el proceso convergfa de forma monétona.
Sin embargo, también se observaron fenémenos de oscilaciones.
Para remediar esta dificultad se recurrié a un procedimiento

para forzar la convergencia [96-97] .

Dicho procedimiento consiste en una multiplicacién por
o

la izquierda y por la derecha de las matrices globales ﬂrﬂ
y &ﬂ y antes de la diagonalizacién, por las matrices Q: y

'
C respectivamente, de la misma iteracién.
+ 4
C' H™ C = D« (21)

De esta forma se obtiene, cerca de la autoconsistencia, unas

matrices cuasi-diagonales. En este punto, el procedimiento



- 157 =

consiste en sumar una cantidad arbitraria a los elementos

diagonales del espacio virtual.

El proceso iterativo se completa entonces por la dia-

gonalizacidén de ambas matrices cuasi-diagonales:

! /
VH (CTH*C)V =V D,V (z2)
Los nuevos vectores se obtienen multiplicando d: pof1&7 .

Se programé esta modificacién, encontrando una me jor

convergencia.

En el organigrama adjunto se observan todos los pasos

seguidos.
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CAPITULO VIII

RESULTADOS Y DISCUSIONES

A. RESULTADOS

1) Verificacién de las ecuaciones HPHF

Para comprobar la validez del método desérito en es~
ta Memoria para la determinacién de la funcién Hartree-Fock
semiproyectada, era conveniente reproducir cdlculos ya exis
tentes, llevados a cabo con otro procedimiento. Dicho proce
dimiento era el desarrollado por este Laboratorio, basado
en el Teorema generalizado de Brillouin. Solo puede aplicar
se a sistemas de 4 electrones y estd ampliamente descrito

en el cap. V.

Con este fin, se ha recalculado las funciones HPHF,
para los estados fundamentales de los sistemas atémicos Be,
Bty c*t , asf como de 1a molécula de LiH en su posicién de

equilibrio, utilizando las mismas bases construidas con

L sTOs.

En la Tabla I, se dan los valores de la energfa total,
encontrados con el procedimiento descrito en esta Memoria,
conjuntamente con los valores correspondientes hallados en
el formalismo de Brillouin [68-69] . Asimismo se dan los
valores calculados, en las mismﬁs condiciones, en el modelo

RHF utilizando el procedimiento de Roothaan.
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Tabla I. Valores de la energfa en u.a., calculados en los

modelos HPHF y RHF, utilizando varios procedimientos de ob

tenci&n.
Modelo HPHF Modelo RHF
Sistema Brillouin Presente Memoria Roothaan
Be -14,5856 -14,5853 -14,5721
B*¥ -24,2495 -24,2493 -24,2364
ct++ -36,4200 -36,4199 -36,4071
LiH 7,98361 -7,98347 -7,96961

Como puede verse, los valores de la energfa HPHF coin
ciden hasta la cuarta cifra decimal, en todos los casos, es
decir, las diferencias ;bsolutas son del orden de 10‘“ u.a.
y las relativas de 10-6. Estas diferenéias pueden achacar-
se a errores de tipo numérico, dadas las profundas diferen

cias existentes entre ambos procedimientos de obtencién,

subrayando que el cdlculo se realizd en simple precisién.

Como se observa, estas diferencias son despreciables
frente a la ganancia de energfa encontrada en el modelo

HPHF frente a los resultados obtenidos en el modelo RHF.

Con el presente procedimiento, y en el caso de estos
sistemas de 4 electrones, el tiempo de cdlculo necesario

para alcanzar la autoconsistencia resulté ser aproximadamen
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te la mitad del empleado con el procedimiento basado en el

formalismo de Brillouin [68] .

2) Determinacidn del estado fundamental del Li2

Una vez comprobada la validez del método, se abordé
la determinacién de la funcidén HPHF correspondiente al es
tado fundamental de la moldcula de Liz. Dado que dicho mé-
todo describe bien la disociacién molecular, era légico cal
cular la curva de energfa potencial de la citada molécula.
Por ello, se realizaron los cidlculos, con la misma base,

a las distancias interatémicas siguientes 4,0; 4,5 ; 5,0;

5,13 5,53 6,03 7,03 8,0; 9,0 y 10,0 u.a.

Como se dijo en el capitulo VII, se iniciaron los cdl
culos con distintos tipos de orbitales de partida, verifi-
cdndose que el proceso convergfa hacia 3 soluciones dife-
rentes. Se calcularon las curvas de energfa potencial corres

pondientes a estas tres soluciones.

Se completé el cdlculo, con la determinacién de las
curvas correspondientes en los modelos RHF y UHF, utilizan

do la misma base.
a) Comparacién entre resultados HPHF, UHF y RHF

En la Tabla II, se dan los valores mds bajos de la
energfa encontrados en los modelos HPHF, UHF y RHF. Como
puede verse, los valores HPHF son sensiblemente mds ba jos

que los valores UHF y RHF, si bien los segundos convergen

hacia los primeros a medida que crece la distancia internu
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clear. En efecto, como se sabe, ambos modelos predicen
correctamente la disociacién molecular, en £tomos neutros,

mientras que el RHF predice una disociacién en iones,

Tabla I1. Valores mds bajos de la energia, en u.a., encontra
dos en los modelos HPHF, UHF y RHF para el estado fundamen-
tal de la molécula de Li, en funcién de la separacién inter

nuclear en u.a.

. Energfa en u.a.

R en u.a. HPHF n¢ 1 UHF RHF
4,0 -14,85284 -14,84245 -14,84155
4,5 -14,86693 -14,85642 -14,85482
5,0 -14,87414 -14,86371 -14,86071
5,1 -14,87498 -14,86461 -14,86122
545 -14,87689 -14,86692 -14,86160
6,0 -14,87698 -14,86787 -14,85925
7,0 -14,87358 -14,86706 -14,84927
8,0 -14,86939 -14,86553 -14,83651
9,0 -14,86613 -14,86417 -14,82353

10,0 -14,86381 -14,86292 -14,81147
o0 -14,86266 —— ——

Parece importante destacar aqufi que el modelo UHF pro-

porciona valores mds bajos que el modelo RHF, para cualquier
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distancia internuclear, es decir, se puede afirmar que las
soluciones del modelo RHF sén inestables frente a un desdo
blamiento de las capas, incluso en la configuracién de equi

librio.

Es la primera vez que se encuentra una inestabilidad
del modelo RHF en un sistema molecular real de capas comple
tas. Hasta la fecha, todos los ejemplos de la literatura
cientifica se refieren a sistemas moleculares fuera de su

geometria de equilibrio.

En la figura 1., se representan estos resultados gréd-
ficamente, comprobdndose que las curvas RHF y UHF no llegan
a confundirse en la zona del equilibrio. Asimismo la curva

HPHF estd siempre por debajo de las otras dos.

Las funciones de onda correspondientes a los modelos
HPHF y UHF presentan una de sus capas desdobladas, como lo
preve la teorfa, ver cap. V. En ambos casos, es la capa ex-
terna la desdoblada ver tabla V, y dicho desdoblamiento au-
menta con la distancia internuclear. En el modelo HPHF, sin

embargo, el desdoblamiento es mucho mf&s pronunciado.

Estos resultados vienen refle jados en la Tabla III, en
la cual se dan los productos de los recubrimientos al cuadra
do, S’, dado por la expresién (13) del cap. VI, en funcién
de la distancia internuclear, para los tres modelos. En el
caso del modelo RHF, dicho recubrimiento vale evidentemente
uno a cualquier distancia, debido a la restriccidén de doble

ocupacién.
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Tabla III. Producto de los recubrimientos al cuadrado, S’,
en funcidén de la distancia interatémica, R, en u.a., encon
trados en los distintos modelos en estudio, para las solu-

ciones mds ba jas.

R en u.a. HPHF n® 1| UHF RHF
b,o 0,32449 0,72458 1,0
4,5 0,30401 0,67766 1,0
5,0 0,27453 0,5850L 1,0
541 0,26781 0,56359 1,0
5,5 0,23874 0,48375 1,0
6,0 0,19931 0,37653 1,0
7,0 0,12424 0,20988 1,0
8,0 0,06725 0,10711 1,0
9,0 0,03247 0,05143 1,0

10,0 0,01446 0,02419 1,0
oo 0,0 0,0 1,0

b) Otras soluciones HPHF,

Para encontrar la solucién HPHF mds ba ja de la molécg
la de L12 se inicié el ciclo iterativo con un conjunto de
orbitales, ver ecuacién (3) cap. VII, de los cuales sélo el

par exterior 20’5 estaba desdoblado.

Para hallar las otras posibles soluciones se partié

de las otras dos posibilidades, es decir, desdoblando los
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orbitales ,Gi y lUL respectivamente. Se encontraron dos
nuevas soluciones, l1lamadas en esta Memoria, soluciones

n? 2 y 3. Una vez establecida la existencia de éstas dos
soluciones, se calcularon, en las mismas condiciones, las

dos curvas de energfa potencial correspondientes.

Tabla IV. Valores de la energfia, en u.a., encontrados con di

ferentes juegos de orbitales de partida, en el modelo HPHF.

Energia
solucion solucion solucién
R en u.a.
ne 1 nhe 2 n2 3

k,o ~-14,852844 ~14,854194 ~14,854192

4,5 -14,866935 -14,867457 -14,867456

5,0 -14,874141% -14,873332 -14,873332

561 ~14,874979 -14,873842 -14,873842

595 -14,876889 ~14,874203 ~-14,874204

6,0 -14,876977 -14,871827 -14,871829

7,0 ~14,873577 -14,861799 ~14,861807

8,0 -14,869388 -14,848972 -14,848993

9,0 -14,866127 -14,835935 ~-14,835969
10,0 -14,863808 -14,823825 -14,823873
oo -14,862656 ——— ~14,754763

En la Tabla IV, se dan los valores de la energia HPHF

para las tres soluciones encontrados en funcién de la distan
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cia internuclear. Como puede verse, la solucién n2 1 es e-
fectivamente la mds ba ja para toda distancia, excepto a dis

tancias muy cortas, R £4,5 u.a.

Las energias correspondientes a las soluciones n2 2 y
3, crecen al igual que las energfas RHF, como puede verse
también en la figura 2. Ambas soluciones poseen prdctica-
mente la misma energfa, y no se distinguen a la escala de

dicha figura.

Tabla V. Recubrimientos entre orbitales de una misma capa
correspondientes al estado fundamental del Liz, calculados

en la configuracién de equilibrio, en distintos modelos.

Modelos <[073,m-§) (‘@,loﬁ) (20_3'20-3>,
RHF 1,0 1,0 1,0

UHF 0,999995 0,999990 0,750739
HPHF ne 1 0,999989 0,99998 13 0,517517%
HPHF ng 2 1,0 0,93088 ¢ 0,999984
HPHF n® 3 0,93081g 1,0 0,999985

En la Tabla V, se dan los recubrimientos entre los
"orbitales correspondiontes"de una misma capa, obtenidos a
la distancia de equilibrio en el caso de las tres solucio-

nes HPHF.
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Se comprueba que dichas soluciones presentan efecti-
vamente una sola capa desdoblada, siendo ésta diferente en

cada una de las soluciones.

La solucién n2 1 presenta, en la posicidén de equili=-
brio, un desdoblamiento mds pronunciado que el de las solu
ciones 2 y 3. Dicho desdoblamiento ademds crece con la dis

tancia internuclear, mientras que permanece constante €1 de

las otras dos soluciones.

3) Determinacién de magnitudes Moleculares

Una vez verificada la validez del método descrito en
esta Memoria, desde el punto de vista energético, se deter-
minaron a partir de los cdlculos anteriores algunas propie-

dades moleculares.
a) Distancia de equilibrio y constante de fuerza

Lo mds inmediato era comprobar la distancia de equili

brio, Re’ ési como la constante de fuerza, ké, del Li_, en

2
su estado fundamental.

Con este fin, y para cada una de las curvas anteriores
se ajustaron los valores de la energfa, entre 4,5 u.a. y
9 u.a., a unos polinomios de 32 42 y 52 grado. Los me jores
resultados se encontraron con polinomios de 42 grado, con e

rrores estdéndard de 10% en 1a energfa.

En la Tabla VI se dan los valores encontrados para la
distancia de equilibrio, constante de fuerza y energia en

el equilibrio, en los diferentes modelos y soluciones. Asi
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mismo, se dan lo0s valores experimentales [98] . .

Tabla VI. Distancia de equilibrio, Re, constantes de fuerza,
K, s energfia en el mfnimo, Em y energia de disociacién Egs P2
ra el estado fundamental del L12 evaluados en distintos mo-

delos.

Método R, (u.a.) |k, mdin/f E, (uv.a.)| E; (u.a.)
RHF 5,389 0,2196 |-14,861727 0,397
UHF 6,138 00,0712 -14,868196 0,005
HPﬂF n2 2 54393 0,2335 -14,874497 0,119
HPHF n? 1 5,759 0,1103 -14,877175 0,016
Exp. 5,049 0,2552 | -14,9944 0,030

Las soluciones que proporcionan los valores mds
acordes con la experiencia son las RHF y HPHF n2 2, en cuan
" to a la distancia de equilibrio, y la HPHF n2 2 para la cons
tante de fuerza. E1 modelo UHF, en cambio proporciona los

valores menos stisfactorios para ambas magnitudes.

Con respecto a la energfa minima de estas.curvas, es
la solucién n2 1 que conduce al me jor valor. En este modelo
la ganancia de energfa con respecto al valor RHF es de un 12%
de energia de correlacién. Este resultado se debe al hecho
de que el modelo HPHF introduce correlacién sélo entre un

par de electrones.,



- 168 -

En la misma Tabla, se presentdn los valores de la e~
nergfa de disociacién calculados en los diferentes modelos
y soluciones, a partir de las diferencias entre el minimo
de la curva y el valor de la energfa a R =00 ., Asimismo,

se da el valor experimental.

La solucién que proporciona el valor mds acorde con
el experimental es la solucién HPHF n? 1, es decir, un 55%
del valor experimental. Las soluciones RHF y HPHF n@ 1, con
ducen a valores muy exagerados, mientras que el modelo UHF
conduce a un valor demasiado bajo, 17% del valor experimen

tal.

b) Valor medio de §2.

Otra propiedad importante de la funcién de onda que

puede influir sobre el cdlculo de magnitudes moleculares,

es la pureza de spin.

Con este fin hemos calculado el valor medio del opera
dor §2 en los diferentes modelos, recurriendo a las expre-
siones (43) del cap. V. para el modelo HPHF, y de [39]

para el modelo UHF.

En la Tabla VII, se dan los valores medios de 52, en
funcién de la distancia internuclear, para las distintas so
luciones. Se encuentran en el caso del modelo HPHF, valores
muy pequeiios del orden de 10'5. Se puede concluir pues gque
las soluciones HPHF para el estado fundamental de L12 son

también prdcticamente unas funciones puras de spin. Se pue



de calcular fdcilmente que el peso de la componente quintu

plete es del orden 10~

6

Tabla VII. Valores medios del operador éz, a tres distancias

internucleares, obtenidos con las distintas soluciones para

el estado fundamental del Li._.

2

Valor medio de 52.

R (u.a.)| RHF UHF HPHF n@ 1 HPHF n22 y 3
b5 0,0 0,32 8,35.10"° 4,8.10"°
5,1 0,0 0,4l 7,89.10™° L;,?.lo"6

10,0 0,0 0,98 7,12.107° 14,9.10"6

2

En el caso de la solucién n2 1, el valor medio de S

es ligeramente mayor que los valores correspondientes a las

soluciones n2 2 y 3,

ternuclear.

si bien disminuye con la distancia in-

En la misma Tabla, se dan también los valores medios

de Szcalculados en los modelos UHF y RHF. En este tltimo ca

so, dichos valores son evidentemente nulos, en el modelo UHF

en cambio,

nacidn triplete.

se encuentran valores altos debidos a la contami-
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B. DISCUSIONES

1) Validez de las Ecuaciones HPHF

Utilizando el procedimiento descrito en esta Memoria
hemos podido verificar que dicho método proporciona, dentro
de un cierto margen de error, los mismos valores de la ener

gfa que el procedimiento basado en el teorema de Brillouin.
a) Eficiencia

Las venta jas del nuevo procedimiento estriban en la
velocidad de cdlculo asf como en la posibilidad de aplicar

lo0 a sistemas con un nimero indeterminado de electrones.

Por ejemplo, un cdlculo HPHF limitado a un sistema de
b electrones, construido con 4, 6 8 8 funciones de base, tar
da 4 min., 30 min. 6 2 h. respectivamente, con el método an
tiguo, sobre el UNIVAC 1108. En cambio, con el nuevo proce-
dimiento un cdlculo similar de un sistema de 6 electrones,
construido con 8 funciones de base, emplea sélo 30 min. so
bre la misma mdquina. Como regla general se puede afirmar
que el nuevo procedimiento HPHF tarda un poco mds del doble

que el método RHF de Roothaan.

Cabe discutir aquf, sin embargo, los recursos utili-
zados para deducir las ecuaciones HPHF, comparando nuestras
ecuaciones con otras propuestas recientemente por otros au-

tores [83 - 8?} .
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b) Puntualizaciones

En la deducién de las ecuaciones HPHF hemos recurrido
a la relacién de correspondencia entre spinorbitales de spin
opuesto para construir la funcién de onda HPHF. Como se sabe,
dicha relacidn no es ninguna restriccién en el caso del mode
lo HPHF, sin embargo, acopla intimamente los spinorbitales
de una misma capa. Resulta que cualquier alteracién en la
distribucidén de los spinorbitales alfa implica la misma alte

racién en el conjunto de los spinorbitales beta.

Se ha observado que si este acoplamiento no se respe-
ta, a 1o largo de las iteraciones el cdlculo HPHF se ve abo

cado irremisiblemente en una solucién UHF.

En efecto, el operador H: puede escribirse como el
operador F, , del modelo UHF, mds una cierta modificacién
proporcional al recubrimiento, S, entre los dos determinan-
tes, ecuacidén (50) cap. VI. Al anularse el recubrimiento en

tre dos spinorbitales de una misma capa, se anula automdtica

«

mente S y con ello Hi

se transforma en F«< .

Este condicion: 1iento no parece haberse respetado en
ios cdlculos HPHF presentados en [83,8&] s 1lo que expli-

carfa algunos resultados.

Para clasificar los spinorbitales HPHF se ha recurri-
&
do a los valores propios de las matrices H y Hﬂ .
Dichos valores propios han perdido su significacién habitual

de energia de orbital. Ahora bien, si enfocamos al operador
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Hz como un operador de Fock UHF mds una modificacién, los
d

valores propios de H1 pueden interpretarse como una ener

gfa de orbital modificada dentro del formalismo UHF.

En la Tabla VIII se dan dichos valores propios para
la solucién HPHF n2 1, junto con los correspondientes valo
res propios de los modelos UHF y RHF calculados en la con-
figuracién de equilibrio del Li,.

Tabla VIII. Valores propios correspondientes a los tres pa

res de niveles mds bajos, encontrados en la determinacién
del estado fundamental de la molécula de Li,, en la confi
guracidén de eQuilibrio, en los tres modelos RHF, UHF y HPHF

(solucién ne 1).

Modelos Valores propios en u.a.
RHF -2,47085 -2,47026 -0,18535
-2,48167 -2,46792 -0,20058
UHF
-2,48130 -2,46831 -0,20067
-2,48339 -2,46493 -0,20553
HPHF n2 1
-2,48367 -2,46493 -0,20542
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Como puede observarse, los valores encontrados en los
tres modelos son muy parecidos, especialmente los UHF y
HPHF. Se puede afirmar por tanto que estas magnitudes pue=-
den utilizarse para la ordenaci6ﬁ de los orbitales, con 1la
condicidén de respetar el apareamiento de los orbitales de

spin opuesto.

De todo 10 anterior, se desprende finalmente que los
orbitales, en el modelo HPHF, estdn menos individualizados
que en los modelos habituales RHF y UHF. Esta particulari-
dad en definitiva no permite definir una energfa de orbital

HPHF.

2) Discusiones de los resultados para el estado fundamental

del Liz.
a) E1 problema de la multiplicidad de soluciones

En el apartado anterior se han encontrado tres solucio
nes HPHF de las cuales, dos presentan una de sus capas inter
nas desdoblada, mientras que la tercera presenta la capa ex-

terna abierta.

E1l problema de la multiplicidad de soluciones, en el
modelo HPHF, ya ha sido expuesto y analizado por este Labo-

ratorio en [82] ’ [85-86} , ver cap. V.

En dichas publicaciones, se prevefan tantas solucio-
nes como capas. Los resultados expuestos en esta Memoria
han confirmado esta prediccidén tedrica. Hemos encontrado

en el caso del estado fundamental de la molécula de L12 tres
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soluciones diferentes, si bien dos de ellas tienen una e-

nergfa muy parecida.

Se trata a todas luces de dos soluciones distintas
por el comportamiento ligeramente diferente de la energfa
de ambas en funcién de la distancia internuclear, ver Ta-

bla IV.

No se encontraron més soluciones a pesar de haberlas

buscado sistemdticamente como se describe en el cap. VII.

La exisfencia de varias soluciones puede parecer un
inconveniente a la hora de aplicar el modelo HPHF. En esta
Memoria, sin embargo, se describe un método sistemdtico de
obtencién para cualquiera de ellas ver cap. VII. Dicho pro
blema se reduce a la eleccidén . en la configuracidn

méds conveniente para las magnitudes a determinar.
b) Comparaciones entre las tres soluciones HPHF

Si examinamos el comportamiento de las dos primeras
soluciones n2 2 y 3, frente a la distancia internuclear, ve
mos que el hdbito de la curva de energfa potencial corres-
pondiente sigue paralelamente la curva RHF. Por otra parte,
ambas soluciones proporcionan un buen valor para la distan
cia de equilibrio y la constante de fuerza, ver tabla VI.
Este resultado era de esperar, en efecto, una mayor elasti
cidad de las capas internas parece describir me jor las in-
teracciones de cardcter repulsivo que dominan a cortas dis-

tanclas.
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En cambio, si examinamos el comportamiento de la sol.
n?2 1 frente a las distancia internuclear, se observa que el
hdbito de la curva de energia sigue mds bien €1 de la curva
UHF. Ambas soluciones HPHF y UHF presentan la capa externa
desdoblada. Por otra parte, proporcionan me jores valores pa
ra la energfa de disociacién, ver tabla VI, Este resultado
se debe, en este caso, a la mayor elasticidad de la capa
externa que permite describir mds adecuadamente la ruptura

del enlace en dtomos neutros a larga distancia.
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RESUMEN Y CONCLUSIONES

A. RESUMEN

1) Se sienta a grandes rasgos el cdlculo variacional
para la determinacién de funciones de onda aproximadas, con
vista a la obtencidén de un nuevo procedimiento para la de~
terminacién de los spinorbitales Hartree~Fock semi-proyec-

tados (HPHF).

2) Se hace una revisién, dentro del marco del Campo
Central, de las aproximaciones de Hartree y Hartree-Fock

deduciendo variacionalmente las ecuaciones.

3) Se pasa revista a la aproximacién de Born-Oppen-
heimer con vista a la determinacién de curvas de energfa po
tencial nuclear calculadas a partir de funciones de onda e-

lectrénicas.

Lb) Se describe el procedimiento de obtencién de las
ecuaciones de Roothaan tanto dentro del modelo Hartree-Foék

restringido (RHF), como no restringido (UHF).

5) Se pasa revista a los modelos Hartree-Fock proyec
tado y semi-proyectado, analizando la funcién HPHF as{ como
el procedimiento de obtencidén anterior basado en el Teorema
de Brillouin, cuya comple jidad no permitfa abordar sistemas

de mds de 4 electrones.

6) Se plantea y deduce un nuevo procedimiento para la
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determinacidén de los spinorbitales HPHF basado en la reso-
lucidén de unas ecuaciones de pseudovalores propios, en el
formalismo representacién, sin limitacién en el nimero de

electrones ni en el ndimero de funciones de base empleadas.

7) Se plantea la realizacién prdctica de un cdlculo
~de los orbitales HPHF en el caso de una molécula diatémi-
ca, y se programa dicho cdlculo para un Ordenador UNIVAC

1108,

8) Se calculan las curvas de energfa potencial co

rrespondientes al estado fundamental del Li en los mode

2’
los RHF, UHF y HPHF. A partir de estos resultados se deter
minan valores para la distancia de equilibrio, la constan

te de fuerza y energfa de disociacién.

B. CONCLUSIONES

9) Se verifica que las ecuaciones de pseudovalores
propios HPHF propuestas en esta Memoria convergen hacia
unos valores de la energfa iguales (dentro de un cierto mar
gen de error de tipo numérico) a los obtenidos en el forma-
lismo anterior basado en el Teorema de Brillouin, concluyen
do que dichas ecuaciones son vdlidas para la determinacidén

de los spinorbitales HPHF.

10) Se comprueba que los tiempos de cdlculo emplea-
dos para la determinacién de los spinorbitales HPHF, se re-

ducen sensiblemente con el nuevo procedimiento, siendo com-
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parables a los utilizados en el procedimiento habitual RHF

de Roothaan.

11) Por otra parte dada su relativa sencillez, el nue
vo procedimiento permite abordar el cdlculo de sistemas de
mds de cuatro electrones lo que posibilita generalizar la
aplicabilidad del modelo HPHF. Por tanto, se concluye que
dicho procedimiento puede ser competitivo con el procedi-
miento habitual RHF de Roothaan, sin tener sus inconvenien-

tes.

12) Se subraya la existencia de un cierto acoplamien
to entre los spinorbitales pertenecientes a una misma capa,
en el modelo HPHF. Dicho acoplamiento condiciona todo el cdl

culo y no permite definir una energfa de orbital.

13) Se comprueba que el modelo Hartree-Fock semi-pro
yectado proporciona, en el caso de la molécula de Liz, ﬁni
camente tres soluciones diferentes, correspondientes todas
al estado fundamental, pero presentando un dcoplamiento di-
ferente entre los pares de orbitales. Se confirman as{ las
predicciones tedricas que prevefan un ndmero de soluciones

iguales al nimero de pares de electrones.

14) Dado que la naturaleza de las varias soluciones
viene condicionada por la eleccién de los orbitales de par
tida, se concluye que la existencia de una pluralidad de so
luciones para un mismo estado, no resulta ninguna traba a la

hora de aplicar el modelo HPHF.
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15) Finalmente, a la vista de los resultados, se con
cluye que la bondad de una solucién u otra depende de la
magnitud molecular que se pretende calcular, siendo mds ade
cuada para describir la disociacién molecular, la solucién

con la capa externa desdoblada.

appe
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