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Podriamos considerar que hay un campo previo,
natural, que es la aritmetica, el campo primero. El Algebra
seria un medio de hablar de la aritmética, de hablar de
cosats aritméticas que pedirian un contrato didactico un poca

especial con los alumnos.
Este es un punto de vista meta-aritmético.

{Guy Brousseau)
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I. INTRODUCCION: APRDXIMACION AL PRUOUBLEIWA

La= dificultades encontradss por los alumnos  en
2] aprendizaje de las Matemdticas han movido a los profe-
zores frecuentemente a8 modificar sus clases, perc a pesar de
ello, la inadecuada aprepiacidn de los conocimientos matemd-
ticoes ha continuado siendo un motivo de  preccupacisdn  para
znsefantes e investigadores en Didéctica. De este modo los
11timos guince afips han productido investigacichnes importan-
tee  =sabre el aprendizaje y la ensefanca de las Matematicas

2n gondrsl v sobre )1 Algebras en particwlar,

En la escucla francesa de Didéctica de las Mate-
maiticze  teoromos nombros tan prestigicses como 3. Brousseau
ern Purdeoos, R. Dovady y M. Artigue en Farie, Y. Chevallard

om Mresells v tantos otros.

En la parvecla inglesmal Y. Hurt, L. Booth con el
programa CeMs  (Conecepts in  Zecondary Mathematics and
Scicrecody  zeguideo del BESM (Eirategies and Errors in Secons

dary Mathematics)

Ea la escuela italiara! F. Boers, E. Castel-

ruovo, M. Farra, L. Grugnetti, M. Fellerey.

En la escuela holandesa: H. Freuvdenthal, J. de
Lange.

En la escuela cahadiense:r C. Gaulin, . Kieran,



C. Janvier.

U comg A. Sierpinshka en la escuela polsca.

Y profesores ya dezaparecidos gue figuraran en
la historia de 1la Didaéactica de las Matemaéticas como C.
Gattegno, W. Servai s, A.Z. ¥rygowska, sunto con les
eapanoles: Rey Fastor (Lo. 1888 - 1962 Arg.? y Fulg Adam (.
19200 - 17460 M.}! pioneros en sentir 1oz problemas  derivados
de la opgeranra de las Matematicas y en buscar las

soluciones mis adecuvadas.

Fn cuanto a mi personal interés en le Didactica
pedria decir gue de la inocente ambicidn de "enselar matoma-

ticaz” he derivedo a la mas compleja intencidn de "ayudar a

facer matemdticss" a 1os alumhos, cen el consiguiente casbie
didacticn gue swupone pasar dof “"enaefrar el profesor’  a

"aprender el alumno”.

D esta mamera, nhe pasedo también de intentar
mejorar mioexposicidn a los alumnos, y buscar ejercicios vy
problemas  adecuados e  interesantes, a tratar de crear
situwaciones de ecprondicaje @n las gue el Cconcciamlento
pudiera  =zurgir por si omismo.  Sltuationes en las  gue el
alumno, con urpa minima y muy gspacial yuda del praofesar,
pudiera crear., con sug propias potencialidedes, el conoci-
miento que, como docente, yo hubiera intentado "transmitir-

le’ en mis etapss antericores de cnsevante.

FPodria decir que shora me siento "cducadora en

Matemdticas” en el sentide etimolégico de la palabra
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"educar”{(¥). Para conseguir esta ‘conduccién’ del alumno y
este ‘sacar afuera” de los alumnos. (Qque vyo llamaria en
términos actualest “que el alumno sea capaz de expresar”) es

pare lo gue acudi a la Didictica.

Cuando me matriculé en el D.E.A.(Diploma de
Profundizacion de Estudios) en Didactica de las Matematicas,
en Burdeos, me sentia ya interesada por el problema da la
simbolizacidn algebraica. Por esto elegi el Algebra como

tema para iniclarme en la investigacién.

El emplev de las letras en Algesbra siempre habia
ofrecido a mis alumnos mas dificultades de las que yo hubie-
ra considerada como normales en cualquier aprendizaje.
Intentar hacer una demostracidn, una simplificacien o un
cdlculo “con letras” eran actividades que producian un alto

fracaso escolar. Mucho més alto gque cuando se debian reali-

zar coan nimerns sxpresados en forma directa.
Sin embargo vy junto con esto, también habia
tenido una experiencia muy positiva en 21 empleo de las
letrast
Durante el primer curso de Pachillerato los
alumnos de 14-15 afos, en Espafa, deben estudiar Combina-

toriat Varjiaciones, Permutaciones y Combinaciones, segin el

(%) Educar! Tom. del lat. edacare id.{(emparentado con
‘duceére” “conducir”, ‘educere’ "sacar afuera*, “criar™)

(Corominas. Breve diccicnario etimolégico de la
iengua castellana. 32 edicion)
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programa oficial y aunque el emplea de las Fdrmulas para
calcular el namero de variaciones, combinactiones o permuta-
ciones no parecia presentar muchos inconvenientes en cudnto
a la mecdnica de aplicacitn, si{ encontraban lops . alumnos
dificultades en cuanto a la eleccidon de la férmula adecuada
a cada problema, de modo que hubg un momentd en que decidi
hacer un cambio en la manera de presentar el tema bugscando
que los propios alumnos fueran "descubriendo” estas fermulas
mediante la generalizacidén progresiva de los casos particu-
lares.

Comenzaba el aprendirzaje con la presentacidn de
cinco problemas de los "de contar” sin haber explicado 1la
teoria previamente. La consigna era simplemente:"Resolver

estos problemas” (al modo del sclving-problems)

Se pretendia, conh este proceder, gque los alumnos
enfrentaran la resclucidn de &sos problemas usando sus
anteriores conocimientos como estrategia de base, para que,
modi ficando esa estrategia de acuerdo con las demandas de la
situacidn, éstas Fueran ayvudando a articular un modo de
actuacién del alumno, pars que fuera adquiriendo nuevos

conocimientos y nuevas estrategias.

Los problemas eran del tipo habitual. Como

ejemple puede servir el siguiente:l

"Entre lps cuarenta alumnos de una clase s& va a
elegir un equipo directivo para las actividades
extraescol ares formado poar un coordinador, un sscre-
taris y un animador. JCudntos eguipos distintos
pueden formarse?cEn  cuantos eqguipos di ferentes
figurara Alfonso como secretario?®



Para la rescluciéen se preparaba la clase en

grupos

B8 grupos de === 5 alumnos

Tiempo de resciuciant

1 hara 2 problemas
1 hora 2 problemas
1 hora i problema y puesta en comdn

El primer dia, a los 10 miputos de comenzar, se
les iba sugiriendo, de grupa en grupo, la técnica de repre-
sentar en un esguema grafico las posibilidades, para "poder
contarlas ordenadamente” -es decir lo gque llamamos los dia—
gramas en arbol-. Esta era la dnica indicacién qua se les

hacia Como ayude para su trabajo.

Durante la tercera hora, al reslizar la puesta
en comin en la pizarra, los alumnos iban obteniendo las
secuencias numéricas de factores decrecientest

40.39.38
39.38

o hien para otros ejercicios?

En este punto se les pedia uwna formula gue
sirvigra para resclver problemas del mismo tipoa peroc con un
ndmero distintp de elementos y se encontraban sin  apenas

dificultad las generalizaciones!



nin=-12{n-2Y ... {n=-p+1) ]

nip-1),...0..3.2.1

Las letras asi aparecian naturalmente dando
solucion a una necesidad de expresion. A una generalizacién

del método empleado.

De este modo las formulas eran obtenidas ‘por
ellos mismos® sin mayores dificultades. (Respecto al tema de
la Combinatoria, se conseguia que el alumno asociara las
formulas con sus respectivas situaciones, pues al ser crea-
das c¢on la opia génesis _del alumno, é&ste conocia “sus®

formulas y sabia cudl era su dominic de aplicacién).

Ltas letras ahora tenian un significado claro
para ellps vy su empleo, lejos de constituir una dificultad,
se revelaba como una ayuda para expresar "la regla" vy asi

preparar el cadlculo.

Esto me hizo pensar que ciertas formas de intro-
ducir las letras podian ayudar a la mejor comprensién vy
manejo de ellas y decidi reflexionar e insistir en el anali-

sis de lose fendmenos que se producen al introducirlas.

Perecia ser un prayjlema de Didectice y éstao me
estimulaba a estudiarlo mas a fondo. Era realmente mi traba-
jo como profesora lo que estaba enfocandof :Cudl era la
mejor manera de que los alumnos se familiarizaran con las
letras, con su comprensison y su utilizacisn? JEn qué momento
comenzaban las dificultades de los alumnos con el uso de las

letras? LComp se hacian patentes estas diticultades? (For



errores en el calculo? iPor &l recharo, a veces consciente,
¢, & veces inconsciente, de ellas?  Por su incorrecta

utilizacidn?

Por otra parte, las letras forman parte
substancial de las ecuacionps, inecuaciones y funciocnes.
Todos estos temas son tratados, en su iniciacion, en los
dltimos afos de Ensefanza General Basica y durante el
Bachillerato, de modo que las deficiencias en el manejo de
las letras repercuten claraments en la inadecuada adquisi-

cién de otros muchos conceptos relacionados con ellas.

El uso de las letras se encuentra fuertemente
ligado al Algebra elemental y a los razonamientos de tipo
algebraico. Las letras son algunos de los simbolos gue
usamos en el Algebra, aungue no sean 1os dnicos. Son elemen-—
tos muy dimportantes de un conjunto de simbolos, saignos vy
reglas que se articulan para un modo de razonar y de obtener

conclusiones,

De este modo me encontré investigando, no sélo
los fenomenos didacticos producidos por el uso de las letras
sino agquellos otros ligados al Algebra e incluso cuestiondn-
dome qué era realmente aguello que llamabamos Algebra: iEra
el Algebra un objeto matemdtico susceptible de ser ense-
Fado?. JEra el 4lgebra un lenguaje simbélico con una sin-
taxis propia? 8Si se trataba de un lenguaje, cho cabia 1la
posibilidad de que los simbolos empleados tuvieran distintos

significados segun el conjuntoe de las relaciones entre las
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que se encontraran, del mismo modo qQue en el lenguaie na-
tural las palabras pueden variar parcialmente su significado

segun el contexto en el gue se escriben?

Y asi surgieron mAs preguntast LOué es enserar
adlgebra? ;Se puede ensefar el algebra? ,Saber Algebra es
saber calcular? Cudl es en realidad el 4dlgebra gue se debe
y Sse puede ensefar? JEstamos de acuerdo los matemdticos,

investigadores o docentes, scobre lo que es el Aalgebra?

Empecéd por jnvestigar esta definicion. Lo hice
desde un punto de vista sociocultural y desde el punto de
vista de los docentes. Después estudié el nacimiento del
Algebra historicamente, su evolucion de Algebra retérica a
Algebra sincopada (términe universalmente aceptado que
quiere decir Algebra en abreviaturas) y posteriormente
simbélica, observando en particular la aparicién del wuso

generalizado de las letras.

Me intereséd, también, recoger algunas posiciones
actuales respecto a la ensefanza del algebra, gue inciuvye en
el apartado 11.2, para mostrar alguneos de los esfuerzos que

se estadn haciendo para mejorar su introduccion.

IX.1. Ei. ALEEBRA 0UE EG?

Esta parte de las Matematicas ha ido sufrienda
esenclales transformaciones desde su aparicidén en el pensa-

miento humano hasta nuestros dias.

No sé6lo el contenido del Algebra ha ido cambian~



da, coma  ha sucedido con otras partes de las matemiticas a
congecuencia de ta evolucidn de los conocimientos vy el
degcubrimiento de otros nuevos, sino que la propia palabra

Algebra ha ido variands su significado.

Desde referirse a wn método de resolucidén de
ecuaciones hasta 1llegar a ser un cbjsto de estudic matemiti-

co con definicidén y significado propios.

IT.1.1. DEFINICION "CULTURAL "™ DE Al GEBRA

Si comsultamos uvna enciclopedia, nos entontrare—
mo% ya con variss acepciones diferentes que reflejan un poca
esta evolueidni tomaremos solamente las referentes a la Mate-
matica.

Algebra: Falabra latina. Derivada de la palabra

4drabe AL-YABR = reduccién.

fcepcidn I. “Parte de las Matemdticas gue trata
de la cantidad en gereral, valiéndese para representarla de

lotras u otros simbolos. Su objeto es simplificar v genera-

lizar las cuestiones relativas a los numeros.

Simplificart Usando letras para los ndmeros gque
sg buscan.

Generalizar: Empleando numeros negativog. {Las
reglas de cdlculo relativas a ellos tienen algnh de arbitra-
rio, se han elegide de mode que posean las mismas propieda-—

des gue las aritméticas correspondientes, lo 4nico a compro-
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bar es gue no conduzcan a cenclusienes contradictorias,

prescindiende de su valor filosefico) ' ()

Acepcidn T11."Modernamente, se llama Algebra a

un espacio vectorial ¥ en el que se defing una nueva ley de
composicién X, de modo gue VY sea un anlllo y que para tode

escalar a se verifique:s

a.ukv = uXe,v = atuXwv}

Pe acuerdao con 2sta definicidén forman un Alggbrad Los pdame—
ros complejos. Las matrices cuadradas de orden n. Los poli-

rnomics de una varilable con coeficientes reales’™.

Acepcign IT1,"Fn tdgica. J3e conoce como "Algebra

daa la légica" l& apliczcidn de les métodos algebraicos a las
relaciones légicas, Woole tratzba por este método de ampliar
la ldgica formal clasica. Zus inveastigaciones terminarcon en

1a ¢reacién de la ligica metemdtica”

En la acepcidn Il observamos que, "moder namen—

. ¥3 Se detine comp un abicto matematigo! una estructura.
Lo qual supone una variacion amportante respecto a la 1y
III en la que se defirne como un conjunto de métodos., Mien-

tras en la acepcidn I el dlgebra es una mamera de tratar

(¥r1Ya entre los griegos se encantraba el germen de este
"desprecio”. Llamaban Logistica al cdlculo rutinaric v meca-
nico que se encargaba a 1os esclavos y Aritmética al estudio
maés tedrico y filosdfico de las propiedades de los nameras.
En nuestro caso encontramos en el admbito socio-cultural esta
comparacién del dlgebra con la Logistica mds gque con  la
Aritmética, Azi ce dicer”...las reqglas de calculo relativas
a ellos tienen algo de arbitrario..." © "...prescindierdo
de su valor filozéfico”,



los "objstos matemiticos” y tiene come propdsito simplificar
y generalizar, en la acepcidn II "el objeto” es la propia

algebra y su estudio.

Tenemos acsi un  Adlgebra que pasa, de Ser  Wwn
"método de trabajo", & ser cbjeto, ella misma, de estudio
comao  znte matemdtico propin, con su definicidn y sus  pro-
piedacdes.

cEstas dos acepciones se mantienen en la actua-
lidad, realmente, en el mundo de la ensedanza? Vamas a

estudiarlo.

IT.1.2. S GEBRA EN EDUCACIEN SEONDARIA SEGAN LIS

PRIDFESORES

iCusl =s el algebra que creemos los  profesores

1

star ernsefando” Estamos de acugrdo sobre 1o gue considera-
mos como 4dlgebra, 2e aguello gque forma parte de los progra-—

m&s de =nseranza’t

Fars tratar de contestze a2 estas preguntas hemos
zlabcrado uma encuesta (Ansxos I y I} tomada v transformada

de otra semejante realirada en Francia (Chevallard, 19B&).

Se trata de una scla pregunta que se presenta a
las prafecores encabezando una copia de lgs pragramas  ofi-
cizles para les tres curses de Bachillerato. Las  inatruc-
cignes para contestar. que se entregan en folio aparte
{Anero 113, solicitan del profesor que serale los temas que

en sy e¢riterio pertenecen al Algebra.
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La pregunta es la siguiente:

“Una persona que ha cursado una tcarrera de
Ciencias pereo gue ahora se encuentra ajena a la enseranza,
o0& pregunta qué es lo que se ensefa, hoy, de Algebra a los
alumnos de BUP  Qué responderias?"

Entre los resultados obtenidos sefalaremos los
siguientes.
i. EI 4NICO tema que TODOS los profesores

reconocen como perteneciente al Algebra es:

2. Los dos temas reconccidos como pertenecientes

al 4lgebra, que siguen a éste en importancia, son:

cignes v

El primerc ha sido sefalade par 21 P0% de los
encuestados y el segundo por un BOXZ S8 trata puss de  una

mayoria importante gue coincide en sefalarios.

Entrevistado un profesor de los gue habia in—
cluido la Divisibilidad de polinomios y no la Resolucidn de
ecuaciones, sobre los motivos de su respupsta nps explica
quies

"La reselucién de ecuaciones, inecuaciones vy

sistemas es simplemente CALCULD”
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Este mismb profesor sefala come aAlgebra el tema
Vectores en ¢! planc v en el espacio. Estructura de espacio
vectorial. Vemps en estos profesores la evolucién del
concepte de Algebra desde la posicioén inicial histérica, de
método para resolver ecuaciones, a la posicién actual de

estudio de las estructuras.

Otro profesor Que ho ha sefalade el tema

"Resolucién de ecuaciones..." aclarat

"Hay temazs que pertenecen al CALCULO vy que se
.padrian incluir en Algebra, ¢ no, dependiendo de que consi-
deremos el Célculo como perteneciente al Algebra, o no. Yo

ne lo considero incluido por eso no lo sefalo®.

3. El tema Cuerpo dg los nhmeros cgmolejos con

un 70% y el de Vectores.Estrugtura de espacig yectorial con

el &0% son los siguientes. Parece indicar que el estudio de
las estructuras de Cuerpo y de Espacio vectorial atraen
estas respuestas al Ambito del Algebra. Poadria ser la conse-
cuencia del concepto actual del algebra como estudio de las

estructuras.

4. Luego se encuentran con un 40% de aceptacién

los siguientes temast

]H
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Podriamps interpretar la inclusidon del primero

coms la consecugencia ldgica de la idea de gue el 4Algebra
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trata con nimerss, puesto que &l 75X de los gque responden
"E]l numero real”, también respanden “El nimerc complejo”.
Sin embargo de las respuestas que han incluido al "namera

complejc*, mis de la mitad no incluyen al "ndmero real”.

Hemos apuntado antes, en el punto 3, la posible
raron de considerar el algebra como el estudio de las es-—
tructuras y para esos profesores el tema del nimero real no
s@ incluiria pues s€ introduce tratdndolo mediante aproxima-

cliones decimales y ejercitando el calculo con radicales.

El1 tema de ECungiones pelicdmicas de variable
real, intluido por algunos profesores, puede ser consecuen-
cia de gue el estudio de este tema se ehcuentra muy ligado
al de las ecuaciones e inetuaciones y observamos que los
profesores que han seralado este tema, incluyen también el
de Resplucitép de ecpacjiprnes de modo qQue podriamos aventurar
la hipétesis de que sea esta relacién la razén de su  in-
clusién pues ninguno de ellos ha incluido ademds el estudio

de otras funciones c¢omo las logaritmicas o las circulares.

S. Hay un profesor gue es el dnico que incluye

Limite de sucesiones,Concepto de dercivada vy Galculo diferen—

Al

ial. Esto se puede interpretar entendiéndolo desde el punto
de vista del crcéalculo pues estos temas se presentan con
frecuencia como Calculo, dandole apenas importancia a la

introduccidn del concepto.

4., BSe observan también dos tipous de opiniones

diferentes respecto a la amplitud del concepto de &lgebra:
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a. Los gue ipcluyep muy pocos tepas. Cuatro es

el ndmerc de temas escogido por ] 40% de los profescres. En
general son los temast Anillo de poelinomios. Divisibilidad

de polinamios. Resolucidn de ecuaciones...y algin otra.

b. Los gque incluven muchow temas. Escogen entre
7 v 12 temas, de los 23 que forman el programa de los tres
cursos de Bachillerato, un tergio de 1os profesores. En
estog casos se ven incluidos temas como Ligmite de suce-
siopes, Fupcliop exponencisl y lpgeritmice.Concepto de deri-
¥ada,Pistribuciones bidimensionales o Lombipatpria. Casi se
podria decir agui! todo lo que no es geometria.Come en la

antigua divisieén de las matematicas.,

7. Comparando nuestros resultados con l1os obte-
nidos en la ehcoussta francesa se observan las siguiehtes

diferenclast

&) Tema RESOLUCTIoON DE ECUACTONES, INECUACIONES ¥
SISTEMAS.
En Francia obtiene la primacia de las respuestas

{junto con al Calculc algebralco)

En Espata, aungue importante (B0Y% de respuss-
tas)y, no es el tema principal pues le superan e] “"Anillo de
polinomies” y la "Divisibilidad de polinomios que lleva
también e! Cuerpo de fracciones (algebraicas) con el 100% ¥

el 90% respectivamente.

Parece darse una derivacidén hacia 1a teoria de
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las estructuras. tIncluso hay una respuesta marginal gque
solamchnte anota tres temse! CUERFO de los numeros complejos.
ANILLO de polinomios ¥y PDivisibilidad de polinomios. CUERFO

de fraccironcs).

k) recspecto a los TEMAS NUMEBRICOS.

Estos temas, en Francia, representan la segunca
granh masa de respuestas. Lo gue, en opipidn del autor de la
ercuesta, =6 proguce como "manifestacidn del resultado  de
Una =volucidn hRistdrjca reciente gue, por medio de la impor-—
tacién en el sistema de ensefanza de lag estructuras alge-
braicas, he permitido opensar <! tems de los sistemas de
NAUmErcs oo algo extraido del 4#lgebra ("'moder-

na"y " Crevalloard, 15242

por-—

centaje nads ito es 1a

] pero zolo

lloga a um A40% de re=puestas.

E. En general, pedemas veor 1a gran diversidad de

respuestas en numeroc y en especifidad.

La conclusidn general gue podemos extraer s gue
los ensedantes no coincidimos en 1o que cada uno  11amamos

Algebra. El marco_corrgspondiente al Algebra no pets clara-

mepte jdentificado oo el cistoma deo ensefanzs
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IT.1.3. E1. ALGEBRA HISTORICAMENTE
LALGEBRA SIMBOLICA? = ;ARITHETICA CON INCOBNITAS?

éPero histéricamente, en *le savoir savant, estd

claro qué es el ARlgebra?
¢Es el Algebra una aritmética con incégnitas?

cbe trata de resolver las mismas cuestiones que
en Aritmética pero de un modo mis ripido, o mas eficaz,

usando letras para el cdliculo?

iAparecen, en la matemdtica, las letras y el
Algebra al! mismo tiempo? .Es un Algebra simbdlica la que

aparece ¢n Europa?

Para responder a estas preguntas comencé enton-
tes 4 @studiar, histéricamente, el inicio del Algebra, v la
aparicién de las letras representando nimsros e incdgnitas,
intentando averiguar si su entrada en el trabajo matematico
habia sideo simultidnea o no. También me interesaba saber
cusles habian podido ser las necesidades gue motivaron su
aparicién y también, como suele suceder en cada nuevo cono-
cimiento que surge, las dificultades gue habian tenldo que

ser vencidas.

Estos conocimientos esperaba que me dieran una
pista scbre las dificultades que tenian que superar los
gZlumnps para dominar el usc de las letras y el dlgebra en

general en la ensefanza secundaria.
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Encontré que realmente las letras y el Algebra no

hahian aparecido de forma simultanea.

Vamnps a verlo haciendo algunos apuntes histéricos

que nos parecen significativos:

£L ALGEBRA DE AL-KHOWARIZIMI.

Sabemos ahora oque los egipcios vy babilonias
habian conseguido resolver muchos problemas de ecuaciones
con calculos que incluian operaciones que ahora llamariamos
"transposicion de términos” o "reduccién de términos seme-
jantes” pero la palabra Algebra como tal, con el sentido gue

prevalecid en Europa, llega a nosotros derivada del 4rabet

Algebra es la transformacién de una de las pala-
bras del titulo del libro mds famoso de Al-Khowarizmis A)l-—

Jjabr wa'l mpugabalah (afo 810 aproximado)

Los términos: "Al-jabr" vy "mugabalah” no tienen

una traduccién clara.

Paor ejemplo, en el primer libro de 4algebra
escrito por un espafol (X! "Didlogos de Arithmética Practica
y Especulativa" de Pérez de Moya (15&62), hablando de "la

regla de la cosa", en el capitulo I, se lee:

{%} Decimos el primer libro scobre Algebra escri-
to " por un espaiol”, porque se conoce otro primer 1libro
escrito "en espafol" sobre este tema,s] del aleman? Marco
Aurel en 1552 y que llevaba el titulo de Arithmética Alge-
bratica.
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*iberfos nosbres tiene efta regls acercs de varioy pulores. Veos la llasan
reqls de algebra, que quiere dezir, reftawratio, # alsucabsly, que quiere dezir
npnri:iln. 4 lbfnlu:iln porgue por elia e bazen, y abfuelven infinitas queftiones,
(Y las yor tnn ilpnfiih\!u ROt 1as ﬂenn![tralt atsi or Aritaetica, coen Beo-
aetria; cond de 1as deads artes que dlcen Matematicas. Otros 12 nosbran regls de la
tofs, porgue obrando con fus preceptos, con gualquier cardcier, 0 caracleres que f2
propufiere, fimspre fale o) valor de ona cofa. Otros, reglas reales, § arte aayor.
Llisefe coan cads uno quifiere, #u §in no es otro, Fino softrar hallar algus nvsero
proporciosal dudoso demzadado...”

(Libro séptino. p. 129-detris)

Ya vemos que Pérez de Moya nos dice que dife-
rentes autores le dan "diversos nombres®. Asi aparscen
como posibles traducciones? para ‘algebra’, restauracién y
para ‘almucabala’, oposicién o absolucisn (notemas gue
*absolucion’ estéd empleada en el libro mas adelante para

significar ‘resolucion’).

La raiz "algebr” mantiene ademas, a principios
del s.XVII, en castellano, una acepcidn especial, en el
sentido de "restauracién de huesos™, comb se aprecia en "El
Qui jote” (Tomo 2, cap. IViE

En #sto fueron razonando los des, hasta que 1jegaron a un pueblo dinde fuf ventura
hallar un algebrista con quitn se card el Sansin desgraciado”

ponde se alude a la reparacién de los huesos del
persovnaje Sanson. E1 algebrista era el reparador o restaura-
dor de los Hhuesps rotos. AsSi que la interpretacion de
*restauracisn® para las palabras formadas con la raiz arabe
“al jbr" parece ser en esa época la mAs aceptada a nivel
popular.

En la actualidad no podemes decir gue se haya

determinado una traduccién dnica y unanimamente admitida.
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Segun Boyer (1)@

*No sabesos con tods seguridad lo que significan los términos “al-jabr® y
*suqabalah®, pero 1a interpretacién usual es ..... La palabra "al-jabr® significa
probablessnte algn asi cost ‘restasracien’ o “cospletacidn’, y parece querer refe-
rirse & la2 transposicién de térainos, que estin restados, &} otro siestro ds la
ecuacién, susdndules. La palabra “sugabalah®  parece referirse a la “reduccidn” o
*coapensacidn®, es decir, 3 la cancelacién de téraines iguales en [os dos aiesbros
de 12 ecuacidn®,

tp, 298

Perpo también a pie de pagina, Boyver advierte gue
esta dinterpretacion ha sido discutida por Solomon Gandz
(Boyer, p.298), Gandz opina que ‘jabr® era una palabra
asiria que gueria decir ecuacién, y gque ‘al—muq;balah' es la

traduccidn &rabe de ‘al-jabr’.

Por otra parte, tenemos gque segun Colerus el
titulo "Alshebr Valmukabala™ significa aproximadamente

"Sigtematizacion y Comparacion”.

Como vemos, Ias traduccione=s que se aceptan
entre los matemidticos no son, adn hoy, exactamente equiva-

lentes.

Pero en lo gue si estdn de acuerdo los historia-
dores gue he podido consultar, es en el contenido del libro.
Tiene éste, al parecer, una introduccién en la que trata de
la escritura de los ndameros con la notacilén india posicional
y continta con la resolucidn de ecuaciones clasificandolas
en sels tipos, La exposicidén parece que es muy ordenada -
probablemente a3 é¢sto debe la gran popularidad alcanzada- y

exhaustiva pues se nes dice que incluye todas las posibili-
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dades de ®cuaciones de primer y segundo grado con una o dos
raices positivas. En el texto estd latente la idea de
incégnita aunque no se represente mediante la letra "x" como

en la actualidad.

Este tratado se introduce en Europa con éxito vy
llega a ser para el 2lgebra lo que los Elementos de Euclides
han sido para la Geometria! una exposicidén elemental y clara

que ha influido hasta nhuestros dias.
AL GEBRA-YA., PERO ALGEBRA RETORICA.

Ha nacido e! Algebra, pero sin embargoc no ha
nacida todavia el simbolismof! La obra de Al-Khowarizmi es
completamente retgrica. Incluso los numerocs vienen represen—
tados por palabras y la incégnita a calcular es llamada "la
cosa® -nombre que al parecer proviens de los matematicos
indios.

En la obra citada de Boyer, éste nos transcribe
un problema del libro de Al-kKhowarizmi gque es resuelto
mediante “el dlgebra" vy gue parece haber sido tomado de
Heron (s,l1 a.d.C.) pues coincide, con el de éste, hasta en
los valores de los segmentost

35¢ trata de inscribir con ruadrado en op tridngulo isdsceles de base 12

enifades y lados fquates de 1D unidades .... prequotando £l preblesa Fa sedida del
lado #e¢ dicho cuadrado, E] autor del “Algebra’ calcgla en priser logar con ayuda
#al teerena de Pitigoras, 1a altwra del tridnguio, B anidides, asi qoe el irn
del trismgulo es 4B, Llasando al lado del ruadrade ¢la cosad, se puede ver gue se
obtesdrd »l cusdrado de ¢l cosad restindole al trisnguic grands los tres
triingulos pequeios que quedan fuer: del cuadradn, La sumd de las dreas de los dos
tridogules sspores inferiores es evidenteseote of producta de cla cosad por seis
smos 1o ailad de €la cosady ¥ .-

Bover 0. 303)
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En lo que respecta a la simbolizacion, esta obra
de Al-kKhowarizmi supone un cierto retroceso respecto a la
escritura sincopada aparecida en lag obras de Diofanto de
Alejandria (aproximadamente s.I1II). Diofanto habia usado
‘sincopacivnes’ (dicho en el sentido de ‘abreviaciones’)
para la incégnita, para las potencias de la incdgnita hasta
el grado seis, para la igualdad, para la substraccidn,...

{Eves, p.128).

Por ejemplo! e1 signo usado para representar la
incagnita era una letra que segttn unos autores puede haber
#idoc una combinacion de a (alfa) vy f (rho) que son las
primeras letras griegas de la palabra <arithmos®* (de esta
opinion es T.L.Heath) o segién otros parecerse a g {sigma
cuando s escribhe al final de palabra) gue #s la Gltima
letra de la misma palabra «arithmos»*» (Eves op.cit. pp.l128-

129). Las potencias de la incégnita eran representadas como

siguet
Actual Signho Griego Transcripcidn Traduccidn
Y
x= H AYNAMIE dunamis potencia
S wY Kygog kubos cubo
¥ AVYINAMIE ,
[ g AyNAME dunamis—dunamis cuadrado-cuadrade
¥ .
xs Lx %’éﬁg' Z duhamis—kubos  cuadrado~-cubo
Y Kygog
- w o - -
X . YYBos kubos-kubes cubo-cubo

ue M MONARAES, monades unidades {(ménadas)
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Empleaba también el signo A\ para "menos" vy
todos  1los  términos negativos =8 escribian al final da la

expresilon precedidos por este signo.

Sin embargo la "suma' era expresada simplomente

por yuxtaposicidn (¥}

Ecte impartante pazo Jdado por  Dicfanto al
emplear una escritura sincopada quedd aislado en ] tiempo,
pres  despuds de €1, v salvo en 12 Irndia dénde toembién se
diercn ciertas sincopoacicnes, peraanece la escritura retori-
ca hastas 1o0% matematicos italiaros deol g5 XY y principics del
= XVTL

Lo tosco de estas abraeviaturas nos puede dar una
idea de las primerss dificultades que el alumno va a  tener
con la simbolizscidn v de cgmo, 1 la ventaja mo es  moy

evidente, purode aguella llggar & parescerle innecesaria.

Mo sohemoz g1 Al -Phowsrizmi conocid la obra de

Dipfante & mo, £n cuwalguier casa no usd Ja sincopacidn de

0

quclls chra v permanecid on una escritura retdrica.

Esto no resta importarcia a la obra de este
antor, ciya influencia c= patente eon los tratados de Aritme-
tica gue se escriben después y que poco a poca van transfor-
mando sus titulos, pasando a ser libros en los gue se habla

de "La cosa" y posteriormente libros de "Algebra.

(¥} Esta idea perdura en la escritura aritmeética actual en
los  llamados "numeros mintos" gque tiepnen parte entera v
parte fraccicnaria, como 34 g SY que representan 3+% y S+Y
respectivamente,
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Seqgun las obras aparecidas hasta el momento,
parece que el establecimiento de los simbolas algebraicos
actuales s& wva a ir haciendo paulatinamente (salvo un
momento especial con Jordano Nemorariol), pasando por  un
algebra sincopada, representada sobre todo por Chuquet vy
Pacioli en @] s.XV y Viéte en el s. XVI hasta que se con-

sigue de un modo completo en el s.XVII con Descartes.

{{ Dbservemns ademés que en el tratade de Al-Khowariz-
mi no se tienen en consideracidn las soluciones negativas de
las ecuaciones. No figuran como posibles soluciones. EI
hecha de aceptar los nimeros negativos tcomo pasibles
soluciones de las ecuaciones parece que viene favorecido por
la representacion de la incégnita mediante la letra "x". Es
come si, al poder calcular con los nomeros negativos repre-
sentados por las letras, se eliminara el principal inconve-

niente para su aceptacién.))

SIMBOLIGMD PARA LA GENERALIZACION,

de Memore {algunas historias de la matemdtica lo identifican
con Jordano Teutdnico, dominiceo que murid en el afo 1237
peroc esta identificacién es rechazada por otros historia—
dores comb Hoffmann) aparecen por primgra vez las letras
representandes nuameros y ésto posibilita la formulacidén cde
teoremas algebraicos generales, 1o cual es un gran avance.

En este librp se sugiere también la idea de ‘parametro’ pero
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habr4 Qque esperar a Frangois Viéte (1540,1603) para poder
distinguir las cantidades conocidas de las desconocidas gque

hay que calcular.

En Boyer (1984, p.332) encontramos un ejemplio
representativo de regla algebraica para determinar nameros
extrajido de la obra "De numeris datis” de Jordano Nemorario.
£n este ejemplo se trata de demdstrar Que las dos partes en
gue puede ‘dividirse® un nomero dado, supuesto conocide el
producto de ambas, estan determinadas:

*Sea "abc’ ¢l ohesro dado y dividesele @ dos partes b y ‘c', yse 'l
producte dado de Jas partes 'wb’ y "c’. Sea ‘e¢" el cuadrado de ‘abc' y ses f'
iqual a cuatro veces *d°, y sed ‘g" el coadrado de restar '§° de ‘e’ Evtonzes ‘g’
es o1 cordrado de 1a diferencia entre ab* y 'c’, Sea 'h' la raiz cuadrada de g’}
eatonces 'h” es 1@ difereuria entre ‘ab” y 'c’, y como 'h' es concida, "C’ y ‘od*
estin detsrainados.”

S puede expresar el teorema anterior con un

simbolismo actual, para comprobar su validez.

5i se llama "n" al ntmerc dade. S5i se llaman "x"
y "y* respectivamente a las dos partes que estamos buscando
y *d", como dice el texto, al producto de ambas, se tendran
las expresiones siguientes que expresan la regla de Jordano

Nemorario en términos actuales:

(abc)=n § (abi=x [ (c)=y

x +yen ;] x-y=d

e=n! § f =4d = 4p-q § g = [n2 - 4p-gl?

g =[tp + qr2- 4p.q¥* = [p? + g2 + 2p-q - 4p-qQlZ =

= {p + ql - 2p-9it = {p -~ Ql2

hedg=ftp-ql2=p-gq



27

Se obtiene ‘h’', gque es la diferencia de las dos
partes del numero, ¥, Ccomo la suma era conocida (el namero

dado}, las partes estan, efectivamente, determinadas.

Vemos pues que una de las primeras hecesidades
gue vienen a cubrir las letras es la de la pgeperalizacidn
de teoremas algebralcos, ©s decir la expres$idn general de

ciertas propiedades algebraicas.

Se pueden observar agqui algunos titubeos en el
emplao de las letras. Por un lado encontramos una parte del
nimaroc representada por dos letras: "ab". Esto es, como un
segmento que viene dado por las dos letras de sus extremos,
2l modo en que Euclides los representaba. FPor otro 1ado,
tenemos la otra parte "c" del nimero dado gque viene repre-

sentada por una sola letra, al modo actual,; podriemos decir.

Qtra expresién que hay gue interpretar es la
"abc", que estd representando a2 la suma de las dos partes
del némeroc, “ab" y "c", perro expresada aqui por yuxtaposi-
cién simple. Conviene recordar que, en el punto anterior, se
ha dicho que ya Piofanto escribia la suma de esta misma
forma vy, sSe vera, también, al estudiar las concepciones
espontédneas de los alumhos, que éstos expresan la suma del
nismo modo, & lo que se llamard “la letra usada como
acompahamiento®. Ee ehcuentran, por tanto, Jlos mismos

titubeos de simbolizacién, en ambos casos.

El razonamiento seguido por Jordanoc para llegar

a la rconclusién de que ambas partes estén determinadas es
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dificil de seqguir, aun cuando se haga con una representacidn
algebraica, como se puede comprobar. Ademas 1o que llega a
decir es que con la manipulacién indicada se puede conocer
la diferencia de las partes, de donde el lector debe deducir
que conocida la diferencia y la suma {que es el ndamera dado
en un principio para ‘dividir®) se conocen éstas, Pero, a
pesar de psto, se debe reconccer el gran mérito que supone
para Jordano haber ilegado a expresar reglas como ésta que
san compleétamente generales y haber comenzada a axpresar

esta generalizacid4n con ayuda de las letras.

PRIMEROS PASDS SEGUROS. ALGEBRA SINCORADA.

Es Vidte quién da los primeros pasos seguros en
el Algebra simbglica aunque su ilgebra no se pueda todavia
llamar asi sino mds bien giogppada pues todavia guedan en
ella muchas palabras y abreviaturas. Viéte pasa de represen-—
tar las magnitudes por palabras-lo que se ha llamade Algebra
retériga—-, & representarlas por letras maydsculas del alfa-
beto latino , usa 1os simbolog + y — gue habian inventado
los germanos Yy propone utilizar vocales para representar
cantidades que se suponen desconocidas o indeterminadas vy
consonantes en cambic para representar magnitudes o numeros
que se suponen cohocidos asi aparece la idea de parédmetro
claramente establecida por primsera vezr diferencidndola de la

de incégnita (Boyer, p.387).

Vemos pues las letras aqui substjituyvendo a mag-

nitudes.
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Sin embargo frente a estos adelantos todavia
aparecen palabras como gquadratus o cubus para repressntar la
segunda © tercera potencia de una magnitudi la particula in
para la multiplicacien o el signo de igualdad que viene

representado por una abreviatura de aequalis.

Pero la necesidad de la simbolizacisn es sentida

también por otros matemidticos y asi?

For 1a misma ¢poca en Inglaterra, Robert Recorde
(1510-1558) hace aparecer el signeo igual por primera vez. se
trata de dos rectas paralelas -mAs largas que en la actuali-
dad~ elegidas segun dice su autorl!”"pargue no hay dos cosas
gue puedan ser mas iguales” (asi 1o anota Boyer p.347). BSin

embargo su usc tardarda en generalizarse.

Otro paso adelante 1o da Thomas Harriot (1560-
1621 al introducir los signos >y < para expresar

"mayor que” y “menor que* y reducir las lstras latinas

Volviendo a Vviéte, para terminar, digamos gque fuéd el
que distinguié el cAlculo numérico,logistica numerosa, del

cdleculo gque rarzona sobre “especies", logistica spetiosa
dandose cuenta de gque la incegnita no tenia porqué ser un
nameres O un segmento. En SU obra  lsagpge (1591) llega a

producir verdadpras férmulas simbélicas.

De este modo se entra en la simbolizagién qus

podriamos llamar actual pues es la gue ha llegado hasta
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nuestros dias perfeccionada por sucesivas mejoras como el
signo "x" para la multiplicacién debido a William Oughtred

(1574-146460) que lo Introduce en su Clavis mpathematicae

publicada en 1631 (Gnico de los signos introducidos por él

que ha perdurado hasta nosotros)

La introduccién de los exponentes también ha
seguido un tortucso camino de adelantos y retrocesos gque
merste un detenido estudio gque no haremos agui y una de
cuyas etapas mas interesantes se debs a Chugquet (1500 )
cuya notacién exponencial incliuye exponentes negativos 2n su
Iriparty en la science des popbres (1484),obra que, adn
siendo retérica, contiene importantes sincopaciones

(Boyer,p. 355314

Se usa "premier™ para llamar a la incdgnita.
Suma es "plus”, resta gs "molns"i que a veces

aparecen escritas al modo medievall E s M

Es importante resaltar gque en elta aparece es-

crito un numero negativo por primera vezt
"4 glevado a | egaulx a wm 2¢ "
es decir? 4n = =2

Y en cuanto a los exponentes aparece una nota—
cién exponencial importante en la que incluso se expresan
las leyes que rigen las operaciaones con los exponentest &

elevado a 2 expresa &{x al cuadrado); ©° expresa ? 6 @

elevado a 2Zm expresa 9/(x al cuadrado}



X1

AL FIN: ALGEBRA SIMB&LICA

El Algebra simbdlica formal sigue un proceso
bastante continuo desde la caida de Constantinopla, afo 1453

hasta que culmina con Descartes (15%94-14530) (Boyer op. «tit.

Descartes emplea de forma sistemdtica yar

Las letras a,b,t,... para los parametros constantes
Las X,y Zy.-. para las inceégnitas o variables
Notacidn exponencial

Los signos + y ~

Snlamente mantiene comd signo arcaico el o para
la igualdad.

La idea de Descartes es reducir los problemas
geométricos a problemas algebraices, dando valores a los
segmentos y usando asi la potencia del Algebra. Si~
multaneamente quiere dar un merco geométrico al Algebra, vy
asi demuestra qQue laws cinco reglas aritméticas tienen su

representacién geométrica mediante construcciones sencillas.

Su notacién es ya muy parecida a la nuestra pero
con una importante diferencia® las letras para 61 represen—
tan segeentos, mientras que para neosotros son nameras. Sin
embargo rompe con la tradicidn griega de considerar "x al
tuadrado" come un 4rea y "¥ al cubo” cemo un  volumen.

Descartes los considera ya como segmentos tambi#gn y esta le
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permite desprenderse del! principio de homogeneidad y flexi-

bilizar su dlgebra geométrica,

Forzosamente en este breve apunte histérico es
discontinuo pues no tratamos de hacer una historia det
Algebra. Vamos ahora al momento de 1o que 1llamaremos la

segunda ruptura

ALBGEBRA ABSTRACTA

Los matemdticos ingleses habkian vivido muy
ajslados del continente y su "despegue” probablementes 1o
constituye la creacién de la Analytical Society del Trinity

College, en 1815 en Cambridge.

George Peacock (1791,1B858) fué uno de sus funda-
dores (junto con J. Herschel (1792,1871) y Ch. Babbage
(1792,1871)). En su Treatise on Algebra se propone dar al
algebra una estructura ldgica. Intenta iniciar el pensa-

miento axiomdtico aplicado a la aritmética y al algebra,

Aungue Feacotck no realizdé nhingupe aportacidn
nueava de importancia, contribuyé de forma definitiva al
proceso de actualizacion de la ensefanza de las matemdticas
vy, =n especial, del 4Algebra en Inglaterra. Este esfuerzo se
hacia sohre la materia, peroc no sobre el alumno. Se trataba,
schre todo, de profundizar en la fundamentacidn del édlgehra
pere se olvidaba el hecho de que la profundizecion en la

abstraccién no tiene que suponer desatender al alumno.
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Augustus de Morgan (18056,1871) fué otro de 1los

iniciadores de la que se podria llamar “Escuela Inglesa”
(Boyer op. cit. pag 712). Apoyt alguno de los puntos de
vista de Peacock. Podriamos decir que con de Morgan comienza
el Algebra Abstracta pues coensidera sin significade concretn
no s4lo a las letras que utiliza siéo también a los simbo-
los que representan operaciones}”asi las letras tales como
A,B,C, podian significar virtudes y vicios, y + y ~ podian
representar premio y castigo”, mientras que en el Algebra
de Peacock los simbolps se entendian como nomeéros o magni-
tudes todavia. De modo gue dice?

"...Con ana sola excepcidn, ninguna palabra o sisbolo da la aritattica nf fel

algebra tienen un dpice de significedo a lo large de este rapitolo, cuye

chistn son lot sigbolos alsent y wus leyes de cosbinacidn, lo que dz [ugar 3

un 4lgedra sinbdliza yue puete convertirse en adelante en la grasdtica de cien

dlgsbras concretas distintas® {la ezcepcidn referida os 12 igualdad)

(Boyer vp. tit. p. NA
Recuerda con esta asplracion otra parecida

declarada por Leibniz (1&646-1716), aproximadamente 150 afos
antes, ¢uando al entrar en contacte con el Algebra, ve en
ella unas posibilidades de formalizacidn que le ilusionan. Y
adivinando wuna gran potencia en ese nuevo lenguaje Yy unia
abstracecidn y objetividad que le seducen, piensa gue el
Algebra puede convertirse en el modelo de su Caracteristica

Universal y asi escribe:

"Es #sta upa especie de lenguaje sisbblico que nos  peraitiria
expresar  sin  asbijiedad todos low pamsaaientos husancs - consecusntia de s¥
precisidn-, aussataria noestro poder de dedurcidn 2l persilir desarrolios mis
coaplejos o mis largos y resoiveria tofas las controversies gin tener que lleqar 3
enfrentaaientos, atijizando xos "desostraciones®®

(Coutirat, 1969)
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Encontrames en Leibniz la atraccién que el Alge-
bra ejerce. Un gran cerebro universal e inteligente anticipa
en ella un gran potencial de posibilidades. Se proponia asi
una tarea esencial: la Légica simbélica. Lo gque ¢l llamaba
el Calculus Ratiocinator gue haria aumentar la armonia uni-
versal.

De hecho comenzdé 1la tarea de desarrollarla
asociando a cada término “primitivo”™ un nimerc primo -~esta
idea fu# posteriormente continuada con éxito por Gtdel-. EI1
términoe primitivo 28 el simbolo no deducible, la

autorreferencia. (Couturat op.cit.194%9)

Pero volvamos a De Morgan. Al vatiar de conteni-
go 1o simbolos estaba preconizando la idea moderna de que
el objeto del Algebra son las funciones proposicionales mas
que las proposiciones, pero por otro lado rcreyd agotadas
las Algebras con el paso del Algebra Simple (Nimeros reales!

al Algebra Doble (Nomeros complejos?.

En realidad todo el siglo XIX en Inglaterra fu¢
prolifico en cantidad y calidad. Nombraremos solamente algu-

nos de estos importantes personajes en el RAlgebrai

William Rowan Hamilton (1805-1865) que se encar—
gd de demostrar que habia "mds algebras” con su teoria de

los cuaterniones.

J.d. Syl vester (1814-1897)r vy fArthur Cayley
(1821-189%) gue trataban la teoria de invariantes algebrai-

cos. Hoy se conoce come método dialitico de Sylvester un
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método. para eliminar una incégnita entre dos ecuaciones
polindmicas.

George Eoole (1815-1864) que trabajé en el
analisis de la Légica. Decia gque la Matemdtica no se reduce
a la ciencia del numero y la magnitud continua. La caracte-
ristica esencial de la Matematica es su format si un tema se
presenta con simbolos y reglas precisas, anicamente, sujetn
a2 una exigencia de consistencia interna, eso es Matemdtica.
S#gin Russell, Boole fué el descubridor de la Matepatica
Pura.

Pero estamos en el s5.XIX y nos falta nombrar a
Evariste Galois (1811-1832) el joven vy genial matemdtico de
trigico destino. Le debemos el concepto de Grupo y también
hacer de este concepto abstracto la idea central de la
teoria de ecuaciones algebraicas. Con ¢l se termina el
Algebra clisica, es decir, el resolver ecuaciones en térmi-

nos de radicales.

Después de Galois, mads O menos desde 18350 10s

libros de Algebra comienzan a estudiar las estructuras

En la ensefanza, este cambio también ha tenido
lugar hace unos afos cuando irrumpié con fuerza la nueva
corriente que preconizaba la introduccidn prematura de las
estructuras como base del conocimiento matematics. Esta
inversién de la génesis del conocimiento ha demostrado, como

ya sabemos, su {neficacia en la ensefanza,.



Surpe, en este momento,la escusla alemana del
&. ¥IX = Dirichlet. Dedekind (con la nocitn de CcUuerpol.
Hilbart.. .., qua desarvallan la teoria de los numercs alge-
braicos basandose en el estudio de Gauss de 1los nameros

complejos {a+bi) cen a y b racicnalss.

A partir de Gelois se produce LA RUPTURA. En
unos peces afos podremos hablar de lo que es UN ALEEBDRG. Ha

nacido el Algebra como ohjeto de estodio satesdition.

A comienzos del siglo XX culmina, en gl &lgebra,
urn  proceso de generalizacien creciente gue habia comenzado

en la geometria y la topologs:a.

La llamada “"Elgehra modsrna” adguicre un  fuerte

dezerrallo on la zegunda mitad de este siglo.

fumenta de nuevo el grado de abstraccidn en esta
disciplina y asi las letras “x" e “"y" ya no representan
splamente numercs desconocidos (reales o imeginarios) ni
magnitudes (segmentos en Descartes), ashora las letras "=V e
"

y" pueden representar cualqguier cosal Aermutaciones,

figuras geomeétricas, matrices, etc.

La palabra '"cosa” usadas para hablar de la incag-
nita durante el s, XVI designaba una magnitud, un ndnero;
pero akora hablamos de "tosg" en el sentido literal espafol
de "cualquier cosa". No hay condiciones para el posible
elemento "' o "y" (o cualquier octra letral que va a3 manejst

el &igebra abstracta.
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En la "Logigue Mathematigue” de Kreisel-Krivine
los elementos manejados son frases, sSentencias, para formar
nuevos lenguajges y nuevas posibilidades de expresioén.

"E1 dlyebra abstracta en este periodo final del s, IT posiblesente serd
1a parte de las sateaiticas sds iovestigads justo con !4 topalogia.”

(Boyer op. cit. p. 7h4}

Es Qquizéd &! momento de hacer una reflexién gue
recomnozca el lents proceso de elaboracién de la actual
digebra, lIlos siglos de tentativas, avances y retrocesos que
van configurdndola que contrasta con el corto geridédo de
tiempo en el que se esperda que los alumnas lleguen a

asimilarla y dominarla.

IX.1.4. ALSEBRA.ARTE ANALiIiTICA.

El razonamiento deductivo s e] que nos lleva de
los datos conocidos a través de su manipulacién mediante
unas reglas determinadas, con un razonamiento preciso, hacia
lo descongeido, que resulta como gl produgto de la manipul a—
cion. EsquemaAticamentet

razonamiento
Lo conecido > Lo desconocida

Lz gue PFappus y lus antiguas habian nombrado
como  Andlisis  (Ars Analiticae) era diferente. En vez de
razonar desde lo conocido para demostrar lo desconocido, Bl
analista va a partir de la hipétesis de que "conoce" lo

desconocido vy, manipulande eso como si fuera realmente ccho-
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cidao,

"ezo" ("la cosa', "la incég-

nita”) debe cumplir para satisfacer las condicliones dadas.

Fappus, en el libro VII de la *Cpleccidm®
enplica lo que es, para ¢1, 21 anAlisis?
"un aftodo que consiste en considerar caeo conocido aguello que se busca, ¥

obierer las consecuencias de ello hasta llegar a zlgo que se adeite va coro un
resultado de sinteeis® :

(Boyer op. cit. g, Z48}

Se reconoce que ] analisis @5 pues un tipo  de

razonamiento Ya la inversa“.

Ezte mizmo tipo de rezornsmiento Es el gue sigue
=l 4lgebra, Fartiendo de le dezconccido que es “"la  cosa’,
*1a incdgrita", vy haciéndolo cumplir lzs condiciones esta-
Hlecidas para el proklema o2 Ilega a la condicién (Vecua-

cign™ nee, manipul ada mediente las leyes slgebraicas,

pErrite 21 célocwioc So tla cosat. Es decir, 4z oun hodo
ardfico:
TaTonar cumplirla
tr dezronocido ~——m-- = iporRicign s—e——-e-=b dosooncllido
calcular
‘facuacién) (incdgnital

F. Wigte (1540-14603) en sy importantisima obra
"In  artem analyticem Isagoge" (% 1391) {Introduccidn &l
método amslitico) explica 2! método analitice de Froclo,
definiendo el arndlisis come!
L suposicidn de que Jo bustago es conocido y el pasd, aediante
deductiores, desde alli hasts algo efectivamente conocide”

{#ussing~Arnpld, p. 156)
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Segtn Wussing-Arnald (pp. 154-155), para Vitte

habia tres clases de analisist

- El anadlisis para buscar, cuya idea se basa en suponer
1o buscado como conocido y dar a la cantidad un nombre, un
signo, un Simbolo. (Encontramos aqui las nociones de signo y
simbolo empleadas indistintamente, idea sobre la que
profundizaremos en el capitulo 32). Entonces con este
simbolo como si se tratase de una tantidad conocida, esta-
blecer (Viéte dice buscar! para ella une ecuacidn matemdtica

convaniente.,

- £1 andligis para pbtener, gue es el que se emplea
para "conseguir® demostraciones de teoremas auxiliares, =si

s0n necesarias.

— Anadlisis exegético que es el gque lleva a cabo el uso
de transformaciones algebraicas y 1la resolucidén de

ecuaciones.

IMPORTANCIA DEL ALGEBRA

La importancia del Algebra es algo que a lo
largo de s4 historia ha estado en entredicho. Muchos cienti-
ficos han observado su potencia y considerado su importan-
cia, con &ntusiasmo y admiracidn ante sus posibilidades, y
otros muchos la han despreciado, considerindola como calculo

exclusivamente, quizd antes de conocerla bien.

En la Diddctica de las Matemdticas nos enconttra-
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mos cOn las consectuenclas de esta controversial

4Es importante enseRar el Algebra como tal?

iLE® "simplemente" enseRar a calcular la que

debemds hater?

En la encuesta a 1os profesores sobre lo que
wllog entienden por Algebea, enconéramos un profesor due
habia sefalado como perteneciente al Algebra el tema de la
Divisibilidad de Polinomios y como no perteneciente el de la
Resolucién de Ecueaciones y que en la entrevista correspon-—
diente justificaba su respuesta porque: '"lLa resplucidn de
ecuaciones, inecuaciones y sistemas es simplemente Célculo”
Vemos, pues, como aqui se desprecia al Cdlculo como algo
simple vy mecanico y se ehnpblece al Algebra como el estudio

de las Estructuras.

Se puede suponer que este profesor hace de la
ensefanza de esta parte de las mateméticas una ensefanza
"calculistica™ con la gue se ensefan y aprenden friameénte
unas técnicas para resolver determinados ejercicios que poco
o nada tendran que ver con otra cosa gue N0 sean ellos
mismos. Se trata, cwando l®& ensefanza se hace de este modo,
de que el alumno domine algunas técnicas y que sea capaz de
demostrar ese dominio resclviendo unos ejercicios preparados

pars ello.

Fsas técnicas, efectivamente, nacen y mueren €n
ellas mismas. No es extrafo que estos profesores las despre-

cien vy consideren gue Su ensefanza no pertenece al Algebra.
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Scbre todo sl consideran el AlgQebra exclusivamente como el

estudio de las estructuras,

El Cd4lculo, incluyendo en ¢l la Resolucidn de
Ecuaciones, Inecuaciones y Sistemas, se desgaja asi de la

parte "noble" del Algebra.

5in embargo, histéricamente, vemos cdmo la idea
de un Algebra aAnalitica es valorada magnificamente (por
ejemplo por Descartes) y la idea de un Algebra Lenguaje
forma parte del ideal buscado por mentes cientificas como la
de (eibnriz. FPara é1 la concepcidn de un "razonamiento mate-
matico” universal, dnico e infaliple era una aspiracien

ligada a la bisqueda de la Felicidad y de la Paz.
Veamos como consideraba Descartes al Algebra.,

Podemos wverlo a través de la tlasificacién que
hace de las funciones:
algebraicas
Fupciones

no-algebraicas
divisidén que correspondia a la geométrica de

geométricas
curvas

necdnicas

1lamande curvas mecanicas a todas las gue po sop algebrai-

cag. De este modo pretendia hacer de las funciones alge-

braicas el dnico objeto de la Geometria, “midiendo® asi las
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turvas por un "patrén algebraico“.

Las curvas que entraban dentro de este patran

algebraico eran dignas de estudio. Eran interesantes.

Las funciones no-algebraicas de Descartes, son
llamadas funciones trascendentes por Leibniz, quien comenta,
sobre la clasificacidn de Descartes, que el apelativo de
mecinicas gue aquél emplea tiens un sentido despectivo. Asi,
Leibniz corrobora con su impresidén el hecho de que Descartes
consideraba dnicamente {importantes agquellas curvas “geomé-
tricas” que eran susceptibles de ser estudiadas a traves del
Algebra.

(Observemns, #in embargo, que Descartes aunque
no puede aplicar su método algebraico a la cicloide, no por

eso deja de estudiarlia e inventa el centro de rotacién},

Leibniz —-a quién hemos nombrado mas arriba en
relacién con su  interés por el &lgebra- fué también un
enamorado de sus posibilidades. El Algebra le ofrecia cémo

concretar la idea de la reduccioén de itodo cuanto existe

1]

Ste]
sistems de simbolos relacionadps entre si. Cualguier des-—
cripcién de la realidad podria, a través del A&lgebra, ser
redquciga & una unidad de elementos deducibles mediante
cdlculos.

Era el momento en gque proliferaban las diferen—
tew notacicnes. Couturat (pp.B2-83%) nog explica el deseo de
Leibniz en su "Carta a Oldenburg” y su confianza en el

Algebra como lenguaje universal para conseguir una forsali-
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zacian del lenguaje y del pensamiento.

5in embargo ya hemos visto, en la nota al pié de
la pag. 11, que de bien antiguo nos llega un ‘“desprecip”
haclia &l c4lcula "mecanice”", vy gue este apelativo se man-

tiene como una sombra en la definiciéon cultural de Algebra.

Fntre los matemdticos actuales se da, tambieén,
este desprecio, com® nos indica Chevallard {(Chevallard, 1986}
cuando dice que en la actualidad “...al Algebra se la niega
como herramienta de creacidn de conceptos” y mds adelante en
el mismo pArrafol "Asi se tiende a rechazar al Algebra
elemental de la parte viva de la actividad matemdtica, para
reducirla, en el marco formal gque hemos descritc, a una
actividad "automatica”, vy en cualquier casoc autdnoma, sin

capacidad real de creacidén”

Si admitimos gque la simbolizacién forma una parte
substancial vy, en cierto modo, definitoria del 4algebra,
cbservaremos que grandes progresos en matematicas han estado
marcados por el descubrimiento de buenas simbolizaciones gue
han hecho posible el manejo de conceptos incluso antes de su
perfecto conocimiento. Estas simbolizacionses han ayudade a

complatar 2l conocimiento de esos miemos cohnceptos.

Podemos recordar como ejemplogst

1.~ La intropduccion de las letras para reprasen-
tar los ndmeros coincide con el comienzo de la aceptacian

generalizada de los numeros negativos,
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Aunque ya los chinos calculaban con la ayuda de
varillas rojas para las cantidades positivas y varillas
negras para las negativas, no aceptaban los numerocs

negativos como snluLiones de ecuacion.

En la India, sin embargo, Brahmagupta llegd a
exponer soluciones generales de ecuaciones cuadréticas

incluyendo las dos raices aungque una de ellas fuera negativa.

Perus recordemaos gque los arabes todavia (Al-

Khowarizmi) rechazaban las soluciones negativas.

Fué Chouquet, en el s. XV, uno de los autores
que empezaron a escribir los ndmeros negativos con ayuda del
simbolo literal ™ E * para representar el "menos", Yy Bn sus
reglas para calcular con exponentes negativos consiguid
manejar uha escritura gque suponia un gran avance de simboli-
zacién, aungque no llegara a establecerse entre los matematl-

cos de la época, quizd porque no fuera bien conocida.

Stifel (8.XV,XVI), uss coeticientes negativos en
tas ecuaciones que, asi, pudo reducir a una forma dnica,
pero no admitia los numeros negativos como posibles raices
de wuna ecuacisn. Llamaba a estos numeros numseri absurdi a

pesar de conocer bien sus propiedades.

Vitte (s5.XVI,XVII), a pesar de su indudable
valia y su dedicacién al estudio de las ecuaciones, no

admitia coeficientes ni raices negativas.

Es BGirard (1629} el que, al permitir raices
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tanto negativas como imaginarias, logré formular las rela-
ciones entre los coeficientes y las raices de una ecuacidn.
Incluso parecid anticipar la idea de recta numérica al
indicar que los numeros negativos soh un retroceso y 1los

positivos un avance.

Con Descartes (s.XVII) encontramos la admisidn
de las raices negativas peroc, llamandolas "falsas", frente a

las rajices positivas, fue denomina "verdaderas".

Hudde (s5.XVII,XVIII), parece gque fué el primero
en utilizar coeficientes literales para reprecsentar ndmeros

reales cualesquiera (positivos y negativos)

Tenemos, pues, que llegar al s. XVIII para
encontrar establecida la expresion literal para 10% ndmeros
¥, con ella, la admigidén, =in reservas, de los nameros

negativos de una manera generalizada.

2.~- La escritura de los ndmeros complejos en
forma de binomios, con ayuda de la letra "i", en lugar e
4—-1, SUpPUSD wn  principio de aceptacidn de los mismos al

hacer peosible su manejo y el estudio de sus propiedades.

La férmula de Cardanoc - Tartaglia (¥ 1350) para
la resolucidén de la ecuacién cdbica, cuando lag tres raices
£0N reales y no nulas, conduce a la situacidén de raices
cuadradas de ndmeros negativos, es decir a los nameros
"imgginarios”, Se necesita comprender el comportamiento de
estos nimeros para poder obitener la raiz real y, a pesar de

esto, sclamente Dombelli se atrevidé a expresar lo gque @&l
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llamaba una "idea loca"” que anticipaba la noclién posterior
de numeros complejos conjugados. El resto de los matemdticos
de la época se limitaba {gnorar la posibilidad de existencia
de este tipo de nimeros sin poder salir de la situacién de
perplejidad gue producia el hecho de la aplicacién de la

féormula de Cardano - Tartaglia, come hemos dicho.

Es Girard, aproximadamente en 1429, el que
admite las raices imaginarias, como ya hemos dicho, porgue
coen #llas podia mostrar los principios generales de

formacion de la ecuacidn a partir de sus raices.

Asi, las reglas generales del &lgebra, se impo-
nen, como una necesidad que obliga a admitir la existencia
de esof extrafios entes matematicos, gque son los nameros

"imaginarios"”,

I1.2. ALBUNAS POSICIONES ACTUALES EN LA ENSERANIA DEL

Al GEBRA
Yves Chevallard. Francia.

Sobre el 4Algebra y su ensefanza. Muestra una
diferenclacison entre "ensefanza funcional"” y "enseRanza
formal ™.

tl1 es partidario de que la ensefanza debe ser
funcional. Pero g qué significa ésto?r Significa gue el
aprandizaje no debe hacerse "in vacuo'" es decir, sin objeti-
vo. Cuando enseramos de esta manera (formal) estamos hacien-

do una e€nseRanza que no es indtil pero si incompleta y por
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tanto fuente de errores y obztiaculgs.

En la Memoria de J. Tonelle, 1980 "El  mundo
cerrado de la factorizacién" se hace un estudio en este
sentido sobre los desarrollos algebraicos elemantales (fac—

torizacidn, identidades notables) y su enséfanca.

Algunas de las observacianes obtenidas por  J.

Tonelle son las siguientes!

I. &g producen en los alumneos interferencias
entre 1os modelos editivo y multiplicativa, (@l ung debhe
usarse para ot coceficientes y 2! otro para los cxponentes).
{Egte tema de los campos conceptusles aditivo y multiplica-
iy se analiza en profundidad en un trabajo de Fellerey gue

figura en la bibliegrafial.

T7. El esguema de factorizacidn

0: - Az = (0 + AXO - AY
funciona reslmente como un esquema de decceodificacidn., El
alumno  no comprende, solo adivina. Aprende cémc hacer la

decscodificacidén de las instrucciones que da el profescr.

711, El profesor presenta una deble "oferta™
disrursiva una (1o gque 8] profesor dice) y pstensiva la oira
(1o que el profesor muestral. Se pide "Factorirar...", pero
luego no sirven todas las factorizacieness se muestran 1as

que se pueden hacer y se prohiben otras, Hay gque hacerlo de

una manera especial., JFor qué? o ;jFara qué? No estdén claras
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las razones porgue no hay un objetivo.

I¥. Se realiza un aprendizaje formal pero no
funcional.

En realidad lo que se hace no se sabe para gué
sirve. "Se hace porque 1o quiere asi &l profesor” y con eso
basta.

V. La transaccién diddctica impone un tratamien-—
ta por astensidan que ayuda a dejar el concepto en pre—
construccidén., No favorece por tanto la construccion de la

nocidén de polinomio.

Entre estas observaciones destacaremos ahora 1la
IV que denuncia la carencia de un aprendizaje funcional en

los términos de los estudios de Y. Chevallard.

En su trabajo, Chevallard nos dice sobre ésto:

*£n susencia de un eapleo foncionzl, las peticioaes de cllculo se
hacen con consigaas comp “*Factordza..,® gue llevan azadidas wn conjunto de  scbre-
Ueterninaciones diddcticas que ] aleano tieos que interpretdr para reslizar ol
ejercicie correctasente”.

Be puede afadir gque en los actuales curricula no
se podria hacer una ensefanza funcional pues, en general, el
cdlculo algebrajco se ensefa mucho antes de que se tenga gue
emplear. Por ejemplo los polinomios y su factorizacisen, la
simplificacién de fracciones algebraicas, la resolucién de
ecuacionss de tercer o cuarto grado mediante factoriza-
ciongs, etc... no se revelan necesarias hasta que llegamos a
guerer estudiar una funcidn y nos ayudamos de las derlivadas

y en general del calculo diferencial para obtener sus
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maximos, minimos, asintotas, etc... y adn cuando esc llega,
las ejercicios y problemas que se ofrecen gara este estudio
con  evidentemente mucho més sencilleos que los que servirian
para provocar las complicadas simplificaciones gue les

"hemos enserado” a calcular,

Vamos a ver algun ejemplo de como esto sucede en
Espara:l

Durante el 18 de Bachillerato se lez engefa a
resolver ecwaciones vy a hater simplificaciones romo 1las

siguientes!?

1. Factoriza! p(x) = Iut~ &x™— 12x%+ Z0Ox — 15

2t 4R F-AnT+120 -6
2. Bimplificas

ue— Ax=4+ I

- 4 - SO o+ B
Z. GBimplificat !
w24 o - 2 w o= 3
4, Resuelwve: =7 + 2x2 - @3 - 18 = 0
Y doe anns mas tarde, cuando llegan a I8 de

Bachillerato, practicando las aplicaciones de las derivadas,

se les plantean los siguientes ejercicieoss

I. Estudia las funciaones siguientes calculande <us
dominios, puntes de interés, asintotas, etc... vy dibuja La

funcibn correspondiente:

.11 F(xy = 4 %9 2/3 3%~ Ir2 w2
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w3

1.2 gin) =
X + 1

104u — SY
1.3t hix) =

x2- 9

Como vemos no existe una correlacién que pueda
justificar la "inversion" de tiempo hecha en aprender unas
técnices que sO6lo serviran dos afos mas tarde y  en  menor
grado que e] aprendido. (Suponiendo que realmente se hayan
aprendi do}

Otra pérdida debida a la anticipacién en el
aprendizaje del c4&lculo algebraico es la pertinencia’ El
alumno no aprende cuando son pertinentes los calculos gue
hace. isEs mejor desarrollar en este momento?, 0 seria

preferible factorizar?

Esto se puede cbservar en el ejercicio siguiente

2. Estudia y representa la funcidn
¥+ 1
mix) = ——
x= 1
Al calcular la derivada segunda para estudiar la
concavidad de la curva o los puntos de inflexidn el alumno

se encuentra con la expresidn?

—4(x2—-112—- {(-4x)2{x?~-1)12x

(x2—- 114

Si realiza los cdlculos gque 12 han enserado, formalmente,

multiplicard y reducird los términos semejantes del numera-
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dor hasta llegar a un polinomio en el numerador (y quiza
también desarrolle el denominador} gue deberd factorizar

para intentar simplificar después.

Hacer 1a simplificacion puede ser atil si
tenemos que igualar el numerador a cero, pero si  queremos
estudiar el signo de la derivada segunda m”™' serd pertinente
dejar el denominador en forma de cuarta potencia, pues
sabemos que asi es suficiente con estudiar el signo del

numerador .

Estas elecciones de pertinencia son las gque se
pueden hacer cuando se ha ensefado & usar el algebra funcio-
palmepte, pero no cuando se usa formalmente. Sin embargo, no
na habidoe un momento para ensefar esta pertinencia. Cuando
los profesores ensefan derivadas "dan por hecho” que el
alumno ha de adguirir unos conercimientos v ssperan de ellos

que sepan "cdmn" y "cuando" deben hacer un tipo u optro de

caleul o.

Un caso rclaro de esta carencia, asumido por los
profesores correspondientes, es 21 de la descomposicion de
fracciones en otras mas simples para taltulos de integra-
cién. La mayoria de los alumnos se sorprenden de tener gue
pasar UNA fraccion a la forma de VYARIAS fracciones cuando
siermpre han tenido que hacetr lo contraria. Y es un hecho
constatado: No saben como hacerleo vy se les tiene gue enserar
en ese momento. Esta es una circunstancia de aprendizaje funciocnal

y pertinente.
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Y. Chevallard, en su estudio "Teoria didadctica y
estudio de la ensefanza del Algebra”, hace una crénica de su
introduccisn de 1lbs racionales en clase de 42, en Francia
{13-14 aWo=), usando el Algebra como herramienta para 1la

construccicn de lo numérico.

Define alli los racieonales positivos a partir de
lus naturales, como los nameros que satisfacen la ecuacion
axe=b (con a y b enteros positivos no nulos) vy, trabajando
algebralcamente f{casl diriamos "ecuacionalmente"), se ven!
la squivalencia de dos fracciones que "sonh" el mismo ndamero,

la suma de dos racionales,etc...

este seria un aprendizaje funcional del 4lgebra
pues no se estad ensefando en si misma sino con un objetivo:

desarrollar una tecria,

Gérard Vergnaud. Francia.

En su articulo Iptroducciep de llalgebre..., se
s@fala gue el Algebra supone una “ruptura epistemolégica*
respecto a la Aritmétical que muchos alumnos ¥y, 2n general,
los més 'flojos’', no entran facilmente en el juego de 1las
manipul aciones wsimbslicas, vy que, estudiando las difi-

cultades y lpos errores de los alumnos, se clarifican algunas

ideas importantes para esta introduccisn.

Se observa, también, gue, en Algebra se deben

plantear explicitamente las relaciones entre los datos vy las
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incoegnitas (plantear la ecuacidn), para manejar con un
caleculn, relativamente automdtico, esa “explicitacion"g
mientras que en Aritmética el! trabajo consiste en buscar ]as
incégnitas intermedias, en un orden conveniente, eligiendo
los datos y las operaciones adecuadas para calcular 1o
desconocidoa. Estos distintos modos de actuacién obligan a un

aprendizaje muy distintd en ambDs casos.

Se plantea, asimismo, la significacidn del signo
de igualdad, con las diferencias entre su uso en aritmética
¥y en algebra y las dificultades de aprendizaje que crea. Los
conceptos de funcidn y variable que s« presentan y que hacen
surgir la dialéctica Algebra instrumento / Algebra objeto

(Douady, 1984) .

Se apunta que, en el caso de la funcién vy la
variable, no se aprovechan las ejemplificaciones gue prestan

las f6rmulas de la Geometria o de la Fisica,

Dada la "ruptura” considerada entre la aritméti-
ca vy el adlgebra, =se deciden los autores por intentar wna
introduccioén del Algebra como "herramienta” gue va a serwvir

para resolver los problemas dificiles de aritmética,

En este trabajo se nos describen los fenémenos
didacticos observados sobre una experiencia hecha, como ia
de Chevallard, en 48 curso, pero con alumnos "retrasados de
nivel”, Cada observador ha trabajado aqui con 2 o 3 alumnbos
solamente v la "modelizacién" {(en el sentido de eleccidn de

un  modelo como ejemplo para la ensefanza) escogida ha sidg
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la de 1a balanza, en equilibrio, que representa la igualdad.
En ella se celocan pesos conpcidos y otros desconacidos que
=& deben calcular. El1 pbjetivo gue se busca es el plantea-

miento de la ecuacidn y su posterior resolucidn.

For ejemplo una situacién didactica ez la

siguiente: € les da et dibujo

J/‘/‘“‘x
Z O

CUERFO myiTeZ g. mz=735% g.

y =8 dice a los alumnos gue deben poner el problema en
ecuacién y resnlverlao explicitande la manipulacidn algebrai-
za ofectuada. (Lo que no dice =2 cuaal es el enunciado gque s
les da realmente a los alumnos. Cual es 21 enunciado gue
reciben/ Freviamente a la manipulacidén algebraica debden

escribir "la manipulacidn figica" corregpondiesnte.

Se obgerva gue la mitad de los alumnos llegan a

escribhir escusciones comoi [ + 52 = 7I6 , pero la otra mitad

hace la diferencia vy se contenta con constatar por escritol

574 + &£2 = TIa

de ésto dltimo se ohtiene como deduccidn gue el conociamiento
dal wvalor de la incdgnita “tapa®™ el proceso de poner en

ecuaci dm.

También se observa que la manipulacidn fisica de
la balanza no produce el efecto deseado de "pasar” las pesas

correspondientes a &2 grs. del platillo izguierdo de la
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balanza al platille derecho, vy Que seria lo que podria

provocar la escritura "que se busca”, Que es

(A + &2) - 62 = 734 - &2

porque los alumnos guitan de la balanza las pesas y vuelven
a pesar el cuerpo. Esta escritura tiene gue ser propuesta
por el profesor y recopiada por los alumneos. Solamente la

mitad de los alumnos logran escribirla.

Incluso la tercera linea que espera 21 profesor
que sarial
A = 574
25 escrita por la mayoria, pero algunos escriben: "736 -~ &2
= &74" o simplemente "=674" con lo que, para estos alumnos,
el signo de igualdad todavia guarda el significado de

anuncio de un resul tado”

Se dice en el propio escrito que un elemento
esencial en el contrato didactico (en el sentido de la
tegria de 5. Brousseau) investigado por el ensefrante, y gue
es leo que se busca que el alumno domine, es lo gue llama el

script—algoritmo gue es la escritura de pstas tres lineast

A+ 1B = 154
A+ 18 — 1B =~ 154 - 18

A= 13&

Esta escritura es aparentemente aceptada por los
alumnos pero la linea segunda aparece , enh la mitad de las

casos,escrita de muy diferentes maneras "no esperadas". Por
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ejemplol
8+ m=13
8+ m-m= 13

mw= 5

que hace ver que la respuesta, dice el articule, es una
respuesta al contrato didictico exclusivamente, de modo que
*el contrato, que conlleva la peticisn de una escritura
forsal, interfiere, encjosamente, con la tarea de resolucisn

propiasente dicha".

Por mi parte afadiria que, como en el articule
no se explicitan }las consignas dadas por 21 ensefante, es

auy dificil opinar sobre i1a experimentacitén hecha-

En este primer ejercicio se ve que la mitad de
log alumnos sequrd gue no han aprendido lo esencial de 1la
equivalencia del signo (=) (lo dice el articulistal)l ni el
script-algoritmo. Sin embargo, se dice, que en la segunda y
tercera experiencia, con igualdades de los tiposéi 3Ix = 1305
y 3y + 12 = 42, todos los alumnos optan por la via algebrai-

ca y tratan las ecuaciones con el script-algoritmo pedido.

.o que no queda claro es cémo adquiere el alumno
este conocimienta, pues la dnica diferen:ié es que la situa-—
cidn es descrita mediante un sistema de operadores. No se
aclara si se efectda alguna explicacign, por parte del
profesor, despuég de realizar el primer ejerciciof o simple-
aente son los ejemplos escogidos 1os que producen el

aprendizaje.
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Como no se deben olvidar los numeros negativos,
se ponen ejercicios en los gque se pide a8l alumnPpo que invente

situaciones semejantes pero con numeros negativos.

En mi opinion, esta peticidon aporta una gran
dificultad, cuando la ejemplificacién empleads ha sido la de
la balanza, pues gueda vacio de significado "un peso negati-~
vo". Tendrd el alumno gque recurrir a otro tipo de imagenes
mentales. Deberd imaginar "situaciones” diferentes. Y, en
vez de servirse de la modelizacién, debera escapar de ella,
por Io que ésta resultara perjudicial, en lugar dia

beneficiosa.

Georges Glaeser, Francia.

Vamos & comentar un articulo de este autor,
sobre las dificultades (8l mismo autor observa, en nota a
pié de padgina, que los términos “obstaculos, dificultades,
umbrales” son usados ingenuamente, y que s6lo tras numerosos
trabaijcs se podrin hacer distinciones pertinentes entre
ellos) que ofrecid el establecimiento de los nimeros negati-

vos entre la comunidad matemitica a lo largo de 1a historia.

Ya hemos comentada que éste es un problema cuvya

resnlucion estd muy ligada a la aparicion de las letras.

El trabajo estd centrado scohre la regla de 1los
signos, vy comienza con una cita inglesa que, segun BGlaeser,

es una regla mnemotécnica y que, segdn Chevallard (1984),
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parece estar atribuida al poeta W,H. Audent

Minus times Minus equals Flus?

The reason for this we need not discuss,

Este £s un grave problema didacticeo del algebra.
La regla encuentra su justificacién en E1 tratado del
Slgebra de Mac Laurin (14648-17546) publicado en 1748. En este
tratado, nos cuenta Glasser, MacLaarin hace una “demostra-—
cidn" de la regla de los signos {(multiplicando +a—a=0 por n
positivo y por -n negativo) baséndose en las proplas reglas
del dlgebra. No es una casualidad gue cbtenga esta demostra-

cién de tipo formal pues este parece ser su punto de vista.

Es una demostracién muy original para la época,
pues adn se sentia la "necesidad” de que los objstos matema-
tices tuvieran su "traduccién real. No hemos llegado toda-
via al &lgebra abstracta y MacLaurin se adelanta, sin embar-
go, a los matematicos del s.XIX diciendo en su Jraetado ds
las fluxignes!

*11 n'est pas nfcessaire que les objels de pos thtories feient décrits
actuellesent, ou yu’ils existent hors de bousy eais (1 est escontiel gque lewrs
relations foient clairesent onfoes & évidemsent déduites,k il est avistageur de
s'appliguer  partizalieresent b coesidérer colles qui ripondeat aux  ohjels
extirierurs ..."

Por la miema época Léonard Euler (1707,1783), en
una obra para estudiantes, usa para justificar la regla de
los signos, la imagen de una “deuda" y asi obtiene (+.4) vy
{(+.=), despusés {(—.+) por congputatividad, y para (-,-) 1la
anica explicacién sencilla que encuentra es gue debe ser

diferente de "-abh* lueggo debe (i!) ger +ab.
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Sin embargo E£uler no vacila al usar ndmeros
negativos e imaginarios en un polinomio. El problesa es la
justificacidén de la regla parsa Su eNsghanza. (Es aqui doénde
el 4lgebra suministra una via. Este via no ha pasadoc des-
apercibida para Chevallargd que, en su articulo de 198&, pre-—

senta una sencilla demostracién algebraica de la regla).

Glaeser redacta una lista provisional de algunos
obstaculos, en concreto seis, junto con una tabla de autores
estudiados, en la que se& consigna si el autor demuestra, en

sus textos, haber superado cada tipo de obstaculo, o no.

Esta busgueda de obstdculos epistemoldgicos se
hace para poder compararlos despuéds con los encontrados
entre 1os alumnps, cuando deben empezar a trabajar ton
nimeros negativos. Esta comparacién no #std hecha todavia vy,
aunque no sea directamente nuestro tema de trabajo, estd tan
relacionada con #1 gque abogamos porgue se intente lo antes

posible.

El trabajo de esta tesis también tiene el propé-
sito de seguir wuna linea semejante de busgueda de
dificultades historicas v de dificultades de los alumnos

para obtener conclusiones didacticas.

En el trabajo de Glaeser, se observa que,
desde el s. III, con Diofanto, bhasta los s. XVI, XVII y
XVYI1l, se& encuentra la practica de calcule, coh nameros
negativos, en grandes matematicos clésicos (Stevin, Descar-

tes, Mclaurin, Euler, d*Alembert, Carnot, Laplace, Cauchy y
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Hankel) que, sin embarge, no han superado alguncos de los
nbstdculos descritos, demostrando asi una comprension
parcial de los niémeros negativos, de lo que Glaeser concluye:

fins{ 1a pratigue ¢clandestine? du calcul des nombres retatifs pricide de 1500

ang &4 coapréhension. Vaild bien une lefon que 14 didactique des sathésatiques ne
devrait pas oublier!

En wverdad, existen nociones, en matemsiticas,
cuya elaboracien ha sido costosa en el tiempo y que, una vez
superadas, resultan tan aparentesente accesibles gue olvida—
mos que los alumnos deben recorrer, individualsente, el

proceso de su elaboracidén.

Legsley Booth, Inglaterra.

Para conseguir wuwna introduccién adecuada cdel
adlgebra es I{mpurtante conocer las dificultades de 1los
alumnos, Se estudian, a continuacidén, los aspectos mas
relevantes de un resumen de las observaciones extraidas de
los resultados de un test preparado dentro del proyecto SESM
{Gtrategies and Errors in Secondary Mathematics) continuador
del proyecto CSMS (Concepts in Secondary Mathematics and

Sciences) en matemsticas.

El proyecto BSESM tenia dos objetivos princi-
pales! ldentificar las causas de algunpns errores especificoes
en matemAticas, en la ensefanza secundaria, y utilizar estas
informaciones para desarrollar cortos programas de ensefanza
que ayudaran a los alumnos modificar sus sodos de razonar vy

asi evitar esos errores.
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Una de las Areas estudiadas fuéd el Algebra
elemental o —-como Booth la llama- "la aritmética generali-—
zada", o, "en otros términos, la utilirzacién de letras para
representar numeros y la escritura literal para enunciados
generales®. Los resultados del test fueron completados con
la realizacitn de entrevistas individuales a algunos de los

encuestados.

El test de gue hablamos se pasé a 3.500 alumnos
de edades comprendidas entre los 13 y los 13 afos. Entre los
alumnos que habian cometido errores significativos «en
algunos casos se superd &l 30 % de alumnos que contestaban
erréneamente a algunos de ellos— se hicieron 72 entrevistas,
de media hora de duracidn, con un total de 55 alumnos entre-

vistados.

Fueron encontradas tres areas importantes de

dificultad:

a). La significacion de las letras
b). La comprensidén de las notaciones.
c). La habilidad para analizar y simbolizar las

métodoes gque utilizaban en aritmeética.

En la significacién de las letras encontraron

dos cosSas que cronsideraron interesantes!?

a) Algunos alumnos no distinguian =i las letras

representaban ndmeros u objetos.
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(Lo que hace pensar que esto puede deherse al uso
de abreviaturas cotidianas como 4h que son cuatro horas o

ISkm que representan I5 kilemetros)

En las entrevistas era bastante general encon-

trar quet
&b eran & balones

4y eran 4 yogures o 4 ya{es

iPor lo que uno se siente tentado de sugerir gque
una de las dificultades gque tienen los alumnos con la x es

que hay pocas cosas cuyo nombre comience por %!

b) Lax letras, para suchos alumnos, No represen-—

tan sis que UN valor.

(Personalmente, yo diria que el alumno esta mas

préximo a la nociton de pardmetro que a la de indeterminada)

Y ademas algunos alumnos tienen sus propias
reglas para adivinar cudl es esa cifra. Veamos uno de los
ejemplos?

Pregunta:z deé pusdes escribir a propédsito del
perimetro de una figura que tuviera “n" lados cada uno de

longitud 27 (Rodney, 14 afos)

R: 28

It iComo has obtenido ésto?

R! Bueno... todos los lados miden 2 y hay 14.
It sCémo sabes que hay 147

R: Hay n lados y n es 14.

1t (Como encuentras que n es 147
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R Por =1 alfabgsto. "a” es @21 nogero 1, "b" es

el 2, y siguiendo asi...

Entuentran a bastantes alumnos que parecen Creer
gue n es SIEMPRE 14 porque "es lo mas sensato teniendoc en

cuenta que no hay otra informacton®.

Ante la pregunta:i " x+y+zZ = y+p+z . Es verdad:

siempre/nunca/algunas veces, cuando..." (Trevor, 15 afos)

Ti: No serd verdad jamas.

It sJaman?

T: No, jamds, porque éso tendra siempre valores
diferentes... porgue p debe ser diferente de
y y de los otros valores, asi que ¢soc no sera
jamas verdad.

I Asi gque p debe tener un valor diferente...
iPor gqué dices éep?

T! Bueno, si no fuera diferente no tendria p
tendria y .iVe, se tieng una letra diferente

para cada valor diferente!

Se observa en el propie articulo gque la idea de
que letras diferentes representen el mismo valor no es  muy
féacil de admitir, pues en aritmética 1o simbolos numériccs
no tienen nunca dos posibles interpretaciones: 7 es siempre
siete, y nunca usariamos e€! 7 para representar un namero que
no fuera siete. Entonces ip no deberia usarse para valores

de y! Incluso resulta dificil de creer gue "2/3" sea 1o
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mismo gque "26/39". (Nosotros mismos, los profesores hacemos
ver al alumno que una letra siempre vale lo mismo en un
problema vy, generalmente, olvidamos hacer notar que dos

letras SI pusden valeer lo sismo en un problemal.

En la comprensisn de las notaciones también

fueron observadas dos dificultades especialmente!

a). Expresar la "reunidén" en suma algebraica.
b}. Colocar los paréntesis para marcar la prio-

ridad en las operaciones.

alla "reunién”™ =n suma algebraica l1a han expre—
sado algunos alumnos " juntando” las letras una al lado de

atra sisplesante.

Pregunta: jQué puedes escribir a propdsito de la

superficie del rectangulo?

(Cristopher, 15 afos, ha escrito S x e2)

I: sPor qué dices Sxe2?
Ct S veces e2. Esto quiere decir 1a e mas 2, el

2y la & juntos muitiplicados por S...

En otros casos en que s2 trata de multiplicar 2
por 7, o 3 por "x“, se dan las sscrituras 27 o 3x demostran-
do una confusitn entre la escritura decimal (2 decenas y 7

unidades) y la expresién de un producto "literal™.
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Por mi parte hare la observacisén de gue esta
manera de expresar la suma, poOr simple yuxtaposicidn, ha
sidma encontrada en Diofantog (punto II.1.3}, en les iniclos
de la escritura simbdlica. En Espafia temos tenido una
reminiscencia de esta escritura en muchos libros de texto,
en los que se explicaban los llamados "nomeros mixtos" que

eran los nameros

a—- que representaban a + —

Estos namerocs ya no se utilizan precisamente para evitar 1la
duplicidad de simbolos, al usar la misma escritura para

expresar la suma y el producto.

b) No se emplean los paréntesis para expresar el

orden de las operaciones

Por ejemplo para expresar €l area de la figura:s

un alumnc de 15 adfos escribef px & + & y, en la entrevista,
isabe que lo primero que debe efectuarse es la suma (a + m),
antes de multiplicar por "p", perc no lo expresa con parén-
tesis.

En 1la conclusidn del articuio se hace hincapié
en que el Algebra es "una aritmética generalizada" pero gue
es claro que existen diferencias importantes entrz ambas

disciplinas vy que se debe ser riguroso con las expresicnes
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aritméticas vy tener en cuenta la relacitn que lps alumnhos
eatablecen entre el programa en aritmética y sus concep-

ciones de los procesos algebraicos.

ARadiria vyo, que s& deberd profundizar en la
experimentacién buscando esas concepciones que forman abs—

tiaculo 2 la Iintroduccién del Algebra.

filler,[.. Diane. Estados Unidos.

En Budapest y durante el desarrocllo del ICME &
(Sixth International Congress on Mathematical Education,
1988) fué presentado un trabajo titulado "Writting to learn

Algehra” de la Universidad de Louisiana.

El proyecto fué llevado a cabo por tres profe-
sores voluntarios de secundaria y dos profesores de Univer-—
sidad. En & se trateba de que 1bs alumnos trabajaran,
escribiendo durante cuatro de cada cinco dias de clase. El
tiempns dedicado a escribir seria de al menos cinco minutos
al comienzoc de la clase {(por ser el periodo que mejor se
presta a la reflexion?, excepto para aquellos items que
hicieran referencia al andlisis de la clase misma, que

serian realizados al final de ésta.

los items (preparados por los miembros de la
Universidad) serian splicades por los profesores. Se guarda-—
ria todo el material escrite por los alumnos en paquetes
semanales que se estudiarian durante un corto periocdo de

tiempo en lo= fipes de semana y l1as sugerencias Y
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conclusiones de los profesores de secundaria se comunicarian

a 1lps profesores de la Universidad.

Los items fueron de cuatro categorias generalest

ambientales, de instruccioén, reflexivos y variados.

Ejemplo de item "ambiental": '"Cuéntame algo gque
treas que yo debo saber acerca de ti y del dlgebra o acerca
de i v de la clase de ilgebra" o "Explicame como te sientes
en esta clase hoy?" (Dichos afectivamente y tratando de

orientar al alumno)

Ejemplo de item "de instruccion": TExplicame
aquello que has entendido mejor en la clase de hoy" o "Dime
lo que piensas de los objetivos propuestos en la clase cde
hoy"

Ejemplo de items "reflexivos"! "“"Recusrda cuando
aprendiste a __________ y trata de explicédrselo a un amigo
que tiene que aprenderlo y s6lo te tiene a ti para que le
ayudes"” (Puede ser referido a algo de la semana anterior)
Por ejemplo! "Un estudiante que ha aprendido la propiedad

distributiva debe realizar mentalmente el producto:

& x S30

cPuedes explicarle como ayudarse ge esa propiedad para
hacerlo™"

O este otrot "Para realizar el productor

[(S+7¥13-56}2151 £ (3&e-121T)
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un  alumnpo inpvierte tinco segundos y dice que lo hace tan
ripidamante porgque ha empleado una de las propiedades del

cero. Explica cual es esa propisdad y cemo el alumno la ha

aplicado”

Ejemplos de items “variados"! Se incluyen los
sscritos libres o escritos solamente para diversiont ":Cudl
es tu digito preferido? ,Cudntas razones puedes dar para

esta preferencia? .

Después de realizar esta experiencia de
escritura durante un a¥o se han recogido los testimonios de
log alumnos y de los profesores que la han realizado. En
muchos aspectos parece que este proyecto ha sido més
beneficioso para los profesores que para 10§ mismos alumnos.
De los tres profesores participantes, uno tenia 20 afos de
experiéncia, otro 18 aRos, vy el tercerc dos afos. Los
profesores veteranos dijeron sentir que su compafierao habia
aprendido, en un afo, cosas, sobre los alumnos y la ensefan-—

za, que a ellos les habia costado varios afos aprender.

Las conclusiohes obtenidas han sido un poco

ambiguas perc se van a& anotar las més significativas:

a) Los alumncs pueden ser capaces de expresar

reglas y propledadez que no saben cédmo aplicar.

b) Escribiendo, al principio de la clase, se& ha
favorecido un "esquema mental” gue les ha ayudadeo a hacer la

transicion desde la clase anterior a la actividad de la de
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~f{1gebra.
¢) Ha ayudado & los alumnos a “ordenar” su
pensamiento y ha favorecido la eleccion de los pasos a dar

en los procesos de resolucidn de problemas.

d) Ha permitido a los alumnos liberar la tensidn

que les producia no entender ciertas cosas de Algebra.

&) Los estodiantes escriben mds cuando se les
pide que dirijan el escrito a algdieni oktro alumno, un
amigo, ...

) El1 profesor leocaliza mejor algunas dreas
problemadtices para la comprension o el desarrpllo de 1a
clase.

) A través de los escritos, se han lvcalizade
errores e incomprensiones que se han podido corregir inme-
diatamente de forma mds eficaz gque despuds de un examen, qus

es cuando generalmente se& dascubre.

f17  Los alumnos han mejorado su relacisn con el
profesor a través de la confianza nacida al escribir sus

inquietudes.

Debido a los escasos ejemplos, sobre los items
que se han dado, hay dque ser precavido en las expectativas
de este proyecto, pero la relacidn de la escritura materna
con el Algebra estd desde luego comprcbada en los trabajeos
de C.lLaborde y algunos de los items que se expusieron

parecian realmente muy interesantes.
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Eata muestra de difergntes enfogques, para
resoclver 1os problemas que plantea la enseranza del 4Algebra,
que se ha axpuesto, puede dar una jdea de la variedad de los
métodos empleados ante el problema reconecido del fracaso
escolar en la adgquisicién de muchos de los conocimientos

relacionados con ella.

La introduccién de estos conocimientos se ha
visto cémo provoca ensayos didacticos y genera estudios de
dificultades, tanto de los alumnos como de tipo histérico,
que intentan ayudar a clarifjcar la forma en que se producen
los conocimientos para poeder actuar eficazmente en su adgui-—

sicién.

11.3. INCOGNITAS EN ARITM&ETICA Y EN ALGEBRA

La letra puede tener un uso de incdégnita, pero

is6lo tenemos incégnitas cuando manejameos la letra x?
0, por el contrarici Hay incégnitas en la aritmética?

La respuesta es! si, ciertamente. Al leer a Stevin
{1548-14620) tenemos la demostracidén. En realidad trabaja ton
1os numéreos pero cuando gquiere demostrar una preopiedad, toma
un ejemplo numérico y trabajando con é1, sin usar las pro-
piedades especificas que tiene como namero concreto, dice
luego que se puede hacer lo mismo con otros niémeros. De este
moda 1o que ha escrito no son ndmeros con el status de

ndmeros, sino que son elementos genéricos de un  conjunto.
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Los nimeros son asi mane jados como incdgnitas,

gste quizd sea un tratamiento intermedio de los
problemas! medio aritmético medio algebraico. Debemos pues
diferenciar incdgnitas en situacion aritmética v en situa-

cioen algebraica.

Es interesante ver cdémo 1os progresns en las
transformaciones, las pragresos en "al jabra*, matan los
procesos de comparacién, “al-mucabalah”. Al-mucabalah des—
aparece progresivamente porque aljabra permite transformar
completamente el proceso y calcular de la misma manera con
abjetos matemdticos diferentes (magnitudes, nameros. .,
incluso numeros negativos). En al-mucabalah sélo es evidente

el resultado ai final, cuando hacemos la comparacién.

11.3.1. TRATRMIENTO DE LAS INCOGNITAS

El tratamientno que se da a las incagnitas es tambieén
diferente, pues los métodos de calculo son distintos en uno

y otro caso.

i, Aritmeética. Veamos cémo se procede en aritmética
cuandp se trata de encontrar el valpr desconpocido de ura

inctognita.

Una caracteristica del pensamiento aritmético egs
que se aplica para resolver problemas particulares. Es la

intuicidn del matematico 1la que va marcando los paspe 2
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seguir, en ausencia de unas reglas fi jas de comportamiento.

Tomamos como ejemplo un problema de los gque atora

llamamos de primer gradot

"Un comerciante adgquiere una barrica de vino a
razén de 50 pesetas el litro. Revende la tercera parte a &5
pesetas el litro, un cuarto a 70 pesetas el litro, y el
resto a &0 pesetas el litro. Con esta venta obtiene una
ganancia de 5,100 pesetas.  Cudntos litros de vino habia en

la barrica?”

La aritmética acude al método "regula falsi® para
buscar la scluciént Se elige un nuimerc cualquiera gque repre-
senta el falgp valor del numero bugcado -o "incdgnita'- Agui
entrara en juego la habilidad del matematico , pues la
eleccidén de este numerp tendrd en cuenta las operaciones
posteriores que se van a hacer con ¢1, vy asi se elegirda un
ndmero cuyas condiciones faciliten esos calculas (51 hay gue
dividir ese numerc por otro para calcular {racciones se
buscara un miltiplio de los denominadeores etc..). Después,
con este valor se efectdan los cAdlculos numéricos que reali-
zan las condiciones del problema y nos llevan al resultado
“falso”, que es el gque hubiera salido si nuestrg supuesto
hubiera sido verdadero. Haciendo una Ycomparacidén®
(valmukabala, segun Colerus equivalente a "comparacisén”j o
mugabalah, segtn Boyer eguivalente a "compensacién o re-
duccion”} de este valor falso obtenido con el valor verdade-

ro se talcula por §in el dato pedido.
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Para resolver el problema se elegiria un namero
multiplo de 3 y de 4, que puede ser el 12, Supohdriamos que

la barrica tiene 12 litros de vino.

La tercera partet 4 1. x &5 pts/1l = 260 pts.
i.a cuarta parte:? 3 1. x 70 ptssl = 210 pts.

El resto: (12 menos 7) S 1. x 60 pts/1 = 300 pts.

Supanen un total de 770 pts. gue seria el preciog

total obtenido en la venta del vino.
Tatal de la pagado en la camprat
12 1. x 50 pts/1l = 400 pts.
El comerciante habria ganado:
770 — &00 = 170 pts.

Comparamos con la ganancia real que es 5100 pts.
y mediante division (5.100 ¢ 170 = 3I0) se ve que es 30 veces
mas de lo que se habia obtenido com el resultado supuesto de
12 litros, por tanto, multiplicando (12 x 3) se obtiene el

numere buscado de litros compradost 360 litros.

El razonamiento "regula falsi® o "falsa
posicién" gque hacemps actualmente s un razonamiento inter-
medio entre al-~jabra y al-mucabalah: Se da un valor "falso”
y se van haciendo transformaciones con ¢1 -al-jabra—-; luego,
cuantdo lo hemos transformado hasta obtener un resultade,
usambs éste para, por comparacion —al-mucabalah~, calcular

el valer verdadera.
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Se puede tratar de plantear ejercicios de falsa
posicién a los alumnos y buscar las trazas que han quedado
de esos razonamientos intermedios para describir }a desapa-

ricion de uno de esos procesos absorbido por el otro.

2.Algebra. Para resolver este problema por Alge-
bra se comienza del mismo modo! identificando la incégnita,
que ahora llamaremos x. Despufs se escriben expresiones gue
representen las operaciones que habria que hacer con ella si
se conoCiera, vy se representan también laz relaciones gQue

ligan esta incdgnita x con el resto de los datos cohocidos.

NQ de litros 1 X
Un terciot ®/3 § Precioc de vental &5«/3

lin cuarto? x/4 " " TOx /4

-

El resto! x - x/3 - x/4 } " L0 = x/Z - w/4)

Esta represeptacign forma la ecuacidn.

x x H x
65 — + 70 — + 60 (8 - — =
3 4 3

) - 50 x = 5,100

|

Y ahora viene la gran diferencia: La manipula-
clsn: La transformacidn progresiva de esta ecuacién es la
gue ahora nos llevard hasta el resultado. Esta manipulacidn
tiene sus propips simbolos, sus reglas proplas gue usan de
las propiedades de las operafiones y de las relaciohes en

vez de usar de las propledades de l1os ndameros.

Multiplicando por 12 los dos miembros de 1a

igualdad, se tiene:
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260 x + 210 x + &0 (12 x - 4 x ~ 3 x} ~ 600 x = 61,200
Reduciendo los términos semejantest
470 x + 300 x - &00 x = 4£1.200
170 x = &1.200
Dividiendo los dos miembros por 1701

x = 350 litros

En wn texto francés de finales del u.XIX (F.J.
1895) se habla de "1'Algebre moderne de Viste" vy se
dice:”...la potencia reside en e&stas combinaciones de los
propios signos, gue suplen al razonamiento de intuicidén vy

conducen por und viae mistericsa al resultado deseado” (#)

En el método de "regula falsi”, vy en general ep
los cdlculos que liamamaos aritméticos, las operaciones s
hacen sobre los pdmeros vy en forma de sucesisn d
pperagiones. Por ejemplo: se dividen dos ntmeros vy s
obtiene un resultado gue luego &2 suma a octro o mds numeros
para obtener un puevo resultado y cen el gue se obtiene se

hace 1la siguiente operacibn, etc...(xH)

{x) Avant lui (Viete) ... Dn ne faisait pas d’opérations
avez les signes mémes, et si I7on se servalt de lettres, le
produit de deux quantités était repreésenteé par une autre
lettre. DOn confoit que cet ttat restreint d’imperfection ne
constituait pas la science algébrique de nos jours, dont 1la
pulssance réside dans ces combinaisons des signes eux—mémes,
qui suppléent au raisonnement g intuition et conduisent par
une voix mystéripuse au résultat désirs.

(¥2) Esta forma de proceder -en sucesioen de operaciones—
crea, en el alumno habituado a resolver problemas aritméti-
tos, un concepto del signo "igual® gue se puede llamar “con
direccion®. Es decir, 10 gque estd a la izquierda es igual a
lo que se egcribe a la derecha ( —_>» ), gue es el resulta-
do. No se contempla el signo igual en sentido inversc, es
decir como simbolo de equivalencia. Respecto a esto hay
numerosos estudios en didactica. Vergnaud, 1986. Kieran,
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1980, 1981.
Sin embarge en los calculos algebraicos las

operaciones &8 hateéen como a un segundo nivelt son opera-
ciones ton las operaciones. Por ejemplo hay gue multiplicar
3 por 2+x, ¢sto es! un nimero por una %uma,o SeA Un NUMEro
se debe multiplicar por una operacién cuya clave de expre-
si6h s un simbolo(+). De este modo en muchos momentos del
trabajo, se deben tener en cuenta, y aplicar, propigdades de
las operecignes y de las relacipnes establecidas, en vez de

usar solamente de las propiedades de los numeros.

El pasp de un modo de calcular al otro sufrig
una evolucién lenta. Fara observarla vamos a exponer un
ejemplo del s. XVI. En el libro de PEREZ DE MOYA, p.1s4-

1&4 bis se propone 2] ejercicio:!

VYoo conpré &, varas de paio por £2. ducades, y cniu 13 vara tantos duta-
dos, coag reales, y como tarjas, defta savera, que fi la vara :nftl dos ducados,

tashidn r.eftirh dos reales, ¥ otrs dox tar jes, desunds 4 céee coftd 1o vara?
¥, a cantinuacidn, la manera de resolverlo!

Pon que ia vara zuftl Lo, de decados y otra :ofa de
reales, y otra cosa de tarjas. Hird aora vma cofa de real, vy otra de tarjas, qui
parte s de I.co. de decado, ]o coal fe hare pmndn I paravedis que vale el real,
con 9, goe vade Do tarda, ¥ {m 13, pinles iabn 375. que fm 1os aatavedis del
ducado y f:rla 437375 abos y a|'i dirds que wna ca[a dereal y vma cn{i de tarja es
AT/STS sbos de una tofs de furddo, Con o qual juntards uea cofa dr tucads, funande
leoas e sofird en ¢l priser articulp, B.cap.) y sontard vno y 43/375 abos de co.
o gual, guardards ! defputs parte 12, docados gee ql[tl en Jas £, varas, por las

Iilll! &. varas, y vendrd al gusciente 3, ertn jgualards 3 la ma :n]‘i Y quarenta y
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tres 75, abos de :nra que |uarﬂ|[tl. Gigue 1a regla partiendo 3. goe es 1o que
viene con el menor cardcter por vno, ¥ gquarenta y tres 375. abos, qoe vienen con el
wayor, Yy vendrda Wos y doszientos y ocheats y nusve 418.abos, y tanto es el valor
de 1 cofa, ¥ refantfti ¢5 13 demandz. Quiern dezir, que cadi vira ccrta [
dutados y 789, quatrocientos y diez y ocho abos de ducados, y otros tantps reales,
y otras tantas tarjas e a 9. La prueba es que aultiplicando 4, varas a e[tu

precin, hazen doze ducados, gque es lo que [a ga[ti'.

{Como nos recuerda g1 autor, al resolver el problema,

las equivalencias de unidades vigentes eran:

1 ducado -—«=-- 3I75 maravedis
1 real ——rm——w-— 34 maravedis

i tarja ———=—— ¢ maravedis )

En nuestra nomenclatura la resolucién propuesta

tendria el siguiente aspecto:

43
3§ + 9 = 43 ===>

375 Yy una cosa de tarja®

Egto es "unma cosa de real

Dice gue a esto se suma "una cosa de ducado”,

por la gue queda
43

(1 * ) % ("vno v 43r375 abos de co.™)
375

Pespués dice que se "parta” 12 por 4 , con
gue s& tendra de coctente 3" g jgualando obtiene:!
43

{1 cosa ¥ —— d& cosa) = 3 (1)
375

lo
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Ahora dice! “partiendo 3, gue 25 lo que viene

con 21 menor caricter ..."

3 289
= 2 4 —— ducados
43 418
{1+ —— )
375
Y ésta es la respuesta obtenida: "2. ducados y

28%9.quatrocientns y diez y ocho abos de ducades, vy otros

tantos reales, y otras tantas tar jas de a %"

Se puede observar que, aungue habla de “la cosa“
la forma de resolver 2] problema es bisicamente a través de
las nimercs y las {rac:innesf Es eqi{a_ftgge Qque representa
la férmula (I' cuando en verdad se plantes la ecuacion.
Desput¢s dire gque hay gue “seguir la regla", gque es, en
nuestras términos=, “despejar la incégnita”. El1 célculo con
las fracciones lo da por sabido, expresando directamente e}
resul tado.

Vamos a resolver el praoblema con la  actual

teoria de ecuaciones:!

Llamemos "»" al ng de ducados, gue es jgual al

nomero de reales y al n8 de tarjas.

34/375 es la fracetion de ducado que vale un real,
9/37% es la fraccién de ducado que vale una tarja.
12/4 = 3 es el n2 de ducados pagados por cada una
de las cuatro varas.
Ecuacisnt 3an D

+
s 375

=3
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Resolucidnt

I7Sx + A + 9x = 1125

418x = 1125

1125 289
®o= = (2 + —) n8 ducados
418 418

tigual al numero de reales e igual al n2 de tarjas)

8 pueden reconccer los ndmeros empleados en la
resolucién de Pérez de Moya, salvo el 1125. £En la resolucidn
actual se parte inicialmente de 1la ecuacitn y ésta se wva
transformando en otras ecuaciones equivalentes. En 1Ila
resolucisn de FPeérez de Moya, s8 trabajan los nidmeros, mien-
tras es posible, antes de llegar a la ecuacidn. EF una forma
de resplucién intermedia entre la forma aritmética, sobre

los niamercs, y 1la algebraica, saobre "la cosa".

Llama la atencidn la poca claridad del enunciade
del problema, doénde la palabra ducados esta empleada indis-
tintamente para hablar de 1o que costaria la vara si e
pagara enh moneda de ducados simplemente y para expresar la
parte del precio en ducados gue corresponde en el caso e

que se pague con las tres clases distintas de moneda (duca-

dos, teales y tarjas)?

Ademas dice que "demando cuadl es el precio de la
vara", cuando "el precio de la vara" ha empezado diciendo
que “es" 12. ducados para 4 varas. Deberia, por tanto,

aclarar, que quiere saber el precico expresado en lops tres
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tipos de monedas.

También resulta sorprendente que se invente un
problema cuya solucidn realmente es imposible, pues las
fracciones resultantes ( en 418 avos ) no existian, en

verdad, como moneda.

Un poco més adelante, en las paginas 149 bis vy
170, podemos observar otro problema en el que se plantea y

resuelve una ecuacidn de segundo grado.

Artic. ¥ dert! III. Cap. “En el cual [¢ pooen desandas para declara-

cidn de 13 priners igualacidn, r.upaefta de tres cantidades”.

Se trata de un ejercicio de aplicacisén de unoc de 1os
modos de resolucién ague ha explicado en el anterior Capitulo
XII. El autor dice que en este capitulo XIII "re ponen
demandas para declaracien {(jquiere significar “"aclaracion"?)

de todo 1o que I‘e ha tratado en los capitulos precedentes”.

El ejercicio y l!a resolucidn propuesta son 1os

slguientes?

*Bise un nisero, que juntindolie 3. y por otra parte quitindole 2. y sulti-
plicandn 1a (ana por 1a refta, aonte 95.

Fon que el nisero deaandadd es Licoo fi le juntares S.n. ferd LeopaSon. 8§
le quitas 2. goedard l.co.m2.n, sutiplicade l.to.p.5.n, que os 13 fua por
Lico.s. 2.0, qué es In "f“' coan [l aftrd en el 3, articulo del octabo capitol.
eobts J.ce.p.Y.co.n.10.0." Lo qual iqualards # 98.0. que quifieras que vinieran,
defta sanera, tocep.locoun.tOune g, a 9B, pafa lox 10.n, que visten sesos en la

¥oa parte de 1z balanka {roas manda ol fequndv abifo gl 18, tap ) ¥ quedard I
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ipmalacidn dnfta sanera, l.ce.p.3.co.ig. & IBE.n. Bigue 1a ragla partiendo los 3.
y los 108, qee es 1o que viene rom los semofes caracieres, por 1. qua visne con el
. que BB :ft: wzespio ex el sayor, v vendrd i los quocientes o |i|'n I n‘lpuu
{lca 13 mitad del qaocieate del sediano, qot s J.co. ¥ f:ri vno y stdio, quadra
vho y sedin, ¥ Ierln des y vn quarto, jintalo con 108, que es el quociente del
senor cardcter, y sonta 110, y v quartsi faca Yar. y rarl diez y medin, quita
dl[tn Ta otra aitad del quociente del sediano, gque &3 vwno y medio, y quedaran
nupye, Eftns pueye es ¢l valor g2 vma :n[a, ¥y rlfpu:fti, 3 la desanda. Forque ;i 1]
diades cinco hare 4.y M le quitas 2. quedan 7. Multiplicands 4. que es la [uas

por 7. que es la rz[ll. sonta 98 como Ia desanda pide.”

(Se observa que la letra "[" se usa para escribir la "s" en
todos los casos, Salvo cuando esta al final de palabra o
cuando @5 maydscula. Asid “para“ y "faca" son “pasa" vy
"saca" o “abifp" es “aviso”. Las demas variaciones de la

escritura se aprerian con facilidad)

La resclucion explicada por Pérez de Moya en forma de
Algehra sincopada puede ser "traducida” a nuestra 4lgebra
simbdlica teniendo en cuenta el sighificado de los siguien-

tes tdrminossé

caracteres: son el ce.{"cense” o k2, la
co. ("cosa® o “"x") y el n.{("namerso®, "x°" o simbolo del

término independiente).

aayor, msediano y menor cardcter! Se refiere a los
gradas de los caracteres. El mayor es el de gradeo 2, o sea

el "ce.” El mediano 25 Bl de grado 1, es decir la “co." y el
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(8 + 3)(x - 2) = 98
¥+ 3Ix ~ 10 = 28

®? o+ 3Ix = 108

La resolucidn que sigue es la mizsma que 1la
formula que se emplea actualmente para gstas ecuacipnes. fa
2lusidn al término ~10 para zumarlo en =l segundo miembro
de la gouacidn, viene expresada por Férez de Moya cscribien-

o "que viens mencs en un lado de la balanga'

Encontramos agui la interpretacidn de la ecuacidn cono
una balanza con dog platillos que son los dos miembros. Esta
corcepcidn mental de la balanza, para la ensefanza, bha sido
smzleada recientemente, como  hemos visto en el apartado
11.2, por Vergnaud, en Francia, para ensefiar las scuacicnes
a grupoes de alumnos considerados como flojos para las mate—
maticas, ¥ parsace gue Ccon buenos resultados. Vemos pues la
zoincidencia de imdgenes mentsles pn la sgciogendsis y en la

oslceogéresis del concepto de ecuacién.

IT.4,. OBSTACIRLOS EM DIDACTICA

Cuando hablamos aqui de obstaculo lo hacemss en
el sentido en el gus fué acufWado por Bachelard para la
fisica, vy posteriormente anali:ado per Brousseau (1982,a),

en relacidn con la Didactica de las Matematicas, es decir:
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E]l obstaculo como copocimiento anterior, que se

revela inadaptado en un momento determinado del aprendizaje.

Cuando el conoccimiento se revela inadaptado jhay
que rechazarlo?, Jquiere decir que hay que nlvidarlo? 4iEs
gue la ensefanza ha sido mala en ese punto? ;Podia haberse
evitadeo ese obstaculn?:Seria conveniente haberlo evitado, en

el caso de que se hubiera podida?

Profundicemos un poco para aclarar estas pre-
guntas,
En el libro de Bachelard se estudia la nocidn de

bstaculo epistemolégico, es decir obstaculo del conocimien~-

totf sus tipog y caracteristicas en la Fisica. Y preocupade
como estad por la formacidn del espiritu cientifico, nas
habla del cbhstécula pedagégico. Asi gn la pagina 18 nos
dicet “"Em la educacidén, la nocitn de obstdculo pedagtgico es
igualmente desconocida. Me ha impresionado a menudo que los
profesores ho comprenden que no se comprenda. Son  poco
Mumerosos 1os que han reflexionado sobre la psicologia del

error, de la ignorancia vy de la irreflexién”.

Los obstdculos se manifiestan por los errores,
cuando estos no se deben al azar, sino gue son persistentes
y reproductibles. Errores gue afloran cuando los alumnos sen
de nuevo enfrentados a situaciones similares a aguellas en
las que =g cobservaron por primera vez. Errores que se

producen segdn una "légirca® del alumno.

Generalmente s0On conocimientos vadlidos en cierto
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dominia y que se tratan de adaptar a otro nueve sin analizar
sus posibilidades de éxito. FPor ejemplot Un  alumng gue
comienza a eetudiar los polinomios debe, normalmente,
efectuar operaciones de desarrollo y producto de factores
palinomios, para buscar la reduccisn de términos semejantes

y dar el polinomio resultado final en forma reducidal
(K+EI(In-2V = PuI+ 28x2— q4x + 14

El hébito de desarrollar llega a formar parte
del bagaje del alumno de forma arraigada y asi, ante la
siguiente situacion de simplificacion de <raccion alge-
brajica,

(K+4) (Bx—2)2 s (3Ix+12)
proceden desarrollando el numerador:
PuI+ 2a4x2— 48w + 1&6/TBx + 12

para realizar, después, el proceso de factorizacidén necesario

para simplificarst
IX+4) (PR -12% + #)/IJix4+8) = Fx2~ 12x + 4/ 3

Trasplantando una técnica de calculo, Gtil para
realizar 21 producto, a otra situacién diferente como es la

de simplificacién.

Aunque en este caso el "error® cometido puede
pasar inadvertide ante la correccidn del resultado, ha re-
percutido en la longitud de los cdlculos, y ha aumentado, de

este modo, las posibllidades de una equivocacién.
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Otro ejemplo de obstaculo es el que producen los
nimeros naturales y decimales, concebidos como una medida,
cuando queremos introducir los enteros. Hay que concebir
entonces medidas negativas y, asi, se recurre a ejemplos
como la temperatura, la longitud dirigida en un sentido o el
opuesto,etc.Si  pensamos en gl ejemplo del dinerno en el gQue
interpretamogs el numgro negativo c¢como la pérdida de algo que
no se poseia, es decir como una deuda,; tendremos que expli-
car cémo multiplicando dos deudas obtenemos un resultado

"positivo", es decir a nuestro favor.

As{, Ia concepcién de!l nuimero como medida, viene
a suponer un obsticulo a la introduccidn de 108 ngmeros
negativos. Este obstaculo didactico coincide, histéricamen-
te, cton la tardia aceptacidn de los ndmeros negativos que ha

sido sefalado en el breve apunte histdérico hecho.

IX.4.1. CARACTERiISTICAS DE UN OBSTACULO

Vamps a precisar lo que se consideran caracte-

risticas principales de un obstdculeo (Brousseau, 1983,a).

1. Es un conocimiento adguirido. No se trata de
una falta de conocimiento sino de algo gue se conoce. Posi-

tivamente. Es decirf estd ahi constituyendo un conocimienta,

2. Tiene un dominio de eficacia. Hay un dominio

en el gue ese conocimiento es eficaz y adecuado.
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3, Existe wun dominio para el gue Este conoci-
miento resulta falso. Por ejemplo al ampliarse el dominio
ese tonocimiento puede revelarse jnadecuade ¢ incluso falso.
El dominio puede ampliarse por el proyecto diddctico o por

la evolucion normal del conjunto de conboimisnhtos.

4, Es resistente. Y serd nds resistente cudnto
mejor adquirido esté, o cudnto mds haya demostrado su efi-

cacia y su potencia en el anterior dominio de validez.

I1.4.2. ORIGEN DE LOS ORSTACULOS

Se aceptard (Brousseau, op. <cit.) que los

obstaculos pueden tener tres clases de origenes.

1. Origen ontogenético
2. DOrigen epistemaldgicao

3. Drigen dicdctico

1. De origen ontogenético.Progpips del suietg

Neurofisiologicos
Estadios de desarrollo
Regul aciones?t acomodaciones, asimilaciones

(en el sentido piagetiano de estos términos)

2. De origen epistemolégico.Propics del conpeic

Conocimientos anteriores necesarios

Famnteiidad
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Grados de abstraccidn

3.De origen didactico.Propips de la ensgfanza

Ligados a la elecciden del método de ensefanza

Unidos al proyecto del sistema educativo

Vedmoslos ahora mas detenidamentesd

1. Los obstidculos ontogendticos son abjsta de

consideracion y obhservacion por parte del profesor.

El profesor ss, vy debe ser, conocedor de 1los
distintos estadios de desarrollo y de las acomodacjiones vy
regul aciones que produce la asimilacion de logs conocimientos
Yy usa de gste conocimiento para crear las situaciones de
aprendizaje en gue va a colocar al alumno (Peres, 1987,a).
La psicologia puede aportar a la didactica datos valiosos
para la consecucidn del objetivo comin del cenbcimiento vy

super-acién de los obstdculos de origen ontogenético.

2. Los pbstarulos de origen epistemplégice son
de aparicion inevitable. GSon inherentec al saber mismp. Hay
que contar con £2llos para franquearlos porgue forman parte
del conocimiento. Un ejemplo de trabajo de busgueda en la
historia, de este tipo de obstdculos, es el resafado, ante-

riormente, de Glaeser respecto a la regla de los signos.

3. Los abstaculos de origen didactico son las
que vamos a detenernos a estudiar en el caso de las inecua-

ciones.
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15.4.3. +EVITAR LA APARICISN DE OBSTACIAOS DE DRIGEN
DIDACTICO?

Aungue en algun caso pudieran haberse evitado,
- porque los errores en la ensevanza de las matematicas
existen, como en cualguier otra cientia humanaj) y tratar de
evitarlos es no sdlo licito sino eticamente deseable- no nos
referiramos ahora a este punto, pues la aparicisn de estos
obstacules que astamos tratando puede, en ocasiones, s&r
inevitable.

No se trata pues aqui de gue la ensedanza haya
sido incorrecta. Nos interesan las inadaptaciones constitui-
das por e! método de ensefanza, haya sido éste correcto o
no. Los conocimientos pueden haher sidea adquiridos incorrec-
tamente, o© ser correctos vy utiles hasta un determinade
momento. Lo importante para la ensefanza es que una revisian
5 necesaria ante un nuevo campo de aplicacion, o6 ante un
cambia de las condiciones didacticas a que estd sometida el
alumno.

Son los conocimientaos adquiridos par el alumno,
que responden a una "légica personal” y que en este momento
produsen errores, los que nos interesa revelar. Se trata de
superar ese obstaculo —franquearlo-, no como alge que no
debiera haber aparecido, sino como algo cuya aparicion es
impartante, ya gue su superacién nos va a permitir la adqui-
sicion de un nuevo y mejor conocimiento. De nueve nes apoya-

mo% en Bachelard para poder decir gue es en la superatison de
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ee@ obstaculo donde vamos a conseguir el conccimienta nuevo.

Tomaremos pues como punto de partida 1a esisten-—
cia de ese obstidculeo cuando se empieza a manifestar por

algunos errores.

11.4.4. ECUACIONES COMO OBSTACULO A LAS INECUACIONES.

Como una aplicacion de lo gque estamos diciendo a
nuestro propésito particular de estudio de las dificultades
con  las inecugaciones, vamos a observar la influencia del

aprendizaje de las ecuacicnes en el de las {necuaciones.

En las inecuaciones, en particular, se ha
observado una adguisicidn de conocimientos inadecuada. gstas
estadn formadas por desigualdades, gue presentan unas carac-
teristicas de simbolizacién completamente distintas de las
igualdades, que forman parte de las ecuaciones. S5in embarga,
en los programas de ensefanza, se introducen inmediatamente
despuds de las ecuaciones. Incluso los modos de introduccinn
favorecen que los alumnos las reciben como "ecuaciones de-
formadas* arrastrando, para su comprensidén, todos los con-
cteptos adguiridos en el aprendizaje de las ecuaciones vy
adaptandolos de una manera forzada. E£s0 crea muchos proble—

mas de comprension.

Vamos a ver si las ecuaciones producen obstaculo

al! aprendizaje de las inecuaciones,

Recordemos una caracteristica de las nociones

que producen sohsticulo?
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"Si ella (la nocidn) tiene buen é#xito durante
bastante tiempo, entonces toma un valor, una consistencia,
una significacién, un desarrollo que hacen mas y mds dificil
su modificacidn, o su rechazof £)la viene a ser a la vez,
para las adquisiciones ulteriores, un obstdculo y también un

punto de apoyo"( B, Brousseau, 1983)

iEs este tipo de apovo, pero también de obs-
téculo, el que forman las ecuaciones frente a las inecus-
ciones?

La ecuacidén de segundo grado y su algeritmo de
resclucién son bien conocidos de los alumnos y han servide,
mUCho antes de trabajar con las desigualdades, parsa resolver
multitud de ejercicios y también muchos problemas '"de le-
tra”. En ambas cosas han demostradeo su eficacia y su preci-
sidén. Todo alumno que ha trabajado con ecuaciones sabe gue
la formula "no falla”i gue todo consiste en saber aplicarla
para tener el "buen” resultado. FRealmente es un poderose
instrumento de cdlculo, de mods que como deciamos mads arri-
ba, &obra una consistencia que va a formar un obstaculo para

el estudio de las inecuaciones.

Las siguienteés observaciones han sido extraidas
de un cuestionario realizado para el estudio de dificultades
con las inecuaciones. El estudio completo del cuestionario

figura en el capitulo &0.

Podemos ver, &8n la observacidén de las respuestas

de los alumnos al cuestionario, los fenémenos siguientess
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1. Para regsclver la inecuacion
2x2-5x + 2 » 0O

urn considerable poreentaje de alumnos aplica el algoritmo de

resolucidn de la ecuacién
2%2= 5% + 2 =0

pero substituyendo el signo (=) por #1 signhno (>}, Incluseo
presentan las scluciones de faorma analoga a las de las
ecyaciones:
w2 i A o> 1/2
Un ejemplo es el siguiente!

°/ 2x- g a2z ——

X2 2
\__/'J {SE

\e
T T e Y| pem e

1
»
A\

El pensamiento del alumno parece haber seguido

el siguiente raronamientaor

Si en las ecuariones habia una igualdad y las
soluriones se daban en farma de igualdad (x=2 § x=1/2) pues
ahora que hay una desigualdad las soluciones se daradn con el
signo correspondiente y en el misao sentido de la inecuacion

planteada.

Realizan asi una transposiciéon total de la tec—
nica adguirida con el calculo de gcuaciones y de las no-

ciones: "ecuacién de segundo grado” y “"solucicnes de una
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ecuacidn de segundao grado"i vy aplican esta técnica de reso-
lucidén vy estas nociones al caso de las inecuaciones, Sin

analizar si en este nuevo campo siguen siendo validas o no.

2,También encontramos en los alumnos, fuerte-
menta arraigada, €1 habito de terminar la resoclucitn en
cuanto han obtenido las socluciones de la ecuacidn de segundo
grado. Haber llegado a obtener uno o dos nemeros es el “"fin

natural de todo ejercicio”.

Se puede cbservar en el ejercicin de Marta (15
afros) y la entrevista siguiente. (Fr es el profeser). EIl

ejercicio es el n2 S5 (SEG):
“Resuelve la inecuacisn: 2x2- 5x + 2 2 0O ¢

La resolucién de Marta figura a continuacidén.

l:s) €x*- 5% 1 2 > O'\
R [x -2}
. ‘xt .y 2> l)4
/

‘.x‘:_

Z 2 27 ¥ 1z

w: 52 NEE-TEZ s VEETIE . 5avF .
&

- 2 [A
5-% ¢ . L
Z [ 2z
Sobre 1la resolucion, se hizo 1la siguiente

entrevistat
Pr. iCual es la trespuesta?
Marta. x = 2 y X & 1/2

Pr. sEstas segura?
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Marta. Si, porgue ya no se puede hacer nada mas.
Ya he terminado de resolver la ecuacién.

Pr. Sin embargn, un poco mads arriba si gque has
hecho algo mas: has escritp (x=-2){x—-1/2).

Marta. Eso es porque Bn las inecuaciones se pone

asi.
Pr. iNo sabes por qué?

Marta. lLas soluriones se ponen asi porgque  son

inpecuaciones.

Para 1la alumna no hacen falta muchas razones espe-
ciales., Considera, de una manera "natural”,gque el problema
ha finalizado. Simplemente dice! "Ya he terminado* Es 1a
consecuencia del aprendizaje anterior. Ha sido en muchos
casps g} calculo =in objetivo o con €l 4anice objetive de
encontrar la solucisn o las soluciones queé proporcionan las
ecuaciones. La alumna acepta gue el cdlculo con etuaciones
se hace para obtensr ESO5 NOMEROS. No ha tenido gue respon-—

cer a situaciones gque vayan mas allA.

adhora en las inecuaciones, la resolucidn de 1la
ecuacién correspondiente no es un fin en si misma. Puede
tener como cbjetiva, o© bien la factorizacién del polinomio
dado

2(x-2} (x-1/2}

para estudiar el signo del producto a través del de 1laos
factores, © bien la localizacién de los puntos de corte con
el eje de abscisas, para la representacién de la parabola

correspondiente a la funcion polinémica dada en el primer
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miembro de la inecuaciénj pero, en cualguiera de los dos
casos, Bl objetivo final mo es encontrar las soluciones de
la ecuacién sino usar esas soluciones para encontrar los

intervalos solucién de la inecuacian,

3. Se iddentifica la instruccién "resclver" con

una expresidn que comporte el signo (=) ¥y eventualmente (=0}

Con el ejercicio 7.c del cuestionario se intenta
investigar esta identificacién, concretamente con las pre-
guntas: JGabes qué quiere decir “resolver una inecuacidén”?.
iSabes "resolverla®?. Si respondes afirmativamente! Resuél-
vela.,

Da 1os 34 alumnos de 12 de BUF que realizan el
cuestionario, 4 alumnos, es decir un 11%, escriben gque Si
saben lo que guiere decir "resglver”, que ©Si SABEN resol-~

végrla ¥y a continuvacion escriben
(S-2x%1/3 = ©
y talculan el valor x = 5/2.

La palabra "resolver"” ha quedado ligada a 1a
palabra “"ecuacis#n” para estos alumnos. Esto también se
aprecia en los gjercicios con inecuaciones de segundo grado,
(lps nameros 3,4 ¥y 5 del cuestionario sobre desigualdades),
en las gque muchos alumnos (concretamente el 35 %) terminan
la resolucitn al encontrar las scluciones de la ecuacion

correspondiente,
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I1.4.5. SUPERACISON DE OBSTACUAOS? .....

La superaclién de estos obstaculos, presentados
por las ecuaciones, puede venir por la comprensitn de este
uso de las mismas para conseguir otros objetivos diferentes

gel mero cdltulo de las soluciones.

i el glumno comprende que las gcuaciones sg
ugan en la resolucidn de las inecuaciones, estid comprendien-
do gue son cbjetos matemdticos diferentes. ;0 seria mejor

decir herramigntas matemdticos diferentes (Douady, 1984)7

Esta comprensidén ademds iniciard al alumno en la
posibilidad constante en Matematicas de emplear, en nuevos
desafins, 1l0os conocimientos adquiridos. Las mismas inecua-
ciones, cuya resolucidén en este momento puedse parecer al
alumnoc ! "fin 4ltimo del ejercicio, guedardn asi abiertas
a ptras utilizaciones posteriores, como pueden ser los cdl-

culos de dominios de funciones irrescionales o logaritmicas.

II.48.4. OIRAS DIFICIATADES PARA LA COMPRENSISN DE LAS

DESTGUALDADES

1. El nimert cerbo, ¢opmp origen, constituye una
dificultad para el concepto de desigualdad, por el diferente
sentido que origina -hacie la izquierda los negativas vy

hacia la& derecha los positivos.

ILas alumnos sSe acostumbran a dibujar la recta
real situando, primero, el ceroc como origen y dibujando des-~

pués las unidades positivas: +1, +2, etc...,para los numeros
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naturales, hacia la derecha Ye (Ilamamas la atencidn sobre
la secusncia seguida habitualmente), DESPURS las negativas:

-1, -2, etc...,para los enteros negativas bagja la jzda-

Esto "imprime” un doble sentido gue surge del
cero hacia la derecha y del cero hacja la izquierda, tenien-

do el ceroc como origen de ambos!

e O >

recta real

Considerando que el sentido creciente de la
representacién ez Gnico, de la izguierda hacia la derecha,
resulta que los numeros negativos los estamos escribiendo -
si se nos permite decirlo asi- a] revés. Es decir,de mayor a
menor, mientras que los naturales, por ser positivos, se
dibujan de menor a mayor, ©O sea, en sentido creciente

"natural®, de izquierda a derecha.

Este doble sentido gqueda "impreso" en la recta y
se transmite a todos los numerocs gue se emplazan en ella, es
decir, a los nameros reales, problematizando el wso de la
representacison grifica, sobre la recta real, para todas las

cuegstiones en las que interviene el orden.

En gl trabajo de Glaeser, cuya referencia hemeos
hecho &n el apartado 11.2, se encuentra, en 1a lista provi-
sional de obstaculos, "lLa dificultad de unificar la recta
numérica", una de cuyas maneras ge manifestarse es la des—

cripcidn de la recta como una yuxtaposiclidan de dos seairrec-
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tas opuestas, que llevan simbolos heterogérneocs. De modo que
esta dificultad encontrada entre los alumnos, viene a ser el

reflejo actual de oira encontrada en la historia.

Es interesante observar gque estas dificultades
no se presentan sobre vl eje OY, en el caso de la represen-
tacitn en los ejes coordenados. Es decir, el alumno no parece
tener ninguna dificultad, o al mernos nv &6 patente &1 este
Ccas0, para situar los ndmeros negativos. 5i pedimos a

los alumnos realizar un ejercicio como el siguiente:

"BHbujar el punto {Q¢, -3*7) en el plano coordenado"”

es practicamente seguro gue la situacion del valor -3'7 se

har& correctamente entre -3 yv -4 en el eje 0OY.

Esta diferencia no la he analizado todavia desde
un punto de vista didactico y experimental. Se trata por
tanto de uwna simple observacidn que merece ser estudiada mas
a fondo.

5in embargo quiero dejar constancia de otra
observacidn respecto a la forma de "dibujar la recta real":
Hay algunos alumnos fgue tienen pocas dificultades, a la hora
de reconocer las desigualdades directas, entre numeros nega-

tivos, Por ejemplos

-3,076 < ~3,075

y ésto coincide, en algunos casos, con los Que sitdan loes
nimeros enteros sobre la recta real, siguiendo la secuencia

siguiente:
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+1 a la derecha a una unidad de distancia
-1 a la izquierda a una unidad de distancia
+2 a la derecha a dos unidades " »

-2 a la izquierda * n " "

y asi sucesivamente.

Reflexionando scbre este hecho, pienso gque gquizé
estos  alumnes, al situar los puntos alternativamente a un
lado y otro del origen no sufran tan fuertemente la influen-—
cia del doble sentido desde 2] origen, mientras que los
otros estdn realmente reforzando esta dificultad cada vez

que dibujan la recta real.

2. Una segunda dificultad es lo que llamaremos LA

DOBLE INFORMACIGN.

En la escritura de los numeros negativos se da
una “"doble informacién" al lector, la "informacién designa-

tiva” y la informacidn "ostensiva" (Pascal).

La informacién designativa es la que realmente

se pretende dar. Por ejemplo en el caso de escribir

~5 < -3

indicamos que el ndamero -5 es menor gue el numero -3 ,que es
lo que se pretende al escribir la expresisnj perc existe, de

forma implicita lo que llamamos:
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La informacisen ostensiva. Esta es la gue mnues-—
tran las nuameros tegativos en razon de su valor absoluto:
Los nimeros negativos mads pequeiaos tienen el valor absoluto
mds grande vy, asi, la informacion ostensiva que aporta la
relacidén es que "5" es mayor gue "3I". Esta informacidén no es
la que se guiere dar, evidentemente, pero estd implicita-
mente contenida, porque es "mostrada” al lector gqus debs
separarla de la informacidn conveniente, y evitar la contra-

diccidn que supone con la informacidn designativa.






1. DE s Y ICACION.

En Matematicas, las letras pueden representar

muy diversos objetos concretos y abstractos:

Magnitudes - Longitudes, Volumenes, ...

Puntes — VYértices, Extremos de segmentos, ...
Némeros - MNaturales, Enterps, Racicnales, ...
Otros objetos matematicos - Folinomias,

Conjuntms, funciones,...

Son elegides conventionalmente, por tanto son
simbolos en el sentide linglistico del términc pero no el
sentido piagetiano pues no son significantes que presenten
una relacidn de parecido com el significado, segun vemes an

el capitulo sSignos p Simbolos?.

En concreto, por ejemplo, en algebra, las letras
"k, Y, Zss.:", empleadas para representar las incognitas, neo
presentan parecido alguno con los objetos matematicoas
representados por ellas. Incluso, es mas: no podrian
presentarlo pues, cada una de ellas, puede servir, vy de
hecho sirve, para representar objetos matematicos muy dife-

rentes segdn el contexto en el quea se encuentre empleada.
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I.1. DIFERENTES US0OS E INTERFRETACIONES DE LAS LETRAS

Vemos gque &l uso que se hace de las letras, en
Matemdticas y en especial en dlgebra es muy variado. Desde
un punto de vista didiéctico podemos atenernos a diferentes

criterios para su estudin,

1. Segun los distintos usos qﬁe han tenido desde su

aparicién y a lo large de la historia.

2. Segun los distintos uspos para los gue =ze emplean en

clase, o en los textos escolares.

3. Segun las concepciones que tienen de ellag los

alumnos.

En &l uso actual de las letras, empleamos dstas
con status muy diferentest Parametros "conocidos", parame-
tros incégnita, incégnitas algebraicas, incdégnitas geométri-

cas, variables, stc...

Analizaremos estos distintos usos tratando de
especificar las dificultades de ensefanza y aprendizaje que

presentan.

I1.2. PARAMETROS E INCAGNITAS.

Una de lag primeras y mas importantes diferen—
ciaciones que aparecen en el uso de las letras, en algebra,

es la de pardmetro e incégnita.

E=tas dos formas de empleo habitual, conducen a
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dos conceptos que empezaron a di ferenciarse ya claramente
con Vidte (Boyer p.387), quién contribuyd de este modo, de
forma importante, &l avance en la simbolizacidn, proponiendo
un  métopdo para distinguir las magnitudes que se sSuponen
conocidas de las magnitudes desconocidas o incégnitas que s2
debern calcular: wtilicar letras CONSONANTES para representar
magnitudes o numeros gue se Suponen conocidos, o gque s
pueden conocer en  cada caso. y letras VOCALES para las

cantidades desconocidas o indeterminadas.

Con és5to se daba un importante pasc en el camino
hacia la generalizacidén de los procesos algebraicos, Ppues
mientras e habia estado trabajando con coeficientes numéri-
cos concretos, el proceso de encontrar la incdgnita =ra

siempre aplicado a “"cada caso particular”.
B P p

Con estaz singularidad =e multiplicaban los
azfugrzos a 1a hora de resolver cualguier problema. Era
importaonte, pues, buscar una generalizacidn. Fero pranto se
percibid gue el uso de las letras para reprezentar coefi-
cientes cualesguiera producia mis confusién que clarifica-
cisn en el proceso. Mientras la diferenciscion entre las
letras utilizadas no fuera real no se conseguiria verdadera-

mente la generalizacidn buscada.

Eeta diferenciacitn es la que logre VYiadte propo-

niernde una formalizacisdn gue distinguia ambos conceptos.

Sin embargo esta formatizacidn no llegd a tomar

fuerza entre loa matemidticos de la época. Hubc gue esperar
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hasta Descartes que fud el gue logrd imponer una formaliza-
cion diferentiadora que, por oira parte, 85 1a que ha llega-

da hasta nuestros dias.

En la ensefanza, sin embargo, no estd tan clara-
mente constituida esta diferencia, cComo vamos a ver a

continuacién.

En los libros de texto veremos como van apare-—
ciendo las letras sin que claramente se distingan los usos

diferentes gque de ellas se van haciendo.

1.3. USO DE LA LETRA COMO PARAMETRO.

Quiero referirme agui a las circunstancias
matemdticas en que se emplea una letra para representar una

cantidad constante.

En la sctualidad, 1las letras gue se emplean son
las primeras del alfabetot a,b,c,... ¥y las intermedias:
KyMyPsQaCy .. como pusde verse en =21 siguiente extracto de

textos en uso actualmente:?

Texto (Editorial) Letras empleadas
Alhambra k
Anaya my, byc¢
Santillana m, avyb
5.M. m, avyb
Tarrida y Prats m, n, 9, R, a, b y €

Vicens-Vives m, P Yy a
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El dicclionarie enciclopédico Sopena define el
parametro en QAlgebra como la "cantidad sujeta a determinarse
satisfaciendo ciertos valores condicionales” y el parametro
e Geometria como la "cantidad constante que entra en la

ecuacitn de algunas curvas ...

La enciclopedia Larousse nos da como definicidn
de paridmetro en Matematicas! "Valor dque se presenta como una
constante en una expresidn o scuacisn, pero gque puede ser
fijade a wvoluntad. *El pardmetro de una pardbola es el

coeficiente "2p" de la ecuaciodn de la parabola y?= 2px*..."

En los libros de Matematicas empleamos la nocién
de constante vy la nocidn de pardmetro sin gque se haya hecho
una definicidn de ellas o wupa introduccidn especial,
Solamente en el texto de 12 BUP de Editorial Anaya, 1987 nhe
encontrado una introduccidn del término “parametro” en el

tema de "Poplinomios y funciones algebraicas"t

Las expresiones del tipp x+a 5 {x+a)3 | ax2edxic § etr., s consideran
polinoaios en una indeterminadal la x, Las demds letras, a, b, c, representan

constantes win especificar y se 1laman ‘paridaetrops’,

En esta explicacisn aparecen las letras "a", "b"
y “e', coms contrapuestas a la “"x" gue agui, por tratarse

de polinomios, se denomina ‘indeterminadar.

Nosotros vamos a hacer una especificacidn sobre

el parametro. Consideramos gue es muy importante la funcien
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gur desgmpeRa édzte a la hora de considerarlc y asi  hargmos

la siguiente divisidns

Un  pardmetro puede zer "parametro constante™,

“pardmetre incégnita” o "parametroc variable".

- El T"parémetro constante” es aquél cuyo valor
se supone determinadec, © que se puede determinar, mediante

condiciones ajenas al problema en ®i gue se estd utilizando.

For ejemplo, en  Fisica v, par tanta, en
Matematica Aplicade, la fermula que expresa 1& energia pro-
ducida por un molino de viento nos dice fue psa energia as

proporcional al "cubo" de la velocidad de éstes

E = hk-v¥
El pmarimetrs "t es la constante de propor-
cicnalidad, vy su wvalor es distinto seguan las  unidades
empleadas en la farmula. Este valor es “conpcocido®" en cada
casc. La energia "E" producida @s funcidn de la velocidad
" del wviento a través del pariametro conocido gque es 1a

consztants "R,

En las formulas geométrices de areas y volu-—
menes, ¢stos son funciones de algunas magnitudes lineales.
As{ en una formula semejante a la que acabamos de ver, como

e el caso del drea del circulol

A=1r2

ta tonstante de proporcionzlidad es el nomero w. £} radio
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"rv representa un valor constante: el correspondiente al
circulo particular del ejercicio gue estemos resolviendo.

Asi la férmula generaliza los casos particulares.

Pero el parametro puede ctonvertirsge en parametro
incégnita si conocemos €] Area "A" del circulo y debemos
usar la formula para calcular el radic "r" correspondiente.
De modo que en una misma fdérmula puede una letra ten este
case la "r") tener un status de pardmetro conocido o de
parametrp incégnita de acuerdo con €1 us0 que en cada momen-

to podemos hacer de ella.

- Veamgs también el pardmetro variahbie. Si

tenemos !a ecuacidn?
(x~a)2+ (y=-bl)2= r2

las letras "a","h" y "r" son parametros cuya variaciénm (la
de cada uno individualmente) nos dara las ecuaciongs de las
distintas circunferencias que pueden ser expresadas mediante
ese tipo de ecuacidén. La variacion de "r", dejando invaria-—
bles “a" y "b", daria una familia de circunferencias con-
céntricas con ¢tentro en el punto (a,b). La variacion de "a”
noes daria una familia de circunferencias del mismo radio
"r" y centro en la recta horizontal representads por 1la
expresidén HYy=b". En estos casos el parametrv ha pasade a
tener un status de variable y le 1llamaremos “parametro

variable",
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1.3.3. Historicamente.

Veamaos algunos momentos del uso de las letras en

la Historia de las Matematicas.

En lrs “"Elesentos®™ de Euclides, los ndmeros
vienen representados por segmentos rectilineos, y éstos a su

vaz por letras.,

Coaienza usando las letras maydsculas para re-
presentar punto$ y, asi, los segmentos vienen representados
por dos letras que son sus extremos. En el libro I.A4partads
V. Proposiciones (Vera, 1970, p.705) encontramos, con el
ndmero *i", la siguiente:

1. ‘Constroir un tridsguio eguildtero sobre un sepmento dado’ tha nols 22 mes

aclara que en Jos “Eleasntos’® se dice rects ligitada)

Sea AR el segaento dadp. Haciendo Centro en Ay en B, Jdescribanse los
circulos BED y ABE, y desde 2l pantc € en que se cortan tricense hasta los puntos A
¥ % Yos sepasntns OA y B, (En 1a nota 23 se nos explica que Evclides estribe f,8

y FA,FB; pero que, puesto que 1a cosa equivale tasbidn al sigho de Susa, el
traduttor smpleard la copulativa ‘y* cuando se trate de distintos elesentes)”

Vemos como las letras A, B vy &

G representan los puntos respecti-— ‘

vos, peroc las letras Dy E, no

queda claro si, a su vez, represen—

tan otres puntos de las circunfe-

rencias o son letras de referencia

de las proplas circunferencias. En cualguler ceso se aptreCia

que estas letras representan ocbjetos geométricos para sd

generalizacidn.

Mis adelante, en la pdg. 791, 1libro V. Apartade 1II.
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Proposiciones, encontramos algunos segmentos representados
por doe letras y otros por una sola letra. Asi tenemos en la
demostracién de la proposiciéen "2":

- -

Bi AR es la prisers sagnitud sdltiple de 13 segunds 6 el aisso otsero de
veces que 1a tercera DE loes de lacuarta ry la ....°

Correspondiends a la figura:

A B H

==t

&

Y todavia sds adelante, encontramos a las mismas

letras mayusculas representando numerts.

Asi nos encontrames, en el libro VII, proposi-
ciones como la ndmero 13:
"Ei cuatro hémeros sob propurciohales, tambien lo son aliernango.
6i Aes a Bcomo B 2D, es A el misap mdltiplo, parte alicudta o fraccite de §
coso 6 de D,y, por consiguiente, 14 parte o partes de A en § son Las miseas que las

de B en D luego A e5 # B como 6 0 D, l.g.q.8.”

{francisco Yera, 1970,pp.829-042)

Las letras representan aqui a los numeros pero
cada l!etra representa un =616 ndmero ¥y cumplen una Ffuncidn

generalizadora de la propliedad expuesta.

Al -Khowarizmi en su "Algebra™ también utiliza

figuras con letras, cOmo se ve ®n la resolucién de algunos
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problemas. (Tomado de Boyer, 1984. p. 300) Por ejemplo para
demostrar gecométricamente que es correcta la solucién “x=3"

encontrada para la ecuacidént
xi+ 10x = 39

traza un cuadrado "ab®™ con el gue repregsenta a “"x*":

Sobre cada uno de los lados del cuadrado
construye un rectangulo de 2 unidades y media de ancho, a

los que llamaf c,d,e v €.

La suma de la superficie de estos rectdngulos

representa por tanto!

24x 4+ 2Mx + 24y + 2Mn = 1Dx

Después construye e] cuadrade que contiene a
estos cuatro rectangulos. Cada uno de los cuatrp cuadradites

que forman las esquinas del cuadrado mayor tienen por areat

2% - 24 = &4
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Y la suma de estas areas es por tanto 25 unidades.

El area total del cuadrado mayor es

39 + 25 = &4 unidadeg

De lo cual se deduce gue el lado del cuadrado
mayur mide B8 upidades. Restando de este numero dos veces 2%
unidades obtenemos

8 -5 = 3 unidades

que =23 21 lado del cuadrado pequeno, es decir! la incégnita.

L.a demostracidn es ingeniosa y nos da idea de la
forma en que Al-Khowarizml combinaba sus conoccimientos arit-
méticos y geométricos, pero la utilizacién de las letras no
tiene nada que ver con el uso gque hemos visto en Euclides

ni con el uso actual.

Las letras, en este caso mindscula&, sirven para
representar al cuadrado —que se nombra "ab"— y a los rectéan~
gulas creados ¢ "c¢","d", “e" y *fr. Se trata de "nombres”
eleqidos para designar objetos geométricos a fin de abreviar

la escritura de la demostracioén.

También en Al-Khowarizmi encontramos que 1os
coeficienteg de las ecuaciones que aparecen son  nameros
concretos y estan representados por los corregpondientes
numerales o por palabras. De forma lmplicita se ve que los
resul tados algebraicos won generales, pero no hay dana forma

explicita de expresar esto. No aparecen aqui las letras como
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generalizadoras de propiedades algebraicas ni geométricas.

Jordano Nemorario {(s.XIII}) en su "Arithmetica”
empieza a emplear letras para representar los nameros, en
lugar de los numerales correspondientes, y asi se encuentran

formul ados verdaderos teoremas algebraicos generales.

Ein embarge, tanto en esta obra como en otra del
misme autor: "De numeris datisY, se observap en la escritura
ciertas irregularidades, como la expresisn de un nbmero a
veces con dof o tres letras y otras veces con una sola, gue
recuerdan la escritura de los segmentos rectilineos que hace
Euclides, como hemos visto mas arriba, aunque aqui son

letras mingscul as.

En el usc que hace de lag letras estd sugiriendo
2l concepto de ‘parametroi’pero esta idea no llega a cobrar

fuerza entre sus sucesores.

Un ejemplo de Jordano para uso de las letras en
las expresiones generalizadoras de propiedades numéricas s&
encuentra en Boyer (1984, p. 332), Se trata de demostrar la
posibilidad de determinar dos nimeros conociendo su prndﬁctu
Y su suma. En el ejemplo se habla de "dividir" un namero
dado en dos partes, de las que se conoce ademds su producta.

"Sea afc el ntmerc dado y dividasele en dos partes gb ¥ G, ¥ sea 4 el products

dado de as partes g v ¢. Sea g el cuadrade de qig y sea § igual a cuatro vetes 4,

y sea o 8] resoltadp de restar € de g Entonces g ex el coadrado de la diferencia

soire gb y . Bea b 1s rail cusdrada de g entooces b oes b diferencic eatre gb y
€, y €080 b es conocids, C ¥ ab estin drterginides”

La regla de Jordano demuestra que esos dos
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nomeros estan determinados. Después, a modo de aplicacién,
resuelve un rcaso concreto en ¢l gque el niamero es X (los
numeros estadn escritos en numerales romanos) y 21 producto

XX1 1legango a determinpar que esas partes son II1 y VII.

En Bombelli (13526-1572), (manuscrito del libro
1V publicado por Ettore Bortolotti en 1923, cuyo ejemplar de
la Biblioteca Universitaria de Faris es citado por Faradis,
Miralles y Malet,1989) se encuentra alguna expresiédn con

parametros como
x4 + 4ex3 = 21

por lo que observamos que Bombelli habia llegado a estados
mds avanzados del simbolismo algebraico gue lo que revela en

sus {res primeros Iibros.

Sin embargo, este manuscrito no l1legdé a ser
publicado en vida de Bombelli v, no sabemos si éste hubiera
mantenido esa misma escritura para su edicitn © si se trata-

ba de una forma de expresién para su uso particular.

I.3.2. En los textos.

En la actualidad y en general para gl uso eomp
parametros se emplean las letras iniciales del alfabeto: a,
b, c,...y algunas de las intermedias: k, m, p, q,... Reser-
vanda para incégnitas las letras finales, 1la x, la vy, la
Zyorn

En general, en 1os textos de Bachillerato no

bemos encontrado que £ haga {ntroduccion del pardmetro como



tal, o de las constantes, explicando su significade.

Solamente en la editorial Anaya podemos ver
alguna alusién al respecto en sus textos de {2 de BUP. En el .
texte del afo 1975, en los ejercicios correspondientes a
“Siatemas de scuaciocnes” pag. 280 encontramost
En este rjercicic §a Jetrz "a* represesta un nimero real. L2
solucién del sistesa depeade del valor de "a". La letra "2* se llam parisetro
miy=]
{
x-yea
A continuacién resuelve el sistema estudianda la
soluciones que se obtienen en los distintos casos que se

presentan segdn se cumpla:l
1 + a + ] L] 1 +a=2¢0¢

Despuds plantea seis ejercicios similares a éste

con el enunciado!l
"Resotver y discutir segin el valor del pardeetro*

En este caso el empleoc de la palabra parametro
corresponde a 1o gue he 1lamado “parametro variable". En el

resto del texto no se vuelve a presentar el término.

En el tema de "Funciones polinémicas” cuando

introduce la escriturat
FiX) = BaX™ + Ba- X771 4+ L., +8IN +* Ba

1lama & 10% 3n, @n-1y +-+ 3é1) &g comficientes de la funcién
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polindmica pero no alude para nada al término parametro.

En el texto de 18 de BUP de la misma editorial
pero del aRo 1987, en &l tema "Pplitnomios y funciones alge-
braicas", encontrames la nocion de parametro mas amplia,
referida en general a las cronstantes gque aparecen como

coeficientes de wun palinomic?

“Las expresiones del tipo x+a § (x + )% ax?+ br + cf etr., se consideran polino-
sios en una indeterminada, 1a 2. Las deads letras, a, b, c, representan constantes
sin espegificar y se 1lawan ‘parisstros’*,

Sin embargo, hay qgue advertir que, en la misma
pagina 108, se dice también:

Los polinoaios oo unz indeterwinada, 1, son eipresiooes de la
foraal

[N LR POt T LR T K™

donde dny  Ba-i) ern p day iy day SOR Ddmeros reales; Rlasados ‘coeficientes’, "x'

es 12 variable o indeterninadz y "n® #5 un niaero natarsl.
Vamos, pues, gque la definicidén de pardmetro no estd verdade-
ramente expliecitada, con independencia del término coefi-
cientes. Parece desprenderse de lo anterior que cuanda
tratemos la expresitn algebraica come polinemio habra gque
decir gue estamos tratando con coeficientes y cuando consi-
deremos la expresidn algebraica "a secas” gstaremos tratando

con "parametros”.

En el aula, las letras, en sustituciomn de los

nameros, aparecen ifnicialmente para expresar:

i) Las propliedades de las operaciones, por

ejemplo la propiedad conmutativa de la suma



a+b=h+ a

ii) Las férmulas de 4reas, después las de

volamenes, vy en algunos textos otras formulas.
At= % a.b

En el libro de matematicas de 12 oe BUP de Ed.

Esla podemos ver reschadas
*firaulas de Fisica y Watesiticas coss v e/t quada Qe
velocidad media de ¢n advil] ¥ = I-R que ws 12 Jey de Oba para el voltaje de omd
coeriente eléctricai L = 2tr que es 12 longitud de wng circonferencial =% pa
que #s 1a superficie de un paligono requliar®,

Afadiendo a continuacién:
"Todis estas fiérsulss soo ecvaciones con tantas incégnitas cosp letras

variables aparezca en ellis,
tiljo! v, aunque es wna letra, ne es wna variable, Tt ya sabes que representa

un niaern nuy especiali 3 5 10"
Encontramos aqui, en 2l marco de las ecuaciones,

ligada la idea de letra a la de incégnita,
1ii) Los elemsentos de un conjunto T

C=( a,byc,d ?
iv}) Los coefictientes de una ecuacion

ax +b =20
ax? + bx + c =40
En todas estas ocasiones las letrast a, b, ¢,...
representan magnitudes o elementos fijos que S&e suponen
conocidos, o© conpcibles, para cada caso particular, para
cada ejercicio, problema o situacion en los que se empleen

las expresiongs en que aparecen. £s el uso del pardmetro
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constante. Es la letra usada para escribir expresiones
generales o formulas generalizadoras de propiedades. En
estos casos, vemos gue, casl exclusivamente, se emplean las

primeras letras del abecedario.

Para el caso de las parametrns incégnita existe
mayor variedad de letras: Se encuentran las letras inter-—
medias del abecedario comol! k,myp,.... FPor ejemplo en textos
de 10 de BUP tenemos?

"420.- Deterwina "t" en )a ecuaridn A27- &z 4 2t ~ 7 = 0, para que tenga una
raiz doble®

(Ed. Alhanbra, 1985, p.iT2Y

"§,4,~ Ona de las soluciones de 2ut- 91 + @ = 0 s &l doble 48 la otra.
Hatla ambas soluciones y el valor de *a**.

{Ed. Vicens-Vives, 1988, p. 1081

En otras ocasiones se emplean las primeras del

abecedaric, como ia "a" o la "b" en los ejemplos siguientes:

*25.19, Detersina el valor que ha £e tener "3® para que el sddulo del cociente
14
—— sea {Z, Calcula, despubs, dicho cociente.”
ALY
(Ed. Edelvives, 975, p. 291)

*25.11. Determina "b" en la ecvacién x4 bx ¢ 2! = 0, sabiendc que ona raiz es
toddruple que la otra’

(Ed, Edelvives, 1975, p. 290)

I.3.3. En las concepciones de los alumnos,

LRug problemas de interpretacisn presenta este

uso de las letras a los alumnos? :Usan éstes de las letras
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correctamente, en cada ejercicio, comprendiendo lo gque ellas
representan?  iSaben los alumnes utilizar las operagiones
algebraicas con las letras adecuadamente? illegan a compren-
der, por &jemplo, la diferencia que comporta la idea de
parametro con respecto a la idea de incégnita o la idea de

variable?

Faraz buscar ia FEspUESta‘a estos interrogantes
hemos realizadeo un cuestiocnaric seobre &l use de las letras
cuyn andlisis detallado estd recocgido més adelante y en el
gue se snalizan distintas interpretaciones gue los alumnos
hecen de las letras. GSe buscan las concepcicnes esponténzas

que los alumnos pueden tener acerca de las letras.

fate cuezitionario ha sideo pasado a los  alumnos
durante el curso 178%Y-%0. Lo han realizado alumnos de 72 de
Ensefznza General Bdsica (EGE), de g2 EGB, de 18 de Reforma

(REM) y de 12 de Bachillerato Unificado Polivalente (BUP).

Los rwsullados ghtenidos nan sido coOnfirmagtos  y
completados <con la realizacién de entrevistas individuales
llavadas a zabp dezpués de pasar gl cuestionario. A traves
de ellas se han cbtenido datocs sobre las estrategias,
empleadas por los alumnos, para resolver las cuestiones
planteadas.

ﬁ;;unaﬁ -in£2rpré£aciﬁhes- nbsé?vadasi son las
siguientes!

Se aprecian interpretzciones que ceinciden <on
algunas de una investigacidn del CSMS ("Concepts in Seconda-

ry Mathematics and Seience"”) hecha en Inmglaterra.



1.3,3.1. ta letra como objeto

Esta interpretacidn corresponde a las ocasiones
en qgue o1 alumno "lee” la letra pensando que simboliza un

ob jeto determinado.
- Puede Ser en una expresién algebraicas
Sm + &p 4+ Zm

en la que las letras se tomen como representantes de ohjetos
cuyas iniciales sont (m) manzanas y (p) peras por ejemplo.

Con esta interpretacidn se trata de sumar
S manzanas + 4 peras + 2 manzanas

- Intluso puede pensar "simplemente® en 7 "emeg”
mas & "pés", ®s decir cada letra como el ocbjeto~letra cton el

que se escribe,

- Puede ser en una férmula geométrica para un

calculo de Areas

*a” y "b” pueden ser interpretadas como lados del rectén-
gulo, como segmentos, -"b" segmento base, "a" segmento
altura— en Jugar de interpretarlas como las longitudes de
es0s lados. La fdrmula del dres tiene sentidoc con ta segunda
interpretacisn ,pues Se sabe realjzar el productoc de cdps

nameros, pero np con la primera, pues el alumno no ha reali~
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zado el producto de dos segmentos.

i. Posible orjgen v refugrzpo de esta interpretacién

Cuanddo escribimos en lenguaje de uso habitual,

50 metros o 35 litros lo hatemns en la forma SOm. o 351.

La habitual de la escritura hace que muchas
veces se omita el “Ypunto" gque marca la sefal de la
abreviatura, vy 50m son 50 metros, o 351 son 35 litres. Asi,
cuando el alumno encuentra 5m o Sp puedse interpretar ‘“tres
metros" o “tres manzanas" e2n vez de suponer que "m" repre-

senta wn numero que estd multiplicado por 3,

Egto puede venir reforzado por los enseiwantes,
es decir, por el medig didacticol pues cuandu_ [queremos
ensefar a sumar polinomios, para justificar que solamente se
reducen las términos semejantes, can frecuencia, y de manera

metaforica, decimps al alumno que en una expresion coma
In + S + 2x + ...

solamente podemos sumar los términos 3x con 2x y no con Sx2
pues "no se suman manzanas con peras”, Asi la expresidn
3Ix+2% puede gquedar en 2l alumno como la idea de sumar 3
“algo™ mas 2 "algo", siendo ese “algo™ la "x". ¥ asi cuando,
més adelante, éste vea una expresidén como "3p” quiza le
surja facilmente la idea de "tres peras" o "tres pesetas” o

algo semejante.



i1. Uso vy efigcacia de wala ipterpretacidn

Eszta analogia empleada por el profesor favore-
ceria dicha interpretaciton, gue puede ser muy Gtil, si el
alumno la usa para realizar adiciones ¢ sustracciones, pues
buscandoc "los objeteos iguales” encontrara los térainos seme—
jantes para opgrar cron ellos, como en el caso concreto gue
hemos puesto como ejemplo, @n el gue produciria un resultado

correcto que serial

7m + &p {"7 manzanas mas & peras")

peroc esta interpretacidn puede crear serias dificultades,
comos  estudiamos en algunes ejgrcicios del cuestionario,

par ejemplo, en el namero 15.

Y, ademés, aungue ésto mea Uti) como hewmos vistg,
para la adicien o sustracciodn, no resulta eficaz para dar un

sentido a expresiconhes como!

La multiplicacion: Tm. bp
Ls radicacien: <3a

0 la potenciacisn: a*

pues, en . pstos casps, no suministra ninguna imagen mental
correspondiente a la interpretacidén de "el progucto de 7
objetos por otros 6 distintos", o para "la raiz cuadrada de

tres objetos”.

Todavia en el caso 1.1 de los segmentos podria

el alumno llegar a intarpretar hasta
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a¥ como una superficie ¢ a® como un velumen

pero la cuarta potencia de "a" tampoco tiene ya una posibi-

lidad de interpretacién en ese sentido.

Este tipo de dificultad, proveniente de la suje-
cién del algebra a la geometria, se puede encontrar histéri-
camente.

Toda 1a tradicién griega se basaba en conceptos
y demostraciones geométricas, lo cual traia serios problemas
para la concepcidn de los nomeros que llamamow irracionales
y negativos, Todavia los Arabes (Al-Khowarizmi) e italianaos
(Pacioli) y hasta los franceses (Viete) consideraban las
demostraciones geométricas como necesarias para comprobar la

veracidad de las demostracicnes y célculos algebraicos.

En este marco, uno de los principios a respetar

era gl de homogeneidad dimensional.

Viste encontraba esta dificultad epistemoldégica
creada por la sujecidn mental al calculo com magnitudes. A
pesar de que Vikte hacia claraments la diferenciacién entre
"logistica onumerosa”, que es la gue calculaba sobre un
namero o un segmente, vy "logistica spegiosa", que es la que
calculaba sobre "especies”, se daba cuenta del amplic campo
del 4lgebra, y respetaba rigurosamente el principic de

homogeneidad dimensjonal, lo que le llevaba a escribirt

xF+ 2a = by

expresidén en la que "a"” tendria gue ser "solidum” (con tres
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dimgnsjiones) y "b" seria “planum” i{coh dos dimensiones).

Encontramos un primer paso, en la superacisn de
esta dificultad, c¢on Bombelli (15284-1572) pues, en sy
"algebra® (1572), no resuelve directamente 1los problemas
geométricos, =ino que se sirve del dlgebra para su re-
splucidn como ciencia "autdnoma”, que sirve para justificar
la Geometria y no al contraria. (Paradis, Miralles y Malet,
1989} .

A pesar de Bombelli, esto supuso un freno en la
libertad de operaciones necesaria para el desarrolle del
dlgebra, vy hubo gque esperar hasta Descartes y Fermat para
que esgta dificultad se superase y las letras fueran libera-

das de la magnitud que se les asignaba (Boyer, 1986, p. 3I88).

1.3.3.2. La letra con valor adjudicado

Se trata de un rechazo de la letra como descomo-—
cida. E! alumnoc desea eliminar la incertidumbre gue le
proguce trabajar con 21g6 no conotido y adjudica a2 la letra
un valer elegido por £1 de forma personal,. Para ello acude a
relaciones vy conceptos como simetria, reparfto sguivalente,
etd.. .

~ El valor repartido se da par ejemplo, si debe

trabajar con una expresiodn algebraica tal como
a4+ b= 12,

cuando asigna, inmediatamente, los valores: a=6, b=4. Se

puede encontrar este proceder, con les errores que conlleva,
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en ejercicins de calculo sobre figuras geométricas, come el
siguientes?
"En un triangulo rectangulo la hipotenusa mide
a=3cm y un cateto c=3cm cCudnto vale la proyeccisn de este

cateto sobre la hipotenusa?®

El ejercicio coarresponde a la aplicacién del

“tearema del cateto”, y seria:

Proy. catetn
cateto hipot.
— b4
==y DL = - = 1B cn
S

pero algunos alumhos Qque realizam un dibujo  "un poca

daformada"”
B
| — _—
; escriben AD + DC = S cm

A D ¢
—— 5 ————
y "calculann”t DC = 2'S em
En los cuestionarios preparados, también se

puede apreciar esta valeoracién en ejercicios como el
siguiente?
o8& b +d = 6, siqué pupdes decir de

b +d+ £ = [..000e?"

en el que hay alumnos que dan como respuestadi b +d + £ = 9

En este caso es muy probable gque haya asignado a

cada letra el valor 3, wusando la infarmacidn inicial: b+d
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4 y repartigndo entre ambas letras el valor & de forma
equitativa. tEstc se confirma con las entrevistas indivi-
duales en las que se han pedido las explicaciones de las

respuestas).

~ También se da un caso singular de valeracién
de la letra cuando el alumne le asigna el valor de su Jugar
on e! alfabeto: la "a" valdrd 1, 1a "b" valdrd 2, etc...,

como ya se ha comentado.

En €l caso de un ejercicio como el anterior la

respuesta obtenida sera

B +d+ f =12

pues la "b" ocupa el segundcs lugar , la “d" el cuarto ¥ la

"f" gl sexto lugar, de modo que

b+d+ § =2+ 4+ &= 12

Este tipo de wvaloracidén ha sido también confirmado con las

respuestas de las entrevisztas individuales.

Otra ocasion de adjudicacion de valor, en este
casc "visual geométrico”, se puede observar en el cuestiona-

riop en &)l ejercicio nd 2&3
"sCudl sera el perimetro de

este poligone cuya figura
s6lo wvemos parcialmente sj
sabemos que tiene “n"  lados
Yy que todos miden Z cm de

longitud?"
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En lugar de la respuesta correcta! perimetro
igual a 2n, algunos chicos responden lé porgue han contado
los lados visibles que san 8, es decir han rechazado el usa
de la letra "n" asignidngole un valor calculado por la imagen

visual que aporta la figura.

Tambi¢n en los ejercicios n2 23 y 24, en los que

s8 dan las figuras

23 - 28 23 - 3¢

24 — 38

mugstran casos en que los alumnos han usado una aproximacién

"visual".

1.3.3.3%3. La letra "no tenida en cuenta”

£n este caso casil resulta improcedente decir que

es una "interpretacidn” de la letra, pues en realidad es un

rechazo, haciendo precisamente una "no interpretacién” de
ella.

Los alumnos escriben expresiones como Sk sin  tener

en cuenta mas que el namero S y, acomparandolo de la k,

simplenente porque "estaba escrito asi". No conceden ningan

sentido a la letra. L& "permiten” estar ahi simplemente.
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Esta no-interpretacien de la letra puede deteg-

tarse en gRjercicios comp:
"ARade 3 a Sn"
cuando se produce una respuesta como 8n.

Pero puede pasar desapercibida en ejercicios
como*

"Multiplica 5 por 2n"

pues la respuesta 10n es correcta a pegar de la no-

interpretacion de la "n".

Cuando el alumno manifiesta este plvido de 1las
letras inicie umn proceso de incomprension del Algebra
elemental.

Al no dar un sentida correcto a las expresiaones
gue debe utilizar, no comprende log procesos Que se  sigusn

con esas expresiones, ni su finmalidad.

En una especie de wvacio conceptual va Yapren-
diendo" 1o que para é1 sonh manipulaciones sin sentido. Va
mecanizando habilidades, creando automatismos cuyo control
escapa por completo a sus posibilidades. EI control de 1la
eficacia o correccién de su trabajo queda traspasado tomple-
tamente al profesor: "El profesor SABE si estd bien y ya me
lg dira”

No toma las riendas de su aprendizaje. No toma

contacte con gl saber mismo en un intercambioc de experien-
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cias y actuaciones. Sus acciones no son frutoc de una deci-

sién personal, son QRDENADAE POR EL PROFESOR simplenente.

I.4. USO DE LA LETRA COMO INCOGNITA

l.as letras empleadas para este uso son, en el
momento actual, preferentemente las &ltimas del alfabetot x,
Ys 2300

La incognita por excelencia es la «.

I.4.1. Historicasente.

Histdéricamente, esta simbolizacion logrs alcan-—

zarse tras muchos afos de tentativas y vacilaciones.

ta incoégnita comenzé llamindose la "cosa" durante
el nacimiento del! Algebra arabe (comienzos del s. IX) en su
forma "retérica”. Durante los siglos XV y XVI fuéd reducién-

dose mediante abreviaturas.

Luca Pacioli (1345-1514) en su obra *Summa®,
considerada como la primera algebra impresa, usa las abre-
viaturas "co", ‘“ce", “cece" y "ae" para "la cosa” (nuestra
%1, "el censo" (x2), "el censa-censo” (x*) y el ‘'signo
igual® (=), Pacioli creia que las ecuaciones cubicas no se
podian resolver algebraicamente, de aqui que no exprese la

tercera potencia de la incégnita.

Michael BStifel (1487-1547) comienza, en Ssu
“Arithmetica Integra® (1544), usando abreviaturag para las

distintas potencias de la incégnita, representadas por las
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palabras: COsS, zensus, cubus y zenzizensus, Yy avoluciona
hasta propomner después, en su obra "De algorithmi numeroridm
cossicorum”, el uso de una unica letra para representar 10
incégnita, repitiendo dicha letra, para las potencias,

tantas veces como 1o indique el exponente. Por ejemplo:
AAAAR representaria nuestro actual x*

Rafael Bosbelli (1526-1572) en los tres primeros
libros de su "Algebra®, utiliza el “"tanto" y 1a ‘"potenza”,

para simbolizar la inedgnita "x" ¥ su cuadrade “xi*. Sin
embargo, en =1 manuscrito del libro IV, publicads por
Bortolotti en 1923, se wvuslven a encontrar los términos

"epsa” y “'censo” para estas expresiones. Apareciendo escri-

turas como

12 p.s SRm. 4§ (Que se lee: "1 zensus plus 5

res minus 4" o "! censo mads 5 Cosa menos 4") para  expresar

x2+ Sx -~ 4.

Nos parece razonable la conjetura de Paradis,
Miralles vy Malet, 1989, de que este manuscrito pudiera no
estar preparado para la imprenta como los anteriores, ya gue
no fué publicade en vida de Bombelli, sino encontrado vy
recuperado por Bortolotti. Quizad Bombelli no conocia la obra
de Diofanto en el momento de la escritura original de este
texto vy pudo ir cambiando la nomenclatura conforme preparaba
las obras para su impresidn guedando, en su estado original

los libros IV v V.
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De ser cierta esta conjetura, nos mostraria la
evblucién Qque se iba produciendo en la nomenclatura alge~

braica durante agquel periodo.

Frangois Viete (1540-1603) ya propuso concreta-
mente usar las VOCALES para representar las incégnitas y por
fin, René¢ Descartes (15%4-1450) en su obra "La Géométria”
utilirza va las primeras letras del alfabeto! a, b, €5..-.
para los pardmetros constantes y las dltimas: », vy, ... para
las incégnitas o variables, por to que esta cobra marca 1la

forma de expresisn actual en 4lgebra.

Pierre Fermat (1601-1564&5), por la misma época

que Descartes, utiliza la notacién de Vieta:

"D in A aequetur B in E"

gque traduce nuestra expresisdnt "Dk = By"®

pues "in" es "por", "aequetor"” es "igual” las vocales son
q g 4

las incdégnitas.

Estamos, por tanto, hablando de siete siglos
aproximadamente, y del esfuer:zo de muchos matematicos experi-
mentados. Personas capaces e interesadas en hacer avanzar el
canocimiento, y que aportaban sus esfuerzos para lograr este
avance, a pesar de los cuales hubo gue esperar todo ese
tiempo para llegar a la simbolizacién completa actual, JES
de extrafar gque neestros estudiantes necesiten un tiempo

psicoléqice de adaptacidn escolar a las letras y a su uso?
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Esta concrecién, tan larga y dificultosa, del
simbolo de la incognita a lo largo de la historia puede
orientarnos sobre la complicacidén que puede representar,
para el alumno, l1legar a asimilar una eficaz
simbolizacidn. Nos basamos, para este comentario, en las
afirmaciones de Piaget y Garcia (¥), gque Compartimos. A lo
largo de este trabajo encontraremos, en distintos momentos,

confirmaciones de estas tesis.

ElI uwst de las letras como ingdghnitas en las
ecuaciones, obliga a un doble ejercicio de abstracciéent
Primero, la letra (por ejemplo la x) representa "la cosa”,
"la desconocida”, del mismo modo gue en los origenes del
dlgebraj; tratandola como si se conociera, se sigue con ella
el proceso del problema en particular y, cuando este proceso
culmina, queda "planteada" una condicidn, 1la ecuaciodn, que
tiene que cumplir la ingégnita para gque el problema esté
bien resuelto., Después actuando sobre esa condicién, median-—
te reglas pre-establecidas y generales, fon una especie cde
procesn automatico de reversibilidad, l1legamos por fin a

aislar y, de ese mpdo, a calcular la incégnita.

La incégnita representa algo precisa durante el
preceso de planteamiento de la condicion (ecuacion o inecua-
cion), pero cuando la cendicion esta planteada, su manipula-—

cidn posterior es independiente de lo que represente. 5Se

(¥) “Psigco-génesis e Historia de la Ciencia™. Piaget vy

Garcia. 1982
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debe hacer una abstraccidn de su significado vy pensar,
dnicamente, en las leyes algebraicas gue se pueden aplicar

para llegar a la solutidn.

En este proceso, lo primerc es hacer una simbo-
lizacién con la letra (simbolizacién en el sentido del pro-
fesor Barcia Morente, es decir, emplear una figura real, en
este caso la letra, para evocar o representar otra cosa
distinta de ella), después trabajar con ese simbolo, pero
haciendo abstracciéen de lo gque representa, olvidando el
aimbolismo para elaborar la respuesta de una forma objetiva
(proceso de cdlculo algebraiceo), independientepente del
contexto, Cuando se ha llegado al! final del procesoc de
cdlcule, se vuelve a retomar 21 simbolo, y lo que represen-—

ta, para aceptar o no la respuesta obtenida.

Esta Tabstraccidn de la simbolizacidn hecha”
para trabajar, teniendo en cuenta sdélo el objeto matematico,

as iapredcindible para que el cdlculo sea agil.

En el trabajo de simbolizacidn es importante la
primera expresidén (o las primeras ewxwpresignes), momenta en
el qgue se hace el planteamiento, vy agui tada detalle tiene
fque tengr un claro sentidoj vy también es importante 1la
dltima, pues a partir de ella se hace la "traduccién®™ del
simbolismo en sentido inverso, wvolviendo asi a la situacidén
"real”. Es cuando se ejecuta la que se puede llamar des-

simbolizacion.
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1.4.2. En los textos.

Tomamos como textos representativos leos de las
editorialest Gantillana vy S.M., gue suponean las dos ten-
dencias que se dan gn la introduccitn de la letra "x" como

incsgnita de las ecuaciones.

Una tendencia es la gque se preocupa de definirla

aungue ssa pstustamentes

Editorial Santillana, 72 EBGB, p. S9:

*la letra o lstras desconocidas de una  scuacibn
sk Ilasan ‘incdgnitas’. En 1a ecuatidn x + 2 = 9 la incdgnita s "2".
Ls incégnita de una ecuacién se puede designar con cualquier letra, perc @
peneral se otiliza ba letra "z*".
En la misma pagina se hace la distincion entre

identidad y ecuacién, planteando tambié4n ejercicios de

sustitucion de la "x

"y para resaltar el hecho de gque la
identidad se cumple para cualquiera de sus valores, mientras gue
la ecuacion splamente se cumple para algunos valores de la
inceégnita.

En este libro vemos la forma en que se explica
al alumno la nomenclatura gue, a partir de ese momento, se
va a utilizar, vy =e le llama la atencidén sobre la letra "x*

particularmente, hacléndo hincapié¢ en el papel de incégnita

que va a jugar a partir de ese momento.

La otra tendencia eg la gque presenta a "la
incégnita"” sin detenerse a explicar la clase de papel que va
a representar en las ecuaciones. La incegnita es introducica

porgue =i, como si su aparicion fuera upa cose natural y ro



necesitara reflexidén alguna.

Texto Pitigoras 7 de Ediciones S.M., p. 50. La
primera pregunta de la leccidn 5 lleva por titulo ",Qué es
una #tustion?" y comienza asit

"Rlicia dice a2 Martar He pensado un  ndserty lo
he aultiplicada gor I y lueqo he susado 4. Comg resuitada he ubtanxdn 1. gt
nénero b pansado Alicia? '

Llamareans ‘r* 2 &3¢ olaero desconscids o ‘incignite’les letr: cursival.

Allcia ha procedido asit....*

Praosique el ejemplo y, sobre #1, se aclara que

52 llama ecuacion a la condicidnt 3I-x + 4 = 10 . Se sefalan

los miembros de la misma y se dice que el valor 2 es 1la

solucidn de la ecuacidn.

Sin otras explicaciones, diez lineas mas adelan-
te, se da ya por aceptado el conocimiento del alumno sobre
la nomenclatura introducida y se dice de modo natural:

*Las scuaciones, como Y-z ¢ 4 = 10)  2-x-dsB, s liasan “ecuaciones de prissr

grado” porque 1a incégnita "r* estd elevada a 13 potencia 1 f ier.”

A partir de aqui, el libro de texto trata ya de
las ecuaciones equivalentes, vy de la manera de resolver
ecuaciones de primgr grado. Después de ensefar la resolucidn
de estas ecuationes, en la pagina 55, es decir cinco péginas
adel ante, aparece una fgregunta que se titula “YEl  lenguaje
ordinario vy el lenguaje matematico", donde se dice que el
lenguaje matemdtico 25 mas conciso que el lenguaje ordinario
y que puede hacer mas sencilleos algunos preblemas. FPor
tanto, dice el texto, es conveniente saber hacer 1la

traduccidn. Pone a continuacién algunos ejeaplas como los
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siguientes:

Lenguaje ordinario Lenguaje matematico
- U numero x aumentado en 2 x + 2
- El1 cuadrado de un ndmeroc x
aumentado en 3 %1+ 3
- Dos enteros ceonsecutivos Wy xX+1

- Lluig tiene 13 afos. Su edad cuandd
pasen ¥ afos sera 13 + x

B A m-sr e sans omeaa

Despudés de esto vienen ya 1los ejercicios v
problemags ordinarios “de letra", sin mas alusiones a las

mismas ni a su empleo.

Esta es la otra tendencia en la que, comd vemos,
s2 acepta como natural la aparicion de la letra "x" repre-
sentando a la inedgnita, como si el concepto de incégnita no
tuviera ninguna connotacién especial que lo hiciera merece-

dor de esxplicaciones diferenciadas.

I1.4.3. En las concepciones de los alumanos.

Surgen agui otras interpretaciones de las

Ietras?

I.4.3.1., Letra interpretada coms un conjunto de

ndmeros.

Enm el cuesticharioc se presenta el ejercicio:

"ifué puedes decir sobre "n" si sabes que n+p=20

y que "n" es menor gue npn?”
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Fara dar la respuesta correcta es necesario
contemplar para "n” un conjunto de posibilidades. Encontra-
mas que hay alumnos que respondent n=%. gJtros dicent n=2,
Son  alumnos que en el momento que encuentran UN valer que’
cumple la condicién, va les parece suficiente. Algunos, en
las entrevistas individuales, aceptan la posibilidad de que
tome un valor u otre, pero luego né dan los varios valores
pasibles, sino que eligen entre ellos EL ("Gnico™) que creen

que debe ser LA RESPUESTA,

Es dificil, para el alumno, pasar de la inter—
pretacidén de un dnjico valor a la interpretacisn de wvarios

valores posibles.

Vamos a comparar las respuestas dadas por los
alumnas en el cursg de 72 de £GB, el de 82 de EGB y los de
18 de BUP, en porcentajes de dos de los tipos de respuestas?
La primera es la respuesta del tipo que llamaremos “valor
onico® ta veces es “2", otras veces "S* o "9*, pero UN solo
valor) y, la segunda, es la que llamaremos de “"valaor mul-
tipla" (puede ser axpresado como "nd<i0" ¢ indicando todos
los valores del "1" al "I10" 4 del "0O" al 10, pero varios
valores). El cuadro es el siguientel

72EGE BOEGB {2REM ICGREM 12BUP 1QBUP
A B c D
valor anico ALZ 0% 2% 24% 5% 2%
valor mdltiple 21% 2&% 12% 20% 287 301
=in respuesta 14% 247 46% 2% 427, 22%

otras " 24% 30% 30% 28% 27% 3I5%
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Comec se puede apreciar, el mayor porcentaje de
respuesta de "valor unico" se da en los alumnos mas joévenes
(41% en 78 EGB) y se reduce hasta &l 12% y 5X en los cursos
de 12 PBUP (grupog C y D), con un porcentaje promedio de
B"S¥%. Se ve asi come, progresivamente, se va abandonando la
respuesta unica en favor de la respuesta miltiple, gue se da
en el 21% de los casos en 72 EGB para pasar a 26X y 304, con

porcenta e promedio 28%, en BUF.

Quizd sea tudavia mas claro este cambio si  se
comparan los porcentajes de ambas respuestas por curso. Asi

en 78 EGB encontramnos la relacidn

valor dnico/valor miltiple QLA 21A

mientras que en 1% BUP se dan las relaciones

Shs28% Y 12%/30%

Es claro gque la mayoria de las respuestas pasa a
ser de “wvalor mgltiple” en 12 BUP, pero observamos cémg
quedan valores residuales importantes de ia primera. Despuss
de dos afios de trabajo con las letras gqusda un namero impor-~
tante de alumnos que identifican la letra con UN valor

anico.

Esto we ve también en las relacianes obtenidas

en los porcentajes de las respuestas de los alumnos de REM!

12%/712% Yy Z24%/20%
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Estos alumnos no han 1legado a superar la con-
cepcidn del ‘valar anico" para la letra, enh favor de la

concepcidn del "valor muiltiple".

En general esta interpretacisn, de "valor malti-~

pla”, es necesaria para las expresiones con desigualdades.

for ejemplo, cuando sscribimos

estamos indicando un conjunto de naseros. Este conjunto
puede variar desder {0,1,2,3,4}, si trabajamos con nameros
naturales, hasta conjuntos de infinitos elementos, cuando
trabajamos con numeros enteros, racionales, reales o

complejos.

En el ejercicio nB & del cuestibhario: "z@ué
puedes decir de "p"Y si p=3q+7 y g<4 7Y, el alumno debe
hacer 1la interpretacion de la “q" en la expresidén da la

desigualdad.

Encontramos un alumno (E} n2 28 de 72 de EGB}
que interpreta la letra como un conjunto de ndmeros pera en

una forma muy especial que llamare TOTALIZADORA:

" g < 4 quiere decir los TRES PRIMEROS NUMEROS,
asi gue tengo que multiplicar el "3I" por los tres primeras

nameros entre paréntesis?
31 +2 4+ 3

y luego sumarle “7" y me saleg "25v
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Enmartaremos esta respuesta entre 1los errores
cometidos por el intento de CONSERVACIGON DE LA INFORMACION.
(Pascal, 1980). El1 alumno ha conseguido una informacién de
la expresistn "q < 4" y desea conservarla en su totalidad,

por eso crea un nueve namerc! (1 + Z + 3) gue la redne.

En 72 curso de EGE, & alumnos de los 37 respon-

den tomandd UN solo valor para la letra "g

"y lo cual supone
el 1&6%. En 82 de EGB, X alumnos de 33, gue representa el 4.
Fero en 12 de REM se dan 8 casocs en 49 alumnos encuestados

(de nuevo el 1&%)5 en 18 BUF, 7 alumnos de los 77 (94L), son

log que toman UN solo valor.

Efectivamente, de 82 EGE a 19 BUP el numero va
descendiendo en porcentajes, pero si bien este porcentaje en
82 £GB podria considerarse como acepltable, un T4 en primer
curso es todavia un percentaje muy alto para wunos alumnos
que han estudiado desigualdades vy, en ese estudio, tendrian

que haber adquirido el concepto y el manejo de las mismas.

También en la resolucifn de una ecuacibtn de
grado mayor que "1" se obtienen, en la mavoria de los casos,

mads di uha respuesta valida, por 1o Qque en egxpresiones comod

x¥4+ x — & =0

en realidad la "x" representa dos valores posibles: las dos
soluciones x=2 y x=-3% de la ecuacion. {(For supuesto salwvo
los casos de ecuationes de solucidn unica maltiple en gque se

da un solo valor comeo solucion doble, triple, stc.?
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La abstraccidn que, para el proceso de cdlculo,
se hace de la significacién de la incégnita, debe incluir la

posibilidad de que ésta represente a varios numeros.

La incégnita es, en cierto modo una variable.
Podemos decir que es una variable con cierta predeterai
de 1la ecuacidn) pero no puede tomar ggalguier valor dentro
de su dominio, como sucede con la variable. GSalimos del
valor unico para cada caso y entramos en el conjunto de los
"valores posibles”. Esto ya supone una bivalencia (o triva-
lencia, o polivalencia) que es un paso hacia la complejidad

de la vartable.

Pero aqui, en el caso de la incdgnita, esos
valores estdn predeterminados por la condicioén que supone la
ecuacidn. Aunque no se conozecan, es0s  valores seran
CONCRETOS al resolver ésta, y la "x* es como la envoltura o
la ctaja ddnde se encuentran. Estan juntos en la "x", pero
llevan implicita una cierta INDIVIDUALIDAD e independencia
unos de otros, pues, por ejemplo, para comprobar si son
vdlidos © no, cada wuno debe cumplir por separado la ecuacidn
propuesta. Son valores en cierto sentido SUCESIVOS pues su
posibilidad de existencia, que es su ecuacldn, se vera
cumplida por uno de ellos "u" otro, pero nunca lo sera por

dos valores SIMULTANEAMENTE.

E! caso de la ecuacidn de primer grado con upa

incdegnita no ofrece nuevos problemas de interpretacidn de la
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letra "x" pues, para el alumno, se trata del mismo conceptao
de parametro incégnita. El hecho de gque la letra empleada
sea la "x", incluso sirve para aclarar la idea de que se
trata de una ecuacisn, ¥y de gue "hay algo que calcular”. El
alumno ve que ese "algo” es la "x" y sus Unicas dificultades
pueden provenir de defectos de cilculo, pero no de compren-
sisen distinta de las letras o incomprensién de la tarea a
realizar.

En el caso de la ecuacidn de segundo grado ya
encontramos clerta tendencia a calcular simplemsnte un
valor. Este hecho es muy claro cuando la ecuacidn desemboca

en x2= K.

FPor ejemplo!
we=P

Su resolucidén, por parte de las alumnos, suele
aportar come resultade solamente x=3, y wna de las razones
que creemos Importante es porque tardan en llegar a 1la
comprensisn de gque puede haber MAS DE UM VALDR de "x" que
spa solucion de la ecuacidn. QCuando el alumno ha calculado
el valor 3, ya considera que es suficiente pues ha obtenida
EL resultado, s decir el resultadoe se acepta facilmente
comb Unico.

En el caso de la ecuacién completa de segundo
grados axt+bx+c = 0, la resclucion a través de la aplica-
cidén de la férmulai

-b = jb2-4ac
X =

2a

proporciona  las gos soluciones sin gque el alumno tenga
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opcioén a despreciar una de ellas y, entonces, vemos cComo

acepta estas dos soluciones con naturalidad.

cPué  hace que el alumpo scepte aqui los dos

valores de *x"%?

En general el alumno ha sido adiestrado a apli-
car la formula, y asi 1o hace aunque no comprenda bien las
razones de este método. Por otra parte, las dos soluciones
que g2 gbtienen, se quedan ahi, como resultado sin nada mas
que hacer con ellas. El alumno traspasa, de forma mental, la
responsabilidad al profesor, parque zabe gque esas soluciones
“son el resultado que hay que obtener”, vy normalmente no se
plantea o] significado de estos nimercs en relacidn con la

ecuacién que ha resuelio.

Por otra parte et prdcticamente inapreciable el
numera de laos ejercicios en los que el alumno debe camprobar
las soluciones de la pcuatitn, o plantearse el rechazo de
algunas de ellas. En términos de técnicas de cdiculo, sola-
mente law ecuaciones irracionales de indice 2, o las
ecuaciones fraccionarias (en las upas por tener que elevar
al cuadrado, y las otras por reducir 1los denominadores
comunes) exigen del alumno 1a comprobacién de la validez de
las soluciones. Los alumnos, por tanto, no estén habituados

a considerar la naturaleza gde las respuestas que obtienan.

Estos casas dltiimos pueden ser de qds deé  udna
solucidn, pero soluciones, en clerto modo, SUCESIVAS. 8i el

alumno se plantea comprobar las solucicnes en la ecuacicn
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dada, para asegurar su validez, no encontrarad la dificultad
de calcular con el cenjunto de las soluciones; cada solucién
deberid comprobarse individualmente y por tanto su utiliza-

cion serd siempre independiente.

La necesidad de manejar los conjuntos de numeros
de manera SIMULTANEA puede darse para finalizar con éxite
la resnluci én de un sistema de inecuacioness

2% + 3 > x
"Resclver el sistema: >
Sx - 1< Q
donde se llega respectivamente a las inecuaciones x>-3 y
x< 1/8 que es necegsarioc interpretar como conjuntos de
nameros.

Cada uno de estos conjuntos de ndmeros supone la
solucisen 1individual de cada inecuacitn de las que forman el
sicstema vy después de haberlos encontrado debemos hallar 1la
solucidn conjunta del sistema. Esta solucidn es la que se
ocbtiene de estos dos conjuntos mediante su interseccion, es
decir, mediante el calculo del conjuntg formado por los
valores de *x" gque pertenecen a los dos cohjuntos obtenidos
(o, o gue es lo tismo, due cumplen las dos desigualdades

simul tdneamente’ .

Esta operacién de interseccidn de 1los dos
conjuntos resulta extraia para muchos alumnes. Es  muy
dificil llegar & que la mayoria lo comprenda. Se dan muechos
casos de alumnos que expresan la unlon de las dos respuestas

en lugar de la interseccidn, pues SabeSn que hay que hacer
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algo con las dbs soluciones, vya que las dos desigualdades

forman un sistema,pero no entienden claramente “gue® es.
Se necesita aqui comprender cada expresidéni
® =% ¥ w<1/8

Cada wna por si misma representa un conjunto de numercs vy
esta comprensidén es imprescindible para continuar la re-

solucién, realizando la interseccidn de esos conjuntos.

Este uso de la letra "x" incluye la aceptacidn
de un conjunto de valores, gque 1lamaremos SIMULTANEDS,
porgque la expresién los incluye 2 todos juntos, no de uno en
uno. Se trata ya de un uso muy préximo al de variable, pues
aqui conlleva él simbolismo de la desigualdad ¢ "> a "<* )

en la interpretacién de la letra.

Este mismo uso se da en el planteamienta de las
problemas sobre Frogramacién Lineal, para expresar las con-
giciones © restricciones del problema. Sea, como ejemplo, el

problema siguiente:

"Minimizar la funcion z=12x+4y sujeta a las

siguientes restriccionest

xty 2 2
x 2 K
y X 4
x-y £ 0 b

En este ejercicio se deben hallar los valores de
"x" e "y" que hacen minima a la funcidn "z", teniende en

cuenta las restricciones que suponen las cuatro desigual-
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dades. Estas restricciones son las condiciones que se dan en

este problema.

Hay gque interpretar estas restricciones de 1los
valores de "x" g "y", porque los valores obtenidos como
anlurion tienen que satistfacer, SIMULTANEAMENTE, estas
restricciones expresadas por las desigualdades dadas. Las
spluciones que encontremos deben cumplir todas estas condi-
ciones.

La "letra como conjunto de numeres" es, pues,
uno de los usas mas interesantes, desde el punto de vista de
las aplicaciones de las matematicas a los problemas
industriales de cAlculo de costos, de calculo de beneficios

v, en general, de situwaciones optimales.

Descendiende a los ejemplos mas sencillos de la
vida real, el concepto de desigualdad se halla implicito en
la mayor parte de las actividades diarias que estan rela-
cionadas con valores madximos o minimos, o acotaciones en
general. Los ejemplos abarcan un amplio espectro, gquer va
desde la limitacidn de velocidad en las carreteras hasta las

constantes de calidad de cualquier producto que se fabrica.

El ser humano hace uso del concepto de desigual-
dad, asocidndolo ceon valores "limite" exclusivamente y de
una forma intuitiva. La familiarizacisn del alumnc con el
concepto de desigualdad, a través de un correcto y for-
malizado aprendizaje, le facilitara el acceso a interpreta-

ciocnes de anAlisis de pProcesos Que la vida diaria le va a
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presentar.

Como ejemplos de estos andlisis de procesos se

pueden enumerar entre otros los sigujentes:

Curvas de rentabilidad de empresas.
Curvas de control de calidad.
Interpretaciones estadisticas de todo tipo.

etc.

1.5. USO DE LA LETRA COMC VARIABLE

Hasta agui el estudio que venimos haciendo se ha
referido exclusivamente a la interpretacion del Fsighe

letra" (en sentido semidtico) en si mismo.

En este uso gue vamos a estudiar ahora, no sélo
bay que comprender el significado de 1las letras sino,
también, el de la relacidn que las une vy, por tanto,
comprender cémo los cambios en una de ellas hacen variar a
la otra.

Se trata de 1o que ilamaremos una “comprensidn

de segundo orden®.

Es, por ejemplo, el uso de las letras 2n las

functones. Spon las expresiones "y = £(x)" o "y € glx)".

Aqui cada letra representa mds de un valor, pero
tampoto es un conjunto fijo de valores, como en €l caso
anterior. Aqui no son importantes CADA UNQ de 1os valores de
la "x”, ni su conjunto. Agui lo importante s LA RELACION

que une los pares de valores. Y asi es importante EL PAR de
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valores que se forma con un valor cualquiera de la "x" y su

CORRESPONDIENTE de 1a "y".

Un ejemplo de este uso se encuentra en el ejer-—

cicio siguiente del cuesticnario:

"Sabemos que p =q + 7 . JQué le sucede a “p"

cuande "g" es aumentada en 37
q

Si el! alumno comprende la expresion p=q+7 como
qué «"p" es SIEMPRE mayor gque "gq", en 7 unidades®*, responde-
rda tacilmente gque "p" TAMBIEN aumentara en 3 unidades. Fero
si el alumnoc no tiene la idea de que "p" v "g" pueden tomar
CUALQUIER valor y piensa gue ESA "p" es 7 unidades mayor que

ESA "q", entonces & pueden dar respusctas comos

+ 4

bl
]
n

en la que las tres unidades que ha aumentado "Q*, han sido
"compensadas” con la disminucidn del 7, para que el resulta-
do "p" siga siendo "el mismo p" del principio, con SU valpr
dado. Es decir, el alumno sabe que "gQ" ha variadeo, gue ha
tomado un nuevo valor, pero Ne ve a "p" con la pogibilidad
de wvariar. No ha tomprendido que lo importante del simbo—
lismo no son las letras y sus valores sino LA RELACION que
las une., Rug las letras estan empleadas para expresar PARES
DE VALORES vy que cada valer de una de ellas ARRASTRA un

nuevo valor para la otra.

También se puede dar la respuesta errénea:
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p = q + 10
en la gque tampoceo se han interpretado AMBAS LETRAS como
varjables, pues esta nueva relacisn dada como respuesta
indica que "gq" no ha variado, es la misma "q" inicial. El
aumente ha salido fuera para sumarse con 7 y aportar asi la

variagisn de 3 unidades para "p”.

En esta respuesta el alumno sigue sin interpre—
tar que la relacién entre las letras (variables) no ha
cambiado y que, precisamente esa relacisn es lo gque hace que

los cambics de "q" se vean REFLEJADOS en "p“.

I.5.1. Historicasente

La idea de funcién, en un sentido parecido al
que usamos en la actualidad, se debe a Leibniz (1446-1716)

(Boyer, 19846. p. 50%), pero la notacidn que usamos?

y = £{x)

es debida a Fuler, que la utilizé en sus Comsentarii de San

Petesburgo de 1734-1735 (Boyer, 1984. p.557).

La notacion de Euler ha sido un logro importan-
te en la teoria de las funciones, por lo clarificadora que

resulta de la relacién entre las dos variables "x" e "y'".

Tan s6la unos afos antes de Euler, se puede
encontrar en un matematico tan prestigiosc como Jean
Bernoulli (1667-1748), que fué discipulo del mismo Leibniz,

una idea vaga de lo que era una funcién. Idea gue expone
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como? "una cantidad compuesta de cualquier manera a partir
de wuna wvariable y constantes arbitrarias®” (Boyer, 1985,
p. S31),

La nocidn de funcidn fuéd introducida durante el
siglo XVIIt "A finales de siglo se llegaria a decir que y es
funcién de x;..." (Dieudonné,198¥. p.B2}) aungque un concepto
totalmente gengral de funcion (o aplicacién, como ahora se
prefiere) no se did hasta Dedekind (1831-191&):

*En vez de linitarse, cows en las conceptiones anteriores, a las funciones reales
{o cosplejas) de wna 0 varias variabies reales, Dedekiod generaliza &l sixiso v
deternina que, siendo E y F dos coojuntos coalesquiera, una aplicacien de E schre F
es una ley ("Gesetz®) que a todo eleseoto °s® de £ e hace corresponder un elesento

bien deterainado de F, su *valor® em "1*, que se escribe de sanera general fixl.”

{Dieudonat, 1989, pp. 187-188)

1.5.2. En los textos.

La letra comn variable hare su aparicidén con el
estudio de las funciones en 72 de EGE, pero no es introduci-
da de manera explicita. Solamente se presta un poto de
atencison al establecimiento de la diferencia entre variable
dependiente e independiente pero no @ la introduccidn de la

variable como tal.

Veamos wun  par de textos donde se aprecia esta
apariciént libres de Editorial Santillana y Editorial S.M.,
que son dos de las editoriales mas empleadas en EGB. Prime-
ramente tomamos el libro de Ed. Santillana para 72 de EGB en
la p. 73. En ¢é1, después de definir y explicar Corresponden—
cia vy Aplicacidn, el autor pasa a introducir y definir el

concepto de Funcién como caso particular de Correspongdencia;
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para ella define el dominio:
Yoainin gt unk fungite s el conjunio formate por ius eleeestos que tienen

imagen o también el cosjunto de valores que puede tomsr la variable 1*

Un poco més adelante, al definir la ecuacidn de
una funcidn, explicitar
En este caso 12 scoaciin de 13 funcisp se designa por
yEa+ld

- La letra *2* repreents cualguier nimerc enters del doginio y se liama ‘variable
independients”

- Les valores que tos 12 letra “y® dependen de los velores que se dan 2 la Jetna
*1"; por wso {2 Ietra "y* se llama ‘variable dependients’
En el libro correspondiente a 82 curso de la
misma editorial, en 1la pagina 93 del +texto, se repite,
titeralmente, este dltimo parrafo, incluido el ejemplo. No

s@ afade ninguna otra explicacidén.

En el libro de B2 curse de la Ed., S.M., en la
padgina Bé y dentro del! tema de Funciones, tenemos, en 1o gue
l1lama primer ejemplot

Cosn el conjunto @ tiepe iofinitos elesentos, a0 se peeden obtener todos Les pares
de . Sin esbargo, podemos chtener 1a imagen de cualquier niwero raciosal, utili-

tando
3
flx) =2 4 -
5
3
1% 4 - g5 el ‘criterip de §*, y eapresa las operaciones que hesos de realizar ton un
5

adaero cuplouiera "u®, para obiener su imagen.

Al eleaentn gendrico "r®, se lz suele tlesar ‘variable indepecdients” porque viris
libreseote &0 #1 conjunto original de Ja funcidn ¥,

#1{1) tashidn s variable, y su valor depende del que toss *1°. Por eso, f() <¢ llam
‘variable dependiente’y suele sisbolizarse por "y™s
y =+ £l
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En el primer texto vemos gue en e! momento de
definir el dominio Jge una funcidn es cuando se nombra, pgor
primera vez, a la letra x como variable x, perc sin hacer
ninguna mencidén de la importante diferencia de toncepto que
supon2 respecto a la incégnita x, y del diferente uso que le

vamos a dar a partir de este momento.

No se le advierte al alupno que ahora ya no debse
cajicular =] valor de ® y tamporo ae ]Je comunica que la
ecuacion y * x+3 no tiene por objeto calcular x o y. Del
mismo modo no se le dice que 1o importante ya no son las
valores de x e ¥y, sino la relacidn que las unef la ecuacidn
mi SMma.

Se estd dando un nuevo ust a las letras x ¢ vy
dentro del concepto, también puevo, de funcién pero esto no
se explicita en el aprendizaje, ni se realizan ejercicios
para difersnciar, =n Jla wmente del alumno este uso comp
incdgnite o coma variable, Se presta toda la atencidn a la
introduccidn del cancepta de funcion, pero obviandg todo 1o

referente a 1a nhomegnclatura empleada.

€1 concepto de varlable es un concepto muy
importante y muy rice en aplicaciones. Sin embargo, su
introduccidn po se hace de forma especifica, nl cuidadosa.
Se da por supuesto gue el alumno va a comprender toda Jla
rigueza del concepto de forma natural, sin que el medio

didadctico haga nada especial por ayudar a esta comprensiosn,

Ademas, se utiliza para su expresisn la misma
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letra x que se habia empleado para expresar la incdégnita. El
aljumno, que hasta ese momento ha usado la letra x como
incognita, vy ha aprendido a calcular su valer aplicando una
serie de refglas algebraicas, =e ve introducido en unas
manipul aciones completamente distintas, sin comprender el
por qué. Sin una explicaciaon adecuada, resulta gque ya no es
necgsario calcular la . Ahora hay gue manejar expresiones
completas ligualdades o desigualdades), representar] as
graficamente, compararlas, etc. Todas las técnicas han

cambiado y, sin embargo, e1 simboleo usado (x) es el mismo.

1.5.5. En las concepciones de los alumnos.

Para el alumno, la idea de variable establece un
concepto de dificil asimilacién, pues los simbelos que ha
wgado en Aritmética -signos de operaciones, pardntesis vy
numeros- son de significacidn univoca y estd acostumbrado a
poder interpretar, de manera u&nica, cada simbolo que
encuentra.

Cuando las letras vienen a substituir a UN nome-
ro, son aceptadas comop letras desgonocidas Que en algdn
momento, 8 podran calcular, como letras "incdgnitas”". Lo
que resulta mucho mag dificil, para el alumno, es imaginar
que dentro de una misma letra existen distintas posibili-

dadesi aceptar la idea de la letra como “variable”.

Fodemos comparar resultados en preguntas sobre

el concepto de variable o sobre el concepto de incégnita.

Tomamos las preguntas que tienen €l cardcter de
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variable o caracter que llamamos "Var", que son  las
preguntas n2 &, 11, 17 y 1B del cuestionario sobre el uso de
las letras; vy las preguntas que tiepen el cardcter de
incognita,que 1lamamos "In”, gque son las preguntas ng B, 10,
14 yv 19 del mismo cuestionario, y anotamos los porcentajes

de respuestas acertadas a4 cada una de ellas:

Preguntas Porcentaje de aciertos Promedio
de
=31 10.2 % aciertos
11a 28.1 %
173 S5&8.1 Y 2e8.3S
=i 19.9 %

LETRA COMO YARIABLE

a2 62.8 %
1oa 32.1 %
14a 62.2 % 43.73
193 17.9 %

LETRA COMO IMNCOGNITA

Comparando el promedioc de aciertos a cada grupo
de preguntas se ve que resultan acertadas, en mayor porcen-—
taje, aquellas en que la letra es considerada como incégni-

ta, con el 43.75 %.

Incluso, entre las preguntas de la letra como
variable, se encuentra la pregunta n2 6 gque, con el 1Q.2 %

de aciertos, es la pregunta peor contestada de todo el

cuestionario.

Vemps por tanto que, para los alumnos, estas

preguntas en l!las que l& letra se considera con un uso de
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variable, son mas dificiles de contestar que las que consi-

deran a la letra como incégnita.

1.5.3.1. Funcién constante.

El estudic de la letra como variable se hatce
preferentemnente, durante el bachillerato, en el momento de
estudiar las funciones y, mads concretamente, las funciones

reales de variable real.

En la nocitn de Ffuncion existe un caso
particular, gque es la "funcidn constante®™, cuya notacién
presenta serias dificultades de comprensisgn a los alumnos.

Se trata en esta funcidén de interpretar las expresiones

siends “k* una constante.
Ejemplificando tendriamos:
x =3 o y = — ¥

Pero cuando estas expresiongs aparecen Como
funciones, vya han sido habituales para cualguier alumno
escasamente iniciado en algebra. Son expresicones gue =e han
dado como terminacidén a clalquier problema en el gue hayamos
tenido que calcular un resultado descohocido. Los nameros
"I y "-%* gon LAS SOLUCIONES buscadas. Las letras "x" e "y"
toman en cada caso UN valor Que ez el recsultads del pro-
blema.

Pero sucede 4gue, cuandeo estudiamos Ffunciones
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reales, estas expresiones, coh la misma apariencia, tienen
unh signifitado totalmente distinto. Si pensamos en gque debean
ser expresiones que relacionen dos variables "x" e "y" nos

encontramos con que la expresidn

y = ~%

no es propiamente una “funcién de =", pues no tiene la letra

"s#" por pinguna parte. Hay, sin embargo, que hacer compren-

der al alumno que los pares de valores:

(-1,-%) , (3,-%) , (O,-%) , (3'7,-%) , (102,-%) , ...

satisfacen esa "funcidn®, porque todos cumplen “la con-
dicidn* de tener su segundo valor l(es decir su "y*7 igual a
e O

bDe modo que, lo que antes era la gxpresion de un
resultado dnico, && ha convertide ashora en la expresion de
una funcidn formada por infinitos pares de valores, que
tiene wna representacidn grafica que es una linea recta
(constituida por 1los infinitos puntos gque corresponden a

esos infinitos parss de nuameros!?.

Observamus agqui, pues, expresiones gug tomharan
su significacién del centexto en el que las estemos mane-
jando. Se& trata de igualdades, de doble significacién, en
lag que, ein embargo, no se suele insistir para su compren-

sion y diferenciacién.

El alumno debera aprender a distinguir esta

doble significacion casi por si mismo.
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Se trata de un problema mAs de enseranza del
simbolismo que deberd afrontar el profesor cuya aspiracién

sea que los alumnos lleguen a comprender las matematicas.

I.4. EL CASD DEl. NAMERU COMPLEJD

Veamos algunos casos particulares de 1letras,
representantdoc objetos diferentes, vy gue pueden resultar
ilustrativos de las dificultades que encuentran, tantc el

alumno como el profescr gque interviene en 21 aprendizaje.

Los nuimeros compiejos se introducen, por primera
vez para el alumno, en Primero de BUP. Se trata, pues, de un
tohcepte nuevo de numero, Yy es esperable que cause cierta
extraieza dadas sus especiales caracteristicas. Se trata de
ndmeros gue, histéricamente han sido llamados "imaginarios”,
dada la gran dificultad de concebirlos cencretamente.
Rlgunos profesores, de hecho, optamos por aplazar su
presentacién hasta Tercero de BUP por considerarla mas

adecuada.

En estas condiciones, veamos algunos problemas

de simbolizacién que se presentan,

Pensemos en Wna sencilla ecuacidén de segundo
grado comoi

5% = 2w + 1 =0

cuyas soluciones son los pBaergs complejost
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1 2 1 2
Xy = = + =i y Xz = - -~ -i
3 5 =] 3
donde "i" es la unidad imaginaria®! “raiz cuadrada de -1"

En esta ecuacién, al observarla inicialmente sin
ayuda de otras indicaciones, hno se aprecia cuil es =1 con-
junto de numeros en el gue se esta planteando, vy conocerlo
es muy interesante pues, dependiendo de el1, la solucidén es
diferentet

a) 5i 1la ecuacion se planteéa en los conjuntos
N,Z,8@ o R (Naturales, enteros, racionales o reales} Ila
respuesta debe sert “No tiene solucién®i pues ningdn nlmero
de estos conjuntos la satisface.

by GBi la ecuaridn se plantea en el conjunto €
(Cuerpo de los niameros complejos) las soluciones son las dos

expresadas mas arriba.

£€s, por tanto, importante para gue el alumno
pueda resplver correctamente la ecuacisn, concretar, de al-
guna manera, cual es el conjunto en ¢l gue &2 plantea el
ejercicin, pues la incégnita "x" puede representar en esta

ecuaciond

"Un ndmeroe natural “x"" o
“Un nuamero entero "x"" o

*Un mnamero complejo "x**

81 la ecuacidn sé produce €n el contexto de wun

problema, este mismo contexto nos puede indicar en qQué
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conjunto se esta planteando la ecuacidn y, por tanto, qué
tipo de numero representa la "x" que estamos calculando,
pero nos encontramos en la préactica que en la casi totalidad
de 1gs casos el ejercicio ha sido planteado "en el wvacio”,
siln contexto alguno en el gue spovarse. El enunciado est

"Resuelve la ecuacion ,..,",

En este raseo, el alumna deberi buscar indicios
exteriares al praoblema. Par ejenplo, darse cuenta de gque el
tema que se estd estudiando es el de los pumergs compleigs v
que, por lo tanto, la *x* puede ser uno de estos numeros. O
ponerse a resalver la ecuacidn sin preguntarse nada vy al

encontrarae en 2! calculo con la expresidn

=20 = =15

optar, mids 0 menas arbitrariamente, por decir gque no tiene
solucidn, recordando las primeras ecuaciones que aprendid a
resplver, o por continuar expresandg “J-1&" en forma de

nameroc compleijo imaginario puros “4i~,

A veces se da otro modo "externo al problema" de
saber en gQué conjunto se tiene que trabajar, Nos referimos a
la advertencia expresa del profesor gque pusde padir a los
alumnos que resuplvan el problema "en el conjunto C"., En
este casc el profesor suple las deficiencias del enunciade
con s4  actuacidon didactica ldgicamente derivada de su

preparacién come profesor.

Se ve, pues, 4GQue una misma letra, en nuestro

caso la {ncégnita "x", puede, en una ecuacién, representar a
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distintos tipos de npumeros.
I.46.1. EN LOS TEXTOS DE BUP.

Hemos cbservado que en algunas presentaciones de
la teoria de 1os pimerog complejos se designa a éstos con la
letra "2V, gque sirve asi para distinguirlos de los pumergs
re s. Veamos como se presentan los compleios en
algunos textos habituales en el BUP actual. (Observados en
sus capitulos correspondientes a los pumerQs Ccompleios, en

el nivel de 128 y 39 de BUP) (X):

Hemos encontrado efectivamente que, en todos los
textos consultados (de lps gue hacemos una muestra con los
que presentamos), se entuentran 1o% QUmeros comple{ios expre-

sadas caomo nameros “r". Asi se puede ver?®

z = 3+42i 1 iz = K + Hi

z o= {-5,7) (conjugado de "z" igual a ...}

Con ésto parece gque los pumeros complejos van a

ser representados por la letra Yz" de ahora en adelante. Por
tanto npos hace esperar que en el planteamiento de ecua-

ciones, la incéqnita, al menos «&n los primeros ejercicios,

(£} A nivel de 12 se tratan los numeros complejos
con su escritura en forma binémica "a+bi", y @n algunas
textos también en forma "de par®: "{(a,b)". A nivel de 30 se
recuerdan las notaciones anteriores y se completan con 1as
escrituras en forma polar y en {forma trigonométrica,
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sea la "z". Pero luego, cuando llega el memento de plantear
estas ecuaciones, en el conjunto de los pimerps compleios,
algunos textes mantienen la "z" para expresar la {ngéqnita v
otros vuelven a expresar las ecusciones con la jpcggnits "x*
que habia sido empleada hasta ese momento para los QumRCos

reales.

Exponemos en la TABLA I los datas de cuatrao

textos representativos de estas dos tendencias.

NQ Incdg- componentes reales
complejo nita del nf complejo
Ed. Anavya . z . * « Hyyya,b,psgs-.- .
Ed. S.M. z X Myysaybyaas
Tarrida y Prats . z - z . Xy¥sdsb,Mun,...
Ed. Libreria General . z . z . Xy¥ya,b,cymu... .
TABLA 1

Yemos, pues, gque lo que parecia que iba a ser
una caracterizacidon de los pumeros complegjos no se mantiene
&n todog los textos, cuando se trata del pdmero compleig

Lncégnita.

Perp sigamos observandg la npotacidn para otras
incdgnitas a ver si descubrimos alguna regularidad como, por

ejemplo, que la ingégnita se represente siempre por la letra

"x" o que la "x¥ se reserve para las lncfgnitas reales vy la
"z" para las incégnitas compleias.

Observemos, en la TABLA I, la notacidn empleada

para 1os ejercicios que plantean e} cilculo de alguna de las
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componentes reales del pdmero comploio. Para esta chserva-

cidn separamos los textos en dos tipos:

a. Leos textos que usan la "x" para jincognita

cuando esta incégnita es un nameroc complejo. (Representados

por lps dos primeros de la Tabla I)

Er ellos, se podia esperar gque hubieran elegido
la letra “x" para expresar SIEMPRE 1la jipcégnita vy, por

tanto, que expresaran con "x" e “y" estas componentgs reales

cuange son desconocidas. Asi 1o parece en el siguiente

ejerciciog:

*Calcutar @ ®y para que se verifique
12 4 5i0lx 4 3) = iy # 41} *
(Ed. Anaya, 32 BUP, pdg. 3f)

y &en varios ejercicios posteriores.

Pero en la misma pagina encontramos otros ejerci=-

tios, como el siguiente, donde la componepnte real incégnita,

estd representada por ptras letrasi

*Catcular *a® par: que el ninerc cosplejo
1= (= +ilM2 - 1)

tengs por akdule 2, Hacerlo de dos formas efectuando ef cocisste y sin ebectuaris.?

De modo Que no se reserva la "x" para la
inchdgnita como habiames creido. Parece apreciarse un  uso
indistinto de las letras sin mantener una regularidad.

Se encuentra, asi, una gran variedad de ellass
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"Xy¥Ysd,b,pyg,-.." para repregsentar a las incégnitas.

Se puede comprobar, pues, en concreto en los

textos de este tipo (tipo a), gues

12, ta letra "x" represents, en un oismo capi-—

tulo a pameros reales y a pimercs compleios.

29, OWue la letra "x" no es la vnica (ni awn con
la letra "y") que se usa come incégnita. Se usan asimismo

como jncégnites las letrast a,b,c,m,n,p,etc.

Por tanto, se ve gue no existe una regularidad

en la nomenclatura utilizada,

Veamos el otro tipo (tipo b) de textos.

b. Los textos, como el de Tarrida y Prats o el

de Ed. Libreria General, que emplean la letra "z" para la

incdqnita cuando &sta es un QAmeroc complejo.

Farece en un principio que estos textos podrian
reservar la "x" y la "y" para expresar las incognitas en el
caso de las componentes regales, pero encontramos gue, al
igual que 1los anteriores, usan de uma gran variedad de
letras indistintamentea. Vedmoslo en algunos de las

ejercicios que planteani

*Rallar g y p para que se verifiguet
nt
_— -2tz "
3I-i

(Tarrida y Prats, 1! B4, pig.B2)



*Haller 3 con Ja rondicin d2 qor ol products
(3#2i(x+bi) sed imaginaris puro*

{ed, Libraria Beneral, 1} BUF, pig.tH)

*tn el cociente de cosplejos:
3, 1970501 = (3,-21, hallar a y b"

ted. Libreria General, 18 BUP, pig. 101}

Asimismps la letra "x" se encuentra empleada,
juntoe con la "y", unas veces como variable y oOtras como

Comp yariable en la definicidn de ndmerp comple-—

jo en forma bindmica?

*Un ndaero conplejo en forks bindgica es un ndatro de 1z forwal
x ¢yl

dénde *x* & "y* son dos ndnercs realey cualesquisra®.

¥ podemos ver $u usoc como incdédgnita cuando es
empleada, junto con la "y", como ejemplo en la descripciodn

del! ctAlcule de la raiz cuadrada de un pamerc complein en

forma binsmica, en el gque se dicet

"Para calcular 1a raiz cuadrada del pdsero x « 3 + £2] se procede del sigeisnte
sodo. Llasenos 4 13 raiz 1 ¢ yi. Deberd cusplirse ques
I+ yl12 =5 412§

y desarrollasde...”

Asi vemos Como la letra "x" pasa de un tipoc de

emplet a otro sin gue Se haga nipguna advertencia respecto
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a las distintos significados mateamdticos que se le estan
atribuyends. Por otro lado, un mismo empleo, como es el de

incdgnita, es expresado por diferentes letras.

I.6.2. EN LOS TEXTOS UNIVERSITARIOS.

Y qué sucede al pasar a la Universidad? Al
estudiar las funciones de varigble compleija utilizamos los

mer: omplejos. oCudl es la notacidn empleada? Se

mantiene la "z¥ que es tan general en BUP?

Si se toman dos textos clasicost

f. fCurso de varjable coppleia. LEVINEON ¥
REDHEFFER.

2. Variable compleia v Sus aplicacitnes.
CHURCHILL.

El primeroc comienza, en la pagina 2, definiendn:

"Se define un nisert coaplejo v pot  dos
niaeros reales "' y 'b°, y se dexigna por:

gEatib®

Y para definir la suma toma dos namerost

® = a + ib y ff =¢c + id

Utilizande por tanto las letras griegas "o vy
“A" en lugar de la "z".
Pero, ya en la pAgina n2 3 aparece "z" como

incégnita en la ecuacion:
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o +z=f

tuya solucién es la diferencia "g — a". Y sigue en la pagina

ng 11 con la figura: y
v |
£ |\4
-1 i |
m X
donde se repite la notacion encontrada en BUP: 2 = x + iy,

A partir oe este momento, la letra “z" represen—
ta al numero _rompleio tanto en su use como incégnita como en
sU uso como variable. Esto se aprecia muy claramente en los

gjercicios.

Como ejemplos tenemos el Problema n2 I en la
pagina n8 3&,
a) iFara qui valores de 2 no son contiswas las funciones siguientes?
1 FA
Ty = om——
1 1t

b) ifudles de Jas funciones antericres posesn singularidades evitables en algio

puntn, o puntos del planc tosplejo finito y, ...7

Tenemos asimismo el problema n2 & en la pagina 57,

Dentstrar apoydadose en (2.5 que 2 jgualdad ef= = ¢os 2 + 1 sen 7 sique siendo

vilida cvando 1 s complejo.

D el problema n2 2 en la pagina I59,

i
Hacfendo 1z = re'® on la serie gecadtrica fe soma —— ¢ fgualando lay
1-1
correspondientes partes reales, deducir que ...
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En la teoria se compatibilizan las letras "o" y
"A" con la "z" cuando es necesario expresar mas de un numerc

gompleio., Por ejemplo, en la pAgina 12 tenemos,

Ei substituimos : por 2'x 4z, dunde x es ob ndsero compleje cualquiera de

whdule 1, entonces ...

Pero, en general, se prefiere utilizar la letra
"z" aunque sea necesaria la ayuda de subindices, como se ve

enh Bl problema n2 3 de la pagina no 2&4&,

i todos les pantos 7. sop distintes, demcstrar que Ii razéa sisple
Iy =23} £ 2y = 22!

&3 iAvarisnte en las transforsaciones lineales

Veamos en 1 texto de Churchill.

Aqui parece que la nomenclatura estad clara desde
el principio v en el mismo sentido gue en BUP. En la pégina

ng2 1 encontramos la definicidn de pumero complejo!

“Un niserc complejo 3 sE define como un par Gx,y} de nimeros Teales 3 ey Gados
en un cierto orden,
T = (a5

y sujetos a las reglas y leyes operativas que se especifican 4 contimuaciin,

En las paginas siguientes desarrolla la teoria
spbre los tipos de pimeros compleios que pueden darse vy
sobre las formas de operacisn entre ellos manteniendo 1a

escritura que ha usado en la definicién,
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Vemos, pues, gue se emplea la letra "z" para el

ndmero complejo vy las letras "x" e "y" para los DOneros

reales gque constituyen las componentes de este namero.

Nos parece importante resaltar que la nomencla-
tura se afianza, clarificadora, en la Universidad y que
seria de desear gue en BUP, cuando el alumno mantiene 1los
primeros contactos con los pamerpgs comple jos, s2 empleara
este mismo procedimiento, pues o3 el momento en gque mas se
precisa de una ayuda para la comprensitén de 1os nuevaos

nimeros.

Una notacidn inequivbca creemos que ayudaria al

estudiante a mejorar la comprensién de la nocidn de nomerg

complejo.
En apoyo de esta tesis, de que la introduccidn
de nuevas npotaciornes puede favorecer o perjudicar el

aprendizaje de una nueva nocidn, recordemos que la nocidn de
aumerp  compleijo comenzd su auténtico despegue cuando
Leonhard Euler en 1779 introdujo la "unidad imaginaria i* en
lugar de la simbolizacién -1 empleada hasta entonces. Cen
esa notacién se evitaban las paradojas surgidas de la

notacidn anterior (1).

(¥) La raiz cuadrada producia paradojas como 1las
siguientes:
JT + 1 = 2JT (1)

(J=1r2 = g y (f-132 = -4 (1D

La primera (1), porg ue el primer miembro J1 + 1
puede tomar los valores -2, 0 y 2 segan tomemos para g4
los wvalores +1 o -1 mientras que el segundo miembro

solamente puede tamar los valores -2 y +2.
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El nomero complejo es un objeto matemdtico cuya
aparicisen s ve retardaga histéricamente durante siglos por
falta de una buena comprensién de sus posibilidades de
existencia. .

Teniendo en ¢uenta gue esas dificultades de
alguna farma se van a presentar en los alumnos para la
comprenei én de estos numeros (Piaget, 1982), todo esfuerzo
encaminado a mejorar esa comprensioén serd interesante y, en
particular, nosotros spoyamos 21 de emplear una namenclatura

clara y precisa gque diferencie el pimerc coepleio del qumeros

real en cada momento,

Esta escritura podria ser ia de emplear la letra
z" para los numeros compleios vy las letras "ri" y "ra" para
las componentes realeg de ese niamero gogpleio reservando la

x" y la "y" como ingggonitas en DAMEros reales.

»

Incluso seria importante, didadcticamente hablan-
do, intentar diferenciar la yarisble de la jincégnita

mediante una escritura gue asi lo permitiera.

La segunda (1I), porgue podemos realizar los calculos
de las dos formas siguientes:

tf=1)2 = ("al cuadrado de una raiz cuadrada*) = -1
fFi2 = 1.0 = L0050 = T =t
En la segunda paradoja tI11), que es el caso Que ahora
estamos considerando, la notacién de Euler subsanaba 1a

dificultad pues i? = -1 pero no se puede confundir

i o= <1 con -1 = =71
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Respecto al uso de unas letras u otras, recorde-
mos que hembs visto cémo ios alumnos han asimilado ia letra
“x" como representante de 1a incégnita en las ecuaciones con
numeros reales, hasta tal punto, gque en sSu trabajo con las
inecuaciones, al aparecer la lgtra "x“, muchos alumnos con-

vierten la inecuacidén en ecuacisn y se aprestan a resolverla

para calcular gl valor de la "x".

En la ensefanza de los pumecos compleios nos
encontramogs con otra dificultad: E1 alumno debe abrir e}
campa de su pensamiento para comprender el conjunto que
representan, como una ampliacion del gonjunto de Jos nimerps
reales. Perc la notién de numero real es todavia reciente
pues se& incluye en los programas oficiales durante el mismo
curso de 19 de BUP. En este cursoc de 12 de BUPF se le exige

al alumno de nuevo la comprensidén y el dominio de la npcidn

de pamero to 21i0.

Dhservamos gue en ambas introducciones (l1a de
opumero  real vy la de pamerg complein) se estd pidiendo al
aluymno un CAMB1D DE ETAPA ern el desarrolloc del conocimiento.
Me refiero a los CAMBIOS DE ETAFA en la formacién vy
desarrollo del conocimiento, expresados por Piaget-Garcia,
p.134, v que requieren del alumne wun salto cualitativo en la

formacion de su conocimiento.

Por esto, y en beneficio de esa formacion vy
desarrollo, creemos gque se debe hacer ¢! esfuerzo de unpifi-
car la nomenclatura desde el inicio de cada nocifn, procu-

rando evitarle al alumne cualquier posibilidad de confusiaén.
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1.7. EL. CAS0 DE LA VARIABLE ALEATDRIA

Vamos a ver ahora otro tipo de dificultad creada’
en torno al concepto de "variable", y mAs concretamente cde

variable asleatoria.

La nocisn de variable se usa en las Matemiaticas

de Bachillerato pero unitamente se encuentra teorizada en el

estudio de las Probabilidades como varighle aleatorja,

En el estudio de la probabilidad se -usan las
variables aleatoriags. PFodemos leer en un libro de 38 de
BUP (Taniguchi. Ed. Eunibar. p.252)!

*Sea & el suceso total o espacio muestral de un experimento alestorin. Se llami
xprfabiz aleatoria fv.a.) a toda aplicaciin de la forsat

It & — > R (R:{ndmercs reales})
{Obsérvese que I aplica a cada suzeso elesental en un punto de 1a recta real y que
con ui mismo € se pueden definir infinitas v.s. distintasi®
Esta definicién de wvarj lg aleatoria, con
ligeras modificaciones, es 1la normal en 1los textos de

Bachilleratao.

» X o

Ahora imagihemos una vari t
correspondiente a un espacioc muestral o espacioc de suceses Yy
tomemos un suceso gue puede producirse (1), o no (D), con
probabilidad "p* vy “gQ" respectivamente. Por ejemplo’

"Obtener un S al lanzar un dada”
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valores probabilidad
de
1 "Obtener un S* p = 174
X {
ja] 'No abtgner un 5S¢ q = 576

Suppngamos gue queremes trabajar ahora con la
variable 2X gue es una forms de expresar X+X, y, segdin las
reglas de 4lgebra gue conocemos, podriamos esperar que

fuese, por ejemplol

8]

"Obtener dos veces 37

~

s 4
o] "Mo obtener dos veceg S"

Es decir, gue 5i la variable aleatoria "X" podia

tomar los valores del conjunto {0,123, la variable aleatoria

ZX podria tomar los del comjunto {0,237,

Fero, sin embargo, =i pensamos en la yariable
aleatoria "717, gque pedemes estudiar cuanda 21 euperiaento
anterior se realica Jor veces conzecsutivas y de forma  inde-

pendiente, tendriamos atro wmodeo de entender X4X. Asis

3]

"Obtener dos veces 5S¢

Zz 1 "Obtener una vez 3"
o "No obtener ningun S
y comparando con la variable aleatoria "2X" del

experimento imaginado, comprobamos gue
Z # 2x

o expresado de ptra manera mas sorprendente. Fodemos ver que



en este caso!

X+ X + 2x

Se trata aqui de un ejemplo para comprobar que
el cAlculo habitual asociado a las varjables puede resultar

FALS0 para un case particular del! uso de las mismas.

De modo que debemos considerar el dominio tedri-

co doénde trabajamos para poder diferenciar los distintos

tratamientos que vamos a poder darles a "las variableg“,

I.8. VARIABLE EN INECUACIONES

Vamos a ver ahora el uso de las vyariables =en
relacién con las inecuaciones ya que #ste s nuestro campo

de estudio principal.

Por ejemploc, cuando escribo
y = gix}

expreso gque "y" es una funcién del tipo "g" de "x". Esto
también quiere decir gue existe cierta expresidén
fix,y) = 0O
Estas dos relaciones son equivalentes porque
corresponden a la miema funcidén. Si se tiene una eguivalen-

cia entre estas dos expresiones, tengo una relacidén entre

ll_Fll y Jlgu.

Es decir, yo puedo definir "y" ComD una varjable

funcion o yvarigble dependiente: gix), y estudiar cdales son

los valores de "y" que cumplen, por ejemplo



173

y < 0

es decir: glx) < 0O

en este caso se trataria de resolver una inecuacisdn con una
inggégnita. Se trata de encontrar los valores de la varigble
"x" que hacen negativa a la yariable fupncion "y"j o, como
gecimos abreviadamente, a la "funcién y". Perco también puedo

definir la funcidn "Fiu,y)" como otra varisble "z" y puedo

ey @

estudiar, por ejemplo, para qué valores de "x e “y" se

cumple que

s decir, para qué valores s2 cumple que
fix,y) <€ 0

o incluse todavia, volviendo a la escritura inicial, cal-

wym

cular para qué valores de "x" g "y" se cumple gque:l
y < g(x)
ahora se trataria de "“resolver” una inecuacion con dos

incognitas.

El concepto de yvariable en inecuaciones tiene
unas caracteristicas que la hacen még dificil de aprehender,

por los alumnos, gque la yariable en las ecuaciones.

Asi como, en el tratamiento de la incégnita, las
inecuaciones tienen una forma de resclverse que reproguce en
muchos de sus pasos el trabajo que se debe hacer para resol-
ver 1as ecuaciones, cuando tenemos que interpretar y traba-—

jar con una desigqualdad con dos variahles nuestracs manipul a-
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ciones Son muy diferentes gue las que hubiéramos hectho con

una igualdad con dos wariables.

En el caso de una funcién real de varjable real,
gque es un caso de igualdad, sabemos que para cada valor de la
varj e _in endiente “x", tenemos un valor Gnico de la
variable dependignte "v", que es la imagen de ese valor "x”
Y Qque, junto con é1, forma un par que es la escritura de un

punto gue pertenece a la grafica de esa funcldn.

Esta situacién grafica, derivada de la escritura
simbélica de la igualdad, no tiene su correspondiéente en el
caso de la desigualdad. Aquji para cada valor de la "x"
pueden cqrresponder infinitos valores de la "y", lo cual es
desconcertante para el alumno que ante una expresién
simbdlica muy parecida encuentra una situacidn grafica tan
diferente. No se trata agqui de realizar pequefios retoques en
el tratamiento que se daba a las ecuaciones, es que la

situacidn ha cambiado de tal manera que agquellas técnicas no

sirven ya, ni aunque se pretendan transformar.



€1 wuso de las letras en Algebra no "cae por su

pesp™, no "va de sol". Son muchas las interpretaciones
posibles para ellas y, también, como hemos visto, 1los
diferentes usos que de ellas se pueden hacer. No se puede
esperar que estas concepciones se establezcan espon-

taneamente y de forma correcta en los alumnos.

En el analisis que se acaba de exponer, asi como
en el analisis del cuestionario y a través de las entrevis-
tas individuales, se han presentado algunas de las impartan-

tes deficiencias observadas en los alumnos.

En pocos casos se han intentado introducciones
especiales para las letras (p. ej.! "Thinking with letters"®
del libro de Algebra del Shell Center for Mathematical
Education - University of Nottingham o "Writting to learn
Algebra" Universidad de Louisiana, 1988B) y, aun en estos
casos, No se tonocen estudios sistemadticos de los resul tados

obtenidos con su aplicacidn.

En mi opinién, el uso de las letras necesita una
toma de conciencia por parte de los profespres. Un reconoci-
miento de las dificultades gque comporta, v una toma de

postura ante esta situacién.

No se trata tanto de una ensefKanza sistematica
de los distintos usos de las letras, como de ls reflexidn vy,

eso &1, de la discusidn sistemidtica de la funcisén de cada
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letra en cada momento.

Cuando el profesor y el alumno se encuentran en
la situacidn de usar de una letra, deben dejar clara cons-
tanctia de cual es la funcidn que ¢sa letra estg desempefanda
en ese momento. Esa funcidn debe ser explicitada (predeter-
minada y concordada) dg un medo sistemdtico. Hasta nos

atreveriamos a decir "insistente”,

«Il.1. FAMILIARIDAD.

El uso de las letras gueda inscrito en el uso
de! lenguaje matemdtico y como tal debe llegar a ser, en

cierto modo, "familiar" al alumno.

Esta familiaridad debe ser tanto mas buscada

cuanto que ho es espontinea.

El lenquaje materne disfruta de esta Ffamiliari-
dad gracias a la reafirmacidn de lo cotidiamo. E£1 lenguaje
matemdtico debe luchar contra esa falta de cotidianeidad., Al
no sufrir su exigencia, no va corrigiéndose diariamente vy
pierde cierto rigor en la precisién, gQue, sin embargo, es

necesario que exista.

Los matemiticos, en general, pero ante teodo los
profesores de matematicas debemos estar vigilantes para que
la pureza y el rigor no resulten indtiles ante la falta de
buena comprensisén del instrumentc empleado (en nuestro caso,

de la base de ese instrumento, que son las letras),
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.1I1.2. INDEFORMABILIDAD

La matematica, como lenguaje, es un instrumento
genérico que debe mantener su precision ya que ésta es una
de las bases de su potencia de razonamientot La no-
ambigiedad, la “indeformabilidad" como dice R. Barthes
{1957 en "Mythologies” {citado por Y. Chevallard (198003

"Crest ce qui arrive av langage mathisatique. En soi, c’est on langage

indtfornable, gui a pris toutes les précautions possibles contre ‘1'interpri-
tation’t aucune signification parzsite oe pect s’insiouer en lai®.

Es el viejo suefo de Leibniz con su Caracteris-
tica Universal! el lenqQuaje como instrumento objetivo de
razonamiento imparcial gque encuentra su expresidgn en el
lenguaje matemaAtico, precisamente posible porque es "una

lengua bien hecha", en palabras de D"Alembert.

Asi, el prestigio del razonamiento matematico,
g2 basa en su "buena hechura", en su "indeformabilidad" vy

por tantc en su falibilidad rigurosamente determinable.

Estas caracteristicas hacen deseables las
conclusiones obtenidas a través de esg razonamientoc. BSe
"“nuede confiar*® en el lenguaje matemdtico y en sus con-

clusiongs porgue ofrece esa garantia, es fiable.

Pero, simultdneamente, el lenguaje matematico
exige de guién lo emplea un perfecto conccimiento de 1las
reglas de juego y del significado preciso de cada uno de los

términos empleado en cada una de las situaciones.
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.11.%., CONDICIDNES DEL ALUMNO PARA ESTE APRENDIIAJSE. ORDEN

DE APARICION DE LAS DISTINTAS CONCEPCIONES
LI1.3.1. VALDR aNICo

El alumno, cuande uga las letras espontdneamente
{(como se verd en e! capitulo del analisis del cuestionaric
sobre el uso de las letras) comienza por la utilizacien de
éstas representando a UN S0LO valor. Considera que la letra

estd sustituyendo a UN ndmerp no conocido hasta ese momento.

Tiende a estimar la presencia de la letra como
algo PROVISIONAL o CIRCUNSTANCIAL. Esta presencia ss consi-
derada necesaria, en tanto en cuanto gue TODPAVIA no se
conoce su valor, pero serd sustituida, lo mds pronto posible,
por el numerc "que le corresponda”, El alumno intenta encon-
trar ese d4nico numerno cen urgencia, empleando todos los

recursos posibles, incluso recursos paramatematicos como es
el caso de usar el orden alfabético en isomorfismoc con el
conjunto de los nbmeros naturales (sin el cero) para averi-

guar el valor de la letra gque se esta empleando.

Hay una importante resistencia a considerar la
letra como representante de varios valores posibles. La
primera tendencia, @spontanea, gue se observa en los alumnos,
y gque permanece durante a¥os en algunos, es la de que cada

letra representa SU (propio) valor.

Cuando comienza a comprenderse la posibilidad
de varios valores, éstos son concebidog como valores posi-

bles sucesivos.
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L.I1.3,2. VALORES "SUCESIVOS®

En 21 caso de las desigualdades. En el ejercicie
né & del cuestionarin, el alumno tiene® que interpretar par

ejemplot

Yy para muchos alumnos de 79 de EGE la letra "q" representa
UN  numero que, al ser “menor que 4", es traducido por el
"primer menor qug 4% de modo que la primera representacisén

que nos encontramos es  "g=3t.

Comb ejemplo de estas posturas iniciales, espon—
taneas, tenemos la entrevista inmdividual ceon Rebeca (12

anos) ¢

Prof.t iRué crees que significa "g<a"?

R.?! Que "qQ" es mayor gque "4".

Prof.: ;Por ejemplo?

R.: "q" puede ser "5". iNo! i"q" es menocr gque "4"!
Frof.: ;Entonces?

R.: "g" s "3".

Prof.: Ai"q" £s5 un namara?

(La pregunta se hace usando el verbo "ser” pues

es el usado por el alumno para responder: "g es 3")

R.! No, es una letra, pero puede representar a UN
namero.

Prof.: sPuede "g" ser otro ndmero?
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R.t {Duda casi un minuto) A lo mejor, “q" pusde ser

2% B "{® no sé.

Cuando se le insiste, Rebeca piensa en la posi-
bilidad de otros nimeros, pero no a la vez que @l primero,
formando un conjunto con &}, sino en sustitucién de el: “2 6
1... NO S#", Ella cree gque HAY QUE SABER. Cree gue el némero
que estd detras (o dentro) de "q" eé tnico y puede ser "3I* ¢
"2" 6 "1" peroc gque nb lo sabe ahora. La expresisn “g < 4" ho
alcanza; para Rebeca, un sentido en si misma, "qQY es "UN
algo" (un numero porque estamos en Matemiaticas) del que ella
sabe scolamente que es menor gue "4", y como esto no basta

para conocer ese namero, solo puede intentar adivinarlo.

Cabe la posibilidad de que sea, o bien "3", o
bien "2" o “"i*, es decir, uno u btro, pero la alumna no
considera la posibilidad de que "g < 4" represente a TODOS

los nimerocs gue son menores gque "4°".

Los numeros posibles se le presentan de forma
"sucesiva”. Piensa en ellps, uno tras otro, tratandd de
averiguar el motivo que puede ayudarle a seleccionar unoc u

otro, y al no encontrarlec dice QUE NO SABE.

Falta, para estos alumnos, el paso conceptual
gue lisva a considerar la s¥presisn "g < 4" como un CONJUNTO
DE NIMEROS. Se trata de consicderar el CONJUNTO DE NUMEROS
come un ente matemético, vy susceptible de ser manejado como

tal.

Analjzando 1os dates del estudio estadistico se
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puede deducir ctmo evoluciona esta concepcidn desde Séptimo

y Octavo de EGB hasta Primerpo de REM y BUP respectivamente.

En la tabla siguiente se consignan los
porcentajes de alumnos que han interpretado la expresiéon

dada, en el ejercigio citado, camo un conjunto de nameros.

79 y B2 de EGB 17 % de alumnos
18 de REM 22 % "
18 de BUF 57 % "

Se aprecia que no se trata de una concepciosn
espontanea, pues solamente =1 17 % de alumnos logra alcan-

zarla =n los dos primeros anos de ens®fanza del algebra.

Asimismo la evelucion hasta 10 de REM, aungue
positiva, es muy peguefa, pues sélo la llegan a alcanzar el

22 % de log alumnos encuestagdos.

Solamente en 12 de BUP tenemos un aumento algo
significativo, al conseguir el 57 % de los alumnos dempstrar

su camprensidn adecuada.

»11.3.3. VALORES SIMUAL.TANECS.

La letra comp "conjunto de pmumeros" es una de
las concepciones que mas tardan en ser adquiridas por 1los
alumnos.

La pregunta n2 &, comentada en el punto anterior

y que lleva la desigualdad, es, considerands a los alumnos
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globalmente, la peor contestada de todas.

Se trata en ella, como ya hemos dicho, de que
los  alumpnos comprendan la significacisn de “g° en expre-
sicnes como "q < 4" en las que "g” representa a TODOS 1os
nameros que son "menores que cuatro" vy gue forman, por

tanto, un CONJUNTO.

Coma una muestra mds de la dificultad de
comprension de estas letras se expone el caso de Juan Antg-
nip quwe resulta opuesto a los alumnos como Rebeca, tuyD
ejemp;n 58 acaba de ver. #£stas son sus respuestas en la

entrevista individualr®

Prof.: oQué quiere decir q < 4 ?

J.A. I Que "4" es mayor que "qQ"

Prof.: iPuedes decir algo de "p"7?

J.A.! Gue vale "25%.

Prof.: Camo es eso?

J.A.: Los nameros menotes que "4" son "3, Y20 oy
“1". Tendria que multiplicar "3" por los tres primeros
nameros entre paréntesis y luego sumarle el “7". Me sale
"25".

La operacidén que ha hecho est?
T (1 +2+ 3 +7 =25

Los alumnos como éste, consideran la expresisn
"g < 4" como un CONJUNTO de nameros, peroc diriamos que en

forma excesiva, la hemos llamado TOTALIZADDRR, pues en el
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momento de usar esta interpretacitn para una igualgad no
saben separar los distintos valores y hacen la substitucion,

TAMEIEN, de todos a la vez,

El caso de Juan Antonio nos muestra una
interpretacisn de la expresién "g < 4% préxima a la
interpretaciton correcta de la letra como conjunto de
nameros, pues &1 ve diferentes posibilidades para el valor
de "g". E1 error de Juan Antonio es que, en el momento de
calcular, considera esos valores como "simultdneos” y reali-
za el calculo con todos los nadmeros que cree posibles, el 1,
el 2 y el 3 pero, insisto, tomdndolos de manera simultanea
con lo gue, &n realidad, estd operando con el numero "suma'

de ellos.






I. &8I 0 Si

En cualquier estudioc gque emprendames y en el que
gqueramos Comunicarnos con los demads, la precision de 1la
terminologia empleada es necesaria sl NO gqueremos arriesgar-

nos a no ser comprendidos.

En e! estudio gue nos occupa nos encontramos con
cierta dificultad de terminoclogia, pues las Didacticas espe-
cificas son parte de una ciencia, !a Didactica, en lsa gue
repercuten de manera especial las sucesivas ampliaciones vy
profundizaciones de log distintos ambitos del conocimiento vy
en l1a gque se estd creando terminclegia o se estd  adaptanda

de otras ciencias a sus propias necesidades.

Queremos estudiar las dificultades que 1os
alumnos encuentran con el wse ¥y la interpretacidon de las
letras, lo que 1lamamos dificultades de simbolizacidn y por
tanto nos interesa saber si al hablar aqui de simbolizacidsn
estamos usando los mismos términes que emp}ean otras cien-
cias que estan en relacién con el tema, pero que quiza los

usan con distintas significaciones que nosotros,

Ademds de los analisis propiamente didacticos,
como las “observaciones didécticas" de clases, "entrevistas
de diagndstico" con alumnos, cuestionarios etc., gQueremos

estudiar la conexion con estas otras ciencias como la Psico-
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logia, la Lingiliistica, la Semiologia, la Teoria de !a Comu-
nicacion, etc., y conacer &l tratamiento gque hacen del tema

por si tienen algo gue decir respecto a nuestro objetivo.

Especialmente queremas prafundizar en el conaci-
miento de algunos términos basicos smpleados intentando que
ésto sirva para clarificar algunos aspectos como! formas de
adquisicién de los conocimientos, aprendizaje y desarrollo
del individuo,interaccién escolar, y otros, que seran de

interés en el tema de este trabajo.

Log términos "simbole" y "signo" son usados en
Didactica pero no han tenido 2u origen en ella. Vamos a ver

como son empleados en otros campos de estudio.

Camenzaremos por formar una opinidn sobre su
significado ce acuerdo con su usa comn. Fara ello
consul taremos algunos diccionarios tomando solamente
aquellas acepciones mas importantes o que mas nos interesan

para nuestro tema.

Caoncretamente nos interesa saber i 1o que
estamos manejando en algebra son signos o simboles  pues,
para consequir su agimil acién, pondremos distintos

mecanismos en juego, €n uno u otro caso.

Conocer estos mecanismos facilitard la labor
didactica vy clarificarlos es la tarea que comienza con la

distincién de la terminolegia empleada.
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I1.1. DEFINICIONES COMUNES.

ftas reproducciones que siguen tienen como objeta

facilitar mas comodamente su analisis.
I.1.1. SiMBOLO

— Diccionario de 1la Real Academia Espanola.
(Vigésima edicioen) (D.R.A.E.Y y Diccionario de la editorial

Sopena practicasente coincidente con é1.

1, lmagen, figura o divisa con que materialmente
o de palabra se representa wn concepto moral o intelectual,
por alguna semejanza o correspondencia que &1 entendimiento

percibe entre este concepio y agquella imagen.

3. (Quimica) Letra o letras convenidas con gue
se designa un cuerpo simple. Asi 0 es el simbolo del oxi-~

genc; Hg del mercurio, etc.

{Simbolo? algébricg. letra o figura que repre-
senta Uun numero varjiable o bien cuaigquiera de Ios entes para

los gue se ha definido 1a igualdad v la suma.

- Enciclopedia de la editorial Larousse.

1. Cosa sensible gque se toma comp signo figura-
tivo dg otra por razdén de una analogia que el entendimiento
percibe® entre ellas o de una canvencion: ‘Gimbolo es una
figura real f...] que, ademds de 1p Que ella es en si y por

si misma, desempera la funcion de descifrar y evocar algo

distinto de ella* (Barcia Morente).
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3. Representacisn  convencional, generalmente
unificads de una operacién o una relacibn matematica, de una
magnitud fisica, de una unidad de medida, de un componente
de un circuitc eléctrico o electrénico, de una operacidn
efectuada por una calculadera, de un elemento de notacion

lingGistica, etc.

. (Guimica) Nombre dado a las letras adoptadas
para designar abreviadamente los elementos? *El simbolo del

hierroc es Fe®

- Diccionario Maria Maliner.

1. Casa gque representa convencianalmente a otrat
‘El olivo es el simbolo de la paz®. ‘El papel moneda Bs un

simbolo del valor de las cosas®.

2. letra o letras con gue se representa cada

cuerpo $imple en la notacidn quimica.

I.1.2. COMENTARIOS A LAS DEFINICIONES DE SiMBOLO.

Respecto a las definiciones de "simbolo® se

puede ver gue!’

Primero. El diccionarico de la Real Academia
Espafiola reconoce una acepcisn de simbolo algébrico en la
que se le define como letra (...] con que se designa un

namserec variagble...

Ex éate el @nico caso en que encontramos una
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alugion directa a las letras usadas como simbolos en el
Al gehra.

Segundo. =1 observan opiniones diferentes
respecto & la relacion existente entre el simbelo y lo que

es representado por 61.

En algunos diccionarios se habla de “"relacién
convenciponal™ entre el simbolo y lo gue representa. {(FPar
siemplo: Enciclopedia Larousse en la primera acepcisn o
Diccionario Maria Moliner, primera acepgion) mientras en
otros se habla de "analogia, semejania o correspondencia gue
el entendimiento percibe" entre el simbolo y 1o representado
(Enciclopedia Larousse, también primera acepcidn, gue ofrece
agimismo esta segunda opcidny vy Diceionario de la Real

Acodemi a Espaiola, primera acgpcibnl,

Estos dos tipoas de relacién, concretamente para
Fiaget, determinan un cambio de nombref! E£En el caso de 1la
relacidn por analogia, seme janza o correspondencia se le
11 ama *simbolo?*, pero en e)] caso de upa relacison conven-—

cional, se habla de ‘signo’.

Tercero. En el apartado de Quimica hay un acuer-
do total en la denominacién de ‘simbplos guimicos’® para los
nombres de los elementps (Diccionario de la Real Academia
Egpaficla, acepcién cuarta; Enciclopedia Larocusse, acepcidén
guinta vy Diccionario Maria Moliner, acepci6n segunda), 1la
mayoria de lps cuales son abreviaturas o iniciales, dandose
por tanto wna cierta correspondencia gue se percibe como

tal.
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Cuarto. £n el apartado de Matemiaticasg, cuando se
alude, se bhabla exclusivamente de "representacién conven-—
cional®” {Acepcitn tercera de la Enciclopedia tarousse! pues
en los otros dos textos ni se hace alusion a la posible’

relaciosn existente.

I.1.3. SIBND.

- DMccionario de la Real Acadewmia Espafola.

Vigeésima adicidn)d

1. DObjeto, fenomeno © accién material que,
natural @ convenciaonalmente, representa o substituye a otro

ob jeto, fenbdmeno o accion,

2. Indicio o se¥al de algo. 'Su rubor me parecio

signo de culpa”

3. Cualguiera de los caracteres gue s emplean

en la escritura y en la imprenta.

9. (Matematicas) Sefial o figura de Que s usa en
los cdalcuios para indicar, vya la naturaleza de las canti-

dade=, ya las operaciones que se han de ejecutar con ellas.

10. tMasica) Cualquiera de los caracteres con

que se escribe la musica.

lingilistico. Unidad minima de la gracisn, constituida por un
significante y un significado.

patural. El1 gque nas hace venir en conocimiento de una cosa
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por la analogia o dependencia natural que tiene con ella.
negativo (Matematicas) “menos”, "signo” de la resta

pagitive (Matematicas) "mas", "signo” de la suma.

- Diccionario de la editorial Sopena.
1. f'osa gue evoca en el entendimiento la idea de
otra.

2. Cualguiera de los caracteres de la escritura.

7. (Matematicas? SBefal para indicar las opera-
ciones o la naturaleza de las cantidades. Signo negativo:
Menps, signe de substracecién o resta que se representa por
ufMta rayita horizontal (—?!.Sigho positivar Mis, signo de suma

g adicidén, que se representa por una crucecita (+7.

7. (Misica) Cualguiera de los caracteres con gue
=2 edcribe la misica.

= En la enciclopedia Larpusse.

1. Cualguier co%a que £vota o representa la idea
de otra.

2. Cualquiera de los caracteres usados en la

escritura o imprenta.

3. Dibujo que es simbolo, sefal o representacitn

convencional de algo. ‘la cruz es um signo del cristianismo’

S. Signo natural, el gue da a Cconocer una cosa

por la dependencia directa que tiene con ella.

&. Signe por costusbre, aguel que, debido al uso
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continuado, pasa a gignificar algo diverso a su naturaleza.

7. (Matemdticas) Simbole que representa una
operaci én o caracteriza a una magnitud determinada. Regla de
los signos, regla que establece sl signo del producto, en
virtud de la cual + por + y - por — gdan +, + por - y - por +
dan -,

?. tMasica) Convencion grafica con que los misi-
cos rapresentan las distintas caracteristicas de los sonidos

musicales: altura, duracién e intensidad.

~ En el diccionario Maria Moliner.

1. <Sepal> Cualquier cosa, accidn & suceso que,
por  una relacidn natural o convencional, evoca otra o la

representa: ‘Estrechar la mano es un signo de amistad’

* Particularmente,dibujo con que se indica o representa
convencionalmente a2lgo; comeo las letras, los numeros y demas
dibujos gue se emplean en matematicas para indicar las

poperaciones; los dibujos del Zodiaco etc.
f (Misica) Cualquiera de los dibujos gque representan sonidos
o cualguier indicacidn para la ejecucien.

I.1.4. COMENTARIOS A LAS DEFINICIONES DE SIGNO.

Primerc. El1 nomero de acepciones del término
"signo" es, en tpdos los diccionarios, wmucho mayor que el

dal término "simbolo" lo que nos llevaria a cehsiderarlo un
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téermino mas amplig.

Segundo. Exists cierta confusidn del térming
"zigneo" con el término "simbolo" en las acepciones tercera y
s¢pptima de 1la Enciclopedia Larousse. Sabre todo en esta
ultima se define el signp como un tipo especial de s=simbelo.
El "simbolo"” seria aqui £! términe genérico y &1 “signo” una

clase particular de é&1.

Tercero. Respecto a la relacidn entre el signo vy
o que representa, se alude cen mas frecuencia a la relacidn
natural (acepcion primera del D.R.A.E5 guinta de la Enciclo-
pedia lLarousse; y primera del Diccionario Maria Moliner}) o
convencional (acepcidén primera del D.R.A.E; acepciones ter-
cera vy novena de la Enciclopedia Larocussel Yy primera dal
Diccipnario Maria Moliner) que a la relacion por analogia o
cerrespondencia, {gue sg da solo en e! D.R.A.E. en dos
acepcisnest una, implicitamente, en Iz secgunda acepctidn, en
el caso del "indigio", observando el ejemplo, Yy otra en el

explicito caso particular del “signo natural”).

Cuarto. En &l casec de la Misica hay un total
acuerdo en los cuatro diccionarios al denpminarlos como
"signos" en vez de "simbolos” (y en la Enciclopedia Larousse

como "signos convencionales").

Buinto., En el caso de las MatemaAticas se observs
que &l término "sjigno" se IDENTIFICA, con mJucha frecuencia,
con los casos particulares: "signhe negativo y sigho positi-

vo" pues en tres de los cuatro diccionariaos se  definen
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claramente como “Yeignos" el mde (+) vy el menas (-] tusados
como  =ignos  de operacidn o come caracterizacién de los
nameros positivos o negatives) y solamente en el Diccionaric
Maria Moliner se pone come ejemplo de sighos matematices a
“las letras, numeres y demds dibujos que se emplean para

indicar las operaciohes”

RESUMIENDO: 1. En e} conccimiento popular los

"signos matemdtjcos" por excelencia son el (#) y el (-},

Se wve asi una rcierta contradiccidn entreg el
cardcter ads amplio del términe "signo” y la denaminacidn
muy concreta de “signos matemiticos® para 2l (+) vy el (=7,
Algo semejante observaremas gque gucede con el "signo

lingldistico®.

2. Las letras en smatematicas, en varibs casos,
no aparecen consideradas ni como signoes ni como simbolos (ne
s@ Jlas nmombra ri en la Enciclopedia Larousse ni en el
Diccionario Sopena) ¥ 8n 10S Casos en que apargcen no lo
hacen en el mizmo status: En el D.R.A.E. aparecen comg
"gimbolos algébrices” vy en el Maria Mpliner aparecen como
"signos” en una acepcidn general junto con "los ndmercs vy

demas dibujos”.

Vemos pues €OMO son consideradas en un casc como
"signos" en sentido general y en otro como "simbolos™ en una

forma particular,

3. Las operaciones o relaciones matematicas, por

fin, tampoco san tenidas en consideracidén, salvo en la Enci-
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clopedia Larousse, donde se dice que se pueden representar

rpnvencionalmente mediante "simbolos".

1.2. EN L.A SEMIOLDGiA.

La Semiclogia segun Saussure es "la ciencia que
estudia la vida de los signes", de mpde gue nos interesa
saber cudles son los conceptos de "signo" y "simbolo" con
los que trabaja pues, digamos, gue pueden aportarnos una

determinacién cientifica basica.

I.2.1. SIBGND.

Sagun la idea general de 1las definiciones
que acabamos de ver: Signo es cualquier cosa que sirva para

evocar o representar a otra.

También segun el diccionario de Filogofia de
Abbaghane (Eco, 1974 p.7): "Cualguier objeto o acontecimien-

tn, utilizado como sernal de aotro cbhjeto o acontecimiento”

Fero para la Eemiolegia actual (o Semidtica como
pgrofieren llamarla los fildsofos americanas! las cosas no

son tan sencillas.

Seyun Morris (1938}):

*...und cos4 es signo solanente porque 2% interpretado coso signo de algo
por un intérprete’ 1...[ "...por ella, La Seaiitica no tien= nada que ver tun el
estudio de un tipo pirticular de objetes, sing que se refiers a fos objetos ordine-
rios en cuante (y solasente en cuanto) participan en e! procese de semipsis ™.
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Segun Eceo (1974, p.20), la palabra =emiosis
puede ger tomada comc "proceso de comunicacidén, uso e

interpretacidn de los signos”

De este modo, segun Morris, B! signo solo cobra
existencis en la medida en gque haya un observador intér-
prete. Es decir, el signo es un elemento de comunicacidén por

ereelencia,

Se dice, en Eco (1976, p.33):

"Les corrientes sis recientes de la Semidtica istenlanm incleir e
la categoriz de signo todos los tipos de sefales que cosunicas de alquna manera, ¥y
qué ¢! howbre v los deads seres reciben de gtrog seres, o de la ajsma materia
inorgénica, incluse clasificando cosp signos las selales atribuidas al tdige
genético (Brassi, [972) y las posibles cpasmicaciones astrales. Siguiendo esta
direccign se estudian tashién los sistemas fr comunicacidn anisa) en la discipling
denceinad Iooseaidtica (Sebeck, 1948), gue incluye coalquier tips de coswnicacidn
conprentiznda Ja comunicacisn quimice y olfativa, ...°

En los intentos de sistematizacién del estudio
de 1los signeos se han establecideo clasificaciones atendiendo

s distintas caracteristicas, por ejemplo!

~ Fuente de los signos (objetos aorganicos, objetos

inotrganicuss...) (Sebeok}

- Caracteristicas del signo (artificiales, na-
turales). ([QOckham {(1290,1349) en la obra "Summa totius
logicae”l

Entre los artificiales, o “con enitente", se
inciuyen las palabras, 1os simbolps grafices, los dibujos,
las notas musicales etc. y entre los naturales ¢e incluirian

los sintomes e indicios: Manchas en la piel, ruldo de pasos,
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nubes negras otc.

- Cangles de transemisidn (materia, ehergia,...)
(Sebeak)

- For el receptor humano del signo (vista, aido,

olfatn, ...
- For pl tipo de vinculo que les une al referente.

Vamos a wver esta 0ltima con mas detalle por
considerarla reopresentativa a2 1a hora de comparar los térmi-

nes "signo" y "simbolo”.

En egte caso, Peirce {1274) ha hecho una tlasi-
ficacien doe lops signos teniendo en cuenta (como &1 miamo
dice en la pag. &5) "las diferentes relacione=s posibles de
un Signo con su Objeto Dinamico® , es decir la que 1llama
sggunda tricotomia; o como dice Bobes (19879, p.145) la
relacién entre significante y denotatum; y asi cataloga tres

clases fundamentales:

a. Los simboplos
SIGNOS b. Los indices

c. Los iconos
gue se explican a continuacidén.

a. Simbolos. Segun Peirce =son signos en los gue
no existe similitud entre el "vehiculo del signo” (el signi-
ficante de Saussure) y su "denotatum” (objeto concreto al

que se refiere}.
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‘Es un signa que perderia el cardcter que lo convierte gnoun signo Ei No
hubiera interpretante. Es tal, cualguier eaisién de habla que significa lo que
significa sélp en virtud de poder ser entendida coso poseedora de ess detersinada
significacion®

(Peirce."La ciencia de la sewiética® p.3B)
Se2gun U. Weinreich podria aradirse gque se tiene

una relacién "convencional” entre el significaente y el sig-

nificado,

b. Indices. Son signos que actuan por una

relacidn “existente” entre el vehiculo y su denotatum.

Los indices pueden ser una muestra fisica del
"denatatum"”.

"ES v vigeo gue perderia al iastante e cardcter gque hate de 41 on signe s
su objeto fuery seprimido, pero que so perderia tal cardcter si no hubiera intar-
pretanie. Tal es, por ejespio un petaza Bt tierra gue svesits el agujern de uma
bala coss sigro fe un disparo; peroue sin el disparc A6 kabria habidc agujero; pern
Ry un agujero ahi, independientesente ge que 2 alguien se le ocurrd o he
atrisuirle 2 vr disparc”

fPeirce,®ta ciencia de la semiética® p.56)

c. Jconos GSon signos en los que existe una
cimilitod geométrics entre el vehiculeo y su denotatum. Ests
similitud puede estar establecida por ‘“convencien", por

rormas (por ejemplo la perspectiva?.

En Matematicas serian un ejemplo las figuras que

se emplean en Beometria.

"£s un signo que poseeria el caricter que Lo vuelve significativo aun cuande
su objeto oo tuviera existenciaj tal coso un trazo de ldpiz en un papel representa
una Yinea gecmbtrica.”

(Peirce."Lz ciencia de 12 senidtica® p.5B)

Estudi ando estas clasificaciones, U. Eco (197¢,
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p-59) opone aobservaciones y ejemplos que le llevan a afirmar
ques
*,.. ‘todo signo puegde ser considerzdo como up indice y como un icono, © comp

un siabplo, segdn las circonstancias en que aparece y el uso sighificativo a que se
ha destinado”

de modo gue se relativizan las definicionas de éstos,

Hasta aqui hemos anatadc algunas de las clasifi-
caciones gue nos han interesado pero hay autores gue aRaden

vtros tipos de signos que pos interesan tambiéni

Son los sighnos quasi-simbolos. No  tienen un
"atatus" completo de simbolos pero comportan alguna funcidn
simbolica.
muestran la existencia de alges: "Daba sefales de dolor". 0O
son  representacion de algo! "La bandera a media asta es
seffal de duelo". Pero también pugden ser signos establecidos
convencicnalmente para avisar de algo o dar una ordent "Un
grito fué la seral de atague”, "£l director did la seral de

entrada a los violines".

Los gsintpmas. Signhos que revelan el estado del
sujeto. En general s0n signos que muestran estados subjeti-
vos {enfado, alegria, ira,..) peroc que también pueden ser

pb jetivados. Por ejemplo, en Medicinas la fiebre es un

sintoma de infeccidn.

Recogiendo gran parte de estos andlisis Eco

(1976, p.&4) propone una nueva articulagién gque califica de
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provisional y gque incluimos a continuacién (Tabla I)

signhos

naturales

artificiales

sintomas indices productivas substitutivos

huellas indicios

homo- hatero-
substanciales

proyec— carac-
tivos terizantes

intrinsecos traslativos ostensivos

simbolos indices signas emblemas otros
lingliisticos vectores visuales
abstractos

TABLA I

Fodemos ver en estas clasificaciones, de Peirce,
de Eco, vy en las definiciones de Weinrich y de Morris, 1a
encrme amplitud del término "signo” Qque es considerado como
v término genérico cuys estudio &5 la pase de la Seminoie—
gia. También vemos nue los términes "simbolo" e "indice" noO

son otra cosa qQue casos especificos de uwn contepto mas

general que es el de "signo".

1.2.2. SIGNO LINGUiSTICO.

En el estudio de los signos, el lingdistico ha
sido estudiado de forma 2special debido a su importancia
para 1la comunicacidén humana. En puestro tema de investiga-

cién resulta también esencialmente interesante pues, en el
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trabajo algebraico, hay dque "traducir” muchas veces de la
lengua materna, © comun, & la lengua algebraica o viceversa,

de modo que vamos a profundizar un poco mas en él.

El signo lingiistico segun Saussure se Ccompone

de dos partes! significante y significado.

El significante, segun él1, es la parte sensible,
lo que percibimos, la "imagen acustica" {6 visual ...}, en
tanto gque fendmend psiquico. Distinto del fenémeno Fisico

gque seria la ferma fénica.

El significado, siempre segun Saussure, es la
idea del objeto o del concepto que es representado. Es, al
igual que 1 significante un fendmeno psiguico, como nos
recuerds Ulimann (1984, pp.22-23):

*En 1a f4reula de Saussure, la lengua es hosogéned:®es un gistesa fe signos en

el gque sblo es esencial 1a waidn del significade y de la imagen acdstica y en el
que las dos partes del signo son igualaente psiquicas®.?
[Ulinant nos dice gue la Cita es del *Cursp” de

Saussure (pp. 58-59 de 1a traduccidn de A.Alonsnl)

Segun la semiotica americana, representada por

Ch. S, Fepirce y Morris, las componentes del signo (ahora va
en sentida maAs amplio, no solamente linglistico) serian
cuwatro:s

a, E1 intérprete. Individuo para quien la asop-
ciacién de significante vy significade funciona como un
sigho.

b. El interpretante. Reacciobn, b disposicion

para responder, gue el sSigno produce en el intérprete.
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"Habito" adquirido & partir de un proceso estimulo-reaccién.

c. La significacidn. esto es, el significado,
que, para Morris se desdobla en dos aspectos! 2.a., el signi-
ficatum 0 clase de objetos a que se rafiere el signo y 2.b.
el denotatum gque es el objeto concreto referido por el
signo.

d. £l sign-vehicle o vehiculo del signo. Este es
equivalente al significante de Saussure. Es al impacto
perceptible por uno de los sentidos del receptor. No debe
confundirse con un fendmweno fisico sino con un  fendmeno

psicoldgico.

1.2.3. SIGNO ALGEBRAICO.

En el caso de lo gque llamamos el "signoa alge-
braico" podemos considerar, como ern 21 "signo linguistico®,
la existencia de un signitficante gue seria el noamero, 1la
letr a, etC., y un significado gue seria el concepto de
namero, los distintos conceptos representados por ia letra,
ett.

Segon Ulimann (trad. 1984%:

*La comprensién de todo signe convencional presupone esperienCias pasadis.
Unicanente los signos "siwbélices™, aquellos que recuerdan 4 la cosa desigoada,
R posden dirigir espontineanenie [a atencidn & ella desde su prisera aparicidn.

La interpretacisn de 1os sighos lingéisticos depende, pues, de un jueqo
deficadat 13 sctoalizacidn de log elesentos virtugles.”

(*Introduceidn a 12 seadntica francesa® p.18
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La lengua algebraica ng seria uha lengua simbd-
lica desde el punto de vista de la analogia, pues los signos
empleadeos no recuerdan "par analogia®™ a los conceptos gue

representan-

De heche, incluso hay en ella signos univocos y
otroe que no 1o son. For ejemplo una Yu:" es uhn  signo no
univoco, aun en algebra elemental, pues puede representar
ob jetos matemdticos diversost: Fuede ser una incognita con
uno o varios valores posibles, pero fijos, en una ecuacioen y
puede ser una variable en la expresidon algebraica de una

funci én.

For tanto, podriameos decir, con Ullmann, que es
una lengua de =ignos tonvencionales y Gue la comprensisn de
los sighes algebraiceos, Su utilifacien y su  interpretacién

dependen, pues, de un juego delicado.

Ezto debe ser tenido en cuenta, por ta Diddctica
de la Matemética, cuando se trate de introducir las letras y
las expresiones en las que se utilizan. Se tendran que
considerar las experiencias anteriores de leos alumnos, vy
saber Que la complejidad del sistema que se guiere intro-
ducir exige toda la atencidn del profescr para conseguir que

e] aprendizaje gea significativo.

Pero cambiemos #1 enfoque hacia la lLingidistica vy

veamos algunos otros auvtores.
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I.3. EN LINGUiSTICA.

Segin el lingidista Saussure (ed.1987):

"La Iengus o5 un sistesa de signos que erpresan ideas, Yy por #50 cosparable 2
la escritura, al alfabeto de 1os sordomudos, a Yos rites sisbélicos, a las formis
de cortesia, @ las sedales militares, etr. Sélo gue w5 el ads inportante de todes
esos sistesss. 1...[5e puede, pues, concebir ‘una cimncia que estudie i vida de
10§ signos en ef senc de 1a vida sorial’. Tal riencia serja parte de Ja psicologia
sotial, y por consiguiente de ba psicologis general, Nosotros 1a llamareaos
‘seaiologia’ tdel griego sdmefon “signo®).  Yo...f La lingBistice no =5 sds que um
parte de esta cienciz general.®

fCurso de lingdistica general, p, 32

De esta definicidén ya parece desprenderse que el
términe "=igno" corresponde para Saussure 3 slgo de tipe
gergral , @mae amplioc que lo que se entiende por “simbolo® o
"indize". Pero veamos de modo mas preciso los términos gue

nos interesan.

Dezde el punto de vista de la Lingilistica puede

haber dos clases de signost

- los indicios y

- las sefales.

Los indicios son signos sin intencién de comuni-

car vy las sefales son signos con intencién comunicativa.

Los indicios pueden ser! naturales (trueno,
pscurecimiento del cielos;.-»} O producidos por el hombre
thuellas, rastros,...) cuando no tiene intencion de comu-
nicar.

{as seRales a su ver sg pueden dividir en:
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- diconos ¥y

~ simbolos

En los iconos e! significante guarda alguna
relacitn con el significado. Fueden ser ejemplos de iconos,

segun esta definicien, los sarctfagos, las imagenss, steo.

En 1ns simbolos existe solamente wuwna relacidn
convencional que confiere al simbolo un principio de racio-—
rnalidad.

Los simbolos, en esta clasificacion, son una
creacién racional representativa de una realidad., A través
de ellps se conviarte la realidad en algo accesible y mane-

jable por la mente humana.

S¢ trata pues de una realidad interpretada a
través de la ratén, de una "traduccién® de una realidad a la

realidad mental.

La clasificacidn que acabamos de expresar podria
representarse mediante =1 esquema siguiente, que, por

supuesto, es parcial, pero sintetita los comentarios ante-

riaores:
Indicios
SIGNO ( Iconos
Sefales ( "signa linguisticp”
Simboleos { .....
El ‘“signo lingilistico" gueda clasificado entre

las sefalés, porgue se produce con intencién de comunicar, y
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dentro de ellas entre los simbolos. {Cuando hablamos de la
intencidn de tomunicar, desce luegpd ho estamos hablando del
lemnguaje interior, =segun la terminologia piagetiana, sine
del lengusje exterior, social, del lenguaje entre un emisor

¥ un recector empleando unos signos linglisticos)

Segin esta clasificacidn, la lengua algebraica
seria considerada como sisbélica ya que, por una parte, se
utiliza con intencidn de comunicar y, por- otra, no presenta
analogia inmediata entre 2] representante y 1o representadot
une letra que representa a un numeroc, a una funcién, a un
conjunto, etcy wna combinacion de letras y numeros gQue

representan una ecuacidn ¢ una funcién, etc.

Pero agqui también surqe cierta controversia.
AungQue en genéral acabamos de decir gque el simbolo se acepta
como una creacidn convencional, hay ciertos autores llamados
"simbolistas” gque siguen hablando del lenguaje comb un
simbolo, pero empleando la palabra "simbolo" como un términe
que se aplica cuando existe una cierta relacidn de analpgia
entre el representante v el representado. Estos autores
csgrimeh como argumentos aquellas palabras gue imitan soni-
dos (por ejemplo, en espaiel, las palabras oncmatopéyicas
com>  “cucd" o “tam-tam“). Respecto a la consideracisn de
este problema leemos en Hjemslev (trad. 197& p. 180D

*Podenns, por tinto, derir gue el signo lingdistico &s inmptivado, arbitrario,

Tue DunCa s necesario, y sostener al tieape 13 existencld de palabras expresivag &
isitativag®

Y en la pagina 182:
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"Pern, una ver establecida 1a diferenciz de semantesas expresives, el tiraine
*sisbolo’, pars designaf ¢l signe linghistico, no nos parece tan aa) escogido com
creia F. de Saussure. Sin duda hay inconvenientes en adaitirlo, pues no todos los
signos son papresives. Perp o cabe duda de que el signo lisgRistico poeds ser, y
1o es a vetes, un sisbolo. No s que dej# Je ser siempre convencional, sino que )
significante pusde comportyr unk cierta cosbinacide Finica asociable de suyr y
figilsente con le que debe expresar’
Observamps pues, en este dltimo parrafo, cémo el
térming "simboloa® esta empleado en su acepcidon de término
"aspcisble" a lo que expresa y opuesto al términe “"signo"

que es el que se considera verdaderamsgnte arbitrario vy

conventional.

I.2.1. ARTICULACIONES.

El signe lingiistico pesee una gran diferencia
ton ©otros sighos y es que presenta una doble articulacioén,
esto est

Primera articulagigdn: Cuando lo estudiamos como
una combinacitn de unidades provistas de significado. La
unidad minima provista de =zignificante y significagda puedes
1l amarse monema seguh algunos autores & morfema segun otros.

Estos monemas o morfemas se clasifican en

lexemass raiz o nucleo de 1a palabra
(o morfemas
idxicos!
monemas

(o morfemas)
morfemas: desinencias,indicativos de género
(a morfemas y namero
gramaticales)
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y a8 la vezr se puede considerar una:

Segunda articulacgignt Cuando se interpreta como
combinacien de unidades desprovistas de significado! fone-

mas, que se reunen para Jdar lugar a un monema.

El +fonema es una abstraccidn que se emplea para
identificar los distintos sonidos implicades en una lengua y
que no goinciden biunivocamente con las letras del
abecedario ("j" y “g" con sonide fuerte coinciden en un
mismo fonema, "e" tiene dos sonidos diferentes segan la

vocal gue le siga, etc.)

Las unidades de 1a primera articulacion se

pueden componer e ir formando?

- Sintagmas. Son palabras o conjuntos de pala-
bras que desemperan una misma funcidén (sujeto, predicado...?

y tienen un nicleo gque es un lexema,

- Oraciones. Gue son las unidades maximas dentro

de la Gramatica,

ta lengua matemaAtica simbélica tiene dnicamente
la primera articulacién pues togdes sus uhidades poseen

significado.

Aungue ya estdn surgiendo autores gque han decla-
rado que los numeros digitales pueden ser descompuestos an
unidades desprovistas de significado, como se puede apreciar

en 2l siguiente ejemplos



Esto es un ocho! (:] pero quitAdndole un
palito se convierte
2n un nueves

o quitandole dos palitas 3
s& convierte en un tres:

De este modo los “palitos" con

construyen los nameros podrian ser considerado
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-

los que se

s gcomo los

componentes desprovistos de significado que los formarian.

Paro de momento aceptaremos gue la l

engua simbd-—

lica matpmdtica tiene una sola articulacién ya que todas sus

"unidades" estan provistas de significado.

Esas wnidades también se agrupan
siones algebraicas”, "“relaciones" etc. que son

2 los sintagmas y craciohes del lenguaje.

1-4. EN PSICOLOBiA.

en “eupre-

equivalentes

Vgamos los términos usados en Psicoleogia por

Piaget.

El simbolo en el nifo, para Fiaget,

se incluys

en una triada de adquisicionegs progresivas que seriatl

iNDICE -» SiMBOLD -» SIGND

Vamos a entrar en estos conceptos:
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I.4.1. EI "iNDICE SENSORIO MOTOR".

Dice Piaget, (Piaget, 1984 p. 137):

"E]l indite no es sino una parte o un aspecto del cbjeto del proceso causal
cuya asinilacién ¢1 peraite® [.,,] "Como parte del objeta, &1 indice permite enton-

ces anticipar & éste sin representacién mental y por simple activacidn del esques:
interesado®.

El "indice" es usado como indicio anticipador.

"..n asi, un nifo ér 8 0 7 aeses sabrd ya encoatrar un juguets bajo una tels
tuando 1a forsa abosbad: ge esta 1 sirva de indice e la presencia del objeto’.
El abombamiento es utilizado como el "indicio" de

la presencia del objeto.

El término "indice" es usado por Fiaget para
designar una anticipacien del TODD por una parte de ¢l, pero
cuando adih no se ha producido una representacion distinta
del TODO; no implica, por tante, representacien mental
todavia,

Eete "indice” sensorio-motor, nos dice Piaget
(op. cit. p.137}, "sirve de instrumento a la inteligencia de
los estadios anteriores”" {anteriores se refiere a previos a
la +4ormacién de los esquemas simbélicos ~hablando siempre

en términos de Piaget!)

1.4.2, EL SiMBOLO.

Este término sobrepasa en complejidad al indice
sensorio-motor. {a caracteristica principal qQue lo diferen-
cia del indice, en los escritos de Piaget, (Piaget, 1984) es

la DISOCIACIGN clara entre significante y significado.
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Seguimos con Piaget en la pag. [37:

*Por el contrario, el sisbolo se basa en el simple parecido entre el ocbjeto
presente que juega el papel de “significante” y el chjeto susente "significado®, lo
rual implica una representacidnt una situaciéh no dade s evorads eentalaente y no
sélo anticipada coae un todo en funcifn de alguna de sus partas’.

El1 simbelo lleva en su constiturién uma repre-
centaci 4n mental. Constituye una "evocacion” de un objeto no
presenteo.

En una de las experiencias que narra Piaget, una
nifa de un afo y medio toma un trozo de tela y se acuesta de
lado scbre ¢1, succionandose el dedo pulgar, haciendo "come
si" durmiera. Incluse, en otra experiencia, e! mismo hecha
ze hace presente al colovarse de lado con las manos cogidas
"como si™ tuviera la almohada y permanecer con los o0jos

abiertos, sonriendo.

En estas experiencias se estd observando la
formacidén de lo que Piaget llama los "esquemas simbdlicos”,
que  siguen a los @squemas sensorio-motores, en wna progre-
8iénm hacia la representacién conceptualizada. Estos esquemas
simbolicos aparecen en la dltima etapa del nacimicnto del
juego en el nifo, la que Fiaget dencmina VI estadig del
nacimiento del juego, pero se van preparandeo durante los dos
estadios anteriores. Siempre segon Piaget,{op.c;t. pe.lald

*durante los estadios IV y ¥, hay un progreso en la direccidn del siabole

correspendiente 2l desarrollo de la asimilacidn 1édica que conduce 4 una diferen-
ciacidn un poco mds avanzada entre el significante y ol significado®

estes  esquemas simbélicos suponen un progreso después de la
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ritualizacién de algunos movimientos ludicos.

En la asignacion de este término de simbolo el
mismo Piaget (op. ¢it. p. 927 nos dicet

*Anotesns, adewds, Lo cval es fundamental, que, de acuerdo coa la terminologia

de los linglistas, nos es mecesaric reservar el término de 'sisbola’ 4 los signifi-
cantes "aotivados®, es decir que presentin una relacién de parecide con el sigeifi-
cade, por cposicién a ios "signos’ que son “arbitrarios® {es decir, convencionales
o socialaente impuestos)®,

Esta alusidn a la terminologia de los lingiistas
viene a coincidir con la acepcidén que hemos anotadeo de
Hiemsiev (en £l punto 3 de este capitulo) donde se habla del
"signo" diciendo que es inmotivado y arbitrario. Sin embar-
go, hemos visto, en el comienzo de ese mismo punto, que en
algunos autores, en Lingiistica actual, se consideran las
“sefales” divididas en "iconos" y “simbolos” correspondiendo
a estos Ultimos loe significantes convencionales (no “moti-
vados" por una relacidn de parecido, sino establecidos por

una relacisn convencienal, arbitrarial.

Asi, pues, comparandoc con la Lingiistica vemos
que &l término "simbolo" para Piaget, corresponde al "icone”

de algunos lingiistas.

I.4.3. EL SIGNO.

El wigno es, para Piaget (1984 pp. 137-138), un
significante "arbitrario” o "convencional" y por tanto nece-
sita (o supone) una relacidn social del sujeto que le permi-
ta llegar a esa convenciosn. Esto resulta evidente en 21 caso

del 1l1enguaje o sistema de los signos verbales. For el con-
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trario el simbolo es considerado como un sSignificante "moti-
vado", es degir, que presenta un parecido con el "significa-
do" ¥y por tantc podria ser resultado del pensamiento indiwvi-

dual. Como una creacidén personal del nifo.

El "signho" no es agui, como era para la Semioé-
tica, ] término general que engloba a los otros comp casbs
particulares sino que supone un perfeccionamiento del simbo-
lo, segun la dicha secuencia preogresivas indice-simbolo-
signo, en el sentido de& que ya no s necesarioc que signifi-
cante y sighificade se parezcan, ahora el significante puede
no  tener nada que ver con el significado, simplemente 10
representa  por una conhvencidn social, Esta representacion

supane parte del sentido del simbolo.

Vemos asi que su concepcion del signo esta
préxima a la definicién de simbolo de MWeinrich (en el
apartado 1.2.1) que hablaba de una contigiaidaed "conven-—

cional” entre el! significante y el signpificado.

Respecte a los sighes verbales v por lo gue
puede ser aplicable a los signos matematicos, na podemos

pasar en este momente por alto dos observaciones.

Frimera: Tanto Vygotsky (1B9&, 1934) como Whorf
(1897,1941) consideraban el desgarrollo del lengusje como el
vehiculo primordial para el funcionamiento cognitivo de

orden superior.

Asi podemos leer en Yygotsky (1983, p.90):
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"La formacibn del concepte es el resultado ge wna actividad cosplejs
en J& zual intervienen las funciones intelectuales bisicas, El proceso, sin
eabargo, ne pueds ser reducido a la asociacién, Ja atencién, la isaginacidn, la
inferencia o 14 tendepcizs drtersinantes. Todas son indispensables, pero, &) wises
tieap, insuficientes sin ol uso del signo e 1a palabra, cosg el aedio a través del
que dirigiaps nuestras opericiones mentales, controlasos sv curst y 1as canalizisos
hacia 1a solecidn 6 Ya tared con Ya cual nos esirentases

Segunda! Anotamos de Piaget (1984, pp.1368-13%9)
una observacién semejantel

"El efecto wis caracteristico gef sistesa de 1os siqnos verbales sohre 2

desarrollo de la inteligencia es el de peraitir la transformacidn de los  esquesss
sensorio-sotores en toafeptos. En efecto, el destino noraal del psquess es 2] de
dexesbizar eh conckpto, puesto que los esquesas como instrumentos de sdaptition a
situaciones cada wver ads variadas, son sistesas de relaciones sysceptibles ode
abstraccisn y qensralizacidn progresivas. Perd para adquirir ia condicidn #ija de
signifizacidn de conceptos y sobre todo su grado de generalidad, que sobrepasi a la
inteligencia Individual, los esquesas deben dar fugar a mna cosunicacidn inter-
individual y, por conyecuencia, st expresatos por signos’

Aunque, evidentemente, Fiaget no ha tomado en
cuenta oOtros aspectos de sus propios estudios, s& ve cCofmo
estos autores parecen resaltar la importancia de! manejo de
los signeos (en su caso verbales pero que nosotros hacemes
extensivo a los signos matematicos) para el desarrollo de la

inteligencia en general y para la represgntacién conceptua-—

lizada en particular.,

I.5. EN MATEMATICAS.

Los términos "signoe" y "simbelo" en Matemdticas
no son estudiados explicitamente. Aparecen en la terminoclo-
gia usada cuando se habla de las "notaciohes® que se
emplean. Fpdemos ver, 4 este respecto, por ejemplo en
Dieudonné, que aescribiendo a propésito de Dicfante de

Alejandria (s.II! d.d.C.} expresatl
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*Sin duda, Diofanto fué ef prieer algebrista que wtilizd abreviaturasi ®n un
probless fon ons inrbpnita, uotilizd unos signos especisles Bars designar sus &
priseras potencias®.

(Disudonnt, 1989, p.70)

Lps "signos” a los gue se refiere Dieudonné son
letras griegas emploadas en luger de la incdgnita y de las
distintas potencias de ésta. Diofanto usaba letras diferen-
tes para las dicstintas potencias de la inctgnita, a dife-
rencis de la notacidn actual que emplea la letra "x" para la

incégnita y, simplements, afade los exponentes para repre-

sentar lag distintas potencias de ella.

En este texto de Dieuwdonnd se califica como

"signos" a las letras empleadas por Diofanto.

Fero, refiriéndose a estas mismas letras,
Boyer, 1984 las califica de simboles como podemos apreciar en
el texto siguiente, en el que comentz la "Arithmética” de
Diofantet
"Un nisers destonncido o incignita se representy por un sisbolo que se parece
a la lefra griega *s* {quizd recerdando 12 ditina feira de ,l& palabra “aritheos®s,
su tuadtado se representa por
H

ha

T
&) tube por X, 1a cuarfa potencid, llassda cuadrado-cuadrado ...*

|Boyer, 1984, p.239)
¥, mds adelante, Boyer nos vuelve a designar coms simbolo la
letra latina "M", traduccidén de lo usado por Diofanto para

la diferenciat

".v. la rests venia representada por up fpice siabolo Situade insediatasente
antes de los téraizos que habi que restar®

{p. 2351
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Este "unico simbola”",que s la letra "M" repre-
sentando a "menos”, 1o explicita Boyer &n un ejemplo que

incluye a continuacian.

En Morris Kline, 1976 volvembs a encontrar s
acepcion de simbolo para las letras:
“En up texto tradicionzl wsa variable puede definirse coap un simbole o letre
que puede tomar cualquiera de los valores de una coleccién o conjunto®.

Rorris Klise, 1775, p. M)

Pero no son sclamente las letras las que reciben
esta caracterizacidén de simbolos, por parte de Morris Kline,
pues también llama simbolos a "->", g, "£" y a otros
muchost

"...usapdo el sisbolo -}, fue significa isplicacién”

"... sz escribe ! € 11,2,32, dinde p] sisbofo € significa "pertenste a'."

Morris Klioe, (975, p.83)

Sin embargo, de nuevo volvenos a encontrar 12
confusidn entre los términos simbolo y signo que son usados
como sinénimos en la pagina BA:

*Los avtores sodernos disfrutan con 1os siabolos, ... Jos sisbolos de unién e

interseccidn, el signo de pertenencia y suchos otros sisbolos.”

Tambhién encontramos en G. Polya,1979, cuando
trata el planteo de ecuaciones, una terminologia en la que
emplea indistintaments “simbolos” y "signos":

*Plantear unz ecuacidn significa expresar en sisbolos aatesdticos wnd

conditidn forauladia con palabrasi...*

(E] sundo de las Natesdticas, Tomo V, p.371)
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Fero, continuande, =n la pagina siguiente nos dice:

*Excribanos @ un lado la expresién verbal dividida en partes adecuadas. Al
otro lado, estribanos 1os sighes algebraicos, eafreste e la parte correspondiente
a la eppresién verbal. FY origina! estd a 12 irquierda; 13 traduccién, en siabolos,
a la derecha®
(E1 sungdo de las Katemdticas. Toso ¥, p.372)

Lo que si se aprecia es una diferencia sustan-~
cial en la frecuencia de uso de ambos términos. En las dos
pdginas vy media que dedica la enciclopedia Sigma a exponer
el plantep de cuaciones de . Folya encontramos siete veces
el término "simbolo" vy uma vex el término ‘signo alge-
brajico". Notamos pues, e hueve, en el caso de Folya, gue

parece gQue ha considerado mas apropiado hablar de "simbolos"

gue de "signos", cuando se trata de las ecuaciones.

Comprobamos como para los matemadtices no  es
interesante hacer una clara distincisn entte ambos términos.
Se uJgan pricticamente comc %indénimos en algunos casos. En
cudnto al término "simbolizacidn”, se aplica en cualquier
caso en el que se hable de notaciones gque supongan una

esquematizacidén de la escritura materna.

En 1o que parece que estamos de acuerdo 1los
matematicos es en que los simbolos (o los “signos") no son
faciles de comprender ni de manejar., A este respecto dice el
mismo Kline:

".o. (para los estudiantes) los sisbolos soo coao banderas enewigas flotando scbre
wne ciudadela aparenteasnte inexpugnable.El misap hecho de que el sisholissa ne
comenzars 4 ser usado habitualsente en Matesaticas hasta los sigloy IVD ¢ MWL

indica que no =5 ficilaents accesible para }a gente®

Morris Kline, 1974, p.B4}
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I.&, EN EL MEDIO DIDACTICO.

Si empledramos la terminologia de Piaget, en
Matemdticas, itendriamos gque hablar de signos mas gue simbo—l
los, pues los gue se adoptan, 10 son en virtud de una acep-—
tacidn Tsocial” entre la comunidad matematica y en cuanto a
la similitud con el original, en general no existe. Sclamen-
te algunas figuras on geometria tienen alguna cualidad que

les hace asemejarse a lous originales representados.

Fero s5i ampleamos la terminclogia lingiistica,
tendriamos que hablar de “signos algebraicos”, del mismo
modo que se habla de "signo linglistico", es decir, conside-
réandolos como un tipo perticular de signos comprendidos en

la categoria precisa de los S{MBOLOS.

Refiriéndonos, en concreto, a los térmings
usados en las lecciones de Aritmeética y Algebra elemental.
Los términos “signo” y "simbola" no eetin aqui claramente
diferenciadeos. A modo de hipdétesis podemos anticipar gque el
términe “"simbolo" representa, para un profesor, la idea de

algo mucha mas abstracto que el términa "signa".

También es frecuente, entre los profesores,
considerar e}l signo como la mera “grafia* correspondiente a

un tipd de simbolas.

Pero wvamos a ver que a menudo ambos términos =@
confunden en el lenguaje profesoral vy tambign en el lenguaje

de los textos.



219

1.6.1. EN LOS TEXTOS DE ENSERANZA.

En los libros de texto no encontramos el término
rindice". Este término no tiene wun sentido en la representa-
cidn matemadtica. Vamos, entonces, a observar 1 uso de los

términos "signa" y "simbolo”.
LSO DEL TeRMINO "SIGNO™,

En general observamos gue s usa la palabra

"sigre"” para indicari
A. DPERACIONES en nritmética y Célcules
E]l SIGND de ]a suma es +*, "el SIGWD x isa [me “por"] se usa para escribir de

forsa abrevizda una susa ge susandos jguales®

IEd, Dossat S.A. 32 £6B. p.92)

"E] SIGND 4 se leed raiz de...*
(&% curso EGB)

*E5 decir, Los SIGNOS 4 vy [ se arulan sutvanente. @ dicho de otra forea
puzden considerarse operadores reciprocos, safvo la constante de integracidn®

(Ed, SM. 3% BUP. p. 31D}

B. Para indicar RELACIONES en Aritmética y en
Algebra, For ejemplo refiriéndose a la relacién de per-
tencncia?

"Para sesalar que un elemento esid en un conjunio se escribe el SIGND ¢ ¢ ¥
entre ellos, Este SIGND s2 fee Cpertenece ar ...*

{Ef. Dossat S.A. 32 EGB p.13)

D refiriéndose a igualdades © desigualdagmes:

*Se Ylaas priser miesbro Ge 13 ecuacisn 2 la espresidn gue se encuentra a 1a
izquierda del EIGND = °
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"La relacitn seyor o igual, entre miseros enterbs, se expresa usando *} S1BHD 2*

(Ed. Bantillana 70, p.23)
C. Para indicar los caracteres " + “ y ” - "t

"Los niseros enteros positivos se pueden ezpresar con un SIEND ads delante:
Hy 42, 43, L0t

{Libro del proiesor. Aziaut. 7% EGB,
. Anaya po L4

Podemos decir gue, en general, parece gue los
textos se ponen de acuerdo para emplear el término SIEND
cusndo se trata de UN SoL0O cardcter que representa algo,

bien sea una operacidén o una relacidn.

USO DEL TERMINO "SiMBOLOY.

Vamos a ver las ocasiones en gue se usa el

término SIMBOL1ZAR.

A. En general cuando se trata de expresar

conjuntos?

"El conjunto de los ndseros naturzles SE SIMBOLIZA por Ny ...."
(Azisut. Ed. Rnays 70 EBP p.5)
*Al tonjunto g los siitipios de *a® LO SINBOLIIANDS por {i} y in escribisms
entre Hlaves: ,.."
Oy, cit. p.4M
B, También cuando la expresién incluye mas de un
carécter, por ejemplo:

“E] valor absoluto de on ndaerg entero "3* SE SIMBOLIIA asit ¥ e’
(On. city p.o 10



221

En otra parte del texto, para los numeros nega-
tivos, dice:
"Los SIKBOLIZAREMDS asis
-1%, -2, (-3}, ... y se leen ..."°
(Idea, p.14)
Peran no todao esta tan clarao pues también se usga
el término "simbolo" para algunos de los casos enh gue antes

hemos observado el uso del término “"signo®,

En el ceso de cuprésar operaciones, habiamos
visto que se llamaba "signo +", '"signo -", etc. pero encon-
tramos también:

*La resta de enteros se expresa con el SiMBOLO - *

t1dea, p.2N

0, por ejemplo, respecto a la expresién de las
relaciones "mayor gque” o0 "menor que" encontramos, por  ura
parte, cn las orientaciongs metodelogicas del libro de &8 de
EGE de Ed.Santillana se plantea como objetivo: "Lograr la
correcta utilizacién de los SIGNDS 2 y £, usando el térmi-
no "signo" del mismo modo que lo hemos observado ya vy, sin
embargo, en un ejemplo del mismo texto encontramos gue, al
antes llamado signo "i", ahcra le llama SiMBOLO. Yeamosio:

*En el conjuntod

=012 341

se establece la relacidn ... es aenor o jgual que...? que se represests por el
SiNEtO € £ °

(Santillanz, 5% £6B)

También en 72 EGB en Ed. Anaya volvemos a ver:
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"En ocasiones se utlliza el SiMBOLD * @ * que significs ...°

{Azisut. 7 EEB)

Tambié¢n encontramos el uso del término "simbolo" en la '
relacién de divisibilidad, lo gue vuelve a contradecir nues-
tra observacidén anterior, en la qua habiamos constatado el

uso del término "signo" en el caso de estas relaciones.

"Si b es divisor de a SE SIMBOLETA asit bja*
{Azinut,.7¢ EGB, p. 48}
Encontramos vya la confusiénm completa de los

términos "simbolo” y "signo" en los siguientes ejemplos:

'AL SiMBOLO f se Le decomina SIGNO de Entegracidnl...”
{Ed, Libreria General. 32 BUP p.175)
"El SinBOLO I que s¢ 11asa SIGND INTEGRAL fut introducido por el satemitico
y fil#sofo Leibniz en 1875°
(Ed, Anaya. 32 BUP p. 184}
En estos ejemplos observamas lo que parece seér
una identificacién entre ambos términos gue lleva a usarlos

indistintamente.

S5in embargo en el caso de 1a integracidn estd
muy extendide el usao del término “"simbolo” como podemos

comprobar en los ejemplos siguientess

"Aunque ff esel SiMBILO para el cenjunto d= las prieitivas de 4, nosotros ...*
{Ed, Anaya. 38 BUP p, 212}

“oou dintegral indefinida... y la designaresos con el SIMBCLD (x4
Iftlldl'

{Ed. SM. Fenciones-3 p.311)
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Veamos algunos casos 20 108 que se habla  de
EXPRESAR SIMBOLICAMENTE o en FORMA SIMB6OLICA:

*Para indicar que los elesentos d, 5, ey ! forman el conjunto A se escribe

SINBALICAMENTIE: dfR; 5€A] e€h; L€A*
{Ed. Dossat, 3% EGB, p.13)

*Lo expresasos SIMBALICAYMENTE:
arn si aTR+p
siendn p un nemerp natural distinto de cern’

(Azinut. £d. Anayx 7! £6B p.5)

"Foraa SINBALICA de expresar una correspondencia f entre K y R
fiN=2N"
(4% EGB)
0 simplemente pasa a hablar de SIMBOLIZAR en el
tacn de la potencia:l
"Cuando tenemos un producto de factores iguales 5.5.5.9.5.5 se escribe
SINBAL ICARENTE
s.

y se lee! cinco elevado a &°
(Buia diddctica.Ed. Santillana. &2 EEB p.191)

AqQui no se dice: “...se escribe con los sig-
nos...". Es decir parece que Se pasa a hablar de simboliza-
cién cuando se gana en complejidad de escritura. Cuando se

escribe una expresisn con dos o mas caracteres.

Sin embargo con un Gnice caracter también encon-
tramps que se usa el término "simbolo” para la letra "su" en

los polinomios:
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"Sex R el cuerpe de Lok ndaeros reales, x ue simbalo tad que 1 € Ry al que
Hamaresos 'infetersinada’ *
(Ed. Santillana. 19 de BUP, p. {181

Para la letra “i" en los nameros complejos:

‘Teneass asi que vl SiMDOLO & etidizado ...°
(Ed. Araya 32 3R, p.47T)
Para la letra "sigma" maytscula:
"Seria una deforsacitn de li tetra griega I que se uliliza habitvalaente come
SiMBOLO de suma’

iEd, fnaya 38 BP, p.137)

0 come en el libro que nos dice!

"Para escribir 1¢ palabeq "setro” se ysa abeeviadawente el SINROLO o°
(Ed, §.M. 3% de EGE}
Segin lo que hemos observado sobre ¢l wso  en
Matematicas del término "signo", podria esperarse que dijera

el "signop m" ya que se trata de un sélo caracter.

sRAuizd el término que mejor se adaptaria seria

el de iNDICE segun la teoria semiftica y segun Fiaget, pues

" "

"m gs Ja inicial de "metro", es decir una parte’ del

nombre representado?.

cPero  puede ser que la justificacion de esta
calificacién de SiMBOLO se encuentre en gue "esto” es una
lgtra vy todas las letras se consideran BiMBOLOS en Matemdti-—
cas?. Parece que las letras son reconocidas como caracteres
SIMB64LICOS aunque se las encuentre aisladas. Sin embargo, en
e]l] resto de los caracteres, encontramos gue @s la compleji-

dad la que hace que ge hable de simbolizar.



VYeamos un ejemplo mas de este cambio de termino-
lpgia, ligadeo cn este caso a la aparicion de las ecuaciones,

en un libro de 72 de EGB de la Editorial Santillana.

Comjenza hablando, en la p.51 de Ilenguaje
algebraico gue dice que es “cuande en las operaciones se
utilizan nameros y letras". Después plantea el ejercicio

siguientet

"Expresa usando S1GMDS!

Usando pakabras isanda signas

Cinco aultiplicado por, n mis tres Sin43}
Seis pultiplicado por ocho, senos n
£] dodle de x, ads uno es quince 2-x41 = 15
El triple de x, senos uno es veintiseis

T IY IR AL L] “rwre

Observemss Que <=0 ningon momento habla de igual-
dades aungue empieza a plantearlas, y gue no realiza calculao
alguno con las expresiones planteadas. Se trata séloc de
transcribir expresiones con palabras a expresiones con

"signos”.

Y unas paginas mas adelante (p. S8, tuando pasa
al tema de Ecuaciones y empieza a definir lo que =s una

iqualdad gice:
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"0bxerva 1as siguientes frases y sus expresioaes sedlante SiMEOLDS,

Expresiones
Frases sediante sisbolos
Cinco igual a siele aenos dos 527-2
La suma de un nimerc con su dobje
ey iqual a su triple 1t2a%3x
La sysa de un ndmero ¥ dos es
igual & hueve 42249 "

O un poco mads abajo en la misma paginas

*Escribe 125 siguientes frases gediante SiMBOLDS:
2] La aitad de un némero =5 lgual & 8

bl €1 triple de un ndaero ais ese niaero es igual
1 cuatro veces ese niners.

¢! Br odeers senas & da 13°,

En esta pagina 58, TODAS las expresiones ya son
IGUALDADES v se plantean come iniciacién a la resclucion de
ecuaciones. En ellas se reserva la palabra SIGND para 1la

ignaldad. Asi se dice que s=e¢ "emplea el S5IGND =".

Pero no se hace la caracterizacidn de SiMBOLD.
cCudles se debe interpretar gue son los simboles? . las
letras?, s los nameros?, iEs um simbolo la expresidn comple-
ta? :Por gué, en este momento, se cambia el término “signo”

por =1 término "simbolo"?

Podemos observar gque ha aparecide la palabra
SiMEOLO cuando hemos entrado de lleno en las ecuaciones.
Hagta este momento, e! texto ha estado hablando de EXPRE-

SIONES ALGEBRAICAS y EXPRESIONES LITERALES, pero en ningan
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momentc de EXPRESIONES SIMBOLICAS. E1  texto comienza a
hablar de SIMEDLIZACION cuandog aparece la expresion de la

ecuacisdn.

Y, a%i, NOos surge una pregunta clave:

cEs la ecuacién la gue marca el comienro de la

"simbolizacisan” en el medio didadctico?

Al menos por lo que hemos viste, asi parece

degprenderse de las presentaciones de 'os textos.

Lo que habria que aRadir a estas aobservaciones
es gue, solamente en el caso de una editorisl, se han encon-
trado ejercicios exclusivaments dirigidos a la introduccisn

de la simbolizacisn.

No queremos decir que esta editorial sez el
triico caso en gue se realice esta introduccion pues, eviden-
temaente, no hemos pretendido hacer un estudio exhaustivo de
textos, pero es significativo gue, entre l1os usados con mas
frecuencia, sea uno sdlo el que considera la simbolizacisn
comg tema objeto de estudio vy, atn asi, dedicAndole menos de

dos paginas.

En general son incluso escasas las explicaciones
breves Qque tratan de aclarar la introduccion de algun
término simbélico. Simplemente alguna alusién coms "esto es
un simbolo que expresa -.." (o "esto es un simbolo gque

gquiere decir...") acompafa 38 la introduccisn de alguno de

ellos.
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Se olvida por completo gque la simbolizacidn
supane, bistéricamente, la cu&minéciﬁn de un procesc de
generalizacién y que se logra como solucidn a una necesidad
cientificsy solamente sentida tras gl alcance de un dominio

de técnicas de cdleulo particularizado.

I.4.2. SOBRE LAS LETRAS.

JOon simbolos o signos, las letras para el medio
didactico? En realidad no es la nomenclatura e1 problema que
mas hos ihteresa aqui, sing como se considera su usc y en

razen de qué criterios se eligen.

En Mateméticas, las letras pueden representar
muay diversog objetos concretos vy abstractosi  maghitudes
{longitudes, volamenes,...}, puntos (vértices, extremos de
sEgmentos), nameros y otros objstos o entidades matematicos
{polinomios, conjuntos,...). Son elegidas convencionalmente,
por tanto son simbolos en el sentido linglistico del término
aunaque en 2! sentida piagetiano no lo sean, pues nNno son
significantes gue presenten una relacién de parecido con gl
significado. En este sentido piagetiano deberemos decir que

spn signes.

En concreto, en algebra, las letras “xX,y,2,..."
que representan las incégnitas, no presentan parecido alguno
can los objetos matematicos representados por ellas.
Incluso, es mas! no podrian presentarlo pues cada una de

ellas puede cervir y de hecho sirve para reprasentar objetos
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matemdticos muy diferentes en concordancia con el contexto
en @] gue se encuentren empleadas. Segun #sto, algunos
tratadistas de Linglistica vy de Semidtica dirian que se
trata de ‘“simbolos® y na de "iconas” (ambhas dentro da la
clase de las "seiales" y é¢stas dentro de la categoria gene-
ral de “signos")i los psictlogos dirian que =& trata de

“*signas® y no de “simbelos®.

En lo esencial, existen pocas letras que tengan
alguna similitud con lo que representan (I como "suma" o
como “funcion™). En la mayoria, s& trate por tanto, de
convenciones adoptadas respectp a su uso. Esto es lo impor-
tarte vy 1o que debemos tener en cuenta a la hora de intro-
ducirlas y de emplearlas. Llamémoslas "simbolos” o "signos"
pero seamos conscientes de la dificultad que entrafa su
aprendiraje. MNo se trata de simples sincopationes, o abre-
viaturas de los términos correspondientes. Por el cantrario,
se mangjan como auténticas repregentaciones de conceptos o

erntes matematicos de diversa dificultad.

Histéricamente, siguen una prolongada gestacion,
con implantaciones y rotrocesos sucesivos en su empleo, Las
letras, representando a segmentos constantes, vya fueron
empleadas por los griegos en tiempos de Euclides; su usc por
Viete, como incégnita y como paréametro, marca un gran paso
adelante en el método de "anslisis" y por tanto en el Alge-
bra; su empleo como variable y funcién mecesite de un nuevo
periodo de elaboracion Que pasa por Leibniz y Euler y en

éste, como en todos les CAasos, la liegada a la notaecién
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satisfactoria, marca la culminacién de un procesoc de cancre-

tidn del concepto.

1.5.3. SOBRE LOS NcMEROS.

£rn cuanto al namero, cuando decimos gue un nifo
ha adguirideo €1 concepto de numero, mstamos indicando que se

ha formado un SiMBOLO ABSTRACTO en su mente.

Cuando el alumno trabaja con el digiteo 3 para
representar IS elementos de un conjunto, por ejemplo "5
manzanas® puede que no haya comprendido todavia el simbolis-
mo implicadeo. Cuando sea tapar de sumari: S manzanas + 4
peras y sepa que da § "algo", gue po son ni  manzanas ni
peras, sing una abstraccisén diferente, entonces diremes que

ha adquirido el concepto de numero. el SiMBOLD numera.

L.os numeros son considerados como "wmimbolos"  en
aritmética pero, desde luegoc, actualmente se trata de simbo-
los convencionales, es decir, de simbolos que representan lo
que representan gracias a una cenvencién establecida social-

mente, en este ctaso por la comunidad cientifica.

Este no ha sido el caso de todos los sistemas de
numeraci én. En el caso de los sistemas de numeracidén ante-
riores al ¢istema posicional decimal, podia hablarse de
cierto "parecido” de los numeros con lo que representaban,

como en €1 caso de 108 numeros romanos?
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une cerae 1

dus esese IX

tres seewe 111

cuagtre ..... IV (uno antes de cinco)

cinco [ ¢ (recuerda una mano)

diez ceanr X {pueden ser dos V, una de

ellas invertida);

en que cada "palito” empezaba representando una unidad y el
ntmero de palitps, hasta el tres, coincidia con el ndmero a
representar. Después al aumentar el numero de los palitos
necesarins para la representacidn ya se establecian reglas
convenidas, ¢tomo la de que un simbolo de valor menor que

otrpo y escrito delante de él restaba su valor del de éste.

0 en el sistema maya de numeracisn en g1 que
cada punto representaba una unidad, vy asi del 1 a1l 4 se

representaban por igual numero de puntos.

fFero, en el caso del sistema posiciocnal decimal
actual, las cifras no recuerdan €l valor del ndmerc sinoc gue
bar  1llegedo a ser lo que s50n & través de transformaciones

convencionales.

Aungque en lo gue se refiere a “convencidén” los
nameros son iguales a las letras, gozan de uma ventaja en la
ensefanza y es que cada cifra es univoca. ES decir, cada
cifra aislada representa una scla cosa, vy 1a diferencia
constituida por 1las distintas posicicones posibles de las
cifras en un numero se explita, cuidadusa y progresivaments

al alumhpo, en el momento de su introduccién. Esta intro-
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duccidn cuidadosa y pragresiva es la que no se hace habi-

tuslmente con las letras,

La introduccidén de los numeras naturales y de la‘
numeracisn eg muy importante y eficaz, pero existen también
problemas con el empleo de otros nimeros. For ejemplo cuando
tratamos de emplear los nameros racfcnales, pueden surgir
dificultades com la notacisn, derivadas de confundir el

nombre del ndmero con &l ndmero mismo.
Un ejemplo de confusién de este tipo podria ser:

Tomemos el namero 3/5 gue es igual al numero 21/35.
Sabkemos gue 4 es mayor gue 375, Substituyenda 3I/F
por " su jgual”™ 21/33% podemos decir que 4 es mayor
gque 21/35 y esto es rierto. Siguiendoc wh razonamien—
to “parecide”, sin embargo, podemos crear la Si-
guiente deduccidn ingorrecta: "% es mdltiplo del
numerador de 3/3 y substituyenda 3/5 por “"sJ igual”™
21/35 podemos decir que ? es multiple del numerador

de 21/35, =5 decir, 9 es multiplo de 21"

Evidentemente esta conclusioén es errdénea. En
esta Gltima deduccion estamos confundiendo 2! "nombre del
numero" (que es lo gque usamos €n l1as frases "]l numerador de
3/3%  y  "el numerador de 21/35") con el numero mismo. El
nimero 3I/3 y el nomero 21/35 son iguales pero los dos

val

nombres no Son realmente idénticos y cuando decimos
numerador de ..." estamos refiriéndonos al nombre "3/5° o al

nombre "21/33".
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Fara intentar evitar este tipo de errores se
trate de hacer algo cuando se introdujeron las "matematicas
modernacs”. Se intentd consegrir que 21 alumno distinguiera
entre  "el numero” y "el numeral”, gque era el nombre de ese
nGMerc. Sin embargo, como nos hace observar, con alegre
sutileza, M. Kline (1976, p.5), no resulta muy facil con-
seguir gue un alumno, cuando comienza & conocer los namer os

naturales, sienta la necesidad de sSemejante distincidnr.

Pero mo debemos olvidar que conocer las difi-
cultades que se esconden tras una doterminoda notecidn. =i

es tarza primordiel de los prafesoras. Este es el caso gue

nos ocura en cwanto 2 o notacidn con letras se refiere.

I.4.4. En la "TEORiA DE SITUACIDNES".

Situzcidrn e accidn.
€ la sitpacidn de accidén no se tiene necesidad
de utilizar mas gque "los indices", (no los simbolos, ni lcs

signos) de una fierta manera, directamente para las acciones
que se van a emprender. Es cierto que cuande se va a tomar
una decisién nos vamos a servir del lenguaje, de los simbo-
los, de los conceptes que se han adquirido anteriormente vy
que formanm el bagaje cultural, pero ésto simplemente supone
la recuperacien de otras cosas que se han desarrollacdo
previamente en otras actividades distintas del momento de la

accién.
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La accion s6la no puede ir mucho mds alla de
poner en juego los indices, no puede producir otros usos,

como el de los simbolos o el de los signos.

Situacian de comunicacidén.

5in embargo nosotros podemos {fabricaer 1os
instrumentos necesarios para la accisén, por ejemplo, cuando

gqueremns comunicar algo a otro.

Entonces podemos mostrar algun signo gue exista
yaj igual que, por &jemplo, para informar a un interlocutor,
emn la calle, se puede indicar wha "gehal" de direccidn
prohibidas pero también podemos crear codigos de comunica-
cidn s base de signog copnvencionales ya existentes (como los
namercs} y/0 signos crgados por nosotros en razén de una
similitud entre ellos vy el objeto real (como un circulo para
representar un balén, un dibujo de]l objeto, rcomo S usa en

los pictogramas de Estadsstica, o un planc de una ciudad).

Es pogible, también, organizar intencionalmente
2]l medio con el fin de restringir las posibilidades futuras
de accidn, produciendo sefales de advertencia, come los
intermitentss en un coche que comunican a oiros conductores
la informacidénm gue 2llos no pueden conocer por si mismos,

como puede ser nuestra intencidn de girer o parar.

Dicho de otro modo, los indices pueden llegar a
ser condiciaones que no se pueden transgredir, O bien pueden

ser indiceg intencionales que producen una huella, comp las
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seffales gue s=se producen "para® que otra las use camo

indicios.

En una situacion de comunicacidn se puede llegar
a confeccionar un cédigo gue permita informar al receptor de
ip gue nos interesa cemunicarle. Segun cudles sean las
condiciones gue se establezcan para esa  comunicacion, se
puede crear una "situacién de formulacion" en la que se

genera una produccidn de signos simbolas.

Un "indice" como €l color blanco de las camjise-
tas del equipo de fatbol del Real Zaragoza, puede pasar a
s@r un "simbolo" del Real Zaragoza cuando se usa en  lugar
d2l nombre del equipo, al decir "los blancos". Es decir, gus
el usec pucde hacer llegar a "simbolo”" leo gue en principio no

era mAs gue un "indice".

I.6.5. CONSIDERACIONES SOBRE EL USO EN DIDACTICA DE

ESTDS TeRMINOS.

El simbplo en principio, si quiere tener alguna
analogia con el significante, quedara restringido en su usc,

pues no podra ser completamente arbitrario.

Por el contrario, si el simbolo es convencional,
no tendrd gque parecerse & nada y estard disponible para

cualguier actividad de significacidn.

Si tomamos un concepto o un objeto matemdtico y

tenemos necesidad de designarlo, los medios de designacidén
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rnos interesa que sean “"libres”, porgue hay muchas cosas que
No gueremos degighar de forma definitiva, determinante. No

gueremos tomarlas como cosas absolutamente precisas.

De forma parecida, en el lenguaje comun tenemas -
desigraciones generales que, en una cierta situacisn ambien-
tal, se wvuelven designaciones particulares. Por ejeaplo,
decimos " el perro” y es una palab?a general que designa a
todos los ernimales de unas determinadas caracteristices,
pero en una familia, cuando van a salir a dar un paseo,
alguien pusde hablar de “el perro” y entonces se refiere al

perro que estad en la familia, a "su" perro en particular.

De este modo es el contento y, dentro de €1, la
funcidén que cumple, lo que determina la generalidad o parti-
cularidad del término. Lo gue marca 3 éste como un "signo"
de determinadas caracteristicas es nuestra relacién con ese

término, Bn una cierta institucidon.

En Algebra tenemas también las letras: "x", "y",
ra®, "A", eetc., que son términos de designacidén general,
perag que, en un problema determinado, sirven como una desig-
nacidn particular: La letra "x", en el planteamiento de una

ecuacién, puede designar "el namera de personas que (.." vy,
ern ES2 CAS0O, indica un ndmerg natural {entero positivo) que
es el cardinal del conjunto {numero de persopas}. En otro
problema puede designar la distancia, medida por ejemplo en

metros, gque hay entre dos puntos A vy B v, en este caso,

designa un namero real.
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En la institucidén de ensefianta en Que nos &pcon-
tramosi Las Matematicas, nosotros tenemos necesidad de
trabajar con representantes de los objetos matemadticos, con

cosas que Sirvan para evocar a esos objetos o conceptos.

Si usamos términos muy precisos para cada ron-
cepto, términos de significacion extremadamente local, puede
ser gue tengan cierta analogia, cierto parecido con lo que
deben reprezentar (términos de tipe icono), pero cada uno de
estos términos ya no serd Util para otras determinaciongs.
Piremos gque hay que pagar un precio muy alto para este tipo
de designaciones, porgue, ademas, tendriamos que llegar a
convenciones sobre un numero practicamente infinito de  tér—

minos especificos.

Hay muchos objetos para los que no hay necesidad
de un término tan especifico. Con poseer un término gue se
pueda asignar a "la clase de esos objetos", tenembs sufi-

ciente, y se produce una cierta "economia”.

i ugamops dOe términos Que posean wuna cierta
analogia o semejanza, ho necesitaremos una convencidn previa
para que la comunicacién see efectiva, pero si usampgs do
signos arbitrarios, serd necesaria una informacion comple~
mentaria que produzca la convencidn que se necesita para gue

la comunicaciodn resulte eficaz.

5i maovemos nuestros brazos y manos, 6o bard
falta una convencién para transmitir la idea de ‘“vuelo",

porque existe todo un fondo de cul tura que aporta la infor-~
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macibdn complementaria para entender estes gesto. Bsta forma
de expresion que parece tan sencilla es, eh cierto modo, muy
costosa, pues harian falta una infinidad de gestos s5i cada

uno debiera parecerse a lao gque deke representar.,

Interesard, por tanto, una designacién arbitra-
ria. Pero habra gue tener en cuznta que cuanto mds arbi-
traria sea la designacién, a4s seri necesaria una convencioén
para hacerla funcionar. $i la convencibdn cuesta cara, vy 2!
uso es muy limitado, no tendrd mucho sentido hacer sparecer

un signo asi.

Existen palabras vacias de significado como
"cosa" o "désa" que entran muy bien en relacién con las
objetos en ambientes de contextos muy concretos. Se tiene
asi unha economia Bn el aprendizaje de las palapras. Estas
palabras no tienen significado fuera del contexto, perc en
21 tienen una wutilidad innegable. Sucede lo mismo con
algumag letras en algebra. Las letras en algebra son come
estas palabras. La "x" es el "¢sp", D como se decia en los

comienzos del slgebra, hasta 1os s, XV y XVI$ "La cosa®.

Cuando escribo en matemdticas
a-® + b
puedo estar estudiando las ecuaciones diefanticas y, enton-
ces, yo 5S¢ gque las letras son numeros enteros (Z). 5i estoy
hacienda 4lgebra, y consideroc esta expresidén como un polino-
mig, puedo decir que €1ijo los coeficientes "a" y "b" en el
conjunte de los nameros racionales (@), vy trabajo con peli-

nomios de coeficientes racionalesy o puedo elegir el con-
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junto "RY como campo de definicidén de los coeficientes y de
la "jindeterminada n", para trabajar con polinomios reales de
variahle real. El conjunto gque yo elija va a suponer la

pestructura de soporte que va a dar un contexto a la signifi-

cacidn de las letras.

Es wuna necesidad el disponer de signos que se
puedan rapidamente poner en tontexto 3in  transportar nada
con ellos=, ein arractrar ningumna significacién propia, o la
menar significacién semantica posible. Asi utiliramos esteos
signog en un contexto determinado que permite mantener,
durante un cierto tiempo, la significacién, y destruirla
dospuds répidemente. Su aprendizaje no produce un coste de
memoria. Con estos =ignos la asociacion depende, en  un

momento dado, de la persona y no de la gultura.

Fero tenemog también otros caracteres uniwvocos,
gque podrian considerarse como "simbolos”, en el sentido de
una analogia, al menos de cierta falta de arbitrariedad en
la convencign. Como si fueran de a2lgion modo determinadgdos, no
totalmente arbitrarios. FPor ejemplo, la letra griega mayas-
cula "L, que es utilizads para representar "la suma de™. O
el caracter """ que se asemeja a una “s" (inicial de “suma"}
slargada vy que s usa para otra suma, &n este caso de infi-—

nitos sumandos, que es la integral.

Se trata de pequeras excepciones a 108 signos
convencionales, como sucede con algunas palabras del len-

guaje comin que son onomatopéyicas y cuye sonido presenta
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analogia con 2! sonido que representa.

I.7. TERMINOLOG:A QUE USAREMOS.

Nos vamos a adherir a un uso de los térmings
basado en el que hemos identificade como habitual en los
textos matemdticos. El uso de los términos que adoptaremos

resultard famil{ar a los profesores de Matemdticas.

La terminologia que vamos & Wsar es la
siguiente:

SiMBCLO. Derominaremes a%ji cualguier grafo
(letra o dibujo) de los empleados para representar DE FORMA

CONVENCIONAL una relacién o un concepto matematicos.

El simbolo podra sstar constitwido por uwna o
varias letras, unoc o varios numeros, combinaciones de letras

con nameros o dibujos.

SIGNO. aAlguna de estos simbolos recibira, por

costumbre, &l nombre de sigho, comn:

- Los que denctan las cuatro operaciones aritmé-
ticas: (+,—,%,1). Asi escribiremos! "signo ‘mas’", "signo
‘menos’,"sigros de multiplicacion, .oy 'utt, y “signo de

divisidn, *#* ¥

- Los que denntan las ralacionest =", "€", "{v,,.,.
y asi escribiremos: “signo ‘igual*™, “signo de pertenencia®,

"signos de desigualdad * < *, >y etc.



241

I.7.1. PRECISION ¥ AMBIGUEDAD.

Precs gi 4n

En la eleccidn de los significantes matematicos
se busca la mayor precisidn pesible, a la vez que también

interesa la concisidn.

El significante debe contener la mayor informa-
cién posible sobre el significado, de wmodo conciso e

inequivoco.

Asi se usan pequefas diferencias en la escritura
para aportar informacién sobre el significade. FPor ejemplo,

di ferencias entre maydsculas y aindsculas.

En Geometria se usan las letras mayudsculas: A,
B,C,... para representar puntos o vértices de una figura vy
las letras minusculas? ay, b, C, +..para los segmentos
correspondientes a 1os lados {en &1 caso del triangulo,
ademds, se escriben con la misma letra e}l vértice y el lado

opuecsto a €1).

En Algebra las letras maydsculas se usan para
representar canjuntas y las minusculas para representar los

elementos de esos conjuntos.

La posicidn de 1os simbolos en la escritura es
otra caracteristica fundamental que se usa para representar

distintos significados.
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Ejemplo 1! La fraccien algebraicat

- 3n2 + 5
x + 2
es digtinta de
Ix2 + 5 =3x2 - 5
- =
¥+ 2 x + 2

La colocacién del “=", que varia solo ligeramen-
te, en ambas expresiones produce una simbolizacién
diferente.

Ejemplo 2¢ gSub-indices o super-indices tienen

significados completamente distintos.

a? representa el producto a-a
a= " ura diferenciacién, es decir, az
es diferente de a, y, a veces, una relacion de orden?

a2z "sigue" a a,

Ambigiedad

Pero esta precision que se busca encuentra difi-
cultades para su concrecidn, por la ambigtiedad que llevan

implicita algunbs significantes matematicos.

Por ejemplo.

El simbplg "x". {lgualmente el “y" y el “z™)

La *x* representa distintos objetogs matematicos
segin el contexto en que se halle, (Estc S vera ton mas

detalle en el apartado Variaciones gpg la posicidnl.
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En el célculo y resclucién de Ecuaciones repre-

senta el namero incégnita que hay gue calcular.

En lps Folinomions representa la indetermipnada en
la gqug se pncuentra expresade £l polinobmio. Agui puede, o

no, ser un numerc.

En las Funciones represgenta a la variable inde—
pendiente (en el caso de la "y¥, ¥y = fix}, seria la variable
dependiente; en el caso de la "z, depende de la funcion

establecida, seria una de las deos variables),

Ademas la "x" arrastra una serie de significados
procedentes del contexto social en el gue el alumno se

encuentra.

For ejemplae, en el jutgo de las quinielas signi-
fica resultado de "empatea”, en ver de resultado “des-

conpcido”.

En las respuestas de un cuestionario, o en wn

test, indica "respuesta afirmativa", pero no, "respuesta

desconosida”.,

€L signp T=-n.

En Matematicas puede indicart

Dperacidn diferencia o substraccién: 7 - 3

El opuesto de un namero! 5. En este caso sirve

para indicar un namere negativo.
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€} oppuesto Se una letrat -a. En este caso el
signo  "menos® puede indicar una cantidad negativa siempre

gue "a" sea positiva, o positiva si “a" es nhegativa.

En Quimica, situade en la parte superior derecha

de un elemento o de un grupo, indica ionizacién negativas

o, i

En Lengua o en escritura teatral indica comienzo

de pérrafo

Juan.- iNo guiero acudir cada vez que llame!

Toda esta variedad de significados se encuentra
asociada al simbolo, e interviene de una forma o ptra en el
momento de efectdar la interpretacidn necesaria para captar

2l significado en un contexto concreto.

El profesor debe ser tonsciente de gue esta
introduciendo sighificados diferentes parsa los simbolos gue
maneja vy gque su atenta wvigilancia es necesaria para <on-
soguir gue e! alumno asimile las nuevas interpretaciones gue

tiene que utilizar.

1.7.2. VARIACIONES CON LA POSICION.

Hay simbolos cuya significacidn varia segun la
posicién que ocfupen en la escritura, de modo que exigen uma

escritura delicada y cuidadosa y una interpretacion atenta.
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Punto

El "punto” es une de los siabolos gue cambia su

significado segun la posicidn que ocupa en la escritura.

Entre dos numeros o letras significa "producto®™

7-4 a-d

- Spbre un humero o una letra indica "madltiplo de*

- Dos puntos {(unc sobre otro) indica
tentre dos letras o nimerps), "divisisn™
{en una secuencia de escritural), "aviso de

aparicion®

- Varios seguidos indica *siguiendo asi”

arwmy

frmm e



~ Entre numercs o letras (en la parte inferior
de la escritura {y a veces en la superior) incica “parte

decimal®™

1,7 2*5 arbc

- Entre nameros o letras (dentro de 1llaves)
indica "separacidgn® entre éstos ("conjuncién®, como en

langquaje)
{ a,3,%,15

- Entre dos numeros o letras (dentro de parén-
tesis o© corchetes) toma alguna de 1as siguientes signi-
ficaciones?

"intervala de ndmeros reales {(abierto)”
(2,599 "a niserc cosple o escrita en forma de par”

"o vector en el plano”®
£2,.53 "intervalo de nameros reales (cerrado)y®

~ En la parte superior derecha de un ndamero
quiere decir “"minutos de grado*
2% = 52 minutos
- En la parte superior deracha de una letra (a
veces una coma, otras veces dos o tres) sirve para dis~
tinguir unas letras de oiras
a a’ a*’
- En la parte superior derectha de una letra gque
represente a una funcion indicarad "funcidn detrivada”

Y- £t
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Bui an
- Delante de un namero indica que “écte s
negativo®

-7

-~ Delante de una letra o paréntesis Quierea decir
"el opyesto de ..."

~a el opuesta de "a"

—{a+bh+3) el opuesto de “a+h+3"

En este caso, Y a pesar de su apariencia, puede

tratarse de una expresidn positiva.

«~ Entre dos numeros o letras puede representar
diferentes cosas?

a -~ b, » — 4 "operacidn diferencia o substraccidén®
7 B
-, - "operacioén cociente” o fraccién
I q

o "nidmero racional®

- Spbre un Aumero o una expresisn (considerades

como numeros complejos) sirve para indicar "el conjugado”.
7 z -4

~ Spbre la ®# (o la y) sirve, en Estadistica y en
Geometria Analitica, para indicar "el valor amedio” o "la

media”

- Sobre el simbpolo de un conjunte indica "el

comnpl esentarin® de éste.

A #]l conjunto complementario de A
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- Sobre dos letras maydsculas, en Geometria,
indica "segmento”
P& segmento que empieza en &l punto "F"
y acaba en el puntc "QA".

- En la parte superior derecha de un conjunto
quiere decir "subconjunto de éste formado por los elementos

nagativos” ‘

@ = {Numereos racionales naggativos}

~
1]

{Ndmeras enteros negativos)}

Mas
- Delante de un namero indica signo positivo de
dicho ndsero
+17
- Delente de una letra gquiere decir con el
mismo signo de la letra y por tanto la expresidén completa
puede ser pegativa o positiva segun lo gque represente 1la

letra.
+m

- Entre dos ndmeros, un nemero y una letra, dos
letras o dus expresiones indica la operacidén suma o adicidn
a + b, p + 4, 7’5 + 1
- En la parte superior derecha de un conjunto de
numeros indica el subconjunto formado por 10s elementos
positivos de ese conjunto

+
R = {Numeros reales pesitivos?
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Paréntesis
¢ - En operaciones aritméticas indica 2! "orden de
preferencia de las tDperaciones®
I -4 -1n
Esto es, que debe ejecutarse antes la diferencia y luego el
producto,
- En expresiones algebraicas elementales sirve
para dejar "upa cantidad indicada"
Sxin-37

(x-3) es la cantidad tres unidades inferior a "x".

- Con un ndmero y un punto sobre él1 puede indi-

car "conjunto de agltiplos de ..."

(3} = conjunto de multiplos de 3
- Con un término general, en su interior,
indicara “uana sucesién”®
{a,) {(n+4)

- Con dos nimerecs o dos letras, en vertical,

puede indicar "ndmero cosbinatorio® o "matriz®

3@

perc, en horitontal, también "intervalo abierto® o *"par* o
*vactor en el plano"

(a,b) (4,43

~ Con el simbolo ® indica "intervalo abierto”

(3, +a} {—o, +a)
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- Con tres numeros o tres letras puede indicar

"terna®™ o “vector en el espacio” o "matriz®
ta,b,c) (3,1,2)

- Con wvarios nimeros o letras, en una disposi-

cidn por filas y columnas indicariA “matriz®

! 0
o
3 4
o e /
Flaecha
—
- Sobre numeros o letras indica "vector”
-> —
v {7,3)
- Entre "x" e "y" u otras parejas de letras o
numaros puede {ndicar: "funcién”®, “correspondencia” o
"aplicacion"
X —=2 Yy
I =>4
0 —>35
a —>b

- Entre dos letras maydsculas que indiquen

proposiciones puede significar "implicacién”

A —> B ‘A implica B
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- Entre dgs letras mayusculas que indiguen
conjuntas puede significar “el segundo contenido en el

primerc® que gs otro modo Jde implicacion.

A > B B contenido en A
et e S /
Asterisco
- Entre dos elementos cualesquiera puede indicar
"aoperaclon®

- En la parte superior derecha de un conjunto de
numeros indica "el conjunte sin el elemento ‘“cero™™

1
N Mumeros maturales sin el cero.

Nameros
pegueros

- Sub-indices. Cuando estan coleocados en la
parte imferior derecha de la escritura de uwha letra indican
una distincién de otras letras semejantes. En  general
indican wuna ordenacidgn Qque se cCorresponde con la de los

nameros naturales

ai az +es an

— Super—indices. Colocada una "n” en la parte

superior derecha de una letra, un ndémero o una expresidn
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indican “potencia de grado "n*"
7 a® (Ixyl®

- Escritos debajo y encima de un sumatorioc "I®
indican los extremos de éste.
7

L %a = oy + Ra + ... + Ko
!

- Escritos en la parte inferior derecha vy
superior derecha de la integral “[" indican los valores de

la variable gue son origen y extremo de la integral.

+1

I fix) dx "Integral desde x =-1 hasta x = +1"

-1

- Escritos en la parte inferior derecha (m) vy
superior derecha (p) de las letras mayusculas V o C, indican

"Nimero de variaciones o de combinaciones de ‘m”  elementos
de orden “p*"
c “"Nimero de combinaciones de S
5 elemnentos tomadas de 3 en 3¢
- Escritos en a3 parte inferior derecha de 1la
letra maydscula P indica el ntmerc de elementos en gue se
toman esas permutaciones.

P "Nimerc de permutaciones de h
h elementos”
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1.7.3. LA LETRA “X“.

- En una ecuacioén reprasenta lo desconocido, lo

que & debe calculari: la incognita

7 xF ~ S x = ¥

- En una expresién simbélica representa a la
variable
W n* + Su2? expresion algebraica

cos X coseno de »
- En un pelinemio representa a la indeterminada

Tx7 4+ ¥ x* - 5 x + 2

- En  wuna expresién funcional representa a  la

variable independiente

y = tag u "y" (variable dependiente) ez

igual a tangente de "x" (variable independiente).

En el caso concreto de esta letra "x" empleada
camo i{ncdgnita (desconocidal?, es conveniente tratar de

averiguar algo sobre ella y su origen, para matizar asi, en

lo posible; su ambigiedad.

Vamos a intentar bucear en su nacimiento como

concepto matematico.
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DIDOFANTO. {c.sigla 1I1)

Guiza el primer momento en gque se haya utilizado
la "incégnita” expresada como tal, y del! gue tengamos’
constancia histérica, s=ea en la “"Arithmetica" de ©Diofanto

(¢. 250 d.d.C).

Diofantn g5 considerado como el precursar del
dlgebra, no porgque su sincopacidn haya llegado hasta noso-
tros v la utilicemos actualeente, gque no ha sido asi, sinp
porgque s la primera constancia escrita que tenemos de una

sincopacisén para expresar la incégnita y sus potencias.

De Diwfantec se han conservado los seis primeros
libros de su Arithmetica y en ellos, segun Eves (1980),
utiliza abreviaturas para las potencias de la incégnita:

=
Desconocida al cuadrado, (xZ): A que son las dos

primeras letras de la palabra griega "/ATNAMIL" (potencial.

3 T
Destonocida al cubo, (x )@ K gue son las dos primeras

letras de la palabra griega "RK¥YBOI" (cubo).

¥ abreviaturas semejantes para las siguientes
potencias bhasta la sexta, como ya hemos dicho en el primer
capitulo.

Pero recordemos que la “desconocida® estaba
expresada por un simbolo que, observando la confeccidén de
los anteriores a bace de abreviaturas estenograficas, podria

resultar formado por la combinacidn de las dos letras ‘"a
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talfal y M " (rho) gque son las dos primeras letras de la
palabra griega "arithmos" que significa "numero". Aungue hay
autores gque dicen que asemeja mas a la letra " (sigma

cuanda es final de palabra) que s la dltima letra de la
misma palabra y gue equivale a nuestra "s" actuwal, en espa-
fol. Se ve, pues, que la incdgnita se representa con distin—

tos simbolos dependiendo del exponente a gue esteé elevada.

Esta obra de Diefanto de Alejandria muestra una
gran habilidad matem&tica y en este punto se puede comparar
con les grandes clasictos de l& Epeca Alejandrina pero se
aparta de los métodos tradicionales griegos que eran métodos
geomdétricos y recuerda mas 2 la matematica babildnica. Sin
cmbargc también difiere de ésta pues en l1os problemas babi-
lénicoz =e buscaban soluciones aproximadas de ecuaclones
determinadas y. sin embargo, Diofantoc se dedica a estudiar
snluciones euattas de ecuaciones detgrminadas e indeter

De las tres grandes etapas gue se reconocen
actualmente en la simbolizacidn del dlgebrar retdrica,
sincopada vy simbélieca formal, la Arithmetica ce Diofantc
pertenece, sin duda, a3 la segunda, pero desgraciadamente es
un momento histéricamente aislado, aungue hay que reconocer

con Eves que es "un gran momento en Matematicas”.

BRAHMAGUFTA, (5.VII)

Jambién entre los hindoes se encuentra un  alge-—
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bra sincopada y entre los signos de producto o raiz cuadrada

aparece la expresisn de la desconocida en forma abreviada,

(Eves, 19B0}:

desconocida (x) y; gque son las dos primeras letras

de la palabra “y;vatt;vat“.

nimeros enteros conocidos !levaban el prefijo "ra“, letras
iniciales de la palabra “rapa“ que quiere decir "el numero

absblutop”

otras desconocidas eran indicadas por la silaba inicial de
di ferentes colores., Por ejemplo, una segunda desconocida

podia ser expresada comg

ka de "kalaka® que se traduce por “negra”

Se podian encontrar,asimismo, expresiones como

las siguientes:

y; ka 8 bha que seria®! Buy (pues bha, tras los
factores, indicaba “producto®, de la palabra gquivalente

india "bhavita™)

ka 10 que seria’ 410 (pues "ka" de la palabra
“karana", que gquiere decir "irracional”, se utilizaba para

indicar la raiz ruadradal.

En este autor, no s¢& puede saber si las poten—
cias de 1la incaAgnita seguian una nomenclatura basicamente

igual, para la incdégnita, o no. Fero sigamos observando.
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CHUGUET. (s. XV}

En su obre manuscrita Iriparty en la ggieace des
nombres aparecida en 1484, Nicolas Chuguet utiliza un simbo-
lismo bastante avanrado. La obra estd escrita en un estilo
esencialmente retérico, pero con importantes sincopaciones

(Boyer, 1984, p. 355).

Em la tercera parte de esta obra trata de 1la
Regle des premigrs. Llama '"premier” a la incognita, lo cual
s priginal en su tiempt, pwes 10 comin durante los siglos XV
y XVI era llamarle "la cosa", derivada de regs del latin,
pero en sus traduciones, como chosg en  francés, cpSa en

italiano y coss en aleman.

Los nombres empleados por Chuguet eran

premier la incédgnita
champe la segunda potencia
cubjez la tercera "

champs de champ la cuarta "

Empleaba los exponentes para expresar simbdlica-
mente las distintas potenmcias de "x", e inclusno, escribia
con  exporentes negativos, como se ve en los ejemplos que
insertamos a continuacién (Flegg-Hay.-Moss, 1984, pp-

155, 155}

96 dividido por &% se obtiene 1&63%-%F 156%
7zo n n g n L] Qo—3 GSm

g4q=m " " 73 M " 1P==—F | 2®m
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Estas escrituras corresponden a las escrituras actuales

by 72 a4
= 14uT -_— = x-S [ xS = 127°
& Bx* x®

Se wvuelve a encontrar una expresion diferente
para una potencia diferente de la incegnita, a pesar de gue

se trata de un simbolismo muy avanzado en otros aspectos.

PACIOLI. (8. XV

En la “Summa” (1494) de Luca Facioli encontramos

la siguiente sincopacidn:

[=-] Silaba inicial de "cosa" para la x
ce l.etras iniciales de “censo" para x2
cu Bilabs inicial de "cuba" para 13
ce ce Que viene de '"censo de censo" para x4
y formaciones de éstas abreviaturas para las siguientes

potenci as.
DESCARTES (g.XVII)

Es Descartes @l que alcanza una notacion
matematica para la incdgnita (y las variables) usando las
dltimas letras del alfabetp, como en la actualidadi
reservando las primeras letras para los pardmetros, v

adoptando también la notacidn exponencial.

Todo 1o cual habla de la cierta ambigiledad con

que nace g] uso de la incégnita y de sus potencias.
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11. TABL, i TIC

fue se ofrecen con el fin de evidenciar la
diveraidad gue presentan y el esfuerzco necesaric, por parte
de log profesores, para su correcta introducciond  asi como
la variada dificultad que presentan para su dominio, por

parte de los alumnos.

NOMERDS

O, I, +v. . @ Una cifra

Dos cifrag o még

2= L 7o, ... Operacidn de potencia

45 Numeraci dn

T =20® N2 complejo en forma
polar

L A N T T R T A J » X Operaciones
T o T, L, T, T, X, , 2,02 Relaciones
- Feritdo

Valar sbsaluto

I ! {Determinante

% Tanto por ciento
®/ aa Tanto por mil

L "Perpendicular a"

"Divisor de"
€
i "Tal gue*
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44 "Paralelp a*
t) Paréntesis
£3 Corchete
{2 Llave
X Cuantificador: "Para
toda"
= . Infihito
c “Contenido en®
< "No contenido en™
€ "Pertenece a"
€ "No pertenece a"
u Uni én
1] Interseccidn
"Tiende a"
—_— {

"Cuya imagen es*
a Conjunto vacio

"Si y =sdlo =i

=7 {
"Equivalente a"
° Compasicidén
- Angulo
f[ 1' Norma
LETRAS
Maydsculas
Con juntos
Ay, By, ... { Sucesos (Probabil idad)
Funtws (Geometrial
M.C.D. MAximo coman divisor

M.C.M. Minimo coman mdltiplo



Mindscul as

¥

M
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Mediana (Estadistical
{
Maxi mo
Superficie
Magnitudes {
Volumen
Conjuntos de numeros
Ferimetro (también minuscula)
Suma (FProgresiones)
Limite

4
Logaritmo

Apotema
Numere cualguiera
Diametro
r
) Diferencia {(Progresiones)
Mumero irracional
Interés (Aritmétice Cemercilll
Unidad imaginsrial I-1
Minimeo
Hauwimo comin divisor
Minimo coman mualtipic
Namero natural
Fcy imetro {también semiperimetro)
{
Probabilidad
Radio
Regresisn
}Y{Estadistica)
Coef. correlacidn

Razén (Progresiones

Incagnitas, indeterminadas, wvaria-
bles




%y 3y Ty & ..

1435
7= 3'14..., § =
2

3ny Biuy v

Co 3 Comenn
dx

£
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Suma

Discriminantel b?- dac
{

Incremento: A\ u

Funci én

Ley binomial

Angulos (Trigonometria)
Paqueras cantidades positivas

De#sviacién tipica {(Estadistica)

Nimeros irracionales

Media

t }(Estadistica)
Momento central

Médulao {(Nimeros complejos)

Parametros, coeficientes

Variable Aleatoria

Fotencia de "a", de grado "m"
Coeficientes polindmicos

‘ Sucesiones

Combinaciones

Diferencial de "“x"

Frecuencia relativa
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Mee Complejoc en ferma polar
Fm FPermutaciones

Ve v Vm,n Variagiones

w- Polinomios

RELUNI OGN DE LETRAS CON _NIMERDS

as Fotencia® a.a.a

a~? Fotenciat 1/a

By By ... Términos de sucesiones
ATt Matriz inversa de "A"

Potenciat m.m.,m

m> {
Metros cibicos
6 Gradaos
—Sx Froducto
Cr,> Combinaciones de 7 elementos,

tomados de tres en tres

F=1 Funcidn inversa de "F"

e? Fardmetro "gi cuadrado” (Estadist.)
R* , R¥ Espacio vettorial de dimension 2,3
i 3 Xz 4 +an Scluciones de una ecuacidn {raices)

REUNION DE LETRAS Y SiMBOLDS

Fln) Funcidn de "»x"
pin} Folinomio en "z"
piAl) Probabilidad del suceso "A*

Intervalo “ab"
fa,b} {
N2 complejo en forma de par



bi

1]
+

mi{cos a * i cosxl}

ABREVIATURAS

arcsen a
arcos a

arctg a

"a" es divisor de "b"

Nomero combinatorio
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Distancja del punto "A" al punto

Maltiplo de "a"

Conjunto de los miultiplos de

"a" multiplicado por "b"
"a" dividido por "b"
"a" dividido por "b*

{
Proporci 6n

Raiz enésima de "a"

Integral definida entre "a"

Fungion "f°"

Dominio de la funcion "“¢*
Derivada de la funcién “y"
Conjuntos de nimeros sin el
Matriz ampliada da "M

Vector "a"

wan

y Hiyu

cero

N2 complejo en forma binomica

npw

N2 complejo en forma trigonométrica

Arcoseno de "a"
Arcocoseno de “a"

Arcotangente de "a*



ces 2
cotg a
det (A)
Tiv {a}
Do
exp (1)
lim
log

in

et

Ln

@

Mo

Fot (F)

Rec

sen a

sec a

265

Coseno de "a"

Cotangente de "a"

Determinante de la matriz "AY
Conjunto de Yog divisores de "a"
Dominio

Exponencial de "x":! e*

Limite

Logaritmo decimal

Logaritme neperiano

Maximo
Minimo
Moda (Estadistica)

Potencia del punto "F" respecto
una circunferencia

Recorrido
Senc de "a"
Secante de "a"

Tangente de “"a"

de






1. IONAR Y EA ACIoN DE

Dz todo 1o precedente, combo ya se preve, @l
imterés se ha ido canalizando hacia la exploraciéen de la
comprensisén, por parte de los alumnos, de las letras, de su
interpretacidn, uso vy posibilidaedes de expresiéni de ahi
nacid la posibilidad de un cuestionario especifico que
pudiera maostrar las concepciones y comportamientos asi caomo

algunas ge las dificultades més especifices de su usD.

A 1o largo de estos afos de experiencia docente
he observado por parte de los alumnos comportamientos con el
uso de las Ietras que he deseado estudiar de una forma
cuantifivads estadisticamente, para medir mejor su importan-
cia. Asimismo he recogido estudios hechos en Espaia y en el
extranjero sobro estos comportamientes y su incidencia en el
aprendizaie (Artigue, 1984, 198%a,b, Balacheff, 1987, Baooth,
1987, Eroussesau, 1983, 1987, 178%, Chevallard,198&, 1989,
1990, Freudenthat, 1983, Grupn Cerc de Valencia, 1984,
Kieran, 1981, 1988, etc.) De togdo ello ha surgido el presen-

te cuestionario gque voy a &xplicar a continuacidn.

Este cuestionario pretende facilitar datos para
el analisis de 1oz cosportamientos espontdneos de los

alumnos con las letras, empleasdas de modo algebraice, y su
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comparacidn con los comportasmientos adquiridos después de

una ensefanza tradicional de dlgebra durante dos—tres afos.

Es el periddo de tiempo que media desde el
principic del! curso 72 de Ensefanta Beneral Hadsica al final
gel 1* curso de Bachillerato Unificado Polivalente o del

iI=~ curso de R.E.M.(Reforma de EnseRantas Medias).

I.1 ANALISIS A PRIORI DEL CUESTIONARIO SOBRE EL USO Y LA
INTERPRETACION DE LAS LETRAS.

Este andlisis a priori se realiza para clarifi-
car las metas que se persiguen al realizar el cuestionario y

las expectativas que se tienen ante los resultados.
El andlisis "a priori” tiene un doble objetivo:

Primeror Destribir el cuestionarin, Em esta
parte descriptiva se presenta el cuestionario, e explican
las preguntas, cugstiones o problemags planteadoss y las
racongs, & hivel local, que han llevado & su planteamienta.
Se especifican las caracteristicas que poseen las preguntas,
cudl es su relacién con el conocimiento gque estamos anali-
rando. Como resultado de estas razones se hace una prevision
de las respuestas de 105 alumnps, es decir, se¢ trata de
hacer una relacidn de las respuestas esperadas en funcidn de

las caracteristicas de las preguntas.

Se incluyen, para cada ejercicio del cuestiona-

rig, dos aspectos diferentes:
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A. Las caracteristicas de lag preguntds con

enpresi 6n del objetivo que =ze pretende con ellas.

B. Lops comportamientos esperados de 125 alumnos
vy lo gue cresmos fue esos comportamientos indican sebre las

cencepciones de los alumnas.

El objetivo de esta descripcién es dejar claro
la que realmente se e@std poniendo en juego con estas  pre-
gquntas. Cuales son las concepcioch®s, o los conocimientos,
gue esperamos que el alumno va a teng#r que movilicar para

dar respuesta 2 las cuectiones plantecadas.

Segundpt Esta explicitacidn y esta previsién de
comportsmientas va a iniciar la validacién del procesa. Esta
validacidn se va a obtener confrontando este anadlisis “a
priori” con el andlisis "a posteriori" gue a su vezr vendra
sustentade por el anadlisis de los resultades del cuestiona-
rio, por el estudic de las preguntas gque hayan podido hacer
loe alumnos durante su realizacien y por el estudio de las
entrevistas individueles hechas a propésito del cuestionario
vy, €n general, por todes los datos que durante su realiza-

citén, o postericrmente, S& hayan recogido.

El cuestionario completo figura como Anexao II11.

Andlisis de los ejercicios 1,2 y 3.

Diferencias del ejercicio I con los ejercicios 2 y 3:
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Esercicio N2)
1.-~ Rellena lox puntos suspensivos:

Z m—>z 4+ 5 z

> Az
4 ——> snrasn S > savess

B =3 ceunnn Q> carnn-

Can el ejercicio n2i se quiere investigar CUAL
ES EL COMPORTAMIENTO ESPONTANED qué los alumnos tienen con
una expresidén en la que aparece una letra escrita junto con
un numern. Se plantea en las dos posibilidades iniciales de

suma (z+5) y producto (4z2).

For esta razén, la “"tarea a realizar” no esta
explicada. A través de un ejemplo se busca gue el alumno

descubra lo que se le pide.

El alumno tiene que interpretar la expresion :+5
para la suma (y, después, 4z para el producto), para identi-
ficar la tarea que debe realizar. Se le da un ejemplo en el
que s¢ muestra que a "z" l& corresponde la expresidén  "z+5"
¥y =Segdn comd la interprete, se espera que va a producir

distintas respuegtas.

a) Si el alumno interpreta que se trata de
"sumar % wunidades a lo que tenemos” (gue s "z" en el
ejemple), entonces se espera para el casol

que respondal "% (resultado de sumar 3+5).

Y como segunda respuesta para el casol
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gque escribat "p+5" {(sumar 5 unidades a "p").

En =1 caso del producto, si interpreta que 4z

@s "mpultiplicar "z* por 4" {(p 4 veces "z'"}), las respuestas

seriant
*20" ( multiplicar 4 por 5), para el casod? 5 ————- P oeaaans
“4g* ("g" muitiplicada por 4), para el caspi Q ——>=> ..a2:as
h) Si interpreta que se trata de "escribir UNA
letra ‘“"con" (este "con" serd "sumande"” o "multiplicando"

segin el casa) UN namera", la primera respuesta podria ser:?

4 + =z, 4 + g, etc ...

pues a que tiene el ndmero "4 pensarid que debe afadir una
ya q q

letra cualguiera.

En la segunda respuesta podrian aparecer varia-
damente:
p+5, p+4, etc..,
pues, en ella, tiene la letra “"p" y creera gque debe aRadir

un hdamero cualguiera.

En el caso del producto, con esta interpreta—
cion, corresponderia "escribir UN namero con UNA letra al

lado" vy podrian darse las respuestas:

FPrimerat Sz, Sp, ...

Segunda: 39, 79, ... tincluso 4gj,

pues entre #&sgtas dltimas &2 podria encontrar la respuesta
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"4q" trorrecta, pero) surgida de esta interpretacidn. Las
entrevistas individuales serviran para diferenciar cudl de

las interpretaciones ha side usada.

) También puede darse una AUSENCIA DE INTERFRE~
TACIS&N. La escritura puede sorprender al alumno y éste no
sabe cémo interpretarla, ni puede por tanto identificar Ia
"tarea”. .

La actuscidn del alumno en este caso supohemos

que serd dejar la cuestidn en Blanco, o responder al azar.

La respugsta al azar so6lo se puede comprobar con
las entrevistas "a posteriori", pero hay que realizarlas con
cuidade pues incluso a veces gl propio alumno ho es
Fonsciente de los motives que le han llevado a una determi-
nads respuesta y puede dar la impresiodn de que ha respondido
al azar.

En algunos casos, las respuestas incompletas
talgunos apartados se responden y otros, hno) resultan ser
indicios de respusstas al azar, en las que Ja falta de
seguridad en un tipo de razpnamiento concreto ha impedido

continuar con respuestas aleatorias.

d} Se esperan también en algunos alumnos res-
puestas de tipo SECUENCIAL. Esto es, que al tener gque res-
ponder a varios apartados, creemos que pu2den darse regpues-—

tas comoif

"
+
4]
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en las que, a falta de un indicio mas claro, el alumno
repaliza sw tarea de wuna forma correlativa. Es um tipo de
respuesta al azar.

La posibilidad de esta respuesta nes la han

sugerido los estudios de Hart, 1984,

Eisrcigios Ne= 3 Y 3¢
2.~ "2 sumado con x” s puede escribir comos x + 2.
Suma 2 en cada uno de los casos siguientes:

a) IS =2 cuee 3 B} X + & ——2 ciaen §CY I —3 L.an

3.- "x wmultiplicado por 3" se puede escribir cowo

3x" Multiplica por ¥ en cada uno te estos casos

al 7 ¥ sawe 3 bY X + 4 —/=D> L. 53 C) S ——-2 ,...

En estos ejerticios dqueremos medir la CAPACIDAD

DE EXPRESION de estas operaciocnes por parte de log alumnos.

Fara los alumnos de 70 de EGE sera una gapatidad
ESPONTANEA vy, para los alumnos de 182 BUP, debera ser una

capacidad ADBUIRIDA a !o largo de la enseranza del algehra.

En estos ejercicios la "tarea" estd explicitada.
En el ejercicio n® 2 se trata de "sumar 2" y en el n2 3 hay
que "multiplicar por 3" y el alumnp debe expresar su res-—

pucsta en tres apartados en cada ejercicio.

Posibles respuestas a las cuestiones Z.a y 3.a

Las cuestiones 2Z2.a y 3.a tienen por ocbjeta el

cadlculo numérico exclusivamente, e indicardn también =i el
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alumno ha comprendide la tarea o no. lL.as respuestas que se
esperan sont

a) ™17 (para 15+42) y 21™ (para 7x3)

que indicaran una correcta interpretacion de la tarea y que
se sSUpone duie serin dadas por una mayoria de los alumnos, va
que la instruccién esta dada en lenguaje materno, y las

operaciones a realizar son exclusivamente con nameros.
b) "iE5+2 ¢y T-3".

estas respusstas dejan la operacién  indicada.
Las sefalamos como respuestas ambigilas. Con ello indicamos
que esta respuesta puede provenir de un alumno que inter—
prete "15+2" como une suma (aunqQue la deje indicada), o de
un alumno que no se atreve a realizar la pperacion porgue no
sabe coémo interpretar lo gue quiere decir el ejemplo  “x+2"
gue le hean dado, vy en el que la operacidén le parece que
"tampoc® estd realizada". Y entonces deja una expresion
g=¢rita, que #s semejante a la dada, por no tener una idea

-

nitida de lo gque representan las expresiones! "x+2 y 3Ix".

Posibles respuestas a las cuestiaones 2.b y 35.b

En estas respuestas creemos que influirdn las
distintas interpretaciones que los alumnos se hagan de las

expraesiongs x+& y uE4,

i) Un tipo de respuestas nuaéricas exclusivamente: '8

y 12.°
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Corresponden a 1o gue llamaremns "D (o DEP}!

"ietra desaparecida”.

Agui , el alumng, ante la falta de informacion
que para 6] aporta la letra "x", la hard desaparecer en la
respuests.  La =" no le representa nada a nivel numérico vy
tampoco gsabe como sumarle el "2%, de modo que suma las dos
unidades al ndmero que tiene y, para ¢l, la respuesta a la

operacisn de suma es simplemente "8".

En 21 ejercicio Z.b psta misma actuacion corres-—
ponderad a la respuestal "12Z*® , como resultado de multiplicar

por el numeroc 3 la expresidén :u+4 2n la gue "x" desaparecera.

ii) Otro tipo de respuestas numéricas.

Corresponden al comportamiento gue llamaremos

"Y' (o vaP): "letra valorada”.

Son respuestas en las gQue se asigna a las letras
un wvalor, determinado por el alumno, de forma personal,
siguirndo criterios o indicios ajennos a la propuesta  del
ejercicio,

Por ejemplo en el apartado I.bt

N+ & ———=2 ... contegta "7"

substituyendo 1a&a "x" por el valor "3" del enunciado.

111) Respuesta en la gque no se tiene en cuenta la "x*

{pero Se escribe).

Son respuestas comol Bx y 12x
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Es &l comportamiento que Ilamaremos "N (o NP):

"letra no ternida en cuenta”.

g2 producirdn estas respuestas cuwando las opera-
ciones indicadas se realicen solamente con los numeros y se
afada la letra "u" a la escritura porque "antes también
estaba", pero sin haberla tenido en cuenta en el momento de

hacer el calculao., Serid asi una LETRG DE ACOMPASAMIENTO,

Este aWadido de la lgtra se podrd hacer de
distintas formag. Primero! ARadiéndocla como egstaba. 5i esta-—

ba sumando se la puede aRadir sumando.

De "x+6" mids "2" se obtendra: x+B

y de "x+4* por "I" se obtendrar x+12

Segundo: Ponhi¢ndela "al lado”. Con ésto gquedarsd

comp =i egtuviera multiplicandoy

De "x+&" obtendra: Bx

y de rlx+4|l pur llsll: 12x
Comp acabamos de ver, esta forma de operar  con
la letra "x" puede gensrar respuestas correctag en unos

casps e incorrectas en otros., Correctas como la primeral
"x+8", que enmascaran 1o grréneo de la concepcién, que estd

detras del procedimiento seguido, o incorrectas comg "x+12%.

géste serd también el caso En que s& emplee para

multiplicar, por ejemplo, "Sx* por 3", en el apartade 3.c.



277

En este ejercicic, esta forma de realizarle daria como
rosul tade 15x, que coincidiria con el resultade correcto gue
se obtiene al interpretar "S5k’ como un preoducto de  dos
factores.

Fara distinpuir esta concepcidn errdnea de la
rorrecta, en la respuesta "x+B", podemos usar une de estos

dos métodos!

1. La comparacién de esta respuesta del alumno
con la que haya dado al item 3.b: "multiplica por 3 (la
axprosion) x+4", Si en este caso ha respondide "x+12" es que

el alumro ha usado !la "x" como LETRA DE ACOMFANAMIENTO 6

letra "ne tenide en guenta, pero ezscrita’

$i  eéste no es el caso, empl earemos el procedi-
miento

2. La entreviste individual con el a2lumno en la
que éste expligque &1 procedimiente gque ha seguido para

obtener la respuesta.

iv)Respuesta ambigiat “x+&42 y x+4x3"

No diremos gque sea incorrecta, pero es una res-—
puesta ambigiia. También podriamos llamarla "timida". Se dara
en los alumnos gue, al saber que hay gue sumar 2, tambi én
saben gque hay que poner +2, peroc luego no se  atreven a

continuar.

En realidad, a partir de ests expresisn indicada,
caben muchos comportamientos diferentes. Noc sabemos si ese 2

1o podria sumar usandg una €cspecie de propiedad distributi-
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va, en la que realirzaria la suma del 2 a la "x" (expresando-
o en diferentes formas, como 2% O x?) y también al "2", o
lo podria sumar solamente al 2 terminando en una respuesta

del tipo "n+B8" u o "Bnv,

Respuestas a las cuestiones 2.c y 3.¢

Ante 1s cuestish 2.c, en la que se trata de

“sumar 2 a 3x" esperamos respuestas en la forma?
i) *3x + 2¢

gue puede provenir de una interpretacién de "3Ix" como  un
namero producto de otros dos ¢, también, de una interpreta-—
cidn ambigida de "3x",

iiy =S¢

También se puede encontrar, como se ha visto mas
arriba, la respuesta exclusivamente numérica! 5 es decir,

comn la letra "u" desaparecida.
tii) “Sx*

Esta respuesta corresponderia a la letra “no

tenida en cuenta, aungue escrita”

En ) apartado 3.c en gl que =2 pide “multipli-
car por 3 la expresion Sx" esperamos algunas respuestas del
tipat

i) =15"
gue es la respuesta que corresponde a "letra desaparecida®

(o eliminadar.



279

1i) "15x"

respuesta gque englobaria a la "x" no tenida en cuenta (o de
acompafamiento? vy a la interpretacidn de "35x" como producto
al que se aplicae la propiedad asociativa para multiplicario

por "3".

€iercicio NE 4
%.- Dadas las expresiones:?
p+1 , P+7 , Pp-2 4, Pp~5 , 2
sPuedes contestar?:
La menor de &llas es ......
lLa mayor de £11aS €S ..cue-
0, no puedes contestar porgue ......cereccsvecas

R R L T R N N N N R R R R R g,

Egzte ejercicio estd pensado para anslizar coémo
razona el alumno ante una fuestitn de ordenacién con expre-

sipnes que incluyen una letra de valor desconocido.

Se quiere ver si emplean wna estrategia de
sustitucidn, considerando a la "p" susceptible de tomar un

valor cualquiera dentro de un CONJUNTO DE VALORES FOSIBLES.
Fugde ser que el alumneo responda:s

i} *La menor de ellas es p-5

La mayor de ellas es p+7 {6 2p)*

(Las respuestas da "la mayor es p+7" 6 “la mavar

es 2p" ca consideraran equivalentes)
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eEsto indicaria un incompleto andlisis de las
enpresiones, basago, ¢ bien en la sustitucién e “p"  por
ALGAN  valor numérico (en general un  anice valor entero
positivo}) &6 por la comparacidn ingenua de wuna parte de la
expresién (la parte numéricad: +1, +7, -2,.., y "el goble
de"., (lLa distincidén entre los dos métodos se hard con las

entrevistas individuales).

Tambiér puede responder:

ii) "“¢#sta pregunta no se puede contestar porque®?

isf "No se conoce el valor de "p"".

Si el alumno da esta respugsta, resulta AMBIGUA,
pues puede provenir de un RECHAZO de todo analisis ante el
desconocimiento de la parte litersl ("p") de la expresién o
de un analicis cde las expresiones algo mids completo que el
guz hemos nombrado més arriba, incluyendo la sustitucion de
"p" por varios numeros. Esto habria dade a "p+7" comg mayor

para alguhos valores de "p" y para otros mayar a "2p".

gstoe se  intentard aclarar, comg siempre, a
través de las entreviztas,
0O porque?
ixt “"Para valores de "p" pepores que 7 1la
expresién mayvor es "p+7" y para valores de "p" maygres que 7

la mayor es “Zp®-,

Esta respuesta seria correcta en el conjunte N,

en el cenjunto Z y en 1 conjunto R. Las entrevistas indivi-
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duales permitirdn saber en gué conjunte han trabajado los

alumnos, si nbs interesa estudiarlo.

Ejgrcicio N& 5

S5.— Rellena los puntos suspensivos:
a) Si p+g=237 , entonces p + g + 2= .,ciianien
b) Si x — 134 = 672 , entonties X — 135 = L ..ccneras

£) 51 b+d=64&6, entonces b + d + f = ... . .0.nnn

Los apartados S.a y S.b. Son semejantes en el
gentido de gue, en amhcos, se puede hacer un calculoc "con lgs
numeros" solamente, aungue su grads de dificultad creemos

que difiere mucha,

£l prinmerp se presenta mas sencillo, pues 3I7
representa a TODA la expresion "p+q", gue puede ser vista
por el alumno comp UN TODO INVARIANTE y, entonces, lo que se

debe hacer es sumar 2 a "p+qg", es decir sumar “"3I7+2" 6 sea

39,

En el ejercicio S.b, por el contrario, la expre-
sian dada, "y—134", gue aporta gl puntpo de apoyo numérica:
&£72, para el calcule, varia convirtiéndose en #x-13%5", v la
operacién gue se debe hacer con Y&72", para lograr el

resultado, no &8s obvia. Debe anelizarse cuil es la tre-
percusisn del aumento de "134" a "135" sobre la diferencia
"uw—~134" v é4sto supone un trabajo mental de tipo "secunda-
rio”, puess hay que calcular la variacion sobre una opera-

cidn, no sobre un numerco.
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Se gspera due los alumnos obtendrdn sejores

resultados en la S.a que en la S.b.,
El apartado 3.c.

Aungue ofrece un esguema grafico semejante al de
5.4, en este caso, lo que s debe sumar =2s “"Ff", algo desco-

nacidot iuna letraf.

i} Puede que surjan respuestas que revelen la

letra con valor adjudicado, o "letra valorada", como!
14) Yhed+f = 9 valorando b=d=3 ==» =3,

en que se ha repartido el valor de "&8" entre “"bY vy "d", ¥y

luego se le ha asignado el mismo valor a "§".
iz) "bid+f = 12"

valorande las letras segun el nameroc de orden que bcupan en
@]l alfabeto. #sto es, "b" (la segunda) b=2§ "d" (la cuarta)

d=4, y "f" (la sextal) =&,
iz) "bd+f = 7" valorando simplemente § = 1.

ii) También puede darse la respuesta "&f" que
corresponde a 1a "letra no tenida en cuenta perg escrita” o

“letra de acampaRamienta”

Ejercicio N2 ¢
b.— sDué puedes decir de "p” si p = 34 4+ 7 y g < 47

En este ejercicio se trata de manejor las letras

"a" y "Q" como VARIABLES. Queremos ver &i el alumno inter-
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preta "p" como una variable dependiente de los valores de

v, siends "g" un CONJUNTO DE VALORES: “g < 4.

Se piensa gque pueden darse las siguientes res-

puestas:

i) "La "p" puede ser 10, 13 o 16"

Esta respuesta corresponderd a elegir para g<4
los valores del conjunto {1,2,32. Respuesta que seria

correcta en N,

ii) "La "p" puede ser 7,10,13 o 1&"

Esta respuesta seria correcta en N pues corres-
ponderad a haber elegido el conjunte {0,1:2,3) para interpre-

tar la relacidn g<4.

iii) "p £ 146" [p "p<is" gue la consideraremos
equivalentel

Egta respuesta se considera diferente de la
anterior, pues en ella hay una simbolizacion de la condiciédn
gque cumple “p*

En esta respuesta se aprecia que han sido consi-
derados las nameros naturales, a, como mucho, los numeros
enteros {negativos y pesitivos menores gque "4%) pues se ha
obtenide como valor superior de "p" el 1& gque corresponde a

p =33+ 7 = 1a.

iv) "p < 19"

gsta seria la respuesta en la que se habria

interpretado la "p" como variable dependiente de "Q" y se



284

habria considerado a "g" como un CONJUNTO DE NuMEROS REALES.

Eiercicio N2 7
7.- Si "p" representa el ndimero de pepinos comprados y .
"t* el nasero de tomates comprados, y sabemos que cada
pepine cuesta 15 pts. y cada tomate 10 pts.
4BuUe represanta 15p + 10t ? L....cececmssasanias

Cudl es el namero total de vegetales coaprados? .....

En 1la primera pregunta de este ejercicio los
alumnos deben interpretar la expresisn
15p + 10t
en la que "p" v "t" gon "el nuamero de pepineos” y ‘el ndmerg
de tomates comprados".

l.as respuestas esperadas son las siguientes:

Respuesta i} Si los alumnos interpretan cortec-
tamente "p" y "t" como numeres dirdn que esta expresidn est
el precio total de lo comprado
pues comprenderdn que se trata de la suma de los productos

de cada numero de vegetales por su precio.
Respuesta ii) 195 pepinos y 10 tomates

Esta respuesta corresponde a aquellos alumnos
que interpretan *p" y "t" como lag iniciales de las palabras
"pepino” y "tomate". Es lo gque llamaremos la interpretacieén
de "1a letra comop ORJETOY, que sera representada por "0" (u
oP), Se trata de lo gue consideramos como una respuesta

primaria.
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Es uha respussta que podriamos 1lamar "de
indicie", =giguiendo 1la terminologia de Piaget. Lo que se
reconoce comb "indicio“ es algo que forma parte del objeto
representado: 1la inigial  tomada como representante de la
palabra.

El segundo apartadp tiene, a su ver, dos posi-~
bles respuastas, correspondientes a las dos interpretaciones

que han dado lugar a las dos respuestas anteriorest

Respuasta i) oo+ "

gue s la suma de lops numeros de los dos vegetales.

Respuesta ii) "i%5 + 10" o r25¢
gue s la respuesta correspondiente a la interpretacion de
las letras como iniciales, pues entonces "1S5p" scn "guince

pepinos” o sea “quince vegetales".

Ejercicio No B

iué puedes decir de "m" $i t = 4m + 3 y t = 237

En el ejercicio se trata de ver si el alummo wusa

de la igualdad como una verdadera informacidn.

En este caso la relacidn le dird algo de 1las
letras "t" y "m" y esperamos que substituyendo "t" por 23

aungue sea mentalmente obtenga Ia igualdad

23 = 4m + 3

que le permitird calcular el valor m=5 usando "la letra como

INCoGNITA". Esta es la respuesta esperada.
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Se ha preparado una expresion sobre la que “se
pueda lger", directamente, el resultade, después de haber
substituido "t" por 23, pues no se trata de que el alumpao
demuestre su capacidad de calcular sino su capacidad de
relacionar las dos igualdades, usando luego la letra “m*

como incdgnita.

Ejercicio Ng 2
9.— Sabjendn que a + 4a se puede escribir de forma
mas simple como Sa. Escribe de forma mas simple, cuando se
puedat
3+ 5D = L Laiiieeea
Zh + 5C = L.iunuvnans
I -
SH+E+*T - C= cavnnnansna

5o + (22 — Sb) = ..anceunan

En esta pregunta se incluyen cinco apartados de
manipulacién de expresiones algehraigas., Se trata de obser—

var algunos comporiamientos especificos como

Respuesta i3-La COMSERVACTIoN DE LA IWHFORMACION,
Este comportamiento ha sido observado por Fascal, 1980 vy
consiste €n que €l alumno se resiste a perder cualguier tipo
de informacieén. For sjempio, ante "3b+Sh" responde "BLL Y,
pues Qquiere conservar las "dos b-es", o0, en el apartado
"3Ib+5c+b¥, realiza como respuesta “8bk2c", o, en el caso
“Sh+ (2a~5b)", escribe “2at+b", pues se resiste a dejer de

escribir algen término.
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Respuesta ii) También esperamos que se puedan
dar respuestas de "letrz valorada” para intentar obtener

resultados numéricos en los distintos apartados.

Respuesta iii) Igualmente esperamos algunas
respuestas del tipo “"letra no tenida en cuenta" (letra de
acompaiamiento) §

Ib + S5c = Bbhc i 3b + 50 + b = b

5b +{2a - Sb) = Zab

Ejercicio NQ 10
10.—- S5i sabes que
m=n+p
Yy que
mFn+p =560

cBue puedes decir de "m®™7 ... cncaciienannccaaan

Se trata de un ejercicio donde esperamos compor -
tamigntos:
Respuesta i) Con resultade m=30, subst)tuyendas

"n4+p" par "m" en la segunda igualdad y deduciéndoio.

Respuesta 11! Con VYALORACISN de letras como por
ejemplo: m=n=p=20 G, m=3C y n=p=15 o algun otre valor
eleqido, siguiendo criterios personales y no justificables

aparentemente.

Rigrgeicio Ng 11
11.— &iQué puedes decir de "n" =i sabes gque n + p = 20

Y que "n" es menor que "PU7? secsciaeienracnes

Se trata de un ejercicio que, en cuanto a las
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posibilidades de VALORACISN de las letras, es semejante al

anterior. Admite respuestas:

Respuesta i) "n < 10" o alguna respuesta en la
gue se consideran las letras comp COMSUNTOS DE  NAMERDS
posibles. #fara este tipo de respuestas, el alumno ha hecho
uss de la letra como VARIABLE, puss ha caleculado "n"  en
funcidn de “p*, a través de la relagién *"n" es menor gque
I

Respuesta ii) Respuestas en la que se da a "n*
un valor dnico, es5 decir respuestas del tipo n=k. Pusde ser
"n=10" si se reparte el valor 20, o "n=14" si se hace una

VALORACTEN de la letra siguiendo el orden alfabético o algdn

otro valor.

Eiercicioc Ng 12
12.- Elige un ndmero, halla su doble, sdmale 10,
divide por 2 y réstale 5. algifué observas? {(Puedes probar

con otros nameros)

biiPuedes explicar ésto? -
c) Intenta expresarlo simbdlicamente

R R I e L L LA A I A S

al} Se trata de una primera parte de cdlgulo de
una secuencia numérica de operaciones. Esta dada en
"lenguaje materno" {que caracterizaremaos como lengua je

"LEN"). Se espera una respuesta mayoritaria.
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=% Es una pregunta de reflexién sobre el
resul tado sorpresad sale el mismo numere que s¢ ha tomado
como numero inicial. Con esta reflexion se prepara al alumno

para el siguiente apartado.

c) Aqui se leg pide gue expresen mediante una
formula el procesth seguido. En esta férmula la letra va a
representar a un nomero cualguiera del CONJUNTO DE - NuMEROS

posibles.

Ejercicio N2 13
1%.-5Si al cuadrado de un hdmero le quitamos I unidades

pbtenemns 78. iCual era ese ndmera?

Es un ejercicio de calculo con ! enunciado en
lenguaje materno. Este tipo de enunciados los caracteriza-
remos como "LEN". El resultado gue se busca es un resultadce
numérico., Esto serd caracterizado como "NUM". Es un ejerci-

cio yue se puede hager mentalmente.

Ejercigio N2 14

14.— El doble de un ndmero mds su mitad es igual a 20.

iSabet cudl es ese nGmera?

I R R B I S A .

Explica como 10 CAlculas .acavenvaccrnnssancnuunansa

Se trata también de un ejercicio de calculo en
lenguaje materno "LEN" y con resultado pedido numérico
"NUM", pero este ejercicio es mas dificil que el  anterior

para realizarlo mediante una deduccidén légica.
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i) Uma solucidn esperada, es el planteamiento vy
regolucidén  de lea ecuacidn que dard ¢1 resultados  "B". La

letra habrad sido empleada como incognita.

ii) Tambi¢n caperamos algin tipa de razonamiento
aritmético deductivo. Por ejemple, basado en las fracciones,
tenpemos 21 csiguiente’ Se dice en el problema que se suma "el
deble de" mas "la mitad de". Si se toma ﬁnmo unidad "la
mitad de”., esta unidad debg aparecer 5 veces en el total (4
veces por "el Zaoble del numerp® y una vez por “la mitad del
namero”). Este totel ec 20. La unided debe ser la& guinta
parte de 20, es decir, 4. Esta unidad es "la mitad del

numero", luego =] numerc es B.

Ejercicio N9 15

15.~ Si sabemnos gue un dolar equivale a 100 pts vy
llamamas “d* al ndeero de délares y "p" al ndmeroc de
pesetas. Escribe una ecuacién gque relacione “d” con "p~.

Si cambio 2.000 pts. JCuantos délares me daran? .....

Este ejercicio esta planteado, al igual que el
ng 7 y el ng 22, para dar la oportunidad de usar de las

letras "como objetos”. Las respuestas esperadas sont
i! p = 100d

Egta es la igualdad que indica gue el numerc de
délares "d" se tiene que multipligar por el numero 100 para

obtener el nomero de pesctas "p* equivalente.
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1i1  id = 100p

Esta respuesta corresponde a una lectura de la
erpresidn: "Un délar es igual a cien pesetas", donde "d" y
"n" soh tomadas como iniciales de las palabras respectivas.

€Es lo gue !lamamops tomar la letra "como objeto”.

El segundo apartado del ejercicio es un caso
practico de conversidn de pesetas a dolares, para compraobar
i existen alumnas que saber realizar el cdlculo, aunque no

expresen correctamente la relacién.

Eigrgicio N8 16

1&.- En un vagon de tren hay "h” compartimentos de 4
plazas y "f" compartisentos de & plazas. . Como expresarias
el nuamero de plazas que tiene ese vagdn?

Cmss e s Esmsaa e s

cludntos compartimentos tieng el vagin? c...cuveenaanan

En este ejercicio el alumno debe escribir eupre-—
siones con algunas letras que le dampos y, por tanto, tiene
cpourtunidad de demostrar la interpretzcion gue hace de las
mizmas. Fuede YALORARLAS (VAL) o incluso HACERLAS DESAFPARE-

CER (D) si no sabe cémo interpretarlas.

En el primer apartado, concretamsnte, =1 alumne
puede HACER DESAFPARECER las letras tomando los numercs que
aparecen en el enunciado y sumandolos con 160 gue obtendra el
resul tados

4 + 6 = 10 {En lugar de "8h + 6&6f")
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Este mismo resultado puede darse en el  segundo

apartado. En este casp se trataria de una VALORACIGN de las
letras, pues se habria substituido cada letra por el niamero

carrespondi ente del enunciado, escribiendo

4 + & = {0 (En lugar de "h + ")

Se parece al ejercicio 5.c perque el alumnao
tiene que escribir expresiones con letras, por eso decimos
que las dos preguntas tienen cardcter SIMBOLICD (5), pero se
diferencia en el tipo de enunciado. El enunciado en la
pregunta S.c¢ es con leotras, 1o que 1lamamos de cardcter

LITERAL (LI) y en ésta es del tipo LENGUAJE MATERND (LEN).

Eigrgicias M2 17 Y M2 1@
17.- 51 sabemos que p =q + 7. iQué le sucede a “p©
cuando "q® aumenta en 3 unidadeS? .....ececavearancacanneane
i8.~ Si b = 3c + 1. iQué le sucede a "b" cuando "c®

aumenta en 2 unidades?

Estos ejercicios estan preparados para que el
alumno trabaje las letras como VARIABLES (VAR!. Consideramos
que el enunciado es de tipo LITERAL (L1}, (porque en &)l se

dan expresiones algebraicas que 21 alumno debe considerar:

“p= g+ 7" § "b =3+ 1"

i) El alumno que interprete las letras como
variables responderad
"que "p" aumenta en 2 unidades" y

"que "b" aumenta en & unidades”
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ii) E! alumno gque no interprete las letras como
variables, sinoc como representantes de un valer fijo, nos
pugpde contsstar a la pregunta N2 17 digiendo

"que "p" aumenta €n 107

pues sumard 3 al 7 de la expresién.

Eigrgcicio N2 19
La ecuacidn (% + 2)3- x2 = 116 tiene como <olucidn
"x=3., sQud solucidn crees que tendra la ecuaciosni

(3 + 2)¥~ (3x)? = 1168 7 csernarsenranEn ey

Este ejercicio estd preparado para estudiar 1la

""" camo INCAGNITA (I} de una ecuacidn,

Se trata de ver si 1 alumnpo usa la substitucidn

en la ecuacidn para buscar la solucién al problema.

For supuesto, no se pide que hagan uha re-—
splucidn algebraica de la ecuacidn, como en el caso de 1las
ecuaciones de segundo grado, pues g1 slumne no sabe resolver
ecuaciones de terter grado en general. Se 3les pide un
razonamiento bagado en la comprension de la "x" como

solucitnm de vuna ecuacidn.

Eijercicip NS 29

20.— E1 kildmetro ¥ la milla inglesa se encuentran en
la proporcién de 5 a 8. JA cuintos kilemetros equivalen S

nillas?
A Lsecnnnannaekm
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Este ejercicioc fué znulado por un error en el
enunciade. Debia haber dicho! "La milla inglesa y el kilodme-

tro =e encuentran ......."

EJERCICIO MR 21

El Sr. Pérez es viajante y cobra 100.000 pts al mes de
sueldo base. Ademis por cada viaje que haéa recibe 35.000
pesetas.

Si "v" es el namero de viajes realizados en un mes vy
“T*" representa el SUELDO TOTAL, escribe una formula gue
relacione “T" con "v" mehsualaente.....ccesseinsrenrssnnssnms

cCudnte cobrara en total un wes en el que haya reali

Zado 4 VIAGEE? ..iceiccnrocanssacenaasnsanran

En la primera parte de este ejercicio se¢ ftrata
de ver si log alumnos pueden escribir una expresibn STMBOLI-
CA y, en la segunca, s2 trata de un calculo numérico scbre

la misma relacitn gue anies se les ha pedido escribir.

Cueremos Ccomparar, &l igual que en el numero 15,

los resultados "simbélicos” con los resultades "numéricos”.

Ejercicio N2 22
Z2.~ Si compra 3 bombones y S5 caramelos y sabiendo que
los bombones cuestan “b" pesetas cada unn y 1los caramelos

“c* pesetas cada uno, Qué representa la expresitn b + Sc?

Fste ejercicio es semejante a los ejercicios ng

7 y n2 15, Se trata de estudiar la interpretacison de la
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"letra como objeto” (0). La diferencia con los anteriores es

que agui hay un enunciado "mas familiar" al alumno.

Se quiere observar si aumenta o disminuye el
tratamiento de la letra como QRIETD al veriar la “familiari-

dad" del enunciado.

Eigrcicios N2 3. N2 24, NE 25 Y NE =26
23.~ Sabewmos que el area de un rectéangulo esi
Area = base x altura. iCudles son las dreas da los rectan

gulos siguientes?t

10: 3
S
22:
3
L ...... 4. e
3o:
é P e,

24,- Sabemos que e} drea de un triangulo ess
base x altura
S — &Cudl es el area de los tridngulos
2

siguientes?:
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23.~ E1 perimetro de un poligono es la suma de las
longitudes de sus lados. ;Cuil es &1 perimetro de los

siguientes poligonos?

26.- iCuadl sera el perismetro de este poligono, cuya
figura s=solo vemos parcialmente, =i sabesos que tiene "n*

lados y que todos miden 2 cm. de longitud?

- e

Todos ellos tienen en comun el enunciado de tipo
GRAFICO (G).

L.os nameros I3 y 24 tienen un primer apartado de
solucien numérica y los otros dos apartados deben dar lugar
a expresiones con letras. Las que llamamos expresiones
SIMBAOLICAS (S). Se trata de ver el tratamiento que 1los
alumnos dan a }las diversas letras que aparecen. Se espera
obtener resultados que revelen tratamientos del tipo VALORA-
CIaN de las letras ("val")y, letra NGO TENIDA EN CUENTA ("nNo)

o lgtra DESAFARECIDA (“D“).

El nmimers 25 es semejante, pero en la primera
parte solo se pusde dar un error del tipo "VALY, ya gue no
s2 presta a ahacer desaparecer la letra ("D") o a no tenerla

en cuenta ("N"), pues no hay numercs gque lo propicien.
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El egjercicio numero Zé& €S un ejercicio ya cléasi-
co en lpos tests sobre uso de letras. Agui estd pensado para
resultado correcto o errar de "VALORACIAON" ("VAL") exclusi-
vamente.

1) resultado "Zn"

ii}? resultados como!
"1A" . Rue se obtendria contando el namero de
lados visibles.
*18"% . Contamndo la parte ondulada como  UN

lado mas.

1.2. CARACTERES DE LAS PREGUNTAS

Las preguntas del cuestionario han sido eleogides
comp tales en virtud de algunas caracteristicas especificas,
Ectas caracteristicas 50N las fgue vamos a 11lamar

‘CARACTERES® de las preguntas,

Vamos a trabajar con distintos tipos de frarat-

teres’.
A. FPor eigmple estan los Icaracteres’ que afecten 2l
enunciado de las preguntas. En nuestro cuestionario hemos

considerado tres de este tipos

- A.1. Caradcter °‘LEN":

Este caracter es el que poseen las cuestiones

que tienen el enunciado en lenguaje materno.
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Son de este tipo los enunciados de los llamados

'problemas de letra” comd el de la cuestiéen ng 13

“Bi  al cuadrade de un namero le quitamos 3  wnidades

obhtenemos 78, ,Cudl era ese numero?"

También se consideran asi las cuestiones del

tipo de la ng 2i.A3
"Si *v' es el numero de viajes realizados en un mes y
‘T* representa el SUELDO TOTAL, escribe una férmula que

relacione T’ con '‘v® mensualmente’

Forque, aunque en sU enunciado figuren las
letras *v’ y 77, no lo hacen formando parle ge una ewpre-—

sion simbdlica gue el alumno debha interpretar.
~ PA.2. Caracter "LI":

Cardcter *literal?. Este caridcter es el que
tienen las cue=aticonsgs en cuyo enunciadeo imterviene algun

simbolismo con letras como, por ejemplo, la pregunta n2 1&:

"Si sabes que
m=mn*p
Yy que
m+n+p = &0

d0ud puedes dacir de "M"7 L.cviissaassansasanaast

En el enuntiado de esta cuestién eniran dos
igualdades de cuya relacidn debe ser deducida la respuesta.
Es decir, hay que "leer" y relacionar estas igualdades para

responder.



- A.3.

Caracter grafico.

ter aguellas cuestiones en las gue el

Carécter

"G".

alguna informacion de tipo grafico,

enunciado contenga alguna figura.

Tieneg,

por ejemplo,

de la pregunta ng 23:

"Sabemos que £

Area = base x altura.

siguiente!

1 area

es decir,

de

cCudl es el

299

Diremos gue tienen este cardc-

enunciado contenga

en las gue el

este caracter el apartado 202

un rectangule es:

area de

1

rectangulo

Se podrian tener en cuenta otros caracteres de

l1os enuntiedos, como, Ppor ejemplol "Lenguaje familiar",
"lenguaje social" y "lenguaje imaginario”. O "Enunciado con
una =ola infarmacisn” y "enunciado con varias informa-

ciones", etc.

- B.l.

VALOR ADJUDICADD™.

las letras que intervienen g

CARACTER

Una cuestién,

=UaL"

diremos

(o

"Vap=):

que tiene

n

el caréacter

"Wal", cuando es tal que pide al alumno respender utilizando

una letra (o varias),

de modo que el alumno tiene la opor—
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tunidad de substituirla (o substituirlas) por un valor (o
valores} adjudicado por 41 siguiendo un criterioc personal

(sin que esta substitucidn sea solicitada o necesaria).

Un eiemplo de cuestidén gque tiene esste caracter
es la n2 5.0

"Si b +d <= &, entonces b +d+ FF Lo.0..0.7

El  alumno puede responder "&+f", paro  también
puede, llevado por su deseo de dar una respuesta numérica,
elegir un valor para la leira "f" y escribir resultados como
"@" o "i2", valorando la letra "f" como "3I", siguiendo el
criterio de que todas las letras valen lo mismo y, coap sabe
que la suma de "bY v Yg” es "&", deduciends que h=d=3 v,
como consecuencia, =31 o valarando la letra "§" como "&",

por =zer la "sexzta" letra del asbecedario.

Far permitir estas posibilidades en la respues-
ta, se considerara que la cuestitn N2 5.C. tiene 2l caréacter

"Yalv.,

- B.Z. CARACTER "K" (o "NP"):

Se trata, en este caso, de escribir la letra
pero "NO TENERLA EN CUENTA A LA HORA DE CALCULAR", Escribir-
la simplemente "al lado®. También llamamos a la letra usada

de este modo, "letra DE ACOMPARAMIENTO"

Se dirid gque una cuestitn tienes el caracter "N°
cuando permite gue el alumho puedas hacer este uso de 1la

letra.
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Par ejemplo, la cuestién n2 5.C, de nuevo.

En esta cuestion se puede dar una respuesta como
"&f", que la interpretamos como "letra de acompafamiento”.
En e©sta respuesta el alumnc tiene en cuenta la letra "f",
pero no sabe gué hacer cen ella y decide ponerla simplemente

"al lado" del numere "a".

Dzl mismo modo para la cuestidén n8 3, A:

"Suma 2 a x+b"

pusde obhtenerse como reswltado: "qx", 2n ver gdel resultado
"rx+8".,
FPor tanto, también diremos que la pregunta 3.A.

tiene el cardcter "“N".

- B.3. CARACTER "D" (o "DEP"):

Se trata de la letra DESAFPARECIDA o ELIMINADA

por 21 alumno.

ciremos gue tiepen el caricter “D" aguellas
cuestiones en las gque purde darse este tipo de tratamiento a
la letra. For ejemplo, la cuestidn n2 3.A, que acabamos de
escribirs

"Suma 2 a x+&"

en la que una respuesta posible es:
8
donde e] alumno ha hecho desaparecer la letra "x"; la ha

eliminado de 1a respuesta.
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La cuestidn nd 3.C. nombrada mas arriba, sia
embargo, consideramos que NO tiene epste caracter "D", pues
no craemos gque pueda darse, por parte del alumno, la elimi-

necidn de ninguna de las tres letras ("h", "d” o "¥").
- B.4. CARACTER “C":
La letra como CONJUNTO DE NGMEROS.

e trata de que la letra sea interpretada como
representante de més de un nuamero y gque esa interpretacidn,
hecha por el alumno, sea percepitible en alguna de las res-

puestas esperadas.

Diremos gue tienen ese caracter "C" las cues-—

tiones como la numero "4%:

"Dadas las expresionesit
p+tt , p+7 , p=-2 , p-5 , Zp

Puedes contestar?t
La menor de ellas es ..ceneien

La mayor de #llas €5 .. veue..

0, no se puede contestar paArguUEe t.ciiicerenann sasnaea”

En esta cuestidn, la respuestat "No se puede
contestar porque depende de los distintos valores posibles
de “p"" (0 respuestas semgjantes), incluye que el alumno ha
considerado a "p" como representante genérica de un conjunto
de valores posibles. Si el alumno, para intentar contestar,
hubiera substituida “p" por un sélo valor, habria obtenido

respuestas comot
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menor

mayot

menor

mayor
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de ellas es p—5

de ellas es P4+7"

de ellas ec p-S

de ellas es p "

dependi gnda del valor gue hubiera substitnido.

Asi pues,

las respuestas nos permiten estudiar

si el alumno ha considerado a 1a letra con un solo valor

fijo o come representante de un conjunte de ndmeros y, por

tanto, decimos que la cuestidn tiene el caracter "C".

-~ B.5. CARACTER

Ll

La letra como QBJETO.

Se trata en este case de que la letra es tomada,

por 21 alumno, tomo la inicial de una palabra gue designa un

objeto.

Se puede dar esta interpretacion en cuestiones

comd la n8 135¢

"Si sabemos que un délar equivale a 100 pts y !lamamos

"d" al numero de délares y

“p" al namero de pesetas. Escribe

una ecuacidén que relacione “d“ con "p"*

En ella se puede dar la respuesta:t

id = 100p (I

que corresponderia a la "lectura"” que hemos dicho!

"Un dolar es igual a 100 pts”,
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donde las letras "d" y "p" han sido tomadas como las ini=-
cialeg de las palabras "“délar”™ y "pesetas”, respectivamente,
preduciendns la escritura de la gpcuacién inversa de la que
deberia sert

100d = p

pues el numero de délares “"d" debe ser multiplicado por 100

para obtener el ndmerc de pesetas "p".

La escritura de la ecuacisn (I) nos descubre los
alumnos que han becho 'a interpretacisn de la letra que

consideramos “"como objeto”.

Del mismo modo en la cuestidn n2 7 se dice, en
el enunciado, que la letra "p” reprasenta "el namera de
pepings” vy como cada pepino se dice que cuesta IS pts, un
alumno que interprete "la letra como objeto" nos dira que la

wpresian "15p” representa  “quince pepinos® en lugar de

interpretarla como el producto:

15 u p (precio » nf de pepinos = n2 total de pts.

gwe han costado los "p*” pepinos).

Liremos por tanto que las cuestiones n2 15 vy

ng 7 possen el cardcter "0%,

- B.&6. CARACTER "VAR™:
La letra como VARIABLE DEFENDIENTE de otra. Es

el uso para e! que gmpleamos frecuentemente la letra "y*.
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Se encuentra este caracter "Var" en la cuestidén

"§i sabemos gque p=q+7 L0ué le sucede a "p" cuanhda "g"

AUMENTA en 3 unidades?"

Diremss que se hace la interpretacion de la

letra coma "variable dependiente" en respusstas como!?

"Oue "p* aumenta en 5 unidades™ of
“Que "p” aumenta", o incluso:

"Cue "p" varia".

5e dira que N3 se ha dado esta interpretacison en

respuestas comol
"Oue p =q + 4"

gue se podria llamar "respuesta de compensacién”, porque el
alumno trata de compensar el aumento de "g" com la& dismi-
nucidn del numero "7". Agui se supone que "p" NO VARIA con
"g". El aslumno en esta respuesta asgignaria a "p" un valor

fijo vy de ahi naceria la necesidad de la compensacion,

- B.7. CARACTER "I":

La letra como INCGBNITA.

Se +trata del uso Que se da a las letras en las
ecuaciones, cuando una letra o varias son desconocidas y se

deben calcular.

Por ejemplo, encontramos este uso en la cuestidén ne 8:

“Qué puedes decir de "m" gi t=4am+3 y t=237
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En eila se golicita el cilgulo de "m" gque sera,
asi, tratada como incégnita. Diremos que esta cuestidn tiene

el caracter "I".

€. Ademds de ¢s

I+

28, Lendremos en cuenta iro tipe dg

caragteres gue tipnen Qque ver gob el ting de respugsta

selicitada. Sop Loz caracieres ShuUHM y =S¥,

-~ C.l. CARACTER "MNUM"!

Caracter de RESPUESTA NUMERICA.

Diremos que 1o poseen aquellas tuestiones en las
que se& pide directamente ura respuesta en numeros. For

ejemplo, la cuestion n8 S.AS

"Si  pegmIT, entontes PSS ceees "

donde la respuesta pedida o5 &)1 nomero "“39",

0 1a ruestidén n8 Z1.B:

"Cusnto cobrard en total un mes en sl gue haya reali-

zado 4 viajes?"

donde la respuesta pedida es 120.000 pts.

~ C.2. CARACTER "5":

Caracter de RESPUESTA SIMBOLICA.

Diremos que tienen este caricter aguellas cuestiones
en las gue s& pide al alumno gue responda con una simboliza-

cién de una o varias letras.
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For ejemplo, la cuestisn n2 23.C. cuya respuesta es una

expresisn que debe incluir la letra "c"t

";Cual es el area del rectangulo siguienter

donde la respuesta requerida seriai

area = (&+C)2

decimos por tanto gque esta cuestién tiene el caracter "s*.

I.3. CLASIFICACIAN DE LAS CUESTIONES

Ahora vamos a hacer una clasificacidén de las
cuestiones que figuran en el cuestionarico atendiendo a los
caracteres que acabamos de describir, y gue son los que nos

interesa estudiar.

A.1. CARACTER LEN.

ENUNCIADD EN LENGUAJE MATERNO

Cuestiones que tiemen este caracter:

2, 12.A, 12.C, 13, 14, 1%.A, 1S.B, 14, 20, 21.A, 21.B
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A2, CARICTER LI,

ENUNCIADD LiITERAL

Cuestiones que tienen este caracters
i.A, 1.B, 3.A, 3.9, 3.C, Z.D, 4, 5, 5.0, &, 7, B, %, 10,

11, 17, 18, 19, 22

A.F. CARMCTER Gs
ENUNCIADD GRAFICO

Cuestipnes gue tienen este caracter?

73.6, 23.B, 23.C, 24.A, 24.B, 24.0, IS.A, 5.8, 2

B.1l. CARACIER VvalL.

LETRA CON VALOR ADIUDICADO

Cuestiones con el "caracter Val":
1.B, 3Z.A, 3I.By 3.C, 3.0 S5.C, &y 7, 9, 10, 11, 1&,

22, 23.B, 23.C, 24.8, 24.C, 25.4, 25.8, 2&.

E:2. CORSCTER N,

LETRA ESCRITA PERO NO TENIDA EM CUENTA. (LETRA DE

ACOMPARAMIENTO)

Cuestiones con el "cariacter N":
1.8, 3.A, 3.B, 3.C, 3.D, 5.0, 9, 22, 23.B, 23.L, Z4.B,

74.C, 25.8.



B.3. LARSCIER D.

LETRA DESAPARECIDA. ELIMINADA.

Cuestiones con el "cardcter D":

f.B, 3.A, 3.B, 3.C, 3.D, ¥, 16, 22, 23.C, 23.C,

B-4. CARALIER L.

LETRA COMO CONJUNTO DE NAMERDS

Cuestiones con el “caracter C":

4, &, 11, 12.£

2. 5. CARSCIER Q.

LETRA COMO OBJETO

Cuestiones que poseen el "caradcter 0O":

7, 1S.4, =2

B.5:.CARACTER VAR,

LETRA COMD VARIABLE

Cuestiones que lo tienen:

&, 11, 17, 18

B.Z. EARACIER I.

{A LETRA COMO INCOBNITA

Cuestiones que lo tienent

e, 10, 14, 1%

309
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Cxle CORACTER NUM.
Carscter de RESEUESTA NUMERICA

Tienmen este caracter las cuestiones:
1.4, 2, 5, B, 10, 1Z.A, 13, !4, 1S5.B, 19, 20, 21.B,

23.A, 24.A.

C:2. CARSCTER S.

Cuestiones con este caracter:
1.8, 3.A, 3.B, 3., 3.D, S.C, &4, 7, %, 1i, 12.C, 15.4,

16, 21.A, 3.8, 23.C, 24.B, 24.C, 25.A, 25.8, 26

Esta clasificazién se encuentra completamente

reflejada en la MATRIZ o PRIORI.

1.4.MATRIZ A PRIOGRI (ANEXQ IW)

La "matriz a priori" es un instrumento de andli-

sis didactica.

Cuande se elabora la matriz a priori, se hace en
funcién de los intereses y expectativas particulares del

estudio Aque se quiere llevar a cabo.
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En la matriz a priori quedan reflejadas las
preguntas, asociadas al objetivo especifico que con ellag se
pretende., Este cbjetivo viene representado por los

CARACTERES A FRIORI.

Lps rcaracteres e priori identifican aguellas
propiedades de las cuestiones que las hacen interesantes
patra el estudic que se pretende, y por las que han sido

elegidas precisamente en este cuestisnario.

FPara elasborar la matriz a priori toloca las
cuestiones en el encabezamiento de las columnas {(separando
los apartados, si los hubierar 1.n, 1.B, stc.}. Esta separa-
ci¢n tiene por objeto dejar en cada casilla una opcién
bimaria: si o no pars cada columna. Como el cuestionario
tieme 26 cuestiones y algunas de ellas divididas en varios
apartados, la primera matriz a priori gque hemos confecciona-—

de tiene T9 columnas.

En e! encebezamiento de las filas figuran cada
ung de los caracterzs que queremos estudiar de las cues-

tiones. Por sjempla:l

vaL: (Caracter de las cuestiones en las que puede
aparecer una respuesta con valoracion de la letra
hecha por el alumno y siguiendo, en general,

criterios extgenos al ejercicio o cuestidn}

g - (Cardcter de las cuestiones en las gque puede
darse la interpréetacion de la letra como gbjeto)

e =1 T =
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En este cuestionario se plantean 12 caracteres.

En cada columna y debajo de cada cuestion (o
apartado) aparezerdn uno o varios "i" segan el caracter o

los caracteres que posea esa cuestisn.

Asi, por ejemplo, la cuestidén n2 15SA pusee tres
caractereps solamente: "0", "Len" y "S". En su columna apare-
cen tres “1", a la altura de los caractergs correspon-
dientes, lo cual gquiere decir gue, en 21 cuesticnario, hemos

preparado esta cuestion para estudiar esos tres caracteres.

Sin embargo, el apartado "24.C" tiene cinco "1%,
Lag tregs primeros corresponden a laos caracteres: Val, M y D.
Estos caracteres revelan posibles comportamientos con 1las
latras y son excluyentes entre si, pues cuando en un alumnho
se da el tipo de comportamiento "VAL", no aparecen, ni "N,
ni "D, vy recipraocamente. El siguiente "1" corresponde al
caridckter G, que sefala que el enunciado de la cuestion lleva
algun componente grafico. Y, por fin, el dltimo "1", =l del
caracter "S8", nos indica que la respuesta solicitada en egsa

cugstidn incluye alguna letra o expresidn de tipo simbélico.

Esta "matriz a priori* constituye un elemente
esencial dentro del estudic a priceri de un cuesticnaria.
Sobre ella podemos ver las posibilidades de informacidén que

é¢ste ofrece.

Puede ser una clasificacidén de las cuestiongs

altamente clarificadora, en la que podemos abservar:
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- I. Analecgias vy

11. Diferencias entre ellas.

Siguiendn las analogias, podemos extraer SUB-

MATRICES que nos interesen en un momento determinado.

Estudiande las diferencias, podemos buscar la
explicacidn de conclusiones del estudio del cueationario
que, en un principio, se hayan presentado come sorpren-

dentes.

I.4.1. ANALOG{AS.

Obeervando, ern la matriz a priori, las cues-
tipres que tienen un caracter comdn, puede interesarnas

farmar una SUB-MATRIZ.

Tomemps, por ejemplo, el caracter "N*. Lasg

preguntas que io poseen sOn7

t.8, 3.A, 3.8, 3.C, 3.0, 5.C, 9, 22, 27.BH, 23.C,

Con estas preguntas =e puede formar una zub-
matriz de trece c¢olumnas que llamaré “"sub-matriz del

cardcter N" (gue figura en la pdgina siguientel.

Analizando esta sub-matriz se pueden observar
digtintas posibilidades de estudio. Por ejemplo, gque el

grupo  de las trece cuestiones astd dividido en dos bleques,
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uno de ocho y otro de cinco cuestiones. Las ocho primeras

tienen “carsacter LI, es decir, estdn preparadas con
enunciados en los gue intervienen “letras"! x,b,d,... en
suprosiones gque el alumno debe interpretar, y las cinco

4ltimas tienen "cardcter G", &s decir, estan planteadas can
la ayuda de figuras graficas. A través de gstos fos grupos

s@ ve Qqueg se pPobdrian estudiar?

{Influencjias del tipo de enunciado en la aparicién del
caracter “N-.>
Es decir en e! uso, por parte de los alumnos, de

las letras como "letras de acompadamiento’.

Comparande la frecuencia de aparicidn del carac-
ter “N" en las ocho primeras cuestionss ¢ton la frecuencia de
aparicign en las cincp dltimas, deduciriamos si el empleo de
enunciados del tipo "G" favorece {0 perjudica), més que el
enunciado del tipo "LI", al uso de las letras como "letras
de acompasamienta*. 51 la frecuencléa fuesra mas o menos la
misma, deduciriamos que no hay diferencias importantes en la

incidencia de estos tipos de enunciados.

Por eosta sub-matriz también podemos saber que,

en este cuestionario, NO podriamos estudiar:

<La influencia gue el enunciado en “lenguaje maternc*

tiene en la aparicién del comportaaiento "N">

porque ninguna de las cuestiones de la sub-matri: que tienen
vl cardcter "N", posee ademds &l cardcter "LEN" (caraActer de

enunciado en lenguaje maternol.
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T Otra obsesrvacisn gque podemos hacer gn la sub-
matriz, es que todas las cuestinﬁes que se han preparado
para a2studiar =1 cardcter "N, tienen tambiéen el caracter
= (preguntas en las que se pide upa respuesta gque incluye
alguna letra), porque s ve que todas tienen un "1” en la
linea de dicha caricter. For otra parte, esto era esperable,
pued 3i se pide una respuegsta “con letras”, =g podri apre-
ciar como trata =l alumno a esas letras y, por tanto, si las

usa “de acompafamisnta*,

En la sub-matriz del "cardcter VAR" (que aparece
en la pagina siguiente),se aprecia que las cuatro cuestiones
del cuestionario, seleccionadas para estudiar este “cardc-
tar", tienern &l enunciado "literal LI*". No hemos preparado
cuestiones de este "cardcter"” con otros tipos de enunciados
porque no nes ha interesado estudiar la influencia de ellos

en el "caricter VAR".

En la sub-~matriz del "cardcter LEN" (que figura
a cvontinuacidén de la anterior), vemos gue, de las conce
cuestiones gue la forman, siete piden una respuesta numérica
"NUM" oy cuatro una respuesta simbolica "8"., WVamos a poder
estudiar, dentro del ernunciado en lengua materna "LEN", los

dos tipos de respuesta exigida.

1.4.2, PREGUNTAS SEMEJANTES.

Al  observar las sub-matrices s@ aprecian mejor

aquellas cuestiones que tienen las mismos "caracteres" y gue
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11amaremos SEMEJANTES, porque ofrecen las mismas posibili-

dades frente a2 nuestro tipo de estudio a priori.

El reconocimiento de esta SEMEJANZA puede 1le-
varnas 4 prescindir de aiguna de ellas en siguientes cues-—
ticnarios ya gque, si afrecen idénticas posibilidades de

eztudio, pueden suponer una sobrecarga innecesaria.

Sin embargo no haremos una eliminacidon automati-
ca de cugpstiones SEMEJANTES, pues e8 posible, y de hecho
sucede con frecuencilia, qQue las gque han sido consideradas
como tales en el estudio a priori, no resultan contestadas
por 1os mismos alumnas, COomo Seria de esperar, vy esto nos
ayuda a descubrir, a posteriori, determinados “caracteres”

en 108 que no habiamos pensado previamente.

Cuando las sub-matrices son de pequefo tamafo
{hasta siete cuestiones!) se reconocen con mas facilidad
estas semepjanzas. For ejemplo, en la sub-matriz del "carac—
ter C" (gue se incluye en la pagina siguiente), destaca la
semejanza de las cuestiones n2 6 v n2 1t que tienen ambas
los "caracteres"! VAL, C, VAR, LI v 5, Esto puede apreciarse

también &n la sub-matriz del “caracter VAR".

Igualmente, en la sub-matriz del “cardcter 1I°
{gue figura a continuacién de la anterior), tenemos a 1la
vista la semejanza entre las cuestiones n2 B y n2 19 que

tienen lo0s "caracteres" comunes! I, LI y MNUM.
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Cuandp la sub-matriz es de tama¥o intermedio
fentre 8 y.11 cuestiones) s& aprecian mas semejanzas. En la
sub-matriz del “"cardcter G" (pagina siguiente), se aprecian

las semejanzas siguientes entre cuestiones:

La tuestion 23B es semejante a la 24B pues ambas

tienen los "caracteres" VAL,N,G y S.

Las cuesticnes 234 y 24 son semejantes pues

tienen los "caracteres® comunes VAL,G y B.

En la sub-matriz del "caracter D" (a continua-
cién de la anterior), se destacan como semejantes la cues-
tién nf 1B con las cuestiones n2 3A,3B,3C v 30 que tienen
los ‘“caracteres" VAL,N,D LI y 5. Y tambidn las 23C, 24C vy

258 que tienen log "caracteres” VAL,N,D,G, y 5.

Cuanda las sub-matrices son grandes (12 a mas
preguntas) se pusden, igualments, buscar las semejanzas pero
vya no son tan evidentes. PFor ejemplo en la sub-matriz del
"raracter VAL" (a continuacidon de las anteriores), se
encuentran cuatro semejanzas ya descritas, y adewds, Se
puede ver otra entre las cuestiones 5C y 9 gue coinciden en

log "caracteres" VAL,N,LI y S,

De este modo, tanto la matriz a priori como las
sub-matrices obtenidas de ella, preporcionan informacidn

sobre el ctuestionario y sus posibilidades.

No hemos prescindido de ninguna de las cues-

tiones sem#jantes pues nuestra investigacidén va encaminada,
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precisamente, al! estudio de estas cuestiones y a la compro-
bacién de la exactitud o no de los "caracteres" eslegidos por
nosotros. Las cuestiones semejante§ pueden aportar una in-
formacion importante %i, al ser rcspondidas por los alumnos,

sa destacan como diferentes entre si.

I.4,.3. DIFERENCIAS.

Podemos estudiar también las diferencias entre

unos "caracteres" y otros.

Comparando las tres primeras filas de la matriz,
llama la atencidén que, entre los tres primeros "caracteres”,
hay pocas diferencias. Se encuentran en muchas cuestiones
simul tdneamente. Pero ocbservamos gue Bl cardcter "Val"® se
encuentra &nh algunas como las n2 10, 1) o 2& enh las gue no

s2 gncuentran los otros dos caracteres.

Si nos interesa la uniformidad de condiciones
entre estos “caracteres", podemos formar una sub-matri:z
a@liminando las cuestiones que los diferencian, que sont las
ne= &, 7, 10, 11, 25.A y 26, porque faltan los caracteres
"N" y "D", la cuestion ng 1& porque falta el “N" y las n@

5.0, 23.B, 24.B porque falta =1 "D".

Toda esta informacidn la podemos obtener de la
matriz a priori, pero también es muy clara y todavia mas

patente ern la sub-matrirz del caracter “VAL®,

Siguiendo con la opbservacién de la matriz

inicial, vemos que las dos ultimas filas, correspondientes a
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los caracteres "NUM" y “S%, son CASI COMPLEMENTARIAS, pues
si en una columna figura un "1” en "Num", no figura en "S" y
viceversa, pero po lpo son, B8dactamente, porgque hay cues-
tiones que no tienen "1" en ninguna de las dos (son las
columnas correspondientes a las cuestfones n== 4, 17, 18, y
22), por tanto no podemos decir que "Num® y "8" sean CARAC-

TERES COMPLEMENTARIOS.

S8in embargo, estphs taracteres, son complementa-
rios en la sub-matriz del caracter "G", porque, observando
esta sub—matriz, se ve gue todas las cuestiocones planteadas
con el caracter "G", se responden, o bien con nameros (carac-
ter "Num"), o simbdlicamente (carécter "S"), pero no en

lenguaje materno, ni con dibujos, ni con otros tipos de

respuestas.

Las cuestiones que acabamos de nombrar un poco
mas arriba, piden tipos de respuestas gue no estin cataloga-
dacs como caracteres a estudiar. Se deduce que el andlisis de
esos tipos de respuestas no es un objetivo de este cuestio-
nario.

Los caracteres "Len", "L1" y "G* si que son
COMPLEMENTARIOS. Cada cuestion tiene un "1™ en uno de las
tres y no lo tiene en los otros dos. De este modo, estos
tres caracteres, sirven para distribulr la totalidad de las
cuestiones en tres grupos? Las que poseen el cardcter “Len”,
gque son 11 rcuesticnes (o apartados), las que poseen el
cardcter “LI", que son 19 y las que poseen el caracter "Gv,

que son 9.
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Esto nos indica que los tipos de enunciados
empleados han sido de tres clases y'que esas tres clases

figuran en el estudic como caracteres que intergsan.

Sobre la sub-matriz del cardcter “"Wal" podemos

hacer wtra observecidn interesante de diferenciast

"Todas 1las cuestiones tienen el caracter “S°',
@enas ona. La n2 10 es la unica que, teniende el caracter

"Wal", no tiene el cerdcter "S", sino el cardcter “Num"?

Releyendo el enunciado de esta cuestién, vemos
que efectivamente, tiene el caracter "Num"™, pues la respues—
ta que =e pide es "30", vy gque tisne e} caracter “Yal”,
porque permite valorar las letras y obtener resultados como
"20", que se obtendria valorando equitativamente las tres

letras que intervienen.

Be +trata de una cuestidn original, pues no es
frecuente encontrar un ejercicio cuya respussta , por un
lado no exija ser eupresada con lotras, y, por otro, permita

al alumno hacer la "Valoracioén" de éstas.

I.%. MATRIZ DE DATOS.

Esta es una matriz a posteriori. BSe trata de 1la
matriz de resultados que recoge teda la informacidn aportada

por las respuestas de los alumnos.
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ta matris de datos estad confeccionada disponien—
do los alumnos por filas y las respuestas a las cuestiones

porr columnas.

Cada cuestion se extiende &n varias columnas.
Cada calumna corresponde a una respugsta especifica. En
general la primera de cada pregunta corresponde a la no
contestacidén a 1a misma, vya gue es uh modo de “responder
tay una columna para la respuesta "correcta” y, en caso de
variacs respuestas correctas, una para cada ume de las posi-
Y1z, También hay una columna por cada respuesta incorrecta
esperada. En muchas preguntas, ademads, incluimos una columna
para acoger en ells todas las respuecstass inesperadas que

puadan suwrgir.

En cste cuestionario e incluyen, como se puede
chservar, preguntas abiertas. Como consecugncia el nemero de
columnas para cada unz es variable. Algunaz tienen tres o
cuatro y otras seis e incluso siete respuestas posibles

distintas y por tanto otras tantas columnas.

Sa va a formar una matriz de datos para cada wne
de los cursps a 1os gue se ha pasado el cuestionario. Habra,
por tanto, seis matrices: Una de 72 EGB, una de 89 EGB, dos

de 12 BUP y dos de 12 REM.

El numerc de columnas de la matriz de datos se
carresponde con el numero de respusstas posibles., Por tanto,
2% un numero muy superior al de preguntas, En nuestro caso

el namero total de respuestas recogidas es de 128, por lo
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que son 138 los items que figuranh y, ctada uno de ellos,
tiene una opcidn binaria cuyas dos pesibilidades correspon—

den a si 2sa modalidad de respuesta ha sido elegida o nho.

La matri: de datos recoge, sintéticamente,en el
encabezamiento de cada columna, la respuesta que esa ¢olumna
representa. En el apartado "Elementos para elaborar la
matriz de dataos" , que expondremos ; continuacién, Ffiguran
las ewnplicaciones concretas de los tipos de regpuestas

estudi ados en cada columna.

En =1 encabezamiento de las filas figuran los
alumnes numerados correlativamente y a la derecha del nime-
ro, en algunos casos, las iniciales del! nombre para facili-
tar la ascciacidn con las entrevistas individuales realiza-

das después,

Estas matrices de datos son la base para log
estudios estadisticos que se han llevado a cabo. De ellas se

han obtenido las matrices gque cada uno ha requericdo.

I.5.1. ELEMENTOS PARA ELABORAR LA MATRIZ DE DATOS O

MATRIZ DE COMPORTAMIENTOS.

En este apartado se explicitan los tipos de

respuestas que se recogen en la matriz de datos.

Aunque se ha hecho un andlisis previo de los
objetivos que nos proponemos con lasg preguntas, y de como
pensamos que las respuestas de los alumnes nos van a dar  1a

informacién que buscamos, nos hemes encontrado, a veces,



3

respuestas inecperadas.

Cuandop estas respuestas inesperadas han sido muy
dispersas las hemos reunido en una columna unica con encabe-
zamientos comod "Otras” o "Diu" {(de "diferentes expre-
siones"), perco si se han presentado con una frecuencia gque
nos ha parecido interesante, hemos creado una nueva columna
para recoger esa respuesta especifica y estudiar la informa-

cion gue nos pudiera aportar.

Se describen a continuacitn las respuestas
representadas por cada uno de los encabezamientocs de las

columnas,

Pregunta ng 1.

No—1 5in respuesta en la primera pregunta.

%, 20 Son Jas respuestas numéricas correspondientes al

(t BIEN:
alumno gue ha interpretado correctamente las tareas
"sumar 5" v "multiplicar por 4". Va acompafada de
las respuestas "p+5" y "4Q" a semejanza de la gueg
s fMa dado como muestra.

4+2 con p¥z y 3z {en el Wltimo apartadet g ———> ...,

respuestas variadas)

Es una respuesta que ha aparecido inesperadamen-
te. Por las entrevistas sabemos que e! alumno
interpreta que debe escribir "un nimero y la letra

wynw
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q+zm™ Es una variacidn de la respuesta anterior. Son
aguellos casps 2n que la “z¢' ge a¥ade en dos apar-
tados, como por ejemploi "z+4, p+3, Sz, &q", que es

la respuesta del alumnc n2 17 de B-3.
3435 con p+S, 4.5 y 4g

Son Ias respuestas que-identifican las tareas
pero ne las raalizan. Solamente las dejan indicadas
y las anotamos separadamente, porque en algunos
casas provienen de un simple mimetismo de escritura
sin que exista una interpretacidén de o que se

escribe.

4+q Son las respuestas en las gue el alumno ha
identificado 1la tarea comn: "hay gue escribir UN
nidmers (cualguiera) y UNA letra (cualquiera)". Se
incluyen también, por tanto, respuestas comod! "4+b,
p.3y, Spy 4=". Respuesta del alumno n@ 12 de 72 EGE
a "w+d4, pt+e, Sx, &g". Respuesta del alumna n2 5 de

B~4,
Freguntas n2 2 y 3.

Los dos primeros apartados de estas preguntas se
recogen juntos por ser, en ambos, una tarea numérica la que
se debe realizar: "Sumar 2 al numero 19" "Multiplicar por 3

al nimero 7"

No-2 Sin respuesta en el primer apartadao de los des

ejercicios.
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17,21 Es la respuesta: 17 en el primer apartado y =21
(2 BIEN)
en el segundo.
15+2 con 7.3
Se trata de la respuesta indicada pero no reali-
zada. Se conserva esta respuesta separadamente de
la anterior, porgque supone un “"deseo de permanencia

en la simbolizacién®.

Los apertados segundo y tercero de estas preguntas han

sido recogides conjuntamente {en este primer estudio).

No-3 Sin respuesta en tres 0 en cuatro de los
apartadoes.
WS+ 2 con (#+4).3

Respuesta sclamente indicada. Muestra el "deseo

de permanencia en la simbolizacidn®.

8,12 Respuesta gque corresponde a "letra DESAPARECIDA"

a eliminada.

S 12n Respuesta gue corresponde a "letra DE  ACOMPARA-
MIENTO" o "no tenida en cuenta, pero escrita®.

48 con 3x+2, 3u+l2 vy 15u

(3 BIEN)

Respuesta que realiza completamente la tarea

propuesta.
Brgaunts n2 2.

No-4 Sin respuesta
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p+7,p-5 Respuestas que dicen?
“"La menor de ellas eé “es P35

La mayor de ellas es ... p+7"

p+7,p—5™ Corresponde a respuestas ligeramente distintas
de la anterior. En la mayeria de ellozs es 1z res-
puesta:s
"Lz mernar de ollas s ... p-5

La mayor de ellas s ... 2p°*
Pero tambiédn hey alaunas inzluides del tipos
"I.& menor de ellas e ... P2
Le mayor de eilas es ... p+7"
Ma =z Auede Es 1la respuesta que dicei: “"No se puede
(4 BICHY
rosponder porque depende del velor de “p"'".
Mz gl Es la respussta que da:
"La menor de ellas €8 ... p=3
La mayor de ellas 5 «oace.a”
¥y dice gue 1a mayor de ellas "nbo se pusde porgue

depende del valer de "p"" o “puede ser Zp o p+7"

Se recogen juntas las respuestas a los dos primercs
apartados , a) y b), de la pregunta, por ser ambos de res-

puesta numérica.

No-35 Sin respuesta en algdan apartado.
9,678 Respuesta gque da "39" en sl primer apartade vy
{5 BIEN)

“£71" en el segundo.

IR L7 Son las respuestas gue dan un resultado correcto
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y otro not 39, 473 o 39, 704 o 5, &Y1 o Z9,
40%, etc.

Después se recoge la respuesta al tercer apartadoiS.c)

&+ 4§ Es la respugsta simbdlical &+
{S.c HIEN)
h+4- Es la respuestal "Segin el valor de +"
S Val Respuesta con "letra VALORADAY. Anoto, tambign,

el resultado de la valoracién (4 para el valor =2,
7 para el valor eguitativo =3, 12 para &l valor

alfabetico =6, ...}

&f Respuesta ceon "letra DE ACOMPARAMIENTO". Incluye

también la respussta "bdf".

[ ]
jr+
o

Pregu ag 4.

En esta pregunta ge han dado gran variedad de
respuestas y, aunque se ha ¢reado wvha columna con 2] encabe-
zamichto “Otras” (que recoge las respuestas esporddicas), he
cansideradg ianterssante conservar algunas de ellas cuya

caracterizacitn se expone a continuacisn,

No=~& Sin respuesta.

& VAL Se sefala con un NOamero situado en la columna

10-16. Es la respuesta que corresponde a UN  soln

valor de "g", elegidoc por el alumno, y luego substi-

tuido para calcular el valor de "p*. ES una forma

de letra VALORADA.
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j=p2~] Respuesta Que indica gue &1 alumno relaciena “p*

como VARIABLE DEFENDIENTE de "g" pero nada mias.

p>- Respuesta en lengua maternal! "p es mayor que g“
prg™ Respuesta: "p<q”
Dtras Respuestas variadas. Por ejemplot

"Que p contiene a q". Alumnﬁ n2 9 de 12 E.
"Gue p = JIx=4 = 7", Alumneo NS 12 de 18 E.

“p >4 ", Alumno N2 13 de 12 E.

" P = 3({4) + 7", Alumnos n2 17 de 12 E, n2 29 de
18 £, n2 1 de B.3, ng 20 de B.4.

“Cue p e miltiplo o divisor de 2. Alumno ng33 de
18 F,

"Que siempre sersd moltiplo de 47, Al. n240 de 18 F.

"WQue "p" no se puede hallar®. Alumnc n2 7 de B.4.

i0-16m Son las respuestas en que "q" =ze ha substituido

por varios valores pero con errores.

10-16% Respuesta gque escribe! q = 0,1,2,3 o0qg = 1,2,3
ete,, pero gue no llega a substituir para calcular
"p". Es decir, e! alumno "ve" el CONJUNTO de

valores pero "no ve" la VARIABLE DEPENDIENTE.
p<19 (& BIEN) Es la respuesta: "p<19”®
p{igtm Indice asi las respuestas? "p{l&4" y “pile”
p<igm Son las respuestast "p>19"

peig- $on las respuestast! "p es mayor gue 19°
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Las dos columnas siguientes han sido elahoradas para

estudiar especificamente los caracteres "Var™ y “C".

& VAR La letra como VARIABLE DEFENDIENTE de otra.
Sort las respuestas que obtienen un valor de "p"

r gnotiie de g

aunque el valor obtenido no sea la

sniza sclucion o, incluso, cuando sea erroénen.

COMJI Son las respuestas que revelan gque e] alumno
considore "', vy por tante "p", con mas de un
valores posibles. Anoto esta interpretacion siempre
Gque se dé mas de un valor en la respuesta. Se

incluyen las respuestas gue dan valores "emtre 10 y

16",
Pregunta pg 7.
MNo-~7 Sin recspuesta en 1a séptima pregunta.
71 {7 BIEN} &Si la respuesta es: "El total de la compra" o

"El precio total" o alguna eipresidn semejante.

7V Letra VALORADA., Se contabilizan asi los siguien-
tes casos de valoracidn:
—Cuando la respuesta est 225 o 325. Corresponde a
valoraciones de p=15] t=10.
-Se incluyen valoraciones como: "Es 1 pepino y 1!
tomate”
{Estos casos van acompafados de las respuestas: 25 o 2,
respectivamente, para la segunda preguntat: ;Culdl es el nume-

ro total de vegetales comprados?)
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-Cuanda en la segunda respuesta aparecen resulta-

dos comof 30, 10, 250, etc.

7a Letra camo OBJETQO.
Cuando la respuesta es ! "15 pepinos y 1D

tomates” (y/0 25 en la segundal.

Pregunta n2 8.
MNo-8 Cuande no hay respuesta.

m=% (B BIEN) Cuando la respuesta es "5".

15 Si la respuesta es algun valor numérico distinto

de “S“: 15, 23, 4, 11, 20,...

Fregunta ng 2,

Esta pregunta no se incluye en algunas partes
del estudio general. £in embargo, es una de las preguntas
estudiadas especialmente en las entrevistas personales con
los alumnos, porgque es mas interesante seguir las estrate-

gias que los resultados.

Conserva CONSERVACION de 12 informacidn. G5Bon respuestas

como! 3b+5bh = 8b2 o 3bh+5c = B(b+c).

Acomp . Letra DE ACOMPARAMIENTO. Son respusstas comol

Zb45c = Bbc.

Arbitr. Respuestas con errores variados no clasificados.

Bb Cuwande el alumno, en la primera, responde

"Bb* y da dos respuestas correctas mas.
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8ht Esto indieca gque hay solamente una respuesta
(¥ BIEN)
incorrecta {(de las cincn), es decir cuatirso respues-

tas correctas.

Solo Bb Bd4lo responde "88" o las demds respuestas son

tudas incorrectas.

Bregunta nf 1G.

Np=-10 Sin respuesta.

30 (10 BIEN) Son las respuestast "m = 30, porgue m = n+p"

EQU Letra VALGORADA.
Corresponde esta columna a las valoraciones
siguientest
-Reparto equitativo. Respuesta "20" (m=n=p=20).
Incluida la respuesta "m=30", tuwando va acompafiada
de: n=p=15.
~Respuesta "&0".
~Eleccidn arbitraria o sin justificar:
m=12, n=17 y p=31
o m=iB, n=1% y p=23

~Rgspuceta "m=58". Yalorando: n=p=1.

DIX Diversas expresiones, Por ejemplo:
-"Que "m" ed mads & menos la principal”. Alumno nf
de 79 EGB.
-"Oue "m" es el doble de n+p". Alumno n2 B de 78

de EGH.
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="@ue "m" se puede sumar con cualgquier letra®,
Alumno n2 {8 de 792 EGE.

-"Que m < 40", Alumna n2 I3 de 72 EGB.

-"Gue m = 40-n+p”. Alumno nf 17 de F.3.

—“Que es una letra". Alumno ng 21 de B, 4,

Ne-11

B8in respuasta,

011 (11 BIEMY Letra comn VARIABLE y letra tomo CONJUNTO DE

n=k

DIF

NUMERDOS. Se trata de respusstas del tipo de:
P, 1,2, ... 4, " o 'n ¢ 10¢

€e ineluye la respuestad “Puede ser un nimero
cualquiera" pues, aungue es incorrecta, estimamos
gue se ha asimilado la idea fundamental de VARIAELE

en la posibilidad de miltiples respuestas.
Letra VALORADA.

Se refiere esta columna a las respuestas de

valer dnico como "n=35", "n=9",etc.
Respuestas variadas diferentes COMO, por
ajemplod

~"Sue p es Mmayor gue n". Aluvmhos n2 5 y n2 1B de
72 EGB.
~-"Que el valor de "n" y *p* es el mismo"i (1Q)

~"Qge n = 20-p". Alumno ng 1B de B.4.
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€in respuesta

MNS (12 BIENY Manipulacisn numérica y simbdlica.

NLIM

cor

Calificaremos asi aquellas respuestas en que s
t1ia hecho la manipulacion numérica y se ha intentado
{aunque no sea correctamente) la formalizacién con
letras, usatdo éstas para los numeros desconocidos

y relacionindolas con los nimeros que se conecen.

Numérica.
Calificaremns asi agquellas respuestas en que se
ha hecho la manipulacidén numérica, pera NO se ha

intentado uria escritura simbélica.

Cevalaremos asi aguellas respusstas sisbdlicas
en las que tode son letras, incluso los nameros

conacidos.

Los gque intentan una erpresidn sincopada, es

decir con palabras en abreviaturas.

Ltas columnas MNS+COP se toman como una columna

htnica cuando se estudia la letra como "conjunto de numeros'.

No—-13

e (1ZE)

MAL (13ZM)

Sin respuesta.

Es la respuesta: "Fv,

Cualquier respuesta distinta de "9".
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Sin respuesta

Comportamiento Numérico.

CNi:  El alumno hace mahipulaciones con el
n2 20 tpor ejemplo, multiplicdndolo por 2 y restan-
dole la mitad: 10, responde: "30", o dividiédndola

por 2 y restédndole 10, responde: "O"™)

CNz 0 bien !o hace "probande™, comoc aclaran en

entrevista los alumnos n2 7 y n2 14 de 72 EGB.

Comportamients pseudonumérico.

Son  las respuestas en las gue el alumpnoc ha
elaborado un razenamiento légico y deductive para
buscar la solucidn:

"Es rcomo wsi fuera el triple de ese nOamero,
porgue si 18 es el doble y luego su mitad y come el
doble es 2] mismo, su mitad es la misma”. Alumno ng
15 de 72 EGH,

bejando aparte la confusisn del enunciado, se
aprecia el esfuerzo razonador que explicra las

operaciones:

n -=>22n ==> 2n+n= 3In 20 -~
} ==~ n = -- = &%
3n = 20 3

Camportamiento ¢on ecdaciones.
Es e] alumno que, gpara buscar la solucidn,

plantea la ecuacidn y la resuelve.
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Fregunta n2lsS.

Noy=-15 Es la respuesta en blanco a la primera cuestidn
que es la de relacionar, mediante una ecuacidén las
letras "d", délares y "p", pesetas, independiente-—

mente de la respuesta del segundo apartado.

COR (1SB) Seria la relacién correctat "p = 100d4"

0oBJ Es la regpuesta que "lee" "d" como délares vy
"p" como posctasd

“ig = 100p" o "d = 100p"

LEX La "ecuacién” que plantean incluye una "x". Son

las respuestas de los alumnos que ligan la palabra

FI

ecuacidon con la letra "x

REL. e relacionan las letras "d" y "p" mediante una

igualdad diferente de las recogidas en "CDR y OBJ".

1641 (16R) Respuesta correcta  al primer apartado! 4h+4¢
incluyendo aquellas respuestas incorrectas pero que

usan las letras "h" y "f".

162 (ieD) Respuesta numérica. Letra DESAPARECIDA. Incluye
el "10" calculado de "6+4", o0 el "24" calculado de

"& por 4"

153 (16W) Respuestas de letra VALORADA.



Pregunta preparada para estudiar la "letra como

variable”,

No—-17

171 (17R)
172

173

174
Pregunta
Ho—-18

Sin respuesta.

Respuesta: "Que "p" AUMENTA en I unidades”.
Intluye las respuestas en las que se dice simple-

mente! "Que "p" aumenta”.

Respuesta p = g + 10. Respuesta de manipulacidén
NUMERICA exclusivamente. Las letras se consideran

"invariables".

"

FRespuesta: "Gue "p" wvaria"™ o "GQue "p" ya no
vale igual". En esta respuesta el alumno sabe que
algo ha cambiado, aunhque no reconoce que ! aumento
de "gQ" es causa directa de un aumento igual en "p"

S intluye 1a respuesta incorrecta:"fue "p" dismi-

nuye en 3 u."

Respuesta: "p=g+4". Respuesta DE COMFENSACI6ON
para gue se mantenga la igualdad? "Si "q" aumenta,
entonces el "7" debe disminuir”. Esta respuesta
considera a “p" invariable. Incluyo aqui los que
dicen: "Que ya no se cumple la igualdad", pues

estos alumnos también suponen fijo el valor de "p".

Sin respuesta.



181 (18R}

182

183

184

191 (19ED)

192

a4s

Respuestat! "Que "b" queda aumentada en & u.”.

Respuestas del tipot “h=35c+1" , "b=be+1", Se
considera en ellas que las Jetras "b" y "c" tienen
un sélo valor posible (Nno se ven como variables) vy,
por tanto, lag variacicnes se tienen que expresar
en los nomerog que las acomparan. Manipulagitdn
NUMRICA exclusivamente.

Se ingluye la respuesta:"b=3c+3" dada, por

ejemple, por el alumno n2 34 de 72 EGB.

Respuesta: “Que el resultado VYARIA". Incluye:

“Que aumenta en 2 u.” o "Oue varia disminuyendo”,

Respuesta del tipo: "b=3c+(—1)", Es una respues—
ta DE COMPENSACIAN. Agqui "b" se considera invaria-
ble. Incluye la respuesta: "b=1c¢+1" dada por el

alumno n2 19 de 72 EGE.

Es la respuestat "x=1". Hay cuatro casos inclui-
dos de respuesta "w=%" porque egtes alumnos  han
encontrado la relacidn, awvngue la hayan aplicado at
revés. Son los alumnost n@ 14 de B4 de REM y neo

17,21 y 25 de BI de REM.

Es la respuesta! "x+3", es decir: "La misma

solucioén”.
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193 Soluciones diversas. DObtenidas mediante cdlculos
erréneos, pues no tienen ningdn método para resol-

ver una ecuacion de tercer grade. Son socluciones

comot
#=38 Al. nQ 33 de 72 EGB
x=108 Al. n2 7 de B4 de REM
K=& Al. n8 15 de B4 " "
x=2 Al. ng 13 de " n ¢

Pregunta n2 20, Mo se incluye en 21 estudio,

Pregunte o2 2i.

No-21 Sin respuesta.

211 (218 Respuesta en la que se escribe una igualdad con
"“T" vy "w" laungque no sea correcta), y calcula bien
en la segunda parte, que €s la respuesta numérica.

212 (Num) Respussta &n  la gque NO FLANTEAN Jla escritura
eimbélica, perc hacen bien el calculo numérico.

213 Respuesta en las que INCLUYEN UNMA X en la
"férmul a¥ (ligando la idea de férmula con la pre-
sencia de la "x™)

214 Resultados varios como los ciguientes elegideos

como ejemplos!
300.000 pts Al. n2 B de 72 EGB
420,000 pts al, ng 13 " "
402.000 pts Als, n2 146 y 19 de 72 EGH
28.750 pts Al. no 18 " "

20.000 pts Aal, ng 7 de 72 EGE y
Al. n2 17 de 1S2E de BUP



347

Fregunta Df 22.

Nu-22 Sin respuesta.

221 (22B) Reepuesta que dice: "El numero de pessgtas" o "El

precio total”.

220 Respuesta gque dice! "Tres bombones vy cinco

caramelos", tomando la letra COMO OBJETO.

22V Respuesta en la gue SE VALORAN las letras "b" y

"c" y se calcula asi un resultado numérico.

22N Respurstal "B8bc", De letra "no tenida en cuen-

ta". Es la letra "de acompaRNamiento".

22D Respuestas como! "8 pts" ( "3b+S5c=8" respuesta
del Al. n2 37 de 72 de EGB). Es la letra DESAFPARE-

CIDA.

No-23 Sin respuesta. Sdélo s ha dado en tres alumnos
de B4 de REM. En los demas casos han respondido, al

agnns, en el apartado numérico.

231 (23B) Es 1la respuesta correcta (o casi)., E£s decir,
expresands las respuestas con ayuda de las letras

npe oy e,

232 {(Num} Eg la respuesta numérice exclusivamente; es
decir, el primer apartado solamente, que es el

calrulo numérico,
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Es la respuesta donde la letra ha sido VALORADA.

Es la respuesta donde la letra es "NO TENIDA EN

CUENTA". Escrita pero solamente "de acompabamiento!

Es la respuesta en la gue se elimina la letra.

Es la letra DESAFPARECIDA.

Respuesta correcta. Se incluyen las respuestas

que emplean las letras "b" y

', aunque las opera-

tiones que se deben hacer con ellas no estén muy

al primer apartado unicamente; es

Respuesta en la que la letra ha sido VALORADA.

en la que la letra es "NO TENIDA EN

CUENTA". Escrita, pero solamente "de acompafamiento”

con la letra eliminada. Es la letra

No-24 Sin respuesta.
241 (24B)
bien indicadas.
242 (Num) Respuegta
decir, respussta NUMERICA,
24y
24N Respuesta
24D Respuesta
"DESAPARECIDA".
Eregupta nf 25
No-25 Sin respuesta.
251 (25m

Respuesta torrecta: "31" o "1+41+1" en el primer

apartado y "2147" o "1+]1+3+4" en el segundo.
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25V Respuesta con letra VALORADA. (FPor ejemplos ]=2
c i=h.

25N Respuesta con la letra NO TENIDA EN CUENTA, pero
escrita. Incluyo aqui las respuestas que "aRaden™

una "u" comp, por ejemplod "3Ix, Tu".

25D L etra DESAFARECIDA. lLetra que ha sido elimjinada.

Prequnta ng 24,

No-2& Sin respuesta.

2581 (268) Respuesta correcta: "Zn"

282 Respuesta simbolica, "personal M T1& + TTOT"

28V Respuesta con la letra VALRRADA. Respuestas como
"1&" {contando ocho tados) o "1B" {contando nueve
lsdos), o “28", o incluso "30",

Hagta aqui, =1 anadlisis a priori sobre los ejer-
cicips del cuestionario, vy la preparagion para los analisis

estadistices gue vamos a hacer sobre ¢1.

Sebre !a base de lops resultados obtenidos de
estos analisis estadisticos elaberaremos la técnica vy
metodologia didacticas que expondremos en el ultimo capitulo

de esta tesis.
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El objeto de este estudio Bs evaluar, cuantita-
tivamente, la frecuencia con gue se cometen determinados
errores, que ya hemos descrito anteriormente, en el trata-
miento de las letras, a 1o largo de la enseiania, desde los
sltimps cursos de Ensefantza General Basica, 72 y 82 de EGB.
hasta los primeros cursos de Reforma y Bachillerato. 1o de

REM vy 10 de BUP.

Esta evaluacién es importante pues dara un
indicio sobre la evolucién de eses errores a lo largo de los
primercs afos ascelares de ensefanza del 4lgebra. Este
permitird decidir actuaciones a nivel didactico =i 1la

progresidn encontrada no parece la mas conveniente,

Previamente a la utilizaciém de la Heja de
CAlculo de este programa, ha sido necesario crear un fitcherc
de base de datos sobre el que s ha usadeo 21 Gestor de Bases
de Datos, que ha servido para calcular Jjous valores

necesarios para la utilizacidén de la Hoja.

Todo este proceso ha sido realizado con el
programa DOpen Access 11 Plus, &n un ordenador compatible
PC~&40 X, que permite obtener los graficos a través de la

Hoja de Calculso,



352

Los resultados obtenidos son los siguientes?

I.1. COMFARACIAN D RORES.

Esta comparacidén de errores ha sido hecha con
los datos que ha proporcionado gl cuestionario sohre "el uso

de las letras” descrito en el capitulo 48.
Los errores estudiages nan sidot

D: Letra "desaparecida" (no escrita, eliminada)

Nz  Letra "no tenida en cuenta® (aungque escrita
pero usada como letra simplemente de acompafamiento)

D¢ Letra "como objeto” (tomada coeme una inicial?

Val: Letra "valorada" {substituida por un numero

elegido con criterios personales)

Emn esta comparacién se han considerado tres

grupos de alumnos.

1=~ grupo: Alumnos de 78 y B2 de EGB.
289 grupoi: Alumnos de 198 de Reforma (REM).

J=~ grupo! Alumnos de 18 de Bachillerato (BUF).

Se han reunido los curceos de EGE para que el
namero de alumnos por grupo fuera comparable en los tres
casos. Ann asi, se trabaja con porcentajes para la elabora-

citn de las graficas.

Como ¢e¢ pueds ver en el diagrama de barras del
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gratico obtenido, tres de los errores sufren una disminucion

en sy aparicién desde EGB hasta 12 de BUP pasando por 12 de

REM. Son los errores: N, D vy VAL,

COMPARAC IsK ERRORES
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Ee ve gque aparecten oon més frecuencia en  ESGB,
gque disminuyen en 128 de REM vy que todavia disminuyen mas en
10 de BUP}{ peroc de todos ellos, a pesar de la disminucién,
quedan suficientes manifestaciones, en 12 de BUP, com®o para
constituir wun problema digno de ser estudiado en profun—
didad.

Se van a estudiar los errores separdandoulos de

unoc en uno.
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I.1.1. ERRDR "vAaL"

El error que sufre la mayor disminuciéon al pasar
de EGB a BUP es el error de "letra valorada" o error "Val'.
S disminucidn, cuantificada en porcentaje, se puede

calcular de l1a tabla siguienter

Vi A B c i D ) =
1 CURSO (N} Todas (D) Tcdes Val?) Tcdag () Todos
2 EGR £1,50 91,25 e, 50 &7, 0%
T 12 REM 59,00 28,560 77,50 77,50
4 19 BUF 4&, 50 13,00 4z, 30 58,30
S
Tabla A

Vemos que pasa de ser cometido por el 98.5% de
los alumnos de EGB, al 43.5% de los alumnos de EUF con  un

porcentaje de disainucidn del error del S53%.

También sufre disminucidén de EGB a REM, pero en
este cast la “mejoria* de los alumnos no es tan notable.
Podemos talcular el porcentaje de disminucidon de la misma

mareras:

77.50 - ?B.50 = - 21%

gue gueda valorado en un 21% de disminucidén frente al S5%

producido para los alumnos de BUP.

Podemos decir que este error de asignar a 1la
letra un valor arbitrario es el méas afectadeo por la madurez
de lbos alumnos y la enseranza del Algebra en geperal. Los

alumnos de 12 de BUP reciben mayor ntmero de clases de



3ss

~f{lgebra que los de 12 de REM y se aprecia gue el error
disminuye de forma mds rapida. El mavor ndmero de horas de
clase significa mas reflexidn, quiza, de la lengua matema-
tica.

Sin embargo, hay que hacer notar que, con la
actual enseranza, no se produce su desaparicidn, ni mucho
menos, pues todavia, en 18 de BUF, encontramos un 43.5% de

alumnos gue siguen cometidéndolo.

I.1.2. ERRDR "D*

El error de "letra desaparecida" o error "D" &s
el siguiente en porcentaje de disminucidn. Tomando los datos
de 1a tabla anterior encontramos que la disasinucioén de este

error, de EGB a BUF, &5 de un 38.2Z5% gque se aobtiene’

13 - 51.25 = -3B.25%

Y la disminucién de EGB a REM, aungque menor,
también se produce, como se ve en el anterior grafico de
comparacién de errores y se comprueba de manera cuanti-

ficada:

28,60 - 51.25 = -22.65%

El error de "letra desaparecida® es un error gue
sorprende, en cierto modo, porque los alumnos tienen una
tendencia a la conservacidén de cualgquier dato de wun
problema. Esta caracteristica ha sido revelada por Pascal,

1980 y catalogada como la conservacién de la informaciodn.
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Por esto decidimos realizar entrevistas con
ajumnos individuzlmente vy, al interrogarles sobre esta

desaparicidn, ocbtuvimos respusstas como:

"La letra no significa nada™ o "la letra no vale
tiada",

Se ve, por tanto, que el alumno no recibe
informacién comn la letra. Asi se éxplica ygus no sienta

ningdan deseg de conservarla.

Entre los errores estudiados, venes que d4ste es
el gue mas se aproxima a su desaparicismn  total (Ver 1la
anterior Tabla A). Entontramos en 12 de BUP la tama mds baja
de alumnos: el 134 que 1o cometen. También, comparando con
los alumnos de REM, encantramos que es el error gque da un

porcentaje mas bajol! 28.&6%

Esto nos muestra que en este mosmento determinado
del aprendizaje, es decir &n 12, bien sea de REM o de BUP,
las letras comienzan a tener un sentido para el alumno. 5i
su  manejo seé hace dificil por no haber comprendido biem su
funcién se cometen errores, pero no de hacerlas desaparecer

sin mas.
1.1.3. ERROR "N"

Este error de la letra "no tenida en cuenta pero
escrita® -—-error que también llamamos “de acompafRamiento®-
disminuye con mucha mids lentitud que los gnteriores.

Tamando las cifras de la columna C de la Tabla A

calculamos el porcentaje de disminucién de EGB a 18 de BUP!
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44,30 — &61.%50 = -155%

Y el porcentaje de disminucion de EGB a 12 de REM!

52.00 — &£1.50 = —2.%%

vemos que es un tipo de error gue disminuye muy
poco  en comparacion con los otros. Incluso de EGB a 12 de

REM l1a disminucidén es casi imperceptible.

Este tipo de error tiene un refuerzo en la
actual escritura del producto de un nimero (coeficiente) por
una letra {(parte literal), usada en los Folinomios. Esta
escriturai

3x , Dx* , 12ab , ...

expresa el producto por simple yuxtaposicién, sin un signo
explicito que asi lo exprese. De este modo cuando un alumno

debe escribir, por ejemplo,

E{2+x}

puede 2legir, erréneamente, la forma: 12x

escribiendo, simplemente, la "x" al lado del numero
resultante, 1o que hard evidente el errcr, pero si tiene que
eXpresar,

&1(3x}

la format 18x serd la correcta, aungque haya sido elegida con
el mismo criteric erroneoc de “escribirla al lado". E1

alumno, pues, puede escribir correctamente usando criterios
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equivocados cuya aparicion sélo se manifestard en  algunas

ocasiones, no en todas.

Esta considero que es una de las razones de ta

persistencia de este error.
I.1.4. ERRUR “O"

El cuarto error Estudi;da es el de "la letra
como objete" o error "0O". Este error es ! gque menos
disminuye con 21 paso de EGSB a 12 de BUP. GSe ve asi en el
grafich de Comparacidn de Errores y vamos a cuantificarlo

tomando las cifras de la columna F de la Tabla A
55.50 — 67.00 = —11.50 %

En este error se ha producido una disminucion
también, pero menor gue en cualquiera de los anteriores.
Farece ser mé&s arraigado que los otros. Incluse, en el paso
de EGB a 18 de REM, encontramos que ha habide un aumento del

error. Tomando las cifras correspondientes obtenemos:
77.5 — 67.0 = +10,5%

En los errores observados anteriormente, siempre
ha habido una dicnminucion al pasar d« EGEB 2 12 de REM v a 10
de BUP, aungue fueran de mayor o menos grado, Solamente en
este caso encontramos un incremento positivo al pasar de EGE
a REM.

Esta persistencia del error daberé cer tenida en
cuenta a la hora de plantear ejercicios y tareas que deban

combatirlo espegificamente.
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I.2. COMPARACIAN DE CONCEPCIONES

Hay tres "raracteres” de las preguntas que me ha
interesado comparar. Son los '"caracteres® "C", "VAR" & "IN",
Se trata de tres concepciones de las letras importantes para

su comprensidn y uso.

"C": Es la letra como CONMJUNTO DE NAGMERDS. En el
andlisis del cuestionario vemos que es una concepcidn
dificil de alcanzar. Los errores son muy NDUMErosos en  los
ejercicios propuestos para estudiarla, pues inicialmente
vemos gue los alumnos tignden a concebir la letra como UN
mamera. Pueden aceptar que, al ser desconocido ESE  JaNICD
numero, se represente por una letra, pero no aceptan
facilmente que esa letra pueda tomar cualguier valor, dentro

de un tonjunto determinade de numeros.

"VAR": Es la letra comoc VARIABLE. ©Se trata de
gue la letra puede VARIAR su valor y, como resultado de esa
variacién, hay otra letra, que llamamos FUNCIsN de 1la
primera, que también VARiA. La comprensi$én de esta
conceptidn  es fundamental én gl estudio de las Funciones vy

en su representacion grafica.

"IN"?t Es la letra como INCOGNITA., Se trata de
wna cohcepcidn de la letra que suponemos mds sencilla de
adquirir gque las anteriores, por el deseo espontaneo de los
alumnos de conceder un valor a las letras, tal y como hemos

visto al estudiar e}l cardcter "Val"“.
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l.as operaciones que los alumnos deben hacer en
las preguntas ng B8, 10, 14 y 1%, qué son las elegidas para
estudiar el "caracter" "IN", se ha buscado gue sean sen-
cillas, con el fin de evitar dificultades de calculp que

pudieran ensombrecer los resultados del cuestionario.

El gréfico obtenido &5 el siguierite:

COMPARAC 14t CONCEPCIONES
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vemos en &1 la evolucién positiva de estas
concepciones desde EGB a 18 de REM vy, todavia mas

pronunciada 1a evolucién de EGE a 18 de BUP.
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Podemps cuantificar esa evolucienm con ayuda de

las cifras de la Tabla B

Vi p ] B ] o I D
1 CURSD (CY Comj. tVer) Vrble. (1} Incégn.
2 £GB 62,00 2z, 00 51,70
T 10 mEM 71,00 8T, 40 71,15
4 12 BUF 21,50 27,35 ©4, 50
5

TABLA B

Vamos a hallar las diferencias entre cursos para

cada una de las concepciones?

C (Conjunto} Var (Variable) In <(Incegnita)
Di ferencias Diferenciasg Diferencias
EGB
¥ 9 Y 10,4 3 19.4%5
12 REM } 29.3 ¥ 24.35 > 43.1
H 20.3 132,95 ¥ 23.65
19 BUP
La concepcién gue sufre una variacién positiva
mas fuerte es l1a de Incégnita, con un 43.1%.

Las otras dos concepciohnes wvarian también

positivamente, pero en un 29.5% y 24,95%,

Esto merece un estudio mds a fondo en el que se

investiguen las razones de estas diferencias de evolucitn.

Yo apunte, como posible, gue la ensefanza del
algebra elemental en B2 de EEB vy en 19 de BUFP hace mucha
hincapié en el plantgamiento ¥ la resolucidn de ecuacionas vy
sistemas de ecuaciones. Lo que potencia y refuerza la con-

cepcidn de la letra como incégnita.
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Esto, qgue puede ser bueng a priari, se llega a
convertir para muchos alumnos en un grave inconvemiente. E1
alumno llega a identificar la aparicidon de una letra, "x" a
"y“y, £Dh la aparicien de una ecuacidn y con la necesidad de
resolverla, y se puede ver en clase con frecuencia, c¢émo un
alumno, al gue =& le ha pedido la  simplificacidén de una
expresisn algebraica en "xY, la iguala a cero y la convierte
en una ecuacidn a resolver, en la que la "x" ha quedado

convertida en incagmita.

En la resclucidn de inecuaciones se puede ver un
fendmeno seme iante, derivado de un abusg de 1las ecuacicnes,
mediante &1 fual un alumno convierte cualgquier relacion, o©
expresidn en "x", en una egcuacién gue intenta, <con mejor o

peor é&xito, resolver.

Asi, encontramos gue la teoria de resolucidn de
ecuaciones, se convierte en un obhstarulo didéctico, en el
sentido de 6. Brousseau, para la ensefanza y aprendizaje de

los polinomios, de las inecuaciones, etc.

I.3. ANALISIS SOBRE ENUNCIADOS GRAFICDS

Nes interesa saber si el tipo de enunciados,
empleados para presentar los problemas a los alumnes, influye
en el hecho de que éstos cometan mas o menos errores, o si

favorece alguan tipo de error en particular.

lmpartan, sobre todo, los enunciados de tipe
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grafico, pues l1la presentacion de las letras con figuras
constituye un caso muy diferente de la presentacioén de las

letras sobre un texto.

Vamos puges a analizar los diferentes errores gue
se pueden cometer comparando los resultados obtenidos en
ejercicios de enunciado grafico, con los obtenidos en
ejercicios enunciados en lengua materna o en lengua literal,
que seran englobados en ejercicios de enunciado “no-

gréfice”, por oposicidn a los anteriores.

1.3.1. COMPARANDO EN EL. ERROR “VAL"

Comenzamos con el error de letra valorada, el

que llamamos error "Val",

Para esta comparacitén se han elegido las
preguntas n2 3, &6, 10 y 16, de enpunciado no—grafico v las
preguntas n2 23, 24, 25 y 246, de enunciado gradtico. En la
matriz de comportamientos ha sido retervada una columna, en
tada pregunta, pars recoger el comportamiento de letra valo-—
rada. A través de esta columna podemos saber cuidntos alumnos
harn seguido gste tipo de tomportamiento en cada curso v  en

cada ejercicio.

Los datos han sido procesados 2 través del Open
Access 11 plus y los graficos cobtenidos figuran en la pagina
siguiente.

En ellos se observa que se dan mds casos de

letra "valorada® con enunciado grafico gque en otros
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enunciados, en practicamente todos los cursos. Solamente en

12 de BUF consiguen igualarse estos valores.

LETRA "UALGRADA"
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Se observa, también, oque este comportamiento
erroneo, de "letra valorada", va disminuyendo en su aparicidn
desde 72 de EGB hasta 12 de BUP, tanto en enunciado grafico
como no-grafico. Desde el momento en que vemos dque los
resultados, en ambos enunciados, llegan a igualarse en 12 de
BUF, se comprende gue disminuye con mas rapidez en enuncia-

dous graficos que en los otrops enunciados.

En el grafico en el gque se encuentran separados
78 y 89 de EGB, se aprecia que la disminucidn més ripida se
da después de B2 de EGEB. Aqui se produce una fuerte disminu-
cién, tanto en comparacitn con 12 de REM como con 12 de BUP.
Esto nos hace pensar que una componente importante para la
superacion de este error es la edad de los alumnos, es decir
su madurez., La otra componente es, evidentemente, la ense-

fanza recibida, que se aprecia mas eficaz en BUP que en REM.



l.as tablas numéricas C y D que figuran a

nuacion,

l1os diagramas de barras que acabamos de analizar.

'~
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conti-

corresponden a las frecuencias que han dado lugar a

/1 A E c |
1 CURSD NO-Graf. Grafico
o £6E 51,00 7By 10
I 10 REM 26,50 28,50
4 18 BUP 15,0 15, 80
5
TABLA C
V1 A ; E | C !
1 CURSO HO~GBr A4 . Grafico '
? 79 ECE 62,00 86, 50
I g0 ECE 60,00 69,70
4 19 gEM 24,50 z8,50
= 10 BUF 15,50 15, &0
TABLA D

I.3.2. COMPARANDO EN EL ERROR "D*

Vamos a comparar la frecuencia de aparicidén del

error “letra desaparecida", el llamado error “D", entre

cuestiones de enunciado grafico y cuestiones de enunciado

no—grafico.

FPara esto hemos tomado las preguntas n2 3, 16, vy

22, de enunciado no-grafico y las preguntas ng 23, 24 y 25,

de enunciado grafico. También, como en el caso anterior, el

recuento inicial se ha hechp a través de la columna especial

preparada para ello en la matriz de comportamientos de los

alumnos.
El gré&fico

obtenido en este caso &35 el que

figura en la pagina siguiente, y nos muestra que el error de
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"jetra desaparecida® se da con menocs fracuemcia  en los

enuntiados graficos gue en los enunciados no—graficos.

LETRA “DESAPARECIDR"

ooQa~QJdsIIMm
ma
ul

8 72 EGB 82 EGH 12 REM 12 BUP
He-Grdf. [BGrdfico

También se aprecia que el error de "lestra des—
aparecida® ha ido disminuyendo, hasta gl punto de no presen-
tarse en el caso de enunciados de tipo grafico en los

alumnos de 12 de BUP.

El hecho de que este error aparezca con  fenos

frecuencia en los shunciados de tipo grafico, parece indicar
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que la entidad del dibujo confiere, a su vez, cierta reali-
dad a las letras, que de este modo adquieren un significado

que evita que el alumno las haga desaparecer.

La tabla de frecuencias relativas correspondien—

te al grafico anterior es la TABLA E

V1 A B ! C !
1 cusen HO-Graf. Grafico '
2 70 EGE 49,00 32,00
3 =8 EGB 384,00 21,00
4 10 REM 24,00 &, G0
5 12 BUP 13,00 0. 60
&

TABLA E

En ella se observa gue el mayor valor es 49,00
1o que nos hace fijar la atencién enh gue el maximo valor del
grafico en 2] eje de ordenadas es 30. Se ve, pues, gque este
grafico se encuentra ampliado respecto a los otros gue hemos
estado manejando, cuya escala era sobre 100. A pesar del
ampecto aparentemente semejante del grafico, sB aprecia que
el error de "letra desaparecida" se presenta con menor

frecuencia gque los otros errores que estamos estudiando.

1.3.3. COMPARANDDO EN EL ERROR "N®

Compararemos aqui los enunciados graficos v no-
graticos en su influencia sobre la tomision del erraor "letra

no tenida en cuenta®, que llamamos arror "N»,

Para estoc nemos elegido las preguntas m@ 3, S ¥
22 del cuestionario, como preguntas de enunciado no-grafico,

¥ las preguntas n2 23, 24 y 25, de enunciado grafico.



Coma en los dos casos anteriores, el recuenta de
alumnos se ha heche a través de una columna aspecialsente
preparada para recoger este dato en la matriz de comporta-
mientos de los alumnes. Después de introducides los datos en
2l programa DOpen Access 11 plus el grafico obtenido corres-

pondiente es

LETRA “NO TENIDA EN CUENTA®

160
98
8@
(1§
68
58
4@
30
28
16§

@ 70 | REW 12 BUP
BNB-Grdf. @Grdfico

ooQ-~-Qacaom

En general, se observa una distribucidén muy

irregular. Este error ¢85 el de escribir las letras al lada
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de los nameros correspondientes, pero sin tenerlas en cuenta
a la hora de hacer los cdlculos. Por esto también le

llamamos error de "letra de acompaFamiento”.

La tabla de frecuencias correspondiente al gra—

fico es la siguiente

vt A | B c |
1 CURSD NO-Gr 4. Grafico
2 792 EGE 32,00 30,00
T 9o EGH 68,00 47,00
4 1o REM 30,50 28,50
5 10 BUF 14,20 43,00
TABLA F

En las preguntas de enunciade no-grafico, gque
son  las primeras columnas y mas obscuras, vemos que los
alumnos que cometen este error con mas frecuencia son los de
82 curso de EGB (&45%). Y. sin embargo, los alumnos de 72 de
EGE la cometen enh mucho menor grado (32%). Esteo nos  hace
pensar que este tipo de error no se produce Siguiendo el
pensamientn espontaneo del alumno sino indurido por 1a

engenanza que los alumnos reciben en B2 curso.

A través de la ensefianza saben gue deben manejar
laz letrasi que estas letras son elementos matematicos que
tienen un sentido. Fere ho saben todavia cémo hacer las
manipul aciones correspondientes, y colocan las letras al
ladoa de los nuameros, como si fueran letras de acompana-

miento.

Poco a poco el error se va reduciends después

hasta ilegar, en 18 de BUP, & ser cometido solamente por ei
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14% de los alumnos. De este modo, la asimilacién de la

ensefanza recibida parece actuar produciendo esta reduccidn.

En los enunciados de tipo grafico, 1a comisién
del error sigue un proceso completamente diferente, como se

pulde apreciar por las segundas columnas, mas claras.

Después de un primer Sumentu en 82 de EGE,
seme jante al anterior, aungue no tan fuerte y de una dismi-
nucién en 12 de REM, también semejante, pero menor gque en el
caso anterior, tenemos un sorprendente aumentc de este error
entre los alumnos de Bachillerato, que llega hasta 21 43% de

®llos, Que lo cometen.

Aqui parece que la ensefanza vuelve a con-
tribuir, en primera instancia, a la produccion del error (en
82 de EGB). For otra parte, vy al contrario gque en el gaso
anterior, no tiene una accidn suficiente como para irlo

disminuyendo progresivamente.

En estos enunciados de tipo gratico vemns gue el
error de “letra no tenida en cuenta" persiste e, incluso, se
comete con mds frecuencia en 12 de BUP (43%) gque en 82 de
EGE (42%).

En nuestra opinidn ésto puede deberse a, por un
lado, 1la superacitén de los otros tipos de errores, vy, por
otro, & que no se ha aprendido el manejo correcto de 1las
letras.

Este manejo puede ser obstaculizado por la per-—

sistencia de la coneepcidén de la letra como segmenteod
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concepcidn gque se hace presente en 105 epunciados de tipe
geométrico. Con esta concepcidn de las letram, resulta
particularmente dificil expresar ocperaciones simbélicamente,
pugg algunas de ellas carecen de sentido geométrico. Por
ejemplo, Jx, potencias de x superiores a tres, o expresiones

coma  ZN2+3xud,

Estz concepcidn de la letra, como segmento, tiene
su tradicién en la matemética griega ¥y, encomntrar entre 1los
alumnos este tipo de dificultad, supone el reconocimiento de
un obstaculo encontrado histdricamente, como hemos visto en
el capitulo 18, Recordemos que alli & ha visto cétmo Viégte
respetaba la hompgeneidad de las formulas, 1o cual, presumi-
blemente, era rconsecuencia de la sujecion a la concepcidn

gepmétrica.

I.4. CONCLUSIONES PARCIALES,

AR.~ El error gue hemos 1lamado vaL, ‘'"de
valoracitn de las letras", es el que mas disminuye al pasar
de EBGB a BUF, pero atn asi no llega a desapareter pues en
BUF todavia lo cometen el 43.35 %

Exte error, "VAL", se comete con mayor frecuen-—
cia en enunciados de tipo grafico que en enunciados no
graficos,

En los dos tipos de enunciados, la disminucian
del error es continua desde 72 de EGB, a 82 de EGE ,a 18 de
REM y a 12 de BUF§ s=siendo macs fuerte de B2 de EGE a 12 de

BUP.
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B.~ E1 siguiente error gue mis disminuye es el
de “"letra desaparecida“, D", Ademds es el que mAs se
aproxima a su desaparicién total en BUF) 10 cometen el 13 %
de los alumnos.

Este error se da con menos frecuencia en
enunciados graficos que en los otros. Parecg que la entidad
del dibujo confiere consistencia a 1;; letras, vy asi sucede

que NO desaparecen.

C.- £1 error de “letra de acompaRamiento®, "N",
adquiere su mayor valor en B9 de EGB, con 10 que sugiere que
NO s2 trata de un error ESPONTANED, sino inducido por 1la
ensefianza, en su iniciacidn al uso de las letras.

Este erreor disminuye con mucha mas lentitud gue
otros. Hay qgque tener en cuenta que vieme reforzado por
algunos modos de escritura:i el producto (3x).

Ademds, en 18 de BUP se mantiene con mucha
fugrza, en los enunciados graficos. Puede ser una
reminiscencia de un ohstaculo reconocido histéricamente,
Viéte tenia dificultades de homogeneidad de férmulas por su

cancepci dén geométrica de las letras.

D.- El error que menos disminuye 2§ “"la letra
como objeto", "0". Incluso aumenta al pasar de EGB a 18 de
REM. WUma posible causa es la insistencia en sustentar el
aprendizaje en entidades concretas, en lugar de favorecer la

simbolizacion y la ebstraccién.

E.- l.as concepciones: "la letra como conjunto de
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numeros", "1a letra como wvariable” y *la letra como
incégnita” evolucionan positivamente al paso de EGB a REM vy,
atin mas, a BUP. La que mds ®voluciona es *I”. Yo apunto como
posibilidad que, oOurante la ensefFanza, en B2 ge EGB y en 18

de BUP se insiste mucho en 2] dominio de las ecuaciones.

II. UTILIZACION DE TESTS ND-PARAMETRICOS: TEST DE =2 Y TEST

DE ALEATORIEDAD.

Es interesante saber si un resultado del estudie
egtadistico &s significativa o no. EN congreto, =e trata de
analizar si la diferencia en 21 numero de respuestas del
tipot: "letra valorada", entre preguntas que tienen enunciado
*gratico” =-cardcter 5-, o "no—grafico” -caracteres L o LEN-,

e sigrificativa ¢ no.

Se van a observar las respuepstas a 12 preguntas,
que dan ocasidn de ccmeter ese erreor que hemos calificado
comg “valoracidn de letra”;] 8 de las cuales corresponden al

enunciado "no grafico” y 4 de 2llas al epunciade “"grafico'.

En las B preguntas de enunciado "no grafico",
"No-G", e engloban los enunciados en lenguaje materno o
enunciados de cerdcter LEN, vy los enunciados gque contienen
alguns letra o enunciades de caracter L. En las 4 preguntas
de enunciado "grafice", "B", aparecen también letras pero
representande a segmentos y expresados mediante un  dibujo,

bien sean triangulos, rectangulos u otras figuras.



374

1I1.1. TEST DE w2.

.o primero que se va a haéer @s un répido “test

de mi™.

Se hace la siguiente hipétesis, He! Mo hay una
diferencia significativa. Y s5e pasa a estudiar esta
hipgtesis,

El ndmero total de alumnos gue ha respondido con
"letra valorada" a ALBUNA DE LAS OCHO CUESTIONES, d8 caréc-

ter no grafico, es 124,

El ndmero total de alumnos gque ha respondido con
"letra valorada™ a ALGUNA DE LAS CUATRD CUEBTIONES de carac-

ter grafico, es 8l.

Estos numeros representan la contingencia, Ve.
Se calcula cudles serian los valores tedricos, Ve esperables

si el reparta de respuestas hubiera sido uniforme.

Los wvalores tebricos se calculan sobre el total
de alumnos: 124 + 81 = 205, obteniendo la proporcitn corres-

pondiente a 2 preguntas sobre 12t

8/12 = 2/3 H 2/3 de 205 = 1344

v la proporcisn de 4 preguntas sohre 12:¢

4,12 = 1/3 H 173 de 205 & &4B°3

El cuadro quedaria como siguel
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wi

Va 124 81 l 205

Ve 13674 aB" 3 205

Calculando ahora =2:

'Vt- Voiz
12762 1272 158* 76 16129
@mt= E - - = + = - =
Ve 1364 6832 136*4 &8 3

= 17146 + 2'3& = 352

Mirando en la tabla de valores de 22 para ver si
352 es significative o no, se encuentra gque nuestro valor
estéd en la fila | (con dos preguntas hay 1 grado de liber—

tad, por ser n~1, &s decir, 2-1), entre las columnas ",10" y

" agn
Tabla de valores criticos de la ®? de Pearson
n . 9% .#8 creessenaraas 10 P Q5 can
1 - 0D01s L 00063 «nw 2?71 IBa P

Esta justo en el limite del 5 y no nos permite
decidir sabre 1la significacién o no de la distribucidn de
respuestas abtenida. No es suficiente para aceptar o recha-—
zar la hipétesis cero (Hs). Es decir, no sabemos si la

diferencia es significativa o no.
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A comtinuacien se hace, puss, wun test de
aleatoriedad tratando de "afinar” nuestro criteric de signi-

ficacidn.

11.2. TEST DE ALEATORIEDAD.

El numero total de alumnos es 196. Be agrupan
las preguntas en dos "clases”: "Clase A" con las 8 preguntas
de cardcter '"no grafice” y "Clase B" con las 4 preguntas de
caré&cter "grafico”. El noamero de alumnos gue han producido
la respuesta "letra valorada” segun cada una de las pre-

guntas es =] siguientes

Clase A Clase B
a b c d e £ g h i J k 1
] a3 =35 55 27 40 15 4 0 27 2B 63

Se2 calcula la suma de los alumnos de  cada

“clase” de preguntas.

Clase A = 9 + 43 + 25 + 55 + 27 + 40 + 15 + 4 = 218

Clase B = 30 + 27 + 28 + &7 = 148

Se ordenan segun orden creciente dentro de cada
"clase"?

Clase A Clace B

T
LT]
'+ ]
(3]
n
+
o
a
W,
-
x
—
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Esta es la distribucidn que proviene de la con-
tingencia.

Si estos numeros se repartieran aleatoriamente,
sobre las 12 preguntas, podriamos tener muchas particiones
posibles, Ordenandolas entre si, en orden creciente, la

primera distribucién seriat

a, 9, 13, 2%, 27, 27+,28, 30, 40, 43,55, 43

En la primera clase, la suma de los ocho numeros

mds pequefos est

44+ F+15+254+27 27428430 = 1465

vy la suma de los pcho mayores serial

L34+55+ 43440+ 304+28+27+27 = 3F13

nuestra suma’y 218, de los ocho numeros de la clagse A esta

naturalmente comprendida entre ambas.

Ahora debemos saber cudl es el nuamero de parti-

ciones gue dan menos de 218.

51 e] nuamero de ellas es menor del Y%, gquerra
dacir que la que suma 218 {nuestra particidén) cae dentroc de
ese 5SZ%Z vy por tanto gue se trata de una particidén extrema—
damente pequeia y esto supondria tener gque rechazar 1la
hipétesis cero (Hef "No bay uha diferencia sigmificativa®).

Querria decir, pues, gque la diferencia era significativa.

Para calcular estp vamos a ver cuidntas parti-
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ciones forman el 3% del numero de particiones total.

Empezamos por calcular el numerc de particiones

posibles?
12.11.10.%9 11880
Ciz,o = Cim,a = = = 49%
4! 24

Calrulando ahora el 5% de este ndmerop:

Buscamos ahora las 25 particiones que forman ese
5% para ver si la nuestra se encuentra entre #llas., Pero las
vamog a buscar a través de la clase B, pues &n #lla va 3 ser
mas sencillo, ya qgue hay solamente 4 numeros para formar las
combinaciones, frente a2 los B gue deberiambds manejar en la
clase A. En este caso, al igual que !lo hemos analizado para
la clase A, en la clase B también habra un S% de particiones
cuyas sumas s&ran las mayores posibles y asi vamos a compro-

bar si1 la suma correspondiente a nuestro caspfi
27+28+30+43 = 148
se encuentra entre las 25 correspondientes a ese¢ S% o no.

La primera combinacidn de ndmeros seria la

corrgspondiente a los cuatre numeros mayores!
43, 55, 43, 40 cuya suma es 201

La segunda seriaZ &3, 55, 43, 30 " " 191 (=10}

y siguiendo asif &3, 55, 43, 28 " " 187 (-1}
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&%, S5, 43, 27* " ” 188 (—-13)
63, S5, 43, 27- " " 188 (-13)

53, 55, 40, 0 " n " "

Obtenemos que la n2 25 es! 55, 43, 40, 28 cuya suma es l&4
ys» continuando con la busqueda, encontramos “muestra parti-

cien” en el lugar 402 de las particioneg posibles.

Se ve, por tanto, que no estd dentro de las 25
que forman ese S%, 1o cual indica que 1la diferencia de

respuestas no es significativa.

I1.3. TEST DE HOMOGENEIDAD.

Con ayuda de #? podemos también hacer un test de
homeogeneidad a los grupoes de preguntas, segan el numero de

respuestas dadas por los alumnos.

Tomemos, primero, las 8 preguntas de la clase A,
gue eran las preguntas enunciadas con lenguaje materno (LEN}
© con lenguaje literal (LY v vamos a estudiar si han

resul tado homogéneas o no.

Recordempns que 21 ndmero de alumnos que habia
cometido &1 error de "valorar” la letra en esas preguntas

era en total 218.

El valor tedrico que habria que egperar en las B



preguntas para la bhomogeneidad seria por tanto:
218
Ve & ——= = 27*25
8

El calculo de w2 seria el siguiente:

(F=-2712 (4Z-2712 {25-27)2 (55-27)12

2l = - + -+ - + +
27 27 27 27
(27-27312 {40-27)2 (15-27)2 (4-27)2
+ - -+ * + ®
27 27 27 27

1B2 41624224282 4+0+132 4122 +232 2210
= —_— = % B1°8

27 27

Comparands con la tabla de =2 para 7 grados de

libertad (fila 7, por haber ocho preguntas}t

.99 .98 P . .05 .02 .01 PReled]

7 1’24 1°S4 ... vee  mae wew 16762 18.48 24’32

nogé encontramos una gran diferencia con los valares de la
tabla, por tanto, la diferencia es significativa y no hay

homogeneidad entre las 8 preguntas.

Del mismo mpdo se puede estudiar la homogeneidad

de las 4 preguntas que tienen el enunciado "grafico":

El wvaleor tedrico de homogeneidad se obtendra
dividiendo el ndmerc suma de las respuestas (30427+428+43),

148 por el numero de preguntas, 4.

148/4 = 37
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El calcule de w? sera:
(27-3737 (28-27)? (S0-37)2 (&E-T7) 2
»! = + + - + -— =
7 =7 37 37
102 +92 +78 +242 2056
2 e e —— - = ——a R 2448
z7 7
Ahora existen 2 grados de libertad pues con
cuatro preguntas, n—1=3. Buscando en la tabla de &!
.99 .98 .95 “w .10 .05 02 L0l . 001
3 .12 .18 1t - 62 778 %784 11734 16727
Se aprecia gue nuestro valar supers sapliamente

la tabla vy, por tanto,

4 preguntas.

I7.A4.

be los
aleatoriedad,
rencia de resultados
“waLr,
ficativa.
de analisis, pero
resul tado,

gue vienen a continuacién,

CONCLUSIONES PARCIALES.

obtenida en la

dos primerns tests,

el de @2

comilsidn

entre enunciados griaficos y no graficos,

se ha extraido la misma conclusién:

hace que utilicemos con precaucidn

tratando de confirmarlo con les otros

tampoco hay homogeneidad entre estas

y el de
La dife-
del error

no es signi-—

A esta conclusidn se llega afinando mucho el tipo

ese

analisis
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111. ESTUDIQ COM EL STATITCE DEl. CUESTIONGRIO: EIL USQ DS LAS
LETRAS.

Con este estudio se trata de valorar el método,
desde el punto de vista didactico, comparando sus resultados
con los obtenidos mediante los otros estuding estadisticos

que se han empleado.

Interesa hacer un estudio de 1a wutilidad del
método, para enjuiciar el propio cuestionario, los tipos de
preguntas y sus caracteristicas asi como las relaciones
entre ellas, !0 cual es primordial. Comprobar si se puede
analizar, tambieén, gQué preguntas son mads relsvantes para el
andlisis globalj gqué preguntas son semejantes a oiras y si
esa semejanza e5 tan fuerte que hace inutil el empleo de

alguna de ellas,

En general, conviene estudiar las preguntas del
cuestionario desde e! punto de vista del didicticeo, andlisis
"a priori*; vy desde el punto de vista de la contingencia,

comparandolos.

Se combina el estudio de 1os alumhps con el
estudic de las preguntas., Se trata de un enfogue nuevo del
analisis estadistico para un aprovechamiento didactico de

l1os resultados.

Se estudian los datos estadisticos, obtenidos de
las respuestas de los alumnos por medio de la matriz Acierto

y Fracaso, vy se comparan con los obtenidos de una amatriz,
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creada por nosotros antes de pasar el cuestionario, gue se
1lama "matriz a priori”. De esta ctomparacion se¢ obtienen
conclusiones sobre los alumnos y. 1O Que es muy importante,
sobre las preguntas del cuestionariao que asi se ven

analizadas desde el punto de vista de la contingencia.

Aplicando estas contlusiones se corrigen los
cuestionarios, eliminando agquellas preguntas coincidentes o
ampliandolos con preguntas diferenciadoras de los ‘"carac-

teres” gue no estan perfectamente definidos.

Fara hacer este estudio vamos a utilizar un
paquete estadistico para ordenador compatible (PC) cuyo

nombre s STATITCF.

Este estudio se inicia, como hemos dicho, sobre
la "matriz a priori”. Con ella se hace un ARAlisis en Compo-
nentes Principales, ACP y un Andlisis Factorial de Corres—

pondencias, AFC.

Despuds, sigue el estudia de los resultados de
los alumnos. Para esto usamos una "matriz Acierto Fracaso®
en la gue figuran los alumnos y las preguntas. Para cada
pregunta se anota, Gnicamente, si la respuesta es acertada o
ng, También sobre ella se hacen los dos tipos de andlisis:

ACP y AFC.

Una parte importante del estudioc giobal consiste
en la comparacidn y combinacién de los resultados obtenidos

sobre estas dos matrices.
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El concepteo de "matriz a priori" estd explicado
en el "ANALISIS A PRIDRI DEL CUESTIONARIO SOBRE EL US0O DE
LAS LETRAS". A continuacién describiremos la que hemos

empleado agui.

IT1.1. MATRIZ A PRIORI. DESCRIFCION.

La "matriz a priori-2" (Anexc VI y pag, sig.l,
que vamos a describir, y luego a sstudiar, con estes andli-
sis estadisticos ha sido elaborada tomando 25 preguntas del
cuestionario "El uso de las letras”, que forman otras tantas
columnas, vy 12 "caracteres" de esas preguntas, gque consti-
tuyen las filas de la matriz, y que representan aquello gue

queremos estudiar a través de las preguntas.

Tenemps 25 preguntas, aungue el cuestionario
tiene 26, porgue la pregunta n2 5 ha side dividida en dos
apartados, vy las preguntas n2 1 y n@ 20 no han sido inclui-—

das debido a sus especiales caracteristicas.

En la pregunta n2 1 la tarea a reslizar esta
enunciada implicitamente, y el alumnc dehe interpretar las
expresiones dadas para reconocerla. Este tipo de enunciado
product# respuestas muy diversas Que no ®s interesante
reducir hasta convertirlas en una opcién que pueda formar

parte de este tipo de estudio.

El enunciado de la pregunta nf 20 se ha plantea-
do para analizar diferencias entre la capacidad comprensiva

y la cepacidad lectora como ya hemos dicho en el andlisis



38S

“CARACTERES”

VAP -5, IN -8,
NP-S,; LEN -8;
DEP -8, LI-S,
CP -8, G-8y
C-8; NUM -§;;
VAR - S S -8y
PREGUNTAS

2* NUI 3* LE1 4* ORD 5* NU2
$C LE2 6* DES 7* OBl 8 IN1

9 EXP 10 N2 11* VA2  12* CAD
13* NU3 14* IN3 15* OB2 16" TRE
17" VA3 18" VA4 19" IN4 21* VI
22* OB3 23* GE1  24* GE2 25" GE3
26" GE4
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~. _ PREGUNTAS
\.,

CARACTERES - . FA 1B 2 3A 38 3C 30 45 5C 6 7 B 9 10 11 124 12C 13 14 ¥5A ISB 16 17 18 19 20 20A 218 22 23a 238 23C 24A 248 24C 25A 258 26
J¥ALiLetra con valor
adjudicado
| M [Letra escrita
{pero no tenida
&n cventalletra
fle acompaiamiento
|__|Lletra desaparecida

}_0 Jtetra como objeto

{L |Letra coma canjunto
de numeros

|¥AR|Letra como variable

|1 |tetra come incognita

|
{
|
]
]
|
|
|
|
!
]
|
i
|
|
f
|
}
i
|
|

= Enunciado en len-
|LEBiguaje materna

[LL] Enunciade con letras I T T T T Y TR | I I i

|

|

|

|

— |
| G |Enunciado grafice | L IR I R T R T R |

|

_— I

jlikItRespuestd numerica |

|

|

| S_|Respuesta simholica

ogg
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previe. Fusden darse dos tipos de respuestas revel adoras de
Bsas rCapacidades. £l andlisis de la aparicidn de esos dos
tipos de respuestags %e hace indepsndientemente de este
andlisis estadistico pues aqui vamos a usar el dats de

aclerto o error en las preguntas.

Se han escnogido, para cada pregunta, nombres
significativos de dos o tres letras, con el fin de facilitar
sU identificacidén en los gréficos gque se obtengan. Los

rnombres son los siguientes!

Pregunta Nombre Pregunta Nombr e Preagunta Nombre

23 NU1 Ia EXP 173 VaZ
32 LE1 102 INZ 183 vad
43 ORD 112 vVAaz iva INA
sa NUZ 122 CAD 212 vl
52 ¢ LEZ2 132 NUZ 222 B3
a2 DES 142 IN3 priit: | GEL
73 0Bt 152 aB2 242 GEZ2
ga IN1 163 TRE 258 GEI

262 GE4

Estos ndmeros de identificacién de las preguntas
corresponden al cuestignario (Anexo VII) ya preparado pa;a
el estudioc estadistico STATITCF. La diferencia con el cues-
tioharieo pasado a los alumnos es una distinta organizacidn
de los apartados de las preguntas 28 , 33 y %3, para dife-
renciar 1os apartados de respuesta numérica de lps de res-—

puesta simhélicay y una divisidn de la pregunta n@ 5 en
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"5a", con los dos apartados de respuesta numérica, y "Sac"

can el apartadc de respuesta “con letras”.

CARALIERES

Los ‘'caracteres” que vamos estudiar en las pra-

guntas son los siguientaes:

VAP, NP, DEP, OF, C, VAR, IN, LEN, LI, G, NUM y S.

Se ha modificado un poco la namenclatura de los

"caracteres".

- Los cuatro primeros son garacieres dg erroc.

Representan cuatro tipos de srrores que se pueden cometer
con las letras y que me interesa estudiar., Para gue se
agsemajgn en la escritura, he usado la letra "P" que he
afadido a los caracteres "N y "0". fara los caracteres
"VAL" y "D" he optado por las transformaciones “"VAP" y “DEP"
respectivamente. De esta manera la “P" final indica algun

tipo de error.

Conviene recordar, brevemente, las caracteristi-

cas de cada uno de ellos.

YAP. Es el error de "valoracidén de la letra”,
Diremos que tienen este cardcter aquellas preguntas en las
gue s$ea posible gue el alumno substituya alguna letra por un

numero elegido por 41 siguienda criterios personales.

P, Es #] error de "letra no tenida en cuenta
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pero escrita” o "letra de acomparamiento”. Tienen este

cardcter 4quellas preguntas en las que ¢8 pousible que el
alumno cometa el error de escribir la letra, poniéndola
simplamente al ladp de los nmercs, vy sin tenerla en cuenta

a la hora de efectuar los calculos.

DEP. Es el error de "letra desaparecida". Tienen
eate caracter las preguntas en las que el alumno tiene la
posibilidad de cometer el error de hacer desaparecer la

letra, y guedarse solamente con los numeros en la respuesta.

OP. Este caracter lo tienen aquellas preguntas
en las gque sea posible cometer el error de tomar "la letra
coma objeto”. Llamamos asi al error de considerar la letra
como inicial de algun objeto. FPor ejemplos &t se lee como
“seis tomates” en lugar de interpretar: "al ndAmero seis

multiplicado por el niamero t".

- Después vienen los caracteres de interpretacisn

correcta.
C. Las cuestiones que tisnen este caracter son
aguellas en las que la letra se usa como un  "“conjunto de

nameros”.

VAR, Caricter que asignamos a las preguntas en
las gue uha letra os empleada coma "variable" gQue actia para
atra letra.

IN. Diremos que tienen este caridcter aguellas
preguntas en las que la letra es usada como "incognita" de

valor dnico a calcular.
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- Los siguientes son garacteres de enunciado.

LEN. Asighamos este cardcter a las preguntas
preparadas  con un enunciado en “lengua materna", es decir,

frases de uso habitual.

LY. Decimos que tienen este caracter las
preguntas presentadas con un ehunciade en el gue intervienen
expresiocnes simbélicas o relaciones con letras, que el

alumno dehe interpretar.

5. Diremos que tienen este cardcter las pre-—

guntas en cuyo enuhciado aparecen figuras o representaciones

grificas.
- Por iltimo tenemos los do$ caracteres de res-—-
pugsta.

NtM., Tienen este cardcter asignado aguellas

preguntas cuya respuesta debe ser uno o varios ntmeros.

5. Diremes que tienen este caracter aquellas
preguntas cuya respuesta deba ser esscrita mediante letras o

expresiones simbdlicas.

Con estos 12 “caracteres” y las 25 preguntas
formamos la "matriz a priori-2". El paquete de andlisis
SATITCF nos va a permitir hacer un estudio de ella v,
despuds, compararla con la matriz de Acierto ¥y Fracaso de

los alumnos.

La introducimos en el ordenador con el nombre de

CARPRE (Caracteres de las preguntas).
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Coms esta matriz ha sido confeccionada con los
"earacteres" elegidos por mi, el hecht de gue las preguntas
resulten coincidentes, o Muy préximas, en este anidlisis,
querra decir que estan ligadas por esos "caracteres” o gue,
segun 2508 "caracteres", las preguntas son semejantes vy

deberian ser contestadas de la misma forma por los alumnos.

Al estudiar después los datos estadisticos pro-
venientes de las respuestas de los alumnos, es decir de la
matriz Acierto y Fracaso, podemos encontrar gque estas pre-
guntas aparecen igualmente ligadas, lo cual querré decir que
la explicacidn que suponen nuestros "caracteres” es correc—
tal o, podria ser que las preguntas no aparecieran ligadas
del mismo modo, con lo que veriamos gque nuestros caracteres
no daban una buena explicacién para ese hecho y habria que

buscar ctra justificacidn para esas diferencias.

Comenzamos el analisis de la matriz.

111.2. ESTUDIO ACP DE LA MATRIZ A FRIORI.

Con este ACP vamos a estudiars

Primero.— lLas relaciones de dependenci a -]
independencia entre las preguntas. Es decir, las ligaduras
existentes entre ellas. Las preguntas son las "variables" en
2l andlisis estadistico. Estudieremos, por tanto, las rela-

ciones de dependesncia entre estas "variables”.
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Segundo.- Las relaciones existentes entre los
"caracteres" de las preguntas, gue son los *individuos" en
8l andlisis. Veremos si estos "car;:teres" son muy diferen-

tes entre si o son semejantes. Si se agrupan © son  muy

indapendiaentes,

De#spuds, con el AFC de la misma "matriz a

priori®, wvamos a analizary

Primerol En qué medida los “"caracteres" que
hemos elegido contribuyen a la formaciodn de los grupos de
preguntas.

Segundo! Cuidles son las ligaduras principales

entre los "caracteres"” y las preguntas.

Estag observaciones, sobre la "matriz a priori®,
tienen como objetivo el perfeccicnamiento de ésta a través
de posibles modificaciones, Por ejemplo, pueden ser eliaina-
dos algunos “caracteres", si se aprecia que resultan coinci-
dentes con otros, pues esto querria degir que iban a darncs
la misma informacidén gue agquellos y gue, por tanto, resultan

superfluos.

También, sobre las preguntas, pueden darse
situaciones semejantes con preguntas ceoincidentes (super-
puestas en 1os graficos). Dos preguntas resultan coinciden—

tes cuando tienen los mismos "caracteres”.

En este caso, ne siempre £6 acronsejable optar por
la eliminacidn de alguna pregunta, pues puede ser gue pare-

jas de ellas, coincidentes en el andlisis a priori, resulten
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luego distanciadas #n g1 estudipg de los datos de los
alumnos, vy @sto es interesante descubrirlo, pues indica que
la previgsion de “"caracteres" realizada no explica totalmente
los resultados experimentales. Lo gue conduce a la revisidn
de laos "caracterea" y a la biusqueda de oitros "caracteres"

explicativos posibles.

Vemos, Ppues, gque las aobservaciones sobre la
"matriz a priori” pueden ayudar a simplificar los cuestio—
narios demasiado amplioa, descubriendo preguntas coinciden-

tes gue pueden ser eliminadas.

Tambi én pueden ayudar a completar aquellos
cuestionarios en los que interese mayor diferenciacién entre
algunos “caracteres", arnadiendo preguntas gue representen

variacions#s o diferencias entre ellos.

fueden darse proximidades entre preguntas vy
caracteres.  Qué guiere decir Que una pregunta se encuentre

préxima a un “cardcter"” en log grdficos?

La explicacién a este hecho no es udnica. For
ejemplo, cuando un "caricter" se encuentra localizado en
pocas preguntas y, a su vez, alguna de esas preguntas tiene
pocas "caracteres"” asociados, &8 produce una casi identifi-
cacisdn del "caracter' con la pregunta y aparecen juntps en
el grafice.

El caso extremo Seria un “"caracter” que estuvie-
ra representado por una sola pregunta vy, a la wvez, esa

pregunta no reprasentara ningdn otro "caracter®, La pregunta
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y el '"caridcter" aparecerian identificados en todos loas
plancs. Las respuestas a esa pregunta identificarian a los

alumnos gue habian actuado segan sese “"cardcter®.

Ferpo esta situacién extrema no es frecuente. En
general tensmos ‘“caracteres” representados en varias pre-
guntas vy preguntas que representan a varios "caracteres",
con lo que se dan con mas frecuencia situacionegs de proximi-

dad que situaciones de identificacidn.

Empezamos por observar la importancia relativa
de los ejes leyendo la CONTRIBUCISN A LA VARIACISN TOTAL

(Grafico 2) que es la siguiente!?

Eje 1 Eje 2 Eje 3 Eje 4 Eje 5

28. 4% 23,.3% 15% 11.2% S.F%

Se wven dos primeros ejes importantes con una
contribucidn que, entre los dos, llega casi al 504 del
total. Después dos ejes, el terceroc y el cuarto, de meénar
importancia. Y, por fin, un guinto eje que, practicamente,
puede ser ignorado, pues 1o Qque nos dé como informacitn sera

casi irrelevante.

Observaremos por tanto las grdficas en las que
intervengan alguno de los cuatro primeros ejes, aunque dando
mas valor a la informacidn proveniente del primerc vy el

segunda.



NOMDRE 0€ VARIABLES PRISES EN COMPTE DAMS L ANMYSE : 25
NOMBRE TE VARTABLES SUPPLEMENTAIRES : 9

& eatitod

NOMBRE 0)'AXES DEMAADES : 3

ATTENTION @ Toute représentation plane est une isage déforsée et contractée du
nuaqe des points représantant les chservations. Les contributions
vous persetiront d'en juger,

STATISTIQUES ELEMENTAIRES

VARIARLES POYENNES ECARTS-TYPES
IE LA SERIE

E1l] 0.187 03577
LEY 0.417 0.4930
o 0367 0.3
1] 0.083 0.2764
LED 035 DATIE
DES 0,817 0.4930
i3} 0.353 0.4714
m 0.2% 0.4330
313 0.33 0.4714
Nz 0.5 0.4734
vay 0.417 0.4930
cap 0.553 0.4714
@3 0.167 (% rrid
0.250 0.4730

B2 6.3 04714
TR 0.5 04714
VA 0,167 (% 774)
v 0,167 03777
N 0.250 0,433
w 0.25 0.4330
083 0.417 0.4530
EE) 0,500 0.5000
B2 0,300 0.5000
0.417 0.4930

B4 0.250 0. 4330

CORRELATIONS

NU3

WiOLEL 0GR MR LE2 DES (BL INL O EXP B2 W2 DN NR I 082 TRE
Wil 1000
LEL -0.378 1,000
ORD -0.200 0.076 1.000
Wz <013 0. 0.674 1,000
LE2 -0.316 0% 0.426 1.000
DES ~0.378 U314 0,529 037 0478 1009

0Bl -0.316 0.ATB 0.1%8 0.426 0.62% 0,478 1,000

N 0758 -0, 6.8 0.52 0.000 -0.09% 0.000 1.000

EIP -0.316 0. 0.19 0,426 1.000 0.478 0,425 _M_‘ 1.000

12 0158 0120 0.1% 0.4 0.250 0.120 0.7 ¥ Béi.o.m 1.000
W2 ~0.378 0314 0.529 0,397 0.479 1000 0.478 0.478 0120

1
CAD 0.532 -0.27 0.158 -0,213 0175 0.120 =0.125 0.000 0.1 0,178 0,120 1
_1___%3?8-0203-015-0!!&-0378-0.316 0.258 -0.316 0.158 -0.378 0. &
10408 -0, 758 ~0.174 <0, M08 -0.488 0,408 0.355 0,408 0.408 -0.488 0.408 '0.773) 1.00¢
0& 'Esf-om-o.m “0,213 013 0.2 0.230 0.000 -0.125 ~0.[25 ~0. 0% 0.42F 0,432 &.408 1000
TR 0.1 0.478 -0.316 -0.213 0.75%0 0.120 0.750 -0.408 0.250 -0.175 0.120 0.250 0,158 0.000 0.2%0 1.000

VA3 <0.200 0.076 0,400 0,674 0.158 0.52% 0.1% 0.2 0,158 0.158 0.529 -0.316 -0.200 ~0.ZW -0.316 ~0.316 1.000

VAl



vk -0.200 0.074 G.400 0.474
Ive 0,259 -0.098 0.258 0,52
v3 [0, 779)-0,098 -0.258 0174
0.857 0.076 0,357
BE] 2.000 0.7 0,47 ),302
BEZ 0.000 0,507 <0.447 -0.302
BEZ ~0.778 0.657 -0.379 —0.255

083 ~0.

6E4 -0.258 0.293 -0.2%0 -0.174

I vJ
N 1,000
4l 0.til 4,000

83 gL

~

083 -0,098 =0.488 1.000

BEL =0.192 0.192 Q.i87 1.0
BE2 -0.192 0.192 0.1% "1.000 1,000
BEJ -0.488 -0.0%6 0.314 0,84
B4 -0.35 0111 -0.09% 0.5_77 0.577 0.083

DHGIMALISATION

1E LIGHE : VALEURS PROPRES (VARTANCES SLR LES AKES PRIMCIPALX)

0.158 0.529
2.000 0,078
0,900 -0,098
0.478 0,029
¢35 -0, 149
0,354 0. 167
0.478 -G.02¢
0408 0.279%

) &

{0,B45) 1,000

B4

1,000

GRAFICO 2
0,158 .13 0.329 -0,316 -0.200 ~0.758 -0, 114 =01 1,000 1.00
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1E COLONE : CORRELATIONS  ENTRE LES VARIABLES ET LES AYES PRINGIPAX

X CLDME @ CORRELATIONS AU CARRE
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ir rrelacion
Lag "variables”, como sabemos, som, en este
estudio, las Ereguntag. En nuestro casa hay 25 (Grafico 1),

DObservando el primer circulo de correlaciones,

(Grafico 3) que es el correspondiente al plano 1-Z, vemos

gue se presenta bastante bien, pues no nos interesa

qua haya

muchas preguntas coincidentes y se obseérva cierta especiali-

zacidn en las preguntas Sin ser excesiva.

Se perfilan tres grupos de preguntas,
proximidad marca la relacidn entre ellas!?
I=~ grupo: EXP, GEl, GEZ, GEI, GE4 LE!, LEZ,
y TRE.
\

i18 grupo: CAD, INi,INZ, IN3S, IN4, NU1, NU3,

I1I=~ grupo: DES, NUZ2, ORD, VA2, VAZ y VA4,

pues la
CBl, OB3
OBZ vy VJ.

Hay preqQuntas como GEI y GEZ o NUl y NU3 que se

sitdian exactamente en el mismo punto del plano,

indica que estan completamente ligadas por nuestros

lo cual

"carac-

teres"; que estudiando estas preguntas no podremos esperar

ver diferencias entre ellos, porque una pregunta es tomo un

refuerzo de la ctra y proporcionan, por tanto,

informacion.

Que estas preguntas poseen los mismos

la misma

"carac-—

teres" o muy parecidos, Se puede comprobar en la "matriz a

priori-2" en la que s ven las preguntas y sus "caracteres".
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Las preguntas que se identifican en el plano 1-2 del AFC, y
que tienen exactamente los mismos "caracteres" son las

siguientes:

Preguntas Caracteres (coincidentes}
DES y VAZ VAP,C,VARLI v §

GE1 y BE2 VAP, NP, DEF,G,NUM v 5

IN1 e IN4 INGLI v NUM

LE2 y EXP VAR, NP, LT v §

NUL y NU3 LEN y NUM

VA3 y VA4 VAR y LI

Ademds de éstas, las preguntas 0B2 vy VI se
encuentran superpuestas en plano 1-4 (Grafico S), pero no #n
los otros, y es porque tienen tres "caracteres” coincidentes

¥ URo no.

En el I= grupo se ven otras ligaduras menores
como la que une a OBl y OB3. Se ve una proximidad, 1o que
indica que estdn un poce ligadas, pero no una coincidencia,
como entre GE1 y GE2. Ademds, esta proximidad no se mantiene

en los siguientes planos.

Los “caracteres” elegidos discrimiman relativa-
mente bien a las preguntas, puas se ve que producen una

dispersion bastante clara de éstas.

En la gréfica siguiente, correspondiente al
plano 1-3 (Gr&fice 4), vemos que, respecto al gje 3, el
vertical, no sp produce esa diferenciarcidn, pues las

preguntas se gncuentran reunidas en el semicirculg inferior.
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GRAFICQ 5
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Sin embarge, en =21 plano correspondients a los ejes 1-4
(Brafico %), wvuelve a verse la separacitn pues se distri-

buyen bien por el circulo.

111.2.2. £5STUDIO DE LDS "CARACTERES® (INDIVIDUOS)

Los llamados "individuos", en @l an&lisis a
priori, son los "caracteres" que yo he elegido egtudiar, y

son 12.

Eastus ‘"caracteres" son también las filas de la

MATRIZ A PRIORI-Z.

En este estudio de los individuos, en el andli-
uis estadistico ACP de la matriz a priori, vamos a ver sij
los '"caracteres" estdn suficientemente separados como para

ser analizados con nitidez.

Lo primerc que observamos, satisfactoriamente,
&8 gue no existen "caracteres® coincidentes. Esto quiere
decir gque los "caracteres" estdn definidos sobre distintas
preguntas. De todas formas, vamos a analizar las proxi-

midades.
Veamos primero los "caracteres" por clases.

En el plano 1-2 del estudio de individuos
iGrafico &) apreciamos que los primeros caracterest VAP, NP,
DEP y OP, los gque marcan los errores, estdn reunidos por las
preguntas, formande un conjunto con los "caracteres" "G" y

"S"., Esto quiere decir gque no hay mucha$ preguntas diferen-=
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ciadoras y preparadas para poder revelar un error separada-

mente de otro.

De todos modos se aprecia una diferencia. £n la
representacidn del plano 1-3 (Grafico 7) y en la del plano
1-4 {Grafico 8) se encuentran OF v VAP bastante sgparadas,

pero DEP y NP contintan estando muy préximas.

También el cardcter QP estd un poco mas separado
que los otros, pero no supone suficlente distancia como para
independizarse del conjunto. Estos cuatrt Caracteres se
encuentran tan préximos que hace suponer que =l estudio de
los resultados de los alumnos, en la forma tradicional
Acierto Fracaso, mo nos dard una inmformacion relevante sobre
cada uno de ios= errores. E£ste estudio deberd hacerse con un
analisis de los comportamientos de los alumnos y na

solamente del Acierto Fracaso.

Decimos que las preguntas “ligan” estos “carac-
teres”, lo gue por otra parte es légico, va gue se trata de
tipos de errores Qque, en genaral, se producen sobrea un tipo

de preguntas semejante.

Sucede lo mismo con los “"caracteres de interpre-
tacidén correcta": “C", “VAR® e V"IN" que s& encuentran
formando un conjunto que nos permite decir que estdn ligados

por las preguntas.

lLos “"caracteres de enunciado” "LEN", "LI" y "G",

sin embargo, se encuentran muy distanciados, formandg un
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amplio triangulo)] es decir que las praguntas separan muy
bien el tipo de enunciado! en lengua materna, en lengua
literal o en lengua grafica. Tendremos en cuenta esto cuando
saguemos conclusiones spbre los enpunciados, porgue podrembs

darles mucho valor.

También los “caracteres de respuesta” S vy
“NUMY se encuentran bien separados por las preguntas, como
se aprecia en los grificos 1-2 y 1-3. Inclusc en el plano

1—-4 quedan diametralmente opuestos.

Estudiando los "caracteres" en su conjunto,
pueden observarse en el plano 1-2 (Griflco 6} y en los

planos 1-3 y 2-3 (Grafico 7), tres grupost

1®c Grupod VAP, DEF, NP, OF G y S.
22 Brupef IN, LEN y NUM.

I#s Grupo? C, VAR y LI.

que resultan asi ligados por las preguntas.

Vamos a pasar a ver &l AnAlisis Factorial de

Correspondencias, AFC, de la matriz a priori,

I111.3. ESTUDIO AFC DE LA MATRIZ A PRIORI

En este analisis veremos la proximidad entre los
caracteres y las preguntas. Este analisis "a priori” permite
saber a qué preguntas estan ligados los caracteres, de
manera general, vy, después, se observa para comprobar si

estas ligaduras se mantienen, o no, en las indicaciones
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hechas scbre los alumnos.

Un cuestionario es 6ptimo cuando los “caracieres
a priori" sgparan al maximo las pregumntas, porque en esg
caso, al obgervar los ejes, éstos se encuentran determinados

por los caracteres que les corresponden.

Se puede dar el caso de que algunas preguntas
aparezcan “"ligadas* por los caracteres que hemos elegido
estudiar. ,Qué puede pasar al estudiar los resultados de los

alumnos?.

Puede ser gue esas "ligaduras" se traduzcan en
otras ligaduras o que no., Si al egstudiar la matriz de 1la
experienctia con !os alumnos aparecen las mismas "ljigadwas",
querrd decir que los "caracteres" elegidos por nosotros son
una buena explicacién para los hechos revelados por la

experiencia.

For el contrario, si esas ligaduras aa aparecen,
querrd decir que la experimentacidén no confirma el estudio a
priori y habrd que buscar nuevos "caracteres” explicativeos y
quizd rechazar alguno de los “rcaracteress a prieri”. En
cualgquier caso nos servira para saber si la explicacién que

habiamos dado a través de los "caracteres”" es vilida o no.

A veces las ligaduras, aungue se mantengan, no
se¢ pueden tener en cuenta porque aparecen en &@jes de inercia
baja, e8 decir en planos de proyeccidn de poca importancia.
En este caso diremos que nuestro caracter no actia o no eas

buena explicacion para lo que sucede.
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Otras veces aparecen 8s5tas ligaduras sobre el
eje principal y, en este caso, gquiere decir gue el caracter

macogido por nosotros es realmente activo.

Cuando al analizar los resultados de la matriz
de 1los alumnos, ésos no coinciden con lo que seria espera-
ble, por las conciusiones obtenidas de l1a “matriz a priori”,
guiere decir, como ya hemos observado, que los "caracteras”
ho  resultan una explicacieén satisfactoria para todo lo gue
sucede y, entpnces, debemos estudiar las preguntas con cui-
dado, tratando de encuntrar otros posibles caracteres expli-~
cativos., Estos seran llamados "caracteres a posteriori”,
pues es el estudio a posteriori el que los hace emerger como
uma explicacién de las "ligaduras", o distanciamientos
surgidoes de la realidad contingente y recogides err la matriz
de 1lps alumnos. Hablaremos de estos "caracteres" en el

estudio AFC de la matriz Rcierto Fracaso.

Comenzaremos por observar los valores de inercia
que comportan cada upo de los @jes, para saber la importan-—
cia relativa gue cada uno de ellos tiene en el andlisis.

La inercia gue ocbservamos es la siguiente
(Grdfico 91

Eje 1 Eje 2 Eje 3 Eja 4 Eje 5

25, 6% 23.3% 14.8% 10.8% 7.0%

Entre los dos primeros ejes llegan casi al S0%.

Esto muestra que hay agrupamiento entre algunas preguntas,
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loa que ya habjiamos observado. Tambieén muestra que los dos
primercs @jes sSe destacan en importancia respecto a los
ctros, ya que, en el tercerog, la inercia se reduce casi a la

mitad que en ellos, y el cuarto menos de la mitad.

Estudiando el primer plang principal, el plana
1-2 (Grafico 10) se observa que los caracteres y las pregun—
tas a las que se encuentran ligados se agrupan en tres

zonas.

Llamaremoz GBI, GII y GIII a las agrupamientos
que aparecen.

El grupo GI esta formado por?

{os caracteres VaF,NP,DEP,0P,G vy S.

Las preguntas EXP,GE1,BEE2,GE3,GE4,LEL,LEZ2,0R1,0B3 y TRE.

£l grupo BII estd formado por:

Los caracteres IN,LEN y NUM.

Las preguntas CAD,IN1,IN2, IN3,IN4,NUL1,NUZ,0B2 y VJ.
El grupo GIII estd formado por:
l.os caracteres C,LI vy VAR.

tas preguntas DES,NU2,0RD,VAZ2,VAI y VA4,

En el grupo III tenemos una situacidén de casi
identificacidn de un "Caracter" y dos preguntas: el

"cardcter” VAR y las preguntas VAI y VA4,

Fara investigar sobre este posicionamiento vamos
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a ver la "matriz a priori-2". Se ve gue VYAY {y su pregunta
coincidente VA4) sclament@ se asocian a los "caracteres" VAR
y LI, de modo gque van a estar fuertemente atraidas por
elltos. Por otra parte, el “"cardcter” VAR solamente se
encuentra en cuatro preguntas?! DES, VA2, VAT y VA4 y, como
consecuencia, se identifica con ellas también de manera
fuerte. Diremos gue s mids atrayente para esas preguntas gue
el "caracter” LI. Esto justifica la proximidad entre el

"vardcter” VAR y las preguntas VAZ y VA4,

Las preguntas DES y VA2 son también coincidentes
en sus "caracteras”, 1o que hace que aparezcan superpuestas
en los graficos, perc se alejan del "caracter" VAR, pues los
otrog "caractergs" que poseen (C,LI,S5 y VAFP) las atraen
hacia sus posaitiones] sobre todo los mds alejados de VAR,

que son S y VAP y que tiran de ellas hacia arriba.

Vamos a ver ahora los resultados gque se obtienen

de la experiencia estudiando Ia matriz Acierto Fracaso.

111.4. ESTUDIO ACP DE LA MATRIZ ACIERTO/FRACASO

Esta matriz, que hemos llamado matriz gXITO,
incluye 194 alumnos y 25 preguntas. Sobre el analisis los
alumnas son denominados "individuos" y las preguntas son las

"variables".

Driginalmente 108 alumnos eran 196, pero han

quedado reducidos a2 194 en este estudip, pues dog de ellas
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(el n2 1& y el n2? F4) habian tenido todo "ceros" en la fila
correspondiente de la matriz, lo cual ne permitia aplicar el
analisis estadistico, pues el programa no admite esta
circunstancia. Después de la eliminacién, el programa re-

numera, automaticamente, los alumnos restantes.

1I1.4.1. INDIVIDUOS SUPLEMENTARIOS

FPara que el estudioc sea mds fructi fero se usa un

dispositivo del programa estadistico que conmsiste en situar

en los graficos a los alumnos suplementarios.

Eatos alumnos suplementarigs representan, en el

andlisis, a unos alumnos imaginarios gque hubieran respondido
de una determinada manera. Por ejemplo, se puede crear un
alumno suplementario que hayva respondido biesn a2 todas 1as
preguntas, Este alumno tendra un "1" de acierto en todas las
casillas, vy, con su colocacidn en el grafico, marcard la
posicidn del éxito. En nuestro anmdlisis hemos creado un
alumno suplementario para cada uno de los "caracteres" que

vamos a estudiar en las preguntas.

Cada uno de ellos, tiene un "1" Ben lag casillas
correspondientes a las preguntas que lo tienen como “carac-
ter". El conjunto dae todos @llos ya sabemos que forma la
"matriz a priori-2", que llamamos matriz CARPRE. Esta matriz
se afiade como "suplementaria” a la matriz #XIT0O para hacer

el andlisis ACP y el analisis AFC.

En estos andlisis, e8] propic programa rnombra los
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GEA 0.29% 0273 0341 0,170 1.325 0.08 1.000
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"earacteres”, automaticamente, como S1, S22, ...., y hasta
12 en nuestro caso, vy los situa, con el reste de los
2lumnos, en las graficas. Sirven asi como punhtos de referen-

zia para el estudio.

La correspondencia de la nomenclatura de azlumnos
zuplementarios (S.), gque hace el preograma, cen los naombres

que tenian los "caracteres”, es la siguiente?

S, VAP Sm c Se LI
Sz NP Se VAR Sio G
Sx DEP 5- N Saa NUM
S oF Se LEN Si=z S

111.4.2. ESTUDIO ACP

Observamos, gpara empezar, en la pagina corres-
pondiente a la DIABONALIZACI&N (Grafico 13), los valores que
marcan la contribuciton de los ajes a la variacisn total, lo
que determina la importancia que va a temer ctada une de esos
ejes.

Se chserva gque hay un primer eje muy importante,
puss estd marcado con un 24% del taotal, mientras que 1los
siguientes ge rebajan vya a &.5%, 5.%%4, S5.2% y 4.8%, que,
comparandes con el primera, supone una reduccidn grande. Esto
quiere decir gque las observaciones, referidas al primer eje,
que podamos hacer, tendran mucha importancia vy, sin embargo,
las conclusiones que se puedan obtener, referidas a los

ctros ejes, tendran muy poca.
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GRAEVLS 43

DIAGONAL TSATTON

IE LIGNE ; VALELRS PROPRES (VARIAWCES SUR LES ARES PRINCIPAUKY
ZF LIGHE : CONTRIBUTION & LA VARIATION TOTALE {POURCENTAGES EXPLIWES PAR LES MNES PRINCIPAUX)

53,9907 1.6369 1,583 1.7901 1.1532
H.01% 6.51 PR 521 B

VECTEURS PROPRES (COEFFICIENTS DES VARIABLES CENTREES REDUITES DA L'EQUATION LISEAIRE DES AYES PRINCIFAUX)

Ny 00385 8,720 5184 4.2048 -0, 1447
LEl  0.22% 9.0824 0.3845 0.0 -0, 232
WD 0.1 -0.0143 0,3858 0.2798 0.2269
N2 0.1815 0.2958 ~0.005% 0.2188 -0.0558
82 07767 -0.06%2 -4.0187 -1.0731 -4,1997
DES  0.1931 -0, 0413 0.2763 ~0.225 9.313)
Bt 0.2221 -0.1927 -0, 0405 0,226 0. 1500
0.3 9.1281 ~0, 0404 .2305 0.079%9
EP 02360 0,0034 0.1772 <0, 1892 0.1374
e 0.1,z -0.2841 -0.1773 0.2118 0.2265
Y2 A0S 0,738 0,003 0, 0899 0, 2040
A 0.2 0.1187 ~0.0507 -0,0173 -0.50%
NI 0,2204 0,1427 -0, 6648 0.187% =0.0783
I 0,114 0.3083 -0, 2560 0.0922 -0, 1800
0B 0.1240 0.07% .30 01254 0.1453
TRE  0.23% 0.0106 0,033 0. 0540 0. 1204
VAT 06,2284 -0.0473 0.014% -0, 1459 -0,13%3
VR 0,197 0,079 $.2068 0,187 0.09%
NG Dis17 0,242¢ -0.1189 -0,4104 ‘0,229
VI 0,195 0.0228 -9,0339 ~0.4261 0.2272
UBT  0.206% -0,1305 -0,15% 0.2018 o170
GEl  0.748 -0, 4449 -0,00% 0.1218 0,162
BE2 0.2433 -0, 4584 -0, 0463 0.0498 0, 1405
B3 0.2283 0,0245 -0, 1855 -0.2542 . 2289

oY 07638 0.0073 -0.0486 0,103 0. 1010
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r o rrela ne

Mirando en los dos primeros planos de los
circules de corrslaciones (Graficos 13 y 15), observamos que
hay una cgierta uniformidad entre las preguntas pues todas

ellas se encuentran en la parte derecha del eje horizontal.

Tomando como referencia este @je horizontal, gque
es el eje 1, destaca un poco la pregunta NUI, que se sitda
mas al centro del plano que las demds, vy algo =separada del
resto. Por el lado derecho, las prequntas situadas mas al

extremo son GE4 y LE2.

Estas situaciones extremas respecto al eje 1,
nos indican gue son preguntas originales respecto al
tenjunto. Como estas posicionegs las estamos gstudiando en el
andlisis ACP de la matriz &XITO, que es la matriz de 1la
experimentacidén, ys por tantp, estan determinadas por las
respuestas de lws alumnos, quiere decir gque estas preguntas
son respondidas de modo especial por los alumnos, bien por
la cantidad de alumnos que las responden o, porgue los
alumnos que responden éstas, no responden a la maytria de

las preguntas, o a la inversa.

Trataremos de distinguir en qué consiste la
"epspecialidad” de estas preguntas continuando con nuestro

estudio.
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GRAFICO i5
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Estudiag de "indjvidups®

La segunda parte de este andlisis consiste en el
estudio de los "individues", gque son los alumnos. Los grafi-
oS muestran la posicidon 2n que dquedan los alumhow segun sus
raspuestias (Griaficos 16 y 17}, Cuando dos alumnos, represen—
tados por ==u numeroc de orden, coinciden, y uno esta oculto
por 21 otro, quiere decir gue sus respueétas son  de  1las

mismas caracteristicas.

Las posiciones pronimas indican respuestas
seme jantes.

En estos planes guedan situados los  aluypnos
suplenasntarios comq alumnos Que hubieran respondido
solamente a aguellas preguntas en las que figura un 1% en

la "matriz a priori-2".

En el estudio de la matriz a priori habiamos
wvisto que ze formaban tres grupos de "raracteres”. Estos
"naracteres” son aqui los alumnos suplementaricos. Vamos a
ver si en laos graficos 16 y 17 guedan definideos 2595 mismos
grupos.

Los grupos de "caracteres" de los grdficos & vy 7

con 1a nueva rnomenclatura de alumnhos suplementarios gquedan:

1=~ GBrupotl 5,,5z;5z,54,5ic ¥ Siz
28 Grupo! S-y5a ¥ 51

T*” Grupo?! So,S5e4 Y Se

Estas tres grupes se aprecian separades en el

grafico 17, EI primer grupo en upa franja casi horizontal.
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£1 szegunde grupo en 2] cuadrante inferior izgquierdo. El
tercer grupo on la parte superior del plano grafice. Como
este plana tiene el eja 5 como zje vertical diremos gue aste

ojie T discrimina Yot tres grupos.

En @1 grafico té&, que representa al plana 1-2,
se aprecia la separacidn muy clara del primer grupo en la
parte inferior, y del zegundo grupe en el cuadrante superior
izguierde, perc el grupo tercera gqueda poco difersanciado
pues g2l elemento Se s& separa campletamente de los otros dos

de su grupo,

Esta separacidn de leos alumnos supl 2 i en
los mismos grupos que habiamcs visto en el andlisis de 1la
matriz a priori mos confirma que el planteamientn de
"caracteres” que hemos hecho en aqueila matriz tieme sentido
de  acuerdo -—on la realidad de los alumnos pues se  confirma
n la matriz =XITO ‘9 matrizr Acierto/Fracaso) gQue es la

matriz ge los resultados de los alumnos.

111.%5. ESTUDIO AFC DE LA MATRIZ ACIERTO/FRACASO.

Ya hemos dicho en el ACP que esta matriz ha sido
llamada 2XITO, y que cemprende 194 alumnos en las "lineas”,
gue el Andlisis Factorial llama "observaciones”, y 25 pre-

guntas en las "columnas”, que 2] Analisis llama "variablesg®.

Al igwal jue en el ACP, se afRade !la “matriz a
priori" que se introduce como "observaciones suplementarias™

con 2l nombre de matriz CARPRE. Los "caracteres" salen en
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los graficos rnumerados automaticamente como 51,82,..., hasta
S12 en nuestro caso. Los conocemos como "alumnos suplementa-
rios” y el AnAdlisis Factorial los sitta, coma el resto de
log alumnos, sobre los planos graficos, pero no los tiene en
cuenta a la hora de calcular la inercia, las medias, las

desviaciones tipicas eotc.

Ya hemos dicho en el apartado anterior gue al
quedar situadaos sobre las graficas nos ayudan i interpretar

el andlisis, pues sirven como puntos de referencia.

Frimero, vamos a ver las caracteristicas gene-
rales. E] porcentaje de inercia explicado por cada uno de

los ejes (Griafico 18). Nos encontramos con?

Eje 1 Eje 2 Eje 3 Eje 4 Eje 5

10 % 7.9 % 5.7 % 65 % & %

El primer eje, que es el mds importante, tiena
uwn 10% de inercia. Para valorar un poco su  importancia
pensemos gue, teniendo 25 variables como tenemdos, si todas
tuvieran el mismeo porcentaje de inercia, habria um 4% por
variable., El 10% del primer eje equivale a dos veces y madia
el porcentaje de cada una de las preguntas. E% poco impor-—
tante.

Soh necesarios 1o tres primerocs ejfs  para
alcanzar una contribucidén acumulada del 24.46 . Esto quiere
decir gQue vamts a encontrar peguefras explicaciones, pero no
una explicacidn fuerte y dnica de todos los fendmenes que

observemos.
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111.%.1. ACIERTD Y FRACASO.

§i cierto aspecto a estudiar, representado  por
un “cardcter"” elegido, estd incluide en preguntas faciles Q
otro aspecto a estudiar lo estd en preguntas dificiles, esta
condicitn (Facil, dificil)y puede enmascarar los verdaderos
resul tados. Por esg hace falta obhservar el acierta y el

fracaso que, a menudo, aparecen representados a lo largo de

un eje que denominaremos gie acierto-fracasg.

Antes de mirar los planos del AFC vamos a3
identificar las preguntas mejor y peor respondidas., Para eso
miramogs en el ACP de la matriz eXITO (Grafico 12) y observa-
mos las “"medias" que nos indican los indices de déxito de
cada una de las preguntas. Multiplicindolos por 100 tenemos

"el porcentaje de aciertos” a cada una de ellas.

Las preguntas PEOR contestadas seran las que
marcaran la direccion del ERROR y las MEJOR contestadas la

direccidn del ACIERTO.

Las preguntas PEOR contestadas sond

Pregunta Media % aciertos
DES 0.103 10.3 %
[w)=ped 0.108 10.8 X
ING C, 180 18 %

VA4 0.201 20.1 5%

ORD 0.278 27.8 %
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GRAFICO I8

BXE. 3 AE 4
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Y las preguntas MEJDR contestadas sont

Pregunta Media % aciertos
NU2 0.789 7B.9 %
NUZ 0.732 73.2 %
NU1L 0.4B6 &8. 56 %
B3 0.675 e7.5 %

Con estos resultados vamos al plano 1-2 del AFC
(Grafico 200 y localizamos dénde estdn el Acierto y el
Error. Es frecuente encontrarlos en oposicién respecto al

origen formando un eje acierto fracaso.

Tomamos las tres primeras preguntas de cada
serie y localizamos esas seis preguntas viendo que, efecti-
vamente, marcan un @je oblicuo de]l segundo al cuarto cua-
drante, gue tiene la direccidn del Acierta en el 22 cuadran-

te vy la direccion del Error en el 42 cuadrante,

ia pregunta DES junto con IN4 y OBZ2 serala un
frente en la direccién del Error y la pregunta NUL  seRala

el ptro extremo en la direccidn del Acierto.

Observando la gregunta [RD vemos que, respecto a
este eje, =2 presenta en una posicién intermedia. Cabe
gsperar para ella un nivel de aciertos del 50%  aproximada-
mente. Lo miramos en la tabla de la pagina anterior y encon-
tramos 27.8%, que es mucho mds bajo de lo que esperibamos.

Esto nos hace pensar que hay mas de una direcCidén de error.
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Pasamos al plano siguiente, plano {-3 (Grafico
21} y vemos que las preguntas PEOR respondidas, gque san DES
y OB2, sefalan dos direccicones de error. La direccién de la
pregunta DES, casi en la bhisectriz del primer cuadrante, se
ve reforzada por la posicién de las preguntas VA4 e IN4 gue

son tambidn de las PEOR respondidas del cuestionario.

- 3i miramos en gl Erafi?a 22 veremos, en el plano
2-3, que las preguntas DES y OB2 se encuentran sorprendente-
mente® opuestas respecto al eje 3, pero no vamos a conceder
importancia a este posicionamiento, pues los ejes 2 y 3
tienen soclamente un 7.9% y un &.7% de contribucién a la
inercia total, lo cual nos indica gqua las observaciones

surgidas sobre ellos no son muy importantes.

Este eje Acierto Fracaso se encuentra {fuerte-
mente ligade al eje | como se observa en el Grafice 20. El

Error del lado positivo y el Acierto del lada negativo.

I11.5.2, CARACTERES A POSTERIORI

Durante e! estudio del Andlisis Factorial de
Correspondencias surgen, en algunas ocasiones, posiciona-
mientos de las preguntas o de lps "caracteres" que no tienen

una justificacidon en el andlisis a priori.

Al  intentar buscar una explicacién a gsos posi-
cionamientos, aparecen, como posibles, nuevow “caracteres®,
diferentes de los "caracteres a priori”, que Ilamaremos

"caracteres a posteriori", porque su aparicién se produce
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después y coma consecuencia del Andlisis Factorial.

Estos ‘“caracteres a pDstgriori® supohen una
posibilidad de explicacidén de los hechos encontrados a
través del Analisis Factorial, €a la aparicién de esos
hechaos la gue exige que encontremgs una explicaci én
didictica, que @s la que se intenta a través de esos nuevas

"caracteres a posteriaori”,

Para comprobar su validez, estos "caracteres a
posteriori” se incorporan a los que ya teniamos, formando
una nueva matriz a priori, Yy, a continuacidn, se hacen
nueévos andlisis de esa matriz a priori y de la matriz de los
datos experimentales, la que hemos Illamado =£XITO. Leos
alumnos suplementarios, que se araden ahora, incluyen todos
lgs “caracteres’ gque tenemos, que son 1os "a priori" vy los
"a posteriori® y con esos andlisis se prosigue la investi-

gacidn.

En esta linea de buscar ewplicaciones para
situaciones surgidas del Anadlisis Factorial, vamos & indagar
sobre las razaones que provocan el bajo nivel de aciertos de
la pregunta DES, gque es la peor respondida. Se trata de la

pregunta 42 del cuestionario:
":1Rué puedes decir de "p” si p=3gq+7 y q<4&?*

Hago notar que es la unica pregunta em la que se
incluye, junto con las letras, una desigualdad. Las des-

igualdades se trabajan muy poco en los ejercicios de clase
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en estas edades, por 1o que es esperable gque cause extrafeza
en 1los alumnos y que ésta influya en las posibilidades de

resolucidn.

Esto nos hace pensar que se podria considerar la
“familiaridad escolar” como un "cardcter a posteriori”,
ademds de los ya descritos. Las preguntas se podrian clasi-
ficar en "familiares" o "mo-familiares", segan la exparien-

cia de clase gue hayan pasado los alumnos.

Este "cardcter” pertenece a los “caracteres a
posteriori", pues es el andlisis de los resultados el que
hace surgir su posibilidad. El1 Andlisis Factorial de Corres-
pondencias se convierte, asi, en una fuente de sugerencias
que se deben estudiar con detenimiento para no desaprovechar

las gportunidades de estudio que surgen.

Es importante hacer un tratamiento rigureoso de
nuestras opiniones "a priori*, vertidas en los "caracteres a
priori*, perao debemos estar atentos a 1las posibilidades
nuevas que surjan del Andlisis, pues esto enriquece nuestra

visién previa.

Vamos a continuar investigando sobre la "fami-
liaridad escolar™, para ver si es un "caracter" explicativo

de la situaciénm descubierta.

Las preguntas que s® Qponen a DES en el plano

1-2 que estamos estudiando (Graflico 20) son NU1, IN3I y NUZ.

NUlT es la pregunta que pide "sumar 2" y "multi-
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plicar por 3" dos numeros. Se trata de operaciones entre
ndmernos que, efectivamente, son "familiares" egscolarmente

habl ando.

IN3 se trata de la preguntat

"El doble de un numero mads su mitad 3 jgual a 20.

JSabes cuidl es ese numero?”

Tambi#¢n se trata de una pregunta con enunciado
habitual al alumno, en la farma materpa (LEN). Con una
inceégnita a calcular (IN}) vy en la que la respuesta pedida es
un  namero (NUM}., Podemos decir que estos tres "caracteres”

son "familiares”, en términos de ensefan-a, a este nivel.

NUZ2 es la pregunta 52, Aungue el enunciadao es de
tipo literal (LI) se trata de expresicnes con igualdades,
sumas y diferencias, que también son "familiares” en el aula
a gste nivel. Ademds la respuesta pedida es numérica (NUM),

que es la mas frecuente y habitual para los alumnos,

Por el extremo de la pregunta DES ten&mos
también a OB2, IN4 y VJ. Vamos a seguir investigando este
nuevo "cardcter” de la "familiaridad escolar", para ver si
su falta encaja con la mala respuesta dada a estas

preguntas,

Tanto 0B2 (pregunta 152) coma VJ {(pregunta 212)
son preguntas en las que es necesarip escribir una expresién
simbélica ¢come respuesta. Esto, efectivamente, fo es habi-

tual en términos escolares. Lo “familiar™, en estos térmi-
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nos, seria dar una expresién simbélica y pedir un calculo
que terminase con un resdltado numérico. Parece pues gque
este nuevo "caracter” da una explicacidén para estos fra-
casos.

La pregunta IN4 (n2 19 en el cuestionaric) es
también una pregunta inhabitual, pues, aunque el resultacdo
pedido sea numérico (NUM), la forma de llegar a obtenerlo no
s& hasa en el calcula, sinog &n un razeonamiento fundado en la
estructura de la ecuacidén y en el concepto de "solucidn® de

una ecuacién.

I1I.5.3. ESTUDIC DE LOS EJES

En el Brafico 20 podemos observar gue e} eje 1,
que 8 el horizontal viene definide por el grupo de "carac-
teres": S, (VAP), 8z (NP}, Ss (DEP), B8a (OF), 85,6 (B) Y
Siz (5), gue hemos llamado grupe GI, ya que éstos se sitdan
en las posiciones extremas, a la derecha. Aparece como
intrusa, en este grupo I, la pregunta DES, que en ] andli-
sis "a pricri® estaba incluida en el grupo GIII (llamado G3

en el Grafico 1).

Hay nque segquir estudiando la posigién de esta
pregunta DES en otros planos, aunque 21 haherla encentrado
desplazada en éste, Qque es el principal, vya nos mueve a
observarla en particular, pues gquiere decir que los "tarac-
teres", con los que la hemos definido en la "matriz a
priori", no nos explican esta posicién en &l plano 1-2. La

seguiremus al estudiar las preguntas.
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El eje | =& sncuentra ligado fuertemente al eje
Acigrto Fracaso aunque no identificado con ¢l. E! Acierto

del lado negativo del aje I y el Fracaso del lado positivo.

El mje 2, que es &l vertical, vieng definido por
la pregunta ORD (pregunta 42 del cuestionaric) y por los
alumnos ©O&1 y ©O78 como se ve en la figura (Grafice 200,

Estos tres elementos marcan superiormente el eje 2,

La pregunta ORD se muestra como una pregunta
original pues, en el estudio "a priori", no se& sncentraba
aislada de las demds preguntas y, sin embargo, aqui aparece
con caracteristicas propias que la desmarcan del resto y que

nosotros no habiamos previsto.

En el plana 1-2 del AFC de la matriz a priori
(Gradfico 10) se encontraba situada en el grupo gque hemos
dencminado 63 junto con otras preguntas como VAZ, VA3 y VA4
y ligada a los “caracteres” LI{Ss), Ci(Sa’ y VAR(S.) pero en
el plano 1=-2 (Grafico 20) del AFC de la matriz #€XITO, que es
2l estudio de los alumnos, no stlo aparece separada de las
preguntas VAZ, VAS v VA4, sino que se encuentra gpuesta a
los ‘"caracteres" suplementarios VARISe), vy LI{Ss} y muy

alejada del C(Sa).

La situacién de la pregunta ORD, definiendo el
gje 2, se ve de nuevo confirmada en el grdfico del plano 2-3
(Grdfico 22) en el que el eje 2 es 21 horizontal y 1la
pregunta ORD gqueda situada en posicién extresa, a la

derecha. Peodemos observar también que los dos alumnos que
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"tiraban" del eje 2 se encuentran agqui, otra vez, fuerte-

mente ligados a esta pregunta.

Estos alumnos son el 041 (de B2 de EGE) y el 078
(de 12 de REM). Voy a estudiar las respuestas de ellos en el
andlisis descriptivo, para ver el por qué de esa ligadura.
Veo que son alumnos que han tenido un bajo nivel de respues-
tas (4 correctas de las 25 posibles) pero han respondido
biemn a la pregunta ORD gque, por otra parte, s Juna pregunta
que se encuentra respondida sélo por el 27.4% de los
alumnos. FPosiblemente por eso, en la grafica estan tan
préximos a la pregunta, porgue en @l conjunto de su
comportamiento, la respuesta positiva a la pregunta ORD,

tiene mucha importancia.

En el otro extremo de este eje = estd la
pregunta IN4 opuesta, por tanto, en el grafico, a la pre-
gunta ORD. Mirando el indice de aciertos en el apartado V.1
se pbseérva que la pregunta ORD tiene un 27.8% v la pregunta
IN4 un 18%. Ambas estan con un indice muy bajo, por tarta no
es el nivel de aciertos lo gue las opone. Debe existir un

"cardcter" que pueda explicar este posicionamiento.

El eje 2 estd definido por un ‘“"caracter", no
encontrado todavia, gque opone ORD a IN4 y que habra que

descubrir,

El eje 3 se puede analizar en el Grafico 21 y en
el Grafico 22 donde o% el eje vertical, vy se ve gue viene

definido por 1os “"caracteres" suplementarios VAR{(S.) y C(Sa)
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¥y un poco menos por LI(Se), que son los que forman &l grupo
G3 del Grafico 10. Se ve gue estos "caracteres” "tiran" de
las preguntas del mismo grupo! DES, NUZ, ORD, VAZ, VA3 y VA4
y se aprecian ahi dos preguntas intrusas, que son IN4 y VI,
ambbas del grupo G2. En esta parte d&l plano se entreme:zclan

lag prequntas del grupo G2 vy e1 grupo G3.

Estas dos preguntas ya hemos tenido ocasién de

observarlas al describir su posicién respecto al eje
Acierto Fracasao, con relacidn al "caracter a posteriori” de
la “familiaridad escolar”. Esto puede explicar su posicidn
fuera de 1o que esperdbamos con el estudic de los

“caracteres a priori®.

En la parte nhgaiiva, el eje 3 se encuentra
definido por e] "cardcter” OP (Ss4) y la pregunta 0DB2 gue,
por otra parte, es una de las peor respondidas. Tanto el
‘cardcter" como la pregunta tienen que ver con el que

Ilamamos error de la letra comd objeto.

ITI.S5.4. ESTUDIO DE LAS PREGUNTAS

Vamps a comparar las posiciones relativas de las
preguntas en los andlisis de la "matriz a priori® y sus
posiciones en el AFC de la matriz £XITD. Con esto comparamos
nuestro estudie "a priori® con el estudio de la realidad
experimental de los alumnos, ya que, como hemos dicho, la
matriz EXITO recoge las respuestas de los alumnos a las 25

preguntas.
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- Las preguntas NU1, NUZ y NU3Z protagonizan una
situacidn interesante, porgque no rasponden 3 la previsisn gue

habiamos hecho para ellas.

Las preguntas HNUI y NU3 estan ligadas (super-—
puestas)! en el Grafico 10 gque analiza "la matriz a priori" y
alejadas de la pregunta NUZ. Esto es, Qque segun nuestros
"caracteres a priori", las preguntas Nu1'Y NUZ son semejan—
tes y deberian ser regspondidas por el mismo tipo de alumnos,
mientras que la NU2 , al encontrarse separada de aguellas,

estd catalogada como una pregunta diferente.

Aqui, en el planc 1-2 (Grafico 21} del AFC de la
matri2 de los alumnos (matriz EXITO) se encuentran las tres
bastante proéximas, pero NUl y NU3 ya no aparecen tan
"ligadas®, pues no se encuentran superpuestas. Esto quiere
decir que los "caracteres" ¢cn los que las hemos identifica-

do en la “"matriz a priori" no som significativos aqui.

- Las preguntas IN! & IN4 tambieén sufren un

desplazamiento respecto de sus posiciones "a priori'.

La posicitn relativa de las preguntas IN1 e IN4
tambia, puesto gque se encuentran superpuestas en todo el
astudia da la “matriz a priori", tanto en el ACP como en el
AFC y en todos los planos de ambos andlisis, lo cual se
interpreta diciendo gque las dos preguntas estan "ligadas®
por los "caracteres" escogidos. S5in embargo, al estudiar el
AFC de la patriz proveniente de las respuestas oe 105

alumnos (matriz £XITO), las encontramos muy separadas. En el



443

primer plano 1-2 (Grafice 207, se sitdan con las coordenadas

(Grafico 19):

Coordenadas
Ejsa 1 Eje 2
IN1 ~0.100 -0.020
INS 0.181 =-3.901

que producen la posicidén del grafico, en la gque IN1 esta
casi en el oprigen de los 2jes mientras gque IN4 se encuentra
en el cuarto cuadrante, en una posicidn de las mas bajas de

la representacidén.

Esta distanciacidn se confirma emn los planos 1-3
(Grafico 2I1) y (-4 (Grafica 23) con la posicidn de IN{ en el
tercer cuadrante, mientras IN4 se encuentra en el primero,
como vemos que corresponde segun las coordenadas de ambas

preguntas (GBrafico 19}):

Coordenadas
Eje 1 Eje 3 Eja 4
IN1 -0Q. 100 -0.195 =-0.038
INg D.181 Q.328 0.588

Quiere esto decir que estas preguntas no  estan
"ligadas" por 1os alumnos, puUss en ese asoC aparecerian
proximas; asi gue deberemos explicar esta separacién por
alguna razdn distinta de la explicacién de los "caracteres"

que khabiamos buscado en la "matriz a priori®.

- Las preguntas LEl ,LE2 y EXP responden en el

AFC del plano experimental a las expectativas gue teniamos
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segdn nuestro planteamiento "a priori'.

Las preguntas LEZ2 y EXP se encontrathan super-
puestas en el analisis "a priori" vy muy préximas a la
pregunta LEl. Se apreciaba esta posicién en el plano 1-2
(Grafico 3) vy en el plano 1-3 (Grafico 4) del ACP; vy en el
plana 1-2 (Gr4afico 10) v en el plano -3 (Grafico 11) del
AFC. Incluso, en este ultimo, se ancontraban superpuestas

las tres., Es decir se encontraban claramente "ligadas".

Cuando , ton la matriz eXITO, paso al estudio de
los alumnos, encuentro confirmada 1la situwacién de
"ligadura", pues, aungue LE2Z y EXF no se encuentren super-
puestas, lo cual seria muy dificil teniendo &n cuenta que el
volumen de individuos es de 194, se encuentran muy préximas
en los planns principales! plamo 1-2 (Grafico 20! y plang 1-

3 (Brafico 21) del AFC de la matriz £XITO.

Para estas preguntas resulta eficaz nuestra
previsién de "caracteres”. Decimos que nuestroas "caracteres
a priori” son una buena explicacion para lo que sucede en la

experiencia con estas preguntas,

Estas preqguntas pertenecen al primer grupao de
los observados al estudiar la “"matriz a priori-2" vy
recordemos que este grupo se encuentra bien representado en
la experimentacion, por €80 no es de extragar que la
posicién de estas preguntas gque pertenecen al primer grupo
encuentren a su ver confirmada su posicidn con la

experimentacion.



- La pregunta DRD se nos muestra ouwy especial,
puss apargce aislada de las demas en =1 plamo 1-2 (Grafico
20%. Lo que llama la atencién ella es gue su posicien no era
egperada, va que en el estudio ACP de la "matriz a priori-2"
y en el AFC de la misma matriz (Grafico 10) se encontraba
relacionada con grupos de preguntas comg NU2, VAZ, DES, VA3
y VA4,

Esta posicién otorgada por la eleccién de
“caracteres” no se mantiene con los resultados de la experi-
mentacién, pues en este plano -2 (Grafico 20) la encontra-
mos aislada y lejana de VA3, VA4 y NU2;} mids alejada todavia
de la pregunta DES y mucho mis alejada de VAZ a la gque,

incluso, se opone respecto a este eje 2.

Debe haber una explicacion para este hecho. Los
"caracteres" slegidos no explican lo gue sucede en =i AFC.
Esta posicidn de la pregunta DRD nos sugiere estudiar las
caracteristicas de la pregunta desde algun otro punte de
vigta distinto al que hasta ahora habiamos aceptade. El1 AFC

nos da asi un indicio para el andlisis de esta pregunta,

Otra pregunta que tiene un posicionamientao
especial es la IN4. Ya hemos observado un poco mads arriba,
comparandola comn la IM1, con la gue se identifica en el
andlisis "a priori”, cémo %u posicidn respecto a INl, en el
AFC, es del todo inesperada. Ahora vamos a observarla desde
el punto de vista del sje 2, en el AFC (Grafico 20). El eje

2 queda definido por las preguntas ORD e IN4, que se
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encuentran en oposicidn respecto a ¢él. Pero ambas preguntas
tienen un bajo nivel de respuesta: 27.8% y 18Y%, respectiva-
mente. Por tanto la oposicién no estd marcada por el nivel

de aciertos.

La opesicidn, en el grdafico, indica gue las
alumngs gque responden caorrectamente & una, fracasan en la
otra. El AFC, de nuevp, nos aports agui un indicip que nos
marca una direccién de investigaciodn. Se tratarad de buscar
respuesta a la pregunta: sgué s lo gque hace que estas

preguntas, ORD e IN4, sean tan diferentes para los alumnos?.

Si no dispusiéramos del AFC como elemento de
investigacién no habriamos sabido que estas preguntas habian
sido respondidas por distinto tipo de alumnos y que, en
consecuencia, para los alumnos, habian resultado ser

preguntas muy distintas.

I11.5.5.ESTUDID DE .05 "CARACTERES"

Obsarvaremaos ahora la relacidon entre el AFC de
Ta "matriz a priori-2" en el plano i-2 (Graficao 10) y el AFC
de la "matriz Acierto Fracaso“, de los alumnos, en el plano

1-2 (Grafico 20)0.

Esta Oltima matriz, como ya se sabe, ez el
resultado de la experimentacitn y comparandola con la
"matriz a priori-2" sabré si la experiencia confirma aguelle
que vyo habia previsto con los "caracteres” ©on el estudic

2 priori



- Se ovbserva, pues, el grupo GBI del Grafico 10
de la "matriz a priori" para estudiar su posicidén, compara-

da, en el Grdfico 20 de la "matriz Acierto Fracaso".

Los “"caracteres" gque forman ese grupe son VAR,
NP,DEF,DOF,58 y S, que corresponden a los alumnes suplemen-
tariost S,(VAP), Sa(NP), Ss(DEP), S4(0F), S5.10(B), S5:x(8) vy

las preguntas que estan atraidayg o ligadas por ellos saon:
ExP,GE! ,GE2, BE3,GE4,LE1,[.LE2, 0B1,0B3 v TRE

Volviendo con estos dates al Grafico 20 vemos
que, efectivamente, la experimentacidn confirma el grupo de
"caracteres” en el lade positive del eje ! (horizontal) vy
proximas & ellos las diez preguntas gue hermos tefial ado gque

e muestren as:i atraidas por esos Pcaracteres”.

Solamente aparece aqui una pregunta extrafa al
grupo, la pregunta DES, que en el andlisis & priori se
gencontraba formando parte del! grupo GIII. Pero esta pregunta
no se encuentra muy atraida por este grupo GI pues en el
Grafico 21 (en &1 planoc 1-3) ya la encontramos alejada del
grupo.

Valviendo a nuestro grupo GI. 5Su posicion en el
Grafico 20 confirmando el grupo formado en el Grafico 10 nos
dice que en puestro andlisis a priori hay algo que tiene
sentida pues la experimentacién comprueba la misma agrupa-

cion que habiamos previsto antes.
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Vamos a comprobar si en el plano 1-3 (GrAafico
21) continoa clara la conjuncidén de este grupo G1. Yemos gue
tambien, en este plano, log "caracteres"” del grupo GI ge
agrupan en la parte positiva oel eje | que es el horizontal
y se encuentran atrayendo a las diez preguntas: EXP, GEl,

GEZ,GE3,GE4,LEL1,LE2,081,0B3 y TRE gque forman en este grupo.

En este plano, también hay una pregunta extraia
al grupe, la pregunta VAS, que se encuentra escondida tras
la pregunta TRE, vy gue no pertenecia al grupa GI en el,
andlisis & priori, sino al grupo GIIl. Por lo dema&s €1 grupo
GI se encuentra bien representadpo en los resul tados experi-

mentales. Estos resultados corroboran asi los gpalisis a
priori.
- Veamo$ ahora el grupo GII.

Este se encuentra formado, segin el andlisis a
priori, por los "caracteres" IN,LEN y NUM segin se ve en el
Grafico 10. Estos "caracteres" corresponden a los alumnos
suplementarios

S»(IN), Se(LEN) y Sii (NUM)

y atraen hacla si 1 grupo de preguntas

CAD, IN1, IN2, IN3, INA,NU1,NU3,0B2 y V3

Con  esta informacién vamos al planpo 1-2 de 1la
experimentacion (Brafico 20) para ver gi estas posiciones se

corresponden en la experiencia.
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Y en la parte inferior del plano, ligeramente a
la izquierda, encontramos también los tres “caracteres”

efectivamente agrupados.

Vemos dque este grupo Il de “caracteres” se -

confirma con el estudio de la matriz de los alumnos.

Al buscar las nueve preguntas gue corresponden a
este grupo, las encontramos muy orientadas en la proximidad

de los treg "caracteres".

Solamente la pregunta VA2 gueda comne extrafa en
este grup® pues pertenecia al grupo GII]I del andlisis a
priori.

Vamos & wver qué sucede en el plano siguiente,
plano 1-3 (Grafico 21). También los tres "caracteres" se
encuentran formando un grupo que confirma el grupa GBIl pero
el conjunto de preguntas ahora no es tan nitido, Algunas
como VJ parecen alejarse demasiado de la zona de influencia
y otras, como NUZ prdéxima a Sa, no pertenmcen al grupo
inieial, Salve estas excepciongs, se confirma también el
grupo.

- Yeamos, peor fin, el grupo GIII.

En gl Grafico 10 del &FC de la matriz a priori
se observan los elementos que forman &) grupo GIII. Son los
"caracteres"” C, VAR vy LI que corresponden a 1los alumnos
suplementarios:

Sw{l), Se{VAR), SwilI)

y las preguntas atraidas por ellaos gue sons
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DES, NUZ, ORD, VAZ,VAS y VA4

Pasande ahora al plano 1-2 (Grafice 20) de la
matriz Acierto Fracaso, o matriz de la experimentacion, se
ocbserva que los “caracteres" se pueden considerar cercanos
entre si, y también que algunas de las preguntas correspon-
dientes, como NU2,VAS y YA4, estadn en la zona de influencia
de estos “caracteres"; perao también se aprecian las
preguntas VA2 (abajo a la izgquierda), ORD (arriba en el
centroy y DES (centro a la derecha) que aparecen completa-
mente desplaradas de esta zona de influencia de los "carac-

teres” del grupo.

Interesa ver, en el plano 1-3 {(Grafico 21), si
el grupo se mantiene mejor cobhesionado. Los ‘"caractereg”
C(Sm}), VAR(EL) v L1{Se) aparecen efectivamente formando un
grupo en la parte superior y central que se ve ademds que
define el eje 3, comp se puede comprobar también en el plano

siguiente, plano 2-3 (Grafico 22V.

Se ve, por tanto, que este grupo 111 de 1los
"caracteres”, observado en el estudio de la ‘“matriz a
priori-2", se confirma, también, con el estudico de la

"matriz 2XITQO" o matriz de la experimentacidn.

En cuante a las preguntas que formaban parte de
este grupo, vamos a identificarlas en el plano 1-3, y vemos
que la mayoria se encuentran bien situadas: DES,0RD,VAZ,VAS

y VA4, Unicamente NU2, sin estar demasiado alejada, sucede
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que estd muy préxima al "cardcter" LEN(Se) del grupo GII. Es
¢sta una pregunta de respuesta numérica y el “"caricter" GEa
representa el enunciado en lengua materna, & aprecia que,
tanto 1a pregunta como el "caricter", estin alejados del
simbolismo, el wuno por el enunciado y la otra por la res-

puesta.

En el grupo se oghssrvan aus preguntas intrusas,
l1a VJ ¥ la IN4 que forman parte del grupo GII en el analisis
a priori.

Estas dos preguntas resultan diferentes, para
los alumnos, de 1o que nosotros habiamos previsto en el

analislis a priori.

8i volvemos al plano 1-2 (Grafico 20) encontra—
mos estas preguntas en oposicien a la pregunta ORD con
relacidn al eje 2. Habiamos observado esto al estudiar la
pregunta ORD. En ese momento vimos gquse IN4 y ORD  se
encontraban en oposicién, vy ahora, afvadimos a esta cbserva-

¢cién la pregunta VJ.

Resumiendo este estudio de 11os ‘'"caracteres",
podemos decir que los treés grupos que se habian formado por
nuestra eleccién de ‘"caracteres" y gque se habian hecho
patentes en el estudio g priori (estudio de 1la matriz a
priori=-2"), quedan confirmados por @l andlisis AFC de 1Ia
experigncia (estudio de la matriz £XiTO de 1os alumnosl.
Esto nos dice que la eleccidn de "caracteres” es ajustada a
la realidad del alumnado en el gue hemas hecho la

experiencia.
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Pero, a la vezr, este estudio nos muestra algunas
preguntag del cuestionario cuya posicion no respende adecua-
damente a las previsiones que habiamos hecho y que por tanto
50N  preguntas que nos interesa estudiar desde otros puntos

de wvista.

I1i.4&. CONCLUSIONES PARCIALES.

- {ns caracteres escogidos no coinciden entre
si, esto es, estan definidos sobre distintas preguntas.

Estpos caracteres discriminan bastante bien a las preguntas.

- Los taracteres de error (VAF, NP, DEF y OF2
forman un conjunto (que tiene prédximos a los caracteres "GB¢
y "8"), vy esto es ldégico porque se pueden producir sobre un

tipo de preguntas semejante.

- Los caracteres de enunciado (LEN, LI y B) se
encuentran muy distanciadas, 10 cual Quiere decir que las

preguntas del cuestionario los definen muy bien.

- Se encuentra determinado un eje Acierto Errorc
oblicue, del segundo al cuarto cuadrante, que ayuda a
digcernir los alumnos gue responden mejor de los gque peor
responden.

- El1 andlisis ayuda a descubrir algunas pre-
guntas que Se catalogaban con unas caracteristicas y que

luego han resultado originales respecto a esas previsiones,

Son de este tipo las preguntas NUI vy NU3  que



estan ligadas en la matriz a priori, vy separadas de la
pregunta NU2Z; vy gue despudés en el anidlisis de la matriz de
alumnos, es decir de la contingencia, aparecen préximas las

tres, pero no superpuestas.

Tambidén son de ese tipo las preguntas IN1 e IN4.
Aparecen primero "ligadas" vy después separadas per la

contingencia.

La pregunta ORD se muestra muy especial pues su
posicidn sobre el grafico de la contingencia es
completamente separada del resto y en una posicidn que no

habia sido prevista.

Las preguntas VJ e IN4 se revelan, también, como

diferentes a 1o gue habiamos previsto.

L.a preﬁunta GE4 resulta original respecto a las
atras, quizd porgue los alumnos gque la responden no

responden bien a las demas, o al centrario.

- Algunas preguntas responden muy bien a las
previsiones hechas. Son de este tipo LE1, LEZ y EXF que

confirman sus posiciocnes iniciales.

- Leg taracteres escogidos forman tres grupas en
la matriz a priori, de los cuales, dos, son cenfirmados
claramente por la contingencia, y el tercero, queda un poco
desdibujado en algunos planas. En general la contingencia
confirma los agrupamientos previctos con la matriz a priori.

Esto afirma que la eleccidn de caracteres es carrecta.



455

- El andlisis ayuda a descubrir caracteres no
previstos, que llamamos caracteres "a posteriori" como por

ejemplo, la familiaridad escolar.
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v. TUD I ESTADIi ST B bl ARID:  EL

US0 DE 185 LETRAS

Este analisis estadistico da muchas posibili-
dades de estudio de un cusstionaric empleando las distintas

modal idades que ofrece.

El anadlisis descriptive general, BMDP—~2D,
permite hacer un estudio detenido de aciertos y fracasos.
Este andlisis ayuda a identificar cuales son las preguntas
del cuestionario gue, al ser respondidas por casi todos los
alumnos o© por practicamente ninguno. %e revelam inadatiles
para discriminar entre ellos} también localiza !as preguntas
gue resultan mas dificiles a los alumnos, que np siempre son
las gue se esperaba. 0O sirve para determinar cudl es el
cardcter preponderante entre las prequntas mejor y  peor

respondidas.

Con este analisis descriptivb general, z2D.,
también se pueden estudiar, en toda la muestra, distintas

tipos de enunciado representados por los caracteres LEN, LI

y B, como haremocs en el apartado 1.5, y su influencia en la
comision de los distintos tipos de error. Esto se hard en

ios apartades 1.7, I.B e I.9.

Los analisis BMDP-3D y 1D, combinados, dan,
desde la perspectiva de l1os distintase curscs, los contrastes

entre enunciados en lengua literal, lengua materma vy lengua
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grafica. Dan también la comparacidn de las medias por
cursos, lo gque permite analizar el efecto de la ensefanza en

la comprensién de preguntas con distintos tipos de lenguaje.

Del mismo modo, con las andlisis BMDP-3D vy 1D se
estudian los contrastes entre respuestas de tipo numérico vy
respuestas de tipo simbélico en toda la muestra y por

cursos. Esto se hace en el apartado I.6.

El anhdlisis BMDF-7D, consiste en un analisis de
varianza que permite saber si entre las respuestas a las
preguntas del cuestionario exizten diferencias significati-
vag segun el curso al gque pertenece el alumno. Con ello se
pueden deducir 1ops efectos producidos por la ensefanza en
los diferentes niveles y estudiar pesibles diferencias entre

Reforma (REM) y Bachilleratoc (BUF).

Fara algunas preguntas del cuestionario es
preferible emplear el andlisis EMDF-4F gue es un andlisis de
frecuencias qgue wutiliza 21 parametro ®#2 y gue resulta mas
eficaz que el anterior pues proporciona el numero de alumnos
de cada curso gue han respondido de un modo determinado, el
porcentaje gue ese nimero reprecsenta respecto al total de
los alumnos del curso, el porcentaje sobre el ndamerc total
de alumnos encuestados y el porcentaje sobre el numero de

respuestas de cada tipo.

Hemos empezado por un  andlisis descriptivo

general, 2D,
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IV. 1. ANALISIS DESCRIPTIVO.

Iv.1.1{. SOBRE LOS ALUMNOS,

Sobre &1 total d& alumnos encuestados la propor-—

cign de cada curso es la siguienta:

78 EGB 18.9 %
82 EGB 1&.8.1
1a BUF 39.3 %
18 REM 25 %

Se wve, por tanto que la muestra estd un poco
sobrecargada en 18 BUP en detrimento de 1os alumnos de 72 vy

B2 de EGB.

Si se consideran juntos éstps dltimos suponen un
Z2.1 % que yva es equiparable al porcentaje de alumnos de

Bachillerato y de Reforma.

Tendremgs esto en cuenta cuando tratemos de

valorar £l “pego" de algunas de nuestras conclusiones.

IV.1.2. SOBRE LAS PREGUNTAS.

Aungue el cuestionarioc consta de 2Z& preguntas,
geste andlisiz estadistico ne las incluye todas. Han sido
eliminadas las preguntas n2 1 ¥y n2 20. La pregunta ng2 !
porque las caracteristicas de su gnunciado la hacian difi-
cilmente equiparable al resto de las preguntas y la pregunta

n2 20 debido a un error de transcripciéon en el enunciado
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como ya se ha dicho.

La pregunta n2 5 se ha desdoblado en dos. La
primera parte, que se sigue llamando "pregunta n2 5",
incluye los dos primeros apartados, porgue son de respuesta
rumérica (NUM), y la segunda parte, que se llamara "pregunta
n2 S.c"y Qque estd formada por el tercer apartado, que es de

respuesta simbdlica (S).

fas preguntas n2 2 y n2 3 han sido reagrupadas,
para el estudio estadistico, de la siguiente formar Con el
nombre de “"pregunta n@ I se incluiran los dos primeros
apartades de las preguntas 28 y 32, que son 1os dos aparta-
dos de cdlculo numérico. Con el nombre de "pregunta n2 3" se
incluiran el resto de los apartados de ambas preguntas, gue

comprenden ca&lculos "com letras'.

Con estas correcciones, el namero total de
preguntas queda ahora en 25. Ceorrgsponden a las "variables
estadisticas” que van de 1lan2 4 a la n2 28, ambas

inclusive.

IV.1.3. SOBRE LOS ACIERTOS Y LOS FRACASOS.

Se va a realizar un estudio sistematico de todas
las preguntas desde el punto de vista acierto y fracaso., En
primer lugar ordenamocs las preguntas segin 2! criterioc de
"porcentaje de alumnos gue responden correctamente” {Tabla

en la pagina siguiente)



IV.1.3.1. Fracasos.

Las preguntas con mAs baja respuesta son las
numerss & y 13 que corresponden a las variables n2 % y n2 10
respectivamente. Tienen un 10.2 ¥% de aciertos; o dicho de )

otra manera, tienen casi un 90 % de fracaso.

Ng de N2 de %
Pregunta Variable Aciertos
estadistica
5& A,B 7 78.1
132 14 72.4
28 4 67.9
223 <4 &6.8
=1 11 &2.8
1442 17 &2.2
173 20 $a6.1
S8 C g 55.1
162 19 52
254 27 51.5

263 28 S1
932 12 44. 4
234 25 41.8
242 2& ig8.8
122 15 35.7
78 10 3I5.2
102 13 I2.1
32 8 30,1
z12 23 22.4
112 14 zg8.1
42 & 27.6
182 21 19.9
173 22 17.9
152 18 10,2
&3 I 10.2
TABLA ACIERTOS

Vamos a analizar las caracteristicas de estas

preguntas.

- La pregunta n2 & combina dos expresiomes alge—

braicas: "p=3g+7" y "g<4". Una desigualdad y una igualdad.
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Para regponder correctamente g£a necesario ques el alumne
capte la idea de <conjunto de nimeros> menores que 4 de la
desigualdad, para poder obtener con ella la respussta

correcta que es gtro conjunta de nameros.

Es por tanto una comprension de segundo nivel.
No se trata solamente de comprender el significado de 1la
relacidn de desigualdad, sino de utilizar esta comprension

en la ptra relacién, en la igualdad.

Esto suporne una complejidad de la tarea que se

hace patente en 2l bajo nivel de respuestas obtenido.

For otro lado, es la unica relacién de des-
igualdad, escrita en forma simbdlica, gue los alumnos deben

interpretar,

Fero existe, agemds, una dificultad afadida en
este ejercicio! Ya hemos dicho que en la expresidn "q < 4
hay que interpretar la letra "g" como un {conjunto posible
de valores>» y esta interpretacién es tardia entre las inter-
pretaciones espontaneas de las letras. Tanto histérica como
escolarmente, las primeras interpretaciones que se hacen de
las letras, ven a ¢stas como representantes de un  valor
anico, gQue puede ser un namero o un  segmente, al  que
substituyen momenténeamente, porgue se trata de un valor

desconocida.

Para el estudiante, 16 que es dificil de asimi-

lar es gue una letra pueda representar mis de un valor para



un miemo ejercicio.

Esta dificultad

entre este ejercicio n & y e

rio (variable n2 11 del anal

decir de "m" si t am + 3

En este ejercicio

estructura andloga al nd &,

mients es la igualdad "t =
ng < 4M.

Esta diferencia
la “t", y TODOS los valores

aceptacidn natural, para la

hace que su empleoc resulte in

s la gue marca la diferencia

1 ejercicio nR 8 del cuestiona-

isis estadisticol): 2Qué puedes

t

237

Y

ng B, que se presenta con una
la dnica diferencia de plantea-

23" en lugar de la desigualdad

supone el valor aNICQ "23" para

menores que "4" para la "gq". La

letra "t" del valor dtnice "23",

mediato y facil en la igualdad

"t = 4m + 3", mientras gque la dificultad de comprensidén de
la expresion "g < 4" arrastra diversos errores para el
ejercicio n® b.

La gran diferencia de dificultad, entre ambos
ejercicios, gueda reflejada en el porcentaje de aciertes
recogido en el anadlisis general global:

Pregunta n2 & Fregunta ng 8
(Yariable ng % (Mariable n2 11
Forcentaje de
al umhos gue
responden 10.2 % 6Z2.8 %
correctamente
(Rciertos)
- La otra pregunta gue tiene este mismo bajo

nive]l de aciertos (10.2%}), es

la pregunta n2 15 {(variable n@
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18): *83i sabemps que un délar equivale a 100 pts. y 1lamamos
"d" al numerc de ddlares y “"p" al numero de pesetas. Escribe

una ecuacidén que relacione “"d4" con “"p*,"

Ha sido una sorpréesa  encontrar, en esta
pregunta, este bajo nivel de aciertos. Habia sido preparada
para observar el comportamiento de la letra COMOD OBJETO.
Esperidbames que este compertamiento, por tonsiderarlo un
"comportamiento espontédneo”, se daria entre los alumnos de
72 vy 882 de Ensefanza General Basica y gue, practicamente,
habria desaparecido entre los alumnos de primer curso tanto

de Bachillerato como de Reforma.

Estamogs estudiando los resultados globales, es
decir de todos los alumnos, VY No Bra esperable gque esta
prequnta resultara tam mal respondida como para gquedar 1la

ultima en 2] estudio de respusstas.

- La siguiente pregunta con mads baja respuesta
ha sido la pregunta n2 19 {(cuya variable estadistica corres-
pondiente es la N2 22Y gque tiene un 17.% % de porcentaje de
aciertos.

Se trata de la expresion de una ecuatién:
(x + 2)F — g2 = 114
a la que se imprime una variacion:
(X¥x + 2)= —- (ZIx)2 = 116

ys tonotiendo que la solucién de la primera ecuacitn es "I,

se pide la spolucién de la segunda,



La respuesta implica la nocidn de solucidn de
una ecuaciodn y la idea de que una solucidn, substitwida en

la ecuacién, la convierte en una identidad.

Al saber que los primeros miesbros de las
expresiones deben ser iguales a 116 vy reconccer gque la
estructura de la expresidn no ha cambiade, el alumno
descubre gque la variacidn de “x" a "3x" es la clave para
encontrar la sclucidn de la segunda ecuacidn. Sin embargo,
82 ve Qgue son pocos los alumnos que han optade por esta
forma de resolucidn, basada san la semmjanza de las

estructuras algebraicas.

Una mayoria de alumnes intenta "resolver" la
ecuacidn cdbica, siguiendo los matodos aprendidos, realizan=-
do 1os desarrollos del cubo y el cuadrado, pero no o con-
siguen pues no se producen simplificaciones, ni hay una
f6rmula gue puedan aplicar. Algunos llegan a resultades

erréneos como consecuencia de simplificaciones incorrectas.

- La cuarta prequnta entre las peor respondidas
es la n2 18 (cuya variable estadistica correspondients es la
n2 21},

Se trata aqui tambieén de una expresidn  con
letras, de una igualdad, la expresidén ess “b = 3c + 1" y hay
gque responder como variard "b" al aumentar "cY gn 2
unidades. Es decir, como variard la expresién "3c + 1" al

alterar uno de sus términos,
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Esta pregunta exige del alumno una aplicacién de
1a propiedad distributiva, bien sea aental o escrita
explititamentet Al wvariar "c" en dos unidades se Convierte

en "c+2", De este modo la expresidn se convierte en :

e + 2) + 1

aplicando la propiedad distributiva tenemos:

e+ b + 1

gue evidencia que el cambio producido en la expresidén es el

aumento (+&) en seis unidades.

La falta de dominio de la propiedad distributiva

puede atarresar arrores en esta pregunta.

IV.1.3.2. Aciertos.

Las tres preguntas con mayor nivel de aciertos
han sido?d
Fregunta 22 Pregunta 53 Pregunta 132
(Variable nZ4}) (Variable n27) (Variable ngls)
Porcenta je de
alumnos gue &7.9 % 7B.1 % 72.4 4

responden
correctamente

La pregunta mejor respondida de la tres es 1a no
5 en sus apartados a) y b), que se han recogido juntos. En
las entrevigtas individuales se ha preguntado a 1os slumnos
cudl habia sido el proceso seguido para calc¢ular las res-

puestas.



Entre la muestra que se habia emtrevistado se
enceontrarecn 97 alumnos que habian respondido a estos apar-
tades de la pregunta vy, de ellos, &3 habian realizado los
calculos mentalmente. El resto, 34 alumnos, habian buscado
la respuesta al apartado b) escribiendo algan tipo de
calculo. Es decir, en una buena mayoria, concretamente en el
&5 % de los casos, la respuesta - habia ‘side encontrada

mentalmente.

Convigne retener esta circunstancia, pues
también los ejercicios p2 13 y n2 2 son de los que la

respuesta se ha buscado mentalmente.

Este cardcter de las  preguntass “calculo
mental", no ha sido considerado en el estudio a priori del
cuestionarioj ha swgidoc como caracter a posteriori, revelado

por el analisis estadisticeo de Acierto y Fracaso.

Fara poder asegurar que este caracter es
interesante desde el punto de vista del andlisis gque se
realiza del cuestionario, tendremos gue incluirlo en 1la
matriz a priori vy realizar los andlisis del tipes ACF
(Analisis en Componentes Principales) y AFC (Analisis

Factorial de Correspondencias) de la nueva matriz.

Por otra parte, se trata de tres preguntas de
respuesta numérica (caracter NUM), como se puesde ver en la
Matriz a Priori, 1lo cual parece confirmar, una vez mds, gue
las preguntas de cardcter numérico se responden correcta-

mente c¢on més facilidad que las preguntas de caracter



simbdlico.

Nos llama, sin embargo, la atencidn gus algunas
prequntas con este cardcter, como la n2 15 o la n2 19,

figuran entre las peor respondidas por los alumnos.

Decidimos contrelar todas las preguntas que
tienan ese cardcter y aradimos en la tabla de Aciertos el

caracter NUM a las preguntas gu# lo poseen:

N2 de NEg de % Car acter
Pregunta Variable Aciertos
estadistica
52 A,B 7 78.1 NUM
1z32 14 72,4 NUM
22 4 &7.9 NUM
223 24 66.8
8a 11 &£2.8 NUM
142 17 &2.2 NUM
172 20 S&al
S5a C B 55.1
-1 19 52
st 27 S51.5
2&a 28 51
23 12 485. 4
23a 25 41,8 NUM/S
244 26 8.8 NUM/ S
123 15 35.7 NUM/S
72 10 35.2
102 12 32.1 NUM
22 S 30.1
212 23 29.6 NUM/S
112 14 28.1
43 & 27.6
182 21 19.%9
192 22 17.9 NUM
15a 18 10,2 NUM/S
&2 9 1G0.2
L TABLA DE RCIERTOS CON CARACTER "NUM"

Observames que entre las seis preguntas me jor
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contestadas se encuentran cinco de caracter numérico, 1o que
parece favorecer nuestra hipotesis de que Yas preguntas de
cardcter numérico (NUM) se responden mejor Que las preguntas

de cardcter simbélico o de respuesta literal (5},

Pero no todas las preguntas de caracter numérico
figuran entre las mejor respondidag, como ya se anticipds;
existe uwn grupo de tres preguntas (la n@ 23, lang 24 y la
ng 12) gue figuran con un porcentaje de respuestas inferior
al 50 %3 la pregunta n2 10 y la ng 21, con porcentajes de
aciertos alrededor del 30 %, v todavia aparecen la pregunta
ng 12 y la n2 1%, con porcentajes de aciertos del 17.9 %y

10.2 % respettivamente, gue son los mas bajes de la tabla.

Tratande de hallar una explicacién a estos
tachos, ohservamos con atencidn la Matriz a Priori vy  vemos
que el caracter numérice de algunas de estas preguntas no es
exclusivo, por tener varios apartados dentro de ellas. Asi,
algunos de los apartados son de caricter numérico (NUMD y
otros son de cardcter simbdlico (S), poseyendo las pre-
guntas, por tarnto, ambos caracteres. Hemos sefialado este
hecho en !a tabla de aciertos con la escritura NUM/S (Numé-

rico ¥y Simbéli¢o) al lado de las preguntas correspondientes,

Fuesto que 1la respuesta acertada sol amente
figurard asi cuando se hayan respondide bien todas los
apartados, 1los de tipo simbolico, b de respuesta literal,
haran que las preguntas no sean correctamente contestadas en

su totalidad.



Estas preguntas son?

La n@ 23, la ng 24, lang 12, la n2 1 yv Ia nl 15.(%)

Tienen cardcter simbdlico en los apartados:

2Z b,c , 24 b,c , 12 , Z2la vy 13a.

LLa dificultad de las respuestas de tipo literal
puede explicar el bajo resultado en estas preguntas, pero
todavia restan, sin explicacién, las preguntas n2 10 y n2
19.

Como estamos estudiando las dificultades
producidas por la aparicién de las letras, vamons a ver cémo
gquedan clasificadas, en la tabla de aciertos, las preguntas
que han sjide planteadas con enunciados con letras (caracter
“"LI"). Volvemos a la Matriz a Priori y recogemos este carac-
ter, anotdndolo en las preguntas que lo tienen, obteniendo

la tabla que aparece en la pagina siguiente.

Vemos, @n ella, que hay una mayoria de prequntas
con caracter "LI" que se encuentran entre las peor respondi-
das, concentriandose en la parte inferior de la escala gque
hemos confeccionado. Entre éetas se encuentran la n2 10 y la
ng 19 que eran las preguntas para cuyos bajos resultados no

teniamos explicacidn.

(X} MNota! Sg debe observar que, aunque ey la "matriz a
priori" aparece también la pregunta n2 S con dos partes, una
numérica (apartados a y b) y otra simbtlica (apartado c),
esta pregunta se ha estudiado en el andlisis estadistico
empleando dos wvariables diferentes: La wvariable ng% 7
{(pregunta 52 a,b) de caracter numérice y la variable n0 8
(52 c) de caracter simbdlico.
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N2 de MO de % Car acteres
Fregunta Variable Aciertos
estadistica
33 A, B 7 78.1 NLIM
138 14 72.4 LM
2a 4 &7.9 NLIM
228 24 &66.8 LI
88 11 2.8 NUM LI
142 17 &2.2 NUM
172 Z0 S6.1 ) LI
Sa . 8 55..1
1462 19 =pes
254 27 51,5
268 prd =] =1
Fa 12 44, 4 L1
233 2 £1.B NUM/S
243 26 38.8 MNUM/S
1za 15 335.7 NUM/S
73 10 35.2 LI
108 13 32.1 /Byl L1
3a 1 30.1 LI
212 23 29. 5 NUIM/S
112 13 8.1 L1
423 & 27.& LI
182 21 ie.% LI
17a 22 17,9 NLIM LI
152 18 10.2 NUM/S
&3 g 10,2 LI
TABLA DE ACIERTOS CON CARACTERES "NUM" Y “LI"

Sin embargo, el anilisis a través del caracter
wiv, crea tres puevas exncgpciones: las preguntas B2, 172 vy
223 que, a pegar de su cardcter "LIY, se encuentran bien

respondidas por mds de un 50 Y de los alumnos.

Vamos a estudiarlas detesnidamente.

Pregunta n2 B8,

Esta pregunta tiene un nivel de aciertos del

42.8 ¥%. que es superior a la gue parece esperable en un
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enunciado de tipo 1iteral (LI}, segin hemos visto mds
arriba, Una explicacién puede ser gque la respuesta que se
pide es numérica (NUM), lo cual hemos visto gue favorece los

aciertos) pero ademids observamos otra caracteristicatl

Las dos expresiones que figuran en el enunciado
piden wuna comprensién de las letras que es de VALOR uNICO.
El alumno tiene una igualdad que le dice directamente gque
"t g8 igual a "23". Esta expresisn "t = 23% empuja de forma
ESPONTANEA a la substitucién de “t” por el valor "23%, para,
asi, hacer desaparecer una de las letras y convertir a la
otra en una incdégnita habitual y sencilla de despejart "23 =

4m + 3",

Asi, aungue se trata de dos expresiones con
letras, se pide al alumno un uso de éstas gue 2s Bl gQue
consideramos espontaneamente el primero y, por tanto, el mas

sencillo.

Pregunta n2 17,

Esta pregunta tiene un nivel d¢ aciertos del
S5&.1 4.

Hemos repasado los "Elementos para elaborar la
matriz de datos" y vemos que hemos considerado como valida
la respuesta que dice "que ‘p’ aumenta en 3 unidades”, pero
también la respuesta que dice "“gue *p’aumenta* porque nos

interesaba saber si “p’ era tonsiderada como VARIABLE direc-
tamente dependiente de *q’ y ambas respuestas lo indicaban.

Este ha aumentado el ndmero de respuestas ‘“correctas® y
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puede ser el motive de su exagerado resultado.

Fregunta ng 22.

La pregunta a2 22 ha sido respendida  acertada-
mente por un 45.8 % de los alumpos. Es la cuarta mejor

respondida a pesar de su cardcter ("LI"}) en el enunciada.

€1 comentario que nos merece esta circunstancia
es que, en este ejercicio, influye el tipo de enunciadao mas
familiar al alumno, pues compardndolo con el ejercicio n@ 7
que 3 semejante en el enunciado aungue menos familiar  al
alumno, vemos que el nivel de respuestas en aquél es sola-

mente del 35,2 %,

log gigrcicias n2 7 y n2 22 hah sido precisamen—

te preparados para notar la existencia de esta diferencia.

IV.1.4, SOBRE EL USO DE LAS LETRAS,

Preguntas 22 y 3&€ (variables estadisticas n2 4 y

En estas preguntas se pueden comparar las
resultados obtenidos en la realizacidén de tareas semejantes

con nameros y con letras.

La pagina nf 4 del analisis contieme la variabkle
n2 4, que corresponde a !la pregunta 23, en la gue se pide la
tarea numérica: "Suma 2 a 15" y "Multiplica 3 por 7", Se ve

que el numerg de respuestas acertadas supone un 67.9 ¥.



473

En la pagina n2 S tenemos la variable n2 5, gue
corresponde a la pregunta 32 y que pide la misma tarea, pero
para las expresiones literales:! "k¥bd y 3IxY y "x+4 y Ix", En
este caso el numero de respuestas acertadas s solamente de

un 30.1 %.

La tarea a realizar es exactamente la misma vy,
tal como estd presentado el ejercicio, no cabe la posibili-
dad de que el alumno interprete equivocadamente el enunciado
en el segundo caso, pues &ste estd expresado una sola vez
para ambas tareas. Las diferencias se deben, exclusivamente,
a la introduccidn de las letras en el ejercicio. E1 alumno
demuestra, en la primera parte del ejercicioc, que sabe lg
gque se Ie pide v, en la segunda parte, #in embargo, no sabe

como realizar esa tarea con letras.

Vemos gque el porcentaje de aciertos se ha

reducido a menos de la mitad del anterior.

IV.1.5. DISTINTOS TIPDS DE ENUNCIADO.

En la wariable nB 37 se estudian los aciertos a
las preguntas del cuestionario gQue estdn enunciadas en

lenguaje materno (LEN).

En 1la variable n2 38 se estudia lo mismo para
las prequntas enunciadas en 8] que llamamos lenguaje 1iteral

(L), es decir, que incluye expresicones con letras.

En la variable n2 39 se estudian los aciertos a
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las preguntas enunciadas en lenguaje grafices (G), o sea

aquellos en 1os que figura algun dibujo.

Los porcentajes de alumnos que responden a la

mitad o menos de las preguntas en cada taso sond

LEN - Variable 37 LI — Variable 38 G - Yariable 3%

S4.6 % &68.4 % ’ &5.8 %

como se puede ver en las paginas 37, 38 y 29 del estudio

estadistico BMDP-ZD,

De estos resultados, vy por simples diferencias

hasta 100, se deduce que los gporcentaies de aslumnos  gue

contestan a mas de la mitad de las preguntas en cada uno de

esos tipos soni

LEN —~ Variable 37 .1 - Variable 38 G - Variable 39

45.4 % 31.6 % 34.2 %

Se observa que son mejor respodidas las
preguntas con lenguaje materno (LEN), después las preguntas
con lenguaje grafico (B) y por dltimo las preguntas en

lenguaje literal (LI).

Este resultado cenfirma las observaciones espon-—
taneas vy las hipétesis, hechas por los profesores, en el
sentido de que, los enunciades literales (con expresiones
con letrast u+&, Sp+l0t,... o con expresiones simbélicas
romo  igualdades o desigualdades), aportan una dificultad

superior a la de los enunciados en lenguaje aaterno,
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Sin embargo, la diferencia no &s muy grande vy
esto puede ser imputable a que entre las siete preguntas que
tiemen el caracter de enunciado (LEN}, hay cuatro que tienen
también e) cardcter simbélico de respuesta (5) y ésto, como
veremos al estudiar las variables n2 40 y nl@ 41 supona una

di ficultad aradida.

Las preguntas de enunciado grafico (G) suponen
un wvalor intermedio de dificultad, mas préxximo al de los
enunciados de tipo literal (L1) que al de los enunciados de
tipo materno (LEN}, es decir, porcentaje de aciertos bastan-
te bajo. Esto puede ser explicado porgue los enunciados de
tipo grafico estimulan alguna forma de error como es el caso
del cometido con laletra valorada (VAL). Esto se comprueba
al estudiar las variables n2 42 v n2 43, un poco mas

adelante, en el apartado ng 7.

También mas adelante, en 8]l apartado II, se
haterr analisis comparativos por cursos para poder opinar
sobre 1la atencion didéctica prestada a esta dificultad

percibida por los profesores.

IV.1.4&6. EJERCICIOS DE RESFUESTA NUMERICA Y DE RESPUES-

TA SIMBSLICA.

IV.1.4.1. Para cualguier enunciado.

En primer lugar, se hace un estudio de todas las
preguntas con respuestas de caracter numérico "NUMY vy de

todas las de cardcter simbdlico "S“.
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En la variable n2 40 se estudian los aciertos
obtenidos en Ios doce apartados gue tiegnen respusmsta numéri-
ca en e] cuestionhario, vy se encuentra que =] 43.9 % de los
alumnos (porcentaje acumulado en el &) responde entre 1 vy &
de 1os doce apartados. De #sto se deduce gque e] 556.1 % de

los alumpos responden a 7 o mas apartados, es decir a nas de

ia mitad de las cuestiones planteadas.

En la variable n2 41 se estudian las cuestiones
de tipo simbdlico. Respectp a éstas, se encuentra que, el
£5.8 4 de los alumnos responden entre 1 y & de los apartados
totales, v de ello se deduce gue solamente el 34,2 % de los

alumnos responden a 7 o mas de estos apartados.

Recogidos 1os resultadoe mediante una tabla

guedan cemo siguet!

Variable n2 40 Variable n2 41
Caracter NUM Car dcter §
N2 de alumnos (%)
que responden S&.1 % 4.2 %

correctamente
a 7 preguntas o mas

Se aprecia una diferencia notable entre los
porcentajes a favor de las cuestiones de respuesta numérica.
Este resultado evidencia, cuantitativamente, umna de las
dificultades maés importantes del aprendizaje del Algebra:
la del wuso de las legtras &n la escritura simbtlica, Esta
dificultad va ha sido subrayada de un moda cualitativa por

los profesores que impartimos esta materia.

FPosteriormente, en el punto IV.2.4. profundi-
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zaremos por cursos en esta cuestion de comparacidén de res-

puestas numéricas y simbélicas.

IV.1.6.2. Separando los tipos de enunciado.

Vamos a estudiar, pormenorizadamente, estas

diferencias en relacion con el tipo de enunciado empleado.

Tomaremos, por parejas, las variables nB %2, ng
53, n2 54, nQ 55, n@ S6 y n8 57 para comparar los resultados
obtenidos en preguntas en "lengua materna {(LENYY, en "lengua

literal (LIN" v en "lengua grafica (G)".

La wvariable n2 52 estudia las preguntas de
caracteres "LEN-NUM", esto es! las preguntas cuyas respues-
tas se han contabilizado en ella son cuestiones con enuncia-—
do en "lengua materna”, vy con respuesta pedida de uno o
varios admeros. Se trata de las preguntas numeros 2, 132a,
13, 14, 15B ¥y 21B ***', como se puede ver en la MATRIZ A
PRIORI - 1 tAnexo  IV) o en las hojas preparatorias del

analisis BMDF (Anexo V)

lLa variable n2 S3 tiene gl caracter “LEN-S"j
esto es, s ha confeccionado con los aciertps obtenidows en
las preguntas con enunciado en "lengua materna®, vy con
"respuesta de tipo simbélico"; son las preguntas numeros

12C, 15A, 16 y Z1a del cuestionario.

{¥) La pregunta n2 20 no figura entre ellas por haber sido
eliminada de este estudio, como hemos explicado al principio
de este capitulo.
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Comparando estas dos variables en las paglnas
correspondientes del anadlisis BEMDP-2D encontramos gue el
namera de alumnes que ha respondido &4 la mitad o menos de

las preguntas es, en cada caso’

Variable n2 52 Variable ng 53
LEN—-NUM LEN-5
Forcentaje

de alumnos 39,3 % B8L.7 L
que fracasan .

Restando estas rifras a 100 ogbtenemos el porcen-—
taje de alumnos gue ha regspondido a mids de la mitad de las

preguntas planteadas y gue resulta en cada caso!

Variable n2 52 Variable n8 53
LLEN—NLIM LEN-5S
Porcentaje
de alummos 60.7 13.3 %

que aciertan

Se puerde comprobar gque, en "lengua materna"”, las
preguntas con  “respuesta numfrica” tiwnen wn  indice de
aciertss mucho mayor gue aguellas gue piden ‘“respuesta

simbdlica™, es decir, con letras.

Esto coincide con lo encontrado en €@ punto
antericr, Yy con 1o gue habiames amticipado, intuitivamente,

siguiendo nuestra experiencia en el aula.

Se comprueba gue este resultado no es tan claro

en otro tipo de lenguas. VYeamos las variables n2 5S4 y ng 55,

Estas wvariables corresponden a  preguntas en
"lengua literal"”. RKecordemos que hemos llamado “"lengua

literal” a la lengua en la que se emplean expresicones simb6-—



479

licas con letras, como "p+q=37" o "t=4m+3Z", que el alumno

debera interpretar y manejar para responder.

La variahle n2 54 estad compuesta con los
resul tados a las preguntas n2 S, B8, 10 v 19 del cuestiona-—
ric, que son preguntas con el caracter LI-NUM. Esto es,
ernunciade en "lengua literal” y respuesta pedida en "forma
numérica™. ¥ la wvariable n2 35 ha sido elaborada con las
respuestas a las preguntas nameros 3, SC, 6, 7, 9, v 11 del
cuestionario, que tienen el <aracter LI-S5. Es decir,
enunciado en "lengua literal”, también, pero respuestag de
"tipo simbélice", es decir, aguellas en las que intervienen

letras, también.

El numerc de alumnos que ha respondideo a 1la

mitad o menos de las preguntas no difiere tanto en estos dos

casos?
Variable nQ 5S4 Variable ng 55
L I—-NUM Li-8
FPorcentaje
de alumnos
que responden &7.9 % 79.6 A

la mitad o mends

Hay un 12 % de diferencia aproximadamente pero,

en ambos casos, es un indice de fracaso muy alto.

Reducido a porcentaje de aciertos resultatl

Variable n2 54 Variable n2 95
LI=-NUM LI-8
Porcentaje
de alumnos
que responden 32.1 % 20.4 %

a mas de la mitad
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Rue nos muestra un porcentaje de aciertos muy
bajo en ambos casos, imputable al enunciado de tipa literal,
como hemos visto al estudiar los distintos tipos de enuncia-
do en ¢l punto anterior. De todas maneras, se sigue apre-
ciando que el ndmero menor de respugstas se tiene en las '

preguntas de respuesta literal (5).

Vampbs a ver, por 4ltimo, 1o qbe se apretia con

la tercera pareja de variables.

Las wvariables n2 5S4 y n2 57 son equiwvalentes a
las anteriores, pera ahora estidn formadas por preguntas en
"lengua grafica". Con este caracter gueremos indicar que en
el enunciado se dan figuras con letras, vy tenemos los Hos
tipos de respuestas pedidas: nmuméricas y simbtlicas. Las
primeras corresponden a las preguntas nf 2¥%a y n2 24a y las

segundas & las preguntas M@ 23b vy ¢, 24b v ©, 25 vy 2&.

Recogiendo de las paginas nQ S& y 2 57 los datos

correspondientes se encuentrat

Variable n8 Sb Variable ng 57
G—NUM G-§

Forcentaje de

alumnos gue 82,8 % £5.8 4
responden a

la mitad o menos

fue, reducidp a indice de aciertos, cofresponoel

VYariable n8 S& Variable n2 57
G~NUM G-5
Parcentaje de
alumnos gue 37.2 % 34.2 %
responden a
mds de la mitad
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Por tanto el porcentaje de aciertos es bastante
bajo — ligeramente superior a los resultados ©n “lengua
literal"- y, sorprendentemente, no hay apenas diferencia
entre las preguntas con "respuesta numérica” (NUM) v las

preguntas con “"respuesta simbélica" (S),

Esta ausencia de diferencia hace pensar gue, en
lengua grafica, el alumno acepta las letras como respuesta,
con bastante naturalidad. 0QOuizd esto sea debido a que, en
EGB, desde Bl primer momento en que aparecen, las +figuras
van acompafadas de letras que permiten nombrar a los segmen-—

tos, puntos a figuras correspondientes.

Un poco mas adelante insistiremos con la inves~
tigacion de los tipos de error con "enunciado grafico“, como

profundizaci én de este dltimo resultado.

IV.1.7. INFLUENCIA DEL TIPO DE ENUNCIADD EN LA COMI~

SIoN DEL ERROR "VAL“.

V.1.7.1. Enunciados de tipo "B" y de tipo "No-G".

Comenzamog comparando los "enunciados de tipo
grafico, (G})" con los otros dos tipos de enunciados gque
llamamos, en conjunto, "enunciados de tipo ne-grafico,
(ND~5)".

En la wvariable n2 32 se calcula el numeroc de
errores, de este tipo, cometidos en las preguntas de

enunciado con lengua grafica (VAL y B), vy en la variable ng



! v 4&

43 los cometidos #n las preguntas que tiemen los snunciados
Con otros tipos de lenguas: materma o literal EVAL vy (LEN o
LIy3.
Haciendo un calculo semejante al de las compara-—
ciones anteriores obtenemos:
Variable n2 42 Variable n2 43
val v G VAL v (LEN o LI}

Forcentaje de

alumnos que

*valoran® en 10.7 % 3.6 %

mas de la mitad

de los ejercicios

posibles

Se observa mayor porcentaje de "valoracisn" en

cupstiones con enunciado de tipo grafico.

Nuestra interpretacion de este hecho es que la
visualizacidon de un segmento favorece la comparacidén con
otros segmentes de la figura, y estimula la asignacidn
espontanea de un valor numérico -la mayor parte de las veces
calculado por aproximacidn- a la letra, cuyo valor e

destconoce.
I¥V.1.7.2, Enunciados de tipo "LEN" y de tipo "LI".

Vamos a comparar ahora este mismo error diferen-
ciande entre "enunciados en lengua materna (LEN)" v

"enunciados en lengua literal (LI)".

En la wvariable n2 48 se estudia el numero de
alumnoe que han cometido error de tipo "VAL" en la pregunta

ne 16, que tiene gl caracter de lengua materna (LENY. E1
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andlisis estadistico descriptivo nos da un percentaje de

alumnos del 7.7 %.

En la variable n2 4% se contabilizam los alumnos
que han cometido ese tipo de error en las preguntas del
cuestionario ne= 3, 5C, &, 7, 9, 10, 11 y 12, Que soh las

tienen los caracteres (VAL y LIV,

Los alumnes gue NO han cometido el error, es
decir, los que han cometido "0 errores", son el 39.8 % del
total. Esta cifra, restada de 100, nos da &P-.2 % que han

cometido AL MENDS UNA VEZ el error.

Por tanto, se observa gue este tipo de error de
"letra valorada (VAL)" =se comete con mucha mayor frecuencia
en los ejercicios de enunciado LITERAL o simbélico que en

los ejercicios de enunciado en lengua MATERNA. .

IV.1.8. INFLUENCIA DEL TIPO DE ENUNCIAIDND EN LA COMI-

SI6N DEL ERROR “N*.

El error "N" &8 la letra "no tenida en cuenta®,
pero escrita a un lado de los nameros, como si se tratara de

una letra "de acompafamiento".

En 1a variable n2 44 se encuentran estudiadas
las preguntas n2 23, n2 24 y ng 23 desde el punto de vista

de los caracteres "N - G".

En la variable n2 45 se encuentran recogidos los

resultados obtenidos en la comisién de este error en las
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preguntas n2 3, n2 SC, n2 9 y ne 22, de caracteres LN y (LI
o LEN)3. De las pagimas 44 y 45 correspondientes hemos
extraido la siguiente tabla resumen:
Variable no 44 Variable ng 45
NyG Ny (LEN o LI}
% de alumnos gque NGO
cometen el error "N &l.2 %4 4.8 %
(cometen en "Q" casos?
% de alumnos que
cometen el error "N" 10.2 % 25.5 %
en UN sélo casp
%L de alumnos que
cometen el error “N" 28.6 % ?.7 %
en 2 o 3 casos
El poreentaje de alumnos gue NO cometen el error
es semejante, en enunciado grafico (&41.2%) y en enunciados
maternos o literales (&64.8%), pero, en cuanto pasamos a la
comisién del error en 2 o 3 casos, tenemos mayor porcentaje
(20.5%) en enunciado "B" que en snunciados “LEN" o "L1"
(F.7%4).
Interpretamos esto dicienhdo gue, en un enunciado
"6", cuando se comete el error UNA VEZ, existe una propen-
sién a cometerle 2 o 3 veces, como i el alumno estuviera

muy seguro de gue la regspuesta es correcta. Fodemos decir

gque es un error sistemitico en este tipo de enunciado.

Este no sucede con los enunciados “LEN" o "LI".
Tampoce en este Gltimo casc hay alumnos que lleguen a
tometer 4 errores. Parece que aqui se cometen de manera mas
accidental y aleateria y, por tanto, no llega a repetirse de

modo sistematico. La tabla resumen siquiente, de la variable
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ng2 45, Aos muestra gue hay un nimero importante (25.3%) de
alumnos gque cometen el error “N" una s0la vez; perc luego
hay muy pocos (?.7%) que lo cometan 2 o 3 veces y NINGUND

llega a tometerlo 4 veces.

HNE de errores "N cometidos [« 1 2 3 4
N2 de alumnos en percentaje
que los cometen &4.8 28.95 9.2 0.5 0

IV.1.9. INFLUENCIA DEL TIPO DE ENUNCIADD EN LA COMI-

SI4N DEL ERROR “D”.

El error "DY consiste en que el alumno HACE
DESAPARECER las letras, no escribiéndolas, come si estuvie-

ran carentes de toda representatividad o valor.

For ejemplo, en &l apartado tercero del ejerci-

cioc ng 23,

Para calcular el area de este rectangulo, el
alumno tema 1os ndameraos "&" y "2" y calcula solamente con
ellos. El resultado es simplemente "12". La "c" ‘“ha

desaparecido’.

I¥.1.9.1. Enunciados de tipo "G" y "No-G".

Estudiamos primero las diferencias en la comi-
sién de este error entre los "enunciados de tipo grifico

(G)" vy los enunciados en otros tipos de lenguaje, que de
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modo general llamaremos "no graficos (Ne=-G)".

Emn la variable ng 4& =e estudia este error en
las preguntas con enunciade grafico (G). Hemos tamado para

ello las preguntas n2 23, n2 24 y n2 25 del cuestionario.

En la variable n2 47 se estudian las preguntas
n2 3, n2 1& y nl 22 gue son de caracter no-grafico, o sea de

cardcter "LEN" o "LI".

De las paginas n2 44 y n2 47, correspondientes,
obtenemos el siguiente extracto gue nog dice el numerc de

preguntas en que los alumnos han cometido ese error.

NE de preguntas con letra “desaparecida*

0 1 2 3

N2 Alumnos

en % acumuilado

para preguntas 88.3 ?7.4 9.5 100
de cardcter "@G"

(variable n8 4é&)

N2 Alumnos

en % acumulado

para preguntas de 74 ?4.9 1G0
caractear "No-G"

(Variable n2 47)

Restando de 100 los porcentajes correspondientes
a los alumnps que han hecho desaparecer las letras en “O"
preguntas encontramos ®] numgro de alumnos que  "han hecho

desaparecer” las letras AL MENOS UNA VEZ:
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Cardcter "G" Cardcter "NO-G"
{(Variable n2 4&) (Variable n2 47)
N2 Alumnos
en poarcentaije 11.7 % 26 4

Se puede observar que hay maywr tendencia (26%)

a "hacer desaparecer” las letras en 1lps ejercicins con
enunciados no-graficeos, es decir, enpunciados “"literales"” o
"maternos”, que en los enunciados graficos (11.7%4).

Una interpretacidn de este hecho puede ser gue
las figuras dan, con su imagen, una cierta realidad a las
letras y, asi, el alumno percibe una exigtencia de éstas que

impide gque las haga desaparecer en las respuestas.

Se dan contestaciones equivocadas por errores en
el cdlculo y otros tipos de faltas tomo la de "valorarlas",
seQin hemos visto mas arriba al estudiar la influencia del
tipo de enunciado en el error "VAL": pero el alumno no
comete con tanta frecuencia el error de hacerl as desaparscer
probablemente porgue las letras ESTAN AHI, y "sg ven" en los
segmentos que representan. For tanto, enisten para el alumno

y éate las tiene en cuenta.

IV.1.,9.2. Enunciados de tipo “LEN" y "LI™,

Comparamos ahora las diferencias producidas por
los enunciados de tipo "materno (LEN)" y "ljiteral (LI)", en

la comisién del error de "letra desaparecida (D)".

Esto se hare estudiande las variables n2 50 vy ng
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S1. En la variable n2 50 se estudia el numero de alumnos gue
lo han cometido en la pregunta nQ 14, gQue tiene lps carac-
teres (D y LEN}) y encontramos que el error ha sido cometido
por el 17.3 % de los aslumnos, de modo que hay un 82.7 % de
los alumnos gque NO lo han cometido. En la variable n2 St sel
describe el numero de alumnos gue han “hecho desaparecer la
letra” en las preguntas n2 3 y ng 22, que tienen los carac-
teres (D vy LI). La cifra, en este caso, ®#s 13.2 %, con la

gue se obtiene que un B8&.7 Z ND han cometido el error.

Se aprecia pues una diferencia muy ligera entre
ambos resultades. AWn asi conviens tener en cuenta que esa
diferencia apunta a gue la tomisidén del error de ‘“letra
desaparecida" estd favorecida por el enunciado de tipo

"materno (LEN}".

La euplicacisn posible a este hecho es que
dentro de una frase en lenguaje materno, el alumno encuentra
las letras, no sélo sin significacién clara, sino incluso
8in sentido. FPara 41 es como algo indtil y que, por tanto,

puede dejarse de escribir,

Es la situacién en la que la letra no aperta
para el alumna significado alguno. No se trata ni siquiera
de un objeto matematico extrafo que representa a un numero o
a un segmento. Se convierte en un afadido inatil al gue
conviene perder de vista lo antes posible. El alumno, en ese
caso, se limita a calcular con los nimeros que tigne a su

alcance y "hace desaparecer™ las letras en sus respusstas.
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IV.1.10. INFLUENCIA DEL ENUNCIADO MAS D MENOS FAMILIAR

AL, ALUMNO.

Ezte estudio se ha hecho comparando dos pre-
guntas semejantes del cuestionario, la n2 7 que es la menos

fdamiliar v la n2 22 de enunciado mas familiar.

El término “"familiar" estd agqui empleado con un
sentido social. Me refiero a la familiaridad que resulta de

un entorno secial conpcido.

Log objetus a los gque alude el enunciade del
ejercicio n2 7 (pepinos y tomates) no son desconotcidos
socialmente hablando pero el alumno no ha mantenido con
ellos una relacion habitual de compra-venta y menos aiun por
unidades. Sin embargo en &) ejercicio n2 22 les objetos son
dulces (bombones vy carameles) que los chicos de esta edad

cpmpran por unidades habitualmente en las tiendas.

Vamos a hacer la comparacion de estas dos pre-
guntas a %través de varias variables estadisticas para anali-

zarlas desde dos puntos de vista diferentes.

Frimero. Desde el punto de vista del nuamero de
acigrtos, es decir del namero de alumnos gque han respondide

acertadamente.

Segundo. Desde el punto de vista del comporta—

miento seguido por 21 alumno.

Pel analisis estadistico he tomado las variables

ng 10 vy n8 Z4 gue me dan el nivel de aciertos y fracasos



para cada pregunta y las variables nf 4% y n2 74 gue me dan
los distintos comportamientos seguidos por los alumnos.
IV.1.10.1. Aciertos y fratcasos.

Comparando lops aciertos obtenidos en cada pre-

gunta, a través de las variables numeros 10 y 24, obtengos:

Variable ng2 10 Variable n8 24
Fregunta no 7 Pregunta n2 22
Ng Alumnos gue
aciertan &9 131
N2 A
I = Q.352 0. 668
N

Siendo Ip Bl indice de aciertos obtenido, gue se
calcula dividiendo e! ndmero de aciertos por el namero total

de individuos, N=196&.

Esto nos muestra que el indice de aciertos
aumenta de forma clara cuando el enunciado es mas familiar

al alumna, hasta casi duplicarse.

IV.1.10.2. Letra "valorada”.

Comparanda, por otra parte, las variables n8 &3 y
ne 74, podemos estudiar el comportamiento de "letra wvalo-
rada” (VAL}, identificada a través del valor "2" en la
variable correspondient2. Las cifras nos dan 21 numerc de

alumnos que han respondido con 2l comportamiento errdnec de
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"letra valorada" en cada una de las preguntas.

Variable n2 &3 Variable n2 74
Fregunta n2 7 Fregunta ng 22
N2 de alumnos que
cometen el error VAL 55 4
% correspondiente 268.1 % 2%

Esto nos indica que se comete el error en un 28%
de 1los casps para la pregunta 72 y gque gste porcentaje se
reduce al 2% cuando el enunciado es md&s familiar al alumno

en la pregunta 222,

Mi analisis de este hecho &s gue existen conoci-
mientos, exsgenocs a los esirictamente matemdticos, gQgue se
derivan del enunciado y que favorecen o dificultan la re-—

solucidn del ejercicio.

Cuando estos conpecimientos crean dificultades,
coma &5 el caseo de un enunciado poco familiar al alumno,
éste comete errores en sd intente de resclver la, para &l

dificil, cuestidn planteada.

1V.1.10.3. Letra como objeto.

Desde el punte de vista del comportamiento nos
interega también estudiar aguellos alumnos que han seguido
el de usar de la letra como inicial de un objets, ez el

coapartamiento gque hemas !lamado "la letra come cohjeto”.

Podemos estudiarlo, a través de las variables
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estadisticas n2 &3 y n2 74, en las que lo hempos identificado

con la referencia "&". Tenemos!

Variable n8 &3 Variable n2 74
Fregunta no 7 Fregunta ng 22
N2 de alumnos que
cometen el error "0O" &0 33
% correspondiente 30. 4% 14.8B%Z

Esto nos indica una reduccidn del error "0 de
casi a la mitad cuando el enunciado es mias familiar al
alumno. Vemos, pues, Qgue también en este error tiene una
influencia manifiesta la “"familiaridad” del tipo 42 enuncia-

do en que esté expresada la pregunta.

Hay gque ohservar gue este tipo de error, aungue
disminuye notoriamente, no 10 hace de una forma tan drastica
como el estudiado anteriormente de "letra valorada”, "VAL"j
dirgmos que el error de “la letra como ocbjeto”®™ es un error
mads PERSISTENTE que el error "VAL" en cuanto a la "familia-

ridad"” del enunciado se refiere.

IV.1.11. ERRORES CON ENUNCIADD GRAFICD.

Dtro estudio Que nos interesa hacer es el de los
tipos de error que se cometen con mads frecuencia con el

enunciado grafico.

Para éstp se comparan las variables estadisticas

ng 42, n2 44 y n8 44. Se comienza por los errores "NY y "D".
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IV.1.11.1. Comparacitn de errores "N" y "D".

Las preguntas n2 23, n2 24 y n8 25 tienen los
taracteres  "N", “D" vy "G* segin se pueds observar en la
MATRIZ A PRIDRI-Z t‘Anexo VYI). Esto nos ha permitido preparar
las variables n2 44 v n2 44 para poder estudiar los errores
de "letra de acompafamienta”, "N" y de "letra desaparecida",

"D, en preguntas de “enunciado grafice", "G".

Podemps reaumir la informacién pertinente de las

var{iables n2 44 y n2 44 en la tabla:r

[ N8 de errores cometidos o 1 2 3
Variable n2 44. Error "pN* &1.2% 10, 2% 27 . 6% 1%
Variable n2 44. Error "D" 89.3% F.2% 2 % Q. 5%

PORCENTAJES DE ALUMNDS
GQUE COMETEN EL ERROR

En ella vemos gue el porcentaje de alumnos que
cometen el error "N" ("letra de acompaf¥amiento™) es
superinsr, en todos los casos, {columnas ¢y, 2 y 3} al
porcentaje de los que cometen el error "D" {("letra desapare-
cida") vy, sobre tode, e5 manifiesta esta diferencia en el
caso de dos errores cometidos en que se pasa del 27,48% en el

error "N" al 2% en el caso del error "D".

IV.1.11.2. Comparacion de errocres “"VAL, N y D".

Se pugden afadir a la tabla los datos de 1a

variable n2 42 on 1a que se recogen l1os resultados cbtenidos
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del error “VAL" en enunciado grafico "6G". Las preguntas que
han sido tomadas agqui son las n@ 23, n2 24, n8 25 y nf 25,
Coma son cuatro preguntas se da el caso de cierto numero de

alumnos que han 1legado a cometer cuatro errores.

N2 de errores cometidos Q 1 2 3 4
Variable n2 42. vaL-G S59.7%4 192.4%  10,.2% 7.7% 3.1%
Variable n2 44, N-G &l.2% 10.2% 27.6% 1 %
Variable nf 4&. D-G g89.3% @.,2% 2% Q,3%
PORCENTAJES DE ALUMNDS
QUE TOMETEN EL ERRDR

Si tomamos los datos de la columna de "0 errores
cometidos” y los restamos de 100 obtendremos lps porcentajes

de alumnos que han cometido "al menes un error™!

Var. n2 42 Yar. no 44 Var. n 446
VAL-G N-G D-G
Forcenhtaje de
alumnos gue 40.3% 38.8% 10, 7%
cometen al menos
un error

Vemos asi que el error "val" es £l que mas se ha
producido en este tipo de lenguaje "G'. En el apartado
1.7.1. habiames constatado que este error de “valpracisén”,
"yalLY se producia en mayor medida en los enunciados de tipo

"G" que en otros tipos de enunciado.
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También se ve gue el error cometido por menos

alumnos es el de "letra desaparecida” (D).

Mi interpretacién de este hecho es que, en los
enunciados graficos, el alumno identifica itas letras con
segmentas y por tantc la letra ESTA ANi aunque no sepa qué
hacer con ella. De este modo, no la hace desaparecer y, por

tanto, noc comate el error "D".

Si le desconcierta mucho la “"valoriza" (VAL), o
simplemsgnte la escribe como “"letra de acompafamiento” (W)
pero en muy pocos casos (10.7%) la "hace desaparecer” (D) de

la escritura, porque la esta VIENDO graficamente.

Exta resistencia a "hacer desaparecer" las
letras =n preguntas de "enunciado grafico" ha sido puesta de

manifiesto vya en el punto I.%.1.

IV.2. ANALISIS COMPARATIVOS.

Nos interesa hacer algunas comparaciones entre

lus resultados obtenidos.

El paquete estadistico BMDF tiene la posibilidad
de hacer lps ANAVA (Analisis de varianza) o los andlisis con
#¢ (chi-cuadrado) que nos permiten estudiar esas compara-
ciones.

La primera de estas comparaciongs esentre los
enunciados que hemos llamado de "lengua materna" y “lengua

literal".
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IV.2. 1. CONTRASTE ENTRE ENUNCIADDS EN LENSUA MATERNA Y

EN LENGUA LITERAL.

Fara efectuar esta comparacion es necesario
crear tres nuevas variables #n ¢! analisis estadistico EBMDPR,
las variables, n2 79, para la lengua materna, n2 280, para la

lengua literal y n2 Bl, para las diferencias entre ambas.

La wvariable n2 79 se calcula hallando la media

de lag variables correspondientes a las preguntas gque tienen
enunciado en lengua materna y que son las preguntas 2, 12,

13, 14, 13, 1& y 21,

La wvariable n2 80 ge calcula hallando la media
de las variables correspondientgs a las preguntas de
enunciado literal y gue son las preguntas 3, 4, 5, 8C, &4, 7,

8, 9, 10, 11, 17, 1B 1% y 22.

La wariable nf2 B1 es la diferencia entre las

medias oz la warigble 3 79 y la wvariable nl 0.

Se realiza un apdlisis del tipo 3D usando la "T

de Student” como estadistico y averiguamos gue existen

entre oS enunciados de lengua materna y lengua literal.
Esto se comprueba porgque el valor de la probabilidad asocia-
da resulta ser menor que el valor de « = 0.05 elegido, Nos
interesa saber ahora a favor de cual de los dos enunciados

es esta diferencia.

Para ésto se hace un andlisis descriptivo (1D
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de las variables n2 79 y n2 80 y obtenemos las medias para

tode ] grupo de 196 alumnos.

Lengua materna Lengua literal

Media Q.472 0.405

Con lo gque se comprueba que el remdimiento es

maés elevado en lengua materna.

Este resultade se ha obtenido para el grupo
compl!eto de 1946 alumnos y podria baber surgido debido a una
compensacidn entre los alumnos de los diferentes cursos por
lo gue se procede ahora a comparar los resultados indepen-—

dientes por cursos.

Volviendo a hacer el andlisis 3D, para cada uno
de !os cursos 72 de EGB, 82 de EGB, 19 de Reforma y 12 de
BUFP obtermnemos gue hay diferencias significativas en los
cursos 78, B8 y 18 de REM y tgue no hay diferemrias signifi-

cativas en 12 de BUP.

Media en lergua Media en lengua
materna literal
Toda la muestra 0.472 0.405
Séptimo de EGB 0,327 0,216
Cctavo de EGB 0.3&64 0,288
Primero de Reforma Q. 481 0.375
Primero de Bachjillerato 0.571 0.565
TABLA DE MEDIAS : x
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Se aprecia, comparando las medias #n lengua
materna vy en lengua literal para cada curso, ({TAELA DE
MEDIAS) que el nivel de rendimiento 28 mejor en lengua
materna en los tres casos en los que la diferencia &s signi-

ficativa, 72, 82 y 12 de REM.

Comparanda los valores de la probabilidad aso-
ciada al estadistico, en los tres casos en que la diferencia
es sighificativa, tenemos una medida de la importancia de

las diferencias encontradas. Y asi,

Frobabilidad asociada

Séptimo de EGB . 0001
Cctava de EGB 0.009a < 0.03
Primero de Reforma 0.0001

vemos que en Dctave, 1a probabilidad, sube wn poca respecto
a Séptimo pero gque en Primero de Reforma vuelve & bajar atl
mismo nivel gue en éste. Esto indica que las diferencias
entre el rendimiento en lengua materna y en lengua literal,
como también se comprueba en la TABLA DE MEDIAS, son mayores

en Séptimo y en Primeroc de Reforma gque en Octavo.

Es interesante constatar este resultado en los
alumnos de Primero de Reforma pues resulta sorprendente ya
que, siendo un ako mayores gque los de Octave, han recibide
un Aafko mas de entseranza y este, afadido a la mayor madurez
que se supone que tienen por tener un afo mas, hacia esperar

que las diferencias fueran menos importantes gque en Detavo.
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A efectps de la ensefanza, es como si lo aprendido en octave
de EGB se hubiera olvidado en primero de REM de modo gue se

volviera a la situacién que habia en séptimo de EGBH.

En 18 de BUF hemos dicho va que las diferencias
no son sigrnificativas aunque son diferencias siempre a favor
de la lengua materna como se puede ver en la TABLA DE
MEDIAS. Esta nos indica que la ensefranza ha conseguida
compensar las diferencias iniciales existentesa, al menos

tanto como para que dejen de ser significativas.

Iv.2.1.1. Comparacidn de medias por cursos,

Observandoc la columna de las mpedias en  lengua
materna, en la TABLA DE MEDIAS estcrita en 21 agpartado ante—
rior, apreciamos que desde 72 de EGE (0.J347) hasta 12 de
Reforma (0.481) y 18 de Bachillerato (0.571), pasandoc por BS
de EGE (0.364), la media va aumgntando. El mayor aumento lo
tiene desde B de EGP a 18 de Bachillerato (207 milasimas)
aungque también hay un aumento fuerte desde 82 de EGB a 18 de

Reforma.

Ezsto, en mi criterio, responde a la enseranza en
general v a la maduracioén de l10s alumnos gue se produce como
consecuencia. Se aprecia, en este caso de lengua materna, un
aumento mas fuerte grnn BUP gue en Reforma aungue en  ambos

casos tenemos unas medias superiores a la media total que es

g.472.

Comparando ahora las medias de la columna de

lengua literal tendremos un indice de la ensefanza del
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adlgebra en general vy del! simbolismo en particular,

Se observa un aumento, desde 72 de EGB hasta 128
da BUP, en cigrta forma semejante al anterior. Los aumentaos
de 782 a B2 y de 82 a 12 de REM son parecidos entre si, 70
milésimas vy B9 milésimas respectivamente, e inferiores al
que se produce de 82 de EGB a 12 de EUP, 279 milésimas;

pero, en otra forma, muy ciferente por dos razones.

Primera. El1 aumento de la medis producido al
pasar de 72 a 82 y a 12 de BUF es mucho mayor en lengua
literal que en lengua materna. De 72 a 88, 70 frente 3 17.
De 8% a 12 de BUP, 279 frente a 207. 5in embargo, de 82 a 18
ge¢ REM aumenta mas la media en lengua materna que en lengua

literal, 117 frente a 9.

Segunda. La media de 12 de REM, 0.375, en lengua
literal, no supera a la media de tocda la amuestra, O0.4035,

mientras gue &n lengua materma si que la superaba.

Como comentarioc a la primera diferencia diréd gque
52 aprecia que la ensehanza en EGB y BUP produce un  clarog
aumento del rendimiento de los alumnos en los ejercicios de
enunciado &n lengua literal. También que este aumento del
rendimiento, en 2] caso de 18 de BUF, llega a hacer equiva-

lente la megia en lengua literal a la media en lengua mater—

na pues aungue se observa una peguera diferencia no es
significativa., Esto es tanto mds apreciable cuanto gue en 72
4 EGBB se parte de uwna diferencia importante de medias. La

megdiz en lengua materna es 0.347 y la pedia en lengua lite-
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ral es 0.216. En cuanto a la enseianza en REM produce mayor
aumente del rendimiento en lengue materna gque en  lengua

literal.

Como comentario a la segunda diferencia c¢reo gue
se debe observar gue el hecho de gue esta media no supere a
la media de toda la muestra nos indica que en el caso de la
Reforma, la ensefanza no ha conseguido aumentar los niveles
de rendimiento de leos alumnos en los ejerciecios de enunciado
en lengua literal tanto como en los enunciados en lengua

materna.

IV.2,2. CONTRASTE ENTRE ENUNCIADOS EN LENEUA LITERAL Y

EN LENGUA BSRAFICA.

Fara efectuar esta comparacidn se utiliza el
mismo instrumento estadistico y en la misma forma que se ha
descrito en el apartsdo anterior. Los resultados son ahora

los que aparecen en la tabla de la pagina siguiente.

Respecto a la significatividad de estas
diferencias, que se mide por el valor de la probabilidad

asotiada, se obtiene gque!

Para toda la muestra - Es significativa la diferencia.
Para séptimo de EGB — Mo es significativa la diferencia.
Para octavo de EGB - No es significativa la diferencia.
Para primero de REM - Es significativa la diferencia.

Para primeroc de BUP - Es significativa la diferencia.
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Media en lengua Media en lengua
literal grifica
Toda la muestra 0. 4035 0.457
Séptimo de EGB B.216 0.155
Jectavo de EGB 0.286 0.242
Primero de REM 0.375 0.475%
fPrimero de BUP 0. 565 0.4682

Observanda estos valores se ve que?

18¢ En toda la muestra, resulta superiocr el
rendimiento en lengua gradfica que en lengua literal y esa

diferencia ES SIGNIFICATIVA.

22: Para séptimo y octavo de EGB, el rendimiento
resulta superior en lengua literal que en lemgua grafica,
perao la diferencia NO ES SIGNIFICATIVA. Ademis este rendi-
miento es muy baj® comparado con #1 que se tiene en lengua

materna, estudiado en el punte anterier.

I8¢ Para primero de REM y primero de BUF, el
rendimiento es superior en lengua grafica que en lengua
literal vy ecta diferencia si que ES SIBNIFICATIVA, 1o cual
sefala que tanto la enseRfanza recibida por 1los alumnos en
REM como en BUP resulta eficaz para aumentar el rendimiento
en enunciados de tipo grafico que llega a equipararse e
incluso a superar al rendimientoc en enunciados en  lengua
materna, Este dltimo resultado esté corroboradoe en el apar-

tado siguiente.



IV.2.3. CONTRASTE ENTRE ENUNCIADOS EN LENEUA MATERNA Y

EN LENGUA GRAFICA.

Empleando, de nuevo, el mismo tipo de analisis
ectadistico que en los dos apartados anteriores comparamos,
ahora, los rendimientos de los alumnos en eghunciados con

lengua materna y con lengua grafica obteniendo:?

i Medias en lengua Medias en lengua
materna grafica
Toda la muestra 0.472 0.457
Septimo de EGE 0.347 0.1355
Dctavo de EGB 0,364 0.242
Primero de REM D. 481 0.474
Frimerao de BUF 0.571 0.482

Se aprecia que en todos los casos menos en 12 de
BUF se obtiene mayor media en lengua materna que en  lengua
gratica pero para valorar estas diferencias adecuadamente
vamos a ver cudles de ellas son significativas. Esto se
estudia a través de la probabilidad aspciada al estadistico

y se obtiene que:!

Para toda la muestra - La diferencia NO es significativa

Para septimo de EGB

]
r
W

diferencia ES significativa

Para octave de EGH

¥
r
]

diferencia ES significativa

Para primerc de REM

]
r
o

diferencia ND es sighnificativa

Para primero de EUFP - La diferencia ES significativa



Reuniendo toda esta informacidn se ocbtienen las

siguientes conclusiones!

12 Para toda la muestra, el rendimienta de los
alumnos con los enunciados 2n lengua materna ¥y en  lengua
grafica es equiparable pues se ve gue lag difgrencias no son

significativas.

28: Para séptimo y octavo de EGHE, el rendimienta
2s mayor en lengua materna que en lengua grafica y la
diferencia ES SIGNIFICATIVA. Se aprecia que en octave la
diferencia es menor por haber aumentado la media en lengua
grafica més que la media en lengua materna. Este efecto se

puede imputar a la ensefanza impartida sobre geametria.

32z Fara primera de REM, no existem diferencias

significativas entre lengua materna y lengua grafica.

Ambazs medias =on superiores a las correspondien—
tes de octavo de EGE lo que supone un progresc aungue ho tan
grande como el gue se aprecia en las medias de primero de
BUF. La media en lengua grafica sufre un aumento tan impor-
tante gue llega a equipararse a la media en lengua materna a

pesar de gue ésta ha aumentado también.

49: FPara primero de BUP, aumentan las medias en
los dos casos, desde octave de EGE. Es un  aumento muy
superior al encontrado para primero de REM y, en el caso de
la 1lengua grafica, es tan grande que llega a superar a la

media en lengua materna, y con una diferencia SIGNIFICATIVA,



a pesar de que ésta tieng un fuerte aumento de 207 milési-
ma=. Este resultado ya habia sido avanzado en el apartado

anterior.

IV.2.4. CONTRASTE ENTRE RESPUESTAS MMERICAS Y

RESPUESTAS SIMBALICAS.

Desde el punto de vista del profesorado 1las
preguntas de respuesta numérica parecen aas ficiles de
responder gque 1as de respuesta simbélica. Los profesores
hemos percibido que los alumnos, de medo espontaneo, dan
como terminado un problema cuando obtienen uma respuesta
numérica y creemos que esto contribuye a que las respuestas
simbélicas aparezcan para ellos como resaltados incompletos.
Asi cuandg un ejercicia exige una respuesta  simbdlica se

convierte en un ejercicio "extraro”.

Vamos a estudiar en nuestro cuestionario esta

caracteristica.

Comenzamps creando unas nuevas variables esta-

disticas nl 79, n2 BO y n2 81.

La ng8 79 que es la media de las wvariables
correspondientes a las preguntas que piden respuesta numéri-
ca y que son las preguntas numero 2, 3, 8, !0, 12, 13, 14,

1B, 19, 21, 23 y 24,

La wvariable n2 60 que es la media de las

variables correspondientes a las preguntas de respuesta



simbélica ¥y que son las preguntas namero 3, SC, &, 9, 11,

12, 154, 1&, 21, 23, 24, 25 y 26.

Y la variable n2 21 gque es ahora la diferencia

entre las dos medias anteriores.

Volvemos a realizar un andlisis 3D sobre 1la
variable n2 B1, con el estadistico T de Student v cbtenemos
un valor, o.0000, de la prcbabiliaad asociada para tada la
muestra (N=194) inferior al pardmetro x = 0.05 elegido
(incluso si x fuera elegido igual a D.01) lo cual nos indica
que EXISTEN DIFERENCIAS SIGNIFICATIVAS entre los dos tipos

de respuestas.

Para saber ahora cudl es &l tipo de respuesta

que da el mejor rendimiento calculamos las medias con  un

analisis descriptivo 1D de las nuevas variables n8 79 y ne

80, para toda la muestra obteniendo

Respuesta Respuesta

Numérica simbdlica

(Yar.ng2 79 Var. n2 BO)
media, = 0.457 0.36%

GQue es superior para la variable n2 72 marcando

por tanto el mejor rendimiento para la respuesta numérica.

Despues de averiguar esto, e interesa saber
cémo se distribuye por cursos este resultado asi  gue,
realize un andlisis del tipo 3D para cada uno de los cursos,

72 de EGB, 82 de EGB, 12 de REM y 12 de BUP, obteniendo gue
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existen en todos ellos diferencias significativas segun
indica e! wvalor de la probabilidad asociada que resulta

Siempre inferipr & o= 0.D5

Frobabilidad asoci ada

Séptimo de EGB 0. 0000
Dctavo de EGB Q, 0000
Primero de REM 0.0013
Primero de BUP Q. 0043

Y siempre a favor de la respuesta numérica comn
s2 ve por la comparacién de las medias del andlisis des—

Ccriptive 1D,

Respugsta FRespuesta
Numérica simbélica
78 EGB 0.320 0.139
82 EGB 0.338 0.217
12 REM 0.44% a, 385
12 BUP 0.580 0.535
TABLA DE MEDIAS 1 x

que nos da siempre mas alta la media correspondiente a la

respuesta numérica.

Comparando la probabilidad asoriada al estadis—
tico T, wvemos que va aumentando de valor desde 79 de EGB

hasta 12 de BUF aungque en ningin caso, ya lo hemos sefalado,
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llega a ser tan alta como para que deje de haber diferencias

significativas.

Esto nos muestra un falloco en la ensefanza
recibida por estos alumnos puses después de tres arfos de
aprendizaje del dlgebra vemos que todos los alumnes, tanto
los de 12 de REM camo los de ;8 de BUP, tienen grandes
dificultades a 1l1a hora de escribir como respuesta una

respuesta simbdlica.

I¥.2.5. COMPARACISN DE RESULTADOS DE L0S ALUMNDS
"FLOJOS™ ¥ DE LOS ALUMNOS "FUERTES" CON LOS RESULTADOS DE

TODOS LDS ALUMNOS.,

Para identificar los alumnos "flojos* nos servi-
mos de la puntuacién total obtenida en el cuestionario,
Denominaremes alumnos "flojos" al tercio de alumnos Qque

hayan obtenido puntuacidn mas baja.

Observando la wvariable n2 29 -puntuacién total-
del Anadlisis Descriptive General podemos notar que el  por-
cents e acumul ado, de alumnes, I2.7 % -el mads aproximado al
35,3 % que seria el tercion tedrico- corresponde a los
alumnos gque han puntuado con un "7". De este modo tomaremos

como el tercioc de alumnos flojos agquellos que responden a

siete o menos de 1as preguntas del cuestionario.

El numerc de alumnos que corresponde a gste
tergio es de &4 frente a los 65 que supondrian el 33.3 ¥ de

toda la muestra. Consideramps que es una buena aproximacidn.



509

l.a distribucién de estos alumnos por cursos ha

resultado ser la siguiente:!

72 EGB B2 EGE 18 REM 12 BUF TOTAL

N8 de alumnocs de

cada curso que 26 12 14 5 &4
componen el tercio
de alumnos 40. 6% 29.7% 21.9% 7.8%4 100 %

floios

Esta distribucién es bastante homogénea y espe-
rable en lo gque a 78, B2 y 18 de BUF se refiere, ya que los
porcentajes van disminuyendo de forma progresiva. Pero debe-
mos notar gue en 19 de REM hay 14 alumnos flojos que suponen
un 21.9 ¥ ¢el total gue es un porcentaje mads préximo al de
Octavo de EGB, 29.7%, gue al de Primero de BUF, 7.8 %. Se ve
pues gque la disminucion se retiene en 12 ge REM para wvolver

a acelerarse en 12 de BUP.

Sobre los &4 alumnos hemos hecho dos anidlisis,
el Apdlisis Descriptivoe 2D y el Analisis de 22 (chi-cuadra-

dol), llamago 4F, pOr cursos.

Del mismo modo, para identificar los alumnos

fuertes tomaremos el tercio de alumnogs que bhan puntuado mas

alto en el cuestionario. Fara esto, miraremos en la variable
n2 29 —puntuacioén total- del Andlisis Descriptivo General vy
vemns que se alcanta el 66.3 L de alumnos con los que han
respondido bien hasta 13 preguntas del cuestionario, de modo
que el 33,7 % son los gue han contestado correctamente a 14

o mas preguntas del cuestionario. Este 33.7 % de 194 alumnos
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supong &4 alumnos Qque forman nuestro teroiog de alumpos
fuertes. Es un valor que aceptamds por su buena aproximacisn

a N=£3 que seria el 33.3 % de 194,

Como distribucidén de estos alumnos por cursos se

ha obtenido la siguiente!

72 EGH 88 EGH 12 REM 12 BUFP TOTAL

Ng2 de alumnos en

cada curso que 1 4 12 49 -1
componen £! tercio
de alumnos fuertes 1.5% &.1% 18.2% V4.2% 1004

En esta distribucidén nos llama la atencién gque
estd sobrecargada a faver de los alumnos de BUF, 1o que en
cierto sentido es normal por ser las alumn@s mayores y que
han recibido mayor instruccidn, pero simultineamente en 12
de REM destaca un bajo porcentaje de alumnos fuertss tenien-
do en cuenta gue estos alumnos son del mismo nivel de sdad

que los alumncs de FUP.

Esta distribucion estd de acuerdo con la obteni-
da um poco mas arriba para los alumnos fleo jos donde el
porcentaje de Reforma también llamaba la atenciém por ser

mas parecido al de Octavo de EGB que al de Frimero de BUF.

FPara estos 46 alumnos se hace también el Anali-

sis Descriptivo, 2D y el Andlisis de =2, 4F por cursos.

vamas a comparar los andlisis descriptivos del
tercig de alumnos floies y fuertes con 21 Andlisis Descrip-
tivo General pare identificar aquellaeg preguntat de respues-

ta especial.
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El comportamiento esperado es gue los alumnos
flojos respondan peor que la mgdia v 108 alumnos fuegrtes

mejor pero gueremos ver si estas expectativas se cumplen.

Elaboramos una tabla con ] porcentaie de acier—
tos a cada una de las preguntas que estudiamos. Es la tabla

gue figura en la pagina siguiente.

En esta tabla observamps que en todas las
variables., que corresponden a cada una de las preguntas, se
cumple el comportamiento esperado’ los alumnos flojos tienen
peor rendimientp, que el rendimiento general, y los alumnos

fuertes lo tienen mejor.

En algunas prequntas las diferencias del rendi-
miento del tercie de alumnos flojos con 21 rendimiento

general vy del tercio de alumnos fuertes con el rendimiento

general son particularmente grandes. Llamanda

Diferencia A = Forcentaje general mencs Forcen-

taje de alumnos flojos.

Diferencia B = Forcentaje de alumnos fyertes

menos Forcentaje general.
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l.as cuatro preguntas, con diferencias mas eleva-

das, clasificadas segin estas diferencias, son:

Di ferencia A Diferencia B
Pregunta S2C 42.86 40, 4
Fregunta 142 9.5 31.3
Pregunta 263 6.9 5.4
Fregunta 232 Z5. & 34.0
Todas estas preguntas son de respuesta simbélica, "S".

Estas preguntas son particularmente interesantes para discriminar
los alumnos flojos de los alumnos fuertes. 5i un alumno ha respon-
dido biemn a alguna de estas preguntas tiene una gran probabilidac
de ser un alumno fuerte.

IV.Z2.8.1. Preguntas mejor y peor contestadas.

- Alumnos floijos.

Las preguntas oejor contestadas por 1os alumnos
flojos no coinciden con las mejor contestadas por toda 1a
muestra, Los alumnos flojos aparecen asi como alumnos de

comportamniento especial.

Pregunta mejor contestada en alumnos £10iQS 22 Preqg. &60.9%

" " " en general =2 Freg. 7B.1%
22 mejor contestada en alumnos flojos S8 Freg. S3.1%
" " u en general 128 Preg. 72.4%
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32 mejor contestada en alumnos f£lo0io0s 148 Preg. 44.%%

" " " en general 22 Freg. &7.9%

Sin embargo hay cierta sémé&janza pues vemos gue
hay dos preguntas comunes a ambos grupos, la 2& y la 352

aunque 25 en distinto orden.

En las preguntas peor contestadas si que existen
coincidencia entre el grupo de alumnos flpjos y el conjunto
de toda la muestra. Las preguntas de mas alto fracaso son
las mismas!

a2 Freg.

Preguntas peor contestadas en alumnos flojos > O%
158 Preg.

" " " en general { las mismas J 10.2%

32 Preg.

I2 peor tontestada en alumnos flojos L > 1.8%
192 Preg.

" " » en general 198 Preqg. I7.9%

Vemos gque aungue el numero de aciertos (10.2% vy
17.9%) es naturalmente mayor en toda la muestra que en  los
alumneos flojos, las preguntas peor contestadas coinciden en
ambos casos.

Se ve, por tanto, que, en cuantp a las preguntas
peor respondidas, los alumnes flojos tienen un comportamien-—
te normal, entendiendo por normal el marcado por toda la

muestra.

Alumnos {fuertes.

VYamos a ver Si el comportamiento de los alumnos

fuertes responde al comportamiento de la muestra total en

==l rE3
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cuanto a preguntas mejor y peor contestadas ze refiere.

Anotamos las preguntas mejor contestadas tomando

1os datos de la TABLA DE % DE ACIERTOS

Pregunta mejor contestada por alumnos fyertes 538 Freg. 9B.5%

" " " en general " " 78.1%
28 mejor contestada en alumnos fuertes 138 Freg. 97.0%
" " " en general " " 72, 4%
32 mejor contestada en alumnos fuertes 53C FPreg. 95.5%
” " " en general 23 Preg. &67.9%

Vemos que las dos primeras preguntas mejor con-
testadas coinciden en este casa. Par 1o tante, podemos decir

gue =1 comportamiento de los alumnos fuertes es seaejante al

comportamiento de toda la muestra.

Comprobemns ahora si &l comporiamiento con las
preguritas peor contestadas es también semejante 2l de la

muestra completa.

Pregunta peor contestada por alumnes fuertes 152 Freg. Z1.2%

23 peor contestada por alumno= fuettes &8 Freg. 28.8%
42 Preg.

Freguntas pesr contestadas en general < Y 10.2%
158 Preg.

33 pecr contestada por alumnos fuertes 192 Freg. 34, 4%

" " » en general " " 17.9%
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Comprobamos efectivamente que el cemportamiento
de 1los alumnos fugries es también semejante al de toda la

muestra en las preguntas peor contestadas.,
IV.2.5.2, Comparaciones por cursos.

Nes interesa saber =i la pertenencia a cada una
gde los curses influye para la proporcion de aciertos vy
errores cometidos. Esto es, si el rendimiento del alumno
esta afectado por el curso al que pertenece. DRicho de otro
mode, =i hay alguna pregunta para la gque s2 da un numera de
respuestes significativamente mayor 2n los alumnos de algun
cursa  en particular. Por ejemplo, si lgs alumnos de 18 de
BUF responden a alguna pregunta significativaments mejar gque
el resto, o 5i los alumnos de B2 de EGE responden significa-
tivamente peor que los demds a alguna pregunta del cuestio-
nario.

Para estop realicamos un Anadlisis BMDP—4F siempre
sobre las dos  sub-muestras por  separado, @1 tarcio de

alumnos flojos vy el tercio de alummog fuertes.

Dbservando la probabilidad asociada al estadis-
tice =? (chi-cuadrado! de Pearson y compardndgla con el
valor o=0.05 elegido veremos para qgué preguntas del cuestio-
naric el pertenecer a un cursp © a otro influye en el

rendimiento.

Alumnos flojos.

En o] tercio de alumnos £1pi0s encontramos gque

la probabilidad ascociada es menor que 0.05 &2n las variables
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vy preguntas correspondientes siguientes:

Probabilidad { «

Var. 12. Preg. 92 C.0034 < 0.05
Var. 22. Preg. 192 0.06078 £ 0,05
Var. 24. Preg. 224 0.0186 < 0.03
Var. 28. Freg. 263 0.0054 £ 0.05

Lo cual nos dice gue en estas preguntas hay
diferencias significativas en las respuestas segun gque gl
alumno pertenezca a un cursc o a otro. Vamos a estudiar las

preguhtas una a una.

Variable m8 12. Prequnta 93.

En esta pregunta ha salido que existen diferen-
cias significativas en las respuestas por cursos de modo que
vamos & analizar esto en detalle observando una de las
tablas de la variable n8 12 en el Analisis 4F de los alumnos

f{lojocg. ASi tenembos!

SeEPTIMO DCTAVO REFORMA BUF TOTAL
ERROR 100.¢ B4.2 78.6 40,0 B85.9
ACIERTOD 0.0 15.8 21.4 &0,.0 14,1
TOTAL 100.0 100.0Q 100.0 100.0 L 100, 0

E=ta tabla me dice que hay mas error gue acierto
entre los alumnos de Séptima, Dctavo y Reforma pero gque hay

mAs acierto que error en Bachillerato (BUP).

Se trata de una pregunta de manipulacién de

sencillas expresicnes algebraicas con lgtiras y vemos gue,
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como era de esperar. los alumnos de Séptimo tienen un 100 %
de error y un ¢ % de acierto pues, aungque sencillas, se
trata de manipulaciones gue todavia ne han sido ensefadas en

las clases.

En cuanto a 12 de BUF vemos gque, aun tratandose

del fergio de alumnos flgios, uwm &0 % de elloas responden

correctamente.

Sin embargo, en 1os alumnos de Reforma, vemes
que, aungue respconden uwun poco mejor (21.4 % de alumnos
aciertan la respuesta) que los de Octavo (15.8 % de acier-
tes), el porcentaje de alumnos que yerran s muy superior al

portentaje de los gque aciertan.

La manipul acidén de expresiones algebraicas
sencillas wvemos que es una adquisicién progresiva que en
Octave vy 18 de Reforma tiene todavia wun porcentaje muy
elevado de errores y gque recibe un refuerzo importante al

pasar a 19 de BUP.

Variable n2 22. Pregunta 193,

En esta pregunta también hemos encontrado que
hay diferencias significativas entre pertenecer a un curso o
a otro. Vamos a analizar la pregunta con una de las tablas

correspondientes a 1a variable n2 22,

SEFTIMO oCTAVO REFORMA BUP TOTAL
ERROR 100.0 100.0 100.0 BC.0 98.4
ACIERTO 0.0 Q.0 0.0 20.0 1.6

TOTAL 100.0 100.0 100, 0 100.0 | 100.0
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Se trata de una pregunta con una cuacion cibica
en la que se debe reconocer la similitud de estructura

ecuacional para deducir el resultado.

Se ve que entre estos alumnhos flpjos solamente
algunos de BUF (el 20 %) alcanzan el acierte. El1 resto de

los cursos tienen un 100 % de error.

Una vez mas resulta importante observar que los
alumnoz de Reforma nC siguen una pauta parecida a los
alumnos de BUF que son los de su nivel. Los resultados de
este curso son iguales Que los de los curses inferiores,

Séptimo y DOctavo.

Variable nf 24. Prequnta 223.

Como en esta pregunta también han resultado
significativas las diferencias de respuestas por cursos
tomamos la tabla de percecentajes por curses de la variable né

24 para estudiarla en detalle

SeFTIMD OcTAavo REFORMA BUP TOTAL
ERROR B80.8 47.4 71.4 20.0 64,1
ACIERTO 19.2 SZ2.8 28. & BO 3.9
TODTAL 100.0 100.0 160.0 100.0 | 100.0

Vemos que el porcentaje de aciertos es mayor del
50 % en Octavo de EGB y en 12 de BUF, mientras que en

Septimo de EGB y en 12 de Reforma es muy inferior.
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Llama la atencién que &n 12 de Reforma se da un
porcentaje mis bajo de acierto que en Octavo de EGB cuando
hubi érames esperado que aumentara aungue no  hubiera sido
tanto como en 12 de BUF. En lugar de ello encontramos que
disminuye.

Egta pregunta se ha preparado para estudiar el
error de "la letra como abjeto”. EsFa concepcion espontanea
errdnea vamos gue se mantiefe fon mucha fuerza en las
alumnos flojps de 1¢ de Reforma. También vemos que remite,

avhque no desaparezca completamente, en 12 de EBUP,

Esta es la cuarta prequnta para la que hemos
=abido que habia diferencias significativas entre las

alumnos flojos.

Esta pregunta tiene enunciado grafico y se trata
de calcular el perimetro de una figura con un nimero desco-

nocido de lados, "n".

Vamos a observar la tabla correspondiente de

paorcentajes de acierto y error por curses:

SEPTIMD 0CTAVO REFORMA BUP TOTAL
ERROR 100.0 89.5 64,3 60,0 B85.9
ACIERTO 0.0 10.5 35.7 40.0 14.1
TOTAL 100.Q 100.0 100.0 100.0; 100.0

Vemos que el nivel de aciertes va aumentando de

manera progresiva desde Séptimo, pasando por Octavo y 12 de
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Refurma Hhasta 12 de BUP donde alcanza ®1 40 % de aciertos
come  valor mAximo. ES un nivel muy bajo de aciertoz para

todos los cursos.

Como ocha lados del poeligono quedan a la vista
del alumno parece gue £l error oe "valoracién de l1a letra"
es cometido con mucha facilidad, sobre todo por los alumnos

flpjos gue agui estamos analizando.

Se observa también gque el poreentaje de aciertos
en 12 de Reforma, 35.7%, se mantiene por debajo del de 12 de
BUF aungque en e£sta pregunta se encuentran mis proximos que

en cualquiera de las anteriores.

Alumnos fusrtes.

Ejecutamos el analisis EBMDF~4F gue es un
andlisis de #! (chi-cuadrado) y observando el valor de la
probabilidad asociada y comparéndola con el valer x = 0.05
encantramas dos casas de wvariables con diferencias
significativas.

Probabilidad <
Variable n2 10. Fregunta 72&. 0.0111 < 0.08

Variable n2 1Z. Pregunta 2. C.0121 < 0.05

La pregunta 92 (Variable n?2 12) ya habia sido
obtenida como especial un poco mas arriba cuandoc hemos

estudiado las diferencias por cursos en alumnos flojos.

Vamos a amalizar &n qué consisten esas diferen-—

cias significativas en estas dos preguntas.
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Esta pregunta estd puesta para estudiar el error
de "la letra como okjeta”. Recordemos zhora que otra
pregunta del cuestionario, la nf2 22, que también estudia "la
letra como aobjetn” ha salido produciendo diferencias
significativas de respuestas porlcursus en el tercic de

alumnos flojos, Veamos la tabla de porcentajes de acierto.

SePTIMO ocTAave REFDRMA ELP TOTAL
ERROR 100. 0 50.0 &b, 7 2.4 33.3
ACIERTO 0.0 S0.0 33.3 77.46 56.7
TOTAL 100.0 100.0 100.0 100.0 | 100.0

Efectivamente se trata de wuna distribucién
irregular, donde el porcentaje de aciertos en 12 de Reforma,
I3.3 % es inferior al porcentaje en Octavo de EGB que es el
mismo  fendmenso gque el observads en la pregunta 223 en los
alumnos flojog, For tantc obtenemos la misma conclusian,
ahora reforzada, de que el error de "la letra como objeto”

es wn error fuertemente arraigadp entre los alumpos de

Reforpa v gue sin embargo mejora com la ensefanza del 4alge-—
bra como se aprecia en Octavo de EGB -30% de aciertos frente

al 0% de Séptimo fde EGB- vy en 12 de BUF —-77.4Y% de aciertos.

Ho

Variable n@ 12. Pregunta 22.

Eg la preguntsa de manipulacion de expresiones

algebraicas sencillas. Analizando la tabla de porcentajes,
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SePTIMO oCcTAavo REF ORMA P TOTAL
ERROR Q.0 735.0 0.0 20.4 19.7
ACIERTO 100.0 25.0 100.0 79.8 80.3
TOTAL 100.0 100.0Q 100.0 10C.0 l 100.0

sorprende el
Reforma, en

momento.

alte nivel de aciertos en 72 de EGB v en 18

contra

de los resultados obtenidos

con la tabla de Numero de Aciertos:

hasta

de

el

Para precisar esta informacion vamos a consultar

SEPTIMO oCTAvVO REFORMA BUP TOTAL
ERROR Q 3 o] 10 13
ACIERTO 1 1 12 39 53
TOTAL 1 4 12 49 | &b
Lo primeroc que nos llama la atencidén es que en
Séptimo de EGB hay un s6lo alumno fuerte vy, aunque ha
coincidido gque ha respondido bien a esta pregunta, su
respuesta no resulta representativa pues puede ser simple-
mente un alumno excepcional.
En 12 de Reforma las cosas son diferentes pues
el porcentaje es consecuencia de 12 alumnos gqQue responden

todos

que se trata de alumnos del tercio de alumnos fuertes,

también

acertadamente.

pertenecen

Resulita sorprendente,

aungue pensemds

2 este tercio los alumnos de BUF y

embargo sclamente el 79.46% contestan acertadamente.

a través

de entrevistas individuales con los

alumnos.

pues

sin

Este resultado de Reforma deberd ser investigado

En
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ellas s& profundizard sobre las estrategias que han seguido
para obtener las respuestas y se buscara la explicacion de

este hecho.

IV.3. CONCLUSIONES PARCIALES.

Sobre toda la poblacidn en con junto

A. Los enunciades literales son peor respondidos
gue los enunciados graficosi{ y éstos, peor Que los enuncia-

dos en lengua materna.

Bl. Los ejercicios de respuesta numérica son

mejor regpondidos gque aguellos gque exigen "respuesta literal™.

BZ. Separando el resultado anterior por los
distintos tipos de enunciado, se encuentra gque la diferencia
es mas grande en los casos de enunciados en lengua maternaj
en los enunciadps en “"lengua literal™ resulta un poco menos
claral y en los casos de "lengua grafica” la diferencia
apenas existe, respondiéndose c¢on, casi, el mismo acierto
log ejercicios de respuesta numérica gue los de "respuesta
literal”.

Ci. El error de “"letra wvalorada”, "VAL", se
produce CON MAS FRECUENCIA en los ejercicios de enunciado de
tipo ygré&fico, "B", Qgue en los enunciados en lengua materna

“LEN" o en "lengua literal”, “LI",

C2. E! erraor "VAL" se comete CON MAS FRECUENCIA

gue los errores "N" o "D" en los ejercicios de enunciado
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grafico.

D. El! error de “letra de acompaRamiento", "N,
es un error SISTEMATICO en los ejercicios de enunciado
grafico. ©Se wve que hay mag alumnos que lo cometen 2 O 3

veces gue saolamente una.

E. El grror de "letra desaparecida“, "nmt,  es
MENDS FRECUENTE en ejercitios de enunciado tipo grafico gque

en los de otros enunciados.

F. Un ejercicio que tenga un enunciadao mas
"familiar" (en sentido social) que otrao, resulta respondido

con doble numero de aciertos gue éste.

Sobre los grupos de alumnos en particular,

1. El error de "la letra como objeto" s=se
mantiene muy arraigado en los alumnos de REM, tanto entre

los alumnos "flojos" como entre los alumnos "fuertes”.

Z. Em 123 de REM desaparecen las diferentias
significativas entre respuestas, de lps alumnos, a
cuestiones con enunciado materno y con enunciado grafico. Se
ve que ha sumentado la comprensistn de enunciados em  lengua
grafica.

z. En 12 de REM se mantienen diferencias
significativas entre 105 enunciados en "lengua literal"
(peor respondidos) vy los enunciados en lenguas materna vy
grafica. Se ve gue ha aumentado muy poce la comprensién en

"lengua literal®.
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4. En 182 de BUP desaparecen las diferencias
significativas entre enunciados en lengua materna y en
"lengua literal”. Esto hace deducir gque la ensefanza, en 19
de BUF hace aumentar la comprensiém de enunciadoes en "lengua
literal”.

5. En 12 de BUF existen diferencias significati-
vas dal rendimientoc en enunciades en lengua grafica respecto
a4 enunciados en lengua materna y en "lemngua literal”, con
mejor rendimiento a favor de la primera. Se deduce, por
tanto, que la enseRanza, en este nivel, mejora la

comprensién de enunciados en lengua grafica.

6. Las preguntas dque mas discriminan entre
alumnos "flojos" y “"fuertes" son @ 53 C, 168, 232 y 2&2, Se

puede observar que todas son de respuesta simbolica.

7. En las preguntas peor contestadas existe
coincidencia entre los alumnos "flojos” y toda la muestra.

En las mejor respondidas no se da esa coincidencia.

2. Entre los alumnos "fuertes" vy +toda 1la
muestra, hay coincidencia tanto en las preguntas peor

contestadas como eh las mejor respondidas.

?. La manipulacidn de expresiones algebraicas es
una adguisicion progresiva Que se aprecia claramente entre

los alumnos “flgjos” en 12 de BUP.

1i0. El uso del razonhamiento, para resolvar una

ecuacidn (caso de la ecuacidn cubhica de la pregunta 193), s
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conseguide vnicamente por un 20 % de alummos de 12 de BUP,
en los demas cursos se da un porcentaje del O L. Los alumnos
estdm acostumbrados a un calculo mecanico de las ecuaciones

v, si fste Ies falla, no rasponden adecuadamente.
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V. ENTREVISTAS INDIVIDUA

V.1l. VALOR 4NICO.

Hay wn& tendencia a mantener la invariabilidad

de la letra. El1 alwumno debe vencer una tendencia espontanea

a mantener la letra con yn valor fi4ig y unico.

Aungue el alumno acepte gque una letra puede
tomar distintos valores tiene una resistencia espontdnea gque
se manifiesta claramente tuande la ocasisn lo permite. La
siguiente entrevista, a propsisito de l1a pregunta n2 17 es
una muestra de ello. 6Se trata de César, alumno nd 22 de 78
de EGE.

La pregunta es!

17.- Si sabemps que p =g + 7 . slué le sucede

a "p" cuande "g" AUMENTA en 3 unidades?

La entrevista se desarrolldé como sigue!

César! Oue vya no es igual a qg+7, porque si, por

ejemplo, "q" representara a 3, "p" resultaria 107 pero si
"gq" aumenta 3 seria igual a 13. No seria "p", 10.
Profesora: 0O sea, 4que si "q" asumenta, i"p" no seria

igual a qg+77?

Césart No, porque para ser igual tendria también gue
aumentar "p"

Profesporad Aja., oY no podria ser eso? ,jQue "p" aumen-—
tara tambien?

César! No sé, El ejercicic na dice nada,
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Fraofesara! Si "p" tiene un valor....Te parece rara gque
cambie? ;Crees que tiene un valor mds o menas fijo? 0 como?
César: (Fiensa un poco) S5i no me dijeran nada ...
Tengo gue "g" podria aumentar 3 unidades, pues "p"* también
podria aumentar 3 unidades, a lo mejor, pues no es un numerc
fijo, representa una letra. Lo que pasa es que el ejercicio

dice solamente la "q" asi gque ya no puede ser la "p”.

Profesora: Fero te pregunta ifué ie sucede a “p"7? No
te dice gque no pueda aumentar.
César: Gi se mira espo, podria ser gue aumentara 3.

Pero si no ... Existen esas dos posibilidades.

Finalmente César, guiado por las preguntas de la
profesara, admite la posibilidad de que "p” pueda variar,

pero inigial y espontaneamente ni 1a considera.

Sep ve que admite gue una letra puede tomar
distintos valores pero emn el mismo ejercicic se resiste a
considerar esa varijabilidad. Unicamente la admite si
el profesor (o el enunciado del ejercicio) s%i lo indigans
es 1 rcaso de la "Q" porgue se dite que aumentaz en 3

unidades.

V.1.1. Valoracién de la letra.

Como una consecuencia de considerar la letra con
valor dnico y, en un momento dado, desconocido, se da con
frecuencia el caso de gue los alumnos encuentran métodos

personales y originales para calcular ese valor.
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Hay testimonios de algunos de estos procedimien—

tos recogidos a continuacion.

Ricardo. N2 !3 de 72 de EGB. (A la pregunta ng

oc ha respendido: 10).

La pregunta era:

S.c.- Si b+ d =24, entonees b +d + F = ...,

Cuando le preguntamos la razén de su  respuesta
nos explicas

Ricardo! Cada letra es un nimero. 35i b+d=b vy
como de la "d* a la "f" hay 4, pues &+4=10. Era "mas 4"

ademas de lo que habia.

Encontrames  agui una forma de valorar la letra
usando =1 ordem alfabético. De este modo puede dar un
resultade numérico que es el tipo de resultade al gque esta
habituado ¥y, por tanto, el 4nico que le parece valide. A

tontiduacion completa su explicacitén diciendo,

Ricardo! No g dificil calcular con letras si

sabtes la equivalencia.

Ricardo considera que las letras tienen que
tener siempre wna "equivalencia® con los nuimeros y @81 la

busca a través del orden alfabético.

José, N2 237 de 7¢ de EGB. También valera la
letra pero en este caso usando ctro criterio: Cada letra

come es UNA LETRA tiene que valer “1'.
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En el ejercicio n2 1 responde:

4 ———-3> % + a 5§ =>4 + b

Y en la entrevista individual explicat

José:i "Porque creo que las letras valen un punto
y por eso

T +a=3+1-=4 ¥ 4 + b =4+ 1 = 5"

De la misma forma vemps que responde al

ejercicio ng B¢t

S5c.- S5i b +d =5, entonces b + d + £ = 7

José: "Porgue creo, camo en el primero, gque la

letra "f" vale "1" y entonces &+1 = 7%

Es curioso que no se plantea la paradoja gue
supone la relacidn "b + d = &" en la que las letras "b" vy
"d" evidentemente no valen un punto cada wna. Simplements
agigna ese valor de "1" a las letras de las gue no bha
recibideo ninguna informacion para valorarlas pero que farman

parte de una respuesta pedida.

Vuelve a valeorar como "1" las letras “n" y “p"

en el ejercicio ng2 10,

10.~- 5i sabes que
m=mn+p
Yy que
m+n+p =0

iQué puedes decir de "m"?

Respuesta! Bue “m" wvale 58 unidades
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La explicacidén que nos da es?

José: "Forgue "n" y "p" valen "I".

Fara &1 no hay contradiccién en gue la letra "m"

valga 58 unidades. Las letras desconhocidas “deben tener un
valor" y en su criteric el valor mas natural, a Ffalta de
indicacidn en contra, es el “1". Esto no impide gue "otra
letra pueda representar un valor diferente” pera entonces

"lo dird el anunciadg del problema”.

V.2. IDENTIFICACISN DE “LETRA"™ CON "ECUACION*

Hay alumnos gque al encontrar letraz en el
cdlculo creen que estdn trabajando con ecuaciones. Son los
alumnos que identifican la aparicién de las letras, con 1la
necesidad de calcularlas. Consideran las letras come pro-
vigignales en la escritura matemdtica, como una solucidn

transitoria a 14 espera dé conocer el valor de ese namero.

Asi tenemocs testimonios recogidos en las

entrevistas individuales gque confirman este comentario.

Laura. NZ 31 de 72 de EGH. (No realiza el

ejercicio n2 {}. En la entrevista explica,

Mo sabia 1o que era “p" porque no sabia hacer

ecuaciones.

Como se ve, en el ejercicie n2 1 ne hay

ecuaciones para calcular el valor de "p". Es Laura la que

.
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agocia la aparicieon de la letra con la, para ella necesaria,

existencia de algumna ecuacidn.
David. N8 7 de 72 de EGB.

David: Me siento mejor cuando hay nameros.

Frofesgrad! JOué es 1o gue te va mal de las
letras?

David: No sé. Las ecuariones y todo eso.

Frofesoral iHas trahajade alguna wvez con
férmulas de dreas con letras?

David: Mo. S5d6lo con ndmeros.

En eesta entrevista David nos hace patente su
poca familiaridad con el uso de las letras. El dice gue no
se siente muy bien con ellas y solamente recuerda haberlas

empleado con las ecuacicnes.
V.2.1. DISTINCISéN DE LA "X™ COMO INCSGNITA.

Algunos alumnos identifican la Tyt como
incdgnita de las ecuaciones, pero la diferencian de las

letras iniciales del alfabeto que usan para otras ocasicnes.

Jorge. N22& de 72 de EGB. En el ejercicio n2 12
en £]1 gue se la pide que exprese simbélicamente una
propiedad, responde

abrec+d=e1:b=....

vy en la entrevista nos dices

Jorge: Simboélicamente quiere decir con letras,
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con letras iniciales qQue quieran significar algun wvalopr

incluso, por ejemplos, w = 3,1416.

Profesora: iCuandoc dices inicialeg, a guéd te
refieres?

Jorge! A las primeras letras.

Frofesora: iFodrias usar la "x"?

Jorge: Es gque "x" es un valor desconocido, una

incdgnita, y agui se conoce e1 valor.

En el ejercicio se le habia pedido que tomara un
valor cualquiera y se ve que camo puede elegir el valor

la considera conccido.

V.3. APRENDIZAJE POR INDICIOS.

En el capitulo Ingenieria Didactica hablamos
también de esta forma de aprendizaje que los alumnos emplean
a2 Falta de indicaciones diddcticas provenientes de 1la

experiencia o de la teoria matemdtica empleada.

£n algunas entrevistas individuales quadan
patentes estos comportamientos para los que 21 alumno  usa
como apoyo leos indicios captados de las indicacicnes impli-~
citas del profesar o de instrucciones didaActicas aplicables

en contextos diferentes.

En este ejemplo se trata de un comportamiento en
2l que el alumno aplica indicaciongs didActicas aprendidas
para otro contexto y gue han gquedado memorizadas con  tanta

fuerza gque aflioran como intuiciones de ayuda &n momentos de
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incertidumbre.

Laura. NE 1 de 72 de EGE. Fara contestar a la
pregunta n?2 Sc, gue ha dejade en blanco, rnos dice en la
entrevistal

lazura: Pondria &-¥F.

Frofesora: jFor gué?

taura: Forgue lo gque esta sumando pasa restando

al otro !ado.

En primer lugsr es improbable que el profesor
que ha tenide Laura le haya dado esa instruccidn directamen-
t2 npues aungque, en las ecuaciones, la +transposicion de
términpns de un miembro de la 2cuacidén al otro, produce ese
efecto, cste comportamiento no es unze regla matematica  a
aplicar. Laura, por tanto, ha captado esta instruccidn por

algun irndicic implicito.

En  segundo lugar, 2sta scudorregla solamente
puede funcionar en las ecuaciones y en el ejercicio plantoa-
do se trata de una enpresion algebraica con letras pero no

de uns scuacidén.






CAPiTULD &8

I. 11 TIONARIDS SEGUN L0OS OBJETI Y

En Didactica de las Matematicas, cuando nos pro-
ponemos preparar un cuestionario. 1o primero que tenemos gue

pensar g5 en el objetivo gue gqueremos conseguir.

Los rcuestionarios =erdn distintos s=gun los
ocbjetivos qQue nes propengamos o el uso que vayamos a hacer
de ellos,

Hatlemos de tres tipos de cuestionarios:

1. D2 calificacidn.
2. De estudic de concepciones.

IZ. Pre-cuestionariocs.

Yamos & estudiar qué caracteristicas deberan
tener vy cuales son las diferencias a temner en cuenta a la

hora de su elaboracidn.

I.1. CUESTIONARIOS DE CALIFICACIGN.

Estos cuesticnarios se pusden a su ves subdivi-

dir en dos modalidades.

I.1.a. Para calificar a los alumnog individual mente.
I.l1.b. Para evaluar l1a marcha de la ensefanza o del

grupo de alumnes.
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En la modalidad I.1.a. encontrameos el tipo de
cuestionario que es usado habitualmente por @1 profesor para
dar las calificaciones a sus alumnos a lo largo del cursec

escolar o a8l fin de un perisdo determinado.

En este cuestionario interesa hacer una eyvalua-
cibp de lovs conocimientos adquiridos por los alumnos, desde
el punte de vista de la calificacién =—este alumno sabe
responder a éstas preguntas o, a fantas preguntas de este

tipos este otro alumno ne ha llegadeo a responde:r un minimo

de preguntas,etc...

En la modalidad I.1.Bb. nos interesa evaluar la
marcha de la clase globalmente —-hay cierto nimerc de alumnos
gue han sabido responder a esta pregunta y =etos porcentsjes
de d4uitos v de 4racasos indicam si se ha comprendido bien, o
no tan bien, este concepto determinaqn. 0 esta pregunmta ha
side respondida por un escasoc porcentaje de alumnos, lo cual
indica gue no ha side correctamente asimilado 1o que la

pregunta incluia como concepto o técnica clave, vy por tanto

En ambos casos para elegir las preguntas tenemos

unos condicionamientos comunes:
18. Se +trata de evitar repeticiones indgtiles.

Las preguntas se eligen de forma variada inten-
tande que en cada una de ellas se pueda a&nalizar una carac-—
teristica determinada del conocimiento gque nos interesa vy

que estas caracteristicas sean distintas de una a otra
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pregunta. Asi evitamos plantear preguntas gque vayan a servir

para el amalisis de una misma caracteristica.

22, Interesa obtener la mayor cantidad de infor-

macisdn usando un minimo de tiempo de l1os alumnos.

La lgpgitud de las preguntas debe controlarse
para que, conteniendo ¢stas todo 1o que nos interesa

estudiar, sean por otra parte lo mas breves posibile.

30, Las preguntas deben tensr el mdximo de inde-

pendencia posible.

Con ésto Queremos decir!

Que no haya implicaciones entre 1las preguntas,
que l!a respuesta correcta a una pregunta no impligque
necesariamente la respuesta correcta a otra, pues en ese

cazo la primera pregunta seria inutil.

e no haya preguntas equivalentes. Es decir
gue no haya preguntas gue sean contestadas o falladas
simultaneamente por los alumnos, pues ésto haria inatil una

dee las dos preguntas planteadas.

MHay que Secir gue no siempre se pueden plantear
preguntas totalmente independientes, perp insistamos en gue
para este tipo de cuestionarios es conveniente el mavimo de

independencia posible.

En el punto 1.3 veremos cémo los pre-cuestiona—

rios nos pueden ayudar en gste problema.



I.2. CUESTIONARIOS COMO PARTE DE UN ESTUDID DE CONCEPCIONES

La concepcidn es 1o gque liga al alumno con el

conocimientao.

Generalmente una concepcidn es mas eficazr en
cierto dominioc vy puede producir errores en  otro dominig
diferente. Hacemos un estudio “a priori® de las cohcepciones

y sus posibles dominios de eficacia.

5i identificamos, por ejemplo dos concepciones
Cy ¥y Cxs vy preparamos un cuestionario con un conjunto de
ejercicios de cierto tipo E;, que se adaptanh mejor a C;. ¥
otros ejercicios Ez que se adaptar & Cz, un alumno que tenga
la concepcidn Ciy al resolver los ejercicios Ex cometerd mas
errores dque al plantearse log Ey y viceversa, de modo que
las diferencias en el nimero de errores cometidos en  cada
uno de los tipos E. y Ex puede decirnos si se usa una u otra

de esas concepoiones.

Ng me trata agui de distinguir si una copcepcidn
es correcta o ne, ge trata de dos concepciones gque pueden
ser ctorrectas las dos pero gue uvna de ellas en ciertos
dominios produce mas errores. Esto puede ser, por gjemplo,
porgue implique una actividad ~intelectual o mecdnica- mas
complicada o© mds larga. De modo que no se trata de separar
concepciones incorrectas o torrectas, sino de estudiar las
distintas conecepciones Qque hayamos podide plantear como

hipdtecsis,
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l.as t¢oncepcienes, vy sus dominios de eficacia,
deben estar estudiados a prierii vy si aparecen alumnos que
son mejores en E; que en Ex, Yy otros al revés, =@ podria

expliecar esto por las distintas concepciones, pero, con esto
stle, no se debe dar como segura @sta interpretacisn. Des-
puts se trataria de verificar esta hipttesis a través de
entrevistas individuales con los alumnos, tratando de averi-
guar el por qué de sus respuestas, la razén de sus  compor-—
tamientos. Se estudiarian los tipos de errores cometidos

etc. Todo ello formaria parte del estudioc de concepeiones.

I.3. PRECUESTIONARIOS

Para elegir las preguntas del mejor modo posible
fe2 puede hacer una investigacidn previa mediante un pre
cuestionario. Con el estudio de los resultados obtenidos se
puede Ltener informacidn sobre las preguntas y sobre las
condiciones 6ptimas de planteamienteo de esas preguntas. Los

pre cuestionarios nos pueden servir parat

- Reducir el ndmero de preguntas necesariag para

un estudio determinado.

Esto podria consistir emn plantear a un grupo de
alumnos wn  gran numeroc de preguntas -supongamos de manera
ideal que se plantearan 300 o 400 preguntas. A continuwacidn
hariamos un andlisis factorial de los resultados y si  sg
encontraba que por ejemplo 20 preguntas suponian un 90% de

la inercia del analisis estadistico, ésto querria decir qus
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esas 20 preguntas representaban muy bien al conjunto de las
300 y que conociendo 1as respuestas de un alumno a estas 20
podriames prever con un minimo e error las respuestas  de

ese alumno a las demads.

Este, se puede decir, que es un use hipotético
pues el costo para los alumnos encuestados seria muy alto en
horas de trabajo, y tendria gue estar muy justificade el uso
de un cuestionario asi} pero, estudiande un precuestionario,
Pueden seleccionarse las preguntas gue mas nos interesani
bien seleccionando !as preguntas gue aportan mayores valores
2 la inercia del estudieo estadistico, bien desechando
aguellas preguntas que han sido respondidas por todos los
alumhpe ~o practicamente todes-, o aguellas otras que no han
sido respondidas por casi ninguno, ya gue la informacidn gue

aportan no nos ayuda a calificar 2 los alumnos.

Un  segundo uso de los precuestionarios seria
tratar de estudiar relaciones entre las pregyptas. Haciendo
tomparsciones entre agquelilas gue a priori se han planteado
como independientes. Tratando de¢ encontrar cuales son 1as
preguntas cuya respuesta correcta implica la cerrecta  res-
puesta a otras. U agquellas preguntas ligadas por et éxito en

ambas o el fracasoc ©n ambas gue serian preguntas equivalen—

tes 2to...

Este estudio de implicaciones y de equivalencias
s@ puede hacer en Estadistica conm el cruzado de preguntas

dos a dos. (Gratircos 6.10, &6.11 vy &.12)
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Existe, también ,una forma de estudiar las
implicaciones que es ¢l arbol implicativo de Grass. La
formacién del &rbol implicativo lleva al reccnocimiento de
las preguntss clave de uh cuestionarioj es decir, nos lleva
a upa selectidén de preguntas representativas de todo el
cuesticnario. De este modo, planteando 2 los alumnos esta
seleccién, podemos conseqguir la misma informacidn con menor

nimero de preguntas.

II. i L ONARIO. A

iPor qué me planteo yo la necesidad de un cues-
tionario sobre las inecuacriones? sCudles son las preguntas

que el cuestionario creo gue me va a responder?

flgunss de ellas se exponen a continuacidén.

1..Cudles son los comportamientos mas frecuentes

usados por los  alumnos al resolver un problema de
inecuaciongs”

{Los tipos de comportamientos esperados se especi-

fican mas adelante en el estudio directo del cuestionario).

Respecto a ésto me gustaria saber si el apren-
dizaje actual del algebra -gue estimo "formal" en el sentida
que le da Chevallard- prepara de forma adecuada para el uso

"funcional” del Algebra {(Chevallard, 198&).

2. ;Cudlies son los errores y dificultades de los

alumnos en Algebra al trabajar con inecuacionss?.



2.1. Desearia saber si los errcores de calculs
getectados en numerosas investigaciones, como los errores
producideos por el manejo del cerc (Fascal, 1980y, © les
debidos a la "extensiom de la distributividad" (Vergnaud),
etc. estudiados sobre igualdades, se revelan del mismo modo,

o €on mayor o menor frecuencia en las desigualdades.

2.2. Deszeg investigar los errores inherentes
2l uso de las letras en sus diferecntes posibilidades: incég-
nits, parametreo, funcién,...j y tudles de @stos usos, de las

letras, ofrecen mayores dificultades al aslumno en el caso de

las inecuaciones.

3, iCudl es la influencia del uso de esquemas
lineales (llamo asi a las representaciones sobre la recta
real de los intervalos solucién), o de representaciones
graficas en coordenadas cartesianas (gstoa es, representar

las rectas vy paribolas), en el éxito de las respuestias?,.

4. i5e dan diferencias de énito enm el calculo de
dominios de funciones (irracionales de indice par o logarit-~
micas © de otro tipo) dénde se requiera resolver una in-
pcuacidén tomd por eiemplot

4
fig)= VUx3= Zu2z- n + 2 -] gix)= log ( 1/x2- 3x + 2}
entre alumnos gque &stan habituados a resolver inecuaciones
mediante el uso de las graficas correspondientes ({estos

alumnos no conocerdn la representaciéon en el case de la
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irracional del egjemplo indicadal, vy las habituados a descom-
poner en factores binomios y estudiar el signe del producto
de estos factores? {alumnos gue son l1os gue usan 1 esquema

lineal para terminar 2l ejerciciol.

De acuerdo con esto también guedamn planteadas,

coms interrogantes, algunas hipétesis:

itener un dominio del calculo algebraico favo-
rece el usa de un tipo algebraice de razaonamienta™ a por el
contrarin:

iHaber adquiride un dominio del ecdlculo alge-
braico favorece el uso de procedimientos sintacticos de

razonamiento”™

0 todavia hipétesis de este otro tipot

Los alumnos que usan las graficas cartesianas
para el estudio de las soluciones de las inecuaciones ;sOn

los que eligen razonamientos de tipo sintactico?

11.1. ELECCI6N DE PREGUNTAS

La eleccitn de las preguntas es quiza la parte

mAs delicsada del cuestionario.

Acabamos de decir gue muchas veces usampog de  un
precuestionario precisamente para poder perfeccionar su
planteamiento, oObservar posibles efectos no previstos, es-—
tudiar el ocrden de presentacién o corregir la longitud del

cuestionario etc...



Fara elegir las preguntas hay gque tener en cuen-

For ejempleo gi tenemos una pregunta gue a prieri
parece Qgue debe ser contestada por todos o casi todos los
alumnos esta pregunta pogrd servir para un cuestionario de
evaluacion de alumnos del tipo 1! o para ver si se ha cumpli-~
do efectivamente el objetivo de ensefanza, pero no servira
para estudiar las preguntas en =1 tipo de cuestionario Z2 o 3
pues no nos ayudard a disgernir diferencias gue es lo que

necesitamas.

0 =i por ejemplo planteamos preguntas para
cbservar um caracter determinado deberemns estar seguro de
que entre dos preguntas semejantes la dnica diferencia es
realmente ese caricter a ohservar y que esas preguntas son
realmente independientes respecto a é1, aunque ya hemos
dicho mé&s arriba que a veces nc es ptesible plantear pregun-
tas independientes. For ejemplo cuando se estudia la in-
fluencia del tamato de los mameros en las operaciones, "lo
que se llava', es decir las unidades del orden superior al
que estamos trabsjando y gue se arrastran, aparece ligado al
emplenc de los numeres grandes y no lo podemos independizar

del uso de esus numeros.

I17.2. PRESENTACION DEL CUESTIONARIOD

Este cuestionario {(Anexo VYIII} gque presentamos

quiere servir al tipo I de los enumerados mas arriba, es
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decir se trata de un precuestionaric del gue intentamos

sacar conclusiones para elaborar otros cuestionarios.

La eleccion de preguntas, en el cuestionario
(Anexo VIII} que vamos a estudiar, se ha hecho buscando una

primera parte de calculo:

Son las cinco primeras preguntas (8., SIS, PAR,
FAC y SEG). que han sido elegidas para la observacién de

algunge: fendmemos y erreores habituales en Adlgebra, comoi

- La intorrecta interpretacidn de las notaciones

(primera pregunta: SOL)

- E! error que se puede cometer al multiplicar

una desigualdad por un numero negativo {(preguntas SOL y S§I85)

- El empleo del calculo ecuacional en las des-—

igualdades (preguntas FAR y SEG).

- La manipul acidn exclusivamente formal de expre-

siones algehraicas tcuarta pregunta: FAC)

Analizados en el caso de las inecuaciones de dos

maneras distintas:

- Sobre el éxito (bien o mal, éxito o fracaso) y

- Sobre los comportamientos

Fosteriormente se guiere comparar estos resul ta—
dos con los de otro cuestionario simjilar a éste pero econ

ecuaciones.
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Con la comparacién de ambos 5@ guisre observar
si los errores habituales en 3lgebra, al trabajar con igual-—
dades, disminuyen, aumentan o cambian de caracter em 1los
ejercicios con desigualdades. Se trata de analizar la hipo-—
tesie de gue el tratamiento de las inecuaciones sz realiza
como i se tratara de ecuaciones, simplemente, "yn poco

diferentes™”.

Cuatro de las cinco cuestiones de cdlculo se han
planteado con la palabra "Resuelve...". Este es el modo
habitual en que los profesores plantean estas preguntas &
les alumnes, ¥ no se ha queride medificar para estudiar,
precisamente, cral es el tipe de respuesta gque provbca en
ellos.

Solamente en una pregunta de las de cé&lculo,
concretamente la ndmero 2 {SI5), se pide "Compara entre =i
los conjuntos solucidn de ambas" en ver de emplear @l
enunciade habitual., Con ello se trata de obhservar i dismi-
npuye el niamero de respugstas correctas o varia el comporta-
miento del alumno para buscar la respuesta al no encontrar

exactamente la palabra "magica"! Resolwver...”

La pregunta & (NUIM):

"Demugstra Qgue la suma de dos Humeros impares
consecutivos es mayor que el doble del primero Cce ellos*

s semejante a un epjemplo con igualdades prepuesto por Y.

Ha sideo escogida para:
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Observar las formas de respuesta empleadas por
tog  alumnos. Razonamientos: "algebraicc”, "verbal® o

“pseudoalgebraico”.

La pregunta ndmero 7 (FUN) del cuestionario es
ura pregunta sobre el uso de las letras en el status de

funcion y de incagnita.

Se trata de comparar las respuestas de los
alumnpos en 2] casp de la igualdad y la desigualdad. Como,
normalmente, el alumno ha trabsjado ya mucho con las expre-
siones del tipo:s

¥y = AS-2%) /3

y. prabablemgnte, hubiera identificado la recta y los infi-
nitos pares de valores, hemos prefericdo empezar por la

expresisn

y € (5-2x)/3

tratando de obtener unas respuestas "virgenes" evitandec una
anglonia gspobténes & irreflexiva, con el casc de la rela-

ridn de igualdad, =i ésta era analizada en un momente inme-

diatamente anterior.

La pregunta namero B (FRA) es especial. En pri-
mer lugar se observa que rno se trata de un simple ejercicico
mecadnico de resolucidn de inecuaciones. Se pide realizar una
verdadera demostracién. Nos encontramos ante un uso funcio~

nal del Algebra, en este casto a traveés de la desigualdad.
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En segundo lugar los alumnos van a encontrarse
con “el ogro" de las letras. Tenemos dos posibilidades de
enunciade (Posibilidad A vy posibilidad B} y segun cudl
escojamos variaremos el efecto ssbre los  alumnos. Las

estudiaremos en el punto siguiente.

1I1.3. ESTUDIO PREVIO DE PUSIBLES RESPUESTAS

En 1los cinceo primeros ejercicios, que son de
calculo, se espera destubrir algunos errores frecuentes en

el calculo de escuacienes, como ya hemos dicho.

En el ejercicio ramero &, los meodos de respuesta
esperados en el estudio previc de posibilidades son los

siguientes:

a. Plantear la inecuacién. Se trata de un ejer-—
cicio '"de letra' dénde se puede hacer un plantgamiento

algebraico de la proposicién dada.

Aunque sea de forma sencilla, g1 alumno debe
hacer una simbolizacién para deducir de ella la certeza de

la atirmacidn. Debe plantear:

(2013 + (2043} > 2(2Zx+1)

y tratar de resoglver para obtener la demostracidn:

Ix+142x+3 » fu42

Ax+4 > 4u+2
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esta desigualdad equivalente a la primera demuestra el
enunciado.
Estp es 10 gque wvamos a llamar un método de

razonamiento algebraico o formal.

b. Elegir un razonamiento en térmimos de orden,
bien sea verbal: "Tengo uh numero impar gque es anterior, es
decir menor Que otro impar gque le sigue...." etc.. es decir,
medi ante palabras y oraciones} o bien sea seudoalgebraico:

"Si tengo que:

Yy suno a los dos miembros de la desigualdad el numero menort
(2x+1) tendré?
(2x+1)+(20+1) £ (2x+T)+(2x+})

-

"2l doble" "la suma"

es decir: el doble del peguefo es menor que 1la Zuma de los

dos con o que gqueda probado”.

A estos tipos "b" de razonamiento les 1]lamare—

mos verbal y seudosalgebraico

Con é¢sto, como hemos dicho mas arriba, se queria
ver si el trabajo con inecuaciones favorece, © revela, mas
que las ecuaciones este uso funcional del Algebra ya que en
lag ecuaciones este tipo de razonamiente verbal practica-
mente ha desaparecido por la fuerza de la simbolizacién

algebraica y del automatismo de calculo.
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Este razonamiento verbal seria uma pervivencia
del razonamiento aritmético, ddnde el matematico lleva las
riendas de !os cdlculos gue va haciendo, sin abandonarse., o

abandonandose muy ligeramente, a los métodos numéricos.

En el ejercicio numero 7, se espera que los
alumnos, al encontrarse con una desigqualgad que me presenta
el aspecto de ninguma de las inecuabiones, o sistemas de
inecuaciones, "normales”, reflexionen de forma mas libre, y
encusntren gue la desigualdad no establece una funcidén, en
el sehtido conocrido de que a2 cada valor de "wY le correspon-
de uno determinade y dnico de "y, sino que esa relacidn
determinag un conjunto de pares de valores mucho mds amplioc,
an 2] que a cada wvalor de "x" le correspaonden & su vez

infirnitos valores de "y"

En el apartado gl Sabes que quiere decir "resol-
ver una inecuacisn"7iSebes resalverla? 51 has respondido

afirmativamente, resuélvela

S5e intenta comprobar si, 8l alumno asocia, auto-—
maticamenta, la palabra "resolver" can el comcepto de ecua-
cidn. Si 1o hazce realicard una de lag posibilidades si-

guientes:

1. Forzar una ecuacién, por ejemplo igualando a
cero en la forma

(S~2n)/3 = 0

2. Responder que no se pusde “"resolver” porque

"mo hay una ecuagion”.
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Por ultimo en el apartado d) se les pide el mismo
estudio, con la igualdad, pars hacerilos volver sobre sus
respuestas antericres vy ver si establecen las diferencias

pertinentes.

Ern el ejercicio nimero B, vamos a analizar dos

posibilidades de enunciado.

Fosibilidad A =

Enunciado! "De las fracciones F/N y F+1l/N+1

iCcual s la mayor, con la condicion @ < F < N 7"

Fosibilidad Bt

Enunciado: "De las fracciones c/a vy ———  con

a*d y c>0 Cuadl crees gue es mayor? Demuéstralop®

Vamos a estudiar posibles respuestas:

Posibles respugstas a la posibilidad "A":

Ri.Resolucién semantica

Imaginemos en wun tolggic uwna clase con la

siguliente composicioni

F : numero de niRfas

N : numera total de alumnws en la clase

Entonces! F/N = proporcion de nifas en esa clase
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Si llega una nueva nifa tendremos:

F+1 ¢ numero de nifas
N+1 ¢ numero total
Froporcidn:? F+1/N+1 gue desde luego es mayor

que l1a anterior. Es decir la propercién ha aumentado:

F+1 F
——— > -
N+1 N

R2. Resolucioén teniendo en cuenta el orden y los

limites

Sabemos que © < F/N < 1

F4+n

51 calculo 21 limite: iim ————— =1
n=>o  N+n

Fero de este resultado no se puede deducir gue

la sucesidn ses mondtona y mondtona creciente, es decir gue

para todo "n" se cumplai
F+n+1 F+n
————— = === 2> 0
N+n+1 N+n
F+1 F
0 sea que en particular:? e
N+1 N

De manera gue este modo de resolucidén no serd vdlido.
R3.Resolucién algoritmica o algebraica

F F+1

Supongames por ejemplao que? - L e (1)
N N+1
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g

Como NG Yy N+12>0 tendremos:?

FinN + 1) < N{F+1)

FN + F < NF + N

Desigualdad eguivalente a la primera. Esta se
cumple precisamente porque es la condicion dada, luego la

desigualdad (1), de la pagina anterior, es cierta.

R4.Forma de resolucién "aritmética mixta"
Se realiza en pasaos sucesivost
a) Tomo F/N ¥y aumento el numerador en una

unidad.La fraccion aumenta.

F F+1
- Z _—
N N
b) 5i en esta segunda fraccibdn aumento el deno-

minador la fraccidn disminuyes
F+1 F+1
E

c} Para llegar a la idltima fraccidén hemos aumen-—

tado, en el primer paso, y luego disminuido, en el segundo,

de modo gue lo gue tengo gque saber es si el aumento ha sido

mayor o menor que la disminuciodn.
Aumento en e]1 primer paso:

F+1 F
N

N
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Disminucion en el segundo pasg!

Fel  Fal  N{F+1)  (N#1) (F+1)  NE+N-NF-N-F-1

Ne1 N N NN i TN )
-F-1 F+t 1 F+1

T oNmeD NN nonet

Teniendo en cuenta la condicion FKN tenemos por

consiguiente? F+1<N+1 , ez decir que la fraccion!

(F+13/(N+1)

es menor que la wnidad vy multiplica al Jactor de cambio
(1/N), es decir gque lo disminuye. Por lo cual la cantidad
que se disminuye en el sequndo cambio es mids peguera gue la
que se aumenta en al primero y en la sucesién de los dos se

produce como resultado un aumento, es decirj

F o F+1
N

MN4+1
Fosi ues ibili b =
R1.Resolucién semantita

Agui caben las tres posibilidades: a=c , a¥& vy
a<c, lo cual hace gque no sea facil pensar en la fraccidn asc
comp parte de un todo unidad c/e. Creoc que en este plantea-

miento es mucho mas dificil encontrar esta respuesta.

R2.Resolucién teniendo en cuenta el orden y los

limites,
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Ya hemos visto que no es posible,

R3. Resoluridn algoritmica o algebraica

Esta quizd sea la que mejor se ajusta a este

planteamiento, pues al Ilegar & la expresion:

se pueden estudiar los dos casos?

c c+1

Si c<a [ — > e el
a a+l

c c+1

Si cra ———————— > -y o
a a+1

R.4.Resolucisén “aritmética®

Esta forma de resolver también se adapta bien a
los dos casos (no triviales) posibles ya que en la con-

clusién entra la desigualdad a<c o a>c.

Ern el cuestionarioc se ha cptado por el enunciado
en la pesibilidad B. Esperamos observar mejor el caso de la
letra con valor unico o valor mualtiple. Solamente se limita

al caso "a > O" y "c » O".

I11. ESTUDIQ ESTADISTICD.

La Estadistica informitica proporciona unas

posibilidades de tratamiento de dates que 50N muy

interesantes desde el punto de vista de la Didactica.
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Uno de los mogmentos mas necesarios para  su
emplec es, como hemos visto en el capitulo 88, cuando el
namera de datos recogidos es muy slevado. Entonces la Infor-
matica aporta toda una techologia gque desarrplla y simplifi—
za el tratamiento de datos estadisticos; pero, aungue el
namero de datos no sea excesivamente grande, siempre supone

tuna ayuda para su interpretacién.

Con el programa STATITCF, hemos empleado, en el

punte III del capitulo 52, diferentes andlisis?

An4alisis factorial de correspondencias
Analisis en componentes principales
Clasificacion automatica

etc.

En elilos, se man utilizado dos posibilidades:
hacer el estudio spbre las filas o sobre las columnas. Esta
doble posibilidad permite hacer estudios sobre la poblacién
-las observaciones efectuadas, en nuestro caso los alumnos—

y estudios sobre las variables -preguntas, caracteres de

esas preguntas etc.

También hemos visto como existe la posibilidad
de introducir ALUMNOS SUFLEMENTARIOS, que figuran colocadas
en las gré&ficas, como referencia, pero cuyos datos no son
tenidos en cuenta a la hora de calcular los indices y rela-
ciohes. Esto sirve para introducir "alumnos tipo". Por
ejemplo un  alumno que ha respondido bien a las primeras

cinco preguntas v 0o ha respondida a las tres Gdltimas se
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introduce comod

S, 11111000

¥ su posicién sobre la grafica marcara la "nubse”

de alumnes gue han respondido de forma andloga a ésta.

Las posibilidades son muy numerocsas y en este

ejercicies hemos empleado algqunas de =l]as.

Se estudiaran, ahora, las respusstas de los

alummos desde el punto de vista éxito y Fracaso.
Se obtiene, a través del ordenador, la matrig de

datos (Grafico &.1)

Hacemos wun analisis fagtorial de correspondenc

gias (E1l principic de pste andlisis es gl Grafico 6.2

~

empezamos a estudiar los resultadeos obtenidos. Este grafice
nos da la contribucién a la inercia total de cada unoc de los

gejes. Esto marca la “"importancia" de cada uno de eilos.

Entre los tres primercs se consigue una inercia de

26.0 + 270.8 + 16.8B = 43.6 %

gue o% bastante importante. S5i entre los dos o tres primeros
ejes se consiguen imercias del 80 ¥ o mas, el andlisis sobre

esos #2ies sin tener en cuenta los demas s muy fiable.

En el Grafico 6.3. tenemos varias celumnas para
cada eje, En la primera los valores de las coordenadas,

correspondientes a cada pregunta, en la representacidén gue
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fELLE ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPOMIMNCES #3833

TITRE $€ L’ANALYSE = TOTAL 2

UISLISATER : ¥, DIE]

DATE ¢ 2-06-68

CARACTERISTTOUES DU FICHIER : BiTOTAL
TITRE ! RESULTADOS TOTALES

MONBAE O'OBSERVATIONS (Lignes) @ 35 - NOWBRE DE VARIABLES (Colonnes) : 8
XOSBAE IE VARIABLES {Colonnes) ACTIVES DU TABLEA) ¢ B
NOMERE DE YARIABLES (Lolonnes) SUPPLEMENTAIRES : ¢

KOMBRE D ' AXES DEMANDES : 5

VALELRS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

IRE LIGRE : VALEURS PROPRES (VARIANCES SUR LES AXES PRINCIPAUI}
I LIGKE : CONTREBUTION A L*INERTIE TOTALE (POURCENTAGES EIPLIOUES PAR LES AIES PRINCIFAUL)

0.5107 04143 0.3339 0. 2804 038
b0 1

0.2
3 .81 1681 14,11 .21

VECTEURS PROPRES ICOEFFICIENTS DES VARTABLES DANS L'EDURTIDN LINEAIRE DES AIES PRINCIPAUY)

S0 0.B497 -1.4118 0.0800 ~0.823¢ ~0.0310
818 -Lapig -0.7141 0.0424 -1.2005 0.0112
Pag  1.3539 -4.0611 0.2161 ¢. 0483 -1.1112
Fac 0o4B17 0.8499 0.0529 -0.529% 0.3748
SEE 0.9332 1.0339 0.5920 -2.0%47 =0.4448
N -0, 1470 0.3792 0.4085 0.9714 =1.9252
U 0.9742 =0.0913 0.4336 0.4784 18415

FRA  0.1433 0.1528 -2, 6304 4. 1755 0, 1543



ETUDE 225 VARIARLES (Colonnes) DU TABLEAU

RAElLe €53

0

. 562
POUR CHAQUE ALE :
1RE COLONNE1 CODRDONMEE
7% COLONNE:COSINUS CARRES (QUALITE DE LA REPRESENTATION}
JE COLONKE:CONTRIBUTION RELAFIVE A L’ INERTIE EIPLIQUEE PAR L'AXE
COLOMNES MES PRIIPAIT
L S
[T ME | RE 2 AXE 3 ME A RIE 3§
“ e
S0L ¢0 0.826 0215 4.4 8 0922 0487 IR0 F 0,046 0,000 0.0 8 -0.434 0,103 .00 -0.004 0,000 0.0
515 8% -LITF 0867 )59 % -0, 481 0037 L9 L 0.030 .00 0.0 9 0,634 0.070 1013 0005 0,000 00t
PAR 18 0.975 0.100 A0 B -7,816 0793 5643 0.180 0,003 0.3 % 0,026 0.000 0.0 % -0.502 0.029 4t
FAL 8t 0347 0048 61 4540 4178 T8 9036 0.000 004 -0.281 0.4 3t 0067 0.0l6 LSH
SEE 810 0600 0,139 .93 06T 072 0.6 0 0343 0.083 351 -1.008 0474 441 -0.202 0.008 2.0
WROE 0,106 0,018 A6 1 0244 008 4.3t 0.7 0,097 NG 0 0514 0,434 28,01 -0.41 0351 L2t
FON BB 0.053 6,003 0.1 § -0,059 0.003 0.18% 0,347 0,130 7.1 & 0.759 0124 8.1 4 O.640 0.6B0 0.9
FRA BT 0,003 0.004 0.2 0 N.005 0,005 Q.12 -1.529 0.970 841t 0093 0.004 G4 % 0.070 €002 030



lupgre =2 imprime, eligiendo los e2jes de daos en dos. E£En la
segunda ®1 valor de los cosenos cuadrados y en la tercera la

contribucisn de cada pregunta a la inercia del eje.

En e! Grafico 4.5. tenemas lo mismo pero agui

para las lineas, es decir para los alumnos.

Sobhre =21 grifico de ejes: 1 horizontal, 2 verti-
cal del amalisis factorial de corresgpondencias (Grafico
6.4), se estudia la posicidn de las preguntas del cuestiona-—

ripg ~quizd mejor dicho! precuestionario.

Comentario 1: S18 s& ocpone, respecto al eje 1, a

Sobre la matriz de datos (Grafico &.1) se
comprueba esta proximidad de las preguntas PAR y SOL porgue
log tres alumnos gque han respondido a la pregunta FPAR  han,
también, respondido a ta pregunta SOL y 28 alumnos nro  han
respondido a minguna de las dos, de modo gQue hay 31 alumnos
que han respondido de la misma forma a las dos preguntas.

Estas preguntas estan ligadas por los alumnos.

Sabre la representacién grafica del plano 1-2
ten el Grafico £.4) se ven los tres alumnos de gue hablamos
{ el O0t, el 017 y el 023) en la misma zona que las pre-

guntas FAR y SOL, a las cuales ligan.

Los alumnos gue han respondide bien a SOL y mal
a PAR son cinco, los numeros 003,006,007,008 y el OF1  (que

se encuentra escondido en el grafico detras del 00&).Estes
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ETUDE DES LIGNES {Ouservations) D TARLEAU

TR CHADUE AXE

RE COLDNNE: CODRDONNEE

£ COLONNELCOSINUS CaRReS (QUALITE 0E 14 REPRESENTATION)

T LOLONNEICONTRISUTION RELATIVE A L*INERTIE EIPLIQUEE PAR L*AIE

IGNES AIEG PRINCIPAUI

AE 1 AIE 2 AlE 3 AIE  § AIE 5

001 01 0,439 01546 2.2 0 -1,008 0.748 (1358 0,248 0,452 1.0 ¢ 0210 00324, 091 .00 0.0007
002 §3 0833 0,0762 L5t 103 0178 2.8 % 097 0.0383 1.1 6 -2.095 04816 17.2% -0.M47 00219
003 18 0,563 02517 274 0.09% 0.0072 0.1 % 0.342 00922 L.5% -0.493 O.3BS .38 0.440 0.1525
004 15 0147 0.0091 0.0 0.9 0.0006 048 0.409 00700 053 0.970 0.39Bf LT ¥ -L025 0.443¢
003 12 -0.036 0.0000 GO 0,044 O.0ER4 01 F 0521 02147 1B 0 0.B 05381 531 0418 0.1383
05 11 DA 0304 1,9 0,152 0.0397 0,51 0355 .G 24 -0 02203 251 0447 003
007 #F ~0.250 0.2084 1.1 0 0,038 O0.0462 0,39 -0.232 0.1308 .1 % 0022 00359 .33 0.2H 0.1273
008 12 0,423 0.1486 1.5 B 0,057 00012 0.0% -0.38F 001417 200 -0.H43 01832 N0 % 0,337 01062
00F £ -0.147 0.0091 0.0 1 0.379 00806 0.4 8 0.409 0,0704 0.5 % 0.971 03981 L7 & -1.025 0.4434
010 ¢#¢ 0,311 0,259 0.8 % 0.348 £,3923 2% 0414 O02M5 240 -0.4% 0.0THM 0.9 % 0,191 0.047%
OLL 5 -0.035 0.0010 0.0t 0144 00154 0.1 ¢ 9.520 02047 1.9 0.825 .53 53¢ 0418 0.1383
012 13 0,002 0,000 0,01 0.271 00388 0.4 8 -f.115 0.4505 8.0 0 0577 04721 2,6 % -0.435 0.0992
015 4 0.235 0.0349 0.3t O.3M4 0.0831 0.8 % -0.848 02885 413 D.H0B 00075 0.1 0797 0.4045
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s@ EBncuentran atraidos por SOL vy rechazados por FAR o2 modo
gue rmo estan spuestos al grupo SOL,FAR pero tampoco dema-

s1ado préximos.

El alummo 007 de este grupo se encuentra un poto
separado de 1as ctras. inzlusa con coordenada negativa res-
pecto &l eje 1. porque vemos gue es el unico de entre ellos
que ha respondido a la pregunta 515 y por tanto se encuentra
atraido también por ella. Esta atraccidn produce su despla-

camiento hacia !a izda.

Se wve asi cdémo la representacidn simultanea de
alumnos vy preguntas es un grafico ddénde se pueden "leer" las
relaciones que aparecen entre ambos conjuntes de elementos:
los alumnos y las pregurntas del cuestiomarie,

Comentaria 27 La pregunts 515 g5 la mas signific

cativa, es decir la que mas discrimina.

Estn puede apreciarse de varias manerss en g}

estudio estadistice.

a. Por su posicitn aislada y opuesta respecto a
tas demas preguntas en el grifico. Opuesta a SOL y FAR
respecto al eje | y opuesta a NUM, FRA, FAC y SEG respecto
al eje 2.

b, For 1los valores de sus coordenadas. Estos
valores vienen dados {Grafico 4.3) per las primeras columnas
de cada gje. En el casoc de SIS y en el grafice de ejes 1-2
es la dnica pregunta gue tiene las dos negativas y una de

allas de valor absoluto muy grande {(-2.277, =0.461).



c. For los valores de los cosenos cuadrados gque
so miden e2n las segundas columnas de cada eje (Grafico
£.3), En el mje 1 SIS tiene el valor gque mas se separa delas
otros (0,892). Después en el eje 2 le siguen FAR con (0.79%)

vy S0OL con (0.447) gue también san bastante representativas

segin estamos viendo.

d. For su contribucién a la inercia de los ejes.
Se puede ver en las terceras columnas del mismo Grafico. La
pregunta 515 contribuye al primer eje con una inercia de
76.9, frepte a una inercia de S4.4 para PAR o 18.0 para SOL

en el segundo, gue son las gue le siguen en importancia.

El alumno G17 sélo ha respondido a esas dos

preguntas bien.

Los alumnos 003, QG868 y el 031 (escondida por el
a0s) se encuentran en !a misma posicidn respecto a SOL vy FPAR
por un lado, pues han respondido del mismo modo & Esas
nreguntas  (los tres bien a S0OL. vy los tres mal a FAR) vy
respecto a FAC y SEG por otro (éstas han sido respondidas

hien por los tres).

Comentario 4 Los alumnos QL5 y 933 tienen mar-

cada su posicidn por la prequnta SIS ya que es la onica que

han respondido y por tanto ta #nica gque ejerce atraccidén



sobre ellos (Grafico &.4).

For otra parte, si hacemos el ANALISIS EN
COMPOMNENTES FRINCIFALES y estudiamos en concrets los alumnos
(los individuos) solamente (Grafico &4.4) podemos ver juntos
alumnas que han respondido de la misma forma a algunas
preguntas que son mads caracteristicas gque otras. Si rodeamos
con un circulo los alumnos gue han respondido mejor té
preguntas bien), con un cuadrado los que han respondido S
preguntas v con un tridngulo oS que han respondido 4 bien,
encontramos una linea que zepara a los alumnos y que podemos

llamar linea Exito-Fracaso.

También en este Andlisis en componentes princi-~
pales podemos estudiar les grafictos de 103 circulos de
correlaciones (Grifices &.7, 6.8 y &£.9) también es posible

extragr algunas canclusianes interesantes.

Comentario 5: Las preguntas FAC y SEG

I
13
I
lo
W

Se wven como si fueran preguntas  semejantes.
Se podria decir gue existe una dependencia. Esta dependencia
e comprueba en la tabla de datos (Grafico &.1) puss un
total de 27 alumrnos de los F6& las han respondido de la misma

forma (5 de ellos las dos bien, 22 de elles, las dos mal).

¥ 1o gque pasa es gue, realmente, son preguntas
muy parecidas. {La razon de haber incluido ambas era para

observar los compeortamientos, es decir, la manera de resol-
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CERCLE DES CORRELATIONS
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GRAFICO 6.&

CERCLE DES OORRELATIONS

PLAN 1 4  AYE | HORTIONTAL AIE 4 VERTICAL

PAR i
5E8

-
S e AE g P e SE M OGS e SE gm @ ap W em wa
-

1 H

' 1

1 L H
U L L O G S L S R A R L TR T {12114
t I i
H 1
k 1

£

FAC t
Nfuw '

: Lo o dewe
¢ e, )6 vees
ol &

. “%he

-
Dk W g e g e g b oy B e e me e e
-

POINT Vi ¢ FAC POINT CACKE ¢ FiN



572

GRARICO 6.4
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ver, nmo el eéxitc o fracasa). La dependencia gque se comprueba
no es una dependentia creada por las respuestas de los
alumnos., sinm por los caracteres comunes a priori de ambas

proguntas,

Comentario & También la preaunta FUN

ra gscondiga detrds de la pregunta

correlaciones del Grafico 4.8, pero
nuevo & observa que salen 22 ceincidencias entre los 36
alumnos,

Entre estas dos preguntas yva puede ser mas
interesante esta coincidencia pues los caracteres de ambas
no son coincidentes a priori. Es decir, se trata a priori de
preguntas independientes que aparecen ligadas ahora por los
alumnos.

En el analisis factorial de correspondenciaz
estas preguntas estAn efectivamente bastante préximas en el
gridfico .4 y en los grificos de las otras parejas de ejes

‘que no figuran en el texto por no sobrecargarlo}

For tanto zeria bueno hacer un cruzamichto de
estas preguntas para asegurar su relaciotn de dependencia o

independencia.

El cruzamiento (Brafice £.19) nos dice efectiva-—
mente que hay Z2Z coincidencias de respuesta (1& respuestas
del tipo "O,0" y & respuestas del tipo "1,1") pero no hay un
"cero" en nimguna de las otras dos peosiciones, asi que la
implicacién no es muy clara. El ndmero mas bajo es el 4 gue

cerresponde a O en FUN y 1 en FAC; es decir, "alumnos gque



GRAECO
AXEKRLENEENT TABLEAUX CROISES,TEST KHI-2 XEXXELXXAKEK
CARACTERISTIDUES DU FICHIER : B:TOTAL
TITRE : RESULTADOS TOTALES
NOMBRE D’ DBSERVATIONS : 36 NOMBRE LE VARIAELES ! 8
TITRE DU DOSSIER : CRUIAMIENTD FUN / FAC

VARIABLE EN LIGNEES = FUN VYARTABLE EN COLONNES = FAC

EFFECTIFS OBRSERVES

2
B ¢ 1 TOTAL
o 16 a P
1 1o £ te
TaTAL 28 10 T
FHI-2 AVEC FACTEUR DE CORRECTION DE CONTINUITE =  0.&2% D.D.L. =
roba = 43,504
HI-2 SANS FACTEUR DE CORRECTION DE COMTINUITE =  1.357 p.0.L. =

roba = 24.24%

TXXXERXEXIRT TABLEAUX CROISES/TEST KHI-2 XXSLEREXNREX

CARACTERISTIQUES DU FICHIER
TITRE

B:TOTAL
RESULTADDS TOTALES

NOMERE D* OBSERVATIONS @ 3é& HOMBRE DE VARIABLES @ 8

TITRE DU DOSSIER ! CRUZIAMIENTO FUN / FAC

VARINBLE EN LIGNES = FLN VARIAEBLE EN COLONNES = FAC

EFFECTIFS THECORIQUES

o] 1 TOTAL

0 14.44 5.56 20.00

1 11.34 4.44 16.00
TOTAL 26,00 10,00 35. 00

KHI-2 AVEC FACTEUR DE CORSRECTION DE CONTINUITE
roba = 43.50%

KHI=2 SANS FACTEUR DE CORRECTION DE CONTINUITE = 1,357 D.D.L. =

Q. &25 D.D,L. =

Y
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sin  saber FUN pusdan responder a FAC" s8lo hay 4, pero de
los 173 gue hah respondido hien a FAC hay 6 gue saben respon-

der a FUMN. La situacidn es la siguiente:

VARTARLE EN LINEAS = FUN VARIABLE £N COLUMNAS = FaC

Efectivos observados

ju] 1 TOTAL
0 té 4 20
1 10 & 16
TOTAL 25 10 3a

hay una implicacién pero débil de FAC =3 FUN,

Comentario 7: Existe un case de implicacién
claro entre las preguntas S0L y FPAR (Grdfico &.11). Se ha
notado porgque aparece un  cero en el lugari © para S50L y 1
para FAR éztp guiere decir gue no hay alumnos que sin
responder a S0L hayan respondido a FAR, o5 decir: todus los
gque saben FAR saben S0OL. O dicho de otra manera:t "saber FAR"
implica "saber S50OL"

PAR => SOL

Fero hay una dificultad para aceptar este re-
sultado directamente y es gque el cuestiocnario esta pasado a
tarn pocgs alumngs que hay un namero en la tabla (el 3, que
corresponde a2 1 emn S0OL y 1 en PAR) que resulta ser menor que
5 que parece ser =l minimec admitido para que el resultado

sca representativoe.

En el caso del cruzamiento PARF/SEE (Grafico



EIINELLsy TABLERUD CROISES/TEST KMI-2 $13508088Lss

CARACTERISTIRUES DU FICHIER ¢ BiTOTAL .
TITRE @ RESULTAROS TOTALES

KOMERE 0" QBSERVATIOME @ Ig NOMSRE DE VARIABLES : 8

TITRE DU DOSSIER t CRUZANIENTD SOL/PAR

VRRIABLE EN LIGNES = SOL  VARIABLE EM [OLONMES =  PAR

EFFECTIFS GQRSERVES

Ly 8
e 1 TR v

8 » 0 el PAR

1 H 1 §
oL

ToIAL 33 3 34

IH1-2 AVEC FACTEUR DE CORRECTION OE CONTINULTE = 7.07¢  8.0.L.
KHI-2 SANS FACTEUR DE CORRECTION D2 CONVINUITE = !E435 D.DWL,

1 Probe = 0,771
1 Proba = 0091

EEEALAETTIE TABLERUL CROTEES/TEST KMI-2 frsintgeerss

CARACTERISTIOUES DU FICHIER @ BATOTAL
TITRE t RESULTADOE TOTALES

NDMBRE D OBSEPVATIONS 1 33 NOMBRE DE VARIABLES ¢! 8
TITRE PO DCSSIZR : CRUZAMIENTC SOL/PAR

VARIABLE EX LIGNES = SOL  VARIABLE EN COLONMES ¢+ PAR

EFFECEIFS  THECRIGIES

| TaTAL
0 25.87 p3.4 ] 0.0

1 La 6,67 8.00
TATRL 3.9 5.00 3800

EH{-2 AVEC FACTELR DE CORRECTION DE CONTIMWIE = 7.070 D.D.L. = | Proba = 0.711
KH1-2 SAMS FACTEUR DE CORRECTION D€ COMTIMUITE = [1,435  D.D.L. = 2} Praba = 0,091
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&.12) sp pbserva una tendencia a la equivalencia pues hay
mads alumnos en la diagonal 24 - O gue en la otra diagonal 3
- 9.porn sin embargo hay mas alumnos gque contestan a SEG (9
alumros? que los gue contestan a FAR (2 alumnos) de modo que

no son 2quivalentes.

Hay otra parte del programa de estadistica que
se llama CLASIFICACIGN AUTOMATICA y que también aporta in-

formacién gue se analiza a continuacién,

El estudic se puede hacer sobre las lineas
talumnos) [Graficcs &.12 y 6.14) o sobre las columnas (pre-
guntas) (Graficos &.15 y 6.16). En amhos casos se ha hecho
sobre la distancia euclidiana que es la que mejor %e Corres—
ponde con los estudios hechas antes. (Hemos hecho también el
estudio =obre la distancia de Jaccard pero no ntos ha dado

resultades intergsantes)

Z1 4rbol jerarquico se puede formar eligiendo en
la particidn el nimers de clases que nos interese. Agui se
=

han elegide % después de ver las cortaduras formadas por 4,

4 y 7 ctlases porgue nos ha parecido la mas egquilibrada.

Estudi andola se pueden ver reflejadas algunag de
las observaciones ya efectuadas. For ejemplo a la clase uno
(Grafico 6&6.14) pertenecen los tres alumnos (abl, 017,023)
gue estaban ligados con las preguntas SO vy FaR. Estas
preguntas son las que mds contribuyen a la formacién de la
clase 1:S0L con 292 y PAR con 917 frente a 32 gque es el

numero siguiente en contribucién a esta clase.
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TERXXRERRIENE TABLEAUX CROISES/TEST HHI~2 *Akikxisaiti

CARACTERISTICUES DU FICHIER : B:TOTAL
TITRE ¢ RESULTADOS TOTALES
NOMBRE D OBESERVATIONS ¢ 3& NOMBRE DE VARIARLES @ 8

TITRE DU DOSSIER @ CRUZAMIENTO FAR/SEG

VARTABLE EN LLIGNES = PAR VARIABLE EN COLONNES = SEG

EFFECTIFS OBSERVES

-
Q 1 TOTAL

Mg
0 29 g 33
1 3 o] 3
TOThHAL 27 F Y-y

KHI-2 AVEC FACTEUR DE CORRECTIQN DE CONTINUITE G.121 D.D.L., =
roba = 72.78%
KHI-2 EANS FACTEUR DE CORRECTION DE CONTINUITE = 1,021 D.D.L, =

roba = 29.47%

EEXEXRXLIERr TABLEAUX CROISES/TEST IMHI-Z REXEREXXAXEX

CARACTERISTICUES DU FICHIER & E: TOTAL
TITRE : RESULTADOS TOTALES
NOMERE D' DERSERVATIONE T 34 NOMERE DE VARIABLES @ @8

TITRE DU DNSSIER : CRUIAMIENTO PAR/SES

YARIAEBLE EN L.IGNES = FPAR VARIABLE EN COLDNNES = SEG

EFFECTIFS THEORIGQUES

s} 1 ToTAL

0 24.735 8.25 33.00

1 2.23% Q.75 3.00
TOTAL 27,00 g.00 I46. 00

2 FACTEUR DE CORRECTION DE CONTINUITE = 0. 121 D.D.L. = 1
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Habiamos visto gue el alumno 007 estaba separado
de cu grupo por ser de entre ellocs el gue habia respondido a
la pregunta SIS y agui se encuentra separado en la clase 4 y
esta clase estd precisamente marcada por la pregunta SIS con
un  valor de 115 segin se aprecia en la tabla de contri-
bucidn.

También en los Graficos &.13 y 6.16 podemos

comprobar algunos de nuestros asertos anteriores.

For ejemple la pregunta EIS se encuentra aislada
en la clase 2 (Grafico &.14Y, vy esta clase estd marcada
socbre tedo por la contribucidnm B7S de los alumnos C1S% y 033

que en el Grafico &.4 se localizan "tirando" de la pregunta

518, realmente.

IV. RESULTADOS DIDACTICDS SOBRE LOS COMPORTAMIFMTOS.

Sobre la cuestién "SOL", gque estaba planteada
para estudiar la incerrecta interpretacidén de notaciones, en
particular, la del signo "-" ante la fracciédn, se obtiene
una respuesta de fracaso de 11 alumnos sobre I&t

30 %

El error de no cambiar de sentido la desigual-
dad, al multiplicar por un ndmero negativo, lo cometen 17
alumnos, leo que representa el

47 %
La cuestidn selamente ha sido respondida satis-

factoriamente por 11 alumnos, £sto es, 1 30 % del total.
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Sobre la cuestion *SIS", que se planteaba para
estudiar el tcambio de sentido de la desigualdad, s contabi-
lizan 7 alumnos que cometen =] error, 10 gue supone un

12 %

Esto contrasta con =2} resultado de la cuestién
"SOL", en la que el mismo error es cometido por el 30 %Z. La
valoracién gue se hace de este hecho, es gque parte del error
tometido anteriocrmente se debia al calculo con fracciones,

gue favorece la produccién de errores.

Sobre las cuestiones "PAR" y "SEG™, en las que
se investigaba el comportamiento ecuacional en las

desigualdades.

En la cuestisdn "SEG" se encuentran 11 alumnos

gue resuelven la ipecuacitn empleando la “fdérmula"i

-b * fb?-4ac

2a

Este 30 % de alumnos hace unha conversidn de la +ormula de
resplucidén de las ecuaciones, a las inecuaciones, tcon el
simple artificio de sustituir el signo “=* por el wrn,
Trasplantan, asi, una téenica aprendida para las eguaciones
a estas otras relaciones gue interpretan c¢omo ecuacianes

deformadas.

En la cuestién "PAR" son splamente S5 (14 %), los
alumnos que realizan ] calculo con la férmula adaptada, vy,

sim embargo, de una a otra cuestidn solamente cambia el
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sentido de la desigualdad y el valor de los toeficientes.

Se dan DOS alumnos Que cometen el errar de
calcula: 2?5 - 18 =5 -4 y J100 - 34 = 10 - 6. Este
error es una extensién del (a + b)2= a2+ b? pstudiade por

Tonelle v gque también se llama "extensidn de la distributi-

vidad".

Sobre la cuestion “FAC®, en la gue se estudia la
utilizacién exclusivamente "formal” de las técrnicas de
calculo.

Se pedia! "Resolver la inecuacidn: (x-3) {x—2)20"
vy se encuentran 17 alumnes, (47 %), gue multiplican los bino-
mios para reconstruir el polinomio (x2— Sx + &) que luego
vuelvern a factorizar demostrando asi un usO mecanico de las

técnicas adguiridas, que s lo que llamo un uso “"formal”.

Sobre la cuestion "NUM”", en la gue se pide un

uso funcional del algebra.

Se encuentran 18 alumnos (S0 %) que siguen una
demostracién de tipo algebraico, plantgando uno de los dos

tipos de desigualdades:

a) w4+ (x + 2) » Zx

b) (2e + 1) + (2% + 3} > 2(2x + 1}

Y transformandolas en otras equivalentes hasta llegar a 1la

desigualdad gue lo demuestra.

Hay 4 alumnos (11 %) que siguen un razonamiento



"verbal", ¥y S alumnos (14 %) gue siguen un razonamiento

soudoalgebraico,

Se observe, por tanto, gue es preponderante el
uso de expresiones algebraicas sobre Iox otros tipos  de

razonamiento.

Aparecen, también, & alumnos  (1& %)Y  que
simplemente hacen una comprobacien de la propiedad con algun

ejemplo.

Sobre la cuegtidn “FUN®, en la que se pedia
establecer la idea de funcion y reflexionar lo que quiere

decir Y“Yesolver®™.

Los =alumnes que logran estaeblecer la idea de
funcion e€on 20 (55 %), en el caso de la desigualdad, vy 17
42 Xy, en el caso de i3 iguslded. Estas cazntidesdes
equivalentes, hacen wver gue, para el alumno, no euxziste
diferencia notshle entre la decigualdad vy la  igualdad.
Inclusc le resulta ligeramente méds facil reconocer la  idea

de funcison 2n la desigualdad.

Er cuarto a la cuestibdnh de "reasolver la
inecuacisn”", se encuentra el caso de alumnos que identifican
la palabra resclver con la palabra ecuacidn y, avn mas, con
la "eupresién igual a cerc". Aparece, en este caso, la

expresidn

2]

gue se resuelve ton el correspondientg resultado. 58 tienen



7 alumnos en los que se produce esta identificacidn de
términos, 10 que representa un 19 % del total. Se confirman,

agi, las previsiones hechas en el andlisis a priori.

Se habia previsto, también, la posible respues-
ta: "Moo s& puede resolver porque no hay una ecuacisdn" pero
no se ha presentado en ninguan  alumno. Agquerllos que
identificaban reselver cCcOn ecuacidn han optado por crearla

igual ando & tero., comt hemos visto.

Sobre la cuestidn "FRA%. eon la gue se pide una

comparacidén de fracciones enpresadas con letrast

[ c + 1
- Y
& a + 1

De las rescluciones previstas solamente hemos
encontrado 1a RZ: algoritmica o algebraica. Responden utili-

TAandola & alumres, 21 17 X,

Hay DOS  alumnos que intentan un razovnamiento

"verbal" pero lo dejan incampleto.

Hay, también, DOS alumncos que coneten el error

de confundir la expresidn

c + 1 c
i con la expresion -+ 1
a + 1 a

por lo gue responden que €sta S mayor que la fraccidn c/a.

Fero la mayoria de las respuestas son del tipo
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de la

Resolucién comn un ejemplot

El alumno opta por elegir un ejemplo numérico vy
“demostrar” asi cudl es la mayor (gque, claro estd, depende

de los ndamercs elegidos)

Esta demostracién se inscribe dentro de 1la

concepcion de la letra con valor Gnico y se encuentra en 17
alumnosy esto es, el 47 % de ellos. E= la respussta més

importante en numero.

Una de ellas, la de Laura, se incluye a conti-

nuacién.

B/’Ch Yy <
C Dt &
Si A cumar o cef vadm oy @
a =
C'.__q £~ g4
* *F T n.;:-‘zq"?
ctd _a+4 o
a1+ "Ea T es

Resolucidn de Laura

1v.1. ECUACIDNES E INECUACIONES

Las inecuaciones se escriben algebraicamente

como las ecuaciones -salvo el signoc igual. Se ensgfan a

calcular usando propiedades de las desigualdades, que son
muy Semejantes z las de las igualdades, salvo leos productos

v tozientes por expresiones o numerops negativos.
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Pero, sin embargo, no tratamos con 1l mismo

podria hacer ver que ésto cambia ] modo de razonar o de

calcular?,

Si planteamcs preguntas sobre el orden y hay
alumhos gQue guieren ragonar, s decir obtener el control
semdntico de lo gque hacen, pueden tener dificultades gque no
tendran los alumnos gque calculan. Tendridn gque ver gqué ccurre
en un intervalo, tendran que estudiar casos vy apareceran
cuestiones sobre numeros negativos. Estas cuestiones no
aparecen con las igualdades pueps la mecdnica del cilculo las

ha eliminado.

Asi . las inecuaciones plantean a los alumnes
dificultades nuevas que no sSe podrian presentar en el

£&lculo con ecuaciones.

El trabajo., gue e incluye en el capitulo s=i-
guiente, intenta dar una respuesta didactica a2 la intro-
ducecidn de las desigualdades y, por tanto, a !a resolucidn

de las imecuaciones.






CAPiTLE D 790

I. ELEMENTOS DE TeECNICA Y METODOLOGiA DIDACTICAS (INGENIERIA

DIDACTICA.

Ingenieria dJdidactica es un término, acufado en
Francia al principio de los afos 80, mediante el cual se
intenta etiquetar un modo de trabajo didactico comparable al
de un ingeniero (%) Que para realizar un proyecto preciso se
apoya "en los conocimigntos cientificos de su especialidad
pero gue al mismo tiempo se ve obligado a trabajar con
ob jetos mucho més complejos que los objetos puros de la
ciencia y & abordarlos con todeos los medios que ¢sta le

proporciona”. (X))

El término ingenieria didactica desighna a 1a ve:z
un méteodo de investigacidn didactica y las preoducciones
realizadas para la ensefanza. Las caracteristicas de estas

producciones dependeran del buen hacer del "ingeniero".

Me he inclinado por llamar Tégnica y Metodologia
Didactica a lo que, actualmente, se conoce en la Didactica

francesa como Ingenieria Didactica, si bien he mantenido,

(¥) (Dicc. Sopena: facultative gque profesa la ciencia v el
arte de construir y manejar ingenios 6 maguinas. Enciclope-
dia Larousse: La migidén del ingemniero es transformar los
resultados de la investigacién cientifica en procedimientos
tacnolégicos vy relacionar la economia con la tecnologia
ralculando los costos en relaciérn con las exigencias del
mercado)

¢xx) M. Artigue, 1789
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las traducciones literales, entre paréntesis, a lo largo cgel
capitulo, para enrigquecer, en lo posible, la comprensidén de

estos términos,

Sucede con frecuencia que uwna leccibn, preparéda
y estudiada de manera un poco general pargce gue va a pro-
ducir en el alumnd la adguisicitn del rtonotimiento deseado,
pera se revela completamente initil en cuanto a las posibi-
lidades efectivas. De hecho se pueden preparar lecciones con
mucho esfuerzo tedrico y aparentemente con grandes garanti{as
de éxito y cuando se presentan en clase, a veces, se fracasa
estrepitosamente pese al buen hacer de los profeseres, O al
centrario, clases rcuyo contenido se prepara con cierta des-—
confianza, vresultan eficaces e interesantes a la hora de su

realizacidén. Yoy a intentar estudiar estas diferencias.

Trataré de hacer una breve exposicidn de algunos
dz los principins, de los gue personalsente me sirvo, para
oue, wna vez conocidos, se entienda mejor la raiz de mis
inquietudes y el sentido del trabejo practico gue aqui voy a

gxponer.

I.1. EPISTEMOLOGiA Y DIDACTICA. FORMACION DEL CONDCIMIENTG.

La Epistemologia trata de los fundamentos vy
métodos del conocimiento. La comunicacitn del conocimiento vy
su transformacisn durante la clase son objeto de la Didacti-
ca que. estudia condles son las condiciones para que s
comunique ege conpcimiento y para que se &reen, en los

alumnos, nuevos conceptos.
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Es en realidad una Epistemologia experimental.

Fara ayudar a la formaci¢n del conocimiente en
nuestros alumnos, podriamos aceptar algdan método establecido
tconstruetivismo, empirismo,etc...) & buscar y experimentar
tratando de formar el nuestro personal; o bien -como
posicién  intermedia— aceptar inicialmente aquél gque nos
parezca mas adecuado y someterlo & vigllancia constante
realizando las observacicnes - estudios diddcticos en el més
amplic sentido de la palabra- y experiencias digacticas
necesarias para su comprobacién y aceptacidn o, en casoc
contrario para su modificacidén o rechazo.

La primgra pregunta gue viene &hora & nuectra
mente es:

:Cémo =2 crea un conocimiento? Es decir ,De gué
forma progresa un individuo -~en nuestro caso un  alumno- de

un estado de conocimiento a otro mas elevado?

Vamps & aceptar en principio gue la situacidén es

la siguiente!

Un individuo se encuentra en un estado de cono-
cimiento que podemos representar por €, y lo colocamps, o se
coloca ante una situacién nueva, ante un problema gque le
interesa resolver y, entonces, S8 produce® una confrontacidn,
Ante esta confrontacisn el individuo "reacciona" de una u
otra forma y esta reaccidn produce una modificacién de su

estado de conocimiento, de modo que pasa a ptro estade Sz.
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Si la acgiodn emprendida, como reaccidn ante esa
situacion, Ffracasa ante algin obstéculo, se produce una
nueva confrontacidén del individuo con la situacidn, que 1o
lleva a una nueva reaccion, ¥ asi va pasando a pomiciones de

conocimiento diferente vy mejor. Asi va progresando.

De forma esquematica tenemos?

S, - Obsg Spmm=-T2 wa.
confrontaci on modificacién

Este proceso, en el cual basaremos nuestra
actuacidn, se explica bien con la teoria constructivista de
Fiaget., Con la teoria piagetiana de la equilibracidén (Feraes,
1987,a). Lo qgue Fiaget utiliza para explicar el desarrolle
cognitive del nifo, fuera del aprendizaje de la escuela,
treemos que puede ser utilizado para comprender los procesos

gue se producen en las situaciones de aprendizaje escolar.

Consideramos que easte proceso puede zer
favoregido v estimulado, por 1o que las creacieones de este
trabajo de DidAdctica wvan precizamente a tratar de propiciar

esa estimulacidén.

Cuando 1 alumno se encuentra en una  situacion
de__accidn v, actuando sobre el problema, #1 contcimiento
ezpontaneg fracasa, entonces se produce una retroaccidan del
medi®o gue attua sobre ese conocimiento y lo modifica. Si la

situacidn proveca interés en el alumno, #ste volveria sobre

el problema, actuando de una forma diferente. Esta modifica-

cién ha sido producida por la interacciodn entre £l alumno vy
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el problema. 51 todavia no hay txiteo. se produciraa una nueva

accion del medio sobre el alumno y continuara el proceso.

Gueremos preparar gSituaciones {situaciones a-

didacticas (%)) para propiciar esta confrontacidn del alumno

con el medic didactico.

En una situwacisn a-didactica se observa gue,

poco a poce, la estrategia empleada por el alumno va varian-—

do, sin que el profesor intervengs! v si la gituacién esta
bien preparada, se llega a la adguisicién del conpcimiento

deseado, es decir al aprendizaje.

I.2. PREPARACION DE LECCICONES. FASES.

La preparacidn de lecciones constituye un
procesao delicadec vy fundamental en la organizacién del

aprendizaje y, por tanto, también en nuestro trabajo.

La leccidén es un objeto de comunicacién y como

tal debe ser tenido en cuenta.

En el process de elaboracidn, soeniste una sepa-
racisn constitutiva desde el punto de  vista didictico?
Intentaremeos hacer unpa divisidn usando como criterio el
cambioc de responsabilidad en la comunicacidn y el "a quién”

concierne esa responsabilidad.

(¥ Término usado en el sentido de 1a teoria del
professr GUY BROUSSEAU., These de Doctorat d Etat. 1986
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Vamos a considerar la preparacidn de clases
dividida en dos fases, que constituirdn dos etapas diferen-

tes, atendiendo a la comunicacidn.

Fase 1. "L Que es necesario comunicar" para gque

una lecaidn estéd inicialmente definida.

Fase Z. "Lo que no es necesario comunicar" porgue
el profesor lo va a realizar de acuerdo con las necesidades
surgidas durante la realizacitn d¢ la clase. Es la parte

contingente de la leccidn.

Fodriamos 1lamar "diseRador™ a la persona gue
debe actiar y comunicar en la Fase !, vy “"realizador" a la

persona que debke hacerlo en la Fase 2.

Eesto es! en la fase | estaria "lo que debe
comunicar el disefador de la leccien” —-por ejemplo el autor
de un texto de bachillerato. En la fase 2 estaria lo que se
queda para la gestién personal del profesor asismo. Lo gue

gueda @ Su responsabilidad®.

Estudiar esta comunicacidén es saber quieén tiene
la responsabilidad en cada memento. iGui én genera 1la

leccién? Buién la describe? ;Quién define? ;Quién carrige?.

Cuando & un profesor se le pide realizar en
clase una leceidn, es evidente gue se le hace un traspaso de
responsabilidad de forma semejante al gue se puede hacer al
alumno durante el desarrollo de la clase. En el nivel del

alumno se han estudiado (Brousseau, 1987. Brousseau, 1989,d.
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Brousseau, 1989,f.) las distintas posibilidades de tener una
situacion didactica o a-didactica, econ las distinmtas formas
de comunicacion gue se generan, mientras que en el caso del

profesor ecstd =in estudiar suficientemente.

En un tiempo, este tipo de comunicacidn no fué
necesarial Nos referimos a la gue ahora se debe establecer
entre el "disefador” vy ] "realizador". El "disefador" de la
lecrion y &1 "realizador" eran la misma persona y no era
necesaria la explicitacién en términos precisos. Er muchos
casns el profesor realizaba una improvisacidn en cada momen-—
to segdn su inspiracidn, La epnsefanza s& impartia desde UN
profesor a UN alummo (o pocos alummos) y el profescr iba
creando y adaptando la secuencia de ensefanza a las necesi-
dades especificas del momento v del futuro de cada uno de
sus alumnes,

Despues, la ensefanta se ha convertido en un
derecho secial de tode individug, los alumnps en clase, para
cada profesepr, sSon numerostds y la enzefanza impartida dehe
adaptarse a las nuevas necesidades de la sociedad. Ha nacido
la especializacidn del profesor y 1o gue podriamos 1lamar la

técnica de la ensenanza como una parte de la Didé&ctica.

Fara esta técnica se van definiendo "términos”,
"condiciones", “"variables". Ee ponen en marcha verdaderos
"teoremas"” y. mediante elloes. emperamos a poder controlar el
alcance de cada una de nuestras actuaciones en clase. Esta
previsioén, este conocer los teoremas vy, actdar a través de

elles, debe ser compartide por el "diseWador” y el “realiza-
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dor" mediante términos y expresignes bien definidas.

Aungue ambas personas sean 1a misma, perdura una
diferepciacién de momentos. Una parte de la leccidn podri
ser preparada, pero bitra parte de la leccién setréd siempre
generada por el uso. Se partira de una previsison de desarro-
1l de la leccion, de acuerdo con unas consignas elaboradas
para el funticnamiento de la gituacidn eiegida, ¥y 1la
realizacidn de la clase ird marcando un proceso, catda vez

rentvado vy distinto.

Estas consignas se prepesraran de acuerdo con la
experiencia adquirida en ocasiones anteriores, pero el
medio digdctica no serd siempre g1 mismo. Existe una parte
contingente que e] profesor va a resolver en cada momentao.
Crea que es importante daefinir y diferenciar estas pasries de

la leccién, estudiarlas, describirlas, ete.

Fespesto a la preparacien de una leccidn, dirg
que? Freparar significa reflexionar, ¥ normalmente nao se
escribe tode lo que uno ha pensado antes de..., en el
transcurso de..., después de....5i ésto se hiciera se podria
tener netamente una comunicacidn de la informacién. Fara
esta cemunicacidn harian falta reglas de explicitacisn gue
fueran conocidas simul taneamermte por el que escribe y por el
que ‘descodifica’ la leccidn. Estas reglas no estdn estable-
cidas ¥y asi una misma leccidn escrita pusede producir, en
distintas o©ocasiones, desarrollos de clase completamente
distintos. Nos interesa mucho tratar de conocer estas di-

ferencias.



En los libros de texto de educacidén secundaria,
v todavia mas eon los de ensefanza superior, s incluyen
sal amernte los temas gue hay que enserar, s8 ponen laos  pro-
blemas, los ejemplos, algunas explicaciones, a veces algan
dibujo... v, después, en la clase pasan cosas muy diferentes.
Un profesor gque ha escrito un libro puede hacer leerlo a los
alumnos y seguirlo fielmente, en extensién vy en orden. Otro
profesor, explica la leccidn estructurada de forma muy dis-
tinta, vy s6lo toma del libro leos ejemplos o algan problama.
El resultagdo es que la clase se imparte de muchas formas

diferentes aungque la leccitn escrita sea la misma.

Aparte de estas diferencias producidas por 1los
distintos tratamientos de un mismo texto, hay que recordar
que la clase 3 una cosa viva y el desarrollo de la misma
puede hacer funcionar los conocimientos y su adguisicidn por
parte de los alumnos de formas muy diferentes, segun cuales
sepan las variables didacticas gue se estén modificando.
Seria importante que fuéramos conscientes de cuales sor las
yarjables gue se estan activando en un momento dado de la
clase, aun en el caso de gue no pudiéramos hacer nada por

modificarlas.

En general se aprecia que no se especifica el
modo de ejecucidn de la leccidn. No se dice cuAles som las
motivaciones gque han conducido a tales o cuales decisiones.
Cusdles son los codigos que van a ponerse en juego. Cué es lo

esencial vy gqué es lo importante o menos importante,...No hay
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una buena articulacién entre el gue ha cencebido la leccién
y el gue la realiza ®en clase con los alumnos. No existen las
reglas y los términos precisos que deberian ser conbcidos
y empleados, =2in excepciodn, por estos dos elementos bdsicos

del guehacer didactico.

A este respecto debemos reconocer que  alguna
editorial elabora el llamado "tibro del profesor” donde se
dan consejos didActicos y ejercicios complementarios para el
desarrollo de las lecciones correspondientes con expresion
del objetivo que se persigue con cada una de ellas pero lo
que agui proponemos es la elaboracidn de un cddigo de
comunicacidn en el gue, ademss de expresar el conocimiento
que se quiere transmitir se diga, por ejemplo, cuales son
los conotimientos anteriores del alumno que van a entrar en

juego, a través de quéd yariables didacticas nos estamos

moviendo y cudles son las diversas pesibilidades de desarro-

1lo de la clase que s& pueden esperar,

I.2.1. AUTOESTABILIDAD.

Remarguemcs un concepto gue nos interesa aclarar

en este tema! la "autoestabilidad".

Diremos Que son autoestables aquellas lecciones
que son facilmente asumidas por distintos profesores y pro-
ducen realizaciones de clase semejantes entre si; por 2]
contrario, hay otras en las gue no SE pueds asegurar, con
anticipacion, si van a temer éxito 6 no, porque ésto cdepende

gn gran parte, de la puesta "en escena" que S realice. En
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el  primer caso se trata de lecciones en las que la “fase 1"
ha producido un resultado muy estabkle y, por tanto, poco

sujete a las centingencias de !la segunda fase.

Seria util conhocer el! grado de asutoestabilidad
de una leccisn. iS5e puede conocer "a priori*?. La autecesta-
bilidad ies predecible?. Nos interesa mucho buscar las res—

puestas a estas preguntas.

:i8on  mas autoestables las lecciones en las que
el trabajo del profesor 1o constituye la lecci dn magistral y
el trabajo del alumno se limita a la comprensisn vy
aprendizsje de la misma?. Esto sucede, en general, con las
presentaciones de tipo axiomdtico de cualgquier teoria. Fero
cuando la leccidn est& constituida por la presentacisn de
una cituacigén a-gidéctica y el trabajo del alumno consiste
en interaccionar con aguella situacidn :ps mas variado el
grado de autcoestabilidad de 1la leccidén?. Es entotices cuando

s2 vuelve importante conocer este grado de autoestabilidad.

Ecsta caracteristica estd relaciomnada con el
envejecimiento de las situaciones de ensefanza que ha sido
estudiado por Brousseau (1981, pp.37-128) (19B&, p. 293
{(1989,g, p-%), con la obsolescencia y el tiempo didactico
estudiades por Chevallard y Mercier (1987, p.2-3) y con la

reproductibilidad estudiada por Artigue (198&) .

En este sentide tendriamos gque analizar cuatro
realidades que s& dan en la realizacidén de una leccidn y que

son:



Respecto al profesor:t

3. Lo que declara gue va a realizar durante la
clase,

b. Lo que realiza -~en la pizarra o a través de

sus respuestas a las preguntas Que surgen de tos alumnos.

Respecto a la situacién didactical
€. Lo que permite en cuanto a moviliracién de

los conocimientos,

Y respecta a los alumnos:
8. Lo gue llegan a captar o aprehender de esos

conocimientos puestos en juego.

Estas cuatro realidades pusden no coincidir y es

necesario ser conscientes de ello.

Camo consecuencia de esto se plantea, para la
autoestabilidad, una diferenciacién clarificadora. Tenemos

que distinguir entre autcestabilidad interna y exlerna.

La autoestabilidad externa concierne a las posi-
bilidades de reproductibilidad de las consighas del profe-
=0, ¥ & la presentacidn de las gituacicnes de trabaje para
los alumnos: a las secuencias organizadas durante la clase y
a los tieapos dedicados a cada una de #llas. £n general a
agquellps aspectos visibles y observables durante la clase.

Se trata del punto a) del profesor y parte del puntoc b).

La autoestabilidad interna hace referencia a los
apartados ¢) y d) ¥y, como hemes dicho, a parte del apartadn

b} =n la medida en gue algunas de las declaraciones del
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profesor producen en los alumnos efectos de aprendizaje que

no  estdn totalmente controlados (k).

1.3. ADECUACISN INICIAL DE LAS LECCIONES.

Dtro purto gue estéd relacionade con la prepara-

cién de las !ecciones es la adecuagidn de las mismas.

Exigten exigencias de las clases debidas a la
evolucién de los saberes, ¢ a las demandas sociales para las

que es importante tener posibilidad de respuesta didactica.

For ejemplao, en un memento dado., las nuevas
tendencias de ensenanza de las Matematicas nos dicen que hay
que sacar partide de la vida corriente para presentar las
lecciongs.

Entonces uh profesor toma una leccidn que esta-—

ba preparada e intenta transfarmarla para hacerla “surgir"
de 1la vida corricnte. En esta transformacidén se& producen
alteraciones que, al poner en marcha la leccién, pueden

hacter aparecer funcionamientes no previstos inicialmente vy
que hacen que los conocimientos se organicen de manera
diferente. Como consecuencia,. pueden dejar de lograrse
muchos objetivos de la leccidm., de tal modo que el profesor
se dé cuenta de gue no gqueda Casi nada de los objetivos

esenciales previgs.

(%) Ya hemos hablade de las indicaciones, provenientes del

lenguaje empleado por el profesor, vy que son utilizadas por
el alumno como indicios didacticos en ausencia de auténticas
indicaciaones provenientes del problema o 1la situacion

planteada.
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iBué  ha sucedido? :Era posible haber hecha una
adecuacién ©e la leccidn original sin perder de vista los
objetivos iniciales™ Ouizéd lps elementos conceptuales basi-
cos puestos en juego, y su funcionamiento, no estaban clara-
mente explicitados. Y de haberlo estado, ghubiera sido

posible salvaguardarlos?

En cada caso tendremos una respuesta diferente y
particular a estas preguntas, pero si inicialmente hubieran
estado explicitados estos funcionamientos, habria estado el
profesor en mejores condiciones para intentar conservarlos,
0 para reconocer la imposibilidad de mantenerlosi vy, entan-—
ces se podia haber tomadoc una direccién compl etamente inde-

pendiente de la inigial para crear una nueva leccidn.

Emn cualguier caso, la explicitacién de los
funcionamigntos de les conocimientos que van a movilirarse,

creemog  qui siempre serd sustancialmentes Gtil a2 la hora de

estudiar la realizacidén de una clase 6, en su caso, la
adecuacién de una lercidtn. esto enterdemos gue perteneceria
a la que hemoz denominado "Fase 1: Lo gue es hecesario

comunicar”.

1.3.1. FASE PRIMERA

En esta primera fase vamos a distinguir dos
tipos de trabajo didactico diferentes, Qque separaremos en
dos etapas: una, la etapa de un trabajo "previo” gque consis-—
te en recenocer y preparar el cuadro teédrico didictico scbre

el que se va a apoyar la construccién y, otra, la etapa del



trabsjo de disefo propiamente dicho.

Dentro de ésto que llamamos “"trakbajo previo® se

irmeluyen:

-~ £1 andlisis epistemoldégico del conocimiento que se
desea "ensefar",

- El estudio de los modeos de ensefanza que han sido
empleados hasta el momente y de sus resultados.

- E! repa=p a las investigaciones diddcticas realicadas
a propésito de este campo de conocimientn o, concretamente,
de ese conocimiento particular en el que gueremos profun-
dizar.

- El estudic de las concepciones previas de los alumnos
y de los profesores y de las dificultades anteriormente
encontradas por ambos.

- El estudio de las dificultades hiztéricas seguidas
por ese conocimiento hasta llegar a su estado actual &, al

menes, la evolucidén histérica del conccimiento.

A continuacidn viene la gltapa de dicseg en  la
que =g deben tomar decisiones basadas on @l eEtudio
"previo'.

Durante esta etapa?

- Se busca una Situacién fundamental.

- Se determinan las wvariables didéciicas sobre las
gque s5& va a actuar.

- BSe realiza un andlisis "a priori” de cémo vy poar gué
se cree gue la modificacidn de esas variables va a producir

determinados modos de funciecnamiento del conecimiento,



- Se tratan de describir los comportamientas espera-
dos de los alumnos.

- Be analizan las respuestas que el profesor va a
Poder dar para gue el alumno pueda seguir interactuando con

la situacién propuesta.

- Se hace el andlisis de fudles son las situaciones

didacticas y a-didacticas que se prevé gue se van a des-—

arrollar, bien sean creadas o surgidas de otras sjitueciongs,

=~ Después se tiene que reflexionar scbre estas
Situaciones. Las variables did&cticas gque aparecen en ellas
Yy cémo s2 pusde actdar sobre esas variables.

~ Es también el estudio directo de las directrices
iniciales., El estudic gel lenguaje gue se empleard en ellas.

- E! andlisis de los conocimientos anteriores (memo—
ria de la clase), que se pueden usar en las acciones sSub-
siguientes vy del lenguaje que s va a utilizar para las

mismas.

Hay alguncs estudios que pusden pertenecer por
igual a ambas fases. 0 que siendo establecidos en la primera
+ase pueden ser modificados en la segunda, segun las exigen—
cias del gruppo de alumnos o de las condiciones particulares
de la clase - entendiendo por clase €1 conjunto de alumnos,

profescres y entorno. De este tipg son:

~ E! estudio del numero de alumnos por "grupo de
accidon®,

- E! estudio de los tiempos empleados en ¢ada
secuencia,



- E> tipo de intervenciones del profesor.

Eztas wvariables se pueden establecer en la
primera fase perpo también pueden ser modificadas en la

zequnda a Criterio del profescr gue imparte la clase.
L

1.3.2. FASE SEGUNDA.

Esta fase 1la consideramos constituida por la

realizacigdn de ta leccidén en gclase y por la observacidén

didéctica de esta realizacidén.

fa realizacisn incluye la puezta en funciona—
mients de las acciones de los alumnps a través de la emisién
de las i i inici <, el mantenimiento de estas

accicones mediante el uso de respusstas en las que se

devuelva la respeoncsabilidad de la accion al  alumno, la
vigilancia del efecto producido por el uso de las yariables

didécticas v su glteracidn cuando se considere noecesario o
conveniente v, en general, la supervisidn del desarrollo de

la clase,

| a observacion didactica de la realizacidn de la

leccidn constituye el punto de partida y @l fundamentc del

anali=ie que hard una revisidn de las lecciones.

La observacion tiene una parte descriptiva en la
gue e anotan los tiempos de la secuencia didactica, las
intervenciones de los alumnos y sus preguntas, las

actividades del profesor vy, en general, todo cudanto sucede



durante 2] tiempo de la clase.

FPara elaborar esta ghgecyaciog se comparan los
datos obtenidos a través de profesores gque participan en
ella vy los obtenidos mediante grabaciones magnetn{énicas' ¥

grabaciones filmadas, cuando sea posible.

Posteriormente, el estudio de todo el material
recogido en esa descripcidn, junto ¢on las aobservaciones
personales del profesor realizador supondran el complemento
imprescindible de la experiencia, para el reajuste y adapta-

cidén necesarios en cada momento.

I.4. MODDS DE ACTUACIAN (MODELIZACIAN)

Si existen situaciones didacticas, spor gque
buscar otras nuevas? Cdmo utilizar esta busgueda para mejo-
rar las situaciones de ensefranza® ,For gué buscar las

variasbles didactjeas vy actuar sobre ellas? j0Bué conseguire-

mos con  ésto”

Estas gor las preguntas fundamentales y las
respuestas justifican el trabajo hecho para la construcglon

de lecciones.

Las previsiones nos van a servir para estudiar
la forma en que el conocimiento aparece en los alumnos.
Actuando sobre las variables didagticas veremos coémo

estas variaciones influyen en la aparicisén del conocimiento.

Huscar Wn modo de facilitar el  aprendicase es



buscar uLna Situacidn (situacien fundamental) en la que el
EERESS = 2 A
conncimiento Qque gqueremos ensefar  2e ofrezca come la

solucion éptima a la situacidn problema planteada.

La concepcion de un modo de  actuwacidén en  una
situacién de ensefanza aprendizaje (situacién Fundamental)
puede hacerse a partir des:

t. Un concepto dado. Un conocimiento.

2. Una actividad efectiva.

{. Cuando hablamos de un cenocimiento tenemos
gue aclarar gque nos referimos a 1o0s conocimientos que estan
incluidos en la leccién y que algunas veces no son 108 qQue
el profesor piensa, porque en la ensefanza activa le damos
un titule a una leceidn vy luego, a veces, las cosas van por
otrp camino diferente del marcade. EI analisis didactico "a
pricri* vy las conclusiones obtenidas de la observaczion
didactica, pueden mostrar diferencias entre el conocimiento
que 21 profesor proyectaba ensefar -el conocimiento gue el
profesor cree Que va a ehserar— y el conocimiente efectiva-

mente engefade, oue no tiene que ser farzosamente el mismo.

Fara buscar una situacién fundamental se puede
empezar @] analisis partiendo del conpbcimienteo gue estames
proyectando enserar. Se intenta concebir una situacién gue
haga funcionar ese conocimiento en todas las formas que nos
interesa,

cCudndo se dird gue esta construccioen tedrica es
una situacién fundamental? Gué gueremos decir con este

términag? Una situacidn fundamentsl es aquella gque posee unas



variables tales que, actuando sobre ellas, la situacidn se

concreta en otras situaciones gque hacepn funcionar @) conoci-

miento Qque se desea ensefar. Asi se tiene que poder decir:
"fijandoe tales o cuales varjables en esta situacidn funda-

mental obtenge esta ctra situacién gue hace funcionar este

conocimiento particolar”.

Ez  decir, e busca poder crear todas las situa-—
ciones posibles torrespondientes al copocimiento gue proyec-
to enseRar e intento, a partir de la situacién inicial,
engandrar todas esas situaciones actuando sobre 1las

variables que se encuentran en ella.

La situacidn fundamental es una especie de ideal.
Fucde gue en algunos cases no e pueda encontrard  simploe-

mente gue no enista.

Fuede darse 2l caso de gque, aungue no S@ encuen-—

tre la gsituacign fundamental, podamos hallar situaciones

concretas que hagan funcionar el conocimiento deseado en
algunas facetas inleresantes. Estas gituaciones dardn lugar
a lecciones gue permitiradn poner on juego algunas de las

formas de ese conocimiento.

Z. En el caso de una actividad efectiva 1a

busgueda se inicia a partir de la gbhserwvacidn didactica de

la actividad. Y cuandd he encontrado wna situacion que
considero fundamental, puedo tomar la situacion observada vy
compararia con esta situacisén que revela los objetivos de

ensefanta, para ver si 2l modelo e adecuado © No, © para

610
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ver o mas claramente posible lags errores cometidos o el

caracter inadecuadcoc de ese modelo.

Hacer un trabajo de técnica y metodologia
didactica {ingenieria didaéctica) guiere decir estudiar v
tratar de resolver los problemas técnicos, s decir especi-
ficamente didacticos, de la situacidén de aprendizaje que

estamos tratando.

Ezte estudioc vy resclucidan de los problemas
didacticos cabe la posibilidad de hacerlo en dos momentos!

ANTES de reazlizar la leccidén con los alumnos y DESFUES.

ANTES. Ya hemos visto lo gque hemos denominado
*fase primera” que incluye un estudio previo de! condicicnes
P 9 Y P

de precentacién, de objetivos, de hipdtesis de desarrollao;

Es decir, nosotros deberemos intentar conecer
cuales scn les problemas que s pueden presentar y deberemos

abzervarlos con anticipacién si =g posibie.

DESFURS. Haciendo wna gbgervacipn didactica

del desarrello de la leccidn y comprobando si se han  pro-
ducida los efectos previstos. Es decir vigilando 21 wso de
la mizma.

Veamos éste ANTES y DESFUES en l1os dos casos gue

hemes hablado antes.

1. En el caso de partir de un concepto dado se
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hace primerc la parte gue hemos llamado ANTES, es decir se

hace un trabajo de creacién de una situacidn concreta.

Se trata de establecer su relaciérn coen el cone-
cimiento que deseamos gue sea asimilado. Se estudian las
variables v comp las vamos a utilizar, las indicaciones gue

yampe _a_dar_v.cudles-seran l

11U

= ppsibles respuestas -de- .-los
alumnos y los consiguientes comentarios que se haran, ete...
Luego, al desarrollar la leccidn se realiza la parte que
hemos llamado DESFU£ES, observando este desarrollo y compa-

randole con las previsiones hechas. Asi se revelan los

posibles desajustes o aciertos de esas previsighes.

2. En el caso de cperar sobre una actividad
efectiva, 2 hace primero el DESFURS, pues empezam0s por la
“observacison didéctica", tratando de localizar queé variables
actdan y buscando un modo de actuar que se adapte a este
funrcionamiento, viendo si 1o gque pasa estaria explicado por
ese modo de accién. WYamos observando para descubrir  queé
tonocimiento estd implicito en la leccidéni en qué momentos
actua el alumnc tomando la responsabilidad de su trabajo. Es
pues un trabajo de investigacién que tiene un efecto de

retroaccidon para mejorar "el ANTES".

IT. ENSERANZA LAS INECUACTCN|

Vamos a explicar aqui algunes hechos observados

sobre el aprendizaje v la ensefanza de las inecuaciones, tal

y COomo s& imparte esta materia en el momentc actual en los
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Institutos de Bachillerato.

Se puede ver gue al final del primer curso los
alumnos saben resociver, en general, las inecuaciones gque ce
les plantean, al menes tan bien como cualquier otro tema de

los correspandientes a ese afo escolar.

Resulta pugs que con la ensefanza actual los
alumnos consiguen superar los errores de calculo y alcanzar
una eficacia razonable. Fero gadelantan algo en zus concep-
ciprnes™. o logran solamente una adaptacidn  "mecanica". v,
por otro lado, cpermanece en el tiempo la técnicae adguiri-
da?, 0 e olvida demasiade pronto y no se adquiere un cono-

cimiento permanente.

Cuandc a o largo de los cursos 28 o 32 se
necesita emplear los conccimientos sobre inecuaciones

abservameos situaciocnes como las siguientes:

1 Sea el case de tener gque calcular el dominio

de una fumcion como, por ejemplo:

4
fin) = {(x=3) (n+2)

En este momento se puede apreciar que los
alumnos nao llegan, por si mismos, a plantear ta inecuacidén

correspondiente, es decir a escribir la condicidn:

(x-3)(x+2Y > 0O

Sin embargo saben que, para gue existan
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spblucienez en R (conjunto de los numeros reales), el radi-
cando debe =er positivo. pere no relacisnan ésto con las

inecuaciones estudiadas el aso anterior.

Se hace necesario realizar en clase alguno de
los ejercicios propuestos y que el profesor "expligque” gue
el c3lculo del dominio pasa por la resolucién de la inecua-

cidn correspondiente, en este cazp!
{w=3) (242 2 O

para gue algunos alumnos recuerden gue Mésp” 1o sabian
resplver el afo pasado y traten de traer a su memoria "cémo

se hacia”.

El planteamiento de la inecuacidén no es espon-
tangc come nos pareceria previsible. No se encusntra ni en

los alumnos més capaces,

2: Fasada esta primera dificultad del plantea-—
miento, algunos alumnes intentan resoclver la inecuacidn pero
solamente tres o cuatro alumnes, de una clase de 40, suelen
ser capaces de resclverla por si mismos. La mayoria no
pueden repetir 1o gue “"sabian hacer" un afp antes. Intentan
"recardar" y asi lg manifiestant “Es que ro me acuerdo como

e hacia”, "Me suena alge, pero no lo recuerdo”, etcy...

La wmecanizacidn gque habian ceonseguido no bha
dejado la huella necesaria para permitir su traida a escena
un afo mas tarde, y e! alumno no ha aprendidoc a movilizar

recursos gue le permitan "entrar®” en el problesa.
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T Este aprendiraje gque habian hecho de unas
técnicas de calculo parece que pertenece mas a la memoria
retentiva. es5 decir a la gue permanece durante un cierta
periodo de tiempo solamente. Asi e observa gue aun cuando
el profesar ya ha planteado la inecuacidn necesaria para
resolver el problemar

(x+3) (=2 & O
la mayoria de los alumnos no “recuerdan” cual era 21 método,

y &€ han comprobado porcentajes de hasta el 8Z% de este

"olwvide". Saben gue estudiaron éso pero son incapaces de
recrear el calculo. Simplemente buscan en su memoria el

recuerdo de la estrategia empleada, pero en su memoria ya ha

desaparecido.

Como la unica estrategia gue han asprendido es la
de memorizar, cuandos esta memeoria les ha fallado han

quedado completamente extraviados.

A! mo haber aprendido a desarrollar sus propias
estrategias dependen absolutamente de =s=u memoria, 5i quieren

resclver gl problema fgndrdp gue recordar lo que "les en-

sefaron” un dia.

El profesor deberd realizar algun ejercicic
completo, en la pizarra, para que los alummos “recuerden®™ la

técnica.

I1.1. APRENDIZAJE POR INDICIOS

En este aprendizaje que estamos comentando neos
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encontramog ante una sitwacién gue podria ser consecuencia
de un modo de aprendizaje ya estudiado por Tonnelle, 1980,
en el gque los alumnos enfocan la resplucidn de los problemas
tratando de reconoter algunos indicios que les permitan
averiguar lo que el profesor guiere que hagan. ES uma situa-

cidén en la gue los alumnos no se enfrentan directamente al

problema, sino a través de la pantalla del profesor. No
importa tanto el problema como lo gue el profegor guiers que

hagamos con este problema.

Los alumnos estan pendientes de las indicaciones
explicitas o implicitas del! profesor para saber lo que éste

espera de ellos.

Azg, la ensefanza aqueda vacia de contenido in-
trinseco. Y cuando el profesor falta, falta la guia
necesaria, el enlace entre el conocimiento yl el alumno,
falta el punto de referencia. El alumno no encuentra los
ingicips a l1os que estd actostumbrade y no sabe cémo iniciar

1a resolucién del problema. No sabe como emprender la

accién. De hecho queda paralizado.

Mientras al alumno se le han planteado los pro-
blemas tipo no ha encontrado grandes dificultades, ha
obtenideo bastante buenos resultados y ha quedado con 1ta
ilusién de haber aprendido., Pereo veamos lo que puede suceder
cuando no aparecen 1o0s indicios gue el alumno ha aprendido a
reconccer. For ejemplo si se modifica el texto y en lugar de

plantear una inecuacidn como:
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sE le plantea la inecuacidn de esta otr-a forma:t

(x—4) (#+3) £ 0

Si el indicio que tenia el alumnc para poner en marcha la

resclucitn, erad! "umna inecuacidén planteada con polinomio de
segundo grade”, ne aplicard la estrategia correspondiente de
reconocer las “Yraices" 4 y -3. En este caso reconocerd otro

indicie., que probablemente tiene zdquirido, gue es el dge “en
un producto de binomics =& realiza el progducto” v pasard a

efectuar 1a multiplicacion llegando a la exupresion?

para después buscar las "raices" del peolinomio y seguir con

la estrategia "aprendida'.

Esto es 1o gue sucederid en el mejor de iaos
casos, pues también es posible que no relacione el preducto
de binomips como gorrespondiente a esta parte del aprendi-
zaje vy entonces quede desconcertado ante la "nueva" situa-

cidén y, sencillamente, no haga nada.

Ante estas situaciones intentamos reaccionar con
otro tipo de ensefanza-aprendizaje. For eso creemos que
puede ser interesante introducir las inecuaciones de una

forma diferente.
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IT.2. CONSTRUCCIAN DE LECCIQMES SOBRE INECUACIONES

Se van a construir unas lecciones de acuerdo con
la Teoria de Situaciones (Brousseas, 1987) buscande una
situacidn fundamental a partir de la cual podamos pradutir
situaciongg a-didicticas en las que, colocado =1 alumno,
pueda entrar en contacto con el conocimiento que deseamos
que adquiera, interactuar con 81, e ir generando estrategias

de trabajo que le permitan zdguirir este conocimiento.

Uno de los propésitos fundamentales es
precisamente la generacidn de egas estrategias praopias, de
505 recursos gue permitan al alumno enfrentarse a problemas
O situaciones nuevas e interactuar con ellas sin necesidad
de un entrenamiento sgpecifico para cada uno de los  tipos

gQue Se pusdsan presentar.

Se usa la bhipttesis de que el conogimiento
adguiride de este modo s mas eStable por haber sido
generado por el propie alumne en lugar de ser asimilade a

través del protesor.

También se desea obtener datos sobre el funcio-
namiento de la adgquisicién del conocimiento por parte de los
alumnos vy, para ésto, nos parece interesante estudiar una
manera diferente de provocar esta adguisicidn generando una
actividad de los a2lunnos. ODbservande esta actividad espera-

mos estudiar ese funcionamiento.

Se preparard un modo de accién para estudiar las

posibles actividades de los alumnes en las situaciones plan-
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teadas, las posibles preguntas al profesor y respuestas de

éste a los alumnos {devolucignes), y en fin, lo que

nosotros pensamos que puede ser el desarrollo de la Ieccidn.

I1.2.1. MARCOS DE TRABAJO

Al trabajar con desigualdades nos podemos mover en  los

siguientes marcos!

= marco aritmético (comparacidén de numercs...)

marco algebraico (escritura de expresiones, mani-—
pulacién de las mismas, expresiones eguivalentes, bisgueda
de soluciones...)

= marco légico {conectando las expresiones mediante
simbolos de unidn o interseccidén, negando desigual dades...se
realizan secuencias de razonamiento)

= marcoc geométrico (representacidn de funcicnes, zonas
del planc, incidencia, programacion lineal...}

= marce grafico (esquemas de interpretacion de solu-
ciones de sistemas de inNecUaCclongsS...’

= marco analitico (entornos, aproximaciones, acota-

CionCe...)

Em el caso de los alumnos de 14 afps es
interesante investigar cuAles de esos marcos son mas adecua-

dos para la iniciacién.

Al plantear ejercicios gque hagan pasar de un
marco a otro, se estimula la actividad del alumno. Estog

aumentara también su capacidad para abprdar dificultadeg
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que ro Sean simples ejercicios de aplicacidn, sinoc auténti-
cas investigaciones en el mejor ¥y mads amplio sentido de la
palabra. Estas afirmacicnes estdn basadas en los estudics de

Regine Douady (1984).

Concretamente, respectt al marco algebraire y al

marco geomdétrico recordemos las palabras de Dieudonne:

*La sustitucién del lenguaje algebraice por el lenquaje geowbtrico ctasi
siempre aporta considerables simplificaciones y hace aparecer propiedades insos-
pechadas, escondidas bajo una sontafa de cdlculos.

Rsi, los mpdelos satesdtiros de Ia programacidn linead y 1a oplimizacitn se
coeprender y S2 manejan aejor cuando se interpretan lis desigualdades que
contignen en téreines de propiedades de conjuntos convexos en up espacic de un
nosern de dizensiones elevado”

(Dieudonné, p.228}.

Estas palabras, gue compartimos, ~nos hacen re-
afirmar en el griteric de que el estudio de las desigual-
gdadez y las inecuaciones debe estar regido por un  intercam-—
bio de los marcos de trabajo posibles, en especial el alge-

braico y el geométrico.

Vesmos estos margpos de trabajo con respecte a

las desigualdades.

En el marco aritmético las desigualdades tienen
poce inmterés, Entre numeros las desigualdades aportan poca

informacien. La expresion

34 > 18
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no  arade ninguan dato importante al conocimiento de 34 y 1B
nues vz sabemns Ccudl es el mayor de l1os dos nimeros desde el

momento on que Ios escribimos.

Splamente comienza a interesar cuando trabajamos

con numeros enteros pues entonces expresiones como

nos aportan una informacidn interesante porgue=, 1a compara-
cidn, nH e= tan evidente, en funcidn de la informacion
“ostensiva"” que se recibe de los valores absolutos de estos
nametros:

|-58] > |-7]

El walor absoluto de ~58 es mayor que el de -7 y
esta informacion visual: (58 > 7) es recibida por el lector,
contradiciendn la verdadera relacidn entre los valores
reeles de éstos.

También pusde tener un interdés para comparar
valores de namercs racicnales como 2n el caso de dos  frac-
ciones de numeradores y denominadares diferentes (p. ej: 7/8
y 21/23), pero en realidad cuando la desigualdad se vuelwve

interesante es en el

Marco algebraico. Al escribir la relacion:
x < 19
se esta danda una informacidn importantisima respecto al

valor de "x". Al ser "x" desconocida, la informacioén:

"% es menor que 1&%



supone realmente un dato interesante.

For ézo el marco algebraico va a ser uno de los
que se hara entrar en juego en nuestro procedimienta pues
creemos  Que, para el alumno, es interesante aprender a

manejar este tipc de informaciones.

Se quiere conseguir gque el alumno llegue a
comprender cual es la expresion mas sencilla que estA detras

de una informacidn Ccomo

o qué es lo que representa
y 4 ou? — x - 4

El marco geométrico es, pues, otro de los campos
que Se guiere que intervengan en el modelo de forma priorita—
ria pues en este campo el alumno va a tener gue trabajar con
la representacidn de funciones, con la programacion lineal,

con la representacidn de zonas del plamno, ete...

La combimacitén en el uso de estos marccs se
utiliza para que producca en el alumno un estimulo de la
capacidad creadora de estrategias y un  aumento de la

camprensidn del tema.

Para usar el juego entre estes dos marcos como

una wvariable didactica elegida nos hemos basado en les

estudios de R. Douady (129843 y de M. Artigue (Curcspo coe

doctorado, 1990 scobre didictica de las ec. diferenciales?.



El marco légico e=s otro de los que esperamos que
sea manejado por €l alumno, pues creemos que la conexidn de
desjgualdades swurgird como estrategia en @1 desarrollo de

uno de los juegos.

II.35. LECCION PRIMERA SOBRE DESIGUALDADES

Se expondrd ahora una leccidén en la gque se trata

de introducir las desigualdades del tipo

y » k

como expresién, respectivamente, de un semiplano marcado por

una linga horizontal, wvertical, de una zona del planD com-
prendida entre dos regtas horizontales "y=a" e "y=c" con
"a<c" para llegar a la Gltima desigualdad que es la oexpre—

sién de un semiplano definido por una recta de inclinacian
45°, es decir, definido por la rectat "y = x+h" gque tiene el

coeficiente de la "x" igual a "1".

La presentacidén se va a hacer en forma dg jueggs

didacticos. Se juegan entre dos contrincantes. Pueden ser

equipos o parejas de alumnos.

Material necesar:ci: Hojas de paprl cuadriculado,

regla y lapiz.

Comienza la clase. El profesor podird, si lo

considera cenveniente, explicar el objetivo de la lecciéni



Profesor: "Queremos llegar a expresar, mediante
una condicién algebraica. las distintas =zonas del plano con
ayuda de los ejes coordenados". Y realiza !os dibujos

siguientes:

OOV N

%h 30m. El profesor M comenzard dando a los alumnos

las siguientes instrecciones.

M "Fara realizar las siguientes actividades,
nos organizaremos por eguipos. Llamaremos A a un equipo {o a
una parte de la pareja) y B al! equipo (o parte de parejal

gque va a competir con él".

"Cada equipo debe preparar dos hojas dibujando
los ejes coordenados una para su control y otra para poder

ensefar al otro equipo".

"Ya sabeis representar algebraicamente puntos

del plano mediante pares de numeros. Vamos a recordarlo®?

PRIMERA INDICALCIAON: "El primer juego consistira
en que cada equipo A dibujarid un punto en el plano coordena-
do propio ton la escritura coordenada correspondiente y el

mismo punto en el plano que va a mostrar, PERD AQUI SIN LA



ESCRITURA COORDEMADA. ESimplemente lo marcard Ccon un 1 para
gaher gque 2% ! primerc gue ha puestos y 1o mostrard al
equipo B correspondiente. Este deberd escribiv de qué punto
se trataj a continuacidn a la invercsa. (gésto se puede hacer,

por ejemplo, seis veces para cada eguipol”.

"El equipo que ha elegido el punto confirmara el

¢xito o fracaso de la respuesta”.

"Anotareie los acliertos con un "¥" y los errores
can un "@H” en una hoja de resultados (Cade eguipo ird relle-

nando lz suya! semejente a ésta’:

Juego 1 2 3 4 5 & 7 aan
T TEgquipe &k T x e TTrmeLLTTT
" Equips B TTTTTTYTTT .
Zh 40m. M: "Conservad los resultados. VYamos ahora

al segqundo juego.

SEGUNDA INDICACISN: "Vamos a jugar a los barcos-
Cada equipo debe dibujar sobre su hoja una recta horizontal
donde prefiera. Esa recta es su divisoria protectora. Asi ha
dividido el plano en dos zonas que llamamos semiplangs vy
ahora elige una de &sas omas para situar sus barcos. Son
cuatro barcos cada equipo situados en punteos determinados

cualesquiera”.

"Efectuareis una tirada cada equipo 2lternada-

mente vy, &i e acierta la zona, el equipo contrario dira
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gue ha entrado, si na se ha agertade dentre cde la tona dird
fuera v si acierta justo en la divisoria dira "divisoria".
El juege consiste en localizar exactamente CUAL ES LA ZONA
gue ha dibujade =] otro eguipo, eupresandola de la forma mas

clara posible".

"E! equip0 que localice antes la zona del! con-

trinccante ha ganado".

"El equipo que haya gquedado en segundo lugar
puede pedir la "revancha” para intentar empatar. Seguiremos
el juego mientras haya tiempo y el equipoc que acabe de

guedar segundo lo pida"”.

"Anotaremos una estrella como resultado de cada
juego, cuando éste baya finalizrado, en el panel de control,
1lamandolos 132 juego, 142 juego,etc... (o los numeros due

carrespandant ®

10  1Om. TERCERA INDICACION: “Ahora  vais a
dibujar un muro protector, es decir, una divisoria vertical.
Se trata de situar vuestros tres edificios: la casa, el
almacén y la caseta del pozo, en los puntos gue deseeis en
uha de las dos zonas creadas por Yel muro”. De  nuevo, se
trata de LOCALIZAR su zona de proteccidén para haber vencido

al contrincante".

"Se efectdan tiradas alternativamente. Contesta-
reis:"ha entrago, fuera o tocado” segun gue la tirada entre

en la sona de proteccidn, no entre o togque el muro”.
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"Cuando un equipo quede primero debe conceder la
revancha ol otro, =i aquél se la pide. Froseguiremos como
antee mientras haya tiempec y alguien que haya guedado

segundo lo pida".

10h 20m.CUARTA INDICACI&N": "Ahora deseails levantar
ur muro por delante y otro por detras, que delimiten vaestra
IoN&. Fueden ser los dos horizontales o los dos verticales,

Dibujadlos y comenzaremos de nuevo a jugar'.

"Ouedard primero tamhién el que logre averiguar

la zona de proteccién elegida por el otro”

10h 40m. "RUINTA INDICACION": "Ahora sabeis gque
vuestras divisorias horizontales o verticales crean una zona
bastante sencilla de localizar por el otro. Vais a escoger
una opblicua cualquiera con la dnica condicién de que sea
diagonal de todos los cuadraditos que atraviese. Elegid la
recta v la zona a vuestro gusto igual que antes. Jugamos de
nucvo”

tsta es, por ahora, la altima indicacidn.

II.4. REALIZACION Y OBSERVACION DE LA LECCIGN.

Veamos ahora la realizacion de ta leccidn y  las

ocbservaciones que se han podido hacer.
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Se ha elegido una pareja de nifas, una de 13
afos que acaba de terminar B2 de E.G.B. vy otra de 14 aRos
gue acaba de terminar 12 de EBE.U.FP. Ez decir! wna alumna que
ne ha recibido ensefanza sobre las inecuaciones y cotra que

acaba de recibirla durante este 4ltimo afo escolar.

La lecgién fué grabada en cinta magnetofdnica vy
posteriorments estudiada para analizar los comentarios y las

situaciones. AIZ es la alumna mas joven y H14 la de 14 afos.

{Lc primero gue hay qQue decir es gue las pecas
diferencias de intuigioén que hubo, Fueron a favor de la més
joven, es decir, a Ffavar de la que no habja recibido
enseranza sobre este toma. Hacia la mitad del jucgo se notd
ura reacciém positiva de la mayer, como si su madurez le
ayudard un poco a establecer relaciones y obtener con-

clusicnes.?
h 30m. Comienza la leccién.

18 INDICACION. (Se les da la 12 indicagion)
(Lo primero gue preguntamn £s cudl es la unidad

les responde que un cuadradito del papel?:

A13: iNo hay numeros? A gué corresponde, pues,
un cuadradito?

M: A una unidad.

ALZ: ;Se pueden poner negativos y todo?. ANo muy

altos, verdad?
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(OBSERVACISN 1: La alumna ALl3 dibuja primero el
punto y luego cuenta los cuadraditos para saher cudl ha
elegido, y la alumna Bl4 escribe primero las coordenadas y

dibuja el punto correspondiente después.)

El4: Que aburrido, lo acertamos todo.

Al3E (lLe pone gl (0,-8) en el guinto caso).

Bt4: (Lo piensa mas gue antes) ;Es el (0,-8)7

A1T: Si

B14: iUf! Con ezsa me armo muche lio. (Se pone a
pensar un puntpo vy tarda también un poco. Ha elegido el
(-8,0) ¥y le dice!}) iVas a ver ahora!

AlZ: iNoD te pases!

(OBSERVACIGN 2! Despuéds de poner &l (0,-8) ALT ha
visto que Bl4 se queja de su complicacidén y gque le ha puesto
a continuacién el (-8,0) y, aunque Al3 lo aciemrta, parece
darle miedo volver a eleqgir “algo demasiado dificil* vy, asi,
el siguiente que elige es el (1,1). Bl4 sin embargc sigue

poniendo puntos de los ejes coordenados como el (0,4).)

9h S0m

28 INDICACIG6N. (Se les da.)

(OBSERVACIGON 35 La primera indicacidén ha durado mas
de lo previsto, vy se comienza la segunda indicacién con 10
minutos de retraso. Se suponia a las $h 40m y s da a las %h
S0m.}

(BBSERVACISN 4: Creemos gue para un juego futuro

serd mejor NO NOMBRAR EL JUEGHO DE BARCODOS porque les trae a
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la memoria el juego habitual en el que los barcos se sitdan
dentro de un plano cuadrado que representa al primer cua—
drante y les cuesta mucho desprenderse de esa imsagen para
eolocar los ejes de forma arbitraria y elegir luego wna
divisoria horizontal cualquiera., Esto quizi tenga una expli-
cacién en gue las experiencias priseras pueden ;rear obs~
taculos al desarrcllo y progress del espiritu cientifico

Camo escribe Bachelard (pp. 23 y sig.)

Mt Dibujad wna recta heorizontal (E14 la  habia
dibujado oblicua vy el profesor has preferide intervenir, pues

una oblicua crearia confusien en Al3)

Ei4: iAy ' {Con disgusto)ify! (La rompe y dibuja
en otro papel).

A13:  Puede ser donde no haya gjes?

{Se refiere a una zona extrema de la hoja hasta

dénde no ha dibujado la prolongacion de les ejes AX y OY)

M: (Responde a la cuestion con otra pregunta

que favorece la reflexidn)  No tabrd ejes ahi?

A13: Ak Si. (Pueda pongr encima y debajo de la
recta?
M: No. Deheis elegir a UNO U DOTRD LADO PE LA

RECTA. No a los dos. teneis DDS IDONAS y hay gue elegir unad.

(OBSERVACISN 5S: S6lo se sienten capacitados para
dar coordenadas si han dibujado "las rayitas* es decir, las

divisiones por unidades. Debe ser un habito adgquirido.
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Se ve también como al dibujar los ejes coordena-
dos tienden a considerarlos como segmentos limitados. Es
decir, con uwna longitud exactamente igual al segmento
dibujado, de modo que en un dibujo como el Qque ponemos a

continuaci on:

lLa recta puede parecerles que ha quedado "fuera® de los

ejes.)

4

Al

2 La recta cuanto més pequeia la hagas mejor,
para gue no te acierte.

Mi jlLas rectas tienen tamado?

Bi4: No, pero en este juego si.

M Fero  sdividiras en dos zonas con uma "recta
pequeda’”?

BlI&: No, no, gque no tienen tamafo, que son
infinitas.

Al3: iAh, claro!

(OBSERVACISN &f Hay que advertir gue =1 juege
"ha cambiado de sentido®. Esto es, ahora es mds importante
guardar la informacién de los propios disparos gque la de laos
disparos del conftrario. La informacién gque quierc obtener la
voy a conseguir con MIS disparos. No he elegido 1a recta gque

esta dibujada en el papel del contrario. MI RECTAE no me
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interesa, MI RECTA interesa sélo al otro.)

A1Z: Ferc si es una linea sin limites da iqual

el horizontal :nov

M: Parece.

El cuarto disparo ode Al3 da en la divisoria

(10, 14).
El14: De lleno en la divisoria.

AlZ:iph., Ya 1o sé!

M: Fuedes identificar su zona?

Al3: Si, desde infinito ...asi {(sefala la hori-
zontal), hasta 14. (Duda) iAh, no! porque esté abajo, enton-—

ces s  -—14.

M i Ti puedes decir un punto que esté gseguro en
su zona”

AlZ: Si, el (5,7

{Es cgorrecto pues esti debajo de la linea y=14

que es la elegida por B14)

M:  Pupdes decir otra? Cémo los eliges? ,Con

qué¢ condicién o conditiones los eliges?

A13: Due el segundo sea menor que 14 y luego el

horizontal da igual.

M ;8i el segundo es menor gue 14 aciertas? .Y
ti Angela estis de acwerdo? Teneis gque estar de acuerdo en

la condicidn ahora.



Et4: No estoy segura

M! Debhes demostrarle

rale uno fuera ahora.
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que conoces su zoha. Dispa-

B14! Estoy de aguerdo en gue la cohoce.

M: sCQuieres la revan

B14: No., Otro jueg
contrariada)

Al13: {Escribe) Gue
gque 14,

(Fero no escribed vy

(OBSERVACIG&N 72 Inmedi
rio de Al3, diciendo gque "el ho
ver que la sucesidon de puntos qu
una abscisa "x" constante pues h

influye, aunque no la llamen tod

cha?

o. Otra cosa. (Esta un poce

el ndmero vertical sea menor

< 18)

atamente después del comenta
rizontal da igual®, se puede
e eligen ambas alumnas tiene
an comprendido gue 1la "x" no

avia "x" o "absrisa".)

AL1Z: s (10,13

B14: ... (&,7)

(10, 15) (10,14) ——» fin

(6,11)

10h 10m
38 INDICACIAN. Se les da.

mismo que antes peroc con un muro

(OBSERVACISN 8: La 28

tiempo del previstn, Se ralculab

{Receordemos brevemente! Es lo

vertical).

Indicacién ha duradec menos

an 3I0m v ha durado salo 20m)
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Bl4: (Es lo mismo que antes? Entonces es como

una revancha.

Comienza ahora R14 y la sucesidn de tiradas es

la siquiente, donge D v F son "Dentro" y "Fuera*?

Bi4: (18,14 D (0, 103F (0, 1) F (0,17)F

A13r (20,5)F (15,5)F (0, SIF

Bl4: Lﬁ estoy haciendo mal. Es la "x" la gque ae&

mueve.
{OBSERVACIS6N 9¢ No queda claro si se da cuenta ail
observar laos fallos propiaos o al observar la estrategia de

Al3. Biguen las tiradas, ahora mas rdpidas.)

B14: (1¢, 0D (24,0)D (30,00

Al13: {(=20,5}F (-45,5)F

El4: |Claro! Si es gue soy imbécil.

Al13: Estoy alucinada de lo qué haces.

E14: iAy gue tonta soy! E2 gue ademds te lleve
ventaja y al final perders,

(Y siguen jugando:)

B14; (3,00 (3,0)D {2.0) Diwvi=
soria
Al13: (45,5)D (30,5)D (25,9)D
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M: Vamos a ver, Angela (s Bl4) ;Cémo represen-
tarias la zona que has descubierto?

Bl14: ... (pensando) Cémo la represento.

M: iTd sabes cudl es?

B14: (5in odudar) Si. A partir del (2,0) hacia
adelante.

M:  Qué quiere decir hacia adelante?

Bi14! Hacia la derecha. Todas las "y-es" y "x=2*,
A partir de =2, todas las % a la derecha.

A1Z: La condicidn es que el ndamero horizontal

sea mayor o igual gque 2.

(Ahora comienza la integracién del conocimiento
adquirido, entre el conjunto de los saberes adquiridos

anteriormente), {institucionalizaciosn).

M:;Fodeis usar algun simbolo para representar al

namero horizontal?

ALZ: "x",. "x" mayor gque 2.
B14: "x" mayor © igual gue Z2: ®oZ 2
M : Esa es la condicidon que ha elegido M2 Mar

(es A13) y gue td Angela has acertado. Y ahora, M2 Mar gue
ya sabes que ella habia elegido "la 23", ,Como simbolizarias

la condicién®

A13: "u" mayor © igual gque 23: ¥ I 23
M: Ahora ya Sabeis representar una zona del

planc. .Cémo representariais la rzona contraria?
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A13: Fues... x menor que 2.

Bi4: » T 2

(A13 tampoco guiere revancha asi que prosigue. i

juego con la siguiente indicacidén)

10h 15m.
42 INDICACI&N, Se les da. (Recordemos brevemente
que 5 1o misme pero con dos rectas gque determinan  entre

e2llas una zona vertical)

(OBSERVACISN 10: E!l desarrollo de la 3@ Indicacidn
también ha sido mas breve de 1o previsto. Se calculaban 10 m

y ha durado sol amente Sm)

B14: Sera largo ahora.
M: Podeis rayar un poce la tona elegida, si

guereis. Empezad cuando esteis listas.

B14t (20, 00F (-20,0) Divisoria (-22,0D
Al4: (25,5)F (Z,8)F (~25,5)F

B14t {~-30,0'D i—-45,0)F {-4Q,00F
al4: (—45,5)F (435, 5)F {-100,5)F

Bl4: {(-35,5) Divisoria

ALAL  (—10,5)F

M35 o Glué estrategia sgeguiais? iClue  estrategia
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seguias Angela? feg Bl4)

Bl14: Yo iba todo el rato con la "y=0", porgue era
la gque menos importaba. La que importaba era la x. Y probaba

con x positivos y % negativos alternande.

Mt C6mo se simbolizaria?

B14! "w" entre -20 y -35i x < =20 Yy o

=
I

2]

w

fil38 Neo quierc revancha.

(OBSERVACIBN 112 Ahora ya saben cémo va. No les
importa ganar o perder porque son amigas. Ha tenido interés
el juego hasta gue han descubierto "el truco". La situacioén

a-didactica ha funcionado consiguiendo su atencidn mientras

competian por entender el fondo del juegol

10Oh 25m
52 INDICACION. Se les da. (Recordemos que es=ta es

una recta oblicua de inclinacidn igual a 45%)

{OBSERVACION 12 El tiempo empleado para la 42
Indicacidn ha sido s8lo0 de 10m frente a los 20m fQue se
habian calculado. Se ve realmente que han camprendido el

juego y que Iles interesa.l

(Cambian de recta varias veces. Les cuesta un
poco dibujar una recta que sea diagonal porque la cuadricula
es de peguefo tama¥o. No saben cuil serd mas dificil de
localizar. No se les ha pedido que centren los ejes en el

papel y no se les opcurré hacerio.)
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Al1Z: iFerc ahora cortarad a los dos (ejes)! Fuede

haber por agqui y por agui, iHabrad m&s puntos!

M: iEs que es mas grande gue antes la zona?

AlZ: No ija, ja! Perc azhora van a2 importar laz x
vy las y. Las dos.
Bl4: (Para =3 misma) No encuentro la diagohal,

iYa! Veo gue pasa uha cosa cuando es diagonal.

(Fero no dice nada mas)

(OBSERVACIGN 13Xt La préxima vez que se realice
la leccién se' les indicard que centren los ejes en un origen
dado, para evitar que los puntos se salgan fuera de la hoja

de papel, pues hace perder mucho tiempo en mediciones)

B14¢ (Z0,0D (10,00D

AlZ: (20, 10}F (30,10)

(Con este (30,10} tiene que medir fuera de la hoja, de

forma aproximada)
Al13: Pero es que ahora es horrible, con los regativos,

{Comienzan a realizar sus tiradas con los

resul tados siguientes:?y

Bl4: (g,0D (40,0)F (30,0) D

A13: (~20,~1O0)F 40,10 (50,00
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(35.0:D

{(=70,01F

(T7,00F

(34,0) Divisoria

(63,600

Bl4:;Fl otro punto en que toca a los ejes es el

(0,—34), a que si7?

B12: Gané. Ya s¢ cudl es.

: Sabremos si

has ganado cuando todos los

puntos gque le digas estén dentro de la zona. Dile alguno.

Bi4: (37,-2)

A13: Fuera!

(B14 se ha equivocado.

i Es que no pumde acertar

los puntos con la informacién gque ha conseguida™)

BI4: A ver.

al revés: (34,-2).

A ver. Es gque me he equivbcado. Es

Al%: En la divisoria.

214 Encima es

Al3: Y el

AL3: .Y el 25,

Bl4: No, fuera.

4,-1)
(5,30} sestd o no?
(Duda un poco. Al fin dicet!) Gi

-3&)

M: Azegarate porque parece gue duda. Busca algun

punto cerca de la recta que Serd mas difigil.



ALT: (Y el (34,297

El14: E=std dentro.

M: Estd wvisto que lo sabe. i0ué operaciones

haces Angela (B14)7

EBi4! No hago operaciones. He puesto: Si el 346 ms
O el 35 es -1, 4 es -2, 33 ps -3 y asi sucesiwvamente. Estos
son  todos los puntos de la recta. Cuando me dice uno lo

mira. iMds vale mafa que fuerza'l.

(OBSERVACIAGN 14: Al expresar el refran: "Mis vale
mafa gque fuerza" nos revela gue cree haber conseguido la
solucidn por un método "no regular”, "no matemdtico”. Quizad
geste convencimiento le viene porgue, como ella misma dices
na ha hecho operaciones. La regla que ha encontrado le
parece como un truco, es decir, algo no permitido matemati-
camente hablando. Esta sensacién, en el alummm, de gue lo
gue ha descubierto no es muy importante en el sentido mate-
mdtica es muy {recuente y desaparecerd cuandc se llegue a la
integracién del conocimiento entre los vya adquiridos

anteriormente),

M: Puedes establecer una condicidn gque simbo-—
lice la zona del! plano gue ha elegido M2 Mar? Ahora ya sabes

cual gs la recta. Los dos equipos sabeis cuidl es la recta.
Los dos: Si.

M Gapard ahora guién legre simbolizar la
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condicidn.

Bl14: »x £ %6 con y : =36

M: A wver., Frobad.

A13: S gue estad bien!. ifue si, que si!

M: FPero, HMay algdan punto con "x X 36" en la

zonaT.

ALZ: iSit' iMira! [Todos éstos! y imenores gue -
36 todes estos otros!

M: .Cdémo has hecho tu tabla Angela?

Bi4: Si a "«" le resto 1 a "y" le resto l...

M: (Fuedes calcular la "y" de la recta si te doy

la "«" un poco dificil?

B14: Creo gue =i.

M: x = 140

B14: Pues a 140 1le resto 36 ¥y va tengo 21 punto

gue es: (140, 104) pues como le he ido sumando 1.

M: ;Entonces la y gue acabas de calcular a quién
s igual?

Bl14: La y eg igual a x menos 3Ié.

M: Con ésto teneis la recta y g la zona?

ARIZ! Todo lo que sea mehor que la oper-acidn.

M: L Cue guiere decir éso de "menor gue la



operacian"?

Al13: Todo lo que sea menor quet y=x-3&,

(OBSERVACION 15: Sg ve que la alsmna Al3 ha
entendida 1o gque debe hacer perc todavia na pusde expreéar
la desigualdad. Se ve que la falta muy poto pareo no da el

paso &lla sola.?}

M: FPodemos expresar esa frase con una relacidn

matematica?

B14: Yo tengo una idea. % y <y = x—346 ». Fero
creo gque no estd bien porner « y < y ». (uizd sea mejor

2 vy L y = =356 %,
E13: Podemos poner! & yo € yi # u—34 =

Bid4: Mas sencillip. Popner solamente € y < x-3& »,
Con el valpr de "x" calculas "x-3&" y la "y" tieme que ser

menor gque toda esa operacitn.

(OCBSERVACIAN 142 Han llegado a una expresisn en
la gue estidn de acuerdo. Ahora hace falta Que esa expresidn
se integre, es decir gque pase a formar parte del conjunto de

conocimientos de los alumnos

bespués de la observacién del funcionamientog de
la primera leccidn he hecho algunas correcciones en las
consignas de modo gue la leccidn queda de la £orma

siguiente:



I1.5. LECCISN PRIMERA CORREGIDA.

Los alumnos se distribuliran por parejas de egui-
pog A vy B. Cada equipo podrd estar formado por I, 4 o0 5
alumnos.

Cada epquipo dispondrd de tres hojas de papel de
tamafo $olio. Doz de ellas, por lo menos, seran de papel
cuadricul ade: el plano PROFIO v e! plano PARA MOSTRAR. Estos
dens planos llevaran marcado 2! sistema de ejes coordenados
sin cecribir los nombres, XX YY", de los ejesi solamente
las dos lineas perpendiculares. La tercera hoja llevarad el

ESOUEMA para el CONTROL DE RESULTADDS {(Fag. ciguiente).

El profesor ird diciende las indicaciones:

Prof: PRIMERA INDICACION: “El primer juego con-
sistird en gue cada equipo A dibujard un punto en &l plano
coordenado PROFIO con la escritura coordenada correspondien—
te vy el mismo punto en el plano que VA A MOSTRAR al equipo
contrario, PERO AGUI SIN LA ESCRITURA COORDENADA. Simple-
mente 1o marcard con up ! para saber que es 1 primero  que
ha puesto y lo mogstrard al egquipo B correspondiente. Este
deberd dar la escritura que cree que corresponde. A conti-

nuacidn, & la inversa. AsSi hasta cvairo veoes cada equipo.

El equipa que ha elegido el punto confirmarad el

éxito o fracaso de la respuesta.

Anotareis 195 aciertos con un """ y los errores

con un "@" en el esquema de contrel de la hoja de resulta-



dos (Cada equipc ird rellenando la suya) semejante a ésta”:

Jueqa 1 2 3 4 5 & 7 en.
Equipo A, L3 ¥ o -

Equipo B, 3} X [

ESQ@UEMA DE CONTROL DE RESULTADOS

"Comgervad los resul tados”.

Prof: SEGUNDA INDICACI&N: "Yamops ahora al
segunde juego. Vamos a jugar a la pesca. Cada uno de los
equipos A, y Bn debhe dibujar, spbre su  hoja propia, una
recta horizontal dénde prefiera. Esa recta £5 la divisoria,
Asi ha dividido &l plano en dos zonas gue 1lamamos semi-
planos y ahora elige una de esas ztnas como sSW IoRa  de
pesca, rayandola.

El otro equipo debe adivinpar la zona rayada, SIN
DUE AHDRA LE HAYA SIDO MOSTRADA: solamente sabe gue la
divisoria 22 horizontal.

Para localizar la zona se efctuaradn tiradas
diciendo las coordenadas de los puntos "que se lanzan”. Cada
punto que se lance se considera una tirada.

Efectuareis una tirada cada eguipo alternadamen-
te v, =i la tirada ha acertado dentro de la zona, el equipo
contrario dird gue ha entrado; si no ha acertado dentro de

12 zona, se dira fueraj vy si acierta justo en la divisoria
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dirad "divisoria®.

El juego consiste en localizar, exactamente,
CUAL ES LA ZONA DE FESCA que ha dibujado el ptro equipa,
expresindola de la forma més clara posible. El egquipo gque
localice antes la zona del contraric ha ganadcoc. Diremos gue
la =zpna bha sido localizada cuando el egquipe contrario 1o
reconozca asi.

El equipo gue hsya gquedado en segundo lugar
puede pedir la "revancha" para intentar empatar. Sequiremas
el juego mientras haya tiempo y =1 equipo Que guede segundo
lo pida.

Anotaremos una estrella al equipc vencedor en gl
panel de control, como resultado de cada juego. cuando éste

hava finalirzada. Estos juegos se numerarant 9, 109, epte...”

Prof: TERCERA INDICACISN: "Ahora vais a dibujar

una valla protectora, representada por una divisoria
VERTICAL. Se trata de sitwar vuestra casa en una de las des
zonas creadas por "la valla". De nuevo se trata de LOCALIZAR

su zona de proteccion para haber vencido al contrario.

Se efectudan tiradas alternativamente, empezando
por el equipo que haya perdido en el ultimo juego. Contesta-
reist "ha entrada', "fuera" o "en la wvalla" como respuesta a
cada tirada del eqguips contrario.

Cuando un equipo Quede primero debe conceder la
revancha al otro, si aguél se la pide. Froseguiremos como
antes mientras bhaya tiempo y alguien que haya qguedado

segundo lo pida”.



Prof: CUARTA INDICACIBN= "Ahora deseais levantar
un muro por delante y otro por detrds gue delimiten vuestra
zona, Pueden ser los DOS HDRIZONTALES o los DOS VERTICALES.
Dibujadlos y comenzaremes de nuevo a jugar.

También quedara pripern el gue logre averiguar

la zona de proteccidn elegida por el otro”

"RUINTA INDICACI6N®: "Ahora sabeis que vuestras
divisorias horizontales o verticales crean una zona bastante
sencilla de localizar por el ptro. Vais a escoger una obli-
cua cualquiera con la unica condicidn de que sea diagpnhal de
tedos 1os cuadraditos que atraviese. Elegid la recta y la

Zzona a vuestro gusto, igual gue antes, y jugaremos de nuevo"

Nota para el profesor

En 1las comnsignas figura la exigencia de 4ue los
equipos tengan que ponerse de acuerde para dar el juego por
"ganado".

Esto se hace con un dable abjetivol

Primero! Evitar todo lo posible la intervencidn
del profesor en el juego, que tendria, en caso contrario,
que decidir en gqué momento y bajo quéd forma se habia
produtide la declaracidn ganadora. E£sto podria imponer a los
alumnos distintos niveles de sxigencia en el rigor de la

gscritura—-solucion.
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For ejemplo, un profesor podria exigir gue s@
escribiera la desigualdad correspondiente, mientras que otro
podria conformarse con la escritura de la recta, (la
igualdad), aradiéndeole la explicacidéns "a la derecha” o la
que correspondiera. Ademas en ambos casos estaria marcandose
la ewigencia por parte del profesor y gQueremos gue sea la

“cituacien” misma la que marque esa Necesidad.

Segundoi Favorecer, ehtre los alumnos, los
intercambions de opiniones sobre cual es la mejor forma de

determinar, sin dudas, ta zona.

Con ello esperamos favorecer la aparicidn de la
escritura simb4lica, gque es lo gue deseamos ohtener en el

aprendizaje, pero no imponerla.

fueremos gque Se llegue a un lenguaje aceptado
por todos los alumnps y que sea Gtil para 1la descripcidn
ineguivaca de las zonasz. Este lenguaje suponemos gue sera el

de las desigualdades.

IT.&. COMENTARIOS A LA CONSTRUCCISN DE LA PRIMERA LECCIaN

Observando la primera leccidn construida vamos a

dejar constancia del estudio gue se ha hecho "a priori”.

La situacién se plantea como una gifuagign ds
gccion en forma de juego entre parejas de alumnos o parejas
de equipos.

La primera decisidn que habia gque tomar fueé

spbre si nos convenia seguir una progresion de dificultad



creciente en las consignas gue les plantedbamos. 0, por el

contrario, seria mejor organizar una situacidn mas abierta.

Se opté por la progresidn de dificultades, pues
se intentaba que ¢! alumno se sintiera seguro alcanzando
pegquesfos logros personales. Se considerd importante evitar
el desconcierto inicial, sobre todo en alumnos poco habitua-

dos a estas técnicas de trabajo.

Como se trataba de conseguir que el alumno
llegara a expresar zonas del plano en forma de desigual-
dades, con gos incdghitas "u" e "y", =e decidid seguir una
secuencia de dificultades progresivas. Para las primeras
zonas s eligid poner la condicidn de gue las divisarias
fueran horicontalesi después verticales y asi se esperaba
que surgieran las condiciones (las desigualdades!) con mas
facilidad, al tratarse sélo de uma incégnita: la "y" en el
casc de las rectas horizontales, vy la "x" en el caso de las

verticales.

Se intentaba que los alumnos llegaran a expresar
estas condiciones sin dificultades y gue con este ejercicia
estuvieran mejor preparades para e] caso de las rectas
oblicuas, Qqgue iba a representar una complejidad diferente,
al hacer intervenir 135 dos incégnitas relacionadas entre
fi .

La segunda duda que se planted fuéf ;Cémo escri-—

birian los alumpos la respuesta cuando la descubrieran?

Se trataba de anticipar posibilidades.



Los alumneos podian escribir la respuesta de muy
di ferentes maneras. Fodian expresarla mediante el lenguaje

materno o mediante diferentes simbolizaciones?

a) Lenguaje maternof! "La linea estd en gl & y la
rona estiA debajo de esa linea" {Referido a un semiplang

situado por debajo de la recta horizontal y=6).

Se considera esta expresidén como lenguaje mater-
no pues pn ella no aparece ninhguna relacién simbolizada.
Farece una respuesta calificable come "primaria“, en el
sentido de gue el alumno ha comprendido la situacién gue su
compafiere bha dibujado y lo expresa con un lemguaje “prima-

rio", erxento de simbolicacisn.

h) Primeras simbolizacionest
".a linea estd en 2+6 vy »s la zona de debajo”

(Referido a la misma zena de antes)

En este caso el alumno habria tomade come refe—
rencia el eje X, al que simbolizaria erréneamente con la "x"
vy, al querer escribir que estd & vnidades por encima, habria

llegado a la expresidn x+é.

En esta expresidn mo aparecen todavia simbolos
que expresen la condicién que deben cumplir los puntos para
pertenecer a la zona, pero aparece una expresién algebraica
con letras y namercs que, aungue erronea, ya manifigsta un

doseo de simbolizacidn.



c) Simbolizacipnes incompletas:

“La linea es y=& y la zona es la inferior”

Agqui habria ya wuna simbolizacidép correcta de 1la
linga diviscria, aungue mezclada con una frase materna para

expresar la Iona.

d) Simbolizacid4n "interna':

"La zona s cualguier punto gque tenga la "y"©
menor gque &"

Esta expresison, 2 pesar de estar en lengua
materna, ya mostraria gue e! alumno domina la condicidn
expresada. Podriamos decir gue hay una "pre-simbolizacidén” o
utia eimbolicacidn "interna”, es decir una simbolizacidn no-
enpreszsada. Desde esta expresidn es més facil gque pase a

escribir la desigualdad vy < &.

e) Simbolizacién completa:

“lLa =zona son los puntos que cumplen la con-

dicioen = y < &6 % ",

Con esta respuesta se habria conseguido tla

simbolizacidén que se persigue.

Fara estimular esta expresidn se podia hacer
constar en las indicaciones que era mejor expresarla de la
forma MAS BREVE POSIBLE. Pero se decidid admitir, durante el
ejercicio, cualquier respuesta que representara, sin lugar a
dudas, la zona de que se trataba y por tanto la danica condi-
cidn que pondriamos era gue no planteara objeciones de los

alumnos contrincantes correspondientes.
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{Mids adelante, en la guinta cuestion, se es-
tudiaron diztintas posibilidades de llegar a la expresidn
mas simbdlica, la forma de desigualdad, mediante
debates o mediante la creacidén de la netesidad de conectar

wnas condiciomes con otras).

Lta tercera cuestidn que =e planted fué: Codmo

favorecer un sistema de control gue queriamos gue los  gRro-

pios alumnos tuvieran sobre el proceso

Asi se establecid gue en e! comienze del juego
se les darian instrucciones para que, ademds de la hoja
vigible, llevaran su propia hoja de control, en la gque debe-
rian anotar los puntos y las zonas que habian elegido y que
el contrario debia adivinar, asi como las sucesivas apuestas

que el contrarioc iba haciendo.

Ent-e los conocimientos gue se supone que poseen
Iose alumnos estd la eupresitn de los puntos del plano me-
diante parez de nimeros v la expresién de rectas tuwalcos~
guiera, vy pariabolas de eje vertical, mediante relaciones de
igualdad. E=to pertenece a 10 gque !los alumnos y &l profesor
saben gue se& ha estudiado ya (lo que se cenoce como mamoria
de la clase). Se espera pues que 1os alumnos representen los
puntos por pares y gue se apoyen en estos conccimientos para

iniciar sus estrategias.

Sin embhargo, l1os alumnos no tienen expresidén

conocida para los semiplanos, asi que éstos deberin concre-
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tarse a base de elementos identificables., Estos elemsntos
deberan ser aceptados como tales por todos los alumnos. GSi
les alumnos 1o llegan a proponer, podria llegarse a acuerdos

previos.,

For ejemple, podia surgir el acuerdo de gue:!: “un
semiplann, de divisoria horizontal o vertical, quedara loca-
lizado en cuanto se conozca un éunto de la divigoria" (si
los alumnos llegaran a ese acuerdo previo apreciarian que
debian afadir: "la parte superior”, o "“la parte inferior", o
"la parte izquierda", etc..., pero ésto, en general, dejare-

nOs gue surja como una necesidad a lo largo del juegol}. Otro

acuerdo al que pueden llegar es gue: "conocidos dos puntos
de la divisoria ésta quegard determinada®. También podrian
exigirse mutuamente que el semiplano elegido debiera
sombrearsae.

Otra forma admitida podria ser determinar la
recta divisoria dando su ecuacidn  y=+f{x}. Desde el punta de
vizta de la ensefanca esta eleccion de identificacién seria
muy ventajosa, pues, desde ella, es5 més facil llegar a la
expresién  del semiplane mediante la desigualdad, pero en
ningun momento se debe forzar a 1os alumnos a que la elijan,
Esto es muy importante. Se deben resprtar las decisiones de

los alumnos, cuando hemos dejado 1a eleccidén en Sus manos.

También podrian ponerse de acuerdo 2n que, cuan-—
do unoc &rea gque ha localizado el semiplanoc del! ¢ontrario, le
"demuestre* haciendo tres disparos (o "n" disparos) que

acierten realmente en la zona.
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Conviene observar que durante la elaboracion de
los acuerdos se realiza una actualizacidn de conocimientos
anteriores. El establecimiento de estas regl as del juego,
por parte de los alumnps, ayuda a actualizar los conocimien—
tos previos que deben tener y favorece, por tanto, ia egui-

paracisn de condiciones de partida para lo% contendientes.

Al ¥inal de cada juego, ambos eguipes, pueden
comprobar i las respuestas que han recibido, al hacer sus
tiradas, eran carrectas comparando su control con la hoja de
control oculta por =1 otro hasta entonces. De este modo

queda, en todo momente, clara la limpiera del juego.

La cuarta pregunta que se presentd fud: gueé
pasaria si los alumnos no usaban numeros enteros?. Fensamos

incluso llegar a aconsejar su uso.

La razén de esta decisidn era eliminar las dudas
o confusiones en las respuestas para el caso de la linea
oblicua diagonal. {Mas adelante se levantaria esta restric-

cidn para e! caso de uha oblicua de cualquier inclinacién).

Sin embarge, se vid que esta condicion se
cumplié sin necesidagd de ponerla, pues los alumnos, al poder
elegir, y agui podian hacerlo, eligieron ndmeros entercs. Se
limitaron a ellos e, inclusen, en el primer momento usaron
los numeros naturales, apareciendo los negativos solamente
"em caso de necesidad", es decir cuando querian efectuar una

tirada "por la izguierda" o "por abajo".
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La guinta cuestidn fuéd gue no queriamos

imponer muchas restricciones y, por tanto, ya que sstabamos
dispuestos a aceptar ctualquier expresidn (lingdistica,
simbélica, etec...) que determinara, sin lugar a dudas, la
zona buscada, ésto podia suponer la respuesta antes de haber
llegado a la expresion simhbélica de la desigualdad. jComo
podiamos lle=gar a perfeccionar ol lenguaje en este caso?
L8mo  crear una situacién en la que la expresién debiera
simbolizarse de forma mas abstracta? @(uizd crear una situa-

cién de formulacidn.

Estoe no debia hacerse por una solicitud directa
del profesor. Hubiera sido muy facil decir! "Se debe encon-
trar um lenguaje mds conciso ¢ mas preciso”. Pero lo que

=8 gQuerisa es que esta necesidad viniera dada por la praopia
gituaci én creada, debia ser una exigencia de esta situacion,

una exigencia "espontianea".

Fodiamos hacer pues, tres cosas diferentes:
= Crear una situwacidén de debate
- Crear una situacién de comunicacién

- Crear un nusva jueqgo

Estudiamos estas pesibilidades una por una.
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I1.7. CREAR UNA SITUACISN DE DEBATE

Este debate tendria por sbjetivo discutir cual
es el mejor lenguaje para expresar las respuestas. Se
trataria de conseguir entre los alumnos 10 més parecido a un
debate cientifico comn la exposicidn ordenada de declara-
ciones, defensa vy atague de las mismas; obtencion de
conclusipnes. Todo ello realizade con un moderador para la

peticison v turnos de palabtras.

En @l debate se expondrian, por parte de 1los
equipos participantes, los lenguajes empleados fon  expresion
de  las opiniones sobre las ventajas € inconvenlientes de la

utilizacidn de umeps u otros.

Esto tendria comp resultado una refle:xidén sobre
la utilidad de perfeccicnar 2] lenguaje. Los alumnos gue no
hubierarn participade mucho en la eleccidn de la eipresidn,
podrian  ahora encontrar su sentideo, pues se esperaba  que
surgieran preguntas o afirmaciones como! "EstD quiere decir
que.,.". Esto gué significa? o "Esto significa que...", que

irian aclarando el sentido de las expresiones empleadas.

Se suponia que este debate llevaria a escager la
expresién simbdlica, por varias razones: es més concisa vy
menos ambigua (es decir, mas precisa) y también se esperaba
gue algun alumno la calificaria de mds ‘“"matemdtica", pero
independientemente de si se producia la eleccién & no, el

debate, en si miamo tendria que aportar un enriguecimiento



para cada unc de las alumnos.
1T.7.1. LCoM3 CREAR UNA BUENA SITUACISN DE DEBATE?

Fara 1lograr ura buena situacién de debate es
necesario tener en cuenta que la mayoria de los alumnos no
han participado nunca en una-experiencia de este tipo.
Incluso la propia mecanica del debate es desconocida en
cuanto a las formas de intervencion, peticién del turno de
palabra, atencidén a las otras intervenciocnes para evitar
repeticidn de razonamienteos, eupresidn de razonamientos
correctos Que  apoyen hugstras intervenciongs, o gque sirvan

para rebatir otras.

Es arconsejable comenzar coh  una  exposicibon,
aungue sea saomera, de la forma en gque se va a desarrcllar el
debate. Explicar la utilidad de un moderador que otorgard
el turno de palabra, por orden, a cada uno e los partici-
pantes que lo solicite, y la necesidad de pedir ese turno de
palabra para poder intervenir. Exponer la conveniencia de

tomar notas para que las intervenciones sean adecuadas.

Cuanda el debate se inicie, el profesor  debe
procurar intervenir le menos posible. Su actuacidn debe ir
encaminada a estimular y canalizar las intervencicnes de los
alumnos para gque éstas sean numerosas y fructiferas. El
pbjetivo debe ser llegar 2 obtener '"buenas respuestas"” ceomo

conclusiones del debate.
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£n cuanto a aceptar "la buena respuesta’ debere-
moE hacer a2lgunas precisiones. El hecho de gque, la respuesta
gque queremos alcanzar, haya side pronunciada, no debe ten-
tarnos s aceptarls "como buena”, publicamente. La aceptacidn
de "la buenz respuesta” debe venir del resultadq del debate
y de la aceptacidn, por parte del grupo de alumnos, no del

profescr.

Fpr jparte del profesor, zera suficiente gque
favorezca la contra argumentacidén. Sclamente en el  momento
de la sintesis final, es interesante 1a opinidén magistral en
apeyo de los argumentos mas pertinentes desarrolladocs, con-
traponiéndolos a los argumentos gue se les hayan opuesto. A

veces, afadiendo complementos epistemolégicos y didacticos.

lLa discusidn =obre las respuestas supondrd una
revalorizacién de las mismas al poner en marcha los argumen-
tos gue aspovan & cada una de ellas. Esto ira suponiendo
aclaracicnes vy reafirmaciones, para aquellos participantes
que no han comprendido bien © que, simplemente, estaban

equivecados, e iran integrando las respuestas "“vencedoras”.

For otra parte, wuna "buena respuesta"” lo sera
realmente, cuando haya tenido en cuenta las respuestas
"errdneas” de los otros participantes, y haya conseguido gue

evolucionen hacia ella mediante argumentos adecuados.

También es muy importante gdejar gue las respues—
tas menos coarrectas o erréneas se produzcan, pues, al salir

a la luz, se consigue identificarlas, 1o gue forma parte de
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un proceso de reconocimiento, analisis y rechazo, gque ayuda-

rd a evitar su reproduccién.

Para que un debate alcance la condicisn de tal,

debe obtener la respuesta como resultadoc final del proceso.

{a parte del profesor en ese proceso es la de
avivar laos intercambicos en las. comunicaciones y facilitar
gue todas las opiniones sean tenidas en cuenta en los razo-—
namientos c¢olectivos. Evitar que una opinidén sea rechazada,
simplemente, por otra opinién. Evitar que el prestigio perso-—
nal de algun alumpo pueda imponer una respuesta, sin el

andlisis pertinente de la misma. etec,.

Si el grupc de alumnhes que participa en el
debate Io hace por primera vez, o 1lo ha hecho pocas veces,
e8 necesario explicitar las reglas ldégicas que deben ser
respetadas vy también las consecuencias de situaciones como
la aparicidén de un contraejemplo. El hecho de que un  con-
traejemplo invalida un razonamiento no es evidente para la
mayoria de los elumnos y estas reglas del debate deben ser

aceptadas antes de que éste comience {Artigue, 1990).

Fara #&so puede ser interesante realizar un
debate de prueba, en el gque se den a conocer algunas de las
reglas de inferencia légicas mas sencillas y las que corres-
ponden a su negaciénd las reglas de validacién. Un debate

donde se vean sitdaciones con contraejemplos, etc...

También puede ser interesante aprender el modo

material de participar en un debate, en el sentido de
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escuchar todas las asercicnes, anotar algdn punteo de la
discusidn al gue se desea contestar. pedir la palabra,

esperar el turnc de respuesta, etc...

Es muy impertante que los alumnos conozcan la
mecadnica del debate, antes de empezarlo, porque asi  wse
potencia la participscidn de la mayoria y es mas facil

conseguir gue el debate sea rico en aprendizaje y en con-

clusiones.

Un proceso como €1 debate logra, fuertemente, la
integracién de los conocimientos gque se manejan. Ademas, es
muy interesante para el alumno aprender a participar en un
debate, pues éste se puede realizar en otros momentos. Esta
participacién obliga a poner atencidén sobre cdmao vy doénde
situar significantes y significados, y domipar el uso de los

csignos para que no traicionen a los simbolos.

En el caso de nuestra Leccidén Frimera se puede
pedir a los equipos gque escriban la expresidén de la dltima

rona gue cada uno de ellos ha acertado.

Cue un representante de cada equipo exprese la

escritura de la solucién que ese equipo propone.

El profesor no dird nada y simplemente anotara

en la pirzarra las distintas respuestas que vayan surgiendo.

Después se puede hacer una votacidén individual
para “ver gue escritura tiene mas partidarios”. E! objetivo

de esta votacidén es gue todos 1os alumnos se sientan



implicados en el debate, pues ya han tomado partidoc y estén
interesados en saber si la respuesta que ellos han elegido

“vence, © no*,.

Luego da comienzo &l debate. El profesor puede

.
actuar de moderador y dar la palabra a les representantes de
las distintas opciones, para que apoyen con su defensa la

respuesta que han dadoc.

Es aconsejable caomenzar por debatir las
scluciones que parezcan menos correctas, pues asi surgira

pronto la polémica, es decir el verdaderc debate.

Durante el debate 21 profesor doberd tener  un
exguisito cuidado de no dejar traslucir su propia opinidn,

pues é¢sto condicionaria las opciones de les aluamnos.

11.7.2. EXPERIENCIA DE UNA SITUACI&N DE DEBATE

Durante el desarrollo de la Leccidn Frimera en
distintos grupos de alumnos se alcanzaron expresiones diver-—
sas para determinar las ronas del plamo. E1 debate se orga-
fnizd para digscutir sobre ellas, comparédndolas para perfec-—
cicnar el lenguaje, esperando que gquedaran integradas
aquellas gque resultaran mas precisas y adeguadas al trabajo

posterior gue se tuviera gue hacer con ellas.

El desarrolle de estos debates fué registrado en
video y en cintas magnetefénicas para observarlo y estudiar-

lo con posteriopridad. La observacion diddctica realizada

—_—— e
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incluye este estudio de comparacidn de las cintas magneto-
fdnicas vy el videpn, asi como la discwsidn posterior entre

fos profesores que estuvieron presentes en la experiencia.

La indicacidn gue se did a cada equipo para

preparar el debate fuéd la siguiente?d

INDICACISNG Tomad la exwpresidn de la altima
rona del planc acertada en el juego de la leccitn Frimera y
escribidla de la forma mas breve posible, codificandola,
para enviar un mensSaje a un equipo gue estd en otra clase y
que tiene que conocer cual es la zona. Competiremos para ver

qué equipo consigue la mejor expresion.

Tiempo de reflexidnt De 10 a 15 miputos. (El
tiempo se marca en funcidn del namero de alumnos gue forman
los equipos. Si en una clase se han formado equipos de 1,2 o
Z alumnos marcaremas 10 minutos y si son equipos de 4 o mas

alumnos dejaremos 15 minutos de reflexion).

Al cabo de este tiempe €l profesor desde la
pizarra, donde iba a escribir los resultados, se dirigié a

les alumnos.

En l1a glase B-— de R.E.M. (Reforma de Encsefansac adias)

FProfesort Veamos cémo habeis expresado vuestra
zoma. Empezamos por el grupo nf 4 (Se ha elegido éste, para

empezar, por ser uno de los mas flojos)

El profesor va escribiendo en la pitarra el

texto que va dictando cada equipo. £m la segunda clase en la



que se hizo la experiencia fuercn los propios equipes, a
través de un reprecentante, los que iban escribiendo sus

expresicnes correspondientes.

La pizarra, en la clase B-10 correspondiente a

un curse de Reforma, quedd como sigue:

GRUPOS EXFRESIONES
1 [ (-20,0) wvertical derecha
2 | y = 12 horizontal arriba
put | {&,0) izquierda
4 For los puntes de la divisoria: (1,31 (3,3)
derecha
Profesor: A continuacidn vamos a establecer una

discusign para elegir la mejor expresitn. Grupp n2 4 . Cual

es tu voto?

(Este grupo votd por la primera expresién. E3

grupo n2 I por la tertera, gque es la suya. El grupo n2 2 por

la suya y el grupo n8 1 por la suya también?.

Frofesor: La mias votada es la primera, peroc la
m3s breve ez la tercera. YVamos a ver si la expresién del

tercer grupo nos permite dibujar la zona. El punto (4,0)




FProfesar! ...a la irquierda...
Un alumno del grupae n2 4 interrumpe.

Alumng: No basta con un punto porgque puede ser

vertical u horizontal.
Contesta un alumno del grupo n2 5.

Alumno! Al decir izquierda ya queremps decir gue

la recta divisoria es vertical sino diriamos arriba o abajo.
El profesor arade.

FProfesor! Entonces, la informacién "izguierda”
gquiere decir: vertical izquierda. Son dos informaciomnes en

una {y aRade en la pizarral!

i

i (6,0) izquierdat {vertical izquierdal

Interviene un alumno del grupo n2 2

PN

Alumno:! Nosotros vamos a tachar "horizontal®

porque la expresidn "y=12" , a través de la "y", ya dice gue

es horizontal.

£l profesor pregunta a los otros grupos si estan
de acuerdo en gque se puede tachar "horizobntal". Los otros

grupes aceptan y se tachat

————— —~——= arriba

0]
~
]
—
8]
{
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El profesor hace una pregunta, al grupe n2 2,

para estimular la precigidn de la escritura.

Profesor! :Se puede encontrar una forma de
abreviar la expregidén tachando la palabra “areriba" pero

manteniendo la informacisn que da?
Un alumno contestad! Pohniendo “y=12" y una flecha.

El wrofesor le pide gue salga a la pizarra vy 1o

escriba. El alumno sale y escribe:

Profesor: :Estais de acuerdo en que esta
escritura ®s la mas breve y que contiene toda la informacidn

necgsaria para conecer la zona?

Todos leos alumnes estén de acuerdo.

Frofesort Fero esta escritura no  es una
escritura aceptada entre la comunidad matematica. En ningun
texta se encuentra una expresidén como ésta. gHabria alguna

forma de elimipar la flecha?

No responde nadie. £1 profesor pide a un equipo

gue le diga un punto de la zona.

Alumno: E1 17,13

A contipuwacion pide a otro egquipo gue diga otro

puntae de la zona.



Alumno: E1 (-1,13)

Profesor: cCnal es el criterioc que estais

empleando para elegir los puntos?

Un alumnoi Cue tiene que tener la "y" mayor gue

Este conocimiento estaba implicitg vy ahora se
hace enrplicito al conjunto de alumnos. En  este momento

interviene un alumno del equipo n2 1.

Alumno: May um sigmo matematico "asi" [sefala en

el aire el signo de desigualdadl.

El} profesor interviene pidiendo al alumno que
escriba ese signo en la pizarrra. El alumno sale y escribe

el signpo " > ".

Frofezor? +Se puede usar este signo en nuestras

expresiones?

Contesta un alumno del grupe n2 2! Se puede
poner " y > 12 " porque todos los puntos de la zona lo
cumplen.

Profesor:  Fuede servir esta expresidn para

represgntar la zona?

Todos #stan de acuerdo y termina la clase.
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€n la clase F-4 de R.E. M., (Reforma de Ensefanzas Medias).

Empieza la segunda cfage dada a este grupo repi-
tiendo, a los alummos, como indicacién que cada equipo eli ja
una zona de pesca, correspondiente a um semiplanc raya&o,
marcado per una linea borizontal o vertical segun deseen, ¥y
que repitan el juego del dia anterior. Con esteo se pretende
que dispengan de expresionss recientes gue determinan las
Ttonas de pesta {(gemiplanos) y con las Que se puBde iniglar

el debate. Después de realizar esta actividad, propone:

Frofesor: "Ahora ©s propohgo jugar por  grupos.
Cada dos equipos A, y B~ formardn un grupo. (Asi se reduce a
la mitad el numerg de contrincantes y se duplica el ndmero
de alumnoes Que van a participar en las discusiones internas
de cada grupa). 82 trata de discutir la forma en gque
exupresarials la zeona del contrario para enviar un mensaje de
informacidn en clave a otro compafero que estd en otra clase
para gue é! pueda pescar en esa Tona, Teneis 15 minutos de

reflexion v luego elegiremos la mejor expresion”.

Después de ese tiempo, e! profesor, desde la
pizarra, wva pidiendo = los distintos equipos gue escriban
las expresiones gue han utilizado, para seleccionar aguella

que, de forma mds breve y precisa, represente a una fona.

El primer equipo propone!

Grupo Expresidén

1 | Vertical del (16,1}




Frofesort: ;Con eso es suficiente?

Un  alumnoc contesta: Hay gue afadir la palabra

Este (para indicar la zona derechal.

Otros 2lumnos diecen gue no &8 necesario. El

profesor la afade con una interrogante.

1 ; Vertical del (1&,1) ESTE (™)

Profesor? Cudl es 1la espresidén del segundo

grupo” (Un alumno sale y escribe)

™

(3,6) ESTE

Profesar: Y, ila del tercer grupo? (Otroc alumna

sale a escribir)

¥

| (17,13 arriba vy abajo

Un alumno pregunta qué guiere decir Yarriba vy

abajo” y un representante del grupo nf I aclara gque quiere

decir "vertical”. El profesor pregunta al equipc n2 3 si
guieren cambiar la expresitn vy los alumnos que 1o  forman

deciden que si porgue resulta mas breve.

El grupo n2 & anota: (3,5)(-3,5) NORTE. El1 grupo

n8 5 empieza escribiendo "x  25"; luego completan " ,25";

=3¢

luego " (x,29)" y, por fin, se deciden por "x=23" y el csextao



equipe es¢ribe! (1,1) NORTE.

La pizarra gueda asii

Grupo Expresién

1 ] Vertical del (14,1) cESTE?

9]

{3,6) ESTE

= f (17,1  wvertical -
4 |  (3.3)(-3,5) NORTE
5 J x = 25

& |  t1.1) NORTE

Frofesor?: Vamos a elegir la mejor de las seis
expresiones gue tenemos. (Pregunta al primer eguipwe por cdal

votaria y éste dice gque por la S3 va gue "es la mads breve”},

Un  alumno dice que la expresién del grupa ng 5

no da toda la informacidén necesaria para conocer la zona.

Profeser: JCuiles son las dudas ante un mensaje

como éste?

Con esta pregunta, el profesar  hace una

devolucién de responsabilidad al propio grupo de alumnos.

Alumnce,! Yo Creo que "x = 25" no se entiende, nNo
da ninguna informacien. Es un punto. Neo, no es ni tan

siguiera un punto.

Frofesor! Alguien del grupo n2 35 que defienda la

expresion ...
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Alumnos del grupo n€ I Si, es un punto ... perg

como la linea recta es infinita. 0uwé punto vas a poner?

Frofescr: Conviene que @5 pongais de acuerdo

sobre 1o gue es "x = 25"

Alumrio.: Es un valor. Fara un punto tiay que dar

ademas otro valor.

Alumnoe! No hace falta porgque la linea recta es
infinita.

Frofesor!: Segun el grupo n2 E. SBue  significa
3= Z28"T Es algin punto”

Alumnos del grupo nB 5@ Es el punto del eje.

El punto (25,00.

Frofesor! Es el dnicoe punto gque tiene "x" igual

Alumnoe: No, tambieén es el punto (25,1)

Profesor! Entonces, "x = Z5" Sobre gqué punto da
informacian®™

Alumnog ! Informa sobre el de abajo y también

sobre el de arriba.

Diro alumno! Informa sobre TOROS.

Frofesor: Entonces, 4i"x = 25" contiene una in-

formacion mas amplia? iQué¢ informacidén contiene?

Alumnost La de la linea.
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El profesor dibuja la linea "x = 25" y pregunta

de nuevso.

Frofesort! iEsta linea? ;Estais de acuerdo?

Alumno.: No, porgue "x = 25" es un valor. No es

urna linea. No @s un punte tampoco.

{Hay un incisoc a propdgito del punto (25,01 que
un alumno ha nombrada como el (G,25) y entonces no cumple la
condicidn "x = 25", 5Se aclara éstg y se prosigue. (Se ve
agui una de las virtudes del debate: gque censigue reafirmar

conacimientas anteriores)

Profesor! iLos puntos (25.0) y (25,1) cumplen la

condicidén " = 25v7
Todos log alumnos estan de acuerdo.
Profesor: En ese casc.  BQué es "x = 25"7
Alumnog! Es una igualdad.

Frofesor! Y. desde el punto de vista geométrico

tiene algan significada?

El profesor trata de aclarar con los alumnos el
lenguaje simbélico gue constituye la expresidn "x = 25" en
N

- =1 e FA3
I:'} Hialll mi=.

Alumnoe: E5 una informacidén de la recta.

£1 profesor resalta la jnteqracién del _cgnoci-

miento de la expresién "x = 25* gue se estd produciendo.
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Frofesor: ty o= 2% eg, pues, una infaormacieén
sobre muchbs puntos &n una pedquefa expresion. El grupo n2 5
ha enviado un mensaje que contiene la recta. JCom esc es
suficiente?

ajumno del grupo N2 2: No se sabe QuUé tona es.

Frofesor: E=tad incompleta la informacisn?

Alumno del grupo nr2 1: Si, falta decir la zona.

Frofesor? A wver ] grupo n2 3. iCual 2% su
opinidén”
Alumno del grupo N8 4@ Esa expresidn nos da la

recta pero no la zena.

Frofesor: iHabria que afadir alguna informacioén?

Alumno del grupc n2 4@ Hay gue afadir la palabra

"izquierda" o "derecha’.

El profesor se dirige al grupo m® S para
preguntarles si estan de acuerdo.

Profecor: iEstais de acuerdo en que hay Qque
akadir wuna palabra?

Alumno del grupo n2 St Si, hay gue aradir 1la

palabra "ESTE".

El profesor la escribe y hace observar a los
alumnes 4ue ahora las informaciones de los grupos 22, 38

52, y €8 han guedado en la pizZarra igualmente breves,.
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Grupo Expresion

1 | Vertical del r(is6,1) ESTE

10}

(3,&) ESTE

3 ] 117,10 wvertical

3 J (3,5 (=3,5}) NORTE
5 J = 2% ESTE

& | €1,13 NORTE

Frofesor: Las expresiones 28, T2 y &2 son muy
semg jantes. Todas ellas incluyen un punto. Vamos a comparar
una de ellas con la expresion 528 que se presenta un  poco
distints de ellas., For ejemplo la 52 y la 8. Vais a votar

por la expresidén gue oOs pargzca oejor.

Los grupos efectuan su votacidén y se alcanza el

siguiente resultado?

S | % =325 ESTE 4 votos
& J (1,1) NORTE Z votos
Frofesor: Vamos a dar una oportunidad al grupo

n2 & para gue defienda su ewpresidn.

Alumno del grupo rn® &% La expresion del punto

1,1} indica la recta divisoria.

Alumneo del grupo 3g8: Fero la recta pogria tener

distintas inglinaciones.
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Alumno del grupo 6%2: La palabra "NDORTE" vya

indica que es horizontal y arriba.

Se desarrclla una discusidn sobre la informacidén

gue aporta la palabra "NORTE". Ge vota para decidir si la
palabra "NORTEY informa, o po, Que la recta que pasa por
(1,1 es horizental. Se obtienen 4 votos en contra v 2 a

favor y come hay mas rechazo gue aceptacidn, el profesor
propone cambiar a trabajar con la expresidn S8, "woo= 25

ESTE", para ver si se puede reducir,

Atumno del grupo 20: Fedriamos pomer wn  signo

"mae" y quitar la palabra "ESTE". (El profesor lo hace)

Con este signo "+" parece empezar a mostrarse el
conocimiento de que la zona roincide con "x mayer que 257,
El profesor hace ahora unas peticiones encaminadas a gue se

manifieste ese conpeimiento que parece estar implicito.

Frofesor: Decid un punto de la zona.

Alumno del grupo 30: (26,7)

Profesor: Otro punto mas.

Alumno del grupo 18: (28,2}

Frofesor: ;jComo 1o has elegido? (Y sugiere) sEs

necesario pensar en las dos direccicnes?
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Alumng del grupo 12! No. Es solo necesario
pensar  en una. Solamente hay que pensar gque "u" SEA MAYOR
QUE 23.

Encontramos agui, expresado explicitamente, el
CONOCIMIENTO IMPLICITO que gueriamos que apareciera y ahora
prosigue la clase tratando de escribir con simbolos la frase

‘Que « x *» sea mayor que 25",

Frofesor®! Entonces., sYa no es importante el
hecko de que "z = 25%7
Alumno del grupe 18: 5i que es importante para

saber gue la zona empieza en 2ZE,.

Frofesor: Oué¢ es mas jmportante! "R ¥ BS

igual a 25" o "¥ » ? es mayor que 25"°7

Alumno del grupo 28: Es mas completa "% x » es
mayor gue 25Y,
Frofesort (Directamente) Fodeis encontrar una

expresidén para esz frase”

Alumno del grupo 68: Si, " x » 25 " (Bale a la

pizarra y la escribe)

I1.7.3. EVOLUCION DEL LENGUAJE DEL PLANO w

Se ve, en el desarrollo del dgbate, que, para el
alumno, existen dos lenguajes giferentes. Uno para el plano
grafico nw y otro diferente para las expresiones simbélicas

del plano R?.
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Ern la Leccién Primera se encuehtra unha situatisn
a-didéctica que pide a los alumnos la escritura  segon &1
lenguaje del! plano v v cuyo perfeccionamiento sucesive se

rezliza a 1o largo del debate.

Se puede estudiar la evolucidn progresiva de las

expresiones empleadas?

1.- Fondriamos, en primer lugar, las expresiones
que traducen el proceso seguido para la localizacidon de la
divizoria dando impartancia & un punto, que es el gue ha
producide la localizacidn, y a la recta misma baciéndola
constar de alguna forma. For ejemplo, la expresisn del grupo

8 Z en la clase B-4:

t17,1) arriba y abajo

Fara eupresar la orientacion de la recta se usan
agui términos muy intuitiwvos: arriba y absajo. Incluso en
algun alumno las palabras van acompafadas del gesto de 1la

mano gue, subiendo y bajando, erpresa lo mismo.

El grupo n2 1 de la clase E~4 escribe una

expresidn semejante a ésta:

Vertical del {1&,1)

En estas escrituras falta la expresién de la
zona propiamente dicha gquizd porque esta determinacidén de 1a
zona =e hace dentro del mismo proceso de una forma implicita

y no gueda recopocide como separado del resto,
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2.~ En segundo lugar vendrian las expresiones
que, traduciendo también e! proceso seguido, exponen el
punto que ha determinado a la divisoria pero afadiendo
4hora "derecha” (o "arriba” o lo que correspeondal) con 1o Yue
localizan la zona de que se trata. Por ejemplo, la sxpresion

derl grupo n? 5 de la clase B-1D¢

(6,0} izquierda
8 la expresidn del grupo n2 &6 de la clase E~4:
(1,1} Norte

Estas expresiones consiguen, sobre las ante-
riores, el adelanto de que ya sefalan la zona y no solamente
la rocta divigoria., Esta diferencia es muy importante pues
supene el reconccimiento de 1a zona como objeto de
identificacidn aunque la determinacidn sea incompleta

todavia.

I.- Después vendrian las expresiones como la

siguiente, escrita por =l grupo ng 1 de la clase B-lD:
{(-20,0) vertical derecha

en las gue los alumnos anotan un punto de !a divisoria (el
que ha servido para localizarla) y dos palabras. Una gue
situa la posicidén de la recta ("vertical™), y otra que situa

la zona ("derecha"?}.

Algunos alumnos  la califican de rfomplicada e

innecesaria. Son aguellos gue dicen que los  términos
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“izguierda” vy "derccha” aportan ademds la informacion de la

verticelidad de la recta.

A lo largo del debete, sin embargo, csta eipre-
sitdn ez apreciada como mas completa que la anterior ya gue,
2l hacer comstar la posicidn de la recta, sirve indistinta-
mente para expresar conaz determinadas por rectas en cual-

quier posicisn,

2. - Un poco mds elabeoradas aparecen las
expresiones que sitian la recta divisoria por gos de =sus
puntos y escriben después una palabra que marca la zZoha
elegida. Asi, por cjemplo, la escritura del grupo ng 4 de la
Clasp E-4:

(3,5 ({=-3,5) Norte

Aqui interviene el gonoCimiento:? "Una recta
gqueda determinada por dos puntos” o Que supone un adelanto
en el process de expresitn pues refleja un esfuerzo de
codificacidn independiente del proceso seguido para la

localizacidn de la zona.

5.~ Laz expresiones que incluyen la escritura de
la divisoria wmediante una igualdad. Far ejemplioc, la

expresidén del grupo n2 2 de la clase B-1D:
y = 12 arriba

Estas eupresiones entram ya en la simbolizacidén
propia del plano R trasponiehdo la barrera del lenguaje gue

hemos 1lamado del plana .
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A partir de ésta, en concreto, se llega, en el
debate a consequir expresar la zona del plano con la escri-

tura habitual de una desigualdad:

y > 12

A esta expresidn se ha llegadso cuande el conoci-
miento “"implicito" se ha explicitade a lo largo del
debate. Lo wmas remarcable de la experiencia es que la
expresi¢n ha llegado a surgir de los propios alumnos gue son

los que finalmente la han aceptado como la mejor expresitn.

Es muy interesante sefalar también que para
estos zlumnos esta expresién tendrid realmente un sentido
pues representa simbdlicamente un semiplano geométrico que
ha sido reconocido como tal antes de lograr su  expresion
simbdlica. La expresisn simbélica ha side alcanzada como una

necesidad de expresién matemdtica.

En las siguientes lecciones se tratara de
afianzar este conocimiento con la integracidn del mismo

entre los conocimientos gque ya posee el alumno.

I1.8. CREAR UNA SITUACIGN DE COMUNICACIGN

Dtra forma de estimular la adquisicidén de un
conocimientg puede ser la creacion de una situscion de

comunicacién,
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Emn nuestro caso se puede pensar en crear una

situacidn de comupjcacidn que exija la formulacién de la

rona simbdlicamente.

Fodria ser crear dos equipos, equipo A y equipo

B v 1 juego =siguiente?

“El pRuipo A debe trazar una recta y sombrear
uno de los semiplanos en que ha guedado dividido el plano
por la recta en su papel de control} copiar de nuevo la
recta v marcar la zrona ern un papel y mostrarla a una parte

de los alumnos del equipo B.

Ecste grupe de alumnos del equipo B, 1l amémosle
equipo B,, tiene que transmitir la informacidn de cual es la
zpna representada, por escrito, pero sin repetir el dibujo,
al resto de su equipo, llamémosle Bzx. La informacién debe
estar codificada en lenguaje algebraico o mediante algun
otro cddigo imaginade por el alumno. Kl equipo B. debe des-
codificar el mensaje para saber cudl es la zona representada
por e! eguipo A v poderla dibujar. Se tendrd éxito <i el

equipo Bz logra dibujar la misma zona".

Esta seria wna situacidn de comunicacion.  gEn
ella los alumnos =€ verian obligados a buscar una expreszion

cimbélica de la zona?,

Veamps lo que puede suceder.

Supongamos que la zona representada por el

eguipo A es
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LO]

y <

cEudles pueden ser los mensajes enviados por el

equipeo B,7
Estos mensajes pueden sert

1. Frases en lenguaje materno.

2. Distintas codificaciones.

I. Expresiones en lenguaje algebraico.

&Qus cogdificaciones algebraicas podriamps

esperar™ {luird algunas como éstas:

a) y = 3 {y una flecha hacia abajo)
by y ¢ 3
c) (9,3 {3,3) {y una flecha hacia abajo}

d) Otras expresiones

;Se podria mejorar la gituacidén planteada, para
gue lps alumnos necesitaran emplear las codificaciones
algebraicas con preferencia sobre las otras, sin necesidad

de exigirle explicitamente?

No es una situacién como la que seria deseable.
Deberia ser tal que la ceodificacidn algebraica se presentara

como optima amte las otras formas de expresar la zona.

Parece Ggue las modificacicnes de esta situacién

0N muy forcfadas. Es mas interesante una gsituacion mds

abierta,
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11.8.1. VARIANTE DE LA SITUACION DE COMUNICACION

Se va a buscar otra situacidn de comumicacién en
ta que el alumne deba expresar la zona para enviar 21 men—

saje, pero diandole nosotros la zona que deseamos.

Imaginemes que le damos la figura siguiente:

(Figura 4.2}

El equipe B, podria escribir, por ejemplo: "La
recta  que pasa por los puntes (O0,4) vy (-2,0 y su parte de
arriba”

€i la situacitn de comunicacidn tuviera una

variable qgue pidiera que el mensaje fuera L0 MaS BREVE

POSIBLE, gquiza consiguiéramos gue el alumno di jerat

A “lLa recta que pasa por (~2,00 y lleva direccién
;)(1,2)".

Se podria preguntar a 1los alumnos: “;FPodemos

codificarle mas? p sEsta expresidén permite saber de cada

punto =i esta dentro o fuera de la zona? Por ejemplo, el

punto {0°3,4"B) puedo saber si estd dentro de la zona?"
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Como con las expresiones gue estan manejando no
ectdn seguros de la respuesta,. necesitardn otro tipo de

expresidn que les permita averiguarlo sin dudas.

"Cuando se tiene la ecuacién de una recta, bcr

ejemplopt

Y S& da un punto F(0°5,6'8), se puede saber si pertenece a
la recta o no, sin mds gue substituir en su ecuacidén y ver

si la verifica":

o
1]

|
€]
2
“n
+
(4]

68 NO es igual a 6’5

"De este modeo se ve que gl punto NO FERTENECE a
la recta. :5e puede conseguir una "ecuacisén” tambidn para el
caso de la zona quse me ban dado? (Es posible encontrar una

FORMULA que dé esa SEGURIDAD?™

Fodemos hacerle al alumnpo éstas o parecidas
preguntas, pero estas preguntas no se las puede hacer el

alumno sdélo., Estas preguntas no surgen de la situacisén. Son

simplemente exigencias del profesor para conseguir ia

formulacién deseada, asi que seguiremos buscando.

Ademds, aun con esa condiciénm, no parece sen-
cillo obtener 1la expresidn de la recta y = 2x + 4 como
divisoria de la zona y la expresion y > 2¢x + 4 para la zona

misma.
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A continuacisén se va a estudiar la tercera posi-

hilidad de las gque apuntibamos.

II.9. CREAR UN NUEVO JUEGO

Fara perfeceionar el lenguaje se podria pensar

en  un nUuEvo juego gue implicara una sjtuacidn de comupi-

cacidn.
Una posibilidad seria un juego en el gque se
debieran ugar las expresiones algebraicas unhidas entre si,

mediante conectores légicos.

Se podia aprovechar para que los alumnos tuvieran
gue hacer intercambios de informacién entre los marcos alge-
brazico vy geométrico, pues s sabe (Douady, 1984) gue estos
intercambios favorecen grandemente el aprendizaje, comd ya

femoe dicho.

Ademis las desigualdades van a ser uwtilizadas en

ambos marcos con posterioridad?

En 2] marco algebraico, cuandoc se deban calicular

los dominios de algunas funciones irracionales o logaritmi-

y = axi 4+ bx + ¢ o £iu) = 1In x + 22
que desembocan en la resolucidn de las inecuaciones:

ax? +bx + c 2 0 Y W+ 3 >0
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Y en el marco geométrice, cuandp se trate de
esol ver problemas de programacidén lineal en los gQue se debe
optimizar funcicnes con dos y més varisbloes, sujetas a

determinadas condigciones como:

2 o+ 2y 2 130

B4
Iv
<

De modo que el caonocimiento, en ambos marcos,

resultard aplicable posteriormente de forma directa.

Se trataréd, al crear la situacién, de cdar sentido
a4 los conocimientos que se guieren ensefar, de forma Que
sean necesarios para actuar en esa situacion o, al menods,
que preduzcan una economia de esfuerzes notable sobre otras

formas de actuacidén,

Ademés, nos basamos em que es imprescindible qQue

la situacidn permita al alumnod

19, Una actuacidn inmediata.

Es decir, gue el alumno pueda empezar a actuar

sin demasiado esfuerzo.

1

0. Que esta actuacidn se deba ir mejorando para

continuar la accidn.

Esto es, Ggue deba modificar su proceder para

poder continuar, Esta modificacién de su accidén es en reali-
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dad "ta adaptacién” del alumno a la situacion propuesta.
Egte perfeccionamiento de la accidn ee el aprendizaje pro-—
rpiamente dichec. l.a situacidn debe ser tal gue facilite esta

modificacion de la accidn.

Ce va o crear uni? Juega de navegacitn.

Opcidn 1.
lLa "cituacian" ez la siguiente: ¢ Rueremos nave—
gar libremente y sin peligro, pero no disponemos de una
carta de navegacion. Sabemos que debemos evitar las Zonas de
srrecifes. En el "centro de navegacidn"” pueden ayudarnos,
pues poseen plancs donde esta marcada la fona de arrecafes.
Nos dicen gue tiene forma de cuadrildtero irregular (Figura

4.7, Los jugadores deben evitarla en todo momento.

F! juggo copnsiste en ir conociendo la mayor 20na

posible de navegacidn *.

FPara d=to, los jugadores deben ir pidiendo
informacidn al centro de naveqacién que conoce la situacidn
de lps arrecifes. Este centro de navegacion puede estar
fprmado  por otro grupo de alumnos, o por el propic profescr
(Se pueden analirzar aparte las ventajas y desventaas de

esta variacion).

Estas informaciones se solicitan por escrito
describiendo wna zona y preguntando si se halla libre de
grrecifes. Cada informacion seolicitada vale por UNA *I" (una
informacitnl). Ademads, la ceoneisién de las infarmaciones s=e

valora, pues cCada palabra vy caca simboliracion de zona se
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cuenta come UND y cada ver que se llega a 10 de ellas =8
avade un recargo de UNA “I". For gjemplo: si, con dos
informaciones, se alcanhza un total de onhce "palabras"

(palabras o simpolizaciones) se contabilizal

21 por 2 informaciones

+ 11 por pasar de 10 “palabras"

igual a *TRES I" y queda UNA "palabra" gue se suma a la
siguiente peticibn de informacisn. Cwande se alcameen las 20
palabras (o simbalizacicnes?, se afadird otra "I" a las gQue

se contabilicen en ese momento, y asi sucesivamente.
For ejemplo si se selicita 12 informacidén?
cEstd libre la zonz: "y” mayor gue 4§47
Se contabilizaradan UNA “informacisn" y OCHO

"palabras”.

Sin embargo, la preguntat “slibre zona yr47",

Se contabilizara UNA "informacidsn" vy TRES
"pal abras"”,
+El sguipo gue haya conseguido la zon& mas gran-

da, después de "k" informacicnes, habrd ganado.

Tuedan descalificados aguellos equipos Ccuya zona

de navegacidén incluya parte de 1a zona de arrecifes.#

(8i se les da un papel cuadriculado del mismn
tamaio a los dos equipos, itendremos un limite implicito. Con
esta eleccisén evitaremos gque las preguntas de un equlpo

escapen al control del equipo contrario).
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8i 108 alumnos usan solamente las desigualdades

del tipeo

wrp o xigq § yrr

¥t

conseguiran, en el mejor de les casos, encuadrar simplemente
mediante un recténgulo la rona de arrecifes. (Es decir la

zona ravada en la figura 4.3}

Fara c¢onseguir mayor fona de navegacidén, los
jugadores podrian  "conectar" dos zonas, asi expresadas,

usando de la unidn U) o de la interseccidr (M. F.ej!

rl-eY Ny B axd)y N Cy>iy

Con  éstas lograrian aumentar la zona de navega-
cién en una superficie igual a la de esos cuadrados o

rectangulos.

Con la unién de dos zonas, poadrian intentar

conseguir mayor informacién a "menor precio",
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Perc nos interesa ver =i es ppsible conseqguir la
solucidn optima, es decir cémo se puede llegar & conseguir
toda la zona exterier al cuadrilatero irregular; toda la

Zona marcada por los cuatro segmentos gue forman sus lados.

El problema vuelve a centrarse en gxpresar U0

semiplano definido por una recta cualguieras,

Se trata de que el alumno logre "dar 2! salto"
de las relaciones? "wip" o "y<{q%, etc... a la relacidn

aeneral y < ax + b.

Fara 1lograr ésteo creemos gue seria preferible
crganizar una actividad diferente poniendo en relacion i

marco geométrico con 21 marco algebraico del siguiente modo:

11.10. JUEGD DE IDENTIFICACIGN

Este juegeo de identificacidén tiene por objeto
conseguir que los alumnos se familiaricen con 1as
expresiones de desigualdades representando a zonas del pleno
de diferentes contornos. En la Leccidn Primera se  habian
logrado representar semiplanos (determinados por rectas)
horizontales, wverticales y ocblicuos (solamente les inclina-
dos 45°) vy agui se trata de ampliar ese conocimiento a zonas
determinadas por cualgquier tipo de recta y por  algunas
curvas sencillas de ecuacidén algebraica (pardbolas de eje

horizontal o vertical vy curvas com un punto de inflexiend.



I1.10.1. DOBLE ENSAYO.

En el primer momento e elabord un  folio con
siete graficas para identificar y otro folie con las siete
expresiones correspondientes pero en distinto orden. La
el aboracidn se hizo teniendoc en cuenta 1as sgiguientes

variables didacticas:

varjables didictico alpgohraicas!?

Son aquellas taracteristicas de la situacidn,
cuya variacien produce un efecto didactico que afecta & la

igrarquia de las estrategias empleadas por los alumnos.

En e! juege de identificacidn =e usam las

siguigntes:?

1~ E1 empleo de expresiones con una variable o con dos:

v = =n o Sy 2 Y"'

-

2~ Las expresiones con igualdades o desigualdades.

F- El grado de las expréesicngs (ecuaciones o inecua-

ciones) empleadsas.

4~ La eupresitn se satisface, o no, para €l origen de

coordenadas, punto (G,0%.

5- El emplen de {férmules con coeficientes enteros, o no.

6- Expresiones con una sela férmula, o con mis de una.
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7- Expresiones que se satisfacen, o no, para numeros
enteros.

8~ Expresiones conpcidas, a na, en "la historia de la
clase"”,

Muchas de estas wvarjables didéctico algebrajcas

tienen su correspondiente variagble digactico geométrica
yariables di R .

i- Lineas paralelas a los ejes coordenados © lineas oblicuas

curvas. (Correspondiente a la 12 de las antericres)

2- Lineas del planoc o zanas del plana. {Correspondiente

a la 28 de las anteriores)

3~ Regtas o curvas pardbgolas o gurvas no  parabol as.

(Correspondiente a la 22 de las anteriores)

4- l.as graficas contienen, o no, al origen cde coorde-

nadas. (Correspondiente a la 42 de las anteriores)

S5~ lLineas conpcidas em "la historia de la claze’, O G

(Correspondiente & 1a 82 de las anteriores).

Analirando, segun estas variables, los sigte
ejercicias  incluides en el juego, observamos gue cingg de
elles podian resultar mucho mas féciles que los otros dos.
Como consecuencia se podia dar 1o gue en la didactica
francesa se conoce comp una ruptura del contrato que es  una
mo aceptacién por parte de algunos slumnos de la responsabi-

lidad de actuacién. A causa de esta ruptura del contrato
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podia darse 8! caso de que 21l alumne re hiciera el esfusrzo

zuficients pars resolver los ejorcicios dificiles.

Ezsta reaccidén pusde darse cuando se han presen-
tadoe muchos cejercicios faciles y pocos dificiles pues el
alumno, &l realizar lps faciles, ha conseguido contestar a
uns mayoria de lpe ejercicios propuestos y puede pensar qua
ya es csuficiente pues sorn muy pocos los gque quedan por
centestar., En consecuencia reduce el esfuerzo que coincide
ademds con la mayvor dificultad de los que Ie faltan y asi se
da el caso de gue no consigue resolverlo: por falta de una

motivaci4n suficiente.

También puede suceder, al aparecer um ejercicio

mucho mAz dificil que &1 resto, gQue urn noamerc importante de

alumnos no trate de resolverlo porque crean gue se  han
equivocade o gque no conecen 1o necesario para initentarle
ya gue, en relacién con el resto de los ejerciciecs, no lo

encuentran correspondiente en dificultad.

En walquier caso, se produce asi un punto de
rupturas del contrato didactico, Se deben evitar las rupturas
de contrato no deseadas. Fara evitar esta ruptura se puede
buscar una graduacisén de los ejercitios. De este modo, el
juego de identificacidn gque constaba inicialmente de siete
ejercicios se viéd transformade en una serie de 20 ejerci-
cios graduados con diversos grados de dificultad aunque no

ordenados en progresien creciente, sino mezclados entre aji.,
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1I.10.2. EXPERIENCIA DEL JUEGD DE IDENTIFICACISN.

Esta leccidn fué realizada con los alumnos, como
Leccidn Segunda después de la Frimera Leccion y del Deobate
que Ie siguid. Se formaron nueve equipos de alumnes, cada
unc de los cuales trabajé, en principio, por separado de los
demds. Después se pusiercn en comin los resultados obteni-
dos, creando debates en cuanto existieron divergenciaz de
opinidn, pidiendo a les alumnos gue expresaran  los razona-—

mientos seguidos para llegar a las conclusiones gue exponian.

Material empleado:

Se entregarcn, a cada equipe de alumnos, dos
folios?t uno cer 20 dibujos numerados de rectas y de curvas,
algunas de las cualeg determinaban conas sombreadas en el
plano (Figura 4.4), vy otro donde figuraban 23 expresiones
tigualdades y desigualdades) entre las que se encontraban
las correspondientes a esas lineas y zonas tFigura 4.5
pidi¢ndoles que identificaran las farmulas que se correspon~

dian con las griaficas adecuadas.

Tiempo de ejecucibn:t

La duracién de una claese: &0 minutos. De ellos,
45 minutos se dedicaron a la blsqueda, por parte de cada
equipo, de la correspondencia pedida. tos 13 minutos restan-
tes se ocuparos con la puesta en comun de los resultados con

dgebate de los mismos.
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F4RMULAS CORRESFOMDIENTES AL JUEEQO DE IDENTIFICSCISH

1. v o= xF = 2u
2. ¥ = X
I. v =
4, w = 3
S. = -
e y® L =2u 4+ 1

8. LT
M

2. v Lo+ 5

10, FI < ax

11. -2 4w <3

12. -2 4 v 23

I. Jv 4 2w o+ &

14. WL o™ - Tuz o+ 3
is. *a
16. y » % + 2

18. y 3T o~ Tu o+ 2
i9. PR

o B S R O
M. %y T EkT o4 43w



Puesta en comun.

turante la puesta en comin de los resultades
obtenidos por los diferentes grupos, los alumnos tienen gue
justificar, ante las preguntas de Sus CcOompaReros, las
correspondencias encontradas. Algunas de estas justifica-
ciones zon explicitadas a8 continuacisdn. Se ebservan justifi-
cacioncs bazadas directamente en la memoria de la clase
{Brovceeaw vy Centeno). otras elaboradas haciendo intervenir
algunoe ronocimientos anteriores, relacionandolos entre =i,
v ptras, gque surgen como coneocimientos nueveos deducidos de

la experimentacidén hecha con el preopio ejercicio.

a) Justificaciones basadas en la memoria de la
clase. Son las primeras gque se expresan. Creemos gue los
alumnos <se zienten mis seguros de estas respuestas que con
otros tipos de justificaciones y por eso las eaplean en

primer lugar!

Grupo n2 1 de alumnost "La formula ¢ y = I ¥ se
corresponde con la grafica ng VI porgue ésta es paralela al

eje XX' y estad a I unidades de distancia del origen”

Grupo nB Zi " La férmuls 4 v = x » corresponde a
la grafica n2 [ porgue la férmula « y = % » es la bisectriz

del 1=~-3*- cuadrante”

Grupo n@ 3! "La férmula & x = -2 ¥ es la torres-—
pondiente a la grafica n8 XVI porque s una linea paralela

al eje de las y-ps"
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Grupo ng2 4t "La gri&fica nf XVI tiene como
férmula -2 < 2 { I » porque tiene la misma forma que la

del ejercicio del ultimo dia"

Se eprecia gue los alumnos que formran  estos
cuatro grupos cohocian por experiencia anterior la corres-

pendencia entre la fé6rmula vy la grafica.

b) Justificaciones elaboradas usanda, en parte,
conccimientes anteriores y, en parte, con la estaboracidn de

nuevos conocimientost

Srupo n2 5: "La expresion ¢ y > 0 % corresponde

la grafica n2 XITI pero solc parcialmente pues deberia ser

La apreciacitn de la diferencia entre estas dos
expresiones se debe a un conocimientoe elaborado a lo largo

dee la realicacidn del ejercicio.

Grupo n8 &I "La grafica n2 XIV se corresponde
con la expresion %« -2 < y 2 I * porque lo hemos comprobado
dando wvalores a la < y * y con distintos valores de « x @ y

hemos enceontrado puntos”.

Han empleado, con las desigualdades, una técnica
semejante a las técnicas ue conocian para las expresiones

de igualdad adaptdndola, a la vez, a la dobls expresién.

Grupe n2 7@ "Hemos sncontrade correspondencia
entre la grafica n2 V y la expresién =y < =—x¥+ au »

haciendo una tabla de valores",
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El uso de la tabla de valores, en las expre-
sipnes de desigualdad, supone una modificacidn de la técnica
que, en este casc, necesita hacer una comparacion de los
valores obtenideos mediante el c&lculo, con los varios
valores que pueden cumplir la desigualdad. Esto supone un

progresn fe conprimiento por parte de los alumnes.

Grupo n2 8: {Se opone a la correspondencia
encontrada por el grupo n2 7)) “"Hemos encontrado correspon-
dencia entre la grdfica nf V vy la expresidn <y > xT »
porque la grafica ne es una pardbola, £5 una curva
desconocida, luego la formula debe ser también desconocida,
y 2n las expresiones de parabola la % % * estd al cuadrado,

asi que agui no puede estar al cuadrado’.

Este prupo ha encontrado la base de un
conocimiento importante, que es la relacidn gue existe entre

el grado de la expresidn y la forma de la grafica.

En este momento de le leccioén se estzablece un
debate entre los grupss para elegir la expresién adecuada a
la grafica nf V y asi aparecen expresados "tgoromas”" como

los siquientes:

Brupo n2 2: "ta grafica n@ V corresponde a la
formula « y > x¥ » porque S parece a la férmuala « y > x? »
y pasara por el vértice {(se refieren al origen de coprdena-
das) porgue cuando % x ¥ &8s igual a cerao, <« y » es igual a

cero”.
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También agui sSe usa un corocimiento anterior
adguirido al estudiar las +unciones, es decir las
expresiones cen igualdades, y se adapta a la nueva exigencia
gue plantean las desigualdades. Sin embargo la ultima parte
del razonamiente, aungue es necesaria, no es suficiente vy

serviria del mismo mpdo para apoyar la otra respuessta.

Grupo ng 8: "La grafica ng@ VIII tiens cOma

fé4rmulas L AV 4

1

¥ + & ». Esp se comprusba buscando los

puntoe de corte con los ejes".

Se usa ¢l conpgimients anterior de gque 1a igual-~
dad: # Zy = 2x + 46 » representa una recta y, de gue se pusde
determinar por dos puntos, vy se aplica para lecalizar la
—ona grafica pedida, que corresponde a una  expresion  de

desigualdad completamente nueva pues contiene dos incégni-

tas.
Grupo n2 931 "La grafica n8 XVII corresponde a la
farmula: « y 2 x2= 4x - 5 », Se comprueba resolviende 1la

paradbola, hallands 2! vértice v los puntos de corte".

I.os conocimientos, que ya se poseen para  las
igualdades, se combinan con la nocion de desigualdad

adquirida en la leccidn anterior.

Grupa n8 9I (Continua) "La grafica n2 XV
corresponde a la férmula % 2y < x + 4 ¥, Se sabe hallando

los puntos de corte con los ejes”.



Fero es rebatido por el grupo ng 5.

Grupo n2 S: "La gréafica nZ XV tiene coso farmula

la expresidn = y 4 =2 + 2 % "

Interviene el grupe nf2 8,

Grupo nQ B: "La grafica n2 XV no €5 una parabola
Yy no puede corresponderle una expresion ge parabola como la

expresion = y { x? 4+ 2 »

En este momento se produce un debate, sabre las
dos expresiones, en el que se discute la posibkilidad de gue
dos erpresiones distintas correzpondan a la migsma grafica.
Esta posibilidad es rechazada y se acepta como definitiva la

e:iprosi on propuesta por el grupo n2 ¥ (que g5 la correctal.

c) Justificaciones gue surgen como conecimientos

nuevos nacidos de la propia @xperiencia.

Estas justificaciones se expresan como teoremas

originales gue los alumnos emiten.

Grupo nQ 3I: "La expresién % y = x¥ — 2Zu » SE
corresponde con la grafica n2 IV porque tiene dos veértices y
tres puntos de corte con los ejes por lo que sera de mayor
grado (Se refiere al grado dos de las parabolas). Si es de

tercer gradc +{endrd tres soluciones'.

Este razonamiento, que se emite como un teorema
zin demostracian, ha surgido espontidneamente y rmosotros le

concedemes um gran  valor didActico porgue  demuestra la



posibilidad de que el Juego de Identificacidon produzca la

aparicidn de conocimientos huesvos.

Grupo n8 B: "La grafica ng8 XVIII se corresponde
con 33 foérmula: @ y » x= - Ix + 2 » porque la farmula esta

elevada al cubo y la grafica tendra dos vértices".

Agui encontramos otro "teorema® interesante
desde 21 punto de vista didactico puecs este grupo de alumnos
emplea un razonamiento que ha surgido en esta misma clase en

an  momento anterior y gue es sdoptado comp un conocimiento

establecido.

Ee observa que las carrespondenti as mas
dificiles de establecer han sido las de las pardbolas de =je
horizontal cuya identificacidn habria =ido posible si
hubieran pensado en la posibilidad de intercasbiar el eje
AX" con el eje YY', Este giro pondria la pardbola de eje
horizontal como pardbola de eje vertical y se veria gque se
trata d= formulas del miemo tipo pera cambiando la "x"  por
la My,

Este razonamiento nos habia parecide mas
sencillc de hacer que el correspondiente a las curvas no
paridbolas, las que toe alumnos han identificado Ccomo curvas
de dos vértices, sin embarge han sido las psrabolas de eje

borizontal las mds dificiles de identificar.

Interpretamos esta dificultad come ligada a la
inmovilidad de los ejes. Los alumnos no piensan que los ejes

de coordenadas son un instrumento de contrel del plano  que
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ha =ido elegido por elles y gue, por tanto, ofrece posibili-
dades de cambio sinc gque los coneccen como algo estiatico e
imamovible, Eztp conocimiento fde los ejes creemps que esta-
blece l1a dificultad fundamental parsa la identificacion de

estas gradficas del ejercifcio.

I1.11. CONSIDERACIONMES SOBRE LA PRESENTACISN DE UN JUEGO DE

REFUERZO DEL CONDCIMIENTO.

I1.11.1. CONSIDERACIONES GENERALES.

Fn la presentacion de un juego de refuerzo pode-

mog identificar cuatro puntos e=zenciales.

-~ Desg¢ripcisn del juego.

Es la presentacidén del AUTOMATA o esgquema con
los estados sucecsivos  por les gque pucdzn pasar los
jugadores. El automata puede ser {finito o infinito, segan
que el juego sea de un humero de posiciones finito o ilimi-
tado. En este dltimo caso estard controlado solamente por el

tiempo empleado.

Se presentan las diversas variantes gue se
pueden establecer para gque se entienda bien de gué se trata,
Con la explicacidn de estas variantes se trata sclamente de
mostrar gque hay cosas gque podrian variar y que sSe deben
fijar. Laes racones que aconsejan fijarlsas se esplicaran en

el analisis "a priori".



En este punto se hace solamente una descripcion
del sistema cuys justificaciodn vendrd en e! punto 4 que sera
el andlisis "a priori”. Aqui hacemos simplemente una presen-

tacién del juego.

Se presentan las yariables gdidacticas del

juego con sus valores. Este es decir, ya, Ccudles son los
puntos "sensibles" en el jucgo. Aguellos que se  preparan

para gue aparetca Un conecimients en un momento determinado.

.= Explicar vy prever los movimientos de cada jugador.

Ee presentar e1 funcionamiento del juego. Es
decir, los estados de conocimiento de cada jugador. Sefalar
loes momentos importantes del juego. Describir si un jugador
puede, por ejemplo, actuar al azar o segin modelos implici-

tos de accidn.,

Analirar los modelos implicitos de accién  en
cada caso. Ver cuales =on las motivaciones de la eleccion
para actuar de determinadas formas. Se puede ver qué interés
tiene, para el jugador, realizar determinadas elecciones a
movimientos. Explicar lo que puede pasar si actiua de deter-

minadas maneras.

Describir tuales son las retroacciones gue el
juego produce scbre el jugador. Ectas retroacciones del

juego gque scn las motivaciones de las decisiones siguientes.
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.— Evolucidn de las estrategias.

En particular describir cfudl g5 la estrategia de
base con los concecimientos regueridos previamente, cudl es
la estrategia optima, v, si las hay, estrategias intermedias

o alternativas.

NDescribir las condiciones de evolucion e inter—
relacién de las estrategias del juego. En determinados
momentos del mismo puede haber razones que hagan que  una
estrategia sea mejor gque otira pero puede ser gque los alumnos
que usan cierta estrategia no lleguen & tener suficiente
informacién como para optar por 2se cambio. Estos momentos

s¢ deoben analticar.

También por =0 es interesante la identificacién

de los conocimientos gue permitan el cambio de estrategia.

Decir si hay momentos con ciertas condicicrnes gue
permiten la evolucidn de la estrategia, con la consiguiente
adaptacién del! alumno, porgque e han favorecido las condi-
ciomnes para esa evolucién. For ejemplo, =i con dos o _fLres

tentativas el alumno puede ver que lo que sucede es ...

También puede se&r que digamos: el alumne no
puede invenmtar 1la solucidn, PEROD EN ESTE MOMENTO LAS
CONDICIONES favorecen que, al darle la solucidn, e alumno
la comprenda y vea el porqué esS una buena solucidn, pudiendes

hacerla funciomar a partir de ese memento.
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Agzi las cendicicones de evelucidn pueden sert

- Condiciones de aprendizaje ESFONTANED

- Condiciones de aprendizaje SIGNIFICATIVO

Las condicienes de aprendizaje espontdneoc son
muy desesables y e dan en las situaciones a-didacticas por
excelencia. Som las condiciones gue permiten la adaptacié¢n odel

alumno & la situacidm con la consiguiente reaccidn ante ella.

Las condiciones de aprendizaje significativo son
aguellas en las gue el alumno no llega espontaneamente al nuevo
conocimiento, pero e! estado de asimilacibn en que se encuentra
parmite que, al serle comunicado el conocimiento, éste sea apren-
dido significativamente. Es decir, gue tengz un sentido claro para
el 2z2lumpo, porque viene a dar solucitn a un problema claramente
planteado en su mente debido, precisamente, a ®sas condiclOnes

creadas por 21 juege desarroll ado.

Es importante la verificacion del hecho de gue
lag indicaciones o la estrategia de kase no implican yva la

sclucidnt 8l conocimiento gque queremos enserar.

En el caso de las indicaciones esta verificacidn
es importante aunque, de todas formas, si este hecho se
produce no  debe llevarnos a rechazar el juego. Ya hemps
visto cémo puede haber aprendiraje significativo aunm en el
casn de gue la estrategia no sea constructibles por el
alumno, la "situarisn" puede FERMITIR la introduccion del

conozimiente a través de las indicaciones y,; asi, el juego
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propuesto puede tener propiedades gidacticas, al permitir la

SUgEerencl 2.

Sin embargo, en el caseo de la estrategia de
base, 51 FARA  COMPRENDER el juego, es necesario tener el
conocimiento. ese juego no pedria servir para introducirlo.

€5 el casc en gue el juege no  funciona como  situacion

a-diddctieca. En este cagso podria servir como ejercicio de
aplicacién, adiestramiento o refuerzo. De este tipo &5 el

Juege del Taco.

.= Anadlisis "a priori"” del sistema.

Ecte analisis es la justificacion de la cleccisdn
del juego. Exzplicacien de como se sitda este juego respecto

a las demdcs posibilidades.

Ee un ra-onamiento. Se puede hacer COme una
gé¢nesis del juego. En realidad s una génesis falsa pues es
deducida por la razon DESFURS de la génesis verdadera, [}

1

Yhicstorica™: pero  reproduce 1o que  se ha hecho en la
construscidén del juego, explicando! Tal posibilidad fue
rechatada porque nos llevaba a estas consecuencias o a estos

efectos que no gueriames, o tal otra posibilidad e la gue

se ha aceptado por éstas y éstas razones.

Se +trata de una génesis racional gQque sigue los
pasos de la verdadera génesis "histérieca". Es la discusién

de la NECESIDAD de este juego.



Se debe intentar mostrar la solucidn alcanzada
en comparacién con las otras solucicnes posibles e
interesantes -~interesantes emn apariencia pues no han conve-

nido despuds de la discusiodn.

Se incluye agqui el estudio de las yariables,

presantadas anteriormente en el punto i, y de sus efectos.

Se puede estudiar agqui tamhieén el caracter
general de la "situacién fundamental", es decir, la propie-
dad de gue puede generar las situaciones propusstas. Esto
es, colocar la situacidn propuesta en relacién con  una
"situwacidén Ffundamental" y, por tantoc, gue pueda generar

todas las situacicnes didacticas gue se usan habitualmente.

IT.11.2Z. ANTECEDENTES

Antes de organitar "el juego del taco" habiamos
estudiado  una pesibilidad diferente gue era el "juego de
escritura formal®. Se trataba de un juego para desarrollar

el lenguaje simbélicoa.

Este juego consistia en dar a cada jugeador un
puntoe +ijo del plane. BSea el (0,1) para el jugador A y gl

t0,-1? para e1 jugador B.

En urn montén, y boca abgajo, se tienen cartas con
simbolos 1dgicos (WU, 0.C =¥,...) mezcladas con cartas con
relaciones (x:-2, wi~d, KAy, K2y, y20, Ix—8y+12>0,

y <% % + 3,000,
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Durante el juego se trata de conseguir expre-
ciones gue repressntaran tonas en las gue cada jugador tiene

gue tener su punto coemprendido.

For eojemplo! Supongamos que A extram la carta

con la relacidn " x 2 y . Con esta relacidén salamente no
podr& jugar, pues su punto, gque es el (Q,1) no estara
comprendido en esa Zona. Tendrad gue esperar el turno

siguiente.

A continuvacidén se puede suponer gque £1 jugador E
extrae la carta con la relacidn " y<Q ", podra jugar con
ella, pues su puntc, (0,-1), si que estard comprendido en la

zona representada por esta carta.

(Q,-13 = { x ‘ vy 2 0}
£i, a continuacién, el  jugador A  gxtrae  un
simbolo de "complementario”! “cY, podra componer la eupre-
=i én " Cixiy) " (complementaria de x2y) que serd en reali-
dad: Doy Yy, pues ahora su punte , (0,17, si gue estara

comprendido en el conjunto de 1os puntost
2,1y & x| % <y 3

Y extrayendo cartas del montdén proseguira el
juego.

Fero esta idea inicial planteaba algunos proble-
mas didacticos. Uno erat las reglas de utilizacidn de los
simbolos deberian conocerse antes de jugar, cen lo gue el
juego no serviria para ensefarlas. Nos interesaria transfor-

mar 1 juego para gue estas reglas de utilizacian cde 1los
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simbolos fueran umna consecuencia del propic juego.

Otro problema era la falta de una retroaccidn del
jvege gque dijera a les alumnos cudndo habia un error vy

cudndo no.

Buscando esta retroaccidn empezamos & idear un
juego en e} gue el alumno tuviera Que "demostrar”, a su
contrincante, sus afirmaciones para ganar, de modo que éste

censurara las respuestas del primero.

Asi emperd a crearse "el juego del taco”.

IT1.11.3. JUEGD DEL TACO.

Vamps a ver ahora nuestraz presentaciéon  del

"Juego del Taca".
IT.11.3.1. Descri i¢n de {UEBO.

El jurgo consiste en el enfrentamiento de dos

jugadores (o dos equipos de jugadores!, gue representamos
pcor A vy B.

fnte elleos, dos tacos con tarjetas boca abajo.
En un taco, las tarjetas de tipo "N" llevan UN numerc cada
una. En el otro taco, las tar jetas del tipo "D", gue llevan
escrita una desigualdad cen UNA o DOS variables ("x", o "x"
e "y").

Cada jugador comienza tomando cuatro tarjetas
del tipo "N" gque no muestra al otroc jugador. Estas son  Sus

cartas.



Une de ellos levanta una tarjeta del taco "D",
con una desigualdad gue gueda sobre la mesa. Ambos jugadores
jugaran la primera partida (dos tiradas)!, usando esta prime-

ra desigualdad.

Vamos a esquematizar 10% posibles estados del
juege mediante lo que hemos llamado un autdmata o esquema
repressntativeo. En nuestro  juego se trata de un  autdmata

finito o limitado:

B acepta
{1 pto. mas para A)

A convence a E
(demuestra)
(2 ptos. mas para A}
~ A Fropane P rn acepta
(1 pto.

para A} " A se rinde
Z plds. para B)
B acepta con condizidn (&)
de cambio de orden

™ A no propone
(1 pto. menos

para Al
la propuesta B acepta
[ A gana I ptos.
sirve en ambos casos {(Si demuestra

gue sirve)

(%)
sirve

con la nuewva
no sirve con el cambio //f A gana 3 ptos.

A puede cambiar una carta Agj\\\ no sirve
coen 1a nueva

B gana I ptos.

AUTOMATA DEL JUEGO
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El primer movimiento lo realiza el jugador A,
haciendo una "propuesta" que consiste en poner sobre la mesa
una o dos de sus cartas con numeros, seguun necesite. Con
este gesto "propone” esos ndmeros como solucidn de la des—

igualdagd. Con esta propuesta ya anota | punta & su favor.

(En caso de no apostar, el jugador A perderd 1

punta y pasard el turno al otro jugador).

En ese momento el jugador B puede:

a) Aceptar la propuesta,.

b) Rechazarlsa.

c) Aceptarlas con la condicidn de cembiar el
ordan de las cartas (siempre gque sean dos), o cambiar 1a

carta, si es wunha.

Vambos a ver cdmo =e desarrolla la partida en

cada vnec de estos casos.

a) Si el jugador B agepta la propuesta. el
jugador A gana ecsta apuesta y, con ella ! punto m&s a su
favor.

A continuwacidn cambian los papeles. En la
segunda apuesta es el jugador B guien propong, y A el que

debe aceptar o nc la propuesta.

El jugador A deshechara las cartas gue haya
usado colocdndolas en el fondo del taco y en su lugar tomara
otras tantas de la parte superior del taco, para gque tengs

de nuewvo cuatro cartas en la mano.
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h) Si el jugador B rechaza la propussta se crean
dos posibilidades: fse rinde (1) y, entonces, el jugador E
gana T puntos, o A convernce a B f{demuestra) de gue su propo-

sicidn era correcta vy, cntonces. N gana 2 puntos (1).

{Cada ves- que escribo la sefRal (1) gquiero
indicar gue termina la primera apuosta hecha por el
jugadar A y comienra la segunda apuesta en la qgue
e £  jugador B quien proponc.  Asi se repite g1
ciclo.]

¢} 8i B zcepta con cambio de orden, ae cambia el

order de las tarjetas y puede suceder:

- Cue A demuestre gque el nuevo orden satisface

también y entonces A gana 2 puntos (1).

- 0O que A, al ver gue con el cambio no sc satie—

face la desigualdad, decida cambiar UNA carta por ctra de

las suyss (este cambio se permite). 31 zZzon la nueva carta
demuestra que sirve, el jugador A ganard Z puntos (1) y si
no sirve serd ¥ guién gane los 2 puntos {1).

Terminados los movimientos correspondientes a 1a
propuecta de A, momentos sefalados con (1), se invierten los

papeles, y es el jugador B 21 que propaong.

Cada wvexr que los dos jugadores han heche uwna
apuesta cada uno, se retira la carta de la mesa, se coloca
al Ffinal del %tacs "D" y se extrae una nueva carta de éste,

para seguir jugando®.
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Existen variantes del juego:

id8.- Poner dos  jugadores © dos eguipes de
juoadores.

Z8.- ue le demos al jugador B opcisn  doble:
aceptar o rechazar, o que tenga opcién triple: la del
"rambio de orden”, ademas.

Las variables diddcticas que podemcs wtiliczar
son:
18, - Que lag pupresiones del taco sean con  una

variable ("x"), con des ("x" e "y") o con mas wvariables.

2, - Due las expresiones tengan las variables en

un solo miembro o en los dos.

IT.11.35.2. Explicar v prever los movimientos de 1o0s

juoadores.

En el inicig, el j;uego invita al jugader A &
propeoner alguna de sus cartas porque es la "inica forma de
ganar alguhos puntos pues si no propone pierde ! punto ya de
entrada. La propuesta puede efectuarse aungue el alumno no
esté¢ seguro de gue sea correcta, g decir aungue £1 alumno
rmo posea el comecimiente necesario para comprobar la correc-

cidn dc su propuesta. Fuede ser una propucsta al azar.
Hay un momento importante en el juegoi

Cuando el jugador EB debe responder a la
"propuesta” del jugador A. En este momentoc B tiene tres

opciones: aceptar, no aceptar o aceptar con cambio de orden.
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8i B acepta, le da a ganar un punto al jugador
A, v si rechaca, impide gque el jugador A gane un punto pero,
a la wvez., entra en la dialéctica del juego. E] jugador B
puede ahores ganar 2 puntog, i el jugador A se rinde, pero

también puede dar a ganar 2 puntos al jugador A, =i este le

"demuestra’ gque sus cartas eran validas.

Fara el jugador B la primera opciodn gue se le
pfrece le permite tambidn actuar usando el azar como estra-—
tegia pers en cuanto realice dos o tres veces el juego
comprenderd qQue su eleccidn es mas segura si puede controlar

la correccitn, O no, de la propuesta de A.

En ezt=z momento, de la primera respuesta de E al
jugador A, el jugador B deseard saber =i la propuesta hecha
por @A e=2 correcta o no. Bi sabe gue &% correcta, tendrd la

peezibilidad de intentar arrebatarle algun punto a A eligien-

do la opcidan de aceptar con camhio de orden. 8i wabho que no
@5 correcta, serd mejor recharar la propuesta y asi  ganar
dos puntos. El tener ece conocimiento =2 convertiréd en una

gran ventaja para continuar 21 uege.

Un momente importante de retroacciém del juego,
sobre el jugador A, <=e produce cuando el jugador B ne le
acepta la propuesta., EI jugador A se ve for:zado a "demos-
trar” la validez de ésta, para ganar dos puntos, 0 a rendir-
sg con lo que serd B quien los gane., En este momento habra
una estimulacién para censeguir esta "demostracion”, gue en

algunos caspe puede cer grafica, y en otros ser4d decidida-
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mente analitica (substituyendo los valores de las coordena-

das del punto en la desigualdad).

Hay otro momento del juege gue nes  interesa
resaltar, la tercera opcién del jugader B? Aceptar :anl
condician de cambio de orden. Esta opcién es  interesante
para el jugador B porque le da la posibilidad de la mayor
ganhanciza (tres puntos). Se ha establecido asi para estimalar
gue se produsca su gleccidn, pues pone en evidencia, para
los alumncs, el hecho de gque una desigualdad se satisface
para mas de un valor (o de una pareja de valores!. Este
hecho constituye una de las diferencias principales entre
ecuaciores e inecuaciones y constituye un conogimientc que

deseamos quo sea adguirido.

I1.11.32.2. Respecto a las estrategias.

Lina gstrategia de base, empleada por los

alumnos, puede ser 21 arar.
Veamos 10 gque sucede si se emplea &1 azar:
Supongamos que A y B lo usan.

El  jugador A comienza el juegos y tiene, por
tanto, 5D% de posibilidades (4 de probabilidad) de proponer
y otro tanto de no proponer. Si no propone perderd un punto.

Veamos que es lo que puede ganar si propohe.

Cuando &1 jugador A hace uwna propuesta, el

jugador B puede jugar al azar, y entonces hay 2/3 de proba-
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Lilidad de que se entable "el didlogo"”, pues dos opciones,
de las tres poasibles para E, Ilevan al intercambio de
opiniones, ya que leos dos jugadores deben pongrse de acuerdo
sobre quién ha ganado. Solamente en una de estas tres posi-

Bilidades (prgbabilidad 1/&4 del total) podra A ganar !

punto, directamente, =i suponemps gue B también juega al
alar,

En gaso de gque B no acepte, A tendrd que
demostrar (lo cual ya no es al azary, que su propuesta  es
valida, para ganar dos puntoes. 51 ha jugado al azar y nn

pueds demosatrar la validez de su  propuesta, perdera dos
nuntos.

En ceso de gque B acepte con condicidn de cambio,
se entra en una fase del juego en que es necesario demostrar
la walidez, o noy de la propuests. ¥ en la gue ya no s

puede proseguir al azar.

Yames a expresar cudles son las  probeabilidades
de gque se proeduzcan cada uno de los distintos desarrcllos
del juego, suponiendn gue éste se realice al azar. Asi,
observaremoes, gue esta estrategia no es la ganadera y gue,

%i el alumno guiere ganar, debe desarrollar otras distintas.

El esguema con las probabilidades se encuentra

en la pagina siguiente.

Los nuomeros Qque estdn a la derecha y entre
paréntesis en el diagrama anterior szon los valorez de la
probabilidad de Que suced? cada uno dg lags desarrollos

posibles del juego.



7é

E acepta {1/76)
A (+1}

A convence a B

A (+2) (1/712)
A Fropone B no acepta
(1 pto.
para A) A se rinde
B (+2) (1/12)

B acepta con condicidén (B}

D\\\ de cambio de orden
* A np propone (1/2)
(1 pto. menos
para A
Ia propuesta B acepta
[A (+3Z ptos.) (1712}
sirve gn ambos casos (51 demuestra

gue sirve)

(%)

Se demuestra
que sirve
- con la nueva (1/24)
no sirve /A {(+T ptos.)

A cambia carta \\\ no sirve
- con la rueva {1/24)
B {(+3 ptos.)

ESQUEMA CON LAS FROBABILIDADES

Se ve gue los tres desarrcllos que terminan con
la mayor gamanecia, 3 puntos para algumo de los  jugadores,
san precisamente los gue tienen menor probabilidad de apare-
cer, si el juego ce realiza al acar. Por tanto, los juga-
dores que intenten cbtener mas puntos, deberan desarrcllar

atras estrategias gue les ayuden a ganar.
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Si B usa la estrategia de buscar Ia obtencidn
del mayor nomzro de puntos pogible, intentard aplicar cual-
gquiera de las deos opciones en las gque no se acepta directa-
mente la propuesta del jugador A, pues, en la opcidén de
aceptar la propuesta de A, 2l jugador B no va a ganar nada.
Aed provocamos  gQque al alumno le interese que sg produzfcan

las etapas del juego en las gue hay que demostrar la valide:z

de la jugade.

Los dos jugadores en cada apuesta deben conocer,
lo antes posible, si la "propuesta" es correcta o no, para
decidir su epstrategiet de modoc gue &1 alguno ha empezado
jugando al atar, intentard eveolucionar a formas mas seguras

de controlar ] juego.

Estamps creando las condiciones pare la evo-
lucidn del! alumno hacia una estrategia d6ptima., que serd la
de  sustituir los valores y comprobar i se cumple la des-

igualdad numérica gque resulta.

171.11,Z,4, Justificacidn de la eleccidn del jueco.

E! "juego del taco" estd pensado para que el
atumno se familiarice con @1 mane;o de las desiguoaldades vy

sus caracteristicas diferenciadoras de las igualdades.

Los alumnos, en general, piensan en las in-
ecuaciones como expresiones "gue tiemen UNA  SOLUCISN". La

similitud aparente con 1as pPfuacionee favorece este  pensa-
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miznto. Deseamos gue lose  alumno: comprendan las  des-

igualdades como relaciones.

Con "el juego del taco" se busca un uso  del

lenguaje de las desigualdades como relaciones.

(Las desigualdades son "simbolos relacionales"”

del lenguaje algebraico, en el sentido de Freisel-Krivine)

Como se trata de un lenguaje vamos a crgar  una
comunicacidn, perc loc que estoy planteande no =s un problema
de formulacidn., La escritura de las desigusldades es dada a
los alumnos. Las "frases" o desigualdades estdn construidas.
Set trata pues, exactamente, de uns situacién de comunicacioén

et la gue habria gque producir un mensaje inicial.

Cueremos organizar el juego de mode gQue haya
unos  alumnos  "gue propongan”  y otros  gue  "opongan  su
criterio” y que ambos deban llegar a un acuerdo. Nsi, condi-
cicnamos al jugador A a la aceptacién o rechazo de su  pro-

puesta, por parte del jugador H.

Hiibos un  momento en que, para realizar en el
juego ests que desedbamos, concebimos unos movimientos gue
formaron un primer autémata. En €1 se resumian las posibili-
dades de desafr?lln del juegoe tal y como fué concebido en un

primer momento.

Este esquema de realiracidén del juego esta

expuesto a contimuacidn.
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FRIMER AUTAMATA CREADO.

E acepta
(1 pto. mas para A}
¢y A propone A convehoe a 8
/ t1 pto. mas ////- (Demuestra)
para A} (2 ptos m&s para A)
B rechaza
n]
A se rindoc
\ 1 pto menos para A)
* A no propone
(1 pto mehoe para A)
AUTBMATA T
Fara que el juego ejerciera uma retroaccidn
sobre el! alumno "oue propone”, pensamcs, simplemaente, en un

principio en que 21 jugader E pudiera ateptar o rechacar,
tal v como se observa en este primer asutdémata, pero pronto
vimes la venteja de afadir una tercera posibilidad de con-
trol po- parte del jugador B la de aceptar con la condicién
que llamar-emos "de cambio de orden”, gpues de este modo  se
hacia mas petente, para los jugadores, la idea de gque la
pareja de nuameros ‘o ol ndmera) posible para cada gesigual-
dad no era uniza.

[Creemos gque esta o5 una idea clave y gue
es importante asegurarnns de gque el alumno la
adguiera. Con este mismo objetivo establecemos que
se deban realizar dos apuestas sobre cada relacidn
de desigualdad tambos jugadores deben  hacer una
propuesta sobre la misma desigualdad).

Para el alumno hay una estrategia de
base que es "buscar la sclucién”, peroc hay un
obstaculo de conocimiento (en el szentido en el gque
el profesor Brousseau utiliza este términc) gue es
que el alumno cree que "la solucién es  Ganica® y
gueremos intentar gue lo supere.]



Cuande el jugadeor B observa que la propuesta
techa por A o5 correcta, tiene una posibilidad de intentar
evitar gque A gane! Areptar la propuesta perc "con cambio de

orden”.

Con ecsta opcidn se entra en una fase del juego
que erige de uno de los dos jugadores la demostracion de la
validez f{en el caso de! jugador A) o la no-validez (en el

caso del jugador EY de la propuesta.

Eetas musvas posibilidades de desarrolle  del
jusgo  que  aparccen con la tercersn opcién de B tienen la
ventaja, desde 21 asunto de vista didéctico, de gue provozan
esa demostracien y se encuentran representadas en un autd-

mata jue pomemos & continuacidén y que queda como SiQUEe.

SEGUNDO AUTO6MATA CREADO:

B acepta
{1 pto. mids para A)

A convence a B
{demurstral
(2 ptos. mas para A)

A Frapone B nc acepta
(1 pto.
para A) A se rinde
{2 ptos. para B)
/ ™ B acepta con condicién (&)
o de cambio de orden

\\\\\ A no propone

{1 pto. menos
pars A}

(E1 esguema contimida en la pagina siguientel
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A gana 3 ptos.
sirve en ambos casos (81 demuestra
/ que sirve)

la propuesta [ ¥ acepta

¢
S5i domuestra
gue sirve
con lz nueva
no sirve con £1 cambio A gana 3 ptos.

A puede cambiar una carta Si demuestra
que No sirve
“ con la nueva

B gana I ptos.

AUTOMATA I1I

Queda asi organizsda urma gituacidn de accidn

en la que hay que escoger los nameros para proponerlos, perg

gue  tambiénm 23 una especie de cituyacidn de prueba puss  1a

neocecidad de "convencer” al contrario de que la prepuesta es
~alida {o mo-valida) deberd hager euxplicitar los "teoremas"

que emplzen.

La Zitusgidn Sancicna la sccidn del jugador vy
eventual mente, le exige crear "un teorema" que demuestre la

wvalidez de su propuesgta.

Hemos decidido gue "la demostracidén" =ea primada
cen "+2 puntes" para estimular su produccidn. Si un alumno
consigue que su  propuesta sea aceptada, después de un
recharo inicial, recibird 2 puntos, Frente al unico punto

que conseguiria si fuera aceptada en el primer momento.



ITI. CONCLUSIONES.

Con esta creacion de lecciones se ha intentado
desarrollar un tipo de trabajo tedrico gue pudiera crear
unas buenas condiciones de adguisicidn de 1los conceptos
inherentes al usoc de las letras, vy de la simbolizacién, en

general, de las desigualdades.

gctas, como concepto matemadtico, no tienen un
lugar de aprendizaje claramente definido, ni en los
programas oficiales, (sclamente se habla, en ellas, de las

inecuaciones), ni en gl tiempo real de la clase. Sin embargo
=0on usadas frecuentemente, vy su conocimiento, come objetc
matematico, vy su manipulacidn correcta, se hacen necesarios

para el estudiante de Bachillerato.

La ensefanza agtiva que agui se ha propuesto, se
encuentra en la linea del aprendizaje por equilibracidn de
Fiaget vy del aprendizaj;e por asimilacidn de Ausubel (Novak
n. L£9) ., El verdadero aprendizaje significativo serd  aguél
gque ponga en marcha un procesc por el gue se relacione la
nueva informacidén con algun conocimiento ya establecido en

la estructura cognitiva del! alumno.

For otra parte crec gque los huevos caminos de la
feforma tienem que recorrerse con una eficaz  preparacion
tedrica de las lecciones, que, al tratarce de lecciones
abiertas, plantean gram numero de variables didacticas. EI

congcimiento de estas variables didacticas y su manejo en la



teoriracidén vy en la practica de les lecciom@s nos hara
conscientes de l1os procesos que se dessarrollan en la clase y
que debern  traer coemo consecuencia la creagisn de un
ambiento, entorno, medie, o nicho ecolégice, gque favorezca

la real adquisicidn de los nuevos conocimientos.

AV At Al Sl Sl
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ENCUEST &

Una wersopa gue na cursado una carrera de Ciencias cero gue ahora se

argucntry ajena a la ensefianza, os vregunta gue es 1o gue se ensefia, hoy,

ie Algeora a los alumnos de BUP squé responderfas?

Probabilidad.

- In:irodugecidén al ndmero real. Apro%imacién decimal. Radicales.,

- Jari2:le ectadistica. “edidas de posicidn centraul y dispersidn.

- Tuerpo de los nimeros comple jos.

- Anillo de polinomios. Binomio de Newton.

- _.virfinilidad de polinomies. Divisidilided. Cuerpo de fracciones.
- furc_ones polirdmicas de variable real. Hepresentacidn gréfica.

- iegolucidn de ecuaciones, inecuaciones y sistemas.

- _ucesisnes. Progresiones. Interés compuesto y anualidades,

Segurnde curso

- Li{rmite de sucesionmas. Z1 nlimero "e". Cllculo de limites.

- rurcidr rezl de variable real, Limite. Continuldad,

« funciones sxponeéncial y logariimica. Hepresentacibn gr
dades,

~ Funceignes circulares, Representacidn grifica y propiedade:,
- Zoncepio Jle derivada. Funcifn derivada. Primitivas de una funcidn.
- vectores en el plano y en el espacic. Istructura de espatsieo vectorial.

- 71 rlano afin., Introduccidén del espzcic afin, Geometrf: affn plana.

Tercer_curso

- rroducte escalar, E)l plano euclideo. L1 planc métrico. lrigonometria
vlana.

- zZstudic del nimerc complejo en forma polar. Operaciones.

- Gecmet»ia métrica plana. Cénicas.

-~ L&lcule diferzncial. Aplicaciones.

- CAlculo integral, Aplicaciones.

- Jariable aleatoria. Distribucién binemial y neormal,

~ Distribuciones bidimensionales. Rectas de reprecidn. Correlacidn.
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Cuerido compafero?

El +folio que acompata a #sta carta forma parte de un
trabajo gue estoy realizando sobre Didactica del Algebra.

figradeceréd +tu ipterés en respender con #! mayor
cuidado pesible. Las respuestas son tratadas andnimamente.

Eete s el temario oficial. Se trata de recoger la
ppinién de lecs profosores sobre la clasificacidon de los temas de
Bachillerato por Areas, en este caso del area de Algebra.

Te ruego que subrayes l1os temas gue | a tu juicig,
portenezcan a esta frea.

Si crees oportuno especificar algdn tema o algun sub-
tema gGue, a tn juicio, sea relevante o mas representative gque

otroa, esplicalo también por favor.

Muchas gracias por tu colaboracign.



CUESTIOQNARTILIO

1.~ Rellena los puntos suspensivosi

Z —mm=d o2 4 5 z ———=3> 4z
{4 ——== e 3 ———=3 ..
P —===2 ciiur= Q —m— =¥ seeana
Z2.— "2 sumado con x" se puede escribir comof % + 2. Suma 2
en rada uno de los casos siguientes:
15 w—ewm (adaas H ¥+ 6 —m = e H 3n mm——3

I.— "2 mueltiplicado por 3" se puede escribir como  3x™.
Multiplica por 3 en cada uno de estos casos!

T o= nen. F % kA mmm=d L., SN mee—>

4.~ Dadas las expresiones:

p+1 . p+7 , p=~2 , p-5 , Zp

JFuedes contestar?:
La menor de gllas s .......

La mayor de 2llas 8% .......

8, na se puede contestar porque .....-.....

S.— Rellena los puntos suspensivos:

u

Si p +q = 37 , entonces p+q+ 2 Crestectanans
Si « - 134 = 672, entonces x = II5 = ..
S8 b +d =464k, entonces b +d + +F = ...,

&, - iQué puedes decir de "p" si p = Ig + 7 ¥ q < 47

DR L L T R I R R A I R R N R N R
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7.~ Si "p" representa el numero de pepinos comprados y "t*
el nimero de tomates comprados, vy sabemos que cada pepino cuesta
1S pts. vy cada tomate 10 pts.

cPUé representa 1Sp + I0b 7 il iiiiieessvrmaraa e

¢Cual es el ndmero total de vegetales comprados? .........

8.~ ilué puedes decir de "m® si t = 4m + 3 y t =2

I

[7

?.~- Sabiendo que a + 4a se puede escribir de forma mas
simple como 3Sa. Escribe de forma mas simple, tuando se pueda:

Sb +5bh = civiiaiaanan
b+ 0 = L. iaa e

Ib + 5 + B T sviviaaans
T+ C + T -~ C = sernnnnrns

S + {2a =~ Sb) = .i.ienaaas

10.- Si sabes que

m=n+p
Y que
m+n+p =460

i0ué puedes gdecir de "mH7? L. iiieicieiacannar e n
11.- ;0ué puedes decir de "n" si sabes que n+p =20 ¥

que "n" es menor que "p* ?

12.~- Elige un nimere, halla su dobkle, zumale (0, divide por
2 v réstale O, ;0ué pbservas?T (Fuedes probar con otres ndmeros!

iFuedes euplicar ésto?
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31

13.— 28i al cuadrado de un numero le quitamos 3 unidades
obtememos 78. ,Cual era ese numero?

14.- E1 doble de un numero mads su mitad es igual a 20.
cBabes cudl es eze numere?

N RS

Explica como 10 GalCUlas ..., i.icranmnemasansonnsnsnmamsnnnas

15.- 5i sakamos que un ddélar eguivale a 100 pts. vy llamamos
"d" al nuiilero de délares y "p" al ndmero de pesetas. Es¢ribe una
ecuaciérn que relacione "d" con "pY,

Si cambio Z2.000 pts. LCudntos délares me dardn? ............

14.- En  un vagon de tren hay "h" compartimentos de 4 plazas
y "% vompartimentps de & plazas. sCOmo expresarias el nuamero de
plazas que tiene ese vagénT

iCudntes compartimentos tiene el vagén? ... iieiiiniannas

17.- 5i sabemas que p =g + 7 . S0uéd le sucede a "p” cuando
*q" AUMENTA en 3 unidades?

18.- 51 b = 3c + ! .ai0ué le sucede a "b" cuando "¢ aumenta
en 2 unidades”?

R L R I R R I R R R R R R R

- 7= 116 tiene como  solucién

19.- La ecuscion 0o+ U7 -z
sndri la ecuaciont

»=I . i0ueé solucién creos que teo
o

(Tih v 2¥3— (D)= 118 T SoluUuCiomi e ieeennaranss

20.— E1 Wilduncie oy ia Wwillae inglesa se encuentran en 1z
progporoién de S a B, A cuantos lilémetros eqguivalen S& millas™
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21.~ El Sr. Pérez es viajante y cobra 100.000 pts. al mes de
sueldo base. Ademds por cada viaje que hace recibe 5.000 pts.

5i "v" es el numero de viajes realizadog en un mes y "T"
representa el SUELDD TOTAL, escribe una fdérmula que relacione "T"
con "v" mensualmente.

L R I R e I R I R RN BN IR BT I IR A

iLudnto cobraria en total un mes en el gue haya realizado 4
viajes?

22,~ 5i compro 3 bombenes y 5 caramelos y sabiendo que los
btombones cuestan "b" pesetas cada uno y los caramelos "c" pesetas
cada uno. Qué representa la expresisn 3Ib + Zc 7

L I T T L N N N
23.- Sabemos que ¢l Area de un rectangulo es!

Area = base x altura, Cudles son las 4reas de los rectdngulos
siguientes?!

191 3
3 seseanasarens
20%
L 3 D R R SRR
Ie:
& c e
hase i altura

24.- Sabemos que el Area de un triingulo es:

el

Cuil ez ol Area de los triangulos siguientes™!

[ PR L L) B e m s v a s e
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25.- EIl perimetre de un poligono s la suma de lag
longitudes de sus lados. Cudl es el perimetro de los siguientes

poligonosT:

L

L LIRS BRI

26.— .Cudl sera el perimetro de este poligond, cuya Ffigura
solo wvemos parcialmente, si sabemos que tiene "n" lados y que
todos miden 2 cm. de longitud?



PREGUHTAS
CARACTERES
IvaLltetra con valor
adjudicado
|_H_|Letra escrita
(pere no Ltenida
en Cuentalletra
de acompaiiamient o
|.Ik_|tetra desaparecica

|_G [tetra como objeto

J£ {Letra como conjunte
de numergs

J¥AR|Letra como variable

| L. |Letra como incegnita

IR

. VA TB 2 3A 38 3C 30 4 55C 678910 11 124 12C 13 14 I5A 156 16 17 18 19 20 214 218 22 23A 238 23C 24A 248 24C 25A 258 26

—— Eruntiado en len-
[LEM|guaje materno

ILLi Counciado con letras

| G _|Enunciado grafico

1

1

1

FHUH|Respuesta numerica

|
I
|
!
!
|
|
|
]
|
|
!
|
|
|
|
|
]
]
|
I
|
|
f
|
|
|
I
I
|
|

.5 [Respuesta simbobica

¥eL
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AUPLEMENTARIOS

$1 (VAP} = Letra valo

rada

2a
y|

la

LE}

da
QRD

S5a

NUZ

SaC
LEZ

ba

DES

Ta
081

8a

INY

MATRIZ A PRIQRL - 2

9a
ExXP

10a

1n2

LARPRE

ta

vaz

12a

Ay

13a
NU3

14a

ILK)

152
082

iba

TRE

17a
VA3

18a

VA4

19a

INg

21a

vJ

22a
083

23a

GEl

2da
GE2

25a

GE3

2ba |
GE4 |
1
|

§2 (NP) - Letra acompaiamiento |

$3 (DEP) ~ Letra desa
54 (OP) - Letra como
S8 {C} -~ tetra coma

de numeros

46 {VAR] - ielra comp

parecida
objeto

conjunta

variable

I
|
|
{

57 {IN} - Letra cowme incogabla |

%8 {LEN} - Enunciado
materno

59 (L1} = Enunciade
C literal

$10 {6} - Enunciado

grafica
511 {hukl)- Respuesta
§12 {5) - Respuesta
T

CARPREL

en lenguaje|

| 1

en lenguaje|

en lenguaje|

Aunerica

simbalica

172
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CUESTIONARTIGD

1.- Rellena los puntos suspensivos:

z + 5

ViI.1.

4 ———— L....n S ———=> _.... .
P o= v Q el
2.~ "2 sumado con x" se puede escribir como: x + 2. Suma 2
en cada uno de los casos siguientes: L&
i me—— ' ——
wU 15 ———=> ...... e S . R T
[
o
3.- " multiplicédnl por 3" se puede escribir como Ix".
Multiplica por 3 en cada yno de estos casos?
7————}_.._..!;[x+4—--—-—)....-- A L
—_— ! —
tRD A.- Dadas las expresiones:
p+l1l , p+7 , p~2 , p-5 , Z2p
JFuedes contestar?™:
La menor de ellas es .......
La mayor de ellas es .......
0, no se puede contestar porqQue ....eceeievenesanauenersn
S.— Rellena los puntos suspensivos:
N | si p + g =37 , entonces P+ O+ 2 = tiiiininnnnn
" osi ox - 134 = 572, entonces x — 133 = (... iheea..
LE? S5i b +d=4&, entortes b +d+ +F = ..........
6.~ i0ué puedes decir de "p" si p =39 + 7 Y g < 4 7
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7.- 8i "p" representa el numero de pepinos comprados y Mt

civ el numero de tomates comprados, vy sabemos gue cada pepino cuesta
15 pts. y cada tomate 10 pts.

iftué representa 15p 4+ 10E 7 L. iisiiiieisararasansasaana

:Cual es el nuamero total de vegetales comprados? .........

IN4 8.- ;0Que puedes decir de "m" si t = 4m + 3 y t = 23 7

EXP 9.- Sabiendo que a + 4a se puede escribir de forma mas
simple como Sa. Escribe de forma mas simple, cuando se puedat

b+ 5 T Ll

L]
+

n
+

4

]

n
i

.

.

Sh + (Za - Bb) = cieiiaenns

INZ 10.- Si sabes que

y que

LU puedes decir de "mM"T L ... ceecssaaaaiisancacans

VA2 11.~ i@ué puedes decir de "n" si sabes que n+p =20 ¥
que "n" es menor que "p"* ?

CAD 12.- Elige un mamero, halla su doble, sumale 10, divide por
2 y réstale 5. 0ué observas? (Pupdes probar con otros numeros)

T
JFuedes explicar ésto™
e T

Intenta expresarlo simbdlicamente
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N3 13.~ 5i al cuadradg de un pumero le quitamgs 3 unidades
phtenemos 78. .Cudl era ese numerg?

LRI A

1w 3 14.- El doble de un numero mas su mitad es igual a 20.
iSabes cual es ese nimerc”

Explica como 1o caltulas ... cievnenrrensnnsasnnensenns

[ %) 15.~ Si saks=mos que un Jdélar eguivale a 100 pt=. vy llamamos
"d" al nasero de doélares y "p" al numero de pesetas, Escribe una
ecuaciér que relacione "d" com "p".

P L T I S I R R A )

Si cambic 2.000 pts. ;Cudntos délares me daran?

TRE 14.~ En un vagon de tren hay "h" compartimentos de 4 plaras

y "f" compartimentos de & plazac. 2Como expresarias el namerp de
plazas gue tiene ese vagdn~?

iCuantos comparftimentos tiene el vagdn® ... .. ... ann

Vad 17.~ Si sabemos que p =g + 7 . iBud le sucede a "p" cuande
"q" AUMENTA en 3 unidades™

P I T e R R T R ]

VL . 18.- 81 b = Fc + 1 ,.Qué le sucede a "b" cuando "c" aumenta

en I unlidades?

PR N I T L T I T T T

INYy 19.~ La .ecuacidn (x +

5 T— et 1l6 tiene como solucidn
x=3 ,,0ué solucidén crees que tend

ra la ecuacion:
(T + 23— (Ixl2= l1& 7 Solucidni..ieeieeraana,
WO EmPLEADS 20.- El kilometro vy la milla ingleza se encuentran en la
proporcion de 5 a B. .A cuantos kilemetros egquivalen T4 millas?

[ P 11
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vT 21.- El Br. Férez es viajante y cobra 100,000 pts. al mes de
sueldo base. Ademds por cada viaje que hace recibe 5.000 pts.

Si  "v" es el numero de viajes realizados en un mes y "T*
representa el SUELPO TOTAL, escribe una férmula que relacione "T"
con "v" mensualmente.

R T I T e L R E R NI

iCudnta cobrara en total un mes en el gque haya realizado 4
viajes?
o 22.- Si compro T bombones v 5 caramelos y sabiendo gque los
bombones cuestan "b" pesetas cada uno y los caramelos "c' pesetas
cada ung. Bud¢ representa la eupresion b + Sc 7

L R I R R R e R R R R T A I A I IR I I RPN A R RN I A

GEA 23.- Sabemos gue 21 &rea de un rectingulo es:
Area = base x altura. :Cudles son lag 4reas de los rectdngulos
siguientes?T?
163 3
T emsrrara sy
e L 3 # 5 m s amr waa e

[&]

[[~]

P
oo

A < Prraaaeraaeane

base x altura
GEy 24,- Sabemos que el &rea de un tridngulo ess

=

iCual es el area de lps tridngulos siguientes?!
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GET3 25.~ El1 perimetra de un poligono es la suma de 1as
longitudes de sus lade<s. ;iCudl es el perimetro de los siguientes
poligonos™: ﬁ

! 3
i
GEY 26.~ Cuil serd el perimetro de este poligono, cuya Ffigura
solo vemos parcialmente, si sabemos gque tiene "n" lados y que

todos miden 2 cm. de longitud?

ALUMND
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PAR

FAC
SEG
NUM

FUN

FRA

ANEXO VILI

Cusationario {Pre-cuestionario)
- N - i}

l.- Resuelve la inecuacién: b 5 £ 1

2.~ Dadas las inecuacioneas: i) 2x + 5 > 3x - 2 ; ii) % x £
Comparz entre s{ loe conjuntos-solucidn de ambss.

AT

3+~ Resuelve, expresando las soluciones, la inecuacidn;:
3x°- 10x + 3 € 0

4.- Resuelve la inecuacibn: (x-3)(x=2) 2 ©

5.~ Resuelve la ipecuacién: 2:2- Sx + 2 2 0

6.~ Demuestra que la suma de dos nimercs impares consecutivos es
zayor que el deble del primerc de ellos.

7.= a) Expresa des soluciones que cuamplan la desigualdad:
yAL}:—“

b) tHEay mAs sclucicnes? Razona tu respuesia.

¢) (Sabes qué quiere decir "resclver una inecuacibn“'?
(Sabes 'resolverla"?. Si has respondide afirmativamente, re-
suélvela.

d) Contesta a las mismas preguntas sustituyendo el signo "< poy
el signo "=z ',

-] c + 1

8.- De las fraccicnes T y %

Demuéstralo, (Pusdes bhacerlo mediante cualguier razonamiento

pero debes justificar tu respuesta de alguna formal. Ten en
cuenta que a>0 y ¢>0C,

LCudl creesque es mayor?

B Ll E . T S e
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