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INTRODUCCION

El andlisis estadistico de datos discretos multinomiales ha
despertado en las ultimas dos décadas un notable interés como ponen de
manifiesto las numerosas publicaciones relacionadas con este tema
aparecidas en la literatura estadistica. El desarrollo de modelos
apropiados, como puede verse en los libros de Cox (1970), Haberman
(1974, 1978, 1979), Bishop y otros (1975), Gokhale y Kullback (1978),
Upton (1978), Fienberg (1980), Plackett (1981), Agresti (1984),
Goodman (1984) y Freeman (1987), ha ocupado un lugar prominente en
este campo. En estos libros se lleva a cabo la verificacién de los
modelos construidos tradicionalmente a través del estadistico X* de
Pearson o del estadistico del logaritmo del cociente de
verosimilitudes. No obstante, estos estadisticos cldsicos no siempre
dan los mejores resultados como lo demuestran trabajos posteriores.

Otros autores como puede verse en el libro de Read y Cressie
(1988) y en las referencias que alli se citan, se han preocupado mas
que en construir modelos en describir y valorar estadisticos de bondad
de ajuste ya existentes por un lado, y por otro en definir nuevos
estadisticos que mejoren en algin sentido a los ya existentes. Ambos
estudios se encuadran dentro de lo que hoy se conoce como Teoria de la



Informacién Estadistica ya que hacen uso de medidas de divergencia
para sus fines. No se debe olvidar que pricticamente todos los
estadisticos construidos para abordar el problema de bondad de ajuste
se basan en una medida de divergencia.

Ademds en el supuesto de que la hipétesis nula dependa de algin
pardmetro desconocido una forma de estimarlo dentro del enfoque de la
Teoria de la Informacién Estadistica seria a través de los estimadores
de minima divergencia. La consideracién de estos estimadores no es
nueva ya que desde un punto de vista cldsico la consideracion del
estadistico X° de Pearson lleva asociado la estimacién de los
pardmetros a través del estimador de mdxima verosimilitud del modelo
discretizado que no es otro que el estimador de minima divergencia de
Kullback.

Esta memoria se encuadra dentro de la linea de actuacién iniciada
por Read (1982) y que tiene como objetivo el de presentar
procedimientos alternativos tanto en el problema de bondad de ajuste
como en el de estimacién previamente de pardmetros en el modelo cuando
sea necesario. Ambos problemas se plantean y resuelven a través de las
medidas de R_-divergencia introducidas en la literatura estadistica
por Burbea y Rao (1982). La wutilizacién de esta familia de
divergencias en la resolucién de otros problemas estadisticos puede
verse en Rao (1982a,1982b), Lau (1985), Rao y Nayak (1985), Nayak
(1986), etc. Un hecho importante que puso de manifiesto Read (1982) a
través de la divergencia paramétrica que introdujo, divergencia que es
un caso particular de la familia de ¢-divergencias de Csiszdr (1967),
es que para A=2/3 el estadistico resultante es un excelente competidor
del estadistico de la XZ. Hoy en dia este es un hecho aceptado por la
comunidad cientifica estadistica como asi queda recogido en los
numerosos trabajos aparecidos en los ultimos afios en los que siempre
que se aborda la posibilidad, para un problema concreto, de encontrar
un test competitivo, en algin sentido, con el de la X2 aparece de
forma natural el estadistico introducido por Read para A=2/3.
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En la unificacién de medidas de divergencia que se lleva a cabo
en el capitulo I, como luego se verd, aparecen tres familias de
divergencias: Divergencias de Csiszdr, Divergencias de Burbea-Rao y
Divergencias de Bregman. Read encontr6, como ya se sefialé
anteriormente, un test de bondad de ajuste alternativo dentro de la
familia de Divergencias de Csiszdr. En esta memoria se obtiene un
resultado importanie cuando se considera en bondad de ajuste para
hipdtesis nula equiprobable una funcién ¢=¢ o Y@ que el estadistico X*

de Pearson coincide con el basado en R¢ y en muchos casos aparece
2
como competidor de éste un estadistico alternativo desconocido basado

en R¢ . Encontrados estadisticos alternativos en las familias de
1377
Csiszdr y Rao, obviamente, el problema que queda abierto y que debe

ser objeto de estudios posteriores es el de encontrar, si esto fuera
posible, un estadistico competitivo en la familia de divergencias de
Bregman.

En el capitulo I se introduce, como ya se indicé anteriormente,
una familia general de distancias que contiene como casos particulares
a las tres familias de divergencias mds importantes introducidas en la
literatura estadistica hasta la fecha: Divergencias de Csiszdr,
Divergencias de Burbea-Rao y Divergencias de Bregman. A la vez que se
hace referencia a numerosos trabajos en los que se pueden encontrar
diversas propiedades analiticas de las mismas, se obtienen
caracterizaciones de alguna de ellas y se establecen condiciones
necesarias y suficientes para validar la condicién de proceso de
datos: "data processing”. Es decir, se ha seguido el criterio de citar
trabajos donde se pueden encontrar propiedades analiticas y iinicamente
desarrollar aquellos resultados que son originales y se presentan en
esta memoria por primera vez. Este estudio analitico de la familia
general de distancias iniroducida se realiza para el caso discreto ya
que en los capitulos siguientes se considera el modelo discretizade
asociado a un espacio estadistico general para obtener estimadores
puntuales y construir contrastes a partir de las divergencias de
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Burbea-Rao.

En el capitulo I se propone un método de estimacién basado en la
R¢-divergencia (divergencias de Burbea-Rao) para datos agrupados. Este
método consiste en estimar el pardmetro desconocido de una
distribucién por aquel valor que minimiza la distancia elegida entre
las frecuencias relativas y las probabilidades esperadas de cada una
de las clases. Se analizan las propiedades y comportamiento asintStico
del estimador propuesto bajo las condiciones de regularidad de Birch
(1964). En concreto, se demuestra que el estimador de minima
R¢-divergencia es consistente y asintéticamente normal. Ademds, se
prueba que el método es robusto en el sentido de que a pequefias
desviaciones del modelo le corresponden pequeiias desviaciones de la
estimacién del pardmetro. Por ultimo, se finaliza el capitulo
realizando un estudio computacional de una importante familia de
R(p-divergencias. Este estudio se realiza en dos direcciones: (1)
encontrar el valor del pardmetro de dicha familia que nos de un
estimador Optimo y (2) comparar los estimadores de minima
R -divergencia con otros estimadores conocidos, para poblaciones
Normal y Weibull.

A partir de la R¢-divergencia entre la probabilidad observada y
esperada de la variable aleatoria multinomial que surge al discretizar
los datos de una variable continua en M clases, en el capitulo III, se
propone un contraste de bondad de ajuste. La hipdtesis nula a
contrastar puede ser simple o compuesta. El caso de hipétesis nula
simple que se estudia con detalle, debido a su importancia, es cuando
se consideran clases equiprobables. Ademds, en este caso, la
distribucién del estadistico propuesto basado en la R, -divergencia es
una ji-cuadrado con M-1 grados de libertad. En el caso de hipétests
nula compuesta, la probabilidad esperada es una funcién de pardmetros
desconocidos que se tendrd que estimar. Dependiendo del método que se
utilice para estimar el vector de pardmetros y de la funcién ¢ que se
considere, la distribucién asintética del estadistico del contraste es
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una combinacién lineal de ji-cuadrados ¢ una ji-cuadrado con M—Mo-l
grados de libertad, donde M0 es el nimero de pardmetros estimados.
Tanto para una hipdtesis como para la otra la funcién de potencia del
contraste converge a 1 cuando n - oo para hipétesis alternativas fijas.
Todos estos resultados se han obtenido para M fijo y n 5 oo, sin
embargo, obsérvese que parece razonable hacer M 3 o cuando n » ¢ ya
que es claro que se estd perdiendo informacién sustancial al hacer n -
oo manteniendo fijo el nimero de clases. En esta situacién se demuestra
que bajo determinadas condiciones el estadistico del contraste
propuesto sigue una Normal. Ademds, se calcula en este caso la funcién
de potencia para una familia de alternativas y se encuentra el miembro
6ptimo de la familia de R¢-divergencias utilizada en el estudio
computacional realizade en el capitulo anterior en el sentido de

méxima potencia.

El iltimo capitulo de este trabajo estd dedicado al estudio de la
optimalidad para muestras pequeiias de los contrastes de bondad de
ajuste propuestos en el capitulo anterior. En capitulos anteriores, se
ha obtenido como aproximaciones a la distribucién exacta de los
estadisticos basados en la R(b-divergencia una x:a-1 cuando n—e y M
fijo y una Normal cuando n—see y M—ee bajo la hipétesis simétrica. En
este capitulo, en primer lugar, se proponen dos nuevas aproximaciones
cuando n—e y M fijo. La primera de ellas modifica el estadistico de
forma que la esperanza y varianza exactas de €ste sean iguales a las
asintéticas (las de una ji-cuadrado) mds un infinitésimo o(n"). La
otra se obtiene mediante el desarrollo asintGtico de segundo orden de
la distribucién de los estadisticos. En segundo lugar, se comparan las
cuatro aproximaciones de la distribucién exacta de los estadisticos
mediante dos criterios diferentes para muestras  pequeiias.
Afortunadamente, se observa que la aproximaciéon obtenida via
comparacion de momentos es tan precisa como la obtenida utilizando los
desarrollos Edgeworth en la mayoria de los casos considerados lo que
implica un gran ahorro computacional. Finalmente, se calculan las

potencias exactas basadas en regiones criticas exactas para muestras
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pequeiias.

Finalmente, deseo agradecer a todas aquellas personas que con su
ayuda y estimulo han colaborado de alguna manera en la elaboracién de
esta memoria: al profesor Dr. Igor Vajda por los comentarios e ideas
que han contribuido a mejorar el capitulo I; al profesor Dr. Domingo
Morales que leyé cuidadosamente el original y siempre estuvo en la
mejor disposicién cuando discuti con él diversos aspectos de esta
memoria; a los directores de la memoria, profesores Dr. Julio Angel
Pardo y Dr. Leandro Pardo, mis hermanos, por su inestimable apoyo e
indicaciones prestadas sin las cuales no hubiera sido posible su

elaboracion.
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CAPITULO I

PROPIEDADES ANALITICAS DE LAS MEDIDAS DE DIVERGENCIA

1.1.- Introduccién.

1.2.- Divergencias de Csiszar.
1.3.- Divergencias de Burbea-Rao.
1.4.- Divergencias de Bregman.



1.1.- Introduccion

Consideremos un espacio medible (X ’BX) y las distancias D(P,Q)
entre medidas de probabilidad P, Q definidas en este espacio. Estamos
interesados en distancias reflexivas, es decir, las que satisfacen la
condicién

D(P,Q)=0, dandose el = si y s6lo si P=Q, (1.1.1)
pero no necesariamente simétricas
D(P.Q) = D(Q.P) (1.1.2)
ni verificando la desigualdad triangular
D(P,Q) < D(P,P) + D(P,Q). (1.1.3)
En otras palabras, las distancias que vamos a considerar no son
necesariamente meétricas en el espacio £ de todas las distribuciones

de probabilidad en (X ’ﬁX)'

Las distancias o discrepancias consideradas juegan un papel
importante en teoria de la probabilidad, teoria de la informacién y



estadistica matemdtica. Por ejemplo, las distancias de Prohorov, Levy,
Kolmogorov, y variacién total son métricas muy importantes en teoria
de la probabilidad y estadistica matemdtica (Billingsley (1968) y
Huber (1981)). La divergencia de Kullback y Leibler no es métrica pero
es muy importante en teoria de la informacion y estadistica matemadtica
(Blahut (1987), Cover y Thomas (1991), Kullback (1959), Tchentsov
(1972), Amari (1990)), y también tiene aplicaciones interesantes en
teoria de la probabilidad (Barron (1985)). Las extensiones de la
divergencia de Kullback dadas por Rényi (1961), Csiszdr (1963) y Ali y
Silvey (1966) contienen otras distancias importantes en teoria de la
informacién, estadistica matemdtica y teoria de la probabilidad
(Blahut (1987), Csiszar (1995), Cressie y Read (1988), Clarke y Barron
(1990) y Liese y Vajda (1987)).

El teorema denominado "data processing” (Csiszdr (1967) 6 Cover y
Thomas (1991)) es un resultado importante de teoria de la informacién
y estadistica matemdtica. En primer lugar fue enunciado por Kullback y
Leibler (1951). Csiszar (1963, 1967) extendié dicho resultado a una
clase mds amplia de distancias. Pero, probablemente, la versién mds
general de este teorema aparece en p.17 en Liese y Vajda (1987). Este
teorema establece que si se hace una transformacién T del espacio de
datos (X ’BX ) en un espacio medible (Y ,.£) entonces la distancia
D(P’I'l,QTl) entre las distribuciones PT y QT definidas en 3 ..7)
no puede superar el valor original de D(P,Q), y debe mantenerse el
mismo valor si T preserva la informacién estadistica de los datos, es
decir, si T es suficiente para (P,Q}.

Algunas distancias D(P,Q) satisfacen este teorema y otras no. Por
ejemplo, si consideramos un espacio finito X de puntos X <X <.<X Y
una transformacién biyectiva T:X—> X que evidentemente es suficiente
para cualquier par {P,Q}, entonces la distancia de Kolmogorov

DK(P,Q) = max ]i: (pi-qi)| (1.1.4)

lstM i=1



conp, = P({xi]) yq, = Q({xi}) no satisface el teorema. En efecto, es
claro que DK((1/3,2/3,0),(2/3,0,1/3)) = 1/3 mientras que si se
considera como transformacién T la permutacién (xl,xz,x3) —
(xz,xa,xl) se tiene que DK((2/3,O,1/3),(0,1/3,2/3)) = 2/3.

Sin embargo, si se considera la transformacién anterior en las

discrepancias
M
D (P,Q) =i)::l Ip-q|® a>0, (1.1.5)
éstas no varian.
Consideremos el espacio finito X = [xl,xz,...,xM}, las

distribuciones P=(pl,p2,...,pM), Q= (ql,qa,...,qM), y las distancias

M
D(P,Q) =} &(p.q), (1.1.6)
i=1

donde 8:[0,1]2——> (-o0,00] es finita en (0,1]2, continua en
[0,11%-{¢0,0)}, y 8(0,0)=0. De esta forma las distancias (1.1.5) estdn
dentro de esta clase mientras que la distancia de Kolmogorov (1.1.4)
no. El considerar distribuciones discretas no representari ninguna
restriccién a lo largo de la presente memoria ya que la teoria que se
ha desarrollado en los capitulos siguientes se sustentari en el
correspondiente modelo discretizado de un modelo estadistico dado.

Obsérvese que para muchas distancias consideradas en la
literatura, la definicién de 8(pi,qi) para pi=0 6 qi=0 da problemas.
Los valores 8(pi,qi) son normalmente finitos y continuos en p.q, para
(pi,qi)e 0,172, por lo que es natural extender &(p,q) de forma
continua a [0,1]2. La tnica excepcién es el punto (0,0)e [0,1]2 donde
se puede suponer que 8(0,0)=0, ya que los puntos con pi=qi=0 no
deberian contribuir a la distancia entre las distribuciones de



probabilidad. De esta forma el {(0,0)} se excluye del dominio de la
extensién continua y se trata por separado. Ademds, debido a que los
valores de &(p,q) no necesitan estar acotados en (0,1]2, la extensidon
continua debe ser considerada en la topologia de la recta real
extendida R=[-o0,00], y los valores &(0,) y &(p,0) del borde
{(0,9):0<g<1} v ((p,0):0<psl}) de [0,11%-((0,0)) pueden ser infinitos.
Finalmente, para evitar en (1.1.6) expresiones del Lpo oo-e0, se
excluyen los valores &(p,g)=-~ en [0,11%. Esto explica las
suposiciones hechas en (1.1.6) acerca de &(p,q).

Muchos autores han considerado distancias entre distribuciones
discretas del tipo (1.1.6). Entre ellos se encuentran Neyman (1949),
Kullback y Leibler (1951), Rao (1961), Rényi (1961), Csiszir (1963),
Ali y Silvey (1966), Bregman (1967), Robertson (1972), Burbea y Rao
(1982), Cressie y Read (1984) y Cohen y otros (1993).

La condicién "data processing” para las distancias (1.1.6) se
formula de la siguiente forma:

"Consideremos una aplicacién T del espacio X = (xl,...,xM) en
Y=(y,.-.y,} donde 1<s<M y los conjuntos A, = T'l{yj }, 1<j<s, son
distintos del vacio. La clase [Al,...,As} es una particién de X y las
distribuciones inducidas vienen dadas por

P=(,.p)="PT y Q=(,q) = QT"

siendo
P, =iZA , Y g =;ZAq" ELes. (1.1.7)
j j

Por el Teorema de Factorizacién, la aplicacion T es suficiente para
{P,Q} si existen h120,...,hM20 tales que



p, = f)jhi y q, = f:ijhi Vi tal que x € Aj y 1€j<s. (1.1.8)
Entonces, la distancia (1.1.6) satisface la condicién "data
processing” si, para todas las distribuciones P=(pl ’ ..,pM),

Q=(ql,...,qM) y aplicaciones T consideradas,
D(P,Q) < D(P,.Q) (1.1.9)
y se da la igualdad cuando T es suficiente para {P,Q}."

En el apartado siguiente se encuentran las condiciones que deben
verificar las funciones &(u,v) para que las correspondientes
distancias (1.1.6) verifiquen la condicion "data processing” y como
consecuencia se obtiene una caracterizacién de las divergencias de
Csiszar. De acuerdo a esta caracterizacién, dnicamente la variacién
total DI(P,Q) de entre las distancias consideradas en (1.1.5)
satisface la condicién "data processing”. En los apartados 13 y 14
se introducen a partir de la expresion (1.1.6) las distancias de
Burbea-Rao (Burbea y Rao (1982)) y las distancias de Bregman (Bregman
(1967)) utilizadas recientemente en el contexto estadistico por
Csiszdar (1991,1994) y se establecen condiciones a través del teorema
de caracterizacién dado en 1.2 para que estas medidas de divergencia

verifiquen la condicién "data processing".

1.2.- Diver i iszar

En este apartado se caracteriza las divergencias de Csiszdr y se
demuestra una condicién necesaria y suficiente para que se cumpla la
condicién "data processing”.

Decimos que la distancia (1.1.6) es f-divergencia si existe una

funcién convexa f:(0,00)—R tal que



8(p.q) = qf[_g-] V 0<p,g<l. 2.1y

Entonces, por continuidad,

80,9) = q limf(t) = q £(0) Y 0<g<l,
t\,’ 0
y
8p.0) = p lim & = p f(ea)seo V 0O<p<l.
100

Esta eleccién de & hace que la distancia (1.1.6) coincida con la
f-divergencia de Csiszar {1963)

M pi
D(P.Q) =izlqif [q—J (1.2.2)
con
q f[%] = q f(0) V 0<q<l,
0 f[%] = p f{oo)/e0 V 0<p<l,
y
0 f[—g—] =0,

donde f(0) y f(ee)/> se definen como antes.

Algunas de las propiedades bdsicas de las f-divergencias probadas
en Liese y Vajda (1987) o Vajda (1989) son:

(i) Se verifica que f(1) < f(0) + f(ec)/> donde la igualdad se da

solo si f es afin en (0,00).



(ii)) Se verifica que (1) < Df(P,Q) < f(0) + f(ec)feo, donde
f(1)=Df(P,Q) siP=Qy Df(P,Q) = f(0) + f(eo)/o si P es singular con
Q, PLQ.

(iii) Si f no es afin en (0,0} entonces f(1) = Df(P,Q) solo si
P=Qy Df(P,Q) = f(0) + f(oo)/ee <oo solo si PLQ.
(iv) Dos f-divergencias Df(P,Q) y Df(P,Q) coinciden para
1 2
cualquiera de las distribuciones P y Q consideradas si y sélo si

existe ceR tal que fl(t)-fz(t) = ¢(t-1) para todo te (0,e<).

(v) Toda f-divergencia satisface la condicién "data processing”.

Ejemplo 1.2.1

Las funciones convexas no negativas con fa(1)=0,

t*-at+a-1

fa(t) = w para a?‘-’O,a?‘-'l,

definen una conocida clase de f-divergencias donde sus extensiones

continuas vienen dadas por
f () = -Int+t-1 y f (1) = tint-t+1

(Cressie y Read (1984); Battacharyya (1946) y Rényi (1961)
consideraron funciones de estas f-divergencias para a=1/2 y a>0
respectivamente, y Kullback y Leibler (1951) consideraron el caso a=0
y a=1). Unicamente para a=1/2 la distancia correspondiente es una

métrica, ademds su raiz cuadrada es la distancia de Hellinger.

Otras f-divergencias que también son métricas se pueden obtener

con



2
o = A1)

considerada por Vajda y Klols (1995), con
f(t) = |11 "%, O<a<1
considerada por Matusita (1964) o con
f(t) = @+ . 20, a>1

”

introducida por Osterreicher (1996).

Teorema 1.2.1

La distancia (1.1.6) es f-divergencia si y sélo si satisface la
condicién “"data processing”". La funcién convexa f para la que

tnicamente esto es cierto viene dada por

() = { o(1,1) para 0O<t<l (12.3)
t8(1,1/1) para t>1

excepto por la equivalencia descrita en la propiedad (iv).

Demostracion

Por una parte, si la distancia (1.1.6) es f-divergencia entonces
se verifica la condicién "data processing" por (v) y la relacién
(1.2.3) entre 6 y f. Ademds, la f-divergencia no puede ser una
f*-divergencia para £ 2f excepto en el caso descrito en (iv).

Por otra parte, supongamos que la distancia (1.1.6) satisface la

ey X}
2 M
en Y={y.y,..y,,,} tal que T(x)) = T(x)) =y, . Esta aplicacién es

condicién "data processing”. Sea T una aplicacién de X=( X X



suficiente para las P,Q consideradas si y sélo si 6 q1+q2=0 6 ql>0,
q>0y

P, P,

— = — = t20.
9, 9,

De (1.1.9) para cada pi,qi>0 con p1+p2Sl, ql+q2s1
8(p +p,q,+9,) < &(p.q) + 8(p,q,) (1.2.4)
y para cada >0 y ql,q2>0 con q +q, < min{1,1/t}

8(1(q,+q,).9,+q,) = 8(tq,.q)) + 8(tq,.q.). (1.2.5)

Demostraremos que (1.2.5) implica la existencia de una funcién
f:(0,2)—R satisfaciendo (1.2.1) y que (1.2.4) implica su convexidad.

Sea t>0 arbitrario fijo y consideramos la funcién continua
y(q) = 08(tq,q) de variable O<q<min{l1,1/t}. Si 0<2e<min{1/2,1/2t}
entonces (1.2.5) implica para todo eSql,q2Smin{1/2,1/2t}

w(q,+q,) = W(q)) + W(q,).

Por Teorema 1 en p.46 de Aczél (1966), esto implica la existencia
de f(t) €R tal que

8(tq,q) = f(1) q (1.2.6)
para todo €£q<min{(1/2,1/2t}. De (1.2.5) tenemos para todo O<q<e

o(t(e+q),e+q) = 8(te,€) + 6(iq,q)

y, aplicando (1.2.6),

f()(e+q) = (e + B(19,9).
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Por tanto (1.2.6) es vélido para todo O<q<min{1/2,1/2t}. Andlogamente
se puede extender la validez de (1.2.6) a todo O<q<min{1,1/t}, lo que
implica (1.2.1) y la relacién (1.2.3) entre & y f.

De este modo dnicamente queda probar que f es convexa. Es fdcil
probar que para cada O<n<l y t.t>0 existe p,q pertenecientes al
dominio considerado en (1.2.4) tal que

=7 y —_— =t para i=1,2.

Reescribiendo (1.2.4) por medio de (1.2.6) en la forma

(g <arfs) + o[

1

se comprueba después de algunas operaciones algebraicas que (1.2.4)
implica la desigualdad de Jensen para f,

f(nt1+(1—1t)t2) < nf(t1)+(1-n:)f(t2).

El Teorema 1.2.1 presenta un método directo para verificar si una
distancia (1.1.6) es f-divergencia, que consiste en comprobar si la
funcion (1.2.3) es convexa en (0,.¢). En algunos casos esta
comprobacién no serd ficil. El Teorema 1.2.2, basado en los dos lemas
siguientes, proporciona un método alternativo.

Lema 1.2.1
Una aplicacién 8:(0,1)°—R satisface la condicién de homogeneidad
S(tu,tv) =t 8(u,v) V 0 y O<u,v<min( 1,14} (1.2.7)

si y s6lo si existe una funcién f:(0,e0)—R verificando (1.2.1).

i1



Demostracion

Es inmediato que (1.2.1) implica (1.2.7) por tanto demostraremos
que (1.2.7) implica (1.2.1). Para ello definimos f por (1.2.3). De
(1.2.7) se sigue que si O<u<vs<l entonces para O<t=v/v<l

O(u,v) = 8(tv,v) = v 8(t,1) = v f(t) = v f(uv),

y st O<v<u<l entonces para t=ufv>1

S(u,v) = d(u,u/t) = u 8(1,1/t) = v t 8(1,1/t) = v f(t) = v f(u/v)

Lema 1.2.2

La aplicacién 6 en Lema 1.2.1 es continua o convexa si y s6lo si

la funcién f considerada en éste es continua o convexa.
Demostracion

La continuidad es evidente de la relacién entre & y f en la
demostracién del Lema 1.2.1. Por tanto probemos la convexidad.

Si &8(u,v) es convexa entonces fv(t) = &(vt,v) son convexas en los
dominios O<t<l/v para todo O<v<l. Por (1.2.1), f(t) coincide con
fv(t)/v en el dominio (0,1/v] por tanto f(t) es convexa en (0,%). Si,
al contrario, f(t) es convexa entonces para cada O<n<l y
(ui,vi)e (0,1]2, i=1,2, una mixtura convexa adecuada con el pardmetro

v

© = v w1y, s O

lleva a la desigualdad de Jensen para f,

12



f[’t—g—i + (1-1)%] <1 f[_‘%]+ (1-1)f[%].

Pero esto es equivalente a
J'cu1+(1-1'c)u2 u u
(nv1+(1-n)v2)f[m] < nvlf[T]+ (1-n)v2f[_v_]

1 2

lo cual es por (1.2.1) la desigualdad de Jensen
8(1ru1+(1—rc)u TV H1-T)v 2) < mS(ul,vl) + (1-n)8(u2,v2)

para 8(u,v).

Teorema 1.2.2

La distancia (1.1.6) es f-divergencia si y sélo si § es convexa
en (0,1]2 y homogénea en el sentido de (1.2.7).

Demostracion

Evidente por los Lemas 1.2.1 y 1.2.2.

»
Ejemplo 1.2.2
Para las distancias (1.1.5) la funcién Sa(u,v) = |u-v|® es

convexa en el dominio u,v20 solo si a=1. De esta forma las distancias
DB(P,Q) para (O<a<l no satisfacen la condicién "data processing". De
las funciones Sa(u,v), 21, solo aquellas con a=1 satisfacen la
condicién de homogeneidad

Sa(tu,tv) = tﬁa(u,v) para todo t,u,v>0.

13



De esta forma Dl(P,Q) es la unica distancia de la clase (1.1.5) que
M

satisface la condicion "data processing”. Ademds Dl(P,Q) = ): |pi-qi|
i=1

es la métrica de la variacién total, la f-divergencia para f(t)=|t-1].

1.3.- Divergencias de Burbea-Rao

A lo largo de esta memoria consideramos una funcién céncava
continua ¢:(0,.0)—R, donde

0(0) = lim §(t)& (-o0,e0].

14‘0

La funcién 8¢:[0,1]2—>(-oo,°o] definida por

¢[ uty ] _ ¢(u);¢(v) si (u,v)#(0,0)

8¢(u,v) = (1.3.1)

0 si (u,v)=(0,0)

satisface todas las suposiciones hechas sobre &(u,v) en (1.1.6). La

distancia correspondiente

M
Ry(P,Q) =i);18¢(pi,qi) (1.32)

es la divergencia de Burbea y Rao (1982), denominada R q)-divergencia.
Por ser ¢ continua, la condicién
8¢(u,v)20 ¥V 0<u,v<l

es equivalente a la desigualdad de Jensen

14



mHH(1-Md(v) £ d(ru+(1-m)v) V 0<n<1 y O<u,v<l.  (1.3.3)

Sabemos que (Apéndice A en Liese y Vajda (1987)), (1.3.3) es
equivalente a la existencia de una aplicacién ¢*:(0,1)—5R tal que

o) < o(t) + 6" )tt) V 0st<1,0<t <1, (1.3.4)

La funcién (1.3.1) es idénticamente cero si y s6lo si ¢ es afin
en (0,1). En efecto, ¢ es eslirictamente céncava en LE 0,1) si la
desigualdad en (1.3.4) es estricta para todo te (to,l] o todo te [O,to).
Como se prueba en el Apéndice A de Liese y Vajda (1987), esto se da si
y s6lo si la desigualdad en (1.3.3) es esiricta para todo O<m<l y todo
0<u,v<1 satisfaciendo la condicién

m + (l-mv = t,:
De este modo la identidad 8¢(u,v) = 0 implica que ¢ no es
estrictamente cdncava en L€ (0,1), es decir, para cada te (0,1)

existen puntos ue [O,to) Yy V€ (to,l) tales que los valores ¢(u0),
¢(t0) y ¢(v0) pertenecen a la recta

8D = 6(1,) + 0ttt
Esto junto con (1.3.3) implica que ¢ es afin en [uo,vo]. Si se
considera un conjunto adecuado de valores to’ esta afinidad se
extiende a (0,1).
Esto nos permitird caracterizar las distancias de Burbea-Rao.

Lema 1.3.1

La distancia (1.3.2) es simétrica para las funciones ¢

consideradas en el sentido de (1.1.2), no negativa e igual cero para

15



P=Q. Si ¢ es estrictamente céncava para cada punto del intervalo (0,1)
entonces esta distancia es reflexiva en el sentido de (1.1.1).

Demostracion

Es evidente, por la concavidad de ¢ que la distancia (1.3.2) es
no negativa, Ademads 8¢(u,v) es siempre simétrica en las variables u y

V.

Por otra parte, de lo visto anteriormente, se tiene que si ¢ es

estrictamente céncava para todo 0<t0<1 entonces

8¢(u,v)>0 V 0gu,v<1, uzv.

El resultado siguiente es una modificacién del Teorema 1 de
Burbea y Rao (1982).

Teorema 1.3.1

Sea ¢ estrictamente céncava y dos veces diferenciable en cada
punto del intervalo (0,1). Entonces &8, es convexa en [0,1]2
(estrictamente convexa para todo (u,v)e (0,1)2 con u#v) si y sélo si
1/0”(t) es convexa (estrictamente convexa) en (0,1).

Demaostracion

La matriz Hessiana de Sq)(u,v) en (0,1)2 viene dada por

[z eree - ¢ [5]
Hq)(u,V) T 1 [ utv 1 [ utv] .. ’
- ¢ [—2—] - ¢ [—2—] ¢

donde la concavidad estricta de ¢ implica que todas las derivadas

16



segundas son negativas. La matriz Hessiana es semidefinida positiva si
y s6lo si

267w > ¢ [-7]

¥ 2 - ¢ [5] @@ o).

La segunda condicién es equivalente a

et )
(b”[ U+V] ¢ (ll) q) (V)

La matriz Hessiana es semidefinida positiva si y sélo si se tiene la
ultima desigualdad y es definida positiva si y sélo si esta
desigualdad es estricta.

La demostracion del teorema se completa teniendo en cuenta que
(B.3.d en Chap. 16 de Marshal y Olkin (1979)) una funcién 8(u,v) es
convexa en el dominio O<u,v<1 si y sélo si su matriz Hessiana es
semidefinida positiva en este dominio, y estrictamente convexa en el
dominio O<u<v y O<v<u si y s6lo si la matriz Hessiana es definida
positiva en este recinto. La convexidad en todo [0,1]2 se sigue de la
continuidad de 8¢(u,v) en [0,11%{(0,0)} y del hecho de que 8¢(0,0)=0.

Obsérvese que desde un punto de vista intuitivo es interesante
que 8¢(u,v) sea convexa en (u,v) ya que eso significa que la
divergencia media entre (u,v) y (z,w) no es menor que entre su
combinacién lineal A(u,v) + U(z,w), donde A,u20 y A+p=1.

El siguiente resultado establece condiciones necesarias ¥y

17



suficientes para que las divergencias de Burbea-Rao verifiquen la

condicién “data processing".

Teorema 1.3.2

Supongamos que ¢ satisface las condiciones del Teorema 1.3.1.
Entonces la distancia de Burbea-Rao (1.3.2) satisface la condicién
"data processing” si y sélo si 1/¢”(t) es convexa en (0,1) y se
verifica que

o[t 5] - GO - gfe] . HO0W (15

para todo t>0 y O<u,v<min{1,1/t}. Si estas condiciones se mantienen
R ¢(P,Q) coincide con la f-divergencia de P y Q dada por (1.2.2) para

la funcién convexa

0 = o) - 2050

Demostracion

Evidente por el Teorema 1.2.2 y el Teorema 1.3.1.

Ejemplo 1.3.1

Las funciones ¢1(t) = -tlnt y ¢0(t) = Int cumplen las condiciones
del Teorema 1.3.1 con ¢;'(t) =ty ¢;’(t) = -t72, Al ser 1167
convexa y lltb(')'(t) cbncava, por el Teorema 1.3.2,

M p.+q,
R,PQ=YIn 11 _
¢o izl 2(piqi)"r2

no satisface la condicién "data processing”. Para q)l(t) se verifica

18



que

utv , foutvy uln(tu)+vin{tv) _ u+v N aad ulnu+viny
2 2 2 -2 2 2

por lo que se tiene (1.3.5). Por tanto, por el Teorema 1.3.2,

1 ¥ 2pi 2qi
R¢£P’Q) ) Ti>=:1 P; n P;*q T4 n P, *q

satisface la condicién "data processing” y coincide con la

f-divergencia de P y Q para f(t) = 1/2 [tlnt-(t+1)h1[(t+1)/2]] que
viene dada por

_ 1 M P zqi
D (P,Q) = Ti);. p, In 5 (p,+q)In e |

La igualdad

P,Q

n'MZ

¢

2q,
In
) +(p,+q,) p+q

se puede obtener también directamente, sin utilizar el Teorema 1.3.2.

La primera componente de la expresién anterior es la divergencia
de Kullback

q.

M pi
IP.Q) =) pin -
i=1 i

pero no estd claro a primera vista si la segunda componente

2qi

M
D(PQ) =} (p,+a)In
i=1
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es también f-divergencia. Observemos que esto se puede verificar
utilizando el Teorema 1.2.2. De hecho, la funcién

S(u,v) = (u+v)ln[ ﬁiv I

es convexa en el dominio O<u,v<1 y homogénea en el sentido de (1.2.7).

Por tanto la respuesta es afirmativa y, por (1.2.3), la funcién
convexa correspondiente es f(t)= (t+1)In(2/(t+1)).

1.4.- Divergencias de Bregman

A lo largo de este apartado se considera una funcién convexa
diferenciable ¢:(0,o0)—R, con

0(0) = lim d(t)e (-o0,00].

14,0

La funcién 8¢:[0,1]2—>(-°o,oo] definida por la extensién continua
de

8¢(u,v) = ¢()-¢p(v)-0"(v)(u-v) Y O<u,v<l (14.1)

en [0,1]2-{(0,0)] y por 8¢(0,0) = (, satisface las condiciones de
(1.1.6). La expresién

M
B ¢(P,Q) = | Z 1 5 q)(pi,qi) (1.4.2)

define la divergencia de Bregman (Bregman (1967) y Csiszdr (1991,
1994)). Esta distancia puede no ser simétrica.
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Lema 1.4.1
La distancia (1.4.2) es no negativa e igual a cero para P=Q. Si ¢
es estrictamente convexa para todo punto del intervalo (0,1) entonces

esta distancia es reflexiva en el sentido de (1.1.1).

Demostracioén

Es evidente, por la convexidad de ¢ que la distancia (1.4.2) es

no negativa, es decir, toma valores en [0,ee].
Si ¢ es estrictamente convexa para O<t0<1 entonces

8¢(u,v) >0 V O<u,v<1, uzv.

Teorema 1.4.1

Sea ¢ estrictamente convexa y tres veces diferenciable en todo
punto del intervalo (0,1). Entonces 3, es convexa en [0,1]2
(estrictamente convexa en (u,v)€(0,1)> con u#v) si y sélo si 1/0”(t)

es concava (estrictamente céncava) en (0,1).

Demostracion

La matriz Hessiana de 8¢(u,v) viene dada por

[ y(u)  -y(v) ]
H, (u,v)= ’ ’
¢ -w(v)  y(v)+y'(v)(v-u)

donde y representa a ¢'’. Es semidefinida positiva si y s6lo si

() [w(v)+w'(v)(v-u)] > y(v)
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0, equivalentemente,

1 v (v) 1
— + =2 (v-u) 2 ——.
w(v)  y(v) V(u)

es decir

1 1
viv) yw ., (1Y
va o [P
que es equivalente a la concavidad de 1/y(t) en (0,1). Andlogamente si
la matriz Hessiana es definida positiva se tiene que 1/y(t) es

estrictamente céncava en (0,1).
' |

Teorema 1.4.2

Supongamos que ¢ satisface las condiciones del Teorema 1.4.1.
Entonces la divergencia de Bregman (1.4.2) satisface la condicién
"data processing” si y s6lo si 1/¢”(t) es céncava en (0,1) y

Q!tU!-Q!tV! _ (b’(tV)(U-V) = q)(u)_q)(v)-q)'(v)(u-v) (1.4.4)

para todo t>0 y O<u,vSmin{1,1/t}. Si se verifican estas condiciones
entonces Bq)(P,Q) coincide con la f-divergencia de P y Q dada por
(1.2.2) para la funcidn convexa

f(t) = (1)-0’(1)(t-1)-6(1).
Demostracién

Evidente por el Teorema 1.2.2 y el Teorema 1.4.1.
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Ejemglo 1.4.1

Las funciones ¢0(t) = -Int y 6.0
condiciones del Teorema 1.4.1. Observemos que

tlnt satisfacen las

17 =t y 167 = t

son convexas. El lado izquierdo de (1.4.4) es para ¢0(t) igual a

1 v u 1 '
(i 1] = 4 (0,040,040
por tanto (1.4.4) no se verifica. De esta forma por el Teorema 1.4.2

se tiene que que la divergencia de Bregman B ¢(P,Q) no satisface la
0
condicién "data processing”. Para ¢[(t) el lado izquierdo de (1.4.4)

es igual a
uln—— - (U-v) = ¢ (-0 (V)-9!(V)(u-v)

por tanto se tiene (1.4.4). De este modo el Teorema 1.4.2 implica que

la correspondiente divergencia de Bregman

M
PP =L P g

1

satisface la condicién "data processing". Este resultado fue obtenido
por Kullback y Leibler (1951).
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CAPITULO II

EL ESTIMADOR DE MINIMA R ¢-DIVERGENCIA:
COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

2.1.- Introduccion.
2.2.- El estimador de minima R ,-divergencia.
2.3.- Propiedades y comportamiento asintético del
estimador de minima R(D-divergencia.
2.4.- Robustez de la funcion de minima
R g-divergencia.
2.5.- Resultados computacionales.



2.1.- Introduccién

En este capitulo se considera una amplia clase de estimadores que
se pueden usar cuando los datos son discretos, bien porque la
distribucién subyacente lo sea bien porque sea continua pero las
observaciones se clasifiquen en grupos. Esta clasificacion se puede
llevar a cabo por razones experimentales o porque el problema de
estimacién que se desea resolver con los datos no agrupados tiene
caracteristicas no deseables.

Algunos ejemplos sencillos y otros no tan sencillos en los que
falla el conocido método de mdxima verosimilitud son expuestos por Le
Cam (1990). Por ejemplo, supongamos que Y1’Y 2,...,Yn son variables
aleatorias independientes y distribuidas como una mixtura de dos
poblaciones normales con funcién de densidad

foly) = wmexp [ —:1; [y;:'] 2] +(1-w)mexp [ —% [}’;1:2] 1

donde Bz(“r K, O, C, w), B, e R, G, 02>0 y we (0,1).

La funcién de verosimilitud para estimar los cinco pardémetros de

esta distribucién viene dada por
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n
L(O;yl,...,yn) =jl;llf9(yj).

Si hacemos W =y, para algin i (i=1,....n), entonces

fo(y) > w(VZW o))"

Y.~ ¥42
foly) > (-2 o) expl- A | para jei
2

De esta forma

. -n/2 n-1_-1_ -(n-1) 1 yj'yi
L®:y,y) > Cm) ™ w(l-w) 0 o, exp[— _Zj;i[ 5
donde eligiendo o, suficientemente pequefio, podemos hacer L tan grande
como queramos. Por tanto no existen valores w, g, 0, W ¥ H, que
maximizen L, Es decir, no siempre existe el estimador de mdxima

verosimilitud basado en los datos no agrupados,

El primero en dar solucién a este problema fue Pearson (1894)
mediante el método de los momentos. No obstante, a pesar de ser muchos
los fenémenos aleatorios que siguen esta distribucién pasé mucho
tiempo hasta que Hassenblad (1966) reabri6 el tema. Desde entonces son
muchos los autores que han abordado este problema, Cohen (1967)
desarrolla un procedimiento iterativo que reduce el esfuerzo
computacional requerido para resolver la ecuacién de grado nueve que
propuso Pearson. Day (1969) y Behboodian (1970) obtienen mediante
métodos iterativos los maximos locales de la funcion de verosimilitud,
ya que como se ha visto, es no acotada. Posteriormente, Fryer y
Robertson (1972) compararon las estimaciones de los momentos y los de

mdxima verosimilitud y minima x2 para datos agrupados de los
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pardmetros de varias mixturas de normales. Estos autores concluyen que
las estimaciones para datos agrupados son mds precisas que las de los
momentos para la mayoria de las distribuciones consideradas. En los
dltimos afios Woodward y otros (1984) y Woodward y otros (1995) han
realizado interesantes comparaciones entre el estimador de mdxima
verosimilitud y los estimadores de minima distancia basados en la

distancia de Cramér-von Mises y en la de Hellinger, respectivamente.

En este capitulo se presenta un procedimiento que entre otros
resuelve el problema planteado a través del modelo discretizado. Para
discretizar el modelo se divide el recorrido de la variable aleatoria
en estudio Y con valores en el espacio estadistico (X,BX,PB)BE OcR™, P
M subconjuntos disjuntos Al""’Am' Entonces, si se extrae una muestra
aleatoria simple de Y de tamafio n se tiene una variable aleatoria
(Xl,...,XM) multinomial, donde Xi representa el mimero de veces que
YeAi, i=1,...,M, con paridmetros (n;ql(e),...,qM(B)) y siendo qi(B) =
PG(Ai)’ i=1,....M, la probabilidad de la clase A'{ Evidentemente, el
problema de estimar 8, por médxima verosimilitud una vez agrupados los

datos consiste en maximizar para (xl,...,xM) fijo

n! X X
Po(X =X s X, =X ) = 1 9,0) '.q,0) ™

tee

1 M

0 equivalentemente

In Pg(X =X ,.., X =x ) = -n DXULLBACK(D  ()(8)) + cte

siendo P=(p ...p,)" con p=x /n, i=l,..M, Q(O)=(q,(®).--q,(0))'
y DXVMBACK 1 divergencia de Kullback, Kullback (1959). Por tanto
estimar O a través del modelo discretizado mediante mdxima
verosimilitud es equivalente a minimizar en 8e© R 1a divergencia
de Kullback.

Ahora bien la divergencia de Kullback, segin se vio en el
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capitulo I, no es la dnica medida de divergencia. De esta forma surge
el método de estimacién basado en la minima distancia, que consiste en
elegir como estimador de 9 el valor § tal que

DP, Q@) = inf DP, Q©)
0

0 ©cR

siendo D cualquier medida de divergencia.

A lo largo de esta memoria se abordarin los problemas de
estimacién y contraste basados en las medidas de divergencia de
Burbea-Rao; las R, -divergencias. En este capitulo se estudia el
problema de estimacién puntual.

2.2.- Kl estimador de minima R¢- divergencia.

Sea Yl""’Yn una muestra aleatoria simple procedente de una
poblacién dependiente de un pardmetro desconocido 8e® ¢ RYo y
supongamos que existe la funcién Q(B8) = (ql(ﬂ),...,qM(f)))l que aplica

M
— t — — { —
cada valor de 6 = (6.9, )" en 4, = {P = Qe By / izl p=1,

pi20, i-—-l,...,M}. Cuando © varia sobre ©, Q(0) varia sobre un

subconjunto T de A . Si el modelo elegido es correcto existird un
valor 8% © de tal forma que Q(90)=Tc donde © es el verdadero valor de
la probabilidad de la multinomial, es decir, @ € T. En caso de que el
modelo no sea correcto, en general ® ¢ T, es decir, no existe el valor
8° en © tal que T = Q(GO).

Definiciéon 2.2.1

Dada una m.a.s. de tamafio n procedente de una poblacién con

espacio estadistico (X,BX,PB)B c OcRMy ¢l estimador de minima

Rq)-divergencia de B es cualquier 6 q)e © verificando
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A A . A
Ry(P, Q(0y)) = i (g Ry (P, Q(6)).

En lo sucesivo el estimador de minima Rq)-divergencia se expresa

A A

mediante 9¢ =arg inf R¢(P, Q(0)). Este método elige el punto de T que
be® * ,

estd mds préximo al valor P en el sentido de la distancia elegida.

En el Ejemplo 2.2.1 se utiliza este estimador para dar un
pronGstico acerca del pardmetro de una poblacién que se supone de
Poisson.

Ejemplo 2.2.1

Sea Y1’“"Yn una muestra aleatoria simple de una poblacién que
se sospecha es de Poisson de pardmetro 6 desconocido. A la vista de
las observaciones se consideran 3 clases: la clase del (, la clase del
1 y la clase de los que son mayores o iguales que 2. La variable
aleatoria (Xl, Xz, Xs) sigue una distribucién trinomial de pardmetros
(n; q,(6), q,(0).q,(6)), donde

q,(8) = Py(X=0) = ¢®,

0
qﬁ(B) = PB(X=1) = Qe

0 =PyX22) =1- (1+0)e®.

Si se considera la R-divergencia (¢(x) = -xIlnx), encontrar 61
basado en la R-divergencia se reduce a encontrar el valor de 0 que
minimiza la funcién
A BlnS + E'elne'e 321n$2 + Ge'elnee'e
RPQEO) = ——5——— + . +

plnp_+ (1-(1+0)e O n(1-(140)e 9
+
2
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p, + (1-(1+0)e™®) b+ (1-(1+8)e’9)

+ /) In /)

Si suponemos que P = (0.2, 0.3, 0.5)", se obtiene §, = 1.661 y
por tanto,

A A A
q,6) = 0.19, ¢ (8) = 031, q,(6) = 05

A A
RP, Q@) = 0.1734.

Es interesante hacer un andlisis geométrico de este ejemplo.
Inicialmente A3 es la cara ABC del triedro

C = (0,0,1)

B = (0,1,0)

PZ

A= (1 ,0,0)

que representaremos en el plano mediante el tridngulo
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C =(0,0,1)

A = (1,0,0) B = (0,1,0)

Al variar 8 en R" = [0,00), Q(8) = ( ee, Be'e 1- (1+9)e'e)l es
una curva sobre A que se representa medlante el subconjunto T. Por
otro lado el vector de frecuencias observadas, P se¢ podrd representar
en A3 mediante un punto. Pues bien, si el modelo que se ha elegido
para justificar los datos (en nuestro caso el modelo de Poisson) es
correcto, existird un valor "verdadero" del pardmetro, 90, tal que ©t =
Q(8°%), donde w es el verdadero valor de P, es decir n € T.

Como se ha puesto de manifiesto en el apartado anterior el
problema de estimar los pardmetros de una mixtura de normales ha
preocupado a muchos autores a lo largo de la historia. En el Ejemplo
2.2.2 no solo se estiman estos pardmetros utilizando el estimador de
minima R, -divergencia para diferentes mixturas sino que se calcula el
error cometido por dichas estimaciones.

Ejemplo 2.2.2

En la Tabla 2.2.1 aparecen las estimaciones de minima
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Rq)-divergencia con §(x) = x - x2 para diversas mixturas de normales
estudiadas por Woodward y otros (1984), asi como los errores
cuadrdticos medios cometidos. Las estimaciones se han obtenido
generando 500 muestras de tamafio n=100 de las mixturas consideradas
que se han clasificado en 6 intervalos equiprobables. El procedimiento
seguido para el cdlculo de los valores que aparecen en la tabla es
igual al explicado en el dGltimo apartado de este capitulo para
poblaciones Normales y Weibull.

Tabla 2.2.1
ﬁl 31 ﬁz 32 > ecm
0 1 2.32 1 .25
005116 .922335(2.474715| .901301| .319910| -107400
0 1 3.6 1 25
177123[1.084772|3.689710{ .938717| .292838| 806623
0 1 | 2.56 1 .5
_071198| .916150|2.616902| .906696| .491556] 072036
0 1 3.76 1 5
-.042858| .955667|3.791897| .934395| .491940| V39310
0 vz | 232 | v | .25
136445]1.123112(2.831053|1.080655| .408027| -271677
0 | vZ | 3.6 v | .25
137165|1.358219(3.761637|1.293059| .300400| 178416
0 VI 2.56 v 5
.199996
-.220047|1.168330{2.769676|1.147163| .495224
0 v 2 3.76 v I 5
-.089573|1.312635|3.835456|1.289461| .492481| 143369
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Evidentemente, el algoritmo utilizado para minimizar la
R, -divergencia debe partir de unos estimadores iniciales. Los
utilizados en este ejemplo son los propuestos por los autores citados
anteriormente. Es decir, se toman como valores posibles de w
dnicamente 0.1, 0.2,..., 0.9. Para cada uno de estos valores se divide

la muestra en dos submuestras, Y:""’Yn e Yn +1""’Yn’ donde Yi es
1 1
el estadistico de orden y n - se obtiene redondeando al entero mds
préximo nw. Entonces, w es aquel valor para el cual w(l- w)(m -m ) es
A A

maximo, g = m, p = m, 8’? = ((ml-rfzs))/.6745) y

%:((r;‘75)-m2)/.6745)2, donde m, es la mediana muestral de la

subpoblacién j-ésima y r;qJ

es el cuantil g-ésimo de la subpoblacién
j-ésima.

2.3- Propiedades y comportamiento_asintitico del estimador de
minima R¢- divergencia.

A lo largo de este apartado se supondrd que el modelo es
correcto, © = QB%, v que M < M-1. Ademds se admitirdn las
siguientes condiciones de regularidad dadas por Birch (1964):

1- El punto 6° es un punto interior de ©.

2- mo= qi(e") > 0 para i=1,...M y por tanto © = (1'51,...,TEM)t es un
punto interior de T.

3- La aplicacién Q:©@ —— A es totalmente diferenciable en 6°. Por
tanto existen las derivadas parc1a1es de q, con respecto a cada 0 en
8%y q, {(0) se puede expresar de la forma:

0 0 aq, (6°) .
q(e)“q(6)+2(ee — 4+ 000 - 8%)
—o—

ji=1 a9
i

cuando © —— 6°.
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4- La matriz

@ < P29 _ 2q,(8")
30 Jg_g° an i=1,...M

=1, M
J 0

tiene rango Mo'
5- La aplicacién inversa Q'I: T —— © es continua en Q(BO) = R.

6- La aplicacién Q: @ —— AM es continua V 0.

En los siguientes teoremas se estudiardn las propiedades
asintéticas del estimador de minima R'b-divergencia. Antes se
establecerd la siguiente definicién:

Definicion 2.3.1

Se dice que un estimador, §, de Q(Bo) = (ql(BO),...,qM(GO))' es

cn-consistente st verifica
A 0
cll S-QO)1 £ Op(l).
Dada la sucesidén de variables aleatorias [Yn}nEN la relacién
Yn < Op(l)

significa que

lim lim inf P(|Y |<c) = 1,

CH00 00 n

es decir, o bien Yn = Op(l) (la sucesién {Yn}IIEN estd acotada en
probabilidad) o bien Yn = op(l) (la sucesién [Yn]n o COnverge en

probabilidad a cero).

34



Si C 4 o la condicién de c;consistencia de un estimador es mds
. - I3 A
fuerte que la consistencia. Ademés si un estimador Sl es
2 A
cn-consmtente y un estimador S es ¢ -consistente entonces tanto SI

cOmo 52 son ¢ -consistentes para c = min {c c ]

Dado el vector PeA , a la aplicacién definida de AM en © me-
diante

9¢(P) = arg inf Rq)(P, 0)
0c©
se le denominar4 funcién de minima R, -divergencia. Obsérvese que dada
Fa
una m.a.s. y la distribuciéon de frecuencias, P, asociada a ella el

estimador de 0 de minima R¢-divergencia viene dado por el valor de la
Ja) A A
funcién de minima R¢-divergencia en P, es decir, O o = 0¢(P).

Teorema 2.3.1

Sea §: (0,0¢) — R una funcién céncava continua. Supéngase que se
verifican las condiciones de regularidad 1-6 de Birch y ademads que:

i) © es un conjunto compacto.

ii) arg inf R q)(P, 0) es Unico en un entorno cerrado de P.
6e©

Entonces, se tiene que

c.8, 90.

>

Demostracion

En primer lugar probaremos que 8¢ es una funcién continua,
8¢:AM——>9
P ——0 ¢(P)=arg inf Rq)(P,B).
e © :
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Sea {Pn) una sucesién tal que Pn —s P y supéngase que

lim 6,(P) = lim arg é,;‘(f) Ry(P,, 6) # B,(P).

Como © es un conjunto compacto existe una subsucesion
{eq)(Pm)}m = {B(D(Pn)}n

verificando

Lim 0,(P) = 6 = 6,(P).

Sabemos que la funcién R¢ es una funcién continua, entonces

Ry(P, 60) = lim Ry(P, By(P ).

Por otra parte, como

Ill_i>g R¢(Pn, e) = R¢(P, 0) V0e O,

y © es compacto, la convergencia puntual implica la convergencia

uniforme, con lo cual

rlhi_)g glel(lz) |R¢(Pn, 0) - R(D(P’ 9)| =0, 2.3.1)
y por tanto
lim |[inf R, (P, 6) - inf R, (P, 8)] = 0.
e |Be® L 0c® © |

36



EﬂtOl'lCCS, tenemos que
Lim [Ry(P,, 8,(P)) - Ry(P, 8,(P)] =0,

que es lo mismo que

rll_l)m Rq)(Pn, 9¢(Pn)) = Rq)(P, 9¢(P)).

Por otro lado, de (2.3.1) también se sigue que
lim [Ry(®,. 8,(P)) - Ry(P. 6,(P )| = 0
por lo que se puede concluir que
lim R¢(P, 9¢(Pn)) = R¢(P, 9¢(P))-
Entonces, Rq)(P, 63) = R¢(P, B¢(P)) lo cual estd en contradiccién
con la hipétesis ii) y por tanto Bq) es una funcién continua.

A Fa
Sabemos que P —E_}—i) nt = Q0% siendo P el estimador no
paramétrico. Entonces por continuidad de 64) se tiene que

8. =0,(P) %0 = ¢°
o q)()"""" (m)=190"

¢

Antes de establecer el siguiente teorema se introducird notacién
adicional. Considérese el operador lineal diferencial

d _|a_ s
L T I
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y la matriz Jacobiana de dimensién MXMO, J(B) = (er(e)) donde

Se define

, aq, (9)
q(0) = —Jg— = (le(e),...,JjM((Je))

A®) = diag|V-0"(q,(8)).../-6"(q,(8)) | J(®).

Teorema 2.3.2

Sea ¢: (0,) —> R una funcién céncava con derivada segunda
continua. Si se verifican las condiciones de regularidad 1-6 asi como
las hipétesis i) e ii) del Teorema 2.3.1, entonces:

a) v @, - 6% = v BE")(P-Qe)),

0

donde

B(8) = (A(B)'A())" A(®)'diag|V-0"(q, (8))....Y-0"(q,,(8))

b) v, - 6% = N (0, 5),

¢

donde

T = B(O)L B(6%)"

Q®")
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con

Zy(0%=di2s(Q(E)-Q(e")Q(e’)

VA 1QB-QEM SO () y VI (QB)-QOM ~N (O, 3,

donde
Z, = G2}
y
i 0
X®6) =
ag |,
r < j=1,..M
r=1,..., M0

Demostracion
a) Al ser

M [ [p+q(8)] [0(p)+0(q,(0))
R,(P.Q(6)) = [l O|——7—| - 5 ,

i=

la derivada parcial de R¢(P, Q(0)) respecto de Br viene dada por

1 99,(8) fp+q(8)) , 8q.(8)
1 ) o 7y Ty 20 ¢(qi(9))"

1 M, pi+qi(9) ’ aqi(ﬂ)
=—2—Z ¢’ [~——| - ¢(q,(8)) o (2.3.2)
=1

Si se deriva la expresién anterior respecto a P, se tiene que
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o [Re®.QON | (@) 29,(6)
ap, l 30 J 4 2

T

80

r

R, (P,Q(d N)
Por otro lado el desarrollo de Taylor de

a0
Q(GO), viene dado por

en torno a

8R (P Q(Bq,))
30

r

3 $£Q(9 )Q(9$ )

l‘

M
a
=
i=1 ¥y

3R, (P.QMB. N A
2 o) ®,-9,(6”)
L a9, Jp-p*

donde

1 Q@ - P 1< QEY - Pu.

Asf pues

a9 88

r

A A 0 A
— 3R¢(P,Q(9¢)) ] R, (Q(O ),Q(9¢))] _

r

)
 (p.-q,0").

x A
+q,(8,)) aq, (8
= lf—n—if¢”[pl ql ¢)] qle
i a



implican que

QB 5 Q% v P2 Q).

n-»e9

Por tanto

a0 e a0

r r

* A A
p.+a(8y)) aq,(8,) | q,
¢n[ . Q) ] q) LI q)"(qi(eo)) i

Consecuentemente

A A 0 A
— 6R¢(P,Q(9¢)) ) 6R¢(Q(9 )-Q(6,,)) _
39 39 r=1 M

r r =l ey

0

0

M aq. (6°)
=vy| ) 076" ——— (.-q,6%) =
i1 ! 88 v
r r=1,..., M
0
= VI 16 diag(@”(Q(e%) (P-Q(8) (233)
donde
0"(QO)) = (¢"(q,())....4"(q (B))".
A A
oR (P, Q(8,))
Al ser — 2 07 _ 0, se sigue de (2.3.2) que

a0

r

aR,(P,0(0,)) oR (Q(B"),Q(@ )
"’ n - —
a0 80

r r
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M q.(9°)+q.(6 Naq. (8,)
[Z{cp(q @) - [ 2‘ “’]} ‘ ‘1’} (2.3.4).

a0

r

q,(87)+q(B)

Desarrollando h(a ¢) = ¢'(qi(6 ¢)) - ¢ [-m-—-vz————] en serie de

Taylor en torno a 00, se obtiene

5h(®
h(Bq)) = h(8°) + ZO (—)(é‘ - 8%

donde

1 6% -0 1 <uo-0.u

ol
Por otra parte,
sh(8) | 8q.(8) , [q(87)+q(8") aq, (6")
=¢ (qi(e )) "7 ¢ )
a0 30 a0

y como 9¢ —-—‘> 6°,

ah(8")

a 9 n->ce

Como h(8%) = 0, de (2.3.4) se tiene

et [ 307@,0% |

aq, (8°)

Fal al 0 A
aRq)(P,Q(eq))) ] 8R_ (Q(87),Q(0 )1] 5
r=1 M

a6 89

r r
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m (Mo aq (8% , aq, (8°)
[ praeDopn)
i=l|s=1 668 88 r r=1,..., M

0

s=1 i=1l a a0
8 r =

o M aq, (8°) 8q, (8" ,
=V é[ T Y 67,00 — @ - e‘j)]
r=1 M

=V 21; J(6%'diag(9”(Q(0%)) J(e°)(6¢ - 09. (2.3.5)

Por tanto de (2.3.3) y (2.3.5) se tiene que

Vi@, - 6% =

o
- f‘r?[J(e°)‘diag(¢”(Q(e")))J(e")]"J(e")‘diag(¢"(Q(9°)))(ﬁ-Q(e°))=
= «T[A(e")‘ A(e")]“A(e")‘diag [¢-¢"(Q(e°)) ] P-Qe%)

como queriamos demostrar.

b) Aplicando el Teorema Central del Limite, se tiene que

A 0
v 1 (P-Q(6%) %) N@O.Z g%

y en consecuencia

.1
v (AGYA@)  A@%ding[V-0"(Q(0%) | (P-Q8%) —Eo NOE)

donde
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2, = [A@YA@) " A@dias(/0"(Q0T) tiasQ6”)-

- Q"6 ding [v-67(Q(0°) A" AEAE)] B

Por tanto el resultado enunciado es inmediato a partir del
apartado a).

c¢) Si se considera el desarrollo de Taylor de qj(a ¢) en torno a 0°

M

08q,(0)
a @y = a(®" + | q;e CR LM,
§=1

8

donde

1 e° -0 n<ue- ﬁq)ll

o lo que es lo mismo

3q (8")
Q) - Q") = | - @, -0%.
¢ 69II j=l.,...M ¢
Como 64) —;:){0—> 8°, se tiene que

V(b - Q%) Lo NOE.

con

z, = J(8% = 1(8%".
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Entonces

ol Q(6¢) - QM%) 1 < 0 (.

En el Teorema 2.3.3 se obtiene un resultado andlogo aunque mis
fuerte al del Teorema 2.3.2 a) cambiando alguna de las condiciones de
regularidad. Para obtener este resultado se utiliza el Teorema de la
Funcién Implicita que previamente se enuncia.

"Sea F=(F ,...,F ): R™M, 5 R™; una funcién continuamente
0
diferenciable en un conjunto abierto U RM™M, que contiene al punto

o * ¢ .0 0 .t * _
(x —(xl,...,xM) , xo—(xl,...,xMO)) para el cual F(x, xo) =0y se

[ aF, ]
1

ax |i=1,..M
i

0
j=M+l.... M+M

supone que la matriz

0

es no singular en (x*, xo). Entonces existe un entorno M-dimensional
UD de x en R y una Unica funcién continuamente diferenciable
g:UO———> R0 de forma que g(xt) =X, F(x,g(x)) = 0 Vxe UO".

Teorema 2.3.3

Sea 0:(0,0) — R una funcién cdéncava con derivada segunda
continua. Si se verifican las condiciones de regularidad 1-6 de Birch
y suponiendo que la aplicacién Q: @ —— AM tiene derivadas parciales

. 0 .
segundas continuas en un entorno de 0°, se tiene que

6¢=e°+ (A®Y'A®") A" diag [\/-¢"(Q(6°))] (P-Q(8%)+o(1P-Q(e1)

A
donde 9¢ es dnico en un entorno de @°.
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Demostracion

Sea 1™ el interior del cubo unitario M-dimensional con AMC ™ y
sea U un entorno de 6° en el cual Qe —— AM tiene derivadas

parciales segundas continuas. Considérese la funcién
F=(F ,..F ): I"xU —— R
0

de tal forma que

3R, (P, Q(8))
) = , Vj=1,.,.M

0 a0,
]

Fj(pl,...,pM;Gl,...,OM .

Para T= qi(BO), i=1,...,M, se tiene que

.a0 0 _ -
Fj(nl””’nM’el’“',BMo) - 0, Vj—lr'"MO;
ya que
oRy(PQO)_, m( (p+a®) 99, (9
N _21__2 ¢'|——=— - 910 m— VJ=1,..,M0.
69J, i=1 69j

Seguidamente se comprobard que la matriz

aF aFj
80 ae'r =M

r=i,..M
0

. 0
es no singular en 0. En efecto, al ser

3 3R (P, Q(6)) _
_59: a0 -

J
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; M [3q,(0) L[pra,(®) . aq, (0)
= Ti; T ¢ R - ¢ (Cl ©) +

30 a0
T J
[P ® w(w»a%gm
+ —| - .
% aejaer

se tiene que

A C R AT
a6 Laﬁ )9__:90 C T aﬁj =1,..M

r=1,..M
0

B YCHCRLENCEN SR P
l AT 20, Z P

= —zlr A(B%AED).

ul‘~']§

Teniendo en cuenta que si B es una matriz pxq y C una matriz no

singular de orden g, entonces rango(BC)=rango(B), se tiene que AO%

y A(6°) tienen rango M, considerando

MXM

aq. (8""
B=[=e ] yC=m%P¢%mwn]
a i=1,...M

=1,..M
=it

Por otra parte,

rango(A(6°)'A(8")) = rango(A(8°)A(8°)') = rango(A(8%)) = M,.
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En definitiva la matriz

8F.
1

80, |i=1,..M
i

=l ,M
. 0
es no singular en 0°.

Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita existe un entorno
M-dimensional U0 de m = (Ttl,...,a'l:M)t en RM y una unica funcién

diferenciable con continuidad 8: Uo —— R de tal forma que

FP, 8(P)) =0 VPeU,
Yy
() = 6"
Aplicando la regla de la cadena se tiene
aF(P,B8(P)) aF(P,B(P)) a8(P)
+ =0
ap a8(P) 8P
y para P=m
aF aF  8@°
+ 5 =0
an a0 an
Ahora bien,
aF
1 0t 0
= A(B) A(D)
26° 4
Y

aF
—— = -2~ J(8))diag(§”(m) = - - AE")diag [\/-¢"(Q(9°))]

an
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con lo cual

a0°

= (A(0")'A(0")'A(0% diag [/-¢”(Q(e°))].

an

Desarrollando por Taylor 8(P) en un entorno de m, se tiene

a0

opP) = 0(n) + [_—-] (P-%) + o(IP-muh)
aP |P=n

y como B(x) = °, se llega a
3P) = 6%+ (AO%)'A0%) A0Y diag [\/—q)"(Q(BO ))] (P-m) + ol P-7ul).

A A A
Ahora bien P —:_~)-;3—> , por lo tanto Pe U y como consecuencia 8(P)

es solucién unica de las ecuaciones

A A
6R¢(P, 8(P))
= 0’ j=1,..,M0,
aej

A
en un entorno de =, luego B(P) es el estimador de minima
A
R¢-divergencia, B(p, que como consecuencia de lo anterior verifica

6¢=e°+(A(e°)‘A(e°))"A(9°)‘diag [\/-¢”(Q(9°))] (P-Q(8°))+o(n P-QO%N).
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2.4.- Robustez de la funcién de minima R . -divergencia.

En los apartados anteriores se ha supuesto que la distribucién
que rige el modelo discretizado es Q(8) = (ql(B),...,qM(B))'. En este
apartado se consideran desviaciones del modelo dadas por la familia

Qe(0) = (1-)Q(6) + €P

con £0, 0e@ y P ¢ AM.

Sea 9$(P) el vector que minimiza la funcién

M [p+q.(8,8) M M
ge(P.8) = 2 ¢[ ' 5 ] - ; { [ o(p)+ ,[ ¢(qi(9,a))}
i=1 1=1 i=1

donde ql(O,e),..., qM(B,e) son las componentes del vector QS(O).
Para garantizar la robustez de 9¢(P), lo que interesa comprobar

es que a pequefias desviaciones de Q(8) le corresponden pequeiias
desviaciones de Gg(P); 0 bien, analiticamente, que

. €on _
é_l)lgl 9¢(P) = Bq)(P).
En el siguiente teorema se dan condiciones que garantizan la
robustez de la funcién de minima R¢-divergencia.

Teorema 2.4.1

Supéngase que se verifican las condiciones del Teorema 2.3.1,
entonces, se tiene que

Lim GfI;(P) = B, (P).
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Demostracion

Sea {en] una sucesion arbitraria de mimeros positivos verificando

€ —o 0. Por ser ¢ continua y qi((-],en) —e-n:)? qi(e), i=1,...M, se

tiene que

ger(‘P, 0) 8'17) g 0(P, 0) V0e ©.

Al ser © compacto la convergencia puntual implica la convergencia

uniforme y en consecuencia
im sup |g.(P,0)-g (P, 0)] =0
&P b B 0
lo que implica que

i inf g (P, 8) -inf g (P, 0)| =0,
2% Iee@ & 8cO °

n
o lo que es lo mismo

€ A
é%r;gn IgEEP. By (P - gy, 8,(P)| = 0.

En defintiva se ha demostrado que

€
L £o(P. 0,"®) = g, (P, §,(P)). (2.4.1)

£ A
R . n .
Si é ;13131 9¢. P)#6 q)(P), resulta que por ser © compacto existe una

subsucesién
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8n el'l
(8,"(P)) < (8,"(P))

verificando
N 811 A
lim 9¢ P) =0, # 0¢(P).

80
n
De (2.4.1) se tiene que g 0(P, 0, = go(P, 6¢(P)) con B # 6¢(P),
A
lo cual contradice la unicidad de Bq)(P).

Finalmente, de la arbitrariedad de la sucesién len}, se deduce el

teorema.
|

Otra forma mds general de enfocar la robustez es suponer que la
verdadera distribucién que rige el modelo discretizado, ®t € AM, cumple

It - QO <€  para un Be®
y comprobar que si € es pequefio, el valor (-)q)(rc) es proximo a

64(QO)=0.

Teorema 2.4.2

Supdngase que se verifican las condiciones del teorema anterior y

sea T € AM. Entonces:

lim 0. (1) = 6, (Q(6)) = 6.
17t-Q(0 )1 —o0 ¢ ¢

Demostracion

Inmediata por ser B¢ continua.
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2.5.-Resultados computacionales.

Una familia de R¢—divergencias especialmente importante, como
pusieron de manifiesto Burbea y Rao (1982) es la que resulta al
considerar la funcién

¢ (%) = —1%—05—(xa-X) >0, axl

y ¢,(x) = éilllld)a(x) = .xInx.

En este caso es inmediato, a partir del Teorema 2.3.3, que el

A
estimador de minima Rq) -divergencia, 6 0. se puede expresar de la

o4 o

forma

o A
o o =0°+(A0))'A(0%) ' A(6") diag [(Q(G“))‘T - ‘] (P-Q(6°))+o0(1 B-Q(6%)1)
(81

donde

o

A(B) = diag [(Q(B))T "] 1(8).

Obsérvese que si se considera la R-divergencia, R¢ , el estimador
1
de minima R-divergencia viene dado por

64,1-- 0%+(A(B)AB%) A(6") diag [(Q(e"))' ““i*] (P-Q(6")+o(1 P-Q(8%)1)
donde

A®) = diag [(Q(B))' %] 3©)
Y
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Vi@, - 89 —S NOIE% ),

®,

siendo I(0) la matriz de Informacién de Fisher asociada al modelo
discretizado.

A
Recordemos que un estimador Bn talquev n (6n-6°):)—m>N(O,I(9°))
se denomina asintdticamente eficiente o BAN (Best Asymptotically

A
Normal). Por tanto el estimador Gq) es un estimador BAN.
1

En este apartado se resuelven los dos siguientes problemas:

(1) Calcular el valor de aq, o . que minimize el error

cuadrético medio que se produce al estimar con la R¢ -divergencia los
o
pardmetros de una poblacién Normal y de una Weibull.

(2) Calcular los estimadores de minima R o -divergencia de los
o
pardmetros de una poblacién Normal y de una Weibull para diferentes

valores de o. compardndolos con los estimadores de mdxima verosimilitud
y de minima distancia de Kolmogorov Dn.

En primer lugar se aborda el problema (1), pero antes se define
lo que se entiende por estimador de minima Dn y por funcién de
distribucién Weibull.

Definicién 2.5.1

Se define el estimador de minima D para una familia de
distribuciones {Fe(x), 0 ©®), como el valor 6 € © tal que

Dn(ﬁ) = min(D (8), 8¢ ©)
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siendo

D (6) = sup(|F.(x)-Fy(x)|} = max(D(6), D())
xER
donde

D!(8) = SuplF (x)-Fg(x)] = max(0, max{ - Fglx )1,

xER i=1,

D;(9) = sup(Fa(x)-F,(x)) = max(0, max( Fy(x) - 7))
xER i=1, ..,n

y F;(x) es la funcién de distribucién empirica de una muestra
X,.,Xx de la poblaciébn y x < x <.<x son los estadisticos
1 n (1) (2) (n)

de orden.

Definicion 2.5.2

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién
Weibull de pardmetros (b,c), b>0, ¢>0, si la funcién de distribucién
de X es

FB(x) = 1- exp{- [——{;—] C}, xz20
donde 6 = (b,c).

El pardmetro b es el pardmetro de escala y c es el pardmetro de

forma.

El esquema general que se seguird para encontrar el o 6ptimo en

el sentido de (1) es el siguiente:

55



Paso 1: Se fija:

(a) tamafio muestral (n),
(b) nimero de clases en la particién (M),
(c) niimero de muestras simuladas (N).

Se calculan los valores CIRRR R dados por

a,
I ' fg(x)dx = 1M, i=1,.., M

a
i-1

de forma que A=(a
XcR.

- ai], i=1,...,M, defina una particién

Paso 2: Se minimiza la funcidén

N Al 2 i AR 2
iz (Blot'e) igl(eza' 92)
ecm(¢) = N + N

A . . .
donde 9; o ©8 el estimador de minima R¢ -divergencia de 9] y
o
A
G;a de O, para la muestra i. Estos valores se calculan en el

paso 3.
Paso 3: Dado « fijo, hacer para i=1 hasta N

(a) Generar una muestra aleatoria simple de tamafio n
(b) Calcular la frecuencia relativa de las clases del paso
anterior
(c) Minimizar en 6 la funcién R¢(f’, Q(6)).
Ir al paso 2.

En la Tabla 2.5.1 y 2.5.2 aparece el valor o, o ., que minimiza
el error cuadritico medio que se comete cuando se utiliza el estimador
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de minima R¢ -divergencia para estimar los pardmetros de una Weibull

o
de pardmetros b=1 y c=1, We(l,1), y b=1 y c=2, We(1,2) y los

pardmetros de una Normal U=0 y =1, N(0,1), y u=0 y 0=2, N(0,2), para
diferentes tamafios muestrales.

Tabla 2.5.1

We(l,1) We(l,2)
= 20 1 .76875 1. 197607
= 40 1.1 0. 613597
= 60 1.10158 1.205
Tabla 2.5.2
N(0,1) N(0,2)
n =20 0.298348 0.224309
= 40 0.280321 0.290615
n = 60 0.325411 0.298412

Debido a que el algoritmo de minimizacién que se utiliza para
calcular cada uno de los valores de las tablas anteriores puede ser
sensible a los puntos iniciales, se ha evaluado cada o . con diversos
puntos iniciales y comprobado que en este caso la diferencia entre los
o partiendo de un punto inicial u otro es infima, por lo que se ha

tomado aquél que da el menor error cuadritico medio.

Por otra parte, el esquema general que se sigue para calcular el

-divergencia, problema (2), es el siguiente:

estimador de minima R o
o
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Paso 1: Se fija:

(a) tamafio muestral (n),
(b) mimero de clases en la particién (M),
(c) nimero de muestras simuladas (N).

Se calculan los valores RPN dados por

a,
I ' f()dx = 1M, i=1,., M
a

i1
de forma que Ai=(ai_1, ai], i=1,..., M, defina una particién
de XcR.

Paso 2: Dado o fijo, hacer para i=1 hasta N

(a) Generar una muestra aleatoria simple de tamaiic n

(b) Calcular la frecuencia relativa de las clases del paso
anterior

(c) Minimizar en  la funcién R¢(I@', Q(©)

A
Paso 3: Se considera 0, la media de los valores obtenidos al minimizar
la funcién R en el Paso 2(c) en todas las muestras y ecm(o)
el error cuadrdtico medio de los pardmetros estimados definido

anteriormente,

Las Tablas 2.5.3, 2.5.4, 2.5.5 y 2.5.6 contienen los estimadores
de mdxima verosimilitud (EMV), minimo Dn (EDn) y minima
Rq) -divergencia (ER¢ ) para poblaciones Weibull de pardmetros b=1,

44 o
c=1; b=1, c=2; para poblaciones Normal de pardmetros pu=0, o=1; u=0,
o=2, respectivamente. Estos valores se han calculado por simulacién

para 1000 muestras, 6 clases y tamafios muestrales n=20, 40 y 60. Se
varia el pardmetro de forma manteniendo fijo el de escala porque las
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estimaciones de ¢ y O son, en general, peores que las de b y u. De

esta forma, parece mds interesante observar el comportamiento de las

estimaciones ¢ y 6. De hecho, las estimaciones en la Tabla 2.5.4 y

2.5.6 son peores que en la 2.53 y 2.5.5 para ¢ y O, respectivamente.

También aparecen en estas tablas la suma de los errores cuadrdticos

medios de los dos pardmetros.

Tabla 2.5.3
We(1,1) n =20 n = 40 n = 60
EMV B 0.998783 | 0.994317 | 0.994150
& | 1.06359 | 1.029655 1.019258
ecm| 0.055893 | 0.025969 | 0.014047

ED b | 0.984651 1.006958 | 0.978376
n ¢ 1.565195 1.137134 1.185521
ecm| 1.023289 | 0.121828 | 0.108134
ER b | 1.008978 | 1.015399 | 0.983971
¢, 1 & | 1.386812 1.068477 1.117729
ecm| 0.745879 | 0.112524 | 0.091662
ER 6 | 1.002849 | 1.006966 | 0.979121
¢, | & | 1.414069 | 1.077251 1.133801
ecm| 0.742312 | 0.098014 | 0.096344
f | 1.009632 | 1.006264 | 0.978674
BRe, | & | 1396201 | 1.051318 | 1.105390
minloem| 0.734901 | 0.093519 | 0.083306

Los programas que calculan los E R¢ y los E Drl necesitan partir
a

de wuna estimacién inicial.

Para las poblaciones

Weibull,

esta

estimacién se realiza por el método dado por Dannenbring (1977), es

decir:
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b =

X
((0.632In}+1)

y
A In(1n2)
C=—x
In(x, /b)
M
donde X, €S la mediana muestral.
Tabla 2.5.4

We(l1,2) n =20 n = 40 n = 60
EMV B 0.992503 0.993879 0.994862
¢ 2.127185 2.059309 2.038516
ecm| 0.093951 0.039142 0.023382

ED ) 0.985581 0.997818 0.991716
n o 3.030805 2.214321 2.229546
ecm| 3.926376 0.385762 0.280197
ER b 0.992771 0.999766 0.991852
o, |28 2.699849 2.066902 2.135167
ecm| 2.675244 0.271025 0.208801
ER b 0.993954 0.997541 0.989239
¢, | 2.783239 2.145965 2.215762
ecm| 2.700610 0.326649 0.278683
b 0.993631 0.997473 0.988435
BRo, | & | 2.651145 | 2.019232 | 2.129087
minleem| 2.560270 0.231978 0.187459

En el caso de poblaciones Normales se han tomado como estimadores

iniciales los de médxima verosimilitud.
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Puesto que el EMV se basa en valores originales Weibull o Normal,
y no en valores discretizados, el error cuadrdtico medio (ecm}
cometido por este procedimiento es mds pequefio que el cometido por el

estimador de minima Rq) -divergencia para n=40 y 60 y mayor que el
o
cometido por el ER o para n=20. Sin embargo, el ecm cometido por el

o .
mui
estimador de minimo Dn es mds grande que el ERqJ en todos los casos
o

aunque el primero se basa en valores originales y el segundo clasifica

los valores originales en clases.

Tabla 2.5.5

N(0,1) n =20 n = 40 n = 60
EMV fi | -0.011351 | -0.004091 | -0.002958
G | 0960474 | 0.978162 | 0.984269

ecm| 0.038515 | 0.018526 | 0.012468
ED i | -0.014687 | -0.004947 | -0.003634
n 6 | 0972221 0.985606 | 0.987717
ecm| 0.043739 | 0.021340 | 0.014099

ER i 1 -0010202 | -0.005092 | -0.001042
. | & | 0983168 | 0.989895 | 0.987750
ecm| 0.041413 | 0.022099 | 0.014360

ER L | -0.009914 | -0.004122 | -0.002576
%, | & | 0978724 | 0.985323 | 0.986545
ecm| 0.041710 | 0.022388 | 0.014605

i | -0.007035 | -0.004988 | -0.003618

ERy, | 6 | 0980223 | 0.983745 | 0.988468
mitlecm| 0.037700 0.020522 0.013907

Entonces, el comportamiento de los ER o

o
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observaciones se clasifican en clases.

Tabla 2.5.6
N(0,2) n=20 n=4) n = 60
EMV f -0.022703 | -0.008183 | -0.005917
6 | 1.920949 1.956325 1.968539
ecm| 0.154061 0.074107 0.049874
ED 0 | -0.028261 | -0.009410 | -0.007361
n o 1.947619 1.970374 1.975137
ecm| 0.175630 0.084122 0.056079
ER i | -0.019088 | -0.009761 | -0.002724
¢, | & | 1.972188 | 1.975937 | 1.977961
ecm| 0.169617 0.087569 0.058077
ER [L | -0.017345 | -0.006358 | -0.005403
¢, | & | 1.955918 1.967490 1.971419
ecm| 0.167734 0.088731 0.057644
i | -0.018334 | -0.007323 | -0.006046
ERe., | & | 1.954678 | 1.968161 | 1.970706
minleem| 0.149621 0.080399 0.054078

Obsérvese que en general todos los errores cuadriticos medios que

se cometen al utilizar los estimadores considerados son bastante mds

pequefios para las poblaciones Normales que para las Weibull.
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CAPITULO I

CONTRASTES DE BONDAD DE AJUSTE BASADOS EN LA

R¢-DIVERGENCIA: COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

3.1.- Introduccion.

3.2.- R(D-divergencia y bondad de ajuste: Hipdtesis nula
simple. Eficiencia Pitman.

3.3.- R(D-divergencia y bondad de ajuste: Hipotesis nula
compuesta,

3.4.- El problema de bondad de ajuste cuando se
incrementa el niimero de clases.



3.1.- Introduccion

Una buena parte de los tests de bondad de ajuste se reducen a
realizar contrastes sobre el pardmewro n = (nl,...,nM) de una

distribucién multinomial

n! X X
1 M

Pn(x = x) = Xl! ...xM! nl "'nM

donde X toma valores en el conjunto
g +
{x = (xl,..., xM)t / -lei:n' xiZO, xieZ . i=1,...,M}
y RE AM.

Esto es posible cuando se discretiza el modelo en estudio y se
denota por m. la probabilidad de la clase Ai, i=1,..,M. En este caso,
el problema de bondad de ajuste se reduce a contrastar una hipétesis
Ho acerca del vector de probabilidad generalmente desconocido n =
(nl,...,nM) que podemos plantear como

Ho:n: = 1t0=(nm,...,nOM)eT (3.1.1)

donde TCA_ es el conjunto donde 7t puede tomar valores en la hipétesis
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nula. Esta hipétesis puede especificar T completamente en cuyo caso T
es (nicamente un punto (es decir, hipétesis simple) o puede ser ® una
funcién de pardmetros desconocidos que deben ser estimados a partir de

la muestra (es decir, hip6tesis compuesta).

La hipétesis (3.1.1) se valora comparando las frecuencias
esperadas en cada clase, dadas por 0w, con las frecuencias observadas
x. Si hay mucha diferencia entre las frecuencias observadas y las
esperadas entonces se rechaza este modelo y se busca otro modelo que

se ajuste mds a los datos.

El estadistico de bondad de ajuste mds utilizado para

contrastar (3.1.1) es el X? de Pearson (introducido por Pearson,
1900);

M (X -nm)

que se distribuye asintticamente como una ji-cuadrado con M-1 grados
de libertad en el caso de hipdtesis nula simple ionde ;\ci = T
i=1,....M. En el caso de hipétesis compuesta, donde T, se elige como
el elemento de T mds consistente con los datos de la muestra, Pearson
(1900) recomendé mantener los M-1 grados de libertad del caso anterior
pero posteriormente Fisher (1924) obtuvo que los verdaderos grados de
libertad son M- M -1 donde M es el numero de pardmetros estimados. El
método mds conoc1do para eleg1r Tl: cuando la hipétesis nula es
compuesta, es el de mdxima verosimilitud, a partir de los datos
discretizados, que como se vio en el capitulo anterior es el caso
particular del método de minima distancia cuando se utiliza la medida
de divergencia de Kullback. Es obvio, por tanto, que :r/E se puede
obtener utilizando el método de minima R, -divergencia estudiado en el
capitulo anterior. El estudio del contraste de bondad de ajuste cuando
se utiliza este método de estimacién se llevard a cabo en el apartado
3.3.
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Cochran (1952) ademds de presentar una recopilacién del
desarrollo histérico del estadistico X* de Pearson y sus aplicaciones
estudié algunos estadisticos alternativos a éste. Entre ellos se
encuentra el estadistico del logaritmo del cociente de verosimilitud;

M X
G’ = 2 ) X In—,

i=1 It 7T,
i

que es asintdticamente equivalente al estadistico X° de Pearson
{(Neyman (1949)).

Muchos han sido los estudios realizados por diferentes autores
sobre las diferencias existentes entre los estadisticos X> de Pearson
y G, entre otros destacar:

(i) comparaciones para muestras finitas bajo la hipétesis
nula (Chapman (1976), Larntz (1978)),

(il) comparaciones de la potencia asintStica para muestras
finitas y varias hipdlesis alternativas, incluyendo el efecto de
variar los intervalos de las clases (Hoeffding (1965); West vy
Kempthorne (1972); Goldstein, Wolf y Dillon (1976)),

(iii) célculo de la distribucién asintética bajo la hipdtesis
nula y varias alternativas, para M creciendo con n (Holst (1972);
Morris (1975); Koehler y Lamtz (1980)),

(iv) impacto en los estadisticos de los diferentes métodos de
estimacién de pardmetros (Moore y Spruill (1975)).

Otros estadisticos de bondad de ajuste han sido propuestos a lo
largo de los iltimos 40 afios. Entre estos se incluyen el estadistico
de Freeman-Tukey ( Freeman y Tukey (1950); Bishop y otros (1973)), el
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cual, siguiendo Fienberg (1979) y Moore (1986), se define como
M 2
=4 z [X:’2 - (ni"\ci)m ;
i=1

el estadistico del logaritmo del cociente de verosimilitud modificado
(Kullback (1959, 1985)) que viene dado por

A

M nm.

GM? = 2n [ﬁ_ln——',
iz ! X

y el estadistico X% modificado de Neyman (Neyman (1949))

, M (X - n)?
NM = E v
=1 X

i -
1

Todos estos estadisticos comparten la caracterfstica comin de ser
A
iguales a cero cuando X/n y 7 son iguales y la de incrementar su
. » A
tamaiio cuando aumenta la diferencia entre X/n y .

Ademds diversos autores han demostrado que bajo la hipétesis nula
la distribucién asint6tica de estos estadisticos es la misma que la de
x? y G2 Asi, se pueden encontrar propiedades y comparaciones de los
llamados test xz (es decir, aquellos test que, bajo ciertas
condiciones, siguen una distribucién asintética xz) en Watson (1959),
Lancaster (1969), Horn (1977), Fienberg (1979, 1984) y una excelente

recopilacién en Moore (1986).

Cressie y Read (1984) introducen una familia de estadisticos de
bondad de ajuste que contiene a todos los estadisticos cldsicos
citados anteriormente. Esta familia proporciona por una parte una via
répida de comparacién de los estadisticos cldsicos y por otra permite
descubrir nuevos estadisticos como alternativa a los clasicos.
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Dicha familia se define como

A
~ 1], -cochzeo (3.1.2)

X.

T
nw,

1

2nl (X/n ) = HI_U 2

A
y mide la divergencia entre X/n y m, donde A es el pardmetro de la

familia.

La ecuacién (3.1.2) no estd definida para A=-1 6 A=0. Sin

embargo, si se definen estos casos por los limites continuos de
1A

(3.1.2) cuando A — -1 y A — 0, entonces 2nI7L(X/n,n) es continua en

h
A. Ademds, utilizando el hecho de que In(t) = lim E—fl-l—, se obtiene que

k>0
A M X
0 . A A
2nI°(X/n,m) = lim 2nI™(X/n,x) = 2 ): X In— = G?
0 i=l nTC
y
A
-1 A . A A M nm, 2
20l '(X/n,m) = lim 2nI™(X/n,m) = 2n Z —!' = GM".
At izl X
Ademids es inmediato que
1 A 2
2nl'(X/n,m) = X7,
-1/2 A
2nl M 3(X/m,w) = P
y

2nI"(X/n,T) = NM

Por tanto, todos los estadisticos cldsicos considerados
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anteriormente se pueden expresar comeo miembros de la familia (3.1.2).

En el extenso estudio de la familia de estadisticos (3.1.2)
realizado por Cressie y Read (1984) se demuestra que bajo ciertas
condiciones de regularidad cada miembro de esta familia sigue la misma

distribucién asintética (una x:{_M _)- Ademds de las comparaciones de
0

los diferentes miembros de la misma aparece el estadistico
correspondiente a A=2/3 como una excelente alternativa frente a los
dos estadisticos mds conocidos de bondad de ajuste, 2n1’ y 2nl’.

Obsérvese que la familia de estadisticos de Cressie y Read y como
consecuencia los estadisticos obtenidos como caso particular de ella,
se basan en medidas de divergencia entre la distribucién teérica de la
hipétesis nula y la estimada a pariir de la muestra. Es mds, no se
debe olvidar que las medidas de divergencia de Cressie y Read son un
caso particular de la f-divergencia de Csiszdr que viene dada, como ya

se indicé en el capitulo primero, por

M

D(PQ) = } afp/a),

i=1

para cualquier funcién convexa f:[0,0¢) — RU{o0} donde 0f(0/0)=0 y
0f(p/0) = Lim 8.

Morales y otros (1995) establecieron que el estadistico

A
Df(n,X/n)-f(l) L

2
2n ndoe xM-MO-l

£ (1)

en el caso de que la hipdtesis nula sea compuesta y el pardmetro se
estime por minima f-divergencia. Obsérvese que el estimador de minima
f-divergencia para f(x) = xInx coincide con el de médxima verosimilitud

para el modelo discretizado.
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Una vez vista la utilizacién de las medidas f-divergencia en la
construccién de conirasies de bondad de ajuste una pregunta parece
obvia ;jlos resultados obtenidos en bondad de ajuste a partir de las
medidas de divergencia basadas en la f-divergencia de Csiszdr se
podrdn obtener a partir de las R¢-divergencias?. No se debe olvidar
que en el capftulo anterior se dio una contestacién afirmativa en el
caso de estimacién puntual.

Asi pues en este capitulo se estudia una familia de estadisticos
para contrastar bondad de ajuste basada en la divergencia de
Burbea-Rao

X/n+m

i 0i 1 X M
2 -2 Z ¢(Xi/n) + E q)(nm) '
i=1 i=1

M

Ry(Xinm) = ) ¢

3.2.-R$-divergencia y bondad de ajuste: Hipotesis nula simple.

Eficiencia Pitman

Pardo y otros (1993) demostraron que para una funcién ¢:(0,0) —
R céncava con derivada segunda continua y bajo la hipétesis nula

simple
L M 2
8nR(X/n, M) — S5 iglﬁix‘

donde las x? son independientes y los [3i son los autovalores de
D(TI:O)ERO, siendo

oas t
Zno = d1:=1g(1t0)-1'501't0

D(n,) = diag(-¢"(m)).
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En consecuencia el correspondiente test de bondad de ajuste

rechazaria la hipdtesis nula a nivel 7y si

8nR¢(X/n,n0) > ty

M
2 —
donde t’Y es tal que P[Z Bixl > ty] = v.

Uno de los problemas que se presentan al utilizar estos
contrastes es el de como elegir las clases cuando se discretiza el
modelo, es decir cudl debe ser el tamafio de cada clase. En esta
memoria se van a seleccionar clases con igual probabilidad para
realizar contrastes de bondad de ajuste, lo que nos permitird reducir
estos contrastes a considerar la hipétesis nula

Him=n =1/M, V i=1,.,M. (3.2.1)

Son varias las razones que justifican esta eleccién. Por
una parte, Cohen y Sackrowitz (1975) demostraron que los
contrastes que llevan a rechazar la hipétesis (3.2.1) si

M
[mu9>c
i=1

donde ¢ es una constante positiva, hi, i=1,...,.M, son funciones
convexas y xi20, i=1,...,.M, son insesgados. Si en nuestro caso se
elige ¢ de forma que R¢ sea convexa (Teorema 1.3.1), caracteristica
deseable que se sefialé en el capitulo I, los contrastes propuestos son
insesgados cuando las clases son equiprobables, Por otra parte,
Bednarski y Ledwina (1978) afirman que Vn, Vh:AMxAM — R con-
tinua y reflexiva y V 0< ¢ <sup{c/ P(h(p,x)2c)<1, pe AM] existe g€ AM
tal que el contraste de region critica h(q,x)>c es sesgado para
contrastar HO: p=q. El estadistico en que se basa el contraste
propuesto es una funcién continua en AMXAM-[(O,O)} y por ello cuando
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las clases no son equiprobables no se puede decir que los contrastes
considerados sean insesgados en general. Por ultimo, como se ve en el
Teorema 3.2.1, independientemente de la funcibn ¢ elegida la
distribucién asintética bajo la hipédtesis (3.2.1) es una ji-cuadrado.

Teorema 3.2.1

Sea ¢: (0,) — R una funcién céncava con derivada segunda
continua y ¢”(1/M)<0. Bajo la hipétesis (3.2.1)

2

M
Sp(Xfmm) = - 4’7_[_15[] BAR,(X/nT) — 2 Xy

Demostracion

Si la hipétesis (3.2.1) es cierta, la matriz D(TEO)Zn con
o

- d t
Zno = dlag(ﬂ:o)-noi'c‘:J

D(r) = diag(-¢"(r))

del resultado enunciado anteriormente, queda de la forma

-¢” [—é[—] AM (3.2.2)
donde
'1 1 1 1)
"M M M
1 1 1 1
"M M M

...................




Ahora bien, es inmediato que los autovalores de la matriz A son
el 0 con multiplicidad 1 y el 1 con multiplicidad M-1. Por tanto, los
autovalores de la matriz (3.2.2) son el 0 con multiplicidad 1 y el
-0”(1/M)/M con multiplicidad M-1.

Como consecuencia,

" 1 1
8nR¢(X/1‘l,750) ——nf;m—) -0 [M'] M x:(-l

y se tiene el resultado enunciado.

Por el teorema anterior se tiene que

P(Sy(X/n.m) > yon JH) —5—

n-yoe
2
donde x:{_l R es tal que P()(,1\2/1_1>xM_1 -Y) = ¥.
Por tanto, para tamafio muestral n grande y nimero de clases fijo,

el correspondiente test de bondad de ajuste llevaria a rechazar la

hipétesis nula a nivel ¥ si

SpXin.m ) > x:ﬂ_l_y.

Obsevacion 3.2.1

Tanto en este capitulo como en el siguiente la familia de
divergencias ¢=0 o introducida en el capitulo anterior jugard un papel
importante. Obsérvese que bajo la hipétesis nula (3.2.1) el

estadistico S¢ coincide con el de la X* de Pearson lo que permitird
2
comparar €ste con ofros estadisticos no conocidos. El resultado de
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estos estudios llevard a la obtencién de un excelente competidor de la
2
X",

A continuacién se ilustra este contraste con un ejemplo.

Ejemplo 3.2.1

Supéngase que se quiere encontrar un modelo para predecir la
probabilidad de ganar en una carrera de galgos en Australia (Read y
Cowan (1976)). Se tiene recogida informacién relativa a la posicién
ganadora de los 8 galgos participantes en 595 carreras y se supone que
los galgos se numeran aleatoriamente al comienzo de cada carrera. El
modelo mds simple que se puede considerar es aquel con los 8!=40320
posibles resultados de la carrera igualmente probables, pero en
nuestro caso este modelo no es apropiado al tener (nicamente 595
observaciones. Por ello, se clasifican las observaciones segin la
variable aleatoria X=(X1""’Xs) multinomial donde Xi representa el
nimero de veces que ha ganado el galgo i y se considera el modelo que
asigna a todos los galgos la misma probabilidad de ganar. Para
comprobar como se adapta este modelo a los datos que tenemos, se
realiza el siguiente contraste

Ho:ni=1/8 i=1,...,8
donde 1 =P(galgo mimero i gane).

En la Tabla 3.2.1 aparecen las frecuencias observadas y esperadas

de que gane cada uno de los galgos.

Para contrastar H se calcula los valores de algunos estadisticos
de la familia S ¢'0c con ¢ (x) = 1—(x -x) que vienen dados en la Tabla

3.2.2. La eleccion de los estadisticos considerados quedard totalmente

justificada en el capitulo IV dedicado a optimalidad.
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Tabla 3.2.1

galgo i Observada Esperada
1 0.175 0.125
2 0.16 0.125
3 0.111 0.125
4 0.106 0.125
5 0.104 0.125
6 0.097 0.125
7 0.101 0.125
8 0.146 0.125
Tabla 3.2.2
o 1 13/7 2
S 29.1768  30.5175 30.788

Utilizando el resuiltado obtenido en el Teorema 3.2.1, se rechaza
H0 a nivel 0.05 si el valor del estadistico considerado es mayor que
el punto critico x?, 0.0 5:14.07. Ya que todos los valores de los
estadisticos calculados son bastante mds grandes que este valor, se
concluye que es muy poco probable que todos los galgos participantes
tengan la misma probabilidad de ganar.

Hasta ahora se ha calculado la distribucién asintética de S, bajo
la hipétesis (3.2.1). A continuacién se calcula la distribucion
asintética de S, bajo diferentes hipétesis alternativas con el

objetivo de estudiar la eficiencia de estos estadisticos.
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La funcién de potencia de la familia de estadisticos S¢(X/n,n0)
que representa la probabilidad de rechazar el modelo propuesto en la
hipétesis nula HU cuando el modelo alternativo es verdadero, es un
buen criterio para comparar los estadisticos de la familia, siendo el
mejor estadistico el que tiene mayor potencia.

En el caso que las hipétesis alternativas sean fijas la funcién
de potencia de S, converge a 1 cuando n — eo. Sin embargo, es posible
que el vector de probabilidad de la alternativa, no sea fijo sino que
converja al vector de la hipétesis nula H cuando n — e de forma que
la potencia limite sea menor que 1 (y mayor que el tamafio del test V).
Este 1imite se denomina eficiencia asintStica del test.

En este sentido, Cochran (1952) propone utilizar las alternativas

Hm:n =M+ n ', (3.2.3)

M
donde ¢ = (cl,...,cM)l satisface E c = 0, las cuales convergen a Ho'

i=1

La funcién de potencia de la familia S¢(X/n,ﬂ: 0) cuando se

consideran estas alternativas viene dada por

Bt{)n)(fto+n'”ZC) = P(S¢(X/H,TI:0) > X:M -Y|H' v“)'

En este contexto, la eficiencia relativa asintdtica Pitman para

comparar dos estadisticos S¢ y S¢’ se define como el cociente
1 2

e o l/e ¢2, donde

ep =,lim Bq()")(n0+n'mc). (3.2.4)

Para calcular e o necesitamos conocer la distribucién asintética
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de S¢ bajo Hm.

Teorema 3.2.2

Sea ¢:(0,,¢) — R una funcidén céncava con derivada segunda
continua y ¢”(1/M)<0. Bajo las hipétesis (3.2.3)

M
S (Xmmt)=- —= 8nR_ (X/n,% )
¢) 0 q)n | Mll ¢ 0

se distribuye asintSticamente como una ji-cuadrade no centrada con M-1

M
grados de libertad y pardmetro de descentralizacién §=M } c?.
i=1

Demostracion

El desarrollo de Taylor de R¢(X/n,n0) en tomo al punto
7!:0=(1/M,...,1/M) viene dado por

Ry(X/nt) = é(X/n-n D )(X/n-m) + R,

donde

D(r )=diag [ ¢"(1/M)].

Ya que nR — P 0, se tiene que
n n—e

. ﬁa 8nR,(X/n) y  n(Xin-m)B(X/nr)

tienen la misma distribucién asintdtica con B=MI e I la matriz
identidad de dimensién MxM. Ahora bien, bajo las hipétesis (3.2.3)

(X ) —=—— N5,
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donde

X= ]éf [I - lé[ (l)i,j=l....M]'

Para completar la demosiraciéon de este teorema se tiene que
demostrar que n(X/n-n‘o)tB(X/n-no) se distribuye como un ji-cuadrado,
para ello basta con comprobar que se verifican las condiciones
necesarias y suficientes del Teorema 3.1 de Dik y Gunst (1985),

TBIBY = IBX (3.2.5)
¢'BIBc = ¢'Be (3.2.6)
ZBXBc = XBc 327

siendo en este caso el nimero de grados de libertad la traza de BX y

el pardmetro de descentralizacién c¢'Bc. Obsérvese que

_ 1 1 _ 1 -
BL =MI M [I "M (l)iJ=l,...M] =l-m (l)iJ=1,...,M = 2B,

EB)EB) = [1- g O, L ][1- @

iJ:l,...,M]

=1-2 g () + 1o

ij=L.M g2 ig=1,.uM

) [I ) él (l)iJ=1,...,M] = IB,

(BL)B = [I i lé[ (l)iJ=1,...,M] MI=MI- Wi =
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con

Por tanto queda probado que se verifican (3.2.5), (3.2.6) y 327 y
que traza(BX) = M-1 como se queria demostrar.

Este resultado indica que la familia S, no solo es equivalente
bajo la hipétesis nula H0 sino también bajo las alternativas Hm. Por

tanto la ecuacién (3.2.4) es independiente de ¢. Es decir,

e = P(y. (3) > 1;17)

y la eficiencia relativa asintética Pitman para dos miembros
cualesquiera de la familia S, es 1. Esto implica que todos los
miembros de la familia de estadisticos S¢ son equivalentes en el

sentido Pitman cuando la hipdtesis nula es simétrica.

Observacion 3.2.2

Una suposicién bédsica en el desarrollo de los resultados de este
apartado ha sido la independencia de las observaciones de la muestra
aleatoria utilizada en el cédlculo de los estadisticos R -divergencia
para realizar los contrastes de bondad de ajuste (3.2.1). A
continuacién se estudian, de forma breve estos estadisticos para
realizar contrastes acerca de la distribucién estacionaria de cadenas
de Markov.

Se considera una cadena de Markov aperiédica irreducible X=(X0,
Xl,...) con espacio de estados (1,..m}. Sea P=(pij)"i’|j=l la matriz
de transicién de esta cadena ¥y p=(pl,...,pm) la distribucién
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estacionaria, e.d., solucién de la ecuacién p=pP.

Los estadisticos que se proponen para contrastar la hipStesis
Ho:pi=n0i=1/m, i=1,...,m, vienen dados por

M

A
Sip )= ————
q)pn 0 (b"(l/m)

8nR¢(p JU )

A . . . .
donde P es la frecuencia relativa del estado i en n observaciones de
1
los estados de la cadena (Xl,...,Xn).

Fa
Por una parte, si se desarrolla por Taylor Rq)(pn,rc) en torno a
no, se tiene que

A i 1 A A
R¢(pn,1t0) = ?_é—inl) (pn_no)t(pn-n())
0 equivalentemente

o (- 1/m)’
¢(p n)—nZ—U——— + 0 (1).

Por otra parte, Tavaré y Altham (1983) demostraron que si

A A
p -7 - T
Vo = — L 5 N@O,V)
YT v
0l Om
entonces
A 2
2 _ @ b, -1/m)7  m
X =0 )" Tm > L PZ;

donde p, son los autovalores de la matriz V y Z.‘ son N(0,1)
independientes.

Esto nos lleva a conocer la distribucién asintética de S o bajo la
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hipétesis nula simétrica y por tanto, el correspondiente contraste de

bondad de ajuste rechazaria la hipétesis nula a nivel ¥ si
S (P>t
T
o P"o? 7 Yy

donde t,y es tal que P[izlpiZf > t’y] = .

Ademds, en el caso de que la cadena sea reversible

1+ ?Li _
p, = — ?Li vV i=l,...,m-1, p,=0
donde ll,...,lm_l son los autovalores no unitarios de P. En general no

se pueden obtener éstos porque la matriz P no es conocida y entonces

se tiene que utilizar las frecuencias relativas

como estimadores consistentes de los elementos P; de la matriz P
(Billingsley (1961)) para obtener estimadores consistentes lni de 7Li.

Para una cadena de Markov binaria, m=2, la clase de matrices de

transicién posibles vienen dadas por

[Lﬁ ﬁ}0<&gs1 B+l <2
£ 1-&

y la subclase satisfaciendo la condicién de estacionariedad es de la

forma
1-p B ] (.1-8
, 0< B € min{i, B<l.
0 0 0
[éal‘%% { }
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En particular, bajo la hipétesis nula es

[I-B B

,0<B<1
1

y sus autovalores son 1 y 1 - 2f3.

Al ser el estimador de B bajo la hipdtesis nula

)

+(1-p
—~mnll” _ > __"n22
2

la regién critica del contraste queda de la forma

A A

+
pnll I:’n22

A 2
SoPaT) > y 25 Ky
pnl 1 pn22

A continuacién, se comparan estos contrastes para ¢ = q:a mediante

la funcién de potencia que viene dada por la probabilidad de la regién
critica bajo la hipétesis alternativa p = (8,1-0), 0 < 0 < 1/(B+1),

para n=20 y 50, a=.05y B € {1/4,1/2,3/4).

A la vista de las Figuras 3.2.1, 3.2.2, 323 y 3.2.4 no es clara
la eleccién del mejor estadistico entre los considerados. No obstante,

el estadistico S o parece ser una buena opcién ya que en las figuras

1

en las que no se solapan las gréficas, éste mantiene un buen

equilibrio entre no alejarse demasiado del 0=.05 deseado y tener una

potencia alta. Obsérvese que el comportamiento de S o (estadistico X

de Pearson) y Sq) es parejo.
1377

82



potencia

Figura 3.2.1. Potencia del estadistico S 0 para =1/2 y n=50.
o

parametro theta
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potencia

Figura 3.2.2, Potencia del estadistico S o para B=1/2 y n=20.
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potencia

Figura 3.2.3. Potencia del estadistico S o Ppara B=3/4 y n=20.
a

paramatro theta
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potencia

Figura 3.2.4, Potencia del estadistico Sq) para 3=1/4 y n=50.
o

parametro theta
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3.3.- Ry -divergencia y bondad de ajuste: Hipétesis nula

comEuesta

Considérese el caso de hipétesis nula compuesta

HO:rc =7, (3.3.1)

donde 7 =Q(B) = (q,(6),-..q,,(8) € TcA yB = (el,...,eMo)‘e @ cRYel

vector de pardmetros desconocidos.

Para realizar este contraste de bondad de ajuste se deben estimar
los pardmetros desconocidos, es decir, elegir un valor Q(a)eT que sea
lo mas consistente posible con las frecuencias observadas X/n. El
método mds conocido para elegir Q(é\)) consiste en estimar O por mdxima
verosimilitud, pero parece también una opcién razonable para estimar
LA elegir el Q((—))GT mds prox1mo a X/n con respecto a la medida Rq)(P
Q(G)) Es decir, considerar Q(B ) donde 8. es el estimador de minima
Rq)-dlvergencm dado en la Definicién 2.2.1 y estudiado en el capitulo
anterior.

En segundo lugar, se necesitardi conocer la distribucién
A A A A A
asintética de R ¢(P, Q(9)) cuando H0 es verdadera, donde k(p o )

es el vector de frecuencias relativas y Q(@) = (q (9) oGy (9))
siendo 9 el estimador de médxima verosimilitud o el est:lmador de minima

R ¢-d1vergenc1a.

Antes de calcular la distribucién asintética de R¢(f’, Q(a)), se
establece el siguiente resultado mds general.

Lema 3.3.1

A A A A A Ay .
Sean P = (pl,...,pM) y Q = (ql,...,qM) estimadores
¢ -consistentes de la distribucién © = Q(BO) para algin C 4 o Si
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Q(BO) satisface la condicién (2) de Birch y ¢ es céncava y dos veces
continuamente diferenciable en (0,cc)

S Ry, Q = 52 - ODEE - O
donde

D(8°) = diag(-0"(Q(8%)).

Demostracion

. LA A A AA
Considérese el vector aleatorio W = (wl,...,wm) =P, Q yW=

(wl,...,wm)t = (P, Q) donde P = (pl,...,pM)l y Q= (ql,...,qM)t son
distribuciones de probabilidad en X y se define

WW)=R(P, Q) y W =(QE%.QE").

Por el Teorema del Valor Medio
AN 0 A | 1,4 W NP AN
YW) = y(W) + (W-W)a(W?) + (W-W)HK(W }W-W’)

donde el vector a(W)=(aj(W))j=l M viene dado por

.....

ay (W)
a(W) = )
) awj

la matriz K(W) = (kjr(W))j'r=1 M viene dada por

8% W(W)
kW)= —o
x AW 8W
] r
y W® es un vector que verifica
W' WO < o W-Wo. (3.3.2)
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Ademds, la continuidad de ¢” implica que todas las funciones
kjr(W) son continuas en W. De esta forma la consistencia de lfs y 6
junto con (3.3.2) implica que la matriz K(W‘) tiende elemento a
elemento a K(WO) en probabilidad.

Al ser,
0 1
con
D" -D(6°%
K= 0 o, |’
-D(67) D(®)
se tiene

W-WO'KW-W = (P-Q(8%)'D(O%)(P-Q(8%)-2(P-Q(8%)'D(O)(Q-Q(8")+
A Oyt 0 A 0 A A t 0 A A
+ (Q-Q8%)'DE%Q-QE%) = (P-Q'DE"P-Q).
Por Gltimo teniendo en cuenta que

0 0
wwh =0 y a(W?) = ()

se obtiene que para cualquier variable aleatoria X y cualquier

sucesion c
2 AA 1 2 & Ort 0 R 0
|cnR¢(P,Q)-X| < |Tcn(W-W)K(W)(W-W)-X| +

1 2 & 0.t * Oy S 0
+ |—2—cn (W - WKW KW NHW - W)H|.
Al ser, el primer sumando igual a
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1 2 Fa) A L 0 N A
|5, (P - QDO NP - Q) - X|,
bastard probar que el segundo sumando converge en probabilidad a O.

Ahora bien, el segundo sumando estd acotado superiormente por

(c 1B-Q(8™N)? + (c 1Q-Q(8%N)?
7

max| k(W) - k (W)

A A
donde, por una parte, la cn-consistencia de P y Q nos lleva a que

1P - Q%N + (c 10 - QB>
’_‘ — <0 (1)

y por otra parte, como los elementos de K(W*) convergen a los de K(WO)
en probabilidad, el rjna;rc[kjr(W‘) - kjr(WO)| tiende a 0 en
probabilidad.

De esta forma queda probado el resultado enunciado.

El siguiente teorema nos da la distribucién asintdtica de
A
R¢(P,Q(9)) bajo H0 cuando el pardmetro O es estimado por minima
R q)-divergencia.

Teorema 3.3.1

Sea ¢*:(O,oo) —> R una funcién céncava con derivada segunda
continua. Sea I,’\' el vector de frecuencias relativas y 6 = Q(a(p),
entonces bajo las condiciones de regularidad de Birch y las
condiciones 1) e ii) del Teorema 2.3.1 se verifica que

A A Mo,
8n Ry“(P, Q) *..i—w>i;ﬁi%1
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donde las x son independientes y los B son los autovalores de la
matriz D(B )Z , siendo

D(0°) = diag(-0 "(Q(8°)))

y
I =0- J(BO)B(BO))ZQ(BO)(I . C):TC )
con
BE") = (A)'A®") ' A@)diag[V -6”(Q(8")]
4]
38% = l__li 9_)]
aer =1,..M
r=1,..., M0
Yy
Z (e = diag(Q(6%)-Q(@")Q(6")"
Demostracion
Por el Lema 3.3.1, al ser P y 6(1) estimadores v’ n -consistentes, se
tiene

A A A A 4 o A A
8n R¢*(P, Q¢)=n(P-Q¢)D(9 )(P-Q¢)

Por el Teorema 2.3.2 a) y c¢) se sabe que

W[% ; Q(e")] ~ \/TJ(B")B(B")[ﬁ - Q(B")],
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por tanto
A A A 0 o A
\/T(P-Q¢)=\/T(P~Q(9))+1/T(Q(9)-Q¢)=

= V(- JE)BEM)P - Q%))

Consecuentemente
A N L
VP - Qy > NOE),

donde

L =(- J(BO)B(BO))}:Q(BO)(I - J09B(0%)

A A M
por lo que 8n R(p*(P, Qq)) se distribuye asintéticamente como ): B,xf
i=1 !

donde las xf son independientes y los Bi son los autovalores de la
matriz D(Bo)):l.
|

De esta forma para n grande y nivel de significacién y el
contraste que se propone llevaria a rechazar la hipétesis nula si

A A
8n Ry(P.QBY) > 1, (3.3.3)

M
donde 1, es tal que P[izlﬂix? > ty] = 7.

Para calcular la potencia asint6tica del contraste (3.3.3) es
A A
necesarioc conocer la distribucién asintética de R¢(P,Q¢) cuando el
modelo paramétrico propuesto no es correcto.
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Teorema 3.3.2

Sea ¢:(0,.0) — R una funcién cdéncava con derivada continua.
Supongamos que se verifican las condiciones de regularidad de Birch y
las condiciones i) e i) del Teorema 2.3.1. Sea f’ el vector de
frecuencias relativas y éq) = Q(6¢), entonces si I#Q(Go) se verifica

que
Vi (RyPQy - Ry(mQy)| —5 NOSH
donde
C=TETI =@G m) o T'= )
y
= %{w [n—;i] - [q:’ [n—“;&] - ¢'(qk)] :% : ¢'(ni)}.
Demostracién

Consideremos el desarrollo de Taylor de w(f’) en torno al punto 7
donde w(n)=R¢(n, Q(%(R))),

w®) = wm + P -m'T + R

- t
donde T= (tl,...,tM) con

]

1], Tt M, L aqk P M, aqk
— - ') - q)—i.
ﬂqa [—2—] + kgltn [—r] o ¥'(r,) k);lqa W

P
Como v n R = 0, entonces
n n
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AA A
R, (P - R -
Vo [ o Q) - Ry(m Q¢)] y VP -mT
tienen asintdticamente la misma distribucién.
Por el Teorema Central del Limite
AA L
v R (P, - . ,
T [Ry®. Q) - Ry(m Q)] —E NOOH
donde
— l -
=T LT con Zn = (ni(Sij-nj))

ij=1,...M

Por tanto, utilizando el Teorema 3.3.2 la potencia asintdtica del
contraste (3.3.3) viene dada por

(Mg A A . t'Y - SnR¢(R,Q(9¢(n)))
Bq) (m) = P(8n R¢(P,Q¢))>t_r) =1 FN[ T ]

donde o es la expresion de la varianza dada en el Teorema 3.3.2 y FN
es la funcién de distribucién normal estdndar.

Es inmediato comprobar que
; (n) —
lim By (m) = 1

es decir, el contraste (3.3.3) es consistente en el sentido de Fraser
(1957).

Corolario 3.3.1

A A A
Sea f’ el vector de frecuencias relativas y Ql = Q(91)’ donde Bl
es el estimador de minima R-divergencia (¢(x) = -xlnx), entonces bajo
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las condiciones de regularidad de Birch y las condiciones 1) e ii) del
Teorema 2.3.1 se verifica que

8n R, O ) —L 5 o2
n (’Ql) n=eo xM-MO-l'

Demostracion

Por el Teorema 3.3.1,
A A M
8 R(P, Q) > ) B
i=1
donde los Bi son los autovalores de la matriz

T = diag[Q(BO)'”z] [): JEHBEDT = B(E%'I0%' +
Q8% Q(e%) Q8%

+ JOBEIT B(BO)‘J(BO)‘] diag[Q(e")'” 2] =
Q(8")

= diag[Q(®% 1 ?|T_  diag [Q(BO)'” 2] ;
- 7 Q(07)

- diag[Qeh 7] 1@)BE)E ding[QE) 1) -
h y Q(BO)

- diagQeeh 7T | B(@)'38") disg[Q8") /%) +
- 7 Q(87)

+ diag| Q0% /2| 1(6%B(®OMHE B(6%'J(6% " diag | Q(8°) '/
Q8%

donde

aq. (8°
J(6"B(E") =[ iﬁ (A@")'AE") A®")ding Q"]

i,r
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siendo
Oy _ g: 0,-1/2 0
A(8°) = diag [Q(e) ]J(B ).

Ahora bien,

disg[Qeeh 7z diag[Q) ) = 102 ?)' = LY
Q(e7)
y
. 0,-1/2 0 0 . 0,-1/2
diag [Q(B ) ]J(e BOOE  _ diag [Q(O ) ] -
Q(e")

= diag [Q(e")'” 2] 36%B(8Y) [diag [Q(e")] - diag [Q(e°)” 2]><

XQ(BO)HZ[Q(BO)Uz] tdiag[Q(eo)lIz]]‘-ﬁag[Q(eo)-”2] - M(BO)L(BO)
donde

M) = diag(Q(8") ! | EB(E)ding [Qr6%' ]

con lo cual se tiene

T = L©% - Le"M©%"'- MOHL®O% + MO"HLOHIM©Y".

Al ser,
M(®%) = A@°)ABYA©B%)'AGY' v [Q(e°)”2]'A(e°)=o,
se sigue que,
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T=1- (@) [Q(e°)'”]' - AGB*)(AB"YAD") AGB
donde T es idempotente ya que,
T = 1- (e (@) - AE)AEAE) A -
- (@) [t 7] + [t [ty ] [cae 2] [e 2]+
+)'?) ("' 2] A A AN AGY -
- A% (AB")'A®0%)A®") +
+ AG)AE)AE) AG Q)] [Q(e")‘”]' +
+ A@°XA®")'AB%) AB)A(B°)AB°YA®B") A" =

=1- [Q(e")‘”] [Q(e")”z]t - A@*AO%AB%)'AB®Y = T.

Al ser la matriz T idempotente tiene vinicamente autovalores 0 y

1, siendo el nimero de autovalores unitarios

=M-1-M

- traza [A(e")(A(e°)‘A(0°))"A(9°)‘ 0

con lo cual se tiene el resultado enunciado.
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El resultado siguiente junto con Teorema 2.3.2 b) y Corolario
3.3.1 proporciona una familia de estadisticos para contrastar la
hipétesis de que la distribucién de una muestra X],...,Xn pertenece a
[Pe / 8e ©) y el pardmetro es 0°.

Corolario 3.3.2

Bajo las condiciones de regularidad de Birch y las condiciones i)
e ii) del Teorema 2.3.1, se tiene que

Fa) A A
nRPQB)Y y v -0
son asintticamente independientes.

Demostracion

Por el Lema 3.3.1, al ser f-\’ y Q(al) v 1 -consistentes se tiene
n Ry, Q6 ) = n (b - Q6 )'aiag[Qe) ) P - Q@ ),
luego bastard con demostrar que
nb-Qb )disg(QE'|B-aB) vy vEE, -6
son asintticamente independientes.

Sea Z= v n diag [Q(e%'”’] (P-Q(8%) = N[o, I-/Q(_ef?)@?)‘],

puesto que
v, - 6°) ~ VI (AE A@)Y A@)diag[ Q)" 7] B-Qe)
es suficiente demostrar que
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(A@YAOD'AGYZ y  Z'I-AG)AGY)AW®Y)'A®GYY)Z
son asintSticamente independientes.

Aplicando el resultado 3b.4.viii, pag.188 dado por Rao (1973),
esto es equivalente a probar que

YBEC = 0
donde
z = [1 ) va‘],
B = [1 ] A(e")(A(e")‘A(e"))"A(e")‘]
y

C= [A(e")(A(e")‘A(e"))"A(e")‘],

lo cual se obtiene después de algunas operaciones algebraicas.

En el caso de estimar 0 por mdxima verosimilitud a partir del
modelo discretizado, la distribucién asintética de R¢(1’5,Q(6EMV)) bajo
H se establece en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3

Sea ¢:(0,0) — R una funcién cdncava con derivada segunda
continu/s\i. Sea }}3\‘ el vector de frecuencias relativas y QEMV = Q(IéEMV)
donde O — el estimador de mdxima verosimilitud, entonces bajo las
condiciones de regularidad de Birch y las condiciones i) e ii) del

Teorema 2.3.1 se verifica que
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g AA L M o,
n R(D(P’ QEMV) Tea iZIB Xy

donde las xf son independientes y los Bi son los autovalores de la
matriz D(e")zz, donde

D(O°) = diag|-4"(Q(E%)]

E, = [1 - JO)IBY '1(6")diag(Q(eY ! )] 069
x[I - 3(81(8%) ' 3(8%) diag(Q(Y” ‘)]‘

siendo, I(BO) la matriz de Informacién de Fisher del modelo
discretizado y Z g0y = diag(Q(0%)-Q(8%)Q(8%".

Demostracion

A [a)
Por el Lema 3.3.1, al ser P y QEMV estimadores v n -consistentes,
se tiene que

A A A A - " 0 A A
n Ry(®, Qpyp) = 0 B - O Ving[-7QE| @ - Q,,

EMV
Ademds, a partir del Lema 2 de Morales y otros (1995) se tiene
que
N A
V(P - Q) > NOE),
donde
_ 0ye /0 - 11700y 15 0y-1
£ = [I - 3(6%1(6% ' J(6%)diag(Q(6% )]ZQ(eo)x
x [1 - J0")1(8% '1(6%)diag(Q(%" ‘)] t
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A A M
Por tanto, 8n Rq)(P, Q) se distribuye asintéticamente como Z B_xf
i=h !
donde las x? son independientes y los Bi son los autovalores de la
matriz D(BO)ZZ.
]

Corolario 3.3.3

Bajo las condiciones de regularidad de Birch y las condiciones i)
e ii) del Teorema 2.3.1, se tiene que

AA L 2
&n R(P, Q) grev=ady ‘VEVIRL
0

Demaostracion

Por el Teorema 3.3.3.

A A M
8n R(P, QEMV) —= E lef
=1

n-oe ;
donde los Bi son los autovalores de la matriz T del Corolario 3.3.1.

En el apartado 3.2 se ilustra el contraste propuesto para
hipétesis nula equiprobable con un ejemplo. A continuacién se vuelve
sobre el mismo ejemplo, ya que el modelo equiprobable alli propuesto

no era adecuado, considerando ahora un modelo mas complicado.

Ejemglo 3.3.1

El modelo que se plantea en este apartado para el Ejemplo 3.2.1

tiene en cuenta tanto la primera como la segunda posicién ganadora.
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Sea nij = P(galgo i consiga la primera posicién y el galgo j la
segunda), entonces si suponemos que el galgo i gana la primera
posicién con probabilidad . se puede considerar la segunda posicién
como la posicién ganadora de una subcarrera de los 7 galgos restantes.

Es decir, se considera el modelo

HO: rcij = P(galgo i gane)P(galgo j gane entre los galgos restantes) =
=Tnn Jj(l-ni)

para i=1,..,8; j=1,...,8;i#). Obviamente nﬁ=0 para i=1,...,8.

En este ejemplo, 0 = (91""’97) = (nl,...,n,]) € {0&(0,1)7/
91+"‘+97 <1}y QM= (qij(e)) donde

r 6.0,

i j i=1,...,7; j=1,....7;i#j

- i 3 LI ]
©)= 1 = | %00, 5 i=1,...,7; j=8

9 ij 1o, vt
(1-6 -...-6)6
] =R 1=
g +...+0, B8 =L T

La Tabla 3.3.1 contiene las frecuencias observadas y las
frecuencias esperadas obtenidas estimando el pardmetro O tanto por
mdxima verosimilitud como por minima R-divergencia. El estimador de

mdixima verosimilitud viene dado por
8, =(0.1787,0.136,0.1145,0.1117,0.1099.0.1029,0.1122)
y el de minima R-divergencia por

61=(0.1793,0.1376,0.1 15,0.1125,0.1106,0.101,0.1123).
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Tabla 3.3.1

2% Posicién

1= Posicién 1 2 3 4 5 6 7 8 Total

*

1 14 11 11 17 17 15 19 104
176 148 145 142 133 145 174 1063
179 149 146 144 13.1 146 17.1 106.6

2 22 12 14 15 6 14 12 95
16.7 107 105 103 96 105 126 809
17.0 10.9 107 105 96 107 125 819
3 13 10 9 g 12 8 5 66
13.7 105 86 85 79 86 103 68.1
13.9 10.6 87 85 78 87 102 684
4 10 10 5 13 12 8 5 63
134 102 8.6 82 77 84 100 665
135 104 8.7 83 76 85 99 669
5 12 7 8 9 7 9 10 62
13.1 1060 84 82 76 82 99 654
133 102 85 83 75 83 97 658
6 10 8 10 5 7 9 9 58
122 93 78 76 175 77 91 612
120 92 77 75 74 75 88 60.1
7 8 6 12 8 6 9 11 60
134 102 86 84 83 7.7 10.1  66.8
135 104 87 85 83 7.6 99 669
8 27 9 14 16 4 4 13 87
16.5 125 106 103 10.1 95 103 79.8
162 124 104 101 100 9.1 10.1 78.3
Total 102 e 72 72 71 61 76 71 595

99.0 80.3 69.5 68.1 67.1 634 682 794 5950
994 81.1 69.8 684 674 623 684 781 595.0

*
la  primera fila de cada par aparecen las  frecuencias  observadas y

en 1a segunda ¥ tercera las frecuencias esperadas obtenidas utilizando

8y 8. respect
, I ivamente,
EMV Y 1
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En la Tabla 3.3.2 aparecen los valores del estadistico 8nR(lg,6)
para los estimadores calculados. Utilizando los resultados de los
Corolarios 3.3.1 y 3.3.3 no se deberia rechazar la hipétesis nula
propuesta a un nivel de significacién del 5% puesto que el valor del
estadistico estimando el pardmetro tanto por maxima verosimilitud como

por minima R-divergencia es menor que x: 710,05 64.1.

Tabla 3.3.2

A A A A
8nR(P,Q(6_ ) 8nR(P,Q(6)))

59.08 59.053

De esta forma, se deberfa aceptar el modelo propuesto bajo la
hipétesis nula.

3.4.- El problema de bondad de ajuste cuando se incrementa
el nimero de clases

Hasta ahora una suposicién bdsica que se ha venido haciendo en
los resultados obtenidos ha sido que el nimero de clases, M,
permanecia fijo al incrementarse el tamafio muestral. Sin embargo,
parece obvio, que se pierde informacién sobre el problema original
manteniendo fijo el nimero de clases, y por tanto, es razonable hacer
M — ee cuando n — co. En esta situacién no se pueden aplicar los
resultados utilizados previamente puesto que el nimero de valores
observados en cada celda no tiene por qué crecer con n. Ademads,
evidentemente, la estructura y dimensién del espacio de probabilidad

subyacente varian con M.

En este sentido, Hoeffding (1965), Morris (1966,1975) y Holst
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(1972) estudiaron las distribuciones asintéticas de los estadisticos
x2 de Pearson y logaritmo de la razén de verosimilitud cuando M— o de
forma que n/M estuviera acotado. Koehler y Lamntz (1980) realizan un
estudio de Monte Carlo de la precisién de estas distribuciones bajo la
hipétesis nula.

En este apartado, se supondrd que M es una variable independiente

y que el tamafio muestral n = n  crece con M de forma que

n
v, = WIM— — v O<v<oo, (3.4.1)

A partir de ahora, todas las convergencias y expresiones
asint6ticas se suponen para M — oo, Ademds, las frecuencias observadas
en las clases se denotardn por un vector aleatorio XM = (XMI""’XMM)
que se distribuye como una multinomial de pardmetros n,yp, =

(pM1""’pMM)'

Uno de los resultados mds importantes que se obtienen en este
apartado se basa en un teorema limite propuesto por Holst (1972) que
dice lo siguiente:

"Sea XM = (Xm"'
multinomial de pardmetros nyp,= (le,...,pMM) y el estadistico

.,XMM) un vector aleatorio con distribucién

M
Su = LBy iM,

donde hM:[O,l,Z,...}X[O,l]—>R es una funcién medible que satisface,

parac, ¢ 2eR no dependientes de M, la condicién
|h, (u.v)|<c e". (3.4.2)

Entonces, si existe COER independiente de M tal que
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pMiSCO V1<i<M, (3.4.3)
y ademds,
O<lim inf ~— S lim sup = <o, (3.4.4)
M M
se verifica que
SM i M L N(O 1)
o . ’
M
donde
M
W, =} Eh (Y /M)
i=1
Y
2 M . -1 M . 2
oy =iZIVAR[hM(YMi,1/M)] -n [iZICOV(YMi,hM(YMi,lfM))]
siendo YM]""’YMM v.ai. de Poisson de pardmetros np, .

YMi=Poisson(nMpMi), i=1,...M."

A lo largo de este apartado se obtendrdn resultados bajo la
hip6tesis  simétrica (3.2.1). En primer lugar se obtiene la
distribucién asintética de S ¢(X M/nM,no) donde m. = IM, i=1,....M.

Teorema 3.4.1

Sea $:(0,00) — R una funcién céncava continua con ¢”(1/M)<0. Si
n
- M
M —0 y n, —ea de tal forma que Ve — VY (O<v<eo), y

-8n M
¢n,: 1/M) Solmor)

ct
Sclez

donde
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O
siendo
-M
S (X n ,T[:):_Sn R(X 0 1),
¢ M/MO ¢’n(1/M) Mq) MjMO)
-8n. M? 5 (v
= ——— E[5,(Y/n _,1/M)]
u'M q)ff( I/M) ¢) M )
y
64n>M?
= = [VARES, (Y., 1M)] - M ,
%= M) [B4(Y/n, UMD] - [COV[Y,8¢(Y/nM,1/1v[)]] }

M

con Y=Poisson(v, ).
Demostracion

Tomando

h (X iM)=h (X ) ~8n, M [q,[XMi/“M*VM] L[
_M'(_Ml’ o q),,( IIM) ) _2_¢[

1 1
-0
se tiene que

M
S¢(XM/IIM,‘EO) = iZ 1 hM(XMi)'

107




Por tanto para demostrar el resultado se debe comprobar que se
verifica (3.4.3) y (3.4.4).

La condicién (3.4.3) se satisface de forma automdtica ya que
Mnm:l Vi=1,..,M. Para verificar la condicién (3.4.4) se utiliza otro
resultado de Holst (1972) que establece lo siguiente

“Si para alguna funcién de densidad g(v) en [0,1] se tiene que

™M
P, = r glv) dv k=1,....M)

(k-1)}/M

y si hM(u,v) es continua en v para todo u, entonces

2

_MM_ = W+o(1)
con

W = JVAR[h (Z,.V)dv - —“

0 0

1

2
COVIZ ,h (Z v)]dv]

donde Z es una v.a. de Poisson de media Vg(v) vel[0,1]y W=0siy
solo si h (u V) = a,u + b (v) casi seguro.”

En el caso que nos ocupa basta considerar g(v)

= 1, ve[0,1] ya
que p = 1511— Vk=1,...,M, entonces
2 2
M _ v M N A\
n - M v

y por tanto la condicién (3.4.4) se verifica. La demostracién del

teorema se tiene sin mas que tener en cuenta el resultado de Holst
enunciado antes del Teorema 3.4.1.
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Por tanto, el correspondiente test de bondad de ajuste rechazaria
la hipdtesis nula a nivel ¥ si

S (X /n ) - M
>z

O'M Y

donde ZY es tal que P(N(0,1)>zy) =Y.

En el siguiente corolario se establece que para la familia ¢r (x)
= T—(x -x) se verifica la acotacion del Teorema 3.4.1 y ademés se
obtiene la forma explicita de la distribuciébn asintdtica del

e 2
estadistico X“ de Pearson que se corresponde con

-1 /M)
n /M

nMZ

S ¢2(X M/nM,

Corolario 3.4.1

n
SIM —eo yn, —00 de tal forma que WM— — Vv (O<v<eo),
entonces
i) -8n M [t 1] < ¢ &S5t
0 (1M) ooy )| <5
ii) » N(0,1)
vVZIM®

Demostracion
i) Al ser

-8n M [ ¢ 1 ]‘ )

o () oM
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(tM/n_)+1
p)

(tM/n, )+1
2

o(l-a)M

|

8nM

ajl-a|M

A

-

.

)

N

1 M % 1
w3 vl B

M:

IA

o

1

se tendrdn que acotar convenientemente cada uno de los sumandos de la

expresién anterior para comprobar que se

Para el primer término se tiene

verifica la condicién i).

8n,, (tM/n)+1 °°<
ojl-a|M 2
8n_/M M/ )+1) 1 ramm )1 {a)n
[ ]
of1-a| .
(M/n )+1) 1 (M /n Y41y L]
8n /M [ 2 2 ]
< — ™ [o+1])!max - - <
a|l-o| [a]! [oe+1]
8n /M (tM/n_)+1 b!
< M [o+1]1ex —Z——M =a' e'm
a|l-a | p{ } "
donde
n
1 M 12 1 M 1
a = [a+1]te™, b = —
M a| i-a | M nM T

y por [a] se denota la parte entera de a.
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Por tanto

M /) Sale 1
o|l-a|M

o
8n [(tM/nM)+ 1] . bt

donde
* l *
a = sup(a} y b, = sup{b]

que sabemos que existen y son finitos porque

lima' = -8V [g+1]te'
oqt-of
y
. 1 _ 1
lim bM = v

Andlogamente, es posible encontrar a;, b;. a;eR e independientes
de M tales que

4n o *
M [tI::[ ] <a ebzt
o|l-a|ML Tm
y
4n
M <a
3
o|l-a|M
Consecuentemente,
-8n M . W . .
M 8¢ [_nt"_’_lér] < a, eblt +a ebzt + a, < c, St
0o (1/M) Fat T
donde
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3 & *
c = 3 max{al, a, a3}

c, = max{bl, b2],

como se queria demostrar.

ii) Para o=2, se tiene

E[& ¢2(Y/nM’ 1/M)] =

(Y, )+1/M] ] [ ]2

]

_ 1|1 Ll(YMm 1. 1-|([YM 1 o|(YM ?
- Mz_ZE[ nM] ]+74 _ZEI:[ nM“'ZE[ nM] }
1l _ 1
T2 T AMn
M
VAR[S, (Y/n_,1/M)] = VAR| [L Yo 1 y| -
¢2 M 4 ny 2Mn
M
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_ 2 1
COV[Y,8¢2(Y/nM,1/M)] = [ [qzl , Y 2’M§Y+ %} -

2
- ELYIE[S, (Y/n, 1/M)] = 71‘—[-;11“] EY") - prrEIY?}+
2 M M

1 1 1
+ —— E[Y] - =
nve am? VD,
entonces
2f 1
M
y
2 _ o3 1 (1) 1 17 1 72
Oy = 16n,M {TGM[T] ¥ _S_[Mn_] - [W] } =2M
M M M M
con lo que se tiene el resultado enunciado.
|
Es trivial comprobar que para q)l(x) = -xlnx se verifica la cota

del Teorema 3.4.1 y por tanto la obtencion de la distribucién
asinttica del estadistico basado en esta funcién es inmediata a
partir de este teorema.

Corolario 3.4.2

n
. M .
SiM—e0y n,, —° de tal forma que N —V (O<v<eo), se tiene

que
S¢$XM/nM,TI:0) "M L

o‘lM

s N(O,1)

siendo
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S ¢$X M/nM,ﬂo) = 8nR¢EX M/nM,fco),

e 4M{E[Ymﬂ - B[(Y+v,) m[zz_M * %]]}

y
— Y Y 1
o = IGM{VAR [Ylnv—M] +VAR [(Y+VM)ln [ﬂ; + Q]]
Y Y 1
200V [YlnT,(Y+vM)ln [2\,_ + z]]
M M
2
1 Y Y 1
-T[cov [Y,Yln% _cov [Y,(Y+VM) In [ﬁ_+2]]] }
M M M
Demostracion

Es inmediata con solo considerar que en este caso

(i) =B, e[ 3

n
M M M

Hasta ahora se ha visto que al contraric que ocurria cuando M era
fijo las distribuciones de los estadisticos S¢ bajo la hipétesis nula
cuando el ndmero de clases M crece no son asintéticamente
equivalentes. A continuacién se calcula la distribucién asintética de

S o cuando M—eo bajo las alternativas
Hm:n = T +E (3.4.5

con
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_ 1 -
nOi = para i=1,...M

™M
g = J' c(x)/n' ™dx m=1,23, ...
(i- 1)/M i=1,....M

donde c(x) es una funcién continua conocida en [0,1] tal que
1
I c(x)dx=0. El objetivo es encontrar el estadistico S o asintéticamente
0
més eficiente, es decir, el estadistico con mayor potencia para estas

alternativas.

Teorema 3.4.2

Bajo las hipétesis alternativas (3.4.5) y las condiciones del

Teorema 3.4.1, se tiene que

" L
SO By

o)

o
donde
b= s b ool
y
) 64n’M * Y. |
T 0 (L (L yax(eglma]

A LeovPrus )
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siendo Y Y v.ai. de Poisson de pardmetros n T,

ML MM M i
YMizPozsson(nMrci), i=1,..,M.
Demostracion

Este resultado se obtiene a partir del Teorema dado por Holst
(1972) de forma andloga al Teorema 3.4.1, es decir, bastar4 comprobar
las condiciones (3.4.3) y (3.4.4).

En relacién a la condicién (3.4.3),

ifM
Mr = L+ j M c(x)/n'™dx,

i- 1)/M

pero c¢(x)<k si xe[0,1], por tanto

Mr:,51+—l](-
i n/m

<1+k Vi=1,...M

entonces la condicién se verifica tomando c, = 1+k,

En cuanto a (3.4.4), como

iM i/M
m = TI?I" + J c(x)/n'/™dx = [ [1 + c(x)/n”"‘]dx

i-1)/M (i-1)/M

c(x)

nllm

Holst enunciado en la demostracién del Teorema 3.4.1 ya que g(x) es

si se define g{x) = 1 + se tiene la condicién del resultado de

continua en [0,1].

Entonces




y la condicién (3.4.4) queda verificada.

Por tanto, aplicando el Teorema de Holst se tiene el resultado

enunciado.
u

Teorema 3.4.3

La potencia asintética de los estadisticos S o bajo las hipétesis
(3.4.5) es

(m)
R, [-zy + eq),v] (3.4.6)
donde
|83 -Q
(m) . M,m" M
e = lim -
.v 0-M.m
y
_ -l
2, = F (1Y)

siendo F_ la funcién de distribucién de una Normal de media cero y

varianza uno.

Demostracion

La funcién de potencia de la familia S o cuando se consideran las

alternativas (3.4.5) viene dada por
By(m = P[s¢(x M/nM,n0)>z,YoM+uM|Hm]

_ -1
donde z,Y = FN (1-y.
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Operando se tiene

S(b(XM/nM’TCO) * My S ZY°M+ Py Pt

GM.m 0.M.m

|H

Ln

Bq,(ﬁ) =P

o
M,m [

S (X /m ,t) - 2.0 + -
—1.P (] M/ M 0) ”M,m—"{—M_EMJ‘—lMS ,mIH
O'M m 1

n

Como

O

M
= 1,
0-M.m

lim

la potencia asintética de S o viene dada por

(m)
1- FN[Z'Y - e¢,v]

como se queria demostrar.

Corolario 3.4.3

En el caso m=2, Holst (1972) demostr6 que para estadisticos

simétricos, es decir, estadisticos para los cuales h (X .i/M) =
_ M® Mi

IJ’M.m I'LM

GM.m

hM(XMi), se verifica que — 0.

Es inmediato que los estadisticos Sq) son simétricos y por tanto

I

e =0 .

En el teorema siguiente se establece que el estadistico deducido
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a partir de la entropia cuadrdtica, es decir, el estadistico XZ, es el
de mdxima eficiencia relativa asintética Pitman entre los contrastes
basados en R 0 para las alternativas (3.4.5) cuando m=4.

o

Teorema 3.4.4

n
SiM-—5eoy n, —o de tal forma que —MM— —> v (0<v<ee), entonces

para contrastar la hipdtesis

o = ) .
Ho.ni = wr— l—l,..,M,

frente a
iM
H m=—b o+ | ox)/n%dxizl,..M
= M =1, M,

{i-1)/M

el contraste basado en la familia S o con mayor potencia asintética es

el correspondiente a =2 (estadistico X? de Pearson).

Ademds, la potencia asint6tica para S o viene dada por
2

F, [-z7+/v72 I;(c(x))zdx]. (B.A7)

Demostracion

Particularizando el resultado de Ivchenko y Medvedev (1978) para
S, , se tiene
O

1
e q(,;ff v v Io(c(x))zdx CORR [fa(Y)-bfY,YZ-(ZvH)Y]

donde

ol
by = V'COV [fa(Y),Y],
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o) = 5@ [[ ) R -~ " Jr]

Y=Poisson(V).

Como maximizar la funcién de potencia es equivalente a maximizar
eq{)m) v
a’
determinada por el coeficiente

en valor absoluto, la eficiencia de S¢’ para m=4 queda
o

Py = |CORR [(Y+v)a-2a’lYa-b aY,Yz-(2v+1)Y] |

donde
b, = v'COV [(Y+v)°‘-2°“Y“,Y].
Al ser
b, = V'COV [-2vY-v2+Y2,Y] = v"[-2v2+ v+2v2] =1
se tiene

p,=1

por tanto el contraste basado en S o tiene maxima potencia. Ademds,
2
(3.4.7) se obtiene de forma inmedita sustituyendo el valor de p, en

(3.4.6).
]

El teorema anterior indica que el estadistico Sq) es éptimo para
2
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contrastar las alternativas dadas en (3.4.5) con m=4. No obstante, a
continuacién se evalua Py, ©n general para cuantificar la pérdida de
potencia que se produce al utilizar valores de a#2. El coeficiente,
para o # 1, viene dado por

Py ‘ E [(Y2-(2v+1)Y+v2)((Y+v)°°-2°“Y“)] x

{2\/213 :((Y+v)a-2a’1Ya)2] 22 [E [(Y+v)“-2°“Y“H .

2v [E [(Y-v)((Yw)“-z“"Y“)]]2}'1/2] (3.4.8)

y para 0=1 por

p= ] E [(YZ-(2V+ 1)Y+v2)f(Y)] {2\;213 [(f(Y))Z:

(3.4.9)

2V [E [f(Y)]] "y [E [(Y-v)f(Y): ] 2}'”2

donde

£(Y) = 4{ Yin—Y— . (Y+v) In [23_ + %]}

Obsérvese que tanto para =1 o O un valor no entero estas
expresiones no se pueden evaluar de forma explicita. En estos casos se
aproxima numéricamente teniendo en cuenta que para Y=Poisson(v) se

tiene que

Elg(V)] = | gy )
i=0

donde
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yw) = e’

En la Tabla 3.4.1 se recogen los valores de Py Para diferentes
valores de o y v. Estos valores se han obtenido utilizando los 100
primeros términos de la aproximacién numérica de (3.4.8) y (3.4.9)
descrita anteriormente. La Tabla 3.42 contiene los valores

1
qu“V/J. (c(x))zdx. Si bien la funcién c(x) no afecta al cociente entre
o' Yo

e &4 )V y f:q()4 )V si que cambia el tamafio absoluto de la potencia de los
a! a,
1 2

estadfsticos puesto que c(x) mide la distancia entre la hipétesis
alternativa y la nula.

Tabla 3.4.1
Valores aproximados de Pq,

Vv

o 01 05 10 15 20 30 10 20 50

173 9776 9143 .8439 7814 .7270 .6444 .8436 .9443 .9786
1/2 9732 9165 .8540 .8016 .7590 .7038 .8902 .9550 .9827
2/3 9732 9224 8684 .8262 .7947 .7622 .9189 .9646 .9863
1 .9866 .9452 .9092 .8856 .8722 .8679 .9577 .9803 .9923

1.5 9972 9850 .9748 9699 .9686 .9713 .9903 9952 .9981
13/7 9997 .9988 .9980 .9978 .9977 .9980 .9992 .9996 .9998
2 9999 1.000 1.000 1.006 .9999 1.000 .9999 1.000 .9999

2.5 9968 .9876 .9825 9811 .9813 9832 .9922 .9957 .9981
3 9856 .9561 .9449 9428 9438 9486 .9727 .9841 .9930

9275 .8573 .8480 .8505 .8555 .8665 .9167 .9463 .9741

5 .8145 .7330 .7362 .7473 7586 .7783 .8532 .8986 .9468
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A partir de estas tablas se observa como, por una parte, para v
fijo, el valor de o 6ptimo es 2 como se vio en el Teorema 3.4.3,
Ademds, en la Tabla 3.4.1, a medida que nos alejamos de o=2, pa
decrece para valores moderados de v y se mantiene préximo a 1 para
valores de v cercanos a 0 o valores grandes. Obsérvese que la opcién

de considerar S ¢ ©5 muy buena puesto que la diferencia con el
137
6ptimo es de milésimas.

Por otra parte, para o fijo, de la Tabla 3.4.2 se desprende que

eé,”v es creciente en v, es decir, cuanto mayor es vV mayor es la
a’

potencia del estadistico. También se observa que existe una clara

tendencia a que eq()“v se mantenga cerca de eq()'”V para valores de o
a’ a!
2

préximos a 2.

Tabla 3.4.2

1
Valores aproximados de e 4 /I (e(x))’dx
q)a’v 0

o 0.1 05 1.0 15 20 30 10 20 50

173 2186 4571 .5967 .6767 .7270 .7893 1.8865 2.9863 4.8934
172 2176 4582 .6039 .6942 .7590 .8619 1.9905 3.0201 49136
2/3 2176 4612 .6141 .7155 .7947 .9335 2.0548 3.0504 4.9317
1 2206 4726 .6429 .7670 .8722 1.0630 2.1415 3.1002 4.9618
1.5 .2230 4925 .6893 .8400 .9686 1.1896 2.2144 3.1472 4.9905
13/7 2235 .4994 .7057 .8641 .9977 1.2223 2.2344 3.1610 4.9992
2 2236 .5000 .7071 .8660 .9999 1.2247 2.2360 3.1622 4.9999
2.5 2229 4938 .6947 .8496 .9813 1.2041 2.2187 3.1488 4.9909
3 2204 4780 .6681 .8164 .9438 1.1618 2.1752 3.1121 4.9650
4 2073 .4286 .5996 .7365 .8555 1.0612 2.0499 2.9926 4.8705
5 .1821 .3665 .5205 .6472 .7586 .9533 1.9080 2.8418 4.7343
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Para ilustrar la precisién de estas aproximaciones, se calcula la

expresién exacta de p, que viene dada por

- -(2v+3)
P (avi+15v+9) 2

obteniéndose, para diferentes valores de v, la Tabla 3.4.3.

Tabla 3.4.3
Valores exactos de P,

v 01 05 10 15 20 30 10 20 50

P, 9856 .9561 .9449 9428 .9438 .9486 .9727 9841 .9930

En este apartado se ha estudiado la eficiencia de los

estadisticos S o en el caso de hipdtesis nula simétrica y se ha
o
llegado al éptimo para contrastar esta hipdtesis frente a diversas

alternativas. Sin embargo, como ilustraron Ivchenko y Medvedev (1978)
en algunos ejemplos, este tipo de conclusiones no es posible para
hipétesis nulas no simétricas. Aparte de tener el problema afiadido de
que para este tipo de hipdtesis no es posible realizar un estudio
conjunto puesto que el nimero de pardmetros puede incrementar sin

limite cuando M — oo,
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CAPITULO IV

OPTIMALIDAD EN LOS CONTRASTES DE BONDAD DE AJUSTE
BASADOS EN LA R, -DIVERGENCIA PARA MUESTRAS
PEQUENAS

4.1.- Introduccion.

4,2.- Desarrollo asintético de segundo orden de los
momentos de los estadisticos R(D—divergencia.

4.3.- Desarrollo asintético de segundo orden de la
distribucion de los estadisticos R g-divergencia.

4.4.- Comparacion de las diferentes aproximaciones
de la distribucion exacta de los estadisticos
Rq)-divergencia.

4.5.- Potencia exacta basada en regiones criticas
exactas.



4.1.- Introduccién

Los resultados obtenidos hasta €l momento de la familia S ¢ Som
asintfticos y por tanto correctos para muestras grandes. En este
capitulo se aborda, en primer lugar, el problema de encontrar mejores
aproximaciones de la distribucién exacta de los estadisticos Sq) que la
aproximacién ji-cuadrado.

Varios autores han utilizado correcciones de momentos para
obtener mejores aproximaciones de las distribuciones exactas de Xy
de G2. Lewis y otros (1984) obtuvieron expresiones explicitas para los
tres primeros momentos de X* en tablas de contingencia miltiple.
Lawley (1956) obtuvo una aproximacién mejorada para la distribucién de
G’ a partir de un estadistico obtenido al multiplicar G? por un factor
de escala con momentos equivalentes a una ji-cuadrado hasta el término
O(n'z). Smith y otros (1981) extienden el trabajo anterior obteniendo
un estadistico con momentos equivalentes al de la ji-cuadrado hasta el
término O(n™). Cressie y Read (1984) hacen lo propio para la familia
de estadisticos que lleva su nombre. Menéndez y otros (1996)
establecen que dentro de la familia de estadisticos de bondad de
ajuste basada an la f-divergencia los O6ptimos son aquellos que
verifican 4f7(1)+3f'Y(1)=0. En este trabajo dicho estudio se realiza
en el apartado 4.2 para la familia S o donde se propone una
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modificacién de la familia § o de forma que la nueva familia tenga
esperanza y varianza igual a la de una ji-cuadrado mds o(n’ h.

Otra linea seguida por algunos autores para obtener una
aproximacién matemdticamente mds rigurosa es la que se expone en el
apartado 4.3 y que consiste en calcular el término de segundo orden
del desarrollo de la distribucién de S, considerado en el capitulo
anterior. En este sentido, Hoel (1938) calculé el término de segundo
orden para la distribucién del estadistico X? de Pearson y de este
resultado concluyd que el error cometido utilizando la aproximacién de
primer orden es mejor de lo que se podia esperar en el caso de que la
distribucién subyacente sea continua. Yarnold (1972) calculé el
término de segundo orden correcto para distribuciones multinomiales
discretas y lo comparé con otras 4 aproximaciones. Siguiendo los
resultados de Yarnold (1972), Siotani y Fujikoshi (1984) calcularon el
término de segundo orden para las distribuciones de G? y de F y
Cressie y Read (1984) generalizaron este resultado para la
distribucién de la familia de estadisticos que lleva su nombre.

En segundo lugar, todas las aproximaciones de la distribucién
exacta de Sq) conseguidas en este capitulo mds la ji-cuadrado y la
normal obtenidas en el capitulo anterior son comparadas en el apartado
4.4 para muestras pequefias mediante dos criterios diferentes. De este
estudio, se tiene que la sencilla aproximacién propuesta en 4.2 es tan

precisa como la complicada de 4.3 en muchos casos.

Uno de los criterios m4s importantes para comparar tests para
muestras pequefias es el cdlculo de la potencia exacta de los
contrastes frente a diferentes alternativas sin hacer referencia a
resultados asint6ticos. Wakimoto y otros (1987) calcularon las
potencias exactas de X2, G y F y Cressie y Read (1984) de la
familia de estadisticos que lleva su nombre frente a varias
alternativas. Bajo estas alternativas, en el apartado 4.5 se calcula

la potencia exacta de la familia S o
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4.2.- Desarrollo asintético de segundo orden de los momentos

de los estadisticos Rg-divergencia

En primer lugar, se comparan los momentos asintéticos de S, con
los momentos exactos, con el objetivo de encontrar condiciones sobre
los estadisticos S, que permitan mayor proximidad entre los momentos
asintéticos y exactos bajo la hipdtesis nula equiprobable. Ademdis,
utilizando estos resultados, se define un estadistico "modificado” de
S¢ cuya distribucién se espera se aproxime mds a una X’:d-l que la de

S¢.

Puesto que bajo la hipdtesis nula simple (3.2.1), el estadistico
S o se distribuye como una x;“ y los momentos de esta distribucién
limite son finitos, se tiene que

E[S¢(X/n,n0)] > M-,
E[Sq)(X/n,nD)z] — s Mx1,
E[S ¢(X/n,no)3] —— M>+3M2 M3,

es decir, los tres primeros momentos de S ¢(X/n N4 ) son asintdticamente
equivalentes a los tres primeros momentos de una xM cuando n-yee y M
fijo.

Para estudiar la velocidad de convergencia de los momentos
exactos de S (X/n,no) a los asintdticos, se calcula el desarrollo
asintético de segundo orden de estos momentos lo que proporciona
informacién acerca del error que se comete al utilizar la distribucién
asintética en lugar de la exacta. Se supondrd que ¢ es tantas veces

derivable como sea necesario en cada caso.
Para ello, se considera el desarrollo en serie de Taylor de

S¢(X/n,11:0) en torno al punto P = (I/M,...,1/M) = M, que viene dado
por
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j ap. va o < a’p. o
J 0 J o
3 3 4 4
. 1 nf 3R P,no) WJ . 1 1\):4 6R¢(P,ﬂ:o) ﬂ
3T =1 5> nvn 4 =1 a? 2
o Pi Jp= - P; Jp=g N
0 0
+ O @>?
P
donde
=1 _n
W= — [xj M]
Al ser
aR (P,n) pAT
[ 0 = [ é q)f[ ] 20]] _ é ¢l(pj)] = 0’
9p, P=n_ P=T,

E 2R_¢Q 7))

—52
a
“ pJ

°R, (P, T )) (1 LAY 1) 3 (1l
AL R [121}-74: ®|  =- 54w

3

(3*R, (P,T) [ P+
() 0 ] _ 1 ¢IV[ j 03] i —é—‘bw(l’j)} _ Tg ¢1v[1éi]
P=T P=TT

4

a
“ p J
se tiene que
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S (X ) = oM
¢ Y ¢II 1
M

L

_ M 2 Mq)’ ”(I/M )
R¢(X/n,n0) = Mj);le +

M
ZW3,+
2vn ¢ (1 /M= !

 IMOTUM) F oy, o (o2)

@2.1)
48n ¢’/ (1/M) ;=1
Como
Bwl=- 1 +1
. M
E[W3 1= 1/2[2 _g__ _th
M M2 M

el primer momento viene dado por

E[S¢(X/n,no): = ji [ ‘1\1; + 1] + % :1[—1\2-&-5 - —:;I- + 1] +

L Tt ,,-n”f[3__6_+1 .

4807 (/M) | =i M2 M
+n'2hf[-—6—+£-l+ 1] + O =

j=1 M’ 2 M
=M-1+;[9.'"_<1/w[1-w]+
26" (1/M) M

. ﬁ'—q;ﬂ(—l-fM-)[32 6, 3]] + o™ =

480" (/M)M?2 M
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- 1 1 -3n
—M-1+Hf¢+0(n )

donde

f} = MM[A - M] 7 ¢“’(1/M)[ 2, 1],
26" (1/M)\M 160" (1I/M)\M*> M

Elevando al cuadrado los dos miembros de (4.2.1) se tiene

MY 2§ wiw? . MOOTAM) (s
(3y0emmp] = M LWl M i;jwiwj + e L): W’

g D [ v ] -

+ M[ f W+ 2 W2W4] + 0™, (422
24n¢” (MG o TP

y como para i#j

E[w“_‘w3] - .15, 18
i M® M



Lz, LE] + Om'),

M M

el segundo momento vendrd dado por

E[[S¢(X/n,n0)] 2] = M? [9_.. - _9_5 + 3. n'l[_

L 3M 2(M;1) JM-1 n—l[_ 6(M-1) , 4(M-1) _
M? M M M’ m?

M- 1) L Moram w2 20, 50 40,10
M v e (1/M) MY M M M

X

J20(M-1) |, 20(M-1) _IM-D  M-1)| M
M* M Mm? MJ) 4n

1 2
x[¢ (1./.M__).] 15,45 45, 1_2 LMD
0" (1/M) M M* M M M?*

L 18(M-D  9IM-D| IMPO™(IM)| 15 45 45
M M | 24n0”(M)| M° M* M

L 15 15(M-) | 21(M-D) _ 9M-D) 3(M-1)]j O )=

ME M WM WM M

= M-1 + %[-21\4 , 2+[ﬂ S 13 +2M + Mz]—q’"'(1 /M)
M 6" (1/M)

i 6 Teanabr

% 2 + oM™

+ 3+ 3M]] + O™ = M-1 + 3 1
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donde

(T) -2M + 2+[1—£I— -13 +2M + Mi%_w_)_ + %{%_— (:/M ,_M))]zx

v
(12,18 ), 1o/ M3

2 [ 5+1+M]
M> M 8o°’(1/M) M M

Finalmente, multiplicando (4.2.2) por (4.2.1) se tiene

3 M M 3, s
[s (X/n,no)] = M T WE M ; WiW? + MML W+
¢ St T 2y My L

+ _zw‘;wj] » Mo am) L[ wh + Z wiw) +

4800’ (I/M)
M M 3,700
+M3[2 WW ):w?w?w’] SMOTAM)
iZj ) eyt ) OK 2vn ¢’ (1 /M)
MAM)

M M
x[2 LAY W?w?wf +
iZ] 0 T’ 7 Y 48n 077(1/M)

< VRTSM)

M M rrr
x[2 Wiwss wawiw?] + M2e7 (M) L): w4
T T "R S

i

;ww +Zw“w +ZWW5+ ):ww3wk]

¥ -I‘zd-i[x—z%’d_“-)"_)] [l)j +2 Z WW + iijwfwj -
s L] A (L Ly -

hY
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+2 Z WIW + ): w3w3wk] + MM [’f

iFjFk ) 24HQ”|1/MI

M PR M M
+Zw,w, + Z ww* +Zw2w + Z w2w“w]+0(n3”)
1T Y- TR Nt - Vooi#ET#x

J J ]

con lo cual, como para i#j#k

B[wiw!] - a'f[LL0. 418, 183 45, 33, s,
Ll M M M M M
Elwiw| - L2180, 22838, 2, 0@,

il ME M M® M
E-WS.WZ. = ”2[21? 38§ ﬁs-—f+~1—?]+0(n'“2),
RAER] M M M M
B[wwd] = 103 ] 193+ 13g_i§ oY),
L] M!S M M M
B[wow?| = 112249, 18389, 13, om™),
L 1] M M’ M M M
EW?W?W2]_-L5- 9—-3—+~1-+nl[—130-—7~§+

21 3 :
_?W] + O

EI:W?WZWi] = /2 210 175 5_‘?_ ) l_} 1 ]_'_0(“-3/2)’

. M M M M
E[W?ij:‘] 1=§-ll_f+-‘.‘_§-2-s-+0(n )

i M M M

y

E[W?W?w“] =105 120,48 12,3 | ow),

se tiene que el tercer momento vendrd dado por
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15 45 45 15 .1[130_390+

om0 S B

415 180+ 25] 45 (M-1) L BM-1) 27(M-1) +

+————-—-____ —_—
M TMZT M M3 m* Mm?

4 IM-1) (390 (M-1) _ 546(M-1) . 249(M-1) _
B YO M’ W M

JS4(M-D L 3M-D) | ISM-D(M-2) | 9(M - D(M-2) _
M? M ) M’ M*

M- DM-2) | (M-1) (M-2) |1 130(M-1)(M-2)
M M [ M )

78M-D(M-2) , 2U(M-)(M-2) 3M - HM-2)]|
oM M’ m?

L, Mo /M)[630 2205, 2835 1575 315,
2n0”(1/M) | M® M —w M M

L 630(M-1) 945(M-1) 5490 (M-1)  135(M-1) .
M S M? M? M?

+ 9(M-1) + 1260 (M-1) 2310 (M-1) + 1380 (M-1)
Ma Mo MS _M'tt_

390(M-1) , 60(M-1) . 630(M-3M+2) ~525(M*-3M+2) |
M M2 M M’

. L7OM2-3M42)  33(MP-3M42) | 3(M’-3M42
m* M M’

L MoM(/M) (315 1260 1890 1260 , 315,
4800 (I/M)[ M M° M’ Mt M

LI (M) 530(M-D) , 3B(M-D) [O8(M-D) ,
M’ M S M3 M*
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L 2I(M-1) | 630 (M-1) 1440 (M-1) A 1080 (M-1)
M M’ M — T

360 (M-1) , 90(M-1)  315(M’-3M+2) 360(M’-3M+2) |
M* M’ M’ M

, 144M-3M42)  36(M7-3M+2) | 9MP-3M42)| |
M’ Mm* M’

315
M’ M M’ M4+M3+

N rv13[<p"'(1/1v1)]2 315 1260, 1890 1260
an YW’ (1/M)

+ 630 (M-1) 1170 (M-1) + 810 (M-1) 270 (M-1) +
N M6 M3 M *

L 31S(M-1) 720(M-1)  540(M-1) 180(M-D) ,
M’ M M3 m*

45(M-1) | 315(M*-3M+2) _ 315(M2-3M+2) |
M M’ M®

2 2
+ 35 3M+2)  2T(M7-3M+2) | o™=

M’ M*
= 3-M3M% M*+ 1| 26.24aM2M+ ¢’ (1/M) [2 10 _
267(M) . M
v
- 243 + 3M + 27M? + 3M3] + 19 (llM)[13§ (198
480’ (ML M2 M
177 -~ 2

+ 54M + 9M2]+ i[hi—_ (/MNP (180 234, 46+ 18M]+

¢7(iT™M)y ? ' M M
+ 0™ = M4+3M>M-3 + %fg) + o@™?)
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donde

fj;) = 26:24M2M?%+ &—-UM) [2 10 543 4+ 3M + 27M% + 3M3] +
20"(I/M)'' M

v
+M[_f‘—_§-6_6-+ 18M+3M2] +
1607 (/M) M* M

rrs 2
+ 3 [‘3’ (”M)] [180 2234 1364 18M].

o(/my J LM M

Luego, las funciones ¢ que hacen que se aproximen mds los
momentos asintéticos a los exactos para M fijo son aquellas para las
cuales se verifica que fqi) = 0, i=1,2,3 ya que los desarrollos de
segundo orden de los tres primeros momentos de S o Son iguales a lqs
momentos de una x:‘d_l mds el factor de correccién de orden O(n'l), fq'),

i=1,2,3, respectivamente.
En definitiva se puede establecer el siguiente resultado:
Teorema 4.2.1

Sea ¢:(0,0) —— R céncava con derivada cuarta continua y
o”(1/M)<0. El contraste de bondad de ajuste basado en el estadistico
S ¢(X/n,:r|:0) es éptimo de acuerdo al criterio de los momentos si y sélo

ﬂ%=&hm&

El Teorema 4.2.2 es muy inleresante ya que los factores de

correccién de orden O(n’l) de los tres primeros momentos se anulan
. . . - 1 o

para las mismas raices cuando se considera la familia tt)a(x)-Iﬁ(x -X)

si se hace M — oo, Una de las raices es & = 2 que se corresponde con

el estadistico X° de Pearson y la otra es o0 = 13/7 que no se
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corresponde con ningun estadistico conocido lo que proporciona una

excelente alternativa al estadistico cldsico.

Teorema 4.2.2

El contraste de bondad de ajuste basado en el estadistico
S o (X/n,:n:o) es optimo de acuerdo al criterio de los momentos cuando

M — o stysblosio=26a=13/7.

Demostracion

Si se resuelve la primera ecuacién del Teorema 4.2.1

3) 2[8(3 6M+3M)oc+[ %M+1—?‘2M 2%]m+ [—EMZ- %M §]=0

y se hace M — e se tiene que

81+v/812-6552
— 47

Q=
por tanto las soluciones de la ecuacién son =2 y oa=13/7,
Por otra parte, si se resuelve la ecuacién

£ = (@S- TIM+ 1M TM ) [-27M3-67M2+215M-121]0L "
o
+ [26M3+ 58M-162M +78] =0

y se hace M — oo se obtiene

o =

274/ 272728
2Ty 27728

es decir, =2 y a=13/7.

138



Por iltimo, para aproximar el tercer momento asintético al exacto
debe ser

f(‘;’) = (1035-1398M+144M2+198M3+21M‘)a2+[-31M4-702M3-552M2+
o

+4110M‘2775]0L ¥ [78M4+612M3+496M2-3012M +1826] =0
donde si se hace M — < se obtiene de nuevo que

o = 81+v/812-6552
= B1/8 092

con lo cual =2 y o=13/7.

El resultado anterior es para M grande, en el caso que M sea
pequeito se deberia utilizar la Tabla 4.2.1 que contiene las raices O

de las ecuaciones fé) =0, i=1,2,3 para valores de M fijos que crecen
o
hacia o, En esta tabla se observa que para M>20 se puede utilizar el

resultado anterior ya que los factores de primer orden de los tres
primeros momentos son muy préximos a 0 para ¢ = 2 y « = 13/7. Para
M<20, en particular para M=4, 5 6 10 serfa razonable elegir un

estadistico S, con ae[1.5,2].
¢(X

Tabla 4.2.1
Valores de las raices (o0 >0 ) de f ; =0, i=1,2,3
172 ¢0t

M 2 3 4 5 10 20 40 50 100 200 500

| o 3.0 2.422.232.142.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0
f¢a{ a, 20 2.0 2.0 2.0 1.981.91 1.88 1.88 1.86 1.86 1.85
, o 3.34 2,52 2.312.212.072.022.0 2.0 2.0 2.0 2.0

f

¢a o, 1.651.68 1.7 1.711.76 1.8 1.83 1.83 1.84 1.85 1.85
a 3.692.622.372.272.102.042.012.012.0 2.0 2.0
¢a o, 1.30 1.41 1.47 1.51 1.62 1.72 1.78 1.79 1.82 1.84 1.85
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Por otra parte, utilizando estos resultados es posible definir
un estadistico corregido S q’;(X/n,no) de tal forma que su distribucién

¢ 2wl 2 . .
esté mds préxima a una x . Es decir, si

W= E[x:“] = M-1

o = V[ 2_1] = 2(M-1),
como se sabe que

E[Sy(X/n.m)] = u + a¢/n + o(n™)

VIS q)(X/n,no)] = o°+ b¢/n + o(n™)

donde

=e:&mg_3+M+1£mMLL_z+l
% syt ] 667 (/M) (1/M)[M2 M ]

tee 1 2
b, =-2M+ 2 + M)_[ﬁ -18 + 6M]+ %[M] [6_ -
¢ $"(1/M) ' M o”(1/M) 4 M

_2+ﬂ+mﬂmmgnz+q
M 20" (IM)\M> M

se puede definir

S¢(X/n,n0) - 'y¢

s;,(X/n,no) =

™
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de tal forma que

B[Sy(X/n.m)] = 1 + o(a”)

y
V[S;)(X/n,no)] = o°+ o(n™).
Para ello es necesario considerar
Y¢ = u[l-\/ 8¢‘ I + a¢/n
y
8¢ = 1+ bq)/no2
es decir,

1 1 [¢7(1/M)(6 1{$22 1A MY2(6
6, =1--+ = 9+ 3M T | = -
¢~ n n(Mil)[qJ”(l/M) [M ]+ 2"[q;"(l/M) [M2

,2+3] +7_¢zl(1,fw[1__z+ 1]
M 46" (I/M)M? M
y .
_ /T 1 [e”7(1/M)[2 76" (/M) (1
= (M-DI1+V &, |+ 2 3¢ M|+ o
.2 +1]]. (4.2.3)
M

A continuacién, se calculan los valores de o que hacen que el

estadistico modificado SE) sea igual a S o cuando M — eo, Estos
4 o
estadisticos son iguales cuando ‘yq) =0y 84) =1 o lo que es lo mismo
o a
a, =b,_ =0.
% %
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Por una parte, 3 ~() si y sélosi x =2y o= 13/7, como ya se ha
o
demostrado.

Por otra parte, b, =0 si y sélo si
b,

(10M% 23M +13)o’+ (-35M2+70M-35)0+ 30M% 52M+ 22 = 0

donde haciendo M——cc se tiene

o = 35+/352-1200

por tanto las soluciones de la ecuacién son 0=2 y a=1.5. De esta forma
cuando M—ee ambos términos de correccién se anulan para ¢ = 2, es
decir, la distribucién asintética ji-cuadrado del estadistico X% de

Pearson no se puede mejorar con el criterio de los momentos.

Este resultado es para M grande, por ello se calculan las raices
de las ecuaciones a 0. Y b o para valores fijos de M creciendo a e que
o o

aparecen en la Tabla 4.2.2, Como era de esperar, para M220, los
términos de correccién se aproximan a Q para 0=2. Ademds, para M=5 ¢

10 los estadisticos S o y S&; estarfan razonablemente préximos.
2 2

Tabla 4.2.2
Valores de las raices (al>a2) de a¢=0 y b(p:{)

M 2 3 4 5 10 20 40 50 100 200 500
o 3.0 2,422.232.142.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0
a
o

o 2.0 2.0 2.0 2.0 1.981.911.88 1.88 1.86 1.86 1.85
o 3.40 2.54 2,33 2.232.092.04 2.022.01 2.0 2.0 2.0
b¢{a2 1.591.571.551.541.521.511.5 1.5 1.5 1.5 1.5
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Al igual que se ha estudiado la rapidez con que los momentos
exactos de S, se aproximan a los momentos asintéticos bajo la
hipétesis (3.2.1), se puede estudiar la rapidez bajo las alternativas
(3.2.3) considerando el desarrollo asintético de segundo orden de
estos momentos.

Sea

Vv = nm(len-rl:i)

donde X=(X1,...,XM) es una variable aleatoria muitinomial de

-1
pardmetros n y n=(nl,...,1tM), con m= lé[ + n'? c, entonces se

verifica que

Wi=Vi+ci.

Ademds, de (4.2.1) se tiene que

Mo”""(1/M) hf E[W’] + O(n™).
VIO (1/M) B

M
B[Sy(X/nmy)] = M ) EW] +
=i

(4.2.4)

Como
E[W’] = E[V+c)’] = L S nhln[c, -
i i M M2 i ;
2¢ 1
-—) + 0w
M
Yy
3c. 3¢

E[W’] = E[(V4c) 1= + —1 - — 3 + om™®
k] ] ] J M M2
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sustituyendo en (4.2.4) tenemos que el primer momento viene dado por

E[Sq)(X/nﬂ:)]-MHMZc +—{M):c 2ZC+M¢ i),

i=1 2¢"(1fM)
g3 3 K 3 M Jdy
x[j);]cj+ y jZ]cj- ﬁjglc‘i]} +0(n") = M-1 +
M rrr
MY ¢+ L (Mo " (/M) om™). 425
ML 2¢"(1/M),Xl oo (42

Por otra parte, de (4.2.2) se tiene que

E[s,(¢n) 2]= M® ¥ BIWY + M? z EIWAw?] + MO UM
i1 i#]

U 5 8 2yx73 -1
+ LZlEnvi] " i;J_E[wiwj]] + o),

Al ser
601,' 6c2,
E[W‘?]:.?’__6_+_3+_-'-_J+c'f+
b M M M M M)
,20c. 30c. 10c , 12¢°
+n"2[ 25+ 1+ 6c- ’]
M M M M
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. , 2¢ -
+ — + 21 3 2[2— - L-]c_+[c,- — cf+ 2[2— -

E[wj] = 5[_1;34_4 ] 51_3 + 15] c + 10[i ] é]c} +om ™,

M M
y
Elww?] =6l - L]c +3[3 -2 + L]c 4
i3 4 )i 3 2] j
M' M M M M
6c,cz_’
+3[i-—1—2c?c,- iy (L L )3 0
M MY Mm? M MJ i

+ O(n'?)

se obtiene que el segundo momento viene dado por

j=1

E[[S (X/nn)]z]=-§--6+3M+6thc2-6hfc2+M2§c4+
oM M TN jLy

M M
+ n‘”’[ﬁM2 ) - 12M } c§]+ 2MD (M- 1+HM-DHM-
=1 ji=1 M



M 2 M 2 M 2
4M;cc -4M§cc + M cicj-ZM o +
i¥F] i¥Fj i¥F]

L 97am) [IO(M I)ZC+M Zc +3(M3);cz,c,+
vn ¢ (1/M) i=1 g b

+(M1)M 3 MZM
IRAR)

i7j i

cfcj_] + O(n'l) = M1 +
J

M 2
+ 2M(M+1) [ ¢+ M [ ) cf] + 11"’2[41\/12
j=1

M
)+
ji=t’ =

j=l1

O "AMY[ 2 NPERRVER JNOR 1
+ i )[(M +5M)j);]cj+Mj);lcjj);lcj]]+0(n ).
(4.2.6)

Por tanto, los desarrollos de segundo orden de los dos primeros
momentos bajo (3.2.3), dados en (4.2.5) y (4.2.6), son iguales a los
momentos de una x:d_l(S) mas unos términos de correccién O(n'm). En
consecuencia se elegird ¢ de forma que estos términos se anulen con lo
que se conseguird que sea mayor la velocidad de convergencia de la
distribucién asintética a la exacta.

Si se particulariza la expresién (4.2.5) del primer momento para

1/2

la familia ¢ 0t(x) y se iguala a cero el término O(n" "'“) se tiene

2 M
M om
Lo
i=1
es decir, ao=2.

En cuanto al segundo momento, se obtiene
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2M 3
-4M ): c
M(a-2) = icl
(M2+5M) f (:3+M2]\SEI czhf >
i i=1 ii=1 i

de donde

o=2- 4

M
M+5+M): cj
i=1

por tanto 1<t £ 2 y cuando M — o, 0. — 2.

De esta forma eligiendo o préximo a 2, es decir, seleccionado el
estadistico X* de Pearson, se asegura la proximidad a cero de los
factores de correccidn de los dos primeros momentos bajo (3.2.3). Por
tanto, el estadistico X? de Pearson (0=2) dentro de los estadisticos

S¢ es el unico que no se puede corregir con el criterio de los
(¢

momentos para mejorar la distribucién asintética ji-cuadrado tanto

bajo la hipdtesis nula simétrica como las alternativas consideradas.

4.3.- Desarrollo asintético de segundo orden de Ia distribucion

de los estadisticos R -divergencia

En el apartado anterior se utiliza que

P(S,(X/n,m )<c) = P(x,, ,<¢) + o(1) 4.3.1)

para comparar los desarrollos asintéticos de segundo orden de los tres
primeros momentos de S ¢(X/n,n0) con los tres primeros momentos de una

Yo
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En este apartado se va a extraer la componente de segundo orden
del término o(1) de la disiribucién (4.3.1) para obtener una mejor
aproximacién de la distribucién exacta de S ¢(X/n,no).

Sea W-1/ (X/n m ) con T —1/M j=1,...M y considérese
W= (W ” ,W) donde I—M 1. Entonces W es un vector aleatorio que
toma valores en el conjunto

L= (W=(W .o ) fw=/ T (W0-T) y x€ K, 43.2)

donde
*—- t
no—(nm,...,n )

T
K:[x:(x ’xr) /x 20 entero, J— R z

La distribucién de probabilidad del vector W (Siotani y Fujikoshi
(1984)), se puede expresar en los siguientes términos

P(W=w) = n@(w){ 1 + n""h (w) + n’'h(w) + O>?))  (43.3)

donde

P(w)=my ™ | Q| Pexp [ oW ‘Q"w]

es la funcién de densidad de la normal multivariante, y

(MW M j'
hl(w)='Zz th+6£ 2’
5t e TiEm
(43.4)
T | M w2 | M w?
h,w) = 3(n,)] + TZ[I‘ZTJ”ZIZ =2 v I
i=1 4] i=1 TCUJ i=1 ROJ
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con

r

_ T * ) * kg
W = jzle, Q = diag(m)-n 7 "

Este resultado proporciona el desarrollo de Edgeworth de la
probabilidad de W en un punto we L. Si la funcién de distribucién de W
es continua se tiene que

P(WeB) = j j o(w) {1 + 0% (w) + n'h () dw + O@™?).
B

Sin embargo, Yarnold (1972) demostré que este desarrollo no es vilido
si la distribucién de W es discreta. Rao (1961) calcula la expresién
de la P(WeB) en el casc que W no sea continua cuando B es un conjunto
de Borel, como una integral de Stieltjes cuyo célculo resulta
complicado. Yamold obtuvo, en el caso de que B sea un conjunto
convexo extendido, es decir, si B se puede representar como

B={W:(wl,...,wl)'/'ys(w*)<w5<65(w*), w*=(w1,...,w ,wsﬂ,...,wr)'e Bs]

g-1

(4.3.5)

. . . -1
donde Bsc R"! Y ¥, Bs son funciones continuas en R™, s=1,...,1, el

siguiente desarrollo alternativo
P(WeB) = J + J+ J .+ om™?

donde

G
1l

I I e(w) (1 + n'mhl(w) + n'lhz(w)} dw,
B

|

s=1 w €L wEL "B
s+l s+1 T r 8
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0 (w)
[Sl(\/ n ws+nn05)(p(w)] ’ dw,..dw_,

*

T(w)
J, = o™,
con h] y h2 como en (4.3.4),
Lj = [wjj w.i =vn (xj/n - Tcoj) y xj entero},
SW=t-1[t - 4
A A
0.(w) y Y,(w) como en (4.3.5)
0 (w)

h(w) *

'ys(w) = h(wl...,w&l,ﬁs(w ), wm,...,wr) -

- h(wl...,wa_l,ys(w ) W ,...,wr).

1
La distribucién de S(b(X/n,TcO) bajo la hipétesis nula simétrica,
se puede expresar como
P(S ¢’(X/n,rco)<c) = P(WeB q)(c))

donde

B(b(c) = | W=(W W r)‘/ s¢((x/n,x ) < ¢l

siendo



Es inmediato comprobar gue, B, (c) es un conjunto convexo
extendido donde 'y(w )y 0 (w ) se eligen de forma que si w o= 'y(w )
6 woo= B(W ), s=l,...,r, entonces S¢((x/n xM/n) 11:0) = ¢. En
consecuencia, utilizando el resultado de Yarnold (1972) con B = B, (c¢)
se obtiene el desarrollo de segundo orden para la distribucién de S o

en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1

Sea ¢:(0,0) — R una funcidén céncava con derivada segunda
continua y ¢”(1/M)<0. La distribucién del estadistico S¢(X/n,n0) se
puede expresar como

PSy(Xnmy) < c) = J?+ Jq2’+ J?+ om™?

donde J?, Jq; y J? se obtienen a partir de I3y J3 respectivamente
del resultado de Yamold (1972) haciendo B = B¢(c).

Ademads

P =Pol <o+ (M D) {B(x,_< c)[_S(MH)] + PO, < c)[- % x

O UM gy, 18[—_—“""(1”"')] M-2) + 24M]
¢”(1/’M) ¢’I(1/M)

240" (1 /M) 216" (1/M)
+ PO < c) M-2) + 22 VM) (M.1)-
r+4 [ Mq)”(]./M) _zall(lm)

] _G[M] (M-2) - 24(M-1)] + P, < 0) [2(M—
M2L7(1/M)

pft2e7a/m 9 ¢”’(1/M)] + 4]]} + O(m™?)
Cmp7aam)  M2Lg7amy J
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y qu) se puede aproximar por
A¢ - Y -C e
19 = vy - 0V e mny ™M™,

donde

N(p(c) = mimero de puntos welL/ w € B q)(c)

V¢(c) = volumen de B¢(c) =
_ (mc)™? E 1 j“’ZE“ cM-1) (16" (1/MN* .
I'(1+1/2)\ M 32M2(M+1)nl~L¢”(1/M) J

2) - ZM(M-U]} + o™,
o (1/M)

Demostracion

En primer lugar, para obtener la expresién de J?, se considera la
transformacién

z' = w'H=w'(, -1)D2A (4.3.6)
donde
Ir es la matriz identidad de orden r = M-1,
1=(1,.,1)" es un vector de dimensién 1xr,
D = diag(n 0),

Al = (al,...,aM) es una matriz XM/ (AY T o) €8 ortogonal y
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VE =[/T/1\71/T/1~71] g

Por una parte, al ser la matriz (A,V ) ortogonal se tiene que
A'A = Il_ y AY m= 0. Por tanto, como z' = w'(Ir, -l)D'”2 A, se tiene

AFD'”Z(Ir, Diw= (wl/ M,...,WM\/ M)t. En consecuencia wj=v/T/Maj‘z.
Por otra parte,

H'QH = A'A - AY m v n; A

y aplicando que la matriz (A, T o) €s ortogonal se llega a que H'QH =
Ir. Con lo cual (4.3.3) se puede expresar como

P(W = w) = n™?|Q|"?{f(z) + O(n'3’2)}
donde

f(z) = (2m)™exp [ % z'z]( 1+ 0% () + n'g (2) 437)

con
g (@ =-T /2 +T,/6

g,(2) = £@2 + (I-M)/12 + T /4 - T /12

y
¥ t M t_\2
Tl = jZl(ajZ)v M, Tz = szl(aZ) s
v t_ 3 y t 4
T3 = (ajz) v M, T4 =M Z(ajz)
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A partir del resultado de Yarnold (1972) y de (4.3.7) se tiene
que

0 = ‘ o fz) dz

Bq)(c)
donde

BJ)(C) =lz/z'=w'Hy w e By(©)). (4.3.8)

Interpretando f(z) como una funcién de densidad continua de una
variable aleatoria Z, es posible interpretar J? como la funcién de
distribucién de S ¢((z‘H"/1/T )+ m,M) que se denota por Sq)(z’H'l) y
cuya funcién caracteristica viene dada por

o® = ..[exp [itS ¢(z‘H'1)] f(z)dz.
Rr

Utilizando el desarrollo de Taylor de S q)(X/n,ﬂ:o) dado en (4.2.1)
y la transformacién (4.3.6) se tiene que

S (z'H'l) =z'z+n'* _6 " (/M) (/M) T+n' 7 ¢IV(UM) T +
¢ SGT(M) © 48MZe’'(1/M) ¢

+ O(m™>P), (4.3.9)

Ademds, al ser
exp(c + n? B+ n'l'y) = ea(l +n? B+ n'1(7+[32/2))+ O(n'm),

se tiene que
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exp [itS q)(th])] f(z) = @m) exp [itz‘z - %ztz +

+ 2 @AM gy g 7 ¢ "(1/M) T it+
IMO(I/M) * 48M*9’ (1 /M) ¢

+ O(n'm)it] (1 + n'mgl(z) + n‘lgz(z)J =
= (21) Pexp((2it-1)z'2/2) [1 + n'”zvl(z) +

" n'lvz(z)](l+ 1% (2) + n'g () + 0w

donde
vl(z) = M TSit
IMo” (1/M)
y
_ 7 oVVa/M) . 16”7 (1/ M) a2
{z) = T it - T“.
2w W ¢ 3M2[ )T

¢’”(1/M )

Por tanto,
o) = (2::)'“[ J’ exp(-z'z/26%)b(z) dz + O™ (4.3.10)
Rl'
donde

o = (-2it+1)”
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bz = 1 +n' [ T/2+T/6+nJL”—'(L_T]

¢ i O TAM) o gy T OTAUM) oy
CMeT(/M) 3 VY M /M) ¢

) 2[¢”’(1/M)] Tot*+ (T2 + T2 + (1-MO)/12 +
EM“Y"'(1/M)

+ T J4 - T4/12].

Es decir, se tiene que

c(t) = FEM(Z)] + O@m™?)

donde
Z = N(0,0°1 ).
Al ser
AZ = N(0,0°AAY)
con
Ll 1
- M .sus - M
AA'=| :
P
- M YL M

la variable (ath,ath) es normal bidimensional con vector de medias

1-1/M -1/M . Por tanto,
-1/ M 11/ M

(0,0)" y matriz de varianzas-covarianzas o [
la v.a. akZt condicionada a que ajZt tome el valor t es normal de
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media -t/(M-1) y varianza (1-1/M)(1—(1/(M—1)2). Teniendo en cuenta que
si X es normal de media | y desviacién tipica G, entonces

0 r impar
EXW1=1 o
(r/2) 12" r par

se tiene que

El(42)] = El(22)’] = 0,

0'2

. k#j
Ela2)@1={ M

& (1- g kej
ya que, para k#j

El(3,Z)(a2)1=E [E[(a;Z)(a;Z) | a;Z=t]} -E [(a;Z)E[a;Z [ a;Z=t]] =

2
=E[(2,Z)(- (@, 2)/(M-1)]= - E[@2)"VM-1) = - &

y si k=), es claro que la esperanza viene dada por

tpn2e 1
E[(aZ)] = o(1- gp-

Anidlogamente,

3c* 1 .
] (1- o) ke
El22)’(a2)] = { MM

36* (1- lél) 2 k=i

o' (-5 +2) ke
El(3,2)’(22)"] = Mo

36’ (1 pp? ke
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o° [9(1- 0% ﬁs-] k#j

Bl@2) @2 = |
150%(1- g’ k=i

Luego,

E[T] = E[Ts] =0,

2 MM t 0’2 1

E[T] =M ) ) El@2)2)] = M{- S (M-1) + oPM(1- M)} =0,
k=151

E[T,] = o’M(M-1),

E[T,T,] = 0,

E[T,] = 30'(M-1)",

E[Tj] = 36°2M2.6M+4).

de donde,

o(t) = FEBZ)] + Om™) = o + g_z {[léo'z] b’ UMY
12M¢” (1 / M)

x[366(2M2-6M+4)] PS¢ V).'0) [1""2}30“(1\4-1)2 +
48M29’ (1 /ML 2

10" (1/ ML + 67 %20, 69042 1 642
+ 30 2M°-6M+4) + g (M*-
8M2[¢"(1/M) ] [ 4 ] 12

2
)+ UM, SMOLD | 0D | o om,
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r v
=0 + o {8(1-M?) + o?[- 210 (M) \q 132 L oM2-6M
9'6?1‘{( * [ M—z—¢,,(1/M)( )+ ( +

9 111”"'(-1—#1\91-)]2 af 120"7(1/M) pps2
4) —|—- 7/ 4+ 24M(M-1 - 2M°-
+ ) M2[¢H(1/M) ( )] te [ M ¢”(1/M) (

v rns
-6M+4) +M (M-1)% &P;_I__M (M2-3M+2) -
Mo’/ (1/M) M%7 (1/M)

-24(M-1)2]+ o [(2M2-6M+4) [ﬁ___—’—&m}* E_[M) "

M ¢”(1/M) M*W"”(1/M)
+4]]}+ 0™,

Teniendo en cuenta que ¢ es la funcién caracteristica de una x
y que c¢(t) es la funcién caracteristica de la distribucién Jq), se

tiene que

' v
= P <o) + g {P <0)801-MD) + P, <o) '—_;iu_l"qw(i%)

x(M-1)2+ [q:_g__lLl\jl_)] (2M2-6M+4) + 24M(M-1)]

PO <C)[ 2407 (/M) 2 3ngio) 4 M M-
M ¢ (1/M) M9’ (1/M)

] _6[%] (M2-3M+2) - 24(M—1)2]+ ) [(2M2-
M2 (1/M) ”

o G Sl A
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como se queria demostrar.
Por dltimo, se calculard fl\?

Por una parte se sabe que si wo= 'ys(w*) 6 W= Bs(w*),
s=1,...,r, entonces Sq)((x/n,x M/11),1'50) = ¢ y por otra parte que

S ¢((x/n,x ST = w'Qlw + o),
por tanto

o(w) = (2n)'rn|Q|'mexp(-c/2) + o(1)

cuando wo= ’YS(W*) 6 w = Os(w'), s=1,...,r.

En consecuencia,
0(w)
[s W +nm )(p(w)] :
1 5 Os *
T(w)

se puede expresar como

(zn)-rIZ'QI-leeX } [ es(w*)
p(-c/2) Sl(fn—w +nm, ) . +o(l)
Oy w)

de donde a partir de la demostracién del Teorema 4 de Yarnold (1972,
p-1572) se obtiene

1 - (N¢(c>-n’”v¢(c))e‘°’2/[(2rm)'|Q|]m’ + o(1)

siendo N¢(c) el nimero de puntos de L que pertenecen a Bq)(c) y V¢(c)
el volumen de B ¢(c). Es decir,

Ve(© =j j dw = |Q|‘ﬂj ) j dz

B¢(c) B¢{c)
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donde z estd definida en (4.3.6) y B&(c) en (4.3.8).

Considérese ahora la transformacién que a cada valor z le hace
corresponder un valor u tal que

u'u = s¢(z‘H‘),
e.d., de forma que

an 0 UM) ppa T0 UMY

+
IMG7(T/M) ° 48M%¢"’ (1 /M)

t
u'u=zz+n

+ O(n~?) (4.3.12)
sin mas que considerar (4.3.9), donde si
z=d(+ n'mdz(u) + n'lds(u) + O(n™?,

(4.3.12) se puede escribir como

. i ; res (IIM) M
u'u =d'(u)d (@) +n ”2[2d1(u)d2(u)+ 2M? o jZl(a;dl(u))a]ﬁu

3¢’ (1/M) hf(a;dl(u))zx

+n-l [Zd: (u)ds(u)+ d;(U)dz(u)‘l‘ 2M1 / 2¢H ( 1 / M)J =1

v M
x(ald (w) + LM ¥ (g @)*) + o™
PR M M = Y

donde dl(u), dz(u) y ds(u) son tales que han de verificar
d;(u)dl(u) =u'u

¢H ’ (1/M) M ¢ 3
2d;(u)d2(u) + 8 (1M jZl(.ajdl(u)) =0
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207 AM)_ ' (alg ) ald ) +

2d:(u)d3(u) + d;(u)dz(u) + M e LM

70 "V(1/M) [(ad(u)) 0,
48Mo’’(1/M) =1

+

obteniéndose tras diversos cdlculos que
dl(u) =u,

d _ ¢"’(1/hd)
2(“) 4M1 f2¢n(1 / M) J[la

y

da(u) = Q%M {[%gﬂl\/f[—h)d) [ ZM(au) a - (u u)u] -

. ___%IX(W') f(afuf'a}.
o’ (I/M) j=u

La matriz Jacobiana de esta transformacién viene dada por

rrr rrr 2
(z/8u) = 1 + n'?|- o (1/M) P+ n'lgs A /MY,

15 ¢ ¢ 6"V (1/M) } an
XM—3MP-2uu-qu S 21— P} + O(n)
[ 2 1'] ¢"(1/M) 2

donde

M t t ¥ .2
= X(a,u)a,a_ y P,= X(a,u) aa.
AR IR
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Para calcular el determinante Jacobiano se utilizard el siguiente
resultado general:

r I
I+ n'”B +n'C| =1+ n'mz b+ n'le c .+
4 = ii y

ii
=1

T

1 312
+ )L &b b b)) + 0m™

)]
i,

donde B y C son matrices cuadradas rxr.

De este modo se obtiene que

res -1
|az/ou| = 1 + n‘lﬂ[- m?qa(xl\/dh)d)]Q‘ ¥ ﬁw[(15MQ2-

S(2+ru'u + 4MQ? - 4MQ_ ), |LM|2
¢ (1/M)
i 7L—IV(I/M)Q2] + o™
0"’ (1/M)

donde
M t t
= j(au)aa ,
Ql JZS j ) Ji
M
Q2 = Z(afu)zafa,
N

y

_ M t t T2
le = kZgaku)(aju)(akaj) )

Teniendo en cuenta que
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_ 1

Ql_MHz’

Tz- v'u
S "
y

T - 2u'u
Q = 2
12 M i

donde se ha reemplazado z por u en las correspondientes expresiones de
Tl y T2, se obtiene que

15T 5(5+u‘u+

|az/6u| =1 + n-m[_ 0" A/M) N7, l[(
MO (1/ MY T 32M>

+4'I‘2 4T + 8u'u)— [q)m(l /M)] 7' E ] jrT u u)]-+- O(nm).
MYW%’(1/M) o (1/M)

(4.3.13)

Sustituyendo u por z en V q)(c) se tiene que
— 12
Vol = |Q] J'utu<c...J-|az/au| du

es decir

- 12 an( ¢ (/M) N n ! i
Vo© = 19/"{M +n [ 2M¢”(1/M)] o {[ (15+5DN +

17y v
+ 11N3+4N4]lé[[¢—(lﬂ A UM N)} + O™

0" (1/M) 0’ (1/M)
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donde

M= J’ du = (me) M (141/2),

r
uu<c

Z,
I
12
vZ\!
" 1
T0~1n
=+
-~
S
T

Ik = J-l I ukdu,

u u<c

Ikm = f: I ukumdu.

uu<e

Ademds, a partir de la demostracién del Teorema 2.1.8 de
Read (1982), se sabe que

M ¢
— — — r —
I =0, Ikm = ( para k+#m e Ikk = = k=1,....,r.
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M .C
N, = M-DMgrer.

Mrc
N4 = Ns'(M'l)MMTT =0,

por tanto

1 M/2 C(M-l) r[¢lrr(1/M)]2
V. (c) = m{1 6(M-2))-
o [M] { * 3IM? (Mo 1)n (7 (1/M) (OM-2)

L g0 M) )] + o™,
¢f ’ ( I/M)

Este resultado es el que se queria demostrar y con €l termina la

demostracién del teorema.
]

La aproximacién obtenida en este teorema se acerca mds a la
distribucién exacta de la familia S‘b(X/n,no) que la aproximacién xz.
Sin embargo, la diferencia en los célculos que hay que realizar para
obtener una u otra es significativa.

Observacion 4.3.1

De lo anterior se sabe que Jf = O(n"). No obstante, debido a la

¢, 0

equivalencia asintética de la familia S o n(J 3 ] 32) — 0 cuando n —
o por tanto cualquier término ¢-dependiente en Jf serd O(n?). De
esta forma como en el desarrollo de la distribucién S, en el Teorema
4.3.1 soélo aparecen términos mayores que Oon™?, J‘f se puede
considerar independiente de ¢. Por esta razén, este término nicamente
causa un ajuste constante independiente de ¢ en la distribucién.
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4.4.- Comparacion _de las diferentes aproximaciones de la

distribucién _exacta de los estadisticos Rl-divergencia

En este apartado se comparan los errores cometidos al utilizar

las aproximaciones de la distribucién exacta de S, para muestras
pequefias mediante dos criterios diferentes. El estudio se realiza en
el caso de hipétesis nula simétrica ya que ademds de las razones dadas
en los capitulos anteriores, el nimero de particiones x que tienen que
ser consideradas para las comparaciones que se llevan a cabo se
reducen de forma notable cuando la probabilidad de todas las clases es
la misma, debido a la invarianza del estadistico $§ o frente a las

permutaciones en las frecuencias observadas.

A lo largo del estudio realizado se utiliza de forma sistemdtica
la distribucién exacta de S ¢(X/n,1t0) que se denotard por

TE(c) = P(S ¢(X/n,:rb0)<c)
y cuyo procedimiento de célculo es como sigue:
1) Elegir n y M y calcular todas las posibles particiones x de n en M
clases. Para cada particién x se calcula la probabilidad multinomial

asociada y el valor del estadistico S ¢(x/n,rl:0).

2) Ordenar las particiones de acuerdo al valor del estadistico de

menor a mayor.
3) Sumar las probabilidades de las particiones ordenadas hasta llegar

a aquella cuyo valor del estadistico asociado es igual o supera a c.

Algunos autores (Tate y Hyer (1973); Kotze y Gokhale (1980))
propusieron un cédlculo de la distribucién exacta diferente a €ste en
el paso 2). Estos autores proponfan que las particiones se ordenaran
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de acuerdo a sus probabilidades multinomiales. Este método es
considerado incorrecto por Radlow y Alf (1975) puesto que no
necesariamente las particiones con probabilidades pequeiias son las que
mds se alejan de Ho‘

Las aproximaciones para TE consideradas a lo largo de este
trabajo y con las cuales se lleva a cabo diferentes comparaciones son

las siguientes:

a) En el apartado 3.2 se obtuvo la primera aproximacién para TE

que ahora se denota por
_ 2
TX(C) = P(y _1<c)

donde x:(_l representa a una variable aleatoria x2 con M-1 grados de
libertad.

b) A partir del estadistico corregido propuesto en el apartado

4.2 es posible definir una aproximacién mejor dada por

)

c-y

.e.

T () = P[x;_l <

<

donde yq) y 8¢ vienen dados en (4.2.3).
c) En el apartado 4.3 se obtuvo la aproximacién
T )=+ 3¢
donde J? y 3‘423 vienen dados en el Teorema 4.3.1.
d) Por qltimo, en el apartado 3.4 se demuestra un resultado

asintético para el caso en que M — e cuando n —— = de tal forma que
n/M — v, donde O<v<eo, que se denota por
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T (0) = P[N(O,l) < C;:M ]

con i, G, definidos en el Teorema 3.4.1 y N(0,1) representando una
variable aleatorta Normal estdndar.

Para realizar una comparacién de los errores de aproximacién
cometidos al aplicar los resultados asintSticos cuando los tamaiios
muestrales son pequeiios se siguen dos procedimientos diferentes a los
que hemos llamado Criterio 1 y Criterio 2. Evidentemente para llevar a
cabo este estudio hay que fijarse en una familia ¢. Esta serd ¢ = q)a
que se ha utilizado en muchas ocasiones ya que tiene el atractivo de
contener al estadistico mds conocido en bondad de ajuste, el
estadistico X* de Pearson.

Criterio 1
Se evalda el méaximo error cometido al utilizar ¢ada una de las

cuatro aproximaciones consideradas de la distribucién exacta TE en vez
de ésta. Es decir, se calcula

mgx | TS, (/) - T(Sy (xn.m))|
o o
para i=y, M, D y N.

En las Figuras 4.5.1 a la 4.5.8 se representan estos errores
mdximos de aproximacién pero conservando el signo de la diferencia
para diferentes valores de n y M y valores de o en (0,3]. Las
aproximaciones Tx, T, T,y T, se denotan en las gréficas por Aprl,

Apr2, Apr3 y Apr4, respectivamente.

En todos los casos se observa que la aproximacién TD es la mejor
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puesto que es la que mds se aproxima al eje de las x, es decir, el
error médximo de aproximacién que se comete frente a la exacta es el
que mds se aproxima a 0. Las aproximaciones Tx y TM son similares
aunque siempre es algo mejor esta dltima como era de esperar. Por
dltimo, con TN se comete un error similar al de TX y T,, para n=10 pero
de diferente signo. Ademds, para esta aproximacién cuando n crece el
error no disminuye como ocurre para las otras aproximaciones sino que

decrece cuando M crece.

En cuanto a los miembros de la familia S o preferidos segin este
o

criterio para todas las aproximaciones son los correspondientes a
ae[1.5,2].
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maxima error

-2.08

-0.18

Figura 4.5.1: Maximos errores de aproximacion. n=10, M=3,

paramatro alpha
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maximo error

Figura 4.5.2: Méaximos errores de aproximacion. n=20, M=3.
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paramatro alpha
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maximo error

Figura 4.5.3: Midximos errores de aproximacion. n=10, M=4.
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maximo error

-0.05

-8.15

Figura 4.5.4: Maiximos errores de aproximacién. n=20, M=4.

parametro alpha
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maximo error

Figura 4.5.5: Mdximos errores de aproximacién. n=10, M=5.
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-El-  Apra

parametro alpha
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maximo errar

~-8.087

-0.17

Figura 4.5.6: Maximos errores de aproximacion. n=20, M=5,

parametro alpha
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maximo errar

-8.05

-9.15

-8.25

~8.35

Figura 4.5.7: Maximos errores de aproximacion. n=10, M=6.
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maximo error

Figura 4.5.8: Maximos errores de aproximacién. n=20, M=6.
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Criterio 2

Se valora la precisién de las aproximaciones de TE calculando el
tamafio del contraste con cada una de ellas. Se utiliza la aproximacién
TX para obtener un contraste aproximado de tamafio 7y, es decir el
contraste con region critica [X;-l.*{’ o). Entonces se calcula el nivel
de significacién exacto de este contraste y se compara con los niveles
de significacién obtenidos con el resto de las aproximaciones, es

decir, se calcula

L Ty, o) para i=E, M, D, N.

Existen dos razones por las que hemos tomado como contraste de
referencia el de la aproximacién xz. Por una parte es la aproximacién
de uso mds frecuente y por otra la regién critica es independiente de
L.

En las Figuras 4.59 a 4.5.16 se representan los niveles de
significacién exacto y de las cuatro aproximaciones para diferentes
valores de n y M y y=0.1. En las Figuras 4.5.17 a 4.5.24 se ilustran
los niveles de significacién para y=0.01,

En las gréficas correspondientes al nivel y=0.1, la aproximacién
TD no destaca como la mejor como ocurria con el criterio anterior sino
que tiene un comportamiento en todos los casos parecido a la TM. Por
tanto es preferida la T,, por su sencillez de cdlculo con respecto a la
complicada férmula que tenemos que resolver para obtener T . Tanto una

como otra aproximacién son mejores para n=20.
La aproximacién TN es peor que estas dos y como era de esperar no

mejora cuando aumenta n sino cuando aumenta M. Ademds, la mejoria es
bastante acusada.
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El nivel de significacién de la aproximacién T, no varia con o,
es para todos los casos 0.1. Para esta aproximacién hay que tener

especial cuidado con el miembro de la familia S o que se elige ya que
o

si estd fuera del intervalo [1.5,2.5] el error cometido puede ser
bastante grande.

Para el nivel ¥=0.01, no solo el error cometido por la
aproximacién T, frente a la exacta Te’ cuando se eligen miembros de la

familia S¢ fuera del intervalo [1.5,2], incrementa considerablemente
o
sino que también ocurre con el resto de las aproximaciones. Aunque

sigue siendo con la T, con la que se comete un mayor error al salirse
de ese intervalo. Otra diferencia es que la aproximacién TN mejora de
forma clara aunque siguen siendo la TM y la TD preferidas en la

mayoria de los casos.

Como conclusion de los dos criterios anteriores parece
conveniente en el caso que se utilize la aproximacién TX eligir un
valor de o en [1.5,2] cuando M<6. Por otra parte, cuando se estudia

que valores de o hacian que los tres primeros momentos de la S o se
o
aproximaban mds a los de una x;_l se obtuvo los valores 0=13/7 6 a=2,

por tanto también se recomienda utilizar un o € [1.5,2] para M>6.

Ademds, por el Teorema 1.3.1 es ficil comprobar que las R¢ son
o
convexas para o< [1,2] que supone otra propiedad deseable para los

estadisticos con pardmetro ¢ en este intervalo.
En el caso que se desee utilizar un o fuera del intervalo [1.5,2]

la aproximacién T aparece como una buena alternativa frente a la TD

al ser mds sencilla de calcular.
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niuvel de significacion

Figura 4.5.9: Niveles de significacion exacto y aproximados.
y=0.1, n=10, M=3.
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nivel de significacion

Figura 4.5.10: Niveles de significacion exacto y aproximados.
v=0.1, n=20, M=3.
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nivel de significacion

Figura 4.5.11: Niveles de significacion exacto y aproximados.
v=0.1, n=10, M=4.
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rnivel de significacion

Figura 4.5.12: Niveles de significacion exacto y aproximados.
v=0.1, n=20, M=4,
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nivel de significacion

Figura 4.5.13: Niveles de significacién exacto y aproximados.
v=0.1, n=10, M=5.
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nivel de significacion

Figura 4.5.14: Niveles de significacion exacto y aproximados.
v=0.1, n=20, M=5.
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nivel de significacion

Figura 4.5.15: Niveles de significacién exacto ¥ aproximados.
v=0.1, n=10, M=6.
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nivel de sigmificacion

Figura 4.5.16: Niveles de significacion exacto y aproximados.
v=0.1, n=20, M=6.
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nivel de significacion

Figura 4.5.17: Niveles de significacion exacto y aproximados.
v=0.01, n=10, M=3.
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rnivel de significacion

Figura 4.5.18: Niveles de significacién exacto y aproximados.
vy=0.01, n=20, M=3.
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rnivel de significacion

Figura 4.5.19: Niveles de significacion exacto y aproximados.
v=0.01, n=10, M=4.
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nivel de significacion

Figura 4.5.21: Niveles de significacién exacto y aproximadaos.
v=0.01, n=10, M=5.
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nivel de significacion

Figura 4.5.22: Niveles de significaciéon exacto y aproximados.
v=0.01, n=20, M=5.
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nivel de significacion

Figura 4.5.24: Niveles de significacion exacto y aproximados.
v=0.01, n=20, M=6.
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4.5.- Potencia exacta basada en regiones criticas exactas

Existen diferentes formas de investigar la eficiencia de los
miembros de la familia S o para muestras pequeiias. Una solucién a este
o

problema consiste en encontrar condiciones bajo las cuales los
resultados  asintSticos obtenidos sean correctos para muestras
pequefias. Sin embargo esto no es fdcil, Frosini (1976) demostré que
son muy restrictivas las condiciones para que los resultados obtenidos
en 3.2 sean apropiados con el estadistico X? de Pearson al considerar
muestras pequefias.

Otra solucién mds directa consiste en calcular la potencia exacta

para cada estadistico S o al considerar diferentes alternativas sin
o
utilizar ningtin resultado asintético. Este método es parecido al

utilizado por West y Kempthome (1972) para comparar los contrastes de
la X* de Pearson y del cociente del logaritmo de verosimilitud para

alternativas compuestas.

Por las razones dadas anteriormente se restringe el estudio al
caso de hipdtesis nula, Ho’ simétrica y se consideran alternativas
donde la probabilidad de una de las clases se perturba y el resto se

ajustan de forma que sumen 1 para la familia de estadisticos S 0 En

o
particular, se trabaja con las alternativas:
M- 1-8 .
si i=1,...,.M-1
Hj:m, = _ (4.5.1)
' 1+8 -

M si i=M,
donde -1<8sM-1 es fijo.

Para calcular la potencia exacta de cada estadistico S o es
o
necesario fijar un tamafio del test y y calcular la regién critica
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asociada. La forma mds sencilla de calcular ésta serfa utilizando una
de las aproximaciones estudiadas. Sin embargo debido a que el error de
aproximacién dependeria de o, ésto influiria en las comparaciones de
las potencias que también dependen de «. Por tanto se calcula la
region critica exacta utilizando TE. Ademds, debido a que es bastante
improbable que un test de tamaiio Y exacto no aleatorizado exista, se

utiliza un test aleatorizado basado en S o de tamaiio Y que se obtiene
o
de la siguiente forma:

Sea c_(y) un valor posible de S, (X/n,m) tal que
o Oy 0

P|S, (XMmm)>c (Y)| H | =
[ Py MT)>CoY | 0] Yo
y (4.5.2)

P[S¢a(X/“’“o)2°a(7)| HO] = o

siendo Yol < Y, o Entonces dado un vector x, ¢l test aleatorizado
de tamafio ¥y rechaza Ho con probabilidad

1, st S o (X/n,n0)>ca(7)
(4
Y- 7 « i _
< m, S1 Sq)a(X/n,ﬂ'.o)—Ca('Y).
| 0, si S¢a(X/n,n 0)<c 0L(y)

De (4.5.2) se tiene que el tamafio del test es

LA V- S VI g
To Yol Yoo " he! =7

como se queria.
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Ademis, si se define

By = p[s o, (K)o D) Hl]

B,o = P[S¢a(X/n,no)2ca(}’)| Hl]

se tiene que la potencia del test aleatorizado de tamafio y viene dada

por

Y- 9 o
Bo = Brou * Yoot o [ B - Bl,a]’

Las potencias exactas para el test aleatorizado (4.5.2) de tamafio
0.05 frente a las alternativas (4.5.1) aparecen en las Tablas de la
4.5.1 a la 4.5.8 para diferentes valores de & y de a. Los valores de n

y M son los mismos que los utilizados en el apartado anterior.

Para las alternativas 8<0 la potencia decrece cuando o crece y
para 8>0, al contrario, la potencia crece cuando @ crece, para n=20.
Un comportamiento similar tienen las potencias para n=10 pero con dos
salvedades:. una de ellas obvia, los valores de las potencias son
menores y la otra es que para o>2 y >0 la potencia deja de crecer o

crece poco.

Por tanto las recomendaciones son que para las alternativas del
tipo 6<0 se elija el o lo menor posible para obtener la mejor
potencia. Mientras que para las alternativas >0 se debe eligir el o
tan grande como sea posible, no obstante si n es pequefio con respecto
a M es aconsejable que 0<2.
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Si se estuviera interesado en encontrar un test con potencia
razonable frente a este tipo de alternativas, 6 cualquier valor, se
observa de forma casi general que hay un decrecimiento notable de la
potencia cuando o aumenta de 2.5 a 5 y un crecimiento notable cuando o
disminuye de 1 a 13/7. Esto sugiere que en este caso se deberia elegir
un o € [13/7,2.5].

Tabla 4.5.1: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamano .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=10, M=3.

a =09 §=-05 §=05 §=1 8=15
0.3 07137 0701 01090 03037  0.6761
0.5 07137 01701 01090 03037  0.6761
0.7 07137 01701 01090 03037  0.6761
1. 06326  0.1518  0.1125 03056  0.6763
13/7 02017  0.1365  0.1141 04160  0.8445
2. 02917 0365  0.1141 04160  0.8445
2.5 02824 01168  0.771 0559  0.9302
5 02082  0.1159  0.1481 04945  0.8915

Tabla 4.5.2: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamano .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=20, M=3.

o 3=-09 &8=-05 6=05 d=1 d=15
0.3 0.9514 0.2986 0.1902 0.6301 0.9774
0.5 0.9523 0.3106 0.2230 0.7284 0.9916
0.7 0.9523 0.3106 0.2230 0.7284 0.9916
1. 0.9523 0.3106 0.2230 0.7284 0.9916
1317 0.9165 0.2811 0.2668 0.8148 0.9972
2. 0.9165 0.2811 0.2668 0.8148 0.9972
2.5 0.9165 0.2811 0.2668 0.8148 0.9972
5 0.7792 0.2205 0.2847 0.8274 0.9975
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Tabla 4.5.3: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamaio .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=10, M=4,

o §=-09 §=05 8=05 8=1 &5=15
0.3 02001 00909  0.0967 02469  0.4970
0.5 02039 00977 00884 02353  0.4890
0.7 02472 0.1027 00929 02418  0.4933
1. 02001  0.0909 00967 02469 04970
13/7 0.1825  0.0875 01039 02903  0.5829
2. 0.1825  0.0875 01039 02903  0.5829
2.5 0.1990 00931 00975 02751  0.5646
5 0.1471 00871 00852 02459  0.5305

Tabla 4.5.4: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamano .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=20, M=4.

o §=-09 06=-05 38=05 d=1 =15
0.3 0.7509 0.1825 0.1280 0.3810 0.7351
0.5 0.7382 0.1767 0.1332 0.3992 0.7512
0.7 0.7338 0.1749 0.1390 0.4300 0.7960
1. 0.7334 0.1786 0.1425 0.4401 0.8018
1377 0.6367 0.1641 0.1572 0.5058 0.8646
2. 0.5766 0.1587 0.1617 0.5156 0.8697
2.5 0.3354 0.1280 0.1742 0.5595 0.8978
5 0.2172 0.1121 0.1762 0.5693 0.9045
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Tabla 4.5.5: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamano .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=10, M=5.

o §=-09 §=-05 §=05 8=1 8=15
0.3 01619 00797 00721  0.1414 02618
0.5 01521 00760 00733  0.1423 02622
0.7 0.1538 00765 00741  0.1440  0.2639
1. 0.1582 00791 00741 01552  0.3039
13/7 0.1305  0.0758 00846 02078  0.4186
2. 0.1305  0.0756 00872 02144 04276
2.5 0.1246 00735 00851 02076 04177
5 0.1199 00759 00816 02027 04131

Tabla 4.5.6: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamaio .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=20, M=5.

o =-09 8=-05 8=05 6=1 d=1.5
0.3 0.5952 0.1289 0.0783 0.1470 0.2573
0.5 0.5952 0.1289 0.0783 0.1470 0.2577
0.7 0.5689 0.1244 0.0797 0.1566 0.3063
1. 0.5627 0.1281 0.0886 0.2204 0.4705
13/7 0.2839 0.1081 0.1218 0.3677 0.6950
2. 0.2684 0.1063 0.1229 0.3725 0.7007
2.5 0.1958 0.0965 0.1255 0.3897 0.7236
5 0.1432 0.0860 0.1294 0.4091 0.7484
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Tabla 4.5.7: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de
tamarno .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=10, M=6.

o §=-09 8=-05 §=05 8=1 8=15
03 0.1093 00690 00703  0.1396  0.2627
0.5 0.1113 00694 00705  0.1400 02631
0.7 0.1061 00675 00716 01418  0.2650
L. 0.1054 00670  0.0723 01430 02665
13/7 0.1067  0.0671 00743 01522  0.289%
2. 0.1036 00676 00726  0.1495  0.2864
2.5 0.1037 00683 00708  0.497  0.2928
5 0.1031 00682 00700  0.1473  0.2889

Tabla 4.5.8: Potencia exacta para el test aleatorizado (4.5.2) de

tamano .05 frente a las alternativas (4.5.1). n=20, M=6.

o =09 &6=-05 86=05 d=1 §=15
0.3 0.2680 0.0961 0.0792 0.1626 0.2967
0.5 0.2611 0.0945 0.0799 0.1642 0.2986
0.7 0.2672 0.0960 0.0805 0.1692 0.3125
1. 0.2595 0.0950 0.0845 0.1923 0.3780
1377 0.1904 0.0889 0.1003 0.2789 0.5530
2. 0.1791 0.0872 0.1019 0.2847 0.5610
25 0.1651 0.0853 0.1006 0.2849 0.5637
5 0.1223 0.0773 0.1033 0.2985 0.5855
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