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INTRODUCCiON

Sea X un espacio topolôgico completamento regular y Hausdorff y 

sea E un espacio locaimente corivexo y llausdorff (do forma abrevlada 

e.l.c.). Denotoremos por C(X;E) (simplomente C(X) si E es el cuerpo 

escalar de los numéros reales o complejos) al espacio vectorial de 

las funciones continuas de X en E.

Los espacios de funciones, y inAs concre tamente los espacios de 

funciones continuas, han sido siempre uno de los principales campes 

de aplicacion del Anâllsis Funcional. AdemAs, con frecuencia, han 

contribuido al dcsarrollo de la teoria general de espacios localmen 

te convexes y han resue 1 to algunos de los problèmes que esta teorfa 

ténia planteados. A lo largo del tiempo se han considerado dlstintos 

espacios de funciones y se les ha dotado de diferentes topologias*

En la présente memoria, aunque vamos a estudiar varios espacios de 

funciones con valores vectoriales, nos centraremos en ei estudlo de 

C(X;E) supuesto siempre dotado de la topologia compacto-abierta (o 
"de convergencia uniforme sobre compnctos"), e.d. de la topologia 

de e.l.c. deflnida por la familia de seminormas  ̂|| K€K(X), pGpj

donde 4^(X) es la faini I la de los subcou juntos compactes de X, P es 
la familia de las seminormas continuas en E y

" ="r {p(f(x)) : xGK) V<^eC(X;E) VKe+((X) Vp€P.
Concretamcnte qucremos estudiar problomns del tipo siguiente: Dada

tina propiedad (P) de espacio localmente convexo (p.e. "ser metriza- 

ble", "ser bornologico", etc.) ^qué espacios topologicos X y qué es 

paclos localmente convexos E son taies que C(X;E) tiene la propie-



dad (P)?.

Naturalmente el tipo de problemas quo acabamos de plantear fue 

estudiado en primer lugar en el caso escalar, para C(X), En este ca 

so, dada una propiedad (P) de espacio localmente convexo se trataba 

de determinar que espacios topologicos X son tales que C(X) tiene 

la propiedad (Pi. Los primeros resultados importantes obtenidos en 

esta lînea son los famosos teorcmas de Nachbin [22] y Shirota [33] 

(195^). Estos autores, simultânea e independientemente, caracteriza 

ron cuândo el espacio C(X) es lonelado y cuândo es bornologico (ver 

5.2. y 13.6 . de la pieseute memoria). Debcmos senalar que la impor- 

tancia de estos resultados se debe a que, aparté de su interés in- 

trinseco, permitieron resolver un problems planteado dentro de la 

teoria general de espacios localmente convexos: Es claro que no to­

do e.l.c. bornologico es tonelado (entre los espacios normados es 

fâcil encontrar ejemplos), sin embargo en 195^ era un probleroa abler 

to si todo e.l.c. tonelado debe ser bornologico. Gracias a sus carac 

terizacioncs, Nachbin y Shirota pudieron responder negatlvamente a 

esta eues t iôn dando un ejemplo de un espacio topolôglco X tal que 

C(X) es tonelado pcro no bornologico.

En 1958 Warner [37] publica un articule bastante complete sobre 

C(X). En este trabajo caracteriza cuéndo C(X) tiene una serio de 

propiedades de e.l.c.: ser metrizable, ser complete, ser Infratone- 

lado, etc. Ilay que senalar que de nucvo un estudio sobre C(X) pro- 

porciona respuestn o un problema planteado en e1 marco de la teoria 

general de los espacios localmente convexos: Grothendieck en su fa- 

moso articule "Sur les espaces (F) et (DF)" [il] de 1954 habia plan 

teado el problema de si todo e.l.c. que tiene una suc es ion fundamen



tal de acotados y verifica la condiciôn de convergencia de Mackey 

debe tener también la propiedad estricta de Mackey, Mediante sus ca 

racterizac1 ones Warner pndo dar un ejemplo (de un espacio C(X) natu 

ralmrnte) que respondia negaIîvamente a la cuestion,

Aunqiio todavin quedati algunos pioblemas nbiertos en C(X) (p.e. 

no esté carac te ri zad o cuando C(X) es un espacio de Ptâk) podemos de 

cir que su estudio queda prac l i c anieti t e tetminodo en 1971 cuando De 

Wilde y Sclirneis t6l c arac t •• r i zan cuando este espacio es ultraborno- 

lôgico,

üesde hace unos arios se plantca ci estudio del espacio C(X;E)*

En este scntido hay que ciCar los trabajos de Hollstein, Mujica, Pro 

lia, Schmets y Vidossich (ve* bibliograrîa), Ya en 1970 Vidossich

publica un trabajo sobre la separabilidad de C(X;E) que ademAs 

mejora las caracterizaciones dadas jior Warner acerca de cuAndo C(X) 

es separable (Hollstein [l4] mAs tarde hace notar que basAndose en 

resultados posteriores sobre 6-tensor produc tos es inmediato carac- 

terizar cuando C(X;E) es separable). Sin embargo podemos decir que 
es Schmets (ver bib1iografia) quien comienza el estudio sistemAtico 

de C(X;E), Fundamenta1 mente ha ostudi ado cuAndo este espacio es bor 

nolôgico, u l traborîio 16g ico , tone lado o i nfra tonelado. Pronto prueba 

que si C(X;E) es bornologico (reap. ultrabornolôgico, tonelado, in- 

fratone1ado) entonces C(X) y E son también bornol6gicos (reap. ultra 

bornologicos, tonelndos, infratoneiados). AdcmAs obtiene entre otros 

los siguientes resultados:

- Si C(X) es bornologico y E es metrizable (reap. Fréchet) 

entonces C(X;E) es bornologico (resp. ultrabornolôgico).



- Si C(X) es tonojodo (resp. Infratonelado) y E es Fréchet 

(resp. metrizable), entonces C(X;E) es tonelado (resp. in­

fra tone lado).

May que decir también que para obtener estos resultados Schmets de - 

sarrolla toda una teoria sobre el espacio C(X;E): generaliza algu­

nos resultados de Nachbin, Shirota y Warner; estudia el dual de 

C(X;E); etc. En concrelo a iiosotios mâs que los resultados que dimes 

mâs arriba nos interesarâ esta teoria que desarrolla para obtenerlos,

Mujica [20,21] ha estudiado béslcamente cuestiones de limites in 

ductivos en C(X;Ë). Concrelamente problemas del siguiente tipo: si 

E es limite induc t i vo de una sucesiôn (E^) de espacios localmente 

convexos iqué relac iôn existe entre C(X;E) y cl limite inductivo de 

la sucesiôn (C(X;E^))7 (ver 8.10. y l4.9. de la présenté memoria). 

Este estudi o le perinite dar algunos otros resultados acerca de cuén 

do C(X;E) es tonelado, infratonetado, etc.

Dentro del tipo de problemas que nos hemos marcado, Prolla [26] 

ha caracterizado cuando C(X;E) tiene la propiedad de aproximaciôn, 

mejorando algunos resultados de Hierstedt [2,3].

Hollstein [l3,l4] ha estudiado otras propiedades de C(X;E): cuAn 

do es un (DF)-espacio, cuando es cuasinormable, etc., y ha obtenldo 
algunos resultados acerca de cuando C(X;E) es tonelado o infratone- 

1 ado.

Por ultimo debemos senalar que van a ser de gran importancia pa 
ra nosotros las ideas expuestas por Marquina y Sanz Serna en [17j 

(ver secclôn 2), donde carac teri zan cuéndo c^(E), el espacio de las 

sucesiones convergentes a cero en E dotado de la topologia de la c on 

vergencia uniforme, es i nfratonelado.



En [l4] y tl9l hace notar que C(X) y B son (topologicamente

isomorfos a) subespacios cornplemcntados de C(X;B). En general esto 

nos permite asegurar quo si C(X;E) tiene una propiedad (P) de e.l.c. 

entonces C(X) y E también tienen la propiedad (P). Esto sugiere que 

para algunas propiedades (P) de e.l.c, sea cierto el siguiente re­

su ltado:

(e) *'C(X;E) tione la prop i edad (P) si y solo si C(X) y E la tienen**. 

Este es por njeniplo et p I an l oam i en t o de Hollstein en Cl4] (Obsérve- 

se que la afirmaciôn de que C(X) tiene una propiedad (P), por los 
resultados conocldos sobre C(X), se traduce inmediatamente en pro- 

pi edade s del espacio topolôgico X).

Efec t i vamente (A) es cierto para un btien numéro de propiedades 

(P), en unos casos tri vialmente y on otros no, Por ejemplo es cier­

to para: "ser metrizable", "ser normado", "ser separable", "ser un

(DP)-Gspacio", "ser nuclear", etc. En [l4] Hollstein, aparté de los 

resultados nuevos que obtiene, bac e un buen resumen de la situaciôn 

de este problema. Sin embargo para algunas propiedades ( ) es falso,

en concï cto para "ser tonelado", "ser inIra toneLado", "ser bornolé- 

gico** y **ser u 1 t rnbortio J ôg ic o" , como ha probado un ejemplo obtenldo 

indcpendientementc por Dierolf [32] y por Marquina y Sanz Serna [l?3 

(ver 8 .1.). Y parece ser que es en estos casos donde se plantean los 
problemas mas interesantrs.

Pasamos ahora a examiner el contentdo de la present e memoria. 
Para esto nos conviene introducir algunas notaci ones : Sea Z un Al­
gebra de subconjuntos de un cierto conjunto no vacloJl. Denotaremos 

por S(£;E) al espacio vectorial de las aplicaciones Z-simples défi-
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pncios localmente convexos (metrizablos, (DF)-espacios, etc.), y co 

mo consecuencia de este obtendromos algunas mejoras de resultados 

conocidos,

Concluido este estudio del problema de c arac teri zar cuândo 

C(X;E) y otros espacios de funciones son toneladoa o infratoneiados, 

dedicamos el capitulo IV a estudiar cuAndo C(X;E) tiene algunas 

otras propiedades. Concretamente caracterizamos:

- cuAndo C(X;E) posée una sucesî6ti fundamental de acotados, y

- cuando C(X;E) tiene la prop i edad estricta de Mackey,

y danios riuevas demos trac i ones de don resultados probados reciente- 

mente ü14,263 :

- C(X;E) es un (DF)-espac io si y solo si C(X) y E lo son 

. - C(X;E) tiene la propiedad de aproximacion si y solo si

E la tiene,

Para terminer, en el capitulo V damos algunas respuestas parcia 

les al problema de determinar cuAndo C(X;E) es bornolôgico y carac- 

terizamos cuândo S(Z;E) y otros espacios lo son.
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CAPITULO I: Preliminares.

1. B(X;E), C^(X;E), C(X;E) y sua duoles.

1.1. Notaciones: En la presente memoria E dénota, salvo indicacl6n 

expresa, un espacio localmente convexo y Hausdorff (e.l.c.) sobre 

IK, el cuerpo escalar de los numéros reales o complejos.

5upondremos siempre Hausdorff los espacios topologicos que con- 

sidereroos.

Sea Z un Algebra do subconjuntos de un cier to conjunto XL . Deno 

tamos por S(X ;E ) al espacio vectorial de las funciones Z-simples de 

finidas e n H  y con valores en E. Esto es, S(Z;E) estA formado por 

las funciones del tipo

d onde (A^). Z  es una partlciAn finit a de XL , es la func l6n
carac tor £ s t ica de A y (e, ). . C  E.

Dénotâmes por D (X ,E ) al espacio vectorial de las funciones defl 

tildas en XL con valores en E que se pueden aproximar uniformemente 

por funciones do S(Z;E). Es decir, (^613(Z;E) si y sôlo si es una a 

plicaciôn de XL en G tal que para toda seminorma continua p en E exia 

te T€S(I.;E) verificando
p(<f(x)-T(x) ) ̂  1 VxeXL.

Supoiidi'einos siempre B(£;B) y S(X;£) dotndos de la topologia de 

la convergencia uniforme, es decir de la topologia de e.l.c* defi- 

nida por la familia de seminormas | H |[̂ : p es seminorma continua 

on E J , donde

ll411p= «"P |p(<|»(x)): xGIXj ; E ) .
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Por la propla defiriiciôn es claro que S(Z;B) es un subespaclo 

denso de B(X;B ).

Sea X un espacio topolôglco localmente compacta (y Hausdorff), 

denotarcinos por C (X ;E ) ai espacio vectorial de las funciones conti 

nuas de X en E con soporte compacto. Rccordemos que si es una fun 

ciôn continua de X en E se llama soporte de (j) , y se nota sop(c^), al 

conjunto

[xeX : 4^x)/oY

Salvo que Indlquemos lo contrario supondrcmos C (X;E) dotado de 

la topologia de la convergencia uniforme.

Sea X un espacio topolôgico completamente regular (y Hausdorff),

denotoremos por C (X;E) al espacio vectorial de las funciones conti­

nuas de X en E, Salvo indicac iôn expresa supondreoios C(X;B) dotado 

de la topologia compacto-abierta (de convergencia uniforme sobre corn 

pactes) que es la topologia de e.l.c. deflnida por la familia de s*

minorraas { ^Kp' ** »na seminorma continua en B y KG K  ( X ) j , don
de W (X) es la familia de los subconjuntos compactos de X y 

I1*̂ IIkp “ ""P Jp(4(x)): xGK^ Vi^eC(X;E).
Como es habituai en el caso en que B sea el cuerpo escalar de 

los numéros reales o complojos, en ver. de notar BlX; K), C^(X; BC) , 

etc. notaremos simplemente B(T ) , C (X), etc.

Naturalmente cuando habtemos de C (X) o de C (X;E) entenderemos 

que X CH localmente compacto. En camblo al refcrlrnos a C(X) o C(X;E) 

en general supondrcmos X simplemente completamente regular.

En la présenté memoria cuando hablemos de duales nos referire- 

mos a duales topologicos.

Shuchat, Swong y otros se han ocupado en dlstintos trabajos
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(ver bibliografta) de problemas de representaclôn integral de opera — 

dores Itneales deflnidos en los espacios B(SI;Ë) y C^(X;E), y en par 

ticular han obtenldo reprosentaciones de sus duales mediante espacios 

de medidas. Schmets en [30] da también una representacl6n de este 

tipo del dual do C(X;E). El objetivo principal de esta seccién es re 

coger algunos de estos resultados para dlsponcr de buenns represen- 

taciones de los duales do los espacios en los que vamos a trabajar. 

Como se verA se t ra ta de dar tcoromas tipo Rlosz-Singer (teoremas 1•9• 

y 1.13.) y tipo Fichtenholz-Kantorovich-llildebrant (teorema 1.6*).

Al final de la secci6n también estudiaremos las relaciones entre los 

espacios de medidas que aparecen como duales y otros espacios de me 

didas natuiaies.

1,2, Definjclôn: Sea CL un conjunto no vacio, Z un Algebra de subcon 
juntos de XX y m :L ---► E uno opl icncion. Oiromos que m es una medida
s 1

A^LV Ag)=m(A ̂ )+m(A^) 
para todo par de con juntos A^ , A^ € Z. d is juntos .

Es claro que si m es una mcdlda dcfinida en H y con valores en 

£' , el dual de E, la aplicacion

S(I;E) ----------- ► IK

Z X± (.)c. ----------- *■ Z  ^c.,m(A.)>
I a ̂ 1 { 3 1

es una forma lineal (no necesarlamente continua) en S(Z;E). Para 

que la forma lineal en cuestiôn sea continua debemos exigirle a m 

una condicion adicional.
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1.3» Definlclôn: Sea CL un conjunto no vaclo, 21 un Algebra do subcon
juntos de TT , m: ÏI V E‘ uno mifdida y p un;< semi no* ma continua en B.

Para cada A6 Z définîmes

Vpm(A)= Sup [ Z  H m(A^ )||p J = Sup [ JT 1 < ,m( Â, ) > j |

donde

Il e' Il p = Sup [ I <.e , e')> | : e6E y p( e ) 4. 1 } Ve' 6E'
y tomamos el suoremo en el primer caso entre las partlciones finîtes 

(A^) de A en elementos de Z , y en el segundo caso entre las familia: 

finitas ((e^^.A^)) talcs que p( ê  ̂) ̂  l y (A^) es una particlôn finita 

de A en elementos de T .

1.4. Deflnicién: Sea ü- un conjunto no vaclo, 51 un Algebra de subcon

juntos de jO. y m: % -- ► E' una medida. Diremos que m verifica la con

diciôn (C) si existe alguna seminorma continua p en K tal que

V^mlil) <. 4 00

Se puede comprobar fAcilmento que la forma lineal deflnida mAs 
arriba en S(I;B) es continua si y s6lo si m verifica la condiciAn 

(C). Y en este caso, por densidad, esta forma lineal y continua ad 

mite una ûnica extensl6n lineal y continua a D(X;E), que como es 

habituai denominaremos "integral respec t o de m", y escrlblremos 

J ^ 4> dm V^€H<l5E)

Hemos deflnida esi una integraciôn en B(X;B) respec to de medi­

das m; 5 -- ► E' que verifican la condiciôn (C), Damos a continuéeiôn

un par de propiedades elementales do esta intégréeiôn:

1 .5. Proposiciôn: Sea fï un conjunto no vaclo, Z. un Algebra de sub­

conjuntos de 11. y m: X ---> E' una medida que verifica la condiciôn
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(C), entonces:

(i) Si<|>€B(Z;E) y p es una seminorma continua en E entonces

I I <}» dm j Z V̂ m̂(xl) H4 llp

(il) SI f€8 (Z) y c€E entonces

1 f ( • ) c dm c I f dmJil Ŝl e
donde m es la medida escalar definlda en Z por c '

m^(A) = 4.c,m(A)^ VA€ I.

Demostrac von : Trivial.

Denotaremos por M(Z;E* ) al espacio vectorial de las modldas dé­

fi nidas en Z • con valores en E* , que verifican la condiciôn (C).

Ya hemos hecho notar (y se sigue de la proposiciôn anterior, parte

(i)) que todo «lemento de M(Z ) lo podemos interpreter como un ele

mento de B(Î;E)' , el dual de» l){l;E). AdemÔs se tiene el siguiente re

3ultodo:

1.6. Teorema [341: Sea -CT. un conjunto no vaclo y X un Algebra de sub 

conjuntos defl , entonces la aplicacion
M(X ;E’ ) -----V D d  ;E)'

m ----->

es un isoraorfismo ( a I gebra i c o ), s i endo ( (|) ) = J éJ> dm para cada 

<f?CB(r;E) -

Sen ahora X un espacio topolôgico localmente compacto y sea j)(X) 
la 0-Algcbr« de los subconjuntos de Horcl de X. Es conocido que 
C^(X;E) os un subospacio de 11(5 (X);E). Para descrlbir su dual con­

viene dar un par de definieiones :
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1.7» Definiciôn: Sea JQ. un conjunto no vacîo, Z una r-Algebra de sub

conjuntos de y m: î ---► E una medida. Diremos que m es contablemen

te nditiva si para cada sucesiôn (A^)C ï. de conjuntos disjuntos, se 

tiene
a» o*

m(U A ) = Z. m(A ),

donde la serie 5T m(A ) se entiende convergente en el e.l.c. E.n.i n

1.8. Definlciôn: Sea X un espacio topolôgico, 3 ( X )  la r-Algebra de 

los subconjuntos de Borel de X y m : (X) — + E una medida. Diremos 

que ra es regular si para cada entorno de cero U en E y cada A€ 3 ( X ) 

existe un compacto K C A  y un abterto G D A  taies que

m(D)eU si neÆ(X) y B C G S K .

Sea X un espacio topolôgico, notaremos por M(X;E* ) al espacio 

vectorial de las medidas meM(«î? (X);E* ) que son débilmentè contable— 

mente aditivas y débilmente reguiares (e.d. contablemente adltivas 

y reguiares cuando en E consideramos la topologia dôbll «ir(E' ,E)).

Se tiene:

1.9. Teorema [34]: Sea X un espacio topolôgico localmente compacta, 

entonces la aplicac iôn

M(X;E' ) -----*■ C^(XtE)'

es un isomorfismo ( a I gebrn i co ) , slendn = j" <J> dm para cada

^eC^(X;E).

Vamos ahora a represetar el dual de C(X;E).

1.10. Definlciôn: Sea X un espacio topolôgico, 3 { X )  la T-âlgebra
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de los subconjuntos de Borel do X y m; (2 (X)   ̂E una medida regu­

lar* Diremos que m tiene soporte compacto si existe un subconjunto 

compacto K de X tal que
(*) m(D) - O si B€ r3(X) y B O K  = 0.

1.11. Proposicion : Son X un espacio topolôgico, ^ ( X )  la f-Algebra

de los subconjuntos dc Borel de X y m:3(X)  ► E una tnedlda regular

con soporte compacto, entonces existe un compacto minimo, sop(m), ve 

ril icando (# ) dc la def ini c i on anterior. AdemAs si x€X, x€sop(m) si 

y sôlo si para cada entorno U de x existe UCU, DE Z? ( X ), tal que 

m(B) / 0 .

Doraostraciôn: Sea sop(m) - f\ K donde X  es la clase de los subcon-
w.,

juntos compactos K de X que verifican ( # ). Sc voi’ifica:

(l) Si K C X es compacto, K, , K„E K y K HK ,  H K -  = 0, entoces o J ^ m o t <2
m(K^) = 0. Pues

m(K ) = m(K A  (K, U K^) ) + m(K X (K, V  K.,) ) ^o o & <> L t.
= m<K^/3Kj) + m( K^A Kg)  ̂ O.

(li) Si K C X es compacto, K ...,K e K _  y K A  K, O  . . • A  K = 0, o 1 n m o ± n
entonces m(K ) = O, Se deduce inmediatamente de lo anterior 

por inducciôn.

(iîi) Si C X es compacto y sop(m) = 0, entonces m(K^) = 0.

Pues si K Osop(m) = K A ( A  K ) = (K A  K) = 0, entonces
“ ° K.V. ”

[k ^ A K  : KG K  1,1 ] es una familia de compactos que no tiene

lu propiedad de la Inlersecciôn finita, e.d. exlsten
o „

K ,...,K €[/ taies quc/t(K A K  )  ̂ K A ( A K  ) = 0, y porI II III |.| o 1 o J,, 1
(11) dcducimos que m(K^)=0.
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(iv) sop(m)eK^. I’ties si BG X) y DAsop(in) = 0, por la re­

gular i<iad de m para todo entorno de cero U en E existe 

K^C B compacto tal que m(B\Ky)6U, y entonces 

m(B) -= m(Ky) 4 m(B-\ K^) = m(B\ K^)GU; 

por tanto m(D) = O.

Obsérvese que de (iv) se deduce inmediatamente la primera parte 

de la proposiciôn.

Sea aliora x€X, si x^sop(m) entonces XNsop(m) es un entorno de 

X ; y para todo BGcB ( X) , BCX\sop(m), se tiene m(B) = 0. Reclproca- 

raente, si existe un entorno U de x, que podemos suponer abierto, tal 

que m(l3) - 0 para todo HE «8 ( X ) ta I que llcU, y K es un subcon junto 

compacto de X verificando (#), entonces K N U  es un compacto que tam­

bién verifica (*), e.d. KN,IICW„,, y por tanto x^aop(m).

Sea X un espacio topolôgico, denotaremos por M (X {B' ) al espacio 

vectorial de las medidas m€M(<^ (X)|B‘ ) débilmente contablamente adi­
tivas y débilmente reguiares con soporte compacto. Esto os, M^(X;E') 

es el subespaclo de M(X;E’ ) formado por las medidas. con soporte com­

pacto.

Sea X un espacio topolôgico completamente regular,<^EC(X|E), 

A 6 c2(X) y mCM (X;E'). Si denotnmos K ; sop(m), es claro que

)EH(Æ (K);E), y si m^ es la restricciôn dc m a la (T-âlge- 

bra ôS(K), es claro que m|̂ 6M(K;E' ). Por tanto podemos définir

1a 4 - Ik AnK<-> '•'"kK

Se puede comprobar fôciimentc que la integral que acabamos de 

définir es lineal y continua en C(X;E). Damos a continuaciôn algunas 

de sus propiedades:



1.12. Proposicion: Sea X \m espar. I o topoJoglco completamente regular 

y meM^(X;E* ), entonces:

(i) Si p es una seminorma continua en E y V^mCX) os finito, en­

tonces V^m(A) = V^m<An sop(m)) para todo A6*B (X).

(ii) Si ^eC(X;E) y p es una seminorma continua en E entonces 

Ifx * dm| 4 Vpra(X) ||<()

(iii) Si f€C(X) y e6E entonces f{ . )e dm = f dm^ para todo

A€<^(X), donde como siempre es la medida escalar défini 

da por ( B ) - para todo B£oP(X).

Demostrac iôn: trivial. |

Por la pi'oposlciôn l.ii. nuestra definiciôn de soporte de una me | 

dida coincide con Va dada por Schmets ([30] IV Secciôn), por tanto 

podemos enunc iar:

1.13. Teorema []0]: Sea X un espacio topolôgico completamente regu­

lar, entonces la aplicacion
M^(X;E' ) ------ ► C(X;E)'

m ------^
es un isomorfismo (algehrnico), sicndo <|) dm para cada

<j>GC(X;E).

l.I4 . Not a : En v i r i ud de los tcorcmas I .6. , 1.9. y 1-13-, podemos

identificar los duales Il(ï;E)* , C^(X;E)* y C(X;E)' con los espacios 

de medidas M(Î;K' ), M(X;E' ) y M^(X;E' )- Por ello en adeiante no ha- 
remos distinciôn expresa entre los elementos dc estos duales y las 

med i da s que Jos ropresentan. Por cjeinpl.o si r€C(X;E) llamaremos
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soporte de T y notaremos sop(T) al soporte de la medida mGM^(X;E*) 

que represente a X,

1.15. E.ieroploa: Sea e*€E . Si fl es un conjunto no vaclo, Z  es un 

Algebra.de subconjuntos dc fî y yt es una medida escalar deflnida en 

Z, podemos définir la mcdlda vectorial

y* ( . ) e : Z    E '

A -----*• y<(A)e'

Es claro que si es de variaciôn acolada entonces y*(.)e'€M(Z ;E ).

En particular si Ag Z podemos toniar yi ̂  donde para cada BG Z

B ) = 1 si D 3 A y &^(U) = ü en caso contrario.

SI X es un espacio topologico y xGX se tiene inclnso

. )e'6M^ ( X; E* ) y sop( ^^(.)e') = ■{ x ) si e' / O

(naturalmente estâmes notnndo por Z a .X (%)

l.lfi. Definlciôn: Sea il un conjunto no vaclo, Z. un Algebra de sub -

(' juntos de il , m : Z  ---» E una medida y p una seminorma continua

en E. Llamaremos p-varlaclôn y notaremos por p(m) a la fune iôn de 

conjunto deflnida para cada AgZ por 
p(m)(A) = Sup j %  p(m(A^))j 

donde tomamos el supremo entre las partlciones fini ta» (A^) de A en 
elementos de Z (Bor el contexto, cuando escrlbamos p(.) quedarA claro 

si nos referimos a la seminorma p o a la p-variaciôn de una medida).

1.17. Definiciôn: Sea ïl un conjunto no vaclo, Z  un Algebra de subcon

Junto» de H  y m : Z -- ► E una medida, «1 i reinos que m es de variée iôn

acotada (o finita) si para cada seminorma continua p en E p(m ) (O ) es 

finito.
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1.18 . Proposlclfin []4]: S e a O  un conjunto no vaclo, Z  un Algebra de 
subconjuntos de fZ y m: Z  ► E una medida de variaciôn acotada, en­

tonces, si p es una seminorma continua en B, p(m) es una medida (no 

negative y finita) en Z.

1.19. PropoBiciôn : Sea X un espacio topolôgico y m: (X) —— ♦ E

una medida de variée iôn acotada, entonces m es contablemente aditi— 

va (resp. regular) si y sôlo si p(m) es contablemente aditiva (resp. 

regular) para toda seminorma continua p en E.

1.20. Notaciones y definiciones! Sea SZ un conjunto no vaclo y Z  un 

Algebra de subconjuntos de f l , denotaremos por TT)(Z;E) al espacio

vectoriel de las medidas m: Z -- *• E de variaciôn acotada. Considera-

remos usualmente este espacio dotado de la topologia de e.l.c. defi- 
nida por la familia de seminormas ^p : p es seminorma continua en E], 

donde

p(m) = p(ffl)(fl) Vm€ ))l(Z ; E )

Sea X un espacio topolôgico. Denotaremos por 1H(X;B) al subes- 

pacio de (X);E) formado por las medidas de variaciôn finita,

contablemente aditivas y reguiares. TTl^(XjE) denotarA al subespaclo 

de ni(X;E) formado por las medidas mG T)l(X;E) que tienen soporte com­
pacto. Supondrcmos usualmente 17l(X;E) y T)1^(X;E) dotados de la topo­

logia induc Ida por la topologia usual de ttli i (X);B), e.d. de la to­

pologia de e.l.c. definlda por la familia ^p : p es seminorma conti­
nua en e} que introdujimos mAs arriba.

Denotaremos por Ê  al dual fuerte de E (e.d. E ' dotado de la to­
pologia fuerte ^(E',E )). Es conocido (y quedarA como consecuencia 

del le ma 3.5.) que si O  es un conjunto no vaclo, Z un Algebra de sub
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conjuntos de Jl y m: 51 -- > E' es una medida que verifica la condiciôn

(C), entonces m es de variaciôn acotada pars lo topologia fuerte en

E‘ . Aderaôs si X es un espacio localmente compacto y itt:o8 (X)  F E*

es una medida débilmente (lT(E’,E)) contablemente aditiva y dôbilmen- 

te regular que veii f ica la condiciôn (C), entonces.m es contablemen­

te aditiva y regular para la topologia fuerte en E' (ver [34]). Te- 

niendo en cuenta las définie i ones y resultados dados anterlorraente, 

como resumen de las observaciones que acabamos de hacer, podemos dar 

la siguiente

1.21. Proposicion: Sea XI un conjunto no vaclo, 2  un Algebra de sub­

conjuntos de XL y X un espacio topolôgico localmente compacto (resp. 

completamente regular), entonces se tiene:

(i) li(Z;E)’ % M(IîE‘ ) C  TTldlE^ )

(ii) C^(XjE)' = M(X;E’ ) C  Tn(*îE^ )
(resp. (il’ ) C(X;E)' = M^(X;E’ ) Clm^(X;E^)).

1.22. Observac iôn: En tl?) (Remark 2.2. Example 2.3.) se dan ejem- 

plos de espacios localmente convexos E para los que los contenidos 

anteriores son estrictos.

Para terminar la sccciôn vamos n dar algunas definlciones que 

nos permitlrAn englober y relacionar las definlciones dadas en 1.3. 

y 1.6.. As{ mâs tarde podremos estudiar mejor las relaciones que 

existon entre los espacios de medidas que aparecen en la proposi- 

c iôn 1.21..

1.23. Definlciones y notaciones: Son A C E  un disco. Si denotamos por 

E^ al subespaclo engcndrado por A, tiene sentido cousiderar an E^
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el funcional rte Minkowski tie A, cs tlrtcir la seminorma tteflnlda 
por

p^(x) = inr{p>() : xepaj VxCK^

Kii el crtso en que A sea acotado ten»fromos el espncio normado clAsi-

CO (E^.p^).
Més en general podemos définir

p^(x) = inf (f>0 : xCpg} Vx6E 

dunde por convenio suponemos inf 0 - 4 no • De esta forma tcndremos

que dado xt'E, x€K^ si y solo si « oO.

Si IlCE es un disco denolaremos

Py(o*) - sup : o€l(| Vo'6E’

Observcmos que por ejemplo la f ami lia ; B C E  es un disco acotado}

es la f ami lia de seminormas que define la topolojçla fuerte ,E)«

El restillado que damos a continuée i on es sencillo y conocido. 

Holncion.i las definiciones que ncabamos de hacer:

1 .24. Propoalcion: (l) Si B C E  cs un disco y es su polar enfon­
ces

) = fw'te ) Ve' 6E'
(2) Si A d E ' PS un disco (T( E ' , E )-cerrado y A* es

su polar enfonces

Pa(c' ) - p^o (o' ) Ve' 6F/

Las .siRuiontes de f i ni c j ones sou auAiojças a la definici6n l*l6*

La diferencia esla unicamente en que p^ y q'^i^as no son seminor 

fiia s .

1 ,25, Uefinicion: Sea XI un con junto no vacio, Z. un Algebra do sub-
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con juntos de il y : T. ---► E y : %  -- ► E' medidas. SI A y D son

discos de E y C6 £ defininios

= sup t ̂

= sup { ̂  Pb<"*2^*i U) 
donde tomamos los supremos entre las partlciones finîtes (A^) de C 

en elementos de 1  (Coma sleinpre, por e1 contexte quedarà claro el 

sentido de p^( . ) o P|j(.)),

Claramente se puede obtener una proposicion aniloga a la 1.24.;

1,26 Propos le i 6n : Sea XI un conjunto no vacXo, 1 un Algebra de subcon 

juntos de XI y ni: 1  ---> E' une medlda. Se tlone:

(1) Si B d  E es un disco y O® es su polar entonces

pjj«(m)(A) = Pg(m) (A) VA€£

(2) Si ACE' es un disco d"( E ' , E )-cerrado y A* es su polar onton-

c c s

p^(m)(C) = p^o(m)(C) VCel

1.27. Observaciones: (1 ) SeaX2 un conjunto no vacio, Z, un Algebra de

subconjuntos de O  , m: X  * E una medida y A y B discos de B. De la 

definiciôn 1.25. y de las propiedades elcmentales del funcional de 
Minkowski se deduce que

(i) Si A C B  entonces Pp( m) (C ) .ÿ (m) (C ) para todo CEZ.
(ii) p^^j^CmXC) = mAx | ( m ) ( C) , Py ( m ) ( C ) J para todo CeZ.

(2) Ses n  un conjunto no vacio, Z  un Algebra 

de subconjuntos di O  . m : Z   ► E una medida y q una seminorma con­

tinua en E. Ses l)= |e6E : q(o)jf 1 j . Es una cnnsecuencia ininediata 

de las definiciones 1.3. y 1.25. y de la proposiciôn 1.26. que
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V^m(A) = Pj.(m)(A) - p^o(m)(A) VA€£,

1.28. Propoaicion: Sea fi iin conjunto no vacio, Z un Algebra do sub-
con juntos do y m: 2 --^ B ' una medida. Las siguientes afirnacio-

nes son équivalentes:

(i) m verifica la coridicion (C)

(ii) Existe un disco ontorno de cero U c B  tal que 

p̂ j(ni) (11) y 1

(lii) Existe un disco equi cont i ntio AC E ( quo podemos suponer 

<T(E \ E  )-cerrodo ) tal que
Pa ( m ) (O ) y 1 .

Demos t rac i 6n : Es consccuencia inmedlata de la observaciôn anterior.

2. Algunas prop i edadcs do c^(E).

Denotnremos por c ^(E) al espncio vectorial de las sucesiones con 

vcrgentes a cero en E. l.o supondremos dotado do la topologia de la 
convcrgencio uniforme, e*d. de la topologla de e.l.c, definida por 

la familia de seminormas  ̂ p es seminorma continua en e } , don­

de

S ( ( e ) ) = sup f p ( o ) iiE IN } V( e )€c ( K ) .p u  I n n o
(Como os habitual cs cl conjunto dc los numéros naturales).

Sea X uii espacio iopologico c oinp I c t nmen t e regular y sea IN'* la 

compactificacion de Alexandroff do IN. Como ya Indicamos, uno de los 

objetivos centrales dc este trabajo cs caracterlzar cuAndo C(X;E) es 

i I l f  ra ( f>ne Indo. Un caso particular dr este problcma cs carac terizar
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cuAndo CUN*îE) lo es. Ahora bien, vereinos mAs adelante (Nota 4.4.) 

que CCW*;E) es topolôglcadiente isoraorfo a c^(B) » E, y también vero- 

moR que E es un subospaclo complotnenlado de c^(E) (Propos i c i6n 4.5.); 

por tanto quodarA claro que determiner si CCW*’;E) es infratonelado 

équivale a determinar si c^(E) lo es (Kealmente c^(E) y C(JN*;E) son 

incluse espaclos topologicamenle isomorfos ya que, como se observa 

en Remark 3.6. de [17Î, c^^E) es lopol6gicamente isomorfo a c^(E)®B). 

Marquina y Sanz Serna en [17] carac1erizan cuAndo c^(E) (y por tan­

to C(1N";Ë)) es infratonelado. Recogcmos en esta seccl6n los resulta- 

dos Fundamentales que obtienen pues nos servirAn de gula en nuestro 

trabajo, ya que como vcreraos mas adclatite estoa resultados admiten 

formulaeiones anAlogas en otros espacios (en C(X;E), en B(Z;E), etc.).

Denotarcmos por t (E) al espacju vectorial de las suc es iones 

(e^) de vcctores de E taies que para cada seminorma continua p en E 

TT ((c )) H  p(n
|> Il Il

La topologîa usual en f(E) es la topologîa de e.l.c. definida por 

la I ami lia de semiiiorma.s : p es seminorma continua en E}.

Dlremos que una suceslôn ( e M C  E' es H-totalmente sumable ai 

existe algiin dlsco entorno de cero U en E tal que

t  < -VO-
(recordemos que si e' GE' Py ( e' ) = Sup | | e , e*^j i eEUj ) .

Es f Ac 11 comprobar que si (e|^)c E’ es una sitcesiAn ]jl-totalmente

sumable y définimos

(E) ------- *■»T:(eU: Co'

(*n ) -----------"
j es una forma lineal y continua en c^(E). Se puede demostrar
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incluso que la aplicacion (cM -- > 9n' ) f" isomorfismo (alge­
bra t r o ) del espacio vectorial de las sucesiones ( e M c E '  U - totalmen 
te sumables sobre c^(E) (pp. 4 (il-4 b 4 de [5], [17]). También se puede 

probar que si ( e’̂ ) C E ' cs una .sucesién XL-t o talmen t e sumable enton­

ces (e'^)€ ê ( E j ), Por lanto podemos considerar c^(E)* como un subes- 

pacio de?.(Ep) (en general es un subespacio propio: 2.2. y 2.3. de

C17] ) , mâs aun :

2.1 . Proposlc ion[17] : La (opoiogîa que induce en c^(E)’ la topologîa 

usual de t (Ep) coincide con la topologîa ^ (c^(E , c^(E)).

2.2. Définie ion ([241, P . 30): Direiiios que E tiene la propi edad (8) 

de Pietsch si para cada familia P C  l*'(E) acotada (para la topologîa 

usual de t^(E)) existe un disco r e n  ad o y acotado B C E  tal que

V(ej6F.

3.3# Teoroma 11?) : Las s i gui en t; a f i imac i ones son équivalentes;

(a) c (E) es t n Ira t one 1 ado.o
(b) K es i nfra l «>ne l ndo y liÿ t i cne la propicdad (ü) de 

Pi e t sc II,
Adcmâs si c (E) es Infratonelado entonces c (E)’ = t { eI ),o o p

Los espacios localmente convexes que verlfican cualquiera de la»
dos comliciones équivalentes dcl looroma anterior van a Jugar un pa

pel importante en este Irabajo. Por ello damos Ja siguiente

2.^, De f inici ôn : Oireinos <|uo un e.l.c, E es - i ii fin tone I ado si E

es infratonelado y tîcne la piop i edad (îî) de Pietsch,

La razôn dc esta denoiii i. nac t on ipieda i a c lara mas ade I an te (ver
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sccciôii 8). A tllulo de ejemplo digamos quo (Corolarlo 4,11.):

"Las siguientes al'irniac luiios son équivalentes:

(i) E es -iiifratonelado.

(ii) C(K;E) es infratonelado para todo espacio topolAgico

compacto K.

(ill) Existe un espacio lopolôglco compac to c infini to K tal 

que C(K;E) cs infratonelado."
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CAPi TULO XI : Infrntone lacion en C(X;E) y en otros espacio» de

fiinc iones vec tort a ! es ,

En este capitulo darewos condiciones necesarlas y suflcientes 

para que los espacios que def'inimos en la section 1 sean Infratone- 

l ados. Pai'a este uti lizarernos Las representaciones de IO0 duales de 

estos espacios que ya dim«>s en el capitule anterior pues empLearemos 

iécnicas de dnalidad. Por esta rnzon uno de los objet ivos principa­

les que va a gu i ar iiuostro désarroi lo es el cstiidio de la topologîa 

fuertc (y en particular <le los Puer te men te acotados) en estos dua­

les.

SerA también importante para nosotros el lema j.11. que nos mues

tra que la prop i edad (U) de Pietsch se traduce on bucnns proplodades

de los espacios de medidas dual es.

3. H(X;Ë) y S(X;E) infratone Indos,

En esta secciôn SL serA un conjunto no vacîo arbltrario y un 

Algebra de subcon juntos de IX . Caracterizaremos cuAndo los espacios 

S(ï^;E) y ll(ZiE) son i n Ira t one I ados .
Como ya dijiinos vaiiins a uti i i za r las ropr c s e ti tac i ones de los dua 

les dadas en la soccion 1. En este sentido os importante tener en 

eu en ta que como S(E;E) os un subespacio flot* so de n(Z;E) 1 os duales 

de estos dos espacios coiiuriden.

3.1* Lema : Se a C h ( Z ; E ) , eut onces existe una red (T^)pCS(Z;E) con­

vergente a <J> lai que
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Ty (A)c 4>(n.) vïer

Demoatraci6n: Sea ^€11(1;K) y sea p una seminorma continua en E. Exia 

te Tp6S(X;E) tal que

p(4(t)-T^(t))< v t e A

Supongamos T = 51 % .  (.)e con A.eZ, d i ajuntos y no vaclos. Sea
P i  ̂ 1

t^tAf. Uefinimos S^- Z! ( • ) <}̂( i ̂ • Clarnmcnte se tlone S ^ d D C  j* (A),

y adcmAs

p(^(t)-s^(D) 6 * p(Tp(t)-Sp(t))< 1 vtea.

3.2* No tac ion : Si II es un subcon,junto cie E notnremos 

s(r;B) ={res(X;E) : T(A)C»}

u(I;i>) = {(j>cu(r;E) ; <̂ (n.) c  n}

3 • 3 ♦ Lema : Si I) es un subcon junto do E se tiene

S(I ;D)D U(r ;H)

Si B es ademAs cerrado se da ia igualdad.

Demostrac ion : Es trivial leniendo on cuenta el lema anterior,

3*4. Corolario: Las topnlogias p(D(Z;E)' ,Q(Z;E>) y ^ (B(Z;E )\ S(£;E )) 

c o i P C  i don•

Demostrac i on : Es claro quo basta probar que todo subconjunto acota­

do de n(Z;B) estA c on ten : do en In ndliercncla de nlgun subcon junto 

acotado do $(Z;K); y esto es cicrto: Si ACB(E;E) es un acotado en­

fonces 0= Rs un subcon junto acotado de E, y por tanto 0 (E ; B )A
OS un acotado do ll(E;E). AdemAs B(E;II)3A, y por el lema anterior
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se tiene B(£;H)C S(X;D) ,

3.5» Lema: Sea m€M(Z;E ) = B(Ï;E) y B C  E un disco, entonces

Pjj (m ) (CL) - sup ̂  I J <j* I ‘ <|’6B( r ; B ) j = sup | j T dm j : T€S( E ;B)j^ +o»

En particular si <J>eB(I;H) se tiene

j J i)> dm I ^ P|^(m) (il.) ̂  + 00.

Demos t rac i 6n : La i gu.a Idad

sup : fCB(I;n)j = sup [ | | ^  T dm | : T E S d  ;B)j

es consecueticia inmodiata del luma 3.3. ya que m€B(I;E)* •

AdemAs si T€S(Z;B) podemos escribir T de la forma

L  %A.(')*il»l l
C on (e^).^^C n y ( ^ particion de iL en elementos de Z ; por tanto

I f T d m | = ] 5 I < p . . m ( A . ) > | ^ ^ | < e , , m ( A . ) > | ^  Z  pg(m(A ) ) ^
3fl i*-» I , \«l

è Pp(ni)(ii).

Y por otra parte dado t > 0  y dada una particion (A . )̂  ̂ de XI en ele­

mentos de E . para cada I E ,...,n} podemos tomar e^€B tal que
P[,(m(A^)) ^ I <e j .m( A^ )) I 4-

y en tone es si c^= signe (<e^,ra(Â  ) se tiene

Z.c.y {.)e.6S(I;U) yi:l  ̂ "i ^
n n , r n I
Z  p ( m( A ) ) ^ Z!iCe .a'(A )5l+E - |l 5Ic."X., ( . )e dm| +  ÉIM 11 V l = , ‘ i

Asî podemos concluir

pj^(m)(lX) = sup||J T dm I : TtS(î;B)|

3.6. Teoreina : Las topoiogîas p  ( B ( Z ; E ) , B (Z ; £ ) ) y B( î ; E )', S (Z ; K ) )
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coinciden con la topologîa indueIda por la topologia usual da 

'ni(Z;Ep en B(Î;E)' .

Pemoatraciôn : Por el corolarlo 3.4. las topologlaa ^ (B (Z ; B )',B(X ; E ) ) 

y p(B(Z;E)', S(I;E)) coinciden. Ademas, por el lema anterior la to­

pologia Inducida jior la topologia usual de TTl(Z ;E^ ) en B(Z ;E )' es 

menos fine que la topologia B (X ; E )', B (X ; E ) ), Por (tltino, si 

ACn(X;E) os un acotado y denotamos por B a la envoitura absoluta-

mcnte convexa de 6 (A) . iitilizando de nuevo cl lema anterior, po-
4* A

demos escribir:

sup { ] dm I : <}> 6a| ^ sup I j J <{) dm { : ^ CB(X ; D = Pg(m) (II)

Vffl€B(I ;E)',

Por tanto efectivamente los tres topologies coinciden en B(Z;E )' .

3.7* Proposicion: Sea 11C. B ( Z ; E )' = M(ZjE* ). Las siguientes afirmacio

nes son équivalentes:

(i) H es equicont inuo (eii B(X ; E) )

(ii) Existe alguna seminorma continua p en B tal que

V m((l) < 1 Vm6M 
P

(iii) Existe algûn disco equicontinuo ACE' (podemos suponer A 

U(E* ,E ) -rrj rado) tal quo

p^(m)(a) ̂  I Vm6ll.

Demos trac ion : (i) (i i): Si II cs equicontinuo existe alguna semi­
norma continua p en E tal que

sup [1 r <|> dm I : ^€B(Z;E) y p («|» ( t ) ) 4 1 VtCU} ^ 1 VmEH
Jn.

Entonces si notamos U=[e€E : p(e)4 1} , por el lema 3.5«, se tiene

Py ( ra) (H) = sup 4" dm I : <^EB(X;U)j ^ 1  VmCII
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Se deduce entonces de in observac i on l.27-(2)

VpHi(n) / I Vmeil.

Per Ja mismn observac i on 1.2?.(2) sc tiene que (ii) es équivalente 

a (iii).
Por liLtimo (i) se si^ue dc (li) por 1.5,(i),

El lema que damos a c on I i niiac I on es un cjorcicio sencillo sobre

Algebras, La parle (ii) pucde verso p.c. en [23] 1.2.L.

3.8. Lema: (i) Si Z es infini la existe una sucesion (A ) C Z  de con-   ^

juntos di sjuntos no vacios.

(ii) Si Z cs finita existe una particion fini ta (A ̂ ) de

Jl en elementos de E no vaclos tal que
si A€ Z y A ^ A ^  para algûn i entonces A ̂  0.

Demos trac ion : Si ACE denotarcmos por al Algebra (b e E : B<TA}.

(i) Sca Z un Algebra inf i ni ta y sea A€Z, A ^ 0 y A  ̂il. Conslde 

reraos las Algebras ^^HxA' LJaramentc alguna de estas dos Algebras
ha de ser infini ta. Si es i nf i ni ta definimos Â =̂ A , y en caso

contrario A ̂ - A. Ilepitiendo el mlsmo argumente es claro que existe 

*2^^A\A ’ tal que g j es i nf i ni ta. Heiterando el proce

so es évidente que constriiimos una suces 1 on (A ) C! E de conjunto» disn
juntos no vaclos.

(ii) Se prueba fAcilmente por induce i on sobre la cardinalidad 

de E .

3.9. Propos le ion : Si Z es fini to S(E;E) y B(E;E) coinciden y ademAs

existe n€ IN toi que S(EîE) % B(Z;E) es lopologicamen te isomorfo ,
a e ".
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Demostraci6n: Si Z es flnlto, por la parte (li) del lema anterior, 

existe una particion finita ( )̂  ̂ tie il en elementos de Z  no vacxos 

tal que

si A6 51 y A ̂  para algûn 1 entonces A = 0.

Entonces es iiiiiiedialo que la aplicacion 

e" *- S(X;E)

es un i sonior r i smo topolégico,

Ademâs , al <j>€B(Z;E), por lo anterior, 4 «s limite uniforme de una red 

de la forma ( 51 X, eT ) , y por tanto 4 = 21 ~K. lîm e" € S(I;B).(-1 X « Aĵ  X

Luego S (X ;E ) = B (X :E ).

3.10. Proposicion: (1) S(X) y E son (topologiesmente Isomorfos a)

subcapacios compIementados de S(X;E)

(il) Il (Z) y E son (topo 1ôgIcamente isomorfos a)
subespacios c omp 1 emen tados de 11 ( Z ; E ).

Demos t r ac lôn : Sea xEi2, f€H(X) tal que f(x) = l, qjEE y e' EE' tal que

^ e,, c\5 - I . Consldereinos las siguientes apllcaclones:

■"f '•'x '̂ e.
E -----» B(Z;E) -----► E B(Z) -----*■ B(tjE)  *■ B(Z )

T^(e).f(. )e; (<})) = «J( x ) ; ( g ) =g { . ) q.; T̂ ,( <>) =<(|> ( . ) , e'>

Es râcil comprobar que estas nplicaciones son lineaLes y continuas 

y que veriflcan ailemûs = Ig, T^« = I.j, (g), etc. donde

Ig, (B)* las respncLivos Ldcntidades. Y de a qui se si­

gne inmcdiatamen(e que E y son isomorfo» a subespacios compie-

mentados de B (E ;E ). Para S(E;E) es analogo.



3.11. Lema ; Las .siguicnLos afirmacionns son équivalentes:

(i ) Si /I. es un conjunto no vncio, Z  es un Algebra de subcon-

juntos de fi- y IîC7H(Z;Ep) es un acotado, en t one s existe un d i sco

fuertemente ceirado y acotado ACE* la I que

f^(m) (A) C I VniGII,

( i i ) Existe tin conjunto iZ ( i n fi n i t o ) y un Al gebra infini ta %  

de subconjtinlos de A  tal que si II<^13(X;E) es una Fami H a  fuertemcn 

te ac o t ada J'en t one es existe un disco fuertemente cerrado y acotado 

A C  E* que vertficn

P^(m) (A) < I Vinfdl.

(iii) Ep tiene la prop i edad II*) dc Pietsch.

Demos t r ac i. on : ( i ) (ii) es trivial ten lend o en cuenta que por e l

tcorema 3.6., s l 11 C B( Z ; E )' = M(Z;E')C TTi ( !E ; Ep ) es fuertemente acota­

do entonces es también acotado para la topologîa de TH/lZjEp).

(Ii} (iii): Supongamos que se verifica (ii) y sea

: lei) un acotado de 6^(Ep). Por el Lema 3.S*(i) existe

una sucesion (A^)c Z de conjuntos dis juntos no vacios, Demostrare-

mos que la familia H=|2I °. (,)c : k€IN, i€ItCB(Z;E) (verejemte,, ni
p l os 1,15.) es fuertemente acotada: Sea 11 C E un dlsco acotado,

una particion finitn de A  en e I emen I os de Z  , j€ I y kG IN; se tiene

i  ) (  i  h  S , " : . ' " " ' ' . . , '  • i .  - " ' - " j ’C l

»'»• ' n ' f,=, '*

dc donde résulta

P„( z  (,)e; L a ) ^  [tT ((e^. ) J  :i€j} VkEJN. Vj€l.
\nci n / B
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Como suponcmos U®"nl^n ' Bcotado en 6 (Ep). el segundo miem-

bro de la ultima desiguuldad es I'inito, y por tanto, por el teoreina 3.6.

( ^  (.)e|^j : k€ (N, i€ll es e fee t i vament e una familia fiiertcmen-
”»• n

te acotada de B(% ; E

Aplicando abora la hipotesis dcdiicjmos que existe un disco fuer­

temente cerrado y acotado A d  E' tal quo

Pa ( L  (. ^ ' Vk€ JN, Yiei
I ««» n

Asi, si i£I y k6 IN so tiene

'e

1
«e t ' /

y poi tanto

Queda asi probado que Eg tine la propiedad (B) de Pietsch.

(i ii) (i ): Supongamos quo Ep tiene la propiedad (B) de

Pietsch. Sea il un conjunto no vacio, Z un Algebra de subconjuntos 

deJI y HCni(X;E^ ) un acotado. Sea P  la familia de las particiones 

finitas de il en o I emen t os de X y (A.)f =Tt€iP. Dado m6H de f i nimos 

( m^ ) t. ( Ep ) por

/ m ( A ) si l<ii(t
m’' . I

1 0 si t<n

Entonces J ^ ^  n ’ ̂  ^ un acotado dc (Ep ) ya que si
HC E es un disco acotado, ii€ll y ( D ̂ =Tt €  , se tiene
OO K
ü  = Ü  ^ py(u)(il) ^ sup |pg(m) (Û) : m€Hj ,
i" ■ j'-’
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y observcmos que por scr U acotado este supremo us fiiiito*

Asi, por Ja hipotesis, existe un disco fuertemenle cerrado y 

acotado kC E* tnl que

Z  p^(niM ^ 1 vnc<p VmGII,

pero esto nos dice qnc si (A.)? - q € V  y m€H

i  ^  ' 'I f , ( n . ( A . ) )  = r  t

y por tanto

(in) (12) ̂  1 Vm6H 

que eg lo que querlamos probar.

A continuée ion enunciamos un resultado que caracterlza los espa­

cios localmente convexos que tienen Ja propiedad (H) dc Pietsch en 

tcrminos de espacios dn mrdtdas. Uamos este resultado ya que, aunque

no ÎO vamos a utilizar en lo surcsivo, sc puedc probar siguiendo ca-

si exactamente In demostincion anterior.

3.12. Uropos i c i on : Las s i g u i e n t e s  a I'i r-mar i f>ncs son é q u i v a l e n t e s :

( i ) Si il cs un conjunto no vacîo, Z tin Algebra de subconjun­

tos de JTI y HcTTl(Z;E) cs un acotado, entonces existe un disco cerra­
do y acotado A C E  tal que

(12) ̂  1 Vm€H
(ii) Existe un conjunto (infini to) y un Algebra infini ta 

Z  de subconjuntos de SX tal que si IIC TU (Z;E) es un acotado entonces 
existe un disco cerrado y ac otado A C E  vorificando 

f>̂ (m) (il) ̂  i VmGII

(iii) E t i one la propiedad (H ) de Pietsch,
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Obsérvese que la proposlcl6n anterior no es exactamente una ge­

neral izac i6n del lema 3.11., ya que en la condiclôn (il) de éste, 

D(ZîE)' esté contenido pero no es necesarlamente Igual a 1% (Z( )  

(Observaci6n 1.22.).

Estâmes ya en condiciones de caracterizar cuàndo S(I;E) y B(£iB) 

son infratonelados:

3.13. Tcorema: Las siguientes af1rmac iones son équivalentes:

(1) S(X;E) es infratonelado 

(ii) B(Ï;E) es infratonelado

(iii) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:

(a) Z  es finlto y E es infratonelado

(b) E es k-infratonelado.

Demostraciôn: (i) (ii): Se verifica por ser S(Z;E) un subespacio

denso de 8(1;E).

(ii) (iii): Si B(Z;E) es infratonelado, por la propo 

sici6n 3.10., E es infratonelado. AdemAs, si Z os infinite se veri­

fies (ii) del lema 3.11. ya que si H C B(I;B)' es una familia fuerte 

mente acotada, por ser B(C;E) infratonelado, H es equicontinua, y en 

tonces, por la proposici6n 3.7. existe un disco fuertemente cerrado 

y equicontinuo (por tanto fuertemente acotado) AC E* tal que 

f^(m)(Jl)4 1 VmSII 

Asi, del lema 3.11. se sigue que Ep tiene la propiedad (B) de Pietsch 

y por tanto E es 4^-infratonelado.

(iii) (1): En la hipôtesis (a), por la proposiciôn 

3.9., es claro que S(X;E) es infratonelado. Supongamos que E es



- i nf ra tone Latïo y sea HCB(Z;E)' una C ami lia fuei'temente acotada. 

Como Ep tiene la propi edad (B) de Pietsch, por el lema 3.11., exis­

te un disco fuertemente ce: rado y acotado DC E* tal que

VmSH

Pero, como E es infratonelado, D es equicontinuo, y as!, de la pro­

posiciôn 3.7. se deduce que II es eqn i c on t ii^ua. Por tanto S(X;®) es 

infratonelado.

4. Infratonelacion en C (X;E) y en otros espacios.

En la présente secciôn X scré un espacio topolôgico localmente 

compac to.

Nuesti o objetivo fundamental es caracterizar cuAndo el espacio 

C^(X;E| es infratonelado, pero una vez hecho esto, como consecuen- 

cirt, podremos caracterizar también cuAnclo son infratonelados otros 

espacios de funciones continuas,

UnDotaremos por (X ;E ) a I espacio vectorial de las funciones 

continuas de X en E que se nnulan en el infinilo, e,d. ^CC^(X;E) si 

y solo si ^ es una funcion continua de X en E tal que para cada se­
minorma continua p en E existe un compacto K<T X tal que 

p(f(x) ) 4 1 VxeXX K.
Salvo indicacîôn en contra supondremos C^(X;E) dotado de la topolo­

gia de la convergcncia uniforme, e,d. dc la topologia de e.l.c. de­

finida por la familia de seminormas | || ||̂ ; p es seminorma conti­

nua en EI, donde
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11411p " »"P : xExJ V^6C^(X;E).

4.1. Obaervactones : (l) Es obvio que si X es compacte entonces 

C(X;E) = C^(X;B) = C^(X;E), y ademâs las topologies que Memos defi- 

nido en estoa espacios coinciden.

(2) Si X no es compacta es conocido (y râcil de 

probar) que si dénotâmes por X* a la compactificaciân de Alexandroff 

de X (a X le anadimos un puntoco^X llamado con frecuencia infinite) 

entonces C^(XjE) es topol6gleamente isomorfo al subespacio de 

C(X*;Ë) formado por las funciones <|>€C(X*îE) taies que «̂ (<o)=o.

4.2. E.iemplos: El conjunto de los numéros naturales, *, dotado de 

la topologia discrets es un espacio localmente compacto, y por tan­
te tiene sentido considerar los espacios C^(W;E) y C^(M;E). Obser- 

vemos que el primero coincide con el que definimos en la secciôn 2 

como c^(E). El segundo, que es un subespacio de c^(E), es el de las 

sucesiones eventuaimente nulas, y lo notaremos por c^^(E).

4.3. Proposic ion C (x) y E son ( topol6gicamente isomorfos a) sub- 

espacios complamentados de C^(X;E). Mâs concretamente: si x6X, 

C^(X;E) es topo logic aine nie isomorfo a ( Xl ( x) ; E ) ®  E , donde

C ̂ ( X H ( %}; E ) es ei subespacio de C (X;E) formado por las funciones 

(X;E) taies que (j)(x)=0.

Demos trac ion : Podemos procéder de forma anâioga a como hicimos en 

ta proposiciôn 3.10.: Sea x€X, fEC (X) tal que f(x) = l, ®^6E y e' 8E‘ 

talcs que ^e^.e'^-l. Conslderemos las siguientes apllcaclones:

E -----» C^(X;E)  * E C^(X) ---- 2^ C^(X;E)------► C^(X)
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donde Tj.(e) = f(,)c; T^(^)-4>(x); (g)=s(-)ejjyT^, (^)=^4(.),e'5
o

cualcsquier» que sean e€E, 4^C^(X;E) y g6C^(X). Es fâcil comprobar 

que estas nplicaciones son lineales y continuas y que ademâs vari- 

fican T^oT^.Ig , '*'f"^xlT (E)^*T (E) ’ ^e? ̂ e"^C (X) ^
I l  C

^e"^e1? (C^(X))'^T^(C^(X))

donde Ig, I.j, (g)> etc. son Vas respoctivas identidades. Y de aquf

Se sigue inmediatamente que E y C (X) son topolâgicamente isomorfos 

a subespacios complementados de C (X;E). En el primer caso teneraos 

ademâs que C^(X;Ë) es topologicamcnte isomorfo a Ker( ®  T ^ ( (X;E)) 

y observemos que Ker ( )  =C^ ( Xll {x|; E ) y ( X; E ) ) = E .

4.4. Nota: En particular si X no es compacte y X"* es la compac t if i- 

caciôn de Alexandroff de X, de la proposiciôn anterior y de 4.1.(2) 

se deduce que C(X*;E) es topolôgicamente isomorfo a C^(X;E)ffi E. Y si 

tomamos X= M  résulta, por 4.2., que CÜN*;E) es topolôgicamente iso­

morfo a c^(E)©E.

De forma anâioga a la proposiciôn 4.3. se puede probar la si-

guiento

4.5. Proposiciôn: C^(X) y E son (topolôgicamente isomorfos a) sub­

espacios complementados de C^(X;E).

4.6. Notaciones y observaciones: Como es habituai denotaremoa por 

C^(X)®E y C^(X)®E a los subespacios de C^(X;E) y C^(XsE) engendra 

dos por las famillas ^f(.)e : fSC (X), e€E} y

|f(.)e : f6C^(X), cCe } respect!vamente. ,
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Saivo que indiqucmos Jo contrario supondremos estos espacios dota- 

dos de la topologîa Inducida por C^(X;E).

Es claro que se vcrifican los siguientes contenidos:

C^(X)® ECC^{X;E)CC^(X;E)

C^(X)®EC€^(X)®ECC^(X;E)

Ademâs es coiiocido (y I éc i I dc probar) que C^(X)®E cs denso en 

C^(X;E) y asî cada uno de los espacios anterlores es un subespacio 

denso de aquél en que estâ contenido. Se sigue de esto que los dua­

les de los espacios C^(X)®E, C ( X ) l@ E y C^(X;E) coinciden con el d«

C (X;E), que ya estudiainos en la secciôn l.

También es conocido que Los produc tos tensor la les C^(X)®E y 

C^(X)® B se pueden interpretar, dentro de la teoria general de pro­
duc tos tensoriales, como (.-tensor produc tos ( ®£ ) de los espacios 

C^(X) (o C^(X)) y E ([l63 pâg. 286). Sin embargo en general esto no 

nos serâ necesario.

Si B C E  es un disco denotaremoa

C (X;B) =[4»eC^(X;E) : X) C II j

C^(X;tl) = {<j>tC^(X;E) : ^  X) C U }

4.7. Lema: Sea m8M(X;E' ) y sea B C E un dlsco. Entonces 

Pjj(m)(X) = sup ( 1 J  (), dm I : 4>P.r.̂  (X; B ) H  ( ( X) ®  E ) } 4 + »  •

Demos trac iôn: Por el lema 3.5.

sup [I J ^ dm I ; ( X; B ) A  (C^ ( X) »  E )} ^  Pg(m)(X).

Por otra parte, dado £>0, (A^ ).__ C Æ(X) una particiôn de X

y ( e )2, C B, por la regular idad de m , para cada 1 existe un compac­

te K C A, tal que Ini |(A.\K,)< -f , donde | m I es la variaclôn i l  c . 1 1 2.0 e . '
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rtc la medida escalar- m , Do nuevo por la regular i dad dc m , y por

aer X localmente compacto, existe una familia finita (G . de abier

(os rc I a t i vnmon to c ompac I os y ilispjn(<i.s taies que

Cl . D  K . y iin I ( G . \  K. ) p a r a  cada i.i 1 e.' I l io

Por sei' X localmente compacte (y por tanto completamente regular),

para cada i existe f.6C(X) tal que f ̂ (X) C [O, i] , r^(Kj^) = tl} y

f^(X \ G^ )={o} (por tanto f. tiene sopor te compac to). Claramente

Z  c . f . ( . ) e . 6 C  (X)^E, do nd e  c . = s i g n o i l  f. dm ) • AdemAs, como • ̂ , 1 1  t e  i 'JX i
n

por I a ç ons truc ciôn de (f\) se tiene Zlc.r^(x)|^l para todo xGX, 

por ser U un disco, se tiene Zc^f^(,)e.£ (X ;B ). Por otra parte

n a ^  I £
I <  C ,m(A ) > j = 51 I >1 ^  I m (K )1 +  j $U« i 1 • la. l^  Z  I f .1n.̂ - r -Xg '"% I + If '■j '•"e. I + f  ^O' JX t JX i i ! = • J X 1

^ Z | m  | ( G \ K  ) + r l f  Z  c i r j ( . ) e ; dm +  6 .<
it. i '  ̂ i=, Jx i t Jx

4 s.i|. I I J ^ ilm I : I eC^(X;U) A  (C (X)g>E)} + &

Por tanto. tomando supremo entre las fainllias flnitos (e^\ c B se 

ti eue

£  Pg( n i (A .  )) ^ sup I 1 I ^ dmt : CC^ ( X ; D ) H  ( ( X )® E| } + f

y tomando supremo entre las particiones finitas de X en conjuntos
de Dorel

P|^(m) (X) 4 sup { I 4 dm| :  ̂CC^lX-.B) A  (C^ (X) ®  E)j + É

Asi, -se deduc e la igualdad de 1 onuiiciarlo.
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4.8. Teorema: En M(X;E'), el dual de C^(X;E), coinciden las siguien 

tes topologlas :

(a ) p (C^(X;E)' . C^(X;E))

(b) P(C^(X;E)' , C^(X;E))

(c ) p (C^(X;E)' . C^(X)® E)

(d) ^(C^(XîE)' . C^(X)® E)

( e ) La topologia inducida por la topologia usual de 111 (X ;E^ )

(f ) La topologia inducida por ^(B(^(X);E)' , B(®{X)îE)),

Demos trac ion : Por ser C^(X;E) y C^(X)®E subespacios de C^(X;E) la 

topologia |3(C^(X;E)’ , C^(X;E)) es mâs Tina quo las topologies 

^(C^(X;E)' . C^(X;E)) y |g(C^(X;E)' , C^(X)®E), y por la ml sraa razôn 

cualquiera de estas es mâs fina que la topologia ( X; E )*, ( X)6E ) .

Por el lema anterior la topologia ^(C^(X;E)', C^(X)® E) es mâs fi­

na que la topologia inducida por la topologia usual de T8XX;Ep). Co 

mo consecuencia del teorema 3.6. la topologia ^ ( B(oS* ( X) ; B)', B(e8(X)^ )) 

coincide coh la topologia inducida por la topologîa usual de

ni,(<j9 ( X) ; Ep ), y por la definiciôn, esta induce enTn(X;B^) su topolo

gia usual, por tanto TTl(X;Ej) y B(tiÿ ( X) ; E )' , B(i^(X);B)) inducen 

en C^(X;E)' la misma topologia. Por ultimo la topologia inducida por 

^ ( B ( [S ( X) ; E )' , tiles’(X);E)) es mâs fina que la topologia 

|â(C^(X;E)' , C^(X;E)) ya que C^(X;E) es un subespacio de B(e7(X)}E). 
Asi queda claro que todas estas topologies coinciden on C^(XjE)*.

4.9. Proposiciôn: Sea H C C (X;E)' = M(X;E*). Las siguientes afirmacio 

lies son équivalentes:

(i) Il es equicontinua en C^(X;E)

(il) Il es equicontinua en U( nB ( X) ; E )
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(iii) Existe alguna seminorma continua p en E tal que

V m(X> < 1 VmCII1>
(iv) Existe algiin disco equicontinuo ACE' (que podemos su 

poner T( E ,E )-c errado) tal que

p^(m)(X) 41 VmeH.

Demos trac iôn: (i ) (il): Si II es equicontinua en C^(X;E) existe un

disco entorno de cero 11C E tal que

I ^ <() dm 1 4 1 Vnieil V<}>eC^(X;IJ)

Entonces del lema 4.7. se deduce

p,j(m) ( X) 4 I VmCH

Y esto, por ei lema 3.5. nos dice

Py(m) ( X) = sup I 1 I .j. dm 1 : i{) El) ( Æ  ( X ) ; U )} ^ 1 VmGII,

US dec i r H es equicontinua en U(J9(X);E).

(ii) (i) es cinro ya que C^(X;E) es un subespacio de
B(nS (X) ;E).

(il),(iii) y (iv) son équivalentes por la proposiciôn

3 .7 .

4. tu. Teorema: Las siguientes a firmaciones son équivalentes:

(i) C^(X;E) es infratonelado

(ii) Se verifica alguna de las condiciones siguientes:

(a) X es fini(o y E es infratonelado

(b) E es - infi atonelado.

Demos troc iôn: (i) (il): Por la proposiciôn 4.3. si C^(X;E) es in-

frutoiielado entonces E es i n f ra t one I ad o . Por tanto solo bemos de
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probar que si C^(X;E) es infra tonelado y X os infinito entonces Ep

tiene la propiedad (U) de Pietsch: Sea (x^)cX una sucesiôn de pun-

tos distlntos y sea : i€l| un acotado de ('(Ep ) . Por 1,15.
«

( Z  (.)e . : kCJN, 161| es un subconjunto de M(X;E')=C (X;E).
‘ 0=1 n G

Ademâs, procediendo con la familia f 51 ̂  (.)e', : k6JN, 16l) de for
o=. *n ^

ma anâioga a como hicimos en (ii)=^(ill) de la demostraciôn de 3.11»

con la familia i 5T S. (.)e' . : kCiN, iGll, y basândonoa ahora en el
"=i *'n

teorema 4.8. en vez de en el teorema 3.6.. s* prueba sin dificultad

que la familia ( Z  S* ( . )e^. : k€ BJ. i6l} es rt(Ĉ  ( X ; E )'; { X; E ) ) - 
«ti n t

•acotada. Ahora bien, como suponemos C (X;E) infratonelado, se deduce

que es equicontinua. Entonces, por la proposiciôn anterior, existe

un disco ACE' equicontinuo (y por tanto fuertemente acotado) y fuer

tementc cerrado taj que

p.( t. S (.)c'.](X)4l VkG W. Vi61
1 * V ne, *n '

Procediendo de nuevo como en (ii) (iii) de 3.11. se prueba que Ep 

tiene la propiedad (B) de Pietsch.

(ii) =^(i); Supongamos que se verifica (il) y sea HcC^(XjE) 

una familia ^(C(X;E),C(X;E))-acotada. Por el teorema 4.8. H es 

^  (B(o5* (X ) ; E )’,D(o5 ( X) ; E ) )-acotada , y por la hipôtesis y por el teo­

rema 3.13., B(,3 (X);E) es infratonelado. Por tanto II es equicontinua 
en B(.ÿ (X);E). Entonces, de la proposiciôn anterior se deduce que H 

es equicontinua en C^(X;E). Asi queda probado que C^(X;E) es infra­

tonelado.
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4*11, Coroiario: Las siguientes afirmaciones son équivalentes:

(a) C(K;E) es infratonelado para todo espacio topolégico 

c ompac t o K •

(b) Existe un espacio topolégico compacte e infini to K tal 

que C(K;E) es i nf la t one 1 a<!o .

(c) E es 4^-inrratone Indo,

Demos tracion : Es consecuencia inmed ia ta del teorema anterior.

4.12, Corolarlo: Las siguientes af i rmac iones son équivalentes:

(i) Se verifica algtina de las dos condiciones siguientes:

(a) X es fini to y E es infratonelado

(b) E os ^ - i n f r a t o n e l a d o

(ii) C^(X;E) es infratonelado

(iii) C^(X;E) es infratonelado

( i V ) ( X ) ®  E es i ?*f r a ( oiif l ndo

(y) C ^ ( X ) ® E  es infratonelado

Demos t rac i on : Es consecuencia ininediata del teorema 4.1Ü, y del teo

rema 4.8.

Mas la ahora heinos supuosto siempre C^(X;E) dotado de la topolo­

gia de la coiivergoiic i n uniforme. Otra topologia natural que se pue­

de considerar en (X ;E ) es la topologia limite inductivo que d é f i ­

nies a c o n t i n u a c i é n : Sea (X ) la familia de los subconjuntos compac

tos de X, Para cada K ( X ) denotnremos Cj^(X;E) al espacio dc las

funciones ^GC^(X;E) talcs que sop(«|>)C K, donde como siempre sop (tji )

cs ol sopor te de If, Considernmos ( X ; E ) dotado de la topologia de



In convergencla uniforme. Llamnrcmos topologla limite inductive en 

C^(XjE) y denotaremos por L a la topologlo localmente convex* final 

en C^(X;E) para la fami 1 la de aplicactones ji^ : K£4<(X)j, donde i^ 

es la inyecciôn canônica de Cj^(X;E) on C^(X;E).

4.11. Observaciones : (l) En la definicion de la topologla L podemos 

prcscindir de I os compactes K con interior vacln ya que para éstos 

C^(X;E)=l0).
(2) Si Ktd^CX) y dcnotamos por K al interior de 

K, es fÂcil comprobar que

Cj^(X;E) - jij>ec(X;E) : ^ ( X \ K )  

y que C^XX;E) es topo I ôgi c ament e isoniorfo a C^(KjK).

El resuitado siguiente es anâlogo a un iema de De la Fuente [4] 

que puede verse por ejemplo en ['253 p&g. 52.

4.14. Lema: Sea K 2:X compacte, entonces La apiicac i6n reatricciôn

; (C^(X;E),L) -----^C(K;E)

t  -----. 4>1^
es lineal, continua, abierta sobre su imagen, y de imagen densa.

Demos trac i 6n : Es trivial que es lineal y continua. Sea Im( la

imagen por de C^(X;E), Como todn runcJ6n f€C(K) admite alguna ex
tension continua fÜC^(X), es claro que lm(p ) 3  C ( K) ®  E , y por tanto

es un subespacio dcnso de C(K;E). Por ultimo pĵ  es abierta

,st>lire su imagen : Sea UCC^(X;E) un entorno de cero para la topologla

L y sea un subconjunlo compacte de X tal que K^O X. Por ser U un

entorno de cero para îa topologla L, (ü) = ĵ <̂ €U : sop(<J>)CK^J es un
o

entorno de cero para la topologla de la coiivergencia unilorme en
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c^ (X;E), e,d. existe una seminorma continua p en E tal que

(«) (X;E) : p ( 4 ( x ) X i  Vxex}c(«f>6U : sop {<}.) C  K^} s i {U )
O o

Entonces

{<f>GC(K;E) : p ( t ( % ) ) < l  VxG K ) D  Im( p,ç )

es un entorno de coro en y ndemAs

|^KC(K;E) : p(<j)(x))<I Vx€K } (H 1™ < Pk > C  U )

ya que si existe Y  ( X; E ) extcnsiôn continua de V, y si

ademas

p ( f ( x ) ) <  I V x t K

y deriiiimo-s C - | x6X : p x ) ) ̂  l}, existe una f une ion real y conti

iiua r ta! que r(X)Cl[ü,ll, C (C U (  X \ K ) ) = (ü) y f ( K ) r= { l) ; tomando

Y  = r(.)y(.), se tione

yeCj^ (X;E), - t  y p(f(x))-Cl Vx€X,
o

por tanto, por (#),

h , IS. Coro I ar i o : Si ( C ( X ; E ) , I, ) es % n F ta t one 1 ado (resp, tonelado),

y K es un subc on juii t o c omtpac to de X, entonces C(K;E) es infratonele 

do (rcsp. t one 1 a d o ).

Demos trac ion: Es una consecuencia inmediata del lema anterior tenien

do en ruenta ipic si un e.l.c. E tione algiin subespacio infratonelado 

(resp, f.onolailo) y denso, entonces E es infratonelado (resp. tone-

I a d  o  ) .

4. 10. Te o r e m a : las s i gui en I es oTiimaciones son e qu i va lentes:

( I ) ( ( X ; K  ) , 1. ) r s i o  1 1 a I oni' I <ido

(il) Se ver i fi en otguna de las ilos c oud ici ones si gui en tes :
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(a) X esta dotado de su topologla discrete y £ es infra­

tonelado

(b) E es 4^-l iifratono lodo

Demostracion : (i) (il): Por cl corolnrio anterior, si (C^(X;E),L)

es infratonelado entonces C(K;E) es infratonelado para todo compacto 

KCX, Entonces, por cl teotcma 4.10,, E es infratonelado* AdemAs, 

por ser X localmente compacto, si no es discrète, tiene algün sub- 

conjunto compacto e infinito, y entonces del corolarlo 4,11. se si­

gne que E os -infratonelado.

(il) (i ): Si X es discrete entonces (C^(X;E),L) coin

eide algebraica y topo16gi camen te con ©  E, y por tanto ̂ si E es in.
X

f r a  lone lado, se signe que es infratonelado.

Si E es '^-infratonelado, del corolario 4.12. se deduce que 

C^(K;E) es infra toneJado para cualquier subconjnnto compacto K de X, 

y en t ont es de la <»bse rvnc i 6ii 4 . I j . y de la définie! on de la topolo­

gla L se deduce que (C^(X;E),L) os infratonelado.

^. C(X;E) infratonelado.

En 1a présenté secciôn X serA un espacio topol6gico completamen 

ie régulai'. En algunas ocasiunes (y lo tndlcaremos express mente) su 

pondremos que X os inclusu localmonte compacto,

Vaiiios a carat l or i zaï ciiAndo e I espacio o.l.c. C ( X ; E ) es infrato 

nolodo. Pai'a ollo recordemos rAp i damon te la carac ter i r.ac ion dada 

por Warner Cl?] en el cnso oscalnr:
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5.1. Définie : on : Diremos que C C X  os un subconjunto relativamonte 

sciidoc ompac to warnoriano rlo X si todn f une i on real dofinida en X, no 

negative, semi c ont i nua infe» iormente y acotada en los subconjuntos 

compactoâ de X esta acotadn on C.

5.2, Teorema [37]: C (X ) es infratonelado ai y solo si todo subconjun 

to relativamonte seudocompacto warnerinno de X es relat1vamente corn- 

pac to.

Damos nhora un iema aTiAlogo al 4,7. Para e I lo introducimos las 

s igui entes

5.3, Notaciones: Dciiotaremos por C^(X) al espacio vectorial de las 

fune i ones continuas, escalntcs y acotadas definidas en X,

Como es habituai denotaremos por C^(X)©E y C( X ) 0 E  a los aubes 

pacios de C(X;E) engendrados por las familias {f(,)p : rGC^(X), e€E}

y ^f(,)e feC(X), pG e J, tcspectivamente.

Si B C E  es un disco denotaremos por C(X;B) al c onjunto 

{4>GC(X:E) : c|.(X)c n]

5.4 . Lema : Sea 11 E un flisco, spo mCM^^(X;E' ) = C(X;E)' y sea K cl

soporte de m, sop(m), eu I once s
Py(d.)(X) . p,j(in)(K) - Su,, Il j : feC(X;E) y i),(K)c: B j .

= Su,, I I j 4 dm I ; ^ec(X;IJ)J - Su,, {|| .j, dm 1 : <(, G ( ( X )®E )nc ( X ; B )}

Y por tanto

<j> dm j i ,,jj(fii) (X) si <j)GC(X;E) y ^(K)C».

Deinostrac 1 ûii : Por la de fi nie ion de sopor te de una medida es claro
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que

P|j(ra)(X) = Pg(m) (K)

Ademâs, por el leina 3.5.,

^ dm I :: I j (|>dm|^Pg(m)(K) at ^6C(X;E) y <|(K)CB,

y por tanto se tiene

Pg(m)(K) ^ Sup y  j" dm I : ^6C(X;E) y ^ ( K ) c b J ^

^ sup { I j dm I : t'6C(X;B)} ̂  sup I 1 J  ̂dm j : 6̂(Cĵ (X)®E)nc(X;B)}
Por ultimo la Igualdad

Sup ( I J ij, dm I : <|>6(Cĵ (X) ® E) nc(X;B)J = p^{m)(K)
se prueba mediante una demos trac i on anâInga a la de 4.7.

Acabamos do haccr iiso, en el lema anterior, de la de finie i on quo 

dimes en la secciAii I de soporto de une forma lineal (o medida) 

m£C(X;E)'. Para caroc I er i zar algunos subc on,juntos de C(XjE)' conviens 

dar la siguiente

5.5 De fi nie ion : Sea llcC(X;E)*= ( X ; E' ) , 1 lamar emos sopor te de H y

notaremos aop(M) a la clausura eii X del conjunto

I ) sop(m)
men

5.6. Observacioiies: Observcmos que se verlfican los siguientes con- 

ten idos :

Cj^(X)®ECC(X)®ECC(X;E) 

y si ademàs X es localmente comjiacto podemos anadir 
C ( X ) ® E C C  (X)®Ec;C ( X ; E ) c: C ( X ; E )
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y C^(X)6DECC^(X;E)CC (X;E)CC(X;E)

En csto sccc i on vanios *i eons i dor A r ( ndos estos stibespac ios de 

C(X;E) dotados de la topologîn iiidncida por C(X;E), es dec ir de la 

topologla compacto-obierta, y para evi tar amblgUedades utillzaremos 

la letra para designer esta topologla. Podrlamos considérer estes 

produc t os tensor i a I es con < sta topologla dentro del marco general 

de la te orla de produc tos tensorlales topologicos ([l6] pag. 286), 

pero, al igual que en 4.6., en general prescindircmos de esta inter- 

pre tac i ôn.

Es un resuitado conocido, y no es ditCcil de probar, que todos 

estos espacius que estamos considerando son densos en C(X;E), y por

(aiilo sus diialcs coiucideti con (% ( X ; E ) ' - M^^(X;E'),

A continuacion c arac l c r i/.ar einos I os subcon juntos fuertemente aco

(ados de C ( X ; E )'. Debemos senalnr que Schmets t 30l y a probo que si

lie C ( X ; E ) es fuer ( emcui ( e acotado c u loue e s el sopor te de il, sop ( H ) $

es un rel ativamente scudoc ompac to *varnoriano de X.

5,7. Proposicionr Sea HCC(X;E)'- M ( X ; E ' ) , entonces las siguientes 
a f'i rmac iories son équivalentes:

(i) H es p,(C(X;E)'.C{X;E) )-Bcotndo
(ii) Iles p(C( X;E)', (C( X) 0  E,4< ) )-nrotndo

(iii) Il es p(t( X;E)'. (C^(X) 0E, <k' ) )-acotaclo

(iv) Se ver'ificaii las dos condiciones siguientes:

(a) sopdl) es un re I a t I vainun te seudoc ompac to warno- 

r i ano de X

(b) Il es (A acotada en KTl,̂ ( X ; Ejj )

AdemAs, si X es localmente compacte, las afirmacioiies anteriores
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son équivalentes a cuaiquiera de las siguientes:

(v) II es ̂  (C ( X ; E )', (C^( X; E ) , 4s ) )-ac otado

(vi) II es jb C ( X ; E )', ( ( X ) (JO E , ) )-aco tado

(vii) H es |i(C(X;E)', (C^(X;E) , ) )-acotado

(viii) II cs ^(C(X; E)', (X) (» E, ) )-acotado

Demoatrac ion : Por «or cndo ospncio subeapacio del anterior, las si­

guientes iinpl i cac ionos son cl aras:

(i) r^(ii) z>(iii), 

y si X es locnimonto compacto, •

( i ) ■=> ( V ) ( V i ) =5̂  I V1 i i ) y

( i ) ( V ) z=̂  (vii) z^(viii)

Vcremos ahora que si se veri f j ca (iii) (resp, (viii) si X es lo 

calmentc compacto) entonces se veri t ica (iv): Si U C B es un dlsco 

acotado, es claro que ( ( X ) ®  E ) O  C ( X ; B ) (reap, (C^ (X) ®  E) riG(X;D)
si X es localmente compacto) es un acotado de C(X;B), y entonces del 

lema 5.4, (resp. deJ lema 4.7.) se sigue que si se verlflca (lil) 
(resp. (viii)) entonces se verlflca la parte (b) de (iv); adcmAs se 

verifies la parte (a ): Sea g una f unelon real, no negative y semicon
t i nua i nfer 1 ormcnte dofinida on X. Siipongamos que g no esté acotada 

on sop(ll): si para cada nt W dcnotami>« por al nbierto g^((n,<^))

se tione A sop(li) / 0, y por tanto existe m^EH tal que

G^^Asop(m^) j/ 0

Entonces por la propos 1c i on l.Il. ex1 s te M € ( X ), tal que

III (D )éO. Por tanto existe c EE tal que l/e ,m (B )^| > n + 1. Por n n il • ̂  n n n
la reguiaridad de existe un compacte K (2 y un ablcrto

taies que I m I (G* \ K ) / *L , donde |m 1 es la variaciôn de la  ̂ ne ‘ n n j ne *n n
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medida escnlar in y m (A)= ^e,m^(A)J> para todo AGôÿ(X) y todo

eGE. Es claro que podemos suponer G| c (y relativamente compac

to si X es localmente compacto). Sea f^£C|^(X) (si X es localmente

compacto f €C (X)) tal que f (X) c  [O.lT , f (K ) = tll y f ( X \ G ’ )=lo). n c  n n n ^ ' n
Para cada n€ IN se tiene

I " - . I  -  1 ^ . , ,  ' n  I •
n n

= 1 L . , „  ^  """ne ' "'ne ‘ »n > ' *"ne ^J G \ K II n nn n

>/ -  I L . K  " " " ' n  ■ * " ’ l >n n

^  - ( l % e  " '’"ne '<”n'''‘n O' n Ti

Ent onces, como suponemos II C (X ;E ) , ( ( X )®  E ,<K ))-acotada (resp. 

j&(G(X;E)%(C^(X)(g)E,%[ ))-acotada si X es localmente compacto), he- 

mos de concluir que la sucesiôn (r^^(.)e^) no esté acotada en C(X;E), 

En particular existe un compacto K C X  tal que | n€ ]N : f^{K))([0}} 

es infinito, y como | n€ IN f ̂ ( K ) gl | o) ̂ (%  ̂nG IN : G^ A  K / 0j, de la

définiciôn de G^ se deduce que g no esta acotada en K. As 1 podemos 

concluir que sop(ll) es un reI a tivamen t e seudocompacto warneriano de 

X.

Ya solo queda probar:

(iv) (i): Supongamos que II C C ( X ; E )' verifies la condiciôn (a)

y la condiciôn (b) de (iv), Sea A C C (X ;E) un acotado. Si p es una 

seminorma continua en E podemos cscribir

g(x) = siip|p(^(x)) : <j>6A} + eo VxGX ,
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Entonces como g esta flefinida como supremo de una famllla de funcio

nos continuas podemos afirmar ([8] pég. 85) que es una Tunciôn real

no negativa seraicontliiua inieriormcntc. Ademâs como A os un acotado

de C(X;E), g esté acotada en los subconjuntos c ompac tos de X. Por

tanto, como sop(ll) es un relativamonte seudocompacto warneriano de
X , se concluye que g esté acotada en sop(ll), y asl

A ( sop ( Il ) ) = l I sop ( H ) )
<|>eA

es un acotado de E. Sea B la eiivoltura absolutaroente convexa de 

A( sop( H ) ). Por la condiciôn (b) existe tal que

P„(in)(X) < M|, VmGH

y entonces, por el lema 5.4.

dm I 4  P„(m)(X) ÿ M|̂  V.̂ 6A Vm€H,

Por tanto H es |î(C ( X ; E )\c ( X; E ) )-nc o tado,

La propos ic ion sugulente se dcbe a Schmets [30j;

5.6. Froposlcion C30I • Dnn familin IICC(X;E)' = M^(X;E* ) es equicon- 
tinun ai y solo si verlflca las dos condlciones siguientes:

(i) El sopor te do H, sop(ll), es un subconjunto compacto

do X.

(ii) Existe alguna seminorma continua p  en E tal que

V m(X) « 1 VroEHP

Al igual que el lema 4.14., el s i gu Lente resuitado es anélogo 

ul I ema de l)e lu Kneiile [ ̂ ] que apareee en I25] pAg. 52. So prueb»

de modo similar.

11.
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3.9» Letna : Sna K c X  un compacto, entonces la aplicacion restrlcci6n

: C(X;E) --- > C(K;E) es lineal, continua, abierta Robre su imagen,

y de imagen dense.

La siguiente proposicion cs anéloga m las proposiciones 3.10. y

4.3»

3.10. Proposicion: C(X) y E son (topo16gicamente isomorfos e) aub- 

espactos complemoiitados de C(X;E),

Final men t e podemos ye caracterizar cuando C(X;E) es infratonela

do,

3.11. Teoreme : Las siguientes a f i rniac i one s son équivalentes :

(i) C(X;E) es infratonelado

(ii) Se veri f1ca alguna de ias dus condlciones siguientes:

(a) X es soudofinito (o,d. log unic.os subcon juntos 

compactes de X son los subconjuntos fini tos) y 

£ es infratonelado

(b) C(X) cs infratonelado y E es ^^-Infratonelado.

Demos trac l6n : (i) ^(ii): Si C<X;E) es infra tone lad o , por la propo­

sicion anterior, C(X) y E son i iifratoneLados. Ademâs, si X tiene al 

gun subconjunto compacto e infinito K, como por e1 lema 3.9. C(K;£) 

es i nf l'a t one i ado, se deduce del corolario 4.11. que E es ^-infrato 

nelado.

(il) ( i ) : Si X os seudofinite entonces C(X;B) esté

do lado de la topologla de la convcrgencin simple, y para esta topo- 

iogia ya probo Schmets ([27] Th. V . 1.2.) que si E es infratonelado «
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entonces C(X;E) también ]o as.

Supongamos ahora que C(X) es infratonelado y E es l^-infratono- 

Iado y sea He C (X ;E ) una fami lia fuertemente acotada, Por la propo 

sicion 5.7- sop(II) es un re Intivamente scudocompac to warneriano de 

X, pero como C(X) es infratonelado, por el teorema 5.2. podemos afir 

mar que sop(H) = K es un compacto. Por otra parte, si mGH y denota- 

mos por m^ a la rcstriccion de m a o5(K), por 5*7* Y 4.8. es claro 

que H|̂ = {'"j, ; men] es un subconjunto fuertemente acotado de C(K;E)'=

= M(K;E' ) ya quo

Pjj(m|.)(K)  ̂ Py(m)(K) - p^(m) ( X) 

para todo mCH y para tudo 11C E disco acotado. Entonces, como por

4.10. C(K;E) es infratonelado, la familia es equlcontinua, y asf, 

por la proposicion 4.9., existe una seminorma continua p an E tal 

que

V m„(K) ^ I VmGII p n
y por tanto

V m(X) = V m(K) = V m„(K) ( 1 Vm6Hp p P K

Y asl de la proposicion 5.8. sc sigue que H es equlcontinua. Por tan 
to C(X;E) es Infratonelado.

Como conseciiencia inroodiata del teorema anterior y del corolario

4.11. se deduce el siguiente resuitado que ya dimos en [I9] :

5.12. Corolario: Sea X tal que C(X) es infratonelado y sea la

c ompac tificacion de Stone-Cech de X. Supongamos que C(|iX;E) es Infra 

tonelado. Entonces C(X;E) es infratonelado.
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5.13. Coiolario: l.os siguietifes af i rmac i ones son équivalentes:

(i) C(X;E) es Infratonelado 

(il) Se verifica alguna de las c ond i d  one s siguientes:

(a) X es sendof ini to y E es infratonelado.

(b) C(X) es infratonelado y E es ^-infratonelado.

(iii) (C(X)®E,K) es infratonelado.

(iv) (C^(X)®E,f<) e-s infratonelado.

Si adeiiias X es 1 oc ,a 1 men i e c ompac t o , las a 1 i rmac i ones anteriores 

son équivalentes a cnalqniera de las siguientes:

( V ) (C^(X)®E, K  ) es infratonelado.

(V I ) (C ^ ( X ) 0  E , "K ) es infratonelado.

(vii) (C^(X;E),iK) es inf ratone 1 ado.
(viii) (C^(X;E) , )  es infratonelado.

Demos trac ion : Es consecuencia inmcdiata tie I teorema anterior y de

la proposicion 5.7.
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CAPITULO lil: Tonelacion en C(X;E) y en otros espacios de 

funcioiins vcctorialos.

En este capttnlo vamos a estudlar en que condlciones son tonela 

dos los espacios que homos ido definiendo a lo largo de los dos ca­

pitules antei'iofos.

Sf K es un o. I.e. , drtorminar si F os tonelado ns do terminer si 

las familias pun i ua 1 men t e acotaffas do f' son equ i c on t Inuas . Si ya 

snbemos que F es i nf: a tone I ado nueslro problème se reduce a determi 

nar si las familias piin t ua 1 men te acotadas de F* son fuertemente aco 

tadas, ya que estas, al ser F infratonelado, ya sabemos que son equi 

continuas. Stguierido esta idea, como en cl capltulo anterior estudia 

mo5 cuândo son inf ra tone i ados los espacios que tra tamos en este ca- 

pituio, uno de los obje t i vos fuiidamentales que perseguimos ahora es 

<lelerminnr en que condtcioncs las familias puntua1mente acotadas de 

estes espacios son fuertemente acotadas <6.10. y 7*3*)*

Veremos en este capitulo que muchos de los resuitados que obtu- 

vimos en cl capitulo anterior al t r a t a r el caso Infratonelado admi- 

ten formulaciones anàlogas en el problema que tra tamos ahora. Concrc 

lamente veremos que una buona parte de los resuitados del capitulo 

anterior son va l idos ai sustituimos 'Mnf ratonelado'* por "tonelado", 

No obstante hay que senalar que es to no es cierto ni mucho menos pa 
ri\ todos los resuitados ( Observac i on 7.5. ) .

Por ultimo podemos i nd i car que en este capitulo en concrete c a - 

rac ter i zaïnos (teorema (>.12.) cuArido c^<E) cs tonelado: Veremos que

la caroctorizacion que dan Marquina y Sanz Serna [ l7] de cuando



- S I  -

c^(E) es tonelado imponiendo condiciones adiclonales de corapletitud 

al espacio E, es ciertn en el caso general,

6, C(X;E) tonelado.

Ell la présenté sec e i on X sera nii espacio Lopologico completamen 

te regular.

Vttfiios a ca rac teri zai cuando el espacio C(X;E) e s  tonelado. Para 

e 1 1o conviene recordar pr i me ro la carac terzacion dada por Nachbln

[22] y Shirola [I’l] on el cnso escalar:

(j. 1 . Ue f i nici oil : D i r emos que C C X  es un subconjunto rela ti vamen te 
sGudocompac lo dc X si tod a ruiiclon real y continua definlda en X es 

té acotada en C,

6.2. Teorema [22, 331* C(X) es (one I ado si y solo si todo subconjunto 

r (* I a t i V nme 11 ( e seudoc ompac ( o de X cs r e I •! t i vnmon t c compacto.

En el cnso vectorial Schmets  ̂30) lia oh ten i do el s i gu i ont e resul

1 a d o :

6 .3. Propslciôri L 3d1 • Sj II C C ( X ; E ) es puntua Imcnte acotada entonces 
el sopor te dc II, sop(ll), cs un subconjunto r c l a t i vamen t e seudoc om

pact o de X.

La proposicion anterior nos permite dar una primera caracterizn- 

ciôn de cuando C(X;E) es tonelado.

Como en sec c i ones anteriores si K es un subconjunto compacto de 

X denotaremos por a la aplicacion rcstriccion de C(X;E) en C(K;E).



Na tura Imeiite supondrenios la imagen da dotadn de la topo

logia iiiducida por C(K;E).

0.4, Propos i c j on ; Las siguientes a fi rmac i ones son eipj 1vaicntea ;

(i) C(X;E) es tonelado.

(ii) C(X) cs tone I ado e cs tone I ado para todo subconjunto

compacto K de X,

Demos trac i on : (i) <i i ) es consecuencia inmediaia de 5*9» y 5»10«

( i i) (: ): Supongamos que se verifica (ii) y sea

HcC(X;E)* una /'ami lia pun tua I men t e acotada. Por la proposicion ante 

r i or y por 6,2,, sop ( M ) es un compacto de X, Notemos sop(ll) =K. Para 
cada m€H denotamos por a la restriccion do la medida m a o5^(K),
Es claro que  ̂ mfcll j C L ( K ; E )* r Ademés : m£ll| eg pun-

tualmente acotada en Im(^j^) ya que si 4^C(K;£) y 4>€C(X;E) es une ex 

tension de se tiene

-- I (|ï dm “ I dm^ =

para t odo m€ll, Asi, p<ir I a liipol.csis, ^s una familia equi

continua on Im(pj^), e.d, existe uiia seminorma continua p en E tal 

que

« Hll,, V<j,eim(p^)

y entonces, si yCC(X;E) se tiene

|k ’ "'k >1 = IIv IIkp

para cada mGll. Por tanto II os equ i t on t i nua on C(X;E).

Una consecuencia sencilln do In proposicion anterior es el si­

guiente resuitado quo yn dimos en [19]:
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6.5. Corolario : Sea X tal que C(X) es tonelado y sea ĵ X la compact! 

ficaciôn de Stone-Cech de X, Supongamos que C(^X;E) es tonelado. En 

tone es C(X;E) es lone 1 ado.

Demos trac i on : Si K C  X es un compacte denotaremos por ^  a la api ica

c i on rcstricciôu de C(X;E) en C(K;E) y por a la aplicacion res­

triccion de C(^X;E) en C(K;E), Obsérvcse que Im(pj^) es un subespacio 

de Im(^j^), y ademas, como 1 m ( 3 C ( K ) ®  E , es un subespacio denso.

Por o I ro parte si C(^X;E) es tone I ado, de 5.9- ae sigue que .Im(̂ Ĵ ) 

es tnmbion loncindo, y por (ou lo, por ser un subospocio denso de 

Im(pjç) Inmbién K es. Kn tone es de la proposicion anterior 

se signe i nmcd i n ( ainoii t o el resuitado.

6.6. Notaciones: Sca K  un compacto, A un abierto de K y B C B un dis

co- Ya introdujimoa la no tac i on :

C<K;H) = (^ec{K;E) : <|>( K ) C H ]

I n t îodtJC imos ah o t a  1ns s i g u i e n t e s :

C^(K;U) r |^6C(K;H) ^(K'.A)=[o}j

(jp(K;n) es el subconjunto de C(K;B) formado por las api i 

c ne i one s del tipo

i  r.(.)o,

(i.)iKio ( r. )" c c( K ), (p )" c i> V r  • ( I ) i I y r ( t )> O yt€K, l<l«n.1 1=1 I .=1 j,, .1 '
C\^(K;li) o.s ol sub.conjuiito de K ; D ) formado por las

a p I î c o c i o n e s del 1 ipo

,Ion,le (f. f C C(K) , (e. )? C  II y f. ( K A ) = l o ) .  y I  f .(t) 6 1 y f , ( t ) ÿ O1 ‘S I I » Si l j i I «I -*• I
ŸteK 1 iis 11,
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cs dec! r 6^(K;Tï) = C^(K;I1) A

6.7' Lema : Sea K un compacto, A C K abicrto, ( G ̂ un rec'ubr imien t o

nbtcrto dr A y B un disco do E, cntoncos

PiMiioMti oc i on : S e o  ^ 6 C ^ ( K ; I t )  y  |< utin semi norma continua en K. Défini

mes G^= I tGK : p(i)>(l))< 1/3}. Por ser compacto existe ( t ̂ C K

ta I que si tomamos i; ̂ t ̂ ) y ll.-jcGE : p ( e-o . ) < 1/3 } . se tiene

<} ( K ) C  I). . Sen A,- <} (H.). Observenios que si A^ A  0, tomando

tEA.n G podemos esc ri b i r 1 o '
ti(Oj) p(}>(t.))^p(^(t.) — (|i( t ) I + p(^(t))<2/3

Como I A . n  G . : O é j ^ n ,  l ÿ i ^ m ]  es un recubrimiento abierto de

K, existe ( i\ .) particiôn continua de la unldad en K subordinada a 

Ja.HG. O 4 i 6n, I ë i 6 m }
o — " y

C 1 nramen t e se tiene 21 2  ( . ( . le. € Z. (T. ( K ; D ) , pero adcmés , si

ICK
P - * '  ' i -  ' \ i

+ p^,i I  f. j(t)e^-4.(t)j4 

^ £  f. ( t )p(e. ) * I £  f . (t)p(e -ô(t )) < 2/3 + 1/3 = l.i-, I O 1 j:* 1 = " ' I * '

6.0. C or oJ ar i o : Sca K un compacte y B C R un diaco, entonces

c ( K ; Il ) c (?( K ; H ) 
Mâs aun, si B es cerra<lo

C(K;II) = (f(K;ll)



Dcmostraciôn: Es consociencîa inmediata del lema anterior,

6.9. Lema : Sea K un compacto, H C E  »in disco acotado, A c K un abier­

to y H c  C (K ;E ) una familia no acotadn on C^(K;B). Supongamos que 

E es ta I que toda fami lin puntunIraente acotada de E" es fuertemente 

acotada. Entonces se verifica al menos una de las dos afirmaciones 

sigui entes :

(a) H no es pun tua 1 me n t e acotada en C(K;E)

(b) Si tG A . H no esté acotada en  ̂j ( K ; B )

Demostrac ion : Supongamos que se verifica la hipotesis y que 11 no ve

rifica (a). Vanios a piobar que entonces se verifica (b): Observemos 

que si fGC(K) es no nul a entonces E es topologicamente isomorfo al 

subespacio do C(K;E) formado por las func i ones del tipo f(,)e, con 

oGE. Sen IGA y f GC(K) la I quo f ( t ) I, f ̂ ( K ''A ) = [o) y f^lK)C[0,lJ.

I (Ida func ion <}’GG^(K;U) se pue do cscribir de la forma

f̂ (̂.)<ti(t) + («)>(. )-f^(. )4>(t)) 

donde ^(.)-f^(.)t}(t)ÉC^,_j^j(K;2fl), y por tanto

(a) C^(K;H) c }f^( . )e : eG u] +

Como it no verifier (a), en particular 11 es pun tua I men te acotada en
: oGEJ, y al sor esIc subospacto de C(K;E) isomorfo a E de- 

due i mos que II esté acotada en Jf^(.)e : eCB}, pues toda familia

puntuaImcnte ncolada de E es fucrlcmentc acotada, Entonces de (#) 
y de que II no esté acotadn en C^(K;B) se deduce que H no esté aco­

tada en  ̂ ( K : lï ) . l'or tanto se verifica (b).

(y. 10. Te o renia ; la s s i gu i entes afirmaciones son équivalentes:



5 6 -

(i) Toda familia puntualmcotr acotada dr E* os fuertemente 

ac o tada

(ii) i'oda familia puntua Iniciitc acotada de c^(E)' ea fuerte- 

merite acotada

(iii) Si K es un compacto, todn familia puntuaLmentc acotada

de C(K;E)' os fuertcinonte acotada

(iv) Existe tin compacto K tal que toda famiLin puntualmente 

acotada de C(K;E) os fuertemente acotada,

Demos trac t on ; ( i ) ( i i ) : Supongamos quo so verifica ( ;i ) y sea

lICc^(E) C I (Ep ) una f am ilia pun tun 1 men te acotada. Supongamos que
II no es fuertemente acotada: existe, por 2,1,, un disco acotado B

de E ta! que

( 1 ) sup \ 7L P,,(C ) ( e' )GM I = +I rtsi II n n f
Para cada k6 IN denotaremos por TT̂  a la k-rsima proyeccion canô­

nica de t*̂ (Ep) sobre E'. Es c Inro que ( p ) C E' cs puntualmente

acotada y, por (i), fuertemente acotada para todo k€ Pl. En particu­

lar, si k€ IN

Slip { I <e ,TT̂ ( ( ) ) > I : e€ll, ((̂ )̂GI1 j   ̂ sup p̂p̂ ( e' ) : e' €11̂  ̂| < 4* co

l’or tanto para coda kE IN existe > O tal que

CZ) t  4" k  V («•„)«Il

Por otra |iiirto, |x>r (II, «xislo ( )GII tel que 21 P[j ( ) z'’ 1 •

y entonces existe n^G IN tal que

y E  p„(e'M/ I
CP
Ln : * t i

Por (I) y (2) es claro que

sup { .E2 p|̂ (cĵ ) : (e'̂ )eil f = -t oo



3 7 -

y «al existe (e’A e M  tal que XI  ̂2(2 + M^ + l), Y por tanto po­

demos t omar n^€ JN , riĵ> tal que
"% 00

H  P „ ( e ' M  > 2(2 + M +1 ) y Z |>„(n'*)<l
A S 1 1 n : 1

Por inducciôn podemos coustruir una sucesiôn crccionte de numéros
naturales (n.) v uno sticcsiôn ( ( e'A ).CH taies queJ n n J

O )  Z  +' > yn: n. + 1 j't
J“l

(4) Z

para ( odo jt XN , 2.

Do (3) se deduce que existe una sucesiôn ( e ^ ) d B  tal que

(5> è  + +1) si jeJN. j > 2
f = n. ♦ t J"!"

Üefinimos en tone n s f = e si i ^ n ^ n ,  y ( = E  e si n. + i ^ n 4 n ,n n 1  ̂ ti j n j-i J

y j ^ 2 .  C 1 aranieiil<! (f^)Gc^(E}. Pero, por (4) y (5)= si j ^ 2  se
li eue : "J-l

1Ë  < G  > 1 ■ I < ' = • " " >  * . . A ,  I ^

i l  i < G - ' ' 4 > i  - £  l< r „ -« ' j> |  - £  | < r „ - « a > l  ^
ne A. + 1 A=l M: n.4 i

j-1
Y esto es absurdo ya que hahînmos suptiesto U puntualmente a c o t a d a .

< i i ) =7  ̂( i ) : Es consecwoncia inmerliaf.a de que E cs un subespacio
c onip 1 iMuen t ado de c^ (E) (4.3.).

{ i i ) zî> ( i L i ) : Como ac abamns de ver que (i) y (11) son equ i va - ''
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1 entes, supondremos que se verifica (i) .y (ii) y probaremos que en-

t one cs se verifica (iii). Hareinns esto en dos partes: primero res-
tringiéndonos a c ompac tos metrizabI es, y iuego en general.

(a) Si K es un compacto mot.rizable entonces toda familla pun-

lualmcntG acotada de C (K ;K )' es fuertemente acotada:

Sca UcC(K;E) una familia iio fuertemente acotada, entonces exls

ie un acotado ACC(K;E) tal que 11 no esta acotada en A. Si llamamos

I) a la envol lui a absolutamcnle convexa de A (K ) = <b(K) es claro
►̂eA

que B es \ui disco acotado de E y que 11 no esté acotada en C(K;B).

Fijada una métricu en K existe una familia finita (A^X^^de abler 

tos de K con diamètre (diam(A.)) mener que l, que recubre K. Por

e L Iema 6.7*

C(K;B) C r  C . (K;n)i-.i A.
y entonces, como 11 no esta acotada en C(K;B), concluimos que M no 

esta acotada en (K;B) para a I gun î€ ( l , , . . , n } • Definimos G^-A^.

Por inducciôn podemos construir una sucesiôn ( )  de abiertos de K, 
encajados, tal que diam(G^)<“  y H no esté acotada en Ĉ , (K;B) pa­

ra todo iiG . Como l im diam((î ) = 0, G consta a lo més de un pun-
n n ”

lo; por tanto, por el lema anterior, o bien H no os puntualmente 

acotada, quo es lo quo quoremos probat , o bien, tomando

lenomos

<6) r\^'„ = ni

y (7) para todo ii€ W II no esta acotada en (K;B).
• V.

Asî, por el 1 ema 6.7*, para cada JE IN existe (e* X C B y
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•(f\-* C C(K) tales que 
k

(«) r.‘( t ) i O ,  y ( K'-r.j )= lo} si t€K. j€ W, i<i<

y (9) 1 < I  iv' ( . leZ^j >1 >

Entonces, "tomando blo<|ues", podemos encontrar una sucesiôn ere- 

cicntr do in'imoros iiatiirnlos ( n . ) , una sue osi on (ni,)CH, una sucesiôn

C(K) de f une i ones no nogativas, y una sucesiôn (o^^)CB, tales

que para cada jt IN (lomnndo u^ O) se Lione:

( 1 0 )  1 <  Z  f „< • i > 1 >
05 n. +tJ-i

£  r_(t ) ^ I y r__(K\C.', )-- lo} si tSK y n. ,+l^n$n. .
" ' " J- • ■   ' -J-l -  -j

Définimos
S

(E) -------- ► C(K;E)o

n
j ' *  Z’

S esto bien definlda, es dec i r si (x )€c (E) entoncesn o

Z  4  ( E  r (.)* )£C(K:E),
jxt 21 % » - /I

en elecli): si l£K, por ( (> ) , existe j, G IN tal que tftG*. y como

G J C G . -si j > J, , SI! s i Rue

! "  '  ! "  I L L ' " " " - " !

pot' tanto Z. -T ( r ( . ) % j f'H una aplicacion de K en E; ademas

OS c on I i nua yn que si p os una semi not mn c on t Inua en E existe G JN 

tal que
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parn (odo tCK, y ott(onc«is si I * G K , por In cont inuidad de 

existe un entorno do on K, U , tal que
■ -1 n

4 pi
por tanto, si tGU tq

'  6
" ( j f .  ^  I . - i "j-i j-i

" ( j -  ■ "il^‘ 1 . 6 " ' ' " ^ ^

+  n I 1  -j Z  < I.,j, 2l e=n. .

Qiieda asi prohado qua S esté b i an daTinidn. Adamâs as claro qua as 

lineal, V as cnnliniia: si p cs una seminorma continua an E

11 S< ( X ) )l| = Sup f p [ Z I - ^ (  £ . f ( t ) x ) \ :  teK I 4n p I 2l 'nxo -tl " >

é Z. sup p(x ) = sup pi X  )
jx I 2-1 n " n "

Pur I ntiio (m«S : m€ll } C c ( E ).

S i da ri II i mos

(a at n . + l ÿ n é n -4-1 J

O si n > Oj Ô II < nj ĵ +1sc tiene (e^)^£c^(E) para todo j€ IN, y ademas, como e^Gli para todo 

(n,j)e IN̂  , ( ( ^ )j as una sucesiôn acotada dc c^(E). Sin embargo,

por (a ),
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I <(eM,,.m.oS>l = 1 < ^  _ E^^r.(.)c..,n.>l > 2̂

para todo j€ IN, Por tanto {tn-S : in6 H } no es fuej*temente acotada y, 

por I« hi pot OS i s (ii), no es puntualmente acotada en c^(E). Entonces 

es claro que M no es puntuaImen(e acotada en C(K;E).

Qucda asl probndo (a)*

(b) Si K es un compacto entonces toda famlJia puntualmente aco­

tada de C(K;E)’ es fuei'tomente ac ol ada. Kn cfccto:

Sea llcC(K;E) una familia no fuertemente acotada. Procediendo 

como hicimos a I comicnzo de la demos Irac i on de (a) podemos afirmar 

que existe un disco acotado 11 C E tal que II no esta acotada en C ( K ; R ).

Entonces, por cl corol»irio (», 8. , If no esté acotada en ^^(K;B), e.d.

existe una succsion ( <̂  ̂) C \(K;I1) tal que II no esta acotada en ( ).

Sca I I a topoJogîa i ti Î c i a J en K para la sucesiôn ((̂ )̂, Como I' es 

una (opologia me nos fiiia que la original de K, K con la topologla T 

eft un espacio compaclo. Ademas I es una topologla seudometrizable, 

ya quo cada <|>̂ 1 oma sus va I ores cri un espacio de dimension finita y 

por tanto mctrizable. Supongamos que rl es una seudometrica en K que

define la topologia T y considéré mo s lo aplicacion

tt : (K,T) ------- > K/ll
I  ------f [t]

donde t̂  R si y solo si d(t^ ,1% )-0. Si consideramos en K/R la to­

pologla final para Tf (e.d. la topologla cociente de T para la rela- 

cI on de equ i va Icnc i a R ) hnbremos deftnido en K/R una topologla de 
espacio metrico compacto, Ademas observemos que si

‘l" 4  ■i’./'l» VnG IN.

Do finimos ahora
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f? : C ( K / t l ; E )  ----------- k C ( K ; E )

Y ------- > Y* IT

Clnramnnte TT es una aplicacion Jirical y continua; ademéa si para ca­

da ne IN y cada 16 K dc fini mus <}>̂̂ ( 11 ] ) - ( i ) , se tieno <ÿ̂ 6C ( K/R ; E ) y

Tf { <|» )- . Por tanto ^m*TT meil | C C ( K/U ; E ) es una familla no fuer-

tenierite ncotnda, ya que ( ) os una sucesiôn acotada en C(K/R;E)

( pues (4*̂ ) os ac o tada (îii C(K;K)) y

^4(1*"'*^^ = Vne IN VinGll
Asî, do (a), sc deduce (pic la familia ^m*TT : ineil} no es puntualmente 

acotada on C(K/U;E). Por tar»lo II no es puntualmente acotada en cl 

espac i o C (K ;E ).

( i i i ) ( i V ) os trivial

(iv) { i ) so deduce i nniod t a t amen t e dc 5»KL,

l.a siguiente définie ion qiiedaré just i fie ado por el teorema que 

V i eue despuôs:

6,11. IJc f i n i c 1 ôn : Diromos que E es 4^- t one lado si verifica ciialquie

I a de las dos condiciones équivalentes siguientes:

(i) E es tonelado y i ni i a I onelado.
(ii) E es tone I ado y I i eue la prop i cdad (H) de Pietsch.

(La equivalenc in entre (i) y (ii) es cJara por la défini ciôn de 
t(^-inf ratonelado, dada en 2.4.).

6*12. Teorema; Las siguientes a f i rmac i one s son équivalentes:

(i) E es 4̂ -1 one lado.

(ii) Existe a l gun c onqiac t o infinito K tal que C(K;K) os tonelado.
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(iii) C(K;E) es tonoLado para todo espocio topol6gico 

compacte K.

(tv) c^(E) es Lonelnde.

Demos trac i on : (*), (ii) y (iii) son équivalentes por 4.11. y 6.10.

(iii) ( i V ) : Si IN̂  c s la c ompac t i f' i e ac ion de Al exandrof T de W

y se vcrilica (iii) entoiiccs C(IN;E) es tonelado. Y de a qui se dedu­

ce que c^(E) es lone 1 ado, ya que c^(E) es un subespacio complementa 
do de CÜN* :E) ('i.9. ).

(iv)=^(i) os c on sec u one i a i timed i a t.a de 2.3. ( o 4.12.) y de 

6 .10.

De los espacios 4^-tone 1 ados nos ocupnrcmos con mas detalle en 

la secc i on 8.

b. 1 3 . Poor cma ; Las si<<iiientes ai* i rinac i one s son équivalentes:

( i ) C(X;E) es toneJado 

(ii ) C(X) es 1 one I ado y se vérifie;» ftl.tçuna de las dos condicio- 

nes s igui entes :

(a) X os seudofinito (o.d. los unices siibconjuntos com- 

pactes de X son los fini t o s ) y E es tonelado

(b) E es loue l.-»do

Demos I tac i on : ( i ) (ii): Si C(X;E) os tonelado. c omo por 5.10. C(X)

y E son subospacios c omp I ometi t ados do C(X;E), se deduce que C(X) y 

E son tambion lone I ados. Adenias* si X no os seudofinito* por el teo 
remn 5.11. E r s i n fra ( one 1 «ad o * y por tanto -^-tonelado.

(ii) ( i ) : Supongainos que C(X) es tonelado.
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Si X es seudofinito, F c X es un compacte (y por tanto un conjun 

to finite) y es la aplicaciôn rcstricciôn de C(X;E) en C(F;E), en 

tonces 1 m( ) =f ( F ; E ) es un espacio 1 opo I ogicamcnte isomorfo a E^,

Por Lnnlo si K es tonelado en loue es es tonelado* y asC se de

duce de la propos i c i on 6.4, que C(X;E) os tonelado.

Si E es - i one l ado y ĵ X es la c oinpac t i ficac i ôn de Stone-Cech de

X Se signe del t.oorema anterior que C(^X;E) es tonelado, y entonces,

por e l corolai'io 6.5,, es c l.aro que C(X;E) es tonelado.

Si X es seudofinito la lopologîo compacto-abierta on C(X;E) coin 

eide c on la topoiogfa de la convergcncia simple, y para esta topolo 

g i a va probo Schuiets ([2?] l'corema V.j.3.) que si C(X) y E son tone 

I ados cntonces C(X;E) es tonelado. Üebc;mos por tanto hacer notar que 

la imp lie aci on (ii)(a)=^(i) del i eoremn anterlor era ya c onoc ida *

(), t 4 . C o r o l a r i o : bas siguientes af i : mat i ones son equ i va 1 on t es :

(i) C(X;E) es tonelado

(ii) C(X) es tonelado y C(K;E) os tonelado para todo subconjunto 
c ompac t. o K do X .

Demos t rac ion : Es consocuencia i nmed into del teorema anterior y del

6.12.

% C (X;Ë) . »(I;Ë) y C (X;E) l one I «idos ,

7,1. Teorcma ; Sen X un espacio topologiro locaJinente coiiipacto, en- 

tonces las a | i i inni i one s siguienti's sou equ i va lentes :



(i) C^(X;K) es tonelado.

(ii) Se verifica ajguiia de las dos condictonns siguientes:

(a) X es finito y E es tonelado.

(b) E os ^-tonelad»>,

Demos trac ion : (i ) ( i i ): Se deduc e i nmedi a tamente del corolario

4.12., teiiiendo en cuentn que si C^(X;R) es tonelado, por 4.5*, en 
tonces E es tonelado.

(i i ) (i): Si X es finito y E es tonelado entonces

C(X;E) = E es trivia I men te ton<Mado.

Si E es lone I ado y X es compacto s<' deduce del teorema 6.12.

que C (X;E) - C(X;E) tonelado.

Si E es ^-tonelado, X no es compacte y X* es la compac t if ica- 

ci on de AloxandroCf de X, por cl troioma 6,12. C(X*;E) es tonelado,

y eriloriccs como por 4.4. C(X'*;E) es lopo 1 ogicamente isomorfo a

C^(X;E)0 E, es claro que C^(X;E) es tonelado,

7.2. Teorcma: Sco X un espacio l opo 16g i c o localinente compacte, en-

l one e s las a f i rmac i otie s siguientcs son c<|ui va Lentes ;

(i) (C^(X;E),1.) es 1 one I ado .

(ii) Se vcrifira nlguna de las d(»s c ond ici one s s igu lentes :

(a) X es seudofini lo y E es tonelado.

(b) K es tone 1 ado .

D emo slrac i on : ( i ) (i i ) : Se dednc e i nmedt atamen to del teorcma

4.16., t en i cndo en cuentn que si (C^(X;K),b) es tonelado, por 4.15. 
V 4.3,, enfonces K es lone 1 ado.

( i i ) ( i 1 : Si X es seu'lot i n i l o y a h i c i mos notar on
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4 ,16, que (C (X;£),L) es 0  E, y por tanto es claro que si E es to-
X

nelado entonccs (C(X;E),L) también lo es.

Si E es -tonelado por ei teorema anterior* 4.1].(2) y la défi
niciôn de la topologta L, (C (X ;R ),b ) es tonelado,

7»3* Propos je i 6n: Son % un nlgobio de subconjuntos de un cierto c on

junto 110 vac lo (L . bas s i gu i entes af i rmac i ones son équivalentes:

(i) l'oda fami I ia puntunlmonto acf»tada de B(î;E) es fuertemen- 

te acotada.

(ii) Toda faniiJia pnn t un 1 mon t c’ acotada de E* os fuer tcmcnte aco

lad a .

Demos trac ion : (i) =^(ii) es consecuencia Inmodi a< a de que B es un

subespacio c omp 1 emeii tado do M ( Z. ; E ) (3. 10,)

(ii) ( i ) ; Prinioro pr obaremos lo siguiente:

(a) Supongamos que toda ('ami I i a pun ( ua Imente acotada de E es

(uertementc acotada y son Ile D(Z ;E ) unn fami lia puntualmente aco­

tada, entoncos ^ni(A) mCM, ACi) os nna f ami lia fuertemonte acotada

do E'.
En efoclo: Sca H c E  un ciisco acolndo. Para cada fClKj^) definimos

; K ■   -> lï(r;K)

«'--- ---- > f ( , ) o

c ) a rame n t e os imn a p I i c ne t on linon? y c on t i nuo . Por tanto para c a
da ftïl(X), m * l'̂ : mtr II j os una faniilia ?>un tua Imente acotada de E'.

Como suponemos que toda ( ami l i a puntualmente acotada de E ' es 

f ne r t einen t o acotada se deduce quo para cada fCH(Zl) existe > O ta 1 

que
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VmCM Veen.

Para cada e£K do C1n i mos ahora

T^: H(r) ---------»(Z;E)

r ------- » r(.)o

Claramotitc os iina aplicncioti lineal y coiillnua. Adcmâs

: men, eGU }
es iiiia famlJta pun tna Iiiioti t c acol.ada do H ( X ) ya quo si f€ll(X), por 

Jo que vîmes mas a n i  lia existe > O ta I quo

= l< e . r a « T j .> |  ^  VeGB Vm€H.

Por tanto, como IKT) os un ospacio de llanach, del princlpio de aco-

taclon uniforme so deduce que existe M >0 ta 1 que

I < I'p >1 =|<rXj^(.)o,m>| -- |<;<ï,m(A)>|^M
para todo mCll, todo e€13 y lodn A€ Z,

Quoda as I claro quo |in(A) : mfc'H, ACZj es una f ami lia fuertemente

acola<la do E*.

Probarcmos ahora (»i) ( i ) ; Supongamo.s quo sc verifica (ill y

supongamos que existe una familia MC n(X ;E )' puntualmente acotada 

no fuertemento acolada. Por 3.6 . oxistr un disco acotado B C  E tal 

quo Sup ; nitll J y pur (a) c*xisto M >0 tal quo

(I) l<c.m(A)>| é M Vob» VhiGM VA€ £ .

Como Sup |pjj(m)(/2) iiitll J - oo c?xistr* iitia particiou flnita ( A ̂  ̂de

il en conjuntos do Z , una familia (ini ta y una mod Ida

(a i que
»'i
Z_ I ̂  ê; , ( A; ) > I  ̂ 1 +M .

t)e nuo VO por sor Sup (pĵ (nt)(XZ) : mtll } ro existe JG j 1 , . • - , Hj | ta 1 que

sup I P(j(«')(Aj ) mt II ) : 03 , Supongamos sin pérd i da de genera I i dad 

sup p̂  ̂( m ) ( A^ ) ; niGIl] oO . Por (1) so vor i f i ca
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51 I < . m . ( A. ) > 1 ^ ICrl ' i i t
Podemos afirmar aliorn quo oxistr unn porticlon flnita ( A? dc

on conjui 

iHj GH tal quo

on conjuntos do Z, unn fami lia fini ta ( o^ y una medlda

^  |<ef, m j ( A^ ) > 1 > 2 + M
i* I

Hazonando como antes existe tal quo SupJpy(m)(Â  );m€n]=

= bo , y podomos suponer sin jierdi da do goneralldad Sup ( m ) ( Â )̂ : m€H J = 

= «> . AdomAs , por ( I ) ,
V I

1 cj o| , in J ( A ̂ > I 5 2 .

Es claro que rc i tcrando o I proces<j podomos cons I tu 1 r una sucesion 

(Â )̂ dc conjuntos d i s Jun t os do Z , arm sucesion ( c^ } <C B , una sucesion 

ciocicMitc ( n j  ) de niniieros rmliiialcs y uria sucesion ( mj  ) <1 II t a l  que 

( lomando n» = I ):

(2 ) Z: I < «L .'"j (A. )>| > ,1 v.i6 IN
"i-l

Do fini inos ahor*;i
T: c ( K ) ------   > I M 3 1 ; E )

( X ) — -----> L X. ( - )x

r «îstA bipii ii<-rini<la. Kri ofecto, como 1 f> sucesion ( ) es do conjun-

los dlsjiintos, si ( x ) G c^(E) ontoncos T ( ( x ) ) es una aplicaciôn de 
H  en E; ademâs T ( ( x ) )GII (Z ; E ) ya que si p es una seminorinn continua 

en E existe n„ € 1N ta! que

p  ( x ^  ) < I si 11 ^ n,

y por lanio no
p(T((x L X .  (l)x ) = p( I. X. ( t ) x ) é

- I  " nne.tl ■̂n "

^ s u p p ( x ) € l  VVtQ.
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Adcmàs es claro que T es lineal y continua y cntonces, por ser II pun

tualinente acotada,  ̂me T : mGII J es una Tamilia pun tualmente acotada

de c^(E)', Asi , por la hi pôles i s y por el teorcma 6.10., tenemos que

^m»T : iiiGll } es liicr terne nie acotada.

Por otra parte, si «lefiniraos

J jsi gno( ̂  ê  ̂,in , ( A^ ) > )ê  ̂ si n^^ ̂ n ^ n̂ -l

'* lo 3 i n. > n 6 n > n. -1
f  1 J

para cada (n,j)€]N^Î como (e^)CB, es claro que ( ( f ^ . es una su­

cesion acotada de c^{E). Sin embargo, por (2), para cada JE W

< ( ^ = 4 Z  signo( < c^,mj(A^ ) > ) =

«j-l ï-1

y esto estâ en c on trad i cc i on c on que # T : inGIÎ  sea fuertemente aco
tada ,

7.4. Teorgma: Las siguienles arinnaciones son équivalentes:

(i) B(Z;E) es tonelado.

(ii) Se verifica algiina de las dos condlcionea siguientes:

(a) X es finito y % es tonelado.

(b) E es K “tonclado.

Demos trac ion : Es una consccuenci i» i nmed i a ta de la proposicion ante­
rior y del teorema 3.13.

7.5» Obsorvac ion : Como ya liemos c ornentado, los resuitados que hemos 
obtenido en este capitule ticnen un claro parai eli smo con los obte- 
nidos en el capitule anterior, ciiando Ira tAhamos el caso Jnfratone-
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a continuncion quo las diforoncias quo s© manifiestan en eaton pun- 

tos son realmenle insaJvnbJos. Provienoti simplemente de que los pro 
blemas tratados son distintos.

1. En el caso infrntoiit» 1 ado, a I hablar de espacios de funcio- 

nes roniiniias estab I ec i mos nna seri*» de equlvalenc ias quo involucra 

ban productos tensoriales. 1 rasladar la version mAs simple dc estas 

oqui valenc ias a I caso tone I ado serf a derir lo slgiiiente: "Si K es un 

espacio topologico compacte, C(K;E) es tonelado si y solo si C (K

es tonelado". Poro esto os rotundamcnto fa I so: si tomamos como E el

espacio de llanach t y como K un c ompac to inflnito arbitrario C(K;E) 

es un ospacio do llanach y por I auto tonelado y sin embargo C(K)^E 

no OS toiieiado ya quo os coiutcido (vor [lb] pag. 286) que C(K)®E es 

topoiogicamente isomorfo a I t-tensor pj'oducto, C ( K) 0gE, dc los espa- 

c i o.s C(K) y E, y Hollstcin ([121 Coro I oar i o 2) ha probado que at F 

es un c-spncio de llanach fie flimcn.siôn infini ta F@^ no es tonelado.

2. Vinios en 3.13. que si T. es un é Igebra de subconjuntos de un 

cierto conjunto no vncio fL ontonces S(Z;E) es i nf ra tone I ado si y 

solo si Lî(ï;E) lo c . Este re su 1 I ado no es cierto si sus t i tuimos "in 
fratonelado" por "tonelado". Se sabe que os f also incluso en el ca­

so escalar: Il ( X ) c s siempre un «»spario r|i* llannch y por tanto tone la 
do V sin embargo S(£) es un espacio uormado no necesar ta mon le tone­

lado (ver [ 7 ] 1.3. EJeinpto 5.). Si nos les t r i ng i mos a trabajar en 

q~-ngobras ciertameiito S(Z) es t one 1 afh» (nos lo asegura el teorema

de ac o tac i ou de Nikodyin). Pculria peu.sarse que si Z es una tf*-âlge- 
bra S(Z;K) es t one l ado si v solo si ll(Z;E) lo os, Pero esto también
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es false. En e f eclo: si lomnmos como E el espacio ( y como Z una

«■-élgebra (o un Algebra ) infinitn arb t Lrnr t a. B( Z ; E ) os un espacio

de Banach y por tanto tonelado, y sin embargo S(Z;E ) no es tonelado

ya que es fécil coinprobar «pie S(Z;E) es topoiogicamente isomorfo a

S(T) cl t- tensor producto de los espacios S(Z) y E, y entonces

si suponemos «pie SiT) E es t one lailo, por deiisldad, concliiimos que 

D(Z ) E también lo es, pero por el ie su Itado de Hollstein c i tado en 

el punto anterior, sahemos que lUDO^t*’ no es tonelado.

3. En el caso i n 11 a tone 1 ado, al tratar de los espacios de l'unclo 

nés continuas sobre espacios topoliigicos X localinente compactes, es­

tab 1 ec i mos una sert e de equ i va 1enc ias «pie i nvolue raban a los espa­

cios C ( X ; E ) , C i X ; E ) , etc. Uobemos bac cr notar «jue mientras que el 

espacio C^(X) es s i empre infratonelado (es normado) no es en general 

toirj£ii«> ( tome se p.e. X IK ) . l’ambién c«iivi«>rie observer que mientras 
que son équivalentes (1.13.): (i) (C (X ;E ), ) en l nfratone 1ado,

(ii) (C^(X; E).K) es inlraton«-la«lo y tiii) (C(X),W) es infra tone la 

do; (C( iK ) , ) os t«>n«<lado y sin «embargo ni (C ( JK ) , W  ) ni (C^ ( JK),-K)

lo son. Estas diferericias que se miM'straii ya tan claramente en e 1 ca 

so «- s c a 1 «I r pru«b,in qui- no son v.A 1 i d«is los l'esu I t.ados aiiA I ogos a 4.12. 

y 3.13. para el caso toiielailo.
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APENDICE A LOS CAPITULOS IJ Y 111.

8. Espacios 1onelados, Espacios ^-infratonelados.

En los dos capi tulos anteriores los espacios localmente convexes 

tone! ados y inf ra t onelados han jugado un papel muy i^mpor tante •

Como hemos visto son fundamentales cuando queremos caracterizar cu6n 

do son tonelados o infratonelados distintos espacios de funciones 

vectoriales, Por ejemplo resumiendo 2*3* (Cl?])* 4.11. y 6tl2. pode­

mos escribi r :

"Son équivalentes:

(i) E es tonelado (resp. 4^-infratonelado)

(ii) Existe un espacio topologico compacte e inflnito K tal 

quo C(K;E) es tonelado (resp. infratonelado)

(iii) C(K;E) es tonelado (resp. infratonelado) para todo es­

pacio topol6gico compacte K.

(iv) c^(B) es tonelado. (resp. infratonelado)."

Como ya hemos indicado las denominaciones Krtonclado y t^-infrato- 

nelado las hemos dado en parte motivados por este resultado. En esta 

linea queremos resaltar que hay otra razon que nos lleva a conside- 

rnr estas clases de espacios de forma especial;
Cuando nos plantcamos el problema de determinar cuAndo el espa­

cio C(X;E) es tonelado, o simplemente ante el teorema de Nachbin- 
-Shirota (6.2.):

"si X es un espacio topologico completamente regular, entonces 

C(X) es tonelado si y solo si todo subconjunto relatlvamente



-73-

seudocompacto de X es relativamente compacte", 

surge de forma natural la siguicntc prcgunta: ^cuAl es la clase de

espacios localmente convexes que piieden sustituir al cuerpo escalar 

en el teorema de Nachbin-Sliirota?, es dec ir ^cuél es la clase de es 

pacios localmente convexos E tal que

"si X es un espacio topologico completamente regular entonces 

) C(X;E) es tonelado si y solo si todo subcon junto relativamen­

te seudocompacto de X es relativamente compacte"?

(Obsérvese que planteamlentos anAlogos han llevado a considerar p. e. 

los espacios de Banach con la propledad de Radon-Nikodym) .

El teorema 6.13* nos dice que lus espacios localmente convexos que 

verifican (#) son precisamente los {(rtonelados.

Anâlogamente los espacios localmente convexos (4-infratonelados 

desempenan el mi smo papel respecte del teorema de Warner ($.2.), es 

dec ir, los espacios K- infratonelados son los espacios localmente 

convexos E que verifican (ver 5.11»):

"si X es un espacio topolôgico completamente regular entonces 
C(X;E) es infratonelado si y solo si todo subconjunto relati­

vamente seudocompacto warneriano de X es relativamente com­
pac to".

En esta secc i6n nos ocupamos de estudiar estas clases de espa­

cios K-tonelados y K-infratonelados; de como son, de quA proplo- 

dades tienen, de qué ejemplos podemos dar de ellos, etc. Este estu- 

dio nos va a perraltir entre o très cosas resolver algunos problèmes 

planteados acerca de si determinadas clases de espacios localmente 

convexos usual es E (metrizables, (DP)-espacios, etc.) verifican que
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los distintos espacios dc func iones con valores en B tratados son 

tonelados o infratonejados (8.3., 8.4., 8.5.).

En primer lugar damos un ejemplo obtenido independientemente 

por Dierolf [32] y Marquina y Sanz Serna [17I que prueba que la cla 

se de los espacios <K,-tone lados (resp. 4^-infratonelBdos ) esté ea- 

trlctamente contenida en la clase de los espacios tonelados (resp. 

infratonelados).

8.1. Ejemplo [17,32]: Sea E un espacio vectorial de dimensiôn alge-

braica no contable y considerémoslo dotado de la topoiogfa de e.l.c.

mâs fina (e.d. E es del tipo ®  IK con I un conjunto de cardinal no
I

contable). Claramente E es un espacio tonelado (es Incluso ultrabor 

nolôgico al ser el limite induc tivo de sus subespacios de dimensiôn 

finita) y sin embargo Harquina y Sanz Serna [l?! probaron que E no 

es ni siquiera "fratonelado (Dierolf [32] prueba directamente

que c^(E) no es infratonelado, pero esto, por el resultado de Mar- 

quina y Sanz Serna que dimos en 2.3., es équivalente a afirmar que 

E no es infra tonelado).

8.2. Nota: Por el ejemplo anterior queda claro que si dénotâmes por 

^(T ) , '?(I), %( K  -T ) y l ) a las clases de los espacios lo­

calmente convexos tonelados, infratonelados, ^-tonelados y ^-in­

fra tonelados respactivamente, se tiene la siguiente situaciôn:

'ê( K-T) ^'g(T)

'€( K-I) ^  Ï(I)
y ademâs, por la propia definiciôn de ^-tonelado,

'€ ( k-T) = ^(T) n'g( k-i).
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A continuaciôn vamos a dar algnnos ejeniplos de clases importan­

tes de espacios localmente convexos que son k-tonelados o K-infra 

tonelados.

8.3. Proposiciôn; Los espacios metrizables, los (DF)-espacios infra 

tonelados y los espacios nucleares infratonelados son k-lnfratone- 

lados.

Demostraci6n: Evidentementc en los tres casos lo unico que tenemos 

que demostrar es que los duales fuertes de estos espacios tienen la 

propiedad (B) de Pietsch. Observemos que segun la definiciôn que da 

Pietsch de espacio "dual metric" (0.7.5. de [241), un (OF)-espacio 

es un "dual metric". Entonces del teorema 1.5.8. y de la proposlciôn

0.7.6. de [24] se deduce que si E es un espacio metrizable o un 

(DF)-espacio, el dual fuerte de E tiene la propiedad (B) de Pietsch. 

Si E es un espacio nuclear e infratonelado, del lema 4.3.2. de [24] 

se sigue que el dual fuerte de E es nuclear, y entonces, por la pro 

posiciôn 4 .2 .9 . de [24], Ê  tiene la propledad (B) de Pietsch.

8.4. Corolario: Los espacios metrizables tonelados, los (DF)-espa- 

c i os tonelados y los espacios nucleares tonelados son l"dos.

Demostraciôn: Se deduce inmediatamente de la proposlciôn anterior 

y de la definiciôn de k-tonelado.

8.5. Nota Como ya indicamos en la introducciôn, Schmets 131,32] ha 

probado que si C(X) es tonelado (resp. infratonelado) y E es un es­

pacio de Fréchet (resp. metrizable) entonces C(X;E) es tonelado
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(resp. Infratonelado). Observemos que el corolario anterior junto 

con 6.13- nos permite afirmar mâs: si C(X) es tonelado y E es me tri 

zable y tonelado (no necesariameiite complete) entonces C(X;E) es to 

nelado.

Por otra parte Hollstein en [l4] prueba que si X es compacte y 

E es un espacio bornolôgico nuclear, o un (DF)-espacio bornolôgico, 

entonces C (X;E) es infratonelado, y se pregunta si esto os cierto 

en c ondic i ones mâs générales, Podemos responder afirmat ivamente. Ob 

servemos que de los resuitados anteri ores y de 5.11. y 6 ,13. se si­

gue que si C (X) es infratonelado (resp, tonelado) y E es un espacio 

infratonelado (resp. tonelado) y nuclear, o un (DF)-ospacio infrato 

nelado (resp. tonelado), entonces C(X;E) es infratonelado (resp. to 

nelado).

Es c onoc ido que si Kj y son espacios topolôgicos compactes 
entonces C(K^XK^)y C ( K^,C ( K̂ )) son dos espacios de Banach isométricos. 

El lema que damos a continuaciân es una extensiôn senc ilia de este 

resultado.

8.6. Lema: Sean X, y Xj espacios topolôgicos completamente regula- 

res. Entonces C(XjXXj.E) es topoiogicamente isomorfo a un subespacio 

denso de C ( X^.C ( X̂ , E ) ) .

Demos trac i6n: Definimos

S: C(XiXXj,E)-------- » C(Xi,C(X^,E) ) por

[S(^)(x)] (y)= (x,y) V+€C(XiX Xj,E) V(x,y)eXiXX^

Por argumentes usuales de c ompac idad se prueba que S estA bien défi 

nida, Aderaas son comprobaciones inmodiatas que 5 es lineal y que es
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un isomorfismo topologico sobre su Iniagen, Pinalmente es claro que 

la Imogen de S es un subespacio denso de C ( X^,C( Xj,E ) ) ya que con- 

tiene a C(Xj0C(X,,E).

El siguiente lema es una aplicaciôn sencilia de los teoremas do 

Nachbin-Shirota (6.2.) y Warner (g .2.).

6.7' Lema: Sean X, y X^ espacios topolôgicos completamente regula- 

res. Supongamos que C(X^) y C(Xj) son tonelados (resp. infratonela­

dos). Entonces C(XjXXjj) es tonelado (resp. infratonelado).

Demos trac ion : Observemos que los teoremas 6.2. (Nachbin-Shirota) y

5.2. (Warner) garantizan que basts probar que si los subconjuntos 

relativamente seudoc ompac tos (resp. relativamente seudocompactos 

Warnerianos) de X, y de Xj son relativamente compactes, entonces 

los subconjuntos relativamente seudocompactos (resp. relativamente 

seudocompac tos warner ianos ) de Xĵ x X^ son relativamente compac tos.

Sea C C XjX Xj, un relativamente seudocompac to (resp. relativamen­

te seudocompac to warneriano) y sean Ir̂ y las proyecciones canôni- 

cas de X^X X^ sobre Xj y sobre X^ respec tivamente. Si f es una fun- 

c iôn real y continua (resp. real, no negative y semicontinua infe- 

riormente) definida en X^ entonces f»TT̂  es una funciôn real y conti 

nua (resp. real, no negativa y semicontinua inferiormente) en X,XX^. 
Por tanto f«Tiĵ  esté acotada en C y asi f estô acotada en ITĵ (C). Que 
da as 1 probado que TTĵ (C) es un relativamente seudoc ompac to (resp. 

relativamente seudoc ompac to warneriano) de Xĵ. Anôlogamente se prue 
ba lo mi smo para TT^(C). Entonces es claro que si C(Xj) y C(X^) son 

tonelados (resp. infratonelados) entonces C C  tr,( C ) x tr̂( C ) es un re-
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lativamente compacto de X^X que es lo que queriamos probar*

Ahora podemos dar niAs ejomplos dc espacios W-tonelados y ^-in­

fra tone lados :

8.8. Proposicion: Sea E U-tonelado (resp. infratonelado) y X un 

espacio topologico completamente regular, entonces las siguientes 

afi rmac iones son équivalentes:
(i) C(X) es tonelado (resp, infratonelado)

(li) C(X;E) es 4^-tonelado (resp, 4^-infratonelado ),

En particular C(X) es K~tonelado (resp. ^(-infratonelado) si y 

solo si es tonelado (resp. infrntonelado ) ,

Demostrac1 on ; (i) (ii): Si C(X) es tonelado (resp, infratonelado)

y K es un compacte, por el lema anterior, C(KXX) es tonelado (resp* 

infratonelado). Entonces si E es K-tonelado (resp. ^(-infratonela- 

do) se sigue de 6.13, (resp. de 5-11*) que C(KxX;B) es tonelado 

(resp. infratonelado), y por tanto, por 8,6., que C(K;C(X;E)) es to 

nelado (resp. infratonelado). Ahora bien esto, por 6.12. (resp* 4.11.) 

nos dice que C(X;E) es K-tonelado (resp. K-infratonelado).
(ii) (i ) es trivial.

Vamos a estudiar ahora si los productos, limites indue tivos, 

etc. de espacios K-tonelados (resp. Krinfratonelados) son ^-to­

ne lados (resp, ^-infratonelados).

8.9, Proposlciôn: (l) Sea (E.).^| una familia de espacios localmen­

te convexos, entonces TT E. es K-tonelado (resp. K-infratonelado)
it I ^
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sl y FÔlo si es ^-tonelado (resp. +(.-i n f ra t one lado ) para todo 1€I.

(ii) Si E es k-tonelado (resp. k-i"Iratonelado) y F es un 

subespacio complementado de E, entonces F es K-tonelado (resp.

^4-infratonelado).

(iii) Si E es K-tonelado (resp. K - infratonelado) y F es un 

subespacio cerrado de E, entonces E/F es K-tonelado ( resp. K-in- 

fra tonelado).

(iv) Sea (E^) una sucesion de espacios K-tonelados (resp.

K-infratonelados), entonces ®  E es K-tonelado (resp. k-infra
W  "

tonelado).

(v) Sca E un e.l.c. y F un subespacio denso de E , entonces si 

F es K-tonelado (resp. K"inftatonelado) E es también ^-tonelado 

(resp. K-lnfratonelado).

Demostraciôn: (i) y (ii) son consecuencia inmediata de 6.12. (resp.
4.11.) y de que si K es compacto y (E^)^^j es una familia de espa­

cios localmente convexos entonces C (K ; TT E ) es topolâgicamente iso
U1 ^

morfo a TT C (K ;E . ).
ttl t

(iii): Por el corolario 1 de[l4], si K es un compacto la aplica 

ciôn canônica de C(K;E) en C(K;E/F) es lineal, continua y abierta 

sobre su imagen. Como ademâs su imagen es densa ya que contiene a 

C(K)0E/F, se sigue de 6.12. (resp. 4.11.) el resultado.

(iv): Por 6.12. (resp. 4.11.) basta probar que si K es un com­

pac t o entonces C(K)®^® E^^ es topoiogicamente isomorfo a

0  (C(K)0 E ). Pero esto se deduce inmediatamente de que si F es 
JN "

un espacio de Banach entonces F  ̂̂  es topoiogicamente isomor
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fo a 0  ( F ) (voi‘ [16] 44,5.(6 )) y de que como sabemos^ C ( K) fiD̂ E 

es topoiogicamente isomorfo a C (K )& E ([16] pAg. 286).

(v)î Es consecuencia inmediata de 6.12. (resp, 4.11.) y de que, 

en la hipôtesis, si K es compacto, C(K;F) es un subespacio denso de 
C(K;E).

J. Mujica en [21] ha probado el siguiente resultado:

8.10 Teorema 1211 : Sea X un espacio topolôgico completamente regular 

y E el limite inductivo de una sucesion creclente ( )  de espacios 

localmente convexos, entonces, si toda uniôn contable de subconjun­

tos compactes de X es relativamente compacta (en particular si X es 

compacta), el limite inductivo de la sucesiôn (C(X;E^)) es un sub­

espacio topolôgico denso de C(X;E).

Como corolario inmediato podemos dar el siguiente resultado;

8.11. Proposicion: Si E es limite inductivo de una sucesiôn crecien 

te (Ê  ̂) de espacios ((-tonelados (resp. K-inf ratone lados ) , enfon­

ces E es tonelado (resp, 4^-infratonelado),

Demostrac iôn; Es consecuencia inmediata del teorema anterior y de

6 .12. (resp, 4,11.),

8.12. Observaciones: 1. Respec to a la proposicion anterior y a
8.9,(iv) conviene senalar que las topologies localmente convexas 
finales arbi trarias de espacios K-tonelados no son en general ni 

siquiera de espacio K-infratonolado. Esto queda claro considerando 
el espacio del ejemplo 8,1. que sabemos que no es K-infratonelado
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y que sin embargo es limite inductivo de sus subespacios de dimen­

sion finita.

2. Un subespacio tonelado (y completo) de un espacio K-tonelado 

puede no ser siquiera ^-infratonelado. En efec to : basta considérer 

de nuevo el espacio del ejemplo 8.1. que es tonelado, completo, no 

k-infratonelado y que (como todo e.l.c.) es un subespacio de un pro 

duc to de espacios de Banach (ver [l5] 19.9 «(1)), ya que por 8.4. y
8.9.(i) sabemos que un producto de espacios de Banach es ^-tonelado.

8.13. Proposicion: Las siguientes afirmaciones son équivalentes:

(i) ®  3K es K-tonelado.

(ii) ®  K  es k-infratonelado.
I

(iii) I es contable.

Demostrac iôn: (i) (ii) es cierto en general.

(li) ■=f (iii) es el ejemplo 8.1.
(iii) (i ) es consecuencia inmediata de la proposlciôn

8.11. ya que si I es contable, ®  IK es limite inductivo de una su-
I

cesiôn creciente de subespacios suyos de dimensiôn finita.

Hasta el momento carecemos de una caracterizaclôn de cuândo un

e.l.c. E es K-infratonelado que venga dada ûnicamente por propieda 

des del espacio E. Recordemos que en la definiciôn de espacio 

fratonelado intervienen propiedades de su dual fuerte y que en las 

distintas càracterizaciones que hemos obtenido haciamos siempre re­

ferenda a espacios de func iones. Vamos a dar ahora une caracteriza 

ciôn "interna" de los espacios k - infratonelados.
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Como es habitual si n es un 'numéro natural y B es un subcon junto 

de C notaremos

b"=  ̂(.Xi , . . . ,Xri)eE": x^6B si l â i i n ]

8,l4> Proposicion: E es K-lufratonelado si y solo si toda familia 

3^ de discos acotados de E que verifica:

(i) SI Xe[0, l ]  y D^.D^ejC entonces >D^+( I-X Jt ,

(ii) Si B c  E es un disco acotado existe A>0 y D€ Jt taies 

que X B C D,

y (iii) Para cada n€ L/ o" es un cerrado de e” ,
K

verifica también
(iv) Existe un entorno de cero U c E  tal que

u"c V  o" Vne 3N.
ït

Demos t rac x6n: En 4.2. introdujimos el espacio c^^(E) como C^(X);E),

es decir el espacio de las sucesiones eventuaImente nulas de E dota

do de la topologia de la convergencia uniforme. En esta demostraciôn

vamos a utilizer esencialmente que, por 4.10., E es K-infratonelado

si y solo si c (E) es infratonalado. oo
Si B es un subconjunto de E notaremos

c (B) = t (x )€c (E) : x €B VnC W  ]oo I n oo n J

Supongamos que E es K-infratonelado, e.d. que c^^(E) es infra­

tonelado, sea %  una familia de discos acotados de E que verifica (i ),

(ii) y (iii). Definimos V = V.J c (D). Por (i) y (ii) V es un disco
3t "°

borntvoro de c (E). Ademâs es cerrado: Sea (e )GV, y sea nG IN tal 
que e =0 si mÿ n. Podemos deduc ir que (e,̂ , ...,e^) £ Vj d” ya que si

p es una seminorma continua en E existe (f )GV = U c  (D) tal que
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p(enj-r^) < 1 VmG IN,

y en particular

p(e -f ) < 1 si liinén,m m

y observemos que (f^, . . . , ) GD" para algun D ^ G . Como por la hip6- 

tesis (iii) W  o" = W  D*', se deduc e que (c,,...,e )G IV d ” y por tan
% K  '  "  ï t

to que ( e , • . . , )6D" para algun D jGJC. Entonces podemos concluir

que (e )€c ( D , ) C  V y a que e =0 si m^ n .in oo 1 m
Hemos probado que Vc E ) es un tonel bornîvoro, Entonces, co­

mo c (E) es infratonelado, V es un entorno de cero, e.d. existe un 

entorno de cero U c E tal que c (U )C V, Y de la definiciôn de V se 

sigue inmediatamente que la familia JC verifica la condiciôn (Iv),

Reciprocamente• Sea V c  c (E) un tonel bornîvoro. Definimos

Jf, r | 0 C E  : D es un disco acotado y c ( D ) c V j

La familinlC ver i fi c a :

(i): Si Ae[o,l], D ,D €}C y ( e )Gc ( Ad + ( 1 - A )D„ ), es inmediato X «s m oo X M

que (e )= A( e^ ) + ( 1 - A ) ( e^ ) con (e^)€c (D ) y (e^)Gc ( Dg ) . Entonces m m m m oo i  ̂ m oo 2

por ser V un disco se deduce que (e^)GV, Por tanto AD^ + (l-A)Dg€3( .

(il): Se deduce inmediatamente de que V es bornîvoro y de que ai

B C E es acotado entonces c (B) es un acotado de c (E).oo   oo
(iii): Sea n€JN y soa (e ,,...,e )€ L/o". Probaremos que C, la en-

 ̂ "  K

vol tura equilibrada y convexe de {e^ : 1 é i é n}, pertenece n Jt , y
asl en particular tcndremos que (e,,...,e )€ L/o". Sea (f )€c (C)n ^  m oo

y sea J€ JN tal que f =0 si m ̂  j. Sea p una seminorma continua en E;

c omo ( e , . . . , e )G U  o" existe D € Jt y ( g g  )GD*' tal que n o 1 n o
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1 si l i i é n

Como (f )Gc (C), si i 6 m ^ j existen A™, . . . , 6  K  taies que fit OO L n

Definimos entonccs (h )Gc (E) porm oo

f J- i i 1 â m é j

l 0 si m > j

Claramente (h )€c (D ) C V  y ademâs si 1 £ m < j m oo o

P = p { . | ^ T ‘ ' i - * i ‘ ) ^ J j ^ T | p ( « i - S i > <  1

y si m > j

p ( f ^ - h ^ )  = p ( 0 )  = O .

Con esto queda claro que (f^)GV=V, Por tanto C G % .

De esta forma deducimos de la hipôtesls que existe un entorno 

de cero U en E tal que

u " c  V  d" Vn€ IN
Ti

Pero de esto y de la definiciôn de 3C se sigue inmediatamente que 
c^^(U)CV y por tanto que V es un entorno de cero en c^^(E).

Con esto hemos probado que c^^(E) es infratonelado, es decir 

que E es ^-infratonelado.

Para terminer la secc ion vamos a ver que el hecho de que un es­

pacio E sea K-infratonelado se traduce en buenas propiedades de

los duales de los espacios D(X.; E ) , ( X; E) , etc, Como «e ver A estos

resuitados son anAlogos al obtenido por Marquina y Sanz Serna [17]

para c^(E) (ver 2.3.): "si E es K-infratonelado entonces ( E ) s t̂ ( Ê ),
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En lo que sigue JCA sera un conjunto no vacio, Z un Algebra de sub 

conjuntos de-H. y X un espacio topolôgico completamente regular (cuan 

do hagamos referenda a C^(X;E) supondremos que X es también local­

mente compacto).

Vlmos en la secciôn 1 (l«21«) las siguientes relaciones:

/ 0(r;E)‘ = M(r;E‘ ) C  TîKZîE^)

(*) ] C^(X;E)' = M(X;E' ) C iTKXjEp)

l C(X;E)‘ = M^(X;E’ ) C  m^(X;Ep)

Recordemos que en este sent i do la situaciôn en el caso escalar 

es sencilla: Los coiitenidos on terlores son igualdades y entonces los

duales de B(£ ) , C^(X) y C(X) son, respectivamente: Hfi(Z), el ospacio 

vectorial de las medidas escalares de variaciôn finita definidas en 

2  ; TTi(X), el espacio vectorial de las medidas escalares contable- 

mente adltivas, regulares y de variaciôn finita definidas en éS(X); 

y TTl^lX), el espacio vectorial de las medidas escalares contablemen 

te aditivas, regulares, con soporte compacto y de variaciôn finita 

definidas en â(X).

La definiciôn de los espacios 1Tl(£;E), HfKXjE) y TR^(X;E) (1.20) 

nos sugiere que las generalizac iones naturales de los espacios ïll(Z) , 

TU(X) y ni (X) son los espacios TU ( Z ; Ep ) , TIL(X:E^) y 7*1^ (X;E^ ) , y 
no los espacios M(L;E' ), M(X;E' ) y M^(X;E' ), En estos ûltlmos espa­

cios apnrece el concepto de "medida que verifica la condiciôn (C)" 

(1.4.) que se distancia notab1emente de los conceptos de f inidos pa­

ra medidas escalares. Observemos también que esta condiciôn (C) vie 

ne definida en principio para la topologla en concreto que tenga el 

e.l.c. E y no por el par dual <E,E*> , y por tanto lo mismo les su- 

cede a los espacios M(X;E' ), M(X;E* ) y M^(X;E' ); en cambio los es-
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pac i 08 1ri(£;Ep), ITtCXjEp) y 1fTl^(X;E^) dopenden ûnicamente del e. L. c. 

Ep y por tanto del par dual <E,E'>.

Es conocido (y serâ una consecuencia de la proposicion siguien­

te ) que si E es un espacio de Banach entonccs los contenidos de (*) 

son igualdades y as£ los duales de B(ljE), C^(X;E) y C(X;E) son 

Tn.(£;Ep), 1Tl(X;Ep) y TT\^(X;Ep) respec t ivamente. Ya hicimos notar (1.22) 

que esto no ocurre en general en espacios localmente convexos, Vere 

mos a continuaciôn que en cambio los espacios localmente convexos 

W -infratonelados tienen en este sentido un comportamiento anôlogo 

a los espacios de Banach.

8.15. Proposlciôn: Si E es K-infratonelado entonces 

B(îîE)’ = M(I;E’ ) = m  (ZiEji )

C^(X;E)’= M(X;E') = TTL ( X; )

C(X;E)' = M^(X;E ) = 7llJX;E^ )

Demos trac iôn: Como consecuencia de 1.21. lo unie o que debemos pro- 
bar es

ru (X ; E p C  M(X;E’ ) , TTKX; E^ ) c M(X; E ’ ) y %^(X;Ep) C  M^(X;E' )

Ahora bien, como es claro que si una medida m definida en «B(X) y 
con valores en e ' es fuertemente ( ^ (E% E )) contablemente adltiva 

(resp. fuertemente regular) entonccs es también débilmcnte («(E',E)) 

contablemente ad i t iva (resp. débjImente regular), sôlo debemos pro­

bar que si m es de variaciôn acotada para la topologia ^(E*,B) en­

tonces m verifica la condiciôn (C). Pero si meTYKo? (X);Ê  ) (o bien

m c rn<( X ; Ep ) ) , por el lema 3.11. existe un disco fuertemente cerredo

y acotado ACE* tal que

f^(m)(X)4l (ô {>̂ (m)(jn) £ 1)
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Y como suponemos E infratonelado, A es equicontinuo, y asl de 1. S8. 

se deduce que m verifica la condiciôn (C).

8.16. Observac iôn: De la proposicion anterior y de los teoremas 3. 6. 

y 4.8. se deduce que si E es K-lhfratonelado y consideramos 

7n.(X:E^) y TTt(X;Ep)

dotados de sus topoXoglas usuales, entonces los espacios

(B(IîE)', |^(B(Z;E)',B(I;E)) ) y (C^(X;E)’, ji(C^ ( Xj E )',Ĉ  ( X; E ) ) ) 

son topoiogicamente isomorfos a los espacios 

1n(Z:E^) y TtKXîEp)

respectivamente.

9. Tablas resumen de los capitules II y III.

Las tablas que damos a continuaciôn resumen los resuitados fun­

daments 1 es obtenldos en los dos capitules anterlores.

Obsérvese que la ultima columns de las tablas (a) y (b) recoge 

sôlo situaciones triviales y que los casos excluidos de las tablas 

(c) y(d) son igumImente triviales.



(a) Caso infratonelado

C(X;E) es 
infratonelado 
(X corap. regular) <4»

E es «^C-infratonelado
y

C(X) es infratonelado
6

E es infratonelado
y

X es seudofinito

C(K;E) es 
infratonelado 
(K coiiipacto)

E es ^infratonelado 6
E es infratonelado

y
K es finito

B(Z;E) es 
infratonelado 
(E un Algebra)

E es ^infratonelado 6
E es Infratonelado

y
X es finito

S(Z;E) es 
infratonelado 
(Z un Algebra)

E es infra tonelado 6
B es Infratonelado

y
Z es finito

C^(XiE) es 
infratonelado 
(X loo. corapacto)

E es ^-infratonelado 6
E es Infratonelado

y
X es finito

C (X;E) es 
infratonelado 
(X loc. compacte)

E es t^infratonelado 6
E es infratonelado

y
X es finito

(C (X;E) .K ) es 
inf ratonelado 
(X loc. compacte)

E es infratonelado
y

C(X) es infratonelado
6

E es infratonelado
y

X es discrete

(C (X;B) , k )  es 
infratonelado 
(X loc. corapacto) 4=^

E es infratonelado
y

C(X) es infratonelado
6

E es infratonelado
y

X es discrete

(C (X;E), L) es 
infratonelado 
(X loc. corapacto)

E es infra tonelado 6
E es infratonelado

y
X es discreto
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(b) Caso tonelado

C(X;E) es 
t onelado
(X comp, regular) 4=>

E es «k^-tonelado
y

c (X ) es tonelado
6

E es tonelado 
X es seudofinito

y
C ( X ) es tonelado

C(K;E) es 
t one 1ado 
(K compacto)

E es <%(Ç-tonelado 6
E es tonelado

y
K es finito

B(£;E ) es
tonelado
(Z un Algebra)

E es k"tonelado 6
E es tonelado

y
T. es finito

C (XjE) es 
tonelado
(X loc. compacto)

E es 6
E es tonelado

y
X es finito

(C^(X;E),L) es 
tonelado
(X loc. compacto)

E es tone lado 6
E es tonelado

y
X es discreto
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(c) Relaciôn entre la infratone laci6n y la infratonelacî6n

de diatintos eapacios de funcionca con valores vectoriales.

Las siguientes afirmaciones son équivalentes:

(i) E es ^-infratonelado

(ii) Existe un compacte infinite K tal que C(K;E) es Infrato­

nelado

(iii) Existe un compacte infinite K tal que C (K)@ E es infra­

tonelado

(iv) C(K;E) es infratonelado para todo compacto K

(v) C ( K ) ® B  es infratonelado para todo compacto K

(vi) Existe un espacio topolôgico completamente regular no seu 

definite X tal que C(X;E) es infratonelado

(vii) Existe un cspacio topolôgico completamente regular no seu 
dofinito X tal que C(X)®E es infratonelado

(viii) Si X es un espacio topolôgico completamente regular y C(X) 

es infratonelado entonces C(X;E) es infratonelado

(ix) Si X es un espacio topolôgico completamente regular y C(X) 

es infratonelado entonces C(X) E es infratonelado

(x) Existe un Algebra inf ini ta Z tal que B(£;B) es infratone­

lado

<xi) Existe un Algebra inf in i ta Z tal que B(2T)®E es infrato- 

nelado

(xii) Existe un Algebra inf ini ta Z  tal que S (£;E ) es infratone­

lado

(xiii) B(ZjE) es infratonelado para toda Algebra Z.

(xiv) B(Z)®E es infratonelado para toda Algebra Z
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(xv) S(J;E) es infratonelado para loda algebra Z

(xvi) c (E) es infratonelado o
(xvii) Existe un espacio topolôgico localmente compacto e infini j

to X tal que C (X;E) es infratonelado
”  i

(xviii) Existe un espacio topolôgico 1 oc aimente compacto e infini

to X tal que C^{X)®E es infratonelado :

(xix) C^(X;E) es infratonelado para todo espacio localmente corn |

pacto X
( X X  ) C^(X)®E es infratonelado para todo espacio localmente 

compacto X 

(xxi) c^^(E) es infratonelado 

(xxii) Existe un espacio topolôgico localmente compacto e infini |

to X tal que C (X;E) es infratonelado 

(xxiii) Existe un espacio topolôgico localmente compacto e infini 

to X tal que C^(X)®E es infratonelado 

(xxiv) C^(XjE) es infratonelado para todo espacio topolôgico lo­

calmente compacto X 

(XXV) (X )®  E es infratonelado para todo espacio topolôgico lo

calmente compacto X 

(xxvi) Existe un espacio topolôgico localmente compacto no dis­

creto X tal que (C^(X;E), K) es infratonelado 

(xxvii) Existe un espacio topolôgico localmente compacto no dis­
creto X tal que (C^(X)®Ë, K) es infratonelado

(xxviii) (C^(X;E),iô) es infratonelado si X es un espacio topolô­

gico localmente compacto tal que C(X) es infratonelado

(xxix) (C^(X) g) E , )  es infratonelado si X es un espacio topolô­

gico localmente compacto tal que C(X) es infratonelado
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(XXX) Existe un espacio topoiôgico localmente compacto no dis­
creto X tal que (C^(X;E), K ) es infratonelado 

(xxxi) Existe un espacio topologico localmente compacto no dis­

creto X tal que ( ( X ) ® E , ) es Inf ratonelado

(xxxii) (C^(X;E),^) es infratonelado si X es localmente compac­

to y C(X) es infratonelado 

(xxxiii) ( ( X )0 E ,^ ) es infratonelado si X es localmente compac 

to y C{X) es infratonelado 

(xxxiv) Existe un espacio topolôgico localmente compacto no dis­

creto tal que (C^(X;Ê),L) es infratonelado 

(xxxv) (C^(X;E),L) es infratonelado para todo espacio topolôgi­

co localmente compacto X.
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(d ) Relaciôn entre la 4<^-tonelact6n y la tonelaclôn de diatln- 

tos eapacios de funcionca con valores vectoriales.

Las siguientes afirmaciones son équivalentes:

(i) E es ^(-tonelado
(ii) Existe un compacto infinite K tal que C(K;E) os tonelado

(iii) C(K;E) es tonelado para todo compacte K

(iv) Existe un espacio topolôgico completamente regular no seu 

dofinito X tal que C(X;Ë) es tonelado

(v) C (X ;E ) es tonelado si X es un espacio topolôgico comple­

tamente regular tal que C(X) es tonelado

(vi) Existe un Algebra inf ini ta Z tal que B(Z;E ) es tonelado

(vii) B(Z;E) es tonelado para toda Algebra Z

(viii) Existe un espacio topolôgico localmente compacto e infi­

nite X tal que C^(X;E) es tonelado

(ix) C^(X;E) es tonelado para todo espacio topolôgico localmen 

te compacto X

(x) c^(E) es tonelado
(xi) Existe un espacio topolôgico localmente compacto no dia­

cre to X tal que (C^(X;E),L) es tonelado 

(xii) (C^(X;E),L) es tonelado para todo espacio topolôgico lo­
calmente compacto X.
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CAPITULO IV; Otras propiedadcs de C(X;C)«

En este capitulo X seré un espacio topolôgico completamente re­

gular

10. Condiciones necesarias y suflcientes para que C(X;E) tenga 

una sucesion fundamental de acotados y para que sea un

(DF)-espacio.

Recordemos que una sucesion f ) de subconjuntos acotados de un

e.l.c. E se dice fundamental si todo subconjunto acotado de B esté 

contenido en algun conjunto de la sucesion. Si E tiene una sucesiôn 

fundamental de acotados, aludiendo a la definiciôn de base de una 

bornologia, se dice que "la bornologia de E tiene una base contable"»

Es interesante en general determiner si un e.I.c. E tiene una 
sucesiôn fundamental de acotados (observemos p«e. que en estas con- 

dicionea el dual fuerte de E , Ep, es metrizable). Warner en ^37] ca 

racteriza de varias formas cuéndo el espacio C(X) tiene esta propie 

dad. Una de las caracterizacioncs que da (seré la que utllicemos no 

sotros) es la siguiente: "C(X) tiene una sucesiôn fundamental de aco 

tados si y solo si X es seudocompacto (e.d. toda funciôn real y con 

tinua en X esta acotado ) y C(X) es secuenc ialmente completo**,

10.1. Teoremaî C(X;E) tiene una sucesiôn fundamental de acotados si 

y sôlo si C(X) y £ tienen sucesiones fundamentaies de acotados. Més 

aûn, en este caso, si (B ) es una sucesiôn fundamental de acotados
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de E entonceB (C(X;B^)) es una sucesiôn fundamental de acotados do 

C(X;E).

Demostracion: Como C(X) y E son subespacios complementados de C(X;E) 

(5-10.), es claro que si C(X;E) tiene una sucesiôn fundamental de 

acotados entonces C(X) y E tambien tienen sucesiones fundamentales 

de acotados.

Para probar el reciproco usaremos la caracterizaclôn de Warner

dada mAs arriba. Veremos que si C(X) es secuencialmente complete, X

es seudocompac to y ( )  es una sucesion fundamental de acotados do

E entonces (c(X;B^)) es una sucesiôn fundamental de acotados do

C(X;E). Oesde luego (C(X;B^)) es una sucesiôn do acotados de C(X;E).

Supongamos que no es fundamental, e.d. supongamos que existe un aco

tado AcC(X;E) tal que para cada nC JN existe x^GX y tales quo

t (X ) £ B  . Entonces la sucesiôn (x )) no es acotada en E y as£I n n r " I n n
existe una seminorma continua p en E tal que lira p(c^^(x^ ) )=+oO, Por

tanto podemos extraer una subsucesion de (<^^(x^)), quo seguiraos no- 

tando igual, tal quo P * n ^  ̂ ̂  n*para todo n€ IN. Considoremos ahora

la Serie de funciones reales y continuas E. —  p(t (.)). Como A ostAo'- ' "
acotado en C(X;E), es una serle de Cauchy en C(X) y por tanto es con 
vergente. Asi se deduce que — p(^ (.))£C(X). Pero esto estA on

Oïl "
contradi ceion con que X sea seudocompac to ya quo

Z  VkCW.

Grothendieck en [11^ introdujo la siguiente

10.2. Definiciôn: Dlremos que E es un (DF)-espacio si:
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(i) E posee una sucesion fundamental de acotados 

y (ii) E es infratonelado (e.d. todo fuertemente acotado de

E* que es union contable de equlcontinuos es equicontinuo).

10.3. Observaciones: (1) Es claro que todo espacio infratonelado es

-infratonelado.

(2) Por polaridad la condiciôn (ii) de la defi 

nicion anterior es équivalente a la siguiente: "todo %.,-tonel borni 

voro de E (e.d. todo tonel bornivoro que es intersecclôn de una au- 

cesiôn de discos cerrados entornos de cero) es un entorno de cero.

Warner en C)7] caractérisa los espacios X para los que C (X) es 

un (DF )-espacio:

10.4. Teorema [37]: C (X) es un (DF)-espacio si y sôlo si toda uniôn 

contable de subconjuntos compactes de X es relat1vamente compacta.

Hollstein, en un trabajo todavia no publicado tl4l, ha nbtenido 

ya el resultado que damos a continuaciôn. Nosotros vamos a dar una 
demos trac ion diferente de la de Hollstein. Veremos que, utilizando 
algunos resultados de los capitules anteriores, se puede dar una de 

mostraciôn bastante senc ilia.

10.5» Teorema [l4]: C(X;E) es un (DF)-espacio si y sôlo si C (X) y E 

son (DF)-ospacios.

Demos trac i ôn: Por la proposiciôn 5»iO. si C(X;E) es un (DF)-espacio 

entonces C(X) y E también son (DF)-espac ios.

Supongamos que C ( X) y E son ( DF )-espacios . Del teorema 10.1. se 

deduce que C(X;E) posee una sucesiôn fundamental de acotados. Ade-
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mâs C(X;E) es infratonelado: Sea ( 11̂ ) una sucesiôn de subc onjun­

tos equicontinues de C (X;E)' tal que LJ H es un fuertemente acota-
n "

do. Por la proposiciôn 5.8., para cada n6 IN sop(ll^) es un subconjun 

to compacto de X, y por tanto, por el teorema anterior

3op^V_y II \ = VV sopdl ) \ / n "n
es un subconjunto compacto de X. Por otra parte, como el dual fuer­

te de un (DF)-espacio tiene la propiedad (B) de Pietsch ( [24] 1.5.8.)̂

del lema 3.11. se deduce que existe un disco fuertemente cerrado y 

acotado A C  E* tal que

f. (m)(X) ÿ 1 Vm g U  Hn.l "
AdemAs, por 5.8. y 1.27.(2), para cada k€ JN existe un disco equicon

tinuo l). c e ' tal que

P (m)(X) 6 1 Vm g \JH
' "k «ri "

y es claro que podemos tomar U^C para todo k€ V . Entonces, por

ser E %  -infratonelado, B= W (U flA) es un disco equicontinuo de E' ;
k.i

y si je H  y m6Hj, por 1.27.(l),

Pg(m) (X) ̂  fu .riA = max (m)(X), p^(m)(X)] ^ 1

y por tanto
p_(m)(X)é 1 Vm€ \J H’ B _,i nncl oO

de donde, por 5.8. y 1.27.(2), se deduce que Il es equicontinuo.

Queda asi probado que C(X;E) es ^^-infratonelado y por tanto un 

(DF)-espac io.

Estamos ahora en condiciones de dar dos versiones vectoriales

t

• 'i



de un resultado de Warner ([373, Corolario 2, pag, 276):

10.6. Corolario: C(X;E) es un (DF)-espacio Infratonelado si y sôlo

si X es compacto y E es un (DF)-espacio infratonelado.

Demostrac i ôn: Como C(X) y E son sube spac ios complementados de C(X;E) 

(5.10.) es claro que si C(X;E) es un (DF)-espaclo infratonelado en­

tonces C(X) y E son (DF)-espacios Infratonelados« Ademés Warner pro 

bô ([373* Corolario 1, pAg. 2?6) que si C(X) es un (DF)-espacio in­

fratonelado entonces X es compacto.

Si E es un (DF)-espac i o infratonelado, de 8 .3* se sigue que E es 

^-infratonelado, y entonces por el teorema anterior y por 4.11* se 

tiene que si X es compacto C(X;E) es un (DF)-espacio infratonelado.

10.7> Corolario: C(X;E) es un (DF)-espacio tonelado si y sôlo si X 

es compacto y E es un (DF)-espacio tonelado.

Demos trac iôn i Se sigue de i corolario anterior y de 5*3.0. que si
C(X;E) es un ( DP ) - espac i o tonelado entonces X es compacto y B es un

(DF)-espac i o tonelado.

Si E es un (DF)-espac io tonelado por 8.4. E es .^-tonelado, y 
entonces es consecuencia de 10.5* y de,6.12. que C(X;E) es un (O F )- 

-espacio tonelado para todo compacto X.

11. C(X;E) con la propiedad cstricta de Mackey. 

En [11] Grothendieck da la siguiente
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11.1. Definiciôn: Diremos que un e.l.c, E tiene la propiedad estrlc 

ta de Mackey si para todo acotado A C E  existe un disco cerrado y 

acolado B c E  tal que A C B y tal que las topologias inducidas por E 

y por el espacio normado ( , pg ) (ver 1 .23, ) coi ne iden en A,

11.2. Nota ; Tal como bace notar Grothendieck se puede comprobar fé- 

cilmente que la condiciôn anterior es équivalente a la siguiente: 

para todo acotado A c E existe un disco cerrado y acotado B C E  tal 

que A C B y tal que para cada A > 0  existe un entorno de cero U en E 

que verifies U H a c AB,

Warner [37] probô el siguiente resultado:

11.3. Teorema C37J* Las siguientes afirmaciones son équivalentes:

(i) C(X) tiene la propiedad estricta de Mackey

(ii) X es hernieompac to (e.d. existe una sucesiôn ( )  de sub-

conjuntos c ompac t os de X tal que todo subconjunto compac­

to K de X esté contenido en algun compacto de la sucesiôn)

(iii) C(X) es metrizable.

11.4. Teorema r C(X;E) tiene la propiedad estricta de Mackey si y sô

lo si C(X) y E la tienen.

Demos trac i 6n: Si C(X;E) tiene la propiedad estricta de Mackey enton

ces C(X) y E también la tienen, por ser subespacios suyos (5«1D«).

Supongamos ahora que C (X ) y E tienen la propiedad estricta de

Mackey. Por el teorema anterior X es hemicompacto, e.d. existe una

sucesiôn ( )  de subconjuntos compactes de X tal que si K C X  es corn 

pacto existe nG IN tal que KcK^. Queremos probar que C(X;E) tiene
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la propiedad estricta de Mackey, Sea ^  C  C(X;E) un acotado: para ca 

e un disco acotado 

<|i(K ) c  13 Vij)e#

da n€ existe un disco acotado c E toi que

n n
por tanto

(1 ) 7^-C n  {4eC(X;E) : <!’( ) C }
r*sl

Como E tiene la propiedad estricta de Mackey para cada n6 W  existe

un disco cerrado y acotado d E tal que B^C y tal que si mC
existe un disco cerrado entorno de cero U vcrificandon , m

u A B c — B"n , m n m  n

Por tanto podemos asegurar que existe una sucesiôn (U^) de discos 

cerrados entornos de cero en E tal que si (n,m)E existe J6 ïf vcri 

f icando

(2) U n  B CJ n m  n

Por ser ^  un subconjunto acotado de C(X;E) para cada jG W  existe

i. > O tal que

^  C  A (<j'6C(X;E) ; <j>( K ) C  ü } = (^eC(X;E) : 6{K ) C  X, U, ]y) J yf ’ J yj yj ̂

y por tanto
oo

(3) (Z n  (<|'eC(X;E) : <̂ (K ) c V U . )jsl J J J -»
Sea ( )  una sucesiôn de numéros reales tal que:
(i) yt. > 1 Vj€ JN;

(il) /-j > vje f;

(iii) lîm = + oo
i 4̂

y (iv) lim ytj = + co 

Def inimos
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■I
^  = r\ (<j>CC(X;E) : <4( K ) C  U ( U A n ' .  ) }J*l  ̂ J / J J J

Es claro que JP es un disco cerrado de C(X;E). Ademâs por la buena

propiedad de la sucesiôn (K^) y por ser Bj acotado para todo J£ Bi,

(? es acotado. Por otra parte, por (l), (3). (i) y (ii), o? ^  ya

que lij D Dj para todo j€lN. Por ultimo, si mGlN, por (iii) y (iv),

existe J, 6 1N tal que - ^ ^ m  (e.d. ^ ĵ) Y JJ-j i m  si jÿj. . Si

je [l j,} , por (2) existe kj6 IN tal que

Definimos entonces

u  = ( 1   ̂ t e C ( X ; E )  : (J>( K . ) c  U ̂  A |

Claraniente It es un entorno de cero de C(X;E), y ademôs si ^g ̂  A  II 

y j > j* , por (1) y (3 )

< t > ( K . ) c B . A A . U . c B ' .  A ^  U . C ïN - (b’ . n u  . )J J J J J m J  n n J J

y «i j ̂  j.

ô(K A c  V ^ U . A U .  A B,  c  - ^ ( U j  A B ’.)* J  rm J Kj J J
Por tanto t 3  , con lo que queda probado que C  ̂  . Asi

se deduce que efectlvamente C(X;B) tiene la propiedad estricta de 
Mackey.

12. C(X;E) con la propiedad de aproximaciôn.

Recordemos que se dice que un e.I.c. E tiene la propiedad de 

aproximaciôn si la aplicaciôn identidad de E en E se puede aproxi-



102-

mar uniformemente sobre los prec ompac t os por aplicociones lineales 

y continuas de rango finito.

En 1973 Bierstedt (z3 probô, usando técnicas de t-productoa, que 

si C(X) y E son complètes y E tiene la propiedad de aproximaciôn en 
tone e s C (X ;E ) tiene la propiedad de aproximaciôn.

El problems general (incluso en el caso escalar) de determiner 

cuAndo C(X;E) tiene la propiedad de aproximaciôn no es resuelto has 

ta que Prolla [26), en 1977. usando técnicas de fibrados vectoriales, 

prueba que si E tiene la propiedad de aproximaciôn entonces C(X;E) 

también la tione.

Debemos hacer notar que tanto Bierstedt como Prolla atacan el 

problems para espacios de Nachbin, de tipo més general que C(X;E), 

Vamos a comprobar aqui que para cl caso concreto que nos ocupa, del 

espacio C(X;E), se puede dar una demos trac iôn bastante s enc ilia y 
natural. Simplemente vamos a ver que la demos traciôn dada por Kôthe 

([l6l 43.7 .(4)) de que C(X) tiene la propiedad de aproximaciôn si
X es localmente compacto se puede genera 1izar fécilmente a C(X;E) 

para rspac ios X completamente regulnres.

12.1. Lema t Si K es un espacio topolôgico compacto y E tiene la pro­

piedad de aproximaciôn entonces C(K;E) tiene la propiedad de aproxi 

nioc ion.

Demostrac iôn: Sea D e  C (K;E ) un precompacto y sea p una seminorma 

continua en E. Por el teorema de Ascoli B es equicontinuo y por tan 

to para cada t€K existe un entorno abi erto de t, tal que
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U tGK^ es un recubrimiento abierto del compacto K. Sea ( U :

un subrecubrimiento finito de  ̂0^ : tGK ̂ . Como para

coda tCK la aplicaciôn : C(K;E) ---- ► E definida por = ̂ (t) pa

ra todo 4"GC(K;E), es una aplicaciôn lineal y continua, podemos afirm “
mar que A= U  (B ) es un subconjunto precompacto de E. Entonces,

como E tiene la propiedad de aproximaciôn, existe una aplicaciôn 1i

nea] y continua de rango finito L : E ----»■ E toi que

(2) p(e-L(e ) ) < ^  VeCA

Sea ( una partieiôn conti nua de la unidad en K subordinada a 

( U )., . Def inimos
tf

T: C(KîE) ------- ► C(K;E)

<k  ► f^(.)L(4(t^))

T es una composiciôn y suma de aplicaciones lineales y continuas, y

por tanto es lineal y continua. Ademâs como L tiene rango finito es

claro que T tiene rango finito. Por otra parte si ^GB y tGK, por (1) 

y (2) se tiene

p(i}> ( t )-f (l̂  ) ( t ) ) = p^^( t ) - X  fj( t + ( ) )) -

= p f £  f . (t)(<fc(t)-L(4(t A))) i I  f, (t)p(4(t)-L(4(t. ))) ̂ ' i*t

é Z  ( t ) Jp(4>( t )-4( t^ ) )-tp(̂  ( t̂  )-L((j)( t ) ) )] < i

Con lo eue1 queda probado que podemos aproximar unlformemente 

la identidad en el precompacto B, y por tanto que C(K;B) tiene la 
propiedad de aproximaciôn.

12.2. Teorema C 26]: C(X;E) tiene la propiedad de aproximaciôn ai y 

sôlo si E la tiene.
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Demostrac ion : Si C(X;E) tiene la propiedad de aproximaciôn eintonces 

es claro, por 5.10-, que E también la tiene.

Observemos que C(X;E) esté dotado de la topologia inicial para 

la f ami 1 ia de aplicaciones KG ^(X)|, donde ^(X) es la familia

de los subc onjuntos c ompac tos de X y es la aplicaciôn restricciôn 

de C (X ;E ) en C(K;E). Ademâs, tal como hemos observado otras veces, 

la imagen de , lm(^|^), contiene a C ( K ) ® E  y por tanto es un sube s

pacio denso de C(K;E) para todo KG K(X). Por ultimo si^£C(X;E) y ^^0 

es claro que existe Kg K(X) tal que Asî la topologia de

C(XjE) es una topologia inicial para la familia  ̂ : KG K(X)J del

tipo que llama Kothe "reduced locally convex kernel" ([ig] 19.6. y 

[16] pâg. 247). Entonces si E tiene la propiedad de aproximaciôn, 

como por el lema anterior C (K ;E ) tiene la propiedad de aproximaciôn 

para todo KG X ), es claro que por [l6j 43.4.7. podemos afirmar que

C(X;E) tiene la propiedad de aproximaciôn.

12.3. Nota : La propiedad de aproximaciôn que hemos definido més arri 

ba es la que se suele denominar propiedad de aproximaciôn de Grothen 

dleck. También se define a menudo la llamada propiedad de aproxima­

ciôn de Schwartz: se dice que E tiene la propiedad de aproximaciôn 

de Schwartz si la aplicaciôn identidad de E en E se puede aproximar 

uniformemente sobre los discos compactes por aplicaciones lineales 

y continuas de rango finito.

Es fée il comprobar siguiendo la misma demostraciôn que lo» resul 

tados anteriores sou también vélidos para la propiedad de aproxima­

ciôn de Schwartz.
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Tabla resumen del capituio IV

C(X;E) 
tiene una sucesiôn 
fundamental de 
ac otados

C(X)
tiene una sucesiôn 
fundamental de 
ac otados

y
E

tiene una sucesiôn 
fundamental de 
acotados

C(X;E) 
es un (DF)-espac io <=>

c(x)
es un (D F )-espacio y E

es un (DF)-espacio

C(XiE) 
tiene la propiedad 
estricta de Mackey O

C(X)
tiene la propiedad 
estricta de Mackey

y
E

tiene la propiedad 
estricta de Mackey

C(X;E) 
tiene la propiedad 
de aproximaciôn

-
E

tiene la propiedad 
de aproximaciôn
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CAPITULO V; C(X;E) y S(I;E) bornologIcos.

En este ultimo cnpitulo vamos a estudiar cuéndo son bornolôgi- 

cos algunos de los espacios tratados en los capitules II y III, Con 

cretamente caracterizamos cuando son bornoXôgicos los espacios 

S(E;E) y C (X)0  E y damos algunos resultados acerca de cuéndo C(X;E) 

es bornolôgico o ill ti abornolôgico (como slempre suponenios C(X)®E 

dotado de la topologia induc i da por C(X;E)),

Hay que senalar que el planteamiento de este capitule es en par 

te anélogo al que ya ha seguido muy reclentemente Marquina en [l8] 

para estudiar cuéndo c^(E) es bornolôgico,

Como es habituai a lo largo de este capitule X seré un espacio 

topolôgico completamente regular.

13» 5(Z;E) y C ( X ) ® E  bornolôgicos.

Para empezar vamos a caracterizar cuando S(T.;E) es bornolôgico. 
Para esto utilizaremos fundamentalmente el teorema 3.13» en que ca­

rac terizamos cuéndo este espacio es infratonelado y el hecho de que 
un e.I.c. E es bornolôgico si y sôlo si es semibornolôgico (e.d. 
las formas lineales en G acotadas sobre los acotados son continuas) 

e infratonelado (esto se puede probar fécilmente, y en cualquier ca 

so se deduce Inmediatamente de fl5} 28.1.(3)).

13 • 1 » Teorema ; Sea T. un élgebra de subc on juntos de un c 1er to conjun 

to no vacio SI . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-



-107-

tes :

(i) S ;E ) es bornolôgico 
(li) Se verifies alguna de las dos condiciones siguientes:

(a) Z es finito y Ë es bornolôgico

(b) E es bornolôgico y V^-infratonelado*

Demostraciôn: (i) r^(ii) es consecuencia inmediata de 3.13* y 3*10.

(li) =^(1): Por 3.9. es claro que si se verifies (a) 

entonces S(î;E) es bornolôgico. Si se veri fica (b), por 3.13.i el 

espacio S (%;E) os infratonelado, y por tanto para probar que es bor 

nolôgico basta demostrar que es semibornolôgico. Sea % una forma li 

neal en S (% ;Ë ) que transforma acotados en acotados. Dado e€B y AGE 

definimos

<e,m(A)> = r( ( . ) e ) •

Es claro que para cada A6E m(A) es una forma lineal en E que trana 

forma acotados en acotados. Como suponemos E bornolôgico se deduce 
que m(A)6E* , Asi es fâcil comprobar que m es una medida en Z con va 
lores en E* * Ademâs m es de varlaciôn acotada para la topologia fuer 

te P (E% E ): si B es un disco acotado de E (ver 3.5.)
py (m ) (il)= sup I 1 ^ dm I : (H; B ) J = sup || < ̂, C>| : ^6 S (Z ; B )] ,

y el ultimo supremo es finito ya que T transforma acotados en acota 
dos. Por tanto melTL(IîE^), y como por 8.15* ÎH. ( t  ; Ê  ) = S(£ ; E ) deducl- 

mos que t ES (Z ; E)' pues

f 4 dm = ^ c> v4eS(E;E).
Ja

A continuaciôn vamos a caracterizar cuando C ( K ) B (con K com­

pacto) es bornolôgico. Seguiremos un planteamiento anâlogo al del
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teorema a n t e r i o r .

Recuerdese que c^^(E) (ya definido en 4.2,) es el espacio de las 

sucesiones eventua1 men te nu las de E dotado de la topologia de la con 

vergenc ia uni forme,
Se podré observer la analogie de (iv) del teorema siguiente y

8.14,

13.2. Teorema; Las siguientes afirmaciones son équivalentes:

(i) E es K - 1nfratonelado y bornolôgico 

(li) C(K)®E es bornolôgico para todo espacio topolôgico com­
pacto K

(iii) Existe un espacio topolôgico compacto e infini to K tal que 

C(K)^E es bornolôgico 

(iv) E tiene la siguiente propiedad: "SiTC es una familia de

discos acotados de E que veri f ica :

(a) Si D es un disco acotado de E entonces existe A> 0 

tal que Ane'jt

y (b) Si y Ac [o,l] entonces Ad  ̂+ ( 1 - A ) ;
entonces ^  veri f ica también

(c) Existe un entorno de cero U en E tal que
u"c u  d " VnE IN"3t

(v) c^^(E) es bornolôgico.

Demos trac iôn: (i) ^  (ii): Sea K un espacio topolôgico compacto. Si
E es K-i nfratonelado, por 4.12. , C(K)^E es infratonelado. Por tan 

to para probar que C(K)^E es bornolôgico basta probar que es semi­

bornolôgico. Sea V una forma lineal en C(K)®E que transforma acota 

dos en acotados. Dado e££ définîmes la forma lineal
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: C<K) ------- » K

f -- * T(r(.)e)

Como C(K) es un cspacio <le Banach (y en particular bornolôgico), y 

transforma acotados en acotados, Z^ cs continua. Por tanto de 

fine una medida escalar contablemente aditlva y regular en oP (K) 

tal quo

■C(f(.)e)=r(f) = f r dm
Jk

Si Acé&(K) y definimos <e,m(A)^=m^(A ) para todo eGE, m(A) es una for 

ma lineal en E. Ademâs m(A) transforma acotados en acotados; si B es

un disco acotado de E y cGIl, se tiene

|^e,m(A)^| ^ I m I ( A ) ̂  | m l(K) =

= sup I I ̂  f drâ l : fGC(K) y lf(t)Ul VtGK } ^

4 sup I |t(f{. )x)| : xGB, fGC(K) y lf(t)lil VtGK ] ,

donde el ultimo supremo es finito porque T transforma acotados en 

acotados y porque |f(.)x : xGB, CGC(K) y )f(t )l 6 1 VtGK} es trivial 

mente un acotado de C(K)® E. Por tanto si E es bornolôgico m(A)GE' 

para todo AG=8 (K). Asi queda probado que m es una medida definida 

en (3̂ ( K) , con valores en E', débilmente (<r(E',E)) regular y débllmen- 

te contablemente aditiva. Ademâs m cs de varlaciôn acotada para la 

topologia ^ (E,E) ya que si B es un disco acotado de E, por 4.7., 

Pg(in)(K) = sup j I  ̂ ^ dm I : ^GC(K;U)A\(C(K)®E)J =
= sup t>l : «j>GC<KiB)D(C(K)®E))

y de nuevo el ultimo supremo cs finito porque t transforma acotados 

en acotados. Por tanto queda claro que mG TH.( K; E^ ) (ver 1.20.)

Y finalraente de 8 .I5. deducimos que mGC(K ;E ) = TÏK K ;Ep ), y como
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f A dm Ï <4, T> V^ec(K)®E,
J K

que i:e(C(K) ® E)'.

(ii) (iii) es tiivial.

(iii) (iv): Sea %  una famiiia de discos acotados de E que veri-

fica (a) y (b) de (iv), Deiinimos

V = U  [C(K;D) 0(C(K)® E)]
DtX

Clarnmente V es un disco borniboro en C(K)6>E. Asi, si C (K) 0  E es

bornolôgico se deduce que V es un entorno de cero, e.d. existe un

entorno de cero U en E lai que

C(K;U)A(C(K>® E)C V.

Vamos a probar ahora que

u" c  u  d" Vn€ ]N 
3C

Sea nG IN, sea ( , . . . , )GU" y scan {t^,...,t^j n puntos distintos 

de K. Toinainos (f^) CC(K) tal que

f^(K)cE0,l3 , sop(f .)n s o p (f .) = 0  si i^J

r " / j
'  i.j

n
para Code i , j€ [i , . . . , n} . Es claro que ^f.(.)x.€C(K;U)n(C(K)E>E)i ^
y por tanto %  r.(,)x.€V, o.d, existe D€ïC tal que ui  ̂ 1

£  f . )x. € C(K;D) A ( C ( K ) ®  E)isl  ̂ '
Y de a qui so deduce inmediatamente que ( Xĵ , . . . , )6D” •

(iv) (v): Supongamos que se ver i fica (iv), Sea Vcc^^(E) un

disco bornivoro. Definimos =|^DC E : D es un disco acotado y
c (D)C v}, donde c (D) = j (x )6c (E) : x €D Vn6 1n}. Es claro oo  ̂ oo I n oo n *

que veri fica (a) y (b) de (iv) y as{ existe un entorno de cero
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u en E tal que

Vj"c u d " Vnë JN 
3t

Pero de aqui se deduce que c (U)CV ya que si (x )€c (U) existeoo m oo
n€ ÎJ tai que x^=0 si m^n, y entonces podemos escribir

(x^.....X^)€U"C Uü",

es decir existe %  tai que (x ,...,x )eu" y por tanto (x )€c (U)cV.i n  m oo
Asi concluimos que V es un entorno de cero en c (E)«oo

(v) (i): Si c^^(E) es bornolôgico, como, por 4.3. , E es un

subespacio complementado de c^^(E), se deduce que E es bornolôgico. 

Por otra parte, si c^^(E) es bornolôgico es también Infratonelado, 

y entonces de 4.10. se sigue que E es infratonelado.

Nos encaminamos ahora a caracterizar cuéndo C(X)&& es bornolô­

gico. Para ello nos convlene primero recordar la caracterizaciôn de 

Nachbin [22] y Shirota [33] acerca de cuéndo C(X) es bornolôgico, y 

algunas cuestiones relacionadas con dicha caracterizaclôn,

Como de costumbre denotaremos por pX a la compactlficaciôn de 

Stone-Cech de X, y si f6C(X) denotaremos por f̂  a la (unica) exten­

sion continua de f definida de ^X en 1K% la compactificaciôn de 

Alexandroff de JK. Con estas notaciones podemos dar las siguientes 
definiciones :

13.3. Definiciôn!Llamaremos repleciôn de X, y notaremos vX, al con
junto de puntos x€^X taies que f^(x)6 3K para toda funciôn fGC(X), 

dotado de la topologia induc ida por X.

13.4. Definiciôn; Diremos que X cs repie to si X = vX. ^

ODLfOTEC/
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Para m6a Informaclon sobrc repleciôn de un espacio y sobre es- 

pecios repletos ver por ejeinplo [ I] o [9]. Nosotros simplemente va 

mos n ulilizar cl siguieiile rcsii I lado (puede verse p.e. en Cil p. 22):

13.5. Teorema: v-X es el conjunto de puntos x6^X taies que para cual 

quier sucesiôn ( )  de entornos de x en j&X se tiene

( n  V ]nx  / 0.
' JN

Ahora podemos dar el resultado de Nachbin y Shirota:

13.6. Teorema [22, 33] • C(X) es bornolôgico si y solo si X es repie to.

Schmets ha obtenido el siguiente resultado:

13.7 * Teorema [27.29]: Sea VCC(X;E) un disco, entonces existe un 

minimo subconjunto cerrado K(V) de p X  tal que dada ^€C(X;E), «1 

(la unica extension continua de ^ definida de ^X en ) se anula

en un entorno de K(V) en p X entonces <^6V, A K(V) lo denominaremos 

sopor t e de V.

Siguiendo la demostraciôn de Schmets se prueba el siguiente:

13.8 . Teorema: Sea VCC(X)®E un disco, entonces existe un minime sub 
conjunto cerrado K(V) de |ÏX tal que dada <̂ EC( X) 0  E , si (la unica

extension continua de ^ definida de ^X en ^E) se anula en un entor

no de K(V) en p X entonces V . A K(V) io denominaremos igualmente 

soporte de V,

Como consecuencia inmediata de los resultados anteriores se ob- 

tiene el siguiente:
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13.9- Corolorlo I27I : Sen VCC(X; E) (o V c C ( X ) 0 Ë )  un dlaco, y sea 

xG^X, entonces xGK(V) si y sôJo si para cada entorno de x, U, en pX 

existe (j)GC(X;E) (resp. <j)eC(X)®E) tal que <})̂ V y px\U)= .

La siguiente proposicion es tambien de Schmets:

Proposicion [29]: Si VcC(X;E) es un disco que absorbe a los 

discos de Banach acotados entonces K(V) es un subconjuto de V-X,

El resultado que damos a continuacion es anâlogo al anterior:

13.11. Proposicion: Si VCC(X)€?E es un disco bornlvoro entonces 

K(V) C vX.

Demos trac i on : Sea tEK(V) y supongamos que t€pX'^vX, Por 13.5. exis­

te una sucesion decreciente (W^) de entornos cerrados de t en jSx 

tal que ( O  O X  = 0. Como t€K(V), por 13*9 -* para cada n6

existe ^^€C(X)®E tal que y ( jlX>'Ŵ  ) = [ol , y como
f n w j n x  = 0 ,

si K ew un subconjunto compacte de X existe m€ W  tal que KnW^=0 

si n> m. Por tanto es claro que la sucesion (n<^^) esté acotada en 

C(X)# E. Entonces, por ser V bornlvoro, existe A >0 tal que 
An<j»nGV VnGJN,

y de aqul se deduce que existe J6 IN tal que Pero esto esté en
contradiccion con la eleccion de la sucesiôn (6 ).' n

13.12. Lema : Sea f€C(X) y A C X  talcs quo

I f ( t )1 ̂  M vieA,

entonces dado E>0 existe gGC(X ) ta i que = f|^ y .
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lg(t)l ^ M+t Vt€X.

Demos trac ion : Sea IK^ la c onipac t i f icac ion de Alexandroff de JK y sen 

fP la oxtensi6n continua de f defiiiida de en IK*! Sea

C^= ( te^X : IfP(L)kM)
y Cg= {tCjlX : lf^(t)|>M+£ o fP(t) = «o}.

y Cg son dos cerrados disjuntos do |ÎX. Por tanto existe h€C(^X) 

tal que li (|ÎX) C  tO, l] , h(C^)={ll y h (Cg)= (o) . Sea g = f(hjjj). Claramen 

te g€C(X), 81*-^I*' y ademâs

lg(t)| é |f(t)| i M+t si teXSCg

y s(t)=o si tec^nx.

13.13. Proposicion: Sea X rep I e t o y V C C ( X ) ® E  un disco bornlvoro, 

Supongamos que ^6C(X)®E es tal que <|>(K(V)) = Jo) , entonces iev.

Demos trac ion : Sea ^6C(X)®E; <j) es de la forma

L  f.(.)c
Ul  ̂ ^

con C C(X) y C  Ë. Claramente podemos suponer que ( e

son linealmente Indepond lentes. Y asl, si ^ se anula en K(V) (K(V) 

es un subconjunto compacta de X por 13,11.) entonces fj(K(V))=[o} 

para todo iG(l....,n}. Sea para cada ra6 IN

G^= (xGX : |f^(x)|( si l ^ l ^ n } .

Por el lema anterior para cada mG IN y cada i G ( l ,,,. ,n) existe une 
funcién g™GC(X) tal que

U T < ‘ >1 ^ YtGX

y ®T1g = fils
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I

Claramente I m ( 51 g T (•)e . ) m€ JN 1 cs una sueesion acotada en C (X )®B, !
> 1  1 »  J ;

Por tanto, como V es bornlvoro, existe A>0 tal que

A m  51 gT( . )e . É V Vm€ JN1 1

Y asl, existe j£ IN tal que 2^ 51 g^(.)ejeV. Por otra parte, como

n n
^  g.(.)e. coincide con Hr.(.)e, en G . ,  que es un entorno de ut 1 1 1 1 J
K(V), de 13.8. se deduce que

2 ( £: gJ(.)e - £  r (.)c ) ÉV.i l.t 1 1 1:1  ̂  ̂'

Por tanto, como V es un disco

H  f.(.)e.=i 1 r gj(.)e - 7 ^f 51g^(.)e - ̂  f (.)e] é V.;.J. 1 1 Z i.= t I I Z V t-i » ' .̂1 1 i'

I3*l4. Lema : Sea VcC(X)8)E un disco bornivoro y sea K un subconjun 

to compacte de X, entonces

U=^<^eC(K)®E : existe V tal que jĵ = } 

es un disco bornlvoi'o en C(R)®E.

Demos troc ion : Es claro que U es un disco en C(K)E)E, Para probar que

es bornivoro observemos priinoro que si B C E  es un disco cerrado y

acotado , y ^€C (K)®E es tal que <|>( K ) C B , entonces existe ^€C ( X) ®  E

tal que ^j^= ̂  y 4^(X}CB. En efecto. Sea C la envoltura absolutamen

te convexa y cerrado de <|)(K), y sea el subespaclo (de dimensiôn

finita) engendrado por C. Claramente C C D  y <}'eC(K;E^). Entonces, co
mo es de dimension finita, existe ^GC(X;E^,) tal que ^ y  ade

més podemos suponer <p(X) C C  ya que C es un retrac to de E^ (si

es el funcional de Mi nkowsk i de C y dcfinimos h(x)=g—-— - si fPc ( X ) vC
y h(x)=x si (X )^ 1 para todo xGE^, h es una apiicac ion continua
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de Ej, sobre C tal que li(x) = x para todo x€C ; podemos suponer C C

tomando ^=h»4. siendo una extensi6n arbitraria de f). Entonces 

es claro que ^GC(X)®E, X ^(X)CCcB.

Ahora podemos probar que U es bornlvoro: Si A c C ( K ) ® E  es un aco

tado es inmedia to que existe un disco cerrado y acotado D c E tal que 

Ac|i>ec(K)0E : ({"(K) C o}. AdemAs E : Y ( X ) c d } es un acotado

de C( X ) © E  y por tanto existe A > O tal que A[y6C(X)eE : Y(X)CDj C  V. 

De lo que probamos anteriorinente se sigue inmediatamente que 

A a c U,

y por tanto que U es bornivoro.

13.15. Teorema: Las siguientes of irmac i ones son équivalentes:

(i) C(X)®E es bornologico,

(ii) C(X) y E son bornologicos y C ( X ) ® E  es infratonelado.

(ill) C(X) es bornolng tc o y se verifica alguna de las dos 

condic iones siguientes:

(a) E es bornologico y K-infratonelado.
(b) X es seudofinito y E es bornolôgico.

(iv) C(X) es bornolôgico y C(K ) ® E  es bornolôgico para todo 

subconjunto compacto K de X,

Demostraciôn: (i) (i i) se deduce i timedia lamente de que todo espa-

cio bornolôgico es infratonelado y de que C(X) y E son subespacios 
complementados de C (X )®  E (esto es cierto en general para f-tensor 

produc tos, y en cualquicr caso es claro que se puede dar una demos­

traciôn anàloga a la de 3.10.)

(ii) (iii) es consecuencia inmediata de 5.13.
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(iii) (iv) es consecuencia inmcdiata de 13.2. i

(iv) ( i ) : Supongamos que se verifica (iv) y sea V c C ( X ) ® E  j

un disco bornivoro. Por la proposicion 13.11. K(V) es un subconjunto j
compacto de X, y por el lema anterior I

U = ( V e C ( K ( V ) ) ® E  : existe tal que ÿ|k(V)“ Y 1 i

es un disco bornivoro y por tanto un entorno de cero en C(K(V))®>E, j

e.d. existe una seminorma continua p en E tal que j

(*) { YeC(K(V) )® E : p(Ÿ(x) ) < 1 VxGK(V))cU.
Vamos a probar que

{ + eC(X)®E : p(*(x))< i VxGK(V)} C. V,

y asi quedaré claro que V es un entorno de cero en C(X)^E y por >
!

tanto que este espacio es bornologico. Sea ^6C(X )®  E tal que (

p(f(x) ) < 1 VxGK(V).

entonces existe r< 1 tal que
p(^(x))<r (e.d. p(i^(x))<l) VxeK(V).

De ( * ) se deduce que existe ^ êC(X)®E tal que

y +I k (V) = + Ik (V)-
 ̂ i

y por esto ultimo y por la proposiciôn 13.13* tenemos también que

jrr ( + - +) ev.
Asi, por ser V un disco, podemos escribir 

^  =  p  +  ( 1 - ^ )  ^  ^  V  '

13*16. Observaciones : 1. El estudlo que hicimos en la secclôn 0 de 

los espacios k —infratonclados nos permite obtener aqui una serie 

de consecuencias inmediatas. A modo de ejemplo digamos que si X es 
un algebra de subcon juntos de un cierto c on junto no vaclo y X e
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Y son dos espacios I'epletos, entonces de 8,8., 13.1., y 13.15, se de 
duce que S(Z;C(Y)) y C(X)0C(Y) son bornologicos.

2, S(X;E) y C(X)®E no son en general ul traborno logic os ni si 

quiera suponiendo X compacto y E Ranach ya que como vimos en 7*5. 

(partes 1 y 2) estos espacios, en estas buenas condiciones, en gene 

ra1 no son tone]ados,

l4. C(X;E) bornolôgico,

Vamos a empezar la socciôn dando una condiciôn necesaria para 

que C(X;E) sea bornolôgico. Recuérdese que en 13*15, caracter!zamoa 

cuândo C(X)®E es bornolôgico.

14.1, Teorema r Si C(X;E) es bornolôgico entonces C(X)®E es también 

bornoloôgico,

Demos trac ion: Dasta observar que si C(X;E) es bornolôgico entonces 

se verifica la condiciôn (ii) de 1].15,: Si C(X;E) es bornolôgico

entonces (como todo e.l.c. bornolôgico) es también infratonelado, y 

de 5.13. se deduce que C (X )®  E es infratonelado. Ademés, por 5,10,, 
C(X) y B tienen que ser también bornolôgicos.

14.2. No ta : Para la demostraciôn del teorema que damos a continuée iôn 

debemos introducir un nuevo espacio de funciones: Denotaremos por

C^^(X;E) al subcspacio de C(X;E) formndo por las funciones continuas 

que tienen imagen rolativamente compacta. Supondremos C^^(X;E) dota- 

do de la topologia de la convcrgencia uniforme. Obsérvese que el es-
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pacio C ^(X;E) es topologicamente isomorfo a C (pX;E) y que se Inyec 

ta de forma continua en C(X;E).

14.3» Teorema: Sea X loc a 1 mente compacte y repleto y supongamos que

C(^X;E) es bornolôgico (resp. ultraboriiolôgico). Entonces C(X;E) es 

bornolôgico (resp. ultrabornolôgico).

Demostrac ion : Sea VCC(X;E) un d'sco bornivoro (resp. un disco que 

absorbe a los discos de Banach acotados). Por la nota anterior 

V n  (X;E) es un disco bornivoro (resp. un disco que absorbe a los 

discos de Banach acotados), y entonces, si C(|ÎX;E) es bornolôgico 

(resp. ultrabornolôgico), de nuevo por la nota anterior, deducimos 

que v A c ^^(X;E) es un entorno de cero en C^^(X;E), es decir, existe 
una seminorma continua p en E tal que

(* ) V O V  nC^^(X;E) =5 (.^GC^^(X;E) : p(«{)(x))<l VxGx}.

Por 13.10. K(V) es un subconjunto (compacte^ de X. Vamos a probar

que

V => ( <|)ec(X;E) : p(<j>(x)) < I VxeX( V) }  

y asi quedarô probado que V es un entorno de cero en C(X;E), y por 

tanto que este espacio es bornolôgico (resp. ultrabornolôgico). Sea 

<}i€C(X;E) tal que p(^(x))< 1 para todo xGK(V); por ser X localmente 

compacto existe f£C(X) ta) que

(1) f tiene sopor le compacto.

(ii) f es idénticamente 1 eu algûn ahierto que contiens 
a K(V).

(iii) sop(f)C^xtX ; p(^(x))< 1 } 

y (iv) f(x)c[o,i]
De (i) se deduce que f(. )i}>(. ) G C  (X;E), y de (iii) y (iv) que exis-



-120-

te r< 1 tal que p ( f ( x )<J> { x ) ) < r para todo xGX, esto es

p( i f  (x)<f(x) ) < 1 VxeX.

Pero esto, por (*), nos dice que A f (. )<̂ ( . )GV. Por otra parte, por

(11), (<^-f(.)^(.)^ se anula en un entorno de K(V), y asl, por

13.7., llegamos a que (i|)-f(.)'^(.))€V. Entonces, como V es un

disco, podemos escribir
4 = r (^-if( , )4«( . )) +(l-r)-i-(f(.)-f (.)<}.(.)) e V.

l4.4. Nota : Vamos a obtener ahora algunas consecuencias de las carac 

terizaclones de la secciôn anterior. Para esto haremos uao del si-

guiente resultado: "Sea E uii e.l.c. y sea F un subespaclo bornolôgl

CO secuencialmente denso de E. Entonces si E tiene la propiedad es- 

trlcta de Mac key, E es bornolôgico". Este resultado es sencillo de 

demostrar: Como indicamos al principio del capltulo probar que B es 

bornolôgico équivale a probar que E es infratonelado y semibornolô­

gico. Ahora bien,si F es infratonelado, por densidad E también lo es. 

Por otra parte, si x es una forma lineal en E que transforma acota­

dos en acotados entonces c|p es continua (en F), y por tanto admite

una extensiôn continua T : E  »1K. Para concluir que r es continua
en E basta probar que Z=z. Dado xGE, por ser F secuencialmente denso,

existe una sucesiôn (x )C F tal que 1Im x =x, y por tanton n "
T ( x )= 1 im t (x ) - lim "C( x ) ;

n f n ”

ademés, como E tiene la propiedad es tri c ta de Mackey existe algûn 

disco cerrado y acotado H C  E tal que (x^) converge a x en Eg, y en­

tonces, de que V transforma acotados en acotados, se deduce ([15]

28.3.(3)) que r(x)= lim r(x^). Por tanto efectivamente T = T.
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l4,5, Teorema: Sea X hemicompacto y E k[-infratonelado y bornolôgico, 

Supongamos ademôs que E tiene la propiedad es trie ta de Mackey. Enton 

ces C(X;E) es bornolôgico.

Demostrac ion : Supongamos que se verifican las hipôtesis del teorema. 

Por 11.3. C(X) es metrizablr y por tanto bornolôgico, y asi, del teo 

rema I3.I5. se deduce que C(X)®E es boinolôgico. Ademés, por 11.4. 

se tiene que C(X;E) tiene la propiedad estricta de Mackey, Por tan­

to, por la nota anterior, para probar que C(X;E) es bornolôgico bas 

ta probar que C(X)®>£ es secuenciaImente denso en C(X;6). Pero como 

C(X;E) tiene la propiedad estricta de Mackey, probar que C(X)®B es 

secuencialmente denso en C(X;E) es trivialmenle équivalente a probar 

que para todo funciôn ^€C(X;E) existe una red acotada ( )y c C ( X )®E 

convergente a ^ . Vamos a probar esto ultimo: Sea <j>€C(X;E), sea (

una sucesiôn crec i ente de subconjuntos compactes de X tal que si K 

es un subconjunto compacto de X entonces existe n€ IN tal que KC , 
y sea P la famllia de las seminormas continuas en £. Para cada n€ ^
sea D la envoltura absolu t amen t e convexa y cerrada de q>( K ), Porn  ̂ ' n
6.8, para cada peP existe (C(K^)®E)(lc(K^;B^) tal que

li J VtGK^.

Tenemos asi ûna red ( ) pC C ( ) ® E convergente a tal que

Vp6P.

Vamos a construir ahora una red adecuada en C (Kg)®  E convergente a 

. Si pCP y eC^^Kg) definimos

: |)(x-e)< l} si eG^(K^)

fxC^tKg) : p(x-e) < l)\f(K^) si e€ f ( ) V <j» ( )
Es claro que | e€ ) } e s un recubr i ml en t o abierto del compac
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to y por tanto admite un subrccubrimiento finite : l(i(nj.

Sea A^= ) y sea ( f  ̂ C C ( Kg ) una particiôn continua de la

unidad en K subordinnda a (A^)? . Si definimos %  f .(.)e ., clara^ 1 "I 'P i.t t 1
mente se tiene:

i ( t ) - à pp(«|>(t)- <|>p(t)) < i VtGKg

y 4p(Kg)CB^;
pero ademâs, por Ja eleccion de Los se tiene también

Siguiendo este proc ed i mi ento es claro que para cada n€ 3N podemos

construir una red ( ^ C C ( ®  E ta 1 que

(i) p(4p(t)-ij>(t)) < 1 VtGK^ Vp6P

y ( ii ) <}>p(K̂  ) C VpGP si n ) i

Ya observâmes al principio de la demostraciôn de 13.14. que si K es

un subconjunto compacto de X y H es un disco cerrado y acotado de Z,

dada ^€C(K)fiE tal que ^(K)cü existe <^tC(X)®E extensiôn de ^ tal

que ^(X)C D. Por tanto para cada n€ IN y cada pGP existe ^”gC (X)®E

extensiôn de i ” tal que Tp
(iii) *"(X)C U .Y P n

Entonces, por la bucnn propiedad de la sucesiôn (K^) y por (1) es 

inmediato que )̂ C C ( X ) <S> E es una red convergente a , y utilizando 

ademâs (ii) y (iii) se conciuyu que es acotada.

l4.6. Corolario: Sea K un espacio topolôgico compacto y sea B 4^-in-

rratonelado y bornolôgico. Supongamos ademâs que E tiene la propie­

dad estricta de Mackey y que es casi-complet© (por tanto ultraborno
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lôgieo). Entonces C(K;E) es ultrabornolôgico.

Demostraciôn: Por el teorema anterior C(K;E) es bornolôgico. El re­

sultado se sigue inmediatameiite de que por ser E casi-completo el 

espacio C(K;E) es también casi-completo.

14.7» Observaciôn: El teorema l4.l. nos proporciona una condiciôn ne 
cesaria para que C{X;E) sea bornolôgico. Podemos preguntarnos si es­

ta condiciôn es suficientr. Por annlogîn a 5.11. y 6.4. también pode 

mos preguntarnos si aiguna de I as siguientes afirmaciones es cierta:

- C(X;E) es bornolôgico si y sôlo si C(X) es bornolôgico y

C(K;E) es bornolôgico para todo subconjunto compacto K de X,

- C(X;E) es bornolôgico si y sôlo si C(X) es bornolôgico e

Im(pj^) es bornolôgico para todo subcon,junto compacto K de 

X (como siempre es la apiicac iôn restricciôn de C(X;E)

en C(K;E)).

Sin embargo la respuesta a todas estas preguntas es negativa: 

Govaerts en [lO], suponiendo que existen cardinales medibles, ha da 

do un ejemplo de un espacio topolôgico Y y de un espacio topolôgico 

X seudofinito tales que C(Y) y C(X) son bornolôgicos y que sin em­
bargo C(X;C(Y)) no lo es. Observemos que por 8.8. C(Y) es 4^-infra- 

tonelado, y por tanto, por 13.15, C(X)OC(Y) es bornolôgico. Obspr 
vcmos también que como los subc on.jtin t os compactos de X son finitos, 

los espacio de] tipo C ( K ; C ( Y ) ) o lm(p|^) son de la forma C(Y)" con 

n£ IN, y por tanto son bornolôgicos.

Los rosultados de e s i a secciôn uni dos a otros ya conocidos y a ’
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los de lo secciôn 0 en que estudiamos los espacios K-infratonelados 

permiten obtener algutms consecuencias inmediatas. A modo de ejemplo 

damos a continuacion dos de estas conscctiencias (l4.8. y l4.ll.):

l4.6. Corolario: Si X es hemicompacto y E es un (DF)-espacio borno­

lôgico (e.d. un limite indiictivo de una sucesiôn creciente de espa­

cios normados) que tiene la prop i edad estricta de Mackey entonces 

C(X;E) es bornolôgico,

Demos trac iôn: Se deduce inmediatamcnte de l4.5* y 8*3.

En [20] Mujica probô ci siguietite resultado:

l4.9* Teorema [20]: Sea K un espacio topolôgico compacto y E limite 

inductive de una sucesiôn creciente (E^) de espacios de Banach. Su­

pongamos que este limite inductivo es compactamente regular (e.d* 

todo subconjunto compac to de E esta contenido y es compacto en algun

). Entonces C(K;E) es limite induc t i vo de la sucesiôn (C(K;B^)),

Schmets en [30] observô que el resultado de Mujica es vâlido pa 

ra espacios Jocalmcnte rouvo\os en general y como corolario da el 
s i gu1 ente

14,10, Teorema C3^3• Sea K un espacio topolôgico compacto y E limi­
te inductivo compactamente regular de una sucesiôn creciente (E^) 
de espacios metrizables (resp, Kréchet). Entonces C(K;E) es bornolô 

gico (resp. ultrabornolôgico)

Nosotros de este teorema y de 14.3. deducimos inmediatamente la 

siguiente mejora:
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l4.ll. Corolario: Sea X localmente compacto y repleto y E limite in 

ductivo compactamente regular de una sucesiôn creciente (E^) de es­

pacios metrizables (resp. Frcchet). Entonces C(X;E) es bornolôgico 

(resp. ultrabornolôgico).
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