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INTRODUCCION

Sea X un espacio topoldgico completamente regular y Hausdorf{f y
séa E un espacio localmente convexo y Hausdorff (de forma abreviada
e.l.c.). Denotaremos por C(X;E) (simplcmente C(X) si E es el cuerpo
escalar de los nimeros reales o complejos) al espacio vectorial de
las funciones continuas de X en E.

Los espacios de funciones, y mAs concretamente los espacios de
funciones continuas, han sido siempre uno de los principales campos
de aplicacidén del An&lisis Funcional. Adémés, con frecuencia, han
contribuido al desarrollo de la teorfia general de espacios localmen
te convexos y han resuelto algunos de los problemas que esta teoria
tenia planteados. A lo largo del tiempo se han considerado distintos
espacios de funciones y se les ha dotado de diferentes topologfas.
En la presente memoria, aunque vamos a estudiar varios espacios de
funciones con valores vectoriales, nos centraremos en el estudio de
C(X;E) supuesto siempre dotado de la topologia compacto-abierta (o
"de convergencia uniforme sobre compactos"), e.d. de la topologia
de e.l.c, definida por la familia de seminormas {IIHKP: KGK(XL pGP}
donde ¥(X) es Ja familia de !0s subconjuntos compactos de X, P es
la familia de las seminormas continuas en E y

“*qu = sup {p(+(x)) : XGK} V+€C(X;E) YKEH( X) VpEP,
Concretamente queremos estudiar problemas del tipo siguiente: Dada
una propiedad (P) de espacio localmente convexo (p.e. “ser metriza-
ble", "ser bornoldgico", etc.) .qué espacios topoldgicos X y qué es

pacios localmente convexos E son tales que C(X;E) tiene la propie-
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dad (P)?. !

Naturalmente el tipo de problemas que acabamos de plantear fue
estudiado en primer lugar en el caso escalar, para C(X). En este ca
so, dada una propiedad (P) de espacio localmente convexo se trataba
de determinar qué espacios topologicos X son tales que C(X) tiene
la propiedad (P). Los primeros resultados importantes obtenidos en
esta linea son los famosos teoremas de Nachbin [22] y Shirota [33]
(1954), Estos autores, simulténea e independientemente, caracteriza
ron cudndo el espacio C(X) es tonelado y cuédndo es bornolégico (ver
5.2. y 13.6. de la preseute memoria)., Debemos sefialar que la impor-
tancia de estos resultados se debe a que, aparte de su interés in-
trinseco, permitieron resolver un problema planteado dentro de la
teoria general de espacios localmente convexos: Es claro que no to-
do e.l.c. bornolédgico es tonelado (entre los espacios normados es
f&cil encontrar ejemplos), sin embargo en 1954 era un problema abier
to si todo e.l.c. tonelado debe ser bornolégico. Gracias a sus carac
terizaciones, Nachbin y Shirota pudieron responder negativamente a
esta cuestidn dando un e jemplo de un espacio topolbgico X tal que
C(X) es tonelado pero no bornolégico.

En 1958 Warner [37]) publica un artfculo bastante completo sobre
C{X). En este trabajo caracteriza cuéndo C(X) tiene una serie de
propiedades de e.l.c.: ser metrizable, ser completo, ser infratone-
lado, etc. llay que sefialar que de nuevo un estudio sobre C(X) pro-
porciona respuesta & un problema planteado en el marco de la teoria
general de los espacios localmente convexos: Grothendieck en su fa-
moso articulo "Sur les espacesa (F) et (DF)" [11] de 1954 habia plan

teado el problema de si todo e.l.c. que tiene una sucesidn fundamen
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tal de acotados y verifica la condicidn de convergencia de Mackey
debe tener también la propiedad estricta de Mackey, Mediante sus ca
racterizaciones Warner pudo dar un cjemplo (de un espacio C{(X) natu
ralmente) que respondia negativamente a la cuestion.

Aunque todavia quedan algunos problemas abiertos en C(X) (p.e.
no esth caracterizado cudndo C(X) es un espacio de Pték) podemos de
cir que su estudio queda practicamente terminado en 1971 cuando De
Wilde y Schmets L6] caracterizan cudndo cste espacio es ultraborno-
16gico.

Desde hace unos afios se plantea el estudio del espacio C(X;E).
En este sentido hay que citar los trabajos de Hollstein, Mujica, Pro
lla, Schmets y Vidossich (ver bibliograria). Ya en 1970 Vidossich
[36] publica un trabajo sobre la separabilidad de C(X;E) que ademAs
me jora las caracterizaciones dadas por Warner acerca de cuéndo C(X)
es separable (Hlollstein [14] m&s tarde hace notar que bas&ndose en
resultados posteriores sobre £-tensor productos es inmediato carac-
terizar cudndo C(X;E) es separable). Sin embargo podemos decir que
es Schmets (ver bibliografia) guien comienza el estudio sistemdtico
de C(X;E), Fundamentalmente ha estudiado cufndo es;e cespacio es bo{
noldgico, ultrabornolodgico, tonelado o infratonelado. Pronto prueba
que si C(X;E) es bornolégico (resp. ultrabornolégico, tonelado, in-
fratonelado) entonces C(X) y E son también bornolégicos (resp. ultra
bornolégicos, tonelados, infratonelados). AdemAs obtiene entre otros

los siguientes resultados:

~ Si C(X) es bornolégico y E es metrizable (resp. Fréchet)

entonces C(X;E) es bornoldgico (resp. ultrabornolégico).



-tv-

~ 8i C(X) es tonelado (resp. infratonelado) y E es Fréchet
(resp. metrizable), entonces C(X;E) es tonelado (resp., in-
fratonelado).
Hlay que decir también que para obtener estos resultados Schmets de-
sarrolla toda una teoria sobre el espacio C{X;E): generaliza algu-
nos resultados de Nachbin, Shirota y Warner; estudia el dual de
C(X;E); etc. En concreto a nosotros mads que los resultados que dimos
mds arriba nos interesari ersta teoria que desarrolla para obtenerlos.

Mujica [20,21] ha estudiado bésicamente cuestiones de 1limites in
ductivos en C(X;E)., Concrctamente problemas del siguiente tipo: si
E es limite inductivo de¢ una sucesién (En) de espacios localmente
convexos ;qué relacidn existe entre C{X;E) y el limite inductivo de
la sucesibn (C(X;En))? {ver 8.10. y 14.9. de la presente memorial.
Este estudio le permite dar algunos otros resultados acerca de cuég
do C(X;E) es toneiado, infratonelado, etc,

Dentro del tipo de problemas que nos hemos marcado, Prolla [26]
ha caracterizado cuidndo C(X;E) tiene la propiedad de aproximacidn,
me jorando algunos resultados de Bierstedt [2,3].

Hollstein [13,14] ha estudiado otras propiedades de C(X;E): cuén
do es un (DF)-espacio, cuando es cuasinormable, etc., y ha obtenido
algunos resultados acerca de cuando C(X;E) es tonelado o infratone-
lado.

Por Gltimo debemos serialar que van a ser de gran importancia pa
ra nosotros las ideas expuestas por Marquina y Sanz Serna en [17]
(ver seccidn 2), donde caracterizan cuindo co(E). el espacio de las
sucesjiones convergentes a cero en E dotado de 1a topologfa de la con

vergencia uniforme, es infratonelado.



£n [14) y [19] se hace notar gue C(X) y E son (topolégicamente
isomorfos a) subespacios complementados de C(X;E). En general esto
nos permite asegurar que si C(X;E) tiene una propiedad (P) de e.l.c.
entonces C(X) y E también tienen la propiedad (P), Esto sugiere que
para algunas propiedades (P) de e.l.c, sea cierto el siguiente re-
sultado:

(#) "C{X:E) tiene 1a propiedad (P) si y sdlo si C(X) y E la tienen",
Este es por ejemplo el plantcamiento de ifollstein en L14] (Obsérve-
se que la afirmacidén de que C(X) tiene una propiedad (P), por los
resunltados conocidos sobre C(X), se traduce inmediatamente en pro-
piedades del espacio topolégico X).

Efectivamente (#) es cierto para un buen nimero de propiedades
(P), en unos casos trivialmente y en otros no. Por ejemplo es cier-
to para: ''ser metrizable', "ser normado", ''ser separable", "“ser un
(DF)-espacio", "ser nuclear”, etc. En [14] llollstein, aparte de los
resultados nuevos que obtiene, hace un buen resumen de la situaciébn
de este problema, Sin embargo para algunas propiedades (#) es falso,
en concreto para "ser tonelado", "ser infratonelado", "ser bornolé-
gico” y "ser ultrabornolégico", como ha probado u; e jemplo obtenido
independientemente por Dierolf [32] y por Marquina y Sanz Serna [17]
(ver 8.1.). Y parece ser que es en estos caAsos donde se plantean los

problemas mAs inleresantes.

Pasamos ahora a examinar el contenido de la presente memoria.
Para esto nos conviene introducir algunas notaciones: Sea X un 41-
gebra de subconjuntos de un cierto conjunto no vacio fl. Denotaremos

por S(Y£:E) al espacio vectorial de las aplicaciones Z-simples defi-
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pacios localmente convexos (metrizables, (DF)-espacios, etc.), y co
mo consecuencia de esto obtendremos algunas me joras de resultados

conocidos,

Concluido este estudio decl problema de caracterizar cuéndo
C(X;E) v otros espacios de funciones s?n.tonelados o infratonelados,
dedicamos el capitulo LV a estudiar cudndo C(X;E} tiene algunas
otras propiedades. Concretamente caracterizamos:

- cuhndo C(X;E) posec una sucesién fundamental de acotados, y

-~ cudndo C{(X;E) tiene la propiedad estricta de Mackey,
y damos nuevas demostraciones de dos resultados probados reciente-
mente [14,26];

- C{X;E) es un (DF)-espacio si y s6lo si C(X) y E lo son

« C(X;E) tiene la propiedad de aproximacidn si y sélo si

E la tiene.

Para terminar, en el capitulo V damos algunas respuestas parcia
les al problema de determinar cuéndo C(X;E) es bornolbgico y carac-

terizamos cuindo S(L;E) y otros espacios lo son.



CAPITULO I: Preliminares.

1. B{(Z;E), € (X;E), C(X;E) y sus duales.

1.1, Notaciones: En la presente memoria E denota, salvo indicacién-

expresa, un espacio localmente convexo y Hausdorff (e.l.c.) sobre
K, el cuerpo escalar de los nimeros reales o compleéejos,

Supondremos siempre Hausdorff los espacios topolégicos gue con-
sideremos.

Sea Y un Algebra de subconjuntes de un cierto conjunto L1, Deno
tamos por S(Z;E) al espacio veclorial de las funciones L-simples de
finidas enf{l y con valores en E., Esto es, S(Z;E) estf formado por
Las funclones del tipo

"

éxki(.)ei
donde (Ai);‘<: Z  es una particién finita de Il.-xA es la funciébn
caracteri{stica de Ay (eiilic E.

Denotamos por B(J;E) al espacio vectorial de las funciones defi
nidas enAlL con valores en E que se pueden aproximar uniformemente
por funciones de S(E;E}. Es decir.(#GH(Z:E) si y sélo si ¢ es una a
plicacién de £ en E tal que para toda seminorma continua p en E exlg
te TES(L:E) verificando

pl¢(x)-T(x)) <1 Vxe.,

Supondremos siempre B(I;E) y S(L;E) dotados de la topologia de
_la convergencia uniforme, es decir de la topologfa de e.l.c, defi-
nida por la familia de seminormas { " lp: p es seminorﬁa continua
en E} , donde

ﬂ¢“p= sup {p(*(x)): XGII‘ v$EB(I;E).

L —
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Por la propia definicibén es claro que S{(I;E) es un subespacio
denso de B{(I;E).

Sea X un espacio topolégico localmente compacto (y Hausdorff),
denotaremos por E;(X;E) al espacio vectorial de las funciones conti
nuas de X en E con soporte compacto. Recordemos que si q es una fug
cién continua de X en E se llama soporte de ¢ , y se nota sop(4¢), al
conjunto

Teex T dixizo]

Salvo que indiquemos lo contrario supondremos CC(X;E) dotado de
1a topologfia de la convergencia uniforme,

Sea X un espacio topolbgico completamente regular (y Hausdorff),
denotaremos por C(X;E) al espacio vectorial de las funciones conti-
nuas de X en E, Salvo indicacibn expresa supondremos-C(X;E) dotado
de la topologf{a compacto-abierta (de convergencia uniforme sobre com
pactos) que es la topologia de e.l.c. definida por la familia de se
minormas {“ pr: P e8 una seminorma continua en E y KG}((X)} N dog
de ¥K(X) es la familia de los subconjuntos compactos de X y

“¢"Kp = sup {p(#(x)): xeKi véec(X;e).

Como es habitual en el caso en que E ses el cuerpo escalar de
los niimeros reales o complejos, en vez de notar B{I; K), Cc(X;IK).
etc. notaremos simplemente B(I), Cc(X). etc.

Naturalmente cuando habiemos de CC(X) o de CC(X;E) entenderemos
que X es localmente compacto. En cnmbio al referivnos a C(X) o C(X;E)
en general supondremos X simplemente completiamente regular,

En la presente memoria cuando hablemos de duales nos referire-
mos a duales topoltdgicos.

Shuchat, Swong y otros se han ocupado en distintos trabajos



(ver bibliografia) de problemas de representacidn integral de opera-
dores lineales definidos en los espacios B(E;E) y CC(X;E), y en par
ticular han obtenido representaciones de sus duales mediante espacios
de medidas, Schmets en [30] da también una representacidén de este

tipo del dual de C{(X;E). El objetivo principal de esta seccibén es re
-

i

coger algunos de estos resultados para disponer de buenas represen-
taciones de los duales de los espacios en los gue vamos a trabajar,
Como se verl se lrata de dar tcoremas tipo Riesz-Singer (teoremasl.9.'
y 1.13.) y tipo Fichtenholz-Kantorovich-llildebrant (teorema 1.6,).

Al final de la seccifn también estudiaremos las relaciones entre los

espacios de medidas que aparecen como duales y otros espacios de me

didas naturales.

1.2, Definicidn: Sea (L. un conjunto no vacio, ¥ un &lgebra de subcon

Juntos defl y m: L —> E una aplicacidon. Diremos que m es una medida
si
m(AIU Az):m(Al)+m(A2)

para todo par de conjuntos A Azé L disjuntos.

l'
Es claro quc si m es una medida definida en L y con valores en
E', el dual de E, la aplicacidn
s{f ;E} ———————» K
———— ey 2
% xki(')ci % <ci‘M(Ai)>
es una forma lineal (no necesariamente continua) en S(X;E). Para

que la forma lineal en cuestibn sea continua debemos exigirle a m

una condicidén adicional.
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1.3, Definicibén: Sea (2 un conjunto no vacfo, X un 4lgebra de subcon

juntos de {1, m:¥ —=» E' una medida y p una =eminorma continua en E.
Para cada A€X definimos

me(A): Sup { ? Ilm(Ai)"p} = Sup {Z I(ei,m(Ai))H
donde '

"e'“p = Sup [‘(e,e‘}l : e€E y ple) & 1} Ve' €E'
y tomamos el suoremo en el primer caso entre las particiones finitas
(Ai) de A en elementos de L , y en el segundo caso entre las familias
finitas ((ei’Ai)) tales que p(ei)él y (Al) es una particién finita

de A en elementos de L.

1.4, Definicibn: Sea fL un conjunto no vacio, 3 un &lgebra de subcon

juntos defl y m: T ~—= E' una medida. Diremos que m verifica la con
dicidn (C) si existe alguna seminorma continua p en E tal que

me(ﬂ) 4 4 oo

Se puede comprobar fécilmento que la forma lineal definida wés
arriba en S(E;E) es continua si y s58lo si m verifica la condicibn
(C). Y en este caso, por densidad, esta forma lineal y continua ad
mite una tinica extensién lineal y continua a B(X;E)}, que como es

habitual denominaremos "integral respecto de m", y escribiremos
J $ dm v4ER(I;E)
L
Hemos definido a%{ una integracibén en B(X;E) respecto de medi~

das m: Y —> E' que verifican la condicidén (C). Damos a continuacidn

un par de propiedades elementales de esta integracibn:

1.5. Proposicién: Seca £) un conjunto no vacfo, 2 un &lgebra de sub-

conjuntos defl y m: ¥ — E' una medida que verifica la condicién



(C), entonces:

(i) si ¢€B(I;E) Y p es una seminorma continua en E entonces
V{ daml 2 v oma 144
N P P

(1i) Si f€B(X) y c€E entonces

L_lf(.)e dm =Iﬂf dme

donde m, es la medida escalar definida en X por

me(A) = Le,m(A)) VAEX.

Demostracidn: Trivial.

Denotaremos por M(IiE') al espacio veclorial de las modidas de-~
finidas en Y , con valorecs en E', que verifican la condicién {C).
Ya hemos hecho notar (y se sigue de la proposicibn anterior, parte
(i)) que todo elemento de M(Y3E') 1o podemos interpretar como un ele
mento dé B(E:E) , el dual de B{I;E). Ademés sc tienc el siguiente re

sultado:

1.6, Teorema [ 34]: Sea {1 un conjunto no vacio y ¥ un &lgebra de sub
conjuntos de £1 , entonces la aplicacibn
M(3;E' ) ——— B(X;:E)'

m ——3 T
m

es un isomorfismo (algebraico), siendo Yh(&) = I ¢ dm para cada
<2

PEB(TIE).

Sea ahora X un espacio topoldgico localmente compacto y sea B(x)
la g-~4lgebra de los subconjuntos de Borel de X. Es conocido que
CC(X;E) 0% un subesxpacio de B8(B (X);E). Para describir su dual con-

viene dar un par de definiciones:
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1,7. Definicidén: Sea {1 un conjunto no vacfo, £ una e¢-&lgebra de sub

conjuntos defl y m: L —= E una medida. Diremos que m es cantablemen
te aditiva si para cada sucesidn (An)c L de conjuntos disjuntos, se
tiene

ae o
m(UA ) = Z m(a ),

Ay asxs

o0
donde la serie I'm(An) se entiende convergente en el e.l,c. E,
Ans

1.8, Definicidn: Sea X un espacio topolégico, B(x) 1a ¢-4lgebra de

los subconjuntos de Borel de X y m:e8 (X) —+ E una medida. Diremos
que m es regular si para cada entorno de cero U en E y cada AG:Q(X)
existe un compacto KCA y un abferto GDA tales que

m(B)EU  si BEB(X) y Bc GNK,

Sea X un espacio topoldgico, notaremos por M(X;E') al espacio
vectorial de las medidas me€M{(:E (X);E') que son débilmente contable-
menie aditivas y débilmente regulares (e.d. contablemente aditivas
y regulares cuando en E consideramos 1a topologfa débil &(E’ ,E)).

Se tiene:

1.9, Teorema [34]): Sea X un espacio topoldgico localmente compacta,

entonces la aplicacién
M(X;E') —— C_(X;E)'
m ———— rm

es un isomor(ismo (algebraice), siendeo Tm(f) = I 4) dm para cada
0

*ecc(x:e).
Vamos ahora a represetar el dual de C(X;E).

1.10., Definicidén: Sea X un espacio Lopolégico, @(X) la v-4lgebra




de los subconjuntos de Borel de X y m: 8 (X) —> E una medida regu-

lar, Diremos que m tiene soporte compacto si existe un subconjunto

compacto K de X tal que

(*) w(B) = 0O st BEB(X) y BNK = @,

1.11. Proposicidn: Sea X un espacio topolégico, DKB(X) la g-Algebra

de los subconjuntos de Borel de X y m:ﬁ(x) — E una medida regular

con soporte compacto, entonces existe un compacto minimo, sop(m), ve

rificando (#) de la definicidén anterior. AdemfAs si x€X, x€sop(m) si

y sé6ilo si para cada entorno U de x existe BCU, IE€Q(X), tal que

m(B) £ 0.

Demostracidébn: Sea sop(m) - n K donde Nm es la clase de los subcon-

Hm

juntos compactos K de X que verifican (#)., Sc vorifica:

(1)

(ii)

(iii)

Si K & X es compacto, K, K,€ Km y K, NVK NK, = @, entoces

m(l(o) 0. Pues

m(Ko) m(Kof\(KlU KZ)) + m(KO\ (KlUKE)) -

"

m(!(of\ Kl) + m(Kof\Kz) = 0,

Si K C X es compacto, Kl,....xneKm y KNK N NK = 8,
entonces m(Ko) = 0. Se deduce inmediatamente de lo anterior
por induccidn.

Si K C X es compacto y Kof\ sop{m) = #, cntonces m(Ko) = 0.

Pues si K N sop(m) = Kof\(f\ ) = M (Kon K) = ¢, entonces

Ko W,
[KO(\K : KEHm} es una familia de compactos que no tiene
Ja propiedad de la interseccién finita, e.d. existen

pad n
KI....,KHCH'“ tales que Q(K“nl(i) = Kof\(hn.l(i) = @, y por

(ii) deducimos que m(Ko)=0.
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(iv) sop(m)G&(m. Pues si BEB(X) y BNsop{m) = P, por la re-
gularidad de m para todo entorno de cero U en E existe
K, C B compacto tal que m(n\\KU)GU. y entonces
m(B) = m(KU) + m(B\KU) = m{(B\ KU)eU;
por tanto m(B) = 0.
Obsérvese que de (iv) se deduce inmediatamente la primera parte
de la proposicidn.
Sea ahora x€X, si x#sop(m) entonces X\ sop{m) es un entorno de
x; y para todo BeéB(X), Bc X\ sop{m), se tiene m(B) = 0. Reciproca-
mente, si existe un entorno U de x, que podemos suponer abierto, tal
que m(l3) = 0 para todo ne B (X) tal que NC U, y K es un subconjunto
compacto de X verificando (#), entonces K\NU es un compacto que tam-

bién verifica (%), e.d. K\Ue¥ , y por tanto x{aop(n).

Sea X un espacio topolbgico, denotaremos por M (X;B') al espacio
vectorial de las medidas mEM(oB (X)iE') débilmente contablemente adi-
tivas y débilmente regulares con soporte compacto. Esto es, MO(X;E’)
es el subespacio de M(X;E') formado por las medidas. con soporte com-
pacto,

Sea X un espacio topoldgico completamente regular.éec(x;ﬁ).

A6 B(X) y mEHU(X;E'). Si denotamos K = sop{m), es claro gque

P A gyl - 1EBIBK)ZE), y si m

k €5 la restriccién de m a la g-4lge-

bra <8 (K), es claro que mKGM(K;E‘). Por tanto podemos definir
o4 am = [ SN q0t) omy

Se puede comprobar ticilmente que 1la integral que acabamos de
definir es lineal y continua en C(X;E). Damos a continuaciin algunas

de sus propliedades:



1,12, Proposicidn: Sea X un espacio topoldgico completamente regular

y meMo(X;E'), entonces:
(i) Si p es una seminorma continua en E y me(X) es finito, en-
tonces me(A) = me(A(\ sop(m)) para todo A€B(X),
(ii) Si ¢GC(X:E) y p s una seminorma continua en E entonces

Ifx ¢ dml < me(X) “¢ “sop(m)p

{iii) Si f€C(X) y e6E entonces fA Fl.)e dm = JA f dm_para todo

A€t3(x), donde como siempre m, es la medida escalar defini

da por me(ﬂ) = {e,m(B}) para todo BEB(X).
Demostracién: trivial.

Por la proposicidén 1.11l. nuestra definicién de soporte de una me
dida coincide con la dada por Schmets ([30] IV Seccibn), por tanto

pocddemos enunciar:

t.13. Tcarema [)0]: Sea X un espacio topoldgico completamente regu-

lar, entonces la aplicaciébn
M, (XiE') ———— C(X;E)
m ———— T
m

es un isomorfiamo (algebraico), siendo tm(?) = [X ¢ dm para cada

dec(x;E).

1,14, Nota: En virtud de los teoremas 1.6., 1.9. y 1.13., podemos

identificar los duales B(I;E) . CC(X;E)' y C(X;E) con los espacios
de medidas M(YI;E'), M(X;E') y M_(X;E'). Por cllo ‘en adelante no ha-
remos distincién cxpresa entre los elementos de estos duales y las

medidas que los representan. Por ejemplo si TEC(X3;E) llamaremos
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soporte de T y notaremos sop(T) al soporte de la medida mEMo(X;E')

que represente a T,

1.15. Ejemplos: Sea e'€E'. Si f1 es un conjunto no vaclo, X es un

élgebraide subcon juntos de Sl y /les una wedida ascalar definida en
Z, podemos definir la medida vectorial
M l)e :l—— g’
A — p(Ade!
Es claro que si x es de variacién acolada entonces /A(.)Q'GM(Z;E').
En particular si A€Z podemos tLomar M= SA donde para cada BEZ
SA(B) =1 si BOA y SA(U) = 0 en caso contrario.
S5f X es un espacio topoldgico y x€X se tieme incluso
Sx(.)e’eno(x;z') y sopl éx(.)e’) ={x}) si e'#0

5(*1 ).

1.16. Definicidén: ScaSl un conjunto no vacio, X un &lgebra de sub-

(naturalmente estamos notando por Sx a

conjuntos de N, m: Z — E una medida Yy p una seminorma continua
en E. Llamaremos p-variacidén y notaremos por p{(m) a 1a funcibn de
conjunto definida para cada A€XL por
p(m}(A) = Sup {££ p(m(At))}
(3
donde tomamos el supremo entre las particiones finitas (Ai) de A en
clementos de Z(Por el contexto, cuando escribamos p{.,) quedar& claro

si nos referimos a 1la seminorma p o 8 1a p-variacidn de una medida).

1.17, Definicibén: Sea ! un conjunto no vacfo, Z un Algebra de subcon

juntos de 2 y m: 2 —» E unn medida, diremos que m es de variacidn
acotada (o finita) si para cada seminorma continua p en E p(m)(f2) es

finito.
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1,18, Proposicibn [Jhl: Sea {? un conjunto no vacfo, Z un Algebra de

subcon juntos defl y m: 2 —+» E una medida de variacibn acotada, en-
tonces, si p es una seminorma continua en E, p(m) ea una medida (no

negativa y finita) en Z.

1.19. Proposicibén [34): Sea X un espacio tapolégico y m: A {(X) —+ B

una medida de variacidén acotada, entonces m es contablemente aditi-
va (resp. regular) si y s6lo si p(m) es contablemente aditiva (resp.

regular) para toda seminorma continua p en E,

1,20, Notaciones y definiciones: Sea §2 un conjunto no vacfo y Z un

4lgebra de subconjuntos de {1, denotaremos por TM(Z;E) al espacio
vectorial de las medidas m: Z — E de variacibn acotada, Considera-
remos usualmente este espacio dotado de la topologia de e.l.c., defi-
nida por la familia de seminormas {ﬁ : p es seminorma continua en E].
donde

Plm) = p(m)(Q) Ve M(Z;E)

Sea X un espacio topolégico. Denoctaremos por M(X;E) al subes-
pacio de M(A (X);E) formado por las medidas de variacién finita,
contablemente aditivas y regulares. 7nb(X;E) denotaré al subespacio
de M(X;B) formado por las medidas m€ M(X;E) que tienen soporte com-
pacto. Supondremos usualmente M (X;E) y 1no(X:E) dotados de la topo-
logfa inducida por la topologia usual de M(R (X);E), e.d. de la to-
pologfa de e.l.c, definida por la familia {ﬁ : p es seminorma conti-
nua en E] que introdujimos mAs arriba.

Denctaremos por E; al dual fuerte de E (e.d. E' dotado de la to-
pologia fuerte p(E'.E)). Es conocido {y quedard como consecuencia

del lema 3.5.) que sif) es un conjunto no vacfo, Z un &lgebra de sub
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conjuntos de 1 y m: L ~—> E' es una medida que verifica la condicién
(C), entonces m es de variacibn acotada para la toponlogfa fuerte en
E'. Ademds si X es un espacio localmente compacto y m:&?(x) —s '
es una medida débilmente (0(E',E)) contablemente aditiva y débilmen-
te regular que verifica la condicién (C), entonces m es contablemen-
te aditiva y regular para la topologia fuerte en E' (ver [34]), Te-
niendo en cuenta las définiciones y resultados dados anter{ormente,
como resumen de las observaciones que acabamos de hacer, podemos dar

la siguiente

1.21. Proposicidn: Sea {l un conjunto no vacfo, ¥ un Algebra de sub-

conjuntos defl y X un espacio topalégico localmente compacto (resp.
completamente regular), entonces se tiene:

(1) B(X:E) = M(Z;E') Cc MIZIE)

(ii) C_(X3E) = M(X:E')C MIX:Ey)

. Sty . ! L
{resp, (ii') C(X;8) = MO(X.E )cmo(x.:-:’)).

1.22. Observacidn: En {17) (Remark 2.2, Example 2.3.) se dan ejem-

plos de espacios localmente convexos E para los que 1los contenidos

anteriores son estrictos.

Para terminar la seccidn vamuos a dar algunas definiciones que
nos permitirln englobar y relacionar las definiciones dadas en 1.3.
y 1.6.. As{ mds tarde podremos esludiar mejor las relaciones que
existen entre los espacios de medidas que aparecen en la proposi-

cibn 1,21,.

1.2, Definiciones y notaciones: Sea ACE un disco, Si denotamos por

EA al subespacio engendrado por A, tiene sentido considerar en BA
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el funcional de Minkowski de A, ¢s decir la seminorma PA definida
por
Prlx) = 1nr{P>n : x€pa]  vxek,
En el caso en que A sca acotado tendremos el espacio normado clési-
co (EA,FA).
MAs en general podemos definir
fA(x) = {nf {F?O : x€f’A} Yx€EE
donde por convenio suponemos inf # = +o0., De esta forma tendremos
que dado x€EE, x€l€A si y s6lo si (’A’_x)( + 00,
Si BCE es un disco denolaremos
pu(e') = sup {'(n,v"}' : c€|l} Yo' 6E'
Observeumos que por ejemplo la familia {pB : BCE es un disco acotado}
es la familia de seminormas que define ta topologia fuerte F(E’,E).
El resultado que damos a continuacidén es sencillo y conocido.

Relaciona las definiciones que acabamos de hacer:

1.2h, Proposicidn: (1) Si BCE es un disco 8° es su polar enton-
y P

ces
r - . . Al
pple’ ) = fno(e ) Ve' €E
(2) Si ACE' es un disco 6(E’ ,E)-cerrado y A° es
sit polar cntonces

FA(C' y = P e (e') Ye' €F'

lLas siguicntes definiciones son anilogas a La definicidn 1.16.
La diferencia estd iitnicamente en que rg Y PA quizAs no son seminor

mas,

1.25, VDefinicidn: Sea {l un conjunto no vacio, Z un Algebra de sub-
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conjuntos de (1 y m, L —Ey my 2 —> E' medidas. S1i A y B son
discos.-de E y CEY definimos
Patm )(C) = sup {z:_h(mlui))}

pylmy)(€) = sup (T py(my(a, )}

"

donde tomamos los supremos entrc¢ las particiones finitas (Ai) de C
en elementos de L (Como sicmpre, por el contexto quedar& claro el

sentido de fA(.) o PI}('))'
Claramente se puede obtener una proposicidén anfloga a la 1.24,:

1,26 Proposicién: Sca fl un conjunto no vacfo, L un Slgebra de subcon

juntos de {l y m: L —> E' una medida. Se tiene:
(1) Si BCE es un disco y 0% es su polar entonces
PBo(m)(A) = pB(m)(A) VAEY
(2) Si ACE' es un disco 9(E’ ,E)-cerrado y A° es su polar enton-
ces

fA(m)(C) = pye (m)(C) vcel

1.27. Observaciones: (1) Seafl un conjunto no vacfo, Z un &lgebra de

subconjuntos de §2 , m: % —= E una medida y Ay B discos de E. De la
definicién 1.25. y de las propiedades elcmentales del funcional de
Minkowaki se deduce que

(i) Si ACB entonces PB(m)(C)\<PA(m)(C) para todo C€X,

(ii) f’Ann("‘HC) = méx {’oA(m)(C).Pu(m)(C)} para todo C€X.

(2) Sea ) un conjunto no vacfo, Z un Algebra

de subconjuntos de 2, m: 2 —+ E' una medida Y @ una sSeminorma con-
tinua en E, Sea Uz {eGE : gqle) l}. £s una consecuencia inmediata

de las definiciones 1.3). y 1.25. y de la proposicién 1.26. que



qu(A) = p“(m)(A) = PU,(m)(A) VAEZ,

1.28. Proposicidn: Seaf{) un conjunto no vacfo, Z un Slgebra de sub-

conjuntos defl y m: & —+ E' una medida. Las siguientes afirmacio-
nes son equivatentes:
(i) m verifica la condicidn (C)
(ii) Existe un disco e¢ntorno de cero UCE tal que
pU(m)U1)( 1
(1ii) Existe un disco equicontinuo Ac e’ (que podemos suponer
0(E',E)-cerrado) tal que

PA(m)ﬂi)Sl.

Demostracién: Es consecuencia inmediata de la observacién anterior.

2. Algunas propiedades de ¢ (E).

Denotaremos por co(E) al espncio vectorial de las sucesiones con
vergentes a cero en E. lLo supondremos dotado de la topologfa de la
convergencia uniforme, e,d, de la topologia de e.l.c, definida por
la familia de seminormas (Sp ! p es seminorma continua en E} « don-
de

s, ((e)) = sup {ple ) i ne w} vie )ec (E).

(Como es habitual B es el conjunto de los nimeros naturales),

Sea X un espacio topoldgico completamente regular y sea IN" la
compactificaciéon de Alexandroff de IN, Como ya indicamos, uno de los
ohjetivos centrales de este trabajo es caracterizar cuéndo C(X;E) es

infratonetndo. Un caso particulac de este problema es caracterizar
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cubndo COUN*;E) 1o es. Ahora bien, veremos m&s adelante (Nota 4.4.)
que C(N®*;E) es topolbgicamente isomorfo a co(E) o E, y también vere-
mos que E es un subespacio complementado de co(E) (Proposicién 4.5,);
por tanto quedari claro que determinar si CON*;E) es infratonelado
equivale a determinar st co(E) lo es (Realmente co(E) y CUN®;E) son
incluso espacios topolégicamente isomorfos ya gque, como se observa
en Remark 3.6, de [17), co(E) es Lopolégicamente isomorfo a co(E)QE).
Marquina y Sanz Serna en [17] caracterizan culndo co(E) (y por tan-
to CON";E)) es infratonelado. Recogemos en esta seccién los resulta-
dos fundamentales que obtienen pues nos servirfn de gufa en nuestro
traba jo, ya fque como veremos mids adelante estos resultados admiten

formulaciones anélogas en otros espacios (en C(X;E), en B(X;E), etc.).

4
Denotaremos por £ (E) al espacio vectorial de las sucesiones
(en) de vectores de E Lales que para cada seminorma continua p en E
oo
T (e )) - L ple ) & + oo
P n net n
[
La topologia usual en e (E) es la topologia de e.l.c, definida por
la ramilia de seminormas [np : p es seminorma conlinua en E}.
Diremos que una sucesion (eh)C E' es ll-totalmente sumable si
existe algiin disco entorno de cero U en E tal que
5 pylet)
e'') { 4 00
st PytCn
{(recordemos gque si e' EE' pU(e') = Sup {l(e.e')l : eGU}).
Es fAcil comprobar que si (e;)c E' es una sucesién 1l-totalmente
sumable y definimos
Tie): co(E) — K
n o
?
(en) o é(en,cn>

t(p,) es una forma lineal y continua en co(E). Se pucde demostrar
n
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incluso que la aplicacidn (e;} —_— Ikn,) es un isomorfismo (alge-
braico) del espacio vectorial de las s:cnstones (eh)c E' uftotalmeg
te sumables sobre co(E)'(pp. h61-46h ae (5], [17]), También se puede
probar que si (e'n)c E' es una sucesién l-totalmente sumable enton-
ces (e'n)e el(E;). Por tanto podemos considerar co(E)' como un subes-
pacio de Q}(E'p) (en general es un subespacio propfo: 2.2. y 2.3, de

f171), m&s aGn:

2,1, Proposiciédn{i7]: La (opologia que induce en co(E)' la topologia

1
usual de (E‘F) coincide con la topologia F(CO(E)' ,co(E)).

2.2, Definicion ([24], p. 30): Diremos que E tiene la propiedad (B)

1
de Pietsch si para cada familia FC L (E) acotada (para la topologia
usual de [L(E)) existe un disco cerrado y acotado BCE tal que

o
b Pn(nn)( i V(an)GF.

=
aey

2.3. Teorema [17)}: las siguientes afirmaciones son equivalentes:

{a) co(E) es infratonclado.
(b) E es infratonelado y E& tiene la propiedad (B) de
Pietsch.

t
Adcmés si co(E) es infratonelado entonces CO(E)‘ =t (Ee).

Los espacios localmente convexos que verifican cualquiera de las
dos condiciones equivalentes del tecorema anterior van a jugar un pa

pel importante en esle trabajo. Por ello damos la siguiente

2.0, Definicidn: Diremos que un e.l.c. E ¢s N-inf‘rntonclado al E

es infratonelado y Eé tiene ia propiedad (B) de Pietsch.

La razdn de esta denowinacidn quedava clara mas adelante (ver
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seccion 8). A titulo de ejemplo digamos que (Corolario 4,11.):
“Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i, E es W-infratoneiado.
(ii) C(K;E) es infratonelado para todo espacio topolégico
compacto K.
(iti) Existe un espacio topoldglcn compacto e infinito K tal

que C(K;E) es infratonelado.’
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CAPITULO 11: Infratonelacion en C(X;E) y en otros espacios de

func iones vectoriales,

En este capitulo daremos condiciones necesarias y suficientes
para que los espacios que definimos en la scccidén 1 sean infratone-
lados. Para esto utilizaremos las represeniaciones de los duales de
estos espacios que ya dimos en et capitulo anterior pues emplearemos
técnicas de dualidad. Por esta razén uno de los objetivos principa-
les que va a guiar nuestro desarrollo es el estudio de la topologia
fuerte (y en particular de los fuertemente acotados) en estos dua-
les,

Serd también importante para nosolros el lema 3.1l. que nos mues
trra que ta propiedad () de Pietsch se traduce en buenas propicdades

de los espacios de medidas duales,

3. B(L;E) v S(X;E) infratonelados.

En esta seccidon Al sersd un conjunto no vacio arbitrario y 3 un
Algebra de subconjuntos de fL . Caracterizaremos cufndo los espacios
S(Y;E) vy B(I;E) son infratonelados.

Como ya dijimos vamos a ulilizar las representaciones de los dua
les dadas en la seccidon J. En este sentido e¢s importante tener en
cuenta que como S(YX;E) es un subespacio denso de B(L;E) los duales
de estos dos espacios coinciden.

3.1, Lema: Sea ¢GII(E:E). entoncoes existe una red ‘T!')PCS(Z"E) con-

.

vergente a ¢ tal que
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Tl ¢a) vier

Demostracién: Sea ¢GB(I:B) Yy sea p una seminorma continua en £, Exis

te 'l‘pES(‘E;E) tal que

)
p(#(t)-Tp(t))( T vee )
n
Supongamos T = 2 X, (.)e, con A,€%, disjuntos y no vacfos., Sea
P i Ai i i

"
t €A, . Definimos Sp: uz‘x‘i(.)¢’(ti). Claramente se ticne Sp(ﬂ)Cf(Q),

y ademés

p(?(t)-sp(t))ép(@(t)-'rp(t)) + ;x('rp(t)—SPKt))< 1 viegd,

3.2, Notacidén: Si B es un subconjunto de E notaremos

S(£;B) = {TeS(Z;E) : TUL c 1}

B(I:B) = {$en(xXiE) : $la)cn}

3.3. Lema: S5i B es un subconjunto de E se tiene

S(Z;B)D> B(E;B)

Si B es ademds cerrado se da la igualdad.

Demostracidon: Es trivial teniendo en cuenta el lema anterior,

3.4. Corolario: Las topolougias F(B(!’.;E)' JO(2;E)) y ?(B(Z;E)'.S(Z;E))

coinciden.

Demostracidn: Es clarn que basta probar que todo subconjunto acota-
do de B(IX:E) estd contenido cn la adherencia de algin subconjunto

acotado de S(Ii;E): y esto es cicrto: Si ACB(E;E) es un acotado en-
tonces B:M 4)(.0.) es un subcon junto acotado de E, y por tanto B(X;B)

¢s un acotado de B(Z;E). AdemAs B(X:;B)DA, y por el lema anterior



se tiene B(E;B)C S(Z;D).

J.5. Lema: Sea mEM(2;E’) = B(I;E)' y BC E un disco, entonces

py (m) () = sup{ljﬂ $ dml : pen(zim} = sup{”n_ T dm| TeS(5;8)){ +0

En particular si &GB(Z;B) se tiene

l Iﬂ.{s dm

Demostracidén: La jgualdad

sup { ‘Sﬂ_ ¢ dm

es consecuencia inmediata del lema 3.3. ya que men(z;s)' .

£ pH(m)(ﬂ_) 4 + o0,

:4)@:3([;13)} = sup {Ijﬂ'r dml : TGS([:B)}

AdemAs si TES(J;B) podemos escribir T de la forma

5 X, (e,

(R Y] i

(4]
con (ei)in chy (Ai ).:‘_l particiéon de [ en elementlos de L ; por tanto

iz} N 2}

'Sﬂ’l‘ am| -] & Copuma | & 5 e ma DL ¢ T pptm(a ) &
€ pglm) ().

Y por otra parte dado €50 y dada una particidn (Ai )‘:' de {1 en ele-

mentos de L , para cada i€{l....,n} podemos tomar e, €B tal que

i
p“(m(ki)) £ I(e]..m(l\i))l + _f‘.

y entonces si c;= signo ((ei,m(l\i ))») se tiene
n
. ciXA.(.)niGS(E;U) y

n n n
b2 ('"(Ai))é Z‘(ci.nl(ki)>l+i=‘[ ZLY.
‘= Q

(32

5 My - i A.(')ci dm | + £

(S 1
Asi podemos concluir

"B(m)(ﬂ') = sup{lgn-’l‘ dm' : ’l‘€S(I;H)}

3.6. Teorema: Las topologias @(B(Z;E)'.B(Z;E)) y F(B(I;E)'.S(I;E))
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coinciden con la topologia inducida por 1la topologia usual de

'm(z;zp en B(S;E) .

Demostracidén: Por el corolario 3.%. las topologfias P(B(I;E)’,B(I;E))
y p(B(I;Ef, S(Z;E)) coinciden. Ademads, por el lema anterior la to-
polaogia inducida por la topologla usual de M(Z:E'F) en B(IiE) es
menos fina que la topologia F(B(i:E)’,B(l;E))- Por Gltimo, si
ACB(L£;E) es un acotado y denntamos por B a la envoltura absoluta-
mente convexa de U 4)(.(1), utilizando de nuevo ¢! lema anterior, po-

dea

demos escribir:
sup {IL)}‘» dml :¢€A} ¢ sup {l fn.¢ dml : #EB(E;B)} = pglm)(n)
vmeB(Z:E),

Por tanto efectivamente las tres topologias coinciden en B(F:E)' .

3.7. Proposicidén: Sea HCB(I;E) = M(I;E'). Las siguientes afirmacio

nes son equivalentes:
(i) H es equicontinuo (en B{(L;E))
(ii) Existe alguna seminorma continua p en E tal que
vpm(n)s 1 Vm€H
(iii) Existe algin disco equicontinuo ACE' (podemos suponer A
g(E' ,E) -cerrado) tal qu(,;

pA(m)(ms L YmeHl.

Demostracidén: (i) =5 (ii): Si R es equicontinuo existe alguna semi-
norma continua p en E tal que

sup {lj ¢ drnl : $EB(IE) y pld(t)) <1 Vtcﬂ.} £ 1 vmeH
Q.

Entonces si notamos U= {eCE : ple) £ l} , por el lema 3}.5., se tiene

py(m) (2) = sup {Ij\net dm| : gen(z;v} L1 vmen



Se deduce entonces de la observacion 1.27.(2)

Vom0 vmen,
Por la misma observacidén 1,27.(2) se tiene que (ii) es equivalente
a (iii).

Por dttimo (i) se sifgue de (ii) por 1.5.(i).

El lema que damos & continuacidén es un e jarcicio sencillo sobre

dlgebras, La parte (ii) puede verse p.e. en [23] L.2.1L,

3.8, Lema: (i) Si 7 es infinitln existe una sucesidn (An)C I de con-
juntos dis juntos no vacios.

(ii) Si ¥ es finita existe wna particidén finita (A&):‘:‘ de
{1 en elementos de L no vacios tal que

si A€Y vy AgAi para algin i entonces A = @,

Demostracién: Si AEL denotaremos por ZA

(i) Sea X un Algebra infinita y sea A€YX, A f @ y A fﬂ. Conside

al &lgebra {PEY : BCA}.

remos las Algebras IA yzﬂ\A. Claramente alguna de estas dos flgebras
ha de ser infinita., Si XA es infinita definimos Alz_[)_\A. ¥y en caso
contrario Al: A. Repitiendo e¢) mismo argumento es claro quc existe
A2€IH\A1' Az/ ¥ tal que zﬂ\(A,[UAz) es infinita. Reiterando el proce
so es evidente que construimos una sucesién (An)C L de conjuntos dis
Jjuntos no vacios.

{ii) Se prueba fAcilmente por induccidon sobre la cardinalidad

de 1.

3.9, Proposicidn: Si Z es rinito S(Z;E) y B(L;E) coinciden y ademés

existe n€E IN tal que S{(Y;E} = B(Y;E) es topoldgicamente isomorfo

a E".
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Demostracidn: Si L es finito, por la parte [ii) del lema anterior,
r : n
existe una particidn finita (Aj)h\ de {l en elementos de & no vacios
tal que
si AEY vy AgAi para algin i entonces A=#,
Entonces es imnmediato que la aplicacion
E"—— S(5;E)
(e}
s
(e,) — T X, (e,
) 1) i Ai 1
¢s un isomorfismo Lopologico.

Ademas, si #GB(I;E). por lo anterior.+ es Limite uniforme de una red

[, "
de la forma (ExAie.;)* . ¥y por tanto ¢= ii‘:' —xAilim e"iES(i:E).

Luego S(X;E)=B(X:E).

3.10. Proposicidon: (i) S(¥) y E son (topolégicamente isomorfos a)

subespacios complementados de S(I;E)
(ii) B(Z) y E son (topolbéglcamente isomorfos a)

subespacios complementados de B(X;E).

Demostracién: Sea x€f), reEB(L) tal que f(x)=1, efE y e'€E' tal que

{e,e') =1. Cousideremos las siguientes aplicaciones:
Tf Px T% Td
E — B(ZE) —— E A{X) — B(L;E) —— B(X)

Tole)=f(.)e; Tx(¢)=¢(x): Tq}g):g(.)g; Té(¢)=6P(.).e9

Es f&cil comprobar que estas aplicaciones son lineales y continuas

y que verifican ademés Tx‘rr = IE' Trefxle(E) = ITf(E)' etc., donde

1 etc. son las respaclivas identidades. Y de aqui se si-

1

A *
E' "T_ (E)
gue inmediatamente que E y B(Y) son isomorfos a subespacios comple-

mentados de B(Z:;E)}. Para S(Z;E} es andlogo.



J.11. Lema: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Si £l es un conjunto no vacio, 2 es un Algebra de subcon-
juntox de [l y HC'm(f;Eé) rsoan acolido, entonces oexiste un disco
fuertemente cerrado y acotado AC E' Lal que

(A(m)(ﬂ.) £ vymeil,

(ii) Existe un conjunto fL (infinite) y un dlgebra infinita J
de subconjuntos de fl tal que si HCB(S;E) es una familia fuertemen
te acotadarentonces existe un disco fuertemente cerrado y acotado
ACE' que verifica ‘

Pam) (1) £1 YmEH .

(iii) Eé tiene l1a propiedad (13) de Pictsch.

Demostracién: (i) = (ii) es trivial teniendo en cuenta que por el
teorema 3.6., si HC B(I;E) = M(I;E' )CTﬂ,(I;Eé) es fuertemente acota-

do entonces es también acotado para la topologia de 'm.(I;Eé).

(ii) = (iii): Supongamos que se verifica (ii) y sea
t
R {_(e'nian : i€l} un acotado de € (Eg). Por el lema 3.8.(i) existe

una sucesidn (An)C Y dec conjuntos disjuntos no vacios, Demostrare-

Axy

*

mos que la familia H:{Z gA (.)em. : k€ N, ieli & B(Z;E)' (ver ejem
n

plos 1.15.) es fuertemente acotada: Sea NCE un disco acotado, (Cm):m

upa particion finito de £ en elementos de XY, j€I y k€ IN; se tiene

t N [ ¥ [3
Z oy (56, tce.) ¢ 2 LS, o) = 3 oegte ) 7 g“n(c'“))

mer nzt n . mz1 Nzt nse

= i ”

bl n nal LB

L o
3(“;1Ai) EA (n = z p“((-_'"j) < Z p“(o'"‘i)g sup {TTPB((e' _)n) : 1€I}

ni

de donde resulta

ni

K
p“( =Z' SAH(.)E'HJ)(Q)$ sup {\TPB((e ')n) :161} Yk€ N, Vj€I,
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L
Como suponemos {(e;‘i)n : i€l} acotado en [ (E'P)' el segundo miem-

bro de la 0ltima desigunldad es Finito, y por tanto, por el teorema ).6.

L3
> SA (.)ee:‘i : k€ BN, 191} es efectivamente una familia fuertemen-
n

Nz

te acotada de B(L:E).
Aplicando ahora la hipdtesis deducimos que existe un disco fuer-

temente cerrado y acotado AcCE' tal que

®
IDA ( > SA (. fe'ni)(ﬂ) {1 VKEN, Vi€l
n

ney

Asi, si i€F y k€ N sc¢ tienc

3 Palen) = > fA(i SAe"\n""Li) ¢

Az L nar [

o
£ '
S PA !g; SAO(')Q

“)(ﬂ) 41

y por tanlo

L -]
L paler )€1 visi,

LER)

Queda asf probado que Eé tine la propiedad (B) de Pietsch.

(iii)=>{i): Supongamos que Eﬁ' tiene la propiedad (B) de
Pietsch, Seafl un conjunto no vacio, ¥ un Algebra de subconjuntos
defl y Ilcm(Z:Eé) un acotado. Sea ® Lla familia de las particiones
rinitas de {1 en clementos de I v (1-\i ):;' -nel. Dado mEH definimos

1 )
(w7 € Eey) por

(4] si Len
Entonces {(m',")n : . E:(-P, mGII} es un acotado de el(Eé) ya nue si
BC E es un disco acolado, n€H y (ni);‘ =T €@. se tiene

o0 K
) pB(u"i) = Y pB(u(ui)) £ pB(u)(ﬂ) < sup{pB(m)(ﬂ) : mGH} .
\jn * \i=. N
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y observemos gue por ser H acotado este supremo es finito,
Asi{, por Ja hipétesis, existe un disco fuertcmenle cerrado y
~1
acotado ACE tal que

-0
NP vore®  vmen,
nz

pero esto nos dice que si (Ai)s_. me® y m€H

2 t
2 Palm(A ) = Z PalmT) €1

iz

[

Yy por tanto
f’A(m)(ﬂ)s 1 YymeH

que es lo que queriamos probair,

A continuacién enunciamos un resultado gue caracteriza los espa-
cios localmente convexos que tienen la propiedad (B) de Pietsch en
términos de espacios dre medidas, Damos este resultado ya que, aunque
no o vamos a utilizar en lo sucesivo, se paede probar siguiendo ca-

si exactamente la demostracion anterior.

3,02, Proposicidn: Las siguientes alirmaciones son cquivalentes:

(i) 8i fl es nn conjunto no vacio, ¥ un Algebra de subconjun-
tos dedl y HCMI(Z:E) es un acotado, entonces existe un disco cerra-
do y acotado ACE tal que

fA(m)(ﬂ).S 1 Ym€H
(ii) Existe un conjunto L (infinito) y un élgebra infinita
S de subconjuntos de £l tal que si e M (£:E) es un acotado entonces
existe un disco cerrado y acotarlo ACE verificando
f’A(m)(ﬂ)$ i vmen

(iii) E tiene la propiedad (B) de Pietsch,
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Obsérvese que la proposiciédn anterior no es exactamente una ge-
neralizacién del lema 3.,11l., ya que en la condicién (ii) de éste,
B(X;E) est& contenido pero no es necesariamente igual a Tn(z;zﬁ)

(Observacién 1.22.).

Estamos ya en condiciones de caracterizar cuéndo S(X:E) y B(X;E)

son infratonelados:

J.1}. Teorema: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) S{£;E) es infratonelado
(ii) B(X:E) es infratonelado
(iii) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
(a) ¥ es finito y E es infratonelado

(b) E es W-infratonelado.

Demostracién: (i) => (i1): Se verifica por ser S(Z;E) un subespacio
denso de B(f;E).

(1i) = (ii1): Si1 B(X{E) es infratonelado, por la propo
sicibn 3.10., E es infratonelado. Ademfs, si J cs infinito se veri-
fica (ii) del lema 3.11. ya que si HCB(TI;B) es una familia fuerte
mente acotada, por ser B(I;E) 1nrratone1adé‘ H es equicontinua, y sn
tonces, por la proposicién 3}.7. existe un disco fuertemente cerrado
y equicontinuo (por tanto fuertemente acotado) AC E' tal que

Palm)in) €1 vmeH
Asi, de)l lema 3,11. se sigue que Eé tiene la propiedad (B) de Pietsch
y por tanto E es {(-infratonelado.
(iii) = (i): En la hipbtesis (a), por la proposicién

3.9., es claro ‘que S(Y;E) es infratonclado. Supongamos que E es
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K -infratonelado y sea HC B(L:E) una ramilia fuertemente acot;da.
Como Eé tiene la propiedad (B) de Pietsch, por el lema 3}.11,, exis-
te un disco fuertemente cerrado y acotado BC E' tal que

fu(m)(.fl)é 1 VYmEH
Pero, como E es infratonelado, B es equicontinuo, y as{, de la pro-
posicidén }.7. se deduce que H es equicontinua. Por tanto S(Xz;B) es

infratonelado.

4, Infratonelacién en C (X;E) y en otrus espacios,
<

En la presente seccion X serd un espacio topolbégico localmente

compacto,

Nuestio objetivo fundamecntal es caracterizar cuéndo el espacio
CC(X;E) es infratonelado, pero una vez hecho esto, como consecuen-
cin, podremos caracterizar también cudndo son infratonelados otros

espacios de funciones conlinuas,

Denotaremos por C (X;E) al espacio vectorial de las funciones
‘continuas de X en E que se anulan en cl infinito, e,d., #GCO(X;E) st
y sdlo si# es una funcion continua de X en E tal que para cada se-
minorma continua p en E cxiste un compacto KC X tal que

pldix))g 1 VXEX \ K.
Salvo indicacién en contra supondremos CO(X:E) dotado de la topolo-
gia de la convergencia uniforme, e.d. de la topologfa de e.l.c., de-
finida por la familia de seminormas { it “p : p es seminorma conti-

nua en E}. donde
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“*“p = suap {p(¢(x) : x€x} v#eco(xgg).

4,1. Observaciones: (1) Es obvio que si X es compacto entonces

C(X;E)} = CC(X;B) = CO(X;E). y ademids las topologias que hemos defi-
nido en estos espacius coinciden,

(2) Si X no es compacto es conocido (y fhcil de
probar) que si denotamos por x* a la compactificacién de Alexandroff
de X (a X le afindimos un punto<o¢.x 1lamado con frecuencia infinito)
entonces CO(X:E) es topollgicamente isomorfo al subespacioc de

¢(X*;E) formado por las funciones ¢€C(X*:B) tales que ${w)=0,

h,2, Ejemplos: EL conjunto de los nimeros naturales, N, dotado de
la topologfa discreta es un espacio localmente compacto, y por tan-
to tiene sentido considerar los espacios Co(N;B) y CcﬂN:E). Obser-
vemos que el primero coincide con el que definimos en la seccidn 2
como cO(E). El segundo, que es un subespacio de co(E). es el de las

sucesiones eventualmente nulas, y lo notaremos por coo(E)'

4,3, Proposicién: Cc(x) y E son (topolégicamente isomorfos a) sub-
espacios complementados de Cc(X;E). Mis concretamente: si x€X,
Cc(x;E) es topoldégicamente isomorfo a cc(xI[x);s)eas. donde

C XN {xEE) es el subESpagio de C_(X;E) formado por las funciones

¢€CC(X;E) tales que ¢(x)=0.

Demostracidn: Podemos proceder de forma andloga a como hicimos en
ia proposicién 3.10.: Sea x€X, recc(x) tal que f{x)=1, eOEE y e' €E'

tales gque (eo,d> =1, Consideremos las siguientes aplicaciones:

Tr 'l“x T Te

e
E —— C_(X;E) —— E c (x) _—, € (X;E) —— C_(X)
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donde T (e)=C(.)e; T (§)-d(x); T, (gl=gl.le_ y T, ()= {d(.),e'>

o

cualesquiera que sean e€E, QeCC(X;E) y gecc(x). Es fhcil comprobar
que estas aplicaciones son lineales y continuas y que ademAs veri-
fican TXO’I‘rzlE ' TfOT =1

xITr(E) T (E) ° Te"'Teﬂcc(x) y

Te* Tolr_c_xn=r_te_0x))

donde IE' ITr(E)'

etc, son las respectivas identidades. Y de aqui
se sigue inmediatamente que E y CC(X) son topolégicamente isomorfos
a subespacios complementados de CC(X;E). En el primer caso tenemos

andemis que Cc(x;E) es topoldgicamente isomorfo a Ker(TX)Q'Tx(CC(X;E))

y observemos que Ker(Tx)=Cc(X“(xkE) y Tx(Cc(X;E))zE.

4.4, Nota: En particular si X no es compacto y X* es 1la compactifi-
cacidén de Alexandroff de X, de la proposicibén anterior y de 4.1.(2)
se deduce que C(X":E) es topoldgicamente isomorfo a CO(X;E)Q E. Y si
tomamos X= N resulta, por 4.2,, que CON*;E) es topoldgicamente iso-

morfo a co(E)Q E.

De forma sndloga a la proposicién 4.3, se puede probar la si-

guiente

4,5. Proposicidn: CO(X) y E son (topolbgicamente isomorfos a) sub-

espacios complementados de CO(X;E).

4,6. Notaciones y observaciones: Como es habitual denotaremos por

CC(X)QE y CO(X)®E a los subespacios de Cc(X;E) y CO(X;E) engendra
dos por las familias {f(.)e : feC_(X), e€E} y

{f(.)e : fGCo(X). eGE} respactivamente, .



-32-

Salvo que indiquemos Jo contrario supondremos estos espacios dota-
dos de la topologia inducida por CO(X;E).

Es claro que se verifican los siguientes contenidos:

CC(X)O ECCC(X;E)CCO(X;E)
C(X)IQECC (X)QECC (XSE)

Ademads es conocido (y fracil dec probar) que CC(X)QE es denso en
CO(X;E) y asi cada uno de los espacios anteriores es un subespacio
denso de aquél en que estd contenido., Se sigue de esto que los dua-
les de los espacios CC(X)QE, C()(X)@E y CO(X;E) coinciden con el de
CC(X;E), que ya estudiamos en la seccidn 1,

También es conocido que lLos productos tensoriales Cc(X)QE y
CO(X)Q E se pueden interpretar, dentro de la teoria general de pro-
ductos tensoriales, como (-tensor productos (Oé_) de los espacios
C.(X) (o C (X)) vy E ({16) pag. 286). Sin embargo en general esto no
nos seré necesario.

Si BCE es un disco denotaremos
(dec_(x:E) = d(x)cn}

{pec_(xie) :+ fx)c}

n

c _(x:n)
<

C (Xx;B)
s ]

1

4,7, Lema: Sea meM(X;E') y sea BCE un disco. Entonces

pplm)(X) = sup { |j‘x¢ am| : ec_(XB)NC (XIQE)} & + o0

Demostracidén: Por el lema 3.5.
sup [ISx?dm l : *GCC(X;B)(\(CC(X)QE)} £ pB(m)(X).
Por otra parte, dado £>0, (Ai );. C ;B(x) una particibn de X

y (ei)‘:'c B, por !la regularidad de m, para cada i1 existe un compac-~

to K.C A, tal que Im_ J(A . NK, )¢ £ , donde |m l es la variacidn
i i e, 1 i 2n ci

1
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de la medida escalar me * De nuevo por 1a regularidad de m, y por
i
ser X localmente compacto, existe una familia finita (Gi)'“ de abier
= =

tos cvelativamente compactos y disjuntos tales que

. £ ) .
G, DK, vy hnp'," (('i.\ Ki) < 3= bara cada i.

Por ser X localmente compacto (y por tanto completamente regular),
para cada i existe fiGC(X) tal que fi(X)C[O..l]. fi(l(i)={1} y

f.(X\(‘.i):{O} {por tanto £, tiene soporte compacto). Claramente

™2

c.lfi(.)e.lﬁ CC(X)QE. donde ¢ = signo(fx r, dmei) . Ademds, como

n
por la construccidn de (fi) se tiene Z (cif‘i(x)l £ 1 para todo x€X,

n
por ser B un disco, se tiene _Zc.f‘(.)eiﬁ CC(X;B). Por otra parte

(37}

La}

Ms -
)

o
it

[,
e, ma)>] - .‘,Z.lmei(Ai)l < ’i(Ki)l + £ ¢

3
i rf, dm_ ~ S\ X dm lf rf, dm l +
\ Sx ey xR x be

£
) E n
Imeil (Gi\ Ki)+ Z‘gx l‘i tlmci|+-i £ 'zci,ri(')ei dm + ¢ £

i X =

N1 s

<

-
s

N\m

"
"

N

‘s

< sup{lg 4) (Iml :*ECC(X;H)(\(CC(X)@E)} + €.
X .

-
Por tanto, tomando supremo entre las familias finitas (ei), C B se
=

tiene

pA pB(m(Ai)) £ sup { l jx ¢ dm l : #GCC(X;B,n(Cc(X)Q El} + ¢

LT
y tomando supremo entre las particiones [initas de X en conjuntos

de DBorel

pn(m)(X) £ sup{‘ s‘x ¢ dml : 4€CC(X;ﬂ)f\(CC(X)®E)) + &€

Asi, se deduce 1a igualdad del enunciado,
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4.8. Teorema: En M(X;E'), el dnal de C_(X;E), coinciden las siguien
tes topologias:

(a) Blc (x:8), € (X;E))

(b) PBic_(x:E) , C_(X:E))

{c) g(cc(x;s)' . C(X)BF)

(4) BC (X:EN , € (X)@E)

(e) La topologfa inducida por la topologfia usual de 'm.(x;Ei).

(f) La topologia inducida por B(B(& (X);E) , B(B(X):E)).

Demostracién: Por ser Cc(X;E) y CO(X)QE subespacios de CO(X;E) la
topologia Q(CC(X;E)' . CO(X;E)) es mAs fina que las topologias
{Z(cc(x;t-:)’. € _(X:E)) y ﬂ(cc(x;!:)' » C(X)®E), y por la misma razén
cualquiera de éstas es mAs fina que la topologia ﬁ(CC(X;E)uCc(X)OE).
Por el lema anterior la topologia (S(CC(X;E)' ' CC(X)® E) es mas fi-
na que la topologia inducida por la topologia usual de ﬂl(X;E&). Co
mo consecuencia del teorema 3.6. la topologia p(B(eP (X):EY,B(B(X)E)
coincide con la topologia inducida por la topologia usual de
m(oP(X):E'p). y por la definicidn, ésta induce enm(X;E&) su topolo
gia usual, por tanto ’m(X;E'p) y @(B(@(X):E)' . B(®(X);E)) inducen
en CC(X;E)' 1la misma topologfa, Por dGltimo la topologfa inducida por
F\(B(‘B(X):E)' s B{EF (X);E)) es mls Cina que la topologia

ﬁ(CC(X:E)' . CO(X;E)) ya que CO(X;E) es un subespacio de B(e«P(X):E),

As{ queda claro que todas estas topologias coinciden en Cc(X;E)'.

4.9, Proposicidn: Sea HCCC(X;E)' = M(X;E'). Las siguientes afirmacio

nes son cquivalentes:
{L) N es equicontinua en CC(X;E)

{(i1) H es equicontinua en B(B(X);E)



(iii) Existe alguna seminorma continua p en E tal que
me(X) £1 vmeEH
(iv) Existe algin disco equicontinuo ACE' (que podemos su
poner S(E\E)-cerrado) tal que

FA(m)(X)él YmEH,

Demosiracién: (i) => (ii): Si Il es equicontinua en CC(X;E) existe un

disco entorno de cero UCE tal que

‘ Sx P am | <1t vmell  vdec (X;u)

Entonces del lema 4.7. se deduce
pU(m)(X) <\ vmel

Y esto, por el lema }.5. nos dice

py{m) (X) = sup “ gx ¢ am | - 1>eu(.3(x);u)} {1 vmeH,

es decir H es equicontinua en B(B (X):E).

(ii) = (i) es claro ya que C_(X;E) es un subespacio de
B(-8 (X):E).
(ii),(iii) y (iv) son ecquivalentes por la proposicién

3.7.

.10, Teorema: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) CC(X:E) es infratonelado
€ii) Se verifica alguna de las condiciones siguientes:
(a) X es finito y E es infratonelado

(b) E es M -infratonelado.

Demostracidn: (i) = (ii): Por la proposicidn &.3. si CC(X;E) es in-

fratonelado entonces E es infratonelado. Por tanto sélo hemos de
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probar que si CC(X;E). es infratonelado y X es infinito entonces Eé
tiene la propiedad (B) de Pietsch: Sea (xn)cx una sucesidén de pun-

= ' . Ly
tos distintos y sea F= [(eni)n : iel} un acotado de { (EF)' Por 1.15.

¢
{ b3 £ (.)e. : kEN, iel} es un subconjunto de M(X;E')=C (X;E).
ase X ni c

L3
AdemAs, procediendo con 1a Familia ( ng (.)e;‘i : k€ IN, 161} de for
not

ma anfloga a como hicimos en (ii)=H(tii) de la demostracidéon de 3.11,

%
con la familia {Z SA (.)e'"i . kEN, iEI}, y baséndonos ahora en el
nz} n

teorema 4.8. en vez de en el teorema 3.6., se prueba sin dificultad

«
que la familia {st (.)e'“i : k€ NN, iGI}‘ es (;(CC(X;E)';CC(X;E))-

net n
-acotada, Ahora bien, como suponemos CC(X;E) infratonelado, se deduce
que es equicontinua. Entonces, por la proposicidn anterior, existe
.mn disco ACE' equicontinuo (y por tanto fuertemente acotado) y t‘ues
temente cerrado tal quec

. f’“( f Sx (.)e;‘i)(x)sn VkE IN, Vi6l
n

nesa

Procediendo de nuevo como en (ii) = (iii) de }.11. se prueba que Eé

tienc la propiedad (B) de Pietsch.

(ii) = (i): Supongamos que se verifica (ii) y sea HCCC(X;E)'
una familia @(CC(X;E)',CC(X;E))-acotnda. Por el teorema .8, H es
B(B(c@(X):E)’.B(o?(X);E))-acotada. y por la hipbétesis y por el teo-

‘ rema J}.13., B(Q(X):E) es infratonelado. Por tantoc H es equicontinua
en B(P (X);E). Entonces, de la proposicidén anterior se deduce que H
es equicontinua en Cc(X:E). As{ queda probado que CC(X;E) es infra-

tonelado,
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4,11, Corolario: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) C(K;E) es infratonelado para todo espacio topoldgico
compacto K.

{b) Existe un cspacio topolbégico compacto e infinito K tal
que C(K;E) es infratonelado.

(c) E es ¥-infratonelndo.
Demostracién: Es consecuencia inmediata del teorema anterior.

4.12. Corolario: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
(a) X es finito y E es infratonelado
{(b) E ¢s K—inl'ratonelado
(ii) CC(X:E) es infratonelado
(iii) CO(X;B) es infratonelado
(iv) CO(X)Q E es infratonelado

(v) Cc(X)QE es infratonelado

Demostracion: Es consecucencia inmedinta del teorema h.10. y del teo

rema 4.8,

Hasta ahora hemos supucsto sicmpre CC(X;E) dotado de la topolo-
gia de la convergencin uniforme, Oitra topologia natural que se pue-
de considerar en CC(X;E) es la topologia limite inductivo que defi-
mos a continuacibén: Seca K(X) la Cfamilia de los subconjuntos compac
tos de X, Para cada K€f{\/(X) denotaremos CK(X;E) al espaciu de las
funciones ¢€CC(X;E) tales que snp(t}))c K, donde como siempre sop(+)

cs el soporte de 4’. Consideremos CK(X:E) dotado de la topologia de |
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la convergencia uniforme. Llamaremos topologia limite inductivo en
Cc(X;B) y denotaremas por L a la topologia localmente convexa final
en CC(X;E) para la familia de aplicaciones {iK B KGJ((X)}, donde 1K

es la inyeccidn canénica de CK(X;E) en CC(X;E).

4.13. Observaciones: (1) En Lo definicién de la topologi{a L podemos

prescindir de 1os compiactos K con interior vacio ya que para éstos
CK(X;E):{()).
(4
(2) si KE¢<(X) y dcnotamos por K al interior de
K, es fAcil comprobar que
*
(,K(X;I',) = {?eL(X;h) : 4)()(\!():[0]}

y que CK(X;E) es Lopologicamente isomorfo a CO(R;E).

El resultado siguiente es andlogo a un lema de De la Fuente [4]

que puede verse por ejemplo en [25] pag. 52,

4,14, Lema: Sea K£X compaclo, entonces la aplicacidén reatriccidn
PK : (CC(X;E),L) — C{K;E)
¢ b

es lineal, continua, abierta sobre su imagen, y de imagen densa.

Demostiacién: Es trivial que FK es Lineal y continua. Sea Im(fK) la

imagen por p, de CC(X;E). Como toda funcidn FEC(K) admite alguna ex

tensién continua FGCC(X), es claro que lm(fK)DC(K)OE. y por tanto
lm(PK) es un subespacio denso de C(K;E). Por daltimo PK es abierta
sobre su imagen: Sea UCZCC(X;E) un entorno de cero para la topologia

L y sea Ko un subconjunto compacto de X tal que ROD K. Por ser U un

;=1

entorno de cero para la topologia L, 1K0(U)={+€U : sop(é)c KO} es un

enlorno de cero para la topologia de la convergencia uniforme en
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Cx (X;E), e.d. existe una seminorma continua p en E tal que
o

(»)  {dec, (X:E) : p(dix)) <1 vxex Jc[deu : sop(d)ck } =izt (u)
Ko ) Ko

Entonces
{decir:E) + p(bx)) <1 vxek} N 1m(p,)
es un ecntorno de cero en lm(FK), y ademéas

H’ec(x;n) : p(¢(x))<1 Vxex} M Im(PK)Cf’K(U)

ya que si f€lm(fK) existe §5ecc(x;E) extensibn continua de W, y si
ademis

p(¥(x)}){ ¥xeK
y definimos C - [xex : p(?(x)); 1}, existe una funcién real y conti
nva I tal que r(x)c([o,il, f(ClJ(X‘\RO))z{O} y f(K):[l‘; tomando
Y- (PG, se tiene

Vec, (X:iE), L@ =¥ vy p((x))L1 vxex,
o

por tanto, por (%), ﬂ((‘?)-‘f'é fK(U)-

h.15, Corolario: Si (CC(X;E),L) es infratonelado (resp. tonelado),
y K es un subconjunto compacto de X, entonces C{K;E) es infratonela

do (resp. tonelado).

Demostracion: Es una consccuencia inmediata del lema anterior tenien
do en cuenta que si un e.,1,c. E tiene algiun subespacio inCratonelado
{(resp. tonelado) y denso, entonces E es infratonelado (resp. tone-

lado).

h,1G, Teorema: lLas signientes afirmaciones son equivalentes:
(i) (("C(X;l‘l),l,) es o inlratone lado

(ii) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
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(a) X estéd dotado de su topologfa discreta y E es infra-
tonelado

(b) E es *(—inrratonelndo

Demostracidén: (i) =» (ii): Por el corolario anterior, si (CC(X;E).L)
es infratonelndo entonces C(K;E) es infratonelado para todo compacto
KC X. Entonces, por ¢l teorema 4,10,, E es infratonelado. Ademés,
por ser X localmente compacto, si no es discreto, tiene algin sub-
conjunto compacto e infinito, y entonces del corolario 4.11. se si-
gue que E es @(-infra(onu]ado.

(ii) 2> (i): Si X es discreto entonces (Cc(X;E),L) coin

cide algebraica y topoldgicamente con @ E, y por tanto, si E es in.
X pls

(ratonelado, se sigue que (CC(X;E),L) es infratonelado,

Si E es Q(—inrra'onelado, del corolario 4.12, se deduce que
CO(R;E) es infratonelado para cualquier subconjunto compacto K de X,
y entonces de la observacion 4.13. y de la definicidén de 1a topolo-

gia L se deduce que (CC(X;E).L) ¢s infratonelado.

5. C(X;E) infratonelado.

En la presente seccidon X serf un espacio topolbgico completamen
te regular, En algunas acasiones (y 1o indicaremos expresamente) su

pondremos que X ¢s incluso tocalmente compacto,

Vamos a caracterizar culndo el capacio c.l.c. C(X;E) es infrato
nelado. Para ello recordemos rapidamente la caracterjzacién dada

por Warner t}?] en el caso escalar:
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5.1, Definicién: Diremos que CCX e¢s un subconjunto relativamente

scudacompaclo warncrjano de X =i toda funcidén rcal definida en X, no
negativa, semicontinua inferiormente y acotada en los subconjuntos

compactos de X estid acotada en C.

5.2, Teorema [37]: C(X) es infratonelado si y sbélo si todo subconjun

to relativamente seudocompacto warneriano de X es relativamente com-

pacto.

Damos ahora un lema andlogo al 4.7, Para ello introducimos las

siguientes

5.3. Notaciones: Dcnotaremos por cb(x) al espacio vectorial de las

funciones continuas, escalares y acotadas definidas en X.

Como es habitual denotaremos por cb(x)es y C(X)®E a los subes
pacios de C{X;E) engendrados por las familias {rcre : FeC, (X}, eGE}
y {f(.)e : rec(x), eGE}, respectivamente.

Si BCE es un disco denotaremos por C(X;B) al conjunto

{decix:E)Y : $(x)c B}

5.%. Lema: Sea BCE un (isco, srca mEM"(X;E') = C(X:E) y sea K el
soporte de m, sop{m), entonces

pB(m)(X) B h”(m)(l() - Sup {,J ¢dm| : éGC(X;E) y ¢(K)C B}:
X
= Sup Hj $ am| : dec(xsu)] - Sup [|I ¢ am| : pelc, (xI@EINC(X;B)})
X X

Y por tanto

‘I &thu14|%ﬁuﬂ(X) si Qec(x;s) y +(K)C 8.
X

.-

Demostracidén: Por la definicidén de soporte de una medida es claro
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que
Py(m)(X) = py(m)(K)

Ademés, por el lema 3.5.,
\[x¢am| - ‘SK¢dml$pB(m)(K) =i $ec(x;E) y HKics,
y por tanto se tiene
py(m)(K) 3 Sup {[fx¢ dm| : pec(x;E) y f(xIeB})
> sup “‘x‘b dml : gec(x;p)} 3 sup [| Ix.g, am | @ delc, (XIBEINC(X;B)]
Por Gltimo la igualdad
Sup {Ijx¢dmf : $6(C, (X) QEIOC(X;B)} = pylm)(K)
se prueba mediante una demostracion andloga a la de 4.7.

Acabamos de hacer uso, en el lema anterior, de la definicidn que
dimos en la seccidn | de soportc de una forma lineal (o medida)
mEC (X;E). Para caraclervizar algunos subconjuntos de C(X:E) conviene

dar la siguiente

5.5 Definicidén: Sea He C(X;EY = NO(X;E'). llamaremos soporte de H y

notaremos sop(H) a la clausura en X del conjunto

L_)sop(m)

mEH

5.6. Observaciones: Observemos que se verifican los siguientes con-

tenidos:
CLIXIBECC(X) ®ECC(X;E)
y si ademds X es localmente compacto podemos afadir

CC(X)QECCO(X)@ECCO(X;E)CC(X:E)



y CC(X)®ECCC(X;E)CCU(X;E)CC(X;E)

En esta seccidn vamos a considerar todos estos subespacios de
C(X;E) dotados de Ja topologin inducida por C{(X;E), es decir de la
topologia compacto-abierta, y para evitar ambigliedades utilizaremos
la letra F:parn designar esta topologia. Podriamos considerar estos
productos tensorinles con esta topologia dentro del marco general
de la teoria de productos tensoriales topolégicos ({16} pag. 286),
pero, al igual que en 4.6., en general prescindiremos de esta inter-
pretacibn.

Es un resultado conocido, y no ¢s dificil de probar, que todos
estos espacios que cstamos considerando son densos en C{(X;E), y por

tanto sus duales coinciden con C(X;F) = MO(X;E').

A continuacion caractlerizaremos los subconjuntos fuertemente aco
tados de C(X;E). Dehemos sefialar que Schmets [ 30) ya probd que si
HC C(X;E)' es fuertemente acotado enlonces el soporte de I, sop(Hl),

es un relativamentle scudocovompacto warneriano de X.

5.7. Proposicién: Sea HC C(X;E)" = MO(X;E'), entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) H es ﬁ(C(X;E)aC(X;E))—acotado
(ii) ¥ es P(C(X;E)'.(C(X)GE.K))—acotndo
(iii) Wes BCXE) C (X) OB, K))-acotado
(iv) Se verifican las dos condiciones siguientes:
(a) sop(fl) es un relativamente scudocompacto warne-
tiano de X
() H estd acotada en YHU(X;E&)

: s AN
Ademhs, si X es localmente compacto, las afirmaciones anteriores
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son equivalentes a cualquiera de las siguientes:
(v) Il es r@(c(x;m)'.(co(x;s).K))-acotado

(vi) 1tes JCOGEY, (¢ (X)®E, K))-acotado
(vii) H es rl(c(x;s)‘.(cc(x;l-:).K))-acotado

(viii) I es ‘S(C(X;E)'.(CC(X)GJE,K))—acotado

Demostracidén: Por ser cado cspacio subespacio del anterior, las si-
guientes implicaciones son ctaras:

(i) = (i) =>(iii),
y si X es locaimenlte compacto, .

(i) 2 (v) = (vi) = (viii) vy

(i) =2 (v) =(vii) = (viii)

Veremos ahora que si se verifica (iii) (resp. (viii) si X es 1o
calmente compacto) entonces se veritica (iv): Si BCE es un disco
acotado, es claro que (Cb(X)QE)nC(X:B) (resp. (Cc(X)OE) Nci{x;n)
si X es localmente compacto) es un acotado de C(X;E}, y entonces del
lema 5.4, (resp. del tema 4.7.) se sigue que si se verifica {(iii)
(resp. (viii)) entonces so verifica la parte (b) de (iv); ademés se
verifica 1a parte (a): Sea g una funcién real, no negativa y semicon
tinua inferiormente definida en X. Supongamos que g no est& acotada
en sop{H): si para cada n€ N denotamos por G al abierto g'((n,®))
se tiecne G"ﬂ sop(ll) # ¥, y por tanto existe m €H tal que

G"/\sop(mn) f [
Enntonces por la proposicién L.11l. existe n"eoP(x). I-'inC G" tal que
mn(B“)fl,_ Por ianto existe eueE tal que '(_e“,mn(H“)>| S n+l, Por
ia regularidad de m existe un compacto KnC Bn y un abierto G;“DBn

tales que Im (6 NK ) ¢ L donde Im | es la variacién de 1la
ne n n 2 ne
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medida escalar me Y mne(A)= (e.mn(A)) para todo A€ F(X) y todo
n

e€E, Es claro que podemos suponer G;.c Gn (y G'n relativamente compac
to si X es localmente compacto). Sea rnecb(x) (si X es localmente
compacto f €C_(X)) tal que rn(x)c:[o.n ' rn(xn)={1} y fn(X\G'n)=l°"

Para cada n€ IN se tiene

l gx [‘n(.)e" dmnl = iKG'\K fn dmpe  * mnen(xn) ‘ =
n o n

lgGl\K rn dmne" N mnen(nn) - mne (BH\KH)[ %
n n

>/ ‘mnen(Bn)] - l len\Kn f" dmnen - mnen(Bn\ KTI)I %

>/ n+l - (\mnen| (dn \Kn) + lmne“l (Bn\ Kn)) ) n
Entonces, como suponemos Il ﬂ(C(X;Ey.(Ch(X)C)E,4<))—acotada {resp.
ﬁ(C(X;E)'.(Cc(X)@E.‘K))-acotada si X ex localmente compacto), he-
mos de concluir que la sucesidn (l‘"(.)en) no estd acotada en C(X;E).
En particular existe un compacto KC X tal que [n(-’.]N ' fn(K),‘[D}}
es infinito, y como inGN : fn(l()f'o}} C {nGN : GnnK # ﬂ). de la
definicidn de Gn se deduce que g no estéd acotada en K. As{ podemos
conciuir que sop(ill) es un relativamente seudocompacto warneriano de
X,

Ya sé6lo queda probar:

(iv) = (i): Supongamos que Hc C(X;E) verifica la condicién (a)
y la condicién {b) de (iv), Sea ACC(X;E) un acotado. 5i p es una
seminorma continua en E podemos escribiv

gix) = sup{p(&(x)) : 4>€A} { 4+ oo Yx€ X .
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Entonces como g estd definida como supremo de una familia de funcio
nes continuas podemos afirmar ([8] pAg. 85) que es una funcién real
no negativa semicontinua inCeriormentce. Ademés como A es un acotado
de C(X;E), g estA acotada en los subconjuntos compactos de X. Por
tanto, como sop(lt) es un relativamente seudocompacto warneriano de
X, se concluye que g esti acotada en sop(ll}, y as{i

Alsop(i)) = LJ disop(n))
dea

es un acotado de E, Sea D la envoltura absolutamente convexa de

A{sop(H))., Por la condicidén (b) existe Mp tal que
p“(m)(X) < M" VmEH
v entonces, por el lema 5.4,
lj $ dm ‘ § py(m) (X < My VEA  VmeH.
X

Por tanto H es ?(C(X;EV.C(X:E))-acotado.
La proposicidén suguiente se debe a Schmets []0]5

5.8, Proposicién [30): Una familia NHc C(X:E) = MO(X;E') es equicon-

tinua si y sdlo si verifica las dos condiciones siguientes:
(i) El1 soporte de H, sop(ll), es un subconjunto compacto
de X.
(ii) Exisle alguna seminorma continua p en E tal que

me(X)S 1 YmeEN

Al igual que¢ el lema &.l%., el siguiente resultado es andlogo
al tema de De lo tuente [4] que aparece on {25] phg. 52. So prueba

de modo similar,
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5.9. Lema: Sea Ko X un compacto, entonces la aplicacidn restriccién
FK: C(X;E) —— C(K;E) es lineal, continua, abierta sobre su imagen,

y de imagen densa,

La sigulente proposicién es andloga a las proposiciones 3,10, y

4.3,

5.10. Proposicidén: C(X) y E son {topoldgicamente isomorfos a) sub-

espacios complementados de C(X;E).

Finalmente podecmos ya caracterizar cudndo C(X;E) es infratonela

do.

5.11, Teorema: Las siguientes afirmacionecs son equivalentes :
{i) C(X;E) es infratonelado
(ii) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
{(a) X es scudofinito (c.d, tos Gnicos subconjuntos
compactos de X son los subconjuntos finitos) y
E es infratonelado

(b) C(X) es infratonelado y E es kétnfratonelado.

Dewmostracidn: (i) = (ii): Si C(X;E) es infratonelado, por la propo-
sicibébn anterior, C(X) y E son infratonelados, Ademés, si X tiene al
g4n subcenjunto compacto e infinito K, como por el lema 5.9. C(K;E)
es in{ratonelado, se deduce del corolario &.,01. que E es é(—infratg
nelado,

(ii) =(i): Si X as seudofinito entonces C(X;E) esté
dotado de la topologia de la convergencin simple, y para esta topo-

togia va probd Schmets ([27] Th. Vv.3.2.) que si E es infratonelado
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entonces C(X;E) también lo es.

Supongamos ahora que C(X) es infratonelado y E es K-infratone-
lado y sea Hc C(X:E) wuna familia fuertemente acotada. Por la propo
sicidén 5.7. sop(H) es un relativamente seudocompacto warneriano de
X, pero como C(X) es infratonelado. por el teorema 5.2. podemos afir
mar que sop{H) = K es un compacto. Por otra parte, si m€H y denota-
mos por m, a la restriccion de m a oB(K). por 5.7. v 4.8, es claro
que HK= {mK : mEH] es un subconjunto fuertemente acotado de C(K;E);
= M(K;E') ya que

pu(mR)(K) = pﬂ(m)(K) E pu(m)(X)
para todo m€EH y para todo BCE rdisco acotado. Entonces, como por
4,10, C(K;E) es infratonelado, la familia HK es equicontinua, y asf,
por la proposicién 4.9., existe una seminorma continua p en E tal
que

vme(K) <1 vinEH
y por tanto

me(X) = me(K) = meK(K)é 1 Vm6H

Y as{f de la proposicidn 5.8. se sigue que H es equicontinua. Por tan

to C(X;E) es infratonelado.

Como consecuencia inmodiata del tcorema anterior y del corelario

5,11, se deduce el siguiente resultado que ya dimos en [19]:

5.12, Corolario: Sea X tal que C(X) es infratonelado y sea @X la

compactificacion de Stone-Cech de X. Supongamos que C(pX;E) es infra

toneclado. Entonces C(X;E) es infratonelado.
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5.13, Corolario: lLas siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) C(X;E) es infratonelaco
(ii) Se verifica alguna de las condiciones siguientes:
(a) X es seudofinito y E es infratonelado.
(b) C(X) es infratonelado y E es -infratonelado.
(iii) (C(X)@E,¥K) es infratonelado,
(iv) (Cb(X)QE,K) es infratonelado,
Si ademds X es localmente compacto, las afirmaciones anteriores
son equivalentes a cualquiera de las siguientes:
(v) (CC(X)QE.K) es infratonetado.
(vi) (CO(X)QE.«) es infratounelado,
(vii) (CC(X:E).K) es infratonelado.

(viii) (CO(X:E),K) es infratonelado.

Demostracidén: Es consecuencia inmediata del teorema anterior y de

la proposicién 5.7.



CAPITULO 111: Tonetacidn en C(X;E) y en otros espacios de

funciones vectoriales,

En este capitnio vamos a estudiar en qué condiciones son tonela
dos los espacios que hemos ido definiendo a lo largo de los dos ca-
pitulos anteriores.

Si F es un e,l,c,, determinar si F o8 tonelado es determinar si
las familias puntnalmente acotadas de F' son equicontinuas. Si ya
sabemos que F ¢s infratonelado nuestro problema se reduce a determi
nar si las familias puntualmente acotadas de F' son fuertemente aco
tadas, ya que éstas, a! ser F infratonelado, ya sabemos que son equi
continuas. Siguiendo esta idea, como en el capitulo anterior estudig
mos cuadndo son infratonelados los espacios que tratamos en este ca-
pitulo, uno de los objetivos fundamentales que perseguimos ahora es
determinar en qué condiciones las familias puntualmente acotadas de
estos espacios son fuertemente acotadas {(6.10. y 7.3.).

Veremos en este capilulo que muchos de los resultados que obtu-
vimos en el capitulo anterior al tratar el caso infratonelado admi-
ten formuiaciones andlogas cn ¢l problema que tratamos ahora, Concre
tamente veremos que una buena parte de los resultados del capitulo
anterior son vAlidos si sustituimos "infratonelado" por "tonelado",
No obstante hay fque senalar qu; csto no e3 ciarto ni mucho menos pa
ra todos los resultados (Observaciédn 7.5.).

Por Oltimo podemos indicar que en este capitulo en concreto ca-

racterizamos (teorema 6.12.) culnde co(E) es tonelado: Veremos que

la caracterizaciéon que dan Marquina y Sanz Serna [1?] de cuédndo



co(E) es tonelado imponiendo condictones adicionales de completitud

al espacio E, es cierta en el caso general,

6., C(X;E) tonelado,

En la presente seccidon X serd un espacia topolégico completamel;l
te regular.

Vamos a caraclerizar cuando el espacio C{(X;E) es tonelado. Para
ello conviene recordar primero la caracterzacién dada por Nachbin

[ 22) y Shirota [3'}] en el caso escalar:

0.1, Definicidén: Diremos que Cc X es un subconjunto relativamente

seudocompacto de X =i toda funcidén real y continua definida en X es

td acotadn en C,.

6.2. Teorema [22 33): C(X) es tonelado si y sé6lo si tode subconjunto

relativamente seundocompaclio Je X es relativamente compacto,

En ¢l caso vectorial Schmets (‘}0] ha obtenido el siguiente resul

tado:

6.3. Propsicioén [3()]: Si IICC(X;E)' cs puntuaimenle acotada entonces

el soporte de N, sop(ll}), es un subconjunto relativamente seudocom

pacto de X,

La proposicidén anterior nos permite dar una primera caracteriza-
cion de cuaAndo C(X;E) es tonelado,
Como en secciones anteriores si K es un subconjunto compacto de

X denotnaremos por f a la apticacidén restriccién de C(X;E) en C(K;E)-.



Naturalmente supondremos la imagen de fK' [m(FK), dotada de la topo

logia inducida por C{(K;E).

0.4, Proposicidn: Las siguienles afirmaciones son voquivalentes:

(i) C(X;E) es tonelado.
(ii) C(X) es tonelado e lm(f’K) es tonelado para todo subconjunto

compacto K de X.

Demostracidn: (i) = (ii) e¢s consecuencia inmediata de 5.9, y 5.10,
(ii) = (i): Supongamos que se verifica (ii) y sea

He C(X;E) una familia puntuaimente acotada., Por la proposicion ante

rior y por 6.2,, sop(H) e¢s un compacto de X. Notemos sop(H)=K. Para

cada mEH denotamos por me a la restriccidn de la medida m a (P(K).

Es claro que (m m(-llllcC(K;E)' = Im((JK)'. Ademis {mK : mG!I} es pun-

K
~
tualmente acotada en lm(t’K) ya que si #GC(K;E) y $EC(XIiE) es una ex

tensién de b se tiene
(:;.m) B Ix}:dm - 51(4) dm, = (4"MK>

para todo m€il. Asi, por la hipdélesis, H mEH} es una familia equi

l“K
continua on lm(FK). e.d, existe una seminorma continua p en E tal

que
fedomst < el YmeH vberm(p)
y entonces, si ‘{JGC(X;E) se tiene
Leyam> ] - ‘(le""x >l S“"‘)’K“p = “‘V“Kp

para cada m€N, Por tanto 1l ¢s5 equicontinua en C(X;E).

IIna consecuencia sencilla de la proposicién anterior es el si-

guiente resultado que ya dimos en [l‘)]:



6.5. Corolarjio: Sea X tal que C(X)} es tonelado y sea PX la compacti

o
ficacién de Stone-Cech de X. Supongawmos que C(FX;E) es tonelado. En

tonces C{X;E) es tonclado.

Demostracion: Si Kc X es un compacto denotaremos por fK a la aplica
L]
cidn restricciédn de C(X;E) en C(K;E) y por FK a la aplicacidon res-
L . ¢

triccidn de C(#X;E) en C(K;E), Obsérvese que Im( PK) es un subespacio
de Tm( eK), y ademds, como !m((-’:‘):)C(K)@E. es un subespacio denso.
Por otra parte si C(PX;E) es tonetado, de 5.9. se sigue que Im((:()
es . tnmbjién tonelado, y por Lanto, por ser un subespacio denso de
Im(FK). lm(PK) también I, es. Entonces de la proposicion anterior

se sigue inmediatamente el vesultado,

60.6. Notaciones: Sea K un compacto, A un abierto de X y BCE un dis

co. Ya introdujimos la notacién:
cikiB) = {fec(kir) : dK)cn]
Introducimos ahora las siguientes:
c, (ki) = {deciiin) (ks a)=(o}}
(K;B) es el subceonjunto de C{Ki;B) formado por las apli

caciones del tipo

Zri(')ci

cee

donde (ri)l,':'c C{K), (oi),'j cBy JYTr.(L)y£1 y ri(t);o vteK, 1£1i¢n.
3 L% ) j"

QjA(K;B) es ol subconjunto de (\>(K;B) formado por las

aplicaciones del lipo

™Ms

f.(.)e,
i i

-
donde (17,)
i ey

c C(K), (ni)_"_ c By £ (kK~NA)=fo) ¥y Zri(t) €1y £,(t)0
= R j:u . b v
YtEK 1<¢ign,
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es decir GL(K:iB) = ¢, (K:i) N alK:n).

6.7. Lema: Sea K un compacto, A K abierto, (GJ)“ un recubrimiento

g=r
abierto de A v 1} un disco de E, entonces

~ 5 T
€ (Kim) & > € (ki)
2 G,
J J
Demostracion: Sea Q’GCA(K;U) y p una sceminorma continua en E, Defini

mos G = {tEK s p(dlu)) g l/)}. Por ser +(K) compacto existe (ti)::. C K

tal que si tomamos u:i:é(li) y Ili:{ehE : p(e—ci)<)/]}, se tiene

$xrc Us

Y]

-1
it Sen Air. + ("i)' Observemos que si Ain (’o# ¥, tomando

lEAin (‘-0 podemos escribir

ple Jop(Ple 1) & pldle, ) —$(e)) + pld(e1)2/3

Como 1Aif'\(;i : 04 j€n, L£ik m} es un recubrimiento abierto de

K, existe (f,.) particidn continua de la unidad en K subordinada a

-

{Aiﬂ(;i : 04¢5én, Iéiém}

Claramente se tiene Y 5 . ,(.)ei € qu (K:B), pero ademds, si

"l:l s U Jfl i
i

-

é i)::‘ rio(()p(ci) + ;

tEK

Pp

Zfi‘i(t)ei-&(i))é p(.Z‘. r. (L)e‘) + p( pa rij(t)ei—¢(t))$

L j:o =

~s

r rii(t),,(ci~¢(«))<2/3 + 1/ = 1.

o =1

"

6.8, Corolario: Sea K un compacto y BCE un disco, entonces

C(K;D) C (\)(K;n)

Mas aan, si B es cerrado

K1) = ©(K;n)
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Demostracidén: Es consccuencia inmediata del lema anterior,

6.9, Lema: Sea K un compacto, BCE un disco acotado, Ac K un abier-
to v He C{K:EY wuna familia no acotada cn CA(K;H). Supongamos que
E cs tal que toda familia puntualmente acotada de E° ¢s Cuertemente
acotada. Entonces se verifica al menos una de las dos afirmaciones
siguientes:

(a) H no ¢s puntualmente acotada en C(K;E)

(b) Si tEA, H no estd acolada en C (K:;B)

ANt}

Demostracion: Supongamos que se verifica la hipdtesis y que H no ve
rifica {(a). Vamos a probar que entonces se verifica (b): Observemos
que si fEC(K) es no nula entonces E es lLopoldgicamente isomorfo al
subespacio de C(K;E) rormado por las funciones del tipo f(.)e, con
c€E. Sen LEA y ruec(x) tal que l'o(t) i, ro(K\A):\O] y ro(x)c[o.u.
Foda funcidn &ECA(K:U) se puede escribir de la forma

£,00800) + ($)-r ()

donde ?(.)-fo(.)¢(t)€ C (K;28), y por tanto

ANt}

(®) ctkimrcfr (e : een} + ¢ } (K32m)

AN{t
Como H no verifica (a), en particular H es puntualmente acotada en
lfo(.)c : QGE}. v al scr esle subespacio de C{K;E) isomorfo a E de-
ducimos que H esta acoiada en \rn(.)e : e€RB}, pues toda familia
puntualmente acotada de E' es fuertemonte acotada. Entonces de (#)
y de que !l no estAd acotada en CA(K:B) se deduce que H no estd aco-

tada en C (K;B). Por tanto se verifica (b).

ANt}

60.10. Teorema: bLas siguientes afirmaciones son equivalenles:
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(i) Toda familia puniualmente acotada de E' ¢s8 fuertemente
acotada
(ii) Toda familia puntualmente acotada de CO(E)' es fuerte-
mente acotada
(iii) Si K es un compaclo, toda familia puntualmente acotada
de C(K;E) @es fuertlemente acotada
(iv) Existe un compacto K tal que toda familia puntualmente

acotada de C(K;E)' 63 fucertemente acotada.

Demostracidn: (i) = (ii): Supongamos que se verifica (i) y sea
"
llcco(l-‘,)' c Q,(Eig,) una familia puntualmente acotlada. Supongamos que
H no es fuertemente acotada: existe, por 2.1,., un disco nscotado B
de E tal que
a0
. . al > = 4
{1} sup ‘ :Z;l p"(c‘.n) : (¢ ")(-,II }
Para cada k€ IN denotarcmos por W, a la k-ésima proyeccién cand-

k

nica de EL(E‘;) sobre E. Es claro gue T"k(ll):llkc E' os puntualmente
acotada y, por (i), fuertemente acotada para todo k€ N. En particu-
lar, si k€ N

sup [I(e.ﬂk((o'")))l : e€l, (:.-’")(-:II} = aup ‘pn(e') : e GIIR} {4t
Por tanto para cada k€ IN existe Mk> 0 tal que

LY
2y L opytel ) gMy V(e Jeil

ns

o
Por otra parte, por (1), existe (e'.:)Gll tal que Zp“(e‘r:)> 1,
ny

y entonces existe n,€ N tal que

ay oo
v e
"Z_:' P“(G")> t y n-§l pll(en)< J
- Y

Por (1) v (2} e¢s claro que

[ o0
sup leu(c;‘) : (e;‘)eu} = 4 o0

"z "1+



y asi existe (@'2)EH tal que > p”(e'l) >2(2+4M_+1). Y por tanto po-
n nratt n L

demos tomar n.LG N, n,_>nl tal que

ﬂl o
S op et >a(2iM 41)  y 2 polet)l
n:ﬂ‘*l B n " n:ﬂ{l B n

Por induccidn podemos construir una sucesidn creciente de nimeros

naturales ‘“j) y una sucesién ((e'r'i)n).CH tales que

ﬂj .
(3) S pplelt) > itisM +1) y
nn, +14 n “j"x
J-1
o0 '_
(h) Elp”(t‘d)(l
"“E J.

para todo j€ N, i3 2.

De (3) se deduce gue existe una sucesidn (en)c.ﬂ tal que

L]
“
H P . .
(5) i (en.en> >J(J+H“.:l) si jJEW, j>2
mnzn, 44 '
-t
Definimos entonces f":e si 1&né n
y J2 2.

n,oy f =]"-e“ si r}:lSnénJ
Claramente (fn)ecO(E). Pero, por (4) y (5), si j3 2 se
Liene:

[ . "L ) "1 w0 ]
BT P L [ R SN SO MR TN SRR MO 13 B
n . i n:nJ-
J J-L . o )
‘“‘é—_‘;ffn.e’}l‘)\ - f(;:l. I<rn’c|,'!>l - “:\;-*l|<fn.e::ll>l %
2 (e 'v';l)l - M, -1 )

. -t

it

csto es absurdo ya que hahinmos supnesto I puntualmente acotada,

(ii) = {(i): Es conseccuencia inmediata de que E es un subespacio
complementado de c()(E) (h.5.).

{(ii) = (iii): Como acabamos de ver que (i) y (ii) son equiva-
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lentes, supondremos que se verifica (i) y (ii) y probaremos que en-
tonces se verifica {(iii). Haremos csto en dos partes: primero res~
tringiéndonos a compactos metrizables, y luego en general.

(a) Si K es un compacto mctrizable entonces toda familia pun-
tualmente acotada de C{(K;E)' e¢s fuertemente acotada:

Sca Hz:C(K;E)' una familia no fuertemente acotada, entonces exis
te un acotado AC C(K;E) tal que tl no esLd acolada en A, Si 1llamamos

I a la envoltura absolutamente convexa de A(K)= k_} ¢(K) es claro
€A

que B es un disco acotado de E y yue W no estid acotada en C(K;B).
Fijada una métrica en K existe una familia Cinita (Aii;de abier
tos de K con diametro (diam(Ai)) menor que 1, que recubre K. Por

el lema 6,7.

c(K;B) C 'S":cA (x;n)

=y i
y entonces, como H no estd acotada en C(K;B)}, concluimos que H no

estA acotada en CA.(K;H) para algin iﬁ{l.....n}. Definimos G

1,

I

iy
Por induccidén podemos construir una sucesién (Gn) de abiertos de K,

L
encajados, tal que diam(ﬂn)<:' vy H no esté acoteda en C_ (K;B) pa-
n

ra todo n€ N, Como 1lim diam(Gn)=0. f\ Gn consta a lo mads de un pun-
n n

Lo; por tanto, por el lema anterior, o bien H no es puntualmente

acotada, que s 1o que queremos probar, o bien, tomando

@ =6 \(MNa ) vne N,
n n mom
tenemos
(6) f\u'n = ¢
n
y (7) para todo n€E N I no esti acotada en CG‘(K;B).
n

. u
Asi, por el lema 6.7., para cada j€ IN existe mj€n, (ezlllc By
S
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. K.
(r !, € C(K) tales que

. L7R .
(8) r;'(t);o, ){l‘.‘(l)Sl y I‘:(K\(‘-'j)=[0} si t€K, je N, igi¢lk

i
K "
y 9 J<2 e, ] > 2l
=y N J
Entonces, "tomando bloques'", podemos encontrar una sucesidén cre-
ciente de nimerss naturales ("i)' unia sucesion (mi)C"' una sucesién

(l'“)nc C{K) de funciones no negativas, y una sucesién (e“)cn, tales

que para cada j€ N {(tomando no-:()) se Licne:

" .
(10) I( S r (.)u“.mi>l > zlJ

+1n
nsn,
L
n
v (11) ﬁ r (t)¢r y £ A(kG'-10) si t6K y n, +1¢nén,.
' aen 41 " n J -1 §
-L

Definimos
S
Co(E) ————— C(K;E)

oo . "i
ix) —— 3 L 5 ¢ (ox )
n =t 2 nte b1 n n
l_

S estd bien definida, es decir si (xn)Gco(E) entonces
= "y
3 —( b3 r(.)x)ec(xza).
n n

J':t b na nj_lft

en elfecto: si LEK, por (6), existe j,€ IN tal que t¢G"i y como
Je

«'.'J.cn'j $i § > jo, e sigue
- Je
w0 io b
—l—( Zl(t,)x)—z—‘ il‘(t)x)
J“' z n:n lQl n n j" Z' nrn, + n
2 X | |
por tanto X 7( pxl Fn(.)xn) cs una aplicaciéon de K en E; ademés
\j=i 2 n-n‘._l*i

es continua va que si p es una scminorma continua en E existe jielN

tal que
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"

= i oo
1 i
v ( Z L( Z—‘ (‘n(i)xn)) é Z 7i SPHP p(xm) =-_—_—Lsup p(xm) < T
j!jt H n:nl._"ﬂ- i'JI. 2 m 2% m 3
para todo tEK, y entoncaes si L,€K, por la continuidad de
j;i . a:
z pra £ (.)x
j:l 2 a=n +4 n n
!
existe un entorno de t, en K, Ut , Lal que
0

et 24\ to

‘i(l { 3 ) L
p (JZ — ( Z’“(rn(t)—rn(t,, )) xn) ¢ 7 Veey
4

por tanto, si t€U

Lo
oo " pinid §
E - E 3]
i .

it n;
(£ (2

< p -
i 2 nzn

=1 +
i h

l(rn(u-rnuo ))xn)) ' p(;f = | Lo (t)xn}) +

j: ZJ ) ¢
+ p (N1 5 (m-\i_}tr"““ ), ) 1.

Queda asi probado que S cstd bien definida. Ademids es claro que es

lineal, Y es continua: si p ¢S una seminorma conlinua en E

=n, +¢ O
nnl_‘

re(d
A . <
“ S((xn))“p = Sup {p(‘g Y ( r (t)xn ) 3 tGK}

oc
¢ 5 2 sup p(x ) = sup plx)
=& 2 n n n n

Por taunto {mos : m€ll} [ CO(E)'.

Si delinimos

‘si . E€nén,
ci ~ { en si nj-l+l n nJ
n .
O sindn. 0 ndn; +1
> % §-1

se tiene (ci‘)"ﬁcu(E) pora todo j€ N, y ademas, como eJ;IGB para todo
(n,jle N, ((e':l)n). es una sucesién acotada de ¢ (E). Sin embargo,

i

por (a),



SO -

n,

‘,m‘ic5>l = l(—'—- b l‘i(.)ej.m‘i)l > 2i

Potan 4+t
27 “]-l.

| <y

para todo j€ N, Por tanto {m-s : mGH} no es fuertemente acotada y,
por 1a hipétesis (ii), no es puntunaimente acotada en co(E). Entonces
es claro que H no es puntualmenie acotada en C(K;E).

Queda asf probado (a).

(b) Si K es un compacto entonces toda familia puntualmente aco-
tada de C(K:E) cs fuertemente acotada. En cfecto:

Sea He C(K:E}Y wuna familia no (ucrtemente acotada. Procediendo
como hicimos al comienzo de 1a demostracidn de (a) podemos afirmar
que existe un disco acotado BCE tal que Y no estd acotada en C(K;B),
Entonces, por el corolario 6,8., U no estd acotada en (§%K;B), e.d.
existe vna sucesion (Qn)c:'\uK;H) tal que H no esta acotada en (*nl
Sea T 1a topologia inicial en K para la sucesiodn (¢“). Como T es
una topologia menos fina que la original de K, K con la topologia T
es un espacio compacto. Ademas I es una topologia seudometrizable,
ya gque cada ¢n toma sus valores ecn un cspacio de dimension (inita y
por tanlo metrizable. Supongamos que d es una seudométrica en K que
define la tvpologia I' y consideremos la aplicacion

w : (K, T) —m K/R
t — []
donde t, R t, si y sélo si d(ty,1,)=-0. Si consideramos en K/R la to-
pologla final para & (e.d. 1a topologia cociente de T para lairela—
cidon de equivalencia R} habremos definido en K/R® una topologia de
espacio métrico compacto, Ademds obscrvemos que si Li,tzeK

iy & b (e )b () Vne N,

Definimos ahora
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T ¢ C(K/HE) ———— C(K;E)
Yo e
Claramente T es una aplicacidon lincal y continua; ademés si para ca-
da n€ N y cada (EK definimus ?"([(])r ¢n(t)' se tieno QnGC(K/R;E) y
%(? )= ¢ . Por tanto {m-ﬁ : n£ll}CC(K/H;E)' es una familia no fuer-
n n
temente acotada, ya que (::Fn) cs una sucesidén acotada en C(K/R;E)
{(pucs (tt") es acotada on C(K:;E)) ¥y
P S Ty - Yue
(¢“,mo > <*",lll> n€e N Y€t
Asi, de (a), se deduce que Vi Familia ‘mo; : meﬂ} no es puntualmente
acotada en C{K/R:E), Por tante i no es punlualmente acotada en el

espacio C{K:E).

(iii) = liv) es trivial

(iv) =2 (i) se deduce inmediatamente de 5.10.

l.a siguiente definicién quedari justiflficada por el teorema que

viene despuds:

6.11, Definicion: Diremos que E cs K—tnnelndn si verifica cualquie

ra de las dos condiciones equivalentes siguientes:

(i) E es Lonetado y k—iui'l‘;\l.onclndo.

(ii}) E es tonetado y Eé tiene la propiedad (B) de Pietsch.
(La equivalencia entre (i) y (ii) es clara por la definicidn de

M—infratonclndu. dada en 2.4.).

6,12, Teorema: Lnas siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) E es K—Innelndn.

(ii) Existe algin compaclo infinito K tal que C(K;E) es tonelado.
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(iii) C(K;E) es tonelado para todo espacio topolégico
compacto K.

(iv) cO(E) es tonelado,

Demostracidén: (i), (ii) y (iii) son ecquivalentes por b,11, y 6.10.
(iii) = (iv): Si N cs 1a compactificacidén de Alexandroffl de N
y se verifica (iii) entonces C(NTE) es tonelado. Y de aqui se dedu-
ce que co(E) cs tonelado, ya gue co(E) es un subespacio complementa
do de CON":E) (h.5.).
(iv) = (i) e= consecuencia inmediata de 2.3. (o 4.12.) y de

6.10,

De los espacios 4<—Lonelados nos ocuparcmos con mis detalle en

la seccion 8.

QLLJ. Teorema: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) C{(X;E) es tomelado
{it) C(X) es tonelado y se verifica alguna de tas dos condicio-
nes siguientes:
(a) X es seudofinito (e.d. los (Gnicos subconjuntos com-
pactos de X son los (initos) y E es tonelado

(b) E es &(rtuualndo

Demostracidn: (i) =>(ii): Si C(X:FE) es tonelado, como por 5.10, C(X)
v E son subespacios complementados de C(X;E), se deduce que C(X) y

E son también tonelados. Ademas, si X no es seudofinito, por el teo
remn 5.11, E es *{-infrﬂlnnnlndn. y por tanto *{—tnnelado.

{ii) =>(i): Supongamos quec C(X) es tonelado.
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Si X es seudofinito, F¢ X es un compacto {(y por tanto un conjug
to finito) y fF es Ja aplicacion restriccidén de C(X;E) en C(F;E), en
tonces lm(fF)=C(F:E) es un espacio topolbgicamente isomorfo a EF.
Por tanlto si E ¢s tonclado entonces lm(f}) cs tonelado, y asi se de
duce de la proposicidén 6.4, que C(X;E) es tonelado.

Si E es ¥ -tonelado y PX es la compactificacién de Stone-Cech de

X sc sigue del teorema anterior que C(FX;E) es tonelado, y entonces,

por el corolario 6.5., es ctiaro aque C(X;E) es tonelado.

Si X es seudofinito la topologia compacto-abierta en C(X;E)} coin
cide con la teopologia de la convergencia simple, y para esta topolg
gia yo probé Schmets ([27] Teorema V.3.3.) que si C(X) y E son tone
lados entonces C(X;E) es tonclado. Debemos por tanto hacer notar que

ta implicacidn (ii){a) = (i) del tcorema antertor era ya conocida,

6.14, Corolario: Las siguientes atirmaciones son equivalentes:

(i) C(X;E) es tonelado
{(ii) C(X) es tonelado v C(K:E) es tonelado para todo subconjunto

compacto K de X,

Demostracion: Es consecuencia inmediata del teorema anterior y del

6.12,

7. C (X;E), IMIZE) vy C (X;E) tonelados,

(8]

7.0. Teorcma: Sea X un espacio topologico localmente compacto, en-

tonces las atirmaciones siguientes son enquivalentes:
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(i) CO(X;E) es tonelado.
(ii) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
(a) X es finito y E es tonelado.

(b)) E e K—tonelvmln.

Demosiracidn: (i) =» (ii): Se deduce inmediatamente del corolario
4,12., teniendo en cuenta que si CO(X;E) es tonelado, por 4.5., en
tonces E es tonelado.
(ii)=>(i): Si X es finito y E es tonelado entonces

C(X;E) = Ex es trivialmente tonctado.

St FE es K—tom-ludn v X es compaclo se deduce del teorema 6.12,
que L‘n(X:E) = C(X:E) cs tonelado.

Si E es K-tone]ado. X no es compacto y x* es 1a compactifica-
cidn de Alexandrotf de X, por el teovema 6,12, C(X*;E) es tonelado,

y entonces como por .M. C(X";E) c¢s topoldgicamente isomorfo a

CO(X;E}@ E, es claro nue CO(X;E) es tonclado.

7.2. Teorema: Sea X umn espacio topoldgico localmente compacto, en-
tonces las afirmaciones siguientes son cquivalentes:
(i) (CC(X;E),L) es tonelado.
(ii) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
(a) X ex =eudofinito y E es tonelado,

{b) E es *\/-Lonciﬂdo.

Demostracidn: (i) = (ii): Se deduce inmmcdiatamente del teorcma
4,16,, teniendo en cuentn que si (C‘_(X;E).l,) es tonelado, por 4,15,
v h.1., entonces E ex tonelado,

(i1) =D (i} Si X os sewlotinito ya hicimos notlar en
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4,16, que (CC(X:E).L) es ®E, y poer tanto es claro que si E es to-
X

nelado entonces (CC(X;E),L) también lo es,
Si E es K-tonelado por el tcorema anterior, 4.13.(2) y la defi

nicidén de la topologia L,(CC(X;E),L) es tonelado.

7.-3. Proposicion: Sea ¥ un Adlgebra de subconjuntos de un cierto con
junto no vacio (L. lLas siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Toda familia puntualmente acotada de B(i;E)' es fuertemen-
te acotada.

(ii) Toda framilia puntualmente acolada de E' es fuertemente aco

tada,

Demostracion: (i) => (ii) es consecuencia inmedintia de gque E es un
subespacio complementado de H(I;E) (3.10,)
(ii) = (i): Primcro probaremos lo siguiente:

(a) Supongamos que toda familia puntualmente acotada de E' es
fuertemente acotadna y sea Hc U(I;EY una familia puntunalmente aco-
tada, entonces {m(A) : wmEH, AGZ} es una familia fuertemente acotada
de E'.

En efcecto: Sea BCE un disco acotado., Para cada f€B(Y) definimos

Ti‘: E ———— B(Y:E)
o ————s f(.)e
Claramente TF es wna aplicacidén lineal v continua. Por tanto para ca
da fen(L), {m.rr : mGH] es una familia puntualmente acotada de E.
Como suponemos que toda familia puntualmente acotada de E' es

fuertemente acotada se deduce que para cada fEB(L) existe Mf> O tal

que
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\(e,mo'rr>] ¢ M, ¥Ymell veen,
Para cada ce€E definimos ahora
T, B(L) ————s B(LIE)
f — f{.)e
Claramente Te es una aplicacion lineatl y continua, Ademés
[mer, : men, e€D |
es una familia puntnalmente acotada de B(3)' ya que si FEB(JY), por
lo qite vimos mds arriba existe M(,) O tal que

I(r.m-Te)l = Jcemet 3] ¢ M Ve€B  VmEH.

Por tanto, como B(Y) es un espacio de Banach, del principio de aco-
tacién uniforme sc deduce que existe M> O tal que

'( }'A.m"l‘e)l = l( XA(.)e.m)| B l(e,m(A))l {M
para todo mEH, todo e€B y todo ACE,

Queda as{ claro que {m(A) : mEN, A(—Z[} es una familia fuertemente
acotada de E.

Probaremos ahora (ii) = {i): Supongamos que se verifica (ii) y
supongamos que exisle una familia neB(g;E) puntuailmente acotada
no fuertemente acotada, Por 3.6, exisxte un disco acotado BCE tal
que Sup gpu(m)(ﬂ) : ml—lll} 40, vy por {(a) existe M>O tal que

(1) {<e.m(A)d] & ™ veED YmeEH VAEY .
Como Sup ‘pn(m)(ﬂ) : m(-.'ll} 00 existe una particidn finita (A’; )::’. de
fl en conjuntos de X, una familia rinita (q:' )::fn y una medida m €H
tal que

™

: 1

L£ l( e‘; omy (A ))I > 1+M.

De nuevo por scr Sup {pn(m)(ﬂ.) : mell} 0 existe ‘je{l.....n‘}tal que
4

qup {p”(m)(l\j ) mE.II} a0, Supongamos sin pérdida de generalidad

sup {pu(ln)(A‘“l) : mGII} 0 . Por (1) se¢e verifica
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no L
v
el motag>l >0
‘:‘ 13 9
. n
Podemos afirmar ahora que existe una particién finita (A:-z‘ )i_L‘ de

1

",
. 2
An, en conjuntos de X, una familia finita (e:' ) €D ¥ una medida

mzeli tal que
: n
Z |<e';_',ml(At)>l > 24M
ieg
Hazonando como antes exisle _iell].....nl} tal que Sup[pﬂ(m)(l\zj ):m€}l}=

. . A 2
=00, y podemos suponer sin pérdida de generalidad Su|){pn(m)(k,,l):m€!i}=
=0, Ademds, por (1),

\'\z—l .

: | ¢ e ym (b Y o,

i=d * ? t
Es claro que reiterando el proceso podemos construir una sucesidn
(A") de conjuntos disjuntos de L, una sucesidn (cn}c B, una sucesidn

creciente {n. ) de mimeros naturales y una sucesidn (m;JC H Lal que

J J
(romando n,=1):
ne4
(2) Zf l<el'|lli(A;‘)>‘ > Vi€ IN
it n, h
§-1

Definimos ahora

T: ¢ (K) ~————» B(I;E)
(8] o0
(x,)) —— “5 XA"(.)xn

I est&d bien definida. En eofecto, como la sucesiébn (An) es de conjun-
tos disjuntos, si (x")e co(E) entonces T((x")) es una aplicaciodon de
fl en E; ademébs ‘l‘((x"))Ell(Z;E) ya gue si p es una seminorma continua
en E existe ng€ N tal que

p(xn)( 1 si nyn,

y por tLanto
n

p('r((x"))(tl— }::L-Y.A

n

(e o
(()x“):p( 2. XA (t)x")é
'

] nz O bl n

£ sup p(x”) <t vied,

ny N,
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Ademés es claro que T es lincal y continua y entonces, por ser H pun
tualmente acotada, {moT H meu} es una familia pnntualmente acotada
de cO(E)u Asi, por la hipdtesis y por ¢l teorema 6,10., tenemos que
[mOT H m€H} es fuertemente acotada.

Por otra parte, si definimos

f":

{signo( < e“.mi(An) > )c" si nén g nj-l.
n

0 ai n”‘_l)n é n)nj-.l
para cada (n,j)e N como (en)c:B, es claro que ((f;)nz. es una su-

cesidén acotada de co(E). Sin embargo, por (?), para cada j€ N

T
. {
((F%)n.mjoT )y = <n£§ signo( { cn,mj(An)> )e“.mJ > =
"j" J-i
= “”; I e, am (A )31 > 4,
-1

y esto esth en contradiccién con que ‘m-T : meﬂ} sea fuertemente aco

tada,

7.4. Teorema: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) B(Y¥;E) es tonelado.
{ii) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
(a) 7 es linita y ¥ es tonelado.

(b) E es ¥-tonelado.

Demostracidn: Es una consecuencic inmediata de la proposiciéon ante-

rior y del teorema 3.173.

7.5. Observacidn: Como ya hemos comentado, 108 resaltados que hemos

obtenido en este capitulo tienen un claro paralelismo con los obte-
.

nidos en el capfitulo anterior, cuando tratibamos el casoc infratone-



tado, Este paralelismo se rompe sin embargo en tres punlos, Veremos
a continuaciéon que las diferencias gque se manifiestan en estos pun-
tos son realmente insalvables, Provienen simplemente de que los pro

blemas tratados son distintos.

1. En el caso infratonelado, al habliar de espacios de funcio-
nes continuas establecimos wna serie de equivalencias que involucrg
ban productos tensoriales. Trasladar la version mis simple de estas
cquivalencias al caso toneladao seria decir lo sjguiente: "Si K es un
espacio topoldgico compacto, C(K;E) es tonelado si y sdlo si C(K)QE
es tonelado'"., Pero esto es rotundamente falso: si tomamos como E el
espacio de Banach tl y como K un cumpacto infinito arbitrario C(K;E)
es un espacio de Banach y por tanto tonelado y sin embargo C(K)®E
o es tonetado ya que es conocido (ver [16] pag. 286) que C(K)®E es
topoldégicamente isomorfo al g-tensor producto, C(K)@ih‘., de los espa-
cins C(K) v E, y Hollstein ([12] Coroloario 2) ha probado que si F

. L
es un espacio de Banach de dimension infinita P@LQ no es tonetado,

2, Vimos en 3,173, que si L es un algebra de subconjuntos de un
cierto conjunto no vacio {L entonces S(E¥;E) es infratonelado si y
s6lo si UB(Z;E) 1o e=x, Esle resnltado no es cierto si sustituimos "in
fratonelado” por "tanelado”, Se sabe que e8 falso incluso en el ca-
so escalar: BY) es siempre un espacio de Banach y por Lanto tonela
do v sin embargo S(Y) es un espacio normado no necesariamenic tone-
1ado (ver [ 7] 1.3, Ejemplo 5.). Si nos rvestringimos a trabajar en
g-agebras ciertamente S{(X) es tonelado (nos lo asegura el teorema
de acotacién de Nikodym)., Podria pensarse que si I e¢s una ¢-alge-

bra S{¥;E) es tonelado si v =s6lo si B(E;E) fo es. Pero ecsto también
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es falso. En efecto: si tomamos como E ¢l nspacia Ql y como I una
s-A1gebra (o un dlgebra) infinita arbitraria, B{X;E) e¢8 un espacio
de Banach y por tanto tonclado,y sin cmbarge S(XZ:E) no es tonelado
ya que es fécil comprobar que S(Yf;E) es topolbégicamente isomorfo a
sS(y) ®‘_E, el g¢-tensor producto de los capacios S($) y E, y entonces
ai suponemos gue 5(¥) 0‘_5 es tonelado, por densidad, concluimos que
nx) 8 E también lo es, pero por el resnltado de Hollstein citado en

el punto anterior, sabemos que n(:)otﬂ‘ no es tonelado,

3. En el caso infratonelado, al tratar de los espacios de l‘unclg
nes continuas sobre espacios topoldgicos X localmente compactos, es-
tablecimos una serie de ecquivalencias gue involucraban a los espa-
cios CC(X;E). C“(X;E). etc. Debemos hacer notar que mientras que el
espacio CC(X) es siempre infratonelado (es normado) no es en general
tomldo (témese p.e. X- K). También convicne observar que mientras
que son equivalentes (5,13.): (i) (CO(X;E).N) es infratonelado,

(ii) (CC(X;E).K) es infratonelado y tiii) (C(X), W) es infratonela

do: (C( K),¥®) es tonclado v sin embargo ni (Cu( X), W) ni (Cc( X))
lo son. Estas diferencias que se muesiran ya tan claramente en el ca
so escalar prueban que no son vilidos los resultados anflogos a 4,12,

Yy 5.13. para el caso tonelado,
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APENDICE A LOS CAPITULOS 1f Y IIi.

8. Espacios K-tonelados. Espacios &-infratonelados.,

En los dos capitulos anteriores los espacios localmente convexos
b(—tone]ados ¥ k@infratonelados han jugado un papel muy fmportant;.
Como hemos visto son (undamentnles cuando queremos caracterizar cuég
do son tonelados o infratonelados distintos espacios de funciones
vectoriales. Por ejemplo resumiendo 2.3. ([17]), 4.11. y G12. pode-
mos escribir:

"Son equivalentes:

(i) E es W-tonelado (resp. ¥-infratonelado)
(ii) Existe un espacio topolégico compacto e infinito X tal
que C(K;E) es tonelado (resp. infratonelado)
(iii) C(K;E) es tonelado (resp. infratonelado) para todo es-
pacio topolbgico compacto K.
(iv) co(B) es tonelado. {resp. infratonelado)."”
Como ya hemos indicado las denominaciones ¥-tonelado y K-infrato-
nelado las hemos dado en parte motivados por este resultado. En esta
linea queremos resaltar que hay otra razém que nos lieva a conside-
rar estas clases de espacios de forma especial:

Cuando nos plantcamos el problema de determinar cuéndo el espa-
cio C(X;E) es tonelado, o simplemente ante el teorema de Nachbin-
-Shirota (6.2.):

"si X es un espacio topolégico completamente regular, entonces

C(X) es tonelado si y s6lo si todo subconjunto relativamente
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seudocompacto de X es relativamente compacto",
surge de forma natural la siguiente pregunta: ;cuAl es la clase de
espacios localmente convexos que pueden sustituir al cuerpo escalar
en el teorema de Nachbin-Shirota?, es decir ¢cu&l es la clase de es
pacios localmente convexos E tal que

"si X es un espacio topoldgico completamente regular entonces
(#) C(X;E) es tonelado si y sélo si todo subconjunto relativamen-
te seudocompacto de X es relativamente compacto"?
(Obsérvese que planteamientos andlogos han llevado a considerar p, e,
108 espacios de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym) .
El teorema 6.13). nos dice que los espacios localmente convexos que
verifican (#) son precisamente los {-tonelados.

Anilogamente los espacios localmente convexos #-infratonelados
desempeiian el mismo papel respecto del teorema de Warner (5.2.), es
decir, los espacios ¥-infratonelados son los espacios localmente
convexos E que verifican (ver 5.11.):

"si X es un espacio topoldgico completamente regular entonces
C(X;E) es infratonelado si y sélo si todo subconjunto relati-
vamente seudocompacto warneriano de X es relativamente com-

pacto",

En esta seccidén nos ocupamos de estudiar estas clases de espa-
cios MK-tonelados y K-infratonelados: de cémo son, de qué propie-
dades tienen, de qué ¢ jemplos podemos dar de ellos, etc. Este emtu-
dio nos va a permitir entre otras cosas resolver algunos problemas
planteados acerca de si determinadas clases de espacios localmente

convexos usuales E (metrizables, (DF)-espacios, etc.) verifican que
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los distintos espacios de funciones con valores en E tratados son

tonelados o infratonelados (8.3., 8.4., 8.5.).

En primer lugar damos un e jemplo obtenido independientemente
por Dierolf [32] y Marquina y Sanz Serna [17]} gque prueba que la cla
se de los espacios & -tonelados (resp. ¥-infratonelados) esté LES
trictamente contenida en la clase de los espacios tonelados (resp.

infratonelados).

8.1. Ejemplo [17,32): Sea E un espacio vectorial de dimensién alge-

braica no contable y considerémoslo dotado de la topologfa de e.l.c.

més fina (e.d. E es del tipo ® K con I un conjunto de cardinal no
1 .

contable). Claramente E e¢s un espacio tonelado (es incluso ultrahoE
noldégico al ser el limite inductivo de sus subespacios de dimensién
finita) y sin embargo Marquina y Sanz Serna [17] probaron que E no
es ni siquiera krinfratonelado (Dierolf [132] prueba directamente
que co(E) no es infratonelado, pero esto, por el resultado de Mar-
quina y Sanz Serna que dimos en 2.)., es equivalente a afirmar que

E no es {-infratonelado).

8.2. Nota: Por el ejemplo anterior queda claro que si denotamos por
€(TY, €(1), E€UK-T) y E(K-I) a las clases de los espacios lo-
calmente convexos tonelados, infratonelados, #-tonelados y ¥K-in-
fratonelados respactivamente, se tiene la siguiente situacién:

B H-T) G B(T) ¢ B(1)

€ (K-1) g E(1)

y adem&s, por la propia definicién de §-tonelado,

€ (K-T) = E(T) NEK-1).



A continuacidén vamos a dar algunos ejemplos de clases importan-
tes de espacios localmente convexos que son H -tonelados o K-infra

tonelados.

8.3, Proposicién: Los espacios metrizables, los (DF)-espacios infra

tonelados y los espacios nucleares infratonelados son Krinfratone-

lados.

Demostracibn: Evidentemente en los tres casos lo Gnico que tenemos
que demostrar es que los duales fuertes de estos espacios tienen la
propiedad (B) de Pietsch. Observemos que segin la definieibdn que da
Pietsch de espacio "dual metric" (0.7.5. de [24]), un (DF)-espacio
es un "dual metric". Entonces del teorema 1.5.8. y de la proposicibn
0.7.6. de [2&] se deduce que si E es un espacio metrizable o un
(DF)-espacio, el dual fuerte de E tiene la propiedad (B) de Pietsch,
5i E es un espacio nuclear e infratonelado, del lema §.3.2. de [24]
se sigue que el dual fuerte de E es nuclear, y entonces, por la rro

posicién 4.2.9. de [24], Eatiene la propiedad (B) de Pietsch.

8.4, Corolario: Los espacios metrizables tonelados, los (DF)-espa-

cios tonelados y los espacios nucleares tonelados son Y-tonelados.

Demostracibén: Se deduce inmediatamente de la proposicién anterior

y de la definicidén de ¥-tonelado,

8.5. Nota: Como ya indicamos en la introduccidn, Schmets 131,32) ha
probado que si C(X) es toneiado (resp. infratonelado) y E es un es-

pacio de Fréchet (resp. metrizable) entonces C(X;E) es tonelado
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(resp. infratonelado). Observemos que el corolario anterior junto
con 6.13. nos permite afirmar mis: si C(X) es tonelado y E es metri
zable y tonelado (no neceéariamente completo) entonces C(X;E) es tg
nelado.

Por otra parte Hollstein en [lﬁ] prueba gque si X es compacto y
£ es un espacio bornolégico nuclecar, o un {DF)-espacio bornolégico,
entonces C(X;E) es infratonelado, y se pregunta si esto es cierto
en condiciones mids generales, Podemos responder afirmativamente. OE
servemos que de los resultados anteriores y de S5.11. y 6.13. se si-
gue que si C(X) es infratonelado (resp. tonelado) y E es un espacio
infratonelado (resp. tonelado) y nuclear, o un (DF)-espacio infratgi
nelado (resp. tonelado), entonces C{X;E) es infratonelado (resp. to

nelado).

Es conocido que si K; y K, son espacios topolégicos compactos
entonces C(K,xK,)y C{K,,C(K,) son dos espacios de Banach isométricos,
El lema que damos a continuacifn es una extensidén sencilla de este

resultado.

8.6. Lema: Sean X4 y X; espacios topoldgicos completamente regula-
res. Entonces C{(X,xX,,E) es topolégicamente isomorfo a un subespacio

denso de C(X,,C(X,,E)}).

Demostracién: Definimos

S: C(X,XX,,E) —> C(X,,C(X,,E)) por
[s(hr0) (5= g x,y)  vdeCiXxx),BE)  Vix.ylexxX,
Por argumentos usuales de compacidad se prueba que S esté& bien defi

nida. Ademas son comprobaciones inmediatas que S es lineal y que es
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un isomorfismo topoldégico sobre su imagen., Finalmente es claro que
la imagen de S es un subespacio denso de C(X,C(X,,E)) ya que con-

tiene a C(X,)@C(X,,E)

El siguiente lema es una aplicaciédn sencilla de los teoremas de

Nachbin-Shirota (6.2.) y Warner (5.2.).

8.7. Lema: Sean X X, espacios topoldgicos completamente regula-
4 Y A2 P g P g
res. Supongamos que C(X,) y C(X;) son tonelados (resp. infratonela-

dos). Entonces C(X,xX,) es tonelado (resp. infratonelado).

Demostracidn: Observemos gque los teoremas 6.2, (Nachbin-Shirota) y
5.2. (Warner) garantizan que basta probar que si los subconjuntos
relativamente seudocompactos (resp. relativamente seudocompactos
warnerianos) de Xy y de X, son relativamente compactos, entonces
los subconjuntos relativamente seudocompactos (resp. relativamente
seudocompactos warnerianos) de X,xX, son relativamente compactos.
Sea CC XXX, un relativamente seudocompacto (resp. relativamen-
te seudocompacto warneriano) y sean mwy nllas proyecciones canéni-
cas de X, XX, sobre X; y sobre X, respectivamente. Si £ es una fun-
cidén real y continua (resp. real, no negativa y semicontinua infe-
riormente) definida en xi entonces fev, es una funcién real y conti
nua (resp. real, no negativa y semicontinua inferiormente) en XyX X,
Por tanto few esth acotada en C y asi f esth acotada en Ww,(C). Que
da as{ probado que T,(C) es un relativamente seudocompacto {(resp.
relativamente seudocompacto warneriano) de X,. An&dlogamente se prue

ba lo mismo para T&(C). Entonces es claro que si C(X;) y C(X,) son

tonelados (resp. infratonelados) entonces C< MW(C)XMI(C) es un re-
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lativamente compacto de xixxl, que es lo que qQueriamos probar.

Aliora podemos dar mAs ejemplos de espacios WK-tonelados y ¥-in-

fratonelados:

8.8. Proposicién: Sea E K-tonelado (resp. ¥-infratonelado) y X un

espacio topoldgico completamente regular, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) C(X) es tonelado (resp. infratonelado)
(ii) C(X;E) es &-tonelado (resp. &-infratomelado).
En particular C(X) es ¥ -tonelado (resp. &-infratonelado) si y

sblo si es tonelado (resp. infratonelado).

Demostracidén: (i) => (ii): Si C(X) es tonelado (resp. infratonelado)
y K es un compacto, por el lema anterior, C(KXX) es tonelado (resp,
infratonelado). Entonces si E es ¥-tonelado (resp. ¥-infratonela-
do) se sigue de 6.13, (resp. de 5.11.) que C(XxX;E) es tonelado
(resp. infratonelado), y por tanto, por B.6., que C(K;C(X;E)) es to
nelado (resp. infratonelado). Ahora bien esto, por 6.12. (resp, 4.1)
nos dice que C(X;E) es ¥-tonelado (resp. K-infratonelado).

(ii) => (i) es trivial.

Vamos a estudiar ahora si los productos, limites inductivos,
etc. de espacios K-tonelados {(resp. ¥-infratonelados) son K-to-

nelados (resp, ¥K-infratonelados).

8.9. Proposicidén: (i) Sea (Ei)iel una familia de espacios localmen-

te convexos, entonces T E, es ¥-tonelado (resp. ¥K-infratonelado)
el
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8i y =6lo si Ei es K-tonelado (resp. K-infratonelado) para todo i€l,
(ii) Si E es ¥-tonelado (resp. ¥-infratonelado) y F es un
subespacio complementado de E, entonces F es ¥-tonelado (resp.
K -intratonelado).
(iii) Si E es ¥K-tonelado (resp. ¥-infratonelado) y F es un
subespacio cerrado de E, entonces E/F es ¥ -tonelado ( reap. W-in-
fratonelado),

(iv) Sea (En) una sucesién de espacios &-tonelados (resp.

§(-infratonelados). entonces & En es ¥-tonelado (resp. *(—infra
N p

tonelado).
(v) Sea E un e.l.c. y F un subespacio denso de E, entonces si
F es ¥-tonelado (resp. ¥K-infratonelado) E es también ¥-tonelado

{(resp. ¥-infratonelado).

Demostracidn: (i) y (ii) son consecuencia inmediata de 612. (resp.

5.11.) y de que si K es compacto y (Ei) es una familia de espa-

i€l

cios localmente convexos entonces C(K; TTE

) es topolégicamente iso
iel -

i
morfo a TVC(K;E. ).
€1 1
(iii): Por el corolario 1 def14), si K es un compacto la aplica
cién canbénica de C{K;E) en C(X;E/F) es lineal, continua y abierta
sobre su imagen, Como ademis su imagen es densa ya que contiene a
C(K)® E/F, se sigue de 6,12, (resp. 4.11.) el resultado.

(iv): Por 6.12, (resp. 4.11.) basta probar que si K es un com-

pactn entonces C(K)@(GBEH) es topoldégicamente isomorfo a
N

D (c(X)@ En). Pero esto se deduce inmediatamente de que si F es
N

un espacio de Banach entonces F &, (GB En) es topolbgicamente isomor,
N
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foa & (FQ&E") (ver [16) 44.5.(6)) y de que como sabemos’C(K)meE
es topJTégicamente isomorfo a C(K)®E ([16) pag. 286).

(v): Es consecuencia inmediata de 6.12. (resp. 4.11,) y de que,
en la hipétesis, si K es compacto, C(K;F) es un subespacio denso de

C{K;E).

J. Mujica en [21] ha probado el siguiente resultado:

8.10 Teorema (21): Sea X un espacio topolégico completamente regular

y E el timite inductivo de una sucesidén creciente (En) de espacios
localmente convexos, entonces, si toda uniédn contable de subconjun-
tos compactos de X es relativamente compacta (en particular si X es
compacto), el limite inductivo de la sucesibn (C(X;En)) es un sub-

espacio topoldgico denso de C(X;E).
Como corolario inmediato podemos dar el siguiente resultado:

8.11. Proposicidén: Si E es limite inductivo de una sucesién crecien

te (E") de espacios [-tonelados (resp. ¥-infratonelados), enton-

ces E es {-tonelado (resp. K-infratonelado).

Demostracidn: Es consecuencia inmediata del teorema anterior y de

6.12. (resp. 4.11.).

8.12. Observaciones: 1. Respecto a la proposicibén anterior y a

8.9.(iv) conviene seilalar que las topologias localmente convexas
finales arbitrarias de espacios ¥-tonelados no son en general ni
siquiera de espacio K-infratonclado. Esto queda claro considerando

el espacio del ejemplo B.1. gque sabemos que no es -infratonelado
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Yy que sin embargo es limite inductivo de sus subespacios de dimen-
sién finita.

2. Un subespacio tonelado (y completo) de un espacio ¥ -tonelado
puede no ser siquiera é{-infratonelado. En efecto: basta considerar
de nuevo el espacio del ejemplo 8.1, que es tonelado, completo, no
K-infratonelado y que (como todo e.l.c.) es un subespacio de un pro
ducto de espacios de Banach (ver [15] 19.9.(1)), ya que por 8.4. y

8.9.(i) sabemos que un producto de espacios de Banach es ¥-tonelado.

8.13. Proposicidén: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) ? K es ¥-tonelado.

(ii) ® K es ¥§-infratonelado.
I
(iii) 1 es contable,

Demostracién: (i) =» (ii) es cierto en general.

(1i) = (iii) es el ejemplo 8.1.

(11i) =»(i) es consecuencia inmediata de la proposicién
8.11. ya que si I es contable, P K es limite inductivo de una su-

cesidén creciente de subespacios suyos de dimensidn finita,

Hasta el momento carecemos de una caracterizacidn de cuéndo un
e.l.c. E es K-infratonclado que venga dada {inicamente por propieda
des del espacio E., Recordemos que en la definicién de espacio K-ir_l
fratonelado intervienen propiedades de su dual fuerte y que en las
distintas caracterizaciones que hemos obtenido hacfamos siempre re-
ferencia a espacios de funciones. Vamos a dar ahora una caracterizg

cidén "interna" de los espacios K-infratonelados.



-82-

Como es habitual si n es un'niimero natural y B es un subconjunto
de E notaremos

n n .
- . o <
B = {(xl,....x")eE H xieﬂ si 1¢ 1511}

8.14, Proposicién: E es K-infratonelado si y s6lo si toda familia

ae de discos acotados de E que verifica:

(i) si \efo,1] y D Dze}ﬂ entonces xnl+(1->«)92<—:3£,

10
(1i) Si BCE es un disco acotado existe A>0 y DEH tales
que JMBcD,
y (iii) Para cada ne N D" es un cerrado de E",
verifica también

(iv) Existe un entorno de cero UcE tal que

" U Vne N,
P4

Demostracién: En 4.2, introdujimos el espacio coo(E) como CC(N;E),
es decir el espacio de las sucesiones eventualmente nulas de E dote
do de la topologia de la convergencia uniforme, En esta demostracibn
vamos a utilizar esencialmente que, por 4.10., E es ¥-infratonelado
si y sbélo si coo(E) es infratonalado.

Si B es un subconjunto de E notaremos

e o(B) = {(x )ec_ (E) : x €B vnc W}

Supongamos que E es K-infratonelado, e.d. que coo(B) es infra-
tonelado, sea K una familia de discos acotados de E que verifica (1),

(ii) y (iii)., Definimos V = k}coo(D). Por (i) v (ii) V es un disco
R

bornfivoro de coo(E)‘ AdeméAs es cerrado: Sea (em)Gv, y sea nE N tal

que em=0 si m» n. Podemos deducir que (ei.....en) [ (V) p" ya que si

p es una seminorma continua en E existe (fm)QV = choo(n) tal que

H
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p(em-fm)< 1 VmE€ N,
y en particular

ple -f )<¢1 si 1S mgn,
m m

y observemos que (fl.....l‘n)GDg para algan DOGR. Como por la hipb-

tesis (iii) Uo™ = U Dn, se deduce que (e,,....e ) U D" y por tan
® 1 n P -

to que (el,....en)GDrl, para algun DIGR. Entonces podemos concluir
=0 si 2n,
que (em)ecoo(vl)cv ya que e =0 si m2n
Hemos probado que V¢ coo(E) es un tonel bornivoro. Entonces, co-
mo cOO(E) es infratonelado, V es un entorno de cero, e.d, existe un
entorno de cero UCE tal que coo(U)CV. Y de la definicibn de V se

sigue inmediatamente que la familia }C verifica la condicién (iv),

Reciprocamente, Sea V¢ coo(E) un tonel bornivoro. Definimos

H = {DCE : D es un disco acotado y coo(D)CV]
La ramilin ® verifica:
(i): s5i Aefo,1], b

1,D2€}{, y (em)ecoo(;\D1+(l—))Dz), es inmediato

1 2 1 2
que (e )= X(emh(l—k)(em) con (e )ec (D ,} y (e )ec  (D,). Entonces
por ser V un disco se deduce que (em)GV. Por tanto )Dl+(1-3)02€3(.

(i1): Se deduce inmediatamente de que V es bornivoro y de que si

BCE es acotado entonces coo(B) es un acotado de coo(E).

(iii): Sea n€E N y seca (el....,en)G U bp"™. Probaremos que C, la en-

P4
voltura equilibrada y convexa de {ei : 14i¢g n}, pertenece a X . ¥

as{ en particular tendremos que (el,...,en)G UD". Sea (fm)ecoo(c)

y sea JEIN tal que fm=0 si m2? j. Sea p una seminorma continua en E,;

n . n
como (el.....en)e U p" existe DO€K, y (51""'gn)€Do tal que
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p(ei—g{)<1 si 1€in

), si 14 m<j exi NS
Como ([‘m)Gcoo((‘), si 14 m<j existen Al' . ')n € X tales que

S S W A ICIPY

m e Ui

Definimos entonces (h _)e€c (E) por
m oo

"
)I’ll a3 é 4
&§1 igi si 1 m$

(V] si m ) j

Claramente (h )J€c_ (D JcV y ademas si 1<$m<j
m 0o o

o n
m m
pif -n) = p(;‘?.'\i(ei‘si)) ¢ igl“ilp(ei_si)<l
y si m) j
p(fm-hm) = p(0) = O.

Con esto queda claro que (fm)€V=V. Por tanto ceX,

De esta forma deducimos de la hipétesis que existe un entorno
de cero U en E tal que

u"c Up" Vné IN
®

Pero de esto y de la definicidn de K se sigue inmediatamente que
coo(U)CV y por tanto que V es un entorno de cero en coo(E)'

Con esto hemos probado gque coo(E) es infratonelado, es decir

que E es K-infratonelado.

Para terminar la seccidén vamos a ver que el hacho de gque un es-
pacio E sea K-infratonelado se traduce en buenas propiedades de
los duales de los espacios B(X;E), ~CC(J(;E). etc, Como se verd estos
resultados son andlogos al obtenido por Marquina y Sanz Serna [17]

¢ of
para co(E) (ver 2.3.): "si £ es ¥-infratonelado entonces co(E)=C(E$)-.
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En lo que sigue { serid un conjunto no vacio,X un Algebra de sub

conjuntos defl y X un espacio topoldgico completamente regular (cuan :

do hagamos referencia a CC(X;E) supondremos que X es también local-
mente compacto).

Vimos en la seccién 1 (1.21.) las siguientes relaciones:

BIL:E) = M(Z;E') € M(x;ER)

(x) cc(x-,s)'= M(x;E')c’m(x;ap

C(X;E) = M_(X;E') C 'mo(x;e‘P)

Recordemos que en este sentido la situacidn en el caso escalar
es sencilla: Los contenidos anteriores son igualdades y entonces los
duales de B(L), CC(X) y C{X) son, respectivamente: TN (X), el espacio
vectorial de las medidas escalares de variacidn finita definidas en
% ; MM(X), el espacio vectorial de las medidas escalares contable-
mente aditivas, regulares y de variacién finita definidas en of (X);
y NIO(X). el espacio vectorial de las medidas escalares contablemeg
te aditivas, regulares, con soporte compacto y de variacién finita
definidas en B(X).

La definicidén de los espacios M(Z:E), M(XE) y THO(X:E) (1.20)
nos sugiere que las generalizacjones naturales de los espacios M(X),
mx) y 7no(x) son los espacios 7“(Z;Eé), ﬂl(x;z}) y nlo(X:E;), y
no los espacios M(I;E'), M(X;E') ¥y MO(X;E'). En estos Gltimos espa-
cios aparece el concepto de "medida que verifica la condicién (C)"
(1.4,) que se distancia notablemente de los conceptos definidos pa-
ra medidas escalares, Observemos también que esta condicidédn (C) vie
ne definida en principio para la topologia en concreto que tenga el
e.,l.c. E y no por el par dual <E,E'>, y por tanto lo mismo les su-

cede a los espacios M(I;E'), M(X;E') y MO(X;E'); en cambio los es~

[P
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pacios nl(i;E;). nl(X;Eé) v 1nb(X;E;) dependen Gnicamente del e, L,c.
Eé y por tanto del par dual <E,E'>,

Es conocido (y ser& una consecuencia de la proposicibn siguien-
te) que si E es un espacio de Banach entonces 1los contenidos de (%)
son igualdades y asi los duales de B(X;E), CC(X;E) y C(X;E) son
ﬂl(Z;EA), 1n(X:EE) y 7“0(X;Eé) respectivamente. Ya hicimos notar (1.22)
que esto no ocurre en general en espacios localmente convexos, Vers
mos a continuacidn que en cambio los espacios localmente convexos
M -infratonelados tienen en este sentido un comportamiento andlogo

a los espacios de Danach.

8.15. Proposicidén: Si E es ¥-infratonelado entonces

B(f;E) = M(Z;E') =M (Z;ER)
cc(x;s)'z M(X;E') =T (X:Ep)

N 1 1
C(X;E) = M_(X;E') = M (X;Eg)

Demostracidén: Como consecuencia de 1,21, lo (nico que debemos pro-
bar es

M(I;E ) C MIEZE' ), MUIX;E) € MIXGE') y M, (X;EL) M (X;E")
Ahora bien, como es claro que si una medida m definida en aR(x) y
con valores en E' es fuertemente ( @ (E'E)) contablemente aditiva
(resp. fuertemente regular) entonces es también débilmente (S(E,E))
contablemente aditiva (resp, débilmente regular), sdlo debemos pro-
bar que si m es de variacidn acotada para la topologia F(EnE) en-
tonces m verifica la condicibén (C). Pero si me1n(éB(X);EA) (o bien
mc?ﬂ(!;Eé)). por el lema 3.11. existe un disco fuertemente cerredo
y acotado ACE' tal que

futm) () €1 (6 putm)(M) £1)
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Y como suponemos E infratonelado, A es equicontinuo, y asf{ de 1. 28,

se deduce que m verifica 1a condicién (C).

B8.16. Observacidén: De la proposicidén anterior y de los tecremas 3.6.

y 4.8. se deduce que si E es ¥-infratonelado y consideramos
M (5:Ep) y M(x:Eg)
dotados de sus topologfas usuales, entonces los espacios
(B(x:EY, B(B(Z;E)N,B(Z:E))) vy (C_(X;E), PlC_(X:E),C (X;E)))
son topolégicamente isomorfos a los espacios
M(L;Es) y M(X;EG)

respectivamente.

9. Tablas resumen de loas capftulos II y III,

LLas tablas que damos a continuscién resumen los resultados fun-
damentales obtenidos en los dos capitulos anteriores,

Obsérvese que la dltima columna de las tablas (a) y (b) recoge
sélo situaciones triviales y gque los casos excluid;s de las tablas

(c) y(d) son igualmente triviales,
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Caso infratonelado

C(X;E) es E es & infratonelado es infratonelado
infratonelado & y 6 y

(X comp. regular) C(X) es infratonelado es seudofinito
C(K;E) es es infratonelado
infratonelado &> |E es ¥infratonelado |6 y

(K compacto) es finito

B(X;E) es es infratonelado
infratonelado & |E es kéinfratonelado & y

(E un Algebra) es finito

S(Z;E) es es infratonelado
infratonelado &> |E es X infratonelado | 6 Yy

(X un &lgebra) es finito

C {(X3E) es es infratonelado
infratonelado &S |E es Kinfratonelado |6 y

(X loc. compacto) es finito

C (X;E) es es infratonelado
infratonelado &S |E es K-infratonelado | & y

(X Loc. compacto) es finito

(¢ (x;E),¥K) es E es 4 infratonelado es infratonelado
infratonelado = & Yy

(X loc. compacto) C(X) es infratonelado es discreto

(C (X;E),K) es E es ¥ infratonelado es infratonelado
infratonelado =3 y 6 y

(X loc. compacta) C(X) es infratonelado es discreto

(C (X;E), L) es es infratonelado
infratonelado &> |E es ¥-infratonelado {6 y

(X loc. compacto)

es

discreto
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Caso tonelado

C(X;E) es E es &-tonelado E es tonelado

N ., |X es seudofinito
onelado y [} y

(X comp. regular) C(X) es tonelado C(X) es tonmelado

C{K;E) es E es tonelado
tonelado E es &-tonelado |& y

(K compacto) K es finito

B{(£;E) es E es tonelado
tonelado E es {-tonelado {0 y

(£ un Algebra) F es finito

CO(X;E) es E es tonelado
tonelado E es &-tonelado |6 y

(X loc. compacto) X es finito

(C_ (X;E),L) es E es tonelado

tonelado E es -tonelado |6 y

(X loc. compacto) X es discreto
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Relacién entre la N-infratonelacidn y la infratonelacibn

de distintos espacios de funciones con valores vectoriales.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i)
(ii)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

(x)

{(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

E es X-infratonelado

Existe un compacto infinito K tal que C(K;E) es infrato-
nelado

Existe un compacto infinito K tal que C(K)®E es infra-
tonelado

C(K:E) es infratonelado para todo compacto K

C(K)®E es infratonelado para todo compacto K

Existe un espacio topoldgico completamente regular no seu
dofinito X tal que C(X;E) es infratonelado

Existe un espacio topolégico completamente regular no seu
dofinito X tal que C{X)®E es irfratonelado

Si X es un espacio topolégico completamente regular y C{X)
es infratonelado entonces C{X;E) es infratonelado

Si X es un espacio topoldgico completamente regular y C(X)
es infratonelado entonces C(X)®E es infratonelado
Existe un Algebra infinita ¥ tal que B(JY;E) es infratone-
lado

Existe un &lgebra infinita X tal que B{(Y)®E es infrato-
nelado

Existe un Algebra infinita ¥ tal que S(I;E) es infratone-
lado

B(L;E) es infratonelado para toda Algebra X

B(Y)®E es infratonelado para toda Algebra %



(xv)

(xvi)

(xvii)

(xviii)

(xix)

(xx)

(xxi)

(xxii)

(xxiii)

(xxiv)

(xxv)

{xxvi)

(xxvii)

{xxviii)

(xxix)
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S(¥;E) es infratonelado para toda Algebra &

co(E) es infratonelado

Existe un espacio topoldgico localmente compacto e infini
to X tal que CO(X;E) es infratonelado

Existe un espacio topoldgico localmente compacto e infini
to X tal que CO(X)G)E es infratonelado

CO(X;E) es infratonelado para todo espacio localmente com
pacto X

CO(X)QB es infratonelado para todo espacio localmente
compacto X

coo(E) es infratonelado

Existe un espacio topolégico localmente compacto e infini
to X tal que CC(X;E) es infratonelado

Existe un espacio topoldgico localmente compacto e infini
to X tal que Cc(x)€>E es infratonelado

CC(X;E) es infratonelado para todo espacio topoldgico lo-
calmente compacto X

CC(X)QDE es infratonelado para todo espacio topolégico lo
calmente compacto X

Existe un espacio topolﬁgico localmente compacto no dis-
creto X tal que (CC(X;E).¥<) es infratonelado

Existe un espacio topolégico localmente compacto no dis-
creto X tal que (C_(X)®E, K) es infratonelado
(CC(X;E),‘() es infratonelado si X es un espacio topold-
gico localmente compacto tal que C(X) es infratonelado
(CC(X)K)E,4<) es infratonelado si X es un espacio topolé-

gico localmente compacto tal que C(X) es infratonelado



(xxx)

{xxxi)

(xxxii)

(xxxiii)

(xxxiv)

(xxxv)

Existe un espacio topoldgico localmente compacto no dis-
creto X tal que (CO(X;E).i<) es infratonelado

Existe un espacio topolégico localmente compacto no dis-
creto X tal que (CO(X)Q E, ) es infratonelado
(CO(X;E).ii) es infratonelado si X es localmente compac-
to y C(X) es infratonelado

(CO(X)GiE.§<) es infratonelado si X es localmente compac
to y C{(X) es infratonctado

Existe un espacio topolégico localmente compacto no dis- .
creto tal que (CC(X;E),L) es infratonelado

(CC(X;E).L) es infratonelado para todo espacio topolégi-

co localmente compacto X,
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(d) Relacidn entre 1la §-tonelacidén y la tonelacidén de distin-

tos espacios de funciones con valores vectoriales.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) E es ¥ -tonelado
(ii) Existe un compacto infinito K tal que C(K;E) es tonelado
(1ii) C{K;E) es tonelado para todo compacto K
(iv) Existe un espacio topolégico completamente regular no seu
dofinito X tal que C(X;E) es tonelado
{v) C(X;E) es tonelado si X es un espacio topoldgico comple-
tamente regular tal que C{(X) es tonelado
(vi) Existe un Algebra infinita I tal que B(LI;E) es tonelado ‘
(vii) B(X;E) es tonelado para toda Algebra %
(viii) Existe un espacio topoldgico localmente compacto e infi-
nito X tal que CO(X;E) es tonelado
(ix) CO(X:E) es tonelado para todo espacio topolégico localmen
te compacto X
{(x) co(E) es tonelado
{xi) Existe un espacio topoldgico localmente compacto no dis-
creto X tal que (CC(X;E),L) es tonelado
(xii) (CC(X;E),L) es tonelado para todo espacio topolégico lo-

calmente compacto X.

SRR

e g
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CAPITULO IV: Otras propiedades de C(X;E).

En este capitulo X ser& un espacio topolégico completamente re-

gular

10, Condiciones necesarias y suficientes para que C(X;E) tenga

una sucesidén fundamental de acotados y para que sea un

(DF)-espacio.

Recordemos que una sucesiédn (Bn) de subconjuntos acotados de un
e.l.c. E se dice fundamental si todo subconjunto acotado de E esté
contenido en alghin conjunto de la sucesién. Si E tiene una sucesidn
fundamental de acotados, aludiendo a la definicién de base de una
bornoclogfa, se dice que "la bornologia de E tiene una base contable",

Es interesante en general determinar si un e.l.c. E tiene una
sucesidén fundamental de acotados (observemos p.e. que en estas con-
diciones el dual fuerte de E, E?. es metrizable), Warner en [37] ca
racteriza de varias formas cudndo el espacio C(X) tiene esta propie
dad. Una de las caracterizaciones que da (seré la que utilicemos no
sotros) es la siguiente: "C(X) tiene una sucesibn fundamental de aco
tados si y s36lo si X es seudocompacto (e.d, toda funcidén real y con

tinua en X esta acotada) y C(X) es secuencialmente completo”,

10.1., Teorema: C(X;E) tiene una sucesidén fundamental de acotados si
y s6lo 8i C(X) y E tienen sucesiones fundamentales de acotados. Més

atn, en este caso, si (B“) es una sucesidn fundamental de acotados



de E entonces (C(X;Bn)) es una sucesidén fundamental de acotados de

C(X;E).

Demostracidn: Como C(X) y E son subespacios complementados de C(X;E)
(5.10.), es claro que si C(X;E) tiene una sucesidn fundamental de
acotados entonces C{(X) y E también tienen sucesiones fundamentales
de acotados,

Para probar el reciproco usaremos la caracterizacién de Warner
dada m4s arriba. Veremos que si C(X) es secuencialmente completo, X
es seudocompacto y (Bn) es una sucesibén fundamental de acotados de
E entonces (C(X;Bn)) es una sucesién fundamental de acotados de
C{X;E). Desde luego (C(X;Bn)) es una sucesidén de acotados de C(X;E).
Supongamos que no es fundamental, e.d. supongamos que existe un aco
tado Ac C(X;E) tal que para cada n€E IN existe x“ex y ¢n€A tales que
fn(xn)¢,Bn. Entonces la sucesién (+n(xn)) no es acotada en E y asf

existe una seminorma continua p en E tal que 1lim p(+n(xn))=+uo. Por
n

tanto podemos extraer una subsucesidn de (¢n(xn))‘ que seguimos no-

tando igual, tal que p(+n(xn)))'n’para todo n€ N, Consideremos ahora

o
la serie de funciones reales y continuas Z_Jip(*n(.)). Como A esté
n=t N

acotado en C(X;E), es una serie de Cauchy en C(X) y por tanto es con

oo
vergente. As{ me deduce que J lip(?n(.))EC(x). Pero esto estéd en
nzg N

contradiccidn con que X sea seudocompacto va que

T o i
I @, (x> :;_p(‘}k(xk)))k VkE N,

n=l

Grothendieck en [11] introdujo la siguiente

10.2, Definicidén: Diremos que E es un (DF)-espacio si:
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(i) E posee una sucesidén fundamental de acotados
y (ii) E es'xo-infratonelado (e.d. todo fuertemente acotado de

E' que es unidén contable de equicontinuos es equicontinuo)

10.3. Observaciones: (1} Es claro que todo espacio infratonelado es

X, -infratonelado.

(2) Por polaridad la condicién (ii) de la defi
nicién anterior es equivalente a la siguiente: "todo X,~tonel borni
voro de E {(e.d. todo tonel bornivoro que es interseccién de una su-

cesibén de discos cerrados entornos de cero) es un entorno de cero.

Warner en [17] caracteriza los espacios X para los que C(X) es

un {(DF)-espacio:

10.4, Teorema [37): C(X) es un (DF)-espacio si y sblo si toda unién

contable de subconjuntos compactos de X es relativamente compacta.

Hollstein, en un trabajo todavia no publicado [14], ha obtenido
ya el resultado que damos a continuacién. Nosotros vamos a dar una
demostracién diferente de la de Hollstein. Veremos que, utilizando
algunos resultados de los capitulos anteriores, se puede dar una dg

mostracién bastante sencilla.

10.5. Teorema [14): C(X;E) es un (DF)-espacio si y sélo si C(X) y E

son (DF)-espacios.

Demostracidén: Por la proposicidén 5,.,10. si C{(X;E) es un (DF)-espacio
entonces C(X) y E también son (DF)-espacios.
Supongamos que C(X) y E son (DF)-espacios . Del teorema 10.1. se

deduce que C{X;E) posee una sucesidn fundamental de acotados, Ade-
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mhs C(X:E) es Xo-infratonelado: Sea (l!n) una sucesidén de subconjun-

tos equicontinuos de C(X:E)' tal que UHn es un fuertemente acota-
n

do. Por la proposicidén 5.8., para cada nE N sop(lln) es un subconjun

to compacto de X, y por tanto, por el teorema anterior
sop(u i ) = \U sop(H )
n n n
n
es un subconjunto compacto de X. Por otra parte, como el dual fuer-
te de un (DF)-espacio tiene la propiedad (B) de Pietsch ([24] 1.58),

del lema 3,11. se deduce que existe un disco fuertemente cerrado y

acotado ACE' tal que
on

fA(m)(X)él Vm g :’,{Hn

Ademis, por 5.8. y 1.27.(2), para cada k€ IN existe un disco equicon

tinuo U, CE' tal que
k A 3

(’Uk(m)(x)sl ¥m g Unn

nel

Yy es claro que podemos tomar Ukc Uk+ para todo k€ N. Entonces, por

L

ad
ser E X -infratonelado, B= U(UknA) es un disco equicontinuo de E';
k=t

y si je N y m€H,, por 1.27.(1),

J'
Pa(m)(X)& Py qy (mI(X) = méx {py (m)(X), py(m)(X)} &1
J i

y por tanto

L od
Pa(mr(x) £ 1 vme Un

nei

o0
de donde, por 5.8. y 1.27.(2), se deduce que Ulln es equicontinuo.

nal

Queda asf probado que C(X;E) es Xo—infratonelado y por tanto un

(DF)-espacio.

Estamos ahora en condiciones de dar dos versiones vectoriales

i -



—Yu-

de un resultado de Warner ([37), Corolario 2, pag. 276):

10.6. Corolario: C(X;E) es un (DF)-espacio infratonelado si y sblo

si X es compacto y E es un (DF)-espacio infratonelado.

Demostracién: Como C(X) y E son subespacios complementados de C{X;E)
(5.10,) es claro que si C(X;E) es un (DF)-espacio infratonelado en-
tonces C(X) y E son (DF)-espacios infratonelados. Ademés Warner pro
b6 ([37)], Corolario 1, pag. 276) que si C(X) es un (DF)-espacio in-
fratonelado entonces X es compacto,

Si E es un (DF)-espacio infratonelado, de 8.3, se sigue que E es
*L—infratonelado, y entonces por el teorema anterior .y por 4,11, se

tiene que si X es compacto C(X:E) es un (DF)-espacio infratonelado.

10.7. Corolario: C(X;E) es un (DF)-espacio tonelado 8i y sdlo si X

es compacto y E es un (DF)-espacio tonelado.

Demostracidn: Se sigue del corolario anterior y de 5.10. que si
C(X;E) es un (DF)-espacio tonelado entonces X es compacto y E es un
(DF)-espacioc tonelado.

Si E es un (DF)-espacic tonelado por 8.4, E es 4<—tonelado. y
entonces es consecuencia de 10.5. y de.6;12. que C(X:E) es un (DF)-

-espacio tonelado para todo compacto X.

11, C(X;E) con la propiedad estricta de Mackey.

En [11] Grothendieck da la siguiente
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11,1, Definicidn: Diremos que un e.l.c, E tiene la propiedad estric

ta de Mackey si para todo acotado ACE existe un disco cerrado y
acotado B< E tal que ACB y tal que las topologias inducidas por £

y por el espacio normado (EB'FB) (ver 1.23,) coinciden en A,

11.2., Nota: Tal como hace notar Grothendieck se puede comprobar fl-
cilmente que la condicién anterior es equivalente a la siguiente:
para todo acotado ACE existe un disco cerrado y acotado BCE tal
que ACB y tal que para cada A>0 existe un entorno de cero U en E

que verifica UMAC B,
Warner [)7] probbé el stguiente resultado:

11.3. Teorema [37]: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) C(X) tiene la propiedad estricta de Mackey
(ii) X es hemicompacto (e.d. existe una sucesién (Km) de sub-
conjuntos compactos de X tal que todo subconjunto compac-
to K de X esth contenido en algin compacto de la sucesibn)

(iii) C{(X) es metrizable.

11.4, Teorema: C(X:E) tiene la propiedad estricta de Mackey si y sé

lo si C(X) y E la tienen.

Demostracidén: Si C(X;E) tiene la propiedad estricta de Mackey enton
ces C(X) y E también la tienen, por ser subespacios suyos (5.10,).
Supongamos ahora que C(X) y E tienen la propiedad estricta de
Mackey, Por el teorema anterior X es hemicompacto, e.d. existe una
sucesidn (Kn) de subconjuntos compactos de X tal que si KCX es com

pacto existe n€E IN tal que Kc:Kn. Queremos probar que C(X;E) tiene *
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la propiedad estricta de Mackey, Sea %’C C(X;E) un acotado: para ca
da n€E N existe un disco acotado Bnc E tal que
$(x B véed}
por tanto
o0
M AR Q {dec(x:E) : $(k dcB ]
Como E tiene la propiedad estricta de Mackey para cada nE N existe
un disco cerrado y acotado B;(:E tal que BnC.B; y tal que si m€ N

existe un disco cerrado entorno de cero Un m verificando
’

Un,mn Bnc ;“-B;‘
Por tanto podemos asegurar que existe una sucesién (UJ) de discos
cerrados entornos de ccro en E tal que si (n,m)€ N'existe JEN veri
ficando
(2) u,nB C LB,

Por ser ﬂ un subconjunto acotado de C(X;E) para cada jE N existe
Xj) 0 tal que

A c A {decinr) : dkpcu} = {fectxir) ¢ (x) c Au;]
y por tanto
o0
() A c N {decixie) : gk c v, )
J'gx J J J
Sea ()ﬁ) una sucesidn de niumeros reales tal que:
(i)}&_izl Vj€ IN;
(ii)/*j?'/\j V€ N;

(iii) 1im /§+ = + 00

J {
y (iv) 1}m /ﬁ = 4+ o0

Definimos
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¥
.
o0 ?
B = €C(X;E) : d(K.)c pu(u.nn' :
4 Q {¢ ;) e pyun J)} :
Es claro queJ es un disco cerrado de C{X;E), Ademids por la buena
propiedad de la sucesién (Kj) y por ser B:i acotado para todo j€ N,
oF es acotado. Por otra parte, por (1), (3), (i) y (ii), @Dﬁ' ya
que B'j:DJ. para todo j€ N, Por Gltimo, si m€ N, por (iii) y (iv),
existe j,€ N tal que h)m (e.d. /—‘-’vj-), ) y},t.)_m si J» j.. Si
,\J " d J
59[1.....3,) , por {2) existe kjelN tal que ‘
i
b s
Uy ﬂBjC ;“Bj :
Definimos entonces
Jo "
W = J(\1 { decxiE) - #(Kj)c m‘anUkj}
Claramente uea un entorno de cero de C{X;E), y ademds si +Eﬁ(\u.
y J2 Jo» por (1) y (3)
KJ)cB.NMU.cB, nkiv, LB’ U,
# jJ BN Ve ng JC% 50U5) |

y si j£Jj.

$(K ) c v nu ne,c AW nv)

J
Por tanto 4,;'-:.8, con lo que queda probado que ﬁnu C;L-£ . As{

se deduce gue efectivamente C(X:E) tiene la propiedad estricta de

Mackey.

12, C(X;E) con la propiedad de aproximacién.

Recordemos que se dice que un e,l,c, E tiene la propiedad de

aproximacibn si la aplicacidén identidad de E en E se puede aproxi-'.
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mar uniformemente sobre los precompactos por aplicaciones lineales

y continuas de rango f(inito.

En 1973 Bierstedt [2) probd, usando té&cnicas de g-productos, que
si C{X) y E son completos y E tiene la propiedad de aproximacién en
tonces C(X;E) tiene la propiedad de aproximacidbn.

El problema general (incluso en el caso escalar) de determinar
cudndo C(X;E) tiene la propiedad de aproximacidn no es resuelto has
ta que Prolla [26), en 1977, usando técnicas de ribrados vectoriales,
prueba que si E tiene la propiedad de aproximacidén entonces C(X3;E)
Lambién la tiene.

Debemos hacer notar que tanto Bierstedt como Prolla atacan el
problema para espacios de Nachbin, de tipo mAs general que C(X;E).
Vamos a comprobar aqui que para el caso concreto que nos ocupa, del
espacio C(X;E), se puede dar una demostracién bastante sencilla y
natural. Simplemente vamos a ver que la demostracién dada por Kithe
([16]1 43.7.(4)) de que C(X) tiene la propiedad de aproximacibn si
X es localmente compacto se puede generalizar fécilmente a C(X;E)

para cspacios X completamente regulares.

12.1., Lema: Si K es un espacio topolbgico compacto y E tiene la pro-
piedad de aproximacidn entonces C(K;E) tiene la propiedad de aproxi

macidn.

Demostracidn: Sea BC C{(K;E) un precompacto y sea p una seminorma
continua en E. Por el teorema de Ascoli B es equicontinuo y por tan
to para cada t€K existe un entorno abierto de t,Ut,tal que

{1) pl 4 (s)-$(t))¢ —'z— Vs€U, .
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{Ut H tEK} es un recubrimiento abierto del compacto K. Sea { Ut
i

i€{],....n}} un subrecubrimiento finito de {U : tGK} . Como para

t
cada t€K la aplicacién SL: C(K;E} —— E definida por St(¢)=§(t) pa
ra todo ¢€C(K;E). es una aplicacién lineal y continua, podemos afir

(2 .
mar gue A= L{St (B) es un subconjunto precompacto de E. Entonces, i
= .

como E tiene la propiedad de aproximacidn, existe una aplicacién 1i
neal y continua de rango finito L: E —— E tal que
(2)  ple-Lle)) < + Ye€A

Sen (fi);L una particidédn continua de la unidad en K subordinada a
¢ )... . Definimos

T: C(K;E) ————— C(K;E) S

4 ——— I oL@ |

T es una composicidédn y suma de aplicaciones lineales y continuas, y
por tanto es linealy continua, AdemAs como L tiene rango finito es H
claro que T tiene rango finito. Por otra parte si ¢€B y t€K, por (1)

y (2) se tiene

PUG(E)-T@ (6)) = p(4le)- Sr (OLde)) =

')

= (I 001 @)) € T e oL@ ) ¢

izL

< T o (O][pdtor-de ep @t )L 1] <1

ird
Con lo cual queda probadoe que podemos aproximar uniformemente
la identidad en el precompacto B, y por tanto que C(K;E) tiene la

propiedad de aproximacidn.

12.2. Teorema [ 26]: C(X;E) tiene la propiedad de aproximacidén si y

sdlo si E la tiene.
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Demostracién: Si C(X;E) tiene ia propiedad de aproximacién emtonces
es claro, por 5.10., que E también la tiene,.

Observemos que C(X;E) est4 dotado de la topologfia inicial para
la familia de aplicaciones {fK : K€ *((X)], donde &kx) es la familia
de los subconjuntos compactos de X y fK es la aplicacién restriccién
de C{X;E) en C(K;E). Ademids, tal como hemos observado otras veces,
la imagen de f,, im(eK), conticne a C(K)®E y por tanto es un subes
pacio denso de C(K;E) para todo K€ K(X). Por G4ltimo sid€C(X;B) y Qfo
es claro que existe K€ K(X) tal que fx(+)f0. Asi la topologia de
C(X;E) es una topologia inicial para la familia {fK : Ke K(X)} del
tipo que llama K&the "reduced locally convex kernel®™ ([15] 19.6. y
[16] pag. 247). Entonces si E tiene la propiedad de aproximacién,
como por el lema anterior C(K;E) tiene la propiedad de aproximacidn
para todo KG*{(X). es claro que por [16] 43.4.7. podemos afirmar que

C(X;E) tiene la propiedad de aproximacibn. -

12.3. Nota: La propiedad de aproximacién que hemos definido més arri
ba es la que se suele denominar propiedad de aproximacién de Grotheg
dieck., También se define a menudo la llamada propiedad de aproxima-
cidn de Schwartz: se dice que E tiene la propiedad de aproximaciédn
de Schwartz si la aplicacidén identidad de E en E se puede aproximar

uniformemente sobre los discos compactos por aplicaciones lineales

y continuas de rango finito.
Es fécil comprobar siguiendo la misma demostracidén que los resul
tados anteriores son también v&lidos para la propiedad de aproxima-

cién de Schwartz.
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C(X;E)
tiene una sucesidn
fundamental de
acotados

c(Xx)
tiene una sucesién
fundamental de
acotados

E
tiene una sucesidn
fundamental de
acotados

C(X;E)
es un (DF)-espacio

c(Xx)
es un (DF)-espacio

E
es un {DF)-espacio

C(X;E)
tiene la propiedad
estricta de Mackey

c(x)
tiene la propiedad
estricta de Mackey]

4
tiene la propiedad
estricta de Mackey

C(X;E)
tiene la propiedad
de aproximacién

E
tiene la propiledad
de aproximacién
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CAPITULO V: C(X;E) y S(L;E) bornolégicos.

En este Gltimo capitulo vamos a estudiar cudndo son bornoldgi-
cos algunos de los espacios tratandos en los capftules 1I y III. Con
cretamente caracterizamos cuidndo son bornolégicos los espacios
S(£;E) y C(X)®E y damos algunos resultados acerca de cuéndo C(X;E)}
es bornoldgico o ultrabornolégico (como siempre suponemos C(X)®E
dotado de la topologia inducida por C(XiE}).

Hay que sefialar que el planteamiento de este capitulo es en par
te andlogo al que ya ha seguido muy recientemente Marquina en [18]
para estudiar cufndo co(E) es bornolédgico.

Como es habitual a lo largo de este capitulo X ser& un espacio

topoldgico completamente regular.

13. S(I;E) vy C(X)®E bornoldégicos.

Para empezar vamos a caracterizar cuidndo S{(I;E) es bornolégico,
Para esto utilizaremos fundamentalmente el teorema 3.1]. en que ca-
racterizamos cuéndo este espacio es infratonelado y el hecho de que
un e.l.c. E es bornolégico si y s6lo si es semibornolégico (e.d.
las formas lineales en E acotadas sobre los acotados son continuas)
e infratonelado (esto se pucde probar fAcilmente, y en cualquier ca

so se deduce inmediatamente de [15] 28.1.(3)).

13.1. Teorema: Sea ¥ un Algebra de subconjuntes de un cierto conjun

to no vacio {} . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-
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tes:

(i) S(L:E) es bornolégico

(ii) Se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
(a) X es finito y E es bornolébgico

{b) E es bornolégico y W-infratonelado.

Demostracidon: (i) =>{(ii) es consecuencia inmediata de }.13. y 3.10.
(1i) =2 (i): Por 3.9. es claro que si se vérifica (a)
entonces S(Y¥;E) es bornolégico. Sivse verifica (b), por 3.13., el
espacio S(Z;E) es infratonelado, y por tanto para probar que es bor
noldgico basta demostrar que es semibornolégico. Sea T una forma li
neal en S(Y;E) que transforma acotados en acotados. Dado e€E y A€EY

definimos

Le,m(A)> = I('XA(.)Q).

Es claro que para cada A€EL m(A) es una forma lineal en E que trans
forma acotados en acotados. Como suponemos E bornolbgico se deduce
que m(A)EE' . Asf{ es f&cil comprobar que m es una medida en & con va
lores en E'., Ademi&s m es de variacidén acotada para la topologfa fuer
te ﬁ(EﬂE): si B es un disco acotado de E (ver 3.5.)

py(m @)= sup {1 [ ¢ am| : des@iai}= sup{leg,ool: pesin],
y el Giltimo supremo es [inito ya fque T transforma acotados en acota
dos, Por tanto menl(Z;E;). y como por 8.15, ﬂl(:;s&):s(z;nf deduci -
mos que T€ES(E:E) pues

I ¢ dm = L, T véeES(S;E),
n

A continuacién vamos a caracterizar cuédndo C{K)®E {con K com-

pacto) es bornolégico. Seguiremos un planteamiecnto anflogo al del

"
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teorema anterior.

Recuérdese que coo(E) (ya definido en 4.2,) es el espacio de las
sucesiones eventualmente nulas de E dotado de la topologia de la con
vergencia uniforme,

Se podr& observar la analogia de (iv) del teorema siguiente y

8.14,

13.2, Teorema: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) E es K-infratonelado y bornolégico
(ii) C(K)®E es bornoldgico para todo espacio topolégico com-
pacto K
(iii) Existe un espacio topolédgico compacto e infinito K tal que
C(K)® E es bornolégico
(iv) E tiene la siguiente propiedad: 1Si X es una familia de
discos acotados de E que verifica:
(a) Si B es un disco acotado de E entonces existe A>0
tal que Xpe M
y (b) si b, 0l yde[o,1] entonces I +(2-Mp, e A ;
entonces b4 verifica también
(c) Existe un entarno de cera U en E tal que
e U o" Vne WY
it

(v) coo(E) es bornolébgico.

Demostracion: (i) = (ii): Sea K un espacio topolégico compacto. Si

E es K—infratoﬁelado, por 4.12., C{K)QE es infratonelado. Por tan
to para probar que C(K)@ E es bornolébégico basta probar que es semi-
bornolbgico. Sea T una forma lineal en C(K)® E que transforma acotg

dos en acotados, Dado e€E definimos la forma lineal
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T,: C(K) ——» K
£f —— T(r(.)e)
Como C(K) es un espacio de Banach (y en particular bornolégico), y
T, transforma acotados en acotados, te es continua., Por tanto te de
fine una medida escalar contablemente aditiva y regular m_  en & (X)
tal que

T(r{.)e) =T (f) = S f dm
e K e

Si AtiJ?(K) y definimos (e,m(A)}:me(A) para todo e€E, m(A) es una for
ma lineal en E. Ademids m(A) transforma acotados en acotados: si B es
un disco acotado de E y ¢€B, se tiene

| Ceumtard] & lm _1ea) €l (k) =

sup{ng £ dm_| : cec(x) y leed¢r veek} £

I

sup {le(rx)]: xeB, rec(k) y le(e)4n veex},

donde el Gltimo supremo es finito porque T transforma acotados en
acotados y porque {£(.)x : x€B, €€C(K) y 1r(e)l¢1 VteK} es trivial
mente un acotado de C(K)® E. Por tanto si E es bornolégico m(A)EE'
para todo AG.B(K). Asi queda probado que m es unau medida definida
en 69(K). con valores en E', débilmente (9(E E)) regular y débilmen-
te contablemente aditiva. Ademds m es de variacidn acotada para la
topologia &(EﬂE) ya que si B es un disco acotado de E, por 4.7.,

pp () (K) = sup{|SK¢ am | : dec(x;BIN(C(K)@E) ] =

sup {I<¢, T>1 : $EC(K;iBIN(C(KIDE)])
y de nuevo el ultimo supremo es finito porque T transforma acotados
en acotados. Por tanto queda claro que m€7ﬂ(K;Eé) (ver 1.20.)

Y finalmente de 8.15. deducimos que m€C(K;Ef=Tn(K:Ei), ¥y como
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S ¢ dm = <4, T V$EC(K)®E,
K

que TE€(C(K)OE).

(ii) = (iii) es trivial,

(iii) = (iv): Sea ¥ una famitia de discos acotados de E que veri-
fica (a) y (b) de (iv), Definimos

v = U {cg;sonicxre £)]
Dedl

Claramente V es un disco borniboro en C(K)®E. As{, si C(K)QE es
bornolégico se deduce que V es un entorno de cero, e.d. existe un
entorno de cero U en E tal que

C(K;UXN(C(K)IPEIC Y,
Vamos a probar ahora que

u"c uo" VnE€ IN
X

™ s
Sea n€E N, sea (xl.....xn)GU y sean {tl,....tn} n puntos distintos
de K. Tomamos (i‘i ).NEC(K) tal que
fi(K)C[O,I] R sop(fi)(\sop(fi) = ¢ i3 1 ifj

0 si ifj

y ri(tj) =8jj

1 si i=})

n
para todo i,j€{l,....n}. Es claro que Zfi(.)xié C(K;U){C(K) @ E)
XX

n
y por tanto L ri(.)xiev, c.d. existe DeX tal que
ied

f fi(.)xie C{K;D)N(C(K)®E)

izl
Y de aqui se deduce inmediatamente que (xl....,x“)eﬂn.
(iv) = (v): Supongamos gue se verifica (iv). Sea Vc coo(E) un
disco bornivoro. Definimos }C ={DCE : D es un disco acotado Yy
coo(D)C V}‘ donde coo(D) = {(xn)ecoo(E) : xn€D Yne ]N}. Es claro

que € verifica (a) y (b) de (iv}) y asi existe un entorno de cero
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U en E tal que

u"c U " VYnE N
H?

Pero de aqui se deduce que c"o(U)CV ya que si (xm)GCOO(U) existe
‘'né€ N tal que xm=0 si m»n, y entonces podemos escribir

(xl,....x reu" UD",
n n

es decir existe DeI tal que (xl.....xn)el)"y por tanto (xm)ecoo(D)CV. v

Asi concluimos que V es un entorno de cero en coo(E).

{v) = (i): Si COO(E) es bornolégico, como, por 4.3., E es un
subespacio complementado de COO(E). se deduce que E es bornolégico.
Por otra parte, si coo(E) es bornoldgico es también infratonelado,

y entonces de 4.10. se sigue que E es ¥K-infratonelado.

Nos encaminamos ahora a caracterizar cuindo C{(X)® E es bornolb-
gico. Para ello nos conviene primero recordar la caracterizacidén de
Nachbin [22] y Shirota [33) acerca de cuéndo C(X) es bornolégico, y
algunas cuestiones relacionadas con dicha caracterizacibn,

Como de costumbre denotaremos por gx a la compactificacidon de
Stone-Cech de X, y si f€C(X) denotaremos por t a 1a (Gnica) exten-
8idén continua de f definida de Qx en ]K': la compactificaciédn de
Alexandroff de I. Con estas notaciones podemos dar las siguientes

definiciones:

13.3. Definicidén:Llamaremos replecidén de X, y notaremos X, al con

junto de puntos x€[BX tales que b (x)e K para toda funcién fEC(X),

dotado de la topologia inducida por PX.

13.4,. Definicidén: Diremos que X cs repleto si X = X,

DIBLIOTEC/
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Para mAs informacidn sobre repleccidén de un espacio y sobre es-
pacios repletos ver por ejemplo [1] o [9]. Nosotros simplemente va

‘mos a utilizar el siguniente resultado (puede verse p.e. en [17 p. 22)

13.5. Teorema: X es el conjunto de puntos xEPX tales que para cual

quier sucesidn (V") de entornos de x en PX se tiene

(rm\ v Jox { 8.

Ahora podemos dar el resultado de Nachbin y Shirota:

13.6. Teorema [22,33]: C(X) es bornoldgico si y sélo si X es repleto.

Schmets ha obtenido el siguiente resultado:

J3.7. Teorema [27,29]: Sea VCC{(X;E) un disco, entonces existe un

~
minimo subconjunto cerrado K{(V) de FX tal que dada *GC(X;E), si Q
(la Ginica extensidén continua de f definida de ﬂx en pE) se anula
en un entorno de K(V) en FX entonces *GV. A K{V) lo denominaremos

soporte de V.
Siguiendo la demostracién de Schmets se prueba el siguiente:

13.8. Teorema: Sea VCC(X)®E un disco, entonces existe un minimo sub
conjunto cerrado K(V) de PX tal que dada ¢€C(X)®E. si $(1a dnica
extensidn continua de * definida de BX en FE) se anula en un entor
no de K(V) en BX entonces ¢€V. A K(V) 1o denominaremos igualmente

soporte de V,

Como counsecuencia inmediata de los resultados anteriores se ob-

tiene el siguiente:
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13.9. Corolario [27]: Sea VEC(X;E) (o VECC(X)®E) un disco, y sea

xG@X, entonces x€EK(V) si y sdlo si para cada entorno de x, U, en gX

existe $EC(X;E) (resp. EC(X)@E) tal que @#v y 4>((3xw)=(o].
La siguiente proposicién es Lambién de Schmets:

13.10. Proposicioén [29]): Si VCC(X;E) es un disco que absorbe a los

discos de Banach acotados entonces K(V) es un subconjuto de vX.

El resultado que damos a continuacidén es anflogo al anterior:

13.11. Proposicién: Si VCC(X)® E es un disco bornivoro entonces

K(V) c wX.

Demostracibn: Sea t€K(V) y supongamos que t€(3X ~vX. Por 13.5. exis-
te una sucesidn decreciente (Wn) de entornos cerrados de t en px

tal que (Q Wn)f\x = P. Como tEK(V), por 13.9., para cada n€ N

existe #nGC(X)QE tal que ¢n¢v y #}\(PX\wn)slﬂ}. y como
(Q wn\(\ X = g,
si K ex un subconjunto compacto de X existe mé N tal que xnwn=¢
si n} m. Por tanto es claro que la sucesion (n*n) estA acotada en
C(X)® E. Entonces, por ser V bornfvoro, existe A>0 tal que
/\n+n€V Vné IN,
y de aqui se deduce que existe j€E N tal que ¢j€V. Pero esto estd en

contradiccidn con la eleccidn de la sucesidn (¢n)'

13.12., Lema: Sea re€C(X) y ACX tales que
lecerl € M veea,

entonces dado £) 0 existe g€C(X) tal que g|A = f'A y .-
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lg(t)] £ Mee vieEX.

Demostracién: Sea K 1a compactificacidon de Alexandroff de I y sea
fP la extensidén continua de f definida de px en K% Sea
c,= {eepx : Iefculenm)
y Cy= {tepx s iefceyme o rF(t)=w}.
Cl y C2 son dos cerrados disjuntos de ﬁx. Por tanto existe hEC(PX)
tal que h(PX)C 0,11, h(Cl)={l} y h(C2)={0}. Sea g=f(hlx). Claramen

te g€C(X), g|A=f|A, y ademé4s

ig()f & Jrce)] ¢ Mg si  tEXNC,

y g(t)=0 si tecznx.

13.13, Proposicidn: Sea X repleto y VEC(X)®E un disco bornivoro,

Supongamos que ¢€C(X)G)E es tal que ¢(K(V)) =[0), entonces #ev.

Demostiracibén: Sea ?GC(X)@IE: ¢ es de la forma
n
2: fi(.)e1
izl

n

i );‘nl

son linealmente independientes. Y asi, si ¢ se anula en K(V) (K(V)

con (fiill c C(X) vy (e.l)?:l C. E, Claramente podemns suponer que (e

es un subconjunto compacto de X por 13.11.) entonces fi(K(V))={O}
para todo iG[l....,n}. Sea para cada wm€ W
L .
G = {xex : lfi(x)l(;- si 1&i¢n}.
Por el lema anterior para cada m€ N y cada iE{l.....n} existe una
funcién gTGC(X) tal que

2
m
el ¢ — vtex

Y sTle= fi‘Gm
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n
Claramente {m(z gT(.)ei) : mé€ JN} es una sucesidn acotada en C(X)QE. |
=y

Por tanto, como V es bornivoro, existe ))0 tal que

Am 2 g™ e €V Ym€ N
iay 1 ) )

n N
Y asi, existe j€ IN tal que 2(2 g‘i’(.)ei)ev. Por otra parte, como
=)

n

» n
‘ZL gg(.)ei coincide con X f‘.(.)ei en Gj' que es un entorno de
iz i=4

K(V), de 13.8. se deduce que
n j n
2 Zg.(.)e.-[f.(.)e.)ev.
teg i i i i
Por tanto, como V es un disco

L. e 1 S il
—1-1‘{: 5;.[(.)9i —;1 Xgi(.)ei-Zfi(.)ei) € V.

n
> r.(.)e
=t ! =t i=d izt

i
13,14, Lema: Sea VcC(X)®E un disco bornivoro y sea K un subconjun
to compacte de X, entonces
~ ~
U= {$EC(KI®E : existe 4€V tal que §| .- ¢}

es un disco bornfvoro en C(K)®E.

Demostracidn: Es claro que U es un disco en C(K)®E, Para probar que
es bornivoro observemos primero que si BCE es un disco cerrado y

acotado, y ¢€C(K)®E es tal que +(K)C B, entonces existe $€C(X)QE
tal que $IK=§ y $(x)cu. En efecto. Sea C la envoltura absolutamen

te convexa y cerrada de ‘#(K). y sca E. el subespacio (de dimensién

C
finita) engendrado por C. Claramente CCD y +€C(K;EC). Entonces, co

-~
mo Ec es de dimensidén finita, existe "FG(;(X;EC) tal que QIK’*' y ade

~
mAS podemos Suponer ?(X)CC ya que C es un retracto de Ec (si fC

es el funcional de Minkowski de C y definimos h(x)=

x
Pg(—;-) si ec(!)z 1

y hx)=x si f’c(x)é 1 para todo x€E., h es una aplicacidn continua

B
3

|
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~
de E. sobre C tal que h{(x)=x para todo x€C; podemos suponer §X)c C
tomando +=ho?, siendo $ una extensibén arbitraria de +). Entonces
~ ~
es claro que $EC(X)®E, $IK=¢ y ¢{X)ccceB.

Ahora podemos probar que U es bornfvoro: Si AcC(K)®E es un aco
tado es inmediato que existe un disco cerrado y acotado DCcE tal que
AC{+€C(K)0E : &(K)CD}. Ademés {\YGC(X)OE H \V(X)CD} es un acotado
de C(X)®E y por tanto existe A>0 tal que A[y6C(X)®E : w(X)cD}c V.
De lo que probamos anteriormente se sigue inmediatamente que

AArcu,

y por tanto que U es bornivoro.

13.15. Teorema: Las siguienles afirmaciones son equivalentes:

(i) C(X)®E es bornoldgico,
(ii) C{(X) y E son bor;nolr')gicos y C(X)®E es infratonelado.
(iii) C(X) es bornoldgico y se verifica alguna de las dos
condiciones siguientes:
(a) E es bornolégico y ¥-infratonelado.
(b) X es seudofinito y E es bornoldgico.
(iv) C(X) es bornolégico y C(K)® E es bornolégico para todo

subcon junto compacto K de X.

Demostracién: (i) = (ii) se deduce inmediatamente de que todo espa-
cio bornoldgico es infratonelado y de que C(X) y E son subespacios
complementados de C{X)®E (esto es cierto en general para g-tensor
productos, y en cualquier caso es claro que se puede dar una demos-
tracidén andloga a la de 3.10.)

(ii) = (iii) es consecuencia inmediata de 5.13.

i
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(iii) => (iv) es consecuencia inmediata de 13.2.
(iv) => (i): Supongamos que se verifica (iv) y sea VCC(X)®E
un disco bornivoro. Por la proposicién 13.11, K(V) es un subconjunto
compacto de X, y por el lema anterior

U = {‘{/EC(K(V))@E : existe ?’GV tal que Q"K(V)s Y}

es un disco bornivoro y por tanto un entorno de cero en C(K(V))®E,
e.d. existe una seminorma continua p en E tal que
(%) {Yec(x(v))@:«: s p(W(x)) <1 VxeK(v)}cu.
Vamos a probar que
{¢ec(@E : pd(x)) et vxek(V)} Cc v,
y as{ quedaré claro que V es un entorno de cero en C(X)®@E vy por
tanto que este espacio es bornoldgico. Sea *GC(X)@E tal que
p($(x))<1 VX€EK(V),
entonces existe r<1 tal que
p(x))<r  (e.d. pG¢(x))<1)  VxER(V),
De (%) se deduce que existe $€C(X)®E tal que
+dev y ?lkevr=¢le vy
y por esto iltimo y por la proposicién 13.13, tenemos también que

i ~
T (4-4)ev.
Asi, por ser V un disco, podemos escribir

P ¢ (b
$=rtd e Y= (4-4) ev.

13.16. Observaciones: 1., El estudio que hicimos en la seccién 8 de

los espacios WK=infratonelados nos permite obtener aqui una serie
de consecuencias inmediatas. A modo de e jemplo digamos que si Y es

un Algebra de subconjuntos de un cierto conjunto no vacio fL y X e

EA,

L
Y e
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Y son dos espacios repletos, entonces de 8.,8., 13.1,, ¥y 13.15. se de
duce que S(¥;C(Y)) y C(X)®cC(Y) son bornolégicos.

2, S(ZiE) y C{X)®E no son en general ultrabornolégicos ni si
quiera suponiendoc X compacto y E Banach ya que como vimos en 7.5.
(partes 1 y 2) estos espacios, en estas buenas condiciones, en gene

ral no son tonelados,

14. C(X;E) bornolégico.

Vamos a empezar la scccidn dando una condicidén necesaria para
que C(X;E) sea bornolégico. Recuérdese que en 13,15. caracterizamos

cuidndo C(X)® E es bornolégico.

14,1. Teorema: Si C(X;E) es bornolégico entonces C(X)® E es también

bornolodgico,

Demostracidén: Basta observar que si C(X;E) es bornoldgico entonces
se verifica la condicidén (ii) de 13,15.: Si C(X;E) es bornoldgico
entonces (como todo e.l.c. bornolégico) es también infratonelado, y
de 5,13, se deduce que C(X)®E es infratonelado. Ademés, por 5.10,.,

C{X) y E tienen qgue ser también bornolégicos.

14.2. Nota: Para la demostracidn del teorema que damos a continuacién
debemos introducir un nuevo espacio de funciones: Denotaremos por
crc(x;z) al subespacio de C(X:E) formado por las funciones continuas
que tienen imagen relativamente compacta. Supondremos Crc(X;E) dota-

do de la topologia de la convergencia uniforme. Obsérvese que el es-~
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pacio Crc(X;E) es topoldgicamente isomorfo a C(FX;E) Y que se inyec

ta de forma continua en C(X;E).

14,3. Teorema: Sea X localmente cowpacto y repleto y supongamos que
C(QX;E) es bornoldgico (resp. ultrabornolégico). Entonces C{X;E) es

bornolégico (resp. ultrabornolégico)l.

Demostracidédn: Sea VCC(X;E) un disco bornivoro (resp. un disco que
absorbe a los discos de Banach acotados). Por la nota anterior
Vf\Crc(X;E) es un disco bornivoro (resp, un disco que absorbe a los
discos de Banach acotados), y entonces, si C(FX;E) es bornolégico
(resp. ultrabornolégico), de nueve por la nota anterior, deducimos
que vf\crc(x;z) es un entorno de cero en Crc(X:E). es decir, existe
una seminorma continua p en E tal que

() vovnc_ (X;E) o {dec (XE) : p(d(x)) 41 vxex}.

Por 13.10. K(V) es un subconjunto (compacto de X. Vamos a probar
que

VO [ $ECIXIE) : p(d(x)) <1 VxEK(V)}
y as{ quedard probado que V es un entorno de cero en C(X;E), y por
tanto que este espacio es bornolégico (resp. ultrabornoldgico). Sea
+€C(X;E) tal que p(+(x))( 1 para todo x€EK{V); por ser X localmente
compacto existe [EC(X) tal que
{i) £ tiene soporle compacto.
(ii) £ es idénticamente 1 en algin abierto que contiene
a K(Vv),.
(iii) sop(f)cigxex : p(d(x))< 1}
y (iv) r(x)clo,1]

De (i) se deduce que r(.)&(.)ecrc(x;a), y de (1ii) y (iv) que e;is-
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te r<1 tal que p(fi{x)d(x)) ¢ r para todo x€X, esto es
pP(+£(x)4(x)) <1 VxeX.

Pero esto, por (#), nos dice que -%r(.)Q(.)ev. Por otra parte, por

(ii), I%F (¢ 'f(')¢(’0 se anula en un entorno de K(V), y as{, por

13.7., llegamos a que i%;(+—f(.)+(.))€ V. Entonces, como V es un

disco, podemos escribir

L L
$=r (?f(.)tb(.)) +(l—r);—_—F(+(.)-f(.)4>(.))£ v,

14.4. Nota: Vamos a obtener ahora algunas consecuencias de las carac
terizaciones de la seccifn anterior. Para esto haremos uso del si-
guiente resultado: "Sea E un e.l.c. y sea F un subespacio bornolégi
co secuencialmente denso de E. Entonces si E tiene la propiedad es-
tricta de Mackey, E es bornoldgico". Este resultado es sencillo de
demostrar: Como indicamos al principio del capftulo probar que E es
bornolégico equivale a probar que E es infratonelado y semibornolé-
gico. Ahora bien,si F es infratonelado, por densidad E también lo es..
Por otra parte, si T es una forma lineal en E que transforma acota-
dos en acotados entonces E‘F es continua (en F), y por tanto admite
una extensién continua ¥: E — K. Para concluir que T es continua

en E basta probar que £ =T. Dado x€EE, por ser F secuencialmente denso,

existe una sucesién (xn)C F tal que 1lim x =X, y por tanto
n
T(x)= 1im T(x ) = lim T(x_);
n n n n
ademi&s, como E tiene la propiedad estricta de Mackey existe algin
disco cerrado y acotado BCE tal que (xn) converge a x en E;, y en-

tonces, de que T transforma acotados en acotados, se deduce ([15]

28.3.(3)) que T(x)= 1im r(x"). Por tanto efectivamente T=T.
n
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14,5, Teorema: Sea X hemicompacto y E K-infratonelado y bornolégico,

Supongamos adem&s que E tiene la propiedad estricta de Mackey. Enton

ces C{X;E) es bornolégica.

Demostracidn: Supongamos que se verifican las hipbtesis del teorema.
Por 11.3. C(X) es metrizable y por tanto bornoldgico, y asi, del teo
rema 13.15. se deduce que C(X)® E es bournolégico. Ademds, por 11.4,
se tiene que C(X;E) tiene la propiedad estricta de Mackey. Por tan-
to, por la nota anterior, para probar que C(X:E) es bornolégico bas
ta probar que C(X)®E es secuencialmente denso en C(X;E). Pero como
C(X;E) tiene la propiedad estricta de Mackey, probar que C{(X)®@E es
secuencialmente denso en C(X;E) es trivialmenle equivalente a probar
que para toda funcién $€C(X;E) existe una red acotada (4, JycCc(X)®E
convergente a +. Vamos a probar esto dltimo: Sea ¢€C(X;E). sea (Kn)
una sucesidn creciente de subconjuntos compactos de X tal que si K
es un subconjunto compacto de X entonces existe n€E IN tal que KC Kn.
y sea P la familia de las seminormas continuas en E. Para cada n6 N
sea Bn la envoltura absolutamente convexa y cerrada de +(Kn). Por
6.8. para cada peEP existe *ipe(C(Kl)QE)nc(Kl;Bl) tal que
p(ﬁ)(t)-wuu 1 veek .
Tenemos asf{ una red (#;))PC C(KI)GE convergente a +|I(1 tal que
‘ﬂ,“‘l’c*’l VpEP,
Vamoa a construir ahora una red adecuada en C(K?_)OE convergente a
4,'(2. Si p€EP y e€¢(K2) definimos

{x€¢(K2) : plx-e) <1} si e€+(l(1)

uP =
e

{x€+(K2) : p(x-c)(l]\+(Kl) si e€+(K2)\ !b(l(l)

Es claro que {Ug : e€¢(K2)} es un recubrimiento abierto del compac
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to ?(Ka) y por tanto admite un subrccubrimiento finito {Ugi: 1$i$n}.

- -1
Sea AP= dal P ) y sea (. )T € C{K,) una particién continua de la
i K2 e, i Tiet 2

n
unidad en K. subordinada a (AP)" Si definimos 42= )3 £,(.)e,, clara

2 ilees? iet
mente se tiene:
2 .
p(#(t)—¢p(t))_§1 VEEK,,
2 .
pero ademas, por la eleccidén de Llos U: se tiene también
2
¢p(KJ.)C Bl .
Siguiendo este procedimiento es claro que para cada n€ IN podemos

construir una red (#;)PCC(Kn)ﬁE tal que
N n N
(1) plgp(t)-d(e)) < VLEK  VpEP
y  (ii) #:;(Kj)c ", vpeP si nyi

Ya observamos al principio de la demostracién de 13.14. que si K es
un subconjunto compactio de X y B es un disco cerrado y acotado de E,
dada +ec(K)OE tal que #(K)CB cxiste $ec(x)® E extensién de § tal
que '}:(X)C B. Por tanto para cada n€E N y cada pEP existe ;g(-)C(X)QE

extensidén de +: tal que
n
(i1i) ¢ () B .
p n
Entonces, por la buena propicedad de la sucesién (Kn) y por (i) es

~
inmediato que (4’;)1:5'(:()()&5 es una red convergente a Q. y utilizando

ademids (ii) y (iii) se concluye que es acotada.

14.6. Corolario: Sea K un espacio topolégico compacto y sea B K-in-

fratonelado y bornoldgico. Supongamos ademds que E tiene la propie-

dad estricta de Mackey y que es casi-completo (por tanto ultraborno
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16gico). Entonces C(K;E) es ultrabornolégico.

Demostracidén: Por el teorema anterior C(K;E) es bornolégico. El re-
sultado se sigue inmediatamente de que por ser E casi-completo el

espacio C(K;E) es también casi-completo.

14,7. Observacibén: El teorema 14,1, nos proporciona una condicién ne

cesaria para gque C{X;E) sea bornolégico. Podemos preguntarnos si es-
ta condicidén es suficiente. Por analogia a 5.11. y 6.4. también pode
mos preguntarnos si algunan de las siguicentes afirmaciones es cierta:
- C{X;E)} es bornolégico si y s6lo si C(X) es bornoldgico y
C{K;E) es bornolégico para todo subconjunto compacto K de X,
- C{X:E) es bornolégico si y sdlo si C(X) es bornolébgico e
1m(ex) es bornolégico para lodo ;ubconjunto compacto K de
X (como siempre fK es la aplicacidn restricciédn de C(X;E)
en C(K;E)).

Sin embargo la respuesta a todas estas preguntas es negativa:
Govaerts en [10], suponiendo que existen cardinales medibles, ha da
do un ejemplo de un espacio topoldgico Y y de un espacio topoldgico
X seudofinito tales que C(Y) y C(X) son bornoldgicos y que sin em-
bargo C{X;C(Y)) no lo es. Observemos que por 8.8, C(Y) es ¥-infra-
tonelado, y por tanto, por 13.15, C(X)®C(Y) es bornolégico. Obser
vemos también que como los subconjuntos compactos de X son finitos,
los espacio del tipo C(K;C(Y)) o lm(fK) son de la forma C(Y)™ con

n€ N, y por tanto son bornolégicoes.

Los resultados de esta sececidédn unidos a otros ya conocidos y a
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los de la seccidén 8 en que estudiamos los espacios ¥-infratonelados
permiten obtener algunas consecuencias inmediatas. A modo de ejemplo

damos a continuacidén dos de cslas consccuencias (14.8. y 14.11.,):

14,8, Corolario: Si X c= hemicompacto v E es un (DF)-espacio borno-

16gico (e.d. un limite inductivo de una sucesién creciente de espa-
cios normados) que tiene }a propiedad estricta de Mackey entonces

C(X;E) es bornoldgico.

Demostracidn: Se deduce inmediatamente de 14.5. y 8.3.

En [20] Mujica probd el siguiente resultado:

14.9. Teorema [20]: Sea K un espacio topolégico compacto y £ limite

inductivo de una sucesidén creciente (En) de espacios de Banach. Su-
pongamos que este limite inductivo es compactamente regular (e.d.
todo subconjunto compacto de E estid contenido y es compacto en algin

En). Entonces C(K;E) es limite inductivo de la sucesidn (C(K;En)).

Schmets en [30] observé que el resultado de Mujica es vélido pa
ra espacios localmente convexos en general y como corolario da el

siguiente

14,10, Teorema [30): Sea K un espacio topolégico compacto y E 1{mi-

te inductivo compactamente regular de una sucesidn crecicnte (En)
de espacios metrizables (resp. Fréchet). Entonces C(K;E} es bornold

gico (resp. ultrabornolégico)

Nosotros de este tcorema y de 14.3. deducimos inmediatamente la

siguiente mejora:



-125-

14.11, Corolario: Sea X localmente compacto y repleto y E limite in

ductivo compactamente regular de una Sucesidn creciente (En) de es-
pacios metrizables (resp. Fréchet). Entonces C{X;E) es bornolégico

(resp. ultrabernolégico).
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