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Resumen

Se presenta una recopilacion de las ideas y definiciones esenciales del
calculo fraccionario y su aplicacion a la resolucién de ecuaciones
diferenciales fraccionarias. Damos al célculo fraccionario un contexto
historico, incluyendo la resolucion del problema de Abel, definimos los
diferentes operadores fraccionarios y los espacios funcionales donde vamos
a trabajar, y por ultimo introducimos la transformada de Laplace de los
operadores definidos como herramienta para resolver ecuaciones
diferenciales fraccionarias analiticamente y el método de Grinwald-
Letnikov para la resolucion numerica.

Abstract

In this work we present a compilation of the essential ideas and definitions
of fractional calculus and their application to resolution of fractional
differential equations. We give the fractional calculus a historical context,
including the resolution of the Abel problem, we define the different
fractional operators and the functional spaces where we are going to work,
and finally introduce the Laplace transform of the operators define as a tool
to solve analytically fractional differential equations and the Griinwald-
Letnikov method for numerical resolution.
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0.MOTIVACION.

El célculo fraccionario generaliza los operadores diferenciales e integrales a
ordenes no enteros, por ello también recibe el nombre de célculo
generalizado o calculo de orden arbitrario.

Esta idea es tan antigua como el calculo mismo pero su desarrollo ha estado
condicionado en gran parte por la ausencia de una interpretacion fisica y
geometrica convincente y también por las numerosas definiciones
propuestas. Podriamos decir que no tuvo un verdadero desarrollo hasta la
segunda mitad del siglo XX, es por ello por lo que encontramos aqui una
rama clasica y a la vez moderna de las matematicas.

Actualmente, se publican gran cantidad de articulos sobre el tema, y
encontramos aplicaciones en la mayoria de las ciencias, esto se debe a que
los operadores fraccionarios son operadores no locales, es decir, lo que
ocurre en un punto depende de un promedio en un intervalo que contiene al
punto, y esto hace del calculo fraccionario una herramienta excepcional para
fenomenos no locales como pueden ser procesos ecoldgicos como la
acumulacion de metales, problemas de evolucion de poblaciones, problemas
de radiacion, economia... etc. También juegan un papel muy importante en
los procesos de relajacion como son los asociados a materiales
viscoelasticos.

1.BREVE INTRODUCCION HISTORICA.

La historia del célculo fraccionario es casi tan antigua como la del célculo
mismo, ya que, aunque la primera obra dedicada enteramente al célculo
fraccionario no aparecié hasta el afio 1974, la idea de una derivada de orden
no necesariamente entero aparece en 1695 cuando el marqués de L’Hopital
planted a Leibniz cudl seria el significado de una derivada de orden Y.



La primera referencia en un texto a la derivada de orden arbitrario aparece
en un libro de Lacroix, en 1819. En él trata este tema como un mero ejercicio
matematico sin ofrecer ninguna pista para la aplicacién de la derivada de
orden arbitrario.

En 1822, Fourier deduce una generalizacion de los operadores diferenciales
e integrales, pero tampoco aporté ninguna aplicacion.

La primera aplicacion conocida del célculo fraccionario llegé en 1823
cuando Abel resolvio el problema de la tautdcrona. Este problema consiste
en encontrar la forma de una curva, de tal forma que un objeto, al deslizarse
por ella sin rozamiento, llegue al final de su recorrido en un tiempo
independiente del punto de partida.

Para ello Abel emple6 una derivada de orden Y2, y dio una solucion tan
sencilla y elegante que atrajo la atencion de Liouville que en 1832 hizo el
primer gran intento de definir la derivada fraccionaria.

En 1847, Riemann escribio un articulo modificando el operador fraccionario
dado por Liouville, dando lugar a lo que hoy conocemos como integral
fraccionaria de Riemann-Liouville.

En la segunda mitad del siglo XI1X podemos destacar a Grinwald que, en
1867, propuso una definicion natural y novedosa de derivada e integral de
orden arbitrario, y en 1868, Letnikov investigo la derivada de Grinwald y
publico los primeros resultados sobre tal operador.

A lo largo del siglo XX con el desarrollo del analisis matematico y la teoria
de funciones, aparecen nuevas definiciones de operadores fraccionarios, asi
en 1917, Hermann Weyl definié una integral fraccionaria adecuada para
funciones periodicas, y ya en 1967, Caputo dio una nueva definicion de
derivada fraccionaria que permitia interpretar fisicamente las condiciones
iniciales de los problemas.

Finalmente, en 1974 se publica el primer texto dedicado enteramente a esta
disciplina, “the Fractional Calculus”, escrito por el fisico y matematico J.
Spanier y el quimico Keith B. Oldham.



2.UNA PRIMERA IDEA INTUITIVA DE DERIVADA
FRACCIONARIA.

Para llegar a la definicion formal de derivada fraccionaria, primero vamos a
explorar la idea intuitivamente, enseguida encontraremos sorpresas.
Tomamaos una funcion exponencial por razones de simplicidad.

Tenemos que D"e? = a™e® para n € N, ahora cabe preguntarse que
pasaria si tomaramos, por ejemplo, n=1/2, o si tomaramos un nudmero
irracional, vamos a suponer que para cualquier numero « se verifica

D% = q%e* (2.1)

Puesto que conocemos el desarrollo de Taylor de esta funcién veamos que
ocurre con las derivadas de las potencias de x.

Comencemos con xP con p entero, sabemos que para n € N se verifica

D"xP = P! xP—1
(p—-n)! '

Para poder reemplazar n por un numero « arbitrario usamos la funcién
Gamma, y asi darle significado a p!y (p —n)! cuando no sean numeros
naturales.

La funcién Gamma se define como

rz) = j e tt?71dt
0
y tiene la propiedad de que I'(z + 1) = z!.
Tendriamos entonces que para cualquier nimero a se verifica

_I'(p+DxP*
CT(p—a+1) (2.2)

D%*xP

Por tanto, de cualquier funcion que pueda ser expandida en serie de Taylor
en potencias de x podriamos calcular la derivada fraccionaria.

Usamos ahora el desarrollo de Taylor para la exponencial

(0]
1
er = —x"
n!

n=0

y aplicando la formula (2.2) tendriamos



Daex B i xn—a
. 'h—a+1)
n=

pero si a no es un nimero entero tenemos una expresion diferente a (2.1)
que habiamos dado para la derivada fraccionaria de la exponencial.

Veamos donde esta el fallo. Lo que sucede es que cuando calculamos la
derivada fraccionaria de una funcion siempre podemos interpretar que
estamos derivando e integrando a la vez, es decir, para a > 0 podemos
considerar n = [a] + 1y hacer

D%p(x) = D"D~"" Y (x)
0 lo que es equivalente,
D% (x) = D" p(x).

Por tanto, el fallo residia en que la derivada fraccionaria tiene limites de
integracion. En otras palabras, el calculo fraccionario esta condicionado de
manera intrinseca por las condiciones de contorno a diferencia del calculo
infinitesimal.

Volviendo entonces al problema de la exponencial, por un lado, tenemos

x 1
D;lebx — .[ ebXdx =—ebx
a b

Desarrollando la integral,
jxebxdx :lebx _ leba
a b b

Por tanto, para obtener la igualdad si b > 0 necesitamos que nuestro limite
de integracion sea a = —oo.

Por otro lado, tenemos
xp+1 ap+1

p+1_p+1

X
D;txP =j xPdx =
a
Y para obtener la igualdad deseada necesitamos que nuestro limite de
integracion sea a = 0.

De manera que con la expresion (2.1) nos estabamos refiriendo a la derivada
fraccionaria D%,,e®* y con la expresion (2.2) a D§xP.



3.EL PROBLEMA DE ABEL.

En este apartado vamos a mostrar el problema de Abel y su resolucion. Este
problema también llamado el problema de la tautocrona fue resuelto por
Abel en 1823y es considerado la primera aplicacion del calculo fraccionario,
podemos encontrar el articulo original en [13].

Sea 0< a < 1. Laecuacion integral

1 o) B
F(a)L G- dt = f(x), x€la, b] (3.1)

donde f es conocida y ¢ es la funcion incognita por determinar, recibe el
nombre de ecuacion integral de Abel.

Para resolver esta ecuacion vamos a renombrar a la variable x como ty a la
variable t como s, multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por
(x —t)~* e integramos entre a y x.

1 (1 t o(s) _(F @
F(Of)ja (x=0)%)g (t—5)"¢ dodt = .[ (x —t)®

Intercambiando ahora el orden de integracion en el primer miembro
deducimos,

dt

a

Yo [ 1 N
fa <p(s)L ey dtds = F(a)fa Lt

Aplicando el cambio de variable t = s + t(x — s), concluimos que

fx(x — )% (t —s)* dt
= flr“‘l(l — )%t =B(a,1—a)=T(a)[(1 - )

Por tanto,

PN SN (0
f ¢(s)ds = Fra— a)fa -z (3.2)

a

Y entonces,



1 dijt)dt

o) =7 -t (3.3)

(1—0()5

a

Asi pues, si la ecuacion integral de Abel admite una solucion, entonces viene
dada por una funcion ¢ de la forma indicada y, por tanto, en caso de existir,
esta solucion serd unica.

4.ESPACIOS FUNCIONALES INVOLUCRADOS EN EL
PROBLEMA DE ABEL.

Definicion 4.1. Una funcion f se dice absolutamente continua en un
intervalo [a, b] c R si paratodo € > 0, existe § > 0 de modo que para toda
familia finita de intervalos disjuntos dos a dos [a,, bx] € [a,b] ,k =
1,2,...,n, tal que Y x_,(bx — ay) < & se tiene que Y, |f (by) — f(ap)| <
E.

Denotamos al espacio de las funciones absolutamente continuas por
AC([a, b]).

Proposicion 4.2. El espacio AC([a, b]) coincide con el espacio de las
primitivas de funciones del espacio de Lebesgue L (a, b), asi pues

f(x) € AC([a,b]) & f(X)=c+[ @(D)dt, ¢ € L'(a,b),c €R

En consecuencia, una funcion absolutamente continua f tiene derivada
f'(x) = @(x) en casi todo punto.

Ademas, hay que tener en cuenta que la continuidad absoluta implica la

continuidad pero esto no sucede al contrario, ejemplo de esto es la funcion

de Cantor ¢¢ = sup {5, 22: 55, 22 < x,a, € {0,1}}, v € [0,1] que

es continua pero no absolutamente continua.

Vamos a estudiar en qué condiciones la ecuacion integral de Abel tiene
solucion.

Para ello introducimos la siguiente notacion

1 A
fi-a(x) = ri—a)l), (x—rt)- at (4.1)




Teorema 4.3. Laecuacion integral de Abel (3.1) tiene solucidn en el espacio
de funciones L (a, b) si y sdlo si

fi-a € AC([a,b]) Y fi-a(a) = 0.

Demostracion: empecemos observando que

b 1 b x f(t)
| Viallar = s | 1| oyl

fa ol j (- 0-edxdt

<
“Ir'(l-a)

1 ’ —-a .
=mja|f(t)|(b—t)1 dt;

Luego si f € L'(a, b), entonces f;_, € L*(a, b).

Supongamos inicialmente que la ecuacion integral de Abel (3.1) admite
solucion ¢ € L'(a,b). En tal caso, se tiene que f € L*(a, b), por tanto
fi—a € AC([a, b]) y por la proposicién 4.2 concluimos que f;_,(a) = 0.

Por otro lado, supongamos ahora que f;_, € AC([a,b]) Y fi—,(a) = 0.

En tal caso, f{_, € L'(a,b) y asi, la funcién ¢ introducida en (3.3) esta
definida en casi todo punto del intervalo (a, b). Mostraremos que fi_,
satisface la ecuacion integral de Abel, es decir, que

1 j" fla®)
r(a)), (x—0t«

dt = g(x),  xe(a,b)

cong = fenL'(a,b).

En esta ecuacion f', _  juega el papel de funcion incognita, por tanto, como
en la expresion (3.3),

dt

, 1 d g
[ =7 J, o=

(1—a)a

a

o lo que es equivalente, f'. = g', _enL'(a,b).

Por hipétesis, f;_, € AC([a, b]) y, por otra parte, teniendo en cuenta (3.2),
91-a € AC([CI, b])

Luego, fi_, — 91— = C, para cierta constante c. Finalmente, dado que por
hipdtesis f; _,(a) = 0, concluimos que ¢ = 0. Es decir,

10



[(L0-10,

P 0.

a

Nuevamente, estamos ante una integral de Abel, pero ahora por unicidad de
solucién, concluimos que f = g en L(a, b).

Veamos ahora una condicion suficiente para la existencia de solucion de la
ecuacion integral de Abel, en términos Unicamente de f.

Lema4.4.Si f € AC(|a, b)), entonces f;_, € AC(|a, b]) y, ademas,

fi—a(x) = 1 [f(@(x—a)' ™%+ fxf’(t)(x — t)17%dt]
=X r@2 —-a) a '
Demostracion: Como f € AC(|[a, b]), podemos escribir

f@) = f(@) + [, f'(s)ds, paracada t € [a,b].

Teniendo en cuenta (4.1),

B 1 x t , a
.&d@—fajaLJﬂ@+Lf®M4@—ﬂ dt
_ /@ e <t F)
_F(Z—a)(x_a) +F(1—a)ja a(x—t)“det
_ /@

1-a ! ) ! 1-a
_r(z—a)(x_a) +mfaf(5)(x—s) ds

Asi, usando que
X
x—a)l™*=0-a) f (t — a)~4dt,
a
Por la proposicién 4.2 concluimos que f;_, es una funcién absolutamente
continua en [a, b] por ser suma de funciones absolutamente continuas.

Corolario 4.5. Si f € AC([a, b]), entonces la ecuacion integral de Abel
1 fx ()

r(@-’a (x-t)t-«
solucion viene dada por

dt = f(x), xe[a, b] admite solucion Unica en L'(a, b) y tal

11



€ [a, b]

1 fla . (F_f) ds]

1-a)|(x—a)* ), (x—15)«

px) = I

5. OPERADORES FRACCIONARIOS DE RIEMANN-
LIOUVILLE.

Para la integral iterada n veces la formula de integracion reiterada de Cauchy

ij:__.jaxgo(x)dx = 1)J (x — )" Lo(D)dt

se prueba facilmente aplicando el método de induccion. Podemos sustituir
(n — 1)! = I'(n) para extender el proceso de integracion a cualquier nimero
a de veces. Llegando a la siguiente definicion:

Definicion 5.1 Sea ¢ € L'(a,b) y a > 0; la funcién

@(t)
F(a)J (x — )1~

recibe el nombre de integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden «
de la funcién ¢.

IGp(x) = dt, x>a

Después de introducir la definicion de integral fraccionaria resulta natural
plantearse una definicion para el concepto de derivada fraccionaria y para
ello, tenemos que tener en cuenta que la derivacion y la integracion
ordinarias no son operaciones inversas, sino que la derivada entera es la
inversa por la izquierda de la integral, pero no al contrario, y queremos que
nuestro operador herede esta propiedad, es decir, que D*I* = Id. Por ello se
define la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville como la derivada
entera de una integral fraccionaria.

Definicion 5.2 Sea una funcion f definida en el intervalo [a,b]y 0 < a <
1, la expresion

1 d[F®
Dgf(x) —ma i mdt

recibe el nombre de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden «
de la funcion f.

12



Observamos que las definiciones de integral y derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville estan intimamente relacionadas con la ecuacion integral
de Abel.

Asi, como consecuencia del lema 4.4, tenemos el siguiente lema.

Lema 5.3 Si f € AC([a, b]) entonces D f existe para todo x € [a,b] y
para todo 0 < a < 1. Ademas,

1
(1-a)

Introducimos ahora la definicion cuando a > 1, para ello expresaremos a =
[a] + {a}, donde [a] se refiere a la parte entera de a y {a} a su parte
fraccionaria.

f(a) +Jx f'@®) dt].

Daf() =7 oot ] Gooe

a

Por tanto, si a es un nuimero entero, D& sera entendida como el operador

[a]
derivada usual, y en otro caso tendremos D f = ﬁDé‘X}.
Definicion 5.4 Sean f € L'(a,b),a > 0 y n = [a] + 1; la funcién

a — dn n—-a — 1 dn x f(t)
Dif(x) =l " f () = & s Ja = e ot

recibe el nombre de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Llama la atencion que es un operador no local, la derivada queda definida
por medio de una integral que depende de los valores que tome a lo largo de
un intervalo, por tanto, estas derivadas contienen total o parcialmente el
comportamiento de la funcion. Esto convierte a las ecuaciones diferenciales
fraccionarias en las mejores candidatas para la modelizacion de procesos no
locales.

Denotamos AC™([a, b]) el grupo formado por las funciones que tienen
derivada de orden n — 1 continua en [a, b] y cuya derivada de orden n es un
elemento de AC([a, b]).

Vamos a ver bajo qué condiciones existe la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville para cualquier orden a > 0, para ello introducimos el
siguiente lema que caracteriza el espacio AC™([a, b]).

Lema 5.5 El espacio AC™([a, b]) estd formado exclusivamente por las
funciones f que pueden ser expresadas de la forma,

13



F) = oy | 0o ©de Z e — ),

1)'
donde ¢ € L*(a,b) y i, con 1 < k < n — 1, constantes reales.

Observamos que si escogemos ¢(t) = f™(t), entonces debe ser

(k)
Ck = f (a)/k!, paracada0 <k <n-—1.

Proposicion 5.6 Dado a > 0, si f € AC™([a, b]) entonces DJ f existe en
casi todo punto de [a, b] y, ademas,

FO@
—~ ri+k—a

n-1

Dgf(x) =

_a 1 ARG
()t s | e e

Demostracion: Dado que por hipdtesis f € AC™([a, b]), tenemos entonces
que

1 (k)
F6) = G | -0 1f(")(t)dt+zf @ (- ay

(n—1)!
Y asi por la definicion 5.4
« NG dr (¥ o
Daf(x): :Om(x_a)kﬁja (t—x) dt
1 t o
+F(Tl —a)(n—Dldx" ), (t —x)en+1 ja (t — )" MW (s)dsdt
N M@ »
_k=0F(1+k_a)(x_a)k
. all -1 n-1
Th-—om- )'dxnj ( )(S)j (¢ —2)""%77(t — )" "dtds
\NIARG, .
=OF(1+k—a)(x_a)k
1 d” (n—D'T'(n—a)

[INECEERERS

F(n—a)(n—l)'dx" rizn—a)

14



n—1

_ f®(a)
i rl+k—a

(x — a)k=@

dm r* e 1
+WL f( )(S)(X—S)Z 1md$
n-1
_ f¥(a) e 1 ARG
_k=OF(1+k—a)(x_a)k +F(n—a) a(x—s)“‘"“ds

Ahora vamos a nombrar algunas propiedades importantes de las integrales y
derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville, con el fin de resaltar las
principales diferencias y analogias con los operadores integral y diferencial
clasicos. En todas ellas suponemos que f € L*(a,b) ¥y a, > 0 donde
corresponde.

Operador

Integral fraccionaria | Derivada fraccionaria
Propiedad

Identidad gigglgf(x) = f(x) lim Dgf(x) = f(x)

semigrupo | 1af () = LT F ()

DEDEf(x) =
Derivada DLISf() =I5 P (), Dfl‘:ff(x) —k-a
fraccionaria azfp - kz=1 D *f(@) F(El_—al)c —a)

15



Derivada D™IZ f(x) D™DZf(x) = D™ f(x)
entera =I57"f(x),[a] =m

La siguiente propiedad refleja que la derivada fraccionaria es el operador
inverso izquierdo de la integral fraccionaria, sin embargo, en términos
generales, el caso contrario no es necesariamente cierto.

Propiedad 5.7 Sea f € L'(a, b), se verifica que
Dilgf(x) =f(x), Va>0

Demostracion: Intercambiando el orden integracion y haciendo un cambio
de variable obtenemos,

n X t
DEI%f(x) = 1 d j 1 f 1) ear

F(n - a)F(oc) dxm (X — t)a—n+1 (t _ S)l_a
. a ’ - n-a-—
“To—al (@) dx"ja &) j (t =) (x — )" dtds

_Ld_nfx ()( _ )n—ld _d_nln )_
_F(n)dxnafs x S S_dxnaf(x —f(X)

Antes de ver que ocurre al invertir los operadores tenemos que introducir el
siguiente concepto.

Definicion 5.8 Sea a > 0, denotaremos por 1Z(L,) al conjunto formado por
aquellas funciones que pueden ser expresadas como la integral fraccionaria
de cierta funcion medible lebesgue, es decir,

IgLy) ={f:f =159, 9 € Li(a,b)}

Sin embargo, el hecho de que f € I& (L) es independiente de la existencia
de la derivada de orden a de la funcion f, por tanto, la condicion de que
existe y es integrable la derivada fraccionaria de orden a de la funcion f no
es suficiente para asegurar que f € I¥(L') por ello vamos a trabajar
nuevamente con funciones absolutamente continuas.

16



Definicion 5.9. Dado a > 0, diremos que f € L'(a,b) tiene derivada
fraccionaria de orden « integrable si I}~*f € AC™([a, b]) conn = [a] +
1.

Proposicion 5.10. Sea ¢ € L'(a,b) y I" %@ € AC™([a, b]) , es decir, tiene
derivada de orden «a integrable, entonces

(x _ a)a—k—l
k)G %) k~D(a)
Como adelantdbamos, esta proposicion nos muestra que, como en el caso

entero, la integral fraccionaria de Riemann-Liouville no es el operador
inverso izquierdo de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

n-1
1ED§0() = p(x) ~ ) conn = [a] + 1.
P I'(a —

Por ultimo, hay que destacar el hecho de que la derivada fraccionaria de una
funcidn constante no siempre es nula.

Proposicion 5.17 Sea u > 0 y sea a > 0, se verifica que

ru)
Ay _ A1 — 7 _ g\atu—-1
I§(x—a) T+ ) (x—a)
ru)
Afy — qYWM—1 — 7 _ \U4-1l-«a
Da (x Cl) F(/,t—oc) (X a)
Por tanto, en el caso en el que u = 1 la derivada queda
1
a — _ -a
Da(l) _F(l_a) (x a)

que solo se anula cuando a — —oo, es decir, para la derivada de Liouville,
que definimos en el siguiente apartado.

En particular, tenemos que DZ(x — a)** = 0, parak = 1, ..., [a] + 1. Por
lo tanto, la funcion f(x) = (x — a)*~* desempefia el mismo papel para las
derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville que la funcidon constante
desempefia en la derivacion usual.

6.0TROS OPERADORES FRACCIONARIOS

6.1. Integrales y derivadas fraccionarias de Liouville.
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Hemos considerado las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville para
funciones definidas en un intervalo compacto [a,b] € R , vamos a
extenderlas para el caso de funciones definidas en la recta real.

Definicion 6.1.1 Sea ¢ € L'(R), definimos la integral fraccionaria de
Liouville de orden a > 0 como

o 3 et
Fe) =t ) G—pa

dt,—o0 < x < o0,

Para 0 < a < 1, el operador integral fraccionario de Liouville estd bien
definido para funciones ¢ € LP(R) con1 < p < 1/0(.

Definiciéon 6.1.2. Definimos la derivada fraccionaria de Liouville de orden
a > 0 como
1 dr (* f(®)

Drep(x) = rm—a)dx™)_, (x —t)enti at, Tesxse

Al igual que las integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville,
una condicion suficiente para la existencia de estas es que f € AC™([a, b]).

6.2. Derivada fraccionaria de Caputo.

Al tratar de realizar modelizaciones de modelos matematicos de fenémenos
fisicos reales por medio de ecuaciones diferenciales fraccionarias, surge el
problema de las condiciones iniciales de orden fraccionario que, hasta este
momento, no tienen una interpretacion fisica clara.

El operador diferencial de Caputo invierte el orden de la derivacion en la
definicién de Riemann-Liouville, empleando entonces como condiciones
iniciales derivadas de orden entero, esto representa un gran avance en el
estudio de fenomenos fisicos.

Definicion 6.2.1. La derivada fraccionaria de Caputo de orden a > 0 de
una funcién f dada se define como

°DEf(t) = _t J t(t — )" fM()ds , t > a.
rm—a)l,

donden = [a] + 1.
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Observamos que, al contrario que en la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville, en la derivada de Caputo primero derivamos n veces y luego
integramos.

Esto provoca que sea una definicion mas restrictiva, ya que requiere que f™
sea integrable, a pesar de ello, la condicion de que f € AC™([a, b]) sigue
siendo una condicion suficiente para garantizar la existencia de la derivada
con cualquier orden a.

Mostramos ahora un resultado que muestra como se relacionan la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville y la derivada fraccionaria de Caputo.

Proposicién 6.2.2. Sea a > 0 no entero, n = [a] + 1Yy f € L*(a, b) una
funcion para la que existen la derivada fraccionaria de Caputo y la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville, entonces

f®(a)

k+1—a)(x_a)k_a

n—-1
°DEf(x) = DES(x) - ; =

Por lo tanto, para ordenes de derivacion no enteros la derivada fraccionaria
de Caputo y la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville coincidiran

cuando f(a) = f'(a) = - = f™V(a) = 0.

Ademas, podemos observar gque al contrario que pasaba con los operadores
de Riemann-Liouville el valor de la derivada fraccionaria de Caputo de una
funcidén constante es nulo.

6.3. Derivada conformable.

Definicion 6.3.1 Sean f:[0,0) >R y 0<a <1 . La derivada
conformable de orden a de la funcion f en un punto t > 0 viene dada, en
caso de existir, por el valor del limite

ft+et'™*) =)

&

DEf(t) =lim
&-0

Si la funcién admite derivada conformable de orden « en cierto intervalo
(0,a) cona > 0y existe tlirg;F DZf (t) definimos entonces

DEf(0) = lim DEf(t)
Para a > 1, tenemos la siguiente definicion de derivada conformable:
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Definicion 6.3.2 Seann € N, a € (n,n+ 1]y f:[0,00) = R una funcién
n-veces derivable en cierto punto t > 0. Diremos que f admite derivada
conformable de orden a en el punto t si existe el siguiente limite,

F®( + et™17%) — £(1)
&

DEf(t) = lim
£-0

6.4. Derivada de Grinwald-letnikov.

En 1868, Grunwald y Letnikov dan otra definicidn de derivada fraccionaria
partiendo de la definicion formal de derivada entera.

Es decir, consideramos la definicién formal de derivada,

fx+h)—f(x)
h

Generalizando, puede probarse por induccién que

no(—1)™ () fx = mh)
h’n

f'Gx) = lim

f™(x) = }lin(q) ) vn € N

donde, (rrrll) - m!(:im)!'

Asi, podemos generalizar la expresion a cualquier ndmero a >0
expresando,

(a) Na+1)

m :m!F(a+1—m)
Y obtenemos la siguiente definicion

Definicion 6.4.1. Sea f una funcion acotada en [a,b], la derivada
fraccionaria de Griinwald-Letnikov de orden @« € R* de f se define

5 I'(a+1)
Yoo (1™ — f(t —mh)
GLDgf(t) — fll_T)% 0 m!F(O;l:- 1 m)

Comprobando la existencia del limite y después de algunas operaciones que
se pueden ver en Podlubny [14] podemos expresar la derivada de Griinwald-
Letnikov de la siguiente manera,
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n—1

e O [ (@)~ @y
"DEf(6) = z (—a+m+1)

m=0

+ ﬁj; (t — )" 1M (s)ds

S e
m=0
PR f t(t —5)" e f M (s5)ds]
r2n—-a)l,

Cdtn [F(n - )

j (¢ - s)”‘l‘“f(s)ds] = D&f

que corresponde con la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, por
tanto, las dos definiciones son equivalentes.

Es muy comun utilizar la derivada de Riemann-Liouville para
consideraciones teoricas mientras que se utilizan esquemas numericos
derivados de la derivada de Grunwald-Letnikov para las simulaciones
numéricas.

7. ECUACIONES DIFERENCIALES FRACCIONARIAS.

En el calculo clasico llamamos ecuacion diferencial de orden n a una
ecuacion de la forma

y™ ) = flx,y(x), .., y* D (x)]
donde x es la variable independiente.

Y llamamos problema de valor inicial a una ecuacion diferencial de orden
n con n condiciones iniciales.

Diremos que una ecuacion diferencial es fraccionaria si al menos una de las
derivadas que aparece es de orden fraccionario y definiremos el orden como
el menor entero mayor o igual que todas las derivadas que aparecen en la
ecuacion diferencial.

Al tratar con ecuaciones diferenciales en general es importante observar las
condiciones iniciales y darles una interpretacion, en el caso de las ecuaciones
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diferenciales fraccionarias estas condiciones iniciales dependeran del tipo de
derivada que estemos hablando.

Primero aplicamos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y tenemos
el siguiente problema de valor inicial,

D&y(x) = f[x,y(x), D3 y(x), .., Dg™ y(x)] (7.1)
sujeto a las n condiciones iniciales,
D& *y (@) =b,, k=1,..,n (7.2)

donden = [a] + 1.

Observamos que si @ no es un numero entero, la n-ésima condicion no
verifica que a — n tenga parte real positiva, por tanto, estamos hablando de
una integral, (I "y)(a) = b,,.

El planteamiento de este tipo de problema con derivadas fraccionarias de
Riemann-Liouville obliga, para garantizar la existencia y unicidad de
soluciones, a establecer condiciones iniciales de orden no entero.

Ahora veamos como queda nuestro problema si utilizamos derivadas
fraccionarias de Caputo,

“Dgy(x) = flx,y(x), °Dg*y(x), ..., ‘D™ "y (x)]
sujeto a las n condiciones iniciales,

k
Wy(a) = bk,k = 0,1, e, — 1

donde n = [a] + 1.

Ahora, las condiciones iniciales son de orden entero, y, por tanto, podremos
interpretarlas fisicamente.

7.1. Teorema de existencia y unicidad.

A continuacién, mostramos un teorema de existencia y unicidad para
problemas de valor inicial con derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville
cuyas demostraciones podemos encontrar en el libro de Kilbas, Srivastava y
Trujillo [15].

Primero introducimos el siguiente espacio de funciones
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L*(a,b) = {f € L1(a,b): DG f € L1(a,b)}

Definicion.7.1.1. Dada una funcion f[x,yo, ., Vm-1] €1 X B S R X
R™ — C, decimos que cumple la condicion de Lipschitz para las variables
Yo, Y1, ---» Ym—1 cuando existe una constante K > 0 no dependiente de t tal
que para todo t €1 y cualquier par de m-uplas (o, Vi, o) Ym-1) »

o, V1, -» Ym-1) € B, se cumple que

m-1
|f[x;yo;y1; "-Jym—l] —f[x,%,jq, "'»ym—l]l < z Klyk —571?|
k=0

Teorema.7.1.2. Dado el problema de valor inicial con derivadas
fraccionarias de Riemann-Liouville

D&y (x) = f[x,y(x),Dg*y(x), ..., D™ "y (x)]
sujeto a las n condiciones iniciales
D& *y(a) = by, k=1,..,n

si la funcion fx, vy, ..., Vm—1 ] cumple la condicion de Lipschitz y ademas
se da que f[x, Vo, ..., Vm-1 ] € L'(a, b) para cualquier (yq, ..., ym—1) € R™
se verifica que existe una solucién unica y(x) al problema en el espacio
L*(a, b).

Teorema.7.1.3 Dada una EDF lineal, que cumple b(x) € L;(a,b). Si
a,(x) € Lo (a,b) 0 si a;(x) estan acotadas en [a, b] entonces el siguiente
problema de valor inicial con derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville

m-—1

DEY() = ao(y() + ) ax(IDEY() + b(x)

k=1

D& *y(a) = by, k=1,..,n
tiene solucion Gnica y(x) en el espacio L*(a, b).
7.2. Transformada de Laplace.
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A continuacion, vamos a introducir los conceptos de la transformada de
Laplace que nos permitira reducir la resolucion de ecuaciones diferenciales
fraccionarias a manipulaciones algebraicas.

Definicion.7.2.1. Dada una funcion f, que esté definida para todos los
valores t > 0, se denomina transformada de Laplace de f a la funcion F
dada por

F(s) = LIF (D)} = j eStF(D)dt,

0

siempre que exista la integral.

Para garantizar la existencia de la integral debe cumplirse que f(t) no crezca
mas rapidamente que et cuando t - oo,

Concretamente, la transformada de Laplace de f existe para todo s con
[s] > v, si f escontinuaatrozosy |f(t)| < Me*t, vt =T >0, M,v > 0.

Ademads, podemos recuperar la funcion original f(t) a partir de su
transformada de Laplace mediante la transformada de Laplace inversa, que
definimos como

1 C+ioco
FO=LMFE) =5 [ e F(s)ds

con ¢ = [s].

Recordemos la transformada de Laplace de orden entero n de una funcion
f (t) que obtenemos integrando por partes n veces,

n-1

L{FP @} = s"F(s) = ) sEFOkD(0) (7.2.0)

k=0

Nuestro objetivo es buscar la expresion similar para los operadores
fraccionarios.

En primer lugar, vamos a introducir una herramienta que nos resultara util a
la hora de trabajar con ecuaciones diferenciales fraccionarias, la relacion
entre la convolucion de dos funciones y la transformada de Laplace.

Definicion.7.2.2. Dadas f,g:[0,0) > C,f,g € L'[0,2), se define su
convolucion f x g como la funcién,
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(f * ) = f F(Og(x — t)dt
0

Teorema.7.2.3. Dadas f, g:[0,) = C, f, g € L'[0, ), tales que existen
las respectivas transformadas de Laplace F(s), G(s). Entonces,

LIS *9)(0)} = F(s)G(s)

Ahora consideramos la transformada de Laplace de la funcién f(t) = t* que
nos resultara de utilidad,

L{tI} = J e Stttde

0

Haciendo el cambio de variable, r=st |, tenemos,

L{t“} =

« I'p+1
j e_r'rﬂd'r e w
0

e S, (7.2.2)

Es importante observar que, para cualquier funcion, podemos expresar su
integral fraccionaria de Riemann-Liouville como la convolucién de las
funciones f(t) y t*~! para a = 0, multiplicado por una constante, es decir,

o L (L@ 1
B0 = s | gt = FO £

Por tanto, por el teorema 7.2.3 y la expresion (7.2.2) llegamos a la siguiente
definicion.
Definicion.7.2.4 Sea f € L'(a,b) y a > 0, definimos la transformada de

Laplace de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de la funcion f de
orden a como,

LU f ()} = sTF (s).

Anteriormente habiamos expresado la derivada fraccionaria como la
derivada entera de una integral fraccionaria, es decir,
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DEF() =12 f () = g™ (x) , con g(x) = I3~f (x).

por tanto, aplicando la férmula (7.2.1) obtenemos,

LDEF (0} = £{g™ (0} = 5"6(s) = ) sk g™ FD(0)
k=0

y como,

dn—k—l

dxn—k—l Igll_af(o)

G(s) = LU f ()} = s~ DF(s) y g"*(0) =
obtenemos la siguiente definicion.

Definicion.7.2.5. Sea f € L'(a,b) y a > 0, definimos la transformada de
Laplace de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de la funcion f de
orden a como,

n-—1

LDES) = s%F(s) = ) s*fF@ kD (0)

k=0

donde F(s) es la transformada de Laplace de f(t) yn = [a] + 1.

Como en el caso anterior, tenemos que la derivada fraccionaria de Caputo es

una convolucién de las funciones f(t) y t" %1, con a=0y
multiplicado por una constante, es decir,

R e A
(™) + e
" I'(n—a)

Asi, de la misma forma, aplicando el teorema 7.2.3 y las formulas (7.2.1) y
(7.2.2), obtenemos la siguiente definicion.

Definicion.7.2.6. Sea f € L'(a,b) y a > 0, definimos la transformada de
Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo de la funcién f de orden «
como,

n-1

LEDES} = sF() = ) 5@ k10 (0)

k=0

donde F(s) es la transformada de Laplace de f(t) yn = [a] + 1.
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Podemos observar que mientras para aplicar la transformada de Laplace a la
derivada fraccionaria de Riemann-Liouville necesitamos condiciones
iniciales fraccionarias, sin embargo, para la de Caputo usamos condiciones
iniciales enteras lo cual facilita nuevamente la interpretacion fisica.

Ademas, si las condiciones iniciales son nulas el sumatorio se anula y
obtenemos la expresion

LD f ()} = s“F(s)
de forma que la derivada fraccionaria se puede expresar como

DEf() = L7H{s*L{f ()3}

Este resultado nos proporciona una nueva expresion para la derivada
fraccionaria y es valida tanto para la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville como para la de Caputo, siempre que las condiciones iniciales sean
nulas.

Por ultimo, vamos a introducir la funcion de Mittag-Leffler que es una
generalizacion de la funcidn exponencial. Esta funcion resulta especialmente
importante ya que se comporta como una solucion natural en las ecuaciones
diferenciales fraccionarias.

Definicion.7.2.7. La funcion de Mittag-Leffler de dos parametros E, 4 es la
funcion definida por la serie,

(e 0] Zn
Eap(2) = ;F(ak T B)

siendo z variable compleja y a, 8 constantes complejas con parte real
positiva.

Algunos casos particulares son,
Ei1(z) = e”
1
1—2z
E;1(z) = cosh (Vz)

E0,1(Z) =
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Proposicion.7.2.8. Sean k e N, a e Ry a,f € C, entonces tenemos que
paratodo t > 0,

ket f—1 () ks P
a - (04 —_
L{t Ea,ﬁ(at )} (s) = —(s“ — )
con [s] > |a| .
En consecuencia,
k!'sa—B
_ _ —1 (k)
L7 {(Sa _ a)k+1} = t*h 1Ea,ﬁ(at“) (7.2.3)

7.3. Ejemplos.

7.3.1. Ecuacion de oscilacion fraccionaria.

Estudiamos una generalizacion de la ecuacion diferencial de oscilacion
y'(x) = Ay(x) + f(x).

Sustituyendo la segunda derivada por una derivada de Caputo de orden a €
(1,2] obtenemos una ecuacion diferencial fraccionaria que llamaremos
ecuacion de oscilacion fraccionaria.

Dada una funcion continua f:[0,00) > C,A€Cya € (1,2] vamos a
resolver el problema tipo Cauchy con derivadas fraccionarias de Caputo
dado por

ED§y(x) = Ay(x) + f(x)

Como 1< a < 2setienequen = [a] + 1 = 2, por lo que necesitamos dos
condiciones iniciales en el limite de integracion 0

y(0) = by
y'(0) = by

Aplicamos la transformada de Laplace en ambos lados de nuestra ecuacion

1

L{EDEY (0} = ¥ () = ) sk 1y®(0) = 57 (5) = 5 1y(0) — 572y'(0)

K=0
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L{Ay(x) + f(x)} =AY (s) + F(s)
Y obtenemos

sYY(s) — s 1y(0) — s¥2y'(0) = AY(s) + F(s)

Donde Y (s) = L{y(x)}y F(s) = L{f (x)}.

Introducimos las condiciones iniciales
Y (s) —s¥thy — s%2h;, = AY(s) + F(s)
y despejamos
s 1by +s%72b; + F(s)
s*—A

Se trata ahora de aplicar la transformada inversa de Laplace a los dos
miembros de la ecuacion, para recuperar y(x).

Y(s) =

Utilizando la linealidad de £~ tenemos

y() = boLt (=) bt () 4 1 £
0 s¥— A 1 s¥— 2 s —1

Ahora calculamos cada una de las transformadas, las dos primeras salen
directamente por (7.2.3)

Sa—l

s — A

L) = Egy (%)

9 Sa—Z N
L7 =) = Eaz(Ax%)

Para el calculo de L‘l(%) utilizamos el teorema 7.2.3,

s

-1 F(s) -1 1 -1
£ (s“ — A) =L (s“ — /1) * LT(E(s)) (7.3.1)
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. -/ —_ 1
con lo que reducimos el problema a la obtencién de £71 (

s“—l) y volvemos
a usar (7.2.3)

L—l( ! ) = x* 1, (Ax®)
Sa _ /1 a,x

y sustituyendo en (7.3.1) y con la definicion 7.2.1 obtenemos

L <S§(f)ﬂ> = [x* Eg o (AxM)] * f(x)

= jx(x - t)a_lEa,a[A(x - t)a]f(t)dt
0

Por tanto, el problema tiene solucién de la forma
y(x) = boEg 1 (Ax*)+b1Eg »(Ax%)

# [ - 0Bl - Ot
0

7.3.2. Ecuacidn diferencial fraccionaria lineal homogénea.

Vamos a estudiar cual seria la solucién de una ecuacioén fraccionaria lineal
homogénea.

Para facilitar los célculos consideraremos la siguiente ecuacion con
coeficientes constantes,

1
Dy(t) + aD2y(t) + by(t) =0
cuyo polinomio caracteristico es P(x) = x? + ax + b.

Aplicando la transformada de Laplace a ambos miembros tenemos

LDy} +at {D2y} + bLEy(©)) = 0

sY(s) —y(0)+a (S%Y(S) — D_%y(0)> + bY(s) =0
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y(0) + aD‘%y(O)

Y(s) =
() s+as? +b

Llamamos C = y(0) + aD‘%y(O), luego Y(s) = C/ 1
P(s2)

Expandimos 5 de la siguiente forma

1 —
P(x)_x2+ax+
1 _ 1 _ 1 1 1
PO -G -f) a-Fa-a x-p

Para nuestro caso

11 1 1
P(s¥2) a-p\ 1 1
1 1 a 1 B

= ( + + + )
B s—ar) STY sas—py STF

Consideramos dos casos:

1. Suponemos que las raices ay S del polinomio caracteristico son
diferentes.
Aplicando la transformada inversa de Laplace tenemos,

C
L7HY(s)} = L_l{P(S1/2)}
yO=— et T, P
T sasmae) ST -y STF

Por tanto, en el caso en el que a # S la solucion es

1 1
y(€) = =5 (2E21 (@) + By 1 () + ¢ 2E1a(B%) + E1 1 (B71))
2 2

C

2. Suponemos ahora que @ = B.Entonces Y (s) = —

(s2-a)?
Aplicando la transformada inversa de Laplace a ambos lados tenemos
1 a
t)y=CL? 2
y(® {— +——1"

s 2(s—a?)
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(t) =CL7{ - + oa + @ }
Y= 1(c _ 2)2 1 — . 2\2

s7Hs —a?) s72(s — a?)? (s —a?)
Por tanto, en el caso en el que a = S la solucién es

1
y(6) = C(Efo(a’t) + 2a12E}3) (@®t) + a’tEy; (a*1))

8.EL METODO DE GRUNWALD-LETNIKOV ~PARA LA
APROXIMACION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
FRACCIONARIAS.

Hemos visto que el operador de Grinwald-Letnikov y el de Riemann-
Liouville son equivalentes, y nosotros estamos interesados en usar el
operador de Caputo que nos ofrece mas ventajas a la hora de trabajar con
problemas de valor inicial, por tanto, en el caso en el que las condiciones
iniciales no sean homogéneas tendremos que usar un término corrector.

Vamos a suponer que el limite inferioresa = 0y que 0 < a < 1, entonces
“D§y(t) = Dgy(t) — 75" ()yo
-a
a t —
1o (¢) —F(l e

Veamos una definicion directa de la derivada fraccionaria de Grinwald-
Letnikov basada en aplicar el método de diferencias finitas en una malla de
puntos equidistantes en un intervalo [0, t].

Asumimos que la funcién y(t) satisface algunas condiciones de suavidad en
cada intervalo finito (0,t),t < T. Tomamos la siguiente malla de puntos

O=1<y < <t=t1py;=Mm+1Dhcont,,y —7,=h

y aplicando diferencias finitas,

n+1

11 ;
ﬁAhy(t) = E (y(Tn+1) - Zl Gy y(Tn+1—v)) (81)
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donde ¢ = (—1)¥7t (g) (8.2)

Proposicion 8.1. Podemos obtener el valor de ¢ recursivamente mediante
la siguiente expresion

a+1

co =1, ¢y =(1- )Cy—1

Demostracién: Por definicion tenemos

o o (O r(a+1)
ct =(-1) (U)_( 1) 1F(U+1)['(a+1—v)

Es facil observar que siv = 0, v§ = 1.

Ahora, multiplicamos la expresion por (a¢ — v + 1) en el numerador y en el
denominador y aplicamos la propiedad de la funcion gammal'(z+ 1) =
zI'(2).

Na+1)(a—v+1)
vwilNa+1—-v)(a—v+1)

B (a—v+1) v a+1)
B [(_1) v ] <(_1) Fwrlr(a+2—-v)

e = (-1

_ (1 a+1 12 N'a+1)
_< v )K_) F(v)F(a—(U—1)+1)]

a+1
=(1-= a
( v )%-1

La definicion de Grunwald-Letnikov queda

GLNn«a ; 1 a
Dgy(t) = lim .= Ay (t)

Introducimos el siguiente lema para ver el orden de aproximacion.

Lema 8.2. Sea la funcion y(t) infinitamente diferenciable en el intervalo
[0,T]. Entonces la aproximacion Griinwald-Letnikov satisface para cada

0 < t < Ty una serie de pasos de tamafio hcon% ENyt=m+1)h

1
“LDFy(t) = 2y +0(h), (- 0)

Ahora vamos a considerar la siguiente ecuacion diferencial fraccionaria
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‘Diy®) =fy®), y(E) =y (0<a<1)
y asumimos que existe una dnica solucion y = y(t) en el intervalo [0, T].
Para la discretizacion tomamos una malla de puntos equidistantes,
O=ty<ty<<typgy=Tcont,;;1—1t,=h
Y denotamos y,, a la aproximacion de la solucion real y(ty).

Aplicamos la definicion (8.1) en el lado izquierdo de nuestra ecuacion con
Tp+1 = (n+ 1)h incluyendo el término corrector y en el lado derecho
aproximamaos por f(y,,) o f (y,+1)-Entonces el método explicito o implicito
de Griinwald-Letnikov queda

n+1
Yn+1 — Z Co Yn+1-v — Tnp1Yo = h*f () (0 = h*f(Yn41))
v=1
(n+1)™¢
donde ryyq = h1g (Tpeq) = :(1_‘1)

El termino corrector ¥, y, tiende a cero cuando n — oo y es cero cuando
se consideran condiciones iniciales homogéneas.

Podemos considerar este método como una extension del método de Euler a
ecuaciones diferenciales fraccionarias, si « — 1 tenemos el método de Euler
explicito o implicito ypi1 =¥ =hf () 0 Yne1 — Yn = f (Vns1)
respectivamente.

Ademas, los coeficientes binomiales definidos en (8.2) son de orden
; . Lo : +1
fraccional, estan definidos recursivamente por c¢J = (1 — “T)c{j‘_l y son

positivos, estos actian como factores de amortiguamiento y producen
estabilidad y un buen comportamiento del error.

9.CALCULO FRACCIONARIO APLICADO A MODELOS BIOLOGICOS
Y CRECIMIENTO TUMORAL.

Vamos a ver una muestra de las multiples y recientes aplicaciones del calculo
fraccionario en el entorno bioldgico.

9.1. Modelo epidemioldgico SIR de orden fraccional.
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En [18] encontramos un modelo epidemioldgico muy sencillo, en el que para
empezar se considera poblacion con solo tres estados: Susceptibles (S),
Infectados (I) y Recuperados (R).

El modelo se describe de la siguiente manera

S(t) BS)I(t — 1)
K ) 14050

DeS(t) = rS(t) (1 —

BS()I(t — 1)

DU =75

—al(t) —yI(t)

con0<a<1t=>0.
Donde:

e res latasa de crecimiento.

e Kes la capacidad de carga, es decir, la poblacion maxima.

e [ es la tasa de aumento del nimero de infectados y la tasa de
disminucidn del numero de susceptibles.

e T es el tiempo de incubacion.

e o es latasa de mortalidad de los susceptibles y los recuperados.

e a es el nimero de infectados que han muerto.

e v es latasa de recuperacion de los infectados.

9.2 Modelo epidemiolégico MSEIR de orden fraccional.

En [17] encontramos otro modelo epidemiolégico un poco méas complicado
ya gue suponemos que una vez recuperado el individuo este se vuelve
inmune, y a su vez, los hijos de madres inmunes seran inmunes.

Tenemos los siguientes estados:

M: Nacidos con inmunidad.

S: Susceptibles, pero no se han expuesto a la enfermedad.

E: Expuestos a la enfermedad, pero no han enfermado todavia.
I: Infectados.

R: Recuperados y, por tanto, inmunes.

DM(t) = b*(N —S(t)) — (6% + b*)M(¢)
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DES(t) = b*S(t) + 6*M(t) — %S(t)l(t) — b%S(t)

DYE(t) = %aS(t)I(t) — (e*+ b*)E(t)
D¥I(t) = e*E(t) — (y* + bY)E(t)
DER(t) = y*I(t) — b*R(t)
con0<a<1t>0.
Donde:

e D es latasa de nacimiento y de muerte.

e N es la poblacion total.

e § eslatasa de crecimiento de los individuos inmunes.
e [ es latasa de transmision.

e ¢ eslatasa de crecimiento de individuos expuestos.

e v es latasa de recuperacion de los infectados.

9.3. Modelo de Interaccidn entre las células tumorales y las células
inmunes.

Por Gltimo veamos un modelo de interaccion entre células tumorales y
celulas inmunes, que encontramos en [16].

Este modelo es una adaptacion del modelo presa-depredador clasico, en este
caso consideraremos a las células inmunes como los depredadores y a las
celulas tumorales como las presas.

DEN(t) =rN(t) — N(t)I(t)
DYI(t) =0 — %I(t) —dN(t) + N(t)I(t)
cond<a<1t>0.

Donde:

e N es el numero de células tumorales.

e | es el nimero de células inmunes.

e res latasa de proliferacion de las células tumorales.
e o es el flujo constante de células inmunes.
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e d es latasa de mortalidad de las células inmunes frente al crecimiento
de las células tumorales.

Podemos encontrar una version del modelo de presa-depredador en el que el
cancer esta en un estado de latencia, es decir, en un periodo en el que el
numero de células tumorales esta en un nivel bajo durante un periodo de
tiempo y puede darse una resistencia a las terapias. Después de este periodo
las células tumorales crecen répidamente.

En este modelo, la fuerza de depredacién del sistema inmune y el
reclutamiento de células por parte del sistema inmune decae
exponencialmente en el tiempo en algunos casos.

Ademas, para la capacidad de carga del sistema inmune se predice un
aumente continuo hasta un valor umbral 10° células, asi como se predice un
escape del cancer llegado a un valor de 10° células tumorales.

Aplicando derivadas fraccionarias de Caputo se presenta el siguiente
modelo,

N(t)
DaN(t) = T'N(t) (1 - T) - ClN(t)I(t)

1(t)
I, + uN(t)I(t)

DI(t) = yI(t)(1 - )

cond<a<i1t>0.
Donde:

e K es la capacidad de poblacién de las células tumorales.

e v es latasa de crecimiento de las células inmunes.

e a es el coeficiente de relacidn entes las células tumorales y las células
inmunes.

e [, esel estado inmune homeostatico, es decir, el estado de equilibrio.

e u es el coeficiente relacionado con el potencial de reclutamiento de
células por el sistema inmune.

37



BIBLIOGRAFIA

[1]

[2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

K. B. Oldham y J. Spanier, The Fractional Calculus. New York and London:
Academic Press, 1974.

J. M. Sanchez Mufioz, «Historias de Matematicas, Génesis y desarrollo del Célculo
Fraccional», Pensamiento Matemético, 2011, no 1, p. 4.

J. L. Rodriguez, Ecuaciones diferenciales de orden fraccionario y aplicaciones.
Santiago de Compostela: Universidad de Santiago de Compostela, 2018.

V. G. Buesaquillo Gomez, Métodos de Calculo fraccional en la descripcion de
sistemas fisicos, San Juan de Pasto, Colombia: Universidad de Narifio, 2013.

M. Martinez Garcia, Ecuaciones diferenciales de orden fraccional y sus
aplicaciones, Universidad politécnica de Catalufia, 2013.

P. Arafet Padilla, H. Dominguez Abreu y F. Chang Mumaii, Una introduccién al
célculo fraccionario. Universidad de Oriente, 2008.

T. Pierantozzi, Estudio de generalizaciones fraccionarias de las ecuaciones
estandar de difusion y de ondas. Universidad Complutense de Madrid, 2006.

E. Coronel Frias y M. T. Moreno Chapofian, Equivalencias entre las propiedades
de las derivadas fraccionarias y las derivadas clasicas. Universidad nacional Pedro
Ruiz Gallo, 2016.

R. Scherer, S. L. Kalla, Y. Tang y J. Huang, «the Griinwald-Letnikov method for
fractional differential equations». Computers & Mathematics with Applications,
2011, vol. 62, no 3, p. 902-917.

[10] Y. Ouyang y W. Wang, «Comparison of Definition of Several Fractional

Derivatives», En 2016 International Conference on Education, Management and
Computer Science. Atlantis Press, 2016.

[11] D. Baleanu, Fractional Calculus: Models and Numerical Methods; Series 0 n

complexity, Nonlinearity , and chaos, vol.3, Singapur: World Scientific, 2012.

[12] D. Maravall Casesnoves, «Inventiva y creatividad en matematicas y en fisica. Los

fractales y el calculo fraccionario», Real academia de ciencias exactas , fisicas y
naturales, vol. 103, n° 1, 20009.

[13] N. H. Abel, «Auflésung einer mechanischen Aufgabe», J. fur die Reine und

Angewandte Mathematik, vol. I, pp. 153-157, 1826.

[14] 1. Podlubny, Fractional Differential Equations. San Diego: Academic Press, 1999.

38



[15] A. A. Kilbas, H. Srivastava y J. Trujillo, Theory and Applications of Fractional
Differential Equations. Amsterdam: Elsevier, 2006.

[16] J. G. Silva, A. C.O. Ribeiro, R. F.Carmago, P. F.A.Mancera y F. L.P.Santos,
«Stability analysis and numerical simulations via fractional for tumor dormancy
models», Elsevier, 2019.

[17] R. Almeida, A. M.C.Brito da cruz, N. Martins y M. T.Monteiro, «An
epidemiological MSEIR model described by the Caputo fractional derivative»,
International journal of dynamics and control, 2019.

[18] F. Rihan, Q. Al-Mdallal, H. AlSakaji y A. Hashish, «A fractional-order epidemic model
with time-delay and non linear incidence rate», Elsevier, 2019.

39



