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Tema 2. Variables aleatorias  
unidimensionales 

Para cada experimento aleatorio, se ha definido el espacio muestral como el conjunto 
que incluye todos los posibles resultados del experimento. Asimismo, se han consi-
derado tanto los sucesos simples como los compuestos relacionados con el mismo, 
con el fin de calcular las probabilidades de interés. No obstante, en algunas ocasiones, 
describir el espacio muestral puede ser complicado debido a la naturaleza del experi-
mento. Por ejemplo, al intentar describir el espacio muestral de un experimento que 
consiste en lanzar una moneda 10 veces, la tarea se vuelve compleja.  

Además, trabajar directamente con el espacio muestral puede ser poco práctico, 
especialmente porque no siempre se cuenta con un valor numérico asociado al expe-
rimento aleatorio. Sobre este espacio muestral, en el capítulo anterior se ha definido 
la estructura de σ-álgebra, 𝒫𝒫(𝛺𝛺) que contiene cualquier subconjunto de 𝛺𝛺 y una me-
dida normada, P. 

La variable aleatoria se define como un mecanismo matemático que asigna valo-
res numéricos a todos los posibles resultados del experimento aleatorio. De esta ma-
nera, el espacio muestral 𝛺𝛺 se representa por un conjunto de números que reflejan las 
características de interés del experimento. 

En este capítulo se centra en los conceptos fundamentales sobre las variables alea-
torias unidimensionales, que son esenciales para comprender cómo modelar y anali-
zar fenómenos aleatorios en diversos contextos. A lo largo del capítulo, se estudian 
los distintos tipos de variables aleatorias (discretas, continuas, y mixtas), las opera-
ciones que pueden realizarse con ellas, así como sus funciones de distribución y pro-
piedades. Finalmente, se introducen las transformaciones de variables aleatorias, un 
aspecto esencial para su aplicación tanto en problemas teóricos como prácticos. 

2.1. Concepto de variable aleatoria unidimensional 
Una variable aleatoria 𝑋𝑋 es una función que asigna un valor numérico a cada posi-
ble resultado del experimento aleatorio 𝐴𝐴, tal que: 
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𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ 
𝐴𝐴 → 𝑋𝑋(𝐴𝐴) 

Más concretamente, es una variable cuyo valor numérico está determinado por el 
resultado de un experimento aleatorio 𝐴𝐴. Por ejemplo, en el experimento que con-
siste en lanzar una moneda 10 veces (siendo 𝑐𝑐 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 y 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐), la variable 
aleatoria 𝑋𝑋 puede definirse como 𝑋𝑋= “número de caras”. 

Sea (𝛺𝛺,𝒫𝒫(𝛺𝛺),𝛲𝛲) un espacio de probabilidad. Se define la función 𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ 
como una variable aleatoria unidimensional si y solo si: 

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ se verifica que 𝐵𝐵 = {𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∕ 𝑋𝑋(𝐴𝐴) ≤ 𝑥𝑥} = 𝑋𝑋−1((−∞,𝑥𝑥]) ∈ 𝒫𝒫(𝛺𝛺) 

Ejemplo 2.1 

Sea el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos monedas. Se pide: 

1. Determinar el espacio muestral de este experimento y comprobar si 𝑋𝑋= “nú-
mero de caras obtenidas” es una variable aleatoria. 

2. Calcular la probabilidad de que el número de caras sea como máximo una. 
 El espacio muestral de este experimento aleatorio incluye cuatro posibles re-

sultados: 𝛺𝛺 = {(𝑐𝑐, 𝑐𝑐), (𝑐𝑐, 𝑥𝑥), (𝑥𝑥, 𝑐𝑐), (𝑥𝑥, 𝑥𝑥)} = {𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3,𝐴𝐴4}, siendo 𝑐𝑐 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 y 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.  
𝒫𝒫(𝛺𝛺) = {∅,𝛺𝛺,𝐴𝐴𝑖𝑖 ,∀ 𝑖𝑖 = 1, . . . ,4,𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑦𝑦 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴𝑖𝑖∀ 𝑖𝑖 =
1, . . . ,4}  
Sea la variable aleatoria 𝑋𝑋= “número de caras obtenidas” tal que 𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ 
siendo: 

𝑋𝑋(𝐴𝐴1) = 2 
𝑋𝑋(𝐴𝐴2) = 𝑋𝑋(𝐴𝐴3) = 1 

𝑋𝑋(𝐴𝐴4) = 0 

Una vez descrito el experimento aleatorio, se comprueba si 𝑋𝑋 es una variable 
aleatoria: 
∀ 𝑥𝑥 < 0: 𝐵𝐵1 = {𝐴𝐴 ∈ 𝛺𝛺 ∕ 𝑋𝑋(𝐴𝐴) ≤ 𝑥𝑥} = ∅ ∈ 𝛲𝛲(𝛺𝛺) 

∀ 0 ≤ 𝑥𝑥 < 1: 𝐵𝐵2 = {𝐴𝐴 ∈ 𝛺𝛺 ∕ 𝑋𝑋(𝐴𝐴) ≤ 𝑥𝑥} = {𝐴𝐴4} ∈ 𝛲𝛲(𝛺𝛺) 

∀ 1 ≤ 𝑥𝑥 < 2: 𝐵𝐵3 = {𝐴𝐴 ∈ 𝛺𝛺 ∕ 𝑋𝑋(𝐴𝐴) ≤ 𝑥𝑥} = �𝐴𝐴2,𝐴𝐴3,𝐴𝐴4� ∈ 𝛲𝛲(𝛺𝛺) 

∀ 𝑥𝑥 ≥ 2: 𝐵𝐵4 = {𝐴𝐴 ∈ 𝛺𝛺 ∕ 𝑋𝑋(𝐴𝐴) ≤ 𝑥𝑥} = 𝛺𝛺 ∈ 𝛲𝛲(𝛺𝛺) 

Como todos los sucesos 𝐵𝐵𝑖𝑖 ∈ 𝒫𝒫(𝛺𝛺), ∀ 𝑖𝑖 = 1, . . . ,4 ⇒ 𝑋𝑋 es una variable aleatoria. 
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 La probabilidad de que el número de caras sea como máximo una se calcula 
dividiendo el número de casos favorables entre el número total de casos posi-
bles. En este caso, hay 3 casos favorables: (𝑐𝑐, 𝑥𝑥), (𝑥𝑥, 𝑐𝑐), (𝑥𝑥, 𝑥𝑥) y 4 casos posi-
bles. Entonces, 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 1) = 𝑃𝑃(𝐴𝐴2) + 𝑃𝑃(𝐴𝐴3) + 𝑃𝑃(𝐴𝐴4) =
1
4

+
1
4

+
1
4

=
3
4

 

De igual forma se obtiene que: 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 1) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) + 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1) =
1
4

+
1
2

=
3
4

 

2.2. Operaciones con variables aleatorias 
 Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria y 𝑐𝑐 sea una constante, entonces 𝑐𝑐𝑐𝑐 también es 

una variable aleatoria. 
 Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria y sean 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ, entonces 𝑌𝑌 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 también 

es una variable aleatoria. 
 Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria, entonces |𝑋𝑋| también es una variable aleatoria. 

El recíproco no es cierto. 
 Sean 𝑋𝑋 e 𝑌𝑌 dos variables aleatorias, entonces también son variables aleatorias 

las siguientes transformaciones: 
• 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 
• 𝑋𝑋 − 𝑌𝑌 
• 𝑋𝑋𝑋𝑋 
• 𝑋𝑋 ∕ 𝑌𝑌 si 𝑌𝑌 ≠ 0  

 Sean 𝑋𝑋 e 𝑌𝑌 dos variables aleatorias, entonces 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑋𝑋,𝑌𝑌} y 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑋𝑋,𝑌𝑌} también 
son variables aleatorias. Como casos particulares lo son 𝑋𝑋+ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{0,𝑋𝑋} y 
𝑋𝑋− = −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{0,𝑋𝑋}. 

2.3. Función de distribución de una variable aleatoria  
unidimensional. Propiedades 
Para conocer la probabilidad de todos los valores que toma un variable aleatoria 𝑋𝑋, 
se introduce la función de distribución, definida como una aplicación 𝐹𝐹: ℝ → [0,1] 
tal que: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∈ 𝛺𝛺 ∕  𝑋𝑋(𝐴𝐴) ≤ 𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥)      ∀ 𝑥𝑥 ∈ ℝ     
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Por su definición, la función de distribución no puede ser negativa y ha de estar 
entre 0 y 1, ya que es una probabilidad. Tampoco puede ser decreciente por su 
carácter de función acumulativa. 

Por lo tanto, para que 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) sea una función de distribución, ha de verificar que: 

 𝑭𝑭𝑿𝑿 sea una función no decreciente: 𝒙𝒙𝟏𝟏 < 𝒙𝒙𝟐𝟐 ⇒ 𝑭𝑭𝑿𝑿(𝒙𝒙𝟏𝟏) ≤ 𝑭𝑭𝑿𝑿(𝒙𝒙𝟐𝟐) 
Sean 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ ℝ tal que 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 ⇒ 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥2) =  𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∈ 𝛺𝛺 ∕  𝑋𝑋(𝐴𝐴) ≤ 𝑥𝑥2) =  

=  𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥2) = 𝑃𝑃({𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥1} ∪ {𝑥𝑥1 < 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥2}) =
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑃𝑃({𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥1}) +
𝑃𝑃({𝑥𝑥1 < 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥2}) ≥  𝑃𝑃({𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥1}) = 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥1)  

⇒ 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥2) ≥ 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥1)  

 𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍
𝒙𝒙→−∞

𝑭𝑭𝑿𝑿(𝒙𝒙) = 𝟎𝟎 y 𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍
𝒙𝒙→+∞

𝑭𝑭𝑿𝑿(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏 

𝐹𝐹𝑋𝑋(−∞) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→−∞

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→−∞

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(∅) = 0  

𝐹𝐹𝑋𝑋(+∞) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝛺𝛺) = 1   

 𝑭𝑭𝑿𝑿 es una función continua por la derecha: ∀ 𝒙𝒙𝟎𝟎 ∈ ℝ, 𝑭𝑭𝑿𝑿(𝒙𝒙𝟎𝟎)  =
𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍
𝒙𝒙→𝒙𝒙𝟎𝟎

+

𝒙𝒙𝟎𝟎<𝒙𝒙

𝑭𝑭𝑿𝑿(𝒙𝒙) 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

+
𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
+
𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) =

𝑥𝑥0<𝑥𝑥 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥0) + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

+
𝑃𝑃(𝑥𝑥0 < 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) =  

= 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥0) + 𝑃𝑃(∅) = 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥0)  

Además de las características expuestas anteriormente, la función de distribución 
cumple las siguientes propiedades: 

 ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ: 𝑃𝑃(𝑋𝑋 > 𝑥𝑥) = 1 − 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) 
 Sean 𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 ∈ ℝ tal que 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 ⇒ 𝑃𝑃(𝑥𝑥1 < 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥2) = 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥2)− 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥1) 
 ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ: 𝑃𝑃 (𝑋𝑋 < 𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) − 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥) 

Ejemplo 2.2 

Se realiza un lanzamiento de una moneda equilibrada, y se define la variable alea-
toria 𝑋𝑋 como el “número de caras obtenidas en dicho lanzamiento”. Se pide deter-
minar la variable aleatoria 𝑋𝑋 y calcular su función de distribución. 

El espacio muestral asociado al experimento es 𝛺𝛺 = {𝑐𝑐, 𝑥𝑥},  
siendo 𝑐𝑐 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 y 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
⇒ 𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ tal que: 
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𝑋𝑋(𝐴𝐴) = �1  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = 𝑐𝑐
0  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = 𝑥𝑥 

Como la moneda es equilibrada, 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1) = 1
2
. 

Para obtener la función de distribución, se sabe que 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥)  ∀ 𝑥𝑥 ∈ ℝ     
Entonces,  

∀ 𝑥𝑥 < 0: 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(∅) = 0 

∀ 0 ≤ 𝑥𝑥 < 1: 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) =
1
2

 

∀ 𝑥𝑥 ≥ 1: 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝛺𝛺) = 1 

Por lo tanto, la función de distribución de la variable aleatoria 𝑋𝑋 es tal que: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �

0             𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 < 0
1
2

    𝑠𝑠𝑖𝑖 0 ≤ 𝑥𝑥 < 1
1            𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 1 

 

2.4. Variables aleatorias discretas, continuas y mixtas 
Toda variable aleatoria viene caracterizada por su función de distribución, lo que 
permite clasificarla en tres tipos según las características de esta función: variables 
aleatorias discretas, absolutamente continuas (en general, las llamaremos conti-
nuas), y mixtas. 

Variables aleatorias discretas. Función de masa 
Una variable aleatoria 𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ es una variable aleatoria discreta si toma valores 
sobre un conjunto finito o infinito numerable {𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛, . . . } . Los valores 
{𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛, . . . } se denominan puntos de masa y son aquellos tales que 𝑃𝑃 (𝑋𝑋 =
𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑝𝑝𝑖𝑖 ≠ 0   ∀ 𝑖𝑖 ∈ ℕ. Además, se cumple: 

 𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) > 0  ∀ 𝑖𝑖 ∈ ℕ 
 ∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖∞

𝑖𝑖=1 = 1 
La función de masa es el conjunto de las probabilidades asignadas a los puntos de 
masa, dada por: 
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𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑝𝑝1                                  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1
𝑝𝑝2                                  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2
⋮  
𝑝𝑝𝑛𝑛
0

                                ⋮
                               𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑛𝑛
 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

 

La función de distribución de una variable aleatoria discreta 𝑋𝑋 es una función es-
calonada, es decir, es una función continua salvo en un conjunto finito o infinito 
numerable de puntos (los puntos de masa) donde se presentan discontinuidades de 
saltos finitas. La función de distribución de una variable aleatoria discreta 𝑋𝑋 viene 
dada mediante la función de masa, según la siguiente expresión: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) = � 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑥𝑥𝑖𝑖≤𝑥𝑥

= � 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖≤𝑥𝑥

     

Así, la función de distribución de una variable aleatoria discreta 𝑋𝑋 es tal que: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

0                                                                 𝑠𝑠𝑖𝑖 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥1
𝑝𝑝1                                                      𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥1 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥2
𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2                                            𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥2 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥3

.

.

.

𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2+. . . +𝑝𝑝𝑛𝑛−1 = �𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1

   𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥𝑛𝑛

1                                                                  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 𝑥𝑥𝑛𝑛 

 

En la Figura 1.6, se muestra la relación entre la función de masa de una variable 
aleatoria discreta 𝑋𝑋 con cinco puntos de masa y su función de distribución asociada. 
La función de masa asigna probabilidades a los valores posibles de la variable, 
mientras que la función de distribución acumulada muestra cómo se suman estas 
probabilidades hasta cada valor. 
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Figura 1.6. Relación entre la función de masa de una variable discreta 𝑿𝑿  
y su función de distribución. 

Ejemplo 2.3 

Se realiza el lanzamiento de un dado equilibrado dos veces, y se define la variable 
aleatoria 𝑋𝑋 como la suma de las dos tiradas. Se pide:  

1. Determinar la variable aleatoria 𝑋𝑋. 
2. Calcular su función de masa y su función de distribución. 
3. Calcular la probabilidad de que 𝑋𝑋 sea mayor que 3. 

 El espacio muestral asociado al experimento es  

𝛺𝛺 =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

⇒ 𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ tal que: 
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𝑋𝑋(𝐴𝐴) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

2 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (1,1)
3 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (1, 2) 𝑜𝑜 (2, 1)
4 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (1,3) 𝑜𝑜 (2,2) 𝑜𝑜(3,1)
5 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (1,4) 𝑜𝑜 (2,3)𝑜𝑜 (3,2) 𝑜𝑜 (4,1)
6 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (1,5) 𝑜𝑜 (2,4) 𝑜𝑜(3,3) 𝑜𝑜 (4,2) 𝑜𝑜 (5,1)
7 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (1,6) 𝑜𝑜 (2,5) 𝑜𝑜(3,4) 𝑜𝑜 (4,3) 𝑜𝑜 (5,2) 𝑜𝑜 (6,1)
8 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (2,6) 𝑜𝑜 (3,5) 𝑜𝑜(4,4) 𝑜𝑜 (5,3) 𝑜𝑜 (6,2)
9 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (3,6) 𝑜𝑜 (4,5)𝑜𝑜 (5,4) 𝑜𝑜 (6,3)
10 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (4,6) 𝑜𝑜 (5,5) 𝑜𝑜(6,4)
11 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (5,6) 𝑜𝑜 (6,5)
12 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (6,6)

 

 La variable aleatoria X puede tomar los siguientes puntos de masa 𝑋𝑋 =
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Su función de masa viene dada por: 

𝑝𝑝1 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) = 1
36

  

𝑝𝑝2 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 3) = 2
36

  

𝑝𝑝3 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 4) = 3
36

  

𝑝𝑝4 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 5) = 4
36

  

𝑝𝑝5 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 6) = 5
36

  

𝑝𝑝6 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 7) = 6
36

  

𝑝𝑝7 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 8) = 5
36

  

𝑝𝑝8 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 9) = 4
36

  

𝑝𝑝9 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 10) = 3
36

  

𝑝𝑝10 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 11) = 2
36

  

𝑝𝑝11 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 12) = 1
36

  

Obsérvese que 𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2+. . . +𝑝𝑝12 = 1, con esta función de masa, se calcula la 
función de distribución de la variable aleatoria 𝑋𝑋 como: 
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𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

0                                      𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 < 2
1

36
                                 𝑠𝑠𝑠𝑠 2 ≤ 𝑥𝑥 < 3 

1
36

+
2

36
=

1
12

            𝑠𝑠𝑠𝑠 3 ≤ 𝑥𝑥 < 4
1

36
+

2
36

+
3

36
=

1
6

    𝑠𝑠𝑠𝑠 4 ≤ 𝑥𝑥 < 5

5
18

                                 𝑠𝑠𝑠𝑠 5 ≤ 𝑥𝑥 < 6

5
12

                                𝑠𝑠𝑠𝑠 6 ≤ 𝑥𝑥 < 7
7

12
                               𝑠𝑠𝑠𝑠 7 ≤ 𝑥𝑥 < 8

13
18

                               𝑠𝑠𝑠𝑠 8 ≤ 𝑥𝑥 < 9

5
6

                               𝑠𝑠𝑠𝑠 9 ≤ 𝑥𝑥 < 10
11
12

                           𝑠𝑠𝑠𝑠 10 ≤ 𝑥𝑥 < 11

35
36

                          𝑠𝑠𝑠𝑠 11 ≤ 𝑥𝑥 < 12
1                                      𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 12

 

 La probabilidad de que 𝑋𝑋 sea mayor que 3 se calcula como: 

𝑃𝑃 (𝑋𝑋 > 3) = 1 − 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 3) = 1 − �𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) + 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 3)� = 1 − �
1

36
+

2
36
� =

11
12

 

Variables aleatorias continuas. Función de densidad 
Una variable aleatoria 𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ es una variable aleatoria continua si su función 
de distribución es absolutamente continua, es decir si existe una función 𝑓𝑓𝑋𝑋 no ne-
gativa tal que: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = � 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

−∞
     ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ 

De hecho, la variable aleatoria continua puede tomar cualquier valor numérico den-
tro de un intervalo, de manera que siempre existe otro valor posible entre cuales-
quiera dos de ellos. Por ejemplo, el tiempo que dure una llamada telefónica, puede 
tomar valores en un intervalo de los números reales positivos (ℝ). 
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La función 𝑓𝑓𝑋𝑋 se denomina función de densidad y cumple las siguientes caracterís-
ticas:  

 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑡𝑡) ≥ 0  ∀ 𝑡𝑡 ∈ ℝ 

 ∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 = 1+∞
−∞   

Además, si 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑡𝑡) es continua en [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], la derivada de la función de distribución en 
[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] coincide con la función de densidad en dicho intervalo, tal que 𝐹𝐹𝑋𝑋 ´(𝑡𝑡) =
𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑡𝑡)  ∀𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

Cuando se trabaja con variables aleatorias continuas, es importante tener en 
cuenta cómo calcular las probabilidades en un punto o en un intervalo, así para el 
caso continuo si se pretende obtener.  

 𝑃𝑃 (𝑋𝑋 = 𝑥𝑥0) = ∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0    ∀ 𝑥𝑥0 ∈ ℝ    𝑥𝑥0
𝑥𝑥0

  

En el caso de una variable aleatoria continua, la probabilidad de cualquier punto 
concreto 𝑥𝑥0 es cero, porque no hay área bajo la curva:  

𝑃𝑃(𝑥𝑥0 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥0) = � 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0
𝑥𝑥0

𝑥𝑥0
     ∀ 𝑥𝑥0 ∈ ℝ 

 𝑃𝑃 (𝑎𝑎 < 𝑋𝑋 ≤ 𝑏𝑏) = 𝑃𝑃 (𝑎𝑎 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝑏𝑏) = 𝑃𝑃 (𝑎𝑎 ≤ 𝑋𝑋 < 𝑏𝑏) = 𝑃𝑃 (𝑎𝑎 < 𝑋𝑋 < 𝑏𝑏) =
∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑏𝑏) − 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑎𝑎)  𝑏𝑏
𝑎𝑎   

Ejemplo 2.4 

Dada una variable aleatoria con función de densidad 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �𝑘𝑘    𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 2
0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. 

Se pide:  

1. Calcular 𝑘𝑘 para que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) sea una función de densidad. 
2. Calcular la función de distribución 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥). 
3. Calcular la probabilidad de que 𝑋𝑋 sea mayor que 1. 

 Para que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) sea una función de densidad, debe cumplir dos condiciones: 
 La función debe ser no negativa para todo 𝑥𝑥: 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) ≥ 0  
 La integral de la función sobre todo su rango debe ser igual a 1: 
∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1+∞
−∞   

Para cumplir con la primera condición, 𝑘𝑘 debe ser positivo. Para cumplir con 
la segunda condición, tenemos que calcular la integral de la función 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) 
como: 
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∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑0
−∞ + ∫ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑+∞

2 = 0 + 𝑘𝑘[𝑥𝑥]02 + 0 = 𝑘𝑘(2 −2
0

+∞
−∞

0) = 2𝑘𝑘 = 1  
⇒ 𝑘𝑘 = 1

2
  

Por lo tanto, 𝑘𝑘 = 1
2
 para que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) sea una función de densidad. La función de 

densidad queda: 

𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �  
1
2

   𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 2
0     𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

 

 Se sabe que 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
−∞      ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ ⇒ 

Si 𝑥𝑥 ≤ 0, 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 = 00
−∞  

Si 0 < 𝑥𝑥 < 2, 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
−∞ = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 +0

−∞ ∫ 1
2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 + 1

2
[𝑥𝑥]0𝑥𝑥 =𝑥𝑥

0
𝑥𝑥
2
 

Si 𝑥𝑥 ≥ 2, 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 1 
Así, la función de distribución es: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �  
0            𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≤ 0
𝑥𝑥
2

    𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 2
1             𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 2

 

 La probabilidad de interés se calcula como:  

𝑃𝑃(𝑋𝑋 > 1) = 1 − 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 1) = 1 − 𝐹𝐹𝑋𝑋(1) = 1 −
1
2

=
1
2

 

Variables aleatorias mixtas 
Una variable aleatoria 𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ es una variable aleatoria mixta si su función de 
distribución presenta saltos en un conjunto de puntos y es continua para el resto de 
los valores de ℝ. Por tanto, una variable aleatoria mixta se caracteriza por tener una 
parte discreta y una parte continua. 

Sea 𝑋𝑋  una variable aleatoria mixta con probabilidad, 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2, . . . ,𝑝𝑝𝑛𝑛 (𝑝𝑝𝑖𝑖 ≠
0   ∀𝑖𝑖), en los puntos de masa {𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛} y con función de densidad 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) de-
finida para el intervalo [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], entonces se tiene que: 

• ∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑝𝑝 < 1𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  

• 𝑃𝑃(𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏) = ∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1 − 𝑝𝑝𝑏𝑏
𝑎𝑎  
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La función de distribución de una variable aleatoria mixta se puede obtener me-
diante dos funciones de distribución, una función de distribución discreta y una 
función de distribución continua, tal que: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝐹𝐹𝑑𝑑(𝑥𝑥) + (1 − 𝛼𝛼)𝐹𝐹𝑐𝑐(𝑥𝑥) 

siendo 𝐹𝐹𝑑𝑑(𝑥𝑥) la función de distribución correspondiente a la parte discreta de la 
variable aleatoria mixta, 𝐹𝐹𝑐𝑐(𝑥𝑥) la función de distribución absolutamente continua 
correspondiente a la parte continua de la variable aleatoria mixta y 𝛼𝛼 ∈ (0,1). 

Ejemplo 2.5 

El tiempo de espera en la cola, para pedir el menú del día, en la cafetería de la 
facultad es cero cuando no hay fila, lo cual ocurre con una probabilidad de 1

5
. Si 

hay fila, el tiempo de espera se distribuye como una variable aleatoria continua 
que representa el tiempo necesario cuya función de densidad es:  

 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = � 𝑒𝑒
−𝑥𝑥    𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 > 0

0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. 

Sea 𝑌𝑌 una variable aleatoria mixta que representa el tiempo de espera en la cola 
de la cafetería compuesta por una parte discreta 𝑋𝑋𝑑𝑑 y una parte continua 𝑋𝑋𝑐𝑐. Para 
esta variable aleatoria mixta 𝑌𝑌, la función de masa asociada a la parte discreta es 
𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑑𝑑 = 0) = 1, y la función de densidad asociada a la parte continua es: 

 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = � 𝑒𝑒
−𝑥𝑥    𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 > 0

0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

Se pide:  

1. Calcular 𝛼𝛼 para que 𝑌𝑌 sea una variable aleatoria. 
2. Calcular la función de distribución de 𝑌𝑌. 

 Para calcular el valor 𝛼𝛼, debemos tener en cuenta la probabilidad acumulada 
en la parte continua.  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 0) = 1
5

= 𝛼𝛼, → 𝛼𝛼 = 1
5
  

(1 − 𝛼𝛼)∫ 𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = −(1 − 𝛼𝛼)[𝑒𝑒−𝑥𝑥]0+∞ = −(1 − 𝛼𝛼)(0 − 1) = 1 − 𝛼𝛼 = 1 − 1
5

= 4
5

+∞
0   

 Para calcular la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌, se procede 
de la siguiente forma: 
Si 𝑦𝑦 < 0, 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 0 
Si 𝑦𝑦 = 0, 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑋𝑋 = 0) = 1

5
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Si 𝑦𝑦 > 0 , 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 1
5

+ ∫ 𝑓𝑓𝑐𝑐(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦
0 = 1

5
+ 4

5 ∫ 𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 = 1

5
+ 4

5 ∫ 𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
5

+𝑦𝑦
0

4
5

[−𝑒𝑒−𝑡𝑡]0
𝑦𝑦 = 1

5
− 4

5
(𝑒𝑒−𝑦𝑦 − 𝑒𝑒−0) = 1

5
− 4

5
(𝑒𝑒−𝑦𝑦 − 1) = 1

5
− 4

5
𝑒𝑒−𝑦𝑦 + 4

5
= 1 − 4

5
𝑒𝑒−𝑦𝑦  

Por tanto, la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌 viene dada por: 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0    𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 < 0
1
5

   𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 = 0

1 −
4
5
𝑒𝑒−𝑥𝑥  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 > 0

 

2.5. Transformaciones de variables aleatorias 
Hay distintos métodos para obtener la distribución de una transformación aplicada 
a una variable aleatoria, que también es variable aleatoria. 

Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria definida en el espacio de probabilidad (𝛺𝛺,𝒫𝒫(𝛺𝛺),𝛲𝛲) 
con función de distribución 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥). Sea 𝑌𝑌 una transformación de la variable aleato-
ria 𝑋𝑋 dada por ℎ(𝑋𝑋), donde 𝑌𝑌 también es variable aleatoria cuyo espacio de proba-
bilidad depende del espacio de probabilidad de la variable aleatoria 𝑋𝑋 y de su fun-
ción de distribución. Sea 𝐴𝐴 un suceso de 𝑌𝑌, entonces: 

𝑃𝑃(𝑌𝑌 ∈ 𝐴𝐴) = 𝑃𝑃(ℎ(𝑋𝑋) ∈ 𝐴𝐴) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∈ ℎ−1(𝐴𝐴)) 

Para caracterizar la nueva variable aleatoria 𝑌𝑌, tenemos que determinar su función 
de distribución 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦), dada por: 

• Si la transformación asociada a la 𝑌𝑌 es derivable y estrictamente monótona 
creciente en el intervalo de definición de 𝑋𝑋, 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(ℎ(𝑋𝑋) ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ ℎ−1(𝑦𝑦)) 

• Si la transformación asociada a la 𝑌𝑌 es derivable y estrictamente monótona 
decreciente en el intervalo de definición de 𝑋𝑋, 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(ℎ(𝑋𝑋) ≥ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≥ ℎ−1(𝑦𝑦)) 

• Si la transformación asociada a la 𝑌𝑌 no es derivable o no es estrictamente 
monótona en el intervalo de definición de 𝑋𝑋, 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∈ ℎ−1(𝑦𝑦))  
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Transformación de una variable aleatoria discreta 
Sea X una variable aleatoria discreta y sea 𝑌𝑌 = ℎ(𝑋𝑋) entonces la función de masa 
de la nueva variable aleatoria 𝑌𝑌 viene dada como: 

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(ℎ(𝑋𝑋) = 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∈ ℎ−1(𝑦𝑦)) = � 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥)
𝑥𝑥∈ℎ−1(𝑦𝑦)

 

Ejemplo 2.6 

Sea 𝑋𝑋  una variable aleatoria discreta con función de masa 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = −2) = 7
25

, 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = −1) = 5
25

, 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = 3
25

, 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1) = 2
25

, y 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) = 8
25

. Sea 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2 
una transformación de la variable 𝑋𝑋. Calcular la función de masa de la variable 
𝑌𝑌, así como su función de distribución. 

Sabiendo que los puntos de masa de la variable aleatoria 𝑋𝑋 son {−2,−1, 0, 1, 2} y 
que 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2, entonces los puntos de masa de la variable aleatoria 𝑌𝑌 son {0, 1, 4}. 
La función de masa de la variable 𝑌𝑌 queda determinada por: 
𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 0) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 = 0) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = 2

25
  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 1) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 = 1) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = −1) + 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1) = 5
25

+ 2
25

= 7
25

  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 4) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 = 4) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = −2) + 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) = 7
25

+ 8
25

= 15
25

  

Para encontrar la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌  , tenemos 
𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦), entonces: 

𝐹𝐹𝑌𝑌(0) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 0) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 0) = 2
25

  

𝐹𝐹𝑌𝑌(1) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 1) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 0) + 𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 1) = 2
25

+ 7
25

 = 9
25

   

𝐹𝐹𝑌𝑌(4) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 4) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 0) + 𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 1) + 𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 4) = 2
25

+ 7
25

+ 15
25

 = 1  

Transformación de una variable aleatoria continua 
Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria continua definida en el intervalo (𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1) con función 
de distribución 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) y con función de densidad 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥). Sea 𝑌𝑌 = ℎ(𝑋𝑋) una trans-
formación de la variable aleatoria 𝑋𝑋 tal que: 

• ℎ es una función derivable. 
• ℎ es estrictamente monótona.  
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Si la transformación asociada a la 𝑌𝑌 es derivable y estrictamente monótona cuando 
𝑋𝑋 toma valores en el intervalo puesto, la función de densidad de la nueva variable 
aleatoria 𝑌𝑌 viene dada por la siguiente expresión: 

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑋𝑋(ℎ−1(𝑦𝑦)) �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

(ℎ−1(𝑦𝑦))�      ∀𝑦𝑦 ∈ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑ó𝑛𝑛 

donde ℎ−1(𝑦𝑦) es la función inversa de la transformación 𝑦𝑦 = ℎ(𝑥𝑥). 
El dominio de definición de la variable aleatoria 𝑌𝑌 dependerá de que la función 

de transformación sea creciente o decreciente. En el caso de que ℎ(𝑋𝑋) sea estricta-
mente creciente en el dominio de definición de la variable aleatoria 𝑋𝑋  será 
(ℎ(𝑥𝑥0),ℎ(𝑥𝑥1)), si por el contrario es una transformación decreciente el dominio de 
definición será (ℎ(𝑥𝑥1),ℎ(𝑥𝑥0)). 

Si la transformación asociada a la 𝑌𝑌 no es derivable o no es estrictamente mo-
nótona en el intervalo de definición de 𝑋𝑋, es necesario determinar la función de 
distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌 para el caso general de las transformaciones 
de una variable aleatoria, que es: 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∈ ℎ−1(𝑦𝑦)) 

En este caso, la función de densidad de la nueva variable aleatoria 𝑌𝑌 se calcula 
como 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝐹𝐹´

𝑌𝑌(𝑦𝑦). 

Ejemplo 2.7 

Continuando con la función de densidad de la variable aleatoria 𝑋𝑋 en el Ejemplo 2.4, 

que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �  
1
2

   𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 2
0     𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜

. 

Sea 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2 una transformación de la variable aleatoria 𝑋𝑋. Se pide:  

1. Calcular la función de densidad de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 
2. Calcular la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 

 En primer lugar, se calcula el dominio de definición de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 
Como la función 𝑋𝑋2  es una función creciente en el intervalo (0, 2), la imagen 
del dominio de la variable aleatoria 𝑋𝑋 es (0, (02, 22) que es el dominio de de-
finición de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 
A continuación, se comprueba si la transformación asociada a 𝑌𝑌 es derivable y 
estrictamente monótona cuando 𝑋𝑋 toma valores en el intervalo (0, 2). 
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La transformación asociada a 𝑌𝑌 es X2, cuya derivada es 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥2 = 2𝑥𝑥. La deri-

vada es siempre positiva en el intervalo (0, 2), lo cual indica que la transforma-
ción 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2 es estrictamente creciente en este intervalo (ver la Figura 1.7). 

 
Figura 1.7. Y=X 2 (Ejemplo 2.7). 

Como la transformación asociada a la Y es derivable y estrictamente monótona 
cuando 𝑋𝑋 toma valores en el intervalo (0, 2), se puede calcular la función de 
densidad de la variable aleatoria Y mediante la fórmula siguiente: 

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑋𝑋(ℎ−1(𝑦𝑦)) �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

(ℎ−1(𝑦𝑦))� 

donde ℎ−1(𝑦𝑦) es la función inversa de la transformación 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2. 
Resolvamos para 𝑋𝑋 en términos de 𝑌𝑌: 𝑋𝑋2 = 𝑌𝑌 → 𝑋𝑋 = ±√𝑌𝑌. 
Considerando que 0 < 𝑥𝑥 < 2, entonces ℎ−1(𝑦𝑦) = �𝑦𝑦. 

Se calcula la derivada parcial de ℎ−1(𝑦𝑦) = �𝑦𝑦 = 𝑦𝑦
1
2 con respecto a 𝑦𝑦 como: 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
��𝑦𝑦� =

1
2
𝑦𝑦
1
2−1 ∙ (𝑦𝑦)´ =

1
2
𝑦𝑦−

1
2 ∙ 1 =

1
2
𝑦𝑦−

1
2 
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Entonces,  

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑋𝑋(ℎ−1(𝑦𝑦)) � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

(ℎ−1(𝑦𝑦))� = 𝑓𝑓𝑋𝑋(�y) � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
��y�� = 1

2
∙ �1
2
𝑦𝑦−

1
2� =

1
4√𝑦𝑦

    ∀𝑦𝑦 ∈ (0, 4)  

La función de densidad de la variable aleatoria 𝑌𝑌 viene dada por: 

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = �
1

4�𝑦𝑦
    𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑦𝑦 < 4

0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
 

 Se sabe que 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = ∫ 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦
−∞      ∀𝑦𝑦 ∈ ℝ ⇒ 

Si 𝑦𝑦 ≤ 0, 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 = 00
−∞  

Si 0 < y < 4 , 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = ∫ 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦
−∞ = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 +0

−∞ ∫ 1
4√𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 +𝑦𝑦
0

1
4 ∫ 𝑦𝑦−

1
2𝑑𝑑𝑦𝑦 = 1

4
�𝑦𝑦

−12+1

−12+1
�
0

𝑦𝑦

= 1
4

𝑦𝑦
0 �2𝑦𝑦

1
2�
0

𝑦𝑦
=  ¼ �2𝑦𝑦

1
2 − 0� = √𝑦𝑦

2
 

Si 𝑦𝑦 ≥ 4, 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 1 

Así, la función de distribución es: 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) =

⎩
⎨

⎧
0             𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 ≤ 0

�y
2

      𝑠𝑠𝑠𝑠  0 < 𝑦𝑦 < 4
1                𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 ≥ 4

 

Ejemplo 2.8 

Siguiendo con la función de densidad de la variable aleatoria 𝑋𝑋 del Ejemplo 2.4, 
ahora el rango de 𝑥𝑥 se modifica a  −1 < 𝑥𝑥 < 1. Sea 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2 una transformación 
de la variable aleatoria 𝑋𝑋. Se pide:  

1. Calcular la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 
2. Calcular la función de densidad de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 

 En este caso, 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �  
1
2

   𝑠𝑠𝑠𝑠 − 1 < 𝑥𝑥 < 1
0     𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

.  

En primer lugar, calculamos el dominio de definición de la variable aleatoria 𝑌𝑌.  
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𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2, por lo tanto 𝑌𝑌 ∈ [0, 1). 
A continuación, se comprueba si la transformación asociada a 𝑌𝑌 es derivable y 
estrictamente monótona cuando 𝑋𝑋 toma valores en el intervalo (-1,1). 
La transformación asociada a 𝑌𝑌 es 𝑋𝑋2, cuya derivada es 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥2 = 2𝑥𝑥. La deri-

vada es negativa en el intervalo (-1,0), y positiva en el intervalo [0,1). Esto 
significa que, la transformación es decreciente en el intervalo (-1,0) y es cre-
ciente en el intervalo [0,1) (ver la Figura 1.8). 

 
Figura 1.8. Y=X^2 (Ejemplo 2.8). 

Por lo tanto, la transformación asociada a la 𝑌𝑌 es derivable pero no es estricta-
mente monótona cuando 𝑋𝑋 toma valores en el intervalo (-1,1). Es necesario de-
terminar la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌 como: 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∈ ℎ−1(𝑦𝑦)) 

donde ℎ−1(𝑦𝑦) es la función inversa de la transformación 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2. 
Resolvemos para 𝑋𝑋 en términos de 𝑌𝑌: 𝑋𝑋2 = 𝑌𝑌 → 𝑋𝑋 = ±√𝑌𝑌. 
Considerando que −1 < x < 1, entonces ℎ−1(𝑦𝑦) = ±�𝑦𝑦. 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 ≤ 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∈ ℎ−1(𝑦𝑦)) = 𝑃𝑃�|𝑋𝑋| ≤ �𝑦𝑦� =  

= 𝑃𝑃�−�𝑦𝑦 ≤ 𝑋𝑋 ≤ �𝑦𝑦� = ∫ 1
2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �1

2
𝑥𝑥�

−√𝑦𝑦

√𝑦𝑦√𝑦𝑦
−√𝑦𝑦

= �𝑦𝑦      ∀𝑦𝑦 ∈ [0, 1)  

Por lo tanto, la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌 queda: 
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𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = �
0             𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 < 0
�𝑦𝑦      𝑠𝑠𝑠𝑠 0 ≤ 𝑦𝑦 < 1

1            𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 ≥ 1
 

 Una vez obtenida la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌, la fun-
ción de densidad de dicha variable se calcula como: 

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝐹𝐹´
𝑌𝑌(𝑦𝑦) = �

1
2
𝑦𝑦
1
2−1 =

1
2
𝑦𝑦−

1
2 =

1
2�𝑦𝑦

      𝑠𝑠𝑠𝑠 0 ≤ 𝑦𝑦 < 1

           0                                    𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜
 

Ejemplo 2.9 

Siguiendo con la función de densidad de la variable aleatoria 𝑋𝑋 del Ejemplo 2.4. 
Sea 𝑌𝑌 = [𝑋𝑋] (parte entera de 𝑋𝑋) una transformación de la variable aleatoria 𝑋𝑋.  
Se pide: Calcular la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 

En este caso, la transformación no es derivable y se transforma una variable alea-
toria 𝑋𝑋  continua en el intervalo (0, 2) en una variable 𝑌𝑌  discreta en los puntos 
{0, 1}. 

Sabemos que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �  
1
2

   𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 2
0     𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

 

Por tanto, 𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 0) =  𝑃𝑃�𝑋𝑋 ∈ (0, 1)� = 1
2
  y  𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 1) =  𝑃𝑃�𝑋𝑋 ∈ [1, 2)� = 1

2
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2.6. Ejercicios 

Ejercicios resueltos 

Ejercicio R. 2.1 

En una urna hay diez bolas, de las cuales ocho son rojas y dos son negras. Se selec-
cionan dos bolas al azar (sin remplazamiento) de estas diez. Sea 𝑋𝑋 la variable alea-
toria que representa el número de bolas rojas seleccionadas. Se pide:  

 Determinar la variable aleatoria 𝑋𝑋. 
 Calcular su función de masa y su función de distribución. 
 Calcular la probabilidad de que 𝑋𝑋 sea mayor que 1. 
 Calcular la probabilidad de que 𝑋𝑋 pertenezca al intervalo [1,2]. 

Solución: 

 El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados de este ex-
perimento. En este caso, el espacio muestral asociado al experimento es 𝛺𝛺 =
{(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛), (𝑛𝑛𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟), (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛), (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟)} ⇒ 𝑋𝑋: 𝛺𝛺 → ℝ 
tal que: 

𝑋𝑋(𝐴𝐴) = �
0 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)

1 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟) 𝑜𝑜 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)
2 𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴 = (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟)

 

 La variable aleatoria 𝑋𝑋 puede tomar los siguientes puntos de masa 𝑋𝑋 =
{0,1,2}, la función de masa viene dada por: 

𝑝𝑝1 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = 2
10
∙ 1
9

= 1
45

  

𝑝𝑝2 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1) = 2
10
∙ 8
9

+ 8
10
∙ 2
9

= 16
45

  

𝑝𝑝3 = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) = 8
10
∙ 7
9

= 28
45

  
Obsérvese que 𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝3 = 1, con esta función de masa, calculamos la fun-
ción de distribución de la variable aleatoria 𝑋𝑋 como: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 < 0
1

45
  𝑠𝑠𝑠𝑠 0 ≤ 𝑥𝑥 < 1 

17
45

  𝑠𝑠𝑠𝑠 1 ≤ 𝑥𝑥 < 2
1  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 ≥ 2
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La probabilidad de que 𝑋𝑋 sea mayor que 1 se calcula como: 

𝑃𝑃 (𝑋𝑋 > 1) = 1 − 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 1) = 1 − (𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) + 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1)) = 1 − (
1

45
+

16
45

) =
28
45

 

La probabilidad de que 𝑋𝑋 pertenezca al intervalo [1,2] se calcula como: 

𝑃𝑃 (1 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 2) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1)+𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) = 16
45

+ 28
45

= 44
45

 

También se puede calcular esta probabilidad utilizando la función de distribu-
ción 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥): 

𝑃𝑃 (1 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 2) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 2) − 𝑃𝑃(𝑋𝑋 < 1) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 2) − 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 0) 
= 𝐹𝐹𝑋𝑋(2) − 𝐹𝐹𝑋𝑋(0) = 1 − 1

45
= 44

45
  

Ejercicio R. 2.2 

En un restaurante local, se ha observado que el peso en kilogramos de patatas ne-
cesarias para la preparación de alimentos en una hora es una variable aleatoria con-
tinua 𝑋𝑋 cuya función de densidad viene dada por: 

𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �𝑐𝑐𝑐𝑐    𝑠𝑠𝑠𝑠  2 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 4
0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  

Se pide:  

 Calcular c para que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) sea una función de densidad. 
 Calcular la función de distribución 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥). 
 Calcular la probabilidad de que, en una hora al azar del día, este restaurante 

necesite más de 3 kg de patatas para preparar los alimentos. 

Solución: 

 Para que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) sea una función de densidad, debe cumplir dos condiciones: 
 La función debe ser no negativa para todo 𝑥𝑥: 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) ≥ 0 

 La integral de la función sobre todo su rango debe ser igual a 1: 
∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1+∞
−∞   

Para cumplir con la primera condición, 𝑐𝑐 debe ser positivo. Para cumplir con 
la segunda condición, tenemos que calcular la integral de la función 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) 
como: 
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∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑2
−∞ + ∫ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑+∞

4 = 0 + 𝑐𝑐 ∫ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 0 = 𝑐𝑐 �𝑥𝑥
2

2
�
2

44
2 =4

2
+∞
−∞   

= 𝑐𝑐 �4
2

2
− 22

2
� = 𝑐𝑐 ∙ 6 = 1 ⇒ 𝑐𝑐 = 1

6
   

Por lo tanto, 𝑐𝑐 = 1
6
 para que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) sea una función de densidad. La función de 

densidad queda: 

𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �  
1
6
𝑥𝑥    𝑠𝑠𝑠𝑠 2 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 4

0     𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
 

 Se sabe que 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
−∞      ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ ⇒ 

Si 𝑥𝑥 < 2, 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 = 02
−∞  

Si 2 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 4 , 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
−∞ = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 +2

−∞ ∫ 1
6
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 +𝑥𝑥

2
1
6 ∫ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1

6
�𝑥𝑥

2

2
�
2

𝑥𝑥
=𝑥𝑥

2
1
6
�𝑥𝑥

2

2
− 22

2
� = 𝑥𝑥2−4

12
 

Si 𝑥𝑥 > 4 ,  𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
−∞ = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 +2

−∞ ∫ 1
6
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥

4 = 0 +4
2

1
6
�4

2

2
− 22

2
� + 0 = 1 

Así, la función de distribución es: 

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �

0          𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 < 2
𝑥𝑥2 − 4

12
    𝑠𝑠𝑠𝑠 2 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 4

1          𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 > 4

 

 La probabilidad de interés se calcula como:  

𝑃𝑃(𝑋𝑋 > 3) = 1 − 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 3) = 1 − 𝐹𝐹𝑋𝑋(3) = 1 −
32 − 4

12
= 1 −

5
12

=
7

12
 

Ejercicio R. 2.3 

Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria discreta con función de masa P(X = −2) = 1
5
, P(X =

−1) = 1
6
, P(X = 0) = 1

5
, P(X = 1) = 1

15
, y P(X = 2) = 11

30
. Sea Y una transforma-

ción de la variable X. Se pide calcular la función de masa de la variable 𝑌𝑌, cuando  

 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2 + 3 
 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋 + 2 
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Solución: 

Sabiendo que los puntos de masa de la variable aleatoria 𝑋𝑋 son {−2,−1, 0, 1, 2} y 
que 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2 + 3 , entonces los puntos de masa de la variable aleatoria 𝑌𝑌  son 
{3, 4, 7}. La función de masa de la variable 𝑌𝑌 queda determinada por: 

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 3) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 + 3 = 3) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 = 0) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = 1
5
  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 4) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 + 3 = 4) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 = 1) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = −1) + 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1) = 1
6

+
1
15

= 7
30

  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 7) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 + 3 = 7) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋2 = 4) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = −2) + 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) = 1
5

+
11
30

= 17
30

  

Sabiendo que los puntos de masa de la variable aleatoria 𝑋𝑋 son {−2,−1, 0, 1, 2} y 
que 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋 + 2 , entonces los puntos de masa de la variable aleatoria 𝑌𝑌  son 
{0, 1, 2, 3, 4}. La función de masa de la variable 𝑌𝑌 queda determinada por 

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 0) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 + 2 = 0) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = −2) = 1
5
  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 1) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 + 2 = 1) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = −1) = 1
6
  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 2) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 + 2 = 2) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 0) = 1
5
  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 3) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 + 2 = 3) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 1) = 1
15

  

𝑃𝑃(𝑌𝑌 = 4) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 + 2 = 4) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 2) = 11
30

  

Ejercicio R. 2.4 

Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria continua, cuya función de densidad viene dada por 

𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = �3𝑥𝑥
2    𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 1

0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
 

Sea 𝑌𝑌 = 2 − X2 una transformación de la variable aleatoria 𝑋𝑋. Se pide: 

 Calcular la función de densidad de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 
 Calcular la función de distribución de la variable aleatoria 𝑌𝑌. 

Solución: 

 En primer lugar, comprobamos si la transformación asociada a 𝑌𝑌 es derivable 
y estrictamente monótona cuando 𝑋𝑋 toma valores en el intervalo (0, 1). 
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La transformación asociada a Y es 2 − 𝑋𝑋2, cuya derivada es 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(2 − 𝑥𝑥2) = 0 −
2𝑥𝑥 = −2𝑥𝑥. La derivada es siempre negativa en el intervalo (0, 1), lo cual indica 
que la transformación 𝑌𝑌 = 2 − 𝑋𝑋2 es estrictamente decreciente en este inter-
valo (ver la Figura 1.9).  
Como la transformación asociada a la Y es derivable y estrictamente monótona 
cuando 𝑋𝑋 toma valores en el intervalo (0, 1), se puede calcular la función de 
densidad de la variable aleatoria Y mediante la fórmula siguiente: 

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑋𝑋(ℎ−1(𝑦𝑦)) �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

(ℎ−1(𝑦𝑦))� 

donde ℎ−1(𝑦𝑦) es la función inversa de la transformación 𝑌𝑌 = 2 − 𝑋𝑋2. 
Resolvamos para 𝑋𝑋 en términos de 𝑌𝑌: 𝑋𝑋2 = 2 − 𝑌𝑌 → 𝑋𝑋 = ±√2 − 𝑌𝑌. 

Considerando que 0 < 𝑥𝑥 < 1, entonces ℎ−1(𝑦𝑦) = �2 − 𝑦𝑦 = (2 − 𝑦𝑦)
1
2   ∀𝑦𝑦 ∈

(1, 2). 

Se calcula la derivada de ℎ−1(𝑦𝑦) = (2 − 𝑦𝑦)
1
2 con respecto a 𝑦𝑦 como: 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
�(2 − 𝑦𝑦)

1
2� = 1

2
(2 − 𝑦𝑦)

1
2−1 ∙ (2 − 𝑦𝑦)´ = 1

2
(2 − 𝑦𝑦)−

1
2 ∙ (−1) =

−1
2

(2 − 𝑦𝑦)−
1
2 = − 1

2�2−𝑦𝑦
  

Entonces, 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓𝑋𝑋�ℎ−1(𝑦𝑦)� � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦
�ℎ−1(𝑦𝑦)�� = 𝑓𝑓𝑋𝑋 �(2− 𝑦𝑦)

1
2� � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦
�(2− 𝑦𝑦)

1
2�� = 

 = 3 ∙ �(2− 𝑦𝑦)
1
2�
2
�− 1

2�2−𝑦𝑦
� = 3(2− 𝑦𝑦) ∙ 1

2�2−𝑦𝑦
= 3(2−𝑦𝑦)

2�2−𝑦𝑦
= 3

2�2 − 𝑦𝑦 ∀𝑦𝑦 ∈

(1, 2) 

La función de densidad de la variable aleatoria 𝑌𝑌 viene dada por: 

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) = �
3
2�

2 − 𝑦𝑦     𝑠𝑠𝑠𝑠 1 < 𝑦𝑦 < 2
0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
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Figura 1.9. Y=2-X ^2 (Ejercicio R. 2.4). 

 Se sabe que 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = ∫ 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦
−∞      ∀𝑦𝑦 ∈ ℝ ⇒ 

Si 𝑦𝑦 ≤ 1, 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 = 01
−∞  

Si 1 < 𝑦𝑦 < 2, 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = ∫ 𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦
−∞ = ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 +1

−∞
3
2 ∫ �2 − 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 =𝑦𝑦

1

3
2
�− (2−𝑦𝑦)

1
2+1

1
2+1

�
1

𝑦𝑦

= 3
2
�− 2(2−𝑦𝑦)

3
2

3
�
1

𝑦𝑦

= 3
2
�− 2

3
�(2 − 𝑦𝑦)

3
2 − (2 − 1)

3
2�� = 1 −

(2 − 𝑦𝑦)
3
2 

Si 𝑦𝑦 ≥ 2, 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = 1 

Así, la función de distribución es: 

𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑦𝑦) = �
0                               𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 ≤ 1

1 − (2 − 𝑦𝑦)
3
2      𝑠𝑠𝑠𝑠 1 < 𝑦𝑦 < 2

1                               𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 ≥ 2
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Ejercicios propuestos 

Ejercicio P. 2.1 

Lanzamos tres monedas al aire. Sea 𝑋𝑋 la variable aleatoria que representa el número 
de caras obtenidas en el lanzamiento. Se pide:  

 Determinar la variable aleatoria 𝑋𝑋. 
 Calcular su función de masa y su función de distribución. 
 Calcular la probabilidad de que 𝑋𝑋 sea mayor que 1. 

Ejercicio P. 2.2 

Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria continua con función de densidad 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = ke−|𝑥𝑥| si 
𝑥𝑥 ∈ ℝ. Se pide:  

 Calcular k para que 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) sea una función de densidad. 
 Calcular la función de distribución 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥). 
 Calcular la probabilidad de que 𝑋𝑋 sea menor que 0. 
 Si se sabe que la variable ha tomado un valor superior a 0, ¿cuál es la probabi-

lidad de que tome un valor menor que 2? 

Ejercicio P. 2.3 

Considerando una variable aleatoria con una función de densidad 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘 si 0 <
𝑥𝑥 < 2, determina su función de distribución y las distribuciones correspondientes 
para las siguientes transformaciones: 

𝑌𝑌 = −2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 

𝑌𝑌 = +𝑋𝑋
1
4 

Ejercicio P. 2.4 

Un vendedor de vinagre tiene una demanda semanal 𝑌𝑌 distribuida con la siguiente 
función de densidad:  

𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑦𝑦) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑦𝑦
10000

  𝑠𝑠𝑠𝑠 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 100
1

100
  𝑠𝑠𝑠𝑠 100 < 𝑦𝑦 < 150

0          𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
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En una ocasión, decide adquirir 60 litros de vinagre. Por cada litro vendido, obtiene 
una ganancia de 5€, mientras que, por cada litro no vendido, pierde 2€. ¿Cuál es la 
distribución de la variable que representa la ganancia obtenida esa semana? 

Ejercicio P. 2.5 

Se considera el espacio muestral N = {1, 2, 3, …} y se define la probabilidad de los 
sucesos elementales por P(n) = q

5n
 con n ∈ N y q ∈ R. Determínese el valor de q 

para que P sea una probabilidad y hállese la probabilidad del suceso A = {n ∈ N: n 
es impar}. 

Ejercicio P. 2.6 

Una variable aleatoria tiene la siguiente función de probabilidad: 

𝑋𝑋 1 2 3 4 5 

𝑃𝑃(𝑋𝑋) 0.10 0.20 0.05 0.40 0.25 

Se pide:  

 Comprobar que es una función de probabilidad. 
 Calcular P(X ≤ 3). 
 Calcular P(X >2). 
 P(X= 1  o   X= 3  o  X= 5). 
 Representar la función de distribución 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥). 

Ejercicio P. 2.7  

Sea 𝑋𝑋 variable aleatoria cuya distribución de probabilidad viene dada por: 
𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑟𝑟) = 3

2
1

𝑟𝑟!(4−𝑟𝑟)!
  para 𝑟𝑟 = 0, 1, 2, 3, 4 

Se pide: 

Hallar P(X = 3); P(1 ≤ X ≤ 2.5) y P(X ≤ 2.5). 

Ejercicio P. 2.8 

Los artículos en venta en unos grandes almacenes se someten al control diario y, se 
estima que la probabilidad de que en un día sean vendidos r artículos defectuosos es 
2
3
�1
3
�
𝑟𝑟
. Determinar la probabilidad de que en un día de los artículos vendidos: 
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 Dos o más sean defectuosos. 
 Cinco sean defectuosos. 
 Tres o menos sean defectuosos. 

Ejercicio P. 2.9 

Sea 𝑌𝑌 = 100𝑋𝑋 la variable porcentaje de alcohol, donde 𝑋𝑋 tiene una función de den-
sidad 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 20x3(1− 𝑥𝑥) si 0 < x < 1. Se pide: 

 Determinar la función de densidad y de distribución de Y. 
 Calcular 𝑃𝑃(𝑋𝑋 < 2 3⁄ ). 

Ejercicio P. 2.10 

Sea 𝑋𝑋 una variable aleatoria continua que representa el tiempo en horas que un 
estudiante dedica a estudiar para un examen final. Su función de densidad está 
dada por: 

𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = � 
1

10
    𝑠𝑠𝑠𝑠 0 < 𝑥𝑥 < 10

0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
 

Calcule la probabilidad de que el estudiante estudie entre 3 y 5 horas.  

2.7. Evaluación 
Todos los estudiantes del Grado en Estadística Aplicada y del Grado en Ciencia de 
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificación 
de la evaluación continua.  

Este manual está disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluación para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google 
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/nfsLWAiVR7eqwb9L9.

https://forms.gle/nfsLWAiVR7eqwb9L9



