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Introduccion

En (1) se prueba que un espacio de Banach E verifica la pro-
piedad de aproximacién de Grothendieck si y sélo si el espacio
H (E) de las funciones holomorfas sobre E con la topologia com-~
pacto abierta, la verifica.

El objeto del presente trabajo es establecer un resultado analo-
go para el caso de funciones diferenciables reales. Los intentos rea-
lizados en esta direccién han tenido, hasta ahora, un éxito parcial
(véase (2)).

En los trabajos anteriormente citados, se utiliza de forma esen-
cial la caracterizacién de la propiedad de aproximacidén en términos
del e-producto.

Desde nuestro punto de vista, las dificultades radican principal-
.mente en que la topologia usual en los espacios C" (E, F) de la con~
vergencia uniforme de las funciones y sus derivadas sobre los com-
pactos de E, no parece la mas adecuada para, en primer lugar, es-
tablecer la igualdad C*(E)€ F = C*(E, F), y en segundo lugar
para estudiar la densidad de C" (E) ® F en C* (E, ). Por esta lti-
ma razoén, en (5) se introducen en los espacios C* (E, F) otras to-
pologias, que permiten obtener resultados satisfactorios en la direc—
ci6on citada.

. Por otro lado, debido a las dificultades que presenta la diferen-
cial de Fréchet para estudiar propiedades de completitud en los es-
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pacios C" (E, F) con estas nuevas topologias, hemos adoptado en el
presente trabajo la nocién de diferencial compacta (de Hadamard),
que nos ha permitido resolver favorablemente el problema planteado.

Notaciones

A lo largo de este trabajo, se utilizan las letras E, F, G para
designar espacios de Banach reales, y X, Y, Z para espacios local-
mente convexos, reales y separados. Denotaremos por £, (X, Y) el
espacio vectorial de las aplicaciones lineales continuas de X en Y,
dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los con-
juntos absolutamente convexos y compactos de X. Si Y = R, es-
cribiremos £, (X, R) = X’.. Si #n > 1, definimos '

L(E, X) =L, (E, L1 (E X)),

donde .£,° (E, X) = X. Los conjuntos

W (K", V) ={n€.L"EX) :u(K)CTV}

forman una base de entornos de cero en .£,* (E, X) cuando V re-
corre una base de entornos de cero en X y K recorre los compac-
tos de E. Finalmente, denotaremos por X €Y = .Le (Y',, X), es-
pacio de las aplicaciones lineales continuas de Y’, en X, dotado de
Ta topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equi-
continuos de Y.

1. La diferencial compacta. Propiedades de densidad

1. DeriNiciéN.—Sea f : E - X, Diremos que f es diferenciable
en sentido compacto en o € E, si existe una aplicacién lineal conti-
nua # de E en X tal que para cada disco compacto K< E se verifica

Fla+thy—f(a)—u(h
T

lim
t—90

= 0, uniformemente en %€ K.

Se dice entonces -que # es la diferencial, en sentido compacto,
de f en a y la denotaremos por D f (a). En lo -sucesivo, tutilizare-
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mos. la expresién de funcién diferenciable siempre en sentido com
pacto. Diremos que f : E = X es diferenciable si f es diferenciable
en todos los puntos de E.

. 2. DEFINICION, — Diremos que f : E 5> X es # veces diferencia-
ble si f es (m —1) veces diferenciable, y D**f : E - £,'(E, X)
es diferenciable; donde D° f = f. Asimismo, diremos que f: E > X
es una. funcién de clase n, si f es n veces diferenciable y todas las
diferenciales son continuas. .

Denotaremos por C," (E, X) al conjunto de todas las aplicacio-
nes - de clase'n de E en X. Si n = 0, escribiremos

C,°(E,X) = C, (E, X) (.

Utilizaremos las siguientes propiedades de este concepto de di-
ferencial :

.‘a) Toda funcién diferenciable de E en X es continua.

by Si fECH(E,X) vy u€ L (F,E) (resp. u€.£(X,Y)), en—
tonces

fou€Cn(F, X)
(resp. u- f€C"(E,Y)) y
D? (f o u) (%) (7,00 x,) = D7 f (u(x)) (u Ty U Hy)

(resp. D (fou) =uoD” f) si 1 < p'<n.
¢) Regla de la cadena de orden 1.

d) Para cada € E y 1 <p <n, D’f(x) es p-lineal y simé-
trica. -

e) Si'f es una aplicacién diferenciable de E en X y a € E, en-
tonces S

flo+5—Ff@€ o dDfO) @) :y€la at 41},

donde |cos| A designa la envoltura absolutamente convexa y ce-
rrada de A. (Teorema del valor medio.)

Las propiedades a), ¢), d) y e) pueden verse en (11), proposicio-

(*) Notese que la topologia de C,(E,X) es la compacto-abierta, Utilizarenos
esta misma notacién cuando E y X sean espacios topolégicos arbitrarios.



%30 F. BOMBAL GORDON Y J. L. GONZALEZ LLAVONA

nes 1.7.1, 1.2.9, 1.8.2 y 1.3.3, respectivamente. En cuanto a la pro-
piedad b), es de comprobacion directa inmediata.

3. OsBservaciON.—En la literatura (véase por ejemplo (11)), se
suele utilizar para la nocién de funciéon = veces diferenciable en
sentido compacto la topologia de la convergencia uniforme sobre
los acotados de E en .£* (E, X). No obstante, las propiedades usua-
les siguen siendo vélidas para nuestra definicion, aunque sélo uti-
lizaremos las anteriormente citadas. Véase también (6).

.

4. DeriNiciON.—Para cada compacto K <@ E y cada entorno de
cero V < X, definimos

TE V) ={/€Cr(EX): DPf(K)yc WK, V). 0L << n}

Cuando K recorre los compactos de E, y V recorre una base de
entornos de cero en X, los conjuntos T (K, V) forman un sistema
fundamental de entornos de 0 para una topologia localmente con-
vexa y separada en C," (E, X). A lo largo de este trabajo, utiliza-
remos siempre en C,* (E, X) esta topologia. Véase (5).

5. LemA. — Sea E un espacio de Banach con la propiedad de
aproximacidn, y X un espacio localmente convexo. Si

feCr(E,X) y 4, ={fou:u€lFQELE}

entonces £ es adherente a A, en C2 (E, X).

DemostrACION.—Sea T (K, V) un entorno de cero en C,” (E, X),
donde podemos suponer que V es absolutameste convexo, y (#,) una
sucesién de elementos de E’ @ E que converge a la identidad de
E, uniformemente sobre K., Como la evaluacién es una aplicacion
continua de C, (K, E) x E en E, el conjunto

L=KU{# (K);n€N}

es compacto en E,

Por ser f uniformemeste continua en K, existe U,, entorno de
cero en E, tal que

IR —fev si x€K y€E y r—yeU, (1]
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Por otro lado, si 1 < p < », como D f (K) es compacto en
L (E, L7~ (E, X)),

y por tanto equicontinuo, existe U,, entorno de cero en E, tal que
DPf(K)(U, x Lx .. x L) =D f(K)(L x U, x ... X L) = ... =

=D)L x...xLxU)yc@3zpv. 2]

Finalmente, por ser D” f uniformemente continua sobre K, exis-
te U,, entorno de cero en E, tal que

D f(x) —DPf(3) €W (L2, /2) V), si €K, y€E y r—y€U, (3]

.Sea
U=U,NU,NU, y w=u, con n3>n,
donde |
r—u, ()€U si 2€K y n> n,
‘Entonces :
a) f(x)—fux)€V si v €K, por [1].
b)

D) (w0 #p) = DPfud (ua, . ury) =
=D (x, ..., 5p)) —DP () (wr ), ..., ux) +
+D?f@)(wa, . ,uz,) —DPfux)(mr, .., ux,)€

€12V +({.. +(2pHV+@/2) VYV,
si ¥, 2, ..., ¥2p€ K, por [2] y [8]. Es decir,
f—f.u€T(K, V)

6. TEOREMA. — Sea E un espacio de Banach y n> 1. Las $i-
Luientes afirmaciones son equivalentes:

6.1. Cr(E)® X es denso en Ct(E, X) para todo espacio lo-
calmente convexo X.

6.2. Cr(E)Q® X es denso en C2(E, X) para todo espacio lo-
calmente convexo completo X.



732 F, BOMBAL GORDON Y J, L. GONZALEZ LLAVONA

6.3. La aplzcacwn identidad de E pertenece a la adherencia de
ca (E)®E en CP(E, E).

6.4. La aplicacion identidad de E pertenece a la adherencia de
EQE en C(E, E).

6.5. E wverifica la propiedad de aproximacidn.

DeMosTRACION.—6.1 => 6.2 y 6.2 => 6.3 son inmediatas. Para
ver que 6.3 —> 6.4, sea

H:{Du(y):uEC;"(E)@E,_yGE}CE’@E.

Una simple comprobacién demuestra que la identidad en E perte-
nece a la adherencia de H en C,* (E, E). Trivialmente 6.4 = 6.5.

Para demostrar que 6.5 => 6.1, observemos en primer lugar que
si la dimensiéon de E es finita, entonces se cumple 6.1 (véase, por
ejemplo, (10), pig. 448). En el caso general, si f€C*(E, X) ¥y
T (X, V) es un entorno de 0 en CJ? (E, X), donde podemos supo-
ner V convexo, por el lema 5 existe # € EZ @ E tal que

f—f-ueT(K, (1/2) V).

Sea E, = u (E) y ]ﬂ, = f g ; entonces f, € C.* (E,, X) y por ser
E, de dimensién finita, existe a,€ C,* (E,) ® X tal que

f,—a €T (u (K), (1/2) V) C Cpr (E,, X).
Resulta entonces que
fou—a, «u€ TX, 1/2) V),
luego
f—a,0u€T (X V).

Como a, - € C,* (E) @ X, se obtiene 6.1,

2. Propiedades de los espacios C, (E, X)

7. TEOREMA.—Si E es un eSpacio de Banach y X es un espacio
localmente convexo completo, emtonces C2 (E, X) es completo.

DEMOSTRACION.—Sea (fi)ier una red de Cauchy en C.* (E, X).
Para cada # € E y cada j, 0 <j <n, (D/f (#))ycr es una red de
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Cauchy en £,/ (E, X). Como £,/ (E, X) es completo ((7), cap. I1I,
prob. 8), resulta que existen

Fsye £, (B, X) 0i<n

tales que cada red (D’f; (#))ier converge a 1 (#) en LJ(E, X).
Esta convergencia es uniforme sobre cada compacto de E, por la
definicién de la topologia en C." (E, X), por lo que f/ es continua
sobre cada compacto de E y por ser E de Banach, continua en E.
Por otra parte, para cada v € E y cada §, 0'<j < n, '

fia) = Difa),

donde f = f°. En efecto, para j = 0, el reusltado es evidente. Su-
pongimoslo cierto para § = p <<#n y probémoslo para j = p + 1.
Sea #€ E y K € E compacto. Bastard probar que

DY f (5 + 1 1) — DP.f (1) — fP+1 (#) (2 )
lim - =90
t—s0 ?

uniformemente en 4 € K.

"~ Sea W (L”, V) un entorno de 0 en .£,7 (E, X). Consideremos U,
entorno de cero en X, absolutamente convexo y cerrado, con la pro-
piedad de que U + U + U< V.

Aplicando el teorema del valor medio a la funcién de variable real

w () =D f (& + th)— D" f, (x + th).
resulta
[D? f, (x + t ) — DP f, (#) — (D /, (v + 1 k) — D? J, (a))] £ =

= t-1{v () — v (0)) € t—* l co [{D v () () : s comprendido entre 0 y ¢} =
= ﬁ’o_[ {DMHLf (v +sB)(h) —DMf (v 4+ sh)y(h) 1 s entre 0 v ¢}

Por ser (f)i.: una red de Cauchy en C," (E, X), existe i, €I
tal que si

'i,k)in e y€x+DK(D=[—11]),

entonces

DP41f, (3) — D £, (3) € W (K x 12, 1),
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por lo que si i, k > i,
(@ () —v 0) 1€ W (L7, U).

Como consecuencia se tiene

(DPfx+ ) —DPf(a)—Df (x+thy—DPf (x)j -1 € W (LA 1), [1]

siempre que i >4, t€D y h€ K,
Por otro lado,

[DPHLf; (#) (8 B) — f+H (@) (¢ )] 1€ W (L7, 1), [2]

para h€ K y algtm i > i,. Para este 7 existe un 3, 0 <3 <1, tal
que si [t]|<<3y h €K se cumple

[D?f, (x + t h) — D? f, (x)y — D1 f, (x) (¢ )] -1 € W (LP, 1). £3]
De [1], [2] v [3] se concluye que
[D?f(x + th)—D7 f(x)— P+ (») ¢ W] -1 € W (1P, V),

si|t|<<3yh€K.

A continuacién, pasamos a caracterizar los conjuntos relativa-
mente compactos de C,” (E, X). Una sencilla modificacién en la
demostracién del teorema de Ascoli, tal como aparece en (9), pagi-
ma 312, permite probar el siguiente resultado:

8. TEOREMA.—See¢ L wun k-espacio, M un espacio semi-métrico
vy & una familia en C, (L, M). Entonces son condiciones necesarias y
Suficientes para que F sea relativamente compacto, las siguientes:

8.1. Para cada compacto K de E, & |x es equicontinuo enm
C (K, M).

8.2. Para cada x € L, el conjunto

FE={i():f€F}

es relativamente compacto en M.
Consideremos el espacio C, (E, .£,7 (E, X)). De la definiciéon de
la topologia en C,» (E, X) se deduce que la aplicacién

#:C(E, X) —> n C, (E, £7, (E, X))

P=0
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definida por
0 (f) = (Dp f)‘() <p<m

-es un isomorfismo topolégico entre C.,* (E, X) y un subespacio de

C, (E, .7, (E, X)).

V=90

‘Como consecuencia obtenemos el siguiente teorema :

9. TreorREMA.—Sea E un espacio de Banach y X un espacio lo-
calmente convexo completo. Si & es una fomilia en C (E, X), en-
tonces F es relativamente compacto si y sdlo si se verifican las con-
diciones siguientes :

9.1. Para cada p, 0 <p.<n y cade compaclo K < E, el con-
Junto

{Dri| : f€F}C, (K, L2, (E X))

88 equicontinuo,

9.2, Pare cada x€E y cada p, 0 < p <n, el conjunto
(Dvi(x): f€F}
s relativamente compacto en LP(E, X).

DEMOSTRACION.—F es relativamente compacto en C,” (E, X) si
'y s6lo si 0 (¥) es rleativamente compacto en 6 (C,* (E, X)). Como
C." (E, X) es completo por el teorema 7, §(C,” (E, X)) es ce-
‘trado en

C, (E, .£?, (E, X)).

=90

‘Por tanto, por el teorema de Tychonoff resulta que & es relativa-
‘mente compacto en C.* (E, X) si y s6lo si cada proyeccidn

7, (8 (C,7 (B. X))
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es relativamente compacto en C, (E, £, (E, X)). El resultado se
deduce del teorema 8.
3. La propiedad de aproximacién en C*, (E)

10. TeoREMA.—Si E e¢s un espacio de Banach y X es un espa-
cio localmente convexo completo, entonces

Ch(E,X)=Cr(E)eX =L, X, C,n (B)).

DEMOSTRACION.—En primer lugar, como X es completo, la to-
pologia en X’, es la compacto-abierta. '
Sea f€ C,” (E, X). Definimos

() : X' — C(E)
por
e(Hy = y_’ o f€ C?.n (E) para cada y € X’
Es evidente que ¢ (f) es lineal. Veamos que
e (f) €.L£(X’,, Cr(E).
Sea

T(K,6) =T (W, 1), 1=[—g¢c¢]

un entorno de 0 en C,* (E). Para cada p, 0 < p < n, la aplicacién
de E x E? en X definida por

(# 2, .., 5,) —> D)2, .., 2,
es continua ((4), lema 0.1.2), luego
L, = D? f (K) (K?)

es compacto en X, por lo que
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€s’ un entorno de cero en X’,, Es inmediato comprobar que si’
y € L, entonces B

o (HyeT(K,e).
La aplicacion
9 C,r(E, X) — L£,(X7,, C,n(E)

es evidentemente lineal, Para probar su continuidad, sea H un equi-
continuo en X’, que podemos suponer de la forma, H = V°, sien-
do V un entorno de 0 en X, y T (K, ¢) un entorno de 0 en C,* (E).
Entonces T (K, ¢ V) es entorno de 0 en C*(E, X), y si
fe€T((K,eV) se tiene

@(f)v€T(K,¢) para todo y € H.

Asi, pues, ¢ es lineal, continua y obviamente inyectiva. Un ra:
" zonamiento analogo al anterior prueba que ¢ es un isomorfismo
topolégico sobre su imagen. Para terminar la demostraciéon, bas-
tary probar que ¢ es suprayectiva.

Sea u€ L (X, C,*(E). Para cada p, 0<p <mn, y cada
X, %, ..., ¥p de E, la aplicacién a

Yy —> D wy)@)yx, ..., 4,

es una forma lineal y continua sobre X’,; como (X’.) = X, existe
un tnico f (¥)w,, ..., ¥, de X tal que

P o), 253> =DP(uy) () 7. oo 1, (*j

Si se prueba que f° = f pertenece a C.” (E, X), entonces ¢ (f) = %
y ¢ serd suprayectiva.

En primer lugar, observemos que como el segundo miembro de
(*) es p-lineal en x,, ..., x5, f7(#) es p-lineal.
- . Probemos ahora que para cada » € E, {7 ()€ .£7, (E, X). Si V
€s un entorno, absolutamente convexo y cerrado, de cero en X,
V?® es equicontinuo en X’ y por tanto relativamente compacto en
X’;. Entonces u (V) es relativamente compacto en C,* (E). En
virtud de 9.2, para cada x € E el conjunto

{D? (uy") (#) : y; €Vey
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es relativamente compacto en L7, (E, R), y por tanto, por el teore-
ma 8, equicontinuo sobre cada compacto de E®?, En consecuencia,
si K € E es compacto, existe § > 0 tal que si

xi:yi'EK’i=1:"')p y ”xl_y1”<8
se tiene

[{fFP@) 7,y — (DY, sV ¥ | =
= | D?(»y) (%) Ky ey Hp — D? (u 3") (%) Vs s Vo | <1
para todo ¥ €V® Es decir,

P& x,na, —F @)y, 9, €Vl =V,

lo que prueba que f° (#) es continua en K?,, y por ser E” metriza-
ble, f* (x) es continua.
Utilizando 9.1 en lugar de 9.2, se prueba de forma analoga que

P E— £.2(E X)

es continua.
Finalmente, probemos que para cada # € E y cada p, 0 < p <,

D? f (x) = /7 (2).

Para p = 0 es evidente. Supongémoslo cierto para p =k <n y
probémoslo para p =k + 1. Sea € E y K< E un compacto.
Bastard probar que

D¥f(x + th) —D¥f(#) — A1 (x) (¢ )
lim =
g :

uniformemente en 4 € K. Sea entonces W (L¥, V) un entorno de ¢
en L% (E, X), donde V podemos suponerlo absolutamente convexo
y cerrado. Para cada 3y de X’ se tiene

¥ o [D¥f(x + t ) — DEf(#) — ff41 (#) G B)] #-2 =
[D¥ (% y") (# + t h) — D (u 3) () — D¥1 (uy’) (2) (¢ k)] -1 € L* (E, R).
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Apliquemos el teorema del valor medio a la funcién de variable real
v (t) = D¥(uy’) (x + t h) — D¥1 (u y) () (¢ 7).

Entonces

[0 (1)~ v (0)1-1€ 1 [co [{Do(s)(t) : s emtre 0 y ¢} =

['co [{D¥ (uy) (& + s by () — DML (wy) (x) (k) : 5 entre 0 y t}
Si D = [—1,1], DK es compacto en E. El conjunto
{D¥1(uy) [pg - ¥ €V} C (DK, L£F1(E, R))
es equicontinuo por 9.1, luego dado el entorno W (K x L* 1),
existe un 5> 0 tal que si #,y € DK, || ¥ — | <8, se verifica
D¥1 (u y') () — D¥1 (u y) ()€ W (K x L, 1),
es decir,
D¥H (u y7) (#) (B) — D¥H (w y) () (h) € W (LK, 1),
‘para todo & € K y todo y" €V, Si

M=max{f{a||:h€K} y ¥&=38§M,

resulta que si |¢| < ¥, se cumple que || sh| <3 si s estd entre
0y ¢, luego

D¥1 (u ) (& + s k) (h) — D¥H (') (#) (B) € W (LE, 1),
para cada h €K, v € V' y s entre 0 y £. Como W (L* 1) es con~

vexo y cerrado, resulta
Yoo [D¥Ff(x + t i) — DFf () — f41 (x) ¢ B)] £ € W (LK, 1)
para todo v €V®° h€K, siempre que |t!|<C¥. Es decir,

[D¥f(x + t k) — DX f () — f+1 (#) G )] #-1:€ W (L%, VO0) = W (L, V),

para todo k€K, siempre que |#]<¥.
Es bien conocido que un espacio localmente convexo Y verificar
la propiedad de la aproximacién si y sélo si Y ® X es denso en:
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Ye X para todo espacio localmente convexo X ((8), prop. 11). Si
Y es casi-completo, por (3), 3.9 (2), basta probar la densidad de
Y & X en YeX para todo espacio localmente convexo completo
X. Por otra parte, si X eY son espacios localmente convexos casi-
completos verificando la propiedad de aproximacion, el espacio
X eY también la verifica ((8), cor. 2, pag. 48). Podemos entonces
enunciar el siguiente teorema:

11. TeorEmA.—Sea E un espacio de Banach y n >» 1. Las si-
Suientes proposiciones som equivalentes:

11.1. E wverifica la propiedad de aproximacidn.
11.2. C2 (E) wverifica la propiedad de aprovimacion.

11.3. C2 (E, X) verifica lo propiedad de aproximacidn para todo
espacio localmente convexo completo X que verifique la propiedad
de aproximacion. e

DemosTRACION.—Es una consecuencia inmediata de la observa-
cién anterior y de los teoremas 6, 7 y 10.

4. La propiedad de aproxima‘cién en P ("E).

Para cada n€ N designamos por P ("E, X) el espacio de los po-
linomios homogéneos de grado n, continuos, de E en X. Se com-
_ prueba facilmente que la topologia inducida en P ("E, X) por la de
C," (E, X) es la compacta-abierta. Con técnicas similares a las de
los teoremas 6, 7 y 10 se prueban los siguientes resultados:

Si E verifica la propiedad de aproximacidn, entonces P ("E)® X
es denso en P ("E, X) para todo espacio localmente convexo X y
cada »n > 1. :

Si X es completo, entonces P ("E, X) es completo.

Si X es completo, entonces

P (*E, X) = P (*E) ¢ X.

Como consecuencia de estos resultados, se obtiene el siguiente
teorema:

12. TeoREMA.-—Sea E un espacio de Banach. Las afirmaciones
de] teorvema 11 som equivalentes a los siguientes:
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121. P (*E) = I’ (*E, R) wverifica la propiedad de aproximacion
fare cada n > 1.

12.2. P (*E, X)) verifica la propiedad de aproximacion pare todo
X completo que verifigue la propiedad de aproximacidn y cada
ne€N. '
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