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Resumen. En este trabajo se estudian los elementos básicos de la teoŕıa del grado de
Brouwer-Kronecker. Se demuestran los resultados de existencia de difeotoṕıas y de apro-
ximación de aplicaciones continuas (propias) con homotoṕıa que permiten definir con-
sistentemente el grado de una aplicación suave y su extensión a aplicaciones continuas,
respectivamente. La invariancia por homotoṕıa del grado se utiliza para probar varios
resultados topológicos profundos incluyendo el teorema de Borsuk-Hirsch sobre el grado
de aplicaciones pares e impares en esferas y el de Jordan-Brouwer sobre la desconexión
de espacios afines por hipersuperficies.
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Abstract. In this work we study the basics of Bouwer-Kronecker degree theory. In or-
der to define consistently de degree of a smooth mapping and its extension to continuous
mappings, we prove results regarding the existence of diffeotopies and the approximation
with homotopy of (proper) continuous mappings. The homotopy invariance of the degree
is applied in order to tackle some deep topological theorems as the Borsuk-Hirsch theo-
rem addressing the degree of even and odd mappings in spheres and the Jordan-Brouwer
theorem on the separation of affine spaces by hypersurfaces.
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Introducción

Los oŕıgenes del grado de Brouwer-Kronecker se remontan a la primera mitad del si-
glo XIX, cuando Cauchy publica los primeros trabajos en los que utiliza un “́ındice de
enrollamiento” para estudiar la existencia de ceros de aplicaciones suaves del plano en śı
mismo. En la segunda mitad del siglo XIX, Kronecker extendió esta herramienta a di-
mensiones superiores, pero fue Brouwer, ya en el siglo XX, el que advirtió la naturaleza
profundamente geométrica de este ı́ndice. Brouwer extiende el ı́ndice a funciones continuas
y espacios más generales, y lo utiliza para demostrar en dimensión arbitraria resultados
topológicos centrales como el teorema de invarianza de la dimensión, concediéndole el
estatus de herramienta topológica que tiene en el contexto de la teoŕıa moderna.

En este trabajo se introduce la teoŕıa del grado de Brouwer-Kronecker desde la base
proporcionada por las asignaturas de Topoloǵıa Elemental y Variedades Diferenciables del
Grado en Matemáticas. El grado de Brouwer-Kronecker es una herramienta fundamental
de la Topoloǵıa Diferencial que formaliza los conceptos intuitivos de intersección y sienta
una infraestructura teórica que permite demostrar en dimensión arbitraria resultados
topológicos profundos, desde los teoremas de Brouwer hasta la fórmula de Gauss-Bonnet.
Está, además, ı́ntimamente relacionado con la cohomoloǵıa de de Rham, aunque este es
un aspecto que no trataremos aqúı.
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El texto está estructurado en 12 secciones en las que se recorre el camino desde los
resultados básicos en los que se sustenta la teoŕıa hasta algunas de sus aplicaciones más
notables.

Se comienza, en las secciones 1 y 2, revisando los conceptos básicos de variedades y
orientación. Aqúı se aprovecha para fijar la notación utilizada y para enunciar algunos
resultados importantes que se utilizan a lo largo del trabajo (como el teorema de Sard) o
justifican su planteamiento (como el teorema de Whitney), pero que no se demuestran por
exceder los ĺımites del trabajo. En las secciones 3 y 5 se tratan las difeotoṕıas y la aproxi-
mación de aplicaciones continuas, respectivamente. Las primeras resultan indispensables
para definir apropiadamente el grado de Brouwer-Kronecker de una aplicación suave en la
sección 4, y son los resultados de aproximación los que permiten extender esta definición
a aplicaciones continuas en la sección 6.

A partir de aqúı, se aprovecha el marco establecido por la teoŕıa de grado expuesta
para demostrar varios resultados topológicos fundamentales en dimensión arbitraria, co-
menzando en la sección 7 por los teoremas de Brouwer. Por haberse tratado en trabajos
anteriores, no demostramos aqúı el teorema de Hopf, sin duda uno de los resultados re-
dondos de la teoŕıa de grado. En su lugar, en la sección 8 se demuestra una equivalencia
interesante que resalta hasta qué punto el estudio de las aplicaciones no nulhomótopas es
esencial1 en la clasificación de las aplicaciones entre esferas. En la sección 9 se demuestra
el teorema de Borsuk-Hirsch, y sus extensas aplicaciones se desarrollan en las secciones
10 y 11. En la última sección del trabajo, se relajan las condiciones de definición del gra-
do para poder aplicarlo a variedades no orientables, lo que permite demostrar el célebre
teorema de separación de Jordan, con el que concluimos la exposición.

1. Variedades diferenciables. Notación y resultados iniciales

Recordemos, para empezar, las nociones básicas de diferenciabilidad.

Definiciones 1.1. Sean X ⊂ Rp e Y ⊂ Rq conjuntos arbitrarios, la aplicación f : X → Y
se dice Cr diferenciable si localmente puede extenderse a una aplicación Cr diferenciable
entre abiertos de los espacios afines ambiente, es decir, si todo x ∈ X tiene un entorno
abierto U ⊂ Rp y una aplicación F : U → Rq Cr diferenciable en el sentido habitual tal
que F

∣∣
U∩X = f

∣∣
U∩X . En particular, se dice que f es un Cr difeomorfismo si f es biyectiva

y tanto f como su inversa f−1 son Cr diferenciables en el sentido anterior.

Un conjunto M ⊂ Rp se dice que es una variedad Cr diferenciable si es localmente Cr
difeomorfo a un abierto de un espacio af́ın, es decir, si para todo x ∈ M , existen un
entorno abierto suyo U ⊂ M , un abierto W ⊂ Rm y un difeomorfismo ϕ : W → U . A
ϕ se la denomina parametrización de M en x, a su inversa, sistema de coordenadas, y
m = dimx(M) es la dimensión en x, que no depende del sistema de coordenadas escogido
y que es constante si la variedad es conexa. Aqúı se considerarán siempre variedades de
dimensión constante dim(M). Nótese que el abierto W siempre puede reducirse a una
bola de centro ϕ−1(x) de radio ε suficientemente pequeño, y esta es difeomorfa a Rm por

el difeomorfismo x 7→ x/
√
ε2 − ||x||2. Por tanto, siempre puede tomarse W = Rm.

1De ah́ı que la terminoloǵıa clásica llame esenciales a las aplicaciones no nulhomótopas.
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Un conjuntoM ⊂ Rp se dice que es una variedad Cr diferenciable con borde si es localmente
difeomorfa a un abierto de un semiespacio af́ın, es decir, si para todo x ∈ M , existe un
entorno abierto suyo U ⊂M , un abierto W ⊂ Hm y un difeomorfismo ϕ : W → U , donde
Hm = Rm ∩ {x1 ≥ 0}. En particular, x pertenece al borde de M , denotado ∂M , si y solo
si ϕ−1(x) ∈ Rm ∩{x1 = 0}, lo que por el Teorema de la Función Inversa no depende de la
parametrización escogida. Es inmediato que el borde ∂M es por śı mismo una variedad
diferenciable de dimensión dimx(∂M) = dimx(M)− 1, dado x ∈ ∂M .

Dado un punto x ∈ M y una parametrización ϕ de M en x, con a = ϕ−1(x), se define el
espacio tangente a M en x como TxM = im(daϕ) ⊂ Rp, que no depende de la elección de
la parametrización. En particular, daϕ : Rm → TxM es un isomorfismo, y la imagen de la

base canónica de Rm es naturalmente una base del espacio tangente
{

∂
∂xi
|x, i = 1, . . . ,m

}
que denotamos como derivadas parciales, en referencia a su interpretación como deriva-
ciones. Aśı, sean M y N variedades diferenciables, y sea f : M → N una aplicación
diferenciable entre ellas. Dados x ∈M e y = f(x) ∈ N , y ϕ y ψ sendas parametrizaciones
de M y N en x e y con a = ϕ−1(x) y b = ψ−1(y), respectivamente, se define la deri-
vada de f en x como dxf = dbψ ◦ dag ◦ (daϕ)−1 : TxM → TyN , donde g = ψ−1 ◦ f ◦ ϕ
es una localización de f . En particular, la matriz jacobiana de dag respecto de las bases
canónicas de los espacios afines correspondientes coincide con la matriz jacobiana de dxf
respecto a las bases inducidas en los espacios tangentes. Se comprueba que la definición
de derivada no depende de las parametrizaciones, al coincidir con la restricción de la deri-
vada de cualquier extensión local de f . La definición del espacio tangente y de la derivada
permiten formular consistentemente un cálculo en variedades, verificándose muchos de los
resultados clásicos para funciones entre espacios afines, como el Teorema de la Función
Inversa para variedades sin borde.

Observación 1.2. Utilizando el Teorema de la Función Inversa (entre espacios afines) se
demuestra que localmente toda variedad Cr diferenciable sin borde M ⊂ Rp de dimensión
m viene descrita por ecuaciones, es decir, que para todo x ∈M , existen un entorno abierto
suyo U ⊂ Rp y una aplicación Cr diferenciable f : U → Rp−m tal que

M ∩ U =
{
x ∈ U : f(x) = 0

}
y TxM = ker(dxf) .

Si M ⊂ Rp es una variedad Cr diferenciable con borde, entonces para cada x ∈ M ,
existen un entorno abierto suyo U ⊂ Rp y aplicaciones f : U → Rp−m y f̄ : U → R Cr
diferenciables tales que

M ∩ U =
{
x ∈ U : f(x) = 0 , f̄(x) ≥ 0

}
y TxM = ker(dxf) .

En particular, el borde ∂M es una variedad Cr diferenciable de dimensión m−1 y verifica

∂M ∩ U =
{
x ∈ U : f(x) = f̄(x) = 0

}
Observación 1.3. Por ser localmente homeomorfas a un espacio af́ın, las variedades di-
ferenciables heredan sus propiedades topológicas locales, como la compacidad local, la
conexión por caminos local y las componentes conexas abiertas. Por estar sumergidas en
espacios afines, heredan las propiedades globales que se conservan por restricción, como la
existencia de una base topológica numerable, el ser Hausdorff, la metrizabilidad y como
consecuencia la paracompacidad2. En particular, como consecuencia de sus propiedades

2Una prueba elemental, elegante y sorprendentemente breve de esta implicación puede verse en [8].



TEORÍA DEL GRADO DE BROUWER-KRONECKER 5

locales y globales, las variedades diferenciables poseen una propiedad que utilizaremos
en varias ocasiones en lo que sigue: la existencia de exhauciones por compactos de la
variedad, que además pueden tomarse encajados. En efecto, sea M ⊂ Rp una variedad di-
ferenciable. Entonces por ser un subconjunto localmente compacto de un espacio af́ın (que
es Hausdorff), es localmente cerrada. Aśı, existe un abierto U ⊂ Rp tal que M = U ∩M .
En ese caso, la metrizabilidad nos permite definir expĺıcitamente

KN = {x ∈M : dist(x,Rp \ U) ≥ 1/N} ∩B(0, N) ∩M

para cada N ∈ N. Claramente KN es compacto y está contenido en U y en M , luego en
M , y la familia de compactos encajados {KN} recubre la variedad. Con todo, nótese que
en realidad la exhaución por compactos puede realizarse en general por ser M localmente
compacto y II axioma de numerabilidad.

Observación 1.4. En su formulación más general, el grado de Brouwer-Kronecker permi-
te estudiar aplicaciones definidas entre variedades Cr diferenciables sin borde y en general
no sumergidas en un espacio af́ın Rp. Aqúı se reducirá el tratamiento a las variedades C∞
diferenciables y sumergidas. La construcción puede generalizarse teniendo en cuenta los
siguientes resultados:
(1) (Teorema de inmersión de Whitney) Toda variedad Cr diferenciable de dimensión m es
difeomorfa a una variedad Cr diferenciable sumergida en un espacio af́ın cuya dimensión
puede acotarse por 2m+ 1.
(2) Toda variedad Cr diferenciable sumergida en Rp es Cr difeomorfa a una variedad C∞
diferenciable sumergida en el mismo espacio af́ın.
Ambos resultados pertenecen al ámbito de la topoloǵıa diferencial, y sus demostraciones
se pueden encontrar en [3] y [4], respectivamente. En adelante, tanto a las variedades
como a las aplicaciones C∞ diferenciables se las denominará, por brevedad, suaves.

Enunciamos a continuación sin demostrar algunos resultados fundamentales sobre la
existencia de particiones diferenciables de la unidad y valores regulares.

Proposición y definición 1.5. Sea M ⊂ Rp una variedad suave, dado un recubrimien-
to de M por abiertos, U = {Ui ⊂M, i ∈ I}, existe una colección de funciones suaves{
θi : M → [0, 1], i ∈ I

}
verificando que

(i) Para todo x ∈M , existe un entorno abierto Ux ⊂M tal que θi
∣∣
Ux

= 0 salvo para una
cantidad finita de ı́ndices. Por tanto, la suma está bien definida. Además,

∑
i θi(x) = 1.

(ii) Para cada i ∈ I, sop(θi) =
{
x ∈M : θi(x) 6= 0

}
⊂ Ui.

A la familia de funciones
{
θi : M → [0, 1], i ∈ I

}
se la denomina partición diferenciable

de la unidad subordinada al recubrimiento U .

Consecuencias. La posibilidad de construir particiones diferenciables de la unidad per-
mite demostrar inmediatamente los siguientes resultados en las condiciones anteriores.

(1) (Función meseta) Sean C ⊂ W ⊂M , donde C es cerrado y W es abierto. Existe una
función suave θ : M → [0, 1] tal que θ ≡ 1 en C y θ ≡ 0 fuera de W .

Idea de la demostración. Basta escoger {W,M \C} como recubrimiento abierto de M . La
función cuyo soporte está contenido en W tiene las propiedades buscadas.
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(2) (Teorema de Extensión de Tietze para el caso Cr) Sea f : C → Rq una función Cr
diferenciable, y sea U ⊂ M un abierto tal que C es cerrado en U . Entonces existe una
extensión Cr diferenciable de f en U , f̃ : U → Rq.

Idea de la demostración. Por la definición de diferenciabilidad, existen extensiones locales
f̃i a abiertos Ui que se pueden restringir si es necesario para que estén contenidos en U .
Tomando {U \ C,Ui}i como recubrimiento de U , se obtiene como partición diferenciable
de la unidad el conjunto de funciones suaves {η, θi}i, donde η es la función cuyo soporte

está contenido en U \C. Se comprueba entonces que f̃ =
∑

i θif̃i está bien definida en U
y extiende f manteniendo el orden de diferenciabilidad.

Definición 1.6. Sean M y N variedades suaves y f : M → N una aplicación diferenciable
entre ellas.

(i) Se dice que un punto x ∈ M es un punto cŕıtico de f si la derivada en dicho punto
dxf no es sobreyectiva; en caso contrario se dice que el punto es un punto regular.

(ii) Un punto a ∈ N se dice que es un valor regular de f si todos los puntos de su imagen
inversa f−1(a) son regulares; en caso contrario se dice que el punto es un valor cŕıtico.

Denotamos por Cf ⊂M al conjunto de los puntos cŕıticos y por Rf = N \ f(Cf ) ⊂ N al
conjunto de los valores regulares.

Observación 1.7. Nótese que si dim(N) ≤ dim(M) la condición de punto cŕıtico puede
expresarse imponiendo la nulidad de los determinantes de todos los menores de orden
máximo del jacobiano de una localización de f , que son funciones continuas por ser f
diferenciable. Si dim(N) > dim(M), Cf = M . Por tanto, en ambos casos el conjunto de
puntos regulares es abierto y Cf es cerrado en M .

Proposición 1.8. Sean M y N variedades Cr diferenciables de dimensiones m y n res-
pectivamente, con ∂N = ∅. Sean f : M → N una aplicación Cr diferenciable y a ∈ N
un valor regular de f y de f

∣∣
∂M

. Entonces, se tiene que f−1(a) ⊂M es una variedad Cr
diferenciable de dimensión m − n, ∂f−1(a) = f−1(a) ∩ ∂M y, para cada x ∈ f−1(a), el
espacio tangente Txf

−1(a) = ker(dxf).

Idea de la demostración. Para los puntos de f−1(a) que no están en el borde de M se
procede como en el caso sin borde: se localiza f a una aplicación Cr diferenciable de Rm en
Rn y se obtiene un entorno del punto en f−1(a) que es difeomorfo a Rm−n. Ahora bien, si
x ∈ f−1(a) ∩ ∂M , al localizar f se obtiene una aplicación Cr diferenciable F : Hm → Rn,
que se puede tomar de manera que F (0) = 0. De esta F existe una extensión diferenciable
definida en un entorno abierto de 0 en Rm, F̃ : V → Rn. Imitando la demostración para
el caso sin borde (véase [2]) se obtiene un difeomorfismo h : U → W , donde U ⊂ V y
W son entornos abiertos de 0 en Rm y Rn × Rm−n, respectivamente. Que a sea punto
regular de f

∣∣
∂M

es lo que garantiza que existe cierta forma lineal λ en las últimas m− n
componentes de Rn × Rm−n tal que

h(f−1(a) ∩Hm ∩ U) = ({0} × [{λ ≥ 0} ∩ Rm−n]) ∩W ,

y en particular

h(f−1(a) ∩ ∂Hm ∩ U) = ({0} × [{λ = 0} ∩ Rm−n]) ∩W .
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Una vez que se ha demostrado que f−1(a) es una subvariedad Cr diferenciable de M ,
dado x ∈ f−1(a), en un entorno de x en M se pueden tomar coordenadas adaptadas a
f−1(a), (x1, . . . ,xm), y como la derivada de f en x es sobreyectiva, se pueden tomar en
un entorno de a en N unas coordenadas (y1, . . . ,yn), de manera que yi ◦ f = xi para
i = 1, . . . , n. De esa manera, las últimas m − n coordenadas parametrizan f−1(a), con
xn+1 ≥ 0 si x ∈ ∂f−1(a). Usaremos esta construcción más adelante, y además permite
demostrar inmediatamente la ecuación paramétrica para Txf

−1(a) dada en el enunciado.

Teorema 1.9 (de Sard-Brown). Sean M y N variedades suaves y f : M → N una
aplicación suave entre ellas. Se tiene entonces que el conjunto Rf de valores regulares de
f es residual en N , esto es, es intersección numerable de abiertos densos. En particular,
Rf es denso.

Idea de la demostración. Como N tiene una base numerable de abiertos, el enunciado
se reduce a una cuestión local3. Como los difeomorfismos mantienen el ser o no residual,
basta demostrar el resultado para localizaciones de f . Para cada parametrización de M ,
la localización es g : U → Rn, donde U es un abierto de Rm o Hm, y por ser diferenciable g
es en cualquier caso una restricción de otra aplicación diferenciable definida de un abierto
de Rm en Rn.

Sea h la aplicación diferenciable entre abiertos de espacios afines de la que la localización g
es, quizás, restricción. El principal esfuerzo de la prueba consiste en demostrar que h(Cf )
tiene interior vaćıo, a lo cual se llega comprobando que h(Cf ) tiene medida de Lebesgue
cero, como puede verse en [1].

Una vez se ha visto esto, como Cf es cerrado y M puede recubrirse por una cantidad
numerable de compactos encajados, se tiene que Cf puede escribirse como unión nu-
merable de compactos, Cf =

⋃
nKn, luego f(Cf ) es unión numerable de compactos,

f(Cf ) =
⋃
n f(Kn). Como f(Cf ) tiene medida cero y la medida de Lebesgue es completa,

cada uno de los f(Kn) tiene medida cero, luego interior vaćıo. Por tanto, se tiene que

Rf = N \ f(Cf ) =
⋂
n(N \ f(Kn)), donde N \ f(Kn) = N , por lo que N \ f(Kn) es un

abierto denso en N , y se concluye que Rf es residual. Finalmente, como N es localmente
compacto y Hausdorff, por el Teorema de Baire se concluye que en particular Rf es denso.

Observación 1.10. La misma técnica de demostración anterior permite obtener el si-
guiente resultado, a veces denominado “pequeño teorema de Sard-Brown”: en las con-
diciones de 1.9, sea A ⊂ M un conjunto arbitrario. Si dim(M) < dim(N), entonces
f(A) ⊂ N tiene interior vaćıo.

2. Orientación

Para finalizar la revisión de conceptos y resultados básicos de variedades diferenciables,
recordamos el concepto de orientabilidad y algunos casos relevantes en los que la orienta-
ción puede prescribirse de forma canónica.

3Para obtener la versión global basta tener en cuenta que la unión numerable de conjuntos de medida
cero tiene medida cero.
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Definiciones 2.1. Dado un espacio vectorial E de dimensión finita n, dos bases B y B′

se dicen equivalentes si el determinante de la matriz de cambio de base correspondiente
es positivo. Es inmediato que esta relación es de equivalencia, por lo que el conjunto de
todas las bases se divide en dos clases, cada una de las cuales define una orientación en
E. Dada una base {v1, . . . , vn} de E, denotamos con [v1, . . . , vn] la orientación que define.

Sea M una variedad diferenciable, una orientación en x ∈ M es una orientación ζx en el
espacio tangente TxM , y una orientación en M es un conjunto de orientaciones en cada
punto de M , ζM = {ζx : x ∈M}, que verifica que para todo z ∈M , existe un sistema de
coordenadas x : U → W de M en z tal que para cada x ∈ U ,

ζx =

[
∂

∂x1

∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xm

∣∣∣∣
x

]
,

donde W es un abierto de Rm o Hm, según z esté en el borde o no. Si en una variedad
diferenciable puede definirse una orientación, se dice que la variedad es orientable, y una
vez especificada la orientación, que está orientada. Un sistema de coordenadas que realice
la definición anterior se dice que es compatible con la orientación.

Sean M y N variedades diferenciables orientables con la misma dimensión, y sean ζM
y ζN sus respectivas orientaciones. Sea f : M → N una aplicación diferenciable entre
ellas. Sea x ∈ M un punto regular de f , se dice que f preserva la orientación en x si
dxf(ζM,x) = ζN,f(x). Más expĺıcitamente, dados x ∈ M e y = f(x) ∈ Rf , existen sendos
sistemas de coordenadas x e y de M en x y de N en y compatibles con las orientaciones,
esto es, tales que

ζM,x =

[
∂

∂x1

∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xm

∣∣∣∣
x

]
y ζN,y =

[
∂

∂y1

∣∣∣∣
y

, . . . ,
∂

∂ym

∣∣∣∣
y

]
.

Aśı, dada la derivada dxf : TxM → TyN , f preserva la orientación sidxf ( ∂

∂x1

∣∣∣∣
x

)
, . . . , dxf

(
∂

∂xn

∣∣∣∣
x

) = ζN,y ,

lo que claramente equivale a que el determinante de la matriz jacobiana asociada a las
bases de los espacios tangentes inducidas por los sistemas de coordenadas sea positivo. En
caso contrario, se dice que f invierte la orientación en x. En estas condiciones, se define
el signo de f en x como

signx(f) = det(Jf (x))/|det(Jf (x))| ,

que por tanto toma el valor +1 o −1 según f preserve o invierta la orientación, respecti-
vamente.

Observaciones 2.2. En la definición anterior, puesto que f es diferenciable, det(Jf (x))
es una función continua en el dominio de coordenadas correspondiente. En particular, el
conjunto de puntos regulares M \Cf es abierto y el signo está bien definido en un entorno
de x en el que es constante. Se concluye que el signo es localmente constante y por tanto
es constante en cada componente conexa de M \ Cf .
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Claramente, localmente cualquier variedad es orientable, pues los espacios afines lo son.
La orientabilidad o no de una variedad depende por tanto de si se puede definir consis-
tentemente la orientación en distintos sistemas de coordenadas, es decir, de si la variedad
posee un conjunto de sistemas de coordenadas cuyos dominios la recubren de manera que
los cambios de coordenadas (allá donde la intersección de los dominios sea no vaćıa) tienen
signo +1 (atlas positivo). Se trata pues de una propiedad global.

Bajo las construcciones que se presentan a continuación subyace una idea común: dada
una subvariedad orientable de una variedad orientable, se puede establecer un criterio que
defina consistentemente la orientación de la subvariedad a partir de la variedad ambiente.
En las construcciones, dicho criterio se generaliza en forma de prescripción al tratar con
una familia espećıfica de subvariedades, y en particular permite probar su orientabilidad.

Orientación del borde de una variedad.

Sea M una variedad diferenciable de dimensión m con borde y orientable. Nótese que
la orientación en los puntos del borde viene plenamente determinada por la orientación
del interior de la variedad: dado z ∈ ∂M , sea x un sistema de coordenadas con dominio
de coordenadas conexo, cuyo signo es por tanto constante. Sea x un punto del interior
de M contenido en el dominio de coordenadas, x puede o bien ser compatible o bien
ser incompatible con la orientación en x, y por tanto o bien es compatible o bien es
incompatible con la orientación en z, respectivamente. De hecho, una variedad con borde
es orientable si y solo si lo es su interior: en efecto, tomando un sistema de coordenadas
como antes, basta imponer que la orientación en z sea la dada por x si es compatible con
la orientación del interior, o la opuesta en caso contrario. Claramente esta prescripción
no depende del sistema de coordenadas elegido (dado otro con la misma compatibilidad,
el cambio de coordenadas en el interior tendŕıa que ser positivo, y por tanto seŕıa positivo
en todo el dominio), y dada la conexión del dominio de coordenadas, tampoco depende
del punto de referencia x.

Ahora bien, el borde ∂M también es una variedad diferenciable por śı misma, y es orien-
table si M lo es. Para verlo, dotémoslo de una orientación: dado z ∈ ∂M , el espacio
tangente Tz∂M es un subespacio de dimensión m − 1 de TzM . Sea v ∈ TzM \ Tz∂M , se
dice que v es saliente si existe una curva γ : (ε, 1]→M tal que γ(1) = z y γ′(1) = v, con
ε tan cercano a 1 como sea necesario; se dice que es entrante si existe γ : [0, ε)→ M tal
que γ(0) = z y γ′(0) = v para ε tan cercano a 0 como sea necesario. Basta considerar un
sistema de coordenadas de z y localizar tramos suficientemente pequeños de las curvas
para concluir que todo vector de TzM \ Tz∂M o es saliente o es entrante, y nunca ambas
cosas a la vez: en efecto, dado un sistema de coordenadas x : U → Hm de M en z, sea

α : (−ε, ε)→ Rm , t 7→ x(z) + t · dzx(v) .

Se tiene que o bien la restricción de α a (−ε, 0] o bien la restricción a [0, ε) tiene su
imagen en Hm. Sea β esa restricción, γ = x−1 ◦ β es una curva que realiza la definición.
Además, si existieran curvas γ1 : (1 − a, 1] → M y γ2 : [0, b) → M que realizasen
la definición de v como vector saliente y entrante de TzM , respectivamente, entonces
trasladando la parametrización de γ1 a (−a, 0] y pegando ambas curvas obtendŕıamos
una curva diferenciable

γ : (−a, b)→M
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que verifica que γ(0) = z y γ′(0) = v. Al localizar la curva (reduciendo a y b si es
necesario para que γ(−a, b) ⊂ U), x ◦ γ es una curva contenida en Hm. Si tomamos
el sistema de coordenadas de manera que x1 ≥ 0, el borde viene dado por x1 = 0 y su
espacio tangente por {0}×Rm−1. Aśı, x1◦γ alcanza un mı́nimo en x(z), luego su derivada,
que es la primera componente de dzx(γ′(0)) = dzx(v), se anula. Se tendŕıa entonces que
v ∈ Tz∂M , en contra de lo supuesto.

Aśı, dado v ∈ TzM \ Tz∂M saliente, sea {u1, . . . , um−1} una base de Tz∂M tal que

ζM,z = [v, u1, . . . , um−1] ,

definimos

ζ∂M,z := [u1, . . . , um−1] .

Tomando, como antes, un sistema de coordenadas de M en z para el que el borde sea
x1 = 0, se comprueba que dados distintos v′ y {u′1, . . . , u′m−1}, la matriz de cambio entre
las bases {v, u1, . . . , um−1} y {v′, u′1, . . . , u′m−1} será de la forma(

c 0
∗ A

)
donde A es la matriz de cambio entre {u1, . . . , um−1} y {u′1, . . . , u′m−1}, y c > 0 siempre
pues en el mismo sistema de coordenadas los vectores salientes tienen el mismo signo
de la componente x1, que es la que define el borde. Como el determinante de la matriz
completa es positivo, se concluye que el determinante de A también lo es. Claramente la
base {u1, . . . , um−1} define de forma uńıvoca la orientación localmente en cada dominio
de coordenadas, y por tanto la prescripción proporciona una orientación al borde.

Orientación de una hipersuperficie.

Una hipersuperficie diferenciable M de un espacio af́ın Rp es una variedad diferenciable
de dimensión p− 1. Dado un punto x ∈M y una parametrización ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp) de M
en x, el vector ν(x) ∈ Rp cuya componente i-ésima νi se corresponde con el coeficiente de
vi en el determinante

det

 v1 ∂1ϕ1(x) · · · ∂p−1ϕ1(x)
...

...
...

vp ∂1ϕp(x) · · · ∂p−1ϕp(x)

 ,

es, por las propiedades del determinante, un vector ortogonal a TxM , y que verifica

det

 ν1 ∂1ϕ1(x) · · · ∂p−1ϕ1(x)
...

...
...

νp ∂1ϕp(x) · · · ∂p−1ϕp(x)

 > 0 .

Normalizando ν(x), se obtiene un vector unitario tal que

[
ν(x), ∂

∂x1

∣∣∣
x
, . . . , ∂

∂xp−1

∣∣∣
x

]
es la

orientación canónica de Rp. En particular, si M es orientable existe un atlas positivo y se
puede recubrir M con dominios de sistemas de coordenadas con cambios positivos, y por
un razonamiento análogo al del borde en la construcción anterior, se concluye que en las
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intersecciones el vector normal que definen es el mismo. Por tanto, si una hipersuperficie
es orientable, posee un campo normal ν : M → Rp bien definido globalmente. Claramente
el rećıproco también es cierto: si una hipersuperficie diferenciable posee un campo normal
global, entonces por lo anterior, dado x ∈ M , sea {u1, . . . , up−1} una base del espacio
tangente TxM tal que [ν(x), u1, . . . , up−1] es la orientación canónica de Rp, la prescripción

ζM,x = [u1, . . . , up−1]

define consistentemente la orientación en M .

Orientación de una imagen inversa

En las condiciones de 1.8, f−1(a) es una variedad diferenciable, y dado x ∈ f−1(a),
Txf

−1(a) = ker(dxf). Aśı, existe un subespacio vectorial L tal que TxM = L⊕ ker(dxf),
siendo L isomorfo a TaN por la restricción de dxf . Supongamos ahora que M y N son
orientables, escojamos una base {v1, . . . , vn} de L tal que [dxf(v1, . . . , vn)] = ζN,a, y otra
{u1, . . . , um−n} de ker(dxf) tal que [v1, . . . , vn, u1, . . . , un−m] = ζM,x. Se prescribe

ζf−1(a),x = [u1, . . . , un−m] .

Sean {v′1, . . . , v′n} y {u′1, . . . , u′n−m} bases de L′ y ker(dxf) que verifican las mismas con-
diciones anteriores, donde TxM = L′ ⊕ ker(dxf). La matriz del cambio de base entre
{v1, . . . , vn, u1, . . . , un−m} y {v′1, . . . , v′n, u′1, . . . , u′n−m} será de la forma

P =

(
A 0
∗ B

)
donde los bloques A y B son matrices cuadradas de orden n y m − n, respectivamente,
y en particular B es la matriz del cambio de base entre {u1, . . . , un−m} y {u′1, . . . , u′n−m}.
Como {v1, . . . , vn, u1, . . . , un−m} y {v′1, . . . , v′n, u′1, . . . , u′n−m} definen la misma orientación
en M , det (A) · det (B) > 0. Y puesto que los términos de ∗ se anulan al aplicar dxf ,

dxf(v′1, . . . , v
′
n) = A · dxf(v1, . . . , vn)

y como [dxf(v′1, . . . , v
′
n)] = [dxf(v1, . . . , vn)] = ζN,a, se tiene que det (A) > 0. Por tanto,

det (B) > 0, concluyendo que la prescripción define ζf−1(a),x de forma consistente. Resta
ver que de hecho define una orientación en f−1(a). Para ello, escogemos sistemas de
coordenadas x e y de x en M y de a en N como en 1.8, de manera que y sea compatible
con la orientación de N . Como yi ◦ f = xi para i = 1, . . . , n, dado z ∈ f−1(a) en el
dominio de coordenadas,dzf ( ∂

∂x1

∣∣∣∣
z

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
z

) =

[
∂

∂y1

∣∣∣∣
a

, . . . ,
∂

∂yn

∣∣∣∣
a

]
= ζN,a .

Aśı,
{

∂
∂xn+1

|z, . . . , ∂
∂xm
|z
}

, que es base de Tzf
−1(a), define una orientación positiva si x

es compatible con la orientación de M , y negativa en caso contrario. En cualquier caso,
la orientación queda definida de forma consistente en toda la intersección del dominio de
coordenadas y la imagen inversa a partir de la prescripción.
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El cilindro

Sea M una variedad Cr diferenciable sin borde y orientable, se denomina cilindro de M a
[0, 1]×M . Esta construcción intervendrá en algunos de los resultados posteriores, de ah́ı
que resulte de interés revisar sus propiedades. En primer lugar, el cilindro es también una
variedad Cr diferenciable, por ser el producto de dos variedades Cr diferenciables. Además,
es orientable, por ser el producto de dos variedades orientables. En particular, optamos
aqúı por la siguiente convención para orientar el cilindro: dado x ∈ M , sea {u1, . . . , um}
una base positiva de TxM , definimos la orientación en (t, x) ∈ [0, 1]×M como

ζ(t,x) = [(1, 0), (0, u1), . . . , (0, um)] .

Además, al ser el producto de una variedad con borde por otra sin borde, se tiene que

∂([0, 1]×M) = ({0} ×M) ∪ ({1} ×M) ≡M0 ∪M1 .

Más adelante identificaremos este borde como la unión de dos copias de M , mediante los
difeomorfismos

π0 : {0} ×M ≡M0 →M , (0, x) 7→ x

π1 : {0} ×M ≡M1 →M , (1, x) 7→ x

y será importante saber si estos preservan o no la orientación de Mi como elementos del
borde del cilindro. Claramente, las derivadas de π0 y π1 son la identidad, por lo que basta
estudiar la relación entre la orientación de las componentes del borde y la de M . Para
t = 0, el vector (1, 0) es entrante, luego (−1, 0) es saliente y por tanto para cada x ∈M

ζ(0,x) = [(−1, 0), ∂ζ(0,x)] = [(1, 0), ζx] .

Aśı, ∂ζ(0,x) = −ζx. Por el contrario, en t = 1, (1, 0) es saliente, luego para cada x ∈M
ζ(1,x) = [(1, 0), ∂ζ(1,x)] = [(1, 0), ζx] .

Aśı, ∂ζ(1,x) = ζx. Se concluye que en M0 la orientación se invierte y en M1 se preserva.

3. Difeotoṕıas

Para más adelante poder definir consistentemente el concepto de grado de una aplicación
suave sobre una variedad conexa se recurre al concepto de difeotoṕıa, que permite demos-
trar que las variedades diferenciables (sin borde) son objetos particularmente simétricos:
sus componentes conexas son “diferenciablemente homogéneas”, es decir, que cualquier
punto puede llevarse a otro mediante un difeomorfismo de la variedad en śı misma. Ca-
be señalar que, aunque estamos trabajando con variedades suaves, los resultados de esta
sección y sus demostraciones no se simplifican bajo esta restricción, por lo que se expone
aqúı la versión más general en términos de variedades Cr diferenciables.

Definición 3.1. Sean X e Y espacios topológicos, una homotoṕıa es una aplicación
continua H : [0, 1]×X → Y . La componente de [0, 1] puede tratarse como un parámetro,
entendiendo entonces la homotoṕıa Ht : X → Y como una deformación continua de
aplicaciones continuas de X en Y . Se dice que dos aplicaciones continuas f, g : X → Y
son homótopas si existe una homotoṕıa H tal que H0 = f y H1 = g, y lo denotamos
f ' g. Se comprueba que la relación de homotoṕıa es una relación de equivalencia, y el
espacio cociente resultante se denota con [X, Y ].
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Definición 3.2. Sea M una variedad Cr diferenciable, se dice que F : [0, 1]×M →M es
una Cr difeotoṕıa si es una homotoṕıa Cr diferenciable, F0 = idM y Ft es un difeomorfismo
de M en śı misma para todo t. Decimos que F conecta x con F1(x), para cada x ∈M .

Para probar el resultado fundamental que permite concluir la homogeneidad, demostra-
mos en primer lugar un resultado para espacios afines que luego emplearemos localmente
y propagaremos utilizando la conexión.

Lema 3.3. En Rm, existe un radio ε > 0 tal que para cada x ∈ Rm con ||x|| < ε existe
una difeotoṕıa suave F : [0, 1] × Rm → Rm que conecta el origen con x y además es
constantemente la identidad para ||x|| ≥ 1.

Demostración. Sea θ : Rm → R una función meseta que verifica que θ(0) = 1 y θ(x) = 0
si ||x|| ≥ 1. Dado x ∈ Rm, sea {e1, . . . , em} la base canónica de Rm, como dxθ es un
funcional lineal sobre un espacio de dimensión finita,

|dxθ(u)| ≤ ||u||2

(
m∑
n=1

|dxθ(en)|2
)1/2

= ||u||2

 m∑
n=1

∣∣∣∣∣ ∂θ∂xn

∣∣∣∣
x

∣∣∣∣∣
2
1/2

.

Ahora bien, como θ ≡ 0 en ||x|| ≥ 1, en ese caso dxθ = 0. Por otro lado, el disco ||x|| ≤ 1
es compacto en Rm, y como θ es suave, en particular sus derivadas parciales son continuas
y por tanto alcanzan su máximo en el disco. Sean

αn = máx
||x||≤1


∣∣∣∣∣ ∂θ∂xn

∣∣∣∣
x

∣∣∣∣∣
 y α =

√
m ·max{α1, . . . , αm} .

Entonces la norma de dxθ como operador verifica

||dxθ|| ≤ α .

Ahora, sea ε = 1/α > 0 y sea z ∈ Rm tal que ||z|| < ε. Definimos

Ft(x) = x+ tθ(x)z , t ∈ [0, 1] .

Veamos que esta F es una difeotoṕıa que satisface las condiciones del enunciado. Desde
luego es una homotoṕıa suave, y

F0 = idM , F1(0) = z y Ft
∣∣
||x||≥1

= idM ,

pues θ(0) = 1 y θ
∣∣
||x||≥1

≡ 0. Por tanto, resta ver que se trata de un difeomorfismo. Veamos

en primer lugar que es inyectiva: sean x, y ∈ Rm tales que Ft(x) = Ft(y). En ese caso

x− y = t(θ(y)− θ(x))z ,

luego
||x− y|| = t||z|| |θ(x)− θ(y)| ≤ ||z|| |θ(x)− θ(y)| .

Ahora, por el Teorema de los Incrementos Finitos, al ser Rm convexo,

|θ(x)− θ(y)| ≤ α||x− y|| ,
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y puesto que ||z|| < 1/α, la desigualdad solo puede satisfacerse si ||x − y|| = 0, es decir,
si x = y.

Veamos ahora que es sobreyectiva: para t = 0 es la identidad y es trivial. Supongamos
que t > 0, y sea y ∈ Rm, si θ(y) = 0, Ft(y) = y. Si θ(y) 6= 0, considérese la recta L : y+λz
con λ recorriendo R, y definamos la función real

g(λ) = −tθ(y + λz) .

Claramente, g es continua y su imagen se encuentra en [−t, 0]. Además, como θ(y) 6= 0,
g(0) < 0, y para λ→ −∞ , g(λ) = 0. Por tanto, la función

h(λ) = g(λ)− λ

es continua y verifica h(0) < 0 y h(λ) → +∞ cuando λ → −∞ . Por tanto, g tiene un
punto fijo λ0, y multiplicando dicho escalar por z,

λ0z + tθ(y + λ0z)z = 0.

Sea x = y + λ0z, se verifica que

Ft(x) = y + λ0z + tθ(y + λ0z)z = y .

Finalmente, dado x ∈ Rm, sea u ∈ ker(dxFt). Entonces u = −tdxθ(u)z, luego

||u|| ≤ ||dxθ||||u||||z|| ≤ α · ||z|| ||u|| ,

concluyéndose como antes que u = 0, pues ||z|| < 1/α. Por tanto, como dxFt : Rm → Rm,
dxFt es un isomorfismo. �

Observación 3.4. Al considerar una variedad Cr diferenciable, que es localmente Cr
difeomorfa a Rm, el lema anterior se traduce en que para cada punto x de la variedad
existe un entorno abierto Ux (difeomorfo a Rm), dentro de él otro entorno abierto V x

(difeomorfo al disco B(0, 1)) cuya adherencia V x = Kx es un compacto contenido en Ux,
y dentro de este otro entorno abierto W x (difeomorfo al disco B(0, ε)), de manera que
para cada punto y ∈ W x, existe una Cr difeotoṕıa de Ux que conecta x con y y es la
identidad fuera de Kx. De hecho, trasladando el origen en la difeotoṕıa construida en
el lema, agrandando V x y reduciendo W x si es necesario, podemos garantizar que existe
una Cr difeotoṕıa de Ux que conecta dos puntos cualesquiera de W x y es la identidad
fuera de Kx. Finalmente, como Kx es compacto, M \Kx es abierto, y la difeotoṕıa puede
extenderse suavemente por la identidad al resto de la variedad.

Teorema 3.5. Sea M una variedad Cr diferenciable conexa y sin borde, y sean a, b ∈M ,
existe una Cr difeotoṕıa que conecta a con b y que es la identidad fuera de un compacto
K que es entorno de ambos puntos.

Demostración. Considérese para cada x ∈M una tŕıada de entornos W x ⊂ V x ⊂ Ux como
en la observación anterior. En particular, {W x , x ∈ M} es un recubrimiento abierto de
M , y por ser M conexo existe una cadena finita W x1 , . . . ,W xs tal que a ∈ W x1 , b ∈ W xs y
W xk∩W xk+1 6= ∅ para cada k = 1, . . . , s−1. En ese caso, sea yk ∈ W xk∩W xk+1 , tomando
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además y0 = a e ys = b, por la observación existen Cr difeotoṕıas F (1), . . . , F (s), tales que
F (k) conecta yk−1 con yk y es la identidad fuera del compacto Kxk . Aśı, definimos

Ft = F
(s)
t ◦ F

(s−1)
t ◦ · · · ◦ F (1)

t ,

que es una Cr difeotoṕıa que conecta a y b y que se reduce a la identidad fuera de los com-
pactos Kxk , y por tanto es la identidad fuera del compacto K =

⋃
kK

xk , que en particular
contiene a Kx1 y Kxs , que son entornos de a y b respectivamente. �

Observación 3.6. El resultado anterior puede utilizarse fácilmente para obtener iterati-
vamente difeotoṕıas que conecten conjuntos finitos de puntos (arbitrarios en dimensión 2
o superior, ordenados en dimensión 1), demostrando que las variedades sin borde no solo
son homogéneas sino finitamente homogéneas.

Finalizamos la sección viendo que las difeotoṕıas respetan tanto las componentes cone-
xas como la orientación de la variedad sobre la que actúan.

Proposición 3.7. Sea M una variedad diferenciable y sea F : [0, 1] × M → M una
difeotoṕıa. Se tiene entonces que, para cada t, Ft preserva las componentes conexas de
M . Si, además, M está orientada, Ft preserva la orientación.

Demostración. Sea x ∈ M , y sea t ∈ [0, 1]. El camino [0, 1] → M , s 7→ Fst(x) es
diferenciable, en particular continuo, y conecta F0(x) = x con Ft(x). Por tanto, x y
Ft(x) se encuentran en la misma componente conexa por caminos. Nótese que al ser
el espacio localmente conexo por caminos, las componentes conexas y las conexas por
caminos coinciden.

Ahora, supongamos que M está orientada. La aplicación

G : [0, 1]×M → [0, 1]×M , (t, x) 7→ (t, Ft(x))

es un difeomorfismo del cilindro, pues es derivable en cada (t, x) ∈ [0, 1]×M con

d(t,x)G = (idR , dxFt) ,

y por ser cada Ft difeomorfismo, su inversa está bien definida y también es diferenciable:

G−1 : [0, 1]×M → [0, 1]×M , (t, x) 7→ (t, F−1
t (x)) .

Por ser difeomorfismo, G o bien preserva o bien invierte la orientación en cada componente
conexa del dominio. Pero las componentes conexas del cilindro son los productos de [0, 1]
por las componentes conexas de M , y como Ft las preserva, G preserva las del cilindro.
Ahora, como F0 = idM , d(0,x)G = idR×TxM , que evidentemente preserva la orientación.
Como para cada (t, x) ∈ [0, 1]×M , (0, x) se encuentra en la misma componente conexa,
se concluye que G preserva la orientación en todos los puntos del cilindro. Sea x ∈ M , y
sea {u1, . . . , um} una base positiva de TxM . Dado t ∈ [0, 1], {(1, 0), (0, u1), . . . , (0, um)} es
una base positiva de T(t,x)([0, 1]×M). Respecto de esta base, la matriz de la derivada de
G en (t, x) es (

1 0
0 A(t, x)

)
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y por lo anterior tiene determinante positivo. Ahora bien,A(t, x) es la matriz de la derivada
de Ft en x respecto de {u1, . . . , um}, y su determinante es igual al de la matriz total. Se con-
cluye aśı que Ft preserva la orientación. �

4. Grado de una aplicación suave

Para definir el grado de una aplicación suave, vamos a necesitar sumar sobre el conjunto
de puntos de la imagen inversa de un valor regular, para lo cual en general necesitamos
garantizar que este conjunto es finito. Esto se podŕıa hacer simplemente imponiendo que
la variedad diferenciable de partida fuera compacta. Esta restricción es, sin embargo, más
fuerte de lo necesario, y nos impediŕıa aplicar la teoŕıa para probar algunos de los resul-
tados de interés más adelante. En su lugar, trasladamos la restricción a la aplicación, a la
que exigimos que sea propia.

Definición y proposición 4.1. Sean M y N variedades diferenciables, y sea f : M → N
una aplicación continua. Se dice que f es propia si es cerrada y, para cada y ∈ N ,
f−1(y) ⊂M es compacto. Equivalentemente, f es propia si y solo si para cada compacto
K ⊂ N , su imagen inversa f−1(K) ⊂M es compacto.

Demostración. Supongamos que f es propia en el primer sentido de la definición. Dado
un compacto K ⊂ N , sea (xn) ⊂ f−1(K) una sucesión. En ese caso, (f(xn)) ⊂ K y
por tanto posee una subsucesión f(xnk) convergente a cierto y ∈ N . Como f−1(y) ⊂ M
es compacto, por la compacidad local de M se tiene que existe un abierto G ⊂ M que
contiene a f−1(y) y tal que su adherencia G es un compacto. Como f es cerrada, f(M \G)
es cerrado, luego N \f(M \G) es un abierto que contiene a y. En particular, N \f(M \G)
contiene a la subsucesión convergente señalada al inicio, salvo quizás una cantidad finita
de términos. Por último, f−1(N \ f(M \G)) ⊂ G ⊂ G, luego, salvo quizás una cantidad
finita de términos, (xnk) ⊂ G, y por tanto posee una subsucesión convergente, que en
particular es subsucesión de (xn).

Rećıprocamente, supongamos que las imágenes inversas de los compactos de N lo son en
M . En ese caso, desde luego {y} ⊂ N es compacto, y por tanto también lo es f−1(y) ⊂M .

Ahora, dado un cerrado C ⊂ M , sea z ∈ f(C), existe una sucesión (xn) ⊂ C tal que
f(xn)→ z cuando n→∞. Sea Kz un entorno compacto de z, este contiene a (f(xn)) salvo
quizás una cantidad finita de términos, luego (xn) ⊂ f−1(K) salvo quizás una cantidad
finita de términos. Como f−1(K) es compacto, (xn) posee una subsucesión convergente a
cierto x ∈ C por ser C cerrado. Y por la continuidad de f , f(x) = z ∈ f(C). �

Observación 4.2. En las condiciones anteriores, si M es compacta, entonces f es propia.
Asimismo, cualquier homeomorfismo es en particular una aplicación propia.

Definición 4.3. Decimos que dos aplicaciones f y g son propiamente homótopas si existe
una homotoṕıa propia entre ellas.

Ahora śı, estamos en condiciones de formular y demostrar la cadena de resultados que
nos llevará a la definición del grado de una aplicación suave entre variedades suaves.
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Proposición y definición 4.4. Sean M y N variedades suaves, orientadas, sin borde y
de igual dimensión m, y sea f : M → N una aplicación propia suave entre ellas. Para
cada valor regular a ∈ Rf , f−1(a) es finito, y se define el grado de f en a

d(f, a) =
∑

x∈f−1(a)

signx(f) .

Además, existe un entorno abierto V de a en N tal que V ⊂ Rf y para cada b ∈ V ,

d(f, b) = d(f, a) .

Demostración. En primer lugar, veamos que f−1(a) es finito. En efecto, por ser a un valor
regular y ser M y N de la misma dimensión, para cada x ∈ f−1(a), dxf es un isomorfismo,
y por el Teorema de la Función Inversa, existen un entornos abiertos de x y de a, Ux ⊂M
y V ⊂ N , tales que la restricción f

∣∣
Ux

: Ux → V es un difeomorfismo. En particular,

Ux∩f−1(a) = {x}, luego f−1(a) es discreto, y como f es propia, es compacto, luego finito.

Para la segunda parte, la idea es encontrar, usando la construcción anterior dada por el
Teorema de la Función Inversa, un entorno abierto V ′ de a en N tal que f−1(V ′) sea unión
disjunta de abiertos conexos U ′x de M difeomorfos a V ′ por f , donde la etiqueta x alude
al elemento de f−1(a) que contiene. Llegados a ese punto, en cada U ′x, por ser conexo, el
signo de f será constante: para cada z ∈ U ′x, signz(f) = signx(f). Aśı, dado b ∈ V ′, como
f
∣∣
U ′x

es un difeomorfismo sobre V ′, en cada U ′x habrá un solo punto de f−1(b), donde por

lo anterior f tendrá el mismo signo que en x. Luego

d(f, b) =
∑

y∈f−1(b)

signy(f) =
∑

x∈f−1(a)

signx(f) = d(f, a) .

Para llegar a esta situación, en primer lugar notamos que, por ser el espacio Hausdorff,
los entornos Ux de la primera construcción pueden reducirse hasta hacerse disjuntos. A
continuación, notamos que como f es propia, f(Cf ) es cerrado, luego Rf es abierto, y
reduciendo V si es necesario, se puede tomar V ⊂ Rf y el mismo para cada x ∈ f−1(a)
(reduciendo Ux a Ux ∩ f−1(V )). El único obstáculo que resta es la posibilidad de que
algún punto de V no esté en ninguno de los abiertos Ux. Sea U =

⋃
x∈f−1(a) Ux ⊂ M ,

U es abierto y contiene a f−1(a). Por ser f propia, N \ f(M \ U) es un abierto de N
que contiene a a. Como N es localmente conexo, existe un entorno abierto y conexo de
a, V ′ ⊂ V ∩ (N \ f(M \ U), y definimos U ′x = Ux ∩ f−1(V ′). Se tiene entonces que
f
∣∣
U ′x

: U ′x → V ′ es un difeomorfismo, para cada x ∈ f−1(a). En particular, U ′x es conexo

por serlo V ′. Finalmente, f−1(V ′) ⊂ U , luego

f−1(V ′) = U ∩ f−1(V ′) =
⋃

x∈f−1(a)

(Ux ∩ f−1(V ′)) =
⋃

x∈f−1(a)

U ′x ,

como queŕıamos. �

Para demostrar el siguiente resultado, vamos a utilizar que conocemos la forma que
tienen las variedades suaves de dimensión 1. Aunque este teorema de clasificación tiene
interés por śı mismo, en este contexto tiene la función de un lema auxiliar, por lo que solo
se ofrece aqúı un esbozo de la prueba.
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Teorema 4.5 (de clasificación de curvas suaves). Toda variedad suave y conexa de di-
mensión 1 es difeomorfa a S1 o a un intervalo real.

Idea de la demostración. La idea que se esboza a continuación se basa en la concisa de-
mostración que puede verse en [5]. Considerando parametrizaciones por la longitud del
arco, se prueba que si una curva no es difeomorfa a una circunferencia, entonces dos
parametrizaciones locales pueden extenderse consistentemente a una parametrización de
la unión de sus imágenes. Por el lema de Zorn, se tiene que existe una parametrización
maximal, cuya imagen ha de ser un abierto de la variedad, por construcción. Esas dos
caracteŕısticas garantizan la sobreyectividad, y por tanto que la parametrización es de
hecho un difeomorfismo.

Proposición 4.6. Sea M una variedad suave, orientada y de dimensión m + 1, y sea
N una variedad suave, orientada, sin borde y de dimensión m. Sea H : M → N una
aplicación propia suave, y sea a un valor regular de H y H

∣∣
∂M

. Se tiene entonces que

d(H
∣∣
∂M
, a) = 0 .

Demostración. Como M tiene dimensión m+1, su borde ∂M tiene dimensión m. Además,
dado que el interior de M es abierto en M (para cada punto que no es del borde exis-
te un entorno abierto suyo difeomorfo a un abierto af́ın, y que por tanto no contiene
puntos del borde), ∂M es cerrado en M . Aśı, si denotamos H

∣∣
∂M
≡ G, se tiene que

G es una aplicación propia suave por serlo H: en efecto, dado un compacto K ⊂ N ,
G−1(K) = ∂M ∩H−1(K) es un subconjunto cerrado del compacto H−1(K), luego com-
pacto.

Por hipótesis, a es un valor regular de H y G, luego por 1.8, H−1(a) es una variedad
suave de dimensión 1, con borde ∂H−1(a) = H−1(a) ∩ ∂M = G−1(a). Además, como H
es propia, H−1(a) es compacta, y por tanto también lo son sus componentes conexas,
que son cerradas, y de las que hay una cantidad finita, pues también son abiertas por la
conexión local. Por 4.5, cada una de estas componentes conexas es difeomorfa a S1 o a
[0, 1] (la compacidad descarta los demás modelos de intervalo). Como la circunferencia no
tiene borde, G−1(a) = {x1, y1, . . . , xs, ys}, donde cada par {xj, yj} pertenece a la misma
componente conexa Cj difeomorfa a [0, 1].

Consideremos una de esas componentes de forma genérica, C ∈ {C1, . . . , Cs}. Sabemos
que existe una parametrización γ : [0, 1] → C, e invirtiendo su sentido si es necesario
se puede tomar compatible con la orientación de H−1(a) como imagen inversa. Sean
x = γ(0) e y = γ(1) los puntos del borde. Nótese que γ′(0) /∈ Tx∂M , ya que si fuera
aśı entonces ker (dxG) = ker (dxH), lo que va en contra de que x sea un punto regular
de G. Análogamente, γ′(1) /∈ Ty∂M . Por tanto, γ′(0) ∈ TxM es un vector entrante y
γ′(1) ∈ TyM es un vector saliente. Sean {u1, . . . , um} y {v1, . . . , vm} bases positivas de
Tx∂M y Ty∂M , respectivamente, se tiene que

ζx,M = [−γ′(0), u1, . . . , um] y ζy,M = [γ′(1), v1, . . . , vm] .

Por otro lado, como los cambios de signo y las permutaciones cambian de signo la orien-
tación, se tiene

(−1)m+1ζx,M = [u1, . . . , um, γ
′(0)] y (−1)mζy,M = [v1, . . . , vm, γ

′(1)] .
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Por otro lado, por la definición de la orientación como imagen inversa de H−1(a),

signx(G)ζx,M = [u1, . . . , um, γ
′(0)] y signy(G)ζy,M = [v1, . . . , vm, γ

′(1)] .

En particular, signx(G) = −signy(G). Y se concluye que

d(G, a) =
s∑
j=1

(signxj(G) + signyj(G)) =
s∑
j=1

(signxj(G)− signxj(G)) = 0 .

�

Proposición 4.7. Sean M y N variedades suaves, orientadas, sin borde y de dimensión
m. Sea H : [0, 1]×M → N una homotoṕıa propia suave, y sea a ∈ N un valor regular de
H0 y H1. Se tiene entonces que

d(H0, a) = d(H1, a) .

Demostración. Nótese que Mi = {i} ×M es un cerrado de [0, 1]×M , por lo que H
∣∣
M0

y

H
∣∣
M1

son propias. Dado que ∂([0, 1]×M) = M0 ∪M1, H
∣∣
∂([0,1]×M)

= H
∣∣
M0
∪H

∣∣
M1

, en el

sentido de que coincide con H
∣∣
Mi

si el punto está en Mi, siendo M0 y M1 disjuntos. Como

Mi es difeomorfo a M por πi,

Hi = H
∣∣
Mi
◦ π−1

i y H
∣∣
Mi

−1
(a) = {i} ×H−1

i (a) .

Además, dado que πi es un difeomorfismo, Hi es propia por serlo H
∣∣
Mi

y los valores

regulares de ambas aplicaciones son los mismos. La idea es utilizar 4.6, aunque entonces
se exiǵıa que el punto en cuestión fuera un punto regular de H y de la restricción a su
frontera, y a es un punto regular de H0 y H1, luego de la restricción de H a la frontera de
[0, 1]×M , pero no necesariamente de H. Ahora bien, por 4.4, existen entornos V0 ⊂ RH0 y
V1 ⊂ RH1 tales que para cada b ∈ Vi, d(Hi, a) = d(Hi, b). Y por el Teorema de Sard-Brown
1.9, el conjunto de valores regulares de H es denso en N . En particular, sea b ∈ V = V0∩V1

un valor regular de H. Entonces por 4.6,

d(H
∣∣
∂([0,1]×M)

, b) =
∑

x∈H−1
0 (a)

sign(0,x)(H
∣∣
M0

) +
∑

x∈H−1
1 (a)

sign(1,x)(H
∣∣
M1

) = 0 .

Finalmente, recordando que π0 : M0 → M invierte la orientación y π1 : M1 → M la
preserva, se tiene que

sign(0,x)(H
∣∣
M0

) = −signx(H0) y sign(1,x)(H
∣∣
M1

) = signx(H1) .

Se concluye que

d(H
∣∣
∂([0,1]×M)

, b) = −d(H0, b) + d(H1, b) = −d(H0, a) + d(H1, a) = 0 .

�

Proposición y definición 4.8. Sean M y N variedades suaves, orientadas, sin borde
y de dimensión m, siendo N además conexa, y sea f : M → N una aplicación propia
suave entre ellas. Se tiene entonces que el grado de f en cada punto de Rf vale siempre
lo mismo. Dicho valor se denomina grado de f y se denota deg (f).
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Demostración. Sean a, b ∈ Rf ⊂ N . Como N es conexa, por 3.5, existe una difeotoṕıa
suave F que conecta a con b. Aśı,

[0, 1]×M → N , (t, x) 7→ Ft ◦ f
es una homotoṕıa propia suave de F0 ◦ f = f en F1 ◦ f . Como para cada t, Ft es un
difeomorfismo, en particular F1 preserva los valores regulares de f . Además, por 3.7, F1

preserva la orientación. Luego por 4.7 se tiene

d(f, b) = d(F1 ◦ f, b) =
∑

x∈f−1(F−1
1 (b))

signx(F1 ◦ f) =
∑

x∈f−1(a)

signx(f) = d(f, a) .

�

Proposición 4.9. Sean M una variedad suave, orientada y de dimensión m + 1, y N
una variedad suave, orientada, conexa, sin borde y de dimensión m. Si H : M → N es
una aplicación propia suave, entonces

deg (H
∣∣
∂M

) = 0 .

Demostración. Por el Teorema de Sard-Brown 1.9, el conjunto de valores regulares de H
es residual, y el de H

∣∣
∂M

también. Como la intersección de conjuntos residuales sigue

siendo residual, en particular es no vaćıa, luego existe a ∈ N valor regular de H y H
∣∣
∂M

.
Por 4.6,

d(H
∣∣
∂M
, a) = 0 ,

y por 4.8,
deg (H

∣∣
∂M

) = 0 .

�

Proposición 4.10. Sean M y N variedades suaves, orientadas, sin borde y de dimensión
m, siendo además N conexa. Si H : [0, 1] ×M → N es una homotoṕıa propia suave,
entonces

deg (H0) = deg (H1) .

Demostración. De nuevo por el Teorema de Sard-Brown 1.9, existe a ∈ N valor regular
de H0 y H1. Por 4.7,

d(H0, a) = d(H1, a) ,

y por 4.8,
deg (H0) = deg (H1) .

�

Finalizamos la sección enunciando un resultado espećıfico del grado de una aplicación
suave que, a diferencia de los anteriores, no procede directamente de una proposición
análoga para el grado de la aplicación en un punto.

Proposición 4.11. Sean M , N y P variedades suaves, orientadas, sin borde y con di-
mensión m, siendo además N y P conexas. Sean f : M → N y g : N → P aplicaciones
propias suaves. Se tiene entonces que la composición verifica

deg (g ◦ f) = deg (g) · deg (f).
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Demostración. Por la regla de la cadena, dado x ∈M ,

dx(g ◦ f) = df(x)g ◦ dxf .
Ahora, como M , N y P son de la misma dimensión, si a ∈ P es un punto regular de g ◦ f
y x ∈ f−1(g−1(a)), entonces dx(g ◦ f) es un isomorfismo, y por tanto también lo es dxf .
En particular, cada y ∈ g−1(a) es también un valor regular de f . Puesto que es inmediato
que el signo se comporta multiplicativamente (por su definición mediante determinantes),

d(g ◦ f, a) =
∑

x∈f−1(g−1(a))

signx(g ◦ f) =
∑

x∈f−1(g−1(a))

signx(f) · signf(x)(g) .

Para cada x ∈ f−1(g−1(a)), f(x) ∈ g−1(a), luego∑
x∈f−1(g−1(a))

signx(f) · signf(x)(g) =
∑

y∈g−1(a)

signy(g) ·
∑

x∈f−1(y)

signx(f) .

Finalmente, por 4.8,

deg (g ◦ f) =
∑

y∈g−1(a)

signy(g) · d(f, y) =
∑

y∈g−1(a)

signy(g) · deg (f) = deg (g) · deg (f) .

�

5. Aproximación

Para finalizar la exposición de las bases de la teoŕıa del grado de Brouwer-Kronecker,
generalizaremos la definición y los resultados obtenidos en la sección anterior a aplica-
ciones propias continuas, aproximándolas por aplicaciones propias suaves e imponiendo
la invariancia bajo homotoṕıas. Es necesario pues entender en qué condiciones podemos
realizar estas aproximaciones y qué propiedades garantizan, particularmente en lo relativo
a las homotoṕıas.

En primer lugar, demostramos una propiedad de las variedades diferenciables que resulta
esencial para poder realizar las aproximaciones.

Lema 5.1. Sea M ⊂ Rp una variedad suave sin borde de dimensión m, existen un entorno
abierto suyo U ⊂ Rp y una retracción4 suave sobre M , ρ : U →M .

Demostración. Dado x0 ∈ M , consideramos un sistema de coordenadas de M en x0,
x : W → Rm, donde W es un entorno abierto de x0 en M y escogemos que x(x0) = 0. Se
tiene entonces que, para i = 1, . . . ,m, las aplicaciones

X̃i : W → Rp , x 7→ ∂

∂xi

∣∣∣∣
x

=
∂(x−1)

∂xi
(x(x))

son suaves, y además {X̃1(x), . . . , X̃m(x)} es una base de TxM para cada x ∈ W . En x0,
esta base puede completarse con vectores {wm+1, . . . , wp} ⊂ Rp para obtener una base de
Rp. En particular, eso implica que la función suave

det (X̃1(x), . . . , X̃m(x), wm+1, . . . , wn) ,

4Dado un espacio topológico X y A ⊂ X, una retracción sobre A es una aplicación continua ρ : X → A
que verifica que ρ(x) = x para cada x ∈ A.
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donde los vectores se consideran columnas, es distinta de cero en x0 y por tanto en todo
un entorno de x0, que volvemos a llamar W , reduciéndolo si es necesario. En particular,
{X̃1(x), . . . , X̃m(x), wm+1, . . . , wp} es base de Rp para todo x ∈ W . Aplicando el proceso
de ortogonalización de Gram-Schmidt en cada punto, se obtienen aplicaciones

{X1(x), . . . , Xm(x), Ym+1(x), . . . , Yp(x)} .

Por las fórmulas del proceso de Gram-Schmidt5, son estas aplicaciones suaves de W en
Rp que verifican que su norma eucĺıdea es 1 y que para cada x ∈ W , forman una base
ortonormal de Rp. Además, {X1(x), . . . , Xm(x)} es base ortonormal de TxM , y por tanto
{Ym+1(x), . . . , Yp(x)} es base ortonormal del complemento ortogonal TxM

⊥.

Basándonos en la construcción anterior, podemos definir la aplicación

F : Rp → Rp , (a, t) = (a1, . . . , am, tm+1, . . . , tp) 7→ x−1(a) +

p∑
j=m+1

tjYj(x
−1(a))

que es suave y cuya derivada en 0 = (0, 0) tiene como matriz jacobiana a

(X̃1(x0), . . . , X̃m(x0), Ym+1(x0), . . . , Yp(x0)) ,

que ya sabemos que tiene determinante no nulo por ser los vectores columna una base
de Rp. Por tanto, F es un difeomorfismo local en (a, t) = (0, 0), y por el Teorema de la
Función Inversa existe un entorno abierto de (0, 0) y otro de x0 tal que la restricción de
F a esos dos abiertos es un difeomorfismo. En particular, por la topoloǵıa de Rp como
producto de Rm y Rp−m, existen un entorno abierto V0 de 0 ∈ Rm, un entorno abierto U
de x0 ∈ Rp y ε > 0 tales que la restricción

F
∣∣ : V0 ×Bp−m(0, ε)→ U

es un difeomorfismo, donde Bp−m(0, ε) es la bola abierta en Rp−m de centro 0 y radio ε.
Como x−1(V0) ⊂ U ∩M es un entorno abierto de x0 en M , existe un entorno abierto
U0 ⊂ U de x0 en Rp, tal que

U0 ∩M = x−1(V0) = F
∣∣(V0 × {0}) .

Restringimos U a U0 en el difeomorfismo F
∣∣, y denotamos por G = F

∣∣−1
. Sea π la

proyección sobre las m primeras coordenadas, definimos

r = x−1 ◦ π ◦G : U0 → W0 ,

5Recordamos que el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt proced́ıa de forma iterativa, par-
tiendo de una base {v1, . . . , vp} y tomando w1 = v1/||v1|| y

zk = vk −
k−1∑
j=1

〈vk, wj〉wj con wk = zk/||zk|| ,

donde 〈·, ·〉 es el producto escalar eucĺıdeo en Rp. Aśı, si las vk son aplicaciones suaves, las fórmulas
anteriores definen aplicaciones suaves, teniendo en cuenta que los denominadores no se anulan nunca por
ser en cada punto los sistemas linealmente independientes. Además, como consecuencia de la construcción,

span{v1, . . . , vk} = span{w1, . . . , wk}

para cada k ∈ {1, . . . , p}.
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donde W0 = U0 ∩M ⊂ M : en efecto, W0 ⊂ W ⊂ M , y por construcción π(G(U0)) = V0,
luego W0 = x−1(V0) = U0 ∩M . Aśı, se concluye que r es una retracción suave sobre M
de un entorno abierto de x0 en Rp, que además verifica que

x− r(x) =

p∑
j=m+1

tjYj(r(x)) ∈ span{Ym+1(r(x)), . . . , Yp(r(x))} = Tr(x)M
⊥

para ciertos (tm+1, . . . , tp) ∈ Bp−m(0, ε).

Para completar la demostración, queremos pegar las retracciones de los distintos entornos
de forma consistente. Esto se consigue inmediatamente si definimos la retracción por una
fórmula independiente de la construcción expĺıcita, lo que se puede hacer reduciendo U0

para que r(x) sea el único punto de M que realiza la distancia dist(x,M), es decir,

||x− r(x)|| = dist(x,M) .

Como M es localmente compacto, podemos tomar B = Bp(x0, η) con η < ε tal que
K = B ⊂ U0 es compacto. Escogemos un punto x ∈ Bp(x0, η/2) = B′. Si z /∈ K, entonces,
por la desigualdad triangular,

||x− z|| ≥ ||z − x0|| − ||x− x0|| ≥ η − η

2
=
η

2
> ||x− x0|| .

Se concluye que, como x0 ∈ K,

dist(x,M) = dist(x,K ∩M) .

Ahora bien, por la compacidad local, K ∩M se puede tomar compacto, y por tanto la
función z 7→ ||x− z|| alcanza su mı́nimo. En particular, existe z0 ∈ K ∩M tal que

||x− z0|| ≤ ||x− z||

para todo z ∈M . Como x0 ∈M , ||x− z0|| ≤ ||x− x0|| < η/2, y en general

dist(x,M) = ||x− z0|| .

Esto implica que x− z0 es ortogonal a M en z0: en efecto, la función M 3 z 7→ ||x− z||2
es una función suave por ser restricción de una función suave de Rp, cuya derivada en z es
TzM 3 v 7→ 2〈x−z, v〉. En particular, esta función alcanza un mı́nimo global de M en z0,
por lo que al ser M una variedad sin borde, la derivada ha de anularse en z0, lo que implica
precisamente que x − z0 ⊥ Tz0M . Como ||x − z0|| < η < ε y z0 ∈ U0 ∩M = x−1(V0),
existen (tm+1, . . . , tp) ∈ Bp−m(0, ε) tales que

F (x(z0), tm+1, . . . , tp) = x

y por tanto r(x) = z0.

Veamos que z0 es el único punto de M que realiza la distancia dist(x,M): en efecto, si z′0
es tal que dist(x,M) = ||x− z′0|| < η/2, entonces se verifican

z′0 ∈ K ∩M ⊂ W0 = x−1(V0)

y como antes eso implica que existen (t′m+1, . . . , t
′
p) ∈ Bp−m(0, ε) tales que

F (x(z′0), t′m+1, . . . , t
′
p) = x .
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Por la biyectividad de F se concluye que z′0 = z0 = r(x). Es decir, que para cada x ∈ B′,
r(x) es el único punto de M para el que dist(x,M) = ||x − r(x)||. Para restringir la
retracción a B′, hemos de asegurarnos de que la imagen está en B′∩M , es decir, tomamos

U ′0 = {x ∈ B′ : ||x0 − r(x)|| < η/2} = B′ ∩ r−1(B′)

de manera que la restricción de r a U ′0 sigue siendo una retracción y tiene la virtud de
que verifica la siguiente propiedad:

(4) ||x− r(x)|| ≤ ||x− z|| para cada x ∈ U ′0 y z ∈M , siendo = si y solo si z = r(x) .

Como U ′0 es un entorno de x0 en Rp, y x0 ∈ M es arbitrario, puede recubrirse M con
abiertos que tengan asociadas retracciones sobre M con la propiedad (4). Se define U
como la unión de todos esos abiertos, que es un abierto que contiene a x0, y ρ como el
pegado de las retracciones asociadas. Este pegado es consistente: dadas dos retracciones
r1 : U1 → U1 ∩M y r2 : U2 → U2 ∩M , si x ∈ U1 ∩ U2, entonces, por (4)

||x− r1(x)|| ≤ ||x− r2(x)|| y ||x− r2(x)|| ≤ ||x− r1(x)||
y la igualdad se da si y solo si r1(x) = r2(x). Como la aplicación es suave en cada uno de los
abiertos de la unión que da lugar a U , es suave en U . �

Observación 5.2. La retracción que se ha construido para demostrar el lema es, como
hemos visto, ortogonal, y tiene unas propiedades particulares, que no se han demostrado
por no resultar de interés en el contexto actual, aunque śı lo son en el contexto general de
la topoloǵıa diferencial. A los entornos de las variedades en los que están definidas estas
retracciones se los denomina entornos tubulares.

Proposición 5.3. Sean M ⊂ Rp y N ⊂ Rq variedades suaves, N sin borde. Si f : M → N
es una aplicación continua, entonces para cada ε : M → R continua y positiva, existe una
aplicación suave g : M → N tal que para todo x ∈M se verifica

||f(x)− g(x)|| < ε(x) .

Además, si f es propia, g puede tomarse propia.

Demostración. Sea ε̄ : M → R una función continua y positiva. Dado x ∈ M , ε̄(x) > 0,
luego por la continuidad existen entornos abiertos Dx y Ex de x en M tales que para cada
z ∈ Dx,

ε̄(z) > ε̄(x)/2

y para cada z ∈ Ex,
||f(x)− f(z)|| < ε̄(x)/2 .

Aśı, Gx = Dx ∩ Ex es un entorno abierto de x en M tal que para cada z ∈ Gx,

||f(x)− f(z)|| < ε̄(z) .

Sea {θx : x ∈M} una partición diferenciable de la unidad subordinada al recubrimiento
{Gx : x ∈M}. Entonces, puesto que N ⊂ Rq, la aplicación

h =
∑
x∈M

θxf(x)

está bien definida como aplicación de M en Rq, es suave, y verifica

||h(z)− f(z)|| = ||
∑
x∈M

θx(z)(f(x)− f(z))|| ≤
∑
x∈M

θx(z)||f(x)− f(z)|| < ε̄(z)
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para cada z ∈ M . Ahora bien, como se ha indicado, la imagen de h está en Rq, no
necesariamente en N . Ahora bien, como N es una variedad suave sin borde, por 5.1,
existe un entorno abierto U de N en Rq y una retracción suave ρ : U → N . La idea es
tomar la función ε̄ en la construcción anterior adecuadamente, de manera que g = ρ ◦ h
satisfaga las condiciones del enunciado.

(i) g = ρ ◦ h ha de estar bien definida. Para ello, debemos exigir que h(M) ⊂ U . Como U
es un entorno de N ⊃ f(M) y la función distancia es continua, ε̄1(x) = d(f(x),Rq \U) es
una función continua y positiva en M . Aśı, tomando ε̄ ≤ ε̄1 garantizamos que h(M) ⊂ U .

(ii) Buscamos que ||g(x) − f(x)|| = ||ρ(h(x)) − f(x)|| < ε(x) para cada x ∈ M , para lo
que basta que

h(x) ∈ {y ∈ U : ||ρ(y)− f(x)|| < ε(x)} = ρ−1(BN(f(x), ε(x))) ⊂ U ,

que es abierto. Para poder hacer esto a través de una cota continua de ||h−f ||, utilizamos
la compacidad local para obtener mı́nimos locales: dado x ∈M , sea Kx ⊂M un entorno
compacto y sea εx = mı́n {ε(z) : z ∈ Kx} > 0, definimos

Vx = {y ∈ U : ||ρ(y)− f(x)|| < εx/2} = ρ−1(BN(f(x), εx/2)) ⊂ U ,

que es un entorno abierto de f(x) = ρ(f(x)). En particular, existe un δx > 0 tal que la
bola abierta Bq(f(x), δx) ⊂ Vx. Por tanto, exigir que ||h(x)−f(x)|| < δx es suficiente para
que se cumpla la condición requerida. Tomamos ahora un entorno abierto Wx de x en M
que verifique

Wx ⊂ f−1
(
BN(f(x), δx/2)

)
∩Kx .

Sea {ηx : x ∈M} una partición diferenciable de la unidad subordinada al recubrimiento
{Wx : x ∈M} de M , definimos, para z ∈M ,

ε̄2(z) =
∑
x∈M

ηx(z)
δx
2
.

Esta función es suave y es positiva puesto que cada δx > 0 y siempre hay algún ηx(z) > 0
para cada z ∈ M . Además, por construcción de la partición diferenciable, dado z ∈ M ,
solo hay un conjunto finito de x para los que ηx(z) 6= 0. En particular, sea {x1, . . . , xs} ese
conjunto finito, de manera que ηxi(z) 6= 0 y z ∈ Wxi , para cada i = 1, . . . , s. En particular,
z ∈ Wxi implica que

z ∈ Kxi luego ε(z) ≥ εxi (?)

y que
f(z) ∈ BN(f(x), δxi/2) ⊂ Vxi (2?).

Asimismo, suponiendo sin pérdida de generalidad que δx1 = máxi=1,...,s δxi , se tiene que

ε̄2(z) =
s∑
i=1

ηxi(z)
δxi
2
≤ δx1

2

∑
x∈M

ηx(z) =
δx1
2

(3?).

(iii) Fijando ε̄ = mı́n {ε̄1, ε̄2}, que es continua y positiva, por (3?), se tiene que

||h(z)− f(z)|| < ε̄2(z) ≤ δx1
2
,

y por (2?),

||f(z)− f(x1)|| < δx1
2
.
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Aśı,

||h(z)− f(x1)|| ≤ ||h(z)− f(z)||+ ||f(z)− f(x1)|| < δx1 luego h(z) ∈ Vx1
por lo que

||ρ(h(z))− f(x1)|| < εx1
2

(?)

≤ ε(z)

2
.

Finalmente,

||ρ(h(z))− f(z)|| ≤ ||ρ(h(z))− f(x1)||+ ||f(x1)− f(z)|| < ε(z)

2
+
δx1
2
.

Basta tomar en (ii) δx < εx para concluir.

Supongamos ahora que f es propia, y veamos que si tomamos ε̄ suficientemente pequeño,
la aproximación resultante g también es propia.

(i) En primer lugar, por la paracompacidad de N , se puede tomar un recubrimiento
abierto {Gµ} suyo que sea localmente finito. Para cada x ∈ N , {x} ∩ Gµ 6= ∅ solo para
una cantidad finita de ı́ndices, µ1, . . . , µs. Por la compacidad local, existe un entorno

compacto Kx de x en N tal que Kx ⊂
⋂s
i=1 Gµi . Aśı, {

◦
Kx} es un recubrimiento de N ,

y por la paracompacidad se puede refinar obteniendo un recubrimiento localmente finito.
Etiquetando con {Vλ} los elementos de este recubrimiento, tomamos para cada λ un
abierto de {Gµ} que lo contenga, y lo llamamos Uλ (pudiendo tomar más de una vez el
mismo abierto de {Gµ}). Obtenemos aśı dos recubrimientos abiertos localmente finitos de
N , {Vλ} y {Uλ}, con la propiedad de que V λ ⊂ Uλ y V λ es compacto. Como f es propia,
{Kλ = f−1(V λ)} es un recubrimiento por compactos de M que también es localmente
finito.

(ii) Buscamos que la aproximación g sea propia, es decir, que dado un compacto L ⊂ N ,
g−1(L). Esto lo podemos garantizar obligando a que g−1(L) interseque solo a una cantidad
finita de Kλ’s. Si lo conseguimos, al ser g−1(L) cerrado, podremos escribirlo como una
unión finita de compactos, que es un compacto. Ahora bien,

g−1(L) ∩ f−1(V λ) 6= ∅ si y solo si existe un x ∈M tal que g(x) ∈ L y f(x) ∈ V λ .

Una forma de garantizar que esto solo ocurre una cantidad finita de veces es obligar a g a
que si f(x) ∈ V λ, entonces g(x) ∈ Uλ. De esa manera, si g−1(L)∩ f−1(V λ) 6= ∅, entonces
g(x) ∈ L∩Uλ. Y como {Uλ} es localmente finito y L es compacto, L∩Uλ 6= ∅ solo ocurre
para una cantidad finita de ı́ndices, y se concluiŕıa.

(iii) Veamos que tomando ε̄ suficientemente pequeño se satisfacen las exigencias de (ii).
Dado x ∈ M , como {Kλ} es localmente finito, existe un entorno abierto Gx de x en M
que solo interseca a un número finito de Kλ’s. Sea {τx} una partición diferenciable de la
unidad subordinada al recubrimiento {Gx}, y sea

λx = mı́n
Gx∩Kλ 6=∅

d(V λ, N \ Uλ) ,

definimos, para z ∈M ,

λ(z) =
∑
x∈M

τx(z)λx .
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En particular, dado z ∈M , existe un Kλ que lo contiene, por lo que si τx(z) 6= 0, entonces
z ∈ Gx, luego Gx ∩Kλ 6= ∅, y por tanto

λx ≤ d(V λ, N \ Uλ) .
Tomando, ε ≤ λ, se tiene que la aproximación g obtenida verifica

||g(z)− f(z)|| < λ(z) ≤ d(V λ, N \ Uλ)
∑
x∈M

τx(z) = d(V λ, N \ Uλ).

Como f(z) ∈ V λ, se concluye que g(z) ∈ Uλ, como queŕıamos. �

Proposición 5.4. Sean M ⊂ Rp y N ⊂ Rq variedades suaves, N sin borde. Si f : M → N
es una aplicación continua, existe una función ε : M → R continua y positiva, tal que si
g : M → N es una aplicación continua tal que para todo x ∈M se verifica

||f(x)− g(x)|| < ε(x) ,

entonces f y g son homótopas. Además, si f es propia, ε puede escogerse de manera que
la homotoṕıa también lo sea.

Demostración. ComoN ⊂ Rq, f y g son funciones continuas sobre Rq, y alĺı son homótopas
por ser Rq contráctil. En particular, podemos definir la homotoṕıa

H̃ : [0, 1]×M → Rq , (t, x) 7→ (1− t)f(x) + tg(x) = H̃t .

Ahora, si ||f(x)− g(x)|| < ε(x) para todo x ∈M , entonces para cada t ∈ [0, 1],

||f(x)− H̃t(x)|| = t||f(x)− g(x)|| ≤ ||f(x)− g(x)|| < ε(x) .

En particular, si tomamos ε ≤ ε̄1, donde ε̄1 es la función definida en la demostración de
5.3 asociada a la retracción suave ρ : U → N , se tiene que ρ ◦ H̃t está bien definida para
cada t. Aśı,

H : [0, 1]×M → N , (t, x) 7→ ρ(H̃(t, x))

es una homotoṕıa de f en g.

Supongamos ahora que f es propia. Sea

F : [0, 1]×M → N , (t, x) 7→ f(x) ,

como [0, 1] es compacto, por el Teorema de Tychonoff se tiene que F es una aplicación
propia, y

||F (t, x)−H(t, x)|| = ||f(x)−Ht(x)|| < ε(x) .

Tomando ε ≤ λ, donde λ es la función definida en la demostración de 5.3, se tiene, como en-
tonces, que H es propia. �

Observación 5.5. Nótese que en la demostración anterior, si f y g son aplicaciones
suaves, H̃ lo es y por tanto H también, por serlo ρ.

Observación 5.6. Una consecuencia inmediata de las dos proposiciones anteriores es la
que sigue: sean M ⊂ Rp y N ⊂ Rq variedades suaves, N sin borde. Si f : M → N es
una aplicación propia, existe una aplicación g : M → N propia y suave tal que f y g son
propiamente homótopas.

En efecto, por 5.4, existe una función continua y positiva ε : M → R tal que si f ′ : M → N
es continua y ||f(x)− f ′(x)|| < ε(x) para cada x ∈ M , entonces f y f ′ son propiamente
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homótopas. Por 5.3, dada ε, existe g : M → N suave tal que ||f(x)−g(x)|| < ε(x) para ca-
da x ∈M . Luego g es suave y propiamente homótopa a f . �

Proposición 5.7. Sean M ⊂ Rp y N ⊂ Rq variedades suaves, N sin borde, y sean f y g
aplicaciones suaves de M en N . Si f y g son homótopas, entonces existe una homotoṕıa
suave de f en g. Si, además, existe una homotoṕıa propia entre f y g, la homotoṕıa suave
también se puede tomar propia.

Demostración. Si f y g son homótopas, existe una homotoṕıa H̃ : [0, 1] ×M → N tal
que H̃0 = f y H̃1 = g. Como f y g son continuas, por 5.4 existen funciones continuas y
positivas εf y εg de M en R tales que si f ′ y g′ son funciones continuas de M en N que
verifican

||f(x)− f ′(x)|| < εf (x) y ||g(x)− g′(x)|| < εg(x)

para cada x ∈M , entonces f ′ ' f y g′ ' g. Sea

ε(t, x) = (1− t)εf (x) + tεg(x) ,

por 5.3, existe una homotoṕıa suave H̃ ′ que aproxima H̃, verificándose

||H̃t(x)− H̃ ′t(x)|| < ε(t, x)

para cada (t, x) ∈ [0, 1]×M . En particular,

||f(x)− H̃ ′0(x)|| < ε(0, x) = εf (x) y ||g(x)− H̃ ′1(x)|| < ε(1, x) = εg(x) ,

luego f ' H̃ ′0 y g ' H̃ ′1. Como f , H̃ ′0, g y H̃ ′1 son suaves, por la observación 5.5, existen
homotoṕıas suaves

F : [0, 1]×M → N y G : [0, 1]×M → N

de f en H̃ ′0 y de g en H̃ ′1, respectivamente. Terminamos pegando las tres homotoṕıas
suavemente. Para ello, consideramos la partición diferenciable de la unidad {θ, 1 − θ}
subordinada al recubrimiento {(1/3, 1], [0, 2/3)} de [0, 1], que verifica

θ(t) = 0 para t ∈ [0, 1/3] y θ(t) = 1 para t ∈ [2/3, 1] ,

y definimos

H : [0, 1]×M → N , (t, x) 7→


F (θ(3t), x) para t ∈ [0, 1/3]

H̃ ′(θ(3t− 1), x) para t ∈ [1/3, 2/3]
G(θ(3− 3t), x) para t ∈ [2/3, 1]

.

Aśı, H es una homotoṕıa suave de f en g. Además, si H̃ es propia, 5.3 garantiza que H̃ ′

se puede tomar propia. Además, f y g son propias (como ya razonamos al demostrar 4.7),
luego por 5.4 y 5.5 F y G pueden tomarse propias. Finalmente, como [0, 1] es compacto,
θ × idM es propia, y la composición de aplicaciones propias es propia, se tiene que cada uno
de los trozos que definen H son aplicaciones propias, y como hay una cantidad finita de
ellos, H es una aplicación propia. �
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6. Grado de una aplicación continua

A hombros de los resultados anteriores, el grado de Brouwer-Kronecker se generaliza a
aplicaciones continuas de forma natural, y los resultados demostrados para aplicaciones
suaves se obtienen aqúı de forma fluida.

Definición 6.1. Sean M y N variedades suaves, orientadas, sin borde y de dimensión
m, siendo N además conexa, y sea f : M → N una aplicación propia entre ellas. Sea
g : M → N una aplicación suave propiamente homótopa a f , se define el grado de f como
deg (f) = deg (g).

Observación 6.2. Nótese que la definición es buena: en primer lugar, por 5.6, siempre
existe una aplicación suave propiamente homótopa a f . En segundo lugar, si g0 y g1 son dos
aplicaciones suaves propiamente homótopas a f , entonces en particular son propiamente
homótopas entre śı. Por 5.7, esto implica que existe una homotoṕıa propia suave H con
H0 = g0 y H1 = g1, y en ese caso, por 4.10, deg (g0) = deg (g1).

Observación 6.3. Con esta definición, los resultados demostrados para el grado de una
aplicación suave se extienden fácilmente para aplicaciones continuas:

(1) Sean M una variedad suave, orientada y de dimensión m+1, y N una variedad suave,
orientada, conexa, sin borde y de dimensión m. Si H : M → N es una aplicación propia,
entonces

deg (H
∣∣
∂M

) = 0 .

En efecto, seaH ′ una homotoṕıa suave propiamente homótopa aH. La restricción de la ho-
motoṕıa entre ellas a ∂M permite concluir queH

∣∣
∂M

yH ′
∣∣
∂M

son propiamente homótopas.

Como, por 4.9, deg (H ′
∣∣
∂M

) = 0, se concluye. �

(2) Sean M y N variedades suaves, orientadas, sin borde y de dimensión m, siendo además
N conexa. Si H : [0, 1]×M → N es una homotoṕıa propia, entonces

deg (H0) = deg (H1) .

En efecto, sea H ′ una homotoṕıa suave propiamente homótopa a H. Restringiendo la
homotoṕıa que las conecta, se concluye que H ′0 y H ′1 son homótopas a H0 y H1, respecti-
vamente. Aśı, por 4.10,

deg (H0) = deg (H ′0) = deg (H ′1) = deg (H1) .

�

(3) Sean M , N y P variedades suaves, orientadas, sin borde y con dimensión m, siendo
además N y P conexas. Sean f : M → N y g : N → P aplicaciones propias suaves. Se
tiene entonces que la composición verifica

deg (g ◦ f) = deg (g) · deg (f).

En efecto, sean f ′ y g′ aplicaciones suaves propiamente homótopas a f y g por homotoṕıas
propias F y G, respectivamente. Definimos

H(t, x) = G(t, F (t, x)) .
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La aplicación

(t, x) 7→ (t, F (t, x))

es propia: la imagen inversa de (t, y) es {t} × F−1
t (y), que es compacto por ser Ft propia.

Asimismo, dado un cerrado C ⊂ [0, 1] × M , si (tn, F (tn, xn)) converge a (t, y), para
(tn, xn) ⊂ C, en particular (tn) converge a t. Como F es propia, por lo visto en la
demostración de 4.1, existe una subsucesión (tn′ , xn′) que converge a (t, x) ∈ C, y por la
continuidad (t, F (t, x)) = (t, y).

Puesto que G es propia y la composición de aplicaciones propias lo es, se concluye que H
es una homotoṕıa propia entre g′ ◦ f ′ y g ◦ f . Por 4.11,

deg (g ◦ f) = deg (g′ ◦ f ′) = deg (g′) · deg (f ′) = deg (g) · deg (f) .

�

Observación 6.4. El resultado (2) de 6.3 es una de las claves de la utilidad del grado de
Brouwer-Kronecker: es un invariante propiamente homotópico. Su valor concreto depende
de la orientación de las variedades (cambiando de signo al invertir la orientación de una
de ellas), pero si dos aplicaciones tienen distinto grado, lo seguirán teniendo cualquiera
que sea la orientación que se le asigne a las variedades, y por tanto no serán propiamente
homótopas.

El matiz “propiamente” en la aseveración anterior no es superfluo en lo más mı́nimo:
tómese como ejemplo el par de funciones de R en R dado por p(x) = x y q(x) = x2.
Como R es contráctil, desde luego son homótopas. Sin embargo, deg (p) = 1, mientras
que deg (q) = 0 por no ser sobreyectiva (por ejemplo, q−1(−1) = ∅, y por tanto es un
valor regular y d(q,−1) = 0).

Con todo, aunque el grado puede permitirnos eventualmente distinguir aplicaciones que
no son propiamente homótopas, en general no permite una clasificación completa de las
clases de homotoṕıa propia. Para ejemplificarlo, considérense de nuevo aplicaciones de
R en R, con p(x) = −x2 y q(x) = x2. Ambas son continuas y propias, y ninguna es
sobreyectiva, por lo que deg (p) = 0 = deg (q). Ahora bien, supongamos que p y q fueran
propiamente homótopas, y sea H una homotoṕıa propia entre ellas: en ese caso, dado
x 6= 0 fijo, Ht(x) : [0, 1]→ R es una curva que une −x2 con x2. Por la conexión de [0, 1],
la imagen de dicha curva pasa por 0. Aśı, se tiene que para cada x ∈ R \ {0} existe un
t ∈ [0, 1] tal que H(t, x) = 0. En particular, H−1(0) no es acotado en [0, 1]×R y por tanto
no puede ser compacto, lo que va en contra de que H sea propia. Se concluye que p y q
no son propiamente homótopas, a pesar de tener el mismo grado de Brouwer-Kronecker.

7. Primeras aplicaciones

El soporte teórico desarrollado en las secciones anteriores nos habilita ahora para demos-
trar algunos resultados profundos de manera inmediata. Comenzamos con una observación
elemental.

Observación 7.1. Las esferas

Sm = {x ∈ Rm+1 : x2
1 + . . .+ x2

m+1 = 1} ⊂ Rm+1
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son variedades suaves, sin borde, que pueden orientarse de forma canónica como borde
del disco unidad

Dm+1 = {x ∈ Rm+1 : ||x|| ≤ 1}
o como hipersuperficie. Tomando como vector normal ν(x) = x, que es un vector saliente
con respecto a Dm+1, ambas prescripciones coinciden. Además, son variedades compactas,
por lo que todas las aplicaciones continuas definidas sobre ellas en particular son propias.
Se dan, pues, las condiciones para utilizar la teoŕıa de grado desarrollada hasta ahora.

Ejemplo 7.2. Hay dos aplicaciones que merecen particular atención en el contexto de
las esferas. La primera de ellas es la identidad, que trivialmente presenta grado 1 y por
tanto no es nulhomótopa, como se ha visto en 7.5. La segunda es la aplicación antipodal

−id : Sm → Sm , (x1, . . . , xm+1) 7→ (−x1, . . . ,−xm+1) .

Claramente esta aplicación es biyectiva, y verifica dx(−id)(v) = −v. Por la definición
de la orientación de la esfera como hipersuperficie, dado que la normal ν(−x) = −x, y
considerando el punto x = (1, 0, . . . , 0), vemos que

signx((−id)) = det (−idRm+1) = (−1)m+1 .

Es decir, que −id preserva la orientación si m es impar, y la invierte si m es par. Por la
biyectividad, las imágenes inversas solo contienen un punto, y se concluye que el grado
de la aplicación antipodal es (−1)m+1. En particular, de nuevo, no es nulhomótopa.

Teorema 7.3 (de no retracción). No existen retracciones del disco cerrado unidad Dm+1

en su borde Sm.

Demostración. Supongamos que existiera tal retracción, es decir, una aplicación continua
ρ : Dm+1 → Sm tal que para cada x ∈ Sm, ρ(x) = x. En ese caso, por ser el disco cerrado
una variedad suave, orientada y con borde de dimensión m + 1, se cumplen las hipótesis
de 6.3 (1), pues al ser además compacto ρ es propia por ser continua. Aśı,

deg (ρ
∣∣
Sm) = 0 .

Ahora bien, por construcción ρ
∣∣
Sm = idSm , y por tanto deg (ρ

∣∣
Sm) = 1, lo que entra en

contradicción con lo anterior. Se concluye que no existe tal retracción. �

Observación 7.4. Este resultado, cuya relevancia se pone de manifiesto en las equiva-
lencias demostradas más adelante, deja patente una de las virtudes del grado de Brouwer-
Kronecker: a pesar de estar formulado a través de herramientas pertenecientes al ámbito
del cálculo diferencial, gracias al puente que la teoŕıa de aproximación tiende hacia las
aplicaciones continuas en general, se pueden probar resultados de naturaleza estrictamen-
te topológica. Aśı, en numerosos casos, el grado de Brouwer-Kronecker va a proporcionar
una v́ıa alternativa a las técnicas habituales de la topoloǵıa algebraica y la homoloǵıa. En
este trabajo, esta idea alcanza su máxima expresión en las secciones 10 y 11.

Teorema 7.5. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) No existen retracciones de Dm+1 en su borde Sm.

(ii) La esfera Sm no es contráctil.

(iii) [Punto fijo de Brouwer] Toda f : Dm+1 → Dm+1 continua tiene algún punto fijo.
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Demostración. Veamos que (i) implica (ii) por contradicción: supongamos que la esfera
Sm es contráctil, es decir, que la identidad id : Sm → Sm es nulhomótopa. En ese caso,
existe una homotoṕıa

H : [0, 1]× Sm → Sm

tal que H0(x) = x y H1(x) = c para cada x ∈ Sm y para cierto c ∈ Sm fijo. Aśı, la imagen
de H sobre los puntos (1, x) del cilindro es siempre la misma y por tanto se puede cocientar
colapsando la “tapa superior” del cilindro de forma consistente con la homotoṕıa. Esto
es, la aplicación H : Cono→ Sm del diagrama conmutativo

[0, 1]× Sm Sm

Cono

está bien definida y es continua, donde Cono es el espacio resultante de colapsar la tapa
superior del cilindro. Sumergiendo [0, 1] × Sm en Rm+2, el colapso puede hacerse al cono
recto. A su vez, el cono recto puede proyectarse homeomórficamente sobre Dm+1 mediante
la proyección de la última coordenada πm+2. En particular, {0} × Sm se proyecta sobre
el borde ∂Dm+1 = Sm, y dado que H0 = id, la restricción de H al borde también lo es.
Por tanto, la aplicación obtenida es una retracción de Dm+1 sobre Sm, en contra de la
hipótesis.

Esta misma construcción permite obtener el rećıproco: en efecto, si existiera una retrac-
ción de Dm+1 en Sm, en particular Dm+1 es homeomorfo al cono recto que, expandiendo
el vértice a Sm, proporciona una homotoṕıa de la identidad en una constante, lo que
contradice que Sm no sea contráctil.

Para ver que (i) implica (iii) empleamos el argumento habitual, también por contradic-
ción: supongamos que existe una aplicación continua f : Dm+1 → Dm+1 sin puntos fijos.
Entonces, para cada x ∈ Dm+1, como x 6= f(x), la semirrecta

`(x, λ) = λx+ (1− λ)f(x) para λ > 0

está bien definida y posee una única intersección con Sm. Sea λ(x) > 0 la función que
determina la intersección `(x, λ(x)), esta es la única solución positiva de la ecuación
cuadrática (||`(x, λ(x))||2 = 1) que podemos escribir como

(||x||2 − ||f(x)||2 − 2, f(x)〉)λ(x)2 + 2(〈x, f(x)〉 − ||f(x)||2)λ(x) + (||f(x)||2 − 1) = 0 .

Como la dependencia de x de las soluciones positivas de esta ecuación es continua,

ρ(x) = f(x) + λ(x)(x− f(x))

es una retracción continua de Dm+1 en Sm, en contra de la hipótesis.

Rećıprocamente, (iii) implica (i). De nuevo por contradicción, si existe una retracción ρ
del disco Dm+1 en su borde Sm, basta componerla con la aplicación antipodal x 7→ −x
para obtener una aplicación de Dm+1 en Sm ⊂ Dm+1 sin puntos fijos, en contra de la
hipótesis. �
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Finalizamos la sección demostrando otro resultado clásico debido a Brouwer sobre la
existencia de campos tangentes sin ceros en las esferas, el archiconocido teorema de la
bola peluda o de la esfera despeinada.

Teorema 7.6 (de la bola peluda). Sea Sm ⊂ Rm+1 la esfera unidad. Son equivalentes:

(i) La dimensión m es impar.

(ii) Existe un campo tangente a la esfera sin ceros, es decir, existe una aplicación continua

X : Sm → TSm , x 7→ (x,Xx)

tal que Xx ∈ TxSm no se anula para ningún x ∈ Sm.

(iii) La identidad y la aplicación antipodal son homótopas.

Demostración. Vamos a proceder demostrando el ćırculo de implicaciones (i)-(ii)-(iii)-(i).
En primer lugar, si m = 2k − 1 es impar, entonces podemos construir expĺıcitamente un
campo tangente sin ceros. Con x = (x1, . . . , x2k) ∈ Sm ⊂ Rm+1,

Xx = (−x2, x1, . . . ,−x2k, x2k−1)

define un campo tangente en Sm que no se anula en ningún punto. En efecto, como
TxSm = {v ∈ Rm+1 : 〈v, x〉 = 0}, basta notar que

〈x,Xx〉 = −x1x2 + x2x1 + · · · − x2kx2k−1 + x2k−1x2k = 0

para concluir que Xx ∈ TxSm. Claramente la aplicación es continua y no se anula en
ningún punto.

A continuación, si existe un campo tangente Xx que no se anula en ningún punto, entonces
Yx = Xx/||Xx|| también lo es y además tiene norma 1. Aśı, la aplicación

H : [0, 1]× Sm → Sm , (t, x) 7→ cos (πt)x+ sen (πt)Yx

está bien definida, pues por el teorema de Pitágoras

||Ht(x)||2 = cos2 (πt)||x||2 + sen2 (πt)||Yx||2 = 1 ,

y se trata de una homotoṕıa de Sm en Sm que lleva H0 = id, la identidad, en H1 = −id,
la aplicación antipodal.

Finalmente, si la identidad y la aplicación antipodal son homótopas, entonces por 4.10,
deg (id) = deg (−id), y, por lo visto en el ejemplo 7.2, esto solo ocurre si (−1)m+1 = 1, es
decir, si m es impar. �

Observación 7.7. Obsérvese que las esferas de dimensión impar son precisamente aque-
llas para las que la caracteŕıstica de Euler es nula. Por tanto, el resultado anterior puede
enunciarse de forma equivalente afirmando que existen campos tangentes sin ceros si y
solo si la caracteŕıstica de Euler es cero. La virtud de este enunciado es que, de hecho, se
verifica para cualquier variedad diferenciable. Es decir, que la caracteŕıstica de Euler nula
caracteriza las variedades que pueden tener campos tangentes sin ceros.
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8. Sobre el teorema de Hopf

Finalizamos la sección 6 observando que en general el grado de Brouwer-Kronecker no
permite una clasificación exhaustiva de las clases de homotoṕıa. Sin embargo, el grado
está especialmente indicado para trabajar en esferas. Vamos a verlo en esta sección. Por
el momento, empezamos considerando un ejemplo.

Ejemplo 8.1. Veamos que para cada d ∈ Z existe una aplicación fd : Sm → Sm tal que
deg (fd) = d. Para d = 0, tenemos cualquier aplicación constante. Para d 6= 0, podemos
generalizar las curvas definidas sobre la circunferencia de la forma

cd : S1 → S1 , (cos θ, sen θ) 7→ (cos dθ, sen dθ) .

Considerando el lazo unidad

α : [0, 1]→ S1 , t 7→ (cos t, sen t) ,

que tiene derivada α′(t) = (− sen t, cos t), vemos que

(cd ◦ α)′(t) = (−d · sen dt, d · cos dt) .

Utilizando coordenadas polares, para cada punto x = (cos θ, sen θ), la orientación es

ζx = [(− sen θ, cos θ)]

de manera que

dxcd(ζx) = [dxcd(− sen θ, cos θ)] = [(−d · sen dθ, d · cos dθ)] = signo(d)ζcd(x) ,

es decir, signx(cd) = signo(d). Finalmente,

c−1
d (1, 0) = {(cos (2πk/|d|), sen (2πk/|d|)) : k = 0, . . . , |d| − 1}

por lo que deg cd = d.

Para trasladar la construcción anterior a esferas de dimensión m con m > 1, podemos
emplear coordenadas esféricas. En particular, como

x2
1 + . . .+ x2

m+1 = 1

existen ángulos θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π] tales que

x2
1 + x2

2 = sen2 ϕ y (x1, x2) = (cos θ senϕ, sen θ senϕ) .

Aśı, definimos fd : Sm → Sm de manera que

fd(cos θ senϕ, sen θ senϕ, x3, . . . , xm+1) = (cos dθ senϕ, sen dθ senϕ, x3, . . . , xm+1) .

Teniendo en cuenta que todas las componentes permanecen fijas salvo las dos primeras,
un cálculo análogo al anterior, siendo (1, 0, . . . , 0) ∈ Sm un valor regular, permite concluir
que deg fd = d.

La construcción del ejemplo anterior permite ver que el grado de Brouwer-Kronecker,
como aplicación del conjunto de clases de homotoṕıa [Sm,Sm] en Z, es sobreyectivo. Lo
interesante es que, de hecho, se tiene que es biyectivo, lo que constituye un caso particular
del siguiente resultado central debido a Hopf.

Teorema 8.2 (de Hopf). Sea M una variedad suave, orientada, sin borde, compacta y
conexa de dimensión m, y sean f, g : M → Sm aplicaciones continuas. Se tiene que son
homótopas si y solo si deg (f) = deg (g).
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El teorema de Hopf deja claro que, como adelantábamos al comienzo de la sección, el grado
está particularmente indicado para su uso en esferas. Este “buen condicionamiento” no es
casualidad. Desde un punto de vista histórico, el grado tiene su origen en el estudio de las
aplicaciones esenciales (no nulhomótopas) entre esferas. Intuitivamente, sobre las esferas el
grado cuenta “cuánto se enrolla la aplicación”, distinguiendo el sentido de enrollamiento a
través de la orientación. Aśı entendido, el grado de Brouwer-Kronecker es la generalización
natural a dimensiones superiores del número de vueltas utilizado en la circunferencia. No
probaremos este teorema aqúı, por haberse tratado su demostración en trabajos de fin de
grado precedentes (véase [13]). En su lugar, vamos a probar un resultado que presenta el
teorema de Hopf bajo una luz diferentes. En particular, vamos a ver que el enunciado de
Hopf es equivalente a un enunciado aparentemente más débil. Considérese lo siguiente:

Teorema 8.3 (de caracterización de las aplicaciones esenciales). Sea f : Sm → Sm una
aplicación continua entre esferas de la misma dimensión. Si deg (f) = 0, entonces f es
nulhomótopa.

Nótese que el rećıproco es cierto por 6.3 (2). Claramente, el teorema anterior es conse-
cuencia del teorema de Hopf: si deg (f) = 0, entonces f y la aplicación constante son
homótopas, pues esta última tiene grado nulo. Pues bien, lo que vamos a ver es que la
implicación rećıproca también es cierta.

Proposición 8.4. Si el enunciado 8.3 es cierto, el enunciado 8.2 también lo es.

Demostración. Sea M ⊂ Rp una variedad suave, orientada, sin borde, compacta y conexa
de dimensión m. Aśı, el cilindro C ≡ [0, 1]×M ⊂ Rp+1 es una variedad suave, orientada,
compacta y conexa de dimensión m+ 1, con borde

∂C = ({0} ×M) ∪ ({1} ×M) ≡M0 ∪M1 ,

donde, como vimos en la sección 2, M0 y M1 son difeomorfos a M y la proyección invierte
la orientación en M0 y la preserva en M1.

Sean ahora f y g aplicaciones continuas de M en Sm tales que deg (f) = deg (g). Por 5.6,
basta probar el resultado en el caso en que f y g son suaves. Definimos h : ∂C → Sm a
trozos, siendo, para cada x ∈M ,

h(0, x) = f(x) y h(1, x) = g(x) .

Ahora, como M0 y M1 son compactos, en particular son cerrados en Rp+1. Como la
esfera Sm ⊂ Rm+1, se puede entender h como una aplicación en Rm+1, de manera que
por el teorema de extensión de Tietze (consecuencia de 1.5) existe una función suave
F : Rp+1 → Rm+1 tal que F

∣∣
∂C

= h, y definimos H = F
∣∣
C

. Aśı, H : C → Rm+1 es una
función suave que verifica que

H
∣∣
∂C

= h y H(∂C) ⊂ Sm .

Si conseguimos definir H sobre Sm en lugar de Rm+1, la aplicación resultante será una
homotoṕıa de f en g y habremos terminado. Lo único que nos impide tomar H̃ = H/||H||
son los ceros que H pueda tener en C, de los que nos vamos a ocupar a continuación,
haciendo uso de difeotoṕıas.

Para empezar, podemos considerar sin pérdida de generalidad que 0 es un valor regular
de H. En efecto, si 0 no es un valor regular, por 3.3 existe un radio 0 < ε < 1 tal que
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para cada punto con ||x|| < ε existe una difeotoṕıa suave que conecta ese punto con el 0
y es constantemente la identidad para ||x|| ≥ 1. Por 1.9, existe un valor regular a de H
con ||a|| < ε, por lo que componiendo H con la difeotoṕıa Fa que lleva a a 0 se obtiene
una aplicación (que volvemos a denotar H) de C en Rm+1 de la que 0 es valor regular.
Además, como Fa

∣∣
Sm = id y h(∂C) ⊂ Sm, se sigue cumpliendo que

H
∣∣
∂C

= h .

En estas condiciones, como C es compacta, si 0 es un valor regular de H se tiene que
H−1(0) es un conjunto finito, que además no interseca con la frontera. Sea K un subcon-
junto de C difeomorfo al disco unidad Dm+1, sea V su interior y ∂V su frontera, que es
difeomorfa a Sm. Tomemos tantos puntos distintos de V como ceros tiene H. Por 3.6 y
por ser M0 y M1 compactos, existe una difeotoṕıa que lleva los ceros de H en los puntos
escogidos de V que es la identidad fuera de un compacto que no toca el borde de C. Aśı,
la composición de esta difeotoṕıa con H preserva la restricción al borde del cilindro y lleva
los ceros a V . Llamamos de nuevo H a la aplicación resultante.

Como resultado de las manipulaciones anteriores, obtenemos una aplicación H que, res-
tringida a C ′ ≡ C \ V , no tiene ceros, y por tanto podemos definir

H ′ : C ′ → Sm , x 7→ H(x)

||H(x)||
,

que en particular verifica que H
∣∣
∂C

= h. Ahora bien, C ′ es una variedad de dimensión
m+ 1 suave, orientada y con borde

∂C ′ = ∂C t ∂V .

Como la unión es disjunta, por 6.3 (1),

deg (H ′
∣∣
∂C′

) = 0 = deg (h) + deg (H ′
∣∣
∂V

) .

Ahora bien, como M0 y M1 son disjuntas y M0 invierte la orientación de M mientras que
M1 la preserva, se tiene que

deg (h) = deg (g)− deg (f) ,

lo que, dada la igualdad de los grados de f y g implica que deg (h) = 0. Por tanto,

deg (H ′
∣∣
∂V

) = 0 .

Aśı, como ∂V es difeomorfo a Sm, H ′
∣∣
∂V

es una aplicación de Sm en Sm que tiene grado

nulo. Por hipótesis, esto implica que H ′
∣∣
∂V

es nulhomótopa, lo que por la misma cons-

trucción realizada en 7.5 permite extenderla con continuidad a todo V = K. El pegado
de H ′ con la extensión obtenida proporciona una aplicación

H̃ : [0, 1]×M → Sm

que es continua, pues H ′ y la extensión coinciden en ∂V , y además verifica que

H(0, x) = f(x) y H(1, x) = g(x) .

Por tanto, H̃ es una homotoṕıa de M en Sm que lleva f en g. �
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Observación 8.5. El resultado anterior reduce el estudio de las clases de homotoṕıa de
las aplicaciones entre esferas al estudio de cuáles son nulhomótopas, justificando por qué
históricamente se buscaba espećıficamente estudiar la existencia y caracterización de las
aplicaciones esenciales.

9. El teorema de Borsuk-Hirsch

Las aplicaciones del ejemplo 7.2 pertenecen a una clase más general de aplicaciones
entre esferas, las aplicaciones impares6, que son aquellas que verifican f(−x) = −f(x). El
hecho de que estas aplicaciones no sean nulhomótopas resulta ser un caso particular del
siguiente resultado central, que da nombre a la sección.

Teorema 9.1 (de Borsuk-Hirsch). Sea f : Sm → Sm una aplicación continua entre esferas
de dimensión m. Se tiene que

(i) [Borsuk] Si f(−x) = −f(x) para cada x ∈ Sm, entonces deg (f) es impar.

(ii) [Hirsch] Si f(−x) = f(x) para cada x ∈ Sm, entonces deg (f) es par.

Demostración. En primer lugar, veamos que podemos reducir el problema a que f sea
suave: en efecto, por 5.4, existe una función ε : Sm → R continua y positiva tal que si g es
una aplicación continua que verifica que ||g(x)−f(x)|| < ε(x) para cada x ∈ Sm, entonces
g y f son homótopas. En particular, podemos tomar ε(x) < 1 en todo punto. Asimismo,
por 5.3, existe una aplicación suave h : Sm → Sm tal que ||h(x) − f(x)|| < ε(x)/4.
Definimos

g : Sm → Sm , x 7→ h(x)± h(−x)

||h(x)± h(−x)||
,

donde el signo − se utiliza en el caso (i) y el signo + en el caso (ii). Veamos, para empezar,
que esta aplicación está bien definida, para lo que hemos de comprobar que el denominador
nunca se anula: aplicando la desigualdad triangular y que f(x) = ±f(−x), se tiene

||h(x)± h(−x)|| = ||h(x)− f(x) + f(x)± f(−x)∓ f(−x)± h(−x)||
= ||(h(x)− f(x)) + (f(x)± f(−x))∓ (f(−x)− h(−x))||
≥ ||f(x)± f(−x)|| − ||(h(x)− f(x))± (h(−x)− f(−x))||
≥ ||2f(x)|| − ||h(x)− f(x)|| − ||h(−x)− f(−x)||
≥ 2(1− ε(x)/4) > 0 .

Luego g está bien definida, y se trata de una aplicación suave que verifica g(x) = ±g(−x).
Veamos que, de hecho, g se aproxima lo suficiente a f como para asegurar que son homóto-
pas. Denotando 2H(x) = ||h(x) ± h(−x)||, acabamos de ver que H(x) > (1 − ε(x)/4), y
claramente H(x) ≤ 1. Aśı,

||g(x)− f(x)|| = ||h(x)± h(−x)− 2H(x)f(x)||
2H(x)

=
||h(x)−H(x)f(x)± (h(−x)−H(x)f(x))||

2H(x)
,

6Precisamente el siguiente resultado justifica esta denominación.
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donde se ha utilizado que f(x) = ±f(−x). Por la desigualdad triangular, usando que
H(x) = H(−x),

||g(x)− f(x)|| ≤ ||h(x)−H(x)f(x)||+ ||h(−x)−H(−x)f(−x)||
2H(x)

.

Ahora, dado que

||h(x)−H(x)f(x)|| ≤ ||h(x)− f(x)||+ (1−H(x))||f(x)|| < ε(x)

4
(1 + ||f(x)||) =

ε(x)

2
,

se tiene que

||g(x)− f(x)|| < ε(x)

2H(x)
≤ ε(x)/2

1− ε(x)/4
< ε(x) .

Por la definición de ε(x), se concluye que f y g son homótopas, y como por 6.3 el grado
es invariante por homotoṕıas propias, basta estudiar el grado de g para obtener el de f .
Procedemos ahora a la demostración del teorema.

(i) Considérese en Sm el ecuador dado por {xm+1 = 0}, que es homeomorfo a Sm−1 y que
denotaremos aśı en adelante. Por el pequeño teorema de Sard-Brown 1.10, se tiene que
g(Sm−1) ⊂ Sm tiene interior vaćıo, por lo que, por el teorema de Sard-Brown 1.9, existe
un valor regular a ∈ Sm \ g(Sm−1). Además, como g(x) = −g(−x), −a tampoco pertenece
a g(Sm−1), y dado x ∈ g−1(−a), −x ∈ g−1(a) y la derivada dxg = −d−xg, por lo que es
biyectiva si lo es d−xg. Es decir, que −a también es un valor regular de g.

Ahora, aplicando una rotación, que es un difeomorfismo que preserva la orientación y por
tanto tiene grado 1, lo que por 4.11 no altera el grado de g, podemos suponer que a es el
polo norte (0, . . . , 0, 1). Considerando la proyección de la última coordenada,

p = πm+1 ◦ g : Sm → {xm+1 = 0} ≡ Dm ,

obtenemos una aplicación suave sobre el disco unidad Dm en el plano del ecuador Sm.
Puesto que πm+1(±a) = 0,

p−1(0) = g−1(a) ∪ g−1(−a) ,

que por lo anterior no tiene puntos en el ecuador Sm−1. Además, como daπm+1 = idRm ,
se concluye que 0 es un valor regular de p. Aśı, si denotamos el hemisferio superior con
S+ = {x ∈ Sm : xm+1 ≥ 0}, se tiene que

p−1(0) ∩ S+ = (g−1(a) ∩ S+) t (g−1(−a) ∩ S+) ,

donde t denota que la unión es disjunta, lo que es consecuencia de que p−1(0)∩Sm−1 = ∅.
Como g(x) = −g(−x), si x /∈ S+ y g(x) = a, entonces −x ∈ S+, y g(−x) = −a. Por tanto,

g−1(−a) ∩ S+ = −g−1(a) ∩ (Sm \ S+)

lo que implica que
p−1(0) ∩ S+ = (g−1(a) t (−g−1(a))) ∩ S+ ,

luego
deg (g) ≡ d(g, a) ≡ #g−1(a) ≡ #(p−1(0) ∩ S+) (mod. 2) ,

es decir, que para analizar la paridad del grado basta estudiar la paridad del cardinal r
del conjunto de ceros de p en el hemisferio superior, que denotamos

Z = {z1, . . . , zr} .
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Resta ver que, en efecto, este cardinal es impar, lo que puede hacerse procediendo por
inducción sobre la dimensión de la esfera.

Para m = 1, p : S1 → [−1, 1], y el ecuador de S1 es el par de puntos {(−1, 0), (1, 0)}. Aśı,
g(1, 0) = −g(−1, 0) 6= (0, 1), y por tanto el signo de p cambia entre 1 y −1,

(?) p(1) = −p(−1) 6= 0 .

Ahora bien, en este caso S+ es difeomorfo a [−1, 1], por lo que, restringida a S+, p puede
verse como una función de [−1, 1] en [−1, 1]. Como 0 es un valor regular, la derivada
p′(zi) 6= 0 para cada i = 1, . . . , r, y por tanto en cada cero hay un cambio de signo. Por
la conexión del intervalo [−1, 1] y la continuidad de p, se concluye que el número de ceros
es impar.

Supongamos ahora el resultado cierto para m − 1. Por la construcción realizada en la
demostración de 4.4 sabemos que al ser 0 un valor regular de p existen entornos abiertos
disjuntos U i de zi en Sm tales que las restricciones

pi = p
∣∣
U i

: U i → B

son difeomorfismos, donde B = B(0, ε) ⊂ Dm. Sea δ < ε, definimos D = B(0, δ) ⊂ Dm y
S = ∂D. Se tiene entonces que los conjuntos Vi = p−1

i (D) ⊂ Ui son entornos abiertos de
zi difeomorfos a una bola abierta, y Si = ∂Vi = p−1

i (∂D) es difeomorfo a Sm−1. Sea

M = S+ \
⋃
i

Vi ,

M es una variedad suave y orientada de dimensión m con borde Sm−1∪
⋃
i Si, la aplicación

H : M → Sm−1 , x 7→ p(x)

||p(x)||
verifica las condiciones de 4.9. Como la frontera es una unión disjunta, se tiene que

deg (H
∣∣
∂M

) = 0 = deg (g0) +
∑
i

deg (H
∣∣
Si

) ,

donde g0 = H
∣∣
Sm−1 : Sm−1 → Sm−1 que verifica

g0(−x) =
p(−x)

||p(−x)||
= − p(x)

||p(x)||
= −g0(x) .

Es decir, que g0 es una aplicación impar entre esferas de dimensión m − 1, lo que por
la hipótesis de inducción implica que deg g0 es impar. Para acabar, como Si ⊂ Ui y
p(Si) = ∂B(0, δ),

H
∣∣
Si

(x) =
p(x)

||p(x)||
=

pi(x)

||pi(x)||
=

1

δ
pi
∣∣
Si
.

Como pi es un difeomorfismo, H
∣∣
Si

también lo es, por lo que su grado es 1 o −1. En

particular, ∑
i

deg (H
∣∣
Si

) ≡ r (mod. 2) .

Como

deg (g0) = −
∑
i

deg (H
∣∣
Si

) ≡ r (mod. 2) ,
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hemos concluido.

(ii) Basta notar que, como antes, dado un valor regular a ∈ Sm,

deg (g) ≡ #g−1(a) (mod. 2)

y, dado que para cada x ∈ g−1(a) se verifica g(−x) = g(x) = a y por tanto −x ∈ g−1(a),
necesariamente el número de imágenes inversas es par. �

10. Teoremas de Borsuk-Ulam

Una consecuencia del apartado (i) del teorema de Borsuk-Hirsch 9.1 es que ninguna
aplicación entre esferas continua e impar es nulhomótopa. Vamos a referirnos a este re-
sultado con el nombre de teorema de Borsuk-Ulam7, aunque existen varios enunciados
equivalentes. De hecho, es frecuente encontrar enunciados distintos del teorema según la
fuente que se consulte [1, 7, 9, 10].

Aśı, en esta sección hacemos un aparte en la exposición de las aplicaciones del grado
de Brouwer-Kronecker para demostrar varios de estos resultados profundos de carácter
topológico cuya certeza viene garantizada por los resultados obtenidos mediante la teoŕıa
de grado.

Teorema 10.1 (de Borsuk-Ulam). Para cada m ≥ 1, las siguientes proposiciones son
ciertas y equivalentes:

(i) Si f : Sm → Sm es una aplicación continua e impar, entonces f no es nulhomótopa.

(ii) Si f : Sm → Sm es una aplicación continua y homótopa a una aplicación impar,
entonces es sobreyectiva.

(iii) No existe ninguna aplicación continua f : Dm+1 → Sm que sea impar en el borde, es
decir, tal que f(x) = −f(−x) para cada x ∈ ∂Dm+1 ≡ Sm.

(iv) No existe ninguna aplicación continua f : Sm+1 → Sm que sea impar.

(v) Si f : Sm+1 → Sm es continua, entonces f(x) = f(−x) para algún x ∈ Sm+1.

(vi) Si f : Sm+1 → Rm+1 es continua, entonces f(x) = f(−x) para algún x ∈ Sm+1.

(vii) Si f : Sm+1 → Rm+1 es continua e impar, entonces f(x) = 0 para algún x ∈ Sm.

(viii) Si f : Dm+1 → Rm+1 es continua e impar en su borde ∂Dm+1 ≡ Sm, entonces
f(x) = 0 para algún x ∈ Dm+1.

(ix) [Lyusternik, Schnirelmann] En cualquier recubrimiento de Sm+1 por m+ 2 cerrados,
al menos uno de ellos contiene dos puntos antipodales.

(x) En cualquier recubrimiento de Sm+1 por m + 2 conjuntos que o bien son cerrados o
bien son abiertos, al menos uno de ellos contiene dos puntos antipodales.

Demostración. Desde luego, para ver que son ciertas basta probar la equivalencia, pues
(i) es consecuencia de 9.1, como se ha señalado previamente.

7La referencia a Ulam se debe a que Borsuk le atribuyó la conjetura del resultado.
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Para empezar, la equivalencia de (i) y (ii) es inmediata: si (ii) es cierta, entonces como
una aplicación constante no es sobreyectiva, en particular no es homótopa a ninguna
aplicación impar. Rećıprocamente, si (i) es cierta, entonces una aplicación homótopa a
una aplicación impar no es nulhomótopa. Ahora bien, si no fuera sobreyectiva, su imagen
estaŕıa contenida en una esfera sin un punto, y ese espacio es difeomorfo a un espacio af́ın,
que es contráctil, por lo que la aplicación seŕıa nulhomótopa, en contra de lo anterior.

Nótese ahora que por la construcción utilizada en 7.5, vemos que la nulhomotoṕıa de una
aplicación f : Sm → Sm equivale a la existencia de una extensión f̄ : Dm+1 → Sm. Esto
demuestra la equivalencia de (i) y (iii). El argumento para la equivalencia de (i), (iii) y
(iv) es similar: por un lado, (i) implica (iv) porque si existiera f : Sm+1 → Sm continua
e impar, su restricción al hemisferio superior S+ es una homotoṕıa entre la restricción de
f al ecuador Sm, que es una aplicación continua e impar de Sm en Sm, y la aplicación
constante; por el otro, (iv) implica (iii), porque si existe una f : Dm+1 → Sm que es impar
en el borde, entonces podemos definir h : Sm+1 → Sm por

h(x) = f(πm+2(x)) si xm+2 ≥ 0 y h(x) = −f(πm+2(−x)) si xm+2 ≤ 0 ,

donde πm+2 es la proyección (desde la última coordenada) sobre el ecuador. Aśı, g es
continua e impar.

Por otro lado, la equivalencia entre (iv) y (v) es inmediata: dado que 0 /∈ Sm, es trivial
que (v) implica (iv). Rećıprocamente, si f : Sm+1 → Sm fuera continua con f(x) 6= f(−x)
para cada x ∈ Sm+1, entonces

g : Sm+1 → Sm , x 7→ f(x)− f(−x)

||f(x)− f(−x)||
está bien definida, es continua e impar.

Proseguimos viendo la equivalencia de (iv) y (vi): en efecto, (iv) implica (vi), pues si
existiera f : Sm+1 → Rm+1 con f(x) 6= f(−x) para cada x ∈ Sm+1, entonces podŕıamos
definir g como antes. Y (vi) implica (iv), pues si f : Sm+1 → Sm ⊂ Rm+1 es continua,
existe x ∈ Sm+1 tal que f(x) = f(−x). Como f(x) ∈ Sm, en particular f(x) 6= 0, por lo
que f(x) 6= −f(−x) y por tanto f no es impar.

Probamos ahora las equivalencias de (vi), (vii) y (viii) siguiendo el ćırculo de implicaciones
(vi)-(vii)-(viii)-(vi).

Comenzamos viendo que (vi) implica (vii): en efecto, si f : Sm+1 → Rm+1 es continua,
entonces por (vi) existe un punto x ∈ Sm+1 tal que f(x) = f(−x). Ahora bien, si f es
impar, entonces f(x) = −f(−x), luego f(−x) = −f(−x), es decir, que f(−x) = 0.

Para ver que (vii) implica (viii), vamos a emplear una aplicación h similar a la definida
en la primera parte de la demostración: sea f : Dm+1 → Rm+1 continua en impar en el
borde ∂Dm+1 ≡ Sm, definimos h : Sm+1 → Rm+1 con

h(x) = f(πm+2(x)) si xm+2 ≥ 0 y h(x) = −f(πm+2(−x)) si xm+2 ≤ 0 ,

que está bien definida, es continua e impar. Por (vii), h(x) = 0 para algún x ∈ Sm+1, lo
que implica que f(πm+2(x)) = 0, con πm+2(x) ∈ Dm+1.

Cerramos el ćırculo de equivalencias viendo que (viii) implica (vi): sea f : Sm+1 → Rm+1

una aplicación continua. Entonces g(x) = f(x) − f(−x) es continua e impar. Como el
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hemisferio superior S+ es homeomorfo a Dm+1, por hipótesis se tiene que g(x) = 0 para
algún x ∈ S+, luego f(x) = f(−x).

Veamos ahora que (vi) implica (ix): dado un recubrimiento {C1, . . . , Cm+2} por cerrados
de Sm+1, definimos

f : Sm+1 → Rm+1 , x 7→ (dist(x,C1), . . . , dist(x,Cm+1)) ,

que es continua (por serlo la función distancia). Por hipótesis, existe z ∈ Sm+1 tal que
f(z) = f(−z), es decir, que dist(z, Cj) = dist(z, Cj) para cada j = 1, . . . ,m + 1. Distin-
guimos dos casos para concluir:

- Para algún j, dist(z, Cj) = 0. En ese caso, z,−z ∈ Cj.
- Para cada j, dist(z, Cj) > 0 y como los cerrados recubren, necesariamente z,−z ∈ Cm+2.

Por su parte, (ix) implica (iv): para verlo, nótese que si proyectamos los m-śımplices
regulares que conforman la frontera de un (m + 1)-śımplice regular sobre Sm ⊂ Rm+1,
la esfera queda recubierta por m + 2 cerrados que no contienen ningún par de puntos
antipodales. Llamémoslos {C1, . . . , Cm+2}. Sea ahora f : Sm+1 → Sm una aplicación
continua. Entonces los conjuntos Fj = f−1(Cj) son cerrados y recubren Sm+1. Por (ix),
existe x ∈ Sm+1 tal que x,−x ∈ Fi para algún i. Por tanto, f(x), f(−x) ∈ Ci, y como Ci
no contiene puntos antipodales, f(x) 6= −f(−x). En particular, f no es impar.

Para finalizar, veamos la equivalencia entre (ix) y (x). Es evidente que (x) implica (ix), por
lo que solo necesitamos ver el rećıproco. Consideremos un recubrimiento {A1, . . . , Am+2}
de Sm+1, donde Ai o bien es cerrado o bien es abierto. Si alguno de los cerrados contiene
un par de puntos antipodales, hemos terminado. Si no es aśı, entonces para cada cerrado
C del recubrimiento, C y su inversión antipodal −C son compactos disjuntos de Sm+1,
luego existen entornos abiertos disjuntos U y V de C y −C, respectivamente. Entonces
C ⊂ W = U ∩ (−V ), y como U y V son disjuntos, W no contiene puntos antipodales.
Haciendo esto con cada cerrado y sin modificar los abiertos, podemos cambiar cada Ai por
Wi (en el caso de los abiertos, solo los renombramos). Aśı, se ha sustituido el recubrimiento
inicial por un recubrimiento abierto {W1, . . . ,Wm+2} donde por construcción Wi tiene
puntos antipodales si y solo si el conjunto Ai del recubrimiento original los tiene. Puesto
que Sm+1 es compacto, existe un número de Lebesgue δ > 0 para el recubrimiento, tal
que para cada x ∈ Sm+1, existe un i(x) tal que la bola cerrada

B(x, δ) ⊂ Wi .

Por la compacidad de Sm+1, existe una cantidad finita de puntos x1, . . . , xr ∈ Sm+1 tal
que las bolas cerradas B(xk, δ) recubren Sm+1. Sea i(k) = i(xk), definimos

Fj =
⋃

k : i(k)=j

B(xk, δ) ⊂ Wj .

Aśı, {F1, . . . , Fm+2} es un recubrimiento cerrado de Sm+1. Por (ix), existe j tal que Fj con-
tiene dos puntos antipodales. Como Fj ⊂ Wj, hemos concluido. �

Observación 10.2. Para m = 0 las afirmaciones anteriores no se obtienen como conse-
cuencia de 9.1, pero también son ciertas. De (i) a (v) son triviales. El enunciado (vi) es
una consecuencia de la conexión de la circunferencia S1: en efecto, si f(x)−f(−x) ∈ R no
tuviera ceros, entonces no cambiaŕıa de signo, lo que por ser impar no es posible a menos
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que sea idénticamente nula. (vii), (viii), (ix) y (x) son equivalentes a (vi) por la misma
demostración.

Observación 10.3. El teorema anterior permite deducir los resultados de dimensión
inferior a partir de los dimensión superior. En concreto, si se conoce el resultado para
alguna dimensión m ≥ 2, entonces se puede deducir el resultado para m− 1, viendo que
el enunciado (i) para dimensión m implica el enunciado (iii) para dimensión m − 1: en
efecto, si existiera una aplicación f : Sm → Sm−1 continua e impar, identificando Sm−1

con el ecuador de Sm se tiene una aplicación f̄ : Sm → Sm continua e impar pero no
sobreyectiva, y por tanto nulhomótopa8.

11. Teoremas de invarianza

Los teoremas de Borsuk-Ulam expuestos en la sección anterior tienen varias conse-
cuencias relevantes. Para empezar, podemos notar que, puesto que la identidad es una
aplicación impar, por 10.1(i), no es nulhomótopa. Este era el enunciado (ii) de 7.5, que por
tanto implica el teorema del punto fijo de Brouwer. Aunque con el formalismo desarro-
llado no tenga mucho sentido obtener que la identidad es una aplicación esencial por este
camino, vemos aśı que el teorema de Borsuk-Ulam implica el teorema del punto fijo de
Brouwer. Asimismo, 10.1(vi) implica en particular que no existe ningún subconjunto de
Rm que sea homeomorfo a Sm, es decir, que la esfera de dimensión m no puede sumergirse
en el espacio af́ın de la misma dimensión. La última de las consecuencias célebres de los
teoremas de Borsuk-Ulam que aqúı consideramos son los teoremas de invarianza. Comen-
zamos la sección con la demostración (debida a Pépin [12]) del teorema de invarianza del
dominio, a partir del cual se deducen los demás.

Teorema 11.1 (Invarianza del dominio). Una aplicación continua e inyectiva de un abier-
to de un espacio af́ın Rm en el mismo espacio af́ın es abierta.

Demostración. Para m = 1 el resultado es trivial: si es continua e inyectiva, es monótona,
y transforma intervalos abiertos en intervalos abiertos. En adelante, m ≥ 2. El objetivo
es probar que si U ⊂ Rm es abierto y f : U → Rm es continua e inyectiva, entonces
f es abierta, es decir, cada abierto W ⊂ U tiene imagen f(W ) abierta en Rm. Más
expĺıcitamente, para cada a ∈ W debemos encontrar un entorno abierto V de f(a) en
Rm tal que V ⊂ f(W ). Para ello, salvo traslaciones, podemos suponer a = f(a) = 0. Sea
D = B(0, ε) una bola cerrada contenida en W . Por la inyectividad de f , 0 = f(0) no
está en la imagen de la circunferencia S = ∂D, y denotamos por V la componente conexa
de Rm \ f(S), que contiene a 0. Como S es compacto, lo es su imagen, que por tanto es
cerrada, y esto dice que Rm \ f(S) es abierto y todas sus componentes conexas también.
Afirmamos que este entorno abierto V de 0 = f(0) es el entorno buscado. De hecho vamos
a ver que V ⊂ f(D) ⊂ f(W ).

En efecto, supongamos lo contrario, es decir, que existe un punto c ∈ V \ f(D). Como
V es un abierto conexo de un espacio af́ın, es conexo por caminos, y existe un camino
σ : [0, 1] → V con σ(0) = 0 y σ(1) = c. Ahora consideramos las siguientes homotoṕıas

8Nótese que si f̄ no es sobreyectiva, entonces la imagen está contenida en Sm sin un punto, que es
difeomorfo a Rm, que es contráctil.
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definidas de [0, 1]× Sm−1 en Sm−1:

(t, x) 7→ f(εx)− f(−εtx)

||f(εx)− f(−εtx)||
(t, x) 7→ f(εx)− σ(t)

||f(εx)− σ(t)||
(t, x) 7→ f(εtx)− c

||f(εtx)− c||

Encadenándolas, se obtienen las siguientes homotoṕıas

f(εx)− f(−εx)

||f(εx)− f(−εx)||
' f(εx)

||f(εx)||
' f(εx)− c
||f(εx)− c||

' −c
||c||

.

Por supuesto, hay que ver que estas definiciones son posibles para x ∈ Sm−1, 0 ≤ t ≤ 1.
En efecto:

(i) Si f(εx) = f(−εtx) como f es inyectiva en D, seŕıa εx = −εtx, luego t = −1.

(ii) Si f(εx) = σ(t) ∈ V , como εx ∈ S, la componente V cortaŕıa a f(S).

(iii) Si f(εtx) = c, como εtx ∈ D, se tendŕıa c ∈ f(D).

En conclusión, vemos que la aplicación impar

h : Sm−1 → Sm−1 , x 7→ f(εx)− f(−εx)

||f(εx)− f(−εx)||
es nulhomótopa, lo que contradice el enunciado 10.1(i) del teorema de Borsuk-Ulam. �

Se deduce inmediatamente la siguiente versión equivalente:

Corolario 11.2. Una aplicación continua inyectiva f : U → Rm definida en un abierto
U ⊂ Rm es un homeomorfismo sobre su imagen f(U), que es un abierto de Rm.

El siguiente teorema de invarianza es consecuencia directa del ya demostrado:

Corolario 11.3 (Invarianza de la dimensión). Sea f : U → V un homeomorfismo de un
abierto U ⊂ Rm sobre un abierto V ⊂ Rn. Entonces n = m.

Demostración. Supongamos que n 6= m. Dado que f es un homeomorfismo, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que m < n. Denotando g = f−1 : V → U y eligiendo
un subespacio af́ın H ⊂ Rn de dimensión m que corte a V , se tiene que W = V ∩H es un
abierto no vaćıo de H ≡ Rm y g|W : W → U ⊂ Rm es una aplicación continua e inyectiva.
Por el teorema, es abierta, luego g(W ) es abierto en Rm, luego en U . Como f : U → V es
homeomorfismo, se sigue que f(g(W )) es abierto no vaćıo de V , luego de Rn. Pero

f(g(W )) = f(f−1(W )) = W = V ∩H ⊂ H ⊂ Rn

y el subespacio af́ın H tiene interior vaćıo en Rn pues n > m, lo que es absurdo. �

Acabamos la sección demostrando los dos últimos teoremas de invarianza, que se de-
muestran en cascada, siendo el segundo consecuencia inmediata del primero.

Corolario 11.4 (Invarianza del interior y de la frontera). Dados S, T sendos subconjuntos
de Rm, sea f : S → T un homeomorfismo. Entonces

f(Int(S)) = Int(T ) y f(Fr(S)) = Fr(T ) ,

donde Int(∗) es el interior de ∗ y Fr(∗) son los puntos de la frontera de ∗ en Rm que están
en el conjunto ∗.
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Demostración. Como f |Int(S) : Int(S) → Rm es continua e inyectiva, por el teorema de
invarianza del dominio 11.1 es abierta. Aśı, f(Int(S)) ⊂ T es abierto en Rm y en conse-
cuencia f(Int(S)) ⊂ Int(T ). Análogamente, para f−1 obtenemos f−1(Int(T )) ⊂ Int(S), y
aplicando f se deduce el contenido Int(T ) ⊂ f(Int(S)), y con él la igualdad deseada. Para
la segunda igualdad del enunciado, vemos que

f(S ∩ Rm \ S) = T ∩ Rm \ T ,

o, lo que es lo mismo,
f(S \ Int(S)) = T \ Int(T ) ,

y esto es consecuencia inmediata de lo que ya hemos probado. �

Corolario 11.5 (Invarianza del borde). Sean U, V dos abiertos de un semiespacio af́ın
{x ≥ 0} ⊂ Rm. Si h : U → V es un homeomorfismo, entonces

h(U ∩ {x = 0}) = V ∩ {x = 0} .

Demostración. Es claro que el interior de U (resp. V ) en Rm es U \ {x = 0}, y el de V es
U\{x = 0}. Aśı, tenemos un caso particular del corolario anterior. �

12. Teorema de Jordan-Brouwer

En esta última sección del trabajo vamos a mostrar cómo el grado de Brouwer-Kronecker
puede adaptarse a una versión más débil que no requiere la orientación para estar bien de-
finida, y utilizaremos esta noción para probar un resultado de la envergadura del teorema
de separación de Jordan, en su versión diferenciable.

Definición 12.1. Sean M y N variedades suaves, sin borde y de dimensión m, y N
además conexa. Sea f : M → N una aplicación suave entre ellas, y sea a ∈ Rf un valor
regular. Se define la paridad o grado módulo 2 como

deg2 (f) = #f−1(a) (mod. 2) .

Observación 12.2. La definición anterior es buena: desde luego, por ser a ∈ Rf un
valor regular, el número de imágenes inversas es finito. En el momento en que solo nos
preguntamos si el número de imágenes inversas es par o impar, la orientación deja de ser
necesaria (1 ≡ −1), y los resultados probados en la sección 4 se extienden inmediatamente,
empezando por el grado en un punto hasta la definición del grado de la aplicación cuando
la variedad de llegada es conexa. Para ver que la “paridad en un punto” es localmente
constante, se emplea la misma construcción de difeomorfismos utilizada en 4.4. Para
probar la versión correspondiente del teorema del borde 4.6, es decir, que

deg2 (H
∣∣
∂M

) = 0

basta utilizar de nuevo el teorema de clasificación de curvas suaves 4.5, notando que las
componentes conexas de f−1(a) o bien no tienen puntos en el borde o tienen dos, en cual-
quier caso una cantidad par. La invariancia bajo homotoṕıa 4.7 se obtiene inmediatamente
del teorema del borde sin necesidad de cambiar ningún signo por la orientación. Aśı, ve-
mos que la paridad tiene las mismas propiedades que el grado de Brouwer-Kronecker. En
particular, es evidente que si las variedades M y N son orientables, entonces

deg2 (f) ≡ deg (f) (mod. 2) .
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Una vez introducida la adaptación del grado de Brouwer-Kronecker a contextos en los
que la orientabilidad de las variedades no está garantizada, se dan las condiciones para
probar el resultado central de la sección.

Teorema 12.3 (de separación de Jordan). Sea M ⊂ Rm+1 una variedad suave, cerrada
y sin borde de dimensión m (es decir, una hipersuperficie). Se tiene entonces que M
desconecta Rm+1.

Demostración. Sea a ∈ Rm+1 \M , y definamos para cada r > 0

πr : Dr \ {a} → Sr , x 7→ r
x− a
||x− a||

,

donde

Dr = {x ∈ Rm+1 : ||x− a|| ≤ r} y Sr = ∂Dr .

Es decir, πr es la proyección del disco cerrado pinchado de centro a y radio r sobre su
borde. En particular, πr es una aplicación suave, luego también lo es

fr = πr
∣∣
Dr∩M

: Dr ∩M → Sr ,

que además está definida en un conjunto compacto (ya que M es cerrado) y por tanto es
propia. Dado p /∈M , p 6= a, sea r = ||p−a||. Por ser M cerrado existe un entorno abierto
conexo Up de p en Sr tal que Up∩M = ∅. Consideramos Mp = f−1

r (Up) ⊂M , que puede
ser vaćıo, y observamos que este conjunto es un abierto de M : en efecto, es un abierto de
Dr ∩M , y además no contiene a ningún punto del borde ∂(Dr ∩M) = Sr ∩M , pues los
puntos del borde se proyectan en śı mismos, y Up ∩M = ∅. Aśı, la restricción

fp = fr
∣∣
Mp

: Mp → Up

es una aplicación propia, suave y definida entre variedades suaves, sin borde y de dimensión
m, siendo Up conexo. Denotamos entonces

w(p) = deg2 (fp) .

Lo primero es ver que esta definición es buena, es decir, que no depende del Up escogido.

Supongamos que tomamos otro abierto Ũp, con M̃p = f−1
r (M̃p), y definimos

w̃(p) = deg2 (f̃p) ,

donde f̃p = fr
∣∣
M̃p

. Entonces, Up ∩ Ũp es también un entorno abierto de p en Sr. Como fp

y f̃p coinciden en Mp ∩ M̃p = f−1
r (Up ∩ Ũp), por el teorema de Sard-Brown 1.9 existe un

valor regular de ambas aplicaciones z ∈ Up ∩ Ũp, de manera que

w(p) = deg2(fp) ≡ #f−1
p (z) = #f̃−1

p (z) ≡ deg2(f̃p) = w̃(p) ≡ #([a, z] ∩M) (mod. 2) ,

donde la última igualdad es inmediata por la definición de la proyección. Nótese que si
Mp = ∅, entonces trivialmente w(p) = 0. Definiendo w(a) = 0, tenemos w definida en
Rm+1 \M .

Veamos que w es localmente constante. Para el caso de a, como no pertenece a M y esta
es cerrada, existe δ > 0 tal que la bola abierta B(a, δ) ⊂ Rm+1 no contiene puntos de M ,
de manera que para cada p ∈ B(a, δ), D||p−a|| ∩M = ∅ y por tanto w(p) = 0. Para el
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resto de puntos, considérese, en coordenadas esféricas generalizadas centradas en a, un
entorno abierto de p en Rm+1 de la forma

V = (r − ε, r + ε)×W ⊂ Rm+1 \M ,

donde r = ||p − a||, ε > 0 y W es un abierto en el resto de coordenadas (angulares). Se
tiene entonces que para cada q ∈ V con ||q− a|| = s, la intersección V ∩Ss = {s}×W es
un entorno de q en Ss que puede utilizarse como U q en la construcción de w. En particular,
sea y ∈ U q un valor regular de fq,

w(q) ≡ #f−1
q (y) = #([a, y] ∩M) (mod. 2) .

Ahora bien, si tomamos Up = V ∩Sr = {r}×W para construir fp, como las proyecciones
πr y πs son proporcionales,

Mp = Mq y fp =
r

s
fq .

En particular, y′ = ry/s ∈ Sr es un punto regular de fp por ser las derivadas proporcio-
nales, y como [y, y′] ∩M ⊂ V ∩M = ∅, se concluye que

w(p) ≡ #([a, y′]∩M) = #(([a, y]∩M)∪([y, y′]∩M)) = #([a, y]∩M) ≡ w(q) (mod. 2) .

Que w sea localmente constante garantiza, por la conexión local, que es constante en
cada componente conexa de Rm+1 \M . Ya hemos visto que existen puntos para los que
w toma el valor 0. Veamos que existen puntos para los que toma el valor 1. Sea x ∈M y
sea r = ||x− a||, considérese el disco cerrado Dr, que es compacto. Como M es cerrado,
Dr ∩M es compacto, y por tanto la función

Dr ∩M 3 x 7→ ||x− a||2

alcanza su mı́nimo d2 ≤ r2 para algún x0 ∈M . Como para cada x ∈M que no está en el
disco, ||x− a||2 > r2, se concluye que en x0 se alcanza de hecho el mı́nimo de

M 3 x 7→ ||x− a||2 .
Como consecuencia, dado que la dimensión de M es m, el espacio tangente a M en x0 es
exactamente el subespacio perpendicular al gradiente de la función en x0, es decir,

Tx0M = {u ∈ Rm+1 : 〈u, x0 − a〉 = 0} .
En particular, sea ε > 0 y definamos xε = x0 +ε(x0−a), entonces el segmento [a, xε] corta
a M en x0 perpendicularmente, lo que implica que, si tomamos ε suficientemente pequeño,
[a, xε]∩M = {x0}. Para finalizar, sea rε = (1 + ε)r = ||xε− a||, como la proyección entre
esferas

πrε
∣∣
Sr

: Sr → Sr+ε , x 7→ x+ ε(x− a)

es trivialmente un difeomorfismo, y por lo visto anteriormente

Tx0M = Tx0Sr ,

se concluye que
dx0fxε = dx0πrε

∣∣
Sr

= (1 + ε)id .

En particular, x0 es un punto regular de fxε , y como f−1
rε (xε) = {x0}, se tiene que xε es

un valor regular de fxε y que

w(xε) ≡ #([a, xε] ∩M) = 1 (mod. 2) .

�
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