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RESUMEN. En este trabajo se estudian los elementos béasicos de la teoria del grado de
Brouwer-Kronecker. Se demuestran los resultados de existencia de difeotopias y de apro-
ximacién de aplicaciones continuas (propias) con homotopia que permiten definir con-
sistentemente el grado de una aplicacién suave y su extensién a aplicaciones continuas,
respectivamente. La invariancia por homotopia del grado se utiliza para probar varios
resultados topolégicos profundos incluyendo el teorema de Borsuk-Hirsch sobre el grado
de aplicaciones pares e impares en esferas y el de Jordan-Brouwer sobre la desconexién
de espacios afines por hipersuperficies.
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ABSTRACT. In this work we study the basics of Bouwer-Kronecker degree theory. In or-
der to define consistently de degree of a smooth mapping and its extension to continuous
mappings, we prove results regarding the existence of diffeotopies and the approximation
with homotopy of (proper) continuous mappings. The homotopy invariance of the degree
is applied in order to tackle some deep topological theorems as the Borsuk-Hirsch theo-
rem addressing the degree of even and odd mappings in spheres and the Jordan-Brouwer
theorem on the separation of affine spaces by hypersurfaces.
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INTRODUCCION

Los origenes del grado de Brouwer-Kronecker se remontan a la primera mitad del si-
glo XIX, cuando Cauchy publica los primeros trabajos en los que utiliza un “indice de
enrollamiento” para estudiar la existencia de ceros de aplicaciones suaves del plano en si
mismo. En la segunda mitad del siglo XIX, Kronecker extendié esta herramienta a di-
mensiones superiores, pero fue Brouwer, ya en el siglo XX, el que advirtié la naturaleza
profundamente geométrica de este indice. Brouwer extiende el indice a funciones continuas
y espacios mas generales, y lo utiliza para demostrar en dimensién arbitraria resultados
topoldgicos centrales como el teorema de invarianza de la dimension, concediéndole el
estatus de herramienta topolégica que tiene en el contexto de la teoria moderna.

En este trabajo se introduce la teoria del grado de Brouwer-Kronecker desde la base
proporcionada por las asignaturas de Topologia Elemental y Variedades Diferenciables del
Grado en Matematicas. El grado de Brouwer-Kronecker es una herramienta fundamental
de la Topologia Diferencial que formaliza los conceptos intuitivos de interseccion y sienta
una infraestructura teérica que permite demostrar en dimensién arbitraria resultados
topoldgicos profundos, desde los teoremas de Brouwer hasta la formula de Gauss-Bonnet.
Esta, ademas, intimamente relacionado con la cohomologia de de Rham, aunque este es
un aspecto que no trataremos aqui.
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El texto estd estructurado en 12 secciones en las que se recorre el camino desde los
resultados béasicos en los que se sustenta la teoria hasta algunas de sus aplicaciones mas
notables.

Se comienza, en las secciones 1 y 2, revisando los conceptos basicos de variedades y
orientacién. Aqui se aprovecha para fijar la notacion utilizada y para enunciar algunos
resultados importantes que se utilizan a lo largo del trabajo (como el teorema de Sard) o
justifican su planteamiento (como el teorema de Whitney), pero que no se demuestran por
exceder los limites del trabajo. En las secciones 3 y 5 se tratan las difeotopias y la aproxi-
macion de aplicaciones continuas, respectivamente. Las primeras resultan indispensables
para definir apropiadamente el grado de Brouwer-Kronecker de una aplicacion suave en la
seccion 4, y son los resultados de aproximacion los que permiten extender esta definicion
a aplicaciones continuas en la seccion 6.

A partir de aqui, se aprovecha el marco establecido por la teoria de grado expuesta
para demostrar varios resultados topologicos fundamentales en dimension arbitraria, co-
menzando en la secciéon 7 por los teoremas de Brouwer. Por haberse tratado en trabajos
anteriores, no demostramos aqui el teorema de Hopf, sin duda uno de los resultados re-
dondos de la teoria de grado. En su lugar, en la seccién 8 se demuestra una equivalencia
interesante que resalta hasta qué punto el estudio de las aplicaciones no nulhométopas es
esencial® en la clasificacién de las aplicaciones entre esferas. En la seccién 9 se demuestra
el teorema de Borsuk-Hirsch, y sus extensas aplicaciones se desarrollan en las secciones
10 y 11. En la ultima seccién del trabajo, se relajan las condiciones de definicién del gra-
do para poder aplicarlo a variedades no orientables, lo que permite demostrar el célebre
teorema de separacion de Jordan, con el que concluimos la exposicion.

1. VARIEDADES DIFERENCIABLES. NOTACION Y RESULTADOS INICIALES

Recordemos, para empezar, las nociones basicas de diferenciabilidad.

Definiciones 1.1. Sean X C RP e Y C RY conjuntos arbitrarios, la aplicacién f : X — Y
se dice C" diferenciable si localmente puede extenderse a una aplicacién C" diferenciable
entre abiertos de los espacios afines ambiente, es decir, si todo x € X tiene un entorno
abierto U C R? y una aplicacién F' : U — R? C" diferenciable en el sentido habitual tal
que F|U0X = f’UnX. En particular, se dice que f es un C" difeomorfismo si f es biyectiva
y tanto f como su inversa f~! son C" diferenciables en el sentido anterior.

Un conjunto M C RP se dice que es una wvariedad C" diferenciable si es localmente C”
difeomorfo a un abierto de un espacio afin, es decir, si para todo x € M, existen un
entorno abierto suyo U C M, un abierto W C R™ y un difeomorfismo ¢ : W — U. A
@ se la denomina parametrizacion de M en x, a su inversa, sistema de coordenadas, y
m = dim, (M) es la dimension en x, que no depende del sistema de coordenadas escogido
y que es constante si la variedad es conexa. Aqui se considerardan siempre variedades de
dimension constante dim(M). Nétese que el abierto W siempre puede reducirse a una
bola de centro ¢~!(x) de radio ¢ suficientemente pequefio, y esta es difeomorfa a R™ por
el difeomorfismo x +— x/1/e? — ||z||2. Por tanto, siempre puede tomarse W = R™.

IDe ahf que la terminologia cldsica llame esenciales a las aplicaciones no nulhométopas.
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Un conjunto M C RP se dice que es una variedad C" diferenciable con borde si es localmente
difeomorfa a un abierto de un semiespacio afin, es decir, si para todo x € M, existe un
entorno abierto suyo U C M, un abierto W C H™ y un difeomorfismo ¢ : W — U, donde
H™ = R™ N {x; > 0}. En particular, x pertenece al borde de M, denotado OM, si y solo
si p~H(z) € R™N{x; = 0}, lo que por el Teorema de la Funcién Inversa no depende de la
parametrizacion escogida. Es inmediato que el borde OM es por si mismo una variedad
diferenciable de dimensién dim,(0M) = dim, (M) — 1, dado = € OM.

Dado un punto € M y una parametrizacién ¢ de M en x, con a = ¢~ '(z), se define el
espacio tangente a M en x como T, M = im(d,p) C RP, que no depende de la eleccion de
la parametrizacién. En particular, d,p : R™ — T, M es un isomorfismo, y la imagen de la

base candnica de R™ es naturalmente una base del espacio tangente %u,i =1,... ,m}

que denotamos como derivadas parciales, en referencia a su interpretaciéon como deriva-
ciones. Asi, sean M y N variedades diferenciables, y sea f : M — N una aplicacién
diferenciable entre ellas. Dados x € M e y = f(z) € N,y ¢ y ¥ sendas parametrizaciones
de My Nenzeycona= @ (xr)yb= 1" (y), respectivamente, se define la deri-
vada de f en o como d,f = dypodyg o (dup) ™ + T,M — T,N, donde g =19~ o f oy
es una localizacion de f. En particular, la matriz jacobiana de d,g respecto de las bases
canonicas de los espacios afines correspondientes coincide con la matriz jacobiana de d, f
respecto a las bases inducidas en los espacios tangentes. Se comprueba que la definicion
de derivada no depende de las parametrizaciones, al coincidir con la restriccién de la deri-
vada de cualquier extension local de f. La definicién del espacio tangente y de la derivada
permiten formular consistentemente un célculo en variedades, verificindose muchos de los
resultados clasicos para funciones entre espacios afines, como el Teorema de la Funcion
Inversa para variedades sin borde.

Observacién 1.2. Utilizando el Teorema de la Funcién Inversa (entre espacios afines) se
demuestra que localmente toda variedad C" diferenciable sin borde M C R? de dimension
m viene descrita por ecuaciones, es decir, que para todo x € M, existen un entorno abierto
suyo U C RP y una aplicaciéon C" diferenciable f : U — RP™™ tal que

MNU={zeU: f(x)=0} y T,M =ker(d,f).

Si M C RP es una variedad C" diferenciable con borde, entonces para cada x € M,
existen un entorno abierto suyo U C RP y aplicaciones f : U — RPF-"™ vy f: U — R C"
diferenciables tales que

MNU={zeU: f(x)=0, f(x) >0} y T,M =ker(d,f).

En particular, el borde M es una variedad C" diferenciable de dimensién m — 1 y verifica
IMNU={zeU: f(z)=f(z)=0}

Observacién 1.3. Por ser localmente homeomorfas a un espacio afin, las variedades di-
ferenciables heredan sus propiedades topoldgicas locales, como la compacidad local, la
conexion por caminos local y las componentes conexas abiertas. Por estar sumergidas en
espacios afines, heredan las propiedades globales que se conservan por restriccion, como la
existencia de una base topoldgica numerable, el ser Hausdorff, la metrizabilidad y como
consecuencia la paracompacidad®. En particular, como consecuencia de sus propiedades

2Una prueba elemental, elegante y sorprendentemente breve de esta implicacién puede verse en 8]
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locales y globales, las variedades diferenciables poseen una propiedad que utilizaremos
en varias ocasiones en lo que sigue: la existencia de exhauciones por compactos de la
variedad, que ademas pueden tomarse encajados. En efecto, sea M C RP una variedad di-
ferenciable. Entonces por ser un subconjunto localmente compacto de un espacio afin (que
es Hausdorff), es localmente cerrada. Asi, existe un abierto U C RP tal que M = U N M.
En ese caso, la metrizabilidad nos permite definir explicitamente

Ky ={zx €M : dist(x,RF\U) > 1/N}NB(0,N)N M

para cada N € N. Claramente Ky es compacto v estd contenido en U y en M, luego en
M, y la familia de compactos encajados { Ky} recubre la variedad. Con todo, nétese que
en realidad la exhaucién por compactos puede realizarse en general por ser M localmente
compacto y II axioma de numerabilidad.

Observacién 1.4. En su formulacién mas general, el grado de Brouwer-Kronecker permi-
te estudiar aplicaciones definidas entre variedades C" diferenciables sin borde y en general
no sumergidas en un espacio afin RP. Aqui se reducira el tratamiento a las variedades C*
diferenciables y sumergidas. La construccién puede generalizarse teniendo en cuenta los
siguientes resultados:

(1) (Teorema de inmersién de Whitney) Toda variedad C™ diferenciable de dimension m es
difeomorfa a una variedad C" diferenciable sumergida en un espacio afin cuya dimension
puede acotarse por 2m + 1.

(2) Toda variedad C" diferenciable sumergida en RP es C" difeomorfa a una variedad C*®
diferenciable sumergida en el mismo espacio afin.

Ambos resultados pertenecen al ambito de la topologia diferencial, y sus demostraciones
se pueden encontrar en [3] y [4], respectivamente. En adelante, tanto a las variedades
como a las aplicaciones C* diferenciables se las denominara, por brevedad, suaves.

Enunciamos a continuacién sin demostrar algunos resultados fundamentales sobre la
existencia de particiones diferenciables de la unidad y valores regulares.

Proposicién y definicién 1.5. Sea M C R? una variedad suave, dado un recubrimien-
to de M por abiertos, U = {U; C M, 1 € I}, existe una coleccion de funciones suaves
{6, : M — [0,1], i € I} verificando que

(i) Para todo x € M, existe un entorno abierto U* C M tal que 0; y= = 0 salvo para una
cantidad finita de indices. Por tanto, la suma estd bien definida. Ademds, ), 0;(z) = 1.

(ii) Para cada i € Z, sop(0;) = {x € M : 0;(z) #£0} C U,.

A la familia de funciones {6’,- M —[0,1),ieT } se la denomina particion diferenciable
de la unidad subordinada al recubrimiento U.

Consecuencias. La posibilidad de construir particiones diferenciables de la unidad per-
mite demostrar inmediatamente los siguientes resultados en las condiciones anteriores.

(1) (Funcién meseta) Sean C C W C M, donde C' es cerrado y W' es abierto. Eziste una
funcion suave 6 : M — [0,1] tal que 0 =1 en C y 0 =0 fuera de W.

Idea de la demostracion. Basta escoger {W, M \ C'} como recubrimiento abierto de M. La
funcion cuyo soporte estéd contenido en W tiene las propiedades buscadas.
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(2) (Teorema de Extensién de Tietze para el caso C") Sea f : C' — R? una funcion C”
diferenciable, y sea U C M wun abierto tal que C' es cerrado en U. Entonces existe una
extension C" diferenciable de f en U, f: U — RY.

Idea de la demostracion. Por la definicion de diferenciabilidad, existen extensiones locales
fi a abiertos U; que se pueden restringir si es necesario para que estén contenidos en U.
Tomando {U \ C,U,}; como recubrimiento de U, se obtiene como particién diferenciable
de la unidad el conjunto de funciones suaves {n, 0;};, donde 7 es la funcién cuyo soporte
estd contenido en U \ C'. Se comprueba entonces que f= >0 f; estd bien definida en U
y extiende f manteniendo el orden de diferenciabilidad.

Definicién 1.6. Sean M y N variedades suavesy f : M — N una aplicacién diferenciable
entre ellas.

(i) Se dice que un punto = € M es un punto critico de f si la derivada en dicho punto
d,f no es sobreyectiva; en caso contrario se dice que el punto es un punto reqular.

(ii) Un punto a € N se dice que es un valor regular de f si todos los puntos de su imagen
inversa f~!(a) son regulares; en caso contrario se dice que el punto es un valor critico.

Denotamos por Cy C M al conjunto de los puntos criticos y por Ry = N \ f(Cy) C N al
conjunto de los valores regulares.

Observacion 1.7. Nétese que si dim(N) < dim(M) la condicién de punto critico puede
expresarse imponiendo la nulidad de los determinantes de todos los menores de orden
maximo del jacobiano de una localizacion de f, que son funciones continuas por ser f
diferenciable. Si dim(N) > dim(M), Cy = M. Por tanto, en ambos casos el conjunto de
puntos regulares es abierto y C'y es cerrado en M.

Proposicién 1.8. Sean M y N wvariedades C™ diferenciables de dimensiones m y n res-
pectivamente, con ON = &. Sean f : M — N wuna aplicacion C" diferenciable y a € N
un valor reqular de f y de f}aM . Entonces, se tiene que f~'(a) C M es una variedad C"
diferenciable de dimension m —n, f (a) = f~Ya) N OM vy, para cada x € f~'(a), €l
espacio tangente T, f~1(a) = ker(d, f).

Idea de la demostracion. Para los puntos de f~'(a) que no estdn en el borde de M se
procede como en el caso sin borde: se localiza f a una aplicacion C” diferenciable de R™ en
R" y se obtiene un entorno del punto en f~'(a) que es difeomorfo a R™". Ahora bien, si
r € f~Y(a) NOM, al localizar f se obtiene una aplicacién C" diferenciable F' : H™ — R™,
que se puede tomar de manera que F'(0) = 0. De esta F existe una extensién diferenciable
definida en un entorno abierto de 0 en R™, F : V — R™. Imitando la demostracién para
el caso sin borde (véase [2]) se obtiene un difeomorfismo h : U — W, donde U C V' y
W son entornos abiertos de 0 en R™ y R™ x R™™ " respectivamente. Que a sea punto
regular de f ’ ons €8 lo que garantiza que existe cierta forma lineal A en las tltimas m —n
componentes de R™ x R™~" tal que

h(f~H @) NH" NU) = ({0} x [(A = 0} NR™ )N W,
y en particular

R(f(a)nOH™NU) = ({0} x {(A=0}NR™ ") NW .
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Una vez que se ha demostrado que f~'(a) es una subvariedad C" diferenciable de M,
dado x € f~1(a), en un entorno de x en M se pueden tomar coordenadas adaptadas a

fHa), (x1,...,Xm), y como la derivada de f en x es sobreyectiva, se pueden tomar en
un entorno de a en N unas coordenadas (yq,...,y,), de manera que y, o f = x; para
i = 1,...,n. De esa manera, las ultimas m — n coordenadas parametrizan f~!(a), con

X1 > 0si z € Of (a). Usaremos esta construccién mds adelante, y ademds permite
demostrar inmediatamente la ecuacién paramétrica para T, f~*(a) dada en el enunciado.

Teorema 1.9 (de Sard-Brown). Sean M y N wariedades suaves y f : M — N wuna
aplicacion suave entre ellas. Se tiene entonces que el conjunto Ry de valores regqulares de
f es residual en N, esto es, es interseccion numerable de abiertos densos. En particular,
Ry es denso.

Idea de la demostracion. Como N tiene una base numerable de abiertos, el enunciado
se reduce a una cuestién local®>. Como los difeomorfismos mantienen el ser o no residual,
basta demostrar el resultado para localizaciones de f. Para cada parametrizacién de M,
la localizacién es g : U — R™, donde U es un abierto de R™ o H™, y por ser diferenciable g
es en cualquier caso una restriccién de otra aplicacién diferenciable definida de un abierto
de R™ en R".

Sea h la aplicacién diferenciable entre abiertos de espacios afines de la que la localizacion g
es, quizds, restriccion. El principal esfuerzo de la prueba consiste en demostrar que h(C/)
tiene interior vacio, a lo cual se llega comprobando que h(Cy) tiene medida de Lebesgue
cero, como puede verse en [1].

Una vez se ha visto esto, como C} es cerrado y M puede recubrirse por una cantidad
numerable de compactos encajados, se tiene que Cy puede escribirse como unién nu-
merable de compactos, Cy = |J, K,, luego f(Cy) es unién numerable de compactos,
f(Cr) =U, f(K,). Como f(Cy) tiene medida cero y la medida de Lebesgue es completa,
cada uno de los f(K,) tiene medida cero, luego interior vacio. Por tanto, se tiene que
Ry =N\ f(Cf) =N, (V\ f(K,)), donde N\ f(K,) =N, por lo que N\ f(K,) es un
abierto denso en N, y se concluye que Ry es residual. Finalmente, como N es localmente
compacto y Hausdorft, por el Teorema de Baire se concluye que en particular ¢ es denso.

Observacién 1.10. La misma técnica de demostracién anterior permite obtener el si-
guiente resultado, a veces denominado “pequeno teorema de Sard-Brown”: en las con-
diciones de 1.9, sea A C M un conjunto arbitrario. Si dim(M) < dim(N), entonces
f(A) C N tiene interior vacio.

2. ORIENTACION

Para finalizar la revisién de conceptos y resultados bésicos de variedades diferenciables,
recordamos el concepto de orientabilidad y algunos casos relevantes en los que la orienta-
cion puede prescribirse de forma candnica.

3Para obtener la versién global basta tener en cuenta que la unién numerable de conjuntos de medida
cero tiene medida cero.
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Definiciones 2.1. Dado un espacio vectorial F de dimensién finita n, dos bases B y B’
se dicen equivalentes si el determinante de la matriz de cambio de base correspondiente
es positivo. Es inmediato que esta relacién es de equivalencia, por lo que el conjunto de
todas las bases se divide en dos clases, cada una de las cuales define una orientacion en
E. Dada una base {v,...,v,} de E, denotamos con [vy, ..., v,] la orientacién que define.

Sea M una variedad diferenciable, una orientacion en x € M es una orientacion (, en el
espacio tangente T, M, y una orientacién en M es un conjunto de orientaciones en cada
punto de M, (yy = {(, : © € M}, que verifica que para todo z € M, existe un sistema de
coordenadas x : U — W de M en z tal que para cada x € U,

-2l

8X1
donde W es un abierto de R™ o H™, segtin z esté en el borde o no. Si en una variedad
diferenciable puede definirse una orientacion, se dice que la variedad es orientable, y una
vez especificada la orientacion, que esta orientada. Un sistema de coordenadas que realice
la definicién anterior se dice que es compatible con la orientacion.

0

...,axm

Y
T

Sean M y N variedades diferenciables orientables con la misma dimensién, y sean (y,
y (n sus respectivas orientaciones. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable entre
ellas. Sea x € M un punto regular de f, se dice que f preserva la orientacion en x si
dyf(Ciz) = (N, f(z)- Mas explicitamente, dados v € M e y = f(x) € Ry, existen sendos
sistemas de coordenadas x e y de M en x y de N en y compatibles con las orientaciones,
esto es, tales que

J

<M,a::[ 0 0

...,axm

0
y CN,y = [8_}’1

Asi, dada la derivada d, f : T,M — T, N, f preserva la orientacion si

0 0
dxf<a—Xlx),,da:f(aXn x) :CN,ya

lo que claramente equivale a que el determinante de la matriz jacobiana asociada a las
bases de los espacios tangentes inducidas por los sistemas de coordenadas sea positivo. En
caso contrario, se dice que f invierte la orientacion en x. En estas condiciones, se define
el signo de f en x como

9
By

0X1 ;E7 =

)
Yy

sign, (f) = det(Jy(x))/|det(Jy(x))] ,

que por tanto toma el valor +1 o —1 segin f preserve o invierta la orientacién, respecti-
vamente.

Observaciones 2.2. En la definicién anterior, puesto que f es diferenciable, det(J¢(x))
es una funcién continua en el dominio de coordenadas correspondiente. En particular, el
conjunto de puntos regulares M \ Cy es abierto y el signo estd bien definido en un entorno
de x en el que es constante. Se concluye que el signo es localmente constante y por tanto
es constante en cada componente conexa de M \ Cf.
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Claramente, localmente cualquier variedad es orientable, pues los espacios afines lo son.
La orientabilidad o no de una variedad depende por tanto de si se puede definir consis-
tentemente la orientacién en distintos sistemas de coordenadas, es decir, de si la variedad
posee un conjunto de sistemas de coordenadas cuyos dominios la recubren de manera que
los cambios de coordenadas (alld donde la interseccién de los dominios sea no vacia) tienen
signo +1 (atlas positivo). Se trata pues de una propiedad global.

Bajo las construcciones que se presentan a continuacion subyace una idea comun: dada
una subvariedad orientable de una variedad orientable, se puede establecer un criterio que
defina consistentemente la orientacion de la subvariedad a partir de la variedad ambiente.
En las construcciones, dicho criterio se generaliza en forma de prescripcion al tratar con
una familia especifica de subvariedades, y en particular permite probar su orientabilidad.

Orientacion del borde de una variedad.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m con borde y orientable. Notese que
la orientacion en los puntos del borde viene plenamente determinada por la orientacion
del interior de la variedad: dado z € OM, sea x un sistema de coordenadas con dominio
de coordenadas conexo, cuyo signo es por tanto constante. Sea x un punto del interior
de M contenido en el dominio de coordenadas, x puede o bien ser compatible o bien
ser incompatible con la orientaciéon en x, y por tanto o bien es compatible o bien es
incompatible con la orientacion en z, respectivamente. De hecho, una variedad con borde
es orientable si y solo si lo es su interior: en efecto, tomando un sistema de coordenadas
como antes, basta imponer que la orientacién en z sea la dada por x si es compatible con
la orientacién del interior, o la opuesta en caso contrario. Claramente esta prescripcion
no depende del sistema de coordenadas elegido (dado otro con la misma compatibilidad,
el cambio de coordenadas en el interior tendria que ser positivo, y por tanto seria positivo
en todo el dominio), y dada la conexién del dominio de coordenadas, tampoco depende
del punto de referencia x.

Ahora bien, el borde M también es una variedad diferenciable por si misma, y es orien-
table si M lo es. Para verlo, dotémoslo de una orientaciéon: dado z € OM, el espacio
tangente T,0M es un subespacio de dimensiéon m — 1 de T, M. Sea v € T,M \ T,OM, se
dice que v es saliente si existe una curva v : (g,1] — M tal que (1) = z y 7/(1) = v, con
e tan cercano a 1 como sea necesario; se dice que es entrante si existe v : [0,) — M tal
que ¥(0) = z y 4/(0) = v para € tan cercano a 0 como sea necesario. Basta considerar un
sistema de coordenadas de z y localizar tramos suficientemente pequenos de las curvas
para concluir que todo vector de T, M \ T,OM o es saliente o es entrante, y nunca ambas
cosas a la vez: en efecto, dado un sistema de coordenadas x : U — H™ de M en z, sea

a:(—ee) = R"  t—x(z)+1t-d.x(v) .

Se tiene que o bien la restricciéon de a a (—¢,0] o bien la restriccién a [0,¢) tiene su
imagen en H™. Sea 3 esa restriccién, ¥ = x ! o B es una curva que realiza la definicién.
Ademds, si existieran curvas v; @ (1 —a,1] — M y 75 : [0,0) — M que realizasen
la definicion de v como vector saliente y entrante de T, M, respectivamente, entonces
trasladando la parametrizaciéon de v; a (—a,0] y pegando ambas curvas obtendriamos
una curva diferenciable

v:i(—a,b) > M
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que verifica que y(0) = z y 4/(0) = v. Al localizar la curva (reduciendo a y b si es
necesario para que y(—a,b) C U), x o es una curva contenida en H™. Si tomamos
el sistema de coordenadas de manera que x; > 0, el borde viene dado por x; = 0 y su
espacio tangente por {0} x R™!. Asi, x; 0~y alcanza un minimo en x(z), luego su derivada,
que es la primera componente de d,x(7/(0)) = d,x(v), se anula. Se tendria entonces que
v € T,0M, en contra de lo supuesto.

Asi, dado v € T,M \ T,OM saliente, sea {uy,...,u,_1} una base de T,0M tal que
CM,Z = ['Ua Uy, ... ,Um_l] )

definimos
C3M7Z = [Ul, . ,um,l] .

Tomando, como antes, un sistema de coordenadas de M en z para el que el borde sea

x; = 0, se comprueba que dados distintos v" y {u},...,u/, ;}, la matriz de cambio entre
las bases {v,u1, ..., um_1} y {v/,uf,...,ul, |} serd de la forma

c 0

x A
donde A es la matriz de cambio entre {u1,...,up_1} v {u},...,u,, 1}, y ¢ > 0 siempre

pues en el mismo sistema de coordenadas los vectores salientes tienen el mismo signo
de la componente x1, que es la que define el borde. Como el determinante de la matriz
completa es positivo, se concluye que el determinante de A también lo es. Claramente la
base {uy,...,un_1} define de forma univoca la orientacién localmente en cada dominio
de coordenadas, y por tanto la prescripciéon proporciona una orientacion al borde.

Orientacion de una hipersuperficie.

Una hipersuperficie diferenciable M de un espacio afin RP es una variedad diferenciable
de dimensién p — 1. Dado un punto x € M y una parametrizacién ¢ = (g1, ..., p,) de M
en z, el vector v(z) € RP cuya componente i-ésima v; se corresponde con el coeficiente de
v; en el determinante

v Oipr(r) - 8p_1901(x)
det : : : ;
vy Opp(x) o0 Opi10p(T)

es, por las propiedades del determinante, un vector ortogonal a T, M, y que verifica

vy Oipi(z) - ap—ﬂﬁl(@
det | : ; : >0.
vp O1pp(z) o+ Op1pp(T)

Normalizando v(z), se obtiene un vector unitario tal que |:I/(l’), 6%1

)
e, — es la
x7 T Oxp1 ‘x:|

orientaciéon canoénica de R”. En particular, si M es orientable existe un atlas positivo y se

puede recubrir M con dominios de sistemas de coordenadas con cambios positivos, y por
un razonamiento andlogo al del borde en la construccién anterior, se concluye que en las
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intersecciones el vector normal que definen es el mismo. Por tanto, si una hipersuperficie
es orientable, posee un campo normal v : M — RP bien definido globalmente. Claramente
el reciproco también es cierto: si una hipersuperficie diferenciable posee un campo normal

global, entonces por lo anterior, dado x € M, sea {uy,...,u,—1} una base del espacio
tangente T, M tal que [v(z), us, ..., u,—1] es la orientacién canénica de RP, la prescripcién
CM,ac = [Ul, cee 7up—1]

define consistentemente la orientacién en M.

Orientacion de una imagen inversa

En las condiciones de 1.8, f~!(a) es una variedad diferenciable, y dado = € f~!(a),
T,.f*(a) = ker(d, f). Asi, existe un subespacio vectorial L tal que T,M = L & ker(d, f),
siendo L isomorfo a T, N por la restricciéon de d, f. Supongamos ahora que M y N son
orientables, escojamos una base {vy,...,v,} de L tal que [d,f(v1,...,v,)] = (na, ¥ Otra
{ug, ..., um—n} de ker(d, f) tal que [vy,...,Up, U1, .., Up—m| = Care. Se prescribe

Cf—l(a)7x = [Ul, Ce ,un_m] .

Sean {v],...,v,} y {u},...,u,_,,} bases de L' y ker(d,f) que verifican las mismas con-
diciones anteriores, donde T, M = L' @ ker(d,f). La matriz del cambio de base entre
{v1, .. Uy U1y e Up by {0, Ll ) serd de la forma

=(15)

donde los bloques A y B son matrices cuadradas de orden n y m — n, respectivamente,
y en particular B es la matriz del cambio de base entre {uy,...,up—p} v {u},. ... u,_,,}.
Como {vy,...,Up, U1, ... Upm} ¥ {V], ..., 0, Uy, ..., ul_, } definen la misma orientacién

en M, det (A) -det (B) > 0. Y puesto que los términos de * se anulan al aplicar d,f,

dof(V],...;0)=A-d,f(vi,...,0,)
y como [dyf(vi,...,v))] = [duf(v1,...,0,)] = (N, se tiene que det (A) > 0. Por tanto,

’r n
det (B) > 0, concluyendo que la prescripcion define (f-1(q), de forma consistente. Resta
ver que de hecho define una orientacién en f~!(a). Para ello, escogemos sistemas de
coordenadas x ey de x en M y de a en N como en 1.8, de manera que y sea compatible
con la orientacién de N. Como y, o f = x; para ¢ = 1,...,n, dado z € f~!(a) en el

dominio de coordenadas,

0 0 0 0
de ao | v g = 13a. | v :CN,a-
0x1 |, 0xp |, oy, oy, |,
Asi, {#ﬁﬂp, o %p}, que es base de T.f *(a), define una orientacién positiva si x

es compatible con la orientaciéon de M, y negativa en caso contrario. En cualquier caso,
la orientacién queda definida de forma consistente en toda la interseccion del dominio de
coordenadas y la imagen inversa a partir de la prescripcién.
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El cilindro

Sea M una variedad C" diferenciable sin borde y orientable, se denomina cilindro de M a
[0,1] x M. Esta construccién intervendra en algunos de los resultados posteriores, de ahi
que resulte de interés revisar sus propiedades. En primer lugar, el cilindro es también una
variedad C" diferenciable, por ser el producto de dos variedades C" diferenciables. Ademaés,
es orientable, por ser el producto de dos variedades orientables. En particular, optamos
aqui por la siguiente convencién para orientar el cilindro: dado x € M, sea {uq, ..., upn}
una base positiva de 7, M, definimos la orientacién en (¢, z) € [0, 1] x M como

C(t,m) = [(1, O), (0, ul), ey (O, um)] .
Ademas, al ser el producto de una variedad con borde por otra sin borde, se tiene que
0([0,1] x M) = ({0} x M)U ({1} x M) = My U M, .

Maés adelante identificaremos este borde como la unién de dos copias de M, mediante los
difeomorfismos

o {0} x M =My — M, (0,2) — x

m {0} xM=M —- M, (1,z) =z

y serd importante saber si estos preservan o no la orientaciéon de M; como elementos del
borde del cilindro. Claramente, las derivadas de my y m; son la identidad, por lo que basta
estudiar la relacion entre la orientacion de las componentes del borde y la de M. Para
t =0, el vector (1,0) es entrante, luego (—1,0) es saliente y por tanto para cada x € M

g(O,x) = [(_170)78C(0,:0)] = [(1’0)7Cm] .

Asi, 0((0,2) = —(y- Por el contrario, en ¢t = 1, (1,0) es saliente, luego para cada x € M

Ca,z) = [(1,0),0C1.2)) = [(1,0), ¢ -

Ast, 91 ,») = (- Se concluye que en M, la orientacién se invierte y en M; se preserva.

3. DIFEOTOPIAS

Para mas adelante poder definir consistentemente el concepto de grado de una aplicacion
suave sobre una variedad conexa se recurre al concepto de difeotopia, que permite demos-
trar que las variedades diferenciables (sin borde) son objetos particularmente simétricos:
sus componentes conexas son “diferenciablemente homogéneas”, es decir, que cualquier
punto puede llevarse a otro mediante un difeomorfismo de la variedad en si misma. Ca-
be senalar que, aunque estamos trabajando con variedades suaves, los resultados de esta
seccion y sus demostraciones no se simplifican bajo esta restriccién, por lo que se expone
aqui la versién méas general en términos de variedades C" diferenciables.

Definicién 3.1. Sean X e Y espacios topoldgicos, una homotopia es una aplicacién
continua H : [0,1] x X — Y. La componente de [0, 1] puede tratarse como un pardmetro,
entendiendo entonces la homotopia H; : X — Y como una deformacién continua de
aplicaciones continuas de X en Y. Se dice que dos aplicaciones continuas f,g : X — Y
son homdtopas si existe una homotopia H tal que Hy = f yv H;y = ¢, y lo denotamos
f =~ g. Se comprueba que la relaciéon de homotopia es una relacién de equivalencia, y el
espacio cociente resultante se denota con [X,Y].
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Definicién 3.2. Sea M una variedad C" diferenciable, se dice que F': [0,1] x M — M es
una C" difeotopia si es una homotopia C" diferenciable, Fiy = id,; y F} es un difeomorfismo
de M en si misma para todo ¢. Decimos que F' conecta z con Fi(z), para cada x € M.

Para probar el resultado fundamental que permite concluir la homogeneidad, demostra-
mos en primer lugar un resultado para espacios afines que luego emplearemos localmente
y propagaremos utilizando la conexién.

Lema 3.3. En R™, existe un radio € > 0 tal que para cada x € R™ con ||z|| < € existe
una difeotopia suave F : [0,1] x R™ — R™ que conecta el origen con x y ademds es
constantemente la identidad para ||x|| > 1.

Demostracion. Sea 6 : R™ — R una funcién meseta que verifica que 6(0) =1y 6(z) =0
si ||z|]| > 1. Dado x € R™, sea {ey,...,e,} la base candnica de R™, como d,0 es un
funcional lineal sobre un espacio de dimensién finita,

m 12 m | g 12
0
|d20(w)| < [[ull2 <2€:!dx9(enﬂ2> = lull2 [ > I
n=1 n=1 il

Ahora bien, como 6 =0 en ||z|| > 1, en ese caso d,.0 = 0. Por otro lado, el disco ||z|| <1
es compacto en R™, y como 6 es suave, en particular sus derivadas parciales son continuas
y por tanto alcanzan su méaximo en el disco. Sean

00

. vy a=+vm-max{ai,...,an} .

o, = MAax
[lz]]<1

xT

Entonces la norma de d,0 como operador verifica
||d0]] < o .

Ahora, sea ¢ = 1/a > 0 y sea z € R™ tal que ||z|| < . Definimos
Fiz)=xz+t0(x)z, t €[0,1] .

Veamos que esta F' es una difeotopia que satisface las condiciones del enunciado. Desde
luego es una homotopia suave, y

Fy=idy , F(0)=2z y F| ., =idy,

pues #(0) =1y 9’ a1 = 0. Por tanto, resta ver que se trata de un difeomorfismo. Veamos
en primer lugar que es inyectiva: sean z,y € R™ tales que Fy(x) = F;(y). En ese caso

z—y=1t0(y) —0(x))z,
luego
|z = yll = t[[z]] 10(z) — 6(y)| < |2I] [0(x) — O(y)] -
Ahora, por el Teorema de los Incrementos Finitos, al ser R™ convexo,

0(z) — 0(y)| < allz —yll,
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y puesto que ||z]| < 1/, la desigualdad solo puede satisfacerse si ||z — y|| = 0, es decir,
siz =y.
Veamos ahora que es sobreyectiva: para ¢ = 0 es la identidad y es trivial. Supongamos

quet >0,yseay € R™ sif(y) =0, Fi(y) =y. Si O(y) # 0, considérese la recta L : y+ Az
con A recorriendo R, y definamos la funcion real

g(\) = —t0(y + A\z) .

Claramente, g es continua y su imagen se encuentra en [—t,0]. Ademds, como 0(y) # 0,
g(0) <0,y para A = —o0, g(A) = 0. Por tanto, la funcién

h(A) = g(A) = A

es continua y verifica h(0) < 0 y h(\) — +oo cuando A — —oo. Por tanto, ¢ tiene un
punto fijo A\g, y multiplicando dicho escalar por z,

Aoz +t0(y + Noz)z = 0.
Sea x = y + Aoz, se verifica que

Fi(z)=y+ Xz +t0(y+ X2)z=1y.

Finalmente, dado x € R™, sea u € ker(d, F}). Entonces u = —td,0(u)z, luego
[lull < {ldu[[ullllz]] < e [[2[} ||ull

concluyéndose como antes que u = 0, pues ||z|| < 1/a. Por tanto, como d,F; : R™ — R™,
d,F} es un isomorfismo. O

Observacién 3.4. Al considerar una variedad C" diferenciable, que es localmente C”
difeomorfa a R™, el lema anterior se traduce en que para cada punto x de la variedad
existe un entorno abierto U? (difeomorfo a R™), dentro de él otro entorno abierto V*
(difeomorfo al disco B(0, 1)) cuya adherencia V= = K® es un compacto contenido en U?,
y dentro de este otro entorno abierto W* (difeomorfo al disco B(0,¢)), de manera que
para cada punto y € W?, existe una C" difeotopia de U® que conecta x con y y es la
identidad fuera de K*. De hecho, trasladando el origen en la difeotopia construida en
el lema, agrandando V* y reduciendo W*¥ si es necesario, podemos garantizar que existe
una C" difeotopia de U* que conecta dos puntos cualesquiera de W?* y es la identidad
fuera de K*. Finalmente, como K* es compacto, M \ K7 es abierto, y la difeotopia puede
extenderse suavemente por la identidad al resto de la variedad.

Teorema 3.5. Sea M una variedad C" diferenciable conexa y sin borde, y sean a,b € M,
existe una C" difeotopia que conecta a con b y que es la identidad fuera de un compacto
K que es entorno de ambos puntos.

Demostracion. Considérese para cada x € M una triada de entornos W?* C V¥ C U* como
en la observacién anterior. En particular, {W? = € M} es un recubrimiento abierto de
M, y por ser M conexo existe una cadena finita W*t ... W% tal quea € W* b e W* y
W*e W+ 2£ @ para cada k = 1,...,s—1. En ese caso, sea y, € W* NWT+1 tomando
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ademds 1y = a e ys = b, por la observacién existen C” difeotopias F(, ... F®) tales que
F®) conecta y,_1 con v, y es la identidad fuera del compacto K. Asf, definimos

F, = E(S) o Ft(s—l) 0.0 Ft(l) ’

que es una C" difeotopia que conecta a y by que se reduce a la identidad fuera de los com-
pactos K, y por tanto es la identidad fuera del compacto K = (J, K**, que en particular
contiene a K*' y K", que son entornos de a y b respectivamente. U

Observacion 3.6. El resultado anterior puede utilizarse facilmente para obtener iterati-
vamente difeotopias que conecten conjuntos finitos de puntos (arbitrarios en dimensién 2
o superior, ordenados en dimensién 1), demostrando que las variedades sin borde no solo
son homogéneas sino finitamente homogéneas.

Finalizamos la seccién viendo que las difeotopias respetan tanto las componentes cone-
xas como la orientacion de la variedad sobre la que actuan.

Proposicién 3.7. Sea M una variedad diferenciable y sea F : [0,1] x M — M wuna
difeotopia. Se tiene entonces que, para cada t, Fy preserva las componentes conezxas de
M. S, ademas, M estd orientada, F; preserva la orientacion.

Demostracion. Sea x € M, y sea t € [0,1]. El camino [0,1] — M | s — Fgu(z) es
diferenciable, en particular continuo, y conecta Fy(z) = x con Fy(z). Por tanto, x y
F,(x) se encuentran en la misma componente conexa por caminos. Nétese que al ser
el espacio localmente conexo por caminos, las componentes conexas y las conexas por
caminos coinciden.

Ahora, supongamos que M estd orientada. La aplicacion
G:[0,1] x M —[0,1] x M, (t,z)— (t, Fy(x))
es un difeomorfismo del cilindro, pues es derivable en cada (¢,z) € [0,1] x M con
dit.2)G = (idg, d, F}) |
y por ser cada F; difeomorfismo, su inversa esta bien definida y también es diferenciable:
Gh0,1] x M — [0,1] x M, (t,2) w (¢, F, Y (x)) .

Por ser difeomorfismo, GG o bien preserva o bien invierte la orientaciéon en cada componente
conexa del dominio. Pero las componentes conexas del cilindro son los productos de [0, 1]
por las componentes conexas de M, y como F; las preserva, GG preserva las del cilindro.
Ahora, como Fy = idy, d( )G = idrx7, M, que evidentemente preserva la orientacion.
Como para cada (t,z) € [0,1] x M, (0,z) se encuentra en la misma componente conexa,
se concluye que G preserva la orientacién en todos los puntos del cilindro. Sea x € M,y
sea {uy,...,un,} una base positiva de T, M. Dado t € [0, 1], {(1,0), (0,u1),...,(0,uy)} es
una base positiva de T{;4)([0, 1] x M). Respecto de esta base, la matriz de la derivada de
G en (t,z) es
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y por lo anterior tiene determinante positivo. Ahora bien, A(t, x) es la matriz de la derivada
de F; en x respecto de {uy, ..., u,}, y sudeterminante es igual al de la matriz total. Se con-
cluye asi que F; preserva la orientacion. ]

4. GRADO DE UNA APLICACION SUAVE

Para definir el grado de una aplicacion suave, vamos a necesitar sumar sobre el conjunto
de puntos de la imagen inversa de un valor regular, para lo cual en general necesitamos
garantizar que este conjunto es finito. Esto se podria hacer simplemente imponiendo que
la variedad diferenciable de partida fuera compacta. Esta restriccién es, sin embargo, mas
fuerte de lo necesario, y nos impediria aplicar la teoria para probar algunos de los resul-
tados de interés mas adelante. En su lugar, trasladamos la restricciéon a la aplicacién, a la
que exigimos que sea propia.

Definicién y proposicion 4.1. Sean M y N variedades diferenciables, y sea f : M — N
una aplicaciéon continua. Se dice que f es propia si es cerrada y, para cada y € N,
f~Yy) C M es compacto. Equivalentemente, f es propia si y solo si para cada compacto
K C N, su imagen inversa f~'(K) C M es compacto.

Demostracion. Supongamos que f es propia en el primer sentido de la definicién. Dado
un compacto K C N, sea (z,) C f'(K) una sucesiéon. En ese caso, (f(x,)) C K y
por tanto posee una subsucesion f(z,, ) convergente a cierto y € N. Como f~!(y) C M
es compacto, por la compacidad local de M se tiene que existe un abierto G C M que
contiene a f~'(y) y tal que su adherencia G es un compacto. Como f es cerrada, f(M\G)
es cerrado, luego N\ f(M \ G) es un abierto que contiene a y. En particular, N'\ f(M \ G)
contiene a la subsucesion convergente senalada al inicio, salvo quizas una cantidad finita
de términos. Por tltimo, f~Y(N\ f(M \ G)) C G C G, luego, salvo quizas una cantidad

finita de términos, (z,,) C G, y por tanto posee una subsucesion convergente, que en
particular es subsucesién de (z,,).

Reciprocamente, supongamos que las imagenes inversas de los compactos de N lo son en
M. En ese caso, desde luego {y} C N es compacto, y por tanto también lo es f~1(y) C M.
Ahora, dado un cerrado C' C M, sea z € f(C), existe una sucesién (z,) C C tal que
f(z,) = z cuando n — oo. Sea K, un entorno compacto de z, este contiene a ( f(x,)) salvo
quizds una cantidad finita de términos, luego (z,,) C f~'(K) salvo quizds una cantidad
finita de términos. Como f~'(K) es compacto, (x,) posee una subsucesiéon convergente a
cierto z € C por ser C cerrado. Y por la continuidad de f, f(z) = z € f(C). O

Observacion 4.2. En las condiciones anteriores, si M es compacta, entonces f es propia.
Asimismo, cualquier homeomorfismo es en particular una aplicaciéon propia.

Definicién 4.3. Decimos que dos aplicaciones f y g son propiamente homdtopas si existe
una homotopia propia entre ellas.

Ahora si, estamos en condiciones de formular y demostrar la cadena de resultados que
nos llevara a la definicion del grado de una aplicacion suave entre variedades suaves.
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Proposicién y definicién 4.4. Sean M y N wvariedades suaves, orientadas, sin borde y
de igual dimension m, y sea f : M — N wuna aplicacion propia suave entre ellas. Para
cada valor reqular a € Ry, f~'(a) es finito, y se define el grado de f en a

d(f,a)= > sign,(f).

zef~!(a)
Ademdas, existe un entorno abierto V de a en N tal que V C Ry y para cada b €V,

d(f,b) = d(f,a) .

Demostracién. En primer lugar, veamos que f~*(a) es finito. En efecto, por ser a un valor
regular y ser M y N de la misma dimensién, para cada z € f~'(a), d, f es un isomorfismo,
y por el Teorema de la Funcién Inversa, existen un entornos abiertos de x y de a, U, C M
y V. C N, tales que la restriccion f v, U, — V es un difeomorfismo. En particular,

U.Nfa) = {z}, luego f~1(a) es discreto, y como f es propia, es compacto, luego finito.

Para la segunda parte, la idea es encontrar, usando la construccién anterior dada por el
Teorema de la Funcién Inversa, un entorno abierto V' de a en N tal que f~!(V”) sea uni6n
disjunta de abiertos conexos U, de M difeomorfos a V' por f, donde la etiqueta x alude
al elemento de f~!(a) que contiene. Llegados a ese punto, en cada U., por ser conexo, el
signo de f serd constante: para cada z € UL, sign,(f) = sign,(f). Asi, dado b € V', como
f |U, es un difeomorfismo sobre V', en cada U/, habra un solo punto de f~!(b), donde por

lo anterior f tendra el mismo signo que en x. Luego

d(f,0)= Y sign(f)= ) sign,(f)=d(f,a).
yef~1(b) z€f~(a)
Para llegar a esta situacion, en primer lugar notamos que, por ser el espacio Hausdorff,
los entornos U, de la primera construcciéon pueden reducirse hasta hacerse disjuntos. A
continuacién, notamos que como f es propia, f(Cy) es cerrado, luego Ry es abierto, y
reduciendo V' si es necesario, se puede tomar V C R, y el mismo para cada z € f~!(a)
(reduciendo U, a U, N f~*(V)). El tnico obstdculo que resta es la posibilidad de que
algin punto de V no esté en ninguno de los abiertos U,. Sea U = Uxef,l(a) U, ¢ M,
U es abierto y contiene a f~!(a). Por ser f propia, N \ f(M \ U) es un abierto de N
que contiene a a. Como N es localmente conexo, existe un entorno abierto y conexo de
a, V.C VN (N\ f(M\U),y definimos U, = U, N f~(V’'). Se tiene entonces que
f | o U/ — V' es un difeomorfismo, para cada x € f~!(a). En particular, U’ es conexo

por serlo V'. Finalmente, f~1(V’) C U, luego
vy=ungtvy= UJ o wentvy= U
z€f~1(a) zef~1(a)

como queriamos. [l

Para demostrar el siguiente resultado, vamos a utilizar que conocemos la forma que
tienen las variedades suaves de dimension 1. Aunque este teorema de clasificacién tiene
interés por si mismo, en este contexto tiene la funciéon de un lema auxiliar, por lo que solo
se ofrece aqui un esbozo de la prueba.
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Teorema 4.5 (de clasificacién de curvas suaves). Toda variedad suave y conexa de di-
mensién 1 es difeomorfa a S* o a un intervalo real.

Idea de la demostracion. La idea que se esboza a continuacién se basa en la concisa de-
mostraciéon que puede verse en [5]. Considerando parametrizaciones por la longitud del
arco, se prueba que si una curva no es difeomorfa a una circunferencia, entonces dos
parametrizaciones locales pueden extenderse consistentemente a una parametrizacion de
la union de sus imagenes. Por el lema de Zorn, se tiene que existe una parametrizacion
maximal, cuya imagen ha de ser un abierto de la variedad, por construccion. Esas dos
caracteristicas garantizan la sobreyectividad, y por tanto que la parametrizacion es de
hecho un difeomorfismo.

Proposicién 4.6. Sea M una variedad suave, orientada y de dimension m + 1, y sea
N una variedad suave, orientada, sin borde y de dimension m. Sea H : M — N wuna
aplicacion propia suave, y sea a un valor reqular de H y H‘aM' Se tiene entonces que

d(H\aM,a) =0.

Demostracion. Como M tiene dimension m+1, su borde OM tiene dimension m. Ademas,
dado que el interior de M es abierto en M (para cada punto que no es del borde exis-
te un entorno abierto suyo difeomorfo a un abierto afin, y que por tanto no contiene
puntos del borde), M es cerrado en M. Asi, si denotamos H | oy = G se tiene que
G es una aplicacién propia suave por serlo H: en efecto, dado un compacto K C N,
G (K)=0M N H(K) es un subconjunto cerrado del compacto H (K, luego com-
pacto.

Por hipétesis, a es un valor regular de H y G, luego por 1.8, H !(a) es una variedad
suave de dimensién 1, con borde H '(a) = H '(a) NOM = G~'(a). Ademds, como H
es propia, H !(a) es compacta, y por tanto también lo son sus componentes conexas,
que son cerradas, y de las que hay una cantidad finita, pues también son abiertas por la
conexién local. Por 4.5, cada una de estas componentes conexas es difeomorfa a S! o a
0,1] (la compacidad descarta los demds modelos de intervalo). Como la circunferencia no
tiene borde, G~'(a) = {x1,41,...,%s,ys}, donde cada par {z;,y;} pertenece a la misma
componente conexa C; difeomorfa a [0, 1].

Consideremos una de esas componentes de forma genérica, C' € {C1,...,C,}. Sabemos
que existe una parametrizaciéon v : [0,1] — C, e invirtiendo su sentido si es necesario
se puede tomar compatible con la orientacién de H~'(a) como imagen inversa. Sean
x = v(0) e y = v(1) los puntos del borde. Nétese que ~'(0) ¢ T,0M, ya que si fuera
asi entonces ker (d,G) = ker (d,H), lo que va en contra de que x sea un punto regular
de G. Andlogamente, 7'(1) ¢ T,0M. Por tanto, 7'(0) € T, M es un vector entrante y
v (1) € T,M es un vector saliente. Sean {u1,...,un} y {vi,...,v,} bases positivas de
T,0M y T,0M, respectivamente, se tiene que

CQT,M = [_7/<0)7 U, .- ,Um] y Cy,M = [7/(1)7,017 cee 7Um] .
Por otro lado, como los cambios de signo y las permutaciones cambian de signo la orien-
tacion, se tiene

(_1)m+1Cx,M = [uh sy U, 7/(0)] y (_l)mC%M = [Uh <oy Umy,y 7/(1)] :
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Por otro lado, por la definicién de la orientacién como imagen inversa de H *(a),

Slgnx(G)Cx,M = [uh ey U, 7/(0)] y Signy(G)Cy,M = [Ula co o Um,y 7/(1)] .
En particular, sign,(G) = —sign,(G). Y se concluye que

S S

d(G,a) = (sign, (G) +sign, (G)) = Y _ (sign, (G) —sign, (G)) = 0.

Jj=1 Jj=1
U

Proposicion 4.7. Sean M y N wvariedades suaves, orientadas, sin borde y de dimension
m. Sea H : [0,1] x M — N una homotopia propia suave, y sea a € N un valor reqular de
Hy y Hy. Se tiene entonces que

d(Ho,a) = d(Hy, a) .

Demostracion. Noétese que M; = {i} x M es un cerrado de [0, 1] x M, por lo que H‘MO y
H}Ml son propias. Dado que 0([0, 1] x M) = My U M, H|a([0 ) = H|MO U H}Ml, en el

sentido de que coincide con H } 1, Stel punto estd en M;, siendo Mg y M; disjuntos. Como
M; es difeomorfo a M por 7,

B -1 . _
HiIH‘MiOﬂ'il y H!Mi (a) = {i} x H '(a) .

Ademas, dado que m; es un difeomorfismo, H; es propia por serlo H } v ¥ los valores
regulares de ambas aplicaciones son los mismos. La idea es utilizar 4.6, aﬁnque entonces
se exigia que el punto en cuestion fuera un punto regular de H y de la restriccién a su
frontera, y a es un punto regular de Hy y Hy, luego de la restriccion de H a la frontera de
0, 1] x M, pero no necesariamente de H. Ahora bien, por 4.4, existen entornos Vo C Ry, y
Vi C Ry, tales que para cada b € V;, d(H;,a) = d(H;,b). Y por el Teorema de Sard-Brown
1.9, el conjunto de valores regulares de H es denso en N. En particular, seab € V' = VjNV;
un valor regular de H. Entonces por 4.6,

d(H‘a([O,l}xM)’ b) = Z Sign(o,r)(H|M0> + Z Sign(lm)(H}Ml) =0.
(EGHo_l(CL) mEHl_l(a)
Finalmente, recordando que my : My — M invierte la orientacién y m : M; — M la
preserva, se tiene que
sigh(o,q) (|, ) = —sign,(Ho) v signgq(H|,, ) = sign, (1) .
Se concluye que

d(H|6( b) = —d(Hy,b) + d(Hy,b) = —d(Hy,a) + d(Hy,a) =0 .

[0,1] x M)’
O

Proposicién y definicion 4.8. Sean M y N wvariedades suaves, orientadas, sin borde
y de dimension m, siendo N ademds conexa, y sea f : M — N wuna aplicacion propia
suave entre ellas. Se tiene entonces que el grado de f en cada punto de Ry vale siempre
lo mismo. Dicho valor se denomina grado de f y se denota deg (f).
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Demostracion. Sean a,b € Ry C N. Como N es conexa, por 3.5, existe una difeotopia
suave F' que conecta a con b. Asi,

0,1] x M = N, (t,z) > Fyo f

es una homotopia propia suave de Iy o f = f en Fj o f. Como para cada t, F; es un
difeomorfismo, en particular F; preserva los valores regulares de f. Ademas, por 3.7, F}
preserva la orientacion. Luego por 4.7 se tiene

d(f,b) =d(Fiof,b)= > sign(Fiof)= Y sign,(f)=d(f.a).

zef~H(F71(b) z€f~1(a)
O

Proposicién 4.9. Sean M una variedad suave, orientada y de dimension m + 1, y N
una variedad suave, orientada, conexa, sin borde y de dimension m. Si H : M — N es
una aplicacion propia suave, entonces

deg(H‘aM) =0.

Demostracion. Por el Teorema de Sard-Brown 1.9, el conjunto de valores regulares de H
es residual, y el de H ‘ oy también. Como la interseccién de conjuntos residuales sigue
siendo residual, en particular es no vacia, luego existe a € N valor regular de H y H | o
Por 4.6,

d(H|,,,,a) =0,
y por 4.8,

deg (H|,,,) =0

O

Proposicion 4.10. Sean M y N wvariedades suaves, orientadas, sin borde y de dimension
m, siendo ademds N conexa. St H : [0,1] x M — N es una homotopia propia suave,
entonces

deg (Hy) = deg (Hy) .

Demostracion. De nuevo por el Teorema de Sard-Brown 1.9, existe a € N valor regular
de Hy y Hy. Por 4.7,
d(Hy,a) = d(Hy,a) ,
y por 4.8,
deg (Hy) = deg (H,) .
O

Finalizamos la secciéon enunciando un resultado especifico del grado de una aplicacion
suave que, a diferencia de los anteriores, no procede directamente de una proposicion
analoga para el grado de la aplicaciéon en un punto.

Proposiciéon 4.11. Sean M, N y P variedades suaves, orientadas, sin borde y con di-
mension m, siendo ademas N y P conezxas. Sean f: M — N y g: N — P aplicaciones
propias suaves. Se tiene entonces que la composicion verifica

deg (g o f) = deg(g) - deg (f).
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Demostracion. Por la regla de la cadena, dado x € M,

de(go f)=dpwygod.f .

Ahora, como M, N y P son de la misma dimension, si a € P es un punto regular de go f
vz € [ g (a)), entonces d,(g o f) es un isomorfismo, y por tanto también lo es d,f.
En particular, cada y € g~'(a) es también un valor regular de f. Puesto que es inmediato
que el signo se comporta multiplicativamente (por su definicién mediante determinantes),

dgofra)= 3 signlgof) = > sign,(f)-signsm(g) -

z€f~1(g7(a)) z€f~1 (g7 (a))
Para cada x € f~'(g7'(a)), f(x) € g7 (a), luego

> sign,(f) -signg(g) = > sieny(g)- D sign,(f).

zef~1(g71(a)) yeg~(a) zef~1(y)

Finalmente, por 4.8,

deg(go f)= ) sign,(g)-d(f,y)= > sign,(g)-deg(f)=deg(g)-deg(f).
y€g—1(a) y€g1(a)

n

5.  APROXIMACION

Para finalizar la exposicién de las bases de la teoria del grado de Brouwer-Kronecker,
generalizaremos la definicion y los resultados obtenidos en la seccion anterior a aplica-
ciones propias continuas, aproximandolas por aplicaciones propias suaves e imponiendo
la invariancia bajo homotopias. Es necesario pues entender en qué condiciones podemos
realizar estas aproximaciones y qué propiedades garantizan, particularmente en lo relativo
a las homotopias.

En primer lugar, demostramos una propiedad de las variedades diferenciables que resulta
esencial para poder realizar las aproximaciones.

Lema 5.1. Sea M C R?P una variedad suave sin borde de dimension m, existen un entorno

abierto suyo U C RP y una retraccion® suave sobre M, p: U — M.

Demostracion. Dado g € M, consideramos un sistema de coordenadas de M en x,
x : W — R™, donde W es un entorno abierto de xy en M y escogemos que x(zg) = 0. Se

tiene entonces que, para ¢ = 1,...,m, las aplicaciones
> 0 I(x1)
X, W —=RP | x— = x(x
x| = e @)

son suaves, v ademds {X1(z),..., X, (x)} es una base de T, M para cada = € W. En x,
esta base puede completarse con vectores {1, ..., w,} C RP para obtener una base de
RP. En particular, eso implica que la funcion suave

det (X1(2), ..., Xon (), Wi, . W)

“Dado un espacio topolégico X y A C X, una retraccién sobre A es una aplicacién continua p : X — A
que verifica que p(x) = z para cada z € A.
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donde los vectores se consideran columnas, es distinta de cero en xy y por tanto en todo
un entorno de xg, que volvemos a llamar W, reduciéndolo si es necesario. En particular,
{X1(x),. .., Xon(2), Wins1, - - - ,wp} es base de R? para todo z € W. Aplicando el proceso
de ortogonalizacién de Gram-Schmidt en cada punto, se obtienen aplicaciones

{Xi(2), ..., Xm(x), Yt (2), ..., Y, (2)} .

Por las férmulas del proceso de Gram-Schmidt®, son estas aplicaciones suaves de W en
RP que verifican que su norma euclidea es 1 y que para cada x € W, forman una base
ortonormal de R?. Ademas, {X;(z), ..., X,,(z)} es base ortonormal de T, M, y por tanto
{Yi1(),...,Y,(x)} es base ortonormal del complemento ortogonal T, M=,

Basandonos en la construccion anterior, podemos definir la aplicacién

p
FiR =R (a,t) = (a1, Gmotmsrs - 1) = X )+ Y 4Y5(x 7 (a)
j=m+1

que es suave y cuya derivada en 0 = (0,0) tiene como matriz jacobiana a

(Xl(fbo), PN ,Xm<l'0), Ym+1(l’0), Ce ,}/p(ZEo)) s

que ya sabemos que tiene determinante no nulo por ser los vectores columna una base
de RP. Por tanto, F' es un difeomorfismo local en (a,t) = (0,0), y por el Teorema de la
Funcién Inversa existe un entorno abierto de (0,0) y otro de z tal que la restriccién de
F a esos dos abiertos es un difeomorfismo. En particular, por la topologia de RP como
producto de R™ y RP™™ existen un entorno abierto Vy de 0 € R™, un entorno abierto U
de ¢ € R? y € > 0 tales que la restriccion

F|:Vox Byn(0,6) = U

es un difeomorfismo, donde B,_,,(0,¢) es la bola abierta en RP~™ de centro 0 y radio .
Como x1(Vy) € UN M es un entorno abierto de x5 en M, existe un entorno abierto
Uy C U de xg en RP, tal que

Uon M =x (Vo) = F| (Vi x {0}).

Restringimos U a Uy en el difeomorfismo F |, y denotamos por G = F ‘71. Sea 7 la
proyeccion sobre las m primeras coordenadas, definimos

r=x‘tomroG:Uy— Wy,

5Recordamos que el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt procedia de forma iterativa, par-
tiendo de una base {v1,...,v,} y tomando wy = v1/||v1]| ¥

k—1

2k = Uk — Z (vg, wjdw; con  wi = zi/||zk| ,
j=1

donde (-,-) es el producto escalar euclideo en RP. Asi, si las vy son aplicaciones suaves, las férmulas
anteriores definen aplicaciones suaves, teniendo en cuenta que los denominadores no se anulan nunca por
ser en cada punto los sistemas linealmente independientes. Ademaés, como consecuencia de la construccién,

span{vy, ..., v} = span{wy,...,w}

para cada k € {1,...,p}.
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donde Wy = Uy N M C M: en efecto, Wy, C W C M, y por construccion 7(G(Uy)) = Vb,
luego Wy = x 1(Vp) = Uy N M. Asi, se concluye que r es una retraccién suave sobre M
de un entorno abierto de xy en RP, que ademads verifica que

r—r(@) =Y Y;(r(z) € span{Yo1 (r(x), ..., Yp(r(2)} = TomyM*

j=m+1

para ciertos (ty41,.-.,tp) € Bp_m(0,¢).

Para completar la demostracion, queremos pegar las retracciones de los distintos entornos
de forma consistente. Esto se consigue inmediatamente si definimos la retraccion por una
férmula independiente de la construccién explicita, lo que se puede hacer reduciendo U
para que r(z) sea el unico punto de M que realiza la distancia dist(x, M), es decir,

||z —r(x)|| = dist(x, M) .

Como M es localmente compacto, podemos tomar B = B,(x,n) con n < ¢ tal que
K = B C Uy es compacto. Escogemos un punto x € B,(x,n/2) = B'. Si z ¢ K, entonces,
por la desigualdad triangular,

n_n
lle = 2|l =[]z = @ol| = llo = ol| 21— 5 =5 > [l ol|

Se concluye que, como xg € K,
dist(x, M) = dist(z, KN M) .

Ahora bien, por la compacidad local, K N M se puede tomar compacto, y por tanto la
funcién z — ||z — z|| alcanza su minimo. En particular, existe zp € K N M tal que

|z = zol| < [l — ]|
para todo z € M. Como xy € M, ||z — 2| < || — x0|| < 1/2, y en general
dist(x, M) = ||z — 20]| .

Esto implica que 2 — 2z es ortogonal a M en zy: en efecto, la funciéon M > z — ||z — z||?
es una funcion suave por ser restriccién de una funcion suave de RP, cuya derivada en z es
T.M > v+ 2(x— z,v). En particular, esta funcién alcanza un minimo global de M en z,
por lo que al ser M una variedad sin borde, la derivada ha de anularse en zg, lo que implica
precisamente que x — 29 L T,y M. Como ||z — 2|| < np < ey 2 € UyN M = x (1)),
existen (tm41,...,t) € Bp_m(0,¢) tales que

F(x(20), tms1, -5 tp) =T
y por tanto r(z) = z.

Veamos que zy es el inico punto de M que realiza la distancia dist(z, M): en efecto, si 2,
es tal que dist(xz, M) = ||z — 2{|| < n/2, entonces se verifican

Z(/) EKQMCWOIXil(‘/O)
y como antes eso implica que existen (t,,,,,...,t,) € By_,(0,¢) tales que

F(x(2), tyiqs---5t) = .

/
p
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Por la biyectividad de F se concluye que 2, = zo = r(x). Es decir, que para cada x € B,

r(x) es el unico punto de M para el que dist(z, M) = ||z — r(x)||. Para restringir la

retraccién a B’, hemos de asegurarnos de que la imagen estd en B’ M, es decir, tomamos
Uy={x € B :||lvg—r)| <n/2} =B nr (B

de manera que la restriccion de r a U] sigue siendo una retraccién y tiene la virtud de

que verifica la siguiente propiedad:

(A) ||z —r(x)|] < ||z — z|| paracada z € Uyy z € M, siendo = siy solosiz=r(zx).

Como U] es un entorno de zy en RP, y xyp € M es arbitrario, puede recubrirse M con
abiertos que tengan asociadas retracciones sobre M con la propiedad (A). Se define U
como la unién de todos esos abiertos, que es un abierto que contiene a xy, y p como el
pegado de las retracciones asociadas. Este pegado es consistente: dadas dos retracciones
r: U = U NMyry:Uy— UyNM,sixe€ U NUs,, entonces, por (A)

|z = @)l <l =ra@)]] v |le—ra(2)]] < |lz —ri(2)]]

y laigualdad se da si y solo si ry(z) = r2(z). Como la aplicacién es suave en cada uno de los
abiertos de la unién que da lugar a U, es suave en U. O

Observacién 5.2. La retraccién que se ha construido para demostrar el lema es, como
hemos visto, ortogonal, y tiene unas propiedades particulares, que no se han demostrado
por no resultar de interés en el contexto actual, aunque si lo son en el contexto general de
la topologia diferencial. A los entornos de las variedades en los que estdn definidas estas
retracciones se los denomina entornos tubulares.

Proposicién 5.3. Sean M C RP y N C RY variedades suaves, N sin borde. Si f : M — N
es una aplicacion continua, entonces para cada € : M — R continua y positiva, existe una
aplicacion suave g : M — N tal que para todo x € M se verifica

1 (2) = g(@)]| < (=),

Ademds, si [ es propia, g puede tomarse propia.

Demostracion. Sea £ : M — R una funcién continua y positiva. Dado x € M, £(z) > 0,
luego por la continuidad existen entornos abiertos D, y F, de x en M tales que para cada
z € Dy,
E(z) > &(x)/2
y para cada z € F,,
1f(z) = F < &(z)/2.
Asi, G, = D, N E, es un entorno abierto de x en M tal que para cada z € G,
1f(z) = F(2)]| < &(z) .
Sea {0, : x € M} una particién diferenciable de la unidad subordinada al recubrimiento
{G, : x € M}. Entonces, puesto que N C R?, la aplicacién

zeM
esta bien definida como aplicacién de M en R, es suave, y verifica

18(z) = FEI =11 () (f (@) = FEDI < D ()1 f(2) = f)] < &(2)

xeM zeM
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para cada z € M. Ahora bien, como se ha indicado, la imagen de h estd en R?, no
necesariamente en N. Ahora bien, como N es una variedad suave sin borde, por 5.1,
existe un entorno abierto U de N en R? y una retraccién suave p : U — N. La idea es
tomar la funcién € en la construccién anterior adecuadamente, de manera que g = po h
satisfaga las condiciones del enunciado.

(i) g = po h ha de estar bien definida. Para ello, debemos exigir que h(M) C U. Como U
es un entorno de N D f(M) y la funcién distancia es continua, &;(x) = d(f(z),R?\ U) es
una funcién continua y positiva en M. Asi, tomando & < &; garantizamos que h(M) C U.

(ii) Buscamos que ||g(x) — f(2)|| = ||p(h(x)) — f(2)|| < e(z) para cada x € M, para lo
que basta que

h(z) e{y €U : lply) — f@)]] <e(@)} = p (Bn(f(2),2(x))) C U,
que es abierto. Para poder hacer esto a través de una cota continua de ||h— f||, utilizamos

la compacidad local para obtener minimos locales: dado x € M, sea K, C M un entorno
compacto y sea g, = min{e(z) : z € K,} > 0, definimos

Ve={y e U : |lpy) — f(@)l| <ea/2} = p~ (Bn(f(2),£2/2)) C U,
que es un entorno abierto de f(x) = p(f(x)). En particular, existe un J, > 0 tal que la
bola abierta B,(f(x),d,) C V,. Por tanto, exigir que ||h(z) — f(z)|| < d, es suficiente para
que se cumpla la condicién requerida. Tomamos ahora un entorno abierto W, de z en M
que verifique
W, C f~H (By(f(2),6,/2)) N K, .

Sea {n, : x € M} una particién diferenciable de la unidad subordinada al recubrimiento
{W, : € M} de M, definimos, para z € M,

_ Oz
Eq(2) = e (2)— .
SEDMICE
Esta funcién es suave y es positiva puesto que cada d, > 0 y siempre hay algin 7,(z) > 0
para cada z € M. Ademas, por construcciéon de la particiéon diferenciable, dado z € M,
solo hay un conjunto finito de x para los que 7,(z) # 0. En particular, sea {x1,..., 2z} ese
conjunto finito, de manera que n,,(z) # 0y z € W,,, paracadai = 1, ..., s. En particular,
z € W,, implica que
z € K,, luego ¢e(z) >e, (%)

y que
f(Z) € BN(f(x)adxz/Q) C sz (2*)
Asimismo, suponiendo sin pérdida de generalidad que J,, = méx;—; __s0,,, se tiene que

2 = Y m () < Y (o) =2 (3

zeM

(iii) Fijando £ = min {£1, &2}, que es continua y positiva, por (3x), se tiene que

Ih(e) ~ £ < ex(2) < 21

y por (2x),
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Asi,
1h(z) = f(z)]] < [[h(2) = fF)I] + 1S (2) = f@)]] < bz, luego h(z) € Vi,

por lo que

*

()

llp(h(2)) = f(z1)]] < ’% 5(22)

IN

Finalmente,

10(B(2) ~ FE < loh(z) - Fll + 1) - F)] < T2 4 2o

Basta tomar en (ii) J, < €, para concluir.

Supongamos ahora que f es propia, y veamos que si tomamos & suficientemente pequeno,
la aproximacion resultante g también es propia.

(i) En primer lugar, por la paracompacidad de N, se puede tomar un recubrimiento
abierto {G,} suyo que sea localmente finito. Para cada z € N, {z} N G, # @ solo para
una cantidad finita de indices, uq,...,us. Por la compacidad local, existe un entorno

compacto K, de x en N tal que K, C (\i_; G,. Asi, {K,} es un recubrimiento de N,
y por la paracompacidad se puede refinar obteniendo un recubrimiento localmente finito.
Etiquetando con {V,} los elementos de este recubrimiento, tomamos para cada A un
abierto de {G,} que lo contenga, y lo llamamos U, (pudiendo tomar més de una vez el
mismo abierto de {G}). Obtenemos asi dos recubrimientos abiertos localmente finitos de
N, {Vi} y {U,}, con la propiedad de que Vy C Uy y V5 es compacto. Como f es propia,
{K, = f~1(V,)} es un recubrimiento por compactos de M que también es localmente
finito.

(ii) Buscamos que la aproximacién g sea propia, es decir, que dado un compacto L C N,
g~ 1(L). Esto lo podemos garantizar obligando a que g~!(L) interseque solo a una cantidad
finita de K’s. Si lo conseguimos, al ser ¢g~'(L) cerrado, podremos escribirlo como una
unién finita de compactos, que es un compacto. Ahora bien,

g HL)N YV )) # @ siy solosiexiste un z € M tal que g(x) € L y f(z) € V.

Una forma de garantizar que esto solo ocurre una cantidad finita de veces es obligar a g a
que si f(x) € V), entonces g(z) € Uy. De esa manera, si g~ (L) N f~1(V) # &, entonces
g(x) € LNU,. Y como {U,} es localmente finito y L es compacto, LNU), # & solo ocurre
para una cantidad finita de indices, y se concluiria.

(iii) Veamos que tomando ¢ suficientemente pequeno se satisfacen las exigencias de (ii).
Dado x € M, como {K,} es localmente finito, existe un entorno abierto G, de z en M
que solo interseca a un numero finito de K,’s. Sea {7, } una particién diferenciable de la
unidad subordinada al recubrimiento {G,}, y sea

Ay = ng%il#g AV, N\Uy),

definimos, para z € M,

Az) =) 7l2)A -

reM
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En particular, dado z € M, existe un K que lo contiene, por lo que si 7,.(2) # 0, entonces
z € G, luego G, N K, # &, y por tanto

)\1' S d(v,\, N \ U/\) .
Tomando, € < A, se tiene que la aproximacién g obtenida verifica

19(2) = FEI < A(z) AV, N\UN) D mal2) = d(Va, N\ U)).
xeM

Como f(z) € V), se concluye que g(z) € Uy, como querfamos. O
Proposicién 5.4. Sean M C R? y N C R? variedades suaves, N sin borde. Si f : M — N

es una aplicacion continua, existe una funcion € : M — R continua y positiva, tal que si
g: M — N es una aplicacion continua tal que para todo x € M se verifica

1f(z) = g(@)|] < e(2),
entonces f y g son homdtopas. Ademdas, si [ es propia, € puede escogerse de manera que
la homotopia también lo sea.

Demostracion. Como N C R?, f y g son funciones continuas sobre RY, y alli son homdtopas
por ser RY contractil. En particular, podemos definir la homotopia

H:[0,1] x M - R?, (t,x) — (1 —t)f(x) + tg(z) = H, .
Ahora, si ||f(z) — g(z)|| < e(x) para todo x € M, entonces para cada t € [0, 1],

1f(z) = Hi(@)| = t]| f(z) — g(@)|| < |[f(z) — g(2)]| <e(x) .
En particular, si tomamos ¢ < &1, donde &; es la funcién definida en la demostracion de
5.3 asociada a la retraccion suave p : U — N, se tiene que p o H, estd bien definida para
cada t. Asi,
H:[0,1]xM—= N | (t,z)— p(H(t,x))
es una homotopia de f en g.

Supongamos ahora que f es propia. Sea
F:[0,1]xM— N | (t,x)— f(z),
como [0, 1] es compacto, por el Teorema de Tychonoff se tiene que F' es una aplicacion
propia, y
|F(t,x) — H(t,2)|| = ||f(z) — H(z)|| <e(z) .
Tomando € < A, donde A es la funcion definida en la demostracién de 5.3, se tiene, como en-
tonces, que H es propia. U

Observacion 5.5. Nétese que en la demostraciéon anterior, si f y g son aplicaciones
suaves, H lo es y por tanto H también, por serlo p.

Observacién 5.6. Una consecuencia inmediata de las dos proposiciones anteriores es la
que sigue: sean M C RP y N C R? variedades suaves, N sin borde. St f : M — N es
una aplicacion propia, existe una aplicacion g : M — N propia y suave tal que f y g son
propiamente homdtopas.

En efecto, por 5.4, existe una funcién continua y positivae : M — R tal quesi f/: M — N
es continua y || f(z) — f'(z)|| < e(z) para cada © € M, entonces f y f’ son propiamente
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homdétopas. Por 5.3, dada e, existe g : M — N suave tal que ||f(x)—g(x)|| < e(z) para ca-
da z € M. Luego g es suave y propiamente hométopa a f. O

Proposicién 5.7. Sean M C R? y N C R? variedades suaves, N sin borde, y sean f y g
aplicaciones suaves de M en N. Si f y g son homdtopas, entonces existe una homotopia
suave de f en g. Si, ademds, existe una homotopia propia entre f y g, la homotopia suave
también se puede tomar propia.

Demostracion. Si f y g son hométopas, existe una homotopia H : [0,1] x M — N tal
que Hy = f y H; = g. Como f y g son continuas, por 5.4 existen funciones continuas y
positivas €7 y €, de M en R tales que si f’ y ¢’ son funciones continuas de M en N que
verifican

1f (@) = fl@)l] <ep(@) vy lglx) = g'(@)]| < g(x)
para cada x € M, entonces f' ~ fy ¢ ~ g. Sea
e(t,x) = (1 —t)es(z) +tey(x)
por 5.3, existe una homotopia suave H' que aproxima H, verificdndose
| Hi(w) — Hi(x)]| < et,x)

para cada (t,z) € [0,1] x M. En particular,

1f (@) = Hy(@)|| < e(0,2) = e5(2) v gla) = Hi(@)|| < e(Lx) = gy(2) ,

luego f =~ I:[(’) N I:[{. Como f, f]{,, gy F[{ son suaves, por la observacién 5.5, existen
homotopias suaves

F:0,]]xM—N y G:[0,]]xM— N

de f en ]:I(’] y de g en I—ifi, respectivamente. Terminamos pegando las tres homotopias
suavemente. Para ello, consideramos la particién diferenciable de la unidad {6,1 — 6}
subordinada al recubrimiento {(1/3,1],[0,2/3)} de [0, 1], que verifica

O(t) =0 parat €[0,1/3] y 0(t) =1 parat e [2/3,1],
y definimos

F(0(3t),x) parat € [0,1/3]
H:[0,1]xM—= N, (t,2)—< H(O3t—1),z) parate[1/3,2/3]
G(0(3 —3t),x) parat € [2/3,1]

Asi, H es una homotopia suave de f en g. Ademds, si H es propia, 5.3 garantiza que H'
se puede tomar propia. Ademads, f y g son propias (como ya razonamos al demostrar 4.7),
luego por 5.4 y 5.5 F' y G pueden tomarse propias. Finalmente, como [0, 1| es compacto,
0 x id,; es propia, y la composicién de aplicaciones propias es propia, se tiene que cada uno
de los trozos que definen H son aplicaciones propias, y como hay una cantidad finita de
ellos, H es una aplicacién propia. O
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6. GRADO DE UNA APLICACION CONTINUA

A hombros de los resultados anteriores, el grado de Brouwer-Kronecker se generaliza a
aplicaciones continuas de forma natural, y los resultados demostrados para aplicaciones
suaves se obtienen aqui de forma fluida.

Definicién 6.1. Sean M y N variedades suaves, orientadas, sin borde y de dimension
m, siendo N ademads conexa, y sea f : M — N una aplicacién propia entre ellas. Sea
g : M — N una aplicacion suave propiamente homoétopa a f, se define el grado de f como

deg (f) = deg (g).

Observacion 6.2. Nétese que la definicién es buena: en primer lugar, por 5.6, siempre
existe una aplicacién suave propiamente hométopa a f. En segundo lugar, si gg v g1 son dos
aplicaciones suaves propiamente homotopas a f, entonces en particular son propiamente
homotopas entre si. Por 5.7, esto implica que existe una homotopia propia suave H con
Ho=goy Hi = g1, y en ese caso, por 4.10, deg (go) = deg (g1)-

Observacion 6.3. Con esta definicion, los resultados demostrados para el grado de una
aplicacion suave se extienden facilmente para aplicaciones continuas:

(1) Sean M wuna variedad suave, orientada y de dimension m+1, y N una variedad suave,
orientada, conexa, sin borde y de dimension m. Si H : M — N es una aplicacion propia,
entonces

deg(H‘aM) =0.

En efecto, sea H' una homotopia suave propiamente hométopa a H. La restriccién de la ho-
motopia entre ellas a M permite concluir que H } o Y H ! son propiamente homoétopas.
Como, por 4.9, deg (H’

lons

|8M> = 0, se concluye. O

(2) Sean M y N variedades suaves, orientadas, sin borde y de dimension m, siendo ademds
N coneza. Si H :[0,1) x M — N es una homotopia propia, entonces

deg (Hy) = deg (Hy) .

En efecto, sea H' una homotopia suave propiamente hométopa a H. Restringiendo la
homotopia que las conecta, se concluye que Hj y H{ son hométopas a Hy y Hy, respecti-
vamente. Asi, por 4.10,

deg (Ho) = deg (Hy) = deg (H}) = deg (H1) .
0

(3) Sean M, N y P wvariedades suaves, orientadas, sin borde y con dimension m, siendo
ademds N y P conexas. Sean f: M — N y g: N — P aplicaciones propias suaves. Se
tiene entonces que la composicion verifica

deg (g o f) = deg(g) - deg (f).

En efecto, sean f’ y ¢’ aplicaciones suaves propiamente hométopas a f y g por homotopias
propias F'y G, respectivamente. Definimos

H(t,z) = G(t, F(t, 1)) .
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La aplicacion
(t,2) > (¢, F(t, 7))

es propia: la imagen inversa de (¢,) es {t} x F, *(y), que es compacto por ser F; propia.
Asimismo, dado un cerrado C' C [0,1] x M, si (t,, F(t,,x,)) converge a (t,y), para
(tn,x,) C C, en particular (¢,) converge a t. Como F es propia, por lo visto en la
demostracion de 4.1, existe una subsucesién (¢,/, x,/) que converge a (t,x) € C, y por la
continuidad (¢, F'(t,z)) = (t,y).

Puesto que G es propia y la composicion de aplicaciones propias lo es, se concluye que H
es una homotopia propia entre ¢’ o f' y go f. Por 4.11,

deg (go f) =deg(g' o f') = deg(g') - deg (f') = deg (g) - deg (f) .
O

Observacién 6.4. El resultado (2) de 6.3 es una de las claves de la utilidad del grado de
Brouwer-Kronecker: es un invariante propiamente homotdépico. Su valor concreto depende
de la orientacién de las variedades (cambiando de signo al invertir la orientacién de una
de ellas), pero si dos aplicaciones tienen distinto grado, lo seguirdn teniendo cualquiera
que sea la orientacion que se le asigne a las variedades, y por tanto no seran propiamente
homotopas.

El matiz “propiamente” en la aseveracién anterior no es superfluo en lo mas minimo:
témese como ejemplo el par de funciones de R en R dado por p(z) = z y q(z) = 22
Como R es contractil, desde luego son homdtopas. Sin embargo, deg (p) = 1, mientras
que deg (g) = 0 por no ser sobreyectiva (por ejemplo, ¢~'(—1) = @, y por tanto es un
valor regular y d(q,—1) = 0).

Con todo, aunque el grado puede permitirnos eventualmente distinguir aplicaciones que
no son propiamente homotopas, en general no permite una clasificacion completa de las
clases de homotopia propia. Para ejemplificarlo, considérense de nuevo aplicaciones de
R en R, con p(z) = —2? y q(x) = 2?. Ambas son continuas y propias, y ninguna es
sobreyectiva, por lo que deg (p) = 0 = deg (¢). Ahora bien, supongamos que p y ¢ fueran
propiamente hométopas, y sea H una homotopia propia entre ellas: en ese caso, dado
x # 0 fijo, Hy(x) : [0,1] — R es una curva que une —z? con x2. Por la conexién de [0, 1],
la imagen de dicha curva pasa por 0. Asi, se tiene que para cada x € R\ {0} existe un
t € [0,1] tal que H(t,z) = 0. En particular, H~'(0) no es acotado en [0, 1] x R y por tanto
no puede ser compacto, lo que va en contra de que H sea propia. Se concluye que p y ¢
no son propiamente hométopas, a pesar de tener el mismo grado de Brouwer-Kronecker.

7. PRIMERAS APLICACIONES

El soporte tedrico desarrollado en las secciones anteriores nos habilita ahora para demos-
trar algunos resultados profundos de manera inmediata. Comenzamos con una observacion
elemental.

Observacién 7.1. Las esferas

S ={x e R™" : af +.. . 422, =1} CR"!
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son variedades suaves, sin borde, que pueden orientarse de forma canénica como borde

del disco unidad
D™ = {z € R™ ¢ [[a]| < 1)

o como hipersuperficie. Tomando como vector normal v(z) = z, que es un vector saliente
con respecto a D™, ambas prescripciones coinciden. Ademés, son variedades compactas,
por lo que todas las aplicaciones continuas definidas sobre ellas en particular son propias.
Se dan, pues, las condiciones para utilizar la teoria de grado desarrollada hasta ahora.

Ejemplo 7.2. Hay dos aplicaciones que merecen particular atencién en el contexto de
las esferas. La primera de ellas es la identidad, que trivialmente presenta grado 1 y por
tanto no es nulhomoétopa, como se ha visto en 7.5. La segunda es la aplicacion antipodal

—id : S™ — Sm, (I‘l, . ,ZL‘m+1) — (-l’l, N —l'm_H) .
Claramente esta aplicacién es biyectiva, y verifica d,(—id)(v) = —v. Por la definicién
de la orientacién de la esfera como hipersuperficie, dado que la normal v(—z) = —z, y
considerando el punto x = (1,0,...,0), vemos que

sign,, ((—id)) = det (—idgm+1) = (—1)™ .

Es decir, que —id preserva la orientacién si m es impar, y la invierte si m es par. Por la
biyectividad, las imagenes inversas solo contienen un punto, y se concluye que el grado
de la aplicacién antipodal es (—1)™"!. En particular, de nuevo, no es nulhométopa.

Teorema 7.3 (de no retraccién). No existen retracciones del disco cerrado unidad D™
en su borde S™.

Demostracion. Supongamos que existiera tal retraccion, es decir, una aplicaciéon continua
p D™ — S™ tal que para cada x € S™, p(x) = z. En ese caso, por ser el disco cerrado
una variedad suave, orientada y con borde de dimensién m + 1, se cumplen las hipdtesis
de 6.3 (1), pues al ser ademéds compacto p es propia por ser continua. Asi,

deg (plg.) =0

Ahora bien, por construccién p‘gm = idgm, y por tanto deg (p‘gm) = 1, lo que entra en
contradiccion con lo anterior. Se concluye que no existe tal retraccién. Il

Observacién 7.4. Este resultado, cuya relevancia se pone de manifiesto en las equiva-
lencias demostradas mas adelante, deja patente una de las virtudes del grado de Brouwer-
Kronecker: a pesar de estar formulado a través de herramientas pertenecientes al dmbito
del céalculo diferencial, gracias al puente que la teoria de aproximacion tiende hacia las
aplicaciones continuas en general, se pueden probar resultados de naturaleza estrictamen-
te topoldgica. Asi, en numerosos casos, el grado de Brouwer-Kronecker va a proporcionar
una via alternativa a las técnicas habituales de la topologia algebraica y la homologia. En
este trabajo, esta idea alcanza su maxima expresion en las secciones 10 y 11.

Teorema 7.5. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) No ezisten retracciones de D™ en su borde S™.
(ii) La esfera S™ no es contrdctil.

(iii) [Punto fijo de Brouwer| Toda f : D™ — D™ continua tiene algin punto fijo.
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Demostracion. Veamos que (i) implica (ii) por contradiccién: supongamos que la esfera
S™ es contractil, es decir, que la identidad id : S™ — S™ es nulhomdtopa. En ese caso,
existe una homotopia

H:[0,1] x S™ — §™

tal que Hyo(z) = o y Hi(z) = ¢ para cada x € S™ y para cierto ¢ € S™ fijo. Asi, la imagen
de H sobre los puntos (1, z) del cilindro es siempre la misma y por tanto se puede cocientar
colapsando la “tapa superior” del cilindro de forma consistente con la homotopia. Esto
es, la aplicacién H : Cono — S™ del diagrama conmutativo

[0,1] x S™ —— S™

%

Cono

estd bien definida y es continua, donde Cono es el espacio resultante de colapsar la tapa
superior del cilindro. Sumergiendo [0, 1] x S™ en R™2 el colapso puede hacerse al cono
recto. A su vez, el cono recto puede proyectarse homeomérficamente sobre D™+ mediante
la proyeccion de la tltima coordenada m,,,2. En particular, {0} x S™ se proyecta sobre
el borde 9D+ = S™, vy dado que H, = id, la restriccion de H al borde también lo es.
Por tanto, la aplicacién obtenida es una retraccién de D™+ sobre S™, en contra de la
hipétesis.

Esta misma construccion permite obtener el reciproco: en efecto, si existiera una retrac-
cién de D™*! en S™, en particular D™+ es homeomorfo al cono recto que, expandiendo
el vértice a S™, proporciona una homotopia de la identidad en una constante, lo que
contradice que S™ no sea contractil.

Para ver que (i) implica (iii) empleamos el argumento habitual, también por contradic-
cién: supongamos que existe una aplicacién continua f : D™t — D™+ sin puntos fijos.
Entonces, para cada x € D™ como x # f(z), la semirrecta

lx,\) =X x+ (1 —XN)f(x) para A >0

estd bien definida y posee una tnica interseccién con S™. Sea A(x) > 0 la funcién que
determina la intersecciéon £(x, \(x)), esta es la tnica solucién positiva de la ecuacién
cuadrética (|[¢(z, A\(z))||* = 1) que podemos escribir como

(lzl* = [1f (@)]]* = 2, f@))A @) + 2((z, f()) = I @))AM @) + (I f@)]]* = 1) =0.

Como la dependencia de = de las soluciones positivas de esta ecuacioén es continua,

plx) = fz) + AMz)(z — f(z))
es una retracciéon continua de D™*! en S™, en contra de la hipdtesis.

Reciprocamente, (iii) implica (i). De nuevo por contradiccion, si existe una retraccién p
del disco D™*! en su borde S™, basta componerla con la aplicacién antipodal z — —x
para obtener una aplicacién de D™*! en S™ C D™*! sin puntos fijos, en contra de la
hipétesis. O
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Finalizamos la seccién demostrando otro resultado clasico debido a Brouwer sobre la
existencia de campos tangentes sin ceros en las esferas, el archiconocido teorema de la
bola peluda o de la esfera despeinada.

Teorema 7.6 (de la bola peluda). Sea S™ C R™ ! la esfera unidad. Son equivalentes:
(i) La dimension m es impar.

(i) Existe un campo tangente a la esfera sin ceros, es decir, existe una aplicacion continua
X:S" =TS, v (v, X,)

tal que X, € T,S™ no se anula para ningin r € S™.

(i) La identidad y la aplicacion antipodal son homdtopas.

Demostracion. Vamos a proceder demostrando el circulo de implicaciones (i)-(ii)-(iii)-(i).
En primer lugar, si m = 2k — 1 es impar, entonces podemos construir explicitamente un
campo tangente sin ceros. Con x = (xy,...,T9,) € S™ C R™H

Xy = (—902, Tiy..., —T2k, ka—l)

define un campo tangente en S™ que no se anula en ningin punto. En efecto, como
T,S™ = {v € R™" : (v,z) = 0}, basta notar que

(x, Xy) = =102 + ToXy + -+ - — TopTop—1 + Top_12T2% = 0

para concluir que X, € T,S™. Claramente la aplicacion es continua y no se anula en
ningun punto.

A continuacion, si existe un campo tangente X, que no se anula en ningin punto, entonces
Y, = X, /|| X.|| también lo es y ademds tiene norma 1. Asi, la aplicacién

H:[0,1] x S™ — 8™, (t,z) > cos (mt)x + sen (7t)Y,
estd bien definida, pues por el teorema de Pitdgoras
|| Hy(2)|[* = cos® (mt)||2||* + sen® (7t)| Yz = 1,

y se trata de una homotopia de S™ en S™ que lleva Hy = id, la identidad, en H; = —id,
la aplicacién antipodal.

Finalmente, si la identidad y la aplicaciéon antipodal son homoétopas, entonces por 4.10,
deg (id) = deg (—id), y, por lo visto en el ejemplo 7.2, esto solo ocurre si (—1)™* =1, es
decir, si m es impar. 0

Observaciéon 7.7. Obsérvese que las esferas de dimensién impar son precisamente aque-
llas para las que la caracteristica de Euler es nula. Por tanto, el resultado anterior puede
enunciarse de forma equivalente afirmando que ezisten campos tangentes sin ceros si y
solo si la caracteristica de Fuler es cero. La virtud de este enunciado es que, de hecho, se
verifica para cualquier variedad diferenciable. Es decir, que la caracteristica de Euler nula
caracteriza las variedades que pueden tener campos tangentes sin ceros.
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8. SOBRE EL TEOREMA DE HOPF

Finalizamos la seccién 6 observando que en general el grado de Brouwer-Kronecker no
permite una clasificacion exhaustiva de las clases de homotopia. Sin embargo, el grado
estd especialmente indicado para trabajar en esferas. Vamos a verlo en esta seccion. Por
el momento, empezamos considerando un ejemplo.

Ejemplo 8.1. Veamos que para cada d € Z existe una aplicacién f; : S™ — S™ tal que
deg (f4) = d. Para d = 0, tenemos cualquier aplicacién constante. Para d # 0, podemos
generalizar las curvas definidas sobre la circunferencia de la forma

cg:S'— S', (cosf,sen ) — (cosdf,sendh) .
Considerando el lazo unidad
a:[0,1] = S', t — (cost,sent) ,
que tiene derivada o/(t) = (—sent, cost), vemos que
(cao ) (t) = (—d-sendt,d- cosdt) .
Utilizando coordenadas polares, para cada punto x = (cos#,sen ), la orientacién es
(e = [(—senb,cos0)]
de manera que
dzca(C) = [dyca(—sen,cos )] = [(—d - sendf, d - cos df)] = signo(d)(ey(a)
es decir, sign,(cy) = signo(d). Finalmente,
c;1(1,0) = {(cos (2nk/|d|),sen (27k/|d|)) : k=0,...,|d| — 1}
por lo que degcy = d.

Para trasladar la construccion anterior a esferas de dimension m con m > 1, podemos
emplear coordenadas esféricas. En particular, como

T+t an, =1
existen angulos 0 € [0,27), p € [0, 7] tales que
22+ 22 =sen’p y (x1,29) = (cosfsen p,senfsen ) .

Asi, definimos f; : S™ — S™ de manera que

fa(cosOsenp,senfsenp, x3, ..., Tmi1) = (cosdfsen g, sendf sen p, T3, ..., Tymi1) -
Teniendo en cuenta que todas las componentes permanecen fijas salvo las dos primeras,
un calculo andlogo al anterior, siendo (1,0,...,0) € S™ un valor regular, permite concluir
que deg f; = d.

La construccién del ejemplo anterior permite ver que el grado de Brouwer-Kronecker,
como aplicacién del conjunto de clases de homotopia [S™,S™] en Z, es sobreyectivo. Lo
interesante es que, de hecho, se tiene que es biyectivo, lo que constituye un caso particular
del siguiente resultado central debido a Hopf.

Teorema 8.2 (de Hopf). Sea M una variedad suave, orientada, sin borde, compacta y
conexa de dimension m, y sean f,g: M — S™ aplicaciones continuas. Se tiene que son
homdtopas si y solo si deg (f) = deg(g).
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El teorema de Hopf deja claro que, como adelantabamos al comienzo de la seccién, el grado
estd particularmente indicado para su uso en esferas. Este “buen condicionamiento” no es
casualidad. Desde un punto de vista historico, el grado tiene su origen en el estudio de las
aplicaciones esenciales (no nulhométopas) entre esferas. Intuitivamente, sobre las esferas el
grado cuenta “cuanto se enrolla la aplicacion”, distinguiendo el sentido de enrollamiento a
través de la orientacién. Asi entendido, el grado de Brouwer-Kronecker es la generalizacion
natural a dimensiones superiores del nimero de vueltas utilizado en la circunferencia. No
probaremos este teorema aqui, por haberse tratado su demostracién en trabajos de fin de
grado precedentes (véase [13]). En su lugar, vamos a probar un resultado que presenta el
teorema de Hopf bajo una luz diferentes. En particular, vamos a ver que el enunciado de
Hopf es equivalente a un enunciado aparentemente mas débil. Considérese lo siguiente:

Teorema 8.3 (de caracterizacion de las aplicaciones esenciales). Sea f : S™ — S™ una
aplicacion continua entre esferas de la misma dimension. Si deg (f) = 0, entonces f es
nulhomdotopa.

Noétese que el reciproco es cierto por 6.3 (2). Claramente, el teorema anterior es conse-
cuencia del teorema de Hopf: si deg(f) = 0, entonces f y la aplicacién constante son
homoétopas, pues esta tltima tiene grado nulo. Pues bien, lo que vamos a ver es que la
implicacién reciproca también es cierta.

Proposicién 8.4. Si el enunciado 8.3 es cierto, el enunciado 8.2 también lo es.

Demostracion. Sea M C RP una variedad suave, orientada, sin borde, compacta y conexa
de dimensién m. Asi, el cilindro C' = [0,1] x M C RP*! es una variedad suave, orientada,
compacta y conexa de dimension m + 1, con borde

0C = ({0} x M)U ({1} x M) = My U M,

donde, como vimos en la seccion 2, My y M; son difeomorfos a M y la proyeccién invierte
la orientacién en M y la preserva en Mj.

Sean ahora f y g aplicaciones continuas de M en S™ tales que deg (f) = deg (g). Por 5.6,
basta probar el resultado en el caso en que f y ¢ son suaves. Definimos h : 9C — S™ a
trozos, siendo, para cada x € M,

h(0,2) = f(z) vy h(l,2)=g(x).
Ahora, como M, y M; son compactos, en particular son cerrados en RP*!. Como la
esfera S™ C R™*! se puede entender h como una aplicacién en R™*! de manera que
por el teorema de extensién de Tietze (consecuencia de 1.5) existe una funcién suave
F : RPFL 5 R™H tal que F’ac = h, y definimos H = F‘C. Asi, H : C — R™"! es una
funcién suave que verifica que

H|,,=h y H(@OC)cCS™.

Si conseguimos definir H sobre S™ en lugar de R™*!, la aplicacién resultante serd una
homotopia de f en g y habremos terminado. Lo tnico que nos impide tomar H = H/||H||
son los ceros que H pueda tener en C, de los que nos vamos a ocupar a continuacion,
haciendo uso de difeotopias.

Para empezar, podemos considerar sin pérdida de generalidad que 0 es un valor regular
de H. En efecto, si 0 no es un valor regular, por 3.3 existe un radio 0 < ¢ < 1 tal que
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para cada punto con ||z|| < ¢ existe una difeotopia suave que conecta ese punto con el 0
y es constantemente la identidad para ||z|| > 1. Por 1.9, existe un valor regular a de H
con ||a|| < g, por lo que componiendo H con la difeotopia F, que lleva a a 0 se obtiene
una aplicacién (que volvemos a denotar H) de C en R™™! de la que 0 es valor regular.
Ademads, como Fa‘ on = id y h(OC) C ™, se sigue cumpliendo que

H‘aC:h'

En estas condiciones, como C' es compacta, si 0 es un valor regular de H se tiene que
H~'(0) es un conjunto finito, que ademds no interseca con la frontera. Sea K un subcon-
junto de C difeomorfo al disco unidad D™*!, sea V su interior y V su frontera, que es
difeomorfa a S™. Tomemos tantos puntos distintos de V' como ceros tiene H. Por 3.6 y
por ser My y M; compactos, existe una difeotopia que lleva los ceros de H en los puntos
escogidos de V' que es la identidad fuera de un compacto que no toca el borde de C'. Asi,
la composicién de esta difeotopia con H preserva la restriccién al borde del cilindro y lleva
los ceros a V. Llamamos de nuevo H a la aplicacion resultante.

Como resultado de las manipulaciones anteriores, obtenemos una aplicacion H que, res-
tringida a C" = C'\ V, no tiene ceros, y por tanto podemos definir

_H(z)
[[H ()]~

que en particular verifica que H | oo = h. Ahora bien, C’ es una variedad de dimensién
m + 1 suave, orientada y con borde

H:C'"—8S", z—

oC" =oC LoV .
Como la unién es disjunta, por 6.3 (1),

deg (H' =0 = deg (h) + deg (H’'

|BC’ }BV

Ahora bien, como My y M; son disjuntas y M, invierte la orientacion de M mientras que
M, la preserva, se tiene que

deg (h) = deg(g) — deg (f) ,
lo que, dada la igualdad de los grados de f y g implica que deg (h) = 0. Por tanto,

deg H’|8V =0.

Asi, como dV es difeomorfo a S™, H’ ‘ oy € una aplicacién de S™ en S™ que tiene grado

nulo. Por hipétesis, esto implica que H’ es nulhométopa, lo que por la misma cons-

lov Do
truccién realizada en 7.5 permite extenderla con continuidad a todo V' = K. El pegado

de H' con la extension obtenida proporciona una aplicacién
H:[0,1] x M —S™
que es continua, pues H' y la extensién coinciden en 0V, y ademads verifica que
H(0,2) = f(z) v H(1,2) = g(a).

Por tanto, H esuna homotopia de M en S™ que lleva f en g. 0
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Observaciéon 8.5. El resultado anterior reduce el estudio de las clases de homotopia de
las aplicaciones entre esferas al estudio de cuales son nulhomoétopas, justificando por qué
histéricamente se buscaba especificamente estudiar la existencia y caracterizacion de las
aplicaciones esenciales.

9. EL TEOREMA DE BORSUK-HIRSCH

Las aplicaciones del ejemplo 7.2 pertenecen a una clase mas general de aplicaciones
entre esferas, las aplicaciones impares®, que son aquellas que verifican f(—z) = —f(x). El
hecho de que estas aplicaciones no sean nulhométopas resulta ser un caso particular del
siguiente resultado central, que da nombre a la seccion.

Teorema 9.1 (de Borsuk-Hirsch). Sea f : S™ — S™ una aplicacion continua entre esferas
de dimension m. Se tiene que

(i) [Borsuk] Si f(—z) = —f(z) para cada x € S™, entonces deg (f) es impar.
(ii) [Hirsch] Si f(—z) = f(z) para cada x € S™, entonces deg (f) es par.

Demostracion. En primer lugar, veamos que podemos reducir el problema a que f sea
suave: en efecto, por 5.4, existe una funcion € : S — R continua y positiva tal que si g es
una aplicacién continua que verifica que ||g(x) — f(z)|| < e(z) para cada = € S™, entonces
gy f son hométopas. En particular, podemos tomar £(z) < 1 en todo punto. Asimismo,
por 5.3, existe una aplicacién suave h : S™ — S™ tal que ||h(z) — f(2)|| < e(x)/4.
Definimos

h(z) £ h(—2)
@) =h(a)l
donde el signo — se utiliza en el caso (i) y el signo + en el caso (ii). Veamos, para empezar,
que esta aplicacion estd bien definida, para lo que hemos de comprobar que el denominador
nunca se anula: aplicando la desigualdad triangular y que f(z) = £f(—z), se tiene

g:S"—=8S", z—

|h(z) £ h(=2)[| = [|h(z) = f(z) + f(z) £ f(—z) F f(=2) £ h(-2)]|
= |[(h(z) — f(2)) + (f(z) £ f(=2)) F (f(—z) = h(—2))||
2 |[f(z) £ f(=2)[| = [[(h(z) = f(2)) £ (h(=z) — f(—2))]]
> |[2f @)]] = [|(@) = f(@)|] = [[h(=2) = f(==)|]
>2(1—e(x)/4) >0.
Luego g estd bien definida, y se trata de una aplicacién suave que verifica g(x) = g(—=x).

Veamos que, de hecho, g se aproxima lo suficiente a f como para asegurar que son hométo-
pas. Denotando 2H (z) = ||h(x) & h(—2)||, acabamos de ver que H(x) > (1 —e(z)/4), y

claramente H(z) < 1. Asi,
_ h(x) £ h(=x) — 2H () f ()]
lg(e) — @)l = e

_ [lh(z) — H(z) f(z) £ (h(=2) — H(2)f(x))]|
2H (z) ’

6Precisamente el siguiente resultado justifica esta denominacién.
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donde se ha utilizado que f(x) = £f(—x). Por la desigualdad triangular, usando que
H(z) = H(—2),

lg(z) = f(@)|] <
Ahora, dado que

Ih(a) ~ H@) @I < 1)~ @) + (1 - B < D @i = 22

() = H(z) f(@)]| + [|h(=2) = H(=2)f(=2)]]
2H (x) '

se tiene que

e(z) e(x)/2
lo@) = F@l| < g0 < 7o < @)

Por la definicién de €(x), se concluye que f y ¢g son hométopas, y como por 6.3 el grado
es invariante por homotopias propias, basta estudiar el grado de g para obtener el de f.
Procedemos ahora a la demostracién del teorema.

(i) Considérese en S™ el ecuador dado por {z,,11 = 0}, que es homeomorfo a S™~! y que
denotaremos asi en adelante. Por el pequeno teorema de Sard-Brown 1.10, se tiene que
g(S™ 1) C S™ tiene interior vacio, por lo que, por el teorema de Sard-Brown 1.9, existe
un valor regular a € S™\ g(S™!). Ademads, como g(z) = —g(—z), —a tampoco pertenece
a g(S™1), y dado z € g~ '(—a), —z € g (a) y la derivada d,g = —d_.g, por lo que es
biyectiva si lo es d_,g. Es decir, que —a también es un valor regular de g.
Ahora, aplicando una rotacién, que es un difeomorfismo que preserva la orientacion y por
tanto tiene grado 1, lo que por 4.11 no altera el grado de g, podemos suponer que a es el
polo norte (0,...,0,1). Considerando la proyeccién de la iltima coordenada,
P=Tmr109:8" = {2y =0} =D",
obtenemos una aplicacion suave sobre el disco unidad D™ en el plano del ecuador S™.
Puesto que mp,41(+a) =0,
p~(0) =g (a) Ug™'(~a),
que por lo anterior no tiene puntos en el ecuador S™!. Ademds, como dgmy,41 = idgm,
se concluye que 0 es un valor regular de p. Asi, si denotamos el hemisferio superior con
St={x e S™ : x;41 > 0}, se tiene que
p(0)NST = (g7 (a) N ST)U (g7 (—a) N ST),
donde U denota que la unién es disjunta, lo que es consecuencia de que p~1(0)NS™~! = &.
Como g(z) = —g(—x),siz ¢ STy g(x) = a, entonces —x € ST, y g(—x) = —a. Por tanto,
g~ (=a)NST = —g7(a) N (S"\ST)
lo que implica que
pH(0) NS* = (97 (a) U (=g (a))) NS*,
luego
deg (g) = d(g,a) = #9 *(a) = #(p *(0)NST) (mod. 2),
es decir, que para analizar la paridad del grado basta estudiar la paridad del cardinal r
del conjunto de ceros de p en el hemisferio superior, que denotamos

Z={z1,..., %} .
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Resta ver que, en efecto, este cardinal es impar, lo que puede hacerse procediendo por
induccion sobre la dimension de la esfera.

Param =1, p:S' — [-1,1], y el ecuador de S' es el par de puntos {(—1,0), (1,0)}. Asf,
g(1,0) = —g(—1,0) # (0,1), y por tanto el signo de p cambia entre 1 y —1,

(*x) p(1)=—p(-1)#0.
Ahora bien, en este caso ST es difeomorfo a [—1, 1], por lo que, restringida a S*, p puede
verse como una funcién de [—1,1] en [—1,1]. Como 0 es un valor regular, la derivada
P'(z;) # 0 para cada i = 1,...,r, y por tanto en cada cero hay un cambio de signo. Por
la conexién del intervalo [—1, 1] y la continuidad de p, se concluye que el nimero de ceros
es impar.

Supongamos ahora el resultado cierto para m — 1. Por la construccion realizada en la
demostracion de 4.4 sabemos que al ser 0 un valor regular de p existen entornos abiertos
disjuntos U* de z; en S™ tales que las restricciones

Pi=D|y U — B
son difeomorfismos, donde B = B(0,¢) C D™. Sea § < ¢, definimos D = B(0,6) C D™ y

S = 0D. Se tiene entonces que los conjuntos V; = p; }(D) C U; son entornos abiertos de
z; difeomorfos a una bola abierta, y S; = 0V, = p; 1(8D) es difeomorfo a S~ !. Sea

M=S+\Um~,

M es una variedad suave y orientada de dimensién m con borde S *U(J, S;, la aplicacién

p(r)
|lp(2)||

verifica las condiciones de 4.9. Como la frontera es una unién disjunta, se tiene que

deg (H|,,,) = 0= deg (go) + Y _ deg (H|) ,

H:M—S™""! 2

donde go = H |Sm_1 : Sm=t — SmL que verifica

p(—1) p(z)
go(—2) = m———=7 = — = —go(x) .
|lp(==)l] [lp()l]
Es decir, que go es una aplicacién impar entre esferas de dimensién m — 1, lo que por
la hipétesis de induccién implica que deg gy es impar. Para acabar, como S; C U; y

p(Si) = 0B(0,0),

p(z) pi(r) 1
Hiy (x) = = = <Pilg, -
& p(@)Il Alpi(x)l] 0 s
Como p; es un difeomorfismo, H|, también lo es, por lo que su grado es 1 o —1. En
particular,
Zdeg(H ) =7 (mod.?2).
Como

deg (go) = — Zdeg(H‘Sl_) =r (mod. 2),
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hemos concluido.

(ii) Basta notar que, como antes, dado un valor regular a € S™,

deg (9) = #9 '(a) (mod. 2)

y, dado que para cada x € g~'(a) se verifica g(—z) = g(x) = a y por tanto —z € g~'(a),
necesariamente el nimero de imagenes inversas es par. |

10. TEOREMAS DE BORSUK-ULAM

Una consecuencia del apartado (i) del teorema de Borsuk-Hirsch 9.1 es que ninguna
aplicacion entre esferas continua e impar es nulhomdtopa. Vamos a referirnos a este re-
sultado con el nombre de teorema de Borsuk-Ulam’, aunque existen varios enunciados
equivalentes. De hecho, es frecuente encontrar enunciados distintos del teorema segun la
fuente que se consulte [1, 7, 9, 10].

Asi, en esta seccién hacemos un aparte en la exposicién de las aplicaciones del grado
de Brouwer-Kronecker para demostrar varios de estos resultados profundos de caracter
topoldgico cuya certeza viene garantizada por los resultados obtenidos mediante la teoria
de grado.

Teorema 10.1 (de Borsuk-Ulam). Para cada m > 1, las siguientes proposiciones son
ciertas y equivalentes:

(i) Si f : S™ — S™ es una aplicacion continua e impar, entonces f no es nulhomdtopa.

(i) Si f : S™ — S™ es una aplicacion continua y homdtopa a una aplicacion impar,
entonces es sobreyectiva.

(iii) No emiste minguna aplicacién continua f : D™ — S™ que sea impar en el borde, es
decir, tal que f(x) = —f(—z) para cada x € OD™! = S™.

iv) No existe ninguna aplicacion continua f — que sea impar.

. N . t . g l. e t- Sm_j’_l Sm .

(v) Si f:S™ — S™ es continua, entonces f(x) = f(—x) para algin x € S™*.

(vi) Si f S™tt — R™ ! es continua, entonces f(x) = f(—x) para algin x € S™*.
vii — es continua e impar, entonces =0 para algin x € S™.
(vii) i f: 8™ — R™H ti p t f(x) =0 para algi s

(vii ) : D™ — R™ es continua e impar en su borde 9D = S™, entonces
flx) = O pam algiin x € D™

(ix) [Lyusternik, Schnirelmann] En cualquier recubrimiento de S™' por m + 2 cerrados,
al menos uno de ellos contiene dos puntos antipodales.

(x) En cualquier recubrimiento de S™! por m + 2 conjuntos que o bien son cerrados o
bien son abiertos, al menos uno de ellos contiene dos puntos antipodales.

Demostracion. Desde luego, para ver que son ciertas basta probar la equivalencia, pues
(i) es consecuencia de 9.1, como se ha senialado previamente.

"La referencia a Ulam se debe a que Borsuk le atribuy¢ la conjetura del resultado.
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Para empezar, la equivalencia de (i) y (ii) es inmediata: si (ii) es cierta, entonces como
una aplicacion constante no es sobreyectiva, en particular no es hométopa a ninguna
aplicaciéon impar. Reciprocamente, si (i) es cierta, entonces una aplicacién hométopa a
una aplicacién impar no es nulhométopa. Ahora bien, si no fuera sobreyectiva, su imagen
estaria contenida en una esfera sin un punto, y ese espacio es difeomorfo a un espacio afin,
que es contractil, por lo que la aplicacién seria nulhomotopa, en contra de lo anterior.

Notese ahora que por la construccion utilizada en 7.5, vemos que la nulhomotopia de una
aplicacién f : S™ — S™ equivale a la existencia de una extensiéon f : D! — S™. Esto
demuestra la equivalencia de (i) y (iii). El argumento para la equivalencia de (i), (iii) y
(iv) es similar: por un lado, (i) implica (iv) porque si existiera f : S™*! — S™ continua
e impar, su restriccion al hemisferio superior ST es una homotopia entre la restriccién de
f al ecuador S™, que es una aplicaciéon continua e impar de S™ en S™, y la aplicaciéon
constante; por el otro, (iv) implica (iii), porque si existe una f : D™ — S™ que es impar
en el borde, entonces podemos definir A : S™*! — S™ por

h(x) = f(Tmia(r)) sl Tpy2 >0 Yy h(z) = = f(Tmy2(—7)) si Tmi2 <0,

donde 7,19 es la proyeccién (desde la ultima coordenada) sobre el ecuador. Asi, g es
continua e impar.

Por otro lado, la equivalencia entre (iv) y (v) es inmediata: dado que 0 ¢ S™, es trivial
que (v) implica (iv). Reciprocamente, si f : S™™! — S™ fuera continua con f(x) # f(—x)
para cada € S™*!, entonces

ot gn o f@) o)
938" S e e T R o))

estd bien definida, es continua e impar.

Proseguimos viendo la equivalencia de (iv) y (vi): en efecto, (iv) implica (vi), pues si
existiera f : S™ — R™* con f(x) # f(— ) para cada z € S™"!, entonces podriamos
definir g como antes. Y (vi) implica (iv), pues si f : ™! — S§™ C R™"! es continua,
existe x € S™ tal que f(x) = f(—z). Como f(x) € S™, en particular f(z) # 0, por lo

que f(z) # —f(—x) y por tanto f no es impar.

Probamos ahora las equivalencias de (vi), (vii) y (viii) siguiendo el circulo de implicaciones
(vi)-(vii)-(viii)-(vi).

Comenzamos viendo que (vi) implica (vii): en efecto, si f : S™™! — R™! es continua,
entonces por (vi) existe un punto z € S™! tal que f(z) = f(—x). Ahora bien, si f es
impar, entonces f(z) = —f(—x), luego f(—x) = —f(—=x), es decir, que f(—z) = 0.

Para ver que (vii) implica (viii), vamos a emplear una aplicacién h similar a la definida
en la primera parte de la demostracién: sea f : D™t — R™*! continua en impar en el
borde OD™*! = S™, definimos h : S™t! — R™*! con

W) = f(Tm2(x)) sl Tm =20y A(z) = =f(Tmia(=7)) sl Zmy2 <0,

que esté bien definida, es continua e impar. Por (vii), h(z) = 0 para algin z € S™™! lo
que implica que f (7, 2(x)) = 0, con my,2(z) € D™

Cerramos el circulo de equivalencias viendo que (viii) implica (vi): sea f : S™*1 — R™*!
una aplicaciéon continua. Entonces g(x) = f(x) — f(—z) es continua e impar. Como el
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hemisferio superior ST es homeomorfo a D™ por hipdtesis se tiene que g(x) = 0 para
algin z € ST, luego f(x) = f(—x).

Veamos ahora que (vi) implica (ix): dado un recubrimiento {C}, ..., Cy,12} por cerrados
de St definimos

f:S™ s R™ g (dist(z, CY), . .., dist(z, Chg1))

que es continua (por serlo la funcién distancia). Por hipétesis, existe z € S™*! tal que
f(2) = f(—%), es decir, que dist(z, C;) = dist(z,C;) para cada j = 1,...,m + 1. Distin-
guimos dos casos para concluir:

- Para algtn j, dist(z,C;) = 0. En ese caso, z, —z € C}.
- Para cada j, dist(z, C;) > 0y como los cerrados recubren, necesariamente z, —z € Cjy, 1.

Por su parte, (ix) implica (iv): para verlo, nétese que si proyectamos los m-simplices
regulares que conforman la frontera de un (m + 1)-simplice regular sobre S™ C R™*!,
la esfera queda recubierta por m + 2 cerrados que no contienen ningin par de puntos
antipodales. Llamémoslos {C1,...,Cpi2}. Sea ahora f : S™™! — S™ una aplicacién
continua. Entonces los conjuntos F; = f~(C}) son cerrados y recubren S™!. Por (ix),
existe z € S™! tal que x, —z € F; para algin i. Por tanto, f(x), f(—z) € C;, y como C;
no contiene puntos antipodales, f(z) # — f(—x). En particular, f no es impar.

Para finalizar, veamos la equivalencia entre (ix) y (x). Es evidente que (x) implica (ix), por
lo que solo necesitamos ver el reciproco. Consideremos un recubrimiento {A;, ..., A2}
de S™*!, donde A; o bien es cerrado o bien es abierto. Si alguno de los cerrados contiene
un par de puntos antipodales, hemos terminado. Si no es asi, entonces para cada cerrado
C' del recubrimiento, C' y su inversién antipodal —C' son compactos disjuntos de S™*!,
luego existen entornos abiertos disjuntos U y V de C' y —C|, respectivamente. Entonces
CcW=Un(=V),ycomo Uy V son disjuntos, W no contiene puntos antipodales.
Haciendo esto con cada cerrado y sin modificar los abiertos, podemos cambiar cada A; por
W; (en el caso de los abiertos, solo los renombramos). Asi, se ha sustituido el recubrimiento
inicial por un recubrimiento abierto {Wi,... , W, o} donde por construccion W; tiene
puntos antipodales si y solo si el conjunto A; del recubrimiento original los tiene. Puesto
que S™*! es compacto, existe un ntimero de Lebesgue § > 0 para el recubrimiento, tal
que para cada x € S existe un i(z) tal que la bola cerrada

Por la compacidad de §m+1, existe una cantidad finita de puntos zq,...,z, € S™*! tal
que las bolas cerradas B(zy,d) recubren S™*. Sea i(k) = i(x}), definimos

Fj: U E(xk,é)CVV]

k:i(k)=j
Ast, {Fi,..., F12} es un recubrimiento cerrado de S™*!. Por (ix), existe j tal que F} con-
tiene dos puntos antipodales. Como F; C W}, hemos concluido. [

Observacién 10.2. Para m = 0 las afirmaciones anteriores no se obtienen como conse-
cuencia de 9.1, pero también son ciertas. De (i) a (v) son triviales. El enunciado (vi) es
una consecuencia de la conexién de la circunferencia S': en efecto, si f(z)— f(—z) € R no
tuviera ceros, entonces no cambiaria de signo, lo que por ser impar no es posible a menos
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que sea idénticamente nula. (vii), (viii), (ix) y (x) son equivalentes a (vi) por la misma
demostracion.

Observaciéon 10.3. El teorema anterior permite deducir los resultados de dimensiéon
inferior a partir de los dimension superior. En concreto, si se conoce el resultado para
alguna dimension m > 2, entonces se puede deducir el resultado para m — 1, viendo que
el enunciado (i) para dimensién m implica el enunciado (iii) para dimensién m — 1: en
efecto, si existiera una aplicacién f : S™ — S™! continua e impar, identificando S™1
con el ecuador de S™ se tiene una aplicacién f : S™ — S™ continua e impar pero no
sobreyectiva, y por tanto nulhométopa®.

11. TEOREMAS DE INVARIANZA

Los teoremas de Borsuk-Ulam expuestos en la seccion anterior tienen varias conse-
cuencias relevantes. Para empezar, podemos notar que, puesto que la identidad es una
aplicacién impar, por 10.1(i), no es nulhométopa. Este era el enunciado (ii) de 7.5, que por
tanto implica el teorema del punto fijo de Brouwer. Aunque con el formalismo desarro-
llado no tenga mucho sentido obtener que la identidad es una aplicacion esencial por este
camino, vemos asi que el teorema de Borsuk-Ulam implica el teorema del punto fijo de
Brouwer. Asimismo, 10.1(vi) implica en particular que no existe ningiin subconjunto de
R™ que sea homeomorfo a S™, es decir, que la esfera de dimension m no puede sumergirse
en el espacio afin de la misma dimension. La ultima de las consecuencias célebres de los
teoremas de Borsuk-Ulam que aqui consideramos son los teoremas de invarianza. Comen-
zamos la seccién con la demostracion (debida a Pépin [12]) del teorema de invarianza del
dominio, a partir del cual se deducen los demas.

Teorema 11.1 (Invarianza del dominio). Una aplicacion continua e inyectiva de un abier-
to de un espacio afin R™ en el mismo espacio afin es abierta.

Demostracion. Para m = 1 el resultado es trivial: si es continua e inyectiva, es monotona,
y transforma intervalos abiertos en intervalos abiertos. En adelante, m > 2. El objetivo
es probar que si U C R™ es abierto y f : U — R™ es continua e inyectiva, entonces
f es abierta, es decir, cada abierto W C U tiene imagen f(TV) abierta en R™. Mas
explicitamente, para cada a € W debemos encontrar un entorno abierto V' de f(a) en
R™ tal que V' C f(W). Para ello, salvo traslaciones, podemos suponer a = f(a) = 0. Sea
D = B(0,¢) una bola cerrada contenida en W. Por la inyectividad de f, 0 = f(0) no
estd en la imagen de la circunferencia S = 9D, y denotamos por V' la componente conexa
de R™\ f(5), que contiene a 0. Como S es compacto, lo es su imagen, que por tanto es
cerrada, y esto dice que R™ \ f(S) es abierto y todas sus componentes conexas también.
Afirmamos que este entorno abierto V' de 0 = f(0) es el entorno buscado. De hecho vamos
aver que V C f(D) C f(W).

En efecto, supongamos lo contrario, es decir, que existe un punto ¢ € V' \ f(D). Como
V' es un abierto conexo de un espacio afin, es conexo por caminos, y existe un camino
o :10,1] = V con 0(0) = 0y o(1) = c¢. Ahora consideramos las siguientes homotopias

8Nétese que si f no es sobreyectiva, entonces la imagen estd contenida en S™ sin un punto, que es
difeomorfo a R™, que es contractil.
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definidas de [0,1] x S ! en S™1:

F(ex) — f(—cta) fex) — ()
o) = e = feal P 7 ) — o]

Encadenéndolas, se obtienen las siguientes homotopias
flex) = flzex)  flex)  flex) —c  —c
1f(ex) = f(=ex)l|  [[f(ex)ll  |[f(ex) =<l ]l

Por supuesto, hay que ver que estas definiciones son posibles para z € S™!, 0 <t < 1.
En efecto:

(i) Si f(ex) = f(—etx) como f es inyectiva en D, serfa ex = —etx, luego t = —1.
(i) Si f(ex) = o(t) € V, como ex € S, la componente V' cortaria a f(S).
(iii) Si f(etx) = ¢, como etx € D, se tendria ¢ € f(D).
En conclusién, vemos que la aplicacion impar
flex) — f(—ex)
f(ex) — f(—ex)|]

es nulhomotopa, lo que contradice el enunciado 10.1(i) del teorema de Borsuk-Ulam. [

h:Sm_1—>Sm_1,xr—>

Se deduce inmediatamente la siguiente version equivalente:

Corolario 11.2. Una aplicacion continua inyectiva f : U — R™ definida en un abierto
U C R™ es un homeomorfismo sobre su imagen f(U), que es un abierto de R™.

El siguiente teorema de invarianza es consecuencia directa del ya demostrado:

Corolario 11.3 (Invarianza de la dimension). Sea f : U — V un homeomorfismo de un
abierto U C R™ sobre un abierto VC R™. Entonces n = m.

Demostracion. Supongamos que n # m. Dado que f es un homeomorfismo, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que m < n. Denotando ¢ = f~! : V — U y eligiendo
un subespacio afin H C R" de dimensién m que corte a V', se tiene que W = VN H es un
abierto no vacio de H = R™ y g|lw : W — U C R™ es una aplicacién continua e inyectiva.
Por el teorema, es abierta, luego g(W') es abierto en R™, luego en U. Como f : U — V es
homeomorfismo, se sigue que f(g(W)) es abierto no vacio de V, luego de R™. Pero

flaW) = f(f'W)=W=VNnHCHCR"
y el subespacio afin H tiene interior vacio en R™ pues n > m, lo que es absurdo. U

Acabamos la seccién demostrando los dos tltimos teoremas de invarianza, que se de-
muestran en cascada, siendo el segundo consecuencia inmediata del primero.

Corolario 11.4 (Invarianza del interior y de la frontera). Dados S, T sendos subconjuntos
de R™, sea f: S — T un homeomorfismo. Entonces

f(Int(S)) = nt(T) gy f(Fr(S)) = Fr(T) ,

donde Int(x) es el interior de x y Fr(x) son los puntos de la frontera de x en R™ que estdn
en el conjunto .
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Demostracion. Como f|mys) @ Int(S) — R™ es continua e inyectiva, por el teorema de
invarianza del dominio 11.1 es abierta. Asi, f(Int(S)) C T es abierto en R™ y en conse-
cuencia f(Int(S)) C Int(T). Andlogamente, para f~' obtenemos f~(Int(7)) C Int(S), y
aplicando f se deduce el contenido Int(7") C f(Int(S)), y con él la igualdad deseada. Para
la segunda igualdad del enunciado, vemos que

FISAR™\S) =T NR"\ T,

0, lo que es lo mismo,
fS\Int(S)) =T\ Int(T) ,

y esto es consecuencia inmediata de lo que ya hemos probado. 0

Corolario 11.5 (Invarianza del borde). Sean U,V dos abiertos de un semiespacio afin
{r >0} CR™. Sih:U —V es un homeomorfismo, entonces

hUN{z=0})=Vn{z=0}.

Demostracion. Es claro que el interior de U (resp. V) en R™ es U\ {z =0}, y el de V es
U\{z = 0}. Asi, tenemos un caso particular del corolario anterior. O

12. TEOREMA DE JORDAN-BROUWER

En esta ultima seccién del trabajo vamos a mostrar cémo el grado de Brouwer-Kronecker
puede adaptarse a una version mas débil que no requiere la orientacién para estar bien de-
finida, y utilizaremos esta nocién para probar un resultado de la envergadura del teorema
de separacion de Jordan, en su version diferenciable.

Definicién 12.1. Sean M y N wvariedades suaves, sin borde y de dimension m, y N
ademds conexa. Sea f: M — N una aplicacion suave entre ellas, y sea a € Ry un valor
reqular. Se define la paridad o grado moédulo 2 como

deg, (f) = #/'(a) (mod. 2).

Observacién 12.2. La definicién anterior es buena: desde luego, por ser a € Ry un
valor regular, el nimero de imagenes inversas es finito. En el momento en que solo nos
preguntamos si el nimero de imagenes inversas es par o impar, la orientacién deja de ser
necesaria (1 = —1), y los resultados probados en la seccion 4 se extienden inmediatamente,
empezando por el grado en un punto hasta la definiciéon del grado de la aplicacién cuando
la variedad de llegada es conexa. Para ver que la “paridad en un punto” es localmente
constante, se emplea la misma construccién de difeomorfismos utilizada en 4.4. Para
probar la versiéon correspondiente del teorema del borde 4.6, es decir, que

deg, (H|,,,) =0
basta utilizar de nuevo el teorema de clasificacion de curvas suaves 4.5, notando que las
componentes conexas de f~1(a) o bien no tienen puntos en el borde o tienen dos, en cual-
quier caso una cantidad par. La invariancia bajo homotopia 4.7 se obtiene inmediatamente
del teorema del borde sin necesidad de cambiar ningtin signo por la orientacién. Asi, ve-
mos que la paridad tiene las mismas propiedades que el grado de Brouwer-Kronecker. En
particular, es evidente que si las variedades M y N son orientables, entonces

deg, (f) = deg (f)  (mod. 2) .
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Una vez introducida la adaptacion del grado de Brouwer-Kronecker a contextos en los
que la orientabilidad de las variedades no estd garantizada, se dan las condiciones para
probar el resultado central de la seccién.

Teorema 12.3 (de separacién de Jordan). Sea M C R™ una variedad suave, cerrada
y sin borde de dimension m (es decir, una hipersuperficie). Se tiene entonces que M
desconecta R™ 1.

Demostracidén. Sea a € R™™ \ M, y definamos para cada r > 0
— r—a
D, \{a} = S, , xHer—aH ,
donde

D,={zeR™: |lz—d||<r} v S, =0D,.
Es decir, 7, es la proyeccién del disco cerrado pinchado de centro a y radio r sobre su
borde. En particular, 7, es una aplicacion suave, luego también lo es

fr:WT}EmM:ErmM—)ST,

que ademds estd definida en un conjunto compacto (ya que M es cerrado) y por tanto es
propia. Dado p ¢ M, p # a, sea r = ||p— al|. Por ser M cerrado existe un entorno abierto
conexo UP de p en S, tal que UP N M = @&. Consideramos M, = f*(U?) C M, que puede
ser vacio, y observamos que este conjunto es un abierto de M: en efecto, es un abierto de
D, N M,y ademés no contiene a ningtin punto del borde d(D, N M) = S, N M, pues los
puntos del borde se proyectan en si mismos, y UP N M = &. Asi, la restriccién

fp:fr‘Mp:Mp%Up

es una aplicacion propia, suave y definida entre variedades suaves, sin borde y de dimensién
m, siendo UP conexo. Denotamos entonces

w(p) = degQ (fp) .

Lo primero es ver que esta definicion es buena, es decir, que no depende del U? escogido.
Supongamos que tomamos otro abierto U, con M, = f,"'(M,), y definimos

{E(p) = deg2 (fp) )
donde f;, = fr|]\~4p. Entonces, U? N U? es también un entorno abierto de p en S,. Como fp

y f;, coinciden en M, N Mp = f7HUPN (71’), por el teorema de Sard-Brown 1.9 existe un
valor regular de ambas aplicaciones z € UP N U?, de manera que

w(p) = degy(f,) = #£,(2) = #1, 1 (2) = degy(f,) = @(p) = #([a, 2] N M) (mod. 2)

donde la iltima igualdad es inmediata por la definicién de la proyeccién. Notese que si

M, = @, entonces trivialmente w(p) = 0. Definiendo w(a) = 0, tenemos w definida en
R™H\ M.

Veamos que w es localmente constante. Para el caso de a, como no pertenece a M y esta
es cerrada, existe § > 0 tal que la bola abierta B(a,d) C R™*! no contiene puntos de M,
de manera que para cada p € B(a,0), Djp—q N M = @ y por tanto w(p) = 0. Para el
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resto de puntos, considérese, en coordenadas esféricas generalizadas centradas en a, un
entorno abierto de p en R™*! de la forma

V=—er+e)xWcR"™ \ M,
donde 7 = ||p — al|, ¢ > 0 y W es un abierto en el resto de coordenadas (angulares). Se
tiene entonces que para cada ¢ € V con ||¢ — a|| = s, la interseccion V N S; = {s} x W es

un entorno de ¢ en S que puede utilizarse como U? en la construccién de w. En particular,
sea y € UY un valor regular de f,,

w(q) = #f; (y) = #([a,y] " M) (mod. 2) .

Ahora bien, si tomamos U? =V NS, = {r} x W para construir f,, como las proyecciones
T, y Ts Son proporcionales,

,
M,=M,; vy fp:gfq'

En particular, ¥’ = ry/s € S, es un punto regular de f, por ser las derivadas proporcio-
nales, y como [y,y'| "M C VN M = @, se concluye que

w(p) = #([a,y TN M) = #(([a, y N M) U([y,y' N M)) = #([a,y] " M) = w(q) (mod. 2) .

Que w sea localmente constante garantiza, por la conexién local, que es constante en
cada componente conexa de R™*\ M. Ya hemos visto que existen puntos para los que
w toma el valor 0. Veamos que existen puntos para los que toma el valor 1. Sea z € M y
sea 7 = ||z — al|, considérese el disco cerrado D,, que es compacto. Como M es cerrado,
D, N M es compacto, y por tanto la funcién

D,NM>3z ||z —all
alcanza su minimo d? < r? para algin 2o € M. Como para cada x € M que no estd en el
disco, ||z — a||> > r?, se concluye que en x4 se alcanza de hecho el minimo de
M >z ||z —al?.
Como consecuencia, dado que la dimension de M es m, el espacio tangente a M en xg es
exactamente el subespacio perpendicular al gradiente de la funcién en xzq, es decir,
TooM = {u € R™ . (u, 2 —a) =0} .
En particular, sea ¢ > 0y definamos z. = x¢+¢(xo—a), entonces el segmento [a, x| corta
a M en xq perpendicularmente, lo que implica que, si tomamos ¢ suficientemente pequeno,
la,z:] N M = {x¢}. Para finalizar, sea r. = (1 +¢)r = ||z. — al|, como la proyeccién entre
esferas

Tr|g S = Srpe, x> T+ e(z — a)
es trivialmente un difeomorfismo, y por lo visto anteriormente
T..M =1T,,S,,
se concluye que
oo fo. = duomr|g = (1 +€)id.

En particular, 29 es un punto regular de f,., y como f'(z.) = {x}, se tiene que . es
un valor regular de f,. y que

w(ze) = #(a,z. )N M) =1 (mod. 2) .
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