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Resumen
Se describe la experiencia didactica de utilizacion de material divulgativo (articulos, libros, posters)
para la ensefianza universitaria de la Geometria Proyectiva en la titulacion de Matematicas.
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Abstract

Use of popular science materials for teaching Projective Geometry

We describe an experience of use of popular science articles, books and posters, for university
teaching of Projective Geometry for undergraduate students.

Keywords: Experience teaching, university teaching, Geometry, materials.

1. Motivacion de lainnovacién docente presentada

En los estudios de Licenciatura (o Grado) en Matemaéticas, en Espafia, desde tiempo inmemorial, hay
una asignatura con caracter obligatorio cuyo contenido es la Geometria Proyectiva. Por tanto, en las
aulas donde se explica esta asignatura encontramos alumnos que, posteriormente se inclinaran, unos
hacia Matematica fundamental, pero otros a cosas tales como Estadistica, Matematica
Computacional, Astronomia...especialidades en las que es bastante dudosa la utilidad de la
Geometria proyectiva. Ademas, a los alumnos , esta asignatura les resulta bastante mas abstracta (y
dificil) que el Algebra Lineal y Geometria que han estudiado en primer curso, lo cual origina una
cierta disminucién de la asistencia a clase por algunos alumnos, puesto que ven la Geometria
Proyectiva como algo alejado de las aplicaciones practicas

En el pasado curso, he comenzado a tomar medidas directas para motivar a los alumnos al estudio
de la Geometria Proyectiva.

En los estudios de Grado existe la posibilidad de realizar “seminarios"(en algunas asignaturas). Yo he
tomado la decisién de hacer consistir esos seminarios en la exposicién y comentario de material
divulgativo sobre Geometria Proyectiva a nivel de primer ciclo. Aunque pueda, en principio, parecer
raro, este tipo de material (libros, articulos, posters) es relativamente abundante, bonito y motivador
para los estudiantes que se inician en el estudio de la Geometria Proyectiva.

El procedimiento practico que se puede seguir en las clases puede ser la distribucion previa entre los
alumnos del material divulgativo (articulos o capitulos de libros) mediante, por ejemplo el campus
virtual de la Universidad y, posteriormente, en el seminario, aclarar o comentar en la pizarra los
conceptos que vayan apareciendo en ese material divulgativo.

El material divulgativo existente sobre Geometria Proyectiva, no cubre todos los temas de la
asignatura que se explica en el Grado, pero hay variedad suficiente para amenizar buena parte de
los conceptos que aparecen a lo largo del curso. Concretamente, se comienza presentando la
relacién existente entre Geometria Proyectiva y pintura (especialmente, del Renacimiento); se ilustran
conceptos como razon doble, dualidad, etc, mediante material divulgativo con dibujos atrayentes, y



finalmente, se hace hincapié en el concepto de cénicas, presentando aplicaciones de estas curvas en
el arte (pintura y arquitectura).

2. Presentacion de los materiales utilizados

A continuacién, vamos a mostrar los diversos materiales utilizados, agrupandolos por temas:

2.1. Pinturay Geometria Proyectiva

Aqui he utilizado, fundamentalmente los articulos que aparecen en los posters “Origenes de la
Geometria Proyectiva” (de M.E. Alonso, M.C. del Amo, R. Mallavibarrena, I. Pinto, J.M. Ruiz) [1], el
articulo de la Profa. Glielmes [4] y el libro de J.V. Field [3] del cual, como ejemplo, presento una
pagina (véanse los Anexos 1, 2 y 3). Esencialmente, en estos materiales se muestra como el interés
de los pintores y arquitectos del renacimiento por plasmar en un plano el espacio tridimensional,
desarroll6 el estudio de las propiedades invariantes al proyectar y cortar, que fue el origen del estudio
sistematico de la Geometria Proyectiva.

2.2. Nociones de Geometria Proyectiva

Conceptos que aparecen en Geometria Proyectiva y que son claramente diversos de los de
geometria afin ya conocidos por los alumnos, como los de puntos del infinito, principio de dualidad,
razén doble, son ilustrados con material divulgativo que aparece en varios capitulos del libro de E.
Colerus [2] y de un articulo de L.Ugarte [6] (en anexos 4 y 5). El libro [2], a pesar de estar escrito a
principios del siglo XX, es un libro muy motivador sobre las diversas ramas de la Geometria y puede
ser utilizado con provecho como “aperitivo” para introducir a los alumnos en posteriores estudios
geomeétricos.

2.3. Panoramica histérica

Los origenes de la Geometria Proyectiva y presentacion de los matematicos mas destacados en este
campo se puede encontrar en el articulo por el Prof. Hernandez Pefialver [5] y en varios posters de [1]
(en anexos 6y 7). El articulo [5] presenta la evolucion de la Geometria Proyectiva: mencionando la
aparicion de los primeros conceptos en la antigua Grecia, el deseo de los pintores renacentistas de
pintar de manera realista el espacio tridimensional como iniciador de la formalizacién de algunos
problemas de Geometria Proyectiva, y analizando el trabajo de matematicos antiguos que trabajaron
en este campo (Desargues, La Hire, Monge, Poncelet, Chasles, Steiner, Mébius, Pliicker). En uno de
los posters (“Nombres propios de la Geometria Proyectiva”) de [1] se presenta una brevisima resefia
del trabajo cientifico de matematicos que trabajaron en esta area.

2.4. Conicas

Material divulgativo sobre cénicas aparece en [4] y un poster (“Las conicas en la Arquitectura”) en [1]
(anexos 8y 9).

Con este material se trata de motivar a los alumnos para el estudio de la Geometria Proyectiva en
ler ciclo y, en lo posible, entusiasmarlos para que continien con estudios geométricos mas
avanzados.

Siguen los anexos mencionados en el texto:
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ANEXO 2

148 PRISMA: UN PASEO ENTRE LAS MATEMATICAS Y LA REALIDAD

LA PERSPECTIVA LINEAL

Para pintar una superficie, lo primero hago un cuadro o rectingulo del ta-
mafio que me parece, el cual me sirve como una ventana abierta, por la que
se ha de ver la historia que voy a expresar, y alli determino la estatura de las
figuras que he de poner, cuya longitud la divido en tres partes. Estas partes
para mi son proporcionales a aquella medida que comiinmente llaman braza
(48 cm. aproximadamente); pues segiin se advierte en la proporcion del hom-
bre, su regular longitud es de tres brazas. Con esta medida divido la linea que
sirve de base al rectingulo, y anoto las veces que entra en ella.

Hecho esto, sefialo un punto adonde se ha de dirigir principalmente la vista,
dentro del rectingulo, [...] le llamo punto del centro. Este punto se colocard en
paraje conveniente, no mds alto que la altura que se sefiala a las figuras en
aquel cuadro. Sefialado el punto del centro, tiro rectas desde todas las divisio-
nes de la linea de la base a €], las cuales me demuestran el modo con que van
disminuyendo las cantidades.

Leone Battista Alberti. Della pictura. 1435

Alberto Durero (1471-1528), presentado con frecuencia como la encar-
nacién alemana de las ideas del Renacimiento, disefi6 varias de estas ma-
quinas e ilustra en varios de sus grabados este principio de proyeccion y
seccién (ver la figura 3).

FIGURA 3: Velo de Alberti. Grabado de Durero.

Alberti da un concepto preciso de proporcionalidad, que determina el
tamafio aparente de un objeto en la pintura en relacién a su tamafio real y
la distancia entre su posicién y el ojo del observador.



ANEXO 3

The invention of infinity
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Fig.7.27 Guidobaldo del Monte, Six books on perspective (Pesaro, 1600), p. 54, diagram to illustrate Book 2,

Proposition 1. The eye is at A, and we are given three lines BC, DE, FG in the subject plane, parallel to one another
but not parallel to the line of section (FP). Their images meet at the point X.
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ANEXO 4

Cariruro IX
El principio de dualidad

Volvamos a desplazarnos mentalmente hasta el afio 1812
y Saratow del Volga. Nuestro ya conocido oficial de Inge-
nieros, Poncelet, se hallaba en este Saratow, como prisio-
nero de guerra, en la mds espantosa de las miserias. Fra
aquel invierno que derrot6 al gran Napoleén, extremadamente
duro para los mismos rusos ; invierno en el cual, segn tes-
timonio de Poncelet, llegé_a helarse el mercurio de los ter-
moémetros. Todas estas fatigas hicieron enfermar gravemente
a Poncelet, pero afortunadamente su 4nimo permanecié in-
quebrantable. ¥ de los pocos kopeks de que disponia para
su manutencién, supo ahorrar lo suficiente para comprar
papel barato, mientras que la tinta se la fabricaba. €l mismo,
probablemente con hollin de la estufa. Con estos medios
extraordinariamente mezquinos-trabajé y descubri6, como
ya hemos indicado en otro lugar, la Geometﬁa proyectiva,
y dentro de esta Geometria una ley o principio que, tanto
por st sencillez como por su fecundidad, resiste la compara-
cién con cualquier otro principio bésico de las Mateméticas.
Fué publxcado por Poncelet en el afio 1822, e independien-
temente de €, por Gergonne, en 1826, y se conoce con el
nombre de pnncxpxo o ley de la dualidad o principio de la
reciprocidad. Principio que podrfamos llamar asimismo «ley
de las relaciones reciprocas», o ¢ley de la correlacién », o
« principio de la bilateralidad », u otro nombre por el estilo.

De acuerdo con nuestro método habitual empezaremos
por examinar un caso sencillo que nos jniciard inmediata-
mente en dos de los més importantes teoremas de la Geome-
trfa. Pero antes, una observaci6n preliminar: hemos hablado
ya de proyeccién y de seccién, y tratado-de explicar el pri-
mero de estos conceptos. Afiadiremos ahora que, desde el
punto de vista puramente grifico o de dibujo, se entiende,
en rigor, por proyeccién, una «unién’ mediante rectas
— llamadas proyectantes — de acuerdo con determinadas -
reglas ; interpretdndose, por lo tanto, la palabra proyeccién
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de un modo dindmico, o sea como la accién de proyectar.
Pues bien, en el fondo, el principio de dualidad no se basa
méds que en la duplicidad natural — que ya conocemos —
del proceso proyéctivo. La permutacién de los conceptos de
seccién y proyeccién, origina una especie de conexién, bila-
teralidad, reciprocidad o dualidad. Estudiémosla en uno de
los casos mas sencillos (fig, 20).

La serie rectilinea s, con los puntos 4, B, C, D, aparece
en la figura como ¢seccién» del haz de rectas S compuesto
de las rectas a, b, ¢, d, que determinan los puntos sobre la
recta s. Pero podiia-
mos decir también y . S
con el mismo dere-
cho, que el haz de
rectases la «proyec-
cién» de la alinea-
cién o sea que al per- s
mutar nosotros los ' ' B
conceptos de sec- //A / B IC \D
cién y proyeccibnse @ b ¢ d
permutan automa4- Fro. 20
ticamente los de ali- ‘
neacién y haz de rectas. Como este ejemplo no nos da siquie-
ra una pequefia muestra de la verdadera grandiosidad del
principio de dualidad, expondremos otro mucho mds inte-
resante y fecundo en consecuencias que ocupa un lugar dis-
tinguido en la historia de la Geometria. En 1640, el gran
matemdtico Blas Pascal publicé, a la edad de 16 afios, su
célebre ¢ teorema del exdgono» sobre las secciones conicas,
del que vamos a examinar uno de sus casos particulares.
Si Pascal hubiese conocido el principio de dualidad habria
podido deducir inmediatamente el teorema dual. Pero por
no ser asi, tuvieron que pasar 166 afios hasta que este teore-
ma dual, el teorema de Brianchon, fuese descubierto en 1806,

- Supongamos que tenemos dos rectas que se cortan (figu-
ra 21) —y por lo- dicho sobré el punto del infinito las rectas
paralelas se cortan también —y sean éstas g y g,. En la recta g
estdn situados tres puntos completamente arbitrarios 4, B, C,
y en la g, otros tres 4,, B,, C,, arbitrarios también. ¢ Una-
mos » ahora 4 con B, y 4, con B, y prolonguemos estas
rectas hasta que se corten : obtendremos el punto C..
Uniendo luego B con Cy y By con C obtendremos el pun-
to 4,, y haciendo lo mismo con C y. 4,y C, y 4 resultard




ANEXO 5
96 6. Geometria proyectiva plana

por ejemplo, la longitud de un segmento, el area o la medida de un angulo, por lo que
el paralelismo de rectas no se conserva. Sinembargo, una linea recta seguird siéndolo
en (casi) todas las secciones de cualquier proyeccién, por lo que un punto que no
pertenece a una recta dada se transformara al proyectar y seccionar en un punto
que no pertenece a la recta transformada. Estas consideraciones, aunque triviales,
sugieren que la respuesta a las cuestiones arriba planteadas no parece incumbir a la
geometria euclidea ordinaria, sino que en esta “geometria” los elementos fundamen-
tales parecen ser los de punto y recta, y la relacién de incidencia (o pertenencia),
y que no tienen cabida nociones como la distancia. Sin embargo, para estudiar
las propiedades invariantes por proyeccion y secci6n se utilizé en un principio la
geometria euclidea, pues era la tinica conocida en la época de Desargues.

Una importante innovacién en geometria fue la adicién de ciertos elementos idea-
les al espacio euclideo, elementos que ahora conocemos como puntos del infinito,
recta del infinito, etc... La introduccién de la nocién de punto en el infinito asociado
a rectas paralelas se atribuye generalmente a Johann Kepler (1571-1630), aunque
fue Desargues quien utilizé sisteméticamente esta idea en su tratado de secciones
conicas de 1639. Alberti ya habia observado que dos rectas paralelas en una escena
real deben dibujarse de manera que se corten en un punto, salvo que el lienzo sea
también paralelo a dichas rectas. Por ello, las baldosas cuadradas del suelo no se
ven como cuadrados en el lienzo. En la escena representada en la Figura 2 se pueden
adivinar también rectas que convergen a un punto principal, o del infinito, y que en
la realidad son rectas paralelas.

Veamos como surge la necesidad natural de afadir puntos del infinito al plano

usual. Las rectas A'C" y B'D'
de la Figura 3, que corresponden a
los segmentos paralelos AC'y BD,
deben cortarse en algin punto [’
del plano II" que contiene al lienzo
(suponemos éste no paralelo a AC).
En efecto, el punto O y la recta AC

.

determinan un plano II;, y el punto
O y la recta BD determinan otro
plano Il,. Ambos planos cortan a
II' en las rectas A'C' y B'D), res-
pectivamente, y la interseccion de
los tres planos determina el punto
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I'. Ahora bien, el punto I’ no corresponde a ningtin punto ordinario del plano II que
contiene a las rectas AC'y BD, pues la recta OI’ es de hecho paralela a II. Para
completar la correspondencia entre los puntos de las rectas A'C’' y AC, y entre los
puntos de B'D" y BD, Desargues afiadié un punto ideal o punto en el infinito I
a las rectas paralelas AC'y BD. Asi las rectas paralelas AC'y BD se cortan en el
punto /.

Supongamos ahora que BD es una recta variable contenida en el plano II y
paralela a AC'. Es fécil ver que el punto de corte de las rectas A'C" y B'D’ corres-
pondientes es también I’, por lo que la recta BD debe contener el mismo punto
ideal I que AC. Es decir, la coleccin de rectas paralelas a una recta dada tiene
asociado un mismo punto ideal. Como existe un nimero infinito de colecciones de
rectas paralelas, cabe considerar una infinidad de puntos ideales afiadidos al plano
euclideo. Ademas, la coleccion de todos los puntos I’ correspondientes a puntos del
infinito / es precisamente la recta obtenida al cortar IT' con el plano paralelo a IT que
pasa por O, por lo que Desargues hizo la hipédtesis adicional de que los puntos del
infinito yacen todos ellos en la llamada recta del infinito. Se obtiene asi un plano
ampliado al afadir esta nueva recta a las ya existentes.

La principal ventaja al trabajar en el plano ampliado es que podemos dar a los
teoremas un enunciado “universal”, eliminando las distinciones que se establecen en
la geometria euclidea. Por ejemplo, ahora dos rectas distintas cualesquiera se cortan
exactamente en un punto, y dos puntos distintos cualesquiera siguen determinando
una y s6lo una recta.

Este plano ampliado constituird nuestro modelo intuitivo de plano proyectivo,
en el cual la recta del infinito no se distingue de las ordinarias. Aparentemente
la incorporacién de la recta del infinito y el uso de las convenciones anteriores no
parece conducir a ninguna contradicciéon. Abordaremos este asunto en la dltima
seccion.

3. En busca de un invariante proyectivo: la razén doble

Como el objetivo de la geometria proyectiva es el estudio de propiedades que se
mantienen invariantes por proyecciones y secciones, resulta natural preguntarse si
dados k puntos alineados puede definirse un invariante proyectivo asociado a ellos.
Veamos primero que k debe ser mayor o igual que cuatro, es decir, no puede existir
un tal invariante para pares ni para ternas de puntos alineados.
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98 6. Geometria proyectiva plana

Sean A, B, C'tres puntos cualesquiera de unarectapy A’, B', C’ otros tres puntos
cualesquiera de otrarecta p’. Llamando O = AA’'N BB’ al punto de interseccion de
lasrectas AA"y BB', es claro que por proyeccion desde O el par A, B se transforma
en el par A, B'. Por otro lado, para transformar A, B,C' en la terna A, B', C"
necesitamos usar en general dos proyecciones. En efecto, elegimos primero dos
puntos distintos cualesquiera O; y O, sobre larecta AA’. y consideramos los puntos
de interseccién B; = BO; N B'Oy y C; = CO; N C'0,. Entonces llamando ¢ a
larecta B;C},laterna A, B, C' se transformard en A’, B', C' por la proyeccion de p
sobre ¢ desde O, seguida de la proyeccion de g sobre p’ desde O,.

Sin embargo, si se consideran dos cuaternas de puntos alineados entonces ya no
es posible llevar en general una sobre otra por proyecciones y secciones sucesivas.
El motivo es que existe un invariante proyectivo asociado a cuatro puntos alineados,
que recibe el nombre de razdn doble (también llamado razén cruzada o relacion

anarmdonicay.

El concepto de razén doble tiene su origen en los griegos, quienes investigaron
muchas de sus propiedades. Desargues demostré en el apéndice de la obra de Bosse
de 1648 que estarazdn es invariante por proyeccion y seccién, aunque incluso Pappus
conocia ya ciertos resultados al respecto. Este concepto recibi6 un nuevo impulso
a principios del siglo XIX, con la nociéon de magnitud con sentido introducida por
Lazare Nicholas-Marguerite Carnot (1753-1823) en su Geometria de la posicion
de 1803, y por August Ferdinand M6bius (1790-1868) en su obra Der barycentriche
calcul de 1827, 1o que dio lugar a una notaciéon més cémoda y eficaz. El tratamiento
moderno de larazén doble se debe principalmente a las obras de Mobius y de Chasles.
Un estudio de esta nocién exento de consideraciones métricas fue desarrollado por

von Staudt.

Consideremos una recta “orientada”, es decir, una recta en la que hemos elegido
un sentido como el positivo. Dados dos puntos ordinarios A y B, indicaremos por
AB la distancia con su signo o sentido del punto A al punto B. Asi por ejemplo
BA=—-AB.

La expresion “razén doble” proviene del hecho de que esta cantidad va a estar
definida como un cociente o razén de razones simples, concepto que introducimos
a continuacién. Dado un segmento ordinario AB y un punto ordinario P, distinto
de B, alineado con A y B, llamaremos razdn simple o razén en la que el punto P
divide al segmento AB al cociente (AB, P) = AP/PB. Es claro que este cociente
no depende de la orientacién asignada a la recta AB.



ANEXO 6

5. Desarrollo de la geometria proyectiva sintética

Poncelet fue quien sentd las bases para el desarrollo sintético de Ia geo-
metria proyectiva. Este desarrollo se realizé fundamentalmente en Francia
y Alemania. Entre los franceses mencionaremos tan sélo a Michel Chasles
(1793-1880), pues las ideas de Poncelet tuvieron mas acogida fuera de Francia
que en ella.

5.1. CHASLES

Chasles no tenia conocimiento de lo que, por los mismos afios, obtenian
los geémetras alemanes, por lo que muchas de sus nuevas ideas no lo eran
en realidad.

La mayor contribucién de Chasles a la geometria proyectiva fue el reco-
nocimiento de la razén doble de cuatro puntos alineados, cuatro rectas con-
currentes, o cuatro planos coaxiales, como uno de los pilares fundamentales.
Chasles encontré este concepto de razén doble, que él llamé razén anhar-
mdnica, en su intento de reconstruccién del libro de los Porismas de Euclides
a partir de las obras de Pappus. Hab{a sido usado por Desargues, pero Chasles
s6lo tenia la referencia de lo que habia escrito La Hire. En aquellos afios
lo usaban ya Mobius y Steiner, pero el desconocimiento del aleméan impedia
a Chasles enterarse de lo que se estudiaba al otro lado del Rin.

Chasles trata las seis razones dobles de cuatro elementos de una de las
formas ya descritas, lo que le permite estudiar las involuciones de puntos
alineados o de rectas concurrentes.

El mejor resultado que obtiene Chasles con relacién a la razén doble
es el siguiente de 1828:

11
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«Dadas dos rectas en correspondencia biyectiva que conserva la razén
doble, las rectas que unen puntos correspondientes son tangentes a una
conica.»

La propiedad dual de ésta se convertird en manos de Steiner en el punto
de partida del estudio de_las cénicas sin salir del plano.

La segunda idea fundaméntal de Chasles es el estudio de las homogra-
fias. Como tales entiende las transformaciones del plano en si mismo o en
otro plano que llevan puntos a puntos, rectas a rectas y que conservan
la razén doble. La proyeccién central y la homologia de Poincaré son casos
particulares de homografias. También introduce el término correlacién para
designar la transformacién que lleva puntos a rectas y rectas a puntos.

En cuanto a la labor histérica de Chasles, su obra principal fue publi-
cada en 1837, bajo el titulo de Apergu historique sur Vorigine et le developpe-
ment des méthodes en Geometrie. Es una obra muy parcial respecto a la
aportacién de los franceses a la geometria, y su desconocimiento del aleman
no es excusa para olvidar todas las aportaciones en lengua alemana en el
campo de la geometria.

5.2. STEINER

El primer geémetra de la escuela alemana que siguié los pasos de Pon-
celet en el estudio de la geometria sintética proyectiva fue Jacob Steiner
(1796-1863).

Steiner era hijo de un granjero suizo y en sus afios de juventud fue pro-
fesor en la escuela de Pestalozzi donde se concedia gran importancia a la
intuicién geométrica. Cuando més tarde llegé a profesor en Berlin llevé los
métodos de Pestalozzi de la escuela elemental al limite, ensefiando geometria
sin figuras y apagando la luz en sus clages de doctorado.

En sus ultimos afios, para conservar su bien ganada reputacién de pro-
ductividad, se dedicé a tomar teoremas y demostraciones de articulos pu-
blicados en inglés y republicarlos bajo su nombre sin indicar que no eran
originales suyos.

‘La obra principal de Steiner es Systematische Entwicklung der Abhan-
gigkeit geometrischen Gestalten von einander (1832) {Desarrollo sistemdtico
de la dependencia de las formas geométricas una de otra).

La obra de Steiner es un trabajo sistematico en el que a partir de las
llamadas formas fundamentales obtiene las estructuras mdas complicadas
utilizando conceptos proyectivos. Las formas fundamentales son: puntos,
rectas, haces de rectas, planos y haces de planos.

Designa con el nombre de «proyectiva» la relacién entre las formas fun-
damentales de dimensién uno: puntos colineales, haces de rectas y haces
de planos, pero no define claramente qué entiende por proyectividad. Parece
que una proyectividad es, para Steiner, una biyeccién que conserva la razén
doble. Ahora bien, como toma las distancias positivas necesita afiadir una or-
denacién para evitar ambigiiedades.

Prueba que una proyectividad entre formas de dimensién uno estd deter-
minada cuando se conocen tres pares de elementos correspondientes, aun-
que la demostracién no es totalmente concluyente.
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ANEXO 8

168 PRISMA: UN PASEO ENTRE LAS MATEMATICAS Y LA REALIDAD

Las palabras secciones cénicas definen con propiedad el objeto que re-
presentan, son los distintos cortes que se pueden obtener al intersecar en
el espacio un plano con un cono.

FIGURA 25: Secciones c6nicas

Segtn Kepler en Ad Vitellionem paralipomena quibus astronomiae pars op-
tica traditur (1604) hay cinco tipos de secciones cénicas, desde el par de
rectas secantes (recta linea) hasta la circunferencia. Desde las primeras, a
través de una familia infinita de hipérbolas se pasa a la parédbola y desde
aquf, a través de una familia infinita de elipses, a la circunferencia. Kepler
ilustra asi el principio de continuidad para cénicas.

En relacién con las secciones hay algunos puntos notables a los que
Kepler llama foci, focos.

Siguiendo el principio de continuidad, Kepler asumi6 que todas las
secciones cénicas tienen dos focos. La distancia entre los focos es mayor
que cero pero finita para elipses e hipérbolas. En el caso de la circunferen-
cia se puede pensar que los focos coinciden en el centro. La parébola tiene
un foco “dentro”. El segundo foco, llamado por Kepler caecus focus {foco
ciego), se puede visualizar situdndolo a una distancia infinita del primer
foco en el eje de la pardbola. Esto se traduce en que cualquier recta que sea
paralela al eje pasa por este foco ciego.

Las c6nicas poseen curiosas e interesantes propiedades por las que
resultan sumamente titiles en la naturaleza (planetas y cometas descri-
ben cénicas), la ciencia (propiedades de reflexién usadas en 6ptica), la in-
genierfa (antenas parabélicas, puentes, centrales eléctricas termosolares)
o el arte (presentes en las obras de Miguel Fisac (1913-2006) y Antonio
Gaudi (1852-1926)).
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FIGURA 26: Sistema de conicas de Kepler

Quiz4s unas de las mds interesantes y ttiles que descubrié Apolonio
son las llamadas propiedades de reflexi6n, utilizadas por ejemplo en Opti-
ca. Si se construyen espejos con la forma de una curva cénica que gira al-
rededor de su eje, se obtienen los llamados espejos elipticos, parabélicos o
hiperbélicos, segtin la curva que gira, y se obtienen las distintas cuddricas
de revolucién. Apolonio demostré que si se coloca una fuente de luz en el
foco de un espejo eliptico, entonces la luz reflejada en el espejo se concen-
tra en el otro foco. En el caso de los espejos hiperbdlicos, la luz proveniente
de uno de los focos se refleja como si viniera del otro foco.

Si se recibe luz de una fuente lejana con un espejo parab6lico de mane-
ra que los rayos incidentes son paralelostal eje del espejo, entonces la luz
reflejada por el espejo se concentra en el foco. Esta propiedad permite en-
cender un papel si se coloca en el foco de un espejo parabélico y el eje del
espejo se apunta hacia el sol. Estos espejos son los denominados espejos
ardientes por Euclides, que ya conocfa su existencia.

Existe la leyenda de que Arquﬂnedes (287-212 a.C.) logr6 incendiar las
naves romanas durante la defmsa de Siracusa usando las pmpzedades
delos espejos parabé,hoos . :

Esta propiedad de los espejos parab6licos es también utilizada en Opti-
ca. Los telescopios més conocidos, y también los més utilizados desde hace
siglos, son los telescopios 6pticos. Estos pueden ser de dos tipos depen-
diendo del sistema 6ptico empleado, refractores y reflectores.
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