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Resumen

La difusion es un proceso presente en multitud de situaciones bioldgicas, siendo la més conocida
la propagacién de energia térmica en forma de calor. Usualmente, la difusién viene acompanada
de procesos quimicos de creacién o degradacion celular, dando lugar a las ecuaciones de reaccién-
difusién. En el primer capitulo deduciremos dichas ecuaciones.

Bajo determinadas condiciones, las soluciones de sistemas de 2 ecuaciones de reaccién-difusion pue-
den formar patrones espaciales, lo que permite explicar mateméticamente la formacién de las rayas
de las cebras, las manchas del guepardo o los dedos del ser humano ([7],[8]). En el segundo capitulo
estudiaremos el mecanismo Turing, uno de los mas conocidos para la formacién de patrones. Pos-
teriormente, aplicaremos los resultados obtenidos a un modelo concreto cuyo estudio analitico y

posterior simulaciéon numérica nos permitira observar dichos patrones.
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Abstract

Diffusion is a process that takes place in a lot of biological situations, being the best known
the propagation of thermal energy in the form of heat. Usually, diffusion takes place with chemical
processes of cell creation or degradation, giving reaction-diffusion equations. In the first chapter we
will deduce these equations.

Under certain conditions, the solutions of systems of 2 reaction-diffusion equations can form spatial
patterns, being able to explain mathematically several interesting phenomena in biology like the
formation of zebra stripes, cheetah spots or human fingers ([7],[8]). In the second chapter we will
study the Turing mechanism, one of the best known in pattern formation. Afterwards, we will apply
the results to a particular model whose analytic study and later numerical simulation will allow us

to see the patterns.
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Introduccién y objetivos.

El presente trabajo aborda el fendmeno conocido como formacién de patrones, al que contribuyé
de forma decisiva el matematico Alan Mathison Turing (1912-1954), mundialmente conocido por sus
trabajos en computacion pero menos conocido por sus estudios de ecuaciones en derivadas parciales
y sus aplicaciones a la biologia matemadtica.

En primer lugar, estudiaremos el fenémeno de difusién molecular. Durante el siglo XIX se estaba
estudiando como modelizar la propagacion de calor a lo largo de una varilla fina de longitud L
aislada térmicamente y con temperatura nula en los extremos, sobre la cual se administra cierta
temperatura inicial que viene dada por una funcién ug(x). El primero que resolvié este problema fue
Joseph Fourier, publicando en 1822 el libro Theorie analytique de la chaleur en el que se modeliza

el problema anterior mediante la ecuacién

u(x,t)  8%u(x,t)
TR O<ax<L

w(0,t) = u(L,t) =0 (1)

w(z,0) =up(xz), O0<ax<L

donde u(x, t) representa la temperatura de la varilla en la posicién x en tiempo ¢. La ecuacién anterior
es la ecuacion del calor y una vez propuesta marcé un antes y un después en la teoria de ecuaciones
en derivadas parciales, siendo hoy en dia uno de los temas mas estudiados por la matematica pura y
aplicada. En el primer capitulo deduciremos esta ecuacion mediante las leyes de Fick, leyes que nos
permiten modelizar la propagacién molecular en fenémenos de difusion.

Por otro lado, en situaciones biolégicas mas complejas no sélo es importante tener en cuenta la
difusion sino también procesos quimicos de transformacién celular, obteniendo asi ecuaciones de la
forma

ou(z,t)  d*u(z,t)
1) _ T | fw) )

donde f(u) modeliza dichas transformaciones. Por ejemplo, la funcién f(u) = u(l — u)e P1—%)
con 0 < B < oo se utiliza en teorfa de la combustién, mientras que la funcién f(u) = u(l — u)
permite explicar procesos de mutacién genética. La ecuacién (2) se conoce como ecuacidn de reaccidon-

difusion y permite explicar multitud de situaciones quimicas, fisicas y biolégicas, tal y como ponen



de manifiesto los ejemplos anteriores. Deduciremos esta ecuacion en la seccién 1.2.

Consideremos ahora el problema de difusién

ou(z,t)  Ou(x,t)
ot 0z

ou _ Ou B (3)
%(O,t) = %(Lt) =0

u(z,0) =up(z), O0<ax<L

O<z<L

que surge de (1) al cambiar las condiciones de contorno de tipo Dirichlet (u = 0) a tipo Neumann
(% = 0). Estas nuevas condiciones representan que la varilla estd completamente aislada y no se
produce pérdida de calor en los extremos.

En el problema anterior, puede probarse que a medida que pasa el tiempo, la temperatura se va
distribuyendo uniformemente por toda la varilla hasta alcanzar una temperatura constante. Por ello,

es razonable pensar que la difusién es un proceso estabilizador, es decir, toda solucién estacionaria

que sea estable en un problema sin difusiéon de la forma

W = f(u) (4)

seguird siendo estable y constante al considerar la difusién, es decir, al considerar el problema

ou(z,t)  d*u(z,t)
% - o2 + f(u), x€(0,L) -
ou ou

520 = S (L) =0

(Nétese que si u = a es solucién de (4) entonces también es solucién de (5)).

En 1952, Alan Turing publica el articulo The Chemical Basis of Morphogenesis [9], abriendo las
puertas a una nueva rama de investigacion matematica relacionada con la formacién espontanea de
patrones en la naturaleza. En dicho articulo, Turing describe un modelo matemético para el creci-
miento del embrién mediante un sistema de ecuaciones de reacciéon-difusién en el que una sustancia
quimica activadora u(x,t) reacciona con otra sustancia quimica inhibidora v(z,t), difundiéndose

ambas por un recinto unidimensional:

Ou(x,t) 0%u(x,t)

AU R > (6)
ov(z,t) 0%v(x,t)
ot g(u,v) + D’UW

Al analizar las ecuaciones del modelo, Turing descubre que existen soluciones estacionarias cons-
8%u(z,t)
0z2

_ d%u(x,t) -0

tantes que son estables en ausencia de difusién (cuando = 5.z

) pero inestables en
presencia de la misma, es decir, la difusiéon puede deshacer la distribuciéon homogénea e uniforme
en la que se encuentran ambas sustancias quimicas, creando un estado en el que las mismas estan
bien diferenciadas, lo que da lugar a la aparicién de diversos tipos de patrones. Este es un hecho

sorprendente y contraintuitivo, pues como hemos visto anteriormente, es razonable pensar que la

difusién, lejos de desestabilizar, estabiliza. A este fenémeno se le conoce como inestabilidad de Turing



(diffusion-driven instability).

Anos después, James Dickson Murray estaba convencido de que el modelo de Turing podia explicar
gran parte de los patrones que vemos en las pieles de los animales. Por ello, en 1993 publica el libro
Mathematical Biology [7] en el que, partiendo de la idea de Turing, extiende el estudio del sistema
(6) al caso bidimensional, ofreciendo condiciones para que tenga lugar el fenémeno de inestabilidad
de Turing. Desarrollaremos esta idea en la primera seccién del segundo capitulo.

Aplicando sus resultados a modelos concretos, Murray descubre que en determinadas ocasiones, las
soluciones de un modelo pueden generar diferentes patrones en funcién del valor de sus pardmetros
y de la geometria en la que se desarrolle el proceso de reaccién-difusién (véanse las Figuras 1y 2).
En la seccién 2.2 trabajaremos con esta idea, estudiando la formacién de patrones para el modelo

de Schnakenberg en recintos cuadrados.

Figura 1: (a)-(c) Patrones espaciales generados por las soluciones de un sistema de reaccién-difusién
al variar uno de los pardmetros. (d) Manchas en la cola de un guepardo adulto (Acinonyzx jubatus). (e)
Patrén de manchas en la cola del jaguar adulto (Panthera onca). (f) Marcas en la cola de una gineta
macho prenatal (Genetta genetta). (g) Marcas tipicas en la cola de un leopardo adulto (Panthera
pardus). Imagenes sacadas de [7].

(a) (b)

Figura 2: (a) Rayas en la pata delantera de la cebra de montana (Fquus zebra). (b) Patrén espacial
generado por las soluciones de un sistema de reaccién-difusiéon. Imégenes sacadas de [7].



El articulo de Turing y los posteriores descubrimientos de Murray supusieron grandes avances en la
biologia del desarrollo, rama de la biologia que estudia los procesos llevados a cabo por las células
embrionarias para la formacién de érganos y tejidos. Gracias a Turing, se cree que lo que hacen los
genes en el embrién es ordenar la produccién de sustancias quimicas activadoras e inhibidoras, las
cuales indican a las células como diferenciarse para poder formar los 6rganos. Estas ideas siguen
estando presentes en la investigacién actual, por ejemplo para explicar la formacién de los dedos

(véase [8]).
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Capitulo 1

Modelizacion matematica de los
fenomenos de difusion y
reaccion-difusion.

En este capitulo se pretenden deducir las ecuaciones de reaccion-difusién. Para ello, deduciremos
en primer lugar las leyes de Fick, leyes cuantitativas que permiten describir el fenémeno de difusion

molecular.

1.1. Difusién en una dimensién y recinto de area fija. Leyes
de Fick.

La difusién es el desplazamiento de particulas de zonas de mayor concentracion a zonas de menor

concentracioén, lo que permite una distribucién uniforme de la sustancia en el espacio que la contiene.
Este movimiento de particulas producira choques aleatorios entre moléculas vecinas que alteraran las
trayectorias de las particulas haciéndolas totalmente aleatorias, lo que se conoce como movimiento
browniano.
En esta seccion trataremos de describir matemaéaticamente dicho proceso de difusion, cuando este
tiene lugar en un tubo fino de seccién constante A que puede ser considerado como unidimensional.
Sea x una posicién arbitraria del tubo. En lo sucesivo centraremos nuestra atencién en el movimiento
aleatorio de las particulas en la seccién del tubo comprendida en (z, z+Az) , donde Az es un pequeno
desplazamiento a la derecha desde la posicién x, tal y como muestra la Figura 1.1.

Antes de comenzar, definiremos las siguientes cantidades que nos resultaran tutiles :
Definicién 1.1.1. Llamaremos N(x,t) al nimero de particulas en la posicién x en tiempo t.

Definicién 1.1.2. Llamaremos C(x,t) a la concentracién (ntmero de particulas por unidad de

volumen) en la posicién x en tiempo .

Observacién 1.1.3. Con las definiciones anteriores se tiene que C(z,t) - (A - Ax) = N(z,t) para

cualquier z € (z,x+Ax), pues A-Az es el volumen de la seccién del tubo comprendida en (x, x+Ax).



£
B :q::

Figura 1.1: Tubo fino de seccién constante A por el que fluyen particulas en la direccién positiva.
Figura sacada de [2].

Definicién 1.1.4. Llamaremos J(x,t) al flujo de particulas (nimero de particulas cruzando una

unidad de area en la direccién positiva por unidad de tiempo) en la posicién = en tiempo t.

Observacién 1.1.5. Nétese que por la definicién anterior J(z,t)- A representa el niimero de particu-

las cruzando la posicién z por unidad de tiempo, sea cual sea z € (x,z + Ax).

1.1.1. Primera ley de Fick.

En primer lugar, recordemos que las particulas se mueven de forma aleatoria, produciéndose
choques con moléculas vecinas que podrian variar su trayectoria. Ademds, al encontrarnos en una
dimension, cada particula inicamente podra moverse hacia la izquierda o hacia la derecha. Asi pues,
si trazamos una linea imaginaria por el centro de la seccién del tubo comprendida en (z, x+ Ax), tras
el paso de un pequeno tiempo & tendremos que la mitad de las particulas del lado derecho habran
pasado al izquierdo y las del lado izquierdo al lado derecho, por lo que el nimero neto de particulas

que atraviesan la linea serd
1 1 1
§N(x,t) - §N(x + Az, t) = —§(N(x + Ax,t) — N(z,t))

Por tanto, teniendo en cuenta la observacién 1.1.5 podemos deducir que tras un pequeno tiempo &

J@ﬁ_A€:7m@+A@?fN@@) 1)

z+(z+Ax)
2

de donde despejando obtenemos la siguiente relacion entre el flujo en z = y el nimero

neto de particulas que atraviesa dicha posicién

(N(z + Az, t) — N(z,1))
2AE

J(z,t) = — (1.2)



Por otro lado, multiplicando y dividiendo el lado derecho de la ecuacién (1.2) por Az y teniendo en

cuenta la observacién 1.1.3 tenemos que

de donde multiplicando y dividiendo de nuevo por Az obtenemos que

(Az)* C(z + Az, t) — C(, 1)

Tt =5 Ax

(1.3)

Ahora bien, como Az es un pequeno desplazamiento y el tiempo transcurrido £ es pequeno, podemos

tomar limites cuando Ax,£ — 0 a ambos lados de la ecuacién anterior, lo que nos da

’

o L (M) C(z + Az, t) — Cla, )
@ t) = A.il,gm—>o Tzt = - Ail,?Lo 26 Az—0 Ax (14)
En el primer capitulo de [1] se deduce la relacién

(Az)* _ (2*(T))

13 T
donde (z2(T')) es la media aritmética del cuadrado de los desplazamientos aleatorios de las particulas
y T el tiempo transcurrido durante dichos desplazamientos.
Por otro lado, Albert Einstein en 1905 dedujo la ecuacién

<x2(T)>
2T

D=

donde D es una constante llamada coeficiente de difusion que describe la facilidad de movimiento

de una sustancia a través de una regién determinada [3].

(Az)?
2€

es independiente de los valores de Az y &. Esto nos permite convertir la ecuacién (1.4) en

Asi pues, juntando ambas ecuaciones deducimos que el cociente toma un valor constante que

L (Ae)?  Cle+Axt) = C(x,t)  0C
Tt =, e A, Ar ~ P (1)

A la ecuacién anterior se la conoce como primera ley de Fick.
La primera ley de Fick también podria enunciarse para recintos de volumen fijo y dimensién n con

n € N, obteniendo

7(951,...,:13”,75) =—-D-VC(z1,..., Tp,t) (1.6)
donde D es el coeficiente de difusion 'y VC(z1, ..., xp, t) = (%, ey (,?T,C;) A la vista de esta ecuacién,

la primera ley de Fick establece que el flujo es proporcional al gradiente de concentracién, lo que
implica que las particulas fluyen de regiones de alta concentracion a regiones de baja concentracion,
va que el vector gradiente marca la direccién de maximo crecimiento de la concentracién. Utilizaremos

esta ecuacion maéas adelante.



1.1.2. Segunda ley de Fick.

En ausencia de reacciones quimicas o de otros procesos que puedan alterar el niimero total de
moléculas del tubo entre las posiciones x y x+Ax, estas ni se crearan ni se destruiran, lo que se conoce
como principio de conservacion de la masa. Por ello, si dejamos pasar un pequeno tiempo &, el nimero
de nuevas particulas en la posicién x (de hecho en cualquier posicién z € (x,z + Ax)) coincidira con
la diferencia entre el nimero de particulas entrantes y salientes de la seccién comprendida entre = y

x + Ax durante el tiempo &, es decir,
N(z,t+&)— N(z,t) = (J(z,t) = J(z + Ax,t)) - A- ¢ (1.7)

en donde se han utilizado las definiciones 1.1.1 y 1.1.4 y la observacién 1.1.5 para deducir la ecuacién
anterior.
Asi pues, pasando el término A - £ a la izquierda de la ecuacién, dividiendo por Az a ambos lados

de la igualdad y utilizando la observacién 1.1.3 deducimos que

Clx,t+&) —Clz,t)  J(x,t) = J(x+Ax,t)  J(x+ Ax,t) — J(x,t) 18
£ Az T Az (18)

Finalmente, observemos que tanto el desplazamiento Az como el tiempo transcurrido £ son pequenos.
Esto nos permite tomar limites cuando Az, £ — 0 a ambos lados de la ecuacién anterior, lo que junto

con la definicién de derivada parcial nos da la ecuacién

oC (z,t) - lim C(z,t+ &) — C(x,t) —  m J(x+Az,t) = J(z,t)  9J(z,t)

ot €0 13 Az—0 Azx o ox

(1.9)

A la ecuacién (1.9) se la conoce como ecuacidn de conservacion, pues ha sido deducida del principio
de conservacién de la masa. Un procedimiento similar al anterior cuando se consideran n dimensiones

espaciales con n € N nos darfa la ecuacién

IC (1, .y Ty, t
ecuacion que relaciona la velocidad de cambio de particulas en un volumen fijo con la divergencia
del flujo.
Ahora bien, observemos que introduciendo la ecuacién (1.5) en la ecuacién de conservacién (1.9)

tenemos que

oC (z,t) oJ (z,t) 0 oC (z,t)
=— =——|(-D——= 1.11

ot Ox ox ox ( )
Si D es constante, podemos sacarla fuera de la derivada parcial, obteniendo asi la segunda ley de

Fick, cominmente conocida como ecuacion del calor

ot 0x2

C (x,t) D82C(x, t) (1.12)



De forma andloga para varias dimensiones, si introducimos la ecuacién (1.6) en la ecuacién de

conservacién (1.10) obtenemos

oC ey Ty T >
% =V (@1, t) = =V - (=D - VC (@1, ooy T, 1)) (1.13)
de donde si D es constante deducimos la segunda ley de Fick para recintos de volumen fijo y

dimension n con n € N
OC(x1, ..., Ty, t)

™ = DV2C (21, .., Tp, t) (1.14)

1.2. Ecuaciones de reaccion-difusion.

En multitud de fenémenos de la naturaleza las reacciones quimicas juegan un papel crucial, ya que
modifican el niimero de moléculas de determinada sustancia, lo que altera inevitablemente el entorno
biolégico en el que nos encontramos. Por ejemplo, en un tumor, no sélo es importante considerar la
difusién de células tumorales a lo largo del torrente sanguineo, sino también los procesos quimicos
de mutacién que convierten células sanas en tumorales.

En esta seccién trataremos de introducir el fenémeno de reaccién en la modelizacion de la ecuacién de
conservacion. Para ello, supongamos que nos encontramos en un recinto unidimensional (x, z + Ax)
como el de la Figura 1.1 y supongamos que f(C,z,t) es una funcién que representa el nimero de
particulas creadas por unidad de volumen y unidad de tiempo en la posiciéon x en tiempo ¢ como
consecuencia de una reaccién quimica. Observemos que f depende de la concentracién C(z,t), ya
que cuando tienen lugar reacciones quimicas, cambios en la concentracién de particulas implican
cambios en la creacién molecular.

Asi pues, similar a como ocurria en la seccién 1.1.2, pasado un pequeno tiempo &, el nimero de nuevas
particulas en la posicién x serd la diferencia entre el nimero de particulas entrantes y salientes de
la seccién comprendida entre x y x + Az en tiempo £ maés el nimero de particulas creadas en x

durante dicho tiempo, es decir,
N(z,t +&) — N(z,t) = (J(z,t) = J(z + Az, 1)) - A- £+ f(Cox,t) - (A-Az) - € (1.15)

de donde dividiendo por A-£ y por Az a ambos lados de la igualdad, utilizando la observacién 1.1.3

y tomando limites cuando Az, £ — 0 deducimos la siguiente ecuacién de conservacién :

oC(x,t) .. Clx,t+§) —Clx,t) . J(x+ Az, t) — J(z,t) _0J(x,1)
o am ¢ = Jmy Az H (G t) = ——5 —+/(C.x1)
(1.16)
la cual podria extenderse a recintos multidimensionales de area fija, obteniendo
ey T,
% = VT (@1, t) + F(C 21y ey s ) (1.17)



Finalmente, si combinamos la 12 Ley de Fick (ecuacién (1.5)) con la ecuacién (1.16) deducimos la

ecuacion de reaccion-difusion para recintos unidimensionales de area fija

0C (z,t) 0 (_Dac(a:,t)

T = —% Oz ) + f(c,l‘,t) (1.18)

De forma andloga, combinando las ecuaciones (1.6) y (1.17) obtenemos la ecuacién de reaccién-
difusién para recintos multidimensionales de area fija

OC(x1,y ey Ty, )

5 =-V- (=D -VC(x1,....,xn,t)) + f(C,21, ..., Tpn, 1) (1.19)

en donde si D es constante (como ocurre en multitud de modelos) tenemos que

OC (21, ..ey Ty, t)

5 =D -V2C(x1, .., tn,t) + f(C, 21, ..., Ty, 1) (1.20)

Veamos una situacién biolégica que se modelizaria con esta ultima ecuacién. Supongamos que esta-
mos estudiando el comportamiento de una determinada poblacién celular en la que se ha producido
una mutacién en uno de los genes de una de las células. El gen es beneficioso para la poblacion
celular, por lo que la mutacién genética comienza a difundirse por el espacio a medida que pasa
el tiempo. Bajo estas hipdtesis, la proporciéon de células con el nuevo gen crecerd con el paso del
tiempo como consecuencia del proceso de difusién y del propio crecimiento celular (que serd de tipo
logistico ya que se producird lucha por el alimento entre células con gen ventajoso y sin él), dando
la siguiente ecuacion
0A

E:D-VzAJraA%—ﬂAB

donde A(z,y, z,t) representa la proporcién de células con gen ventajoso, B(z,y, z,t) la proporcién
de células sin dicho gen, « la tasa de crecimiento celular y 3 la probabilidad de cruce entre células
ventajosas y no ventajosas. Ahora bien, teniendo en cuenta que B(x,y,z,t) = 1 — A(z,y,2,t) y

renombrandor =a+ gy K =1+ % obtenemos la ecuacion

9A A

A la ecuacién anterior se la conoce como ecuacion de Fisher, pues fue propuesta en su forma uni-
dimensional por primera vez por Fisher en 1937 como explicacion matematica de la propagacién de
un gen ventajoso en una poblacién (véase [4]).

Como pone de manifiesto el ejemplo anterior, la ecuacién de reaccion-difusién es necesaria para la
explicacién de algunos fenémenos biolégicos. Otra situacion comtn en biologia son los medios en
los que interactian varias poblaciones que presentan procesos de reaccion-difusién. Para formular
estos problemas, generalizamos la ecuacién (1.19), obteniendo la ecuacién de reaccién-difusién para

m especies que interactian entre sf :

557+V-(DV8)



Ci (21, .oy Ty, t)

donde D es una matriz de coeficientes de difusion , 8 = representa las distin-
Cr(x1, ey Ty, )

fl(ﬁ, X1y ey Ty t)

tas concentraciones de cada sustancia y f = los distintos aportes celulares

fm(a,xll,.‘.,xmt)

debido a reacciones quimicas. El sistema de ecuaciones en derivadas parciales anterior se conoce
como sistema de reaccion-difusion.
Si no hay aporte difusivo entre especies, la matriz D es una matriz diagonal. Si ademas cada coefi-

ciente de difusion de la diagonal es constante, la ecuacion anterior se convierte en
ac
E = ? + sza

Un sistema de reaccién-difusién muy estudiado es aquel en el que interactiian 2 especies A y B en

un medio donde D es una matriz diagonal constante y ? solo depende de la concentracién 8 :

94 = f(A,B) + DAV?4

(1.21)
98 — g(A,B)+ DpV?B
Este sistema fue propuesto por Alan Turing en su versién unidimensional (véase [9]) y fue una de
las publicaciones mas significativas en biologia matematica, ya que bajo determinadas condiciones
permite explicar la formacién de patrones en seres vivos, como veremos en el capitulo 2.

El sistema fue tan influyente que hoy en dia sigue usandose en la investigacion, por ejemplo para

explicar la formacién de los dedos en el embrién (véase [8]).

1.3. Reaccion-difusion en recinto unidimensional de area va-
riable.

En una situacién préactica experimental, podria ocurrir que el volumen del recinto por el que
transcurre el proceso de reaccion-difusién variase en funcién del espacio y tiempo transcurridos,
como muestra la Figura 1.2. En esta seccién formularemos la ecuacién de conservacion y de reac-
cién-difusién para este caso.

Para ello, estudiaremos el proceso de reaccién-difusién en un tubo fino de seccién variable A(z,t)
que puede ser considerado como unidimensional, centrando nuestra atencién en la seccién del tubo
comprendida en (x,z+ Az) , donde Az es un pequeno desplazamiento a la derecha desde la posicién
x (véase la Figura 1.2).

En primer lugar, como nos encontramos en una regién de drea variable, teniendo en cuenta la defini-
cién 1.1.4, observemos que J(z,t) - A(z,t) representara el nimero de particulas cruzando la posicién

z por unidad de tiempo, sea cual sea z € (z,z + Az).



Alx, t) Alx + Ax, t)

Figura 1.2: Tubo fino de seccién variable A(x,t) por el que fluyen particulas en la direccién positiva.
Figura sacada de [2].

Por otro lado, no es dificil ver que si 21,29 € (z,z + Az), el nlimero de particulas en la seccién
del tubo comprendida entre z; y 23 en tiempo ¢ viene dado por TC(S, t)A(s,t) ds , donde C(s,t) re-
presenta la concentracién de particulas (ndmero de particulas pi)lr unidad de volumen) en la posicién
s en tiempo t. Observemos que la integral anterior tiene sentido, pues al ser una integral definida una
suma de Riemann infinita, lo que se estd haciendo para cuantificar el niimero total de particulas en
la seccién del tubo comprendida en (21, z2) en tiempo ¢ es sumar el producto de los distintos valores
de C(s,t) con los distintos volimenes infinitesimales A(s,t) ds , es decir, la definicién anterior es
una forma de extender la observacién 1.1.3 al caso de area variable.

Por otra parte, si 21, 22 € (2,2 + Ax), el ntimero neto de particulas creadas en la seccién compren-
dida entre 21 y 2o por unidad de tiempo viene dado por Tf(s, t)A(s,t)ds, donde f(s,t) representa
la concentracién de particulas (ndmero de particulas porZ 1unidad de volumen y unidad de tiempo)
creadas en la posicion s en tiempo t como consecuencia de una reacciéon quimica.

Ahora bien, tal y como ocurria en la secciéon anterior, si dejamos pasar un pequeno tiempo &, el
nimero de nuevas particulas en la seccién del tubo comprendida en (z,x + Ax) serd igual a la dife-

rencia entre el nimero de particulas entrantes y salientes de la seccién en tiempo £ mas el niimero

neto de particulas creadas en dicha seccion durante dicho tiempo, es decir,

z+Ax z+Ax
/C(s,t+§)A(s,t+§)ds— / C(s, 1) Als, t)ds =
* ’ (1.22)

z+Ax
=& (J(z,t)A(z,t) — J(z + Az, t) Az + Az, t)) + / f(s,t)A(s, t)Eds

x



Ahora bien, si pasamos £ a la izquierda y tomamos limites cuando £ — 0, por la definicién de

derivada parcial tendremos que %t('s’t) = %g% C'A(S’Hggfc'A(s’t) por lo que la ecuaciéon anterior
quedara

z+Ag r+Az

/ %’-Tﬁ(s,t)ds = J(z,t)A(z,t) — J(x + Az, t)A(x + Az, t) + / [ A(s, t)ds (1.23)

Gracias al teorema de derivacion bajo el signo integral podemos sacar la derivada parcial fuera de
la integral, obteniendo la ecuacién

z+Ax z+Ax
% / C-A(s,t)ds = J(x,t)A(x,t) — J(x + Az, t)A(x + Az, t) + / f-A(s, t)ds (1.24)
x z
La ecuacién anterior es la ecuacidn de conservacidn en forma integral (o débil). Observemos que
aplicando el teorema del valor medio del cédlculo integral, podemos encontrar valores vy y vy tales
que x < v; < x+ Ax con i = 1,2 que verifican que

z+Ax
/ Cls,t)A(s, t)ds =C(v1, ) (v, 1) (z + Az — z)

rz+Az

/ f(s,)A(s, t)ds =f(va,t)A(va, t) (v + Az — )

lo que convierte la ecuacién (1.24) en

% (C-A(v,t)Az) = J(x, t) Az, t) — J(z + Az, t)A(x + Az, t) + f - A(ve,t)Ax (1.25)

Por otro lado, observemos que si tomamos el limite cuando Ax — 0 tendremos que v1 — x y v2 — =,
va que x < v; < ¢+ Az con i = 1,2. Teniendo esto en cuenta, dividiendo por Az en la ecuacion

anterior y tomando limites cuando Ax — 0 obtenemos la ecuacién

9 @) A, t) — J(x 4 Az, t) A(x + Ax, t)
5 (O Alz,1)) = lim s + [ Az, 1)

de donde deducimos, utilizando la definicién de derivada parcial, la ecuacién

9 0T A1)
= (O Al 1)) = - =2

+ f Az, t) (1.26)
que es la ecuacion de conservacion para un recinto unidimensional de area variable en el que tiene
lugar un proceso de reaccién-difusién. Observemos que si el drea fuera constante (A(z,t) = A)
obtendr{amos la ecuacién (1.16). Si ademés no hubiera reacciones quimicas (f = 0) tendriamos la
ecuacién de conservacién (1.9).

Finalmente, combinando la expresién (1.26) con la primera Ley de Fick (ecuacién (1.5)) llegamos a

la ecuacion de reaccion-difusion para recintos unidimensionales de drea variable

%(c Az, b)) = ’a% (DA(z,t)gg) +f Az, t) (1.27)



en donde si suponemos que A(x,t) # 0 tenemos que

A(z,t) % (C(z,t)Ax,t)) = —

(—DA(x,t)gi) + f(x,1) (1.28)

Fle

A(z,t)

Esta tltima ecuacién nos permite deducir, si A(z,t) = A(z) # 0, es decir, para un recinto que no

varia en tiempo aunque si en espacio, que

9] 1 0 oC
o equivalentemente
0 0 oC 1 oC 0A

que es similar a la ecuacién (1.18) pero contiene un término extra que representa cambios en la

concentracién de particulas como consecuencia de las dilataciones o contracciones del tubo.
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Capitulo 2

Mecanismo de Turing para la
formacion de patrones.

En este capitulo estudiaremos condiciones para que en un sistema de ecuaciones de reaccion-
difusion se tenga el mecanismo Turing de desestabilizacién de soluciones estacionarias espacialmente
constantes. Posteriormente, aplicaremos dichas condiciones a un modelo biolégico muy utilizado en
morfogénesis : El modelo de Schnakenberg.

En primer lugar, probaremos que las condiciones para que ocurra el mecanismo Turing sélo pueden
darse en problemas de reaccién-difusiéon en los que interactiian dos o mas sustancias, es decir, no

hay mecanismo Turing en ecuaciones escalares de la forma
uy = DV2u + f(u) (2.1)

donde u(?,t) es una sustancia que reacciona y se difunde en un dominio 2 C R™ a medida que
pasa el tiempo. En primer lugar, daremos condiciones iniciales y de contorno a la ecuacién (2.1).
Supongamos que 2 C R™ es un dominio arbitrario sin aportes externos (el flujo es nulo en 9Q) sobre
el que tiene lugar un proceso de reacciéon-difusiéon que presenta cierta funcién inicial u0(7). Por ello,

el problema a tratar serd
u; = DV?u + f(u)

-Vu=0 7 €09 (2.2)
uw(T,0) = up(7)
donde 7 es el vector normal a la frontera de Q vy D el coeficiente de difusion.
Para que tenga lugar el mecanismo Turing, se deben dar condiciones para que una solucién estacio-
naria y espacialmente constante u = p del problema anterior sea asintéticamente estable en ausencia
de difusién pero inestable en presencia de la misma. Para ello, supongamos que u = p es solucién

del problema de ecuaciones diferenciales

o' = f(u) (2.3)
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es decir, f(p) = 0. Linealizando alrededor del punto p tenemos que

f(u) = f'(p)(u—p) + Rs(u—p)

donde Ry(u — p) es el resto de Taylor obtenido al aproximar la funcién f. Asi pues, llamando

w = u — p, el linealizado del problema (2.3) serd
w' = f'(p)w (2.4)

Ahora bien, un resultado de ecuaciones diferenciales garantiza que si f'(p) < 0, entonces u = p
es asintGticamente estable para el problema (2.3). Veamos cémo si se cumple esta condicién no es

posible que u = p sea una solucién inestable de (2.2).

Proposicién 2.0.1. Si u = p es una solucidn estacionaria espacialmente constante de (2.2) que

verifica f'(p) <0, entonces es una solucidn asintdticamente estable para dicho sistema.

Demostracion. Linealizando el problema (2.2) en un entorno de p obtenemos el problema
w; = DV?w + f'(p)w
(2.5)
W-Vw=0 7 €Q
donde w = u — p. Por ello, para estudiar la estabilidad del problema (2.2), estudiamos los autova-

lores del operador que asocia a cada funcién W la funcion DV2W + f/(p)W, es decir, buscamos

autofunciones W; tales que

DV*W; + f'(p)W; = \;W; 20
VW, =0 T eon '
Este sistema puede reescribirse como
DV2W; = (A — f'(p)) W; @)
VW, =0 7 €0 '
Llegados a este punto, veamos el siguiente lema, que nos sera util para lo sucesivo:
Lema 2.0.2. Los autovalores i del problema
DV2W =W Z€Q
(2.8)
n-VW =0 &€
forman una sucesion de valores reales no negativos {,uj};’il con pu1 =02>pg 2 pz--+ y p; — —o0.

Denotamos ademds por W; la autofuncion asociada a pj, es decir, DV?*W; = u;W; para T € Q y

- VW; =0 para & € 0.

Demostracidn. Veamos que p; < 0. Sea W una solucién no nula de (2.8). Multiplicando por el

conjugado de W e integrando en 2, por las formulas de Green tenemos que

/W~V2W = /W- (VW - 1) —/VW-VW
Q o0 Q
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Ahora bien, como W es solucién de (2.8) deducimos que
p/WVV: —D/VW-VW
Q Q

Finalmente, como VW = VW obtenemos que

p [ IWE ==p [ 19w
Q Q

luego p € Ry pu < 0, ya que las integrales de los médulos de W y VW son nimeros reales positivos
y D > 0 por ser el coeficiente de difusién.
Que los autovalores forman una sucesion con p; — —oo se sigue de la Teorfa espectral de operadores.

O

Observemos que si u; es el autovalor asociado a la autofuncién W; en el problema (2.8) entonces
por (2.7) puj = A; — f'(p), es decir, A\; = pj + f'(p). Como f’(p) < 0 por hipétesis y p; < 0 por el
lema anterior, los autovalores \; del operador (DV? + f/(p)) () son nimeros reales estrictamente
negativos. Utilizando resultados de estabilidad de ecuaciones en derivadas parciales, lo anterior
garantiza que la solucién estacionaria y espacialmente constante u = p es asintéticamente estable

para el problema (2.2), como queriamos. O

Asi pues, tal y como hemos probado, inicamente tiene sentido estudiar el mecanismo Turing en

sistemas de ecuaciones de reaccién-difusién.

2.1. Condiciones generales para inestabilidad de Turing.

En esta seccién deduciremos condiciones para que tenga lugar una inestabilidad de Turing sobre

un sistema de reaccion-difusién de la forma

9u — f(u,v) + D, V?u
(2.9)
% = g(u,v) + D,V
Para ello, estudiaremos condiciones para que una solucion estacionaria del sistema sea asintética-
mente estable en ausencia de difusién pero inestable en presencia de la misma. Podemos hacer el
cambio de variable en la variable temporal ¢t — D, t que transforma el sistema anterior en
% =/ (u,0) + V?u

(2.10)
% = vg(u,v) + dV?v

donde vy = D% yd= g“. En primer lugar, daremos condiciones iniciales y de contorno al sistema

(2.10). Supongamos que estamos estudiando un dominio n-dimensional arbitrario Q sin aportes
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externos (el flujo es nulo en 99) en el tiene lugar un proceso de reaccién-difusién entre dos sustancias

con funciones iniciales ug(Z) y vo(7). Por todo lo anterior, el problema a tratar sers

(2.11)

Para que se produzca el fenémeno conocido como inestabilidad de Turing, tenemos que garantizar
en primer lugar la estabilidad en ausencia de difusién de una solucién estacionaria y espacialmente
constante del sistema (2.10). Para ello, consideramos el sistema
"
v' =7g(u,v)
Sea (a,b) un solucién positiva estacionaria de dicho sistema, es decir, f(a,b) = g(a,b) = 0. Por el

teorema de Taylor tenemos que

of of

flu,v) = %(a,b)(u —a)+ %(a,b)(v —b)+ Rf(u—a,v—0)
99 99 (2.13)
g(u,v) = %(a,b)(u —a)+ %(a,b)(v —b)+ Ry(u—a,v—0)

donde Ry(u—a,v—b) y Ry(u— a,v — b) son los restos de Taylor de las respectivas aproximaciones

de f y g. Esto nos permite escribir el sistema (2.12) como

u ) fula,b)  fu(a,b) u—a Rf(u—a,v—0)
( v’ ) —'y( gu(a,b)  gy(a,b) ) ( v—2>b )+’Y< R;(u—a,v—b) ) (2.14)
ful@b)  fola,0) \ _ [ 5E(a,b) F(ab)
aonte (00 e ) =BG B )
Observemos que definiendo @ := < podemos convertir el sistema (2.14) en el sistema
auténomo
W, = h(W) (2.15)
O(u—a) N
donde W, = a(gfb) y h(W) =~ (Au_)'—l— R(zﬁ))7 siendo A := ( Z:ZEZ: 2; g:gz: 2; > y ﬁ(ﬁ) =
Ry (W)
( R )

La teoria de ecuaciones diferenciales afirma que para estudiar la estabilidad del punto de equilibrio

(a,b) es necesario estudiar la estabilidad del (0,0) en el linealizado de (2.15), es decir, en el sistema
Wt = ’}/Aﬁ

Por ello, para que (a,b) sea un punto de equilibrio asintéticamente estable de (2.12), es condicién su-

ficiente que todos los autovalores de v A tengan parte real negativa. Asi pues, calculando el polinomio
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caracteristico tendremos que los autovalores de yA son las soluciones de la ecuacién

A gl — | Vfulab) =X v fu(ab)
0= |,YA )\I| B Vgu(av b) ’qu;(a, b) A (216)

=\ - ’Y(fU(av b) + gv(a» b)))‘ + '72(fU(a7 b)gv(a7 b) — fo (a’ b)QU(aa b))

El siguiente lema nos sera util :
Lema 2.1.1. Sea A% + b\ + ¢ = 0 una ecuacién de sequndo grado en la incdgnita \.

1. Sib > 0 y ¢ > 0, entonces todas las soluciones de la ecuacion anterior tienen parte real

negativa.

2. Si alguna solucion de la ecuacion anterior tiene parte real positiva, entonces b <0 o ¢ < 0.
Demostracion. Sabemos que las raices de la ecuacién de segundo grado anterior son \; = =t+vbi=dc W
y Ag = —b=ybiode VQbL4C. Distinguimos varios casos en funcién del signo del discriminante :

Caso 1 : b? — 4c < 0. En este caso, la parte real de A\; v A2 es —%.
1. Sib > 0, A1 y A2 tienen parte real negativa.

2. Si A1 0 Ay tiene parte real positiva, necesariamente b < 0.
Caso 2 : b? — 4c > 0.

1. Si b > 0, es claro que Ay < 0. Para que A; también sea negativo tenemos que garantizar que

—b+Vb? —4c < 0, lo cual se cumple por ser ¢ > 0.

2. Como por hipdtesis A1 > 0 o Ay > 0, necesariamente —b + v/b2 —4c > 0 0 —b — v/b% — 4¢c > 0.
De la primera desigualdad deducimos que —4c > 0, es decir, ¢ < 0. Por otro lado, de la segunda

desigualdad se tiene que b < —v/b2 — 4¢ < 0. Por tanto, b < 0 o ¢ < 0, como querfamos.
O

Asi pues, aplicando el lema anterior a la ecuacién (2.16), los autovalores de la matriz yA tendran

parte real negativa (y por tanto (a,b) serd asintéticamente estable) si se verifica que
fula,b) + g,(a,b) <0

fu(a,b)gy(a,b) — fo(a,b)gu(a,b) >0

Para simplificar la notacién, denotaremos en lo sucesivo f,(a,b) = fu, fo(a,b) = fu, gu(a,b) = gu,

(2.17)

gv(a,b) = go.

Una vez hecho esto, observemos que (a, b) no sélo es solucién de (2.12), sino también de (2.10). Como
buscamos que la solucién estacionaria se desestabilice en presencia de difusién, queremos que (a, b)
sea un punto de equilibrio inestable de (2.10). Para garantizar esto, consideramos dicho sistema que

utilizando las ecuaciones (2.13) se convierte en
ou )
ou f’LL f’U u—a Rf(ufa,'l}fb) 1 0 V24
¢ ) =
( 8735) ) _7< Gu Gov v—> +’Y Rg(u_(l,’l}—b) + 0 d V2v (218)
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Este sistema puede reescribirse definiendo W= ( Z :Z ) €como

Uy = h(w) (2.19)

d(u—a) . —
donde Wt = < B(EEb) > y h(W) = 'yAE? + ( (1) 2 ) V2w + YR(W), siendo A := ( gu i;v ) N
: i v

- (451

Ahora bien, sabemos por la teorfa de estabilidad de soluciones de EDPs que para que (a,b) sea
un punto de equilibrio inestable del sistema (2.10) basta con garantizar la inestabilidad en (0, 0) del

sistema

Wy = AW + ( (1) 2 ) AV (2.20)

con condiciones iniciales y de contorno dadas en (2.11). Para ello, buscamos soluciones no triviales de

(2.20) de la forma et ( wl(§> ) con Re(A) > 0. Introduciendo esta expresién en (2.20) obtenemos:

wa ()
s (@) n wy (7) af 10 V2w,
A ( ws(7) > - A( wo(@) )T 0 a )\ V2w (2.21)
Si buscamos soluciones no triviales que ademés verifiquen que wi (@) = aW;(7) y wo(7) =

ﬁWj(7) donde «, 5 son constantes y W; es la autofuncién del problema (2.8) con D = 1 asociada

a (1; obtenemos la ecuacién

() () w(O()-()  em

es decir, A es autovalor de la matriz yA+p; ( (1) cOl ) . Calculando el valor del determinante tenemos
que
10
0=det (=g =g (g 5 )) =N (@D Gt ad A Fnl) (229

siendo h(p;) = dp;® + v (dfu + g0) 15 + 7 (fugo — fogu)-

Llegados a este punto, supongamos que se cumplen las condiciones (2.17) que tratamos anteriormen-
te y por tanto la solucién (0,0) del sistema (2.20) es asintéticamente estable en ausencia de difusidn.
Si alguna de las raices calculadas en (2.23) para algin pu; tiene parte real positiva, entonces (a,b)
es inestable para el problema (2.11). Para que esto ocurra, por el lema 2.1.1 deducimos que necesa-
riamente (d + 1) 5 +v(fu + gv) > 0 0 h(p;) < 0 para algin p; no nulo. Ahora bien, como estamos

suponiendo que se cumplen las condiciones (2.17) tenemos que f, + g, < 0, lo que garantiza que
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(d+1) pj +v(fu + gv) <0, ya que v y d son mayores que 0y p; < 0 por el lema 2.0.2. Por tanto,

para que (a,b) sea inestable necesariamente debe ocurrir que para algun p; # 0

h(,uj) = d,uj2 +7 (dfu + gv) My + 72(fugv - fvgu) <0 (2'24)

Como se cumplen las condiciones (2.17), se tiene que f,g, — fugu > 0, por lo que como v,d > 0y
t; < 0 la unica posibilidad para que h(y;) sea negativa es que df, + g, > 0.

Asi pues, para que (a,b) sea inestable en presencia de difusién es necesario que
dfy+ g, >0 (2.25)

Llegados a este punto, podemos demostrar algunas condiciones necesarias para que se produzca

inestabilidad de Turing :

Corolario 2.1.2. Si se produce inestabilidad de Turing entonces d = g“ # 1. Ademds, f, = g—{t(a, b)

Y Gy = %(a,b) tienen signos distintos.

Demostracion. Como se produce inestabilidad de Turing, se cumplen las condiciones (2.17) y la
ecuacién (2.25), es decir, f, + ¢, < 0y df, + g» > 0, lo que implica que d # 1, pues si d = 1
obtendriamos una contradiccién en el signo de f, + g .

Por otro lado, f, y g, tienen signos distintos, pues si ambos fueran negativos df, + g, < 0 lo que
contradice la ecuacién (2.25) y si ambos fueran positivos f,, + ¢, > 0, que contradice las condiciones

(2.17). 0

Corolario 2.1.3. Si tenemos una inestabilidad de Turing y f, = %(a7 b) > 0, entonces d = 8= > 1.

Por otro lado, si f,, <0, entonces d = g“ < 1.

Demostracion. Como se produce inestabilidad de Turing, sabemos que fy, + ¢, < 0y dfy, + g» > 0,
lo que implica que

fu+ 9o <dfu+ gy

Esto nos permite deducir que

(d_l)fu>0

Por tanto, si f, > 0 necesariamente (d —1) > 0 luego d = g—: > 1, es decir, D, > D,,. Por otro lado,

si fu < 0 entonces (d — 1) < 0, obteniendo asi que D,, > D,,. O

Una vez vistos estos corolarios, volvamos a lo anterior. Observemos que la condicién df, + g, > 0
da una condicién necesaria pero no suficiente para garantizar (2.24), ya que podria ocurrir que,
a pesar de ser df, + g, > 0, =y (dfu + gu) ptj < d,u? + v*(fugv — fvgu), 1o que nos darfa du;? +
Y (dfu + go) 15 + Y2 (fugo — fogu) = 0, que contradice (2.24). Por tanto, se hace necesario encontrar

una condicién que garantice (2.24) para algin autovalor p;.
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Para ello, basta con encontrar las regiones de la semirrecta z < 0 en las que la parabola h(z) = dz? +
v (dfu + g0) 2 +Y*(fugo — fogu) €s negativa. Para ello, estudiaremos el crecimiento y decrecimiento

de la funcién h(z). En efecto, derivando respecto de z obtenemos que
R(2) =2dz +~(df, + g0)

por lo que el dnico punto critico de la pardbola (su vértice) serd (zo, h(zp)), donde zg = —W <
0y h(z) =2 (fugv — foGu — W). Observamos que para valores z < zg h'(z) < 0 y para
valores z > zg h/(z) > 0, por lo que h tiene un minimo relativo (de hecho absoluto) en z = zy. Por
tanto, teniendo en cuenta este estudio, para que h(z) < 0 para algunos valores z < 0 basta con que
se cumpla h(zg) < 0. Esto nos permite deducir la condicién

(dfu + g0)°

0 <0 (dfy+ g0)° — 4d (fugo — fogu) > 0 (2.26)

fugv - fvgu -

la cual garantiza la existencia de valores z < 0 para los que h(z) < 0. Concretamente, dichos valores
serdn los comprendidos en el intervalo (z1,22), donde z; y 22 son las soluciones de la ecuacién
h(z) = 0, es decir, los puntos de corte de la pardbola h(z) con el eje OX. Resolviendo dicha ecuacién

de segundo grado deducimos que

—(dfu + 90) =\ (fu + 90)° — 4 (Fugs — fogu)

21 =7
2d (2.27)
277 2d

Como df, + g, > 0y (dfu+gy)2 —4d (fugo — fogu) > 0, 21,20 € R. Como ademds z; < 0y
Z1 %9 = M > 0, deducimos que 21, zo < 0. Asi pues, podremos asegurar la inestabilidad
de la solucién estacionaria (a,b) cuando exista al menos un autovalor p; < 0 tal que 21 < p; < zo.

Veamos que reescalando adecuadamente el dominio €2 siempre podemos garantizar lo anterior. En
primer lugar, estudiaremos el caso unidimensional. Supongamos que Q@ = (0,L) con L > 0 es un
dominio unidimensional en el que ningin autovalor x1; del problema (2.8) verifica que z; < p; < 2.
Como Q = (0, L), sabemos que los autovalores p; = —ji—f, con j un numero entero. Veamos que
existe L > 0 tal que en el dominio Q= (0, E) existe al menos un autovalor fi; tal que z1 < 11 < 2s.
Para ello, fijando j # 0 y considerando la longitud L > 0 como variable, todo se reduce a estudiar la

imagen de la funcién y; (L) = —2 2;;2 a lo largo de la semirrecta L > 0. Observamos que il’rrb wi(L) =
—

—00 ¥y que Lh;n;o w;(L) =0, por lo que como p;(L) es continua y negativa para L > 0 tenemos que
Imp; = (—00,0). Asi pues, como los valores z; y 22 dados en (2.27) son negativos, necesariamente
existe L > 0 tal que z1 < fij (E) < z3. Como j era un valor fijo, en el dominio Q= (O, E) tendremos
al menos un valor j para el que z; < pj < 22, donde fi; son los autovalores de (2.8) en el dominio
Q. Observemos que en Q se siguen cumpliendo las condiciones (2.17), (2.25) y (2.26), pues estas son

independientes del dominio en el que tenga lugar el proceso de reaccién-difusion.
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Lo anterior podria generalizarse a dominios {2 arbitrarios con el siguiente resultado que ofrecemos

sin demostracion :

Proposicién 2.1.4. Si {u; };’il son los autovalores del problema (2.8) en §), entonces los autovalores

del problema (2.8) en rQd son {f—;}j‘;l para todo v > 0.
Concluimos esta seccién enunciando el teorema que hemos probado:

Teorema 2.1.5. Para que tenga lugar el fenomeno de inestabilidad de Turing sobre un sistema de
reaccion-difusion de la forma

% = ’Yf(uvv) + V2u

e
v = yg(u,v) + dV?v
(ﬁ-V)( g)o i€ 00

tenemos que garantizar las siguientes condiciones sobre las funciones f y g:

fu+gv<0 fugv_fvgu>0
(2.28)

dfutgo >0 (dfu+9.)" —4d(fugs = fogu) >0
donde fu, fv,9u, 9o son las derivadas parciales de f y g evaluadas en un punto de equilibrio (a,b)
del sistema. Ademds de estas condiciones, algin autovalor p; del problema (2.8) debe verificar que

21 < pj < 2o, donde z1 y z2 son los valores dados en (2.27).

2.2. Formacion de patrones espaciales en modelos quimicos
y biolégicos. Modelo de Schnakenberg.

En esta seccién aplicaremos lo estudiado en la seccién anterior a un modelo concreto : El modelo
de Schnakenberg. Este modelo ha sido ampliamente estudiado por sus multiples aplicaciones en
morfogénesis, de las que cabe destacar su uso para explicar la formacién y crecimiento de hueso [5].
El modelo estd formado por un sistema de reaccién-difusién de la forma

ou

— :'y(ozfquuzv) + V3u

ot
e (2.29)
5 =7 (6 - ’U,QU) +dV3u

donde u es la concentracién de cierto quimico activador, v la concentracién de cierto quimico inhi-

bidor y d = gz el cociente entre los coeficientes de difusién de u y v. Para la interpretacion de los
términos del modelo puede verse [10].

Veamos bajo qué condiciones tiene lugar el mecanismo Turing sobre el sistema de reaccién-difusiéon
anterior. Para ello, calculamos los puntos de equilibrio del sistema en ausencia de difusion, es decir,

buscamos las soluciones de :
Ozfy(a—u—ku%)

0:7(6—u2v)
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Sumando ambas ecuaciones deducimos que u = a + [ luego sustituyendo en la segunda ecuacion

tenemos que 0 = 7y (ﬁ — (a+ B)zv), es decir, v = ﬁ, valor de v que verifica la primera ecuacion,
por lo que (a,b) := (a + 5, ﬁ) es la solucidn estacionaria que estamos buscando.
Una vez hecho esto, calculamos
) — 2
fuza—ﬁ(a,b):—1+2ab:—1+2$:§ﬁ fo=%(a,b) =a? = (a+B)
gu = 52(a,0) = —2ab= 205 g, = %(a,b) = —a® = —(a + §)* < 0

Utilizando el corolario 2.1.2 sabemos que es condicién necesaria para la inestabilidad de Turing que
fu v g, tengan signos distintos, por lo que para que esto ocurra o < (. Por otro lado, como los
parametros del modelo son positivos, para que f, + g, < 0 deberd ocurrir que

-« 2 _ 3
OH_ﬁ<(oz+ﬂ) =0<f—-a<(a+p) (2.30)

0<

Por otro lado, un cédlculo sencillo nos da que
Fugo = fogu = = (B =) (a+ B) +28 (a+ ) = (a+ )’
por lo que para que f,gy, — fygu > 0 necesariamente
(a+B)?*>0=a+B#0 (2.31)

De forma andloga deducimos que para que df, + g, > 0 es necesario que «, 3, d verifiquen

d(B — a) 2 3

— > (a+ =df—a) > (a+ 2.32
I @+ 82 5 dp-a) > (a+5) 232

Finalmente, para garantizar la tiltima condicién de (2.28), es decir, 0 < (df,+gy)? —4d(fugo — fogu),

a, B,d deben verificar
@mfay4a+mﬂ2>mm+5f (2.33)

Asf pues, para que pueda tener lugar el mecanismo Turing en el sistema (2.29), los pardmetros «, 8, d
deben verificar las desigualdades (2.30),(2.31), (2.32) y (2.33).

Para finalizar, veamos algunas simulaciones numéricas de modelos del tipo (2.29) en los que se
forman patrones espaciales. En efecto, tomando aw = 0,1 y 8 = 0,9 se verifican las condiciones (2.30)
y (2.31). Por otro lado, el valor de d védlido es aquel que verifica (2.32) y (2.33) para esos valores
de a 'y 8. De (2.32) deducimos que los valores d vélidos son aquellos tales que 0,9d > 0,1d + 1 , es
decir, d > 1,25. Por otro lado, de (2.33) deducimos que los valores d vélidos serdn las soluciones de

la inecuacion de segundo grado
(0,84 —1)* > 4d = 0,64d> — 5,6d +1 > 0

Para resolverla, calculamos en primer lugar las soluciones de 0,64d?> — 5,6d +1 = 0 que son d; =

5(7+3V5) 8.5676 y dy — 5(7—83\/5)

5 =~ (0,1824. Como para que se cumpla (2.32) debe ser d > 1,25,
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estudiaremos la inecuacién 0,64d? —5,6d+1 > 0 para esos valores de d. Comprobaciones elementales
nos dan que 0,64d% — 5,6d + 1 toma valores positivos para d > d; y negativos cuando 1,25 < d < d;.
Todo lo anterior nos permite concluir que podremos garantizar las condiciones (2.30),(2.31), (2.32)
y (2.33) eligiendo o« = 0,1, 8 = 0,9 y cualquier valor d tal que d > d; = 8,5676. Veamos el caso
particular en el que d = 10. En ese caso, como se cumplen las condiciones (2.30)-(2.33), tal y como
vimos en la seccién anterior, la pardbola h(z) = dz2+7 (dfu + gv) 2472 (fugo—fogu) = 10224+Tyz+72
es negativa para valores de z comprendidos entre los puntos de corte de dicha parabola con el eje

OX, que en este caso son las soluciones de la ecuacién de segundo grado 1022 + 7yz ++2 = 0, es

decir,
—Ty — /4992 — 410 - 42 10 1
= 210 BT
- —T7 4+ /497% — 41042 AL
210 20 5

Si por ejemplo tomamos v = 30, tendremos que los posibles autovalores ; del problema (2.8) que
hacen posible la inestabilidad de Turing son aquellos tales que —15 < p; < —6. Si estuviéramos en

una tUnica dimensién espacial con dominio 0 < = < 1, los autovalores p; del problema (2.8) serdn

i = —4272, con j un niimero entero, lo que nos da 6 < j272 < 15, es decir, 0,61 ~ % < j?<
% ~ 1,52, luego el unico valor posible para j es j = 1, lo que nos da un unico autovalor y una tnica

autofuncion posible para que tenga lugar el mecanismo Turing.

Llegados a este punto, para observar cémo serian las concentraciones de u y v es necesaria la
implementacién de algin método numérico que permita aproximar la solucién del sistema (2.29).
Para ello, se resuelve el modelo de Schnakenberg con a« = 0,1, 5 = 0,9,d = 10 y v = 30 mediante el
método de los elementos finitos (para més informacién sobre este método puede verse [6]). Las Figuras
2.1 y 2.2 muestran los resultados obtenidos. En ellas puede apreciarse la evolucién de las soluciones
desde el estado estacionario en ¢ = 0 hacia un estado de inestabilidad espacial en ¢ = 5. Finalmente,
estudiaremos una simulacién numérica del modelo de Schnakenberg en un dominio bidimensional.
En efecto, tomando o« = 0,1, 8 = 0,9,d = 8,6676 y v = 230,82, un procedimiento similar al realizado
anteriormente nos da que los posibles autovalores para los que tiene lugar el mecanismo Turing se
encuentran en el intervalo (—88,8, —69,2). Si tomamos un dominio espacial cuadrado [0,1] x [0,1],
resolviendo el problema (2.8) tendremos autovalores p;; = — (2 + %) 72 con j y [ nimeros enteros,
lo que nos da 69.2 < (j2 + l2) 7% < 88.8, es decir, 7,011 ~ 67‘?—52 <jP?+12< 8%8 ~ 8,997. Observemos
que el tinico par (j,1) que verifica las desigualdades anteriores es j = I = 2, por lo que de nuevo existe
un unico autovalor y una dnica autofuncién posible para que tenga lugar el mecanismo Turing. La
Figura 2.3 muestra las concentraciones de u y v para t = 20 al implementar el método de elementos
finitos con los pardametros anteriores. En las imdgenes puede observarse con claridad la formacion

de patrones espaciales.
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Modelo de Schnakenberg

‘Cancentracion de u
a
M=

o
&=

B
S

o
=

o
ah

L L L s L L i 3
o1 0z 03 o4 os 0.E ar os [-1:] 1
Tamafo del Deminie

Figura 2.1: Concentracién de u(z,t) para diferentes valores de ¢. Imagen sacada de [10].

Modelo de Schnakenberg

Coencentracion de v

07l L L L L L L L L i
] o1 02 03 0.4 05 0e or 0.8 0 1

Tamafio del Dominio

Figura 2.2: Concentracién de v(z,t) para diferentes valores de ¢. Imagen sacada de [10].

(1] [
b)

Figura 2.3: Concentracién de u(z,y,t) (a) y v(x,y,t) (b) para el modelo de Schnakenberg en t = 20.
Imégenes sacadas de [10].
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