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A Eva,
with all my love



From a categorical point of view, algebra and logic are the same,
provided in algebra one admits many-sorted operations
and in logic one pays attention to equality of deductions.

J. Lambek, “On the Unity of Algebra and Logic”
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Capitulo 0

Introduccion: sobre légicas
categoricas

La l6gica categérica como disciplina matemética se puede definir (sin ninguna inten-
cién de exactitud) como el estudio de la légica usando teoria de categorias. Aunque este
intento de definicién pueda hacer pensar que este campo es algo muy concreto y con po-
ca variedad, la realidad es todo lo contrario, puesto que la légica categodrica es un &area
fascinante y asombrosamente rica en la cual se han obtenido resultados de mucha im-
portancia, y que esta resultando muy 1til en las aplicaciones en informética. No tenemos
espacio aqui para decir mucho al respecto, puesto que esta tarea de por si podria ocupar
varios libros, pero queremos destacar la importancia que tiene la teoria de topos, cuyas
relaciones con la légica intuicionista de orden superior estan muy bien explicadas en los
libros [93, 14, 64]. Otra cuestién muy interesante que no tratamos en este trabajo es la
interpretacién de cuantificadores mediante adjunciones [96, 140]. Un par de referencias de
caracter introductorio donde el lector puede encontrar mucha més informacion sobre el
estudio de la l6gica usando herramientas de teoria de categorias son [80] de Kock y Reyes,
y el conjunto de trabajos [130] de Poigné.

Un aspecto que vale la pena destacar es el interés que el estudio de la logica desde
un punto de vista categorico ha adquirido para la informdtica, en varios campos que van
desde la implementacién de lenguajes funcionales [33] hasta la teorfa de la concurrencia
[113], pasando por diferentes légicas de programas [125]. Una de las razones a las que
se debe este interés es el aspecto constructivo de muchas de estas logicas, en las que
las pruebas se corresponden con computaciones. Este aspecto ha sido explotado sobre
todo en la teoria de tipos, donde podemos destacar el estudio de modelos categéricos del
lambda célculo polimérfico de Girard-Reynolds [47, 135], de la teorfa de tipos de Martin-
Lof [107], y de tipos dependientes en general [29, 38, 75, 109, 141, 142, 146, 147, entre
otros|. Las aplicaciones de estas teorfas de tipos en programacién funcional pueden verse
en la coleccién de articulos [73]. De hecho, la 1gica lineal de Girard [49] que estudiamos en
la Parte I esta relacionada con estos estudios, teniendo en cuenta que su origen histérico se
basa en los espacios coherentes estudiados como seméantica del lambda calculo polimérfico
[48] v que, bajo la identificacién de tipos con férmulas, las conectivas de la 16gica lineal
aparecen como refinamientos de las conectivas (o constructores de tipos) més habituales



en programacion funcional, por ejemplo la implicacién lineal —o es un refinamiento de =-.
En esta introduccién tenemos dos objetivos principales. En primer lugar, queremos
motivar la correspondencia entre categorias y logicas postulada por Lambek y Lawvere
que constituye la base fundamental de la légica categérica. En este sentido la Parte I
de este trabajo sigue el espiritu de los trabajos de Lambek [88, 89, 90] que identifican
categorias con sistemas deductivos en los que se toma en consideracién una relacion de
equivalencia entre pruebas. Por otra parte, la Parte II sigue el espiritu de los trabajos
pioneros de Lawvere [94], generalizando la seméntica funtorial del dlgebra heterogénea al
algebra con tipos ordenados de [62]. Si no al final de esta introduccién, esperamos que al
menos al final de este trabajo el lector entienda que, en las palabras de J. Lambek [91],

...desde un punto de vista categérico, el algebra y la logica son lo mismo,
supuesto que en algebra se admitan operaciones heterogéneas, y en légica se
preste atencion a la igualdad entre deducciones.

En segundo lugar, queremos explicar cémo se puede formalizar la nocién intuitiva de que
una légica es categérica. Para ello, resumimos el trabajo de Meseguer [110], que empieza
formalizando el concepto de 16gica (general) y continda con el desarrollo en ese marco del
concepto que nos interesa de ldgica categorica. Entonces podemos destacar el hecho de que
tanto la légica lineal estudiada en la Parte I como el algebra con tipos ordenados cuya
semantica funtorial se estudia en la Parte II son ambas logicas categéricas. Concluimos
esta introducciéon con un resumen de los resultados obtenidos en este trabajo, y algunas
ideas sobre las que estamos trabajando.

0.1. Categorias y sistemas deductivos

En sus articulos [88, 89, 90], Lambek mostré cémo las categorias corresponden a sis-
temas deductivos en los que se toma en consideraciéon una relacién de equivalencia entre
pruebas. Podemos resumir brevemente esta correspondencia diciendo que los objetos se
corresponden con férmulas y los morfismos se corresponden con (clases de equivalencia
de) pruebas. Un ejemplo paradigmético de esta clase de correspondencias es la existente
entre la légica proposicional intuicionista (con pruebas de deduccién natural escritas en
términos del lambda cédlculo con tipos) y las categorias cartesianas cerradas, que nosotros
vamos a generalizar en el Capitulo 3 de la Parte II. Remitimos al lector al excelente libro
[93] para los detalles de esta correspondencia, asi como también para otra de gran interés
entre topos y logicas intuicionistas de orden superior.

En esta seccion consideramos un ejemplo mucho més basico para explicar las ideas
clave en esta correspondencia entre légica y categorias. Recordemos la definicién de una
categoria C con productos finitos [99], empezando por la misma definicién de categoria.
En primer lugar, tenemos dos colecciones Ob(C) de objetos y Mor(C) de morfismos. Cada
morfismo f € Mor(C) tiene asociados dos objetos dy(f),01(f) € Ob(C), llamados origen
y destino, respectivamente. Para decir que f es un morfismo en C con origen A y destino
B escribimos

f:A— BenC.
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Cada objeto A € Ob(C) tiene asociado un morfismo identidad id4 cuyo origen es Ay
cuyo destino es también A, es decir, idq : A — A en C para todo objeto A. Dados
f:A— B,g: B— CenC, existe un morfismo f;g: A — C en C llamado la composicion
de f seguido de g. Esta operacién parcial de composicién debe satisfacer la siguiente
ecuacion de asociatividad: Si f : A —- B,g : B —- Cy h : C — D en C, entonces
(f;9);h = f;(g;h). Finalmente las identidades son unidades para esta operacién, en el
sentido de que si f : A — B en C, entonces ida; f = fy f;idg = f.

Para que una categoria tenga productos finitos es necesario y suficiente que tenga
un objeto final y productos binarios [99]. Un objeto 1 € Ob(C) se llama final si para
todo objeto A existe un tnico morfismo ()4 : A — 1. Por tltimo, productos binarios se
definen como sigue. Dados objetos A, B € Ob(C), existen un objeto A x B, llamado el
producto de A'y B,y dos morfismos m4 g : AX B — A, 7T£47B : Ax B — B enC, llamados
proyecciones, que satisfacen la siguiente propiedad universal: dado un objeto C'y morfismos
f:C — A g:C — B enC cualesquiera, existe un inico morfismo (f,g) : C — Ax B enC
tal que (f,g);map = fy (f 9); ”14,3 = ¢g. Una forma tipica de presentar esta definicién
de productos binarios es mediante el siguiente diagrama conmutativo, donde la flecha en
trazo discontinuo indica la propiedad de existencia y unicidad del morfismo (f, g).

A TA,B Ax B TAB B
A

(f,9)
/

¢

Conviene resaltar que la definiciéon de objeto final o productos, asi como cualquier otra
construccién universal, sélo los determina salvo isomorfismo, por lo que, para fijar la
estructura, suponemos que se realiza una eleccién arbitraria.

Esta definicién de categoria con productos finitos puede presentarse también de la
forma siguiente. Como antes, tenemos dos colecciones de objetos y morfismos y las fun-
ciones que asignan a un morfismo su origen y destino, manteniendo la notacién anterior
f:A— BenC. Las identidades y la composicién vienen dadas por las reglas

A € 0b(C) f:A—=B,g:B—CenC
ida: A— AenC figiA—=CenC ’

y las ecuaciones que tienen que satisfacer son

f:A—-B,g:B—C,h:C—DenC f:A— BenC f:A— BenC
fi(gih) = (fi9)ih idai f=f fridp = f

El objeto final esta caracterizado por

A € 0b(C) f:A—1lenC
1 € 0b(C) Oa:A—1lenC f=0a




Para los productos binarios, tenemos en primer lugar reglas que afirman la existencia
del objeto producto y de las proyecciones:

A,B € 0b(C) A,B € Ob(C) A, B € 0b(C)
Ax B € 0b(C) map:AxB— AenC mhp:AXxB— BenC

La existencia del morfismo inducido se expresa mediante la regla

f:C—A g:C—BenC
(f,g):C —-AxBenC ’

y que el diagrama de arriba conmuta es afirmado por las reglas ecuacionales

f:C—A g:C—BenC f:C—A g:C—BenC
(f,9);maB=f (f,9);mhp=9 '

Finalmente, es facil ver que la unicidad del morfismo inducido en la definicién de arriba
es equivalente a la satisfaccion de la siguiente regla ecuacional

h:C—AxBenC
(himap, himlyg) =h

Hasta aqui no hay nada nuevo, pero reconsideremos este conjunto de reglas tras los
siguientes cambios en la terminologia y la notacion:

objeto +—— férmula
morfismo +—— secuente
f:A—-B — f[:AFB
AxB — AADB

1 — T.
Las dos reglas
A,B € For(C)
T € For(C) ANB € For(C)

afirman que hay una férmula constante T y que la colecciéon de férmulas es cerrada para
la operacién binaria A.

Si en las reglas siguientes nos olvidamos del nombre del secuente (es decir, para cada
f: AF B nos quedamos sélo con A - B),

A € For(C) A € For(C)
ida: AFAenC ()a:AFTenC
f:AFB, g:BFCenC f:CHA g:CFHBenC
fig:AFCenC (f,g):CFHAABenC
A,B € For(C) A B € For(C)
map:AANBFE AenC 7rf4’B:A/\B|—BenC’

es inmediato que lo que se obtiene es un calculo de secuentes para la légica intuicionista
proposicional cuya tdnica conectiva es la conjuncién. Sin embargo, la novedad es que, al
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tener los secuentes la forma f : A+ B, con un nombre f, esas mismas reglas proporcionan
un lenguaje de pruebas, que se completa al introducir las siguientes ecuaciones:

f:AFBenC f:AFBenC f:AFlenC
ida; f=f fridp = f f=10a
f:CHA g:CFBenC f:CHA g:CFBenC
(f,9);maB=f (f,9imap=9
f:AFB, g:BFC, h:CFDenC h:CHAxBenC
fi(gih) = (f;9);h (hsmap, iy g) =h

Asi pues, podemos definir una prueba [a] : A F B como la clase de equivalencia de todas las
expresiones de prueba « : A F B que son identificadas por esas reglas ecuacionales, hacien-
do abstraccién de esta forma de la presentacion completamente sintactica mas habitual.
De hecho, esta equivalencia entre pruebas estd plenamente de acuerdo con las reducciones
de pruebas en calculos de secuentes en las presentaciones usuales de la teoria de pruebas
[132].

Resumiendo, podemos decir que una clase de categorias coincide con un sistema de-
ductivo para una légica intuicionista, donde la estructura categérica esta estrechamente
conectada con la estructura légica; en este ejemplo particular, puede verse como las identi-
dades corresponden con el (esquema de) axioma de identidad para la 16gica, la composicién
se corresponde con la regla de corte, y el producto (binario) con la conjuncién A. De forma
completamente andloga podemos anadir una estructura cerrada a una categoria con pro-
ductos (obteniendo asi una categoria cartesiana cerrada), correspondiente a la implicacién
l6gica, y la adicién de coproductos finitos se corresponde con la disyuncién® [93].

Este es el punto de vista considerado en la Parte I sobre la logica lineal. Esta logica,
introducida recientemente por Girard [49], se obtiene a partir de (una presentaciéon como
célculo de secuentes) de la légica clésica al prohibir las reglas estructurales de debilita-
miento y contraccién

A+ B A AF B
ACFB A B’

lo cual tiene importantes consecuencias en la forma que las conectivas adquieren en la
légica, asi como en su poder expresivo; por ejemplo, la conjuncién usual A se separa en
dos conectivas ® y &, y por otro lado, la légica tiene una negacién clasica (en el sentido
de que la ley de la doble negacién es valida) al mismo tiempo que es constructiva. Usando
la nocién de categoria con un objeto dualizante (véase la Seccién 3.1 en la Parte I),
refinamos los resultados obtenidos por Seely [143] sobre la relacién entre logica lineal y
categorias lineales, con un enfoque general andlogo al esbozado en el ejemplo anterior. Un
aspecto muy importante, que no discutimos aqui, pero que estd completamente motivado y
desarrollado en el Capitulo 2 de la Parte I, es que afiadimos una tercera componente a esta,
correspondencia entre légica y categorias, a saber, computaciones en sistemas concurrentes,

!Desafortunadamente, si se quiere realizar un tratamiento siguiendo este estilo de la negacién clésica
no se obtiene ninguna informacién nueva y las categorias correspondientes se reducen a las dlgebras de
Boole (véase la Proposicién 71 en la Parte I). Esta es una indicacién de la falta de “constructividad” en
las pruebas de la légica clésica.



mas exactamente computaciones en redes de Petri en este trabajo. Esta tercera componente
se obtiene a partir de los resultados de Meseguer y Montanari en [116, 117]. De este modo
obtenemos una correspondencia triangular entre logica, teoria de categorias y teoria de la
concurrencia.

0.2. Algebras en categorias

Habiendo visto en la seccion anterior “la unidad de las categorias y las 1égicas,” vamos a
ver ahora “la unidad de las categorias y el dlgebra,” presentando los resultados de Lawvere
y Bénabou para las dlgebras homogénea y heterogénea [94, 15]. Presentamos aqui el caso
heterogéneo; el caso homogéneo puede verse como el caso particular en el que sélo se tiene
un tipo.

Consideremos una signatura heterogénea dada por un conjunto de tipos .S y una familia
de conjuntos ¥ = {¥5, | 5 € S*,s € S} de simbolos de operacién (disjuntos dos a dos).
La definicién conjuntista usual de una (5, X)-dlgebra heterogénea A consiste en dar un
conjunto A para cada s € S y una funcién A, : A, x---x Ag, — As para cada sfimbolo
de operacién o € ¥y, s. En el caso en que o es una constante en X, s (donde € denota
la lista vacia), su interpretacién consiste en un elemento A, € Ag, o equivalentemente
en una funciéon A, : 1 — A; con origen en el conjunto unitario 1, de forma que este
caso se puede considerar un caso particular del anterior. Ademads, la definicién de (5, X)-
homomorfismo heterogéneo entre dos (.5, X)-dlgebras A y B consiste en una S-funcién
h ={hs: As — Bs | s € S} que satisface la condicién de homomorfismo

hs(Ag(at,...,an)) = Bo(hs,(a1), ..., hs,(ay))

para todo o € Xy, 5, sy (a1,...,an) € Ag X -+ X Ag,.

La primera idea importante es notar que la tnica propiedad de conjuntos y funciones
que hemos usado en estas definiciones es la existencia de productos cartesianos Ag, X --- X
As, y de un conjunto unitario 1. Estas propiedades tienen una formulacién categorica
completamente general en la nocién de categoria con productos finitos que hemos visto en
la seccion anterior. Si C es una categoria con productos finitos, podemos definir las nociones
de (S, X)-dlgebra y (.5, ¥)-homomorfismo en C por el simple método de interpretar las
anteriores definiciones en términos de objetos y morfismos en vez de conjuntos y funciones.
Por ejemplo, un (S, X)-homomorfismo en C entre (S, X)-dlgebras A y B en C consiste en
una S-familia de morfismos {hs: A; — B, | s € S} en C tal que para todo o € Xy, s, s,

Agihs = (hgy X -+ X hg,); By

como morfismos As, X --- X Ag, — Bg, es decir, el siguiente diagrama de morfismos en
C conmuta:
As
Ag, X x As, Ag
hs, % X hs, hs
By
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En particular, As; hs = idi; By = B, para o € X .

La segunda idea importante es la interpretacion categérica de las variables. En este
sentido, cabe recordar que una ecuacidn heterogénea tiene la forma (z; : s1,...,2,
sp)t = t' donde x1 : $1,...,%, : S, €s un conterto de variables (distintas dos a dos) y
t,t" son términos cuyas variables estdn entre las dadas por el contexto. Entonces, lo que
hacemos es considerar un término en un contexto de variables explicito. De esta forma, es
facil ver que, dada una (S, X)-dlgebra A en C, la operacién derivada asociada a un término
t de tipo s en un contexto x1 : S1,...,Zy : S, da lugar a un morfismo en C

[t]a: Asy x -+ x Ag, — As.

En particular las variables se interpretan como proyecciones, es decir, la operacion derivada
[x:] 4 en el contexto anterior es la i-ésima proyeccién

it Agy X oo X Ag, — A,

Con esta interpretacion categérica de los términos se tiene que la composicion en la cate-
goria corresponde a sustitucién en los términos.

En este marco, una (5, X)-algebra A en C satisface una ecuacién (x1 : S1,...,Tp :
sp)t =1t si [t]a = [t'] 4 como morfismos A, X --- x As, — Ag en C.

El gran avance en este punto de vista se obtiene al darse cuenta de que, si A es
una (X,T")-dlgebra (es decir, una Y-dlgebra que satisface el conjunto de ecuaciones T'),
la operacién []4 constituye un funtor que conserva productos Ly r — C donde Ly r
es la categoria definida como sigue. Su conjunto de objetos es S*, o sea, listas finitas
de tipos, y un morfismo s;...s, — 71...7r,, viene dado por una lista [t1],..., [tm] de
clases de equivalencia modulo las ecuaciones I' de X-términos ¢; en el contexto de variables
1:81,...,%n : Sp. La composicion en esta categoria se define mediante la sustitucion de
términos.

Pero es mas, esta correspondencia es biyectiva, en el sentido de que todo funtor
Ls;r — C que conserva productos da lugar a una (3,I')-dlgebra en C. De este modo,
algebras en C se identifican con funtores que conservan productos Ls,1 — C, y los ho-
momorfismos entre tales dlgebras se identifican con las transformaciones naturales entre
tales funtores. Ademads, la construccién de la categoria Lp para una teoria ecuacional he-
terogénea T da lugar a una adjuncién entre tales teorias y las categorias con productos
finitos. En la Seccién 0.4, un poco mas adelante, veremos que estos resultados muestran
que el algebra heterogénea es una ldgica categorica.

En la Parte IT desarrollamos en primer lugar una seméantica categorica para el dlgebra
con tipos ordenados [62], siguiendo el espiritu de esta discusién, y generalizando todos
estos resultados. Luego, estudiamos una extension de orden superior, pasando de cate-
gorias con productos finitos a categorias cartesianas cerradas, y considerando un lenguaje
de términos que es un lambda cédlculo tipado con subtipos. De esta forma, generaliza-
mos la correspondencia entre categorias cartesianas cerradas y lambda célculo con tipos
presentada en [93].



0.3. Loégicas generales

La abundancia de légicas es algo muy evidente. Sin tratar de ser exhaustivos ni sis-
tematicos podemos mencionar, por ejemplo, légicas ecuacionales, intuicionistas, clasicas,
homogéneas, heterogéneas, de primer orden, de orden superior, modales, temporales, con-
dicionales, etc. asi como diversas combinaciones entre ellas. Esta situacion y la importante
cuestion de las aplicaciones de las diferentes légicas en informatica, ha hecho que varios
autores hayan dedicado su atencion a la cuestién de formalizar qué se entiende por una
logica. En general, se pueden distinguir dos enfoques diferentes, uno mas sintactico desde
la teoria de pruebas, donde la nocién de deduccién es fundamental, y otro més semantico
desde la teoria de modelos donde la nocién bésica es la de satisfaccion. Aqui vamos a
resumir algunas de las ideas principales desarrolladas por Meseguer en [110], donde esta
cuestion se aborda desde un punto de vista que trata de unificar los dos enfoques comen-
tados. La idea basica es que una logica tiene dos componentes. Por un lado un sistema de
deduccién que proporciona el aspecto sintactico, y por otro una institucién (nocién toma-
da del trabajo de Goguen y Burstall [57]) que proporciona la componente semantica de los
modelos para una logica. En esta seccion damos sélo algunas de las definiciones principa-
les, las necesarias para hacer ver cémo el trabajo desarrollado en las dos partes que siguen
se encuadra dentro de un marco formal muy general; para las motivaciones subyacentes
a estos conceptos asi como para una discusién mas completa, ejemplos y resultados sobre
ellos, remitimos al lector al articulo original [110].

Definicién 1 [110] Un sistema de deduccion es un triple € = (Sign, sen,F) donde

= Sign es una categoria cuyos objetos se llaman signaturas,

sen es un funtor? sen : Sign — Set que asocia a cada signatura un conjunto de
sentencias, y

F es una funcién que a cada signatura Y en Sign le asocia una relacion binaria
Fy. C P(sen(X)) x sen(X), llamada X-deduccion,

tales que se satisfacen las siguientes propiedades:

Reflexividad: para toda ¢ € sen(X), {¢} Fx ¢;

Monotonia: siT by @ y IV DT, entonces IV -y, ¢;

Transitividad: si I' s, p; parai € I, y T'U{p; | i € I} 5 1, entonces I' by 15
» -traduccion: si T Fx ¢, entonces para todo H : ¥ — ¥ en Sign, H(I') by H(p). O

Ejemplo 2 Un punto interesante que vale la pena mencionar sobre la forma en que esta
definicion se aplica a la légica lineal es el siguiente. Como veremos en la Parte I, una de las
caracteristicas més importantes de la légica lineal es la ausencia de las reglas estructurales
de debilitamiento y contraccién

A B A Al B
A,CFB Ar B

2La funcién sen(H) asociada por el funtor sen a un morfismo de signaturas H se denota también H.
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Si interpretamos b en estas reglas como el - que aparece en la definicién anterior para
alguna signatura, entonces la ausencia de tales reglas parece indicar que la légica lineal
no satisface la condicion de Monotonia, y que por tanto no es un sistema de deduccién
seglin esta definicién. Sin embargo, lo que ocurre es que hay que tener en cuenta cudl es
la nocién adecuada de sentencia para la logica lineal; nuestros resultados en la Parte 1
van a dejar claro que para una signatura consistente en un conjunto de constantes .S, una
sentencia en la logica lineal consiste precisamente en un secuente de la forma I' = A donde
I' y A son listas de formulas de 1égica lineal con constantes en S, y que el simbolo - en
la anterior definicion se interpreta como la barra horizontal en las reglas de inferencia que
permiten deducir un secuente a partir de otros. Desde este punto de vista, la condicion de
Monotonia se satisface y la logica lineal constituye en efecto un sistema de deduccion.

Como es habitual, una teoria, también llamada presentaciéon, se define como una co-
leccién de sentencias. Algunos autores definen teorias como presentaciones cerradas bajo
deduccién, pero tal diferenciacién no nos es necesaria.

Definicion 3 Dado un sistema de deduccion &, la categoria Th de teorias tiene como
objetos pares T' = (3,T') donde ¥ es una signatura y I' C sen(X), y como morfismos H :
(3,T) — (¥,T), llamados morfismos de teorias, morfismos de signaturas H : 3 — ¥’
tales que para toda sentencia p € T', IV sy H(p).

La categoria Thg es la subcategoria de Th que tiene los mismos objetos que Th pero
cuyos morfismos son aquellos morfismos de teorfas H : (X,I') — (X', ) que conservan
axiomas, es decir, H(I') CT. O

Como ya hemos mencionado, la componente semantica de una légica estd basada en
la nocién de institucién debida a Goguen y Burstall [57]. Si los morfismos de signaturas se
ven como cambios de notacién, la interpretacién intuitiva de la condicién de |=-invarianza
es que la relacién de satisfaccién es conservada por los cambios de notacidn.

Definicién 4 [57] Una institucion T = (Sign, sen, Mod, =) consta de
= una categoria Sign de signaturas,
= un funtor sen : Sign — Set que asocia a cada signatura un conjunto de sentencias,

= un funtor Mod : Sign®® — C(lat que asocia a cada signatura una categoria de
modelos®, y

» una funcién = que a cada signatura ¥ en Sign le asocia una relacién binaria
Ex C Ob(Mod(Y)) x sen(X), llamada X-satisfaccion,

tales que la siguiente propiedad es vélida: para todo modelo M’ en Mod(X'), morfismo
H :Y — Y/ y sentencia ¢ € sen(X):

=-invarianza: H°(M') =x ¢ siy sélosi M’ =y H(p). O

3Escribimos Mod(H) = H’ para un morfismo H en Sign.
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Con estos datos, se puede definir una relacién, también denotada |= siguiendo la practi-
ca habitual, =5 C P(sen(X)) x sen(X) como sigue:

I'Es ¢ siysélosi M s ¢ para todo modelo M en Mod(X%,T),

donde Mod (X, T') denota la subcategoria plena de Mod(X) cuyos objetos son los modelos
que satisfacen todas las sentencias en I'. De esta forma se obtiene un sistema de deduccién
a partir de la institucién.

Proposicién 5 [110] Dada una instituciéon Z = (Sign, sen, Mod, =), el triple (Sign, sen, =
), donde ahora |= denota la relacién definida arriba entre conjuntos de sentencias y sen-
tencias, es un sistema de deduccién.

Denotamos por Th la categoria de teorfas asociada al sistema de deduccién dado por
la proposicién anterior.

Si H: (%,T) — (¥,I) es un morfismo de teorfas en Th, es facil ver, usando
la condicién de |=-invarianza, que H’ : Mod(¥X') — Mod(X¥) se restringe a un funtor
(denotado igual)

H’ : Mod (X, T') — Mod(,T).
En otras palabras, el funtor Mod : Sign®” — Clat se extiende a un funtor

Mod:T_hr:p — Cat.

Definicién 6 [57] Una institucion Z = (Sign, sen, Mod, =) se llama liberal si para todo
morfismo de teorfas H : (X,T') — (X', I") en Thy, el funtor

H’ : Mod(Y',T") — Mod(%,T)
tiene un adjunto a izquierda
H*: Mod(%,T) — Mod (X', T"). O

La institucion de la légica de primer orden no es liberal, pero las de la légica ecuacional
y la l6gica de Horn homogéneas si lo son. En efecto, Lawvere demostro en su tesis doctoral
[94] que todas las construcciones libres usuales en dlgebra son consecuencia de que la
instituciéon de la légica ecuacional homogénea es liberal.

Definicién 7 [110] Decimos que una institucién Z = (Sign, sen, Mod, =) admite modelos
iniciales si para toda teorfa T en Thy, la categorfa Mod(T) tiene un objeto inicial.
La institucion 7 se llama exacta si el funtor Mod : th — Cat conserva productos

fibrados (pullbacks). O

Por ejemplo, la institucién de la logica ecuacional homogénea admite modelos iniciales
y es exacta. Mds adelante veremos que esto es una consecuencia directa del hecho de que
esta légica es categorica.

Una vez definidas las componentes sintéctica y seméntica, la definicién precisa de lo que
entendemos por una légica (general) es muy sencilla. Una légica tiene dos componentes, un
sistema de deduccién y una instituciéon, relacionadas de forma que la logica sea correcta,
es decir, de forma que deduccién implique satisfaccion.
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Definicién 8 [110] Una Ildgica es una tupla £ = (Sign, sen, Mod, +, =) donde
» (Sign, sen,t) es un sistema de deduccion,
» (Sign, sen, Mod, =) es una institucién, y

la siguiente condicion de correccion es valida: para toda signatura X en Sign, conjunto de
sentencias I' C sen(X) y sentencia ¢ € sen(X),

r |—2 Y == r |:E ©.
Una légica se llama completa si, ademas,
I'Fs QY < Tr }:E p. O

Se dice que una légica es liberal, exacta o admite modelos iniciales cuando la institucién
subyacente tiene tales propiedades.

Hay un aspecto importante que esta definicién no cubre, a saber, la teoria de pruebas,
ya que la dnica informacién que aparece en la definicién de un sistema de deduccién es
la relacién de deducibilidad, sin decir nada sobre cémo la deduccién se lleva a cabo. Este
aspecto se trata en [110] bajo los conceptos de cdlculo de pruebas y cdlculo efectivo de
pruebas, que junto con una logica dan lugar a la nocion de sistema [dgico, pero nosotros
no vamos a entrar en ellos. Otra nocién de gran interés tratada en el articulo [110] que
omitimos en este resumen es la de morfismos de ldgicas. Ejemplos importantes de tales
morfismos son la inclusién de la l6gica ecuacional en la 1égica de primer orden con igualdad,
o el paso de légica heterogénea a logica homogénea omitiendo tipos. En la Seccién 4.5 de
la Parte 11, veremos que hay un morfismo de la logica ecuacional con tipos ordenados en la
légica ecuacional de orden superior con tipos ordenados que es conservativo. Otro ejemplo
de morfismo entre légicas en la inclusion de la logica constituida por el fragmento ® de la
l6gica lineal en la légica de reescritura mencionada en el Capitulo 5 de la Parte 1.

0.4. Légicas categoricas

Habiendo definido en la seccién anterior lo que entendemos por una légica, podemos
pasar a definir ahora el concepto de légica categorica. La idea esencial es que se tiene una
categoria de categorias con cierta estructura, de forma que las teorias en la logica y estas
categorias estdn “muy bien relacionadas,” en el sentido de que existe una adjuncién entre
ellas y ademéds los modelos de una teoria coinciden con los funtores desde la categoria
generada libremente por la teoria que conservan la estructura dada.

Definicién 9 [110] Una légica se llama una ldgica categdrica sobre C si existe una cate-
goria C con sumas fibradas (pushouts) y un funtor fiel C — Cat tal que

1. Existen funtoresd : C — Thyyv L : Thy — C con L adjunto a izquierda de U.
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Para cada teorfa T' tenemos un isomorfismo natural de categorias
Mod(T) ~ L(T)/C,

entre la categoria de modelos de T'y la categoria de objetos bajo L(T') (slice category)
L(T)/C cuyos objetos son morfismos J : £L(T) — C en C y cuyos morfismos F :
J — J' son morfimos F': C'— C’ en C tales que J; F = J'.

Para toda teoria T' = (X,T") y sentencia ¢ € sen(X), tenemos
ks <= g FEse

donde estamos identificando modelos con funtores. O

En [110], Meseguer prueba que una légica categérica tiene propiedades muy interesan-

tes como muestra el siguiente teorema.

Teorema 10 [110] Una légica categérica es completa, liberal, exacta, y admite modelos
iniciales. O

La siguiente lista enumera los ejemplos més importantes de légicas categoricas dando

referencias donde se puede encontrar mas informacion al respecto.

1.

La l6gica del lambda calculo con tipos es categoérica sobre la categoria CCCat de
categorias cartesianas cerradas [93].

La légica intuicionista de orden superior es categérica sobre la categoria Topos de
topos elementales de Lawvere-Tierney [93].

La l6gica de la teoria de tipos de Martin-Lof [107] con tipos de igualdad es categdrica
sobre la categorfa LCCCat de categorias localmente cartesianas cerradas [141].

La légica de la teoria de tipos de Martin-Lof sin tipos de igualdad es categérica
sobre la categoria RCCCat de categorias relativamente cartesianas cerradas [75], y
también sobre la categoria CtzCat de categorias contextuales de Cartmell [29].

La légica del lambda célculo polimérfico de Girard-Reynolds [47, 135] es categdrica
sobre la categoria RCCCat de categorias relativamente cartesianas cerradas [109], y
también sobre la categoria PLCat de PL-categorias de Seely [142].

En la Parte I demostramos que la logica lineal de Girard es categdrica sobre la categoria

LinCat de categorias lineales. En efecto, en el Teorema 53 de la Parte I probamos que el
funtor L[] : LinTh — LinCat es adjunto a izquierda del funtor (_)° : LinCat — LinTh,
y ademds que tenemos un isomorfismo

Mod(T) ~ L[T)/LinCat.

La Definicion 56 de satisfaccién y el Teorema 57 de completitud proporcionan el resto de
los datos exigidos por la definicién de légica categorica.
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Lawvere mostré en su tesis doctoral [94] que la légica ecuacional homogénea es ca-
tegorica sobre la categoria PCat de categorias con productos finitos. Lawvere prob6 que
las (X, T')-4lgebras para una teorfa ecuacional homogénea (X, T") en una categoria C pueden
ponerse en correspondencia biyectiva con funtores Ly, — C que conservan productos,
donde la categoria Lx; 1 tiene como objetos los niimeros naturales y como morfismos n — m
m-tuplas ([t1], ..., [tm]) de clases de equivalencia médulo las ecuaciones I' de X-términos
t; cuyas variables estan entre xy,...,x,.

Este resultado fue generalizado a la légica ecuacional heterogénea por Bénabou en su
tesis doctoral [15]. La categoria Ly 1 se construye como en el caso homogéneo, pero ahora
tiene como conjunto de objetos el monoide libre S* generado por el conjunto S de tipos.

En la Parte II generalizamos estos resultados a la légica ecuacional con tipos ordenados.
Efectivamente, en el Teorema 37 construimos una categoria clasificante L1 para una teoria
con tipos ordenados T' = (S, <, ¥, T") tal que existe un isomorfismo

OSAlgy, . ~ Lr/PICat,

donde PICat denota la categoria de categorias con productos finitos y una estructura
de inclusiones. Luego, en el Teorema 48 y la Observacién 52 demostramos que el funtor
L_: OSTh — PICat es adjunto a izquierda de T : PICat — OSTh para teorias desam-
biguadas. Para el caso general de teorias con ambigiiedad tenemos una adjuncién analoga
con una categoria LPICat que tiene estructura adicional que no hace falta considerar para
interpretar las algebras. Sin embargo, las categorias LPICat y PICat se relacionan me-
diante una adjuncién (Proposicién 51), y por lo tanto en este caso tenemos una estructura
de légica categorica ligeramente mas general que la dada en la Definicion 9.

0.5. Sumario

Tras esta introduccion general sobre légicas categéricas, en la Parte I estudiamos por
un lado una correspondencia triangular sistemética entre redes de Petri, categorias lineales
y teorfas de la logica lineal de Girard. Por otra parte, estudiamos la seméantica categérica
de la légica lineal en términos de categorias con un objeto dualizante.

La ldgica lineal ha sido introducida recientemente por Girard [49] como una légica de
acciones que parece muy bien adaptada para computacion concurrente. Nuestra correspon-
dencia triangular ilustra algunas de las relaciones entre la légica lineal y la concurrencia,
destacando en especial la teoria de redes de Petri, desde el punto de vista de su seméantica
categodrica. Desde esta perspectiva, las categorias son vistas como sistemas concurrentes
cuyos objetos son estados, y cuyos morfismos son transiciones.

Mais detalladamente, el punto de partida de nuestro trabajo es el trabajo de Meseguer
y Montanari en el que una red de Petri es vista como un grafo con una estructura de
monoide conmutativo [116, 117]. Esto les permite asociar a una red N una categoria 7 [N]
de forma que los estados de N coinciden con los objetos de 7[N] y las computaciones en
la red coinciden con morfismos en esta categoria. Como las computaciones se pueden com-
poner tanto secuencial como concurrentemente, 7 [N] es una categoria monoidal donde
el producto tensorial coincide con la composicién en paralelo. Siguiendo las ideas descu-
biertas por Asperti [6], Gunter [65] y otros, se observa que el comportamiento de una red
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de Petri puede describirse usando la conectiva ® de la logica lineal. De esta forma, los
estados de una red de Petri se convierten en proposiciones de légica lineal y sus compu-
taciones en deducciones en este fragmento de la légica lineal. Nuestro enfoque categorico
hace esta correspondencia muy clara, y tiene particular importancia puesto que permite
la identificacién de computaciones concurrentes y deducciones légicas, no a un nivel me-
ramente sintactico, sino de una forma maés abstracta axiomatizable ecuacionalmente. De
hecho, varias nociones de computacién en una red de Petri son posibles; Degano, Mese-
guer y Montanari [36] estudiaron varias de ellas usando variaciones de la categoria 7[N]y,
dada la correspondencia con las deducciones, esto permite introducir diferentes nociones
de equivalencia entre pruebas. En resumen, nuestra correspondencia triangular permite
identificar, por un lado objetos en una categoria monoidal, estados de una red de Petri y
proposiciones en el fragmento ® de la légica lineal, y por otro morfismos en una categoria,
computaciones en una red de Petri y pruebas en ese fragmento de la légica lineal.

La légica lineal es mucho més rica que el simple fragmento constituido por la conectiva
®. Cambiando el modelo de computacién, la correspondencia con la logica lineal de las
redes de Petri se puede extender a otras interpretaciones computacionales. Este aspecto se
ilustra mediante la discusién de la interpretacién légica de méquinas con A-ramificacién y
dos contadores obtenida por Lincoln, Mitchell, Scedrov y Shankar [97]. La conectiva —o de
implicacién lineal expresa estados condicionales donde una transicion ha sido empezada
consumiendo algunos de los recursos que necesita, pero ain no ha sido concluida debido
a la falta de los recursos restantes; su semantica categérica viene dada por categorias
monoidales cerradas. La interpretacién intuitiva de las conectivas & y & es eleccién externa
e interna, respectivamente, y su semantica categorica consiste en productos y coproductos.

La nocién categdrica correspondiente a la negaciéon no es tan obvia. Presentamos una
nueva axiomatizacién algebraica de modelos de la légica lineal con negacion, en la que los
axiomas reflejan directamente al nivel de modelos la dualidad de De Morgan que posee
la logica lineal. Esta axiomatizacién se consigue mediante el uso del concepto de objeto
dualizante. Un objeto D en una categoria monoidal cerrada es denominado dualizante
si el morfismo natural A — ((A—oD)—oD), obtenido por Curry-conversién a partir del
morfismo de evaluaciéon (A—D) ® A — D es siempre un isomorfismo. Entonces, una
categoria lineal es justamente una categoria con un objeto dualizante y productos finitos.
Esta nueva axiomatizacién es considerablemente més simple que una previa debida a
Seely [143] y basada en la nocién de categoria x-auténoma de Barr [9]. Damos definiciones
precisas de la categoria de teorias lineales y de los modelos de una teoria lineal, hacemos
explicitos los detalles de la adjuncion entre teorias lineales y categorias lineales, definimos
satisfaccién de un secuente en un modelo, y demostramos las esperadas propiedades de
correccién y completitud de la logica lineal con respecto a los modelos en categorias lineales,
probando de esta forma que la légica lineal es una ldgica categdrica.

La interpretacién de una proposicién p como un recurso y de su negacién p como una
deuda sugiere una nueva variante de la légica lineal, que llamamos ldgica lineal cancelativa,
en la cual siempre es posible cancelar una proposicién p vista como un recurso y su
negacién p vista como una deuda. De esta forma se obtiene una seméntica para una
generalizacion del habitual juego de marcas en redes de Petri, llamado juego financiero.
Los modelos categéricos de la logica lineal cancelativa son categorias lineales cancelativas,
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cuyas propiedades son satisfechas también por la dualidad del dlgebra lineal.

Estudiamos varias clases de modelos definidas ecuacionalmente, en particular los mo-
delos en conjuntos parcialmente ordenados, que llamamos dlgebras de Girard y que gene-
ralizan a la légica lineal las &lgebras de Boole de la légica clasica, conteniendo los modelos
en cuantales como un caso especial. También mostramos cémo los modelos en diferentes
clases se relacionan mediante adjunciones.

En un apéndice incluimos una exposicion elemental de los conceptos generales y propie-
dades de las categorias monoidales simétricas cerradas y, usando esa maquinaria categorica,
desarrollamos una detallada comparacion entre la nocion de categoria con un objeto duali-
zante y la nocién de categoria x-auténoma debida a Barr [9], probando que ambas nociones
son equivalentes en un preciso sentido categorico, cuando se aniade un ligero refinamiento
a la nocién de categoria *-auténoma.

En la Parte II cambiamos de tema, aunque manteniéndonos dentro del espiritu de
la légica categorica, y pasamos a estudiar la seméantica categorica del dlgebra con tipos
ordenados [62] y su extension a orden superior. Nuestra motivacién para este estudio es la
siguiente. Creemos que el fracaso en hacer explicitas dos nociones diferentes de subtipo,
una nocién de subtipo como inclusion, originalmente propuesta por Goguen [56], y una
nocién de subtipo como conversion implicita, originalmente propuesta por Reynolds [136],
conduce a situaciones insatisfactorias en los enfoques actuales de subtipos. Argiiimos que
elegir una de las nociones a costa de la otra serfa erréneo y limitado, y proponemos un
marco en el que dos relaciones de subtipo 7 < 7/ (inclusién) y 7 <: 7/ (conversién implicita)
se distinguen e integran. La mayor parte de nuestra investigacién estd dedicada a extender
la teorfa de primer orden de subtipos como inclusiones desarrollada en [62] a un contexto
de orden superior desde un punto de vista de semantica categérica.

En primer lugar, repasamos las definiciones y resultados basicos del algebra con tipos
ordenados, incluyendo signatura, algebra, homomorfismo, la construccién del dlgebra de
términos, deduccién ecuacional, y los teoremas de correccién, completitud e inicialidad
correspondientes a su semantica conjuntista. De aqui pasamos a desarrollar una semantica
funtorial generalizando los resultados de Lawvere y Bénabou para las dlgebras homogénea
y heterogénea [94, 15]. La estructura considerada es la de una categoria con productos
y una estructura de inclusiones, que abreviamos a Pl-categoria. Esta estructura axioma-
tiza las propiedades que las inclusiones usuales entre conjuntos tienen, de forma que los
conceptos de algebra, homomorfismo y satisfaccién de una ecuacién para el algebra con
tipos ordenados se pueden desarrollar en este marco mucho mas general. Probamos que
la categoria de algebras y homomorfismos para una teoria con tipos ordenados 71" en una
Pl-categoria C es isomorfa a la categoria de PI-funtores de L1 en C, donde L1 es la cate-
goria clasificante de T. La construccién de la Pl-categoria L1 proporciona una adjuncién
entre teorias con tipos ordenados y Pl-categorias. También demostramos teoremas de co-
rreccién, completitud e inicialidad para el dlgebra con tipos ordenados con respecto a su
semantica en Pl-categorias. Asi pues, el dlgebra con tipos ordenados es también una ldgica
categorica.

Después pasamos a estudiar una extension a orden superior del algebra con tipos orde-
nados. Sintacticamente, introducimos dos constructores de tipos para conseguir productos
y espacios funcionales, y el lenguaje de términos es un lambda célculo tipado con subtipos.
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Categdéricamente, pasamos de categorias con productos a categorias cartesianas cerradas,
llamadas C'CI-categorias tras la introduccién de una estructura de inclusiones. A este ni-
vel de orden superior realizamos un desarrollo completamente paralelo al caso de primer
orden, y demostramos que las algebras de orden superior coinciden con funtores, la exis-
tencia de una adjuncién entre teorias de orden superior y CCl-categorias, y teoremas de
correccion, completitud e inicialidad para la légica ecuacional de orden superior con tipos
ordenados. También probamos que esta légica de orden superior es conservativa sobre su
equivalente de primer orden, y que admite la introduccién de retractos, que son operacio-
nes suplementarias que anaden flexibilidad a la disciplina de tipos del dlgebra con tipos
ordenados. Finalmente, damos axiomas que integran las relaciones < y <: en una semanti-
ca categdérica unificada. Ademads de poseer las ventajas de cada una de las nociones sin
sus respectivas limitaciones, nuestro marco admite reglas de subtipado estructural que son
mas informativas y pueden distinguir entre inclusiones y conversiones implicitas.

0.6. Desarrollos futuros

A modo de conclusién, deseariamos mencionar algunas ideas que estamos investigando
actualmente.

Por una parte, como se menciona brevemente en el Capitulo 5 de la Parte I, la corres-
pondencia triangular estudiada en este trabajo se extiende a una correspondencia trian-
gular mucho més general entre logica de reescritura, sistemas concurrentes y categorias
con estructura algebraica; esta generalizacién cubre una extensa variedad de importantes
modelos de concurrencia [111, 112, 113]. La légica de reescritura (con tipos ordenados)
permite la identificacién de computaciones de reescritura concurrente de términos (médulo
un conjunto E de axiomas estructurales) con deduccién légica. De esta forma se adquiere
una gran flexibilidad y expresividad para estructurar el estado distribuido de un sistema
concurrente y para describir sus transiciones; el fragmento ® de légica lineal aparece como
el caso particular en que el estado distribuido se estructura como un multiconjunto. Al
considerar una regla de reescritura como una ecuacion, se obtiene un morfismo de légicas
OSRwLogic — OSEqtl de la légica de reescritura (con tipos ordenados) en la légica ecua-
cional con tipos ordenados. Esta dltima estd incluida en una légica ecuacional de orden
superior con tipos ordenados, como veremos en la Seccion 4.5 de la Parte II, por lo que
tenemos el siguiente diagrama de morfismos de légicas:

OSEqtl C HOSEqtl

®-Logic________, OSRwLogicC______, HOSRwLogic

El desarrollo de la 16gica HOSRwLogic, consistente en una extensién a orden superior de la
légica de reescritura con tipos ordenados, es uno de los temas en los que nos encontramos
trabajando en la actualidad. Esta légica es importante porque permitira extender a tipos
de orden superior la integracién de la programacién funcional (de primer orden) dentro de
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la programacioén de sistemas concurrentes con l6gica de reescritura obtenida en [111, 112,
113]. En cierto sentido, la 16gica HOSRwLogic proporciona el marco ideal en el que las dos
légicas estudiadas en este trabajo (la légica lineal y en particular su fragmento ®-Logic, y
la 16gica HOSFEqtl) se unifican y permite aplicaciones muy prometedoras en el diseno de
lenguajes de programaciéon multiparadigma.

En el Capitulo 6 de la Parte II se mencionan varias posibilidades de cara a la conti-
nuacion de la investigacién sobre la légica con tipos ordenados. Un aspecto de gran interés
es la realizacién de un andlisis similar al desarrollado en esa parte para la légica esbozada
en el Capitulo 5, en la que se integran las dos nociones de subtipo como inclusion y de
subtipo como conversién implicita. Otro tema que nos interesa es su extensién a lenguajes
con teorias de tipos mas ricas, como por ejemplo tipos dependientes.

Notacion

La notaciéon que hemos usado en cada parte se introduce a medida que se necesita.
Sin embargo, conviene hacer notar que en buena parte nos desviamos de la notaciéon
habitual. En lo concerniente a la Parte I, hemos seguido la notacién de la légica lineal
introducida por Girard, con la tnica excepcién de que usamos I para su 1. Pero lo que es
importante resaltar es que esta misma notacién ha sido usada también a nivel seméntico,
en las categorias, siguiendo la préactica habitual de confundir notacionalmente sintaxis y
semantica. De este modo, un producto monoidal en una categoria se denota ® como es
usual, mientras que el hom interno se denota —o pues ésta es la notacién introducida por
Girard para la implicacion lineal; por la misma razon, productos y coproductos en una
categoria se denotan & y @ respectivamente, siendo sus respectivas unidades un objeto
final T y un objeto inicial 0. En una categoria monoidal simétrica cerrada, denotamos la
Curry-conversién por ()T y el morfismo de evaluacién por ¢ A,B-

Por otro lado, en la Parte II, usamos la notacién mas habitual en teoria de tipos
y categorias cartesianas cerradas. En este contexto, X denota el producto categérico y
el producto cartesiano de conjuntos en particular, y 1 denota el objeto final. El hom
interno o funtor exponencial es denotado =, la Curry-conversion se denota Ay g c(-) y el
morfismo de evaluacion evy g. Confundiendo de nuevo sintaxis y semantica, x y = denotan
también los correspondientes constructores de tipos en el dlgebra de orden superior con
tipos ordenados.
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Capitulo 1

Introduccién (Parte I)

Durante los tltimos veinte afios la correspondencia de Curry-Howard [72] ha demos-
trado ser una herramienta metodoldgica muy fructifera de cara a explotar las profundas
conexiones entre variantes de légica intuicionista y lambda célculos con tipos. Un re-
sultado directo de esta correspondencia ha sido el diseno de lenguajes de programacion
funcional con sistemas de tipos muy ricos y potentes, como por ejemplo ML [120]. Esta
correspondencia o isomorfismo puede resumirse como sigue:

Formulas +—— Tipos
Pruebas  «—— Funciones

Aproximadamente al mismo tiempo que Howard divulgaba su nota original, una corres-
pondencia diferente, la correspondencia de Lambek-Lawvere, era descubierta por estos
renombrados matematicos [88, 89, 90, 95]. Esta otra correspondencia se expresa como
sigue:

Formulas «—— Objetos
Pruebas  «—— Morfismos

Como en muchas categorias los morfismos son funciones, y en el caso particular del
lambda célculo con tipos las categorias asociadas son categorias cartesianas cerradas, esta
correspondencia ha sido mucho menos divulgada y hasta cierto punto ha pasado inadver-
tida como otra variante de la correspondencia de Curry-Howard en lenguaje categérico. El
aspecto crucial que se ignoraba, sin embargo, era que la teoria de categorias es una teoria
abstracta de estructuras matematicas y que por lo tanto morfismos en una categoria no
son funciones en general, aunque pueda ocurrir que sean funciones en casos particulares.
Un examen de los articulos originales de Lambek y Lawvere pone absolutamente en cla-
ro que los morfismos no tienen que ser funciones en su correspondencia entre teoria de
categorias y légica.

Un avance importante ha tenido lugar con la reciente introduccion de la légica lineal por
parte de Girard [49, 51]. Esta nueva légica ha sido reconocida desde su origen como muy
adecuada para aplicaciones informéticas. El mismo Girard y sus colaboradores han iniciado
algunas de estas aplicaciones en las dreas de semdntica operacional [82] y programacién
légica [51, 81], y existen actualmente varias investigaciones de gran interés incluyendo,

21
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entre otras, un tratamiento légico de computabilidad en tiempo polinomial a través de
légica lineal acotada [54], y nuevas propuestas para lenguajes de programacién funcionales
y légicos [1, 5, 31, 66, 67, 71, 81, 82, 86, 149, 150, entre otros]. Uno de los aspectos mds
prometedores en el uso de la légica lineal para aplicaciones informaticas es que es una
légica de acciones que parece muy conveniente para computacién concurrente [50]. Es
claro, y Girard hace hincapié en este punto en sus trabajos, que los viejos cueros de vino
de la correspondencia de Curry-Howard no pueden contener el Beaujolais nouveau de la
l6gica lineal. El modo de pensar de la computacién funcional es simplemente inadecuado.
La correspondencia de Girard puede expresarse asf:

Formulas «—— FEstados
Pruebas «—— Transiciones

Los detalles de esta correspondencia para el caso de redes de Petri fueron divulgados
por Asperti [6]. Recientemente, mucho esfuerzo ha sido dedicado por varios investigadores
al estudio de las relaciones entre légica lineal y concurrencia [3, 7, 21, 22, 23, 41, 44, 45, 65,
131, entre otros]; en este trabajo recopilamos los resultados de nuestra propia investigacién
en este drea, y los relacionamos con los resultados en varios de los articulos mencionados.

Por otra parte, Meseguer y Montanari [116, 117] han descubierto un interesante iso-
morfismo entre sistemas concurrentes y categorias que puede resumirse:

Estados «—— Objetos
Transiciones <«— Morfismos

Aunque esta correspondencia fue desarrollada para el caso de redes de Petri en [117], el
reciente trabajo [113] hace hincapié en su gran generalidad al explicar cémo varias clases
de sistemas concurrentes pueden verse como categorias con estructura algebraica.

En este trabajo vamos a componer los dos tltimos isomorfismos para obtener:

Formulas <~ ——————————— — Objetos
FEstados
Pruebas < ——————————— — Morfismos
Transiciones

De este modo conseguimos una correspondencia triangular potencialmente muy fructi-
fera entre teorias de légica lineal, sistemas concurrentes y categorias, que da lugar a im-
portantes métodos de transferencia entre los tres campos de légica, concurrencia y teorfa
de categorias. En particular, esta correspondencia parece prometedora de cara a obte-
ner informacién detallada sobre el significado de la correspondencia de Lambek-Lawvere
para la légica lineal en términos de sistemas concurrentes. Que una correspondencia de
Lambek-Lawvere existe para logica lineal habia sido ya hecho notar en los articulos de
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Seely [143], quien explica la relacién entre légica lineal y las categorias x-auténomas de
Barr [9], de De Paiva [127], quien considera un marco categérico ligeramente diferente,
y de Lafont [82], quien estudia el fragmento intuicionista. Sin embargo, ninguno de estos
trabajos presentaba ninguna conexién con el area de sistemas concurrentes. Con respecto
a la semdantica categdrica de la légica lineal, en este trabajo presentamos una axiomati-
zacién de los modelos mucho mas simple de lo que era antes posible usando categorias
s-auténomas en [143, 103].

1.1. Computaciones, morfismos y pruebas

La esencia de la correspondencia triangular descrita arriba puede resumirse como sigue.
Queremos interpretar una computacién concurrente posiblemente compleja en una red de
Petri N, por ejemplo una computacién

a:A— B

mediante la cual la red pasa del estado A al estado B, como una deduccién légica. Por
supuesto, la computacién « es en general una combinacion bastante compleja de computa-
ciones paralelas y secuenciales cuyos constituyentes ltimos son algunas de las transiciones
basicas

ti: Ay — B;

de la red de Petri V.

Ahora bien, un estado de N es un multiconjunto, tipicamente representado mediante
la aparicién de varias “marcas” en algunos de los “lugares” de la red. Usando un operador
binario ® para denotar la unién de multiconjuntos, un estado tipico puede por ejemplo
ser a®a®b®b®b indicando que hay dos marcas en el lugar a y tres en el lugar b. La idea
clave es interpretar tal estado como una proposicion que establece que ciertos recursos
estan disponibles, o sea que tenemos a y a y b, etc. Sin embargo, tal y como ocurre con
otros recursos como dinero por ejemplo, a y a es diferente de a, y esto es esencial para
que el comportamiento de la red de Petri sea el adecuado, el cual requiere la presencia de
marcas con cierta multiplicidad minima para que las transiciones puedan ser disparadas.
Esta es precisamente la intuiciéon expresada por la conectiva de conjuncién ® en logica
lineal, que es asociativa y conmutativa pero no idempotente.

Una vez los estados han sido reinterpretados como proposiciones, podemos reinterpre-
tar la red N como una teoria logica cuyos axiomas basicos son los secuentes

tZAZI—Bz

correspondientes a las transiciones béasicas de la red. Nuestra légica debe ser una légica
de acciéon que nos permita deducir cambios complejos a partir de los cambios basicos
permitidos por los axiomas. Segun esta légica, computacion debe coincidir con deduccién;
en particular, nuestra anterior computacién « puede reinterpretarse como una prueba

a:AFB
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usando los axiomas de la teoria N. En efecto, esta intuicién es completamente correc-
ta, vy las reglas légicas para la conjuncién lineal nos permiten deducir exactamente las
computaciones posibles en la red N.

El hecho evidente de que en un sistema las transiciones son transitivas sugiere que
las computaciones en una red de Petri se pueden componer secuencialmente, es decir, una
computacion a de A en B y otra 3 de B en C dan lugar a una composicién secuencial
a; 8 de A en C. La naturaleza concurrente de las redes de Petri nos permite realizar no
s6lo composiciones secuenciales sino también composiciones paralelas de computaciones.
Asi, al ejecutar en paralelo las computaciones a : A — By o : A’ — B’ se obtiene una
computacion paralela a ® o/ : A® A’ — B ® B’. Esto sugiere que el “espacio” de las
computaciones en una red de Petri N es una categoria 7[N] con un producto binario
®, v dada nuestra interpretacién légica de las computaciones, esto sugiere asimismo que
el “espacio” de pruebas de la teoria légica N es también una categoria con esa misma
estructura. En resumen, identificamos tres cosas: una computaciéon « : A — B, una prueba
a:AF By un morfismo o : A — B.

1.2. ;Qué es una prueba?

Esta es una cuestién candente para investigadores en el campo de teoria de pruebas,
y Girard senala que su estudio de normalizacién y equivalencia de pruebas en légica li-
neal tiene como objetivo llegar al estudio de una “geometria de la interaccién” [51] que
liberard la teoria de pruebas de todas las distinciones sintdcticas artificiales y arbitrarias
creadas por la sintaxis ordinaria. Uno de los frutos de la correspondencia triangular entre
l6gica lineal, sistemas concurrentes y categorias es la sugerencia' de que la teorfa categéri-
ca de coherencia [98, 100] constituye el marco matemético adecuado para el estudio de
esta cuestién® y, dada nuestra correspondencia, que la teorfa de coherencia es asimismo el
escenario adecuado para responder a la cuestién estrechamente relacionada

¢ Qué es un proceso concurrente?

que, para redes de Petri, ha sido estudiada usando técnicas de coherencia en el trabajo
de Degano, Meseguer y Montanari [36]. El trabajo de Gehlot y Gunter [44, 45] sobre
la relacion entre logica lineal y redes de Petri también trata de responder estas mismas
cuestiones, si bien desde el punto de vista de la teoria de pruebas en vez del enfoque
categoérico seguido por nosotros. Resumimos estas investigaciones en la Seccién 2.5.

1.3. Objetos dualizantes

El adjetivo “lineal” en “légica lineal” estda muy bien elegido. La logica lineal tiene mucho
m&s en comun con el dlgebra lineal de lo que un conocimiento superficial de su modelo

'Esta sugerencia no es original nuestra; pertenece a toda una tradicién categérica desde que la corres-
pondencia de Lambek-Lawvere fuera descubierta. El articulo [101] de Mac Lane es un excelente exponente
de esta tradicién.

?Recientemente ha llegado a nuestras manos la nota [121] donde Mints también insiste en el interés que
la coherencia tiene para la seméntica de la 1égica lineal.
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mé&s conocido, los espacios coherentes [49], podria sugerir. En este trabajo presentamos
un detallado estudio axiomaético de las propiedades categéricas que hacen el dlgebra lineal
y la logica lineal no sélo vagamente semejantes, sino de hecho una misma cosa al ser
adecuadamente generalizadas. Mas precisamente, presentamos la base de una semaéntica
categorica general para la légica lineal cldsica (es decir, incluyendo la negacién) siguiendo
las ideas propuestas por Seely [143] y después desarrolladas en nuestro propio trabajo
[103], pero con una axiomatizacién mucho mds simple y clara que la permitida por las
categorias *-auténomas [9].

Al tratar de dar una relacién precisa de las ideas de Seely como componente de la corres-
pondencia triangular entre légica lineal, teoria de categorias y sistemas concurrentes, nos
dimos cuenta de que a la definicién original de Barr del concepto de categoria *-auténoma
habia que afiadirle un requisito para hacerla méas natural. Concretamente, queriamos que la
conectiva® %, dual de la conjuncién lineal ®, se interpretara como una estructura monoidal
simétrica sobre la categoria de base, siendo todos los isomorfismos naturales inducidos
canénicamente por dualidad a partir de los de la estructura monoidal simétrica de ®. En
correspondencia subsiguiente, Ross Street [145] nos sugirié que un tratamiento més simple
de la dualidad deberia ser posible centrando la atencién directamente en la transformacion
natural

sa.Bp: (A—B) — ((B—oD)—o(A—oD))

que existe en toda categoria con funtor de hom interno _—o_, y que puede ser expresada
en la notacion del lambda célculo mediante el término

AfAg(f;9),

donde f; g denota la composicién de f: A — B seguidode g : B — D. El atribufa a Andre
Joyal la intuicién de que requerir que tal transformacion natural fuera un isomorfismo
deberia bastar para que D fuera un objeto dualizante. Sin embargo, no pudimos encontrar
en la literatura nada escrito sobre dualidad en estos términos, ni sobre la relacién entre
tal definicién y la debida a Barr de categoria x-auténoma.

Para motivar un poco més las ideas, el punto esencial que hay que subrayar es la
identidad entre negacion y dualizacion. En légica lineal clasica la proposicién “falsa” |
actia como un objeto dualizante en el sentido de que tenemos

At = Aol

y la igualdad de la doble negacion
At =4

Similarmente, en el caso de los espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo
K, podemos ver K como la “proposicién falsa” e interpretar el espacio dual

V*=V-oK

3La notacién que usamos esta de acuerdo con la notacién para la légica lineal introducida por Girard,;
el inico cambio con respecto a su notacién es el uso de I en vez de 1 para denotar la unidad del producto
tensorial ®. Conviene notar también que estamos usando la misma notacién para denotar las conectivas
en la sintaxis de la légica lineal que para denotar los funtores correspondientes en la seméantica categorica.
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como la “negaciéon” del espacio vectorial V', donde V—oK denota ahora el espacio de las
formas lineales sobre V, es decir, el espacio de las aplicaciones lineales de V' en K. Como
es bien sabido [102, por ejemplo], tenemos entonces un isomorfismo natural

Vo yr

que se puede expresar en la notacién del lambda célculo por el término Az Af.f(x), y un
isomorfismo relacionado

Sy,w - (V—OW) = (W*—OV*)

que a nivel de matrices es simplemente transposiciéon. Como hemos mencionado arriba,
sy,w puede expresarse en la notacién del lambda calculo por el término Af.Ag.(f; g).

Nuestra definicién de un objeto dualizante 1 en la Seccién 3.1 es muy simple. Basta
requerir que la transformacion natural

da1:A— ((A—ol)—ol)

expresable como Az.\f.f(z) sea un isomorfismo. Una categoria lineal se define entonces
como una categoria con un objeto dualizante y productos finitos.

1.4. Modelos para légica lineal

Para muchas de las aplicaciones propuestas, asi como para el mismo desarrollo de la
légica lineal, los modelos son de gran importancia. Aunque varios modelos interesantes
como los espacios coherentes y la semantica de fases han sido conocidos desde el principio
[49], el desarrollo de una teoria general de modelos para légica lineal es més reciente. En
este contexto, los métodos algebraicos de la teoria de categorias han sido reconocidos como
muy utiles por varios autores, incluyendo Lafont [82], De Paiva [127] y Seely [143].

Uno de los beneficios importantes que la correspondencia de Lambek-Lawvere propor-
ciona es una nocién muy general y flexible de modelo para una teoria lineal T". Nuestro
enfoque usa la nocién de objeto dualizante; esto es considerablemente mas simple que usar
categorias #-auténomas como en [143, 103]; no obstante, anadiendo un pequeno requisito a
una categoria x-auténoma obtenemos un concepto equivalente a nuestra formulacién més
simple, como probamos en el Apéndice B. Un modelo de T interpreta la sintaxis de T en
una categoria lineal C de tal forma que los axiomas de 7' se satisfacen entonces como mor-
fismos en C. Como la categoria Cohl de espacios coherentes y funciones lineales [49] es una
categoria lineal, esta semdantica categorica general contiene la seméntica denotacional de
Girard como un caso particular. Esto es totalmente analogo a la forma en que interpretar
una teorfa del lambda cédlculo con tipos en la categoria de dominios de Scott es un caso
particular de su interpretacion general en categorias cartesianas cerradas. También como
en el caso del lambda célculo con tipos, la completitud de la légica® se convierte ahora en
una propiedad casi trivial asociada con la categoria lineal libre £[T] generada por la teoria
T. En este modelo, que es el modelo inicial de T, la teoria de pruebas y la seméntica se
unifican, del mismo modo que ocurre en el caso de tipos de datos algebraicos. Por lo tanto,
la cuestion de equivalencia de pruebas se transforma en el estudio de modelos iniciales.

4 . . . Lo .
Establecida originalmente por Girard en [49] usando la semdantica de fases, pero no relacionada con la
semantica en espacios coherentes, donde se satisfacen propiedades suplementarias.
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1.5. Especificacién de concurrencia mediante légica lineal

A una red de Petri N se le asocia una categoria monoidal 7[N] cuyos objetos son
estados, y cuyos morfismos son transiciones complejas, o procesos, consistentes en compo-
siciones paralelas y secuenciales de transiciones atémicas [116]. Por otra parte, una red de
Petri N puede verse como una teoria lineal usando sélo la conectiva ®. La categoria lineal
libre L£[N] generada por la red N cuando ésta es vista como una teoria lineal contiene
esencialmente a 7[NN] como una subcategoria y por lo tanto puede verse también como
una categoria cuyos objetos son estados y cuyos morfismos son procesos. Sin embargo,
L[N] es mucho més expresiva que 7 [N] y debemos pensar en sus estados y procesos como
estados y procesos ideales o gedanken. Por ejemplo, terminar en un estado A& B significa
la posibilidad de elegir entre pasar al estado A o pasar al estado B (eleccién externa), y
empezar en un estado A® B significa la posibilidad de empezar o bien en el estado A o bien
en el estado B (eleccién interna). Podemos usar axiomas de légica lineal para especificar
propiedades de la red N. La satisfaccién de tales especificaciones por N significa entonces
la satisfaccién en el modelo £[N] de sus computaciones ideales que a su vez se reduce a
derivar tales especificaciones a partir de los axiomas de NN vista como teoria.

1.6. Categorias cancelativas

Un aspecto importante que explotamos en este trabajo es la naturaleza algebraica de los
axiomas que definen los modelos en términos de su estructura algebraica. Esto proporciona
los beneficios usuales de la légica ecuacional® tales como modelos libres y clases de modelos
definibles ecuacionalmente. Una de las propuestas que hacemos es la introduccién de una
variante de la légica lineal, que denominamos ldgica lineal cancelativa y que corresponde a
imponer las ecuaciones X ® Y = X&Y e I = 1. La légica lineal es una légica “consciente
de los recursos” en la cual una proposicién p puede verse como un recurso, y su negacién p=
como una deuda de tal recurso. Sin embargo, debido a la distincién entre ®, que acumula
recursos, y %, que acumula deudas, en la logica lineal normal las deudas no pueden en
general ser canceladas; la logica lineal cancelativa hace que esto sea posible. Esta logica y
su teoria de modelos asociada sugiere una generalizacién del juego de marcas habitual en
redes de Petri a lo que llamamos un juego financiero, donde un jugador puede progresar
tomando prestado algin recurso, pero es siempre honesto sobre sus finanzas, o sea, una
deuda no puede cancelarse a menos que el recurso correspondiente se haga disponible.

Los beneficios en términos de claridad y simplicidad que la adopcién de una axio-
matizacion basada en el concepto de objeto dualizante proporciona para una semantica
categoérica de la logica lineal son considerables, pero los axiomas mas simples y los re-
sultados a los que dan lugar también son tutiles en el contexto original de algebra lineal
y espacios vectoriales topoldgicos que motivaron la investigacién inicial de Barr [9]. En
efecto, el clasico ejemplo del algebra lineal exhibe un tipo de dualidad con propiedades
adicionales que es capturado en lo que denominamos categorias cancelativas en este tra-

SEspecificamente, la 14gica ecuacional subyacente es la de teorias esencialmente algebraicas [42] o es-
quemas (sketches) [13]. No obstante, familiaridad con esta versién de légica ecuacional no es necesaria para
poder seguir las ideas en este trabajo.
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bajo’. Las propiedades més fuertes satisfechas por las categorias cancelativas, en las que
tenemos un isomorfismo A ® B = AW B, son comunes a la dualidad del dlgebra lineal y a
la interpretacién de la negacién en redes de Petri mediante los juegos financieros.

Otra clase de modelos importante, también definible ecuacionalmente, es aquélla en la
que las categorias usadas para los modelos son conjuntos parcialmente ordenados. Llama-
mos a un modelo de esta clase un dlgebra de Girard. Tales dlgebras son para la logica lineal
lo que las dlgebras de Boole son para la légica clasica. La investigacién sobre modelos en
cuantales [2, 152], que generalizan la semdntica de fases de Girard [49], estd contenida en
este area.

1.7. Este trabajo

Este trabajo estd basado en nuestro articulo [104], que hemos extendido mucho en
varias direcciones. En primer lugar, para hacer la presentacién de la seméntica categérica
de la 16gica lineal mas autosuficiente, hemos anadido los resultados divulgados en el informe
[106], que dan una comparacién detallada entre los conceptos de categoria con un objeto
dualizante y categoria *-auténoma [9].

En segundo lugar, el marco categérico basico en el cual se desarrolla la semantica de la
16gica lineal es el de categorias monoidales simétricas cerradas’. Durante el desarrollo de la
investigacién que aqui recopilamos nos hemos encontrado con la dificultad de no disponer
de una buena referencia bésica, conveniente para investigadores en informatica, sobre los
conceptos generales y propiedades de las categorias monoidales simétricas cerradas, aunque
el punto obligado de consulta contintia siendo la monografia original de Eilenberg y Kelly
[40]. Por lo tanto, hemos decidido incluir una exposicién completamente auténoma sobre
categorias monoidales simétricas cerradas en el Apéndice A. Creemos que el inconveniente
de una exposicién un poco mas extensa se compensa con el beneficio de divulgar las técnicas
de categorias cerradas y hacerlas més asequibles a los investigadores en informadtica.

En tercer lugar, hemos incluido comparaciones con el trabajo que varios autores han
hecho en este campo en el tiempo transcurrido desde que escribimos la primera version de
[103].

Este trabajo es en algunos aspectos bastante independiente y se supone que el lector
no tiene muchos conocimientos en los campos que cubre: redes de Petri, 1gica lineal y
su semantica categérica. No obstante, algo de familiaridad en ellos puede ser 1til. En
particular, se parte de la suposicién de que el lector tiene conocimientos basicos de teoria
de categorias, incluyendo las nociones de funtor, transformacién natural, equivalencia,
adjuncién y (co)limites. El libro de Mac Lane [99] es una referencia béasica para este
tema, y recientemente han sido publicados varios libros sobre teoria de categorias dirigidos
a lectores con una formacién informatica. Como ya hemos mencionado, el Apéndice A

SRobert Seely nos ha sefialado que una axiomatizacién de estas categorfas como categorias *-auténomas
ya aparecié en [9], donde se llamaban compactas.

"Para la 16gica lineal no conmutativa deberia adoptarse el contexto més general de categorias monoidales
no simétricas cerradas en el estilo de Lambek [92]; en este trabajo nos concentramos en el caso simétrico.
También es posible dar la nocién de objeto dualizante en el caso general de categorias cerradas [40], sin
un producto tensorial; desde el punto de vista de la teoria de pruebas, esto podria ser til para el estudio
de fragmentos de légica lineal que incluyen la conectiva —o pero no ®.
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contiene una exposicién elemental sobre categorias monoidales simétricas cerradas. Para
redes de Petri, el libro de Reisig [134] es una buena referencia, asi como otros trabajos de
caracter introductorio disponibles entre la enorme cantidad de literatura sobre este tema.
Por ultimo, la cantidad de articulos sobre légica lineal estd creciendo muy rapidamente
a pesar de su introduccién bastante reciente; dos interesantes introducciones de caracter
informal son [53] por Girard y [139] por Scedrov. Las notas [148] por Troelstra constituyen
una introduccion al tema cubriendo tanto aspectos de teoria de pruebas como aspectos de
teoria de modelos.






Capitulo 2

De las redes de Petri a la légica
lineal

En este capitulo introducimos primero las redes de Petri y explicamos cémo dan lugar a
categorias monoidales (el punto de vista de “redes de Petri como monoides” en [116, 117]).
Luego, describimos cémo las redes de Petri pueden también verse como teorias de légica
lineal usando sélo la conectiva de conjuncién lineal ®. Finalmente, introducimos las otras
conectivas de la légica lineal de una forma gradual, discutiendo para cada una su seméantica
categorica y su interpretacién computacional.

2.1. Multiconjuntos y monoides conmutativos libres

Un multiconjunto, también llamado bolsa en la literatura informaética, es un “conjunto”
en el cual el nimero de veces que un elemento aparece se toma en consideracion, es
decir, cada elemento tiene asociada una multiplicidad. Una forma posible de presentar un
multiconjunto sobre un conjunto S es por tanto como un funcién de S en IN, el conjunto de
los nimeros naturales, que da la multiplicidad de cada elemento. También podemos definir
la unién y otras operaciones conjuntistas sobre multiconjuntos. Estamos interesados sélo
en multiconjuntos finitos, o sea, multiconjuntos donde la multiplicidad es cero para todos
excepto un numero finito de elementos.

Definiciéon 11 Dado un conjunto S, un multiconjunto finito sobre S es una funcién A :
S — IN tal que el conjunto {s € S| A(s) # 0} es finito.

Sean A, B dos multiconjuntos sobre S.

La unidn de A y B, denotada A ® B, es el multiconjunto dado por (A ® B)(s) =
A(s) + B(s) para todo s € S. La operacién ® es asociativa y conmutativa porque la
adicién de nimeros naturales lo es.

Decimos que A estd incluido en By escribimos A C B si A(s) < B(s) para todo s € S.

Si A C B, la diferencia B — A se define como el multiconjunto dado por (B — A)(s) =
B(s) — A(s) para todo s € S.

Sip € IN, la p-ésima potencia de un multiconjunto A, denotada AP, es el multiconjunto
definido por AP(s) = pA(s) para todo s € S.

31



32 PARTE 1. LOGICA LINEAL

Si s € S, su multiconjunto asociado wunitario, también denotado s, estd dado por
s(s) =1y s(s’) =0 para todo s’ € S tal que s’ # s. O

Si A es un multiconjunto finito sobre S, A puede expresarse como unién de potencias
de multiconjuntos unitarios A = @ ,cg s40) de forma tnica, no importando el orden de
los factores. Cuando todos los exponentes son cero, obtenemos el multiconjunto vacio,
denotado I.

El conjunto de todos los multiconjuntos finitos sobre S se denota S®.

Dada una K-familia {A}rex de multiconjuntos finitos sobre S y un multiconjunto
finito P = ®'_, k;” sobre K, escribimos @ye Af(k
e ® Azl‘

1

Del mismo modo que el conjunto de listas finitas sobre un conjunto S junto con la lista
vacia y la concatenacion constituye un monoide libre sobre .S, el conjunto de bolsas finitas
sobre S junto con el multiconjunto vacio y la operacién de unién constituye un monoide
conmutativo libre sobre S.

) para denotar el multiconjunto A}' ®

Proposicién 12 Si S es un conjunto, el conjunto S® de multiconjuntos finitos sobre S,
junto con la unién ® y el elemento I, constituye un monoide conmutativo libre sobre S.
O

Nota: En el resto de este trabajo, multiconjunto significara siempre un multiconjunto finito.

2.2. Enfoque clasico de las redes de Petri

En el enfoque usual de la teoria de redes de Petri [134], una red de Petri con lugares
y transiciones consiste en un conjunto de lugares y un conjunto disjunto de transiciones,
junto con una relacién de causalidad entre ellos. A cada transicion se le asocian dos multi-
conjuntos de lugares llamados preconjunto y postconjunto. Los estados globales consisten
en multiconjuntos de lugares llamados marcados. Mas formalmente, tenemos la siguiente
definicion.

Definicion 13 Una red de Petri con lugares y transiciones, o brevemente una red de Petri,
es un triple (S,T, F') donde:

1. S es un conjunto de lugares,
2. T es un conjunto disjunto de transiciones, y

3. F es un multiconjunto sobre (S x T') + (T x S) llamado la relacion de dependencia
causal (aqui el simbolo + denota la unién disjunta de conjuntos).

Dada una transicién t € T, el preconjunto asociado es el multiconjunto °t sobre S
definido por *t(s) = F(s,t) para todo s € S. Anélogamente, el postconjunto asociado es
el multiconjunto ¢* tal que t*(s) = F(t, s) para todo s € S.

Finalmente, un marcado es un multiconjunto sobre S. O
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A partir de esta definicién de preconjunto y postconjunto, deberia estar claro que la
relacion F' de dependencia causal por un lado, y los preconjuntos y postconjuntos para
todo t € T por otro, se determinan entre si biunivocamente. Por lo tanto, una red de Petri
se caracteriza por los conjuntos 5,7 y los multiconjuntos *¢,¢® para todo t € T'.

Dada una red de Petri y un marcado M, el niimero de marcas almacenado en un lugar
s € S por el marcado M es M(s). El estado global dado por este marcado puede cambiarse
por medio del disparo de una transicién ¢t € T'. Este disparo reduce el ntimero de marcas
en un lugar s en *¢(s), el nimero de marcas en s consumido por ¢, y lo aumenta en ¢°(s),
el nimero de marcas en s creado por t. Por lo tanto, para que el disparo de ¢ pueda tener
lugar bajo un marcado M, el nimero de marcas almacenado en cada lugar s por M debe
ser mayor o igual que el nimero de marcas consumido por ¢ en s; en tal caso, decimos que
M dispone el disparo de t.

Ejemplo 14 Consideremos la red de Petri dibujada en la Figura 2.1, que representa una
méquina para comprar pasteles y manzanas. Un pastel cuesta un délar y un cuarto; una
manzana cuesta tres cuartos, y puede comprarse también usando un délar, en cuyo caso
la maquina devuelve un cuarto; finalmente, un ddlar se puede cambiar en cuatro cuartos.
Esta red de Petri tiene un conjunto de lugares S = {$, ¢, c,a} y un conjunto de transicio-
nes T' = {cmp-c, cmp-a, cmp-d/, cambio}, cuyo significado intuitivo acabamos de explicar.
Las flechas que entran y salen de una transicién y los nimeros asociados especifican los
preconjuntos y postconjuntos, y por supuesto también la relaciéon de dependencia causal.
Tenemos

‘cmp-c=q®%  cmp-c®=c

*cmp-a=$ cmp-a® = a® q
*emp-d = ¢3 cmp-d® = a
*cambio = $ cambio® = ¢*.

La Figura 2.1 muestra un marcado M = $ ® ¢2, o sea un marcado que almacena dos
marcas en el lugar ¢, y una en el lugar $.

El marcado M dispone el disparo de cmp-c, de cmp-a'y de cambio porque ®*cmp-c C M,
*cmp-a C M y ®cambio C M. Sin embargo, el disparo de la transicién cmp-d’ no es
dispuesto, porque no hay bastantes marcas en el lugar ¢q. O

El disparo de una sola transicién puede considerarse como el paso computacional mas
simple en una red de Petri. Mds generalmente, como las marcas estan distribuidas por
varios lugares, suponiendo que un marcado M tiene suficientes marcas, es perfectamente
posible que unas cuantas transiciones se disparen concurrentemente, o incluso que una
transicion sea disparada concurrentemente consigo misma. Por lo tanto, podemos conside-
rar computaciones consistentes en una sucesién de disparos donde cada disparo involucra
un multiconjunto de transiciones.

Definicién 15 Dada una red de Petri (S,T, F), un marcado M y un multiconjunto U
sobre T', el disparo paralelo o concurrente de U es dispuesto si Q;cr *tU(t) C M. En este

caso un paso M NS Vi puede tener lugar, siendo M’ el nuevo marcado o estado global
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Figura 2.1: Una red de Petri para comprar pasteles y manzanas.

dado por
M = (M _ ® otU(t)) Q ®toU(t)‘
teT teT
Ul;...;Uk Ul
Denotamos por M ==* M’ la existencia de marcados M, ..., Mj_; tales que M =
My, ..., Mp_4 Iy Vi , es decir, el disparo secuencial de los multiconjuntos de transiciones

Uy, ..., Ug.
La notacién M = M’ indica la existencia de un multiconjunto U de transiciones tal
U . o .
que M = M', y =* denota la clausura reflexiva y transitiva de la relacién = entre
marcados. O

Si sélo nos interesa el efecto final de una computacién, es decir, el estado global re-
sultante al final, y no la estructura concurrente de las computaciones, basta considerar
sucesiones de disparos consistentes cada uno en una tnica transiciéon (véanse [36] y la
Seccién 2.5 para mas discusién de este tema). Sin embargo, la anterior definicién es més
general, expresa la concurrencia inherente a las redes de Petri, y se corresponde muy bien
con el enfoque categdrico de la Seccién 2.3.

Ejemplo 16 Consideremos de nuevo la red del Ejemplo 14 con el marcado M = $ ® ¢>
representado en la Figura 2.1. La Figura 2.2 describe el estado M’ = a? alcanzado tras
el disparo de cmp-a seguido por el disparo de cmp-d/, es decir, tras el disparo secuencial

cmp-a;cmp-a’
M =* M.

Nétese que emp-ay emp-a’ no podian ser disparadas concurrentemente, porque $&q° ¢
$ ® ¢°>. En cambio, si consideramos el marcado M; = $ ® ¢*, si que pueden ser disparadas

en paralelo pues ahora $® ¢ C $® ¢*, alcanzando un marcado M! = a? ® ¢?; este disparo

cmp-a® cmp-a’

corresponde al paso My M. Con el marcado M, las transiciones cmp-cy emp-

.. . cmp-cQcmp-a’
a pueden asimismo dispararse en paralelo, resultando en el paso M; = a® c.

O

Aunque en esta seccién hemos presentado las redes de Petri con un enfoque clésico,
ya hemos introducido una notacién especial para multiconjuntos que serd muy util en la
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Figura 2.2: La misma red de Petri tras el disparo secuencial de cmp-a y cmp-d’.

presentaciéon mas algebraica y categérica dada en la seccién siguiente.

2.3. Redes de Petri como categorias monoidales

En esta seccion repasamos el enfoque categérico de las redes de Petri desarrollado en
[116, 117], y en particular la construccién de la categoria de Petri 7[N] asociada a una
red N.

Hemos visto cémo una red de Petri viene dada por dos conjuntos disjuntos S, 7T y los
preconjuntos y postconjuntos asociados con cada transiciéon ¢t € 7. Si pensamos en una
transicién t como una flecha t : *t — t* y recordamos que el conjunto S® de multiconjuntos
sobre S es un monoide conmutativo libre sobre S, es natural definir una red de Petri como
un grafo cuyo conjunto de nodos es un monoide conmutativo libre. Aunque mas simple,
esta definicién es equivalente a la Definicién 13.

Definicién 17 [116, 117] Una red de Petri N = (S®,T, 8y, d1) consta de un monoide con-
mutativo libre S® de nodos sobre un conjunto S de lugares, un conjunto 1" de transiciones,
y dos funciones 9y, 01 : T — S® que asocian a cada transicién ¢ su origen 9y(t) = *t y su
destino 01(t) = t*, respectivamente. O

Como es habitual, si para t € T, 9y(t) = Ay 01(t) = B, escribimos ¢t : A — B.

Ejemplo 18 Desde este punto de vista, la red de la Figura 2.1 se representa como un
grafo cuyo conjunto de nodos es {$, ¢, c,a}® y cuyas transiciones son

cmp-c:$Rq—c cmp-a:$ —a®q
emp-d : ¢® — a cambio : $ — ¢*. O

Observacion 19 Habiendo definido una red de Petri como un grafo con estructura al-
gebraica adicional, un morfismo entre dos redes de Petri es simplemente un morfismo de
grafos que conserva esa estructura. Asi pues, un morfismo de redes de Petri de N =
(8%, T,09,01) en N' = (8", T",0},0]) es un par (f,g) siendo f : T — T’ una funcién
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y g: 8% — S® un homomorfismo de monoides' y tal que para todo t € T, g(0;(t)) =
9i(f(t)) (i =0,1).

Esto define una categoria Petri que tiene productos y coproductos (véase [117]). O

Cuando consideramos la computacion consistente en el disparo paralelo de cmp-a y
cmp-d encontramos el multiconjunto U = e¢mp-a ® cmp-d’. jPodemos extender el punto
de vista de una red de Petri como un grafo para incluir estas computaciones? ;Cual es
entonces el origen y el destino de ¢ ® t'? Si el origen de t es *t y su destino es t*, que
podemos interpretar como el nimero global de marcas producidas y consumidas por ¢,
respectivamente, es natural ver ¢t ® t' como una flecha *t ® *t' — t* @ t'°.

Ejemplo 20 En los Ejemplos 14 y 18, tenemos cmp-a ® cmp-d : $ @ ¢> — a®> ® q, y
también cmp-a ® cmp-c: $2 ® g—a®q®c. O

De este modo podemos generar nuevas flechas como multiconjuntos sobre el conjunto
original de flechas T, de tal forma que si U : A — B, V : A’ — B’ son flechas con
U,V € T®, entonces U®V es también una flecha U®V : A® A’ — B® B’. En particular,
introducimos una flecha I : I — I. N6tese que Jp y 01 se extienden entonces de forma tnica
a homomorfismos de monoides 9y, 91 : T® — S, y la red de Petri extendida asi puede
verse como un grafo en la categoria de monoides conmutativos, o equivalentemente, como
una estructura de monoide conmutativo sobre un grafo, tal que sus monoides de nodos y
morfismos son libres.

Avanzando un poco més, podemos considerar también transiciones inactivas, represen-
tadas como flechas identidad. Por ejemplo, la identidad id,gp : ¢ ® b — a ® b se interpreta
como la inactividad de una marca en el lugar a y una marca en el lugar b.

Estas operaciones nos permiten interpretar algebraicamente la relacién M N VL
entre marcados definida en la Seccién 2.2. Si U es un multiconjunto de transiciones, su
origen es 0y(U) = @,y *tV® y su destino es 01 (U) = Q,cr t*U"). Entonces M L M'si
ys6losi 9(U) C My M= M—0y(U)® (U).Si A= M—0y(U), entonces M = 9p(U)® A
y M'=0,(U)® A, es decir, escribiendo id4 : A — A para la correspondiente identidad o
transicién inactiva, tenemos M L M s y s6losi U ®idy : M — M.

Ademas, deseamos disponer de una nocion de composicion secuencial de computacio-
nes’ denotada por “;”3. Especificamente, si « : A — By 3: B — C son computaciones,
entonces «; (3 : A — C es asimismo una computaciéon. Obsérvese que el destino de o y
el origen de 3 deben coincidir. Es natural suponer que esta composicién secuencial es
asociativa. Por otra parte, dada una computacion « : A — B, es también natural ver las
transiciones inactivas id4 y idp como sus identidades a izquierda y derecha, respectiva-
mente.

'Es decir, g(I) = I y para todo A, B € S®, g(A® B) = g(A) ® g(B).

2Donde por una computacidon entendemos intuitivamente una combinacién posiblemente compleja de
composiciones paralelas y secuenciales de transiciones béasicas.

3Nétese que usamos siempre notacién diagramética para denotar la composicién de morfismos; asi pues,
f;9: A — C denota la composicién de f: A — B seguido de g: B — C.
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Entonces podemos imponer una ecuacién que convierte a ® en una operacién funtorial*:
dadasa: A— B, o/ : A — B, 3:B—C, f/:B — (', tenemos

(@:8) @ (a':) = (a® ) (5 B).

El significado intuitivo de esta ecuacion es que la composicion concurrente o paralela de dos
computaciones independientes dadas tiene el mismo efecto que la computacion secuencial
cuyas componentes son las composiciones paralelas de los pasos de las computaciones
dadas.

La estructura resultante al combinar las dos operaciones anteriores de composicién
paralela (®) y secuencial (;) de computaciones es una categoria con una estructura de
monoide conmutativo, que llamamos una categoria de Petri.

Definicién 21 [116, 117] Una categoria de Petri es una categoria C = (S, R, 0y, 01, ; , id)
tal que

= el conjunto de objetos S® es un monoide conmutativo libre sobre el conjunto S,

» el conjunto de morfismos R tiene una estructura de monoide conmutativo (R, ®,idy)
que no es necesariamente libre,

» las funciones de origen y destino 9y, 91 : R — S® son homomorfismos de monoides,

= la estructura de monoide sobre los morfismos es compatible con la estructura ca-
tegdrica en el sentido de que ® conserva la composicién y las identidades: si a : A —
B,o:A—-B,3:B—C,[3 :B — (C’ tenemos

(B) @ (@) = (a®ad);(BeF)

tdagp = 1da ®idp.

Dadas dos categorias de Petri C y C’, un morfismo de categorias de Petri es un funtor
que es un homomorfismo de monoides al restringirlo tanto a objetos como a morfismos.
Esto determina una categoria CatPetri. O

Es muy importante observar que en esta definiciéon usamos el mismo simbolo ® para
denotar dos estructuras de monoide diferentes: sobre los objetos y sobre los morfismos. Esto
no deberia confundir en absoluto y de hecho lo que _® _ denota es un funtor de CxC en C; en
efecto, éste es precisamente el significado de las dos ecuaciones. Ademads, por definicion, este
funtor satisface ecuaciones de asociatividad, conmutatividad e identidad. Por lo tanto, una
categoria de Petri es justamente una categoria estricta monoidal estrictamente simétrica
en la cual el monoide de objetos es libre (véase la Definicién 78 en el Apéndice A).

Nétese también que el elemento neutro para (R, ®) es idy. La razon para esto es que,
si I' denota tal elemento neutro, de las otras ecuaciones se deduce que I’ = id;.

4Sin embargo, cuando la estructura interna de la computacién se toma en consideracién, imponer tal
funtorialidad puede suponer demasiadas identificaciones en algunas situaciones. Véase la Seccién 2.5 para
una discusién de diferentes axiomatizaciones alternativas.
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Tenemos un obvio funtor de olvido U : CatPetri — Petri que olvida la estructura
categérica y la estructura de monoide sobre los morfismos. Este funtor tiene un adjunto a
izquierda T[] : Petri — CatPetri que pasamos a describir con detalle.

Dada una red de Petri N = (9p, 01 : T — S%®), la categoria de Petri 7[N] se define por
medio de las siguientes reglas de generacion:

A e 8% t:A—BenN
idg: A— Aen T[N] t: A— BenT[N]

(id)

a:A— B, :B— CenT|N]
a;3:A— CenT[N]

(®) a:A— B, 3:C — DenT[N]|
a®p:A®C —-B®DenT[N]

junto con las siguientes reglas ecuacionales:

G)

a:A— B, :B—C,v:C— DenT[N]|
a; (B;7) = (o B); v
a:A— BenT[N] a:A— BenTI[N]
ida; o= a;idp = «
a:A—B,:B—C, d:A—DB, 3:B —C enT[N]
(;8)® (a5 8) = (a®d); (B )
A B ¢ S®
ida @ idp = idasp
a:A—B,d: A — DB d:A"— B"en T[N]
a®(d®d)=(axd)®
a:A— B, d: A — B enT|[N] a:A— BenT[N]
a®ad =d @a a®idr =

Los objetos de 7[N] son los nodos de N, es decir, los elementos del monoide con-
mutativo S, y los morfismos de 7[N] se obtienen a partir de las transiciones 7' de N
anadiendo para cada objeto A un morfismo identidad id 4 y cerrando libremente con res-
pecto a las operaciones de composicion paralela Q@ _y de composicion secuencial _; _,
y después imponiendo las ecuaciones anteriores (asociatividad e identidades para ambas
operaciones, funtorialidad y conmutatividad para -® _). Las propiedades de las funciones
de origen y destino estan implicitas en la notacién que hemos usado para presentar las
reglas. Denotamos por [a] : A — B la clase de equivalencia de una expresién de morfismo
« : A — B con respecto a la relacion de equivalencia generada por las anteriores reglas
ecuacionales.

Teorema 22 [117] El funtor de olvido U : CatPetri — Petri que ve una categoria de
Petri como una red de Petri tiene un adjunto a izquierda 7] : Petri — CatPetri, es
decir, la anterior construccién de 7 [N] define la categoria de Petri libre generada por una
red de Petri N. O
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Como ya hemos discutido, el significado intuitivo de la operaciéon monoidal - ® _ es
composicién paralela, y naturalmente el significado de la operacién categorica _; _ es com-
posicién secuencial. Como los morfismos generadores son las transiciones de N, al cerrar
con respecto a estas operaciones obtenemos la nocién general de computacion en una red.

Teorema 23 Dada una red de Petri N = (g, 01 : T — S®), marcados M y M’ en N, y
multiconjuntos U, Uy, ..., Uy sobre T,

1. ML M si y s6lo si existe A € S® tal que [U ®ida] : M — M’ es un morfismo en
T[N].
Uz;..;Ug
2. M =* M'siy solo siexisten Ay,..., Ay € S tales que [(U; ®ida,); ;5 (Ur ®
ida,)] : M — M’ es un morfismo en 7 [N].

3. M =* M’ siy sdblo si existe un morfismo M — M’ en T[N].

Demostracién: Tras la anterior discusién, la inica parte que hay que probar es 3(<).
En efecto, es una consecuencia directa, usando 2(<=), del Lema 7 en [117], segtn el cual
todo morfismo M — M’ en T[N] puede escribirse de la forma

[(Ul ®idA1);--~;<Uk ®idAk)] M — M’
para algunos Aq,..., A, € S® yUy,...,U, € T®. O

Los morfismos de la categoria 7 [IN] proporcionan una nocién abstracta de computacién
en una red de Petri. La misma computation puede tener una variedad de descripciones
diferentes més concretas que se hacen iguales por medio de los axiomas ecuacionales de
T[N]. Sin embargo, otras axiomatizaciones que permiten distinciones mas finas entre com-
putaciones pueden definirse en el mismo espiritu [36], como se discute en la Seccién 2.5.

2.4. Redes de Petri como teorias

La l6gica lineal de Girard [49, 50, 51] se presenta explicitamente como una légica de
interaccion concurrente en la cual los recursos son limitados y son consumidos en tales
interacciones. Esta idea es por supuesto muy semejante a la de redes de Petri, donde los
recursos se representan mediante marcas que son consumidas por las transiciones. Al nivel
de teoria de pruebas, la limitacién de recursos se expresa mediante la prohibicién de las
reglas estructurales de debilitamiento (weakening o thinning)

AFB
ACFB

(que permite obtener nuevos recursos de forma ilimitada) y de contraccién

A AFB
AFB
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(que elimina de forma arbitraria recursos duplicados). Asi, la conjuncién ® de Girard no
es idempotente, es decir, no satisface A ® A = A. En efecto, si pensamos en un multicon-
junto sobre S como una “proposicién consciente de los recursos,” la conjuncién de Girard
corresponde exactamente a la operacién de unién A® B de dos multiconjuntos, y las reglas
légicas para la conjuncion van a reflejar las propiedades de la composicion concurrente de
computaciones en redes de Petri. Esta correspondencia de la conjuncién de Girard con
computacion concurrente en redes de Petri fue descubierta primero por Asperti [6], quien
demostré que una red de Petri puede verse como una teoria de forma que, identificando
proposiciones con marcados, existe una correspondencia exacta entre secuentes derivables
AF By larelacion A =* B de la Definicién 15. Gunter y Gehlot también han desarro-
llado esta idea en su articulo [65] y nosotros desarrollamos las conexiones con la semantica
categdrica en [104].

Una de las cuestiones fundamentales en teoria de pruebas es: “; Cudndo son dos prue-
bas iguales?”. Para légica intuicionista, el trabajo de Prawitz [132] ha hecho contribuciones
de gran importancia a este problema. Para Girard, ésta es también una cuestién clave en
el contexto de légica lineal. Girard habla de una “geometria de la interaccién” [51] para
salvar distinciones sintacticas innecesarias y llegar a la nocién correcta de prueba. En el
contexto limitado del fragmento de légica lineal que usa solamente la conectiva de con-
juncién ®, el enfoque categdérico de redes de Petri esbozado en la Seccién 2.3 proporciona
un marco algebraico en el cual se puede discutir de forma natural la cuestion de equi-
valencia entre pruebas. Esto clarifica méds la relacion entre redes de Petri y 1égica lineal
tratada por Asperti [6] y por Gunter y Gehlot [65] en términos de la relacién de derivabi-
lidad F. En efecto, como el articulo [36] muestra, distintas nociones de equivalencia entre
computaciones (y consecuentemente entre pruebas) son posibles. Aqui nos limitaremos a
discutir la equivalencia generada por las reglas ecuacionales que definen 7[N], y discutire-
mos brevemente otras equivalencias posibles en la Seccién 2.5. Tanto el articulo [36] como
el elegante y general enfoque de la coherencia recientemente propuesto por Joyal y Street
[76, 77] ponen énfasis en una interpretacién geométrica de los morfismos que parece muy
prometedora de cara al estudio de nociones adecuadas de equivalencia entre pruebas.

Un ejemplo sencillo puede ayudar a aclarar estas ideas sobre esta “légica consciente
de los recursos.” Consideremos las dos acciones de comprar una manzana a pagando un
délar $, y de comprar un pastel ¢ pagando también un délar $. En 1égica lineal, podemos
expresar estas dos acciones como axiomas

cmp-a: $ta cmp-c: $t ¢
y entonces las reglas de la conjuncion ® nos permiten derivar el secuente
$@$Fa®ec

pero no podemos derivar el secuente $ - a ® ¢, debido a la ausencia de las reglas de
debilitamiento y contraccién.

La red de Petri describiendo esta situacion aparece en la Figura 2.3, donde necesita-
mos dos marcas en el lugar $§ para poder obtener una manzana y un pastel mediante la
computacion concurrente

cmp-a®@ ecmp-c: $R% — a®ec.
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‘ cmp-a ‘ ‘ cmp-c

a C

Figura 2.3: Una red de Petri mas simple para comprar manzanas y pasteles.

Naturalmente, las reglas ecuacionales para 7 [IN]| hacen que esta computacién sea equiva-
lente a comprar primero la manzana y luego el pastel, o viceversa, es decir, tenemos:

(emp-a® idg); (idg @ cmp-c) = (idg ® cmp-¢); (cmp-a® id.) = cmp-a @ cmp-c.

Considerando un conjunto S de proposiciones constantes, las formulas proposicionales
generadas por S usando sélo la conectiva de conjuncion ®, que se supone asociativa y con-
mutativa pero no idempotente, son exactamente los elementos del monoide conmutativo
libre S® de multiconjuntos sobre S. Entonces formalizamos las anteriores ideas intuitivas
como sigue.

Definiciéon 24 Una teoria tensorial o ®-teoria 1" consiste en un conjunto de constantes
S y un conjunto Az de secuentes® de la forma a : A - B con A, B € S® llamados los
aziomas de T.

Dadas ®-teorfas T' = (S, Az) y T' = (5, Az’) un morfismo de ®-teorias L : T — T’
lleva férmulas sobre S a férmulas sobre S’ conservando la operacién ®, es decir, es un
homomorfismo de monoides sobre férmulas, y lleva un secuente o : A+ B € Ax a un
secuente L(a) : L(A) - L(B) € Axz'.

Esto define una categoria ®-Th con ®-teorias como objetos y morfismos de ®-teorias
como morfismos. O

La correspondencia entre redes de Petri y ®-teorias, como por ejemplo entre la red de
Petri en la Figura 2.3 y la ®-teorfa con constantes $, a, ¢, y con los dos axiomas cmp-a y
cmp-c, puede hacerse ahora precisa.

Proposicion 25 Si N es una red de Petri con conjunto de lugares S y conjunto de
transiciones T, la ®-teoria asociada a N estda dada por el conjunto de constantes S y para
cada t € T, un axioma t : *t - t°.

Reciprocamente, si T' = (S, Ax) es una ®-teorfa, la correspondiente red de Petri tiene
S como conjunto de lugares y para cada axioma o : A+ B € Ax una transicién « con
‘a=Aya®=B0B.

SNétese que nuestros secuentes llevan asociado un nombre «. Esto es importante para nuestra formali-
zacién posterior de pruebas, y hace que la correspondencia entre pruebas y computaciones en una red de
Petri sea particularmente clara. De ese modo, el hecho de que una red de Petri puede pasar de un estado
A a un estado B por medio de varias computaciones diferentes se refleja directamente en el hecho de que
el secuente lineal A - B puede tener diferentes pruebas.
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Entonces ®-morfismos de ®-teorias corresponden exactamente a morfismos de redes
de Petri, y tenemos un isomorfismo entre las categorias Petri y ®-Th. O

Debido a este isomorfismo, usamos también N para denotar la ®-teoria asociada a la
red de Petri V.

Definicién 26 Dada una ®-teorfa T' = (5, Ax), una ezpresion de prueba derivable a
partir de T es un secuente o : A+ B con A, B € S® y o generado inductivamente a partir
de los axiomas Az y el esquema de axioma

(id) idg: AF A
mediante las reglas
a:AFB, 3:BFC
a;B:AFC
(®) a:AFB, 3:CFHD
a®@pB:ACFB®D
La clausura T® de T es la ®-teorfa con constantes S y con axiomas el conjunto de

todas las expresiones de prueba derivables a partir de T, por lo que hay un morfismo de
inclusién obvio T «— T° en ®-Th. O

(corte)

Es muy importante observar que, salvo el ligero cambio en notacién de o : A — B a
a: Al B, las reglas de generacion de la categoria 7 [T] asociada a T' (al verla como red
de Petri) son exactamente las mismas que las de T°, es decir, empezamos con los axiomas
(transiciones) y las identidades, y generamos todas las expresiones de prueba mediante
las reglas (corte), correspondiente a la regla (;) en 7[7T], y (®), denotada igual en ambos
casos. Por construccion, expresiones de prueba en T y expresiones de morfismo en 7 [T]
son sintacticamente idénticas. Como en 7 [T'] tales expresiones se identifican mediante las
reglas ecuacionales de su definicién, podemos definir una prueba [@] : A+ B como la clase
de equivalencia de todas las expresiones de prueba « : A = B que son identificadas por esas
reglas ecuacionales; de esta forma, pruebas y computaciones en redes de Petri se hacen
formalmente idénticas.

Teorema 27 Dada una red de Petri N = (99,01 : T — S®) y marcados M, M’ en N,
existe un morfismo [a] : M — M’ en T[N] si y s6lo si existe una prueba [a] : M - M a
partir de los axiomas de la ®-teoria N. O

Finalmente, podemos establecer la conexién con la notacién mas clasica de la Defini-
cién 15.

Corolario 28 Dada una red de Petri N = (9,01 : T — S®), marcados M y M’ en N,y
multiconjuntos U, Uy, ..., U sobre T,

1. M=% M siy sélo siexiste A € S® tal que hay una prueba [U®ida): M =M a
partir de los axiomas de la ®-teoria .
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Us;..;Ug
2. M =* M’ siy sélo si existen Aq,...,A; € S® tales que tenemos una prueba

(U @ida,); -5 (Up®ida,)] : M F M’ a partir de los axiomas de la ®-teoria N.

3. M =* M’ siy sélo si existe una prueba [a] : M + M’ a partir de los axiomas de la
®-teoria N. O

Este resultado es llamado “Teorema de Correccién y Completitud” por Gunter y Gehlot
en [65, 44]. El lector debe notar que Gunter y Gehlot usan una presentacién ligeramente
diferente; sus secuentes son de la forma A1,..., A, - B con varias férmulas a la izquierda,
y sin un nombre para el secuente. Ademds, nuestra regla (®) se separa en dos:

I,A,BFC (®R)FI—A AFB
T, A2 BF C I AFA®B

(®L)

Aunque estas diferencias no importan mucho en lo concerniente a secuentes derivables
(identificando la coma en el lado izquierdo de los secuentes con la conectiva ®) ni tampoco
en lo concerniente a los resultados anteriores sobre su relacién con computaciones en redes
de Petri, si que adquieren importancia al tomar en consideracion la estructura de las
pruebas.

En las secciones posteriores consideraremos también secuentes de la forma maés general
Ay,...,A, b Bi,...,Bn, pero en esta secciéon hemos preferido tratar secuentes de la
forma « : A+ B porque creemos que de este modo la correspondencia entre pruebas,
computaciones y morfismos en la categoria 7 [N] se hace mas clara y fécil de entender.

2.5. Otras categorias (monoidales) para redes

En la Seccién 2.3 hemos asociado a una red de Petri N = (9p,0; : T — S®) una
categoria de Petri 7[N], los morfismos de la cual se interpretan como computaciones en
N, obtenidas al cerrar el conjunto de transiciones 7'y computaciones inactivas con respecto
a las operaciones de composicién paralela - ® _y de composicién secuencial _; _, y luego
imponiendo un conjunto de ecuaciones. Sin embargo, ya hemos senalado varias veces que
este conjunto de ecuaciones no estd univocamente determinado y que se pueden considerar
diversas variaciones. Aqui repasamos algunas de ellas, siguiendo el trabajo presentado en
[36].

Tres importantes descripciones de las computaciones en redes de Petri son las siguien-
tes:

Uy;...;Ug
1. Sucesiones de pasos M =* M’, donde cada U; es un multiconjunto de transiciones

no vacio, tal y como se definié en la Definicién 15.

Urs..;Ug
2. Sucesiones de ocurrencias, el caso particular de sucesiones de pasos M =—* M’,

donde cada U; consiste en una unica transicién.
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3. Procesos, definidos como morfismos desde redes de ocurrencias® en la red de Petri
dada.

En la categoria 7 [N], usando la ecuacién de funtorialidad
(a;8) @ (a;8") = (@@ a'); (B ),
todo morfismo a : M — M’ puede descomponerse como una composicién secuencial
(th ®ida,);- - (b @ida,) : M — M’

cont; € Ty A, € S° (i = 1,...,k), correspondiente a la sucesién de ocurrencias

b3t
M == [117, Corolario §].

Ahora vamos a definir otras categorias—relacionadas con 7 [N] pero diferentes—cuyos
objetos son marcados en S® y cuyos morfismos corresponden a sucesiones de pasos y
procesos. La primera categoria, K[ N], representa una nocién de computaciéon més concreta
que sucesiones de pasos y procesos. Contiene una subcategoria de simetrias que permiten
la permutacién de marcas en un lugar (éstas son ttiles para el tratamiento de procesos).
Dado un marcado M = s]' ®@ ... ® s;* € S®, una simetria p : M — M se define
como un vector (oq,...,0x) tal que o; es una permutacién de n; elementos (i = 1,...,k).
Estas simetrias se dotan de operaciones de composicién paralela y secuencial y forman una
categoria estricta monoidal simétrica (remitimos al lector al articulo [36] para los detalles).

Los morfismos en IC[N] se generan a partir de transiciones basicas y simetrias (éstas
incluyen las identidades) cerrando con respecto a las operaciones de composicién paralela
_® _y de composicion secuencial _;_. Estos morfismos estan sujetos a ecuaciones que
expresan las propiedades de asociatividad e identidad de _;_ (es decir, que K[N] es una
categoria), y de _® _ (es decir, que los morfismos forman también un monoide); ademas,
hay dos ecuaciones que involucran simetrias:

1. Las transiciones bésicas son simétricas: Para ¢t : *t — t* y simetrias p: *t — *ty
q:t* — t°*, tenemos p;t;q =t.

2. Un “axioma de coherencia” expresando la propiedad de que los factores pueden
intercambiarse en una composicién paralela, supuesto que simetrias apropiadas se
compongan secuencialmente: Si «v; : M; — M/ (i =1,...,k) y 7 es una permutacién
de k£ elementos, tenemos

D (Ar() ® -+ ® r(ry) = (1 ® ... ® ag);q

donde p y ¢ son simetrias de intercambio definidas en términos de 7 (véase de nuevo
[36] para los detalles).

SUna red de ocurrencias es una red de Petri (S, T, F) tal que: (i) para cada t € T, el preconjunto *t
y el postconjunto t* son conjuntos (por lo tanto, F' es una relacién), (ii) la clausura reflexiva y transitiva
de la relacién F' es un orden parcial, y (ii¢) para cada lugar s € S, los conjuntos {t € T | F(t,s)} y
{t €T | F(s,t)} contienen como mucho un elemento.
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Nétese que la ecuacién de funtorialidad para ® se ha omitido, y por lo tanto C[N] no es
una categoria monoidal.

La categoria S[N] se obtiene a partir de C[N] al identificar todas las simetrias, es
decir, al imponer el siguiente axioma adicional: si p : M — M es una simetria, entonces
p = idys. Por el axioma de coherencia, una presentacién equivalente de S[NN] consiste en
omitir del todo las simetrias (excepto las identidades) y el axioma de coherencia, y postular
en cambio la conmutatividad de ®. El siguiente teorema que identifica sucesiones de pasos
y ocurrencias con ciertos morfismos en S[N| se demuestra en [36].

Teorema 29 [36] Las siguientes expresiones son canénicas en S[N], es decir, términos
diferentes denotan morfismos diferentes (salvo asociatividad de ; y conmutatividad de ®):

(ida, @t1);...5(ida, ®ty) : A1 ® *t1 — A, @t

(id a, ®®j tlj);---;(idAn ®®j tnj) : A ®®] *ty; — A, ®®] t’:Lj'

Ademids, estan en biyeccién con las sucesiones de ocurrencias y pasos para N, respectiva-
mente. U

En S[N] hay morfismos adicionales, correspondientes a expresiones donde composiciones
secuenciales y paralelas se mezclan de forma mas compleja.

La cuarta categoria, P[], se obtiene a partir de K[/N] imponiendo la ecuacién de
funtorialidad

(s 8) @ (o;8') = (a®d); (B® B).

Esta convierte a P[N] en una categoria estricta monoidal simétrica, si bien no es la tal
categoria libre generada por la red de Petri N, ya que satisface ecuaciones adicionales. Un
resultado importante en [36] es que los morfismos en P[N] coinciden con un refinamiento
de procesos llamados procesos concatenables. Estos se obtienen a partir de los procesos
usuales al imponer un orden total en aquellos lugares minimales (u “origenes”) de un
proceso que son instancias del mismo lugar, y un orden similar para los lugares maximales
(o “destinos”); esto permite, por un lado, la definicién de una nocién general nueva de
composicién secuencial de procesos, y por otra parte, una axiomatizacion completamente
algebraica de procesos.

Finalmente, la categoria 7 [N] puede obtenerse o bien anadiendo la ecuacién de funto-
rialidad a S[N], o bien anadiendo la identificacién de simetrias a P[N]. En [36] se demuestra
que los morfismos de 7 [N] coinciden con los procesos conmutativos definidos por Best y
Devillers [16]; éstos constituyen el menos abstracto modelo de computacién que es mas
abstracto que sucesiones de ocurrencias y que procesos. Una forma equivalente de decir esto
es que el diagrama en forma de diamante en la Figura 2.4, que resume esta discusion, es
una suma fibrada (pushout) de categorias con estructura algebraica dada por la operacién
®.

Pasamos a discutir ahora el trabajo de Gehlot y Gunter sobre “reduccién de cortes”
[65, 44] y su relacién con las categorias anteriores, establecida en [45, 44].

La légica lineal posee la propiedad de eliminacion del corte, es decir, cualquier secuente
que se puede probar usando el axioma de identidad, la regla de corte y las restantes reglas
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procesos conmutativos

conmutatividad funtorialidad
de ® de ®

procesos sucesiones de
concatenables ocurrencias y pasos

funtorialidad conmutatividad
de ® de ®

computa01ones en redes

Figura 2.4: Un diamante de categorias para una red N.

légicas, puede probarse también sin usar la regla de corte [49]. Sin embargo, en presencia
de axiomas extra-16gicos, como por ejemplo los correspondientes a las transiciones de una
red de Petri, la propiedad de eliminacién del corte obviamente se pierde. No obstante, es
aun posible “reducir” a un minimo el uso de la regla de corte en las pruebas. Ademads, como
hemos visto en la Seccién 2.4, la regla de corte corresponde a la composicion secuencial de
computaciones; por lo tanto, desde un punto de vista computacional, la eliminacién del
uso de la regla de corte corresponde a la eliminacién de secuencializaciones innecesarias en
una computacion, es decir, a maximizar la concurrencia. Esta es la idea bésica desarrollada
en el trabajo de Gunter y Gehlot. Ellos dan una coleccién de reglas de reduccién de la
forma IT = II' donde IT y II' denotan pruebas del mismo secuente I' = A, que, al
aplicarlas a una prueba de un secuente, producen una prueba del mismo secuente que es
intuitivamente mas concurrente. Esta intuicién sobre la correspondencia entre reduccién
del corte y maximizaciéon de la concurrencia se formaliza mediante una semantica de
pruebas en términos de conjuntos parcialmente ordenados, en la que las dependencias
secuenciales introducidas por el uso de la regla de corte se hacen explicitas (véase [44]
para los detalles).

El principal resultado sobre la relacién de reduccién =, es que es normalizante: dada
una prueba I de un secuente I' = A, hay una sucesién de reducciones II =%, II' tal que I’
es normal con respecto a =.;.

Hemos observado en la Seccién 2.4 que hay una estrecha conexién entre las reglas del
fragmento tensorial de légica lineal y las reglas que generan la categoria 7[N], asi co-
mo otras categorias K[N], P[N]| y S[N] descritas més arriba. El conjunto de ecuaciones
impuesto en cada caso para definir la respectiva categoria induce una equivalencia entre
pruebas que puede asimismo expresarse directamente mediante ecuaciones entre prue-
bas de la forma II =¢ II', donde II y II' denotan pruebas del mismo secuente I' = A y
€ € {K,P,S,T}. Este tltimo es el punto de vista considerado en [44, 45]7. La relacién de
reduccién =, induce una relacién de reducciéon =g sobre clases de £-equivalencia de prue-

"Hablando estrictamente, hay una pequeiia diferencia relativa a la distincién entre coma y tensor en el
lado izquierdo de los secuentes.



CAPITULO 2. DE LAS REDES DE PETRI A LA LOGICA LINEAL 47

bas. El siguiente teorema enumera algunas propiedades importantes que estas relaciones
de reduccién satisfacen.

Teorema 30 [44]

1. Las equivalencias = =g son correctas con respecto a la semdntica de conjuntos
K S
parcialmente ordenados mencionada antes.

2. La relacion de reduccién =g es fuertemente normalizante, pero no Church-Rosser.
3. La relacién de reduccion = es fuertemente normalizante y Church-Rosser.

4. La relacién de reduccién =, respeta =p (y por lo tanto también =7): si Il =, IT',
entonces existe II” tal que IT =p I1" y IT' =p I1".

5. La relacion de reducciéon =-x respeta =p. (Este es un corolario de la propiedad
anterior. )

6. En cada clase de P-equivalencia existe una tUnica clase de K-equivalencia que es
normal con respecto a =i (“dnico representante de procesos” en la terminologia de
[45, 44])%. O

Con esto acabamos nuestra detallada discusion de la conectiva ® de la légica lineal y
de su relacién con el punto de vista de “redes de Petri como monoides” desarrollado en
[116, 117, 36]. En las siguientes secciones vamos a ver las restantes conectivas de la légica
lineal y discutimos su posible interpretacion computacional.

2.6. Implicacién lineal y estados condicionales

Hasta ahora hemos estudiado el fragmento de ldgica lineal consistente en el esquema
de axioma (id) A A, la regla (corte), cuya forma general” es

T A AT+ B
T, T'F B ’

y sOlo la conectiva logica ® cuyas reglas se pueden generalizar a

I A,BFC ©R) r'-A T'FB
TLA® BF C I'T'FA®B

(®L)

Hemos visto que las categorias monoidales simétricas proporcionan una seméntica muy
general para este fragmento, y que sus pruebas estan estrechamente relacionadas con
computaciones en redes de Petri. Antes hemos supuesto que la conectiva ® era asociativa
y conmutativa pero no hay ningin problema en generalizar este supuesto a una regla

aﬁ; : ﬁ:(;f B bara toda permutacién o de n elementos

(perm) o

8Este resultado se afirmaba equivocadamente en [45] para 7 y S en vez de P y K, respectivamente.
9En las discusiones que siguen vamos a considerar secuentes sin nombres asociados.
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en cuyo caso algunas identidades se relajan a isomorfismos. De esta forma, en vez de consi-
derar categorias estrictas monoidales estrictamente simétricas, podemos dar una semantica
en términos de categorias monoidales simétricas en general.

Por supuesto, la logica lineal es mucho mas rica que este minusculo fragmento. Una de
sus conectivas més interesantes es la implicacién lineal —o, caracterizada por las reglas

A I B-C INA+B
(—oL) i ( R
T, A—-BFC ' A-—oB
que son enteramente andlogas a las reglas para la conectiva de implicacién en légica clésica
e intuicionista.

—oR)

Desde un punto de vista categorico, la regla (—oR) indica la existencia de un morfismo
ff: G — A—oB para cada morfismo f : G ® A — B. Y, particularizando las premisas
de la regla (—oL) a identidades A+ A y B F B, su conclusién sugiere la existencia de un
morfismo de evaluacién ¢4 p : (A—B) ® A — B. Estas ideas motivan el marco de las
categorias monoidales simétricas cerradas (véase la Secciéon A.1 del Apéndice A) como la
semantica adecuada para este fragmento; ésta es una simple generalizacién del hecho bien
conocido de que las categorias cartesianas cerradas constituyen la semantica adecuada
para légica intuicionista proposicional.

Ahora, pasando a la tercera parte de nuestra correspondencia triangular, la pregun-
ta que se plantea es: ;Cudl es la interpretacién computacional de la implicacién lineal?
En principio, en teoria de redes de Petri no hay nada que corresponda directamente a
esta conectiva. Por lo tanto, la categoria 7[N] (o cualquiera de las posibles variaciones
discutidas en la Seccién 2.5) no contiene ningin objeto correspondiente a implicaciones,
y naturalmente no es una categorfa cerrada. Para obtener una extensiéon de 7[N] a una
categoria con una estructura cerrada podemos considerar la siguiente situacion.

Tenemos un funtor de olvido obvio CMonCat — MonCat de la categoria de categorias
monoidales simétricas cerradas en la categoria de categorias monoidales simétricas (estas
categorias se definen en la Seccién A.1 del Apéndice A). Por resultados generales sobre
teorfas esencialmente algebraicas (véase por ejemplo [13, Teorema 4.4.1]), este funtor tiene
un adjunto a izquierda

M|] : MonCat — CMonCat

que lleva una categoria monoidal simétrica C a la categoria monoidal simétrica cerrada libre
M(C] generada por C. Una forma mads elemental y explicita de construir esta categoria, sin
tener que recurrir a ningun resultado general, es considerar la construccion dada por las
reglas en el Apéndice C, excepto las reglas de productos finitos y del objeto dualizante, y
sustituir en todas partes D|C]| por M|C]. Los objetos de M|C] estan generados libremente
por los de C cerrando con respecto a las operaciones ® y —o; y los morfismos de M|C]
se obtienen a partir de los de C y familias de morfismos id,a,a™", ¢, e,e” !, e cerrando
libremente con respecto a las operaciones _;_, - ® _, (_)T e imponiendo sobre ellos las
ecuaciones que una categoria necesita satisfacer para ser una categoria monoidal simétrica
cerrada (véase también la explicacién en la Seccién 3.3).

Usando el funtor M[_|] podemos considerar la categorfa monoidal simétrica cerrada
libre G[N] = MIT|N]| generada por 7[N] (y similarmente, la categoria M[P[N]] gene-
rada por P[N]). La categoria G[N]| contiene todos los objetos y morfismos de 7[N]—
correspondientes a marcados y computaciones de la red N—asi como nuevos objetos y
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morfismos adicionales proporcionados por la estructura suplementaria. Estos nuevos obje-
tos y morfismos no tienen equivalentes “reales” como estados o procesos en la red, y por lo
tanto, podemos pensar en ellos como estados y procesos ideales o gedanken que pueden ser
utiles para propésitos de especificacién o razonamiento. En [103] propusimos interpretar
un estado de la forma A—oB como un estado condicional con el significado “si los recursos
A estuvieran disponibles, entonces la computacién podria seguir al estado B.” Esta idea
ha sido continuada por Asperti, Ferrari y Gorrieri en su articulo [7].

Consideremos de nuevo la red de la Figura 2.1, cuyos axiomas como teoria tensorial
incluyen la siguiente transicién (vamos a identificar secuentes derivables, computaciones y
morfismos en G[N], generalizando los resultados del Teorema 23 y Corolario 28):

cmp-c: qR%$F e,

con el significado intuitivo de que con un délar y un cuarto se puede comprar un pastel,
y consideremos el marcado g consistente tinicamente en un cuarto. Siguiendo la definiciéon
usual de disparo y paso de una computacién (Definicién 15), no puede suceder nada en este
estado, ya que cada transicion necesita recursos que por el momento no estan disponibles;
por ejemplo, el disparo de la transicién cmp-a’ necesita tres cuartos para ser dispuesto, y
el disparo de la transicién cmp-a necesita un cuarto y un dolar. Sin embargo, usando la
regla (—oR), a partir del anterior axioma podemos derivar el secuente

g+ $—oc,

correspondiente a una transicién derivada cuyo disparo si es dispuesto en el estado repre-
sentado por el marcado ¢. El disparo de esta computacion resulta en un estado condicional
$—oc. Tales estados son llamados inconclusos en [7], siguiendo la idea de que aunque al-
gunos recursos se han consumido, ain son necesarios otros recursos ($ en este ejemplo
particular) para que la transicién béasica cmp-c pueda completarse del todo mediante la
computacién ($—oc) ® § — ¢, correspondiente a un morfismo de evaluacién eg .

Estos nuevos estados inconclusos, junto con sus computaciones asociadas, permiten
la observacién de computaciones a un nivel méas bajo de atomicidad, donde cualquier
marca puede ser consumida independientemente de la disponibilidad de otras marcas para
completar una transiciéon basica. Por ejemplo, en la misma situacién que antes, la marca
en el lugar g puede asimismo ser consumida por la transicién cmp-a’, dando lugar a un
estado inconcluso g2 —oa, con el significado intuitivo de que si yo tuviera dos cuartos més,
entonces podria comprar una manzana.

Como hemos mencionado arriba, cuando los recursos restantes estan disponibles, la
transicion basica puede completarse; sin embargo, también puede darse ahora una situacion
de punto muerto. Consideremos por ejemplo un marcado ¢> en la red de la Figura 2.1;
en este estado, el disparo de la transicién bésica cmp-a’ estd dispuesto, y tal disparo
daria lugar al marcado a. Supongamos en cambio que sélo se usan dos cuartos, resultando
en el estado inconcluso ¢ ® (¢g—oa); en esta situacidn, la transicién bésica cmp-a’ podria
alun completarse, pero supongamos en cambio que el cuarto restante es consumido por la
transicién emp-c¢ dando un estado ($—oc) ® (g—oa), en el que ambas transiciones bésicas
estan incompletas, y ademas han llegado a un punto muerto ya que no hay mas recursos
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disponibles. Los autores de [7] dan un interesante ejemplo de punto muerto usando el
famoso ejemplo de la cena de los filésofos [37].

El principal resultado de [7] es un resultado de conservatividad, demostrado mediante
un procedimiento de eliminacién de cortes, que podemos enunciar como sigue:

Teorema 31 [7] Si Ay,..., Ay, B son férmulas usando sélo la conectiva ®, y el secuente
A1, ..., A, b B es derivable a partir de una teoria tensorial 7' usando (corte) y las reglas
para ® y —o, entonces este secuente se puede derivar asimismo a partir de T median-
te (corte) y las reglas para ®. Ademds, ambas derivaciones tienen la misma seméantica
categorica, es decir, describen el mismo proceso. O

Como consecuencia de este resultado, para una red (9y, 0, : T — S®), la relacién de
alcanzabilidad =* sobre S® no cambia con la generalizacién del juego de marcas segin
las ideas desarrolladas antes.

2.7. Las conectivas aditivas y eleccién

Entre las presentaciones usuales del calculo de secuentes para légica intuicionista, dis-
tintos autores usan dos reglas diferentes para la conjunciéon A, una en la cual el contexto
se reparte entre las dos premisas y otra en la que el mismo contexto aparece en ambas
premisas:

'-A I+ B '-A I'+-B
I''T"FAAB I'-AAB

Usando las reglas estructurales de debilitamiento y contraccién, es muy facil demostrar que
estas dos reglas son equivalentes. Sin embargo, una de las caracteristicas mds importantes
de la logica lineal es precisamente la ausencia de tales reglas estructurales, y por lo tanto
esas dos reglas no son equivalentes en légica lineal. Por esta razdén, la conjuncién A se
separa en dos conectivas diferentes. Ya hemos estudiado la conectiva “multiplicativa”’ ®
introducida por las reglas

T A BFC T4 T'FB
L ) )
@L) FAsBrC ©F) T T 108

La otra conectiva es la conjunciéon “aditiva” & (pronunciada con) introducida por las

reglas
A, +-C 'rA I'-B

— (1 =1,2 &R
T aea o =h2 &R) —TagB

De la misma forma, la disyuncién V se separa en una “aditiva” @ (pronunciada mds)
con reglas

(&Li)

I AFC I,BFC

TH A
(®L) TLAGBFC

I'HA & Ay

(BRi) (i=1,2),

y una “multiplicativa” % (pronunciada par), cuyas reglas correspondientes son

- A B A
TF ASB, A

T,AF A I".BF A

L) —F 1 435~ AN

(FR)
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Esta es la primera vez que hemos usado secuentes con una lista de féormulas en el lado
derecho, donde, como la regla (¥ R) sugiere, la coma se interpreta como la conectiva %,
de la misma forma que la coma en el lado izquierdo se interpreta como la conectiva ®
debido a la regla (®L). Todas las reglas anteriores se generalizan facilmente a esta clase
de presentacién; por ejemplo, la regla (—oL) se convierte en

T A A I',BF A
T, T', AoBF A", A

(véase la Seccién 3.2).

Las conectivas &% y @ son duales de ® y &, respectivamente, en el sentido de que a
través de la negacién se relacionan mediante leyes de De Morgan, de forma completamente
anéloga a la dualidad entre A y V en légica clésica; por ejemplo, (A%B)+ = AL @ B+

El lector puede convencerse facilmente de que la interpretacién categérica natural de
las conectivas & y @ viene dada por productos y coproductos, respectivamente.

Discutiremos maés la negacién y % en la siguiente seccién y su seméntica categorica en la
Seccién 3.1, y dedicamos el resto de esta seccién a mostrar la interpretacion computacional
de las conectivas aditivas & y .

Volvamos de nuevo a la trivial red de Petri de la Figura 2.3, con axiomas

cmp-a: $Fa cmp-c: $+c.

Intuitivamente, estos axiomas dicen que con un délar se puede comprar una manzana y
que también con un dolar se puede comprar un pastel. Hemos visto como podemos derivar
el secuente

$R$Fa®ec,

con el significado de que con dos ddlares se puede comprar la manzana y el pastel, pero
no el secuente $ F a ® ¢, que indica la posibilidad de comprar ambas cosas con un tnico
dolar.
Ahora bien, usando la regla (&R) podemos derivar a partir de los axiomas cmp-a y
cmp-c el secuente
$ I a&e.

Una atractiva interpretacion de este secuente es que indica la posibilidad de una eleccion
entre comprar la manzana o comprar el pastel, pero no ambos. Ademas, esta eleccién es
externa en el sentido de que en este ejemplo es el usuario de la maquina vendedora quien
toma la decisiéon. Por otra parte, la regla (®R) permite la derivacién del secuente

$tad s

Este secuente puede interpretarse asimismo como la posibilidad de elegir entre una man-
zana y tres pasteles, pero ahora la eleccién es interna en el sentido de que la maquina
“decide” mientras que el usuario no puede tomar ninguna decisién; en este ejemplo trivial,
es facil ver que el usuario siempre recibird la manzana, y nunca los tres pasteles. Estas
interpretaciones intuitivas de estas conectivas de la légica lineal ya fueron propuestas por
Girard en [51], y también aparecen en [65, 103].
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Estas posibilidades de elecciéon no estdn presentes explicitamente en el habitual juego
de marcas en redes de Petri, si bien aparecen en otros modelos de concurrencia como por
ejemplo el lenguaje CSP [70]. Podriamos seguir aqui el camino tomado en la Seccién 2.6,
considerando la categoria con productos y coproductos libre generada por 7 [N], e iden-
tificando sus morfismos con computaciones generalizadas sobre la red N que incluyen las
posibilidades de eleccién discutidas arriba, correspondientes a pruebas en el fragmento de
logica lineal con las conectivas & y @. Sin embargo, en vez de dar los detalles de esta
construccién libre'’, vamos a examinar aqui los interesantes resultados obtenidos reciente-
mente por Lincoln, Mitchell, Scedrov y Shankar en [97], donde el modelo de computacién
cambia de redes de Petri a una clase de maquinas con dos contadores, obteniendo una
buena relacién entre computaciones en estas maquinas y el fragmento de logica lineal que
incluye las conectivas ® y @. Lo que sigue es un resumen de las Secciones 3.4-3.6 de [97],
con algunos pequenos cambios en la notacion.

Lincoln, Mitchell, Scedrov y Shankar [97] usan mAaquinas nodeterministicas con A-
ramificacién y dos contadores, pero sin test de cero. Estas maquinas sustituyen una tran-
sicién explicita de test de cero por transiciones de “bifurcacion”; una instruccion de “bi-
furcacién” (Q; Bifurcar @;, Q) permite que una maquina en estado (); contintde la
computacién desde ambos estados Q); y Qr, cada computacién con los valores actuales en
los contadores.

Una Mdquina con N-Ramificacion y Dos Contadores sin Test de Cero, abreviado por
ACM, N consiste en un conjunto finito ) de estados, un conjunto finito 7" de transiciones
de la forma descrita a continuacion, y un estado final distinguido Q.

Una descripcion instantdnea, o 1D, de una ACM N es una lista finita de triples (Q;, A, B),
donde Q; € QQ, y Ay B son nimeros naturales correspondientes a los dos contadores de la
méquina. Una ID corresponde intuitivamente a un estado distribuido de la maquina. Una
ID aceptante es una ID cuyos elementos son todos instancias del triple aceptante (Qr,0,0).
Por ejemplo, {(QF,0,0), (QFr,0,0),(QFr,0,0)} es una ID aceptante. Por dltimo, una ACM
N acepta una ID s si y sélo si existe alguna computacién de s en una ID aceptante. In-
tuitivamente, una computacién de una ACM es una clase de computacién paralela que
termina con éxito solo cuando todas sus ramas de computacién concurrentes terminan con
éxito, o sea, cada A-rama termina en el estado (Qr con ambos contadores puestos a cero,
alcanzando de esta forma el triple aceptante.

Las transiciones en T pueden tener las siguientes formas:

(Q; Incrementar A @);) pasando de (Qi, A, B) a (Qj,A+1,B)
(Q; Incrementar B ();) pasando de (Qi, A, B) (Qj,A,B+1)
(Q; Decrementar A ;) pasandode (Q;,A+1,B) a (Q;, A, B)
) (
) (

Q

(Q; Decrementar B ();) pasando de (Q;,A,B+1) a (Qj,A,B)
(Q; Bifurcar @), Q) pasando de (Qi, A, B) (Qj,A,B),(Qk, A, B))

donde Q;, Q;, y Q son estados en Q, y Q; # QF.

o

1 . . P . s T
Y Animamos al lector interesado a que desarrolle él mismo la construccién de esa categoria libre usando
las técnicas del Apéndice C.
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Las instrucciones Decrementar sélo pueden ejecutarse cuando el contador correspon-
diente es diferente de cero, mientras que las otras instrucciones se pueden ejecutar en
cualquier momento.

La {®, @&}-teorfa asociada a una ACM se define como sigue. Primero, dada una ACMm
N = (Q,T,Qr), el conjunto de constantes no légicas es {¢; | Q; € Q} U {a, b}; entonces,
los axiomas correspondientes a las transiciones en 7' son

(Q; Incrementar A Q;
(Qi Incrementar B Q);

— giFg®a
— qil—qj®b

(Q; Decrementar B Q);
(Q; Bifurcar Q;, Q,

El secuente correspondiente a un triple (Q;,n,m) de una ACM se define por
9(<QZ7 n, m>) = (i, a'n7 bm [ qF.

Con esto, los autores de [97] prueban el siguiente interesante teorema.

)
)

(Q; Decrementar A Q;) +— g¢;,al g;
) — qi,blF g
)

— ¢t q; D g

Teorema 32 [97] Una ACM N acepta una ID s si y sélo si para todo elemento E en s, el
secuente 0(E) es derivable a partir de la teoria asociada a N. O

Esta correspondencia entre teorias y maquinas es usada para probar el siguiente im-
portante resultado de indecidibilidad.

Teorema 33 [97] El problema de derivabilidad para l6gica lineal proposicional (intuicio-
nista) es recursivamente indecidible. O

Otros resultados importantes en [97] son la indecidibilidad de varios fragmentos de
légica lineal no conmutativa (es decir, la conectiva ® no es conmutativa), y la PSPACE-
completitud del fragmento consistente en las conectivas multiplicativas y aditivas sin axio-
mas extra-l6gicos.

Terminamos esta seccién con el ejemplo siguiente, tomado de [97], que ilustra la corres-
pondencia entre computaciones de una ACM y pruebas en el fragmento {®, @} de la logica
lineal.

Ejemplo 34 [97] Consideremos la AcM dada por el conjunto de estados {Q1, Q2, @3, ZB,
Qr} y las transiciones en la primera columna de la tabla siguiente. La segunda columna
muestra la {®, @ }-teorfa asociada a esta ACM.

Transiciones Azxiomas
01 =
02 = (Q3 Decrementar A Qr) gs,a bt qp

(Q1 Incrementar A (Q)2) nFep®a
(
d3 = (Q2 Bifurcar Zp,Q3) @ zp®qgs
(
(

04 =
05 =

Zp Decrementar A Zp) zB,at zp

Zp Bifurcar Qr, Qr) 2 qr ® qr
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s Far arF ng;L
2 qr Ogr grDartaqr
zp,a b zg " zp F qF corte
zZB,at qr

Figura 2.5: Un fragmento de la derivacion.

) id
g0t qr”  qrtar,.,.
- -
5 ZB,Q qr g3, a qr oL
@ 2D g3 2p® g3, at qr
corte
q2,0 - qF
—_— — L
anFepea’ @ ®al qr
corte
Qb qr

Figura 2.6: Una derivacion correspondiente a una computacion.

Una posible computacion de esta ACM viene dada por la sucesion de transiciones

{(Q1,0,00} 25 {(Q,1,00} % {(Z5,1,0),(Q@3,1,0)} 2 {(Z5,0,0), (Q3,1,0)} —

25, {(QF,0,0),(Qr,0,0), (Q3,1,00} 2% {(QF,0,0), (Qr,0,0), (Qr,0,0)}

Esta computacién empieza en el estado @1, incrementa el contador A (d1) y pasa a
Q2. Entonces se “bifurca” en dos computaciones separadas (d3), una que comprueba que
el contador B esta a cero, y la otra que pasa a Q3. Como el contador B esta en efecto
puesto a cero, esa rama de la computacién decrementa el contador A a cero (d4), y salta
al estado final Qr (d5). La otra rama de esta computacién decrementa A y se mueve del
estado Q3 a QF (d2). Asi pues, todas las ramas terminan en Qr con ambos contadores
puestos a cero, y la ID {(Q1,0,0)} es por lo tanto aceptada por esta ACM.

La derivacién del secuente g1 F gp correspondiente a la computacion de arriba aparece
en las Figuras 2.5 y 2.6. En la primera figura tenemos la subderivacién del secuente zp, a

gr que debe sustituirse por los puntos : en la segunda figura de cara a obtener la derivacién
completa. Para una discusion maés detallada de este ejemplo, remitimos al lector a la
Seccién 3.6 de [97]. O
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2.8. Logica lineal cancelativa

La légica lineal incluye entre sus conectivas la negacién, denotada (_)*, que es “clésica”
en el sentido de que satisface la ley de la doble negacién A+t = A. Ademds, hay una
constante de “falsedad” L tal que la negacién () es equivalente a _—o_L. Las reglas para
la negacién incluyen los axiomas A - A+, AL+ - A y la regla

I' A B,A
B+ + AL A

Usando axiomas que aqui omitimos pero aparecen en la Seccién 3.2, es facil ver que esta
regla es equivalente al par de reglas

IAFA I'+B,A
I'-AL A I'B++A’

Nuestra presentacion aqui es algo diferente de la de [49] y otros articulos sobre l6gica lineal,
donde la negacion estd integrada en la sintaxis de las férmulas y se consideran secuentes
unilaterales de la forma = A. Como en el articulo de Seely [143], preferimos usar secuentes
normales de la forma I' H A porque se adaptan mejor a un tratamiento categérico del
tema.

La seméntica categérica de la negacion en légica lineal se caracteriza por la nocién
de categoria con un objeto dualizante, que estudiamos detalladamente en el Capitulo 3.
Esencialmente, una categoria con un objeto dualizante es una categoria monoidal simétrica
cerrada C junto con un objeto especial 1 tal que para todo objeto A en C existe un
isomorfismo canénico A = (A—ol)—o L, correspondiente a la ley de doble negacién. En tal
categoria la conectiva % es interpretada por el funtor A%B = (At ® B+)*, donde (1)*
denota _—o | (véase la Proposicién 41); el objeto dualizante L es entonces la unidad de 7% de
la misma forma que I es la unidad de ®. Una categoria lineal se define como una categoria
con un objeto dualizante y productos (coproductos existen entonces automéaticamente;
véase la Proposicién 42) y proporciona el marco categérico adecuado para la semantica
de la légica lineal tal y como veremos en la Seccién 3.2. Este es un refinamiento de la
definicion original de categoria lineal dada por Seely [143].

Tenemos un funtor de olvido V : LinCat — MonCat de la categoria de categorias
lineales en la categoria de categorias monoidales simétricas, que tiene un adjunto a iz-
quierda

D[] : MonCat — LinCat

llevando una categoria monoidal simétrica C a la categoria lineal libre D|C] generada por C
(Teorema 60). La construccién de esta categoria estd dada por las reglas en el Apéndice C
y se explica en la Seccién 3.3.

Dada una red de Petri N, extendiendo las ideas en la Seccién 2.6, consideramos la
categoria lineal libre L[N] = D[T[N]] generada por 7[N], y observamos sus objetos y
morfismos como estados y procesos ideales o gedanken, respectivamente, que no tienen un
equivalente “real” en el habitual juego de marcas en IV, pero pueden utilizarse para expre-
sar otras propiedades de una red. En la Seccién 2.6 hemos visto la interpretacion de A—oB
como estados inconclusos, y en la Secciéon 2.7 hemos interpretado las conectivas aditivas
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‘ cmp-c ‘ ‘ cmp-a ‘ ‘ cambio‘
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Figura 2.7: Otra red de Petri para comprar manzanas y pasteles.

& y @ como eleccién externa e interna, respectivamente. En [103] propusimos interpretar
la negacién lineal (_)* como una deuda de marcas o recursos, y % como acumulacién de
deudas, de la misma forma que ® se interpreta como acumulacién de recursos. Sin embar-
go, la interaccién entre recursos y deudas se complica, asi como este significado intuitivo
de ® o % cuando ambos se mezclan.

Examinemos un ejemplo. La red de Petri en la Figura 2.7 representa otra maquina
para comprar pasteles y manzanas; un pastel cuesta un délar y una manzana tres cuartos.
Debido a un diseno desafortunado, la maquina sélo acepta dolares, y devuelve un cuarto
cuando el usuario compra una manzana; para aliviar en parte este problema, la maquina
cambia cuatro cuartos en un doélar.

La ®-teoria asociada a esta red consta de los siguientes axiomas

cmp-c:$F ¢ cmp-a: 3 a®q cambio : ¢* + $.

Consideremos un usuario que quiere comprar una manzana pero solo tiene tres cuartos.
Como la categoria L£[N] representa todas las computaciones de la maquina junto con las
més generales computaciones “ideales,” el usuario puede realizar un Gedankenezperiment
en L[N] para ver cémo podria conseguir una manzana con sus tres cuartos. Usando la idea
de las deudas, podria tomar prestado un cuarto, creando simultdaneamente la correspon-
diente deuda; esto queda reflejado en £[N] en la existencia de un morfismo I — ¢%¥q™*.
Entonces podria cambiar los cuatro cuartos en un délar, comprar una manzana, y can-
celar la deuda con el cuarto devuelto; este ultimo paso queda reflejado en el morfismo
q® ¢~ — L, dual del anterior. Si intentamos hacer esto en L[N], podemos tratar de
realizar la siguiente composicién:

¢ — ol — @™ — (29Dt — $B¢- —

— (a® q)Bq*+ 2, aB(g®qt) — a1l —a

Todo funciona bien, excepto el morfismo senalado con ? porque simplemente no eriste en
L[N]. Obsérvese que este problema esta relacionado con la reorganizacién de los recursos
y las deudas; aparte de eso, la deuda se mantiene hasta que uno consigue los recursos
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necesarios para cancelarla. Otro problema relacionado es la asimetria entre I — ¢%¢+
Yy ¢ ® ¢~ — L; en el primero la ausencia de recursos y deudas se indica con I, y la
composicién de un recurso con la deuda correspondiente se representa con %, mientras
que en el segundo se representan con | y ®, respectivamente.

El problema es que en la logica lineal usual, como ® y % son conectivas diferentes,
la idea de cancelar una deuda no puede llevarse a cabo en general. Podriamos haber
previsto esto desde el principio, ya que el usuario no puede conseguir la manzana en la
méquina original, cuyas computaciones corresponden a deducciones en el fragmento ®, y
la extensién a la légica lineal completa es conservativa sobre este fragmento [7, 8].

Nuestra solucién a este problema es muy simple. Basta identificar las conectivas @ y %' y
sus respectivas unidades I y L. Entonces la asimetria que hemos senialado arriba desaparece
y la reorganizacién de recursos es simplemente asociatividad de ®. La computacién que
nos interesaba se convierte en (olvidando morfismos de asociatividad)

(1) (13—>q3®f—>q3®q®qL—>$®qL—>a®q®qL—>a®I—>a.

Llamamos ldgica lineal cancelativa a la légica lineal junto con las identificaciones I =
1, ® = ®. Las reglas para esta logica pueden obtenerse a partir de las reglas usuales
de la légica lineal sustituyendo I por L y ® por % en las reglas correspondientes. En
particular, las dos reglas que resultan al hacer esta sustitucién en las reglas (®R) y (¥L)
son equivalentes a la regla
A I A

T, A, A

llamada (miz) por Girard en [49, 51]. Esta regla dice que ® es més fuerte que %, lo cual
es cierto en Cohl, la categoria lineal de espacios coherentes (véase el Ejemplo 44); sin
embargo, probaremos mas adelante en el Ejemplo 65 que Cohl no es un modelo de la
légica lineal cancelativa.

Los modelos categéricos de légica lineal cancelativa son categorias lineales con isomor-
fismos naturales (A ® B): = Al ® B+ y I = 1 que hacen las estructuras monoidales
simétricas ® y % isomorfas. Por lo tanto, constituyen una clase de modelos axiomatiza-
ble ecuacionalmente que llamamos categorias lineales cancelativas y que estudiamos en la
Seccién 3.6. Robert Seely nos ha senalado que estas categorias ya aparecen en el libro de
Barr [9], donde se las denomina compactas.

Usando resultados generales sobre teorfas esencialmente algebraicas ([13, Teorema 4.4.1]
por ejemplo), o anadiendo simplemente reglas apropiadas a las del Apéndice C, tenemos
un adjunto a izquierda

H|[] : LinCat — CLinCat

del funtor de olvido CLinCat — LinCat, donde CLinCat denota la categoria de cate-
gorias lineales cancelativas y funtores que conservan la estructura.

Consideremos la categoria lineal cancelativa C[N] = H[7[N]] asociada a una red de
Petri N. En esta categorfa disponemos de los morfismos deseados I — a ® a* y a ®
at — I para todo lugar a en la red N; tales morfismos corresponden a computaciones
que “toman prestada” una marca creando simultdneamente la deuda correspondiente,

y “cancelan una deuda” con la correspondente marca, respectivamente. Por supuesto,
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disponemos también de las computaciones basicas t : *t — t* para cada transicion t.
Y ademds, tenemos computaciones que “transfieren una deuda” t+ : (t*)+ — (*t)%;
por ejemplo, en la situacién anterior la transicién cambio : ¢* — $ da lugar a una
computacién cambio : $+ — (¢*)* que transfiere una deuda de un délar a una deuda
de cuatro cuartos (o equivalentemente a cuatro deudas de un cuarto cada una, debido a
la condicién (A ® B)* = Al ® Bt).

Esto sugiere una nocién generalizada del juego de marcas que llamamos un juego
financiero. Aparte de los movimientos habituales en el juego normal, también se puede:

1. Crear una deuda, obteniendo simultdneamente una marca positiva (e) y una mar-
ca negativa (o) en el lugar deseado. Por ejemplo, si empezamos con tres cuartos,
podemos tomar prestado otro creando una deuda:

e =

2. Transferir una deuda, jugando el juego de marcas a la inversa para marcas negativas.
Por ejemplo, podemos transformar una deuda de un délar en una deuda de cuatro
cuartos al disparar la transicién cambio a la inversa:

o O
s = (s

3. Cancelar una deuda, aniquilando marcas positivas y negativas en el mismo lugar,

(e = (s

Por lo tanto, aunque el usuario de nuestro ejemplo no podria nunca comprar una man-
zana en la maquina original, si que podria conseguir una en una maquina mas sofisticada
que permitiera juegos financieros. En la Figura 2.8 mostramos unas instantaneas del juego
financiero en el que la manzana se compra tomando prestado un ddlar, que correspon-
de al siguiente morfismo'! en C[N] (olvidamos de nuevo morfismos de asociatividad y
conmutatividad):

como por ejemplo

id®@cmp-a®cambio™ 4

¢ — P30 ———— ¢*®wx ()t —a

Un modelo categdrico de los juegos financieros para una red de Petri N = (9p,0; : T —
S®) viene dado por la subcategoria de C[N] consistente en los objetos y morfismos genera-
dos s6lo por ® y (_)* a partir del conjunto original de lugares y de transiciones bésicas en
N; para evitar la estructura suplementaria creada por los isomorfismos de coherencia, seria
conveniente considerar una categoria estricta donde estos isomorfismos son simplemente

1E] lector puede jugar por si mismo el juego para el morfismo (1) presentado antes.
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Figura 2.8: Unas instantdneas de un juego financiero.

identidades, como hicimos con la categoria 7 [N]. Es importante observar que, como los
ejemplos anteriores demuestran, la légica lineal cancelativa no es conservativa sobre la
l6gica lineal normal y por lo tanto la relacién de alcanzabilidad =* sobre S® cambia con
la generalizacién del juego de marcas a los juegos financieros.

Otra posible interpretacién de la negacién en una red ha sido propuesta por Engberg
y Winskel en [41]; ésta les permite especificar informacién negativa interesante sobre la
red como, por ejemplo, la satisfacciéon de una propiedad de exclusiéon mutua.

2.9. Las modalidades

Al omitir las reglas estructurales de debilitamiento y contraccién el poder expresivo
de la légica lineal disminuye sobremanera (véase [54] para una clara exposicién de esta
cuestién). Para poder recuperar el poder expresivo perdido, estas reglas estructurales
se reintroducen de forma controlada mediante las modalidades (también denominadas
exponenciales) !, llamada por supuesto (of course) y 7, llamada por qué no (why not).
Brevemente, una férmula puede ser “contraida” o “debilitada” s6lo cuando tal posibilidad
estd indicada por medio de estas modalidades. Las reglas para la modalidad por supuesto
(1) son las siguientes:

TAFA TFA
T,JAF A T,JAF A
T,IA1AF A AL, ... 1A, F A

TIAF A AL, A 1A
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Las reglas para la modalidad por qué no (7) son andlogas, pero con las férmulas relevantes
en el lado derecho del secuente. Ambas modalidades son una dual de la otra, de la misma
forma que los cuantificadores habituales V y 3 lo son; asf !(A+) = (74)*.

La interpretacion intuitiva de !A es la posibilidad de disponer del recurso A de forma
ilimitada. Una conveniente metafora usada normalmente para hablar sobre esto es el hecho
de almacenar un dato en la memoria de un ordenador, donde puede usarse tantas veces
como sea necesario.

La interpretacién categérica de la logica lineal puede extenderse para incluir también
las exponenciales, tanto en el caso intuicionista (sin negacién) como en el caso clésico,
siguiendo las ideas de los trabajos de Lafont [82], De Paiva [127] y Seely [143].

Sin entrar en detalles, la interpretacién de la conectiva ! consiste en una comdénada
I': C — C que lleva la estructura de comonoide T «— A — A&A (dada por el mor-
fismo “diagonal” A : A — A&A) en una estructura de comonoide I «—!A —1ARIA
a través de isomorfismos !T = I y |(A&A) = |A®!A. Lafont [82] también requiere que
esta estructura de comonoide sea colibre. Para obtener la interpretaciéon de la modalidad
dual ? basta aplicar la dualidad (_)*. Remitimos al lector al libro de Mac Lane [99] para
las definiciones de los conceptos de coménada, comonoide, colibre, etc. y a los articulos
citados anteriormente para estudios mas detallados de esta estructura categérica. Lo que
tiene interés es darse cuenta que esto equivale a anadir mas estructura a una categoria
lineal, y que esto puede hacerse ecuacionalmente. Por lo tanto, nuestro marco de trabajo
puede extenderse para incluir las conectivas exponenciales sin ningin cambio en el punto
de vista algebraico. En los articulos relacionados [12, 11], M. Barr estudia bajo qué con-
diciones sobre la categoria C la categoria lineal Cx definida por Chu en el Apéndice de [9]
(véase también el Ejemplo 45) estd dotada de esta estructura adicional para interpretar
las modalidades.

Es facil ver que un secuente Ay,...,A, - Bi,..., B, es derivable en légica lineal a
partir de un conjunto de axiomas si y sélo si el secuente - (41 ®...®@ A,)—o(B1%...%By,)
loes. Sil' H A denota un secuente Ay, ..., A, b By,..., B, entonces denotamos por I'—oA

la férmula (A1 ®...® A,)—o(B1% ... % B,,). Por otra parte, al derivar un secuente a partir
de una teoria T, los axiomas en T  se usan tantas veces como sea necesario. Por lo tanto,
el siguiente “teorema de deduccién” es intuitivamente claro:

Teorema 35 [97] Dada una teorfa T'= (S,{I'1 - Aq,..., T, F A, }), un secuente IV = A’
es derivable a partir de T si y sdlo si el secuente

(T1—0A1), ..., (T,,—0A,), TV F A’

es derivable a partir de la teorfa (.59, 0), es decir, sin el uso de ningtin axioma extra-16gico.
O

Particularizando la teoria T' de arriba a la teoria tensorial asociada a una red de Petri,
obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 36 Dada una red de Petri N = (99,01 : T — S®) con T = {t1,...,tn}, y
marcados M, M’ € S®, tenemos M ==* M’ sii el secuente

[(*t1—ot}), ..., !(*t,—ots), M + M’
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es derivable en légica lineal pura, es decir, sin usar ningtin axioma extra-légico. O

Este es esencialmente el enfoque de la relacién entre redes de Petri y légica lineal
considerado por C. Brown en [21].

Ahora que ya hemos examinado todas las conectivas de la légica lineal, vamos a ter-
minar esta seccién con un bonito ejemplo debido a Yves Lafont.

Ejemplo 37 [53] Consideremos la siguiente férmula de légica lineal
$20—o((ensalada&esopa) @ (salmon & emperador) @ !(patatas fritas) @ (pastel&fruta)).

Esta féormula representa un menu que cuesta 20 délares, y contiene un primer plato, un
plato principal, patatas fritas y postre. Para el primer plato, el cliente debe elegir entre
ensalada o sopa; el plato principal consiste en emperador o salmén, segtin la temporada,
y por lo tanto, desde el punto de vista del cliente, es el cocinero quien realiza la eleccién,
pero no el mismo cliente; éste puede comer todas las patatas fritas que desee, y finalmente
debe elegir de nuevo entre el pastel o la fruta para el postre. Si aplicamos la negacién (_)+
a esta formula, las conectivas duales & y @ son intercambiadas; esto puede interpretarse
como un cambio en el punto de vista del cliente al cocinero. Este debe elegir entre el
salmén y el emperador, pero no puede hacerlo entre la ensalada y la sopa. O






Capitulo 3

Logica lineal y categorias lineales

En este capitulo presentamos una semantica categorica simple para la légica lineal,
basada en la nocién de objeto dualizante en una categoria monoidal simétrica cerrada.
Una categoria lineal es justamente una categoria con un objeto dualizante y productos
finitos. Esta nueva axiomatizacién es considerablemente més simple que una previa, desa-
rrollada primero por R. Seely [143] y explicada un poco més en [103], que se basaba en la
nocién debida a M. Barr de categoria x-auténoma [9]. En la Seccién 3.1 revisamos algunas
de las propiedades béasicas de una categoria con un objeto dualizante que necesitaremos
luego en la seccion siguiente para establecer la seméntica categorica de la logica lineal
(una exposicién detallada con demostraciones completas de estas propiedades estd en el
Apéndice A), y damos varios ejemplos de categorias lineales. En la Seccién 3.2 damos
definiciones precisas de la categoria de teorias lineales y de los modelos de una teoria
lineal, hacemos explicitos los detalles de la adjuncién entre teorias lineales y categorias
lineales, definimos satisfaccién de un secuente en un modelo, y demostramos las esperadas
propiedades de correccién y completitud de la légica lineal con respecto a los modelos en
categorias lineales.

3.1. Objetos dualizantes y categorias lineales

Una categoria con un objeto dualizante es una categoria monoidal simétrica cerrada
junto con un objeto que satisface una condicién especial. A pesar de su definicién més sim-
ple, este concepto es equivalente a la nocién de categoria *-auténoma [9], més exactamente,
a la definicién ligeramente mas fuerte de este concepto que presentamos por primera vez
en [103]; un estudio detallado de esta equivalencia es realizado en el Apéndice B.

Recordamos brevemente aqui la nocién de categoria monoidal simétrica (C,®,1,a,c,e)
sin dar todos los detalles que pueden encontrarse en [99] y también en la Seccién A.1 del
Apéndice A. La idea bésica es que tenemos un “producto binario” _® _ definido como
un funtor _® _: C?> — C y un “objeto unidad” I en C convirtiendo a C en un monoide

63
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conmutativo “salvo isomorfismos de coherencia” a, ¢y e. Estos son isomorfismos naturales

aapc: A®(B®C) — (A®B)®C
CAB: A®B = B®A
€A : I®A A

l\l

expresando asociatividad, conmutatividad e identidad “salvo coherencia,” respectivamen-
te.

Toda categoria C con productos finitos es un ejemplo de categoria monoidal simétrica,
pero en otros ejemplos A ® B no es un producto categorico; el producto tensorial de
espacios vectoriales es uno de tales ejemplos. Como veremos méas adelante, la conectiva ®
de la légica lineal se interpreta en los modelos como un producto monoidal de esta clase,
mientras que la conectiva & se interpreta como un producto categdrico.

El conocido concepto de categoria cartesiana cerrada puede recobrarse a partir del
concepto mas general de categoria monoidal simétrica cerrada definido a continuacién
exigiendo que _® _ sea un producto categdrico e I un objeto final. Una categoria monoidal
simétrica cerrada es una categoria monoidal simétrica (C,®,I,a,c,e) tal que para todo
objeto A de C, el funtor _.® A : C — C tiene un adjunto a derecha A—o_:C — C, o sea,
para todos los objetos A, B, C en C tenemos un isomorfismo natural

@ : Home(B® A,C) — Home(B, A—C).

La interpretacion intuitiva de A—oB es la internalizacién de la coleccién de morfismos
de A en B como un objeto de C. La notacién A—oB ha sido elegida para sugerir que la
implicacién lineal serd interpretada en los modelos por el funtor _—o_.

El ejemplo clasico de categoria monoidal simétrica cerrada es la categoria de espacios
vectoriales sobre un cuerpo K con aplicaciones lineales como morfismos, donde A ® B es
el producto tensorial usual, I = K, y A—oB es el espacio de aplicaciones lineales de A en
B.

Si f: B® A — C es un morfismo en C, fI denota el morfismo ¢(f) : B — (A—o(C),
llamado la Clurry-conversion de f. La counidad de esta adjuncién es un morfismo denotado

eac: (AoC)® A — C,

y llamado evaluacion.
Este morfismo de evaluacién da lugar, por Curry-conversion, a un morfismo

dac = (canocicac) : A — (A—C)—oC.

Intuitivamente, este morfismo corresponde a la funcién expresada en la notacion del lamb-
da célculo como Az.\f.f(z).

En el caso de espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo K, la instancia
particular del morfismo d ¢ donde C es el cuerpo K es un isomorfismo natural (en A),
denotado normalmente

A=
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donde A* es el espacio vectorial A—oK dual de A. Este isomorfismo expresa la conocida
dualidad de los espacios vectoriales de dimension finita [102, por ejemplo]. Es importante
observar que aunque A y A* tienen la misma dimension, no son isomorfos de forma natural.
Esta dualidad se expresa también mediante otro isomorfismo natural

A—oB — B*—A*.

que asigna a una aplicacién lineal f : A — B su dual f* : B* — A* definida por
f*(g9) = f; g, donde g es una forma lineal g : B — K. Al nivel de matrices, este morfismo
es exactamente la transposicién de matrices.

En general, en una categoria monoidal simétrica cerrada arbitraria tenemos un mor-
fismo natural (en A y B)

saBc : A—oB — (B—o(C)—o(A—(C)
definido por la expresion

54,8,0 = (€a-oB,B-003 (a5 o0 4 op ai (idp—oc ©®eap)ienc)).

Este morfismo es la Curry-conversion de la internalizacién de la composicién en la categoria
(véase la Seccién A.2 del Apéndice A para los detalles) y su instancia para C = K
proporciona el isomorfismo de arriba para el caso de espacios vectoriales de dimensién
finita sobre un cuerpo K.

Dado un objeto C' en una categoria monoidal simétrica cerrada C, la relacién precisa
entre el hecho de que d 4 ¢ sea un isomorfismo para todo objeto A en C, y el hecho de que
s4,B,c Sea un isomorfismo para todos los objetos A, B en C es la siguiente:

Teorema 38 Dado un objeto C' en una categoria monoidal simétrica cerrada C, el mor-
fismo
dac:A— (A—C)—C

es un isomorfismo para todo objeto A en C si y sélo si el morfismo
sA,B,C : (A—B) — ((B—(C)—o(A—o())

es un isomorfismo para todos los objetos A, B en C.

Demostracién: Véase la Seccion A.5 en el Apéndice A. O

La dualidad de los espacios vectoriales se generaliza a categorias monoidales simétricas
cerradas como sigue:

Definicién 39 Dada una categoria monoidal simétrica cerrada (C,®, I, a, ¢, e, —o), un ob-
jeto L en C es un objeto dualizante si, para todo objeto A en C, el morfismo natural (en
A)

dat = (canor;ear)l i A— (A—ol)—ol
es un isomorfismo.

Entonces decimos que (C,®, I, a,c,e,—o, L) es una categoria con un objeto dualizante.
O
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Corolario 40 En una categoria monoidal simétrica cerrada (C,®, I, a, c,e, —0), un objeto
L es un objeto dualizante si y sélo si, para todos los objetos A, B en C, el morfismo natural
(en Ay B)

SA.B, 1 : (A—OB) — ((B—OJ_)—O(A—OJ_))

es un isomorfismo. O

En una categorfa C con un objeto dualizante L, escribimos d4 y sa p para denotar
da,l Y Sa,B,1, respectivamente, y denotamos por (_)* el funtor _—oL : C°? — C. Con
esta notacién tenemos

da: A= ALE

s4B:A—oB =, Bt—oA"t.

La eleccion de notacion se justifica por la intima conexién entre dualizacién y negacion
en légica lineal, asi como por la relacién con categorias x-auténomas estudiada en el
Apéndice B.

Motivados por la correspondencia con légica lineal, nos interesa la conectiva %, dual
de ®.

Proposicién 41 Sea (C,®,1,a,c,e,—o, L) una categoria con un objeto dualizante. Si
definimos:

1. A®B = (At ® B*)! para objetos A4, B

2. f%g=(f*®g*t)* para morfismos f,g

)+ L

3. dypo=(idyr ®dgiger ;(CLZLBL’CL) <d£i®BL ®idoL )t

/ _ 1
4. CA,B — (CBL7AL)
N | : 1.(,—1y1, 51
5. €y = <€J_ ®idyu) 7(€AJ_) dy
entonces (C, %, 1,d’,c,€') es una categorfa monoidal simétrica.

Demostracion: Véase la Seccion A.5 en el Apéndice A. O

De nuevo hemos elegido la notacién para sugerir que la conectiva % se interpreta en
los modelos por el funtor % _.

Proposicién 42 En una categoria con un objeto dualizante C, el funtor (J)* : CP —
C es una equivalencia de categorias, y por tanto conserva limites y colimites [99]. Por
consiguiente, C is (finitamente) completa si y sélo si es (finitamente) cocompleta, es decir,
C tiene todos los limites (finitos) sii tiene todos los colimites (finitos).

En particular, si A&B es un producto en C, y T es un objeto final en C, y definimos
A® B = (A+&B1)* para objetos A,BenC,y 0= T+, entonces A® B es un coproducto
en C y 0 es un objeto inicial en C. Esta es una versién categorica de las leyes de De Morgan.

Demostracién: Basta observar que la equivalencia “inversa” de ()* : C%? — C es
()*°P 1 C — C°P, y que ambos funtores estdn relacionados por medio del isomorfismo
natural dq : A — A++.
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El producto A+&B* en C es un coproducto en C% y, como (_)* conserva colimites,
obtenemos que A @ B es un coproducto en C. O

Como hemos ido senalando, nuestra eleccién de notacién ha sido motivada en todo mo-
mento por el deseo de acentuar las conexiones con la légica lineal. En efecto, una seméantica
categoérica natural para la légica lineal interpreta la conjuncién ® y la implicacién lineal
—o como producto tensorial y hom interno, respectivamente, en una categoria monoidal
simétrica cerrada. La negacién clasica (_)* se interpreta entonces como dualizacién por
medio de un objeto dualizante L. Similarmente, las conectivas aditivas & y @ se inter-
pretan como productos y coproductos, respectivamente. Esto motiva nuestra definicién de
una categoria lineal a continuacién como la nocién natural de modelo para la légica lineal
cldsica'. Nuestra definicién es un refinamiento de la de Seely [143], cuyas ideas sobre los
modelos categéricos de la l6gica lineal seguimos en [103].

Definicién 43 Una categoria lineal es una categoria con un objeto dualizante (C, ®, I, a, c,
e,—o, L) y con productos finitos (elegidos?), es decir, un objeto final T y para objetos
cualesquiera A, B, un producto binario denotado A& B (por lo tanto, por la Proposicién 42,
C también tiene coproductos finitos).

Un funtor lineal entre dos categorias lineales (C,®, I,a,c,e,—o, L. T, &)y (C', &', I',d,
e, =o' 1/ T &') es un funtor monoidal simétrico cerrado F de (C,®,1I,a,c,e,—o) en
(C', &', I',d,d,e,—") que conserva la estructura adicional en la categorfa, es decir,
F(L)y=1"F(T)=Ty F(A&B) = F(A)&'F(B).

La categoria LinCat tiene categorias lineales como objetos y funtores lineales como
morfismos. O

Discutimos ahora varios ejemplos de categorias lineales, que también son, por supuesto,
ejemplos de categorias con un objeto dualizante.

Ejemplo 44 Sea R un semianillo conmutativo. La categoria F.Smod g, cuyos objetos son
R-semimédulos libres sobre conjuntos finitos y cuyos morfismos son aplicaciones lineales,
es una categoria lineal. Como una aplicacién lineal esta completamente determinada por
su accién sobre los elementos de una base, una aplicacion lineal del R-semimodulo libre
sobre X, denotado R(X), en el R-semimdédulo libre sobre Y, R(Y'), es lo mismo que una
funcién X — R(Y'), que podemos ver como una R-matriz de dimensién | X| x |Y|, donde
| X| denota la cardinalidad del conjunto X. Por lo tanto, FSmodr es equivalente a la
categoria con conjuntos finitos como objetos y “R-matrices” (funciones X — R(Y)) como
morfismos.

Particularizando el semianillo R, obtenemos los siguientes ejemplos de categorias li-
neales:

No incluimos las exponenciales ! y ?; sin embargo, su tratamiento es perfectamente compatible con
este enfoque y sélo requiere proporcionar la adecuada estructura categérica suplementaria discutida en la
Seccién 2.9.

2La definicién categérica de productos y otras construcciones universales sélo los determina salvo iso-
morfismo; como necesitamos fijar la estructura, suponemos que se ha realizado una eleccién arbitraria pero

fija.
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1. Para R el dlgebra de Boole {0, 1}, la categoria de conjuntos finitos y relaciones
(“40, 1}-matrices”),

2. Para R el conjunto IN de niimeros naturales, la categoria de conjuntos finitos y multi-
rrelaciones (“IN-matrices”), equivalente a la categoria de monoides conmutativos
libres sobre conjuntos finitos y homomorfismos,

3. Para R un cuerpo K, la categoria de conjuntos finitos y “K-matrices,” equivalen-
te a la categoria FdVecty de espacios vectoriales de dimensién finita sobre K y
aplicaciones lineales.

Para todas estas categorfas, la involucién (_)* es la conocida dualidad del dlgebra lineal,
donde el objeto dualizante es el semianillo R. Al nivel de matrices, la dual de una | X|x |Y|-
matriz es su traspuesta |Y| x | X|-matriz.

Un ejemplo muy importante de categoria lineal es la categoria Cohl de espacios cohe-
rentes y funciones lineales [49], que proporcioné la primera semdntica de la l6gica lineal.
Para una exposiciéon de Cohl como categoria lineal remitimos al lector a [143], y para
una buena introduccién a los espacios coherentes a [84]. El espacio coherente dualizante
1 viene dado por un conjunto unitario con la relacién de coherencia obvia.

Todas estas categorias, incluyendo Cohl, tienen en comun la propiedad de que sus
morfismos pueden verse como matrices (llamadas trazas en Cohl). Sin embargo, al nivel
de objetos (espacios coherentes) la involucién ()* en Cohl es de un tipo diferente al de la
dualidad del algebra lineal y da mas la idea de una complementacién; al nivel de morfismos,
si f: A — B es una funcién lineal, entonces f : B+ — Al se define por

(z,y) € Traza(f*) < (y,z) € Traza(f).

Una clase interesante de categorias lineales se obtiene cuando la categoria es un conjun-
to parcialmente ordenado; denominamos a tales conjuntos parcialmente ordenados dlgebras
de Girard. Estas son para légica lineal lo que las dlgebras de Boole son para légica cléasica.
Los trabajos sobre modelos en cuantales [2, 152], que generalizan la seméntica de fases de
Girard [49], se encuadran en este marco. Discutimos este tema mds detalladamente en el
Capitulo 4. O

Ejemplo 45 En el Apéndice del libro de M. Barr [9], su estudiante Po-Hsiang Chu mues-
tra una forma general de construir una categoria con un objeto dualizante Cx a partir de
una categoria monoidal simétrica cerrada C que tiene productos fibrados (pullbacks), y un
objeto fijo K de C.

Los objetos de Ck son triples (X,Y,e: X®Y — K), donde X e Y son objetos de C, y e
es un morfismo en C. Un morfismo de (X,Y,e: X ®Y — K) en (X', Y, ¢/ : X'®Y’ — K)
consiste en un par de morfismos f: X — X'y g: Y’ — Y en C tales que (idy ® g);e =
(f ®@idy); €, es decir, tales que el siguiente diagrama de morfismos en C conmuta:

Xoy  —Wx®9  yoy

f (%) idy/ e

X' oY € K
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Los productos fibrados se usan para definir el funtor de hom interno -—o_ en Cx. El
objeto unidad para el producto tensorial es (I, K,ex : I@ K — K), y el objeto dualizante
es (K,I,cixr;ex : K®1 — K). En general, para un objeto (X,Y,e: X ®Y — K) en Ck,
su objeto dual estd dado por (Y, X,cy x;e: Y ® X — K).

Si la categoria C es (finitamente) completa y cocompleta, es decir, tiene todos los limites
y colimites (finitos), entonces Cx es asimismo (finitamente) completa y cocompleta para
cualquier K [12]. Por la Proposicién 42 ya sabemos que Cx es (finitamente) completa sii
es (finitamente) cocompleta.

La categoria Gamesk definida por Lafont en [85] es la especializacién de la construc-
cién de Chu a la categoria Set de conjuntos y funciones. La categoria Vect de espacios
vectoriales sobre un cuerpo K y aplicaciones lineales es (isomorfa a) una subcategoria
plena de Gamesg; y Top, la categoria de espacios topoldgicos y funciones continuas, y
Cohl son (isomorfas a) subcategorfas plenas de Gamesyg 1y (véase también [87]). O

Como ya hemos senalado en su definicién, en una categoria lineal tenemos coproductos
finitos: un objeto inicial 0 y coproductos binarios denotados A & B.

La siguiente proposiciéon enumera varios morfismos naturales, la mayoria de los cuales
son isomorfismos, que existen siempre en una categoria lineal, y que jugaran un importante
papel en la siguiente seccién; algunos de ellos existen en cualquier categoria monoidal
simétrica cerrada.

Proposicién 46 Sea (C,®,1,a,c,e,—o, L, T, &) una categoria lineal. Entonces,
1. A—o(B—C) = (A® B)—oC

2. [o0A =2 A

6. A¥®B = At—oB =~ (At BhH)t

7. A®B = (A—oBL)l ~ (AJ_QXBJ_)J_

8. A—o(BRC) = (A—oB)BC

9. A9 (BoC) = (A®B)®(A®C0)y A®0 = 0
10. AB(B&C) = (ABB)&(ABC) y ART = T

11. A—o(B&C) = (A—oB)&(A—C)y A—oT = T

12. (A® B)—oC = (A—(C)&(B—C)y 0—oC = T

13. A®(BR®C) — (A® B)®C'y dualmente, (A%B) @ C — AB¥(B® C)
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14. (A A)® (BRC) — (A2 B)B (A’ ® C) y dualmente,
(ABB) @ (ABC) — (ABA)S(B® C)

Demostracién: El isomorfismo en 1 viene dado por (a; (¢ ®id); €)' con inverso (a™1; )
(véase el Lema 94 en el Apéndice A).

Para 2, usamos n = e~ '; ¢; ¢, con inverso (c;e)! (véase el Lema 93 en el Apéndice A).

El isomorfismo para 3 es d4 : A — AL, proporcionado por la Definicién 39 de objeto
dualizante.

Para 4, tenemos el isomorfismo s4 g : A—~oB — Bt —0 At presentado en el Corola-
rio 40.

Para 5, tenemos el morfismo eE_ : I — 1 —ol que es un isomorfismo porque coincide
con la siguiente composiciéon, donde usamos 2 y 3:

1 .
n, - —oid

(I—ol)—ol = 1l-—ol.

sy

1

Para obtener 6 y el dual 7, basta usar el isomorfismo

1
(A B)YY = (A@ B)—l ~ A—o(B—ol) = A—oB™*.

El isomorfismo en 8 se sigue de 6 y 1.

El isomorfismo de distributividad en 9 se deduce a partir del hecho de que el funtor
A ® _ conserva colimites puesto que tiene un adjunto a derecha [99]. Anédlogamente, A—o_
y A% _ (=2 At —o_ por 6) conservan limites porque tienen un adjunto a izquierda. Ademsds,
_—o( transforma colfmites en limites porque _—oC = C+—o(_)*. Esto justifica 10, 11 y 12.

Para obtener los morfismos en la primera mitad de 13 y 14, aplicamos ¢!
siguientes composiciones, donde 7 denota la unidad de la adjuncion _.® A 4 A—o_:

a las

i 8
BRC ™4 (A—o(A® B)BC = A—((A® B)3C)
A2 (B3C) = A (C3B) 2 (40 C)3B DY (4@ )3 (A—o(A® B)) =

~ (A—o(A® B))%(A' ® C) é A—-o((A® B)B(A ® 0)).

Aplicando el funtor () a estos morfismos se obtienen los morfismos duales en la

segunda mitad de 13 y 14. O

3.2. Interpretacion categoérica de la logica lineal

En esta seccion realizamos un andlisis detallado de la semantica de la légica lineal
en términos de categorias lineales. Nuestra presentacién puede verse como el desarrollo
posterior de ideas iniciadas o implicitas en el trabajo de Seely [143]. No obstante, como ya
hemos mencionado, en este trabajo adoptamos una axiomatizacién de categorias lineales
que es mucho mas simple que una basada en categorias *-auténomas. Nos restringimos a
l6gica lineal proposicional, sin las modalidades, pero incluyendo la negacion®. De ahora en

*Este es el fragmento de la légica lineal llamado MALL en [97].
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adelante llamamos a este fragmento ldgica lineal. En vez de adoptar las reglas originales
de Girard [49], usamos con ligeras modificaciones las de Seely [143], puesto que secuentes
convencionales de la forma I' = A son més convenientes para un tratamiento categérico
que secuentes de la forma F A. Definimos modelos de una teoria lineal en categorias
lineales, y probamos la correccion y completitud de la légica lineal con respecto a modelos
en categorias lineales.

Una formula lineal es generada por las conectivas binarias ®,%,&,® y —o y por la
operacién unaria (_)* a partir de una coleccién de constantes proposicionales, que incluye
las constantes légicas I, L, T,0.

Un secuente lineal consiste en un par ordenado de listas finitas de férmulas lineales
(aunque el orden de las férmulas en ambos lados va a ser indiferente debido a la regla
(perm) que presentamos més adelante), junto con un nombre para distinguir diferentes
derivaciones del mismo secuente; en particular, este nombre nos permite distinguir axiomas
con las mismas férmulas, si bien no vamos a desarrollar un lenguaje de pruebas®. De este
modo, un secuente lineal tiene la forma

f:Al,...,Anl_Bl,...,Bm

donde, a la vista de las reglas (®L) y (®R) que presentamos mds adelante, las comas en
la izquierda deben verse como conjuncién ® y las de la derecha como disyuncion %.

En general, no escribiremos el nombre de una derivacion y sélo lo haremos explicito
en algunas ocasiones, sobre todo cuando sea importante distinguir entre dos axiomas con
las mismas férmulas.

Dada una coleccion S de constantes proposicionales no légicas, una S-féormula es una
férmula lineal construida a partir de las constantes en S y las constantes logicas, y un
S-secuente es un secuente lineal cuyas féormulas son S-férmulas.

Una teoria lineal T viene dada por una coleccién S de constantes proposicionales (no
légicas) y una coleccién Ax de S-secuentes llamados aziomas.

Dada una teorfa lineal T' = (S, Az), un S-secuente I' = A pertenece a la clausura de
T, denotada T™, si puede derivarse (del modo habitual, usando arboles finitos) a partir de
los axiomas Ax y S-secuentes que son instancias de los esquemas de axiomas:

(id) AF A
(IR) kI (LL) L+
(TR) THT,A (OL) T,0+ A
(negl) AF At (neg2) At A
(negl) I+ L+ (negl) I+ L

usando las siguientes reglas de inferencia:

4Esta no es una tarea sencilla en absoluto y en este sentido el reciente trabajo de Abramsky [1] es una
contribucién muy importante.
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Reglas estructurales

(perm) T F A baa permutaciones cualesquiera o y 7
( t)I‘I—A,A AT = A
corte I T'FAA
Reglas logicas
(Negacién)
(Loar) DAFBA
var
I'B+F AL A
(Multiplicativas)
r-A r+A
IL) —— L -
IL) 1A (LB FET A
I'A,BFA r-AA I+ B, A
L ) ) ) )
(®L) NNA® BFA (®F) IN\T'FA® B,AA
I'NAFA I, B+ A’ I'-A B A
L ? 9 ) )
(3L) IV, AZBF A A (FR) '+ A%B, A
TFAA ', B+ A ILAF B, A
(—oL) ; G (—oR) =—F—F~
'Y, A—BFA’,A ' A—oB,A
(Aditivas)
I'NAEFA I''BEA
L) ———— L2) —————
(&L1) I A&BF A (&L2) I A&BF A
TFAA I'FB,A
(LR) '+ A&B, A
LAFA IBFA
L ) b
(®L) T,A®BFA
TFAA I'FB,A
OR) s aeB.A (©R2) T aaBA

Como ya hemos senalado anteriormente, estamos interesados no sélo en saber si un
secuente pertenece a la clausura de una teoria o no, sino también en conocer su derivacién.

La notacién categorica que hemos venido usando esta de acuerdo con la notacién légica
introducida por Girard; en nuestra presentacién de formulas y secuentes lineales, el tinico
cambio respecto de la notacion utilizada por Girard es el uso de I en vez de 1 para la
unidad del producto tensorial ®.

Una vez presentadas la sintaxis y la teoria de pruebas de la légica lineal, podemos
discutir su semantica categérica. Dada una categoria lineal C, una teoria lineal T' = (S, Ax)
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y una asignacién de un objeto |s| en C a cada constante s € S, es claro que podemos
interpretar cualquier S-férmula A como un objeto |A| en C. Luego, podemos asociar a una
derivacién de un S-secuente Aq,..., A, F By,..., By un morfismo |[A;|® -+ ® |A,| —
|B1|® - BBl enC.Sin =0, |A1|®---®|Ay| sereduce a I,y sim =0, |B1|% - %|Bp|
se reduce a L.

Asf pues, una interpretacién de una teoria lineal T' en una categoria lineal C viene dada
por la asignacién de un objeto |s| € Ob(C) a cada constante s € S, extendida libremente
a S-féormulas, y de un morfismo |f] : |[41| ® -+ ® |A,| — |B1|® - ®|Bp| en C a cada
S-secuente f : A1,..., A, F By, ..., By, en Az. Sin embargo, este concepto puede definirse
de una forma més categorica y elegante mediante el uso de morfismos de teorias lineales.

Definicién 47 Dadas dos teorfas lineales T = (S, Az) y T = (S', Az’), un morfismo
de teorias lineales L : T — T’ lleva S-férmulas a S’-férmulas, conservando todas las
operaciones, es decir, L(I) = I, L(A® B) = L(A) ® L(B), L(At) = L(A)*, etc., y lleva
un S-secuente

f:A,..., A, b By1,...,B,, € Az

a un S’-secuente
L(f): L(Ay), ..., L(Ay) F L(By), ..., L(By,) € Ax'.

De este modo se define una categoria LinTh con teorias lineales como objetos y mor-
fismos de teorfas lineales como morfismos. O

Es claro que una ®-teorfa es un caso especial de teorfa lineal® y que un morfismo
L:T — T’ de ®-teorfas es asimismo un morfismo de teorias lineales cuando consideramos
T y T' como teorias lineales. Por lo tanto, tenemos un funtor inclusién de ®-Th en LinTh.
Ademads, como la regla (®) de la Definicién 26 es una regla derivada en l6gica lineal, dada
una ®-teoria T' tenemos T°¢ C T*.

Definicion 48 Dada una categoria lineal C, se define una teorfa lineal C° cuyas constantes
son los objetos de C y tal que

f:Al,...,Anl_Bl,...,Bm

es un axioma de C° siy sélosi f: A1 ®---® A, — B1%--- % B,, es un morfismo en C.
O

Obviamente, un funtor lineal F : C — (’ induce un morfismo de teorias lineales
F°:C° — C", y por lo tanto hay un “funtor de olvido” (.)° : LinCat — LinTh.

Ahora una interpretacion de una teoria T' en una categoria lineal C es justamente un
morfismo de teorias lineales T' — C° en LinTh, y un modelo de T va a consistir en una
categoria lineal C junto con una interpretacion de 1" en C.

SHablando estrictamente, esto no es completamente preciso, ya que en el caso de ®-teorfas hemos
supuesto que ® es asociativo y conmutativo, mientras que en el caso de teorias lineales no estamos ha-
ciendo ninguna identificacién sintactica. No obstante, éste es un detalle técnico de poca importancia cuya
correccién se deja como ejercicio.
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Definicion 49 Dada una teoria lineal T', un modelo de T' consiste en una categoria lineal
C y un morfismo de teorias lineales 7 : T' — C°.

Un morfismo® entre dos modelos (C,Z) y (C’,I') de T es un funtor lineal F : C — C’
tal que Z; F° =7’ en LinTh.

De esta forma se define la categoria Mod(T') de modelos de T. O

La demostracion del siguiente teorema es una generalizacion de la Proposicién 13 en el
Capitulo III de la tesis doctoral de V. de Paiva [127]. De Paiva considera interpretaciones
de la légica lineal en un marco categérico ligeramente diferente que no es completamente
compatible con categorias lineales.

Teorema 50 Dada una teoria lineal 7' = (5, Az) y un modelo (C,Z) de T, para cada
derivacién de un S-secuente

Al,...,Anl—Bl,...,Bm e T
existe en C un morfismo

T(A) ® - @ T(An) — T(B1)N - - BL(By).

Demostracién: Si I es una lista Aq,..., A, a la izquierda de un secuente, denotamos
por G el objeto Z(A;) ® -+ ® Z(Ay,), y andlogamente, si A es una lista By,..., By, a la
derecha de un secuente, denotamos por D el objeto Z(B1)%---BZ(By,) (incluyendo los
casos n =0y m = 0). En la demostracién, omitimos Z para facilitar la notacién.

Los esquemas de axiomas (id), (IR), (LL), (negl) y (neg2) asi como las reglas (perm),
(IL), (LR), (®L) y (B R) son obvios. Para los esquemas de axiomas (T R), (0L), (negl) y
(negl), basta considerar los isomorfismos T%D = T,G®0 = 0,1 = 1+yIt = 1,
respectivamente.

Para (corte), si f: G — ABD,g: A® G’ — D', tenemos

G'® G o' ¢ (ABD) — (&' ® A)3D 224 D'3D.

Para (Lwvar), de un morfismo G ® A — B% D obtenemos mediante la adjuncién un

morfismo G — A—o(B?% D). Usando el isomorfismo

A—o(BBD) = (A—oB)®D = (BT —A)®D = Bt —(A*3D)

y la adjuncién de nuevo obtenemos un morfismo G ® B+ — AL®D.
Para (®R), si f: G — A®D,g: G' — BR®D', componemos f ® g con el morfismo

(DBWA) ® (D'8B) — (DBD)®(A® B).
Para (®L),si f:G®A— D,g: G'® B— D', componemos el morfismo
(G®G)®(ABB) — (G ® A)R(G' @ B)

5Esta no es la definicién mas general posible de morfismo. Una definicién més general supondria el
uso de transformaciones naturales, cuando se ven las interpretaciones como funtores lineales (véase el
Teorema 53).
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con f%g.
Para (—oL),si f: G — A®¥D,g: G ® B — D', tenemos la composicién:

G®G ®(A—oB) 24 (¢' ® (A—oB)) ® (ABD) —

(G ® (AoB) @ A3D “EY (o 3D D pyp.

Para (—oR), el resultado se sigue de la adjuncién y el isomorfismo
A—(BBD) = (A—B)%D.

(&L1), (&L2) y (®R1), (®R2) usan las proyecciones del producto y las inyecciones del
coproducto, respectivamente.
Finalmente, para (&R) y (®L) se usan los isomorfismos

(A&B)®D = (AB¥D)&(B%D), GR(A®B) =2 (GA) o (G® B)
respectivamente. O

Hemos visto como una categoria lineal da lugar a una teoria lineal. Reciprocamente, a
una teoria lineal se le asocia una categoria lineal “libre.”

Definicién 51 Dada una teorfa lineal T' = (S, Az), existe una categoria lineal £[T] cuyos
objetos son las S-féormulas, y cuyos morfismos son clases de equivalencia de derivaciones
de S-secuentes I' = A € T* con respecto a la congruencia generada por la coleccién
de ecuaciones que una categoria necesita satisfacer para ser una categoria lineal. Esta
coleccién puede obtenerse seleccionando todas las reglas ecuacionales del Apéndice C. O

Ejemplo 52 Dadas férmulas A, B,C, D y morfismos f : A — B, ¢ : C — D corres-
pondientes a derivaciones de los secuentes A - B y C' + D respectivamente, el morfismo
f®g: A®C — B® D es la clase de equivalencia de la derivacion

AFB CHFD

A CFB®D

A CFB®D

obtenida usando las reglas (®R) y (®L). (De paso, este ejemplo demuestra nuestra afir-
macién de que la regla (®) de la Definicién 26 es una regla derivada en légica lineal.)
Otros ejemplos pueden encontrarse en el articulo de Seely [143]. O

Esta discusiéon sugiere que una interpretacion Z : T' — C° de T en C puede extenderse
de forma tnica a un funtor lineal £L[T] — C.

Teorema 53 Dada una categoria lineal C y una teoria lineal 71" existe una biyeccion na-
tural entre funtores lineales de L£[T'] en C y morfismos de teorias lineales T — C°. En
otras palabras, el funtor L[] : LinTh — LinCat es adjunto a izquierda del funtor (_)° :
LinCat — LinTh.
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Ademss, existe un isomorfismo de categorias
Mod(T) ~ L[T]/LinCat,

entre la categoria de modelos de T' y la categoria de objetos bajo L[T] (slice category)
L[T)/LinCat cuyos objetos son funtores lineales J : L[T] — C y cuyos morfismos F :
J — J' son funtores lineales F : C — C’ tales que J; F = J'.

Demostraciéon: Un morfismo de teorias lineales T' — C° o interpretacién de T en C se
extiende libremente a férmulas, es decir, objetos de L[T'], y usando el Teorema 50 a (clases
de equivalencia de) derivaciones, que son los morfismos en £[T], dando lugar a un funtor
lineal L][T] — C. Reciprocamente, es obvio que la restricciéon de un funtor lineal L[T] — C
a las formulas que son las constantes proposicionales en la teoria lineal T da lugar a una
interpretacion de T en C. Y estos dos procedimientos son uno inverso del otro.

Sea F : C — €’ un morfismo entre los modelos (C,Z) y (C',Z') de T, o sea, F es un
funtor lineal tal que Z; F° = 7’ en LinTh. Entonces, si Z e Z’ son los funtores lineales
correspondientes a Z e 7’ respectivamente bajo la biyeccién de arriba, es facil ver que
I, F = 1'; por lo tanto, F es también un morfismo entre Z e Z’ en L[T]/LinCat. De esta
forma, la biyeccion anterior ha sido extendida a un isomorfismo de categorias. O

Corolario 54 El modelo (L[T],T — L[T]°) es inicial en la categoria Mod(T), donde
T — L[T]° es la inclusién obvia de teorias proporcionando la unidad de la adjuncién

LA

Demostracién: El modelo (L[T],T — L[T]°) corresponde, bajo el isomorfismo de cate-
gorfas del Teorema 53, al funtor identidad 1.7} : L[T] — L[T], que es el objeto inicial en
la categoria L[T]/LinCat. O

Corolario 55 Si T = ((),0) es la teorfa lineal pura, la categorfa lineal L[T] es un objeto
inicial en la categoria LinCat.

Demostracién: Basta notar que para T la teoria lineal pura, la categoria Mod(T) de
modelos de T' puede identificarse con LinCat. O

Estos resultados, asi como los ejemplos de categorias lineales presentados en el Ejem-
plo 44, sugieren que las categorias lineales constituyen una nociéon de “modelo” muy general
para la légica lineal”. Este punto de vista es completamente andlogo a la forma en que
categorias cartesianas cerradas proporcionan una nocién de modelo muy general para el
lambda calculo con tipos.

Definicién 56 Dada una teoria lineal T'= (S, Azx), un modelo (C,Z) de T'y un S-secuente
Ai,..., Ay b By,..., By, decimos que (C,Z) satisface este secuente y escribimos

(€, I)= Ai,...,AyF By,...,Bp

si existe en C un morfismo Z(A41) ® --- ® I(A,) — Z(B1)% -+ - BZ(By,).
Similarmente, (C,Z) satisface una coleccién @ de S-secuentes, denotado (C,Z) | @, si
(C,7) satisface todos los secuentes en (). O

"Naturalmente, para interpretar las conectivas exponenciales se necesita estructura adicional.
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Desde este punto de vista, el Teorema 50 afirma la correccién de las reglas de inferencia
con respecto a esta nocién de satisfaccion. También obtenemos facilmente un resultado de
completitud:

Teorema 57 (Completitud) Dada una teorfa lineal T = (S, Az) y un S-secuente I' - A,

'FA € T" <« (LT, T L[T]°)E TFA.
Demostracién: Basta notar que la interpretacion T' — L[T]° asigna a una férmula A
ella misma como objecto de L[T'], y que los morfismos en £[T] son clases de equivalencia
de pruebas. Por lo tanto, el secuente Ay,..., A, F B1,..., By, tiene una prueba si y sélo
si hay un morfismo 41 ® ---® A, — B1%---®¥By, en L|T]. O

Corolario 58 Dada una teoria lineal T' = (S, Az) y una coleccién @ de S-secuentes,
QCT = (LIT),T— L) Q.0

Observacion 59 Los resultados en los Teoremas 53 y 57 muestran que la légica lineal
es una logica categorica en el sentido de la Definicion 9 en la Introduccion sobre légicas
categdéricas (Capitulo 0). O

3.3. Relaciones funtoriales entre redes de Petri y logica li-
neal

En la Seccién 2.3 hemos hecho notar que una categoria de Petri es un caso especial
de categoria monoidal simétrica; por lo tanto, hay un funtor inclusién de la categoria
PetriCat de categorias de Petri en la categoria MonCat cuyos objetos son categorias
monoidales simétricas y cuyos morfismos son funtores monoidales simétricos. Como una
categoria lineal es una categoria monoidal simétrica, también hay un funtor de olvido
V : LinCat — MonCat. Tomando en consideracion las categorias Petri, ®-Th y LinTh,
nos encontramos con la situacion descrita en el siguiente diagrama de funtores:

T
Petri £ PetriCat ¢ , MonCat
U
! V| |D[]
. L[] .
®-Thc__ , LinTh LinCat

En este diagrama las flechas — denotan funtores inclusion, ~ denota un isomorfismo
de categorias, U y V son funtores de olvido, 7] es adjunto a izquierda de U, L[] es adjunto
a izquierda de (.)°, y el funtor D[] : MonCat — LinCat es el adjunto a izquierda del
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funtor de olvido V : LinCat — MonCat definido a continuacién. La intencién de este
diagrama es que, tras descartar los funtores de olvido U,V y (-)°, deberiamos obtener un
diagrama conmutativo salvo isomorfismo, es decir, dada una red de Petri N nos gustaria
tener el isomorfismo D[7 [N]] ~ L[N]. Sin embargo, esto no es cierto debido al desacuerdo
entre el tratamiento estricto de @ en T[N] y el tratamiento no estricto de ® en £[N]. Este
no es un obstaculo serio en absoluto, y el deseado isomorfismo puede obtenerse adoptando
simplemente un tratamiento no estricto desde el principio.

Dada una categoria monoidal simétrica (C,®, I, a,c,e), construimos una categoria li-
neal libre (D[C],®,1,a,c,e,—o, L, T, &) generada por C. Nétese el retso de los simbolos
®, 1, a,c, e. Esto nos permite simplificar la notacién asi como disminuir el nimero de reglas
necesarias para definir D[C]|, porque evitamos tener que escribir las reglas que dicen que
las nuevas operaciones coinciden con las viejas al restringirlas a C.

Los objetos de D|C] se generan libremente a partir de los objetos de C y nuevos objetos
1L, T, cerrando con respecto a las operaciones ®, —o y &. Los morfismos de D|C] se obtienen
a partir de los morfismos de C y familias de morfismos id,a,a™ !, c,e,e ! e, m, 7/, (),d 1,
cerrando libremente con respecto a las operaciones _;_, - ® _, (_)T, (-,-) e imponiendo la
coleccién de ecuaciones que una categoria necesita satisfacer para ser una categoria lineal.

El conjunto completo de reglas de inferencia que definen D|C] aparece en el Apéndi-
ce C, clasificado de acuerdo a la estructura categérica que cada subconjunto de reglas le
proporciona a D|C]:

» C es una subcategoria de DIC]: cada objeto y morfismo de C estédn en D[C].

» D[C] es una categoria: composicién _; _, identidades id y las esperadas ecuaciones de
asociatividad e identidades.

» D|C] es monoidal simétrica: el funtor _® _y los isomorfismos naturales a, ¢, e satis-
faciendo las condiciones de coherencia de Mac Lane-Kelly; el objeto I estd en DIC]
pues ya pertenecia a C.

» D|C] es monoidal cerrada: _—o_ sobre objetos, el morfismo evaluacién ¢ y la funcién
f — fT que constituyen la adjuncién

Hompye) (B ® A,C) — Hompc|(B, A—C).

» D[C] tiene productos finitos: un objeto final T y para cada par de objetos A, B un
objeto A& B y proyecciones m, 7', sujetas a la correspondiente condicién universal.

» D[C] tiene un objeto dualizante: un objeto L, y para cada objeto A un inverso
d;': (A—l)—ol — A del morfismo

(CA,A—OL;gA,L)T A — (A—OJ_)—OJ_.

Con la detallada presentacién de la construccién de DI[C] tal y como aparece en el
Apéndice C, es rutinario completar la demostracion del siguiente

Teorema 60 El funtor de olvido LinCat — MonCat tiene un adjunto a izquierda D[] :
MonCat — LinCat, es decir, dada una categoria monoidal simétrica C, D[C] es la categoria
lineal libre generada por C. O
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3.4. Combinadores categoricos

En su articulo [82], Lafont presenté una seméntica categérica de la 16gica lineal intui-
cionista en términos de categorias monoidales simétricas cerradas, y la usé para desarrollar
una Mdquina Lineal Abstracta. La idea general de este paso de légica a categorias y de
categorias a cddigo de maquina es como sigue. Primero se define una traducciéon de un
calculo 16gico a una coleccién de morfismos especiales, llamados combinadores categoricos,
sujetos a un conjunto de ecuaciones que definen una clase de categorias; luego se define
una maquina abstracta cuyos programas son expresiones que denotan morfismos en una
categoria libre y cuya computacion es reduccién de tales expresiones a forma canodnica
usando las ecuaciones. Esto generaliza a categorias monoidales simétricas cerradas la tra-
duccién entre pruebas de deducciéon natural, escritas como términos del lambda célculo
con tipos, y combinadores categoricos para categorias cartesianas cerradas estudiada por
Curien [34] y usada en la Mdquina Categorica Abstracta [33]. El paralelismo entre ambas
ideas estd hecho mucho més explicito en la tesis doctoral de Lafont [83].

Nuestra construccién de una categoria lineal libre, presentada en detalle en el Apéndi-
ce C, puede verse desde esta perspectiva como una extensién del trabajo de Lafont que
proporciona combinadores categéricos para categorias lineales, o sea, para légica lineal in-
cluyendo negacion®. Sin embargo, nuestra primera presentacién en términos de categorias
s-auténomas [103] era excesivamente complicada: aparte de los combinadores categéri-
cos que definen una categoria monoidal simétrica cerrada, necesitibamos una negacién
explicita (_)* sobre los objetos, e isomorfismos naturales s4 g : (A—0B) — (B+—A1) y
dy: A — A+L
de un objeto dualizante presentada en este trabajo proporciona un conjunto equivalente
de combinadores mucho mds simple. Sdlo necesitamos anadir un objeto especial L (el
objeto dualizante) y un inverso para el morfismo ya presente (c;e)! : A — A+L donde
At = A—o1. Un aspecto interesante que valdria la pena investigar es la nocién apropia-
da de reduccién para estos combinadores asi como también la posibilidad de extender la
Maéquina Lineal Abstracta a este contexto més general.

sujetos a cuatro ecuaciones nada intuitivas. La axiomatizacion en términos

3.5. Especificacion de concurrencia mediante légica lineal

Esta es naturalmente una de las intenciones explicitas de la légica lineal. Sin embargo,
queda mucho por hacer para aprovechar completamente las prometedoras conexiones entre
logica lineal y concurrencia. En este trabajo hemos tendido un puente entre redes de Petri
y légica lineal al nivel de su teoria de modelos en términos de su seméantica categérica.
Un beneficio inmediato de tal conexién es una definicién precisa de satisfaccion de una
formula de légica lineal por una red de Petri, como se describe a continuacién.

En general, un buen método para considerar los posibles usos de (diferentes variantes
de) la ldgica lineal para sistemas concurrentes es la nocién de célculo de concurrencia
introducida por Milner en [119]. De forma muy breve, tal cdlculo consiste en una légica £
usada para escribir especificaciones y una clase de sistemas concurrentes C, junto con una

8 Aunque nosotros no tratamos la conectiva exponencial !, tratada en [82], ésta puede integrarse en
nuestro marco mediante la adicién de la estructura categérica discutida en la Seccién 2.9.
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relacién @ = ¢ que afirma que un sistema concurrente ) en C satisface una especificacién
@ en L. Milner [119] da varios ejemplos, incluyendo el conocido caso en que C es CCS y £
es la légica de Hennessy-Milner. El caso en que L es logica lineal proposicional y C es la
clase de redes de Petri se hace explicito en la siguiente definicién.

Definicién 61 Dada una red de Petri N = (9y,01 : T — S®), y un S-secuente I' - A,
decimos que N satisface I' = Ay escribimos N =T'F A si y sélo si (L[N], N — L[N]°) =
'FA. O

Por el Teorema 57 de completitud, sabemos que N =T'F A siy sélosiI' F A pertenece
a la clausura N*, es decir, sii tal secuente es derivable a partir de los axiomas {¢ : *t F ¢* |
t € T} mediante los axiomas y reglas de la légica lineal presentados en la Seccién 3.2. Por
lo tanto, podemos considerar N* como la coleccién de todas las especificaciones escritas
como S-secuentes de légica lineal que la red de Petri N satisface, y L[N] como el modelo
categérico apropiado” en el cual se pueden interpretar tales especificaciones.

Como ya hemos visto en el Capitulo 2, la interpretacion intuitiva de las conectivas & y
@ es eleccion externa e interna, respectivamente. Una féormula escrita usando solamente la
conectiva ® corresponde a los recursos disponibles, con ® significando la acumulacién de
recursos; la negacion de tal férmula mediante (_)* corresponde a una “deuda” de recursos, y
%, siendo dual de ®, corresponde a la acumulacion de deudas; esta interpretacién intuitiva
estd de acuerdo con la dualidad (A ® B)* = (A+%B). La conectiva —o de implicacién
lineal expresa estados condicionales donde una transicién ha sido empezada consumiendo
algunos de los recursos que necesita, pero ain no ha sido concluida debido a la falta de
los recursos restantes.

Ejemplo 62 La red de Petri en la Figura 3.1 extiende la de la Figura 2.3 anadiendo las
posibilidades de comprar una manzana o un pastel con cuatro cuartos en vez de un ddlar,
y de cambiar un délar en cuatro cuartos. Esta red satisface, entre otras, las siguientes
especificaciones:

1. $Fa&kc&q?

2. ¢*rake
3. $2Fa®c
4. $@q¢* g8
5. $@q¢tka
6. $o¢* ¢

7. $@¢ttasdc
8. $Facad)&d?&P& (?®9)

9Como ya hemos sefialado varias veces en este trabajo, L[N] contiene todas las computaciones de
la red de Petri N asi como las adicionales “computaciones idealizadas” correspondientes por ejemplo a
posibilidades de eleccién externa (&), a inversiones de causalidad (()*), etc.
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$
’ cmp-a ‘ ‘ cmp-c ‘
cambio aQ @C
‘ cmp-d ‘ ‘ cmp-c ‘
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q

Figura 3.1: La cuarta red de Petri para comprar manzanas y pasteles.

10.

11.

12.

13.

$Fa@$Looo

at - $t

at¥ct F $ER$L
at ®ct-§t

$+$—o(a®c)

El significado intuitivo de las anteriores especificaciones es:

Con un ddlar, se puede elegir entre comprar una manzana y (&) comprar un pastel
y (&) cambiarlo en cuatro cuartos.

Con cuatro cuartos, se puede elegir entre comprar una manzana y (&) comprar un
pastel.

Con dos délares, se puede comprar una manzana y (®) un pastel.

Con un délar y (®) cuatro cuartos se pueden conseguir ocho cuartos.

Con bien un délar o (@) bien cuatro cuartos, se puede comprar una manzana.
Con bien un délar o (@) bien cuatro cuartos, se puede conseguir cuatro cuartos.

Con bien un délar o (@) bien cuatro cuartos, se puede comprar bien una manzana
o (@) bien un pastel.
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8. Con tres ddlares, se puede elegir entre: (i) comprar una manzana y (®) un pastel
y (®) conseguir cuatro cuartos, y (&) (i¢) cambiarlos en doce cuartos, y (&) (éi7)
comprar tres pasteles, y (&) (iv) comprar sélo dos pasteles y (®) ahorrar un délar.

9. Con un délar, podemos conseguir una manzana o (&) mil délares. Este es un ejemplo
de eleccién interna que, en esta red de Petri, siempre se lleva a cabo mediante la
eleccion de la primera posibilidad.

10.  Se puede sustituir una deuda ((0)*) de una manzana por una deuda ((_)*) de un
doélar.

11.  Se puede sustituir una deuda ((_)*) de una manzana y (%) un pastel por una deuda

(1)) de dos délares.

12.  Se puede sustituir una deuda ((_)*) de bien una manzana o (&©) bien un pastel por
una deuda ((_)*) de un délar.

13.  Teniendo un délar, si uno tuviera otro délar, entonces (—o) se podria comprar una
manzana y (®) también un pastel. O

El objetivo de usar axiomas de légica lineal para especificar propiedades de concu-
rrencia aparece también explicitamente en los trabajos de Asperti [6], Gunter y Gehlot
[65], v Engberg y Winskel [41]. En particular, Asperti [6] sugiere que axiomas al nivel de
l6gica de predicados de primer orden podrian ser de utilidad y corresponderian en general
a descripciones al nivel de redes de predicados/eventos [134, 46] (un trabajo relacionado
es [108]).

Nuestra opinion es que axiomas de légica lineal proposicional de segundo orden podrian
ser utiles para especificar propiedades globales de un sistema concurrente, ya que cuantifi-
cacién de segundo orden corresponde intuitivamente a cuantificar sobre todos los estados
de un sistema. No obstante, deberia ser importante distinguir entre cuantificacion sobre
estados “reales” e “ideales,” y esto podria hacer la légica méas complicada de lo esperado;
la forma precisa y el significado de tales especificaciones requieren més investigacién en
este tema. Engberg y Winskel [41] consideran también la posibilidad de anadir recursién
a la légica.

3.6. Categorias (lineales) cancelativas

En la Seccién 2.8 hemos introducido la légica lineal cancelativa, obtenida a partir de la
l6gica lineal mediante la identificacion de las conectivas ® y % y sus respectivos elementos
neutros I y L, como una légica en la cual se puede expresar una nocion extendida del
juego de marcas en redes de Petri, llamado juego financiero, donde la negacion se interpreta
como una deuda de recursos.

Los modelos categéricos de esta légica son categorias lineales cancelativas, llamadas
compactas en [9]. Ahora vamos a explicar en detalle esta nocién; més en general, podemos
prescindir de los productos, y hablar de categorias con un objeto dualizante que son cance-
lativas.
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Aunque nuestra motivacion original para definir categorias cancelativas viene de nues-
tro trabajo sobre la relacién entre logica lineal y concurrencia, esta nocion puede verse
también como una axiomatizacion de un grado de dualidad mds completo, en el cual se
dispone de isomorfismos adicionales

(A B)* =~ Al @ B, I~ 1.

Mas adelante demostraremos que los espacios vectoriales de dimensién finita, o méas gene-
ralmente los semimoddulos libres finitamente generados sobre un semianillo conmutativo,
forman una categoria lineal cancelativa. Por lo tanto, la dualidad del dlgebra lineal es
estrictamente mas rica que otras dualidades mas débiles que no son cancelativas.

Definicién 63 Una categoria cancelativa es una categoria con un objeto dualizante (C, ®,
I,a,c,e,—o, 1) e isomorfismos naturales vy p: A® B — A®¥B y A : I — L que hacen
que las estructuras monoidales simétricas (C,®, I,a,c,e)y (C, %, L, da’,c,¢'), definida esta
ultima en la Proposicién 41, sean isomorfas, es decir, los diagramas en la Figura 3.2 deben
conmutar.

Una categoria lineal cancelativa es una categoria cancelativa que tiene productos finitos.
O

Ejemplo 64 La categoria lineal F'dVecty de los espacios vectoriales de dimensién finita
sobre un cuerpo K y las aplicaciones lineales es cancelativa. Mdas generalmente, la misma
propiedad es satisfecha por la categoria F'Smodpr, cuyos objetos son los R-semimddulos
libres finitamente generados sobre un semianillo conmutativo R y cuyos morfismos son
aplicaciones lineales.

El isomorfismo v4 p : AQ B — A% B se define como sigue. Dada una base {a; | i € I'}
de A y una base {b; | j € J} de B, una base para A® B es {a; ®b; | i€ I,j € J}, y por
linearidad basta dar el resultado de aplicar v a los miembros de una base. En este caso,
v(a; ® b;) es la forma lineal

v(a; ® bj) : A*®@B* — K
Yoan(fe@h) — D ar(fila:) - hi(by))
P

k

donde - denota el producto en el cuerpo K.

Supéngase que {p; | i € I} es la base de A* dual de {a; | i € I}, es decir, p;(a;ir) =
(donde, como es habitual, d; ; denota la delta de Kronecker definida por ¢;; = 1 si ¢ =4
y ;i = 0si¢ #4'), y andlogamente {g; | j € J} es la base de B* dual de {b; | j € J};
una forma lineal [ € (A* ® B*)* se caracteriza por los elementos {l(p; ® ;) | i € I,j € J},
y la aplicacién inversa de v asigna a [ el elemento 3, ; I(p; ® g;)(a; ® bj) de A® B. No es
dificil probar que estas aplicaciones son efectivamente una inversa de la otra, que v4 p es
natural (en A y B), y que v hace conmutar los diagramas de la Figura 3.2. Por supuesto,
en el caso de espacios vectoriales I = K = 1, y entonces A = idg. O
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A® (B®C) a ~(A®B)®C
v v
AR(B® C) (A® B)3C
1A%y V¥id
AR(B3C) :4 (ABB)BC
A®B ¢ B® A
v v
ABB ¢ B3A

I®A € A
14 6,
34— AVid 134

Figura 3.2: Diagramas conmutativos para una categoria cancelativa.

Ejemplo 65 La categoria Cohl de espacios coherentes y funciones lineales es un ejemplo
de categoria lineal no cancelativa, si bien en este caso I = 1. Recordemos que un espacio
coherente X se caracteriza por un grafo reflexivo no orientado, llamado la red de coherencia
(web) de X, que representa la relacién de coherencia sobre el conjunto subyacente |X|;
es mas, si dos espacios coherentes son isomorfos en Cohl, sus correspondientes redes de

coherencia son isomorfas como grafos. Sabiendo esto, si X se representa por *2
e Y es el espacio discreto 1le o2 tenemos o3
(1,1) (1,2) (1,1) (1,2)
XY =(2]1)e ¢(2,2) mientras que X®Y =(2,1)e *(2,2)
(3,1) (3,2) (3,1) (3,2)

Resumiendo, en general, X ® Y 2 X&®Y en Cohl. O

Para una categoria con un objeto dualizante queremos expresar la condicion de ser
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1

(A (Be )t —= (A B)® C)*
p Il
Al ® (B C)*+ (Ao Byt @ C+
id® p U ®id
AL @ (B ch) a (At @ By oot
(A B)* ct (B A)*
[ T
At @ Bt ¢ Bl g AL
(I Ayt e AL
1 e !

(j; M) @id

It AL I® At

Figura 3.3: Diagramas alternativos para una categoria cancelativa.

cancelativa en términos de ® y (.)* en vez de ® y & como antes, para eludir asi la

complicada definicién de los isomorfismos de coherencia a’,c’ y €. Para esto usamos el
funtor (_)* y el isomorfismo d4 : A — A+ para definir un isomorfismo

pap:(A® Bt — At @ Bt

: y S
mediante la expresion p4p = (I/A’B) ’dAl®Bi‘

entre las dos clases de isomorfismos, ya que v se puede recuperar por medio de la definicién
vA.B = dAgB; (,u;lB)L. Entonces, los diagramas de la Figura 3.2 se transforman en los de
la Figura 3.3 y obtenemos la siguiente caracterizacién de una categoria cancelativa.

De esta forma obtenemos una biyeccion

Proposicion 66 Una categoria cancelativa es una categoria con un objeto dualizante
(C,®, I,a,c,e,—o, 1) junto con isomorfismos naturales

pap @ (AeB)t — At @ Bt
A IT— 1

satisfaciendo las ecuaciones:

. : _ L . (5 .
paeB.c; (A ®idor) = ajpcoipaBec; (idgr @ pupc)iasr gL ot



86 PARTE 1. LOGICA LINEAL

1L
MB,A = C4B;MAB;CAL BL
L. _ = Llors L ;
€A 1A = eAJ_7((.]J_7)‘ )®ZdAL)'D

Es interesante observar que la composicién (j ; )\L) : I — I+ que aparece en la dltima
ecuacion es igual a \; nll.

Anadiendo a las reglas en el Apéndice C reglas generadoras para los isomorfismos p y
Ay reglas ecuacionales para las ecuaciones de la Proposicion 66, y sustituyendo en todas
partes D[C] por H[C], se prueba el siguiente resultado.

Proposicion 67 Si CLinCat denota la categoria de categorias lineales cancelativas y
funtores que conservan toda la estructura, el funtor de olvido CLinCat — LinCat tiene
un adjunto a izquierda

H[] : LinCat — CLinCat. O

Denotamos por C[T] la imagen bajo este adjunto a izquierda de la categoria lineal £[T]
asociada a una teoria lineal 7.

Un modelo cancelativo de una teoria T' es un modelo (C,Z) de T', como en la Defi-
nicién 49, tal que C es una categoria lineal cancelativa. Con una nocién de satisfaccién
andloga a la de la Definicién 56, tenemos un teorema de correccién y completitud:

Teorema 68 Un secuente I' = A es satisfecho por todos los modelos cancelativos de una
teoria 1" si y sélo si es derivable a partir de T" mediante los axiomas y las reglas de logica
lineal cancelativa. O

Como antes, la completitud se demuestra usando la categoria C[T).



Capitulo 4

Algebras de Girard y modelos en
cuantales

Consideramos importante insistir en que, como las categorias lineales son simplemente
categorias con estructura algebraica adicional, pueden axiomatizarse completamente de
una forma finitaria, ecuacional y de primer orden. Esto es bien sabido en légica categérica
y remitimos, entre otros, a los trabajos [42, 93, 13] para més detalles sobre este tipo de
axiomatizaciones. Este argumento tiene gran importancia puesto que, al usar categorias
lineales como modelos de ldgica lineal, podemos entender mejor y clasificar tales modelos
(e incluso encontrar otros nuevos) teniendo en cuenta axiomas ecuacionales adicionales
que se pueden imponer.

Una clase de modelos para la légica lineal basada en conjuntos parcialmente ordenados
ha sido propuesta en la forma de cuantales [2, 152] (en las referencias en estos articulos
el lector encontrard més informacién sobre el tema de los cuantales), que también son
adecuados para el caso no conmutativo [152]. De hecho, la seméntica original de fases para
la 16gica lineal descrita por Girard en [49] se basa en el cuantal libre sobre un monoide. En
este capitulo relacionamos esta clase de modelos con los modelos categoricos presentados
en el Capitulo 3. Nos restringimos al caso conmutativo. La relaciéon es muy simple: es
meramente una inclusion en el sentido de que los cuantales de Girard constituyen un caso
especial de categorfas lineales cuya estructura de categorfa' es un conjunto parcialmente
ordenado, que nosotros denominamos algebras de Girard.

Definicion 69 Un dlgebra de Girard es una categoria lineal que es un conjunto parcial-
mente ordenado. O

Esta nocién corresponde a restringirnos a la clase ecuacional de modelos definida me-
diante las dos ecuaciones (condicionales) adicionales:

Vf,g € Mor, dom(f) =dom(g) N cod(f) =cod(g) = f=g

Vf,g € Mor, dom(f) = cod(g) A cod(f)=dom(g) = f=g.

! Cualquier conjunto parcialmente ordenado (P, <) puede verse como una categoria cuyos objetos son
los elementos de P y donde hay un tnico morfismo a — b si y sélo si a < b en (P, <).
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La primera ecuacién obliga a una categoria a ser un preorden, y al anadir la segunda este
preorden tiene que ser antisimétrico, dando lugar a un conjunto parcialmente ordenado.
Como es habitual en algebra universal (véase por ejemplo [13, Teorema 4.4.1]), cuando
tenemos una subcategoria plena definida por una coleccién de ecuaciones, esa subcategoria
es reflectiva dentro de la mayor que la contiene, es decir, su funtor inclusién tiene un
adjunto a izquierda llamado reflexion [99]. En nuestro caso, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 70 Si GirAlg denota la subcategoria plena de LinCat cuyos objetos son las
algebras de Girard, entonces el funtor inclusién GirAlg — LinCat tiene una reflexion

Q] : LinCat — GirAlg. O

En una categoria que es un conjunto parcialmente ordenado, productos y coproductos
corresponden a infimos y supremos, respectivamente; en particular, los objetos final e
inicial corresponden a los elementos méximo y minimo. Un funtor - ® _ : P? — P es
exactamente una funcién mondtona, y dota a P de una estructura monoidal simétrica si
existe un elemento I € P tal que (P, ®, I) es un monoide conmutativo. Dado un elemento
a € P, un adjunto a derecha a—o_de _® a es una funcién monétona a—o_: P — P tal que

c®a <b < c< a—ob.

Por dltimo, un elemento L € P es dualizante siy sélo si, para todoa € P, (a—ol)—ol = a.

Por lo tanto, un &lgebra de Girard puede caracterizarse equivalentemente como un
reticulo (P, ®, &) con méximo T y minimo 0, junto con una estructura de monoide con-
mutativo (®,I), una operacién de “pseudo-complemento relativo” —o y un elemento dua-
lizante L. Esta es una generalizacién del hecho bien conocido que un algebra de Heyting es
una categoria cartesiana cerrada con coproductos finitos que es un conjunto parcialmente
ordenado. De hecho, como la negacion lineal es clasica, las dlgebras de Girard generalizan
las algebras de Boole, que pueden caracterizarse ecuacionalmente como sigue:

Proposicion 71 La categoria BoolAlg de algebras de Boole es la subcategoria plena de
GirAlg definida por las ecuaciones

(i) XQY=X&Y
(i) I=T.

Ademas, cualquier categoria lineal C que satisface las ecuaciones (i) y (i) es un preorden,
equivalente como categoria a un dlgebra de Boole.

Demostracién: Observemos primero que imponer las ecuaciones (i) y (ii) significa que
la categoria lineal es una categoria cartesiana cerrada con coproductos finitos en la cual
el objeto dualizante es inicial. Entonces, tenemos

Hom(A, B) = Hom(A, B*') = Hom(A® B*, 1)

y, como L es inicial, el ultimo conjunto de morfismos tiene como mucho un morfismo [93,
Proposicién 1.8.3]; de aqui se deduce que la categoria es un preorden y todo preorden es
equivalente, como categoria, a un conjunto parcialmente ordenado. Por supuesto, una cate-
goria que es un conjunto parcialmente ordenado, es cartesiana cerrada, tiene coproductos
finitos y un objeto dualizante inicial es exactamente un algebra de Boole. O
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Del mismo modo que un algebra de Heyting completa es una categoria cartesiana ce-
rrada que es un conjunto parcialmente ordenado y tiene todos los productos y coproductos
(no sélo los finitos), podemos definir

Definicién 72 Un dlgebra de Girard es completa si tiene todos los productos (coproductos
existen automaticamente por la Proposicién 42, asi como por argumentos generales en
teoria de reticulos; denotamos el coproducto de {a;} por @{a;}). O

Andlogamente a la forma en que la implicacién se define en un algebra de Heyting
completa, en un élgebra de Girard completa la implicacién lineal —o puede definirse como
a—ob = @P{c| c® a < b}. Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 73 Un élgebra de Girard completa es un sup-semirreticulo completo (@, @),
equipado con una estructura de monoide conmutativo (®,I) que es distributiva sobre
supremos arbitrarios:

VaeQVSCQ, aw (PS)=EPlaxb|be S}

y con un objeto dualizante L. Por lo tanto, un algebra de Girard completa es exactamente
un cuantal de Girard tal y como se define en [152]. O

Por supuesto, como un &lgebra de Girard es un caso particular de categoria lineal,
podemos dar una semdntica a la légica lineal en este marco. Yetter demuestra en [152] que
la semantica en cuantales es correcta y completa para el cdlculo de secuentes lineal. En
este caso, la satisfaccion de un secuente Aq,..., A, F B1,..., B, significa que

T(A)® - ®T(Ay) < T(B)A-- 3T(Bu).

Componiendo las adjunciones [99, Teorema IV.8.1] L[] 4 (.)° : LinCat — LinTh y
Q] 4 GirAlg — LinCat, y denotando por GMod(T) los modelos de la teoria lineal
T en algebras de Girard, obtenemos, a partir del Teorema 53, un isomorfismo

GMod(T) ~ Q[L[T]/ GirAlg,

entre la categoria de modelos de T en algebras de Girard y la categoria de objetos
bajo Q[L[T]] (slice category) Q[L[T]]/GirAlg cuyos objetos son funtores lineales J :
Q[L[T]] — @ en un dlgebra de Girard @, y cuyos morfismos F : J — J' son funto-
res lineales F : Q — Q' tales que J; F = J'.

Corolario 74 El modelo (Q[L[T]],T — Q[L[T]]°) es inicial en la categoria GMod(T). O
Teorema 75 Dada una teoria lineal T' = (.9, Ax) y un S-secuente I' - A,
A € T" << (QL[T)), T — QILIT|]°)EF THA.O

Si omitimos el requisito de un objeto dualizante en la definicién de un &algebra de
Girard completa obtenemos un cuantal tal y como se define en [2, 152].
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Observacién 76 A partir de un cuantal (Q, P, ®,I) y un elemento arbitrario d € Q) se
obtiene un cuantal de Girard al restringirse al conjunto de elementos a € Q) que satisfacen
(a—od)—od = a. O

Tiene interés senalar que en un cuantal arbitrario se puede dar seméantica a la légica
lineal intuicionista, es decir, al fragmento de 16gica lineal que no incluye la negacién (_)=+
ni %. Es precisamente el objeto dualizante el que permite la interpretacién clésica de la
negacion; naturalmente, esta observacién es igualmente valida en la semantica categorica.

Dado un monoide conmutativo (M, -,4), el cuantal libre sobre M es el reticulo P(M)
junto con la operacién ® definida sobre conjuntos A,B C M por A B={a-b|ac€
A,b € B}. Si aplicamos el método general indicado en la Observacién 76 para conseguir
un cuantal de Girard, se obtiene la seméntica de fases en términos de hechos definida por
Girard en [49].

Otras axiomatizaciones ecuacionales de modelos para légica lineal en conjuntos par-
cialmente ordenados pueden encontrarse en [68, 74].

En su articulo [41], Engberg y Winskel asocian a una red de Petri N un cuantal Q[N]
cuyos elementos son los conjuntos de marcados cerrados hacia abajo con respecto a la
relacién de alcanzabilidad. M4s explicitamente, si N = (9p, 01 : T — S%), un conjunto de
marcados P C S® es cerrado hacia abajo sii satisface la siguiente propiedad: M € Py
M’ = M implican M’ € P. Entonces, el cuantal Q[N] es el conjunto

{P C S®| P es cerrado hacia abajo}

ordenado por inclusién, con supremo e infimo dados por unioén e interseccién respectiva-
mente, y el producto tensorial definido por

PoQ={MeS®|3IM; € PAM, € Q.M =" M, @ M},

donde M; ® My denota la unién de multiconjuntos (Definicién 11).

Esto les permite definir una interpretacion de la légica lineal intuicionista, y conse-
cuentemente una relaciéon de satisfaccion de un secuente de dicha légica por una red de
Petri. Sin embargo, esta relacién de satisfaccién no es completa con respecto a las reglas
de inferencia para el cdlculo de secuentes lineal: hay secuentes satisfechos por la red que no
son derivables en el cdlculo a partir de los axiomas asociados a la red. Este enfoque puede
extenderse para tratar la negacién intuicionisticamente fijando un elemento del cuantal
como la interpretacién de L; ellos eligen como L el conjunto de marcados no alcanzables
a partir del marcado inicial vacio. De esta forma, pueden especificar informacién negativa
interesante sobre la red como, por ejemplo, la satisfacciéon de una propiedad de exclusién
mutua. No obstante, el elemento elegido como | no es dualizante y no parece que exis-
ta una forma facil de recobrar la dualidad en esta situacién; por ejemplo, la restriccién
a un cuantal de Girard en la Observacién 76 no parece dar lugar a una interpretacién
significativa.

Una construccién completamente similar es llevada a cabo por C. Brown en [22], siendo
la principal diferencia que ella considera conjuntos de marcados cerrados hacia arriba con
respecto a la relacién de alcanzabilidad.



Capitulo 5

Conclusiones finales (Parte I)

Las aplicaciones de la 16gica lineal en informatica son muchas y variadas. Sin intentar
en ningin modo dar una lista completa, podemos mencionar por ejemplo las aplicaciones
en:

» programacién funcional, por ejemplo [1, 66, 82, 149, 150];
» programacion logica, por ejemplo [5, 31, 67, 71];
» teorfa de la complejidad, por ejemplo [54].

En este trabajo nos hemos restringido a un campo mas limitado, la relacién entre lgica
lineal y la concurrencia—destacando en especial la teoria de redes de Petri—, sin intentar
cubrir otras areas. No obstante, queremos hacer notar la existencia de un contexto mas
amplio y mencionar unas pocas referencias relevantes, tales como las anteriores, para el
lector interesado. Incluso dentro del campo de las aplicaciones en concurrencia no hemos
pretendido ser exhaustivos. Existen por ejemplo otros trabajos cuyo tema es asimismo la
relacion entre logica lineal y concurrencia, si bien desde un punto de vista diferente al que
nosotros hemos adoptado. Podemos mencionar brevemente los trabajos de Abramsky y
Vickers [3], quienes clasifican varias equivalencias para lenguajes del estilo de CCS en un
marco algebraico uniforme de cuantales, y de Brown y Gurr [23], quienes siguiendo ideas
en [127] construyen una categoria lineal cuyos objetos son redes de Petri elementales.
Otra limitacién consciente del tratamiento dado en este trabajo es la restriccion a légica
lineal conmutativa. Una interesante generalizacién de logica lineal que ha sido mencionada
[51, 152, 97] pero que aun no ha sido estudiada en profundidad es la légica lineal no
conmutativa, donde la conectiva ® deja de ser conmutativa. Yetter [152] considera una
variante donde algunas permutaciones son vélidas y otras condiciones son exigidas, pero
no incluye la conectiva —o en su sistema. Para el estudio de la seméntica categoérica de
la l6gica lineal no conmutativa necesitariamos una categoria monoidal (C, ®, I) (nétese la
omisién de la condicién de simetria) junto con dos adjuntos a derecha —0A de @Ay Ao—_
de A ® _, puesto que en esta situacién ya no disponemos del isomorfismo - ® A =2 A® _.
Tales categorias ya han sido estudiadas por Lambek [92]. Un problema interesante es
encontrar la nocién adecuada de objeto dualizante en este marco. Otro aspecto que vale
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la pena investigar es la relacién con la nocién de categoria monoidal trenzada estudiada
por Joyal y Street [76, 77].

Vamos a resumir las principales ideas que hemos presentado. Hemos hecho explicita
una correspondencia triangular entre redes de Petri, logica lineal y categorias que propor-
ciona una conexion formal sistematica entre estos tres campos. Bajo esta correspondencia,
una red de Petri puede reinterpretarse como una teoria de légica lineal que tiene una cate-
goria lineal como su modelo inicial asociado. Los estados de la red de Petri se convierten
en proposiciones de logica lineal y se interpretan como objetos en esta categoria lineal;
las computaciones de la red de Petri se convierten en deducciones en légica lineal y se
interpretan como morfismos en la seméantica categérica. Esta seméantica categérica tiene
particular importancia puesto que permite la identificacién de computaciones concurren-
tes y deducciones légicas, no a un nivel meramente sintdctico, sino de una forma maés
abstracta en la que descripciones sintacticas equivalentes de una “misma” computacién
se reinterpretan como descripciones sintacticas equivalentes de una “misma” prueba. Si-
guiendo el trabajo [36], también hemos senalado cémo existen varias nociones diferentes de
equivalencia entre computaciones concurrentes y entre pruebas, y hemos discutido algunas
de ellas, explicando su caracterizacién de una forma axiomética abstracta. Cambiando el
modelo de computacién, la correspondencia con la légica lineal de las redes de Petri se
puede extender a otras interpretaciones computacionales. Este aspecto ha sido ilustrado
mediante nuestra discusién de la interpretacién légica de méquinas con A-ramificacién y
dos contadores obtenida en el trabajo [97].

Otro aspecto importante que hemos tratado en este trabajo ha sido un estudio detalla-
do de una nocién axiomatica general de modelo para la légica lineal proposicional. En este
sentido, la teoria de categorias constituye una poderosa herramienta que permite unificar
y relacionar un amplio espectro de modelos aparentemente diferentes (basta pensar por
ejemplo en lo diferentes que parecen la seméntica de espacios coherentes y la semantica
de fases, ambas introducidas por Girard en [49]). Asi pues, las nociones categdricas nos
han ayudado a extraer las caracteristicas abstractas esenciales de un modelo e identificar
de esta forma las similitudes existentes entre diferentes modelos'. Nuestro trabajo en este
tema debe mucho al trabajo anterior de Seely [143] y otros autores; sin embargo, la axio-
matizaciéon que proponemos en términos de objetos dualizantes es considerablemente mas
simple que axiomatizaciones previas usando categorias *-auténomas (la relacién exacta
con tales axiomatizaciones previas se explica en detalle en el Apéndice B). También hemos
estudiado clases de modelos definidas ecuacionalmente tales como modelos en conjuntos
parcialmente ordenados (dlgebras de Girard) y modelos de 16gica lineal cancelativa, y he-
mos mostrado cémo los modelos en diferentes clases se relacionan mediante adjunciones.

Deseariamos concluir con algunas consideraciones que, aunque dentro del espiritu de
las conexiones entre légica y concurrencia estudiadas en este trabajo, ilustran desarro-
llos posteriores que van mas alld del caso de la légica lineal aqui presentado. Meseguer y
Montanari propusieron en su trabajo [116, 117] categorias con una estructura de monoide
conmutativo como la seméntica categoérica para computaciones en redes de Petri. Como

! Aunque nuestra nocién de modelo es muy general y cubre muchos de los modelos existentes, deseamos
sefialar que los modelos descritos en términos de operadores en espacios de Hilbert por Girard en [52] no
parecen encajar en el marco propuesto en este trabajo.
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hemos visto, la operacién monoidal ® tiene una interpretacién natural como conjuncién
lineal de forma que esta semantica categorica se puede reinterpretar como una semantica
légica. Los recientes trabajos de Meseguer [111, 112, 113] han generalizado esta idea a
estructuras algebraicas arbitrarias sobre una categoria, mostrando que esta generalizacion
cubre una extensa variedad de importantes modelos de concurrencia. La légica correspon-
diente, que generaliza ampliamente el fragmento ® de la logica lineal, se llama ldgica de
reescritura. Esta 16gica permite la identificaciéon de computaciones de reescritura concu-
rrente de términos (médulo un conjunto E de axiomas estructurales) con deduccién logica.
Desde un punto de vista practico, se adquiere de esta forma una gran flexibilidad y expre-
sividad para estructurar el estado distribuido de un sistema concurrente y para describir
sus transiciones; el fragmento ® de légica lineal aparece como el caso particular en que
el estado distribuido se estructura como un multiconjunto. La correspondencia triangular
que hemos estudiado en este trabajo se extiende a una correspondencia triangular mucho
mas general entre légica de reescritura, sistemas concurrentes y categorias con estructura
algebraica. Un importante beneficio del marco méas amplio que la légica de reescritura
proporciona es que los paradigmas de programacién funcional y programacién concurren-
te dirigida a objetos surgen como casos especiales; esto ha sido explotado en el diseno de
un lenguaje multiparadigma en el que los médulos de programas son teorias en logica de
reescritura [112; 113].






Apéndice A

Categorias monoidales simétricas
cerradas

Comenzamos con una revisién de las propiedades béasicas de las categorias monoidales
simétricas cerradas, dirigida a lectores que no estdan familiarizados con este tema, para el
cual la referencia basica es el articulo de Eilenberg y Kelly [40]. Después de revisar las
definiciones bésicas, pasamos a internalizar conceptos categoricos tales como identidades
y composicién como morfismos en una categoria monoidal simétrica cerrada. La interna-
lizacién de funtores y transformaciones naturales da lugar a las nociones de funtor fuerte
y transformacién natural fuerte, respectivamente. Finalmente, demostramos algunas pro-
piedades usadas en el Capitulo 3 para la seméantica categérica de la logica lineal, y en el
Apéndice B para la equivalencia entre categorias con un objeto dualizante y categorias
x-autonomas.

A.1. Definiciones basicas

La idea bésica es que tenemos una categoria C con un producto tensorial _® _ definido
como un funtor _® _: C> — C y un objeto unidad I en C de forma que C es un monoide
conmutativo “salvo isomorfismos de coherencia” a,c y e.

Definicién 77 [99] Una categoria monoidal simétrica consiste en los siguientes datos:
= Una categoria C
» Un funtor _.® _: C x C — C (producto tensorial)
» Un objeto I en C (unidad)
= Tres isomorfismos naturales:

Asociatividad aapc: AR (B®R®C) — (A® B)®C (naturalen A, By C)
Conmutatividad cap:A® B — B® A (naturalen Ay B)
Identidad es:1® A — A (natural en A)
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A®(B®(C® D)L+ (A2B)®(C® D)2~ (A2 B)®C)® D

id®a a®id
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Figura A.1: Condiciones de coherencia de Mac Lane-Kelly.

sujetos a las condiciones de coherencia de Mac Lane-Kelly, presentadas en los diagramas
de la Figura A.1. O

Para saber mas sobre el papel que las condiciones de coherencia de Mac Lane-Kelly
desempenian en la definicién anterior, remitimos al lector al Capitulo VII del libro de
Mac Lane [99].

Un ejemplo sencillo de una categoria monoidal simétrica lo constituye la categoria Set
de conjuntos y funciones junto con el producto cartesiano de conjuntos usual; en efecto,
este producto es asociativo y conmutativo salvo isomorfismo, en el sentido de que tenemos
biyecciones naturales

aapc:Ax(BxC)— (Ax B)xC

cA,B:AxBinA.

El conjunto unitario 1 actia como elemento neutro salvo isomorfismo mediante una biyec-
cién natural
eq:1xA— A

Es muy facil comprobar que estos isomorfismos satisfacen las condiciones de coherencia
descritas en la Figura A.1.

En general cualquier categoria con productos o coproductos finitos es una categoria
monoidal simétrica.
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Definicién 78 Cuando a = id y e = id, decimos que (C,®,1,1id,c,id) es una categoria
estricta monoidal simétrica.

Cuando ¢ = id, decimos que (C,®, I, a,id,e) es una categoria monoidal estrictamente
simétrica.

Finalmente, cuando los tres isomorfismos naturales son identidades, (C, ®, I, id, id, id)
se llama una categoria estricta monoidal estrictamente simétrica. O

Una estructura estricta monoidal estrictamente simétrica sobre una categoria C es
simplemente una forma algo complicada de decir que C tiene una estructura de monoi-
de conmutativo en la categoria Cat de categorias pequenas. Para darse cuenta de esto,
basta notar que un monoide conmutativo puede definirse como un conjunto M junto con
funciones ® : M x M — M e I : 1 — M que satisfacen las correspondientes ecuacio-
nes de asociatividad, conmutatividad e identidad, que pueden expresarse como diagramas
conmutativos en la categoria Set. Esta definicion tiene sentido en cualquier categoria con
productos finitos y, particularizdandola a la categoria Cat, coincide con la nocién de ca-
tegoria estricta monoidal estrictamente simétrica: una categoria C (o sea, un objeto de
Cat) junto con funtores ® : C x C — C e I : 1 — C (morfismos en Cat') satisfaciendo
las ecuaciones de asociatividad, conmutatividad e identidad, expresadas como diagramas
conmutativos en Cat.

Una categoria de Petri (véase la Definicién 21) es un caso especial de una categoria
estricta monoidal estrictamente simétrica, en la cual la estructura de monoide conmutativo
sobre los objetos es libre.

Definicién 79 Dadas categorias monoidales simétricas (C,®, I, a,c,e)y (C', &', I';da’, ¢, €'),
un funtor monoidal simetrico® entre ellas es un funtor F : C — C’ que conserva toda la
estructura adicional, es decir, F(A® B) = F(A) @' F(B), F(I) =I', F(a) = d', F(c) = ¢,
y Fle) =¢.

De esta forma se define una categoria MonCat cuyos objetos son categorias monoidales
simétricas y cuyos morfismos son funtores monoidales simétricos. O

El bien conocido concepto de categoria cartesiana cerrada puede obtenerse a partir
del concepto mas general de categoria monoidal simétrica cerrada definido a continuacién
imponiendo simplemente los requisitos adicionales de que el producto tensorial _ ® _ sea
un producto categérico y de que el objeto unidad I sea un objeto final.

Definicion 80 Una categoria monoidal simétrica cerrada es una categoria monoidal simé-
trica (C,®, I,a,c,e) tal que ademds, para todo objeto A en C, el funtor . ® A:C — C
tiene un adjunto a derecha (elegido®) A—o_ : C — C, es decir, para todos los objetos

!Nétese que funtores de la categorfa 1 con sélo un objeto y un morfismo identidad en C pueden identi-
ficarse con objetos de C, de la misma forma que funciones 1 — M se identifican con elementos de M.

2Esta no es en absoluto la nocién més general posible. Para cubrir algunos ejemplos importantes es
necesario hacer el concepto “laxo.” Por ejemplo, en vez de una igualdad F(A ® B) = F(A) Q" F(B), se
puede relajar la condicién a tener una transformacién natural F(A) @ F(B) — F(A ® B). Véase [40]
para los detalles de esta nociéon mas general.

3De nuevo, la definicién de adjunto sélo lo determina salvo isomorfismo y, para fijar la estructura,
realizamos una eleccién arbitraria pero fija.
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A, B,C en C se tiene un isomorfismo natural (en B y C)
gpg,c : Home(B® A,C) — Home (B, A—(C).O

La interpretacion intuitiva del objeto A—oB es la internalizaciéon de la coleccion de
morfismos de A en B como un objeto de C, una idea a la que dedicaremos mas atencién
en la Seccién A.2.

El articulo [117] estudia la estructura monoidal simétrica cerrada de varias categorias
cuyos objetos son redes de Petri.

Dada una categoria monoidal simétrica cerrada (C,®,1,a,c,e,—o),si f: BRA — C
es un morfismo en C, denotamos por f1 el morfismo cpgc( f), lamado la Curry-conversion
de f,y

eac = (Piocc) Hidaoc) : (A—oC)® A — C

denota la counidad de esta adjuncién, llamada evaluacidn; por tanto, si g : B — (A—oC)
es un morfismo en C, (gp’gyc)_l(g) = (g®ida);ea,c. En esta notacién, la propiedad de que
@gp sea un isomorfismo se expresa mediante las dos ecuaciones

(ff®ida);eap = f
(g®ida)iean) = g

De ahora en adelante, siempre que sea conveniente, omitiremos los subindices y superindi-
ces, que pueden inferirse por el contexto.

Definicién 81 Dadas categorias monoidales simétricas cerradas (C,®,1,a,c,e,—o) y
(C', &' I' d,d, e, =), un funtor monoidal simétrico cerrado entre ellas es un funtor mo-
noidal simétrico F : C — C’ que también conserva la estructura adicional, es decir,
F(A—oB) = F(A)—'F(B) y F(e) = €'. En este caso, se deduce también F(f1) = F(f)I.
De esta forma se define la categoria CMonCat cuyos objetos son categorias monoidales
simétricas cerradas y cuyos morfismos son funtores monoidales simétricos cerrados. O

Como antes, conviene notar que ésta no es la definicion mas general posible de un
funtor monoidal simétrico cerrado; véase [40] para una versién “laxa” de este concepto.

A.2. Internalizacion de morfismos, identidades y composi-
ciéon

En una categoria monoidal simétrica cerrada C, tenemos el siguiente isomorfismo na-
tural:
Home(A, B) ™% Home(I © A, B) 2> Home(I, A—B),
denotado (_)* (y su inverso (_)”), que da lugar a una representacién interna de los morfismos
en C, siguiendo la idea de que el objeto A—oB es una representacion interna del conjunto
de morfismos Hom¢(A, B).
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® (A—oB) _Jj®id | (B—oB) ® (A—B)

A—oB

(A—oC) @ T —198J | (AoC)® (A—0A)

I ® (A—oC) € A—oC
((C—oD) ® (B—oC)) @ (A—B) < (C—oD) ® ((B—C) ® (A—oB))
m & id id®@m

(C—oD) ® (A—C)

(B—D) ® (A—oB)

Figura A.2: Representacién interna de las identidades y la composicion.

En particular, tenemos representaciones internas de las identidades:
ja=(ida)f = el : T — (A—A).
Y también tenemos un morfismo que internaliza la composicion:
ma,B,c : (B—C)® (A—oB) — (A—(C),

definido por my pc = (a;ﬂc’AwByA; (idp—oc ® €4,B); EB,C)T.

En efecto, que estos morfismos corresponden internamente a las identidades y la com-
posicién es confirmado por la conmutatividad de los diagramas en la Figura A.2 (véase la
Proposicién 82 a continuacién), que expresan en términos de morfismos en C las propieda-
des que definen una categoria: identidades y asociatividad. Estas propiedades demuestran
que una categoria monoidal simétrica cerrada C es una categoria enriquecida sobre si mis-
ma o categoria C-enriquecida. Esto significa que las colecciones de morfismos son objetos
en la categoria C y que las funciones que definen la estructura categdrica son asimismo
morfismos en C satisfaciendo las propiedades esperadas. Para la definicién general de una
categoria enriquecida, véase el libro de Kelly sobre este tema [78]; el articulo [30] estudia
el tiempo en sistemas concurrentes desde un punto de vista abstracto usando categorias
enriquecidas.
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Proposicién 82 [78] Si (C,®, I, a,c,e, —o) es una categoria monoidal simétrica cerrada y

se define j4 = 61:‘ Yy MABC = (agioC,AmB,A5 (tdB—oc ®€A,B); €B,C)T, entonces, para todos
los objetos A, B,C, D en C, se tienen las siguientes igualdades:

1. (jB®ida—oB);MABB=€A—0B-
2. (lda—C ® JA);MAAC = CA—C,I;€A—C-

3. (idc—op ® Ma,B.C); MA,C,D = AC—oD,B—oC,A—B; (MB,c,D ® idA—oB); MA,B,D-

Demostracién: Como ¢ es un isomorfismo, un método muy 1til para probar que dos
morfismos k,l : D — E—oF son iguales consiste en demostrar que ¢~ 1(k) = ¢~ 1(l).
Demostramos las igualdades 1 y 3 usando este método; la otra igualdad 2 se demuestra
de la misma forma.

Para la igualdad 1, tenemos

@ 1((]B®ZdA—oB) ma,B.RB) = (((J ®id)'m)®id);5—
((j @id) ®id);a” (Zd®6),5 a L (id®e); (j ®@id)je =
al(idoe)e=atee = (e®id);e = o YeaoB).

Y para la 3,

¢ N (idc—op @ ma,B,c);mAC,D) =

(((zd @m);m) ®@id);e = ((id@m) @id);a™t; (id@e);e =
a b (id® (m®id);e))e =a b (id®at); (id® (id®e)); (id® €); e =
id);a a7t (id® (id ®e));(id®e);e

a®id);at;(id®e);a™ b (id@e); e = (a ®id);a‘1;(id®6);(m®id);5:
(a;(m®id)) ®id);a~"; (id @ €);e = ((a; (m @ id); m) @ id); e =

¢ Hac—op,B-oc,A—B; (MB.c,p ®ida—op);maB,p).0

Dado un objeto A en C, tenemos el funtor A—o_: C — C. Podemos considerar también

—o como un funtor contravariante en la primera componente; si f: A - Byg:C — D
son morfismos en C, se define g—of : (D—0A) — (C'—oB) mediante la expresién

g—of = ((idp—oa © g);ep a; )T

Si vemos el objeto A—oB como la representacién interna del conjunto Hom¢(A, B), g—of
se convierte en la representacion interna de la funcion Home(g, f) que lleva un morfismo
h € Hom¢(D, A) a la composicién g; h; f € Home(C, B).

Algunas de las relaciones intuitivamente esperadas entre todas estas representaciones
internas se resumen en la siguiente proposicién.

Proposicion 83 Sean f: A — B, g: C — D, h: D — A morfismos en una categoria
monoidal simétrica cerrada (C,®, I, a, c, e, —o); entonces,



APENDICE A. CATEGORIAS MONOIDALES SIMETRICAS CERRADAS 101

1. La definicién anterior de g—of da lugar a un funtor ~—o_: C? x C — C de forma
que el isomorfismo cp]‘;‘, ¢ también es natural en A.

2. (gh) =€t (W @ g*);mep,a.
3. W% (g—f) = (g:h; )%
4. ide—of =eglyp; (ff®idc—oa);me,aB.

. —1 .
5. g—oidy = €D 045 CI,D—oA; (ZdD—oA 0y gﬁ); mc,D,A-

Demostraciéon: Primero probamos que _—o_ es un funtor; conserva identidades porque
el =4d. Y asimismo conserva la composicién:

e ((g—of)i (g —f") = (((g—=f); (¢'—f") ®id);e =
((g—f) @id); (id® g');e; f' = (id @ ¢'); ((9—of) @ id); e; f' =
(id® g); (id® g)ie; i f' = ¢ (g5 9)—(f; [)).

Para demostrar que ¢ es natural en A debemos probar quesil: A — A'yk: BA —
C entonces k'; (I—oid) = ((id ® 1); k)T; esta igualdad se sigue de

((kT; (1—0id)) @ id); e = (kT @ id); (id @ 1);e =
(id ®1); (kT ®@id);e = (id @ 1); k.

Para demostrar la igualdad 2, tenemos

o M er s (W @ g*);me,p.a) =

(e (M@ gh);m) @id);e = (e @id); (h* © g") @ id); ™' (id @ ) =
et @id);a” (W @ (6 @id)ie))ie =e 5 (W @ (e;9));e =

e 5 (id® (es9))iesh=e;gih = o (g3 h)").

(
(

La igualdad 3 se demuestra como sigue:
v (W (g—f)) = (M) ((id @ 9); 6 /)T @ id)se =
((e:h)' ®@id); (id @ g);e: f = (id @ g); (e h) @ id)s 5 f =
(id@ g)ie;hs f=e;g:h; f =@~ (g5 h; )F).

Las dos igualdades restantes en 4 y 5 se demuestran de forma completamente similar.
O
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(B—C) ® (A—B) m A—oC
FF
(F(C)—F(B)) ® (F(B)—F(A)) F

(F(B)—oF(A)) ® (F(C)—oF(B)) ——= F(C)~oF(4)

I J A—-oA
F
F(A)—oF(A)

Figura A.3: Diagramas conmutativos para un funtor fuerte.

A.3. Funtores y transformaciones naturales fuertes

Habiendo visto en la seccién anterior cémo en una categoria monoidal simétrica cerrada
podemos internalizar morfismos, identidades y composicién, no resulta nada extrano que
consideremos también la internalizacién de un funtor. Un funtor F' : C — C es fuerte si su
componente sobre los morfismos puede internalizarse mediante una familia de morfismos
Fap:(A—oB) — (F(A)—oF(B)) satisfaciendo las esperadas propiedades de funtoriali-
dad con respecto a las representaciones internas de morfismos, identidades y composicién
tal y como detallamos mas adelante; por ejemplo, si f: A — B, F(f)* = f Fap. En la
seccién anterior ya hemos visto que C es una categoria C-enriquecida; entonces, desde este
punto de vista, un funtor fuerte es simplemente un funtor C-enriquecido, un caso particular
de la nocién general de funtor enriquecido que puede encontrarse en [78].

Como estamos interesados especialmente en el caso de un funtor contravariante, damos
los detalles para este caso; los detalles para el caso covariante son completamente analogos.

Definicién 84 Sea (C,®,I,a,c,e,—o) una categoria monoidal simétrica cerrada.

Un funtor (contravariante) fuerte de C en si misma consiste en una funcién F' sobre
los objetos de C y una familia de morfismos {Fap : A—~oB — F(B)—F(A) | A,B €
Ob(C)} en C, satisfaciendo los diagramas conmutativos de la Figura A.3, que expresan
internamente la conservacién de las identidades y la composicién, es decir,

JasFaa=Jjray
ma,B,c; Fac = (FB,c ® FAB); CR(C)—F(B),F(B)—F(A); TVF(C),F(B),F(A)-0

Un funtor fuerte puede externalizarse para obtener un funtor ordinario como muestra
la siguiente proposicion.
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Proposicién 85 Supéngase que (C,®,1,a,c,e, —o) es una categoria monoidal simétrica
cerrada y que (F,{Fa B}a eon(c)) s un funtor (contravariante) fuerte de C en sf misma.
Si, para un morfismo f : A — B en C, definimos F(f) = (fﬁ;FA,B)b, obtenemos un
funtor (contravariante) I : C%? — C, llamado la externalizacion de (F,{Fa B} Becos(c))-
Ademss, la familia de morfismos Fy g : A—oB — F(B)—oF(A) es natural en Ay B.

Demostracién: En primer lugar, como F(id)ti = id F = j;F = j = id*, sabemos que
F' conserva las identidades.
En segundo lugar, F' también conserva la composicién pues

F(f;9)f = (f;9)5F=e 5 (dF @ ffym F =
(e M (FeF)iam=e Y (Fg) @ F(f)f);cm=
e L (F(f)F® F(g)h);m = (F(g); F(f))".

En lo que respecta a la naturalidad de F4 g, debemos probar que si f : A — By
g : C'— D entonces

Fp.a; (F(f)—F(9)) = (9—of); Fe,p : D—oA — F(B)—oF(C),

es decir, que el siguiente diagrama conmuta:

D A DA L F(A)—F(D)
g| f| g—f \ F(f)—F(g)
C B (B F F(B)—F(C)

Efectivamente,

“H(Fp,a; (F(f)—F(9))) =
((F; (F(f)—=oF(g))) @id);e = (F @ id); (id ® (1% F)’);&; (g% F)" =
(F @ id); (1d®( (S F) ®id)se))sese s (5 F) @id) e =

(id® (e (f* @id)); (F @ (F @id)); (id @ e); e ((¢% F) @ id); e =

(id® (e (ff@id)); a; (F ® F) @ id); (m @ id);ese” ' (9% F) @ id); e =
(id®e '); (id @ (f* @id)); a; ((c;m; F) @ id); e5e 75 (9% F) @ id); e =

(id®e™); '(C®id)‘((fﬁ®id)®id)'((m;F)®id);e*1;(id®€);((9ﬁ;F)®id);€:
(e @id); ((f* @ id); m; F)®zd) L (g% F) @ (id®id)); (id @ €); e =

(e (ff @id);m; F) @id);e s a; (6% F) @ id) @ id); (m @ id); e =

((e” fﬂ®zd m; Fye” ((gﬁ-F)md);m)@id);g:

((e75 (id@ (7! (ff @id);m; F)); (9% F) @ id);m) @ id); e =

(e (id®@e™); (¢* @ ((ff @ id);m)); (F ® F);m) @ id);e =

~—~ o~ o~
,_.
~—~~ o~ ~
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(e (d@e ™ )se (ff @id);m) @ g*);ym; F) @id); e =

(e (e @id): ((ff @id) @ ¢F); (m ®id);m; F) @ id); e =

(e Ve (et @id);a™ (1 @ (id ® ¢%)); (id @ m);m; F) ® id); e =
(e et (id @ ((id @ g*);m)); (ff @ id);m; F) @ id); e =

(e L (id® g ymse ™ (ff @id);my F) ® id); e =

(((g—oid); (id— f); F) ® id);e = (((g—of); F) @ id); e =

o '((g—f); Fo,p).0

A continuacién presentamos un ejemplo importante de funtor fuerte. Dado un objeto
C' en una categoria monoidal simétrica cerrada C, consideramos el funtor contravariante
_—o(C : C? — (, obtenido al fijar la segunda componente en el funtor _—o_ : C x
C — C. Tomemos en consideracion el siguiente morfismo, que puede verse como la Curry-
conversiéon de la composicién ma g c:

s4BC0 = (caoBBoc;mapc) : (A—B) — ((B—oC)—o(A—oC)).

Vamos a demostrar que la restriccién de ~—oC' a objetos junto con la familia de morfismos

{54,B,c} a,Beob(c) constituye un funtor fuerte, cuya externalizacién es precisamente —oC' :
CcP — C.

Proposicién 86 Dado un objeto C en una categoria monoidal simétrica cerrada C, la
funcién —oC sobre objetos y la familia de morfismos {sa B¢} Beos(c) definen un funtor
contravariante fuerte de C en si misma, cuya externalizacién coincide con _—oC.

Demostracién: Primero probamos que j; s = j. En efecto,
e Ui (am)T) = (j@id);esm = ¢ (id @ j);m = ¢;ce = e = 97 (j).
Luego, (s ® s);¢;m = m; s, pues
P (((em)f @ (em)T);m) =
(m)f @ (C' m)") @ id); (c®id);a™"; (id @ e);e =
(m)T @ ((m)! @id); (id@e);e =

(

(c®id);a 5 (

(c®id)ia™ts ((m)' @ (cm))ie =
(c®id);a L (id® (¢;m)); c;m =
(c®id);a™t; (id® c);c; (m@id);m =
(c®id);a; (id @ c);c;a™ s (id @ m);m =

¢ (id®@m);m = (m®id);c;m =
ot (ms (;m)h).
Finalmente, para un morfismo f en C, tenemos
(5 (em)Y = e (e N (m)!) @id); e =
e (e N @id)ieym =e ¢ (id @ (e; f)T);m = f—oid.O
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Nétese que, por la Proposicién 85, sg p.c es natural en A y B.
Por supuesto, el siguiente paso es la internalizacién de una transformacion natural.

Definicién 87 Supdngase que (C,®,1I,a,c,e,—o) es una categoria monoidal simétrica ce-
rrada, y que (F,{Fap}) vy (G,{Gap}) son funtores (contravariantes) fuertes de C en
s{ misma.

Una transformacion natural fuerte § de (F,{Fap}) en (G,{Ga p}) consiste en una
familia de morfismos {84 : F(A) — G(A) | A € Ob(C)} en C tal que, para todos los
objetos A, B en C,

Fa p; (idpgy—oBa) = Ga,B; (Bp—oidg(a)),

es decir, el siguiente diagrama conmuta:

F

A-—oB F(B)—OF(A)
G id—of
G(B)—G(A) — B p(B) oG (A)

La motivacion detrds de esta definicion es simplemente el enunciado de la condicién
habitual de naturalidad en términos del siguiente diagrama conmutativo:

F

Hom(A, B) Hom(F(B),F(A))

G Hom(id, 3)

Hom(G(B), G(A)) —Hom(8.id)

- Hom(F(B), G(A))

Como era de esperar, tras la externalizacién de los correspondientes funtores fuertes, se
obtiene una transformacién natural ordinaria:

Proposicién 88 Sean (F,{Fap}) y (G,{Ga p}) funtores contravariantes fuertes de la
categoria monoidal simétrica cerrada C en si misma, y denotemos también por F y
G sus respectivas externalizaciones. Entonces, una transformacion natural fuerte § de
(F,{Fa,B}) en (G,{GA,RB}) se convierte en una transformacién natural ordinaria entre las
externalizaciones F' y G.

Demostraciéon: Dado un morfismo f : A — B en C, tenemos por las Proposiciones 85
y 83.3,

(F(f); Ba)* = F(f)¥ (idp(p)—oBa) = f* Fap; (idp(p)—oBa) =
fGa ;s (Be—oidg(ay) = G(f)% (Bs—oidg(ay) = (Bs; G(f))Y,

de donde se sigue que F(f); 54 = Bp; G(f) y por tanto § es natural. O
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De la misma forma que un funtor fuerte es un caso particular de funtor C-enriquecido,
una transformacién natural fuerte es simplemente un caso particular de la nocién general
de transformacién natural C-enriquecida [78].

Transformaciones naturales fuertes se componen de la forma obvia, dando lugar a una
categorfa cuyos objetos son funtores fuertes (F, {F4 g}) : C?? — C y cuyos morfismos son
transformaciones naturales fuertes.

De nuevo hemos enunciado la definicién de transformacién natural fuerte para el ca-
so de funtores contravariantes fuertes; el caso covariante es completamente analogo. En
particular, un funtor fuerte (F,{Fa }) : C°? — C puede verse también como un funtor
fuerte (F,{Fa,g}) : C — C°". En este caso, si tenemos otro funtor fuerte (G,{Ga,B}) :
C°? — C, podemos componerlos, obteniendo asi un funtor covariante fuerte

(F;G{FaB;Gr)ra}) € —C.

Vamos a discutir ahora un ejemplo de transformacion natural fuerte. Denotemos por
d a,c la Curry-conversién de la evaluacion € 4 ¢ en una categoria monoidal simétrica cerrada
C,
dac = (CA7A_O(;;€A,C)T : A — (A—C)—C.

Entonces, podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 89 Dado un objeto C' en una categoria monoidal simétrica cerrada C, las
familias de morfismos {sa B c}a Beobc) ¥ {da,c}acopc) satisfacen

ida—odp,c = 54,B,C; SB—oC,A—-C,C; (Ada,c—0id(B—oC)—oC)-

A—oB 5 ((B—oC)—o(A—o())
1d—od S
A—o((B—=oC)—=oC) ~E21_ (A —oC)—oC)—o((B—oC)—oC)

Por tanto, d es una transformacién natural fuerte entre los dos funtores (covariantes) fuer-

tes (Id, {ida—oB}) vy ((-—C); (-—C),{s4,B,c; $B—oC,A—c,c}) (€l primero es por supuesto
el funtor identidad 1¢ de C en s misma).

Demostracién: La igualdad en el enunciado es equivalente a
e;d = o (id—od) = ¢~ (s; 5;d—0id) = (s ® d); c; m.

1

Probamos esta igualdad aplicando de nuevo la adjuncién ¢~" a ambos miembros. Por

un lado, obtenemos ¢~ !(g;d) = (e ®id);c;e = ¢; (id @ ¢); €.
Por otra parte,

e H(s®d);e;m) = (c®id); ((d® s) @id);a™t; (id @ €);
(c@id);a 5 (d® (m));e = (c@id);a™"; (id © (¢;m));
(c®id);a™"; (id @ (c;m)); e = (c®id);a " (id © ¢); ¢
¢ (id®e);e.0

E =
(d®id);e =
al(idoe)e =
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En nuestro estudio de categorias x-auténomas en el Apéndice B, necesitamos una
generalizacién del concepto de transformacién natural fuerte. Esta generalizacién consiste
en hacer relativa la nocién de transformacion natural fuerte con respecto a un cambio de
categoria de base a través de un funtor monoidal simétrico cerrado.

Definicién 90 Supdngase que F : C' — C es un funtor monoidal simétrico cerrado entre
las categorias monoidales simétricas cerradas (C', @', I',d/,, ¢/, ') y (C,®,1,a,c, e, —o),
y que (F,{Fap}) :C"? — C'y (G,{GA,B}) : C°? — C son dos funtores (contravariantes)
fuertes.

Una transformacion natural fuerte 3 de (F,{Fap}) en (G,{Ga p}) relativa a F con-
siste en una familia de morfismos {84 : F(F(A)) — G(F(A)) | A € Ob(C")} en C tal que,
para todos los objetos A, B en C,

F(Fa,); (idrrp))—oBa) = Gra)FB): (BB—oida(r(a)),

es decir, el siguiente diagrama conmuta:

F(A)—F(B) —FEL . F(r(B))—F(F(4))
G id—of3
G(F(B)) oG (F(A)) — L= 7(P(B))oG(F(A))

Noétese que una transformacién natural fuerte es justamente una transformacién natu-
ral fuerte relativa al funtor identidad. Como antes, el proceso de externalizacién produce
una transformacién natural ordinaria, pero ahora el funtor F debe tenerse en cuenta.

Proposicién 91 Sea F : C’ — C un funtor monoidal simétrico cerrado entre dos cate-
gorias monoidales simétricas cerradas, y sea 3 una transformacion natural fuerte relativa
a F entre los funtores fuertes (F,{Fap}) : C'? — C'y (G,{GaB}) : C®? — C. Si
denotamos también por F' y G sus respectivas externalizaciones, § se convierte en una
transformacién natural ordinaria entre los funtores F'; F y F°P;G : ' — C.

Demostracién: Completamente andloga a la demostracion de la Proposicién 88, tenien-
do en cuenta que F(f*) = F(f)! porque F conserva la estructura monoidal simétrica
cerrada. O

Observacion 92 Se puede definir una categoria cuyos objetos son pares (C, F'), donde
C es una categoria monoidal simétrica cerrada y F' es un funtor (contravariante) fuerte
de C en si misma, y cuyos morfismos son pares (F,3), donde F es un funtor monoidal
simétrico cerrado y 8 es una transformacién natural fuerte relativa a F. La composicién
de dos morfismos (G, ) : (C",H) — (C',G) y (F,B) : (C',G) — (C, F) viene dada por
(G; F, Fp'; Bg) donde para un objeto A en C”

(FB'sBg)a = F(B4); Bgay : FG(H(A)) — F(FG(A)).O
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El concepto de funtor fuerte también puede generalizarse, haciéndolo relativo con res-
pecto a un funtor monoidal simétrico cerrado. Asi se obtiene la situacién maés equilibrada
de una categoria en la cual tanto funtores fuertes como transformaciones naturales fuertes
(en una versién un poco mas general) son ambos relativos. Ademas todos estos concep-
tos pueden hacerse aun mas generales a lo largo de las lineas descritas después de las
Definiciones 79 y 81.

A.4. Algunas propiedades utiles

En esta seccién enunciamos y probamos una serie de lemas validos en una categoria mo-
noidal simétrica cerrada arbitraria que son importantes para los resultados en el Capitulo 3
y el Apéndice B. Las propiedades que demostramos hacen explicitas varias transformacio-
nes naturales interesantes que existen en cualquier categoria monoidal simétrica cerrada
(C,®,1I,a,c, e,—0) y establecen unas cuantas igualdades algebraicas ttiles entre ellas.

Lema 93 El morfismo ny = (6;_10A§CI,[4>A§5[,A) : I]-0A — A es un isomorfismo, con
inverso n;ll = ((:AJ;eA)T : A — [oA.

Demostracion: Por un lado,

n~tn = (c e)T; e lige=ele (g e)T) Qidie =e tieie e = id.

Por otra parte,
1. -1\ _ ((,—1. .. AN RN A
2 (nvn ) - ((e 767€)®2d)7((07€) ®Zd)7€_
c(id® (e hice)e=cee e == ¢ (id),
y en consecuencia, n;n~! = id. O

El siguiente lema proporciona un morfismo bs g p : (A—(B—D)) — ((A® B)—oD)
que puede verse como la internalizacién de la “Curry-reconversiéon.”

Lema 94 El morfismo ba g p : (A—o(B—oD)) — ((A® B)—oD) definido mediante

ba.B,D = (@A—o(B-oD),A,B} (EA,BoD ® idg);ep.p)'

es un isomorfismo, con inverso

-1 _ (-1 . Tt
bapp= (a(A®B)—oD,A,B’ €azB,0)"".

Demostraciéon: Por una parte tenemos
e He b)) = o H((as (e @ id); o) ®@dd); (™ tse)T) =
(((a; (e @ id); €)' @ id) @ id);a e = ™Y ((a; (e @ id); )| @id); e =
a”Ya;(e®id)ie = (e ®id);e = ¢~ (o7 (id)),
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de donde deducimos que b; b~ = id.
Por otro lado,

e ' (b7hb) = ((ah0)1T ®@id); a; (e @ id)se =

a; (a4 e)T @id) @ id); (e @ id);e =
a;((ahe) @id);e = aja™ e = o~ (id),

de donde b~ 1;b = id. O

Como antes, da,c denota la Curry-conversion (c4,4—c; 6A,C)T de la evaluacién €4 c.
Entonces d satisface la ecuacién mostrada en el siguiente lema.

Lema 95
da—c,c; (dac—oide) = ida—oc.
AoC——b  (A=0C)—oC)—oC
id
A—oC
Demostracion:

o (d; (d—oid)) = (((¢;€)T; ((¢;€)T—oid)) @ id); e =
((ee); ((id @ (c;e));0)T) @id)se = ((c;6)T @ id); (id @ (c;e)T);e =
(id® (c;e)); e = ¢ ((e) @id);e = ¢;c6 = e = o 1(id).O
Como antes, denotamos por s4 g ¢ la Curry-conversién (CA%B7B4>0;7TLA7B70)T de la

composicién m 4 g c. El siguiente lema muestra que d puede expresarse en términos de n
(véase el Lema 93) y s

Lema 96

1 .
dac =ny ;51,4,0; (idaoc—onc).

A n » [—oA

d s

(A—oC)—oC ~td—on (A—o(C)—o(I—oC)
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Demostracion:

e (n Y syid—on) = ((¢;e) @ id); ((¢;m)T @id); ((5;n)f @ id); e =
(o) @id);e;mie e =6 (id® (e) e hiea™ s (idoe) e =

celica™ (id® (ce))e = ¢ e.0
Lema 97 El morfismo ug ¢ : A—o(I—oC) — (A—oC) definido por la expresién
UA,C = SA,1-C,C; (d1,c—0idA—oC); NA—C
es un isomorfismo, cuyo inverso viene dado por

-1 -1 .
Ugc = MA—ors 81,4-00,05 (da,c—0idr o0).-

Ademis,
ua,c =tda—onc =bac; ((e;xl; cr,A)—otde).
id—on
[—-oC)—oC A—oC
n
A—o(I—C) I—(A—(C) — A—C

m ((A—oC)—oC)~o(I—C) / J
—oid

o b - (A® [)—oC —(elic)

Demostracién: En primer lugar, demostramos que u4 c; u;"lc = i1d A (1—c) Usando la
naturalidad de s4 gc en A y B, la Proposicién 89 y el Lema 95.

u;u™t = 55 (d—oid);n;n "L s; (d—oid) = s; (d—oid); s; (d—oid) =
s; s; (id—o(d—oid)); (d—oid) = s; s; (d—oid); (id—o(d—oid)) =
(id—od); (id—o(d—oid)) = id—o(d; (d—oid)) = id—oid = id.

La prueba de la igualdad u:l’lc; ua,c = ida—c es completamente andloga. Con respecto

a las otras dos igualdades, aplicamos la adjuncién ¢! a los tres morfismos, obteniendo el

mismo resultado:

@
e e e (e (e (id@e); o)) @id); (id® (cie)l);e) =
@
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(e~ ®zd)7(((c;a)T®id)®id);a’1;(id®5);5:
e Liaja ™ ((e) @id); (idRe)e =e L (e @id); e

e lid—on) =en=ce e =l (e ®id);e

(b (e ) —oid)) =

((a; (e @id); o) ((id @ (e 0));0)N) @ id); e =
(a,(e@zd) )T®id);(id®(e’1;c));5:
id® (e 50));a; (e ®id);e

eil;c;(s®id);sD

(
(
(

Por 1ltimo vamos a probar que d también puede expresarse en términos del morfismo
u definido en el lema anterior.

Lema 98
1 .
dac = (can—oci(Uuy o ®ida); ea1-o0) 3 uaocC-

Demostracién: Sabemos por el Lema 97 que usc = ida—onc, y en consecuencia el
miembro derecho de la igualdad del enunciado es igual a

(¢; ((id—on™") @ id); )'; (id—on) = (c;esn™ )T (en)T = €f; (e3m)T.

1

Aplicando ¢ a la 1ltima expresién, obtenemos:

(el @id);e;n=eje e = e = p 1(d).O

A.5. Dos demostraciones

Demostracién del Teorema 38
Dado un objeto C' en una categoria monoidal simétrica cerrada C, el morfismo

dac:A— (A—C)—C
es un isomorfismo para todo objeto A en C si y sélo si el morfismo
sA,B,c : (A—B) — ((B—(C)—o(A—o())

es un isomorfismo para todos los objetos A, B en C.

Demostracién: Si s4 pc es un isomorfismo, entonces d4 ¢ también lo es, puesto que
por el Lema 96 tenemos

1 .
dac=mny;s1,.4,c; (idaoc—onc)
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y la expresion de la derecha, siendo una composicién de isomorfismos, es asimismo un
isomorfismo.

Reciprocamente, si d4 ¢ es un isomorfismo, entonces sp_oc,4—c,c también lo es, por-
que por la Proposiciéon 89

((dA,C—OdE}C); SA,B,C); SB—C,A—oC,C = 1d((A—C)—oC)—o((B—oC)—oC)

-1 .
8B—0C,A—C,C (8(A—0C)—oC,(B—o0)—C,C (AB—oC,c =0y "0 ) = 1d(B-o0)—o(A—C):
y de aqui, usando de nuevo la Proposicién 89, ss pc = (d;;lc—odB,C); sglﬂc Ao Por

tanto, sa B,c, siendo una composicién de isomorfismos, es asimismo un isomorfismo. O

Demostraciéon de la Proposicion 41
Sea (C,®,1I,a,c,e,—o, 1) una categoria con un objeto dualizante. Definimos:

1. A®B = (At ® B*)! para objetos A4, B
2. f%g=(f*®g*)* para morfismos f,g

3. dypeo=(idsy @dprger)h; (a;117BL7CL )Ei (Al g @iden)t

1
4. C£4,B — (CBJ_’AJ_)
, -1 -1
5. ey = (el ®idu)ts(egh)hidy
donde ()* denota el funtor —o_l; entonces, (C,%, L,a’,c,€’) es una categorfa monoidal
simétrica.

Demostraciéon: Para empezar, % _: C x C — C es un funtor, puesto que viene dado
por la siguiente composiciéon de funtores:

Lop Lop °
cxe L oy gon 87 oo O 0

Tenemos que demostrar que a’, ¢ y ¢’ son isomorfismos naturales que satisfacen las condi-
ciones de coherencia de Mac Lane-Kelly presentadas en la Figura A.1. Algunas igualdades
son inmediatas como por ejemplo ¢’;¢’ = id o probar que a’, €’ son isomorfismos. Vamos
a comprobar dos condiciones de coherencia y dejamos la restante condiciéon de coherencia
como ejercicio para el lector.
La siguiente sucesién de igualdades muestra que a’; ¢';a’ = (id®c'); d'; (¢ Rid).
/ Y L o

@A,B,Cy €y 0 4C,AB =

(id @ d)*; (a7 (d7 @id) L e (id o d)Y (o) (d7 @ id)t =

(id @ dy* (o) s (a7 s (4 @ dd) =

(id ® d)*; (id @ o) F; (a7 Es (c@id)t; (A7 @ id)*t =

(id @ ) (id @ d)Y; (o) (d7 @ id) s (M @ id)t =
(

idaRcp 0); da e B (Ca,cidp).
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Finalmente, probamos a’; (¢/%id) = €', usando la igualdad d 41 ; d5 = id 41 del Lema 95.

(@YY (d Tt @id) s ((¢f @id)H @id)t (e HH @ id) L (At @ dd)*
id® d); (@) ((ef @id) @id); (d7 @id); (e @ id) ™t (dye ®@id)t =
(et @id) s (a (e @id)t =

;(id @ d)*+
(e Htidr)

(e = (el @id)h () dh g =

(AteBL)L = = €290






Apéndice B
Categorias *-auténomas

En este apéndice realizamos una comparacién detallada entre los conceptos de categoria
con un objeto dualizante y categoria x-auténoma. Primero analizamos el concepto de
categoria x-auténoma y presentamos buenas razones para anadir una condicion adicional;
de esta forma obtenemos una nocién més fuerte que denominamos categorfa *-auténoma
canonica. Luego probamos que los conceptos de categoria con un objeto dualizante y de
categoria x-auténoma canodnica son equivalentes. Esta equivalencia se encuentra implicita
en algunos pasajes del libro de Barr [9], pero ni la equivalencia ni la condicién adicional
son hechos explicitos en ningin momento en tal libro. La prueba de equivalencia que
presentamos mas adelante supone la definiciéon de adecuadas categorias CatDualObj y
Canx-AutCat, y la construccion de la equivalencia entre ellas. Por otro lado, en su reciente
articulo [12], Barr usa nuestra Definicién 39 de una categoria con un objeto dualizante
como su definiciéon de una categoria x-auténoma.

B.1. Categorias x-autonomas

Esencialmente, una categoria *-autonoma es una categoria monoidal simétrica cerrada
C con una involucién (_)* : C° — C. Dada una categoria monoidal simétrica cerrada
C, una involucién es un funtor (contravariante) fuerte (\)* : C%? — C junto con un
isomorfismo natural d4 : A — AL sujeto a unas condiciones que detallamos més adelante.
Es importante observar, sin embargo, que aunque estemos usando notaciones tales como
(1)*,d, s, y u, que son reminiscentes de conceptos previamente introducidos en este trabajo,
en esta seccién no se asume absolutamente nada acerca de tales funtores y morfismos,
excepto lo que se diga explicitamente sobre ellos. De hecho, la intencién principal de toda
nuestra discusién es precisamente la de caracterizar las condiciones bajo las cuales el uso
de la misma notacién tanto para categorias x-auténomas como para categorias con un
objeto dualizante esta plenamente justificado.

La siguiente definicién se debe a Michael Barr [9]:

Definicion 99 Una categoria x-auténoma consiste en

1. Una categoria monoidal simétrica cerrada (C,®,1,a,c,e, —o),

115
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2. Un funtor (contravariante) fuerte de C en si misma, llamado involucién, dado por una
funcién (_)* sobre los objetos y una familia de morfismos s4 p : A—B — Bt —0A*,

3. Una familia de isomorfismos d : A — AL, llamada isomorfismo de la involucidn,

tales que el siguiente diagrama conmuta:

A—oB s Bt oAl
d-1—od s
Al gLl

es decir, estos datos deben satisfacer la ecuacién
-1
d, —odp = sa,B; sptLoaL.0

El lector puede reconocer en el diagrama triangular de esta definicién la propiedad
analoga a la demostrada en la Proposicién 89 del Apéndice A, para el caso en que d4 ¢ es un
isomorfismo; por tanto, esta condicién simplemente afirma que d es un isomorfismo natural
fuerte entre los funtores (covariantes) fuertes (Id, {idaop}) y ((1)+; (O)F, {54.5; SpLAL})
La primera consecuencia es que, por la Proposicién 88 en el Apéndice A, d es una trans-
formacién natural ordinaria. Ademaés, del diagrama conmutativo en la definicién anterior
también se deduce que sz p es un isomorfismo para todos los objetos A,B € Ob(C),
siguiendo la demostracién del Teorema 38 (véase la Seccién A.5 en el Apéndice A).

Luego, usando el isomorfismo ng = (61_i>A§CI,I—oA551,A) : I0A — A (véase el Le-
ma 93 en el Apéndice A), existe un isomorfismo natural

(1) Aot S loopl T oal ™ gt

denotado u 4, que va a jugar un papel importante en la discusién que sigue; en particular, su
papel serd fundamental en la Proposicién 102 de cara a probar que, dadas las condiciones
adecuadas, I es un objeto dualizante.

Usando este isomorfismo, tenemos el siguiente isomorfismo natural:

Hom(idu™1)
—

L 1y et L
Hom¢(A, B™) Hom¢(A, B—oI~) = Hom¢(A® B,I~) —

1D Home (B ® A, 1) £+ Home(B, A—I') "™ ") Home (B, A%

es decir, tenemos una adjuncion
Vg2 Homeor(B*, A) — Home (B, A*Y)

“del funtor (_)* consigo mismo.” (Para ser completamente precisos, deberfamos decir que
la adjuncién es entre (J)*:C%P — Cy ()P :C — C.)

., Cudl es el objetivo de esta discusién? Podemos definir, como en la Proposicién 41, un
funtor X_: C x C — C mediante la igualdad A% B = (A+ ® B*)* sobre objetos y una
expresién similar para los morfismos, un objeto L. = I+, y correspondientes isomorfismos
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naturales o/, c, ¢/, y queremos que (C,%, L, d’,,€’) sea también una categoria monoidal
simétrica. Para que esto sea verdad necesitamos la igualdad d 4. ; di = itd 41 que en general
no se deduce de las suposiciones en la Definiciéon 99, como el siguiente ejemplo debido a
Michael Barr [10] demuestra. Es importante darse cuenta de que esta propiedad es la
andloga a la demostrada en el Lema 95 del Apéndice A, y que la hemos usado en la
demostracién de la Proposicién 41 (en la Seccién A.5 del Apéndice A) asi como en otros
lugares, para probar algunas propiedades de categorias monoidales simétricas cerradas.

Ejemplo 100 Sea (M, -, i) un monoide conmutativo con un elemento invertible d tal que
i #d ' # d. Y sea C la categoria con un tnico objeto, denotado I, y M su monoide de
endomorfismos. Si definimos I ® I = I—ol = I para el objeto I, y x®y = z—oy = -y para
los morfismos, entonces (C, ®, I,1,1,, —0) es una categoria monoidal simétrica cerrada.

En esta situacién, el funtor identidad sobre C es un funtor fuerte (_)+, con s = id :
I — I, puesto que j = m = id. Ahora bien, d : I — I*+' es un isomorfismo natural
satisfaciendo d~'—od = id = s; s, pero sin embargo dt =d # d~'. O

Por otra parte, el isomorfismo u 4 también puede definirse mediante la composicién
1 dl—id 411 1 st 1 n 1
A—ol-"—" Aol — 04~ — A

y naturalmente deseariamos que esta definicién coincidiera con la dada anteriormente en
la expresién () (véase el diagrama en el Lema 97 del Apéndice A). Para que esto sea
cierto, necesitamos de nuevo la igualdad d 4. ;d} = id ..

Si d es la unidad (y la counidad por razones de simetria, ya que wé,lA =14 p) de la
adjuncion definida por 1, entonces la igualdad d 4 L;dj =1id 41 es una de las “ecuaciones
triangulares” validas en cualquier adjuncién [99]. Esta condicién es muy natural y, aunque
no se exigiera en la definicién original de categoria *-auténoma citada antes, la incluimos
en nuestra definicion revisada de este concepto. En efecto, el mismo Michael Barr dice
10},

“La definicién de [categoria] *-auténoma exige que este d sea un isomorfismo,
no que simplemente exista un isomorfismo natural cualquiera. [...] ésa es—o
deberia ser—Ila definicién.”

Por lo tanto, nuestra definicién revisada del concepto de categoria x-auténoma es la
siguiente:

Definicién 101 Una categoria *-autdnoma candnica consiste en
1. Una categoria monoidal simétrica cerrada (C,®, 1, a,c,e, —o),

2. Un funtor (contravariante) fuerte de C en si misma, llamado involucién, dado por una
funcién (_)* sobre los objetos y una familia de morfismos s4 g : A—B — Bt—0AL,

3. Una familia de isomorfismos d4 : A — AL, llamada isomorfismo de la involucidn,
sujetos a las ecuaciones
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1
a) dy —OdB:SA’B;SBL7AL,

que dice precisamente que d es un isomorfismo natural fuerte entre los funtores
(covariantes) fuertes (Id, {idaop}) vy ((0)F; (O)F, {s4.5; SpL L))

b) dp = (cppr; (up @idp)iep )5 up.,
que expresa la propiedad de que d es la unidad (y counidad) de la adjuncién
Vg Homeor(B*, A) — Home(B, AY)
definida por
YB,A = Homc(idA,ugl); (gpill)_l; Homc(cB,A,idIL);go’gJL; Home(idp,ua)

donde u 4 es el isomorfismo (A—olt+) — AL descrito en (). O

B.2. Categorias x-auténomas y categorias con un objeto
dualizante

Esta claro que una categoria x-auténoma es bastante similar a una categoria con un ob-
jeto dualizante. A primera vista la principal diferencia es que en una categoria x-auténoma
los isomorfismos d y s son datos bdsicos dados en su definicién, sujetos a tres ecuaciones
nada intuitivas, es decir, no estd claro si pueden reducirse a datos mas elementales en la
categoria; no obstante, el objeto I parece comportarse como un objeto dualizante. Por
otro lado, en una categoria con un objeto dualizante podemos definir los isomorfismos d (la
Curry-conversién del morfismo evaluacién) y s (la Curry-conversién de la composicién m)
que satisfacen varias ecuaciones (como se demuestra en la Seccién A.4 del Apéndice A),
por lo que parece muy probable que tal categoria tiene una estructura kx-auténoma de
forma natural. De hecho todas estas impresiones son correctas. En general, la eleccion de
s y d en una categoria *-auténoma no es reducible a datos més elementales; sin embargo,
las categorias x-autéonomas candnicas caracterizan el caso en que tal eleccion es reducible
a datos mé&s elementales. La correspondencia entre los dos conceptos se hace entonces
muy clara: los conceptos de categoria con un objeto dualizante y de categoria *-auténoma
canénica son equivalentes, en el sentido preciso de una equivalencia de categorias [99].

Primero demostramos que en una categorfa *-auténoma (C, ®,I,a,c, e, —o, (1), s,d) el
objeto I es un objeto dualizante, tal y como se ha sugerido antes. Es importante notar
que en la siguiente proposicién no hacemos uso de la propiedad adicional introducida en
la Definicién 101.

Proposicién 102 Sea (C,®,1,a,c,e, —o, ()", s,d) una categoria *-auténoma. Como an-
tes, denotamos por uy : (A—oI+) — AL el isomorfismo definido en (f) por la expresién

ug =5y 715 (dr—oidyL);nyL.

Entonces
. 1 _
(CAADB,BwIJ—,mA,B,IJ—)TauB —OUA = SA B,

es decir, el siguiente diagrama conmuta:
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u”—ou
\
Bt —AtL
Por lo tanto, (¢;m)! es un isomorfismo, y I+ es un objeto dualizante.
Demostraciéon: En el siguiente cdlculo, vamos a usar la igualdad
(s®d);e =c;e;u

que es muy facil de probar y se deja como ejercicio para el lector. La deseada conmutati-
vidad del diagrama triangular se sigue de:

oM ((em); (ut—ow)) =

((e;m)T @id); (id @ u™b);e3u =

((e;m)T @ id); (id @ u™1); e; 5; d—oid; n =

(e;m)T @ u™t);e; 8 d—oid; e e =

(id@ut);e;m; s;e7 1 ¢ ((d—oid) @ id); e =

(id@u ;e (s@s);emye e (id®d)e =

(id@u ') (s®s);e e (id® d); (m @ id);e =

el ((idout)®id); ((s®s) ®id); (id® d);a ' (id @ e);e =
e*l-c‘afl-(z‘d®(u*1®z‘d));(s®(s®d));(z'd®a);e:

(id® (e~ '(u_l®id);(8®d);6));(8®id);€=
(id® (e7le;(u™t ®@id);cie;u)); (s ®id); e =
(s ® i< = 5(5).0

Vamos a ver ahora cémo una categoria con un objeto dualizante (C,®, I, a,c,e, —o, 1)
da lugar a una categoria x-auténoma candnica.

Proposicién 103 Sea (C,®,1I,a,c,e,—o, 1) una categoria con un objeto dualizante. Para
objetos A, B en C, definimos

1. At=A-ol
2. saB= (CA—OB,B—OLQmA7B7L)T : A—oB — Bt oAl
3. da=(canor;ea )l i A— AL

Entonces, (C,®,1,a,c, e, —o, ()", s,d) es una categoria *-auténoma canénica.

Demostracién: En primer lugar, (_)* y s definen un funtor contravariante fuerte, como
se demuestra en la Proposicién 86 del Apéndice A. En segundo lugar, en la Proposicién 89 y
el Lema 98 del Apéndice A demostramos que s y d satisfacen las dos ecuaciones requeridas
por la definiciéon de categoria x-autonoma candnica. O
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Queremos probar que las construcciones definidas en las dos proposiciones anteriores
son funtoriales, o sea, que proporcionan funtores entre adecuadas categorias cuyos objetos
son categorias x-autonomas y categorias con un objeto dualizante, respectivamente. Para
esto necesitamos definir las nociones apropiadas de morfismo para estos objetos.

Comenzamos con la definicién de la categoria CatDualObj cuyos objetos son categorias
con un objeto dualizante.

Proposicién 104 Dadas categorfas con un objeto dualizante (C',®, I’ da’, ¢, €/, o, 1)
y (C,®,1,a,c,e,—o, 1), se define un morfismo' entre ellas como un par (F,a), donde
F : C' — C es un funtor monoidal simétrico cerrado y v : F(L') — L es un morfismo
en C. Esta definicién proporciona una categoria CatDualObj.

Demostracién: Las identidades son pares (1¢,id, ), y la composicién de dos morfismos

(G,d/) y (F,a) viene dada por el par (G; F, F(a/);a). O

La definicién de las categorias x-AutCat y Canx-AutCat es un poco mas complicada.
Este es el momento en que la nocién de transformacién natural fuerte relativa a un funtor
monoidal simétrico cerrado, introducida en la Secciéon A.3 del Apéndice A, nos va a ser
muy util.

Proposicién 105 Dadas categorias s-auténomas (C', @, I',d',c e/, —o' ()*, s, d) v
(C,®,1,a,c,e,—o,()*, s,d), se define un morfismo entre ellas como un par (F, 3), donde
F : C' — C es un funtor monoidal simétrico cerrado, y 3 es una transformacién natural
fuerte relativa a F entre los funtores fuertes (1)1, s") y ((1)*,s) que satisface ademés la
ecuacion

F(dy); B = dray; B,

es decir, el siguiente diagrama conmuta:

FAY — (Rt

Entonces esta definicién proporciona una categoria x-AutCat. La categoria Canx-AutCat
es la subcategoria plena de x-AutCat cuyos objetos son categorias x-auténomas candnicas.

Demostraciéon: La composicién de dos de tales morfismos se define como en la Obser-
vacién 92 en el Apéndice A:

(G,8');(F,B) = (G: F, F'; Bg)
donde, para un objeto A en C”,
(FB'sBg)a = F(Ba): Bgay : FG(AY") — (FG(A))*.

1 . . .2 , .2 . ..
Por conveniencia de notacién, aqui y en el resto de esta seccién, usamos primas en el dominio de un
morfismo en vez de seguir la convencién habitual de usar primas en el codominio.
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Para que la composicién asi definida sea un morfismo en x-AutCat, necesitamos com-
probar que la condiciéon adicional es satisfecha. Para ello usamos la propiedad de que,
por la Proposicién 91 en el Apéndice A, § se externaliza a una transformacién natural
ordinaria entre los funtores (1)*'; F y F°?; (_)*. Por lo tanto, para un morfismo f : A — B
en C’, tenemos

F(fY):8a = B F(f)™.
En particular, para el morfismo 3 : G (AL") — G(A)Y, obtenemos la igualdad
f((/BA/A)J_I)’ ﬂg(AL”) = /Bg(A)L/ , f(ﬁ%)l_
De modo que podemos realizar el siguiente calculo:
FG(d); (FI's 6g) gur = FG(d): (B )i By =
drg(ay; Bgay F(BA) T = drgay; (F(B4); Bgay) " =
drgay; (FB'; Bg) 4.0

Una vez tenemos definidas las categorias que nos interesaban, podemos probar que las
construcciones hechas en las Proposiciones 102 y 103 son funtoriales:

Proposicion 106 Las asignaciones

C,®,1,a,¢c,e,—0,()*,8,d) — (C,®,1,a,c e —o,I)
(Cv ®7 I? 0/, C, ev _07 J~) L — (Ca ®7 I7 CL7 C, 67 _07 —_oJﬂ (Cv m)Ta <C7 €>T)

se extienden respectivamente a funtores

DO : x-AutCat —  CatDualObj
AC : CatDualObj — Canx-AutCat.

Demostracion: Dado un morfismo en x-AutCat
(F,B):(C, & I'.d,d e, — (), s d)— (C,®,I,ace —o, ()" s, d),
como By : F(I'Y) — F(I')- y F(I') = I, el morfismo en CatDualObj
DO(F,B): (C", &', I',d,c, ¢, —o’,Iu‘/) — (C,®,1,a,¢ e, —o,I1)

se define mediante
DO(F,B) = (F,Bp : FI'Y) — I).

Es obvio que DO conserva identidades, y también conserva la composicién, pues

DO(G; F, FB'; Bg) = (G; F, (FB'; Bg) )
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y (FB'5Bg) i = F(Bp); Br.

Reciprocamente, dado un morfismo en CatDualObj
<f7 Q> : (C,7 ®,7 I/’ al? cl? el? _0,7 J_/) — (07 ®? I? a/? c? e? _O’ J‘)?
el morfismo en Canx-AutCat
AC(.F,O{> . (CI, ®/7 I/7 a/7 c/’ 6/, _o/7 _—o/J_/, (CI; m/)T/’ (c/;é‘/)T') .
(C7 ®7 Ia a,c,e, —o, —_OJ—a (C, m)T7 (C, g)T)

se define como sigue.

Primero recordemos la notacion usada en la Seccién A.4 del Apéndice A, y denotemos
por sap 1 y da, i los morfismos (c; m)t y (c;e)t, respectivamente, y andlogamente con

sy g1y dy . Como F conserva la estructura monoidal simétrica cerrada, tenemos las
igualdades

]:(514,34/) = SF(A),F(B),F(L")
F(dy10) = dray,FL)-
Queremos definir una familia de morfismos 34 : F(A—'1l") — (F(A)—oL) usando

el morfismo dado a : F(L') — L; para esto, usamos la propiedad de que F conserva la
estructura monoidal simétrica cerrada, y definimos

Ba = idga—oa: (F(A)—F (L") — (F(A)—ol).

Debemos demostrar que (F,3) satisface las dos condiciones requeridas para ser un
morfismo en Canx-AutCat. La primera condicion es

F(8,5,10); (ldr(p-or11y=0B4) = 57(4),.7(B),L; (BB—0idr(a)—o1);
que es equivalente a
SF(A),F(B)F(L; ((dr(B—o1ny—o(idra)—oa)) = sFa),7(B),L: ((idFrB)—0a)—0idF(4)oL)-
Aplicando la adjuncién ¢~!

en C.
La segunda condicion es

, esta ultima igualdad se reduce a la naturalidad de m4 g c

f(d;l,y)é Ba—or1r = d}‘(A),L; (Ba—oid),
o equivalentemente,

Cl]:(A)J:(J_/); (id]:(Aw/J_/)—OOJ) = d]-'(A),J_; ((idf(A)—Oa)—oidJ_).

Esta igualdad se reduce de nuevo, aplicando la adjuncién ¢~
en B.

Que AC conserva identidades es obvio, y que conserva la composicién se sigue de
(FB'5 Bg)a = Flidgay—o'd); (idrg(ay—oa) =

(idrg(a)—oF (a)); (idrg(ay—oa) = idrg(ay—o(F(/); ).0

, a la naturalidad de €4,
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Finalmente podemos demostrar nuestro resultado principal, a saber, que las nociones de
categoria x-autonoma candnica y de categoria con un objeto dualizante son equivalentes en
el sentido preciso de la existencia de una equivalencia entre las correspondientes categorias.

Teorema 107 Los dos funtores

DO|cans-Autcar = Canx-AutCat —  CatDualObj
AC : C(CatDualObj — Canx-AutCat

constituyen una equivalencia de categorias.

Demostracién: Dada una categoria con un objeto dualizante C debemos probar que
existe un isomorfismo natural DO(AC(C)) = C en CatDualObj, y dada una categoria
x-auténoma candnica C’, tenemos que demostrar la existencia de un isomorfismo natural
AC(DO(C")) = C' en Canx-AutCat.

Sea (C,®,1,a,c,e,—o, 1) una categoria con un objeto dualizante. La categoria con un
objeto dualizante que se obtiene tras aplicar el funtor AC;DO0 es (C,®,1,a,c,e,—o,[—o1).
Usando el isomorfismo ng = (61__10,4§ cri—oA;€r,A) : I—0A — A (véase el Lema 93 en el
Apéndice A), se tiene el isomorfismo (1¢,ny). Es facil ver que la naturalidad de este
isomorfismo se reduce a la naturalidad de n 4.

Por otro lado, sea (C,®,1I,a,c,e,—o,(_)*, s,d) una categorfa *-auténoma canénica.
Tras la aplicacion del funtor DO;AC tenemos la categoria s-auténoma canénica (C, ®, I, a, c,
e, —o,_—oI*, (¢;m)T, (c;e)1), y disponemos del isomorfismo (1¢, 1), donde uy : A—It —
A* fue definido mediante la expresién (1) después de la Definicién 99 (y en el enunciado
de la Proposicién 102). Tenemos que comprobar que éste es en efecto un morfismo en la
categoria Canx-AutCat.

El diagrama triangular conmutativo en la Proposicién 102 muestra que w es un isomor-
fismo natural fuerte (relativo al funtor identidad 1¢) entre los funtores fuertes (_—oI*, (¢;m)¥)
v ((O)F, s). Necesitamos probar que u también satisface la segunda condicién:

(cie)uyopt = dasuy.

Este es el preciso momento en el que vamos a usar la propiedad adicional introducida en
la definicion de categoria x-auténoma candnica. Como d es la unidad de la adjuncién

VB 2 Homeon(B*, A) — Home (B, AY)
descrita en la Definicién 101, la igualdad buscada es equivalente a
(el upors) = ua,
que es efectivamente satisfecha por u, puesto que
D((e)5u) = (¢ ((Ge)huu™) @id);e)u= (o) iu=clu=u

Ademas, por la Proposicién 88 en el Apéndice A, u es una transformacién natural (ordi-
naria) entre los funtores (ordinarios) ~—oI* y (_)*; de aqui, en particular, u satisface la
ecuacion

wprsug = (ua—oidy1);ug ops,
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de la cual es facil deducir que u~! también satisface la segunda condicién. Resumiendo,
(1¢,ua) es realmente un isomorfismo en la categoria Canx-AutCat.

Nos queda por probar que este isomorfismo es natural. Dado un morfismo (F,3) en
s-AutCat de (C', &', I',d',c e, ()*,s,d') en (C,®,1,a,c,e,—o,()F, s, d), la condi-
cién de naturalidad se reduce a la igualdad

(idFay—oBr); ura) = F(uy); Ba,

donde v’ denota el correspondiente morfismo en C’; en efecto,

F(u); B = F(s'; (d'—o"id); n); B = F(s'); (F(d')—oid); n; f =
F(8); (F(d')—opB);n = F(s'); (id—oB); (F(d')—oid);n =

s; (B—o0id); (F(d')—oid);n = s; (F(d'); B)—oid);n =

s; ((d; B)—oid);n = s; (B —oid); (d—oid);n =

(id—opB); s; (d—oid); n = (id—o3); u

);
)

En este calculo hemos hecho uso de la naturalidad de s, garantizada por la Proposicién 85
del Apéndice A. O

Con esto hemos terminado nuestro estudio de la relacién entre categorias *-auténomas
y categorias con un objeto dualizante.

En nuestra opinién, los resultados en esta seccién muestran que el concepto de cate-
goria x-autonoma es en cierto sentido demasiado general. El problema consiste en que,
como el Ejemplo 100 muestra, hay demasiada libertad en la eleccién de s y d de forma
que, aunque una categoria x-auténoma siempre tiene asociado un objeto dualizante, las
transformaciones naturales candnicas s y d asociadas a ese objeto dualizante no tienen
ninguna relacién sistemadtica con las transformaciones s y d elegidas originalmente. En
cambio, el concepto de categoria x-autonoma candnica asegura que las transformaciones s
y d elegidas coinciden salvo isomorfismo natural con las s y d candnicas. Como la nocién
de categoria con un objeto dualizante es considerablemente mas simple, y no parece existir
ninguna razén por la que no queramos que s y d sean candnicas en las aplicaciones, con-
cluimos que categorias con un objeto dualizante proporcionan una base axiomatica mas
simple sobre la cual pueden basarse posteriores estudios de légica lineal y de dualidad. De
hecho, ésta es la axiomatizacién usada por Michael Barr en su reciente articulo [12].



Apéndice C

Reglas de inferencia para D|C]

C es una subcategoria de D|C]

A € 0b(C) f:A—BenC
A € Ob(D[C)) f:A— BenD[C]

D|C] es una categoria

f:A— B, g: B— CenDI[C]

Fig: A= Cen Dl (composicion)

A € 0b(D|C))
idy : A — Aen DIC|
f:A—=B,g:B—C, h:C — DenD[C]
fi(gih) = (f59); h

(identidades)

(asociatividad)

f:A— BenD[C]
idas f = f

f:A— BenD[C]
fiidp = f

(id izquierda) (id derecha)

D|C] es monoidal simétrica

A,B € 0b(D[C))
A®B € Ob(D[C])

f:A— B, g:C — DenD[C]
f®g:A®C — B® D en D[C]
f:A—=B,g:B—C, f':A—-B ¢:C" — D enD[]
(fi9) @ (f9)=(Fef)ged)
A,B € 0b(D|[C))
idg ®@idp = idagB

(® funtor-1)

(® funtor-2)

125



126 PARTE I. LOGICA LINEAL

A,B,C € ObD[C)
aapc:A®(BRC)— (A® B)® C en D[]
A,B,C € 0b(D[C)
a5 (A®B)®C — A® (B®C)en D[C]
A,B,C € Ob(D[C)]) A,B,C € Ob(D[C))
aA,B,C; GZ}B,C = id px(BxC) GZ}B,C; aa,B,c = idAgB)eC
f:A— A" g:B— B h:C— C' enD|[C|
aaBc;(f@®g)@h=f®(g@h)an p o
A, B € Ob(D[C])
cap:A®B — B® Aen D[C]
f:A— A" g:B— B enD[C]
cAB Y[ =[fRgicap
A € ob(D[C))
es: I ®A— AenD[C|
A € ouD[C))
eyt A—I® AenD[C]
A € Ob(D[C)) A € Ob(D[C))
eare;’ =idga exlsea =ida
f:A— BenD[C]
ea; f=(idr® f);ep
A,B,C,D € Ob(D[C))
aA,B,0eD; AwB,c,D = (ida ® ap,c,p); aa,Bec,D; (aa,B,c @ idp)
A,B € Ob(D[C])
CA,B;CB,A = 1dAgB
A,B € Ob(D[C])
ara,B; (ea ®idp) = eagB
A,B,D € Ob(D[C])
4A,B,D; CA®B,D; 4p.A,B = (ida ® ¢B,p);aa,p,B; (cA,p ®idp)

(asociatividad)

(inverso)

(naturalidad)

(conmutatividad)

(naturalidad)

(unidad)

(inverso)

(naturalidad)

(coherencia-1)

(coherencia-2)

(coherencia-3)

(coherencia-4)

D|C] es cerrada

A,B € 0u(D[C))
A—oB € 0b(D[C))

A,B € Ob(D[C))
eap:(A—oB)® A — BenD[C|

(counidad)
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f:C®A— BenDC|
f1:C — (A—B) en D|C]

f:C®A— BenDIC|

(ff®ida)iean = f
g:C — (A—B) en D[C]
((g®ida)iean) =g

(biyeccion)

(adjuncion-1)

(adjuncion-2)

D|C] tiene productos finitos

A,B € 0b(D[C])

A&B € Ob(DI[C))

f:C— A g:C— BenD[C|
(f,g): C — A&B en D[C]
A,B € 0b(D[C])

maB : A&B — A en D[C]
A,B € 0b(D[C)])

Ty g+ A&B — B en D[C]

f:C— A g:C— BenD[C]

(objeto producto)

(morfismo inducido)

(proyeccion-1)

(proyeccion-2)

(ecuacion prod-1)

(f.9)imap=f
f:C —><?’g>g‘ Tr’C —>_Bgen bl (ecuacion prod-2)
' 9)Ta B =

h:C — A&B en D|C|
(h;maB, h; 7rf4’B) =h
T € 0b(D[C]) (objeto final)
A € Ob(D[C))
()a:A— T en D[]
f:A— T enD[C]
f=0a

(ecuacion prod-3)

(existencia)

(unicidad)
D|C] tiene un objeto dualizante

1 € Ob(D[C]) (objeto dualizante)
A € ob(D[C)

4T (A1)l — Aen D] (inverso)
A € 0b(D[C)) A € 0b(D[C))
(caa—orsea)lidy! =ida dy's(can—oriea ) =idaor) oL






Parte 11

Algebra con Tipos Ordenados






Capitulo 1

Introduccién (Parte IT)

A finales de los afios 70 aparecieron dos articulos pioneros sobre la semédntica de sub-
tipos, escritos por Goguen [56] y por Reynolds [136]. Aunque ambos enfoques poseian
algunas similitudes formales y compartian un punto de vista algebraico comun, las intui-
ciones que formalizaban eran diferentes, a saber:

1. una nocién de subtipo como inclusion en el articulo de Goguen, y
2. una nocién de conversion implicita (o coercion) en el articulo de Reynolds.

La primera intuicién ha sido seguida y desarrollada posteriormente por varios autores en
un contexto de primer orden en tales trabajos como [55, 58, 129, 62, 115]; esta intuicién
ha dado lugar al diseno de lenguajes de programacién funcionales [43, 59] y de lenguajes
que combinan programaciéon funcional con programacién relacional, dirigida a objetos y
concurrente [60, 144, 61, 112]. La segunda intuicién ha sido asimismo objeto de investiga-
ci6én en un contexto de orden superior; desde la aparicién de articulos como [122, 25, 138]
mucho ha sido hecho por diversos autores, como explicaremos més tarde. Ademads, se han
disenado lenguajes basados en estas nociones como Fun [28] y Quest [26]; estas ideas tam-
bién influenciaran futuras versiones de otros lenguajes funcionales existentes, como por
ejemplo ML [120].

Sin embargo, estas dos lineas de trabajo han tenido escasa interaccién mutua y—
con pocas excepciones'—casi nada se ha hecho de cara a comparar sus relativos pros y
contras. Creemos que de tal comparacion se puede obtener un enriquecimiento mutuo y este
trabajo debe verse como un primer paso en esa direccién?. Concretamente, argumentamos
que ninguna de estas intuiciones es por si sola suficiente para conseguir una semantica de
subtipos completamente satisfactoria, y proponemos un marco seméntico en el que ambas
intuiciones pueden coexistir y al mismo tiempo ser legitimamente distinguidas.

Por ejemplo, una de las caracteristicas més interesantes de la nocién de “subtipo como
inclusion” es que es completamente seguro mover datos y realizar operaciones desplazando-

!Tales como [115] que discute inclusiones y coerciones en un contexto de primer orden, y [63] que
compara propuestas para programacién dirigida a objetos en ambos enfoques.

2 Aunque muy diferente del nuestro en estilo y punto de vista seméntico, el reciente trabajo de Z. Qian
[133] tiene objetivos bastante semejantes; no obstante, sus definiciones nos parecen dificiles de comparar
con los trabajos existentes en teoria de tipos de orden superior.
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se arriba y abajo en la jerarquia de subtipos, por lo que se puede ignorar practicamente
en qué tipo se esta trabajando. Esta nocién de subtipo es probablemente la mas natural
y la méds ampliamente afianzada, y estd perfectamente de acuerdo con la practica y no-
tacién tradicionales en matematicas, donde por ejemplo podemos sumar el nimero 3 a la
expresion compleja (—i) x i y evaluar entonces la expresién resultante al nimero natural 4,
o en cambio podemos evaluar primero (—i) %7 a 1 y después sumar los niimeros naturales
3 y 1 para obtener el mismo resultado 4. Esta seguridad en el movimiento de datos arriba
y abajo estd garantizada por el siguiente axioma de “conservacién de la informacion”: si
<7,
Ve,y:T T=rY = =09

que tipicamente se encuentra implicito en trabajos como [62], donde la relacién de igualdad
se define de forma independiente del tipo.

En contraste, tal seguridad no es posible en el enfoque de conversiones implicitas,
donde el anterior axioma no es cierto, incluso en el caso en que las relaciones de subtipo
para los tipos basicos son todas inclusiones. Esta situacién puede ilustrarse mediante la
siguiente regla para espacios funcionales

<17 p<)
("= p) < (1= /)

(=)

debida a Reynolds [136], y que aparece en todos los trabajos sobre subtipos en un contexto
de orden superior de los que somos conscientes. Consideremos, por ejemplo, los tipos
basicos 2 y 3, con constantes 1, 2 de tipo 2 y 1, 2, 3 de tipo 3, y una inclusion de subtipo
2 < 3, y consideremos un tipo béasico IR de ntimeros reales. Entonces, en cualquier categoria
seméntica razonable, sea de conjuntos (intuicionistas o no), sea de espacios topoldgicos o
sea de otra cosa, podemos aplicar la regla anterior con 7 = 2, 7/ =3,y p = p = R
obteniendo

B=R)<(2=1R).

Asi pues lo que esta regla nos dice es que el espacio euclideo tridimensional es, desde este
punto de vista, un subtipo (!) del plano euclideo. Estd claro que aqui por “subtipo” se
entiende algo completamente diferente de una inclusién entre tipos. El significado real es
que la inclusion j : 2 <— 3 induce una restriccion

j=R):(83=R)— (2=1R)

que no es otra cosa que la proyeccion de un punto en el espacio a sus dos primeras
coordenadas x,y en el plano. Esta conversiéon implicita de puntos en el espacio a puntos
en el plano no cumple el axioma de “conservacién de la informacién”; por ejemplo, los
puntos p = (1,1,1) y ¢ = (1, 1,2) satisfacen p #3_R) ¢, pero por supuesto p =R ¢
Por lo tanto, tales conversiones implicitas son insequras en el sentido de que, una vez
la conversién ha sido aplicada, no hay en general ninguna forma de recuperar el dato
original, porque informacién esencial puede haberse perdido. El caso extremo de pérdida
de informacion aparece en el llamado tipo universal Top, presente en muchos de los trabajos
existentes, y que contiene cualquier otro tipo 7 como un subtipo 7 < Top, puesto que Top
se interpreta como un objeto final 1, de forma que x =7,, y para cualesquiera z,y. En
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consecuencia, ninguna informacion que entre en Top puede jamds salir; esto sugiere la
imagen de un “agujero negro” como una intuicién més adecuada para Top que pensar en
él como el universo.

La principal cuestion que la anterior discusion intenta poner en claro es que dos intui-
ciones semdnticas completamente diferentes se confunden bajo la denominacion de “sub-
tipo,” a saber, las nociones de inclusién y de conversién implicita. Creemos que seria
una equivocacién pensar que hay que elegir una de estas nociones a costa de la otra;
efectivamente la anterior discusiéon muestra que cualquier eleccién tendria consecuencias
indeseables. Por ejemplo, las buenas propiedades de conservacion de informacién y las aso-
ciadas intuiciones y facilidad en la manipulacién de datos que la nocién de inclusién tiene
se perderian al tomar partido por conversiones implicitas; pero por el otro lado insistir en
inclusiones como la tinica nocién pertinente también seria indeseable, pues se perderia la
capacidad proporcionada por la regla (=) de pasar como argumentos funciones con un
dominio de definicién estrictamente mayor de lo exigido.

Nuestra propuesta es intentar conseguir lo mejor de ambos mundos distinguiendo am-
bas nociones tanto sintictica como semanticamente. En nuestra opinién, la nociéon de
inclusion es la mas intuitiva, posee las propiedades mas interesantes, y es la nocién mejor
entendida por los no especialistas; por lo tanto, usamos el nombre subtipos para tipos
relacionados por inclusiones y la notacién 7 < 7/ sélo en este caso. Para la nocién de
conversién implicita usamos la terminologia subtipos generalizados y la notacién 7 <: 7/.
Ambas nociones se relacionan por medio de la regla

<7

que justifica asimismo nuestra terminologia. De este modo, las interesantes ventajas de
la nocién de subtipo como inclusién se conservan y se hacen explicitas en la sintaxis
y la seméntica, sin perder los mecanismos adicionales que la nocién de subtipo como
conversion implicita proporciona. Un beneficio inmediato de este marco—ilustrado en
detalle en algunos casos, pero valido también para otros constructores de tipos que no
tratamos explicitamente en este trabajo—es la posibilidad de tener reglas mas informativas
para el subtipado estructural de diferentes constructores de tipos. Por ejemplo, la regla (=)
es valida sélo para la relacién <:; para la relacion < se requiere una versién mas restringida.
De la misma forma, reglas para vectores (records) necesitan restricciones andlogas. En
contraste con los casos que acabamos de mencionar, reglas de subtipado estructural para
productos no necesitan ninguna restriccién para la relacién <.

Nuestra principal tarea en este trabajo es generalizar la semdantica de primer orden
de subtipos como inclusiones presentada en [62] a orden superior, consiguiendo de esta
forma una teoria de orden superior de subtipos inclusivos con interesantes propiedades,
incluyendo la de “conservacion de la informacién,” una légica ecuacional completamente
desarrollada (algo no disponible hasta ahora en otros enfoques de orden superior), una
semantica categdrica muy general, teoremas de completitud e inicialidad, asi como la
flexibilidad adicional en el tipado proporcionada por la técnica de los “retractos” [58, 62]
que ha resultado ser muy ttil y conveniente en las implementaciones de OBJ2 y OBJ3
[43, 59]. Ademds, también demostramos que nuestra légica ecuacional de orden superior
de subtipos es conservativa sobre la original l6gica ecuacional de primer orden.
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Nuestra intencién en este trabajo es algo modesta en el sentido de que la teoria que
desarrollamos es la mas bésica posible, o sea un lambda célculo tipado con productos
y subtipos como inclusiones. Sin embargo, la extensién a cdlculos més ricos no deberia
presentar dificultades especiales siguiendo ideas andlogas a las ya desarrolladas para la
nocién de subtipo como conversién implicita en trabajos tales como [28, 24, 18, 26, 35, 4,
entre otros]. A pesar de restringirnos a un calculo muy simple, permitimos la generalidad
y conveniencia adicionales de tipos béasicos definibles ecuacionalmente, para los cuales
las relaciones de subtipo y operaciones ambiguas (o sobrecargadas) se pueden especificar
como en [62]. Tales operaciones ambiguas soportan tanto polimorfismo de subtipos, como
cuando + se define para los niimeros naturales, enteros, racionales y complejos, y también
polimorfismo ad hoc, como cuando + se define para tipos no relacionados entre si como
por ejemplo los valores de verdad y los niimeros naturales.

Nuestra nociéon de subtipo como inclusién es muy general y puede interpretarse en
muchas categorias, incluyendo categorias que son esencialmente “modelos de términos.”
Por lo tanto, la primera tarea en este trabajo es generalizar la teoria de primer orden
del algebra con tipos ordenados [62] a modelos de primer orden en categorias generales
siguiendo las ideas de la semantica funtorial de Lawvere para la 1dgica ecuacional [94]. En
un segundo paso, generalizamos la semantica categoérica de primer orden a orden superior.

La integraciéon de las relaciones < y <: se trata en el Capitulo 5, y discutimos un
ejemplo muy natural de esta integracién en modelos de relaciones de equivalencia parciales
(per’s); sin embargo, un tratamiento completo del sistema combinado de ambas relaciones
tendra que esperar una publicacién futura. En las conclusiones finales discutimos posibles
direcciones de investigacion sugeridas por el presente trabajo que deseariamos explorar en
el futuro.



Capitulo 2

Algebra con tipos ordenados

El algebra con tipos ordenados es una generalizacion muy expresiva del dlgebra hete-
rogénea obtenida al introducir una relacién de orden en el conjunto de tipos, interpretada
como inclusion, y permitir el uso de simbolos de operacién ambiguos. En este capitulo
repasamos las definiciones y resultados bésicos del algebra con tipos ordenados, incluyen-
do signatura, algebra, homomorfismo, la construccion del algebra de términos, deduccién
ecuacional, y los teoremas de correccién, completitud e inicialidad. Este capitulo es un
breve resumen del material contenido en las Secciones 2 y 3 de [62], donde remitimos al
lector para un tratamiento detallado, incluyendo demostraciones y aspectos aqui omitidos;
un resumen mas detallado de este material aparece también en [115].

Suponemos que el lector estd familiarizado con el dlgebra heterogénea, en particular
con los conceptos de signatura, algebra, homomorfismo y ecuacién en ese marco (véase,
por ejemplo, [114]).

Notacién: Dado un conjunto S, denotamos por s una lista s1...s, (n > 0) en S*
cuya longitud n se deja a menudo implicita en el contexto; la lista vacia se denota e.

Si (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado, el orden < se extiende a listas de la
misma longitud en S* componente a componente, y se denota también <, es decir,

S1...8, <1y = ;<1 (i=1,...,n).

Dado un S-conjunto A = {As | s € S}, es decir una familia de conjuntos con indices en
S,s15=s1...5, # €, escribimos Az para denotar el producto cartesiano Ay, x ... x As, ,
y si 5 es la lista vacia €, A. es un conjunto unitario denotado 1. De forma andloga, si
h ={hs: As — Bs| s € S} es una S-funcion entre los S-conjuntos A y B, escribimos hz
para denotar hg, X ... X hs, : A5 — B3, y he es id;.

En lo que sigue, abreviamos habitualmente la frase “con tipos ordenados” a “c.t.0.”.

2.1. Signaturas, algebras y homomorfismos

Definicién 1 [62] Una signatura con tipos ordenados, abreviado a signatura c.t.o., es un
triple (S, <,Y) tal que (S, %) es una signatura heterogénea (es decir, un conjunto de tipos

135



136 PARTE II. ALGEBRA CON T1POS ORDENADOS

Sy un S* x S-conjunto ¥ = {¥54 | 5 € S*,s € S} de simbolos de operacién'), (S, <) es
un conjunto parcialmente ordenado, y los simbolos de operacién en la signatura satisfacen
la siguiente condicion de monotonia:

oc€ds5sNY5r, vy 5 <7 implican s <r. O

Cuando el conjunto parcialmente ordenado de tipos esta claro, escribimos simplemente
Y, para denotar una signatura con tipos ordenados.

Conviene destacar el hecho de que, contrariamente a la préactica habitual en &lgebra
heterogénea, los conjuntos de simbolos de operacién Y5, en una signatura c.t.o. no sélo no
se suponen disjuntos dos a dos, sino que se dan condiciones explicitas para el caso en que
el mismo simbolo de operacién aparece con dos rangos distintos (un poco méas adelante
veremos la condicién de regularidad que también se aplica en este caso). Esta situacion se
conoce como ambigiiedad o sobrecarga (overloading) y se dice que el simbolo de operacién es
ambiguo o estd sobrecargado. La posibilidad de operaciones ambiguas junto con la relacion
de subtipo constituye una de las caracteristicas mas interesantes y expresivas a la hora
de escribir especificaciones usando algebra con tipos ordenados. Por ejemplo, esto permite
justificar dentro de un marco formal la practica habitual de sobrecargar los simbolos de
operaciones aritméticas en la jerarquia numérica. El Ejemplo 15 ilustra este caso.

Definicién 2 [62] Sea (S, <, ¥) una signatura c.t.o. Una (S, <, ¥)-dlgebra A es una (5, X)-
algebra heterogénea A (es decir, para cada s € S un conjunto A y para cada simbolo de
operacién o € Xs ¢ una funcién Acg;s : As — As) que satisface las siguientes condiciones de
monotonia:

1. s< s en S implica As C Ay, y

2. 0€¥5,N%r, y35 <7 implican que A%* : Az — Ay y AT : Az — A, coinciden en
los elementos de Az. O

Cuando el conjunto ordenado de tipos estd claro, nos referimos a una (S, <, ¥)-algebra
A simplemente como una X-algebra.

Definicién 3 [62] Sea (5, <,¥) una signatura c.t.o. Dadas dos (S, <, ¥)-dlgebras A y B,
un (S, <,X)-homomorfismo h : A — B es un (5, ¥)-homomorfismo heterogéneo (es decir,
una S-funcién h = {hs : As — Bs | s € S} satisfaciendo la condicion de homomorfismo
hs(A%*(a)) = B3*(hs(a)) para todo o € X5, y a € As) que ademds satisface la siguiente
condicion de restriccion:

s<s y a€ As implican hg(a) = hy(a). O

Observacion 4 Con estas definiciones de Y-algebra y -homomorfismo c.t.o., tenemos
una categoria denotada OSAlgs,. O

!Cuando o € Y55, decimos que o tiene rango (S,s), aridad Sy tipo o coaridad s. A veces ¥ también

denota la unién U;es* scg 25,5



CAPITULO 2. ALGEBRA CON TIPOS ORDENADOS 137

Observacion 5 Por definicién, toda (S, <, ¥)-algebra es una (.9, X)-dlgebra y todo (.5, <
, £2)-homomorfismo es un (.9, ¥)-homomorfismo, por lo que, si Algs, denota la categoria de
Y-dlgebras y ¥-homomorfismos heterogéneos, tenemos un funtor de olvido OSAlg,, —
Algy.. Cuando el orden en S es el discreto, es decir, s < s’ sii s = ', el anterior funtor
de olvido se convierte en la identidad y obtenemos como caso especial de la definicién con
tipos ordenados la nocién de dlgebra heterogénea y la correspondiente categoria Algs. O

2.2. Algebras de términos e inicialidad

Construimos un algebra de términos, inicial en la categoria OSAlgy,, de la misma forma
que el algebra de términos heterogénea Ty es inicial en Algs.

Definicién 6 [62] Dada una signatura c.t.o. (S, <,¥), el dlgebra de términos con tipos
ordenados Ty; se define como el menor S-conjunto 7y, = {7y ¢ | s € S} que satisface las
siguientes condiciones:

1. ¥.s C 7Ty, paraseS.

2. TE,S - TE,S’ sis < s,

3. Sice¥ssyticeTss (i=1,...,n),cons=s1...5, # ¢, entonces o(ti,...,t,) €
Ts.s.
Ademss, para o € Y54, la funcién gfr :Tns — Tss levaty, ...ty ao(ty,... t,). O

Obsérvese que la clausula 2 en esta definiciéon corresponde a la regla llamada de sub-
suncion en la literatura sobre lambda calculo con subtipos [35].

Obviamente, 7x, es un dlgebra con tipos ordenados. Es importante notar que en general
Ts,s no es igual a Ty s ni tampoco a Uy <, Tx,¢- Un término con tipos ordenados puede
tener muchos tipos diferentes; en particular, si ¢ tiene tipo s, entonces ¢ también tiene tipo
s’ para todo s’ > s. Es més, como un simbolo de operacién o puede tener varios rangos
diferentes, un término o(t1,...,t,) puede tener incluso tipos que no son directamente
comparables. Debido a esta situacion, el dlgebra 7s no es inicial en general; para conseguir
la inicialidad, exigimos la siguiente condicion:

Definicién 7 [62] Una signatura con tipos ordenados (5, <,¥) es regular sii dados o €
Y5,y 35 <Ten S* el conjunto de rangos {(g,q) € S* xS |5 <qy o € Xg,} tiene un
minimo. O

Proposicién 8 [62] Dada una signatura c.t.o. regular (S, <,¥), para cada término ¢ en
7Ty, existe un minimo s € S, llamado el tipo minimo de t y denotado ls(t), tal que t € Tx ;.

Demostracién: Sit = o € X, [s(t) es el minimo s tal que o € X, 5 (que existe por

regularidad).
Sit=o(t,...,t,) donde Is(t;) = r; (por hipétesis de induccién) y o € X, s, s con
ri <s; (i=1,...,n), el tipo minimo de ¢ es ¢ tal que (g, ¢q) es el minimo rango con 7 < g

yoeE Zq,q. O
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Nétese que el algoritmo dado en la anterior demostracién no sélo proporciona el tipo
minimo de un término ¢ sino que también da lugar a un andlisis sintdctico (parsing)
canénico de ¢t que es minimo con respecto al orden apropiado (cada instancia de un simbolo
de operacién o tiene un rango minimo con respecto a los correspondientes argumentos);
véase también el articulo [79].

Como en el caso heterogéneo, términos con variables pueden verse como un caso espe-
cial de términos basicos, usando el truco de aumentar la signatura con constantes adicio-
nales correspondientes a las variables: dada una S-familia X = {X, | s € S} de conjuntos
de variables disjuntos dos a dos, y disjuntos de ¥, definimos la signatura c.t.o. (S, <, 3(X))
mediante X(X ). = . s U X y 3(X)s,s = Y55 para 5 # €. Notese que X(X) es regular
si X lo es; en particular, el tipo minimo de una variable es el Uinico tipo que tiene asigna-
do en el conjunto de variables. Entonces, construimos como antes 7x,x) y, olvidando las
constantes en X, podemos verla como una -algebra c.t.o. denotada 7y (X).

Teorema 9 [62] Dada una signatura c.t.o. regular (S,<,¥), una (S, <, ¥)-dlgebra A,
y una asignacién f de X en A (es decir, una S-funcién f : X — A), existe un unico
homomorfismo c.t.o. f*: 75(X) — A que extiende f, es decir, f¥(x) = fs(z) para todo

x € X, y para todo s € S. Por lo tanto, 75 (X) es la X-dlgebra c.t.o. libre generada por
X; en particular, 7y, es el dlgebra inicial en OSAlgy. O

En lo que sigue, adoptaremos las siguientes convenciones sobre la representacion de
conjuntos de variables y términos:

1. Escribimos t : s para indicar que el término c.t.o. ¢ tiene tipo s, es decir, que t perte-
nece a Ty (X)s (recuérdese que un término c.t.o. puede tener varios tipos diferentes).

2. Un S-conjunto finito de variables X se representa como una lista 1 : s1,...,Zn : Sp,
o mas brevemente T : S, donde todas las variables x; son distintas.

3. La notacién ¢(x1 : S1,...,%n : Sp), 0 t(T : 3), se usa para representar un término ¢
cuyas variables estdn incluidas en el conjunto T : 5.

Si X e Y son conjuntos de variables, una asignacién de la forma f : X — 75(Y) se
llama una sustitucion. St X = x1: 81,...,2n: Spy f llevax; at; (i =1,...,n), entonces
la sustitucién lleva ¢’ € T5(X)s al término f2(t'), donde f* es el inico homomorfismo c.t.o.
[*: Te(X) — Tu(Y) que extiende f. El término f*(t') se denota t'(t1/x1,...,tn/Tn) O
mé&s brevemente t/(/).

2.3. Ecuaciones, satisfacciéon y completitud

Consideramos la nocién de ecuacién en el marco del dlgebra con tipos ordenados. En
algebra heterogénea, una ecuacién estd dada por un conjunto de variables y un par de
términos del mismo tipo. En dlgebra con tipos ordenados disponemos de mas flexibilidad
y simplemente requerimos que los dos términos tengan un supertipo comun. Para que esto
funcione adecuadamente con respecto a deduccion ecuacional y satisfaccion, necesitamos
una condicién de coherencia en signaturas con tipos ordenados.
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Definicién 10 Una signatura con tipos ordenados (5, <, X)) es localmente filtrada si y s6lo
si el conjunto parcialmente ordenado (.5, <) es localmente filtrado, o sea, cada componente
conexa es filtrada?.

Una signatura c.t.o. es coherente si y sélo si es regular y localmente filtrada. O

Definicién 11 [62] Dada una signatura c.t.o. coherente (.5, <,Y), una -ecuacion es un
triple (T : 5,t,t') donde T : S es un conjunto (finito) de variables, y ¢ y ¢’ son términos
en Tx(T : 35) tales que Is(t) y Is(t') estdn en la misma componente conexa de (5, <).
Denotaremos tal ecuacién por (T : 5)t = t'. Nétese que, al ser la signatura localmente
filtrada, dada una ecuacién (T : 5)¢t = ¢’ siempre existe un tipo s tal que ¢t : s y ' : s; si
queremos hacer tal tipo explicito usamos la notacién (T :3)t =1t': s.

Una teoria con tipos ordenados, o teoria c.t.o., consiste en una signatura c.t.o. coherente
(S,<,Y) y un conjunto I' de ¥-ecuaciones. O

Definicién 12 [62] Una X-dlgebra A satisface una X-ecuacién (T : 3)t = t' siy sélo si
fl’;(t)(t) = f;;(t,)(t’) en A para toda asignacién f: (T :35) — A.

Esta nocion se extiende de la forma obvia a un conjunto I' de -ecuaciones y en este
caso decimos que A es una (3, I')-algebra. Denotamos por OSAlgy r la subcategoria plena
de OSAlgy, cuyos objetos son las (X, I')-dlgebras. O

Dado un conjunto I de X-ecuaciones, escribimos I' - (T : 5) ¢t =t/ para denotar que la
ecuacion (T : 5)t = t' es derivable a partir de T’ mediante las siguientes reglas de deduccién
ecuacional con tipos ordenados (en la presentacién de estas reglas, suponemos que todos
los términos y ecuaciones c.t.o. que aparecen estdn bien formados):

Reflexividad: TFE s =1

. . F@:s)t=t
Simetria: TF @ 5 =1

e a1 E(x:s)t="* PH(x:s)t' =t"
Transitividad: TF @ 9i=7
=\ ol (f — " . .
Congruencia: F@:m)ti=1t,:s (i 1: .;,nﬁ) _ _t (:c}l 81,y O Sp) € Ts(T : 3)
'E@:7m)t't/z) =t"(t'/T)

Sustitucién: ti:SiETE(§:F> (i:1,...,n) (xlzsl,...,a:n:sn)t':t” eT

'F@:7m)t'(t/z) =t"(t/7)

Teorema 13 (Correccion y Completitud) [62] Dada una teorfa con tipos ordenados (S, <,
¥, T) y términos t,t € Tx(T : 5), la ecuacién (T : 5)t = t’ es derivable a partir de T sii es
satisfecha por todas las (3, I')-dlgebras con tipos ordenados. O

2Las componentes conexas de un conjunto parcialmente ordenado (S, <) son las clases de equivalencia
de la clausura transitiva y simétrica de <. Un conjunto parcialmente ordenado (S, <) es filtrado sii para
cualesquiera elementos s, s’ € S existe s” € S tal que s <"y s’ <s”.
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La completitud en este teorema se demuestra usando la (X,I")-dlgebra 75 r(Z : 5)
obtenida al hacer el cociente de la ¥-dlgebra 7x(Z : 5) por la Y-congruencia con tipos
ordenados =p(z) definida por ¢ =p(z) ' sii la ecuacién (T : 5)t =t es derivable a partir
de I'. Una ¥-congruencia con tipos ordenados sobre una 3-dlgebra A es una congruencia
heterogénea = = {=;| s € S} sobre A (es decir, una S-relacién de equivalencia conservada
por las operaciones en X) tal que si s < s’ y a,a’ € Ay, entonces a =5 d sii a =y d'.
En el caso de =p(z:5) esto es cierto porque la derivabilidad es independiente de los tipos.
Ademids, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 14 [62] Dada una teorfa con tipos ordenados (S, <,%,T"), Ts,r(X) es la (X,I')-
dlgebra c.t.o. libre generada por X; en particular, 75, p(0) es una (X,I')-dlgebra inicial.
|

La clase de equivalencia de un término c.t.o. ¢(Z : 3) con respecto a la congruencia
c.t.0. =p(z) se denota [t], es decir, [t] = {t' € Tn(T : 5) | T (T :3)t = t'}; a veces, si
queremos hacer la teoria explicita, la clase de equivalencia [¢] se denota [t]x .

Ejemplo 15 Supongamos que INT es una teoria con tipos ordenados que especifica los
nimeros enteros como su algebra inicial; entonces, la siguiente teoria con tipos ordenados
RAT—una ligera variante de una especificacion incluida en un ejemplo mucho més completo
de la jerarquia numérica que aparece en [62]—especifica los nimeros racionales. Usamos
la notacién de OBJ [59] para presentarla; la linea protecting INT afirma que INT es una
subteoria de RAT, y ademas que los enteros no son modificados en el sentido de que no
se anaden datos de tipo Int y que numeros diferentes no se identifican por las nuevas
ecuaciones en RAT. Las declaraciones [assoc comm] afirman que las operaciones +_y _*_
son ambas asociativas y conmutativas. Obsérvese que las operaciones _/_, —_y _*_ son
ambiguas, siguiendo el uso matematico habitual.

obj RAT is
protecting INT .
sorts NzRat Rat
subsorts Int < Rat
subsorts NzInt < NzRat < Rat
op _/_ : Rat NzRat -> Rat
op _/_ : NzRat NzRat -> NzRat

op -_ : Rat -> Rat

op —_ : NzRat -> NzRat .

op _*+_ : Rat Rat -> Rat [assoc comm]

op _*_ : Rat Rat -> Rat [assoc comm]

op _*_ : NzRat NzRat -> NzRat [assoc comm]

vars R S : Rat

vars R’ S’ T’: NzRat

eqR/ (R /S) = (R*S) /R
eq R/R) /S =R/ (R *x8%)
eq R> *T’) / (82 xT’) =R’ / &
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eqR/1=R.

eq 0 /R =0 .

eqR/ (-R) =(-R) /R

eq- R/R)=(-R) /R

eqR+ (8/R) =(R*R) +8) /R
eqR*x (8/R)=(R=*S8) /R

jbo

El algebra inicial especificada por la teoria con tipos ordenados RAT es el algebra de los
numeros racionales. Este ejemplo ilustra la expresividad del algebra con tipos ordenados
y su flexibilidad para tratar operaciones parcialmente definidas. Nétese que, debido al
problema ocasionado por la division por cero, este ejemplo no puede especificarse de forma
realmente satisfactoria usando algebra heterogénea, donde se requiere el uso de constantes
de error y operaciones auxiliares (véase, por ejemplo, [39]). O






Capitulo 3

Semantica funtorial del algebra
con tipos ordenados

La légica ecuacional fue el primer ejemplo de légica categorica considerado por Lawve-
re en su tesis doctoral [94]. Dada una teoria ecuacional homogénea (3,I"), Lawvere cons-
truyé una categorfa con productos finitos Ly 1 tal que (X, T")-4lgebras A pueden ponerse
en correspondencia biyectiva con funtores

A*: Lypr — Set

que conservan productos estrictamente, es decir, productos (elegidos') en Ls 1 son trans-
formados en productos cartesianos en Set. Esto puede generalizarse a (3, ')-algebras en
una categoria arbitraria C con productos finitos, que se pueden definir como funtores
Ls.+ — C que conservan productos estrictamente.

La categoria Lxr es facil de describir. Sus objetos son los nimeros naturales. Un
morfismo [t] : n — 1 es la clase de equivalencia médulo las ecuaciones I' de un X-
término ¢ cuyas variables estan entre x1,...,z,. Un morfismo n — m es una m-tupla
de morfismos n — 1. La composiciéon de morfismos viene dada por sustitucién en los
términos. Por ejemplo, ([x7 * x3], [x4 + x5]); [z2 + z1] = [(z4 + x5) + (27 * x3)] (para una
signatura que incluye las operaciones aritméticas + y *, y usando orden diagramatico
para la composicién de morfismos en una categoria). Es facil ver entonces que el objeto
n es el n-ésimo producto del objeto 1 con proyecciones [z1],. .., [x,], y, en general, que el
producto de los objetos n y m es n + m. El funtor A® asociado con el dlgebra A lleva el
morfismo [t] : n — 1 a la operacién derivada t4 : A" — A asociada al término ¢ en
el dlgebra A. Bajo esta correspondencia entre dlgebras y funtores, una ecuacién t = t' es
satisfecha por una (X,T')-dlgebra A sii A*([t]) = A*([t']).

Lawvere también demostré que cualquier categoria con productos finitos y con los
numeros naturales por objetos tal que n es el n-ésimo producto de 1 es isomorfa a Lx
para una teoria ecuacional (X,T"). De hecho, varias presentaciones equivalentes mediante
operaciones y ecuaciones son posibles para un mismo concepto, como por ejemplo grupos.

!La definicién categérica de productos y otras construcciones universales sélo los determina salvo iso-
morfismo; como necesitamos fijar la estructura, suponemos que se ha realizado una eleccién arbitraria pero

fija.

143
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Lo que la teoria de Lawvere proporciona es una descripcién independiente de presentacio-
nes del concepto, y considerando funtores que conservan productos en Set, también de los
modelos.

El caso anélogo de légica ecuacional heterogénea fue estudiado por Bénabou en su tesis
doctoral [15]. La categorfa Ly, 1 se construye como en el caso homogéneo, pero ahora tiene
como conjunto de objetos el monoide libre S* generado por el conjunto S de tipos?. Pitts
realiza una detallada presentacién de este caso en [128] junto con una extensién a tipos
de orden superior; él considera el caso en que los funtores conservan la correspondiente
estructura categoérica salvo isomorfismo. En este capitulo desarrollamos una semaéntica
funtorial para el dlgebra con tipos ordenados, con funtores que conservan estrictamente la
estructura categorica; y en el siguiente capitulo extenderemos nuestra semantica categoérica
a teorias de orden superior con tipos ordenados.

3.1. Algebras, homomorfismos y satisfaccion en categorias

El primer paso en este estudio es la axiomatizacion de la estructura que una categoria
C debe poseer de cara a poder definir algebras con tipos ordenados en ella. En el caso
de algebras heterogéneas basta disponer de productos finitos; en el caso de algebras c.t.o.
necesitamos productos finitos y ademéas morfismos adecuados para poder interpretar las
inclusiones entre los conjuntos subyacentes.

Notacién: Dada una categoria con (una eleccién de) productos finitos C, A1 x As
denota el producto binario de los objetos A1 y As, v 1 denota el objeto final en C.

Las proyecciones se denotan m; : A1 x As — A; (1 =1,2).81 f;: C — A; (i=1,2)
son morfismos en C, (f1, f2) denota el inico morfismo f : C — A; x Ag tal que f;m; = f;
(1 = 1,2). El tinico morfismo A — 1 se denota () 4, 0 a veces simplemente ().

En general, dados objetos Aj,..., A, (n >2)enC, A; X ... x A, denota el producto
iterado (... ((A1 x A2) x A3)...) X Ay, y, dados morfismos f; : C — A4; (i=1,...,n)enC,
(f1y---, fn) denota ((...{{f1, f2), f3) --.), fn). Finalmente, las proyecciones generalizadas
mi s A1 X ... x A, — A; se definen mediante las expresiones

. (n—1).
T = Wl,(’?..),m
T o= 713 70 s (j=2,...,n).

Por supuesto, el producto de un objeto A es él mismo, y el producto de 0 objetos es el
objeto final 1.

Nétese el abuso de notacién en (f1,..., fn) vy m;; los dominios y codominios estén
habitualmente determinados por el contexto.

En este marco podemos reusar la notacién introducida anteriormente para conjuntos:
si§=81...8, #¢, Ag denota As, X ... X Ag,, v hg denota hg, X ... X hg, : As — Bs;
asimismo, A, = 1y he = id;.

Definicién 16 Una estructura de inclusiones en una categoria C con (una eleccién de)
productos finitos es una subcategoria J de C tal que

2 . . 7. .
Como nos interesan funtores que conservan estrictamente la estructura categérica, vamos a considerar
una construccién ligeramente refinada.
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1. J tiene los mismos objetos que C.
2. Todos los morfismos en J son monomorfismos en C.
3. J es un conjunto parcialmente ordenado.

4. J es cerrada bajo la operaciéon _ X _ sobre morfismos, es decir, si j; : A; — B;
(i = 1,2) son morfismos en 7, entonces ji X jo : Ay X A2 — B X By es también
un morfismo en J°.

Al par (C,J) lo llamamos una PI-categoria. O

Por la condicién 3, la subcategoria J provee a Ob(C) con un orden denotado <7 y
definido por A <7 B sii hay un morfismo j : A — B en J. La extensién componente a
componente de este orden a tuplas de objetos de la misma longitud se denota también

<7.

Ejemplo 17 Existen muchos ejemplos naturales de PI-categorias. El ejemplo méas obvio
es la categoria Set de conjuntos y funciones junto con la subcategoria Inc cuyos morfismos
son las inclusiones entre conjuntos; en general, categorias de conjuntos con estructura tales
como espacios topoldgicos, conjuntos parcialmente ordenados, grupos, etc. tienen normal-
mente una nocién de “subestructura” (subespacio topolégico, subconjunto parcialmente
ordenado, subgrupo, etc.) que proporciona una estructura de inclusiones en el sentido de
la definicién anterior.

Notese también que cualquier categoria C con productos finitos tiene una estructura
de inclusiones trivial Id determinada por la subcategoria cuyos morfismos son justamente
las identidades. O

Para el resto de esta seccién fijamos una Pl-categoria (C, 7).
Dada una signatura c.t.o. (5, <,¥), definimos una 3-algebra en C como sigue:

Definicién 18 Para una signatura c.t.o. (S, <,3), una (S, <, X)-dlgebra A en C estd de-
terminada por los siguientes datos:

1. Un objeto As en C para cada tipo s € S,
2. Un morfismo A%® : Az — A, en C para cada simbolo de operacién o € Y5 g,
3. Sis<s enS, un morfismo As<y : Ay — Ay en J*,

sujetos a la siguiente condicién de monotonia: o € X5, N X7, y 5 <7 implican

. AT, T __ AS,S. .
Agg?, on = AU’ ,ASST : Ag — AT.

3Si j1 y j2 son monomorfismos, entonces j; X j2 es asimismo un monomorfismo, porque el funtor _ x _
es un adjunto a derecha y por tanto conserva limites.

4Como J es cerrada bajo productos de morfismos, si § < 7 en S*, tenemos entonces un morfismo
AES;ZAE*)AFGHJ.
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Agy X ... X Ag, 7 A,
AS1§7’1 X ... X ASnS'l‘n Asg'r’
r,r
AO’
Ap X x Ay, A,

Es importante observar que la Definicion 2 es precisamente la especializacién de esta
definicién al caso (C,J) = (Set, Inc).
La definicion categérica de homomorfismo es bastante sencilla:

Definicion 19 Dadas dos X-dlgebras A y B en C, un X-homomorfismo h : A — B
consiste en una S-familia de morfismos {hs : As — Bs | s € S} en C tal que

1. Condicion de homomorfismo: Para todo o € Y5, A3S:hg = hg; B : As — Bs.

AE,S
Agy X ... x As, g - A,
hsl X . X hsn hs
B§,s
By, X ... % By, < B,

En particular, A>%; hy = idy; B5® = B5®.

2. Condicion de restriccion: Si s < s,  hg; Bs<y = Ag<s;hg : As — By

As<yr
As 5<s As/
h hy
By
B, = »

O

Observacion 20 Con estas definiciones de Y-algebra y »-homomorfismo en C, tenemos
una categoria denotada OSAlg(C,J)s. Es claro que OSAlgs, = OSAlg(Set,Inc)y,. O

Dado un ¥-término c.t.o. t(x1 : $1,...,2Tp @ Sp) : 8 y una X-algebra A en C, definimos
el significado de ¢ como un morfismo [t : s : As, X ... x As, — A en C. El morfismo
[t] 4 se define mediante induccién sobre la estructura de ¢; sin embargo, un término c.t.o.
se puede construir de varias formas diferentes y, por lo tanto, para que ese morfismo
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esté bien definido, debemos probar que es independente de la construccién de t. Para
esto necesitamos la condiciéon de regularidad en signaturas que garantiza que ¢ posee un
tipo minimo [s(¢) asi como un andlisis sintdctico candnico (véase la demostracién de la
Proposicién 8 y los comentarios que la siguen). Es importante notar también que, aunque
no lo hagamos explicito para facilitar la notacién, la definicién del morfismo [t : s]a
depende de la lista de variables z1 : s1,...,z, : S, considerada. No obstante, hay que
observar que [t] no depende de los nombres de las variables T, sino sélo de sus tipos §,
porque las variables son simplemente proyecciones.

Definicién 21 Dadas una signatura c.t.o. regular (S, <,¥) y una (S5, <, ¥)-algebra A en
C, la operacion derivada asociada a un X-término t(zq : S1,...,%, : Sy) : s €s el morfismo
[t:s]a:As x...x As, — Ag en C definido como sigue:

1. Sit:sesx:s;, [ri:si]a=m.

2. Sit=o0cono € X, entonces [t:s]a = ()a; AS°.
3. Sit:s cons' <s,entonces [t:s]a=[t:s]a;Ay<s.

4, Sl t= (T(tl, e ,tk) con o € Em...rk,s y tl' LT (Z = 1, ey k‘), entonces
[t:sla=([tr:m1]a,- .., [t : 7e]a); Agt "% O

En la notacién [t : s] 4 omitimos s o A cuando estén claros por el contexto.
El siguiente resultado expresa la coherencia semantica de las posibles diferentes cons-
trucciones de un término c.t.o.

Lema 22 Dada una ¥-dlgebra A en C y un X-término c.t.o. ¢(7 : 5),

[t:s]a=1[t:1s(t)]a; As()<s-

Por lo tanto, el significado de t es independente de la forma en que ¢ se construye como
término c.t.o.

Demostracién: Sit=z;y s = s;, sabemos que Is(t) = s y Aj41)<s es la identidad.
Sit=0 € 3., [s(t) es el minimo s tal que o € X, y entonces

[t : s] = (ass AS* = (ass AS) Ay y<o = [t 2 1s(8)]; Aps(y<ss

debido a la condicién de monotonia en la definicién de ¥-dlgebra.

Sit:s < s, basta notar que Aj<s; A<y = Ajgp)<s POrque J es un conjunto
parcialmente ordenado.

Sit = o(t,...,t,) donde Is(t;) = 1y 0 € Eg,..5,5 conr; < s; (i =1,...,n),
entonces [s(t) = ¢ tal que (g, q) es el minimo rango con o € ¥z, y ¥ < g. En este caso,
por la hipétesis de la induccién y ser J un conjunto parcialmente ordenado, tenemos

[ti : si] = [ti : mi]; Ari<qis Agi<s;-
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De aqui, haciendo nuevo uso de la condicién de monotonia,
[t:s] = ([t1:s1],---,[tn: sn]); ASS =
([tr = rals ooy [tn 2 mall); Arcgs Ag<s; ASS =
([tr:aal, - [t = gu]); AZE Ages =
[t : Is(®)]; Ausry<s- B

La siguiente proposicién muestra que sustitucion de términos corresponde a composi-
cién en la categoria.

Proposicién 23 Dada una -dlgebra A en C y Y-términos t'(z1 : $1,...,%n : Sp) : 8’y
tiyr :riy. o yg k) s s (=1,...,n), tenemos

[t'@E/z) '] = [tr: 1], -5 [tn s sul); [t 8] 2 Ay x oo X Ay, — Ay

Demostracién: Sit' = z;,

[t'#/7)] = [t = ([ta]. - .., [tuD)s mi = ([a], - -, [t ]
Sit =0 € 2575/,
[(E/2)] = [0] = (A, x..x A, AFS =
([l s Ttnl)s Q gy xoxan, s A2 = (0], [tal)s TE]-
Sit':s" <4,
[¢F/7) : 5] = [ E/T) 'L Ay =
(Itads - s It "] Asrsr = <[[t1]] S tel): It ST
Sit=0(t],...,t;)donde t;:q; (t=1,....k)y 0 €Xg .5
/] = [otit/z),....4,(t/7))] =
([ @D, -, [, (E/D]); AT =
([t [[tn]]> [0, ([l Ttal); [HD); AT =
(
(

.. D) (6D, ] AT =
2], ... [ta]: [£]. O

La siguiente proposiciéon muestra que los homomorfismos conservan no sélo las opera-
ciones béasicas, sino también las operaciones derivadas.

Lema 24 Dado un homomorfismo A : A — B entre dos X-algebras A y B en C, y un
Y-término c.t.o. t(Z : 35) : s, tenemos

hs;[t:s]lp=1[t:s]a;h
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Demostracion: Sit=z;: s;,

hs; [t]B = (hsy X ... X hs, ); 7 = s hs, = [t] a; B, -

Sit=0€ X,
hs; [t] s = hs; ()b Bo® = ()agiidi; B = () ags AG%5 hs = [t] a; hs.

Sit:s <s,

hs; [t : s]p = hs; [t : s'| B; By<s =

[t:s'lashy; By<s = [t : s']as Ay<sihs = [t 2 s]as hs.
Sit=o0(t1,...,tg) donde t; :r; (i=1,....k)y 0 € X s

hsi[tls = hsi([tils,-- - [t ) By =

(hs; [t1] B, - - -, hs; [te] B); BL® =
o TsL ) B —
[t as - [teda); ey X ..o X By ); BYS =
[t:das- - [tkla); AG° s = [t] 43 hs. O

(
(
(

Ahora pasamos a definir la nocién de satisfaccién en este marco categérico mucho
més general. De ahora en adelante, suponemos que nuestra signatura c.t.o. (S, <,X) es
coherente.

Definicién 25 Dada una signatura c.t.o. coherente (5, <, ), una (S, <, ¥)-4lgebra A en
C satisface una Y-ecuacién (T : 5)t =t/, denotado A |= (T :3)t =1/, si y sblo si

[[t:s]]A: [[t/ : S]]A
para un tipo s comun a ¢ y t’ (que existe por la Definicién 11 de ecuacién). O

Lema 26 La nocién de satisfaccion definida arriba es independiente del tipo comun s de
t y t' considerado.

Demostracién: Supdngase que s y s’ son ambos tipos comunes de ¢ and ¢’; entonces,
como S es localmente filtrada y s, s’ estdn en la misma componente conexa, existe s” € S
tal que s < s y s’ < 5.

Sit:s]=[t':s], usando el Lema 22, tenemos la siguiente cadena de igualdades:

[[t : SIH;AS’SS” = [[t : 3//]] = [[t : S]];ASSS” = [[t/ : S]];ASSS” = [[t/ : S// = Ht/ . S/]];AS/SS//

de la cual se deduce [t : s'] = [t : '] como se deseaba, ya que Ay<g» es un monomorfismo.
|

Observacién 27 Dada una teorfa c.t.o. (S, <,%,I'), denotamos por OSAlg(C,J)sr la
subcategoria plena de OSAlg(C,J)x cuyos objetos son las (X, T")-dlgebras en C, es decir,
las 3-algebras en C que satisfacen todas las ecuaciones en I'. Estd claro que OSAlgs. 1+ =
OSAlg(Set,Inc)s p. O
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Proposicién 28 (Correccion) Sea (S, <,¥%,T") una teoria c.t.o. y A una (X, I')-dlgebra en
C.SiTH (z:35)t=1t entonces A = (T:35)t="1.

Demostraciéon: La correccién de las reglas Reflexividad y Simetria es obvia, y la de
la regla Transitividad también es trivial al considerar un tipo comun para t,t" y t”.

Para la correccién de la regla Congruencia, supéngase que s; es un tipo comun de ¢;
y th, y que [t; 2 si] = [t :si] (i=1,...,n). Entonces, por la Proposicién 23,

['t/x)] = ([t1:s1],---s[tn:sal);[t": 8] =
(Ith = s1]y-- s [t sal); [t 2 8] =
"7 /)],
El caso de la regla Sustitucién es muy similar:

[E/x)] = ([tr:s1]y---,[tn:sa]); [t : 8] =
([tr = s1]l, - oo [tn : su]); [t = 8] =
[t"(t/2)]. O

3.2. Categorias clasificantes para teorias con tipos ordena-
dos

Definicién 29 Dadas Pl-categorias (C,J) y (C', J’), un funtor que conserva productos e
inclusiones, o brevemente un Pl-funtor, F : (C,J) — (C',J’) es un funtor F : C — ('
que conserva productos finitos estrictamente® y tal que F(J) C J’, es decir, si j es un
morfismo en J entonces F'(j) es un morfismo en J'.

Denotamos por PI((C,J),(C’,J")) la categoria cuyos objetos son PI-funtores entre
(C,TJ)y (C',T") y cuyos morfismos son transformaciones naturales entre tales funtores. O

Proposicién 30 Un Pl-funtor F : (C,J) — (C', J’) determina un funtor
F*: 05AY(C,J), — OSAZg(C/,J/)E

definido por

1. (F*A), = F(A,).

2. (F*A)SS = F(A3).

3. (F*A)ucy = F(Asey).

4. (F*h)s = F(hs) para un homomorfismo i : A — B en 0O5Aly(C, J)...

Demostracién: Como F' conserva productos finitos e inclusiones, los datos en el enun-
ciado satisfacen las condiciones exigidas en las Definiciones 18 y 19. O

Es decir, F(A1 x Ag) = F(A1)x F(As), F(1) = 1y F(m;) = 7 (i = 1,2). Entonces, se deduce también
F((a) = Or@) y F((f1, f2)) = (F(f1), F(f2))-
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Lema 31 Si F': (C,J) — (C', J’) es un PI-funtor, A es una X-dlgebraen C,y t(T : 3) : s
es un X-término c.t.o., tenemos

[t:s]msa=F([t:s]a)

Demostracion: Sit=z;: s;,
[tlpea = mi = F(mi) = F([t]a)-
Sit=o0¢€ X,
[trea = Qreag; (FTA)G" = F({) a5); F(AZ®) = F([t] a)-

Sit:s <s,
[t:slpea=1[t:s])pea;(FrA)g<s =
F([t:s')a); F(Ag<s) = F([t : s]a).
Sit= O’(tl,. .. ,tk) donde t; o1 (Z = 1, .. .,]{7) yoeE En...m,&

(Iti)Fray - [tk]pea); (FXA)DS
(F([ta]a)s - F([te]a)); F(A
F(([t1]a, - - -, [tel a)); F(AD®) =
F([t]a)- O

)=

[[t]]F*A =

7,8

o
F
o

Py

Una fécil consecuencia de este lema es que el funtor F* conserva satisfaccién:

Proposicién 32 Si F: (C,J) — (C',J’) es un PI-funtor y A es una X-élgebra en C tal
que A | (T:3)t =t entonces F*A |= (Z : 5)t = t'. Por lo tanto, dada una teorfa c.t.o.
(S,<,5.T),

F*: 08Alg(C, J),, — OSAl(C", J'),

se restringe a un funtor

B OSAZQ(C“-,])EI - WE,F'

Demostracién: Si A |= (T:35)t =1/, tenemos [t : s|a = [t : s]a. De aqui,
[t:s]pea=F([t:s]a)=F(t :s]a)=[t:s]ra. O

Proposicién 33 Sea n una transformacién natural entre PI-funtores F,G : (C,J) —
(C',J') y A una X-dlgebra en C; entonces 0% = {na, : F(As) — G(As) | s € S} es un
Y-homomorfismo entre F*A y G*A en C'.

Demostracién: Debemos probar que 7} satisface las condiciones:
1. Paratodo o € 355, (F*A)%% (n)s = ()5 (G*A)%*

2. Sis<s, (F*A)s<s;(M)s = (0)s; (G*A) <y
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Al ser una transformacién natural entre funtores que conservan productos, n satisface

NAI X xAp = TAL X o X 1A,
Por lo tanto, (7%)s = 14, y las anteriores condiciones pueden reescribirse como sigue:
1. Paratodo o € X5, F(A%%);na, = na; G(ASS),
2. Sis<s, F(As<y)ina, =na,;G(As<y),
las cuales son ambas casos particulares de la naturalidad de n. O

Proposicién 34 Sean (C,J) y (C',J’) dos Pl-categorfas y A una (X,T')-dlgebra en C.
Entonces las asignaciones

F — F*A
no— M

definen un funtor A* : PI((C,J),(C',J")) — OSAlg(C", T, 1

Demostraciéon: Ya hemos visto que estas asignaciones estan bien definidas, y es obvio
que la segunda conserva identidades y composicién. O

Esta proposicién muestra cémo cualquier (X,T')-adlgebra c.t.o. A en cualquier PI-
categoria (C,J) da lugar a un funtor

A#: PI((C, 7). (C,J") — O0SAlg(C', T'),, s

este funtor transforma PI-funtores C — C’ en dlgebras en C’ y transformaciones naturales
en homomorfismos. Nos interesa el caso en que esta correspondencia es biyectiva, de forma
que podamos identificar dlgebras con PI-funtores y homomorfismos con transformaciones
naturales:

Definicién 35 Dada una teorfa c.t.o. T = (5, <,%,T'), una Pl-categoria (C, J) se llama
una categoria clasificante de T si existe una Y-algebra G en C, llamada dlgebra genérica,
tal que para toda Pl-categoria (C’, J’) el funtor

G*: PI((C,7),(C",T") — 0SAl(C", T"); .

es un isomorfismo. O

Proposicién 36 Si dos Pl-categorias (C,J) y (C',J') son categorias clasificantes para
una teorfa c.t.o. (S, <,%,T), con respectivas algebras genéricas G y G’, entonces existe
un Pl-funtor F': C — C’ que es un isomorfismo y tal que F*G = G’.

Demostraciéon: Por definicién de categoria clasificante, disponemos de isomorfismos
G#*: PI(C,T),(C,T)) — OSAlg(C", Ty, 1
G#:. PI((C,J),(C.T)) — OSAly(C,J).,
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Por lo tanto, existen PI-funtores F' : C — C'y H : C' — C tales que G#(F) = G' y
G'#(H) = G, respectivamente; o lo que es equivalente, F*G = G’ y H*G’ = G. Entonces,

G*(F;H) = (F;H)*G = H*(F*G) = H*G' = G = G (1¢)

y de aqui F; H = 1¢ pues G¥ es un isomorfismo. Andlogamente H; F' = 1¢/ y por consi-
guiente el funtor F' es un isomorfismo. O

En consecuencia, teniendo en cuenta la unicidad salvo isomorfismo de categorias clasifi-
cantes y de algebras genéricas para una teoria T, se puede hablar de la categoria clasificante
de T, denotada L, y de el dlgebra genérica de T', denotada Gr.

Teorema 37 (Ezistencia de categorias clasificantes para teorias con tipos ordenados)
Dada una teorfa c.t.o. T = (5,<,%,T"), existen una categoria clasificante L7 y un
algebra genérica Gr.

Demostracion:
1. La categoria L1 se construye como sigue:

Objetos: Productos finitos formales de elementos de S; o sea, el conjunto S* de
objetos se define inductivamente por:
a) SCS*.
b) Un simbolo especial 1 € S*.
¢) Siag,ay € S*, entonces a X ag € S*.
Nétese que tenemos una funcién (cociente) [_] : §* — S* definida por [s] = s,
[1] =cy [ou X az] = [en][az].
Morfismos: Segun el codominio tenemos los siguientes casos:
a) Los morfismos con dominio o € S* tal que [a] = 7 y codominio s € S

son generados por términos ¢(T : T) : s en Ty (T : T) sujetos a la relacién de
igualdad

tZ:7):s=t'(y:7):s < Tk (@T:7)t=1(T/7).

De este modo, si olvidamos los nombres de las variables usadas para escribir
los términos, un morfismo o — s corresponde a una clase de equivalencia
[t] en T (T : T) junto con la especificacién de su dominio « y codominio
s. Abusando de la notacién, usaremos [t] para denotar también la clase de
equivalencia de t con respecto a la relacién de equivalencia anterior, o sea,
como morfismo en L.

b) Para cada a € S, hay un unico morfismo o — 1, denotado ().

¢) Para ag, a9, € S*, los morfismos  — a1 X ag son de la forma (fi, fo)
con f;: f—a; (1=1,2).
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Dados aj,a9 € S* con [an] =Ty [ag| = s1... 8, y una lista
(T :7)]...[t(T:7)]

tal que t; : s; (i = 1,...,n), hay una unica forma de construir un morfismo
a1 — ag a partir de esta lista (manteniendo el orden) y morfismos () mediante
la operacién (_, _); en efecto, es facil ver como la forma del codominio determina
la construccién de este morfismo. Por ejemplo, supéngase que ag = (81 X $2) X
(Ixs3)yti:si (1 =1,2,3); entonces, el correspondiente morfismo a3 — as
viene dado por la expresion

(([ta], [t2]), (O [t3]))-

Por consiguiente, si tenemos en cuenta esta propiedad, un morfismo con dominio
a1 y codominio aip puede representarse como una lista

[(ti(T:7)]...[te(T : T)]

junto con la especificacion de su dominio o y codominio .

Identidades: La identidad para 1 es () : 1 — 1, y para a con [a] = 57 ... s, viene

dada por [21(Z :3)]...[zn(T:9)] : @ — a.

Composicién: Usamos sustitucién para definir la composicién. Dados «a;, 3,7 € S*

con [a] =7, [f] =3,y [v] =7, la composicién de
L@ :7F)]...[th(T:7)]:a—

con

(@) [w@:q)]:v—
se define como

[t (@/7)]. .. [tn(u/T)] - v — 6.
En particular, si [a| = 7, la composicién de () : @« — 1 con [t]s : 1 — s da
[t(T : T)] : @« — s, es decir, la sustitucién no afecta al término bésico ¢, pero
el conjunto de variables considerado cambia de la forma adecuada; por ltimo,

([ua] - - [ui]); O = ().

Productos: El objeto final es 1. El producto de a1 y a2 es a1 X as.

Dados «, 8 € S* con [a] =Ty [] =3, las proyecciones tienen la forma

[X1(Z:5,7:7)]...[xn(T:35,7:7)] : BXxa— .
En particular, si § = 1, la proyeccién correspondiente es ().
Dados v € 8%, [t1]...[tn) : v — By [th]...[t;] : ¥ — , el morfismo inducido
([t1] ... [tn), [E1] .. [t]) : v — B X « estd determinado por la “concatenacién
de listas”
[t1] ... [tal[th] - [t] iy — B x .
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Estructura de inclusiones: Los morfismos en Jr se generan a partirde () : 1 — 1

y
[x(x:8):s—r

con s < r mediante la operacién _ x _ sobre morfismos (que por supuesto puede
definirse en términos de (_, _), composicién y proyecciones).

Es sencillo comprobar que toda esta construccién define una Pl-categoria. Un aspecto
que merece ser destacado es que, para probar que los morfismos en J7 son mono-
morfismos, usamos la propiedad de que derivabilidad de una ecuacién (7 : 5)t = t/
es independiente de los tipos considerados para t y t'.

2. El algebra genérica G se define por:

a) (Gr)s=s.

b) (Gr)e*=lo]:1—s.

c) (Gp)stsns =lo(x1,...,2n) (T:3)] 181 X ... X 8, — 8.

d) (Gr)s<y =[x (xr:s)]:s— 5.

La condicién de monotonia se reduce a I' - (Z : 5) o(x1,...,2,) = o(x1,...,2,) que

es obviamente cierto por Reflexividad.

Es también facil probar que [¢(Z :35) : s]g, = [t] : 51 X ... X 8, — s, por induccién
sobre la estructura de t, y en consecuencia Gr es una (X, I')-dlgebra.

3. Vamos a definir un funtor

()" = 08Alg(C, T )y, . — PI((Lr, Tr), (C,.T)).

Dada una (3,T')-4dlgebra B en C, el funtor asociado B® : L7 — C se define como

sigue:

a) B*(s) = Bs.

b) B*(1) =

c) B*(a1 x ag) =B*(a1) x B*(a).

d) B*([t(z )]S ca—s)=(I;[t: s]p) : B*(a) — Bs, donde [a] =5y Il es el
unico 1somorﬁsm0 de asociatividad B®*(a) — (Bs, X ... X Bg,) que “empuja

paréntesis hacia delante” y es natural en cada componente B,°.
e) B*(() =0
f) B({f1, f2)) = (B*(f1),B*(f2))-
SPara n < 2, II es siempre la identidad. Si n=3 y 7} : By x (B2 x B3) — B; (i = 1,2,3) son las
proyecciones generalizadas definidas por ] = 71, Ty = 2; 71 y W5 = a; w2, entonces I1 : By x (Ba X B3) —

(B1 X B2) x Bs se define por (m}, 75, 75). En general, Il = (x{,...,m,) para apropiadas proyecciones
generalizadas 7} : B*(a) — Bs, (i=1,...,n).
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Como B es una (X,T")-dlgebra, B® estd bien definido sobre los morfismos. Ademaés,
por la Definicién 21, la Proposiciéon 23 y la naturalidad de II, B® es un PI-funtor
L — C.

Dado un homomorfismo h : B — C entre las (X, T')-dlgebras B y C, definimos una
transformacién natural h® entre B® y C® por

a) h%=hs: By — Cs.

b) h® =id;.
¢) hSve, = ho, X B,

Es realmente una transformacién natural por el Lema 24 y la naturalidad del iso-
morfismo II.

Es obvio que (0)® es un funtor.
Finalmente, demostramos que el funtor

G# : P]((‘CTajT)a (Cvj)) - OSAlg(C’j)E,F

es un isomorfismo, con inverso (_)®. Por una parte, tenemos

a) (GE(B*)), =B*(s) = B,

b) (GF(B*)5* =B*([o]) = idy; [0 : s] = B5*.

¢) (GE(B*))ssms =B ([o(x1,...,2,)]) = id; [o(21, ..., 20) : s]p = BSL-sm5,
d) (GF(B*))scy =B*([z:s]) =id;[z:5']p = Be<y.

e) (GF(h*)s = hig,). = hs.

Por la otra parte,

a) G#(F)'(s) = (F*Gr)s = F(s) y ambos funtores coinciden sobre todos los
objetos porque conservan productos.

b) GHF)([t]:a—s) =1Lt s]peay = F(I); F([t: sloy) =
FAL([t] : 81 X ... X 8y, —> 8)) = F([t] : « — ),
usando el Lema 31, [t : s|g, = [t], y la propiedad de que el isomorfismo IT

en L7 estd determinado por la lista [z1(ZT : §)]... [z,(T : §)]. De nuevo, ambos
funtores coinciden sobre todos los morfismos porque conservan productos.

c) G#(n); = (1, )s = 1s y de aqui ambas transformaciones naturales coinciden
porque 7 es una transformacién natural entre funtores que conservan productos

y satisface nqxg = 1o X 1. O

Asi pues, después de haber probado este resultado, podemos identificar algebras c.t.o.

con PI-funtores y homomorfismos con transformaciones naturales, exactamente de la mis-
ma forma que Lawvere hizo para la légica ecuacional homogénea. Siguiendo la Observa-
cion 5, cuando el orden en S es el discreto, obtenemos como caso especial la correspondiente
categoria clasificante y el algebra genérica para una teoria heterogénea.
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El primer beneficio de esta seméantica funtorial para el dlgebra con tipos ordenados
es un facil resultado de completitud. En la Proposicién 28 ya hemos visto un resultado
de correccién. Completitud es una consecuencia directa de la existencia de categorias
clasificantes y algebras genéricas:

Proposicién 38 (Completitud) Dada una teoria con tipos ordenados 7' = (5, <, %, T),

GrlE@:s)t=t' < Tk @:s5t="t.

Demostracién: En el sentido (<) basta aplicar correccién (Proposicién 28).

En lo que respecta al sentido(=), por definicién de satisfacciéon, G = (T : 5)t = t/
sii [t : s]a, = [t : s, para un tipo s comin a t y t'; esto es equivalente a [t] = [t/]
como morfismos en L7. Por lo tanto, como ¢ y ¢’ son términos sobre el mismo conjunto de
variables T : 3, obtenemos I' - (T : )t = ¢’ tal y como desedbamos. O

Otro beneficio es un resultado de inicialidad:

Proposicién 39 Dada una teoria con tipos ordenados T = (S,<,3,T), definimos la
categoria FunctOSAlgs,r que tiene como objetos Pl-funtores F' : (Lp,Jr) — (C,J)
(es decir, (X,T')-dlgebras en cualquier Pl-categoria), y en la que un morfismo de F' :
(Lr,Ir) — (C,J) en F' : (Lp,Jr) — (C',J’) es un Pl-funtor H : (C,J) — (C',J")
tal que F; H = F'. Entonces, el PI-funtor 1., correspondiente al dlgebra genérica G es
inicial en la categoria FunctOSAlgs r.

Si consideramos la categoria GralOSAlgs, r con los mismos objetos que FunctOSAlgs, T,
pero con un morfismo de F : (Lp, Jr) — (C,J) en F' : (Lp, Jr) — (C',J’) dado por
un PI-funtor H : (C,J) — (C', J’) junto con una transformacién natural 6 entre F'; H y
F’, entonces el PI-funtor 1., correspondiente al dlgebra genérica G es débilmente inicial
99, p. 231] en GralOSAlgs,r. O

3.3. La adjuncion entre teorias y categorias

Dada una Pl-categoria (C,J), jexiste una teoria c.t.o. T tal que C es (equivalente
a) la categoria clasificante de 77 La respuesta a esta pregunta es afirmativa, supuesto
que la categoria C sea pequena, es decir, sus colecciones de objetos y morfismos sean
conjuntos (pues asumimos que las colecciones de tipos S y de simbolos de operacién %
para una teoria 7' son conjuntos), y que la subcategoria J como conjunto parcialmente
ordenado sea localmente filtrada (pues J determinara el orden en el conjunto de tipos).
Sin embargo, para que esta asignacién sea funtorial, la ambigiiedad o sobrecarga de los
simbolos de operacion, que juega un importante papel en la expresividad del algebra con
tipos ordenados, debe ser tomada en consideraciéon y esto supone un tratamiento maés
sutil. Nuestra solucién se basa en la idea de que la ambigiiedad depende de un punto de
vista concreto y de ninguna forma es algo intrinseco al nivel seméantico; por lo tanto, para
tomar la ambigiiedad en consideracién, en el paso de categorias a teorias, debemos hacerla
explicita, en el sentido de la Definicion 42.
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Necesitamos las siguientes definiciones auxiliares que proporcionan al nivel seméantico
la propiedad correspondiente a la condicién sintactica de regularidad en signaturas con
tipos ordenados.

Definicion 40 Dada una categoria con productos C, denotamos por f: Ay x...x A, —
B o bien fa, .. a, un morfismo en C junto con una descomposicién de su dominio como
un producto de n factores Ai,..., A,. Y denotamos por DMor(C) la coleccién de tales
morfismos con dominios descompuestos. O

Por supuesto, un morfismo f : A — B en C tiene al menos una factorizacién de su
dominio como un producto unario; pero si es posible descomponer su dominio en mas
de una factorizacién, entonces el morfismo junto con cada descomposicién da lugar a
diferentes elementos de DMor(C).

Una signatura c.t.o. (S, <, X)) es regular sii cada simbolo de operacién (ambiguo) o € 3
satisface cierta propiedad, a saber, que si 0 € Y7, y 5 <7 en S* el conjunto de rangos
{(@.q) € S* xS |5<qyo € X4} tiene un minimo; en este caso, podemos decir que
o satisface la condicién de regularidad, o que o es regular. Naturalmente, una signatura
es regular sii cada simbolo de operacion en ella es regular. La siguiente definicién captura
semanticamente la nocién sintactica de simbolo de operaciéon ambiguo regular.

Definicién 41 Una familia de morfismos F C DMor(C) en una Pl-categorfa pequena
(C, J) es regular si y sélo si satisface las dos condiciones siguientes:

1. Sif:A x...xA, — Byg: A x...x A — B son morfismos en F y
A; <z Aj (con un morfismo correspondiente j; : 4 — Ay en J) (I =1,...,n),
entonces B <7 B’ (con j': B— B’ en J) y ademds (j1 X ... X jn);9 = f;7.

2. Dados objetos C,...,C, en C y un morfismo f: A; X ... x A, — B en F tal que
C <7 A;(l=1,...,n), el conjunto
{(Dl,...,Dn)|Hg:D1X...XDn—>B€f y C <7 D (121,,77,)}

tiene un minimo con respecto al orden <7 sobre tuplas (Dy,...,Dy). O

Obsérvese que una familia que es o bien vacia o bien de cardinalidad 1 es siempre
regular.

Definicién 42 Dada una Pl-categoria (C, J) pequena, un etiquetado para ella consiste
en un conjunto X y una funcién [ : DMor(C) — ¥ tal que para cada o € ¥ la familia
I7'(o) de morfismos es regular.

Una Pl-categoria (C, J) pequena tal que J es localmente filtrada junto con un etique-
tado [ para ella se llama una LPI-categoria. O

Teorema 43 Dada una LPI-categoria (C,J,l : DMor(C) — ), existe una teorfa c.t.o.
Tt tal que C es equivalente a la categoria clasificante L7, de T¢.

Demostracién: La teoria c.t.o. Tz = (S5, <, X, T") se define como sigue:
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Tipos: El conjunto S = Ob(C) parcialmente ordenado por el orden <y. Es localmente
filtrado por la hipdtesis sobre 7.

Simbolos de operacién: Para cada ¢ € ¥ y morfismo f : A} X ... x A, — B en
[71(0) ponemos un simbolo de operacién (ambiguo) o € 4,4, 5. Nétese que las
condiciones de monotonfa y regularidad se cumplen porque [~!(c) es una familia
regular.

Ecuaciones: Todas las Y-ecuaciones satisfechas por la X-dlgebra D¢ en C que asigna a
cada tipo A el objeto A y a cada simbolo de operacién o € ¥ 4, 4, B correspondiente
a un morfismo f : A; x...x A, — Bconl(fa,,. 4,) = 0o el morfismo f. De nuevo,
la condicién de monotonia para algebras se cumple porque [~!(o) es regular.

Por el Teorema 37 existe un PI-funtor
F = DE : ,CTC — C.

Tenemos una funcién de “interpretacién” obvia || : Ob(C)* — Ob(C), y el funtor F'
estd definido sobre objetos por F(A) = |A|, y sobre morfismos por la extensién del caso
bésico F([t] : « — A) =1I; [t : A]p,, donde a € Ob(C)*, A € Ob(C) y II es el isomorfismo
natural de asociatividad que “empuja paréntesis hacia delante.”

El funtor “inverso” de F' es G : C — L7, definido por G(A) = A para un objeto A en
Cy G(f)=[l(fa)(z)] con = : A para un morfismo f : A — B en C, usando la propiedad
I(fa) € XaB.

Como [I(fa)(z)]p. = [, es facil comprobar que G es realmente un funtor y G; F' = 1¢.
Por otra parte, F'; G no es el funtor identidad sobre L, ya que G(F(«)) = |a; no obstante,
hay un isomorfismo natural entre ellos, definido como sigue: dado un objeto a en L7, con
[a] = Aj...A,, tenemos proyecciones generalizadas 7} : |a| — A; y el isomorfismo de

/

asociatividad IT : |a] — (A1 x ... x A4,) tal que II = (7},...,7,) (las proyecciones 7}

pueden definirse en términos de 7;; véase por ejemplo la nota a pie de pagina 6). Entonces,
(D)) @)] - (7)) (@)] o] — «

[l(HZi,An)(ylaayn)] : « — ‘a‘

En efecto, éstos son uno inverso del otro: en primer lugar,

LA (U(m) (@), - Uy (2))] =[]« ol = o

porque (7}, ..., ); 1171 = id en C; reciprocamente,
1)) AT ) (g1, -5 9a))] = il
porque (my,...,m,); I Lwl=m (i=1,...,n) en C.

La naturalidad de [I(IT"1)(y1, . . .,yn)] se reduce a
T ([, DD T AT )] = BT (- )]

donde [t] denota el significado de ¢t en D¢. Esta igualdad es vélida porque los morfismos
correspondientes que interpretan ambos miembros de la igualdad coinciden en C:

(w1, s I ST (] - [Em])s T = ([ta] - - [E]); TTE O
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Definicién 44 Un morfismo H entre dos teorfas con tipos ordenados T' = (S, <, X, T") y
T = (8, <3 1) consiste en

1. Una funcién mondtona H : (S, <) — (5’,<’) cuya extensién libre a S* se denota
asimismo H,

2. Una funcién H : ¥ — ¥’ tal que, si 0 € X5, entonces H(o) € E}{(g) Hs)

tales que, si (T : 5)t = ¢ es una ecuacién en T, la ecuacién (Z : H(3)) H(t) = H(t') es
derivable a partir de I, donde H(t) denota la “traduccién” de t inducida por H'. O

Es importante observar que si o es una operacién ambigua en X, entonces H (o) es
asimismo ambigua en Y'; por tanto, la traduccién inducida por H estd bien definida.

Observacién 45 La condicién impuesta sobre morfismos entre teorias con tipos ordena-
dos implica:
F'c@:s)t=t = T'F(z:HG)Ht) =H{).

De este modo, tenemos una categoria denotada OSTh. O

Definicién 46 Un LPI-funtor entre LPI-categorias (C, J,l : DMor(C) — X) y (C', J', 1" :
DMor(C") — ¥') consiste en un PI-funtor F' : (C,J) — (€', J’) junto con una funcién
¢ X — X' tal que para todo f: A1 X ... x A, — B en DMor(C),

O(U(fay,...a,)) = V(F(f) pay),...F(An))-

Asfi se define una categoria denotada LPICat. O

Proposicion 47 La asignacién de una teoria con tipos ordenados T¢ a una LPI-categoria
(C,TJ,l: DMor(C) — X)) se extiende a un funtor

T : LPICat — OSTh.

Demostracién: Sea (F,¢) un LPI-funtor de (C,J,l : DMor(C) — %) en (C',J',l" :
DMor(C') — ¥'). Como F conserva inclusiones, su componente sobre los objetos es una
funcién mondétona entre los conjuntos ordenados de tipos de T¢ y Ter.

Sif: A x...x A, — B es un morfismo en DMor(C), proporcionando un simbo-
lo de operacién I(fa,,. . 4,) con rango (A;...Ap, B) en la signatura de T¢, disponemos
del correspondiente morfismo F(f) : F(A1) X ... x F(A,) — F(B) en DMor(C'), que
da lugar a un simbolo de operacion I'(F(f)p(ay),. F(a,) = ¢(I(fa,,.. A,)) con rango
(F(A1)...F(Ay,),F(B)) en la signatura de Tr. De esta forma, el efecto del morfismo
de teorias T sobre los simbolos de operacion viene dado precisamente por la funcion ¢.

Usando la propiedad de que F' es un LPI-funtor es facil observar que, para un término
t, [Tr(t)p., = F([tlp.); en consecuencia, si D¢ satisface una ecuacién (7 : 3)t = t/, la
ecuacion “traducida” (T : Tp(3)) Tr(t) = Tp(t') es satisfecha por Der.

Finalmente, es trivial ver que T conserva identidades y composiciéon. O

"La traduccién inducida por H se define por H(z) =z y H(o(t1,...,tn)) = H(o)(H(t1),..., H(t,)).
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Teorema 48 La construccion de la categoria clasificante L7 para una teoria con tipos
ordenados T es libre con respecto al funtor 7' : LPICat — OSTh. Asi tenemos un funtor

L_: OSTh — LPICat

adjunto a izquierda de T .

Demostracién: En primer lugar, dada una teoria c.t.o. T' = (5, <,3,T'), necesitamos
un etiquetado para (Lp, Jr) de cara a conseguir un objeto de la categoria LPICat. Con-
sideremos el conjunto

Y= DMor(Lr) —{[o(z1,...,xp)] 1851 X ... X 8 — s |0 € X5 5, st U{0 |0 € X5,};

el etiquetado [ : DMor(Lr) — X lleva [o(x1,...,2n)]s:,...5, @ 0 ¥ es la identidad sobre
los restantes elementos de DMor(Lr). Es claro que la familia [~1(5) es regular, porque la
signatura ¥ es regular; para los otros elementos [t]a,...a, de DMor(Lr), I ([tay...ay) =
{[tlay.....an } Que es asimismo una familia regular por ser de cardinalidad 1.

Tenemos un morfismo de teorias (que va a ser la unidad de la adjuncién) N : T' — T,
definido como sigue.

Primero, un tipo s € S es un objeto de L7, y por tanto también un tipo en T, ,;
asi pues, N lleva s a s y conserva trivialmente el orden < en S.

Segundo, si o € X, s, s, disponemos del morfismo [o(z1,...,2p)] 1 81 X ... X sy —> §
en L7 y un correspondiente simbolo de operacién & con rango (1 ... Sp, s) en la signatura
de T, ,.. Asi pues, N lleva 0 a 6.

Dado un término c.t.o. ¢(Z : 3) : s, es sencillo probar mediante induccién sobre la
estructura de t que

[N(@):s]p,, =[t]:s1% ... x5p — s

(nétese la similaridad entre Gp y Dg,.). De aqui, si (T : 5)¢ = t' es una ecuacién en T,
[N()] = [N(t)] como morfismos en L, y la ecuacién (Z : N(5)) N(t) = N(t') pertenece
a Tr,.. Con esto se completa la definicién del morfismo de teorfas N.

Supongamos ahora que tenemos una LPI-categorfa (C,7,l’ : DMor(C) — ¥') y un
morfismo de teorfas H : T — T¢. Debemos encontrar un tinico LPI-funtor (HT,¢) de
(L, Ir,l: DMor(Lr) — X¢) en (C,J,l' : DMor(C) — ¥') tal que N; Ty = H.

La ecuacién N; Tyt = H implica Hf(s) = H(s) y la conservacién de productos deter-
mina la accién de HT en el resto de objetos. Por la misma razén, la accién del funtor HT
sobre morfismos estd determinada a partir de su accién sobre los morfismos bésicos de la
forma [t] : o — s.

La anterior ecuacién también implica que, si o € 3, s, s, entonces tenemos Ty (6) =
H(o) con rango (H(s1)...H(sp), H(s)) en la signatura de T¢. De este modo, H(c) € ¥’
determina una familia regular {’"!(H(c)) en la cual hay tinicamente un morfismo de la
forma h : H(s1) X ... x H(sp,) — H(s), por lo que la tnica posibilidad que tenemos es
definir

H'([o(21,...,xp)] : 51 X ... X 8, —> 5) = h.

El funtor HT debe conservar productos e inclusiones, y esto determina su accién sobre
los morfismos de la forma [z; (Z : 3)] para x; una variable, que representan en la categoria
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L1 o bien inclusiones (identidades en particular) o bien proyecciones, dependiendo del
contexto 7 : 5. Cualquier morfismo [t] : @« — s en L7 es o bien de una de estas dos formas,
o bien una composicién ([t1]...[ta]); [0 (21, ...,2,)]. Por lo tanto, HT esta tinicamente de-
terminado a partir de la condicién N; T+ = H. Efectivamente, su accién sobre morfismos
basicos puede definirse en general como

HY(tE:9) s a — 5) = IL [H(t) (@ : H)) : H($)]p,

donde IT : Hf () — (H(s1) % ... x H(s,)) es el isomorfismo natural de asociatividad que
“empuja paréntesis hacia delante,” y [a] = 5.

Como H es un morfismo entre teorfas, si I' = (Z : 5)¢ = ¢, la ecuacién “traducida”
(T : H(3) H(t) = H(t) es satisfecha por D¢; de aqui, [H(t)]p, = [H(t)]p. v HT
estd bien definido sobre morfismos. Es rutinario comprobar que con esta definicion H
satisface todas las propiedades exigidas.

Finalmente, la funcién ¢ : ¥, — X' debe satisfacer I;¢ = H} ;I’, donde H}, denota
la componente sobre los morfismos del funtor Hf. Esto determina el efecto de ¢ sobre el
conjunto

DMor(Lr) —{lo(z1,...,zp)] 151 X ... X Sy —> S| 0 € Xy, 5.5}
Y la tinica definicién posible para ¢(5) es H(o), ya que

V(HY([o(e1,....zn)]) = U'(h) = H(0) = 6(6) = ¢(U([o(x1, ..., zn)])

donde el morfismo h es como arriba. Esto completa la definicién de (HT, ¢) asi como la
demostracién de su unicidad, y por lo tanto del teorema. O

Como ya hemos senalado, la presencia de operaciones ambiguas en la signatura de una
teoria con tipos ordenados hace que todas estas construcciones sean algo complicadas.
El caso especial de teorias c.t.o. sin ambigiiedad admite un tratamiento mas simple, mas
parecido al tratamiento usual de la seméantica funtorial para el dlgebra heterogénea; en
efecto, como vamos a ver a continuacién, una teoria c.t.o. admite una presentacién sin
ambigiiedad porque la informacién suplementaria de las operaciones ambiguas puede ex-
presarse por medio de ecuaciones. Sin embargo, conviene resaltar que el uso de operaciones
ambiguas para expresar polimorfismo de subtipos es una de las caracteristicas més intere-
santes del dlgebra con tipos ordenados, y consecuentemente el esfuerzo adicional necesario
para desarrollar su semantica funtorial estd bien justificado.

Definicién 49 Una teorfa c.t.o. (S,<,3,T') se llama desambiguada si los conjuntos de
simbolos de operaciéon ¥z son disjuntos dos a dos, es decir, no hay ningin simbolo de
operacion ambiguo.

Denotamos por DOSTh la subcategoria plena de OSTh consistente en las teorias de-
sambiguadas, y por I : DOSTh — OSTh el funtor de inclusién. O

Noétese que para una teoria desambiguada las condiciones de monotonia y regularidad
son triviales.
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La siguiente proposicién demuestra que la ambigiiedad en los simbolos de operacion es
béasicamente un mecanismo de abstraccién muy util que permite escribir especificaciones
mds simples y cortas, pero que, semanticamente, los modelos especificados de este modo
pueden también ser especificados sin usar la ambigiiedad.

Proposicion 50 El funtor de desambiguacion D : OSTh — DOSTh se define sobre
teorfas c.t.o. por D(S, <, %, T") = (S, <, %% T9U M), donde

1. 2% es la familia de conjuntos ¥ hechos disjuntos dos a dos por el método de decorar
cada simbolo de operaciéon o € Y5, con su correspondiente rango (5, s), denotado
o5,

2. Dado un ¥-término ¢, obtenemos un 2%término t¢ sustituyendo cada instancia de un
simbolo de operacién o por o*°, donde (3, s) es el rango de o en el andlisis sintdctico
minimo de ¢ (véanse los comentarios tras la demostracién de la Proposicién 8).

3. Tl={(@:5)t¢=t?|(T:3)t=t €T}

4. M ={(T:3) 0% (x1,...,20) = 07" (@1,...,2y) | 0 E V55N E5,, S<TyS#T}es
el conjunto de ecuaciones llamadas reglas de morfismos® en [79].

Si H es un morfismo de teorfas en OSTh, D(H) lleva s a H(s) y 0™ a H(o)"®)H(),
Entonces, el funtor inclusién I es adjunto a izquierda de D.
Ademds, 05Aly(C, J),. = OSAly(C, ‘7)1( para toda teoria con tipos ordenados T

y Pl-categoria (C,J).

D(T))

Demostracién: No es dificil comprobar que D es efectivamente un funtor y que las
categorias de algebras coinciden. La unidad de la adjuncién ng, : Ty — D(I(Tp)) para una
teoria c.t.o. desambiguada T} es simplemente la identidad, y la counidad ez : I(D(T)) — T
para una teorfa c.t.o. T es el morfismo de ambiguacion que lleva 05° a 0. O

El principal motivo de esta discusién es senalar que para teorias c.t.o. desambiguadas
no necesitamos la nocién de etiquetado para una Pl-categoria. Es muy facil probar el
siguiente resultado, que demuestra que cualquier Pl-categoria tiene un etiquetado trivial.

Proposicion 51 Si PICat denota la categoria de Pl-categorias pequefias con una es-
tructura de inclusiones localmente filtrada como objetos y PI-funtores como morfismos,
tenemos un funtor proyeccién P : LPICat — PICat que lleva (C,J,1) a (C,J) y (F, )
a F.

Entonces, el funtor R : PICat — LPICat que lleva (C,J) a (C,J,id : DMor(C) —
DMor(C)) y F a (F,¢) con ¢(fa,,. a,) = F(f)r,.. Fea,) es adjunto a izquierda de P.
O

8Tales reglas de morfismos fueron primero introducidas en [58] como parte de una desambiguacién

heterogénea de dlgebras con tipos ordenados.
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Observacion 52 Si olvidamos el etiquetado para (L7, Jr) definido en la demostracién
del Teorema 48, obtenemos un funtor

L' : DOSTh — PICat.

Por otro lado, descartando todas las referencias a familias regulares y etiquetados en el
Teorema 43 (equivalentemente, considerando el etiquetado trivial definido en la proposicién
anterior), conseguimos un funtor

T': PICat — DOSTh.

Y una sencilla simplificacién de la demostracién del Teorema 48 muestra que £ es adjunto
a izquierda de 7". O

Toda esta situacion se resume en el siguiente diagrama de funtores adjuntos:

L
LPICat T OSTh
T
P|FR DT
Ll
PiCat T DOSTh
T/

Cada uno de los cuatro cuadrados determinados por los funtores en el diagrama es con-
mutativo (salvo isomorfismo). Primero, la Observacién 52 muestra que £ ;R =2 I;L_, y
por tanto P;T" = T ; D porque adjuntos a derecha son tnicos salvo isomorfismo. Por otra
parte, por la Proposicién 50, tenemos OSAlg(C, J)T = OSAly(C, J)I(D(T)), y la unicidad
de categorias clasificantes implica L1 = Lr(p(r)); en términos de funtores, esta propiedad
se expresa como L_; P 2 D; L'. De nuevo, la Observacién 52 implica R;T = T”; 1.

Observacién 53 Los resultados en la Observacién 52, el Teorema 37 y las Proposicio-
nes 38 y 39 muestran que el algebra con tipos ordenados desambiguada es una légica
categérica en el sentido de la Definicién 9 en la Introducciéon sobre légicas categéricas
(Capitulo 0).

En el caso general, la adjuncién entre categorias y teorias del Teorema 48 requiere el
uso de categorias con estructura adicional dada por los etiquetados, que no aparece en
las categorias usadas para interpretar las algebras; sin embargo, por la Proposicién 51
ambos niveles se relacionan mediante una adjuncién. Por lo tanto, en este caso tenemos
una estructura de légica categérica ligeramente mas general que la dada en la Definicién 9.
O



Capitulo 4

Algebra de orden superior con
tipos ordenados

En esta seccién, estudiamos una extensién del dlgebra con tipos ordenados correspon-
diente al lambda célculo con tipos (simples) con productos y subtipos. Obtenemos esta
extension admitiendo dos constructores de tipos: si 7 y 7/ son tipos, 7 X 7' y 7 = 7/ son
asimismo tipos. Al mismo tiempo, introducimos nuevos constructores de términos para
formar términos de los nuevos tipos: proyecciones y pares para productos, y lambda abs-
traccion y aplicacién para los espacios funcionales. Categéricamente, un tipo 7 = 7’ se
interpreta como el objeto exponencial o espacio funcional de los objetos que interpretan 7y
7'; asi pues, pasamos de categorias con productos finitos a categorias cartesianas cerradas.

Este capitulo puede verse como una generalizacién de la bien conocida correspondencia
entre el lambda cédlculo tipado con productos y categorias cartesianas cerradas [93], que
toma en consideracion la relacién de subtipo’.

En lo que sigue, abreviamos normalmente la frase “de orden superior con tipos orde-
nados” a “d.o.s.c.t.0.”.

4.1. Signaturas, términos, ecuaciones y deduccién

Definicién 54 Dado un conjunto S, denotamos por S* el conjunto generado a partir de
S y la constante 1 por las operaciones X y =:

1. Scs™
2. Un simbolo especial 1 € S™.
3. SiT, 7 € S™ entonces 71 x o € S™.

4. SiT,m € S, entonces 11 = ™ € S™.

! Aunque el siguiente estudio podria llevarse a cabo sin productos apareciendo explicitamente en los
términos, la correspondencia entre categorias cartesianas cerradas y lambda cdlculo con tipos se hace
entonces mucho més confusa y dificil de expresar.

165
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Si (9,<) es un conjunto parcialmente ordenado, (S™,<™) es el conjunto parcialmente
ordenado por el orden <™ definido como sigue:

1. Sis<s' en S, entonces s <™ s’ en S™.

2. 1<,

3. SiT<M7len S™ (i=1,2), entonces 71 x 72 < 7 x 75 en S™.
4. Sit<M7 en SMy 7" € S™, entonces ™ = 17 <M 7" = 7.

Usaremos los nombres tipos bdsicos para los elementos de S y tipos para los elementos de
S™. O

La disponibilidad de productos al nivel de tipos permite considerar signaturas con solo
operaciones ‘“unarias.”

Definicion 55 Una signatura de orden superior con tipos ordenados, abreviado a signatu-
ra d.o.s.c.t.o., consiste en un conjunto parcialmente ordenado (S, <) junto con una signa-
tura con tipos ordenados coherente (S™, <™ %) tal que X7, # 0 implica longitud(T) = 1.
O

Normalmente denotamos una signatura d.o.s.c.t.o. por (S*, <" %) o simplemente
si Sy < estdn claros; a menudo escribiremos sélo < significando <™.

Es importante observar que el orden viene dado sélo para tipos bésicos y se extiende
“estructuralmente” a los tipos restantes; por lo tanto, si 7,7/, 7" € S, no tenemos relacio-
nes de subtipo de las formas 7/ < (7 = 1), (rx7') < (7 = 7) 6 7" < (7 x 7’). Obsérvese
también que hemos impuesto la restriccion de coherencia desde el principio, pues la nece-
sitamos para llevar a cabo un tratamiento de las ecuaciones similar al desarrollado en el
caso del dlgebra con tipos ordenados.

Como es bien sabido, una de las principales complicaciones sintacticas con las que
hay que enfrentarse en el estudio de lambda cédlculos es la distincién entre variables li-
bres y ligadas. Por lo tanto, si deseamos usar la sintaxis habitual del lambda calculo, no
podemos aprovechar el anterior enfoque algebraico basado en definir primero términos
bésicos (sin variables) y definir después términos con variables agregando simplemente
m&s “constantes” a la signatura. Para el tratamiento de orden superior, dado un conjunto
S, consideramos fijado un S™-conjunto Vg de variables tal que para cada tipo 7 € S™ el
conjunto Vs - es infinito numerable.

Definicién 56 Dada una signatura de orden superior con tipos ordenados (S™, <™ %),
el S™-conjunto Ty, de términos d.o.s.c.t.o. (con variables en Vs) se define como el menor
S™-conjunto que satisface las siguientes condiciones:

1. Vs, CTs,.
2. Ty, CTxysiT <7 enS™

3. SiceX, v yte Ty, entonces o(t) € Ty .
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4. () e Tx.

5. Siti€Ts, (i=1,2), entonces (t1,t2) € Tx rixr-
6. Sitée Tsrxm, entonces pi(t) € Ty, (i=1,2).

7. Site Ty oyt €Ty, entonces tt' € Ty .

8. SiteTyg . yxe Vs, entonces \x:7.t € Ty ;0. O
Habitualmente no hacemos explicito el conjunto de variables Vg.

Proposicién 57 Dada una signatura d.o.s.c.t.o. (§*, <" 3), cada término ¢ en Ty, tiene
un tipo minimo denotado It(t).

Demostraciéon: A los casos en la demostracién de la Proposiciéon 8 hay que anadir los
siguientes casos:

1L() =
2. 1t <t1,t2>) = lt(tl) X lt(tQ).
3. It

(
(
(pi(t)) =7 (i=1,2) si lt(t) =71 X To.
A W) =71 si () =p=T.
(

5. l(Az:7.t) =7 =1t(t). O

La definicién de (instancias de) variables libres y ligadas es la habitual. Vamos a seguir
las mismas convenciones que antes en lo que respecta a la representacién de términos; sin
embargo, es importante notar que ahora ¢(Z : 7) : 7 denota un término ¢ de tipo T
cuyas variables libres estdn incluidas en la lista T : 7. La sustitucién ¢(¢'/z) de t' por las
instancias libres de x en t se define asimismo como es habitual en esta situacién, requiriendo
el renombramiento de variables ligadas en ¢ para evitar la captura de variables libres en
t.

Cuando sea conveniente, adoptaremos las mismas convenciones con términos que con
morfismos, escribiendo (t1,...,t,) v pi(t) (i =1,...,n) para tuplas y proyecciones gene-
ralizadas, respectivamente.

La definicién de ecuacion es como antes, es decir, una ecuacion incluye un contexto de
variables tipadas y relaciona términos cuyos tipos minimos estan en la misma componente
conexa de S™. Las reglas de deduccién ecuacional a partir de un conjunto I' de ecuaciones
d.o.s.c.t.o. son Reflexividad, Simetria, Transitividad, Congruencia y Sustitucion
como antes, junto con las siguientes reglas (donde suponemos que todos los términos y
ecuaciones d.o.s.c.t.o0. que aparecen estan siempre bien formados):

Final:

TF@: Dz=0

Proyecciones:
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P TR ) @, @) = ¢
Alfa: TF @ ) = Ay ri(y/a) donde y no es libre en ¢.
Xi: 'F@:7,y:p)t="t
TH(Z:7)\y:pt=y:p.t’
Beta: v mm e ror =it/
Eta:

TF 77 e () = F donde z no es libreent y t: 7= 7.
La condicién adicional en la regla Eta sobre el tipo de t evita situaciones como la siguiente,
que nos ha hecho notar Simone Martini.

Consideremos dos tipos diferentes o, 7 con ¢ < 7 y variables y : 0,2 : 7. Entonces el
término \y:o.(Ax:7.z)y estd bien formado y tiene tipo minimo o = 7. Aplicando la regla
Beta se obtiene el término Ay :o.y con tipo minimo (0 = o) < (¢ = 7); asi el tipo ha
disminuido pero esto no causa ningin problema. Sin embargo, la aplicacién de la regla Eta
daria lugar al término Az : 7.z cuyo tipo minimo 7 = 7 no estd en la misma componente
conexa que los otros tipos. La restriccién en Eta elimina esta tultima posibilidad.

Definicién 58 Una teoria d.o.s.c.t.o. consiste en una signatura d.o.s.c.t.o. (S™, <™ %)y
un conjunto I' de ¥-ecuaciones d.o.s.c.t.o. O

4.2. Algebras de orden superior en una categoria cartesiana
cerrada

Dada una categoria cartesiana cerrada’ C, usamos la notacién 1 para el objeto final,
X para productos y 7; para proyecciones, como antes, con las mismas convenciones para
productos, tuplas y proyecciones generalizados; ademads, usamos = para denotar el funtor
exponencial, Ay g c(f) : A — (B = C) para denotar la Curry-conversiéon de f : Ax B —
C,yevap: (A= B)xA— B para el morfismo de evaluacién. A veces omitimos los
subindices en Ay p.c y eva,B.

Definicion 59 Una estructura de inclusiones en una CCC C es una estructura de inclu-
siones J en la categoria C que satisface ademaés la siguiente condicién: si j : A — B es un
morfismo en J y C' es un objeto, entonces idc = j : (C = A) — (C = B) es asimismo
un morfismo en J°.

Al par (C, J) lo llamamos una CCI-categoria. O

Para el resto de esta seccién fijamos una CCl-categoria (C, J).

Definicién 60 Dada una signatura de orden superior con tipos ordenados (S™, <™ %),
una (S™, <™ X)-dlgebra d.o.s.c.t.o. en C es una (S™, <™ ¥)-dlgebra c.t.o. A en C tal que

2Abreviado a CCC a partir de ahora.
3Si j es un monomorfismo, entonces idc = j es asimismo un monomorfismo, porque el funtor C' = _ es
un adjunto a derecha y por tanto conserva limites.
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1. A1 =1.
92 Aryr, = Ar, X A,
3. AT:>T/ = A.,- = AT/, Od

Dado un ¥-término d.o.s.c.t.o. t y una X-algebra d.o.s.c.t.o. A en C, el significado de
t se define como un morfismo [t]4 en C, por induccién sobre la estructura de ¢t. Como un
término d.o.s.c.t.o. puede construirse de varias formas diferentes, tenemos que probar que
[t] A es independiente de la construccién de t.

Definicién 61 Dada una (5™, <™ ¥)-dlgebra d.o.s.c.t.o. A en C, la operacion derivada
asociada a un ¥-término d.o.s.c.t.o. t(Z : 7) : 7 es el morfismo [t : 7]4 : A7 — A; en C
definido por las clausulas en la Definicién 21 junto con las siguientes clausulas adicionales®:

1. Sit= (), [[tiT]]A:OA;-
2. Sit=pi(t') cont :py xpa, [t:7]a=][t':p1xp2]a;m.
3. Sitz(tl,t2>,con ti 2 pi (i=1,2), [[t:T]]A:(ﬂtl:pl]]A,[[tglpg]]A>.

4. Sit=tt"cont' : 7" = 7y t": 7, entonces
[t:7]a=(t':7" = 7]a,[t": 7']a); CVA_, A,

5. Sit=MXx:7t cont' : 7" y7r=7 = 7" yel conjunto de variables T : T es vacio,
entonces
[t:7]a=A1a,4,(m; [t'(z:7"): ")),
donde 7y : 1 x A,y — A, proporciona el esperado isomorfismo 1 x A,/ = A/ (con

inverso (()a_,,ida_,) : Ay — 1 x Apr).

6. Sit=MAr:7.t' cont': 7" y7=7"= 7",y el conjunto de variables T : T no es vacio,
entonces

Ht(T : ?) . T]]A - A/\A?,AT/,ATN(Ht/(f 1T, T/) : T”]]A)' U

De nuevo, es importante darse cuenta de que [t] no depende de los nombres de las
variables que aparecen en t, sino sélo de sus tipos, porque las variables son simplemente
proyecciones. Por lo tanto, la satisfaccién del axioma Alfa va a ser trivial.

Lema 62 Dada una (S™, < ¥)-dlgebra d.o.s.c.t.o. A en C y un X-término d.o.s.c.t.o. t,
[t:7]a=T[t:tt)]a; Alt(t)gf-

Por lo tanto, el significado de ¢ es independiente de su construccién como término.

Demostracién: A los casos en la demostracion del Lema 22 hay que anadir los siguientes
casos:

4Como en la Definicién 21, [t : 7]a depende de un contexto T : 7 de variables libres para el término
t(zT : T) : 7, que se deja implicito.
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Sit= (), 7=1=Itt) pues 1 sélo se relaciona consigo mismo en el orden <™ y en
este caso Ay(y<, es la identidad.
Sit Zpi(t/) con T =T, lt(t/) = p1 X P2 <7 X T2,

[t:7] = [t :nxn];mn

th i p1 X palls Apyxpo<ry i Ti =
"1 X palli (Apy<r X Apy<ry)i T =
' p1 X palsmis Api<ry =

t(@)]; Alt(t)<7

Sit= <t1,t2> CONT=T1 XT2 ¥y lt(ti) = Pi (Z = 1,2),

[t:7] =

53

[
[
[
[
[

~~

[t1: 7], [t2: =]) =

[t1: p1]s Api<rys [t2 2 p2]s Apy<ry) =
[t = pu], [t2 = p2])s (Apr<my X App<ry) =
[t1: o1l [t2 = p2])s Apixpo<rixm =

[t : it(®)]; Alt(t)§7'~

Sit=tt"conlt(t)=p=7<p=>1yt':p,

[t:7] =

{
{
{
{

t':p=71][t": pl);eva,a, =

t:p=1 p=1'<p=>T> [[t” : p]]>; eV =
[t : p]); (Apsrr<pmr X ida,); e =

J;A
J;

tp= T I pl); ((ida, = Av<r) X dda,); eva, A, =
I,

[
[
[t :p=1
[
[t :p=71,[t": p]); eva, A Apcr =
tolt(t )]];Alt(t)<7'

Sit=MAr:pt' conT=p=7ylt{t') =& <7,y el conjunto de variables T : T no es
vacio,

(
{
{
{
{
[

t@:7):7] = Aaca,a, ([f(@:Tx:p):7]) =
At @7,z :p): &]; §<T)—
Anz g, ([T 7 20 p): €])yida, = Ae<y =
AN['(Z 7,2 :p): €]
[t : it(®)]; Alt(t)<7’

El caso en el cual el conjunto de variables T : 7 es vacio es similar. O

) p=E<p=>1 =

Proposicién 63 Dada una (S™, <, ¥)-4lgebra d.o.s.c.t.o. A en C y términos d.o.s.c.t.o.
ti(yr:p1y-sykipk) i (G=1,...,n) yt'(x1:7,..., 2y : ) : T/, tenemos

[@&/z) 7] =([tr: ], [ s ] [ 7] s Apy x oo x Ay — Arr
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Demostracién: A los casos en la demostracién de la Proposicién 23 hay que anadir los
siguientes casos:

Sit'= (),
['@/2)] = [0] = Oa, = (], - [ta]); Qaz = ([ta], - - L] [E]-
Sit" = pi(t"),
[t'@/z)] = [p(t"(t/7))] =
[t"(t/7)];mi =
(Il D) [t)s i =
(], - [taD); [£]-

Sit = (1, t5),

[I'(t/m)]) = [a(t/z). t5(t/7))] =
(It @/=)], [t5E/@)]) =
(([eads - - - [enl)s I KD, - - - T [20]) =
([l - - Ien)s (T1D [E2D) =
([ta], - - [tn])s [E]-

Sit = uwv,

[f'@/z)] = [u/z)v(t/z)] =
([u@/@)], [v(t/Z)]); ev =
([t - - [Enl)s [ud, (Tl - - - TEn])s [0])s ev =
([ta], - - - [tn])s [ud), [0])s ev =
([, - - ita])s [¥D-

Finalmente, si ¢’ = Az:£.u (donde podemos suponer que z no aparece ni en u ni en la
lista de variables (T : 7,7 : p), ya que el significado de los términos no depende del nombre
de las variables), tenemos

['(/7)] =
[Az:&u(@/) (: p)] =
Aajaca, ([u®/z) (@:p,2:8)]) =
Au(t/z, 2/2) (¥ :p,2: §]) =
At @ :2,2: 9] [t : 92 O, [2(W iﬁ,ZZS)]D'[[U(f‘ﬁZ D) =
A({({m1, ..., ) [ti(@ )], - (1,0 ey Th);
A{Tr], - [}  idag); [u(@ s 7,2 )]) =
(Il s [l Aarpga,, ([u(@ = 7,2 : §)]) =
([ta], - Ttn])s [T

PRI
P
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Finalmente, basta notar que si el conjunto de variables T : 7 es vacio, la ecuacién del
enunciado se hace trivial. O

La definicién de satisfaccion de una ecuacién por un algebra es como antes, y entonces
podemos probar la siguiente

Proposicién 64 (Correccion) Sea (S™, <™ %, T) una teorfa d.o.s.c.t.o. y A una (X,T)-
dlgebra d.o.s.c.t.o.enC. SiT'H (T :7)t =1/, entonces A = (T:7)t =t.

Demostraciéon: A los casos en la demostracién de la Proposicién 28 hay que anadir los
siguientes casos:

Final: [()(z:1)] = ()1 =1idy = [z (z:1)].
Proyecciones: [pi({t1, t2))] = {[1]. [ta]): 7 = [t

Par: [(p1(t), p2(t)] = ([t]; 71, [t]; m2) = [t]; (w1, m2) =[]

Alfa: Yahemos senalado que el significado de los términos es independiente de los nombres
de las variables, pues las variables son proyecciones.

Xi: Obvio.

Beta: {(Z:7) no vacio} {(:7T) wvacio}

[(Az:7.6)t’ (ac 7)) = [Az:7.t)t'] =

At @72 7)]), [t (@:7)]); ev = (A(ma; [t (x: 7)]), [t']); ev =
(id, [t' (z : )]]> [t@:72:7)] = (id, [t']); wo; [t (= 7)] =
(T, mn, [ (@ D] (@ 72 7)] = [T [t (= : )] =
[
[

tz/T 7f’/ x) (T:7 *)]] = [t(t'/2)]-
(

t(t'/z) (@ : 7).
Eta: {(ZT:7) no vacio} {(@:7T) vacio}

[Na:7.(tx) (7 :7)] = [Aa:7.(tz)] =

A(lte (T 7,2 7)]) = A(my; [t (2 : 7)]) =
At @7z 7)) e (@: 72 7)])sev) = Ao ([t (2 7)) [z (2 : 7)]); e0) =
A b B @ Tl mms)ien) = A (0 [2], id)s ev) =
At 7)) x id); ev) = Ara; (0 id); ([e] x i) ev) =
[t (z:7)]. A(([t] x id); ev) =

[1]. ©

Todavia no hemos definido la nocién de homomorfismo para algebras d.o.s.c.t.o. Intui-
tivamente, un homomorfismo d.o.s.c.t.o. deberia ser un homomorfismo con tipos ordenados
que conserva ademas las nuevas operaciones sobre los términos. No hay ningun problema
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en lo que a productos o aplicaciéon respecta; sin embargo, lambda abstraccién requiere
hacer referencia a términos arbitrarios®. Siguiendo una sugerencia de Val Breazu-Tannen,
presentamos a continuacién una formulacién equivalente, pero mas compacta, usando com-
binadores [69, 118]. Por supuesto, junto con los combinadores clasicos K y S, debemos usar
combinadores correspondientes a las proyecciones, los pares y los simbolos de operacién
en la signatura.

Definicién 65 Dada una signatura d.o.s.c.t.o. (§*, <™ %), definimos las familias de com-
binadores (S, <™, ¥)-tipados, o simplemente Y-combinadores, como sigue:

KT = Az:pAy:T.x

SoPT = Azl = (T = p)Ay:€ = 1Az (22)(y2)

PP = Xz:ipxT.pi(z)

POT = Az:ipx T.p2(z)

EFT = Ax:ipAy:T.x,y)

For = Ax:p.o(x), para cada simbolo de operacién o € X O

Observacion 66 Dada una X-algebra d.o.s.c.t.o. A en C, es mera rutina seguir las Defini-
ciones 61 y 65 para encontrar que las operaciones derivadas asociadas a los Y-combinadores,
en el conjunto vacio de variables, son las siguientes (donde por brevedad omitimos los ti-

pos):

[Kla = Alm;A(m))

[S] A = A(mo; A(A({(7m1,3); ev, (w2, T3); €V); €v)))
[Pila = A(meym) (i=1,2)

[Ela = Alm;A(id))

[Fola = A(m; ART). O

Definicién 67 Decimos que un término d.o.s.c.t.o. t(T : 7) : 7 en Ty estd en forma
combinatoria si cae en uno de los siguientes casos:

1. Sites (), una variable o un ¥-combinador, entonces esta en forma combinatoria.

2. Sit: 7 estd en forma combinatoria, y 7/ < 7, entonces t : T estd en forma combina-
toria.

3. Sit': 7 = 7yt": 7 estdn en forma combinatoria, entonces t't” : 7 estd en forma
combinatoria. O

Definicién 68 [69, 118] Dado un término d.o.s.c.t.o. ¢ : 7 en forma combinatoria y una
variable x : p, la abstraccion de t : 7 con respecto a x : p es el término en forma combina-
toria (x : p)t : p = 7 definido como sigue:

5Mi4s exactamente, necesitamos una condicién diciendo que un homomorfismo d.o.s.c.t.o. h debe satisfa-
cer la ecuacién  (hry X...xXh:, ) ; A([t: 7)) = A([t : 7] a); hp=+ para todos los términos t(T : 7,y : p) : 7.
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1. (x:p)t =Kt sila variable z no es libre en t.
2. (w: p)x = (SPP=PPKPPFP)KPP.

3. {x:p)t't" = (SPET{x: p)t' W w : p)t" sit=tt"cont' :E=Tyt": & yelcaso1no
se aplica. O

Lema 69 Para un término d.o.s.c.t.o. t(Z : 7) en forma combinatoria,
F(Z:7T)(x:p)t=Ax:pt.
Demostracién: Omitiendo los tipos en términos y combinadores por brevedad, tenemos:
1. Kt = (Ay.A\z.y)t = Az t.
2. (SK)K = (A\y. Az z.(yx) (22)) K)K = Az.(Kz) (Kz) = Az.z.
3. (S{xyt){x)t" = (S(Ax.t'))(Ax.t") = (Ay. Az Az (yz) (22)) (Az.t)) (Ax.t") =
Az (( Azt )z)(Ax.t")x) = Ae.t't’. O

Proposicién 70 Dado un término d.o.s.c.t.o. t(Z : 7) : 7 en Ty, existe un término
d.o.s.c.t.o. en forma combinatoria t.(Z : 7) : 7 en Ty, tal que F (T : 7) t = ¢..

Demostracién: Por induccién sobre la estructura de t, tenemos los siguientes casos
(donde por brevedad omitimos los tipos en general):

=) te= ()
t==x te==x
t:7' <71 te:7 <71
t=o(t') te = Fot.
t=pi(t) te = Pit.,
t= (") to = Et.t"
t=t" te=tt"
t=Xz:p.t/ te = (z : p)tL.

Usando induccién y el Lema 69, es facil comprobar que - (Z : 7)t = t.. O

Definicién 71 Sea (5™, <™ ) una signatura d.o.s.c.t.o. Dadas dos 3-dlgebras d.o.s.c.t.o.
A y B en C, un X-homomorfismo d.o.s.c.t.o. h : A — B viene dado por una S™-familia
de morfismos {h, : A; — B, | 7 € "} en C tal que

1. Sit<7., hyBr<y =A;<pihyt A — Boo.

AT i
A, = A
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2. hT1><T2;7Ti = T4 hTi (Z = 172)

T

T

(equivalentemente, hr xr, = hr, X hyy).

3. (hp=r x hy);evp, B, = eva, A, ;hr

(A, = A;) x A, & A,
hpmsr X hp hr

(B, = B,) x B, v B,

(equivalentemente, h,=r; (hy, = idp,) = ida, = h;).

4. Para todo X-combinador C de tipo 7c, [C: 7c]a;hr =[C: 7]B.

) [C:7]a A
s,
[C:7]B
B,

De esta forma se define una categoria denotada HOSAlg(C, J )E asi como subcategorias
plenas HOSAIly(C, ‘7)2 .

Si cada h; es un isomorfismo, entonces hy—, = h;l = h,; en este caso, un homo-
morfismo estd completamente determinado a partir de sus componentes para tipos basicos
s € S. Este es el caso particular de algebra heterogénea de orden superior estudiado por
Pitts en [128]. Que la definicién anterior, aparte de ser completamente general, captura la
evasiva nocién de homomorfismo de orden superior es confirmado por el siguiente lema.

Lema 72 Dado un homomorfismo d.o.s.c.t.o. h: A — B entre dos >-dlgebras A y B en
C, y un X-término d.o.s.c.t.o. t(Z : T) : 7, tenemos

(hey X oo X he )i [t 7B = [t : 7] a5 hr.
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Demostracién: Por las Proposiciones 70 y 64, para cada término d.o.s.c.t.o. t existe un
término t. en forma combinatoria tal que [t] = [t.]; por lo tanto, basta probar el lema
para términos en forma combinatoria.

Los casos basicos de combinadores, variables y () son todos obvios a partir de la
definicién de homomorfismo d.o.s.c.t.o. Supongamos que h=[t' : p = 7]p = [t : p =
Tlashp=sr v h= [t plB = [t" : pla; hy, donde hz= denota hr, x ... x h,,. Entonces,

hz [t't" - 7]lp = hz([t']B, [t"]B);evB, B, =
(hz: [t'] B, hes [t ) ev =
([t']a; p=sr, [t"] 45 hp)s €0 =
([t']4; [t"] 4); (hp=r X hp);evp, B, =
([t'] 4, [t"] a); eva, a.hr =
[t't"]; hr. O

Corolario 73 Como un caso particular de este lema, obtenemos h;; BQT/ = ACT;T/; B
para todo o € %, v, pues AZ™ = [o(z) (z : 7)] 4 y andlogamente para B. Por lo tanto, un
¥-homomorfismo d.o.s.c.t.0. h : A — B es un ¥-homomorfismo c.t.o. entre las (S™, <™, ¥)-
algebras subyacentes. O

Es interesante comparar nuestra definicion de homomorfismo de orden superior, in-
terpretada en categorias cuyos objetos son conjuntos, con la nocién de relacion l6gica
[137, 123]. Por un lado, nosotros estamos interesados en funciones en vez de relaciones, y
desde este punto de vista nuestra nociéon de homomorfismo es mas restrictiva que la de
relacion légica. Por otra parte, las componentes de una relacion logica para tipos de orden
superior estan completamente determinadas a partir de sus componentes para tipos béasi-
cos, mientras que en nuestro enfoque esto no es cierto en general, si bien si lo es en algunos
casos particulares como, por ejemplo, el ya mencionado donde todas las componentes son
isomorfismos; en este aspecto, nuestra nocién es menos restrictiva. E1 Teorema 78 pro-
porcionard mas evidencia en el sentido de que nuestra nocién de homomorfismo es muy
natural, al demostrar que en la seméantica funtorial los homomorfismos se corresponden
exactamente con las transformaciones naturales.

4.3. Categorias clasificantes para teorias de orden superior

Definicién 74 Un CCI-funtor F : (C,J) — (C', J’) entre dos CCl-categorias (C,J) y
(C',J") es un funtor F : C — C’ que conserva la estructura cartesiana cerrada de forma
estricta’ y tal que F(J) C J'.

Denotamos por CCI((C,J), (C',J’)) la categoria cuyos objetos son CCI-funtores entre
(C,TJ)y (C',T") y cuyos morfismos son transformaciones naturales entre tales funtores. O

Con esta definicién, tenemos los siguientes resultados.

®BEs decir, F' conserva productos finitos estrictamente y ademis F(A = B) = F(A) = F(B) y
F(eva,B) = evp(a),r(B)- En esta situacién se deduce también F(Aa B c(f)) = Arca),rs),rc)(F(f)).
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Proposicién 75 Sea F : (C,J) — (C',J’) un CCI-funtor. Entonces,

1. Como en la Proposicion 30, la aplicacién de F' define un funtor

F*: HOSAl(C,J),, — HOSAly(C',T")..

2. Si A es una Y-dlgebra d.o.s.c.t.o. en C, y t(T : T) : 7 es un X-término d.o.s.c.t.o.,
[t:7]psa=F([t:T]a).
3. Dada una teorfa d.o.s.c.t.o. (S, <,X,T'), F* se restringe a un funtor

F*: HOSAl(C, J)y, ;. — HOSAl(C', T'), .-

Demostracién: Como F es un CCl-funtor, si A es una X-algebra d.o.s.c.t.o., entonces
F*A es asimismo una Y-élgebra d.o.s.c.t.o. Es facil probar que [t : 7]|p«a = F([t : 7]4)
como en el Lema 31. Esta ecuacion es necesaria para probar que si h : A — B es un
Y-homomorfismo d.o.s.c.t.o., entonces F*h lo es también, debido a la condicién sobre
conservacién de combinadores en la Definicién 71: si [C : 7c]p = [C : 7] a; hr., entonces
F([C: 7 ]B) = F([C: 7]a); F(hr,); equivalentemente, [C : 7] p+p = [C : 7] pra; (F*h)x,
como se desea.

El funtor F* conserva satisfaccion por 2, y 3 se obtiene como en la Proposicion 32. O

Proposicién 76 Sean (C,7) y (C',J’) dos CCl-categorias y A una (3,T')-dlgebra en C.

1. Si7n es una transformacién natural entre CCI-funtores F,G : (C,J) — (C',J’),
la familia 0% = {na, : F(A;) — G(A;) | 7 € %} constituye un X-homomorfismo
d.o.s.c.t.o. entre F*A y G*A en C'.

2. Las asignaciones F' —— F*A y n —— 1’ definen un funtor

A CCI((C,T),(C,J") — HOSAlg(C', T'),,

7F.

Demostracién: Como en la Proposicién 33, las condiciones para que 7% sea un homo-
morfismo son casos particulares de la naturalidad de n. O

Definicién 77 Dada una teoria d.o.s.c.t.o. T = (S™, <* ¥, T), una CCl-categoria (C, J)
se llama una categoria clasificante de T si existe una »-algebra d.o.s.c.t.o. G en C, llamada
dlgebra genérica, tal que para toda CCl-categoria (C’, J’) el funtor

G': CCI((C,J),(C',J") — HOSAlg(C', J'),,

T
es un isomorfismo. O
Categorias clasificantes para una teoria d.o.s.c.t.o. son de nuevo unicas salvo isomor-

fismo y podemos hablar de la categoria clasificante de T', denotada ,C*Zf, y de el algebra
genérica de T', denotada GI’T.
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Teorema 78 (Existencia de categorias clasificantes para teorias d.o.s.c.t.o.)
Dada una teorfa d.o.s.c.t.o. T = (§*, <™ ¥.T), existen una categoria clasificante E%w
y un algebra genérica GbT.

Demostracién: La demostraciéon sigue exactamente los mismos pasos que la del Teore-
ma 37.

1. La categoria EbT se construye como sigue:

Objetos: Los elementos de S™.

Morfismos: Los morfismos con dominio 7 y codominio 7/ se generan a partir de
términos t(x : 7) : 7/, sujetos a la relacién de igualdad

tx:r):7'=t'(y:7): 7 = Tk(@:1)t="t(z/y).

De este modo, excepto por el nombre de la variable, un morfismo con dominio 7
y codominio 7’ es una clase de equivalencia [¢t(z : 7)] junto con la especificacién
de su dominio y codominio.

Identidades: La identidad para 7 es [z(x:7)]: 7 — 7.

Composicién: La composicién de [t(z:7)]: 7 —= py [t'(y: p)] : p — £ viene dada
por la sustitucién

[t'(t/y) (@:7)] 7 =&

Productos: El objeto final es 1, siendo el morfismo tnico de 7 a 1
[O(z:m)]:7— 1.
El producto de 71 y 72 es 71 X 7. Las proyecciones son de la forma
pi(x)(x:7m1 X)) : (11 X)) =7 (1=1,2).
Dados [t; (z: p)] : p — 7; (i =1,2), el morfismo inducido es
[(t1,82) (z: p)] - p— (11 X T2).

Exponenciales: El objeto exponencial de 7y 7’ es 7 = 7/. El morfismo evaluacién
(1= 7') x 7 — 7' se define por

[p1(z)p2(x) (z: (1= 7") x 7)].
Y la Curry-conversién de [t (z : 7 X 7)] : (7 X 7') — p es el morfismo
Mz t((y,2)/x) (y: 7)) : 7 — (7' = p).

Estructura de inclusiones: Los morfismos en J2. son de la forma [z(z : 7)] : 7 —
7/ para 7 <™ 7/ en S™.
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Es sencillo comprobar que estas construcciones definen una CCl-categoria. La parte
maés interesante es la que respecta al objeto exponencial. Primero, dados [t(y : 7)] :
T—=py[t(z:7)):7 = p/, el morfismo [t(y: 7)] X [t'(z:7")] : (T x ') — (p x p)

esta dado por
[(t(p1()/y), ' (p2(x)/2)) (@ : 7 x T)].
Ahora, dado [t(z : p X 7)] : (p x T) — 7/, tenemos que probar
(Aprr ([t 2 p X 7)]) Xidr); €077 = [tz : p X T)] (1)

equivalentemente

(Az:7t({y, z) /)] x [w]); [pr(a)p2(a)] = [¢]
[(Az:7t((pr(2), 2) /), p2(2))]; [Pr(a)p2(a)] = [£].

Calculemos:

pi((Az:7t((p1(2), 2)/x), p2(x)))p2((Az: 7t ((p1(2), 2) /7), pa(x))) =
{Proyecciones} (Az:7.t({p1(x),z2)/x))p2(x) =

)
{Beta} t((p1(2), 2)/2) (p2(x) /2) =
t((p1(z), p2(a))/x) =
{Par} t(x/x) =t.

La unicidad de A([t]) con respecto a la propiedad (f) se demuestra como sigue.
Supongamos que [t'(y : p)] : p — (7 = 7') también satisface (}); entonces,

[t (p1(2) /), p2(2))); [Pr(@)pa(a)] = [t],

o sea, usando la regla Proyecciones,

T (z:px1)(t'(pi(x)/y))pa(z) = t.

Aplicando la sustitucién = — (y, z) y la regla Proyecciones, obtenemos

L (y:pz:7) (H'(y/y)z =t{y,2)/x),

y por la regla Xi,

T (y:p) dz:7.(t'2) = Xe:1t({y, 2) /).

Finalmente, Eta nos da la ecuaciéon deseada
Tk (y:p)t' =X2:7t({y,2) /).

2. El édlgebra genérica G%ﬂ se define por:
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a) (GbT =T
b) (Gp)57 =lo(@)(z:m)]:7—7
¢) (GY)rcrm =[x(x:7)]:7— 7.

La condicién de monotonia es trivial de nuevo.

Es rutinario probar que
[t:7): THGbT = [t(p1(x)/x1,...,pn(x)/2p) (T : 71 X ... X T3],
mediante induccién sobre la estructura de ¢. Por ejemplo,

[o®] = [t (Gp)z™ =
t(p1(x) /215 - - pulx) /20l [0(y)] =
lo(t(p1(2)/21, - - -, Pu(@)/20))] =
o) (pr(z) /@1, ., pu(@)/20)].

Otro ejemplo:

[Nzipt(@:7)] = A[t@:T,2:p)]) =
A(t(p1(y)/z15 -« pn(Y) /0, Prs1(y)/2)]) =
Az:pt(pr((z, 2)) /21, - ({2, 2)) [0, P ({3, 2)) [2)] =
(Nz:pt(pr(z)/a, ... po(2) /20, 2/2)] =
[(Az:pt)(pr(z) /21, .., pol2)/20)]-

Por lo tanto, G"T satisface todas las ecuaciones en I'.

Definimos un funtor (-)® : HOSAly(C,J) . — COI((L5, T2), (C, T)).
Dada una (X,T)-dlgebra d.o.s.c.t.o. B en C, el funtor B® : £ — C se define por
B*(1) =B, yB*([t(x:7)]: 7= 7)) =[t(x:7): 7] B.

B* estd bien definido sobre morfismos porque B es una (X, I')-algebra, y es un CCI-
funtor por la Definicién 61 y la Proposiciéon 63.

Un homomorfismo h : B — C da lugar, por el Lema 72, a una transformacion
natural h* entre B* y C*®, definida por h? = h, : B, — (..

Finalmente, el funtor (G%)* : CCI((L%, J2),(C,J)) — HOSAl(C,J)y,  es un

isomorfismo, con inverso (-)® como en la demostracién del Teorema 37. O

Proposicién 79 (Completitud) Dada una teorfa d.o.s.c.t.o. T = (S™, <M ¥, T),

Grle@: Mt=t < TF@:7)t=t.

Demostracién: Correccién (Proposicién 64) implica el sentido (<=).
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En el otro sentido, (=), por definicién de satisfaccién, G = (Z : 7)t = t’ si y sdlo si
[t:7]e =[t': 7] siendo 7 un tipo comin de ¢ y #'; esto es equivalente a
T T

[tpi(x)/z:) (x:m X ... x )] = [ (pi(x)/2:) (w271 X .o X 7))
como morfismos en LbT. De aqui,
T (z:m x...x 1) tpi(x)/z:) =t (pi(x)/25).
Por lo tanto, usando la sustitucién = — (z1,...,z,) v la regla Proyecciones, obtenemos
FE(xy:7m,.. 2Tt =t.0

Proposicién 80 Dada una teorfa d.o.s.c.t.o. T = (S™, <* ¥ T), consideremos la cate-
gorfa PunctHOSAlgs,r cuyos objetos son CCI-funtores F : (L%, J2) — (C,J) (es decir,
(X,T)-élgebras d.o.s.c.t.o. en cualquier CCl-categoria), y en la cual un morfismo de F :
(Lo, T2) — (C, T) en F': (L, T2) — (C', J") es un CCl-funtor H : (C,J) — (C', J")
tal que F'; H = F’'. Entonces, el CCI-funtor 1 o, correspondiente al dlgebra genérica GbT
es inicial en FunctHOSAlgs: 1.

En la categoria GralHOSAlgsr con los mismos objetos que FunctHOSAlgs 1, pero
con un morfismo de F : (L%, J2) — (C,J) en F' : (L5, J2) — (C',J") dado por un
CCI-funtor H : (C,J) — (C',J’) junto con una transformacién natural 6 entre F'; H y
F', el CCI-funtor 1 , correspondiente al dlgebra genérica G'Zf es débilmente inicial. O

4.4. La adjuncién entre teorias y categorias

Como en el caso de primer orden, dada una CCl-categoria pequena (C,J) tal que J
es localmente filtrada, podemos definir una teorfa d.o.s.c.t.o. ch tal que C es (equivalente
a) la categoria clasificante de Tg. Antes que nada tenemos que descomponer los dominios
y codominios de los morfismos tomando en consideracion la estructura cartesiana cerrada
de la categoria, y tenemos que volver a formular la nocién de familia regular y etiquetado
en este marco.

Definicién 81 Dada una CCC C, al interpretar las operaciones formales x y = en Ob(C)™
mediante las operaciones correspondientes en la categoria C, obtenemos una funcién de
interpretacién |_| : Ob(C)™ — Ob(C).

Para cada par 7,7’ de elementos de Ob(C)™ y cada morfismo f : |r| — |7/| en C
denotamos por fr . el morfismo f en C junto con las “descomposiciones” 7 de su dominio
y 7" de su codominio. DCMor(C) denota la coleccién de tales morfismos. O

Dada una CCl-categoria pequeiia (C,J), el orden <7 en Ob(C) se extiende a <"; en
Ob(C)™; obsérvese que cuando 7 <" 7/ en Ob(C)™, entonces hay un morfismo j : |7| — |7/|

en J.

Definicién 82 Dada una CCl-categoria pequena (C,J), una familia de morfismos F C
DCMor(C) es CCC-regular si y solo si satisface las siguientes condiciones:
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1. Si frr ¥ gpp son morfismos en Fy 7 <7 p (con j : |[7| — |p| en J), entonces
7 <7 o (con g’ 7] — [p/| en J) y ademis j;9 = f; 5.

2. Dados p,7 € Ob(C)™ con p <”; 7 y un morfismo f, .+ en F, el conjunto

(€0 | p< € y gee € F}

tiene un minimo con respecto al orden gi’;. O

Definicién 83 Dada una CCl-categoria pequena (C,J), un CCC-etiquetado para ella
viene dado por un conjunto ¥ y una funcién [ : DCMor(C) — X tal que para cada o € ¥
la familia [~!(0) de morfismos es CCC-regular.

Una CCl-categoria pequena (C, J) tal que J es localmente filtrada junto con un CCC-
etiquetado [ para ella se llama una LCCI-categoria. O

Teorema 84 Dada una LCCl-categoria (C, J,l : DCMor(C) — ¥), existe una teorfa de

orden superior con tipos ordenados TC" tal que C es equivalente a la categoria clasificante
b b

[’Tg de T5.

Demostracién: La teorfa d.o.s.c.t.o. TC" = ((S,<),8™, <™ %, T) se define como sigue:
Tipos: Los tipos basicos son los objetos de C, ordenados por J.

Simbolos de operacién: Para cada o € ¥ y morfismo f,, en [7*(c) hay un sfmbolo
de operacién (ambiguo) o € ¥, /. Las condiciones de monotonia y regularidad se
satisfacen porque [~!(0) es una familia CCC-regular.

Equaciones: Todas las Y-ecuaciones satisfechas por la 3-dlgebra d.o.s.c.t.o. D'(’j en C
que asigna a cada tipo 7 el objeto |7| y a cada simbolo de operacién o € X, -
correspondiente a un morfismo f; . con I(f; ) = o el morfismo f : |7| — |7/|.

Por el Teorema 78 tenemos un CCI-funtor
F = (D2)*: ﬁng —C

definido por F(7) = ||y F([t (z : 7)]) = [[t]]Dg.
El funtor “inverso” es G : C — Ez,cb definido por G(A) = A para un objeto A en C y
G(f) =1[l(fa,B)(z)] con x : A para un morfismo f: A — B en C.

El funtor G; F es el funtor identidad sobre C. Aunque F'; G no es el funtor identidad
ya que G(F(7)) = G(|7|) = |7|, existe un isomorfismo natural dado por:
[Gidrr)(x) (7)) 70— |7
[Gdyr ) (y) (= 7] || — 7.0

Definicién 85 Un morfismo H entre dos teorfas d.o.s.c.t.o. T = (8™, <M NI y T' =
(8™, <™ 3 T") consiste en
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1. Una funcién monétona H : (S, <) — (9, <), extendida libremente a H™ : (8™, <™
) N (S/M7 S/M)’

2. Una funcién H : ¥ — ¥’ tal que, si 0 € X/, entonces H(o) € EII{N(T) (1>

tales que, si (Z : 7)t = t’ es una ecuacién en I, la ecuacién (7 : H*(7)) H(t) = H(t') es
derivable a partir de IV, donde H(t) denota la “traduccién” de t inducida por H'.
Asi se define una categoria denotada HOSTh. O

Definicién 86 Un LCCI-funtor entre las LCCl-categorias (C,J,l : DCMor(C) — %) y
', J'U' . DCMor(C'") — ¥') consiste en un CCI-funtor F : (C,J) — (C,J’) y una
funcién ¢ : ¥ — X' tal que para todo f . en DCMor(C),

O(U(frr)) = U(F(f) (), pe(eny)s

donde F™ : Ob(C)™ — Ob(C')™ denota la extensién libre de la componente de F' sobre
objetos, satisfaciendo |F™(7)| = F(|7]) ya que F es un CCI-funtor.
Esta definiciéon proporciona una categoria denotada LCCICat. O

Proposicién 87 La funcién que asigna a una LCCl-categoria (C, 7,1l : DCMor(C) — X)
una teoria d.o.s.c.t.o. Tg se extiende a un funtor

T’ : LCCICat —> HOSTh.

Demostracién: Supongamos que (F, ¢) es un LCCI-funtor de (C, 7,l: DCMor(C) — %)
en (C',J',l! - DCMor(C') — ¥'). Ya hemos senalado antes que la componente de F
sobre los objetos (que es una funcién mondétona con respecto a los érdenes inducidos
por las estructuras de inclusiones) se extiende libremente a F™ : Ob(C)™ — Ob(C")™,
satisfaciendo |F™(7)| = F(|7|).

La accion del morfismo de teorias T sobre los simbolos de operacién estd dada sim-
plemente por la funcién ¢.

Entonces, para un término d.o.s.c.t.o. t, [[TF(t)HDZ, = F([[t]]Dg) y esto implica que si

D), satisface una ecuacién (T : 5)¢ = t', la ecuacién “traducida” (7 : Tr(3)) Tr(t) = Tr(t)
es satisfecha por D%,. a

Teorema 88 La construccién de la categoria clasificante [,?f para una teoria d.o.s.c.t.o.
T es libre con respecto al funtor 7° : LCCICat — HOSTh. Por lo tanto, tenemos un
funtor

£’ . HOSTh — LCCICat

adjunto a izquierda de T_b.

Demostraciéon: La demostracién es esencialmente andloga a la del Teorema 48. Para ver
que, dado H : T — Tg, el LCCI-funtor HT : [,?f — C esta completamente determinado,

"Esta traduccién estd definida por H(z) = z, H(o(t)) = H(o)(H()), H(p:(t)) = pi(H(t)), HAz:T.t) =
Mz H™(7).H(t), etc.
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se necesita comprobar maés casos, debido a la estructura adicional en los términos; por
ejemplo,

Hi([tt]) = HY([{,¢)]; [pr(2)p2(2)]) =
HY([(,¢)]); HY ([pr (2)p2(2)]) =
HY(([t], [£)); ev =
CHI([t]), HI([t'])); ev

Otro ejemplo:

Hi([Azirt (7)) = HU(A(tp(2)/y,p2(2)/2) (@7 x 7)])) =
AH([t(p1(2) [y, p2(2)/2) (x = 7 x T)])).

Definiendo HT([t]) = [H(t)]p,, se comprueba que H' satisface todas las propiedades
exigidas. O

La discusién al final de la Secciéon 3.3 sobre las simplificaciones—expresadas en la
forma de un diagrama conmutativo de adjunciones—que son posibles para la anterior
correspondencia entre teorias y categorias en el caso de teorias desambiguadas puede
asimismo aplicarse aqui, mutatis mutandis.

4.5. Conservatividad de la légica de orden superior con ti-
pos ordenados sobre su version de primer orden

Es claro que teorias con tipos ordenados constituyen un caso particular de teorias
d.o.s.c.t.o.; hay, sin embargo, un pequenio detalle que debe ser aclarado, debido a nuestra
presentacion de signaturas d.o.s.c.t.o. con s6lo simbolos de operaciones unarias. La idea es
por supuesto codificar una operacién n-aria en una teoria c.t.o. (cuyo lenguaje no incluye
productos explicitamente) en una operacién unaria en una teoria d.o.s.c.t.o. por medio de
los productos (que forman parte de los tipos en este caso).

Definimos una funcién que transforma una signatura c.t.o. (S, <,X) en una signatura
d.o.s.c.t.0. ((S, <), 8™, <* ¥P). Un simbolo de operacién o € Xy, s, s se convierte en un
simbolo de operacion o € le’lxmx sn.s; €0 particular, en el caso de una constante o € 3 g,
oP € X . Los restantes conjuntos en ¥ son vacios.

Un ¥-término c.t.o. t(T : 5) : s se convierte en un XP-término d.o.s.c.t.o. t¥ como sigue:
si t = x; entonces tP = x;; en el caso de una constante ¢ = o entonces t¥ = oP(()); y si
t =o(t1,...,ty), entonces tP = oP({t},... tP)).

Como todas las reglas de deduccién para la 16gica ecuacional (de primer orden) con
tipos ordenados son asimismo reglas de deduccién para la légica ecuacional de orden
superior con tipos ordenados, el siguiente lema es obvio.

Lema 89 SiT es un conjunto de X-ecuaciones c.t.o. y I' - (T : 5) t = t’ usando deduccién
ecuacional c.t.o., entonces I'’ I (T : 3)t? = t'P usando deduccién ecuacional d.o.s.c.t.o.,
donde T? es el conjunto de YP-ecuaciones d.o.s.c.t.o. {(T:5)tP =P | (T:5)t =t € T'}.
|
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Proposicién 90 La funcién
(S7 S? E) F) — ((S’ S)? SN) §M7 Zp’ ]‘_‘p)

se extiende a un funtor (_)? : OSTh — HOSTh.

Demostracién: Sea H : (S, <, %, T) — (5, </, 3. TY) un morfismo de teorfas en OSTh.
Entonces H : (5,<) — (5, <) se extiende libremente a H™ : (S™, <) — (™, <™) v
ponemos HP = H sobre tipos.

Supongamos que o € X, s, s; entonces, por un lado, o? € Zé’lxmmms; por el otro lado,

’ / .
H(o) € E%J(&)...H(sn),H(s)' De aqui, H(o)P € E;}(sl)x...xH(sn),H(s) y definimos HP(oP) =
H(U)p € 2I?I‘m(sl><...><sn),HD<‘(s)'
Sea (T : 5) t? = t'P una ecuacién d.o.s.c.t.o. en I'’. Tenemos que probar

U7 - (z : H(3)) HP (1) = HP(¢P).

Como H es un morfismo de teorfas en OSTh y (T : 5)t = t' es una ecuacién c.t.o. en I,
tenemos I - (z : H(5)) H(t) = H(t'); por el Lema 89, obtenemos

P (z: H(E)H()? = H)?,
que es el resultado deseado pues HP(t?) = H(t)P para todos los X-términos ¢. O

Vamos a probar el reciproco del Lema 89 mediante un argumento semantico, obtenien-
do de este modo un resultado de conservatividad. Dada una ¥-algebra c.t.o. A en una
CCl-categoria, la extendemos a una »P-algebra AP definiendo

1. AP = A,

2. AP =1.

3. AL, = A7 x A,
4. AP, = AP = AP,

Un simbolo de operacién o € ¥, s, s se interpreta como un morfismo

5,8 .
AZPr Agy X ..o x Ag, — As.

. . P _

Por otra parte, al nivel de orden superior, tenemos Ay . . = Ag X ... X Ag,, v la
. . s ) ) D P __ AS,8 . AP P
interpretacion semantica de oP € ESIX“_X&%S se define por A, = A2* : Aslx...xsn — AP,

El caso de las constantes se trata de forma completamente similar. En esta situacién, es facil
ver que [t]a = [tP]ar y consecuentemente que A |= (T :35)t =t' sii AP |= (T :3)tP =t"P.
Tras definir todas estas nociones, podemos probar nuestro resultado principal:

Teorema 91 El dlgebra de orden superior con tipos ordenados es una extensién conser-
vativa (médulo (_)P) del dlgebra con tipos ordenados, es decir, dado un conjunto I" de
Y-ecuaciones c.t.o., tenemos

FE@:s)t=t <= TPk (z:35)tP=t".
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Demostracién: El sentido (=) es el Lema 89.

Reciprocamente, para el sentido (<), supongamos que I'? - (T : 3) t? = t’P y considere-
mos la (X,T")-dlgebra 7s. p(Z : 5) en (Set, Inc) (véanse los comentarios tras el Teorema 13
y el articulo [62] para una construccién detallada de esta algebra).

Por el argumento anterior, Tx; (T : 5)P es una (XP,I'P)-algebra d.o.s.c.t.o., y por la
Proposicion 64,

Tor(T:5)P = (T:5)tP =tP.

De nuevo por el argumento anterior, esto es equivalente a
Tor(@:5)E (@:5)t="t

y, por (los comentarios después del) Teorema 13, esto es equivalente a I' - (T : 5)t = ¢/,
como desedbamos. O

Podemos resumir esta seccién diciendo que hemos definido un morfismo entre légicas
OSEqtl — HOSEqtl

de la légica ecuacional (de primer orden) con tipos ordenados en la légica ecuacional de
orden superior con tipos ordenados, en el sentido preciso definido en [110], y ademé&s hemos
probado que este morfismo es conservativo.

4.6. Retractos

Dado que en el algebra de orden superior con tipos ordenados el tipo de un término
puede variar sobre una variedad de subtipos, y que las funciones pueden poseer polimor-
fismo de subtipos, esta disciplina de tipos es intrinsecamente més flexible que el lambda
célculo con tipos que generaliza®. Sin embargo, puede haber expresiones que estrictamen-
te hablando no se puedan tipar porque el tipo minimo de un subtérmino es demasiado
grande, pero que, no obstante, merecen el beneficio de la duda porque la reduccién de
tal subtérmino puede rebajar el tipo y dar lugar a un término bien formado. En algebra
con tipos ordenados, esto se consigue aumentando la signatura original con operaciones
adicionales llamadas “retractos” que rellenan tales “huecos” en los tipos [58, 62] y ha sido
implementado en los sistemas OBJ2 y OBJ3 [43, 59]. Bajo condiciones bastante débiles,
tal extensién con retractos es conservativa y permite la evaluacién de un término dudoso
de forma que si el término tenia realmente sentido los retractos desapareceran; en cambio,
si el hueco era esencial, el retracto permanecera proporcionando un informativo mensaje
de error. Asi pues, se obtiene un interesante mecanismo de recuperacién de errores en
tiempo de ejecucién, al mismo tiempo que se aumenta la flexibilidad del tipado y se con-
tintan descartando expresiones realmente sin sentido, tales como por ejemplo la divisiéon
de un valor de verdad por un numero, que no seran tipadas incluso al anadir retractos.
Esta secciéon muestra que los interesantes resultados sobre retractos conocidos al nivel de
primer orden se generalizan a orden superior, permitiendo que esas mismas técnicas se
hagan disponibles en este contexto mas general.

8Similarmente, afiadiendo subtipos a célculos més ricos da lugar a disciplinas de tipos més flexibles.
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Consideremos por ejemplo una teoria para listas de niimeros naturales con una signa-
tura ¥ que incluye tipos Nat para los nimeros naturales, List para las listas y NeList
para las listas no vacias, asi como simbolos de operacién 0 € ¢ yat, S € Xyat nat, €mMPty €
Y List, CONS € XyatList,NeLists head € XyeListNat, ¥ tail € Xyerist,List- Entonces, el
término

head(tail(cons(0,cons(s(0),empty))))
no esta bien formado porque head tiene aridad NeList mientras que el subtérmino
tail(cons(0,cons(s(0),empty)))

tiene tipo List, a pesar de que el término completo tiene perfecto sentido.

Definicién 92 [62] Dada una teoria c.t.o. T = (S5,3,T'), definimos una nueva teoria
T% = (S,2%,T'®) aumentando ¥ con nuevos simbolos de operacién ry s € Z?S para
s < sy s # s, llamados retractos, y anadiendo a I' las correspondientes ecuaciones de
retractos

(x:s)rys(x)=2.0

En el ejemplo anterior, el término que hemos considerado se convierte en bien formado
al insertar el retracto 7vrist weList, Obteniendo

head (7List neList (tail(cons (0, cons (s(0) ,empty)))));
entonces tenemos la siguiente sucesion de reducciones

head (rList neList (tail(cons(0,cons(s(0) ,,empty))))) —
— head (rList neList (cons (s (0) ,empty))) —
— head(cons(s(0) ,empty)) — s(0).

Remitimos al lector al articulo [62] donde puede encontrar mas motivacién y detalles sobre
retractos.

El principal resultado en [62] respecto a los retractos es que T'® es conservativa sobre
T, en el sentido de la siguiente definicién:

Definicién 93 Dadas teorfas con tipos ordenados T' = (S, <, 3, T) y T = (8, </, ¥/, TV)
tales que T estd incluida en T” (es decir, (S, <) es un subconjunto parcialmente ordenado
de (8',<'), X5 C X% paratodos € S*y s € S,y I' C 1), decimos que 7" es conservativa
sobre T siy s6lo si para Y-términos c.t.o. t y t' (y por tanto también >'-términos),

F-@:s)t=t < TI'k@:5)t=t.
La definicion es completamente andloga para el caso de teorias d.o.s.c.t.o. O

Proposicién 94 Si T est4 incluida en 7", tenemos un morfismo inclusién J : T — T’ en
OSTh; este morfismo da lugar a un funtor Ly : L — L+ transformando un morfismo
[t]s,r en L7 en el morfismo [t]sy 1 en L. Entonces, 7" es conservativa sobre 1" si y sélo
si el funtor £ es fiel. (En el caso de orden superior se tiene un resultado andlogo.)

Demostracién: Dados Y-términos ¢t y t/, por la Proposicién 38, T'- (T : 8)t =t si y
sélo si Gr |= (T :5)t =t/, es decir, sii [ty r = [t']s,r como morfismos en Lr; con esto, es
muy facil ver que la condicién de conservatividad es equivalente a la fidelidad de £ ;. O
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Para probar que T® es conservativa sobre T' es necesario afiadir una débil condicién a
la teoria T', equivalente a la correccién de la siguiente regla de deduccién: para ¥-términos
t(T:35) yt'(z:3),

'E(@:s,y:s)t=1t
FE@:s)t=t -

No-vacio:

Entonces, el resultado de conservatividad se prueba en [62] demostrando que el ¥-homo-
morfismo

Ter(X) — Tye pe(X)

que es la identidad sobre X y lleva [t]sr a [t|se pe es inyectivo, siendo X un conjunto de
variables tal que X, # ) para todo s € S.

En esta secciéon probamos un resultado andlogo para el algebra de orden superior con
tipos ordenados, usando modelos de Henkin [123, 124], mas exactamente una generalizacién
de modelos de Henkin que tiene en cuenta la relacién de subtipo. Los modelos de Henkin
son mds generales que las dlgebras d.o.s.c.t.o. en (Set,Inc) porque, en vez de exigir las
igualdades A xr, = Ay, X A7, v Aror = A = A/, simplemente se requieren inclusiones
Arixry CAr x Ary y Aresr € A = Apv. Una definicién equivalente (salvo isomorfismo)
de modelo de Henkin es en términos de un S™-conjunto A = {4, | 7 € S} y familias de
funciones app, . : Aoy — Apy projim2 A — Ar, (i = 1,2) sujetas a las
condiciones de extensionalidad y existencia de combinadores (véanse [123, 124] para ma&s
detalles). Lo que nos interesa a nosotros es que la construcciéon de un modelo de términos
para una teoria tal que la regla No-vacio anterior es correcta y un conjunto de variables X
suficientemente grande proporciona un modelo de Henkin libre sobre X [123, 124]. Estos
resultados se generalizan al caso d.o.s.c.t.0. como sigue.

Primero, usando correccién (Proposicién 64), completitud (Proposicién 79) y el resul-
tado analogo a la Proposicién 50 para el caso de orden superior, podemos restringir nuestra
atencion sin pérdida de generalidad a teorias d.o.s.c.t.o. desambiguadas. Dada una teoria
d.o.s.c.t.o. desambiguada T = (S, < %, T), definimos una teoria con tipos ordenados
Th = (8™, <™ vk T, donde

1. Para cada par 7,p € S, tenemos un simbolo de operacién ambiguo app € ZZ:>T oo
(es facil ver que es regular). Normalmente escribimos ¢’ en vez de app(t,t).

N KT h
2. ParacadaT,peS™, KMeXy .

3. Paracada T,p, £ € S%, S&PT ¢ Z?’(£:>(T:>p)):>((£:>7):>(£:>p)).

4. Paracada ,pe S™ P{7 € Z?

p?T h
(px7)=p ¥ Pyt €x

e,(pxT)=>7"

5. Para cadaT,p € S™, EPT € E];pé(Té(pXT))'

6. Para cada simbolo de operacién o € X, -, FO'7 € ZQpéT.

7. Hay una constante () € 2?71.
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8. El conjunto de X"-ecuaciones c.t.o. I'* contiene las ecuaciones (T : 7)t. = t. para
cada ecuacién (T : 7)t =t' en T, donde ¢, se definié en la Proposicién 70, junto con
las siguientes familias de ecuaciones:

8]

oy :T) (KPTa)y =2

= (T=p)y:E=1,2:8) (S9PTa)y)z = (v2)(y2)
p,y i 7) PYT((EPTa)y) = o

p,y i 7) PYT((EPTa)y) =y

(E»7(P7T2))(Py x) = =

(

)-

Un (X,T)-modelo de Henkin d.o.s.c.t.o. H es una (X" I'")-dlgebra c.t.o. H en (Set, Inc)
que ademds satisface la siguiente condicién de extensionalidad: dados f,g € Hj—;, si
para todo a € H,, Hgpp(f,a) = Hypp(g, a), entonces f = g. Usando el Teorema 14, para
cualquier ConJunto de variables X, tenemos una (X", I'*)-4lgebra libre Tsnpn(X);si Xp # 0
para todo 7 € S™, obtenemos un (X, T')-modelo de Henkin libre al imponer la condicién
de extensionalidad sobre 7y pr(X). Una presentacién isomorfa de este modelo de Henkin
libre se consigue imponiendo sobre el S™-conjunto Ty, de X-términos con variables en X,
introducido en la Definicién 56, la siguiente relacién de congruencia

8 8 8 8
R
X
\]
~—

~~ Y~ N N

8

) x=

tesrt = TH@E:7Tt="t

para algin conjunto finito de variables Z : 7 incluido en X (correccién con respecto a la
regla No-vacio hace que esta definicién sea independiente del conjunto finito de variables
considerado). Denotamos por [t]s;r la clase de equivalencia de ¢ con respecto a ~x 1, y por
Hs r(X) el cociente de Ty, con respecto a la misma congruencia, que es la presentacién
del modelo de Henkin libre sobre X en la que estamos interesados.

La razon de nuestro interés en los modelos de Henkin como instrumento técnico para
establecer el resultado de conservatividad buscado se puede resumir ahora claramente.
De la anterior construccién del modelo libre de Henkin Hy r(X) se sigue que, dada una
inclusién T < T’ de teorfas d.o.s.c.t.o., T’ es conservativa sobre T si y sélo si el LP-
homomorfismo

HE’F (X) i HZIII (X)

que es la identidad sobre X y lleva [t|sr a [t]sy v es inyectivo.

Teorema 95 Dada una teorfa d.o.s.c.t.o. T = (S, <™ 3.T) tal que la regla No-vacio
es correcta, el homomorfismo

Y :Her(V) — Hye o (V)

que es la identidad sobre V' es inyectivo (recuérdese que V es un S™-conjunto de variables
tal que para cada tipo 7 € S™ el conjunto V; es infinito numerable).

Demostracién: La idea clave es convertir el (2, T')-modelo Hx (V) en un (2%,T%)-
modelo. En primer lugar, escogemos para cada 7 € S™ una variable z0. Entonces, para
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7 < 7', definimos una funcién r - : Hs (V) — Her(V), que lleva [t] € Hyr(V), a
sf mismo y los restantes elementos a x?; esta funcién satisface obviamente las ecuaciones
de retractos. Por lo tanto, por ser Hye e (V) libre, la inclusién de V' en Hx (V') induce
un homomorfismo

X : Hyere(V) — Her(V)

que es la identidad sobre V.

Finalmente, la composicién v; x es un homomorfismo de Hx, r(V) en si mismo que es
la identidad sobre V' y, por ser Hx (V) libre, debe ser la identidad. De aqui deducimos
que v es inyectivo. O



Capitulo 5

Subtipos generalizados

En este trabajo hemos estudiado en detalle la seméntica categdrica de subtipos como
inclusiones, interpretando la relacién de subtipo 7 < 7/ como existencia de un monomorfis-
mo canoénico A,<, : A; — A, en una subcategoria J de C. Hemos llegado a esta nocién
al generalizar la nocién conjuntista de subtipo propuesta en &lgebra con tipos ordenados
[62] primero a categorias generales y luego a orden superior, manteniendo todas sus pro-
piedades maés interesantes. En particular, no se pierde informacién al mover un dato a un
supertipo, y la igualdad de datos es independiente del tipo en el que se trabaje.

Como ya hemos mencionado en la Introduccién de esta segunda parte, hay sin embargo
situaciones en las cuales una nociéon mas débil de “subtipo” es deseable y natural, a saber
una correspondiente a una conversion implicita entre tipos que no necesita ser inyectiva.
Tales conversiones implicitas pueden surgir en respuesta a la necesidad o conveniencia de
convertir datos (quizds con alguna pérdida de informacién) entre tipos bdsicos, asi como
en el contexto de espacios funcionales al pasar funciones como argumentos de funciones
de orden superior. Por ejemplo, una funcién de orden superior f puede requerir un argu-
mento de tipo p’ = 7 pero en cambio recibir un argumento h de tipo p = 7 con p’ < p
(interpretado como antes por una inclusién canénica j : p’ — p). Esta situacién se puede
resolver facilmente restringiendo h al dominio p’, es decir, componiendo A con la inclusién
j para tener j;h: p' = 7; de este modo, obtenemos una conversién implicita

j=T1:(p=>7)— () =71)

que no es inyectiva en general.

Como ya hemos senalado, al comparar con el caso en el cual subtipos se interpretan
como inclusiones, algunas buenas propiedades se pierden definitivamente; a saber, cierta
informacién puede perderse de forma irreversible al mover un dato a un supertipo mediante
una conversion implicita, y la igualdad de dos datos depende ahora crucialmente del tipo
en que se considere.

Por lo tanto, seria una seria equivocacién confundir las nociones de “subtipo como
inclusion” y de “subtipo como conversion implicita” en una tinica nocién de subtipo, puesto
que las importantes ventajas e intuiciones adicionales del caso de “subtipo como inclusién”
se perderian entonces. Nuestra propuesta consiste en distinguir y relacionar estas dos
nociones en una semantica que conserva las ventajas de cada una. Para la nocién de
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“subtipo como inclusién” mantenemos la relacién de subtipo < tal y como se ha formalizado
en este trabajo; para la nocién de “subtipo como conversién implicita” introducimos una
relacién de subtipo generalizado <: diferente de la de subtipo <, pero conteniéndola como
una subrelacién, es decir, tenemos la siguiente regla

T<:T

Para espacios funcionales, subtipos obedecen la regla limitada

<71 ptipo
p=17<p=>1

mientras que para subtipos generalizados tenemos la regla més general

<7 p<ip
p=>T1<p=>171"

Para productos, ambas relaciones se comportan de forma similar:

r<1 p<yp r<:t p<iyp

pxT<p x7 pxT<:p x7’

La ventaja de estas reglas de tipado es que nos permiten discriminar entre las dos relaciones
de subtipo y, en consecuencia, soportan razonamientos mas cuidadosos y precisos de lo
que seria posible en otro caso; la adicion de otros constructores de tipos a este escenario es
muy natural y conduce a similares reglas de tipado que discriminan entre las dos relaciones
de subtipo para el constructor en cuestién.

Podemos definir signaturas y algebras d.o.s.c.t.o. generalizadas en una forma que ex-
tiende naturalmente nuestro tratamiento de subtipos como inclusiones y satisface todas
las reglas de tipado mencionadas anteriormente. Dado un conjunto S de tipos bésicos,
consideramos el conjunto S™ de tipos generado a partir de S como antes (Definicién 54).
Dados dos preo’rdenesl (S,<,<:) con <C <:y < un orden parcial, podemos extenderlos
a predrdenes en S™ extendiendo < exactamente como antes (Definicién 54), y anadiendo
las siguientes clausulas adicionales:

1. SiT <™ 7' entonces 7 <™ 7.
2. Sim <M1l (i=1,2), entonces 7 X 72 <7 X 74
3. SiT<M7yp <Mp, entonces p =7 <M p = 7.

El preorden <:* en S™ se denota también <:.

'La razén para admitir que <: sea un preorden es que, mientras que las inclusiones entre tipos son
naturalmente antisimétricas, parece bastante natural considerar conversiones implicitas que son bidireccio-
nales. Por ejemplo, uno puede desear la flexibilidad de convertir implicitamente de coordenadas cartesianas
a polares, y viceversa, al realizar cémputos con puntos en el plano.
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Definicion 96 Una signatura generalizada de orden superior con tipos ordenados, o sig-
natura g.d.o.s.c.t.o. para abreviar, consiste en un par de estructuras de preorden (.5, <, <:)
sobre un conjunto S tales que < C <:y < es un orden parcial, junto con una signatura
con tipos ordenados (5™, <™ %) que es regular y coherente para ambos preérdenes® <™ y
<™y tal que Y5, # 0 implica longitud(7) = 1. O

La seméantica de tales signaturas g.d.o.s.c.t.o. viene dada por CCC’s con estructuras
de inclusiones y de conversiones implicitas, llamadas C'CIC-categorias y definidas como
sigue:

Definicién 97 Una CCIC-categoria es un triple (C, J,K) tal que

1. (C,J) es una CCl-categoria.

2. K es una subcategoria preorden de C conteniendo J, llamada la categoria de con-
versiones implicitas.

3. K es cerrada bajo _ x _, es decir, si k; : A; — B; (i = 1,2) son morfismos en I,
entonces k1 X ko : A1 X Ay — By X By es asimismo un morfismo en K.

4. K es cerrada bajo - = _, es decir, si k; : A; — B; (i = 1,2) son morfismos en I,
entonces k1 = ko : B] = Ay — A1 = By es asimismo un morfismo en /C. O

Ejemplo 98 La categoria Per de relaciones de equivalencia parciales sobre los niimeros
naturales proporciona un interesante ejemplo de CCIC-categoria. La subcategoria de con-
versiones implicitas se obtiene como sigue: hay una conversiéon implicita A — B sii nAm
implica nBm, es decir, A C B como conjuntos de pares; esta estructura ha sido estudiada
en [24, 26], donde remitimos al lector para més detalles. La subcategoria de inclusiones que
nosotros queremos distinguir es la siguiente: hay una inclusién A — B sii dados nimeros
naturales n, m en el dominio de A, nAm sii nBm (esto no implica que A = B porque B
puede tener en su dominio elementos que no estédn en el dominio de A). O

En su tesis doctoral [147], P. Taylor define una estructura de coerciones en una CCC
como una subcategoria preorden cerrada bajo _x _y _ = _ (Definicién 1.3.9). No obstante,
él no distingue la subcategoria de inclusiones en la que nosotros ponemos énfasis en la
anterior definicién.

Definicién 99 Para una signatura g.d.o.s.c.t.o. (S™, < <™ ¥) un dlgebra g.d.o.s.c.t.o.
A en una CCIC-categoria (C, 7, K) consiste en una (S™, <™, ¥)-4lgebra d.o.s.c.t.o. A en
la CCl-categoria (C,J) junto con morfismos A,<.,» : A; — A, en K para 7 <: 7/ en S™,
sujetos a la condicién de monotonia: o € ¥, ~ NY, y y 7 <: p implican

App AT .
ATS:p,Agp =A] >AT’§:p/ A — Ap/. d

Aunque las condiciones de regularidad y coherencia se han definido para un conjunto de tipos parcial-
mente ordenado, pueden generalizarse a un preorden.
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Estas definiciones proporcionan una base sobre la cual extender la seméantica categérica
de subtipos propuesta en este trabajo a subtipos generalizados. Tenemos la intencién de
estudiar tal semdantica en trabajos posteriores. Como subtipos generalizados constituyen
una nocién intrinsecamente mas débil, algunas propiedades importantes como la de “con-
servacion de la informacién” no se van a generalizar y seran validas sélo en la subcategoria
de inclusiones.
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Conclusiones finales (Parte 1I)

Hemos presentado un enfoque seméantico de subtipos en el cual las dos nociones di-

ferentes de subtipos como inclusiones y de subtipos (generalizados) como conversiones
implicitas son al mismo tiempo distinguidas e integradas. Este enfoque permite exhibir los
beneficios de ambas nociones eliminando las desventajas que la restriccién a una de ellas
con exclusién de la otra crearia. Este trabajo es un primer paso en la integracién de ambas
nociones y todavia queda mucho por hacer. A continuacién enumeramos algunas direccio-
nes de investigacién que el trabajo presente sugiere y nosotros creemos que merecen ser
seguidas:

1.

Légica ecuacional para subtipos generalizados. Tal 16gica no esta presente en actuales
enfoques y es muy deseable; la necesidad de esta légica también es senialada en
[18] como una forma mds directa de razonar sobre subtipos que traducciones en
modelos con coerciones explicitas que pueden introducir supuestos adicionales. La
teoria ecuacional que hemos desarrollado completamente para el caso < deberia
servir como una base a partir de la cual tal teoria se obtiene como una generalizacion;
esto también proporcionaria la construccion del modelo genérico adecuado para la
semantica categdrica esbozada en el Capitulo 5.

Extensiones a lambda cdlculos mds ricos. Como ya se ha mencionado en la Introduc-
cién, esto deberia seguir las lineas de trabajo que otros investigadores han desarro-
llado para subtipos generalizados [28, 24, 18, 26, 35, 4]. Sin embargo, seria deseable
realizar un tratamiento mas axiomatico mediante una semantica categérica general
al estilo de la presentada en este trabajo. Por ejemplo, para tipos dependientes seria
natural exigir inclusiones de subcategorias

JCKCD

donde los morfismos en J son inclusiones, en K son conversiones implicitas, y en D
son morfismos privilegiados (display maps) [147, 109, 38, 146], siendo cada una de las
categorias estable bajo productos fibrados (pullbacks) a lo largo de morfismos arbi-
trarios en la categoria ambiente C. Las reglas de subtipado estructural para diferentes
constructores de tipos y para las diferentes relaciones (< y <:) se derivarfan entonces
como consecuencias de los axiomas categdricos.
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Semdntica operacional. Con la excepcién de [20], muy poco se ha hecho para de-
sarrollar una semantica operacional para subtipos de orden superior. Este trabajo
proporciona una nueva conexién con la completamente desarrollada teoria de la
seméntica operacional para subtipos como inclusiones [58, 79] que merece méas in-
vestigacion. A este respecto, los recientes resultados sobre la integracién de reglas
de reescritura con funciones de orden superior como los de [17, 19, 126] pueden ser
muy utiles.

Verificacion de tipos. El elegante trabajo de Curien y Ghelli [35], adecuadamente ex-
tendido al marco desarrollado en este trabajo, deberia proporcionar una metodologia
general para derivar algoritmos de verificacion de tipos para cédlculos especificos. Una
cuestion interesante es cémo hacer tales algoritmos atin mas flexibles al permitir la
insercion de retractos en los huecos apropiados.

Diserio de lenguajes de programacion. El enfoque de subtipos como inclusiones a nivel
de primer orden ha acumulado una rica experiencia en el diseno y la implementacion
de lenguajes funcionales que son muy expresivos y flexibles en su estructura de
tipos [43, 59] y que proporcionan mecanismos muy utiles para tratar excepciones
y parcialidad. Un tema de investigacion de gran interés es la transferencia de tal
experiencia a lenguajes de orden superior, asi como su integracién con las técnicas
desarrolladas para lenguajes con conversiones implicitas. Asimismo, las extensiones
de OBJ a programacién relacional, dirigida a objetos y concurrente [60, 144, 61, 112]
pueden sugerir similares extensiones para lenguajes de orden superior.

Programacion dirigida a objetos. Como éste es un campo en el que atin existe gran
desacuerdo sobre conceptos basicos como por ejemplo el de herencia, hemos preferido
desarrollar nuestra teoria en un contexto puramente funcional, dejando abierta la
cuestion de las aplicaciones a programacién dirigida a objetos; no obstante, tales
aplicaciones son de hecho relevantes e importantes. Varias propuestas semanticas
han sido hechas, tanto desde teorias de tipos de orden superior [151, 27, 32, entre
otros] como desde la teoria de subtipos de primer orden [61, 63, 112, por ejemplo].
El marco presente, al proporcionar un vinculo conceptual entre estas dos lineas de
trabajo, puede ofrecer una buena base sobre la cual comparar y relacionar propuestas
de esta clase, y por otro lado puede también sugerir nuevas soluciones al estimulante
problema de encontrar una buena base semantica para la programacién dirigida a
objetos.
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