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e
• Introduccióne

De entrelasmuchascosasprovenientesdel ámbitocientífico quesehanpo-
pularizadoen los últimos años,destacan,sin duda, los fractales. Sonformase bellase infinitamentecomplejasque puedenimitar texturasque seencuen-
tran en el mundoreal. La geometríafractal se ha infiltrado en el mundodel
diseño,la música,la literaturay el arte, influenciandoel modo de ver la rea-
lidad. Frentea unaimágenpintoresca,propiciadapor el afánde divulgar,se
encuentrauna enormepotencialidadcientíficaparadescribirla complejidad
de muchos sistemasfísicos. La heterogeneidadque presentala naturaleza

• es campoabonadoparaque la geometríafractal sepuedaaplicarcomo un
métodoanalíticoparejoa otrasherramientasestadísticascon las que descri-
bir hechosfísicosdemuy variadaíndole. Ladescripciónqueproporcionauna

• aproximaciónbasadaen las propiedadesde autosimilaridady dependencia
• con la escalade observaciónde muchosfenómenos,puedeconsiderarserevo-
• lucionariaen la medidaque desvelacaracterísticasque sonpasadaspor alto
• en tratamientosconsideradosconvencionales.Ejemplosde estostratamientos
• se encuentranen casi todaslas áreasde la ciencia,afectandoa gran número
• de situaciones.La descripciónmediantelos parámetroscaracterizadoresdel
• modelofractal/multifractal propuesto,constituyeun claro avanceen nuestro
• conocimiento.
• En estetrabajose pretendeampliarel campode las aplicacionesde los
• fractalesa la Física de Rayos Cósmicos,describiendolas característicasde
• las fluctuacionesque presentala densidadde partículasdetectadasen tierra
• y producidaspor la cascadaatmosféricaoriginadapor la radiacióncósmica
• de alta energíaque penetraen la misma. Las motivacionesque conducena
• un estudiodetalladode las fluctuacionesantesmencionadasson de diverso
• tipo:
e
• • Su estadísticano obedecea una distribucióngaussiana,independien-
• tementede la resoluciónelegidaparaconstruir los histogramasen fre-
e cuenciasque registranlas desviacionesrespectodel valor medio.
e
• • Existencorrelacionesentre las desviacionesasociadasa un mismotipo
e
e 1
e

e
e
e
e
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de suceso(autocorrelaciones),lo cual es indicativo de una estructura ‘e
compleja. ‘e

te• Las distribucioneslateralespresentansubestructurascuya frecuencia u,
estadísticae intensidadpara los protonesesmuy superiora la de los u,
fotones. u,

Aunquelo naturalseriaabordarel problemaen un espaciobidimensional, te
el correspondienteal áreade detecciónde la señal,resultamuchomássimple te
una aproximaciónunidimesionalbasadaen el estudiode la distribución de <e
partículassecundariasen una coronacentradaen el core del suceso. te

Paraproveeral estudiode una baseestadísticasuficientese ha generado u,
una librería de sucesos,medianteel programaCORSIKA 4.50, consistente <e
en muestrasde protonesy fotonesprimariosde energíascomprendidasen el u,
rango de 10 a 60 leV. Las simulacionessellevaron a cabo paraincidencia te
vertical, habidacuentade que, en otro caso,los efectosintroducidosson de u>
naturalezageométricay no alteranlas conclusionesobtenidas. El estudio <e
estadísticoseinicia con la suposiciónde que cadasucesoesla realizaciónde te
un procesoestocásticoque vendrácaracterizado,hastael orden n, por su u>
n-ordendistribuciónde probabilidad.En realidad,paranuestrospropósitos,
sólo nosocupamosdel estudiopormenorizadode suestadísticahastael segun-
do orden. Como primer paso,deberealizarseun estudiode las correlaciones u,
a dospuntos, en el espaciode Fourier, mediantela estimaciónde la Power te
Spectrum Density (PSD) del proceso,paralos dos tipos de primario conside- u,
rados. Si las fluctuacionescareciesende estructura,aun en el casode no ser te
gaussianas,deberíanmostrarunaPSD ajustablea unalíneahorizontalcomo <e

u>correspondea un ruido sin correlación.En cambio,la PSD resultante,para
ambosprimarios,resultauna función de la frecuenciaespacialk, que puede
ajustarsea una expresiónanalíticasencilla.El resultadose interpretacomo u>
la combinaciónde un ruido 1/fo fiicker noise y de una señalaleatoriasin u>
correlación,esdecir, un ruido blanco. Aunqueel origen de tal combinación <e
no estáclaro, lo ciertoesque la presenciade subestructurasen lasseñaleses, u,
sin duda, en parteresponsabledel término dependientede Lo. La distinción <e
entrelos dosprimariosse establecea travésde los valoresde los parámetros <e
libres del modelopropuestoparala PSD. En estetrabajo,el ruido blancova <e
a jugar un papelde señalcontaminantedel verdaderoprotagonista,que es u,
el ruido 1/f. Por estarazón, se proponeun procedimientosimplede filtrado, u,
que sólo preservaestacomponente. u,

Las señalesde tipo 1/f, puedentenerunaestructuracomplejay, frecuente- <e
mente,se encuentranleyesde escalaparasus momentosestadísticos.Cuando u,
esto sucede,nos encontramosanteuna medida multifractal estocástica, pu- u,
diendo ser caracterizadamediantesu segundafunción característicaK(q), u,

te
te
u,
te
*
e
u
u
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Introducción
e
• llamadatambiénexponentede escaladode los momentosestadísticosde la
• distribucióndeprimerorden. La importanciade K(q) resideenque su cono-
• cimiento, permiteuna modelizaciónsimple basadaen el procesoa ‘cascada
• multiplicativa. Paranuestrosdatos,comprobandoque efectivamenteexiste
• una ley deescaladocon la resolución,y libres del ruido blancocontaminante,
• se han determinadolas funcionesK(q) para todosy cadauno de los gru-
• posde primarios. Las formasfuncionalespuedenser ajustadasa un modelo,
• multifractal universal,que lasparametrizacon ayudade dosparámetrosa y
• 01 quedancuenta,respectivamente,del tipo dedistribuciónde probabilidad
• quedebeserusadoen el modeloacascadamultiplicativay decómodistribuir
• los valoresresultantesen el soporte,en nuestrocaso la corona.
• Finalmente,como aplicación interesante,se proponeun procedimiento

para distinguir los sucesosoriginadospor un rayo ‘y primario de los origi-
• nadospor un protón primario (separacióny/protón), basadoen la medida
• de la bondaddel ajustede las distribucionesde partículasen la coronaa
• una constante.El parámetroque mide esto es una variantedel estadístico
• x2 reducido. Cadasucesovienecaracterizadopor un valor del estadístico,
• de maneraque al representarconjuntamentelos valorespara los protones

y fotonesse observaque las distribucionesestánlo bastanteseparadasco-
mo para que un corte en el valor del estadísticomejore sensiblementela
relaciónseñal/ruido,considerandobajo el términoseñala los sucesosde ti-e
PO fotón y ruido a los protones. Paramedir estamejora se introduceuna
magnitud adimensionaldenominadafactor de calidad. Cuando aplicamos
esteprocedimientoa los datossin manipular,se alcanzanfactoresde calidad
no elevados,aunqueinteresantes,habidacuentade la gran simplicidad del
presentael procedimiento. Sin embargoes posiblemejorarsensiblementeel
factor de calidadsin másque eliminar la componentede ruido blancode los
datos. Pero,paraque un procedimientode estetiposeaválido en la práctica,
debemosaplicarel mismo filtro a todos los sucesos,independientementedee

• sutipo. Por estarazóndefinimosdiversostiposdefiltro a aplicar,poniéndose
de manifiestoque el que consiguemejoresresultadosesel denominadofiltro

• global de protones. Dicho filtro se construyecon parámetrosdeducidosde
considerarconjuntamentetodos los protones,sin distinción en energia,como

• realizacionesde un mismoprocesoestocástico.La aplicaciónde estefiltro a
• todos los sucesosproporcionauna buenaseparaciónen lasdistribucionesdel
• estadísticoy unosaceptablesvaloresdel factorde calidad.
e

e
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Capítulo 1
e
e
e

Fractales y multifractales
e
• El conceptode conjunto fractal, dado a conocerpor B. Mandelbrot, fue
• creadoparadarcabidaen la estructuraformalde la geometríaa diversosob-
• jetos,denominadosentoncesmonstruosgeométricos,cuyo comportamientose
• apartabaradicalmentedel mostradopor los conjuntosqueestabanen la base
• conceptualdeestadisciplina. Tal es el casodel conocidoconjunto de Cantor
• (1872),de lacurvade Weierstrass,la cualno esdiferenciableen ningunpunto
• (1875),o de las curvasde Von Koch (1904),en todassusvariantes[1, 2, 3, 43.
• Pesea sus inicios en el ámbito estrictode las matemáticas,los fractaleshan
• traspasadoampliamentelas fronterasde lo abstractoparaservir de modelos
• en múltiples camposde la ciencia. Las propiedadesque presentanfrentea
• cambiosdeescalafueron utilizadas,por ejemplo,porGutembergy Richter[5]
• paraestablecersu ley de distribuciónde intensidadesde terremotos,y por
• Richardson[6] paraestablecerque los perfiles costerosposeíanpropiedades
• similares a algunasde las curvas de Von Koch. La hidrología, geografía,
e

geofisica{7], ecologíay economía[8], han sido campospionerosen el desa-
rrollo de modelosbasadosen los fractales. Los éxitos en estoscamposy, a
veces quizás,la imposibilidad de encontrarotro ámbito más adecuadohan

• conducido,porun lado,a unaconsiderableampliaciónde los camposdeapli-
• cación[9, 10] y por otro a incrementar enormemente la base teórica en la que

seapoyan[11].e
• El conceptode multifractal surgeparaincluir en el esquemaa conjuntos
• aúnmáscomplejos,quepresentanley de escaladomúltipley queensuversión
• másactual, la de los multifractalesuniversalesestocásticos,permitemodelar
• una granvariedadde procesosno lineales. Puedenencontrarseaplicaciones
• físicas de estosobjetosen camposcomo la físicade altasenergías,la meteo-
• rología,lascienciasmedioambientalesy otrosmuchosen los queactualmente
• se trabajaactivamentecon ellos.

• 5
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6 Fractales y multifractales u,
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1.1 Orígenesde la geometría fractal u,
te

Mandelbrot[3] fue el primero que intentó dar una definición precisade te
un fractal: Un fractal es, por definición, un conjunto cuya dimensiónde te
Haussdorf-Besicovichexcedeestrictamentesu dimensióntopológica. Esta <e
definición requiereque estendefinidoslos términos, conjunto, dimensiónde te
Haussdorf-Besikovich1D~ y dimensióntopológicaD~, la cual essiempreun te
númeroentero, así comolos elementosnecesariosparamedir los conjuntos. te
Comolas imágenessencillasy los conceptossimplessonmuchomásfácilesde te
interpretar,el propioMandelbrot[12] propusootradefiniciónalternativa: Un te
fractal esuna forma compuestade partessimilares en algún sentidoal todo. <e

El problema es que te
la primeradefinición, <e
aunqueprecisay co- te

ELOWUPOF rrecta, es demasia- u>
OL~fLINE do restrictiva ya que <e

excluye de la cate- te
goría a muchos frac- te
tales que se usan en ‘e
física. La segun- te
dadefinicióncontiene <e
la característicaesen- u,
cial que muchos au- <e

<e
tores enfatizany que <e
ademáspuede verse
claramenteen los ex- u,te
perimentos: Un frac- <e

INF~NITE PERIMETER tal parece la misma u,
FIN VFE AREA cosa cualquiera que <e

sea la escala con la u,

que se mrre. Esta <e
Figura 1.1: Curva de Von Kocl¿ regular y detalle de la propiedad,frecuente- <e
mzsma. mentedenominadaau- <e

tosimilaridad, suele <e
entenderseen un sentidogeométricoaunquetambiénesposible extendersu te
significadoal ámbito estadístico.La medidade las propiedadesgeométricas te
o estadísticasdel conjunto serálo que determinesi el objeto es o no conven- <e
cional. <e

El carácterautosimilarde los conjuntosfractalesimponecondicionesex- <e

___________________ <e
‘Esta definición se veráun pocomás adelante. u,

u>
u>
te
u>
<e
<e
u>
u>

VON KOCH CURVE



1.1 Orígenesde la geometría fractal 7

• trañassobre el aspectoque puedentenerestos. Los a veces denominados
• fractales deterministasregulares,como la curva de Von Koch o el triángulo
• de Sierpinsky[2}, poseen una imagen en la que se identifica de manera in-
• mediatala autosimilaridad2. En cambio, en los fractalesno regulares,co-
e mo por ejemplo un perfil costero, no es fácil detectaresta propiedada
• menosque utilizemosalgún procedimientoque revele el tipo de dependen-
• cia de las propiedadesdel objeto con la escalade observacióndel mismo.
e
• Por muy irregu-
• lar que un objeto

• geométrico nos pa-
• rezca, la geometría

convencionalnos di-
• ce que siempreseen-
• cuentra una escala dee observación, o reso-e lución, ligada al ta-
• maño de la unidad de

• medida empleada, a
partir de la cual re-
sulta un objeto per-
fectamente liso. Es-
ta escala de obser-e
vación, llamada fre-
cuentemente escala
característica, esta
ausente en los frac-
tales. Si, por ejem-

• pío, se intenta medir
• el perímetro de la costa de Noruega, se encuentraque dicha longitud de-
• pende de manera sensible de la unidad de longitud 6 que estemosusando
e y nuncapodremosllegar a una resoluciónlo bastantepequeñacomo para
• asegurarque el perímetrono dependade ella. Estoprovocaque el perímetro
• costeropuedacrecerindefinidamente.Estaes otra de las característicasde
• los fractales: irregularidad a cualquier escala[4]. De un modo intuitivo
• puede decirse que a medida que reducimosla escalavamosextrayendola
• compleja estructura del objeto a niveles cada vez más pequeños, por lo que
• dicho objeto no puedeconsiderarseliso y por tanto no esencuadrableen las

• 2Enla seccióndedicadaa los fractalesdeterministasse daráunacaracterizaciónprecisa
• de la propiedadde autosimilaridadqueestosposeen.

e
e

Figura 1.2: Triángulo de Sierpinsky.
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categoríasya establecidasen la geometríaordinaria. u>
Los fractalesque ahoraconsideramosson conjuntosde puntos inmersos te

en el espacio.Porejemplo,el conjunto de puntosque formanunalínearecta ‘e
en el espacioFuclideo ordinario tiene dimensióntopológicaDt = 1 y su te
dimensiónde Haussdorf-Besikoviches DH = 1 y la dimensióneuclideadel te
espacioesE = 3. Ya que DH = D1, de acuerdocon la primeradefinición de te
Mandelbrot,la línearectano esun fractal. Igualmente,el conjuntode puntos te
que forman una superficie en E = 3 tiene dimensióntopológicaD~ = 2 y te
DH = 2. De nuevo, una superficieordinariano es fractal por muy compleja te
que estasea. Finalmente, una esferatiene DH = 3 y D~ = 3. Para los <e
conjuntosgeométricosordinarios, la dimensiónde Haussdorf-Besikovichno <e
sediferenciade la dimensióntopológica,y es precisamentela primerala que te
cambiaal describirun objeto fractal. Dado que el conceptode dimensión <e
va estrechamenteligado al de medida,la clave estáen la manerade medir <e
los objetos. Es necesario,pues, revisarel conceptoy los procedimientosde *
medidade los conjuntosde puntos. <e

Una manerasencillade medir conjuntosde puntosen el espacioconsiste te
en dividir el espacioen pequeñoscubosde lado 3, o tambiénpodemosusar <e
esferasdediámetro3. Si centramosunade estasesferasen un puntodel con- <e
junto a medir, entoncestodos los puntosque estána una distanciar cz 3/2 ‘e
del punto en que secentra la esferaestándentrode la esfera. Contandoel te
númerode esferasque senecesitanparaque todos los puntos del conjunto <e
seencuentrendentrode las esferas,obtenemosuna medidadel tamañodel <e
conjunto. Una curva, por ejemplo, se puedemedir hallando el númerode <e

u,segmentosde línea N(3) de longitud 3 que senecesitanpararecubrir com- u>
pletamentela curva. Parauna curvaordinariase tieneque

<e
PI(3) = (1.1)

3
u>

La longitud de la curvavendrádadapor te
u>

L = N(3)3 —y~ L03
0 (1.2) u>

<e
En el límite 3 —-> O la medidaL es asintóticamenteigual a la longitud de la u>

curvay ademásindependientede 3. Tambiénpodemosasociarun áreacon u>

el conjuntode puntosdefinidospor la curvacontandoel númerode discoso u>
cuadradosnecesariospara recubrir la curva. Este númerode cuadradoses ‘e
de nuevoN(3) y comocadacuadradotiene un áreade 32, el áreaasociadaa u>
la curvaserá te

te
A = N(3)32~*~4oL

03’ (1.3) te
te
te
u,
<e
u>
u>
<e
te
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1.1 Orígenes de la geometría fractal 9e
e
• De manerasimilar podemosasociarun volumenV con la curvamediante

V = PI(3)33 —*~~ L
03

2 (1.4)

Para curvas ordinarias tanto A como V tienden a cero cuando 3 tiende a
cero y por ello la únicamedidade interésesla longitud de la curva. Si se
consideraahorael conjunto de puntosque definenuna superficie,lo normal
es medirlo mediantecuadradosde área32 que recubren completamente el

• conjunto. El área asociada es

• A = N(3)32—*~>~ A
03

0 (1.5)e
• Podemostambiénasociarun volumen con estasuperficie
e
• V PI(3)33 —*~~ A

03
1 (1.6)

e
• sin embargo,estevolumense anulaen el limite 3 —> 0. Aún podemos aso-
• ciar una longitud con la medidade esteconjunto, al menosformalmente,si
• consideramos

L = PI(3)5 —*~~ A
03

1 (1.7)

la cual diverge para el límite 3 —* 0. Esto era de esperar, ya que es imposible
recubrir una superficie con un número finito de segmentos de línea. Conclui-e mos, por tanto, que la únicamedidaútil (finita) de un conjuntode puntos
que definen una superficie en tres dimensiones es el área. Sin embargo, exis-
ten curvasqueseretuercende tal modoque su longitud llegaa serinfinita. Y
aún más, hay curvas, como la de Peano[2], que llenan completamente el pía-
no. Tambiénexistensuperficiestan intrincadasque llenan el espacio.Parae
poderestudiarestosobjetoses necesariogeneralizarel conceptode medida
del tamaño de dichos objetos.

Hastaahorahemostomado un pequeñoobjeto patrón,segmento,disco,
• cuadrado, bola, de tamaño dado por la función

• 143) = ‘y(d)3á (1.8)
• dondedesun númeroreal denominado dimensión de la medida y ‘y(d) esun
• factor numérico variable con el tipo de objeto, y con éstoshemosrecubierto
• el conjuntode puntosobteniendola medida
e
• Md = a’y(d)3d (1.9)
e
• en la que a representa el factor de proporcionalidad entre la medida del
• conjunto y el tamaño del objeto. En general, se encuentra que, cuando 3
e
e
e

e
e
e
e
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10 Fractales y multifractales <e
te
te

tiende a cero, Md pasa de cero a infinito dependiendode la eleccióndel u>
númerod. La dimensiónde Haussdorf-Besikovich[13, 14], DH, del conjunto u>
de puntosse definecomo la dimensióncríticaparala cualla medidaMa pasa te
de ceroa infinito <e

íd½3dNí3’~ f 0 d>D~ u>= ‘yVk V4O ~ oc d < DH (1.10) <e
te

A Md sela denominad-medidadel conjunto3. El valor de la d-medida u>
para d = DH esfrecuentementefinito, aunquepuedeser cero o infinito. Lo ‘e
que verdaderamenteimporta esel salto de cero a infinito de M~ considerada te

u>
comouna función de d. En la prácticase recubreel conjunto con objetos <e
familiarescomo cuadradoso cubosy se estudiael comportamientode

te
N(3) cx l/¿Db (1.11) ‘e

u>
relaciónquese cumpleasintóticamenteen el límite de 3 pequeña.Unagráfica <e
doble logarítmicanosdarála dimensiónDb, llamadadimensiónde recuento te
por cajas (box counting dimensionBC), la cual coincidecon la dimensión te

de Haussdorff-Besikovichen la mayorpartede los casos. La diferenciaentre <e
una y otra dimensiónestáen la forma rigurosa en que sedefine la medida te
de Haussdorff-Besikovich(HB) y la BC. Mientrasque en la última todos te
los subconjuntosdel recubrimientocontribuyena la sumaque representala <e
medidacon el mismopeso 3Dt, en la definición de la medidade HB cada <e
conjunto del recubrimientoaportaa la sumael valor de su diámetroelevado u>

a la potenciaDH-ésima. ‘e
Paraser realistas,hay que decir que existe un gran número de defini- <e

ciones que implican la noción de dimensiónde un conjunto y que en la <e
literaturaesfrecuenteque se la denominede formagenéricadimensiónfrac- <e
tal Df. Esta ambiguedadsurge del hecho de que la noción de dimensión <e

te
fractal implica la existenciade una ley de potenciasde algunamagnitud u>

3Rigurosamentehablando,dadoun conjuntoE del espacioEuclideon-dimensional,su u,
medidad-dimensionalde Hausdorff[13] viene dadapor te

roo te
mfHd=lim {~ Hl

1 te
te

siendo {A~} un 3-recubrimientode E, la cual representael d-tamaflodel conjunto. Se u,
definetambiénla dimensiónde Hausdoril’de E como te

= sup{d:Hd(E) = oo} = inf{d: Hd(E) = O} <e
te

De estemodo, DH representael nivel adecuadoen el que E debesermedidoy HDH (E) <e
la medidadel conjuntoefectuadaen dicho nivel. te

te
te
‘e
te
te
u>
u>
u>
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con la escala de medición[4]. El método empleado para extraer la ley de
escala,el cual dependea su vez de la magnitud que supuestamenteesca-
la, dicta el valor que tendráel exponentede la ley de potencias. Para
los conjuntosordinariostodas estasdimensionessuelencoincidir, pero pa-
ra los conjuntosfractalesalgunasde ellasdifierensensiblementeentresi [14].

k$ rl

IIIII-wj
J.~tJrJ. L.~LI4IÉSCW1

- ~ ~í~SL ‘¡¡ XI» i,r~, —1 r~

~ — —

~qtIfIfIfniasstIrsfl

¡ aIutsIaflIurr rl
1 ¡ 1 ¡

¡ ¡ ¡ 1 ~ ¡ ¡ ¡ ¡ 1 ¡

Qué significado pre-
ciso tiene decir que
un objeto real, tal co-
mounacosta,ola red

r = 50 km capilar del sistema
N= 35 venoso, es un frac-

tal?. Lo queseafirma
con ello es que pue-
de definirseun rnode-
lo matemáticofractal
que aproxima satis-

r= 25 km factoriamente el obje-
N 76 to real, en toda una

franja de escalaslimi-
tadapor ciertosvalo-
resmáximoy mínimo
que llamaremoscor-
te superior e infe-
rior, segun Mandel-
brot. Mediante esta
precisión queda claro
lo que significa que
un objeto real posee
determinada dimen-
sión de Haussdorf-
Besikovich DH. Con

r= 12.5km
N= 168

ello sealudea lascorrespondientespropiedadesdel modelomatemáticoque
aproxima al modelo real. Según esto, en el mundo real no existen fractales
como tampocoexistenrectasni esferas. Hablar de la dimensiónfractal de
una costano esmásabsurdoque hablardel radio de la tierra. Paraestimar
la validez de un modelo fractal de un objeto real hay que teneren cuenta
el corte inferior de escalas,r, y el corte superiorde escalas,R, que marcan
los límitesentre los cualesexisteuna adaptaciónaceptableentremodeloma-
temáticoy objeto real. El valor del cocienter/R es un númerocomprendido
entre O y 1 y cuanto más próximo se halle a cero, mayor será el valor del

e

e

e

e

e
e
e

1.1 Origenes de la geometría fractal

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e

e
e

Figura 1.3: Determinaciónde la dimensiónde recuento
por cajas, Db, del perfil costerode Islandia. Se represen-
tan tres escalasde medidar y el correspondientenúmero
de cajas necesariopara recubrir el objeto.
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12 Fractales y multifractales

modelomatemático.A modo deejemplodiremosque se podríaconstruirun
modelomatemáticode naturalezafractalválido parael estudiodel universo,
tomandoun corteinferiordel ordendel diámetrode la galaxiacon tal de con-
siderarcortessuperioressuficientementeamplios. Tal modelo reproduciríala
estructurageométricade la distribuciónde las galaxias[2].

10.000

5.000

2.000

1.000

500

200

100

50

20

10
1 20 30 50 100

Figura 1.4: Representaciónen escala logarítmica de la relación entre
la determinaciónde la dimensiónD& del perfil costero de Islandia.
(1.11), con 3 r, nos va aproporcionarel valor de dicha dimensión.

PI y r para
El ajuste a

1.2 Fractales deterministas

En la construcciónde muchosmodelosfractaleshay siemprepresenteun
procesoiterativo quepuedeserdeterministao estocástico.Cuandolas reglas
que definen la transición de una etapa a la siguienteno contienensignos
de aleatoriedad,decimosque el fractal es determinista. Otros modelos,en
cambio,sedefinena partirde funcionesquepresentanpropiedadesespeciales
y que aparentementeno llevan asociadoningún procedimientode iteración
[2, 15].

2 3 5 10

r[km]
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1.2 Fractales deterministas 13

1.2.1 Fractales regulares

Veamosprimeroalgunosmodelosconstruidosmedianteun procesode itera-
ción. Por ejemplo,paraconstruirla ya citadacurvade Von Koch, de dimen-
sión fractal D~ = log(4)/log(3)= 1.262, se partedel segmentounidad [0,1],
iniciador, y sedivide en tres partes,sustituyendola partecentralpor los dos
segmentosquejunto a dichaparteformaríanun triánguloequilátero(genera-

ti=O

n= 1

A
/ \~

—--7

/
n=3

s

n=4 ‘e
tn~i-~ a> a> a>

Figura 1.5: Generaciónde la curva regular de Von Koch.
El segmentorectosuperiorrepresentael iniciador, n = 0,
del proceso iterativo. Para las sucesivasetapasse aplica

el generadora todoslos segmentosrectos quepresentala
figura (ver texto).

Se obtiene una po-
ligonal P1 de longi-
tud 4/3 (figura 1.5).
Con cada uno de
los cuatro segmentos
que así quedan de-
terminadosse repite
la operación anterior,
obteniendola poligo-
nal P2 de longitud
16/9. Se procede in-
definidamente de es-
ta manera,obtenien-
do en cada etapa Lo
una poligonal ~k de
longitud (4/3)k La
curva de Von Koch
se define como la
curva limite a que
converge la sucesión
14 cuando Lo tiende
a infinito, tratándose
de una curva conti-
nua y no diferencia-
ble en ningún punto
y de longitud infinita.

Más aún, la longitud de la partede curvacomprendidaentredospuntoscua-
lesquierade lamismaestambiéninfinita. Si en esteprocesoiterativoelegimos
de manera aleatoria la orientación del triángulo equilátero, se va a obtener
una curva mucho más útil como modelo de perfiles costeros reales[14, 2, 15].

El triángulode Sierpinskies otro ejemplode fractalobtenidodeun proce-
so recurrente.SeaT0 un triángulo equilátero de lado unidad. Se consideran
los tres triángulos equiláteroscerradosT11, T12 y T13 que encajanen los

dor)e
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Fractales y multifractales

vérticesde T0 como indica la figura, de lado r =1/2. Se repite el proceso
con cadauno de ellos, de modoquedespuésde haberefectuadoLo iteraciones,

Figura 1.6: Generacióndel triángulo de Sierpinsky.

obtendríamos3k triángulos cerrados{Tkg} con j = 1~~~3k de lado rk. Se de-
fine el triángulode Sierpinskigeneralizado[16] de razónr, como el conjunto
T al que tiendela sucesión

Tk=UTk
j~1

(1.12)
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e
e 1.2 Fractales deterministas 15e
e
• cuando k —* oc. De una manera más precisa se puede escribir que

co oc

• T=ÑTk=PUTkJ (1.13)
e k=1 k=1y=1

siendo Tk*l G T,, paratodo k.
• La autosimilaridadque presentanlos conjuntosfractalespuedeser apro-
• vechada, no solo para generarlos mediante un procedimiento iterativo, sino
• tambiéncomounacaracterizaciónde los mismos. En efecto, diremos que un
• conjunto E es autosimilar4, si existenm semejanzascontractivas5{fi, ..., fm}

• de razones r
1, ..., r,,, talesque

• nl

• E=UL(E) (1.14)
• j=1

Esta condición indica que E no varía respectode la transformaciónE —*

S(E) = u7~1 .fi(E) que expresa formalmente la idea de que E es la unión
e de partes semejantes. En general, el teoremade Hutchinson[17] aseguraee que siempreexiste un conjunto autosemejanteasociadoa una familia de
e aplicacionescontractivas. Si r1, ..., r,,, son las razonesde contractividady

si estasaplicacionesresultanser semejanzas,entoncespuededefinirse una
dimensión de autosemejanzaD8 como aquel único valor no negativo que
verifica

e
• 5rf~ = 1 (1.15)

i~1

• Por ejemplo, para el triángulo de Sierpinski generalizado, anteriormente des-
• crito, se tiene que el conjunto de tres semejanzas que contraen el triángulo
• inicial T0, respectivamentea los triángulosT11, T12 y T13 de la primera etapa,
• son las que describen completamente el proceso de construcción del conjunto,
• obteniendoseademásquela dimensióndeautosemejanzadeesteconjuntoes
• = log3/log(1/r).
• Vemosque un fractalquedacaracterizadoporsu conjuntode semejanzas
• y dadoque éstas se componen generalmente de traslaciones y dilataciones,
• es fácil convencersede que la enormecomplejidad que representa un frac-
e 4Tambiénsedice autosemejante.

5Una transformación¡ en un espaciométrico (Ra,d) se dice que es una aplicación
e contractivasi existeun númeror e [0,1), llamadorazónde la contractividady tal quee
• d(f(x),f(y)) =rd(x,y) Vx,y e
• Si se verifica la igualdad,entoncesf es una semejanzacontractivay r es su razónde
• semejanza[1d,2, 16].
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oT r NDs
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ogr
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~ ~ Set

032 0.63

Sierpinski
Gasket 1 23 1.58
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-‘~1
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Peano
Curve

1 3 9 2.00

Figura 1.7: Dimensiónde autosemejanzaD8 de tres de los conjuntosfractales
clásicos. En la tabla adjunta se consignanla dimensión topológica D~, la razon
de contractividadr y el númerode objetossimilares al todo tras una operación de
contracciónPI.
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1.2 Fractales deterministas 17

tal quedareflejadaen unos pocosnúmerosque definen las semejanzasa él
asociadas.Para generarel conjunto puede tomarsecomo punto de parti-
da cualquierconjunto y aplicarle reiteradamenteel sistemade semejanzas.
Esta descripciónde los fractalesdeterministasse conocecomo sistema de
funcionesiteradas (IFS)[14, 2, 15J.

Pi?
~l. >~

1~~
1•I•

>4
.4’

y’
\. It’ ‘A’

Figura 1.8: Generacióndel triángulo de Sierpinslcymedianteel sistemaIFS apli-
cado a dos generadoresdistintos: un cuadradoy un triángulo.

1.2.2 Funciones fractales

Se dirá en general que una función, definida analíticamente o no, es un
fractal cuando su grafo es un conjunto fractal en ~R2.Si la definición de la
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18 Fractales y multifractales u,
te

funciónvienedadademaneradeterministamedianteunaleyprecisadondeno u,
existaningunavariablealeatoria,tendremosun modelofractaldeterminista, te
comoesel caso de la función de Weierstrass[14,2], En esteejemplose trata te
del grafo de la función que vienedefinida de maneraanalíticapor ‘e

oc <e
f (x) = 5 >82>i sin .Nkr (1.16) te

<e
con 1 < s < 2 y A < 1. Dicha función escontinua pero no es diferenciable ‘e

en ningún punto. Co- <e
1.2 mocaracterísticas ge- <e

neralesde las funcio- ‘e
nesfractalesdestaca- ‘e

te
mos la fuerte irregu- u,
laridad de sus gra-

0.9 fos presentea todas <eu>las escalasde obser- u>
vación y como con- <e

0.6 secuenciade ello, la <e
ausenciade una es-

te
caía o longitud ca- u>

0.4 racterística. <e
Cuandoen la de- u>

finición de la fun- u>
0.2 ción entraen juego la u,

aleatoriedad,sehabla ‘e
de funcionesfractales ‘e

0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.6 0.7 0.9 0.9 1 estocásticas,que fre— u>

cuentementese deno- ‘e
Figura 1.9: Representaciónde la función de Wierstrass minan también rus- u>
en el intervalo [0,1] para s = 1.5 y A = 0.4 . dolfractal, los cuales u>

tendremosocasiónde <e
estudiar,puestoque sirven de modelosa multitud de procesosfísicos[43. u>

te
u,

1.3 Medidas multifractales deterministas u>

Mientrasque paralos conjuntosfractalesel objetivo es la caracterización <e
geométricade los mismosen términosdel parámetrodenominadodimensión <e
fractal Df 6, el cual, como se ha visto, admite una gran variedad de defi- ‘e
___________________ te

6RecordemosqueD
1 designagenéricamenteunadimensiónfractal, resultadodeaplicar u,

algún criterioque pongade manifiestolas leyes deescalaquerigen sobreel conjunto.Esta u,

u>
te
‘e
u>
u
*
u
u>
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1.3 Medidas multifractales deterministas 19
e
• niciones según sea el tipo de análisis que se realice, las llamadasmedidas
• multifractales[1, 14] están relacionadas con el estudio de la distribución de
e cantidadesfísicaso decualquierotra naturalezasobreun soportegeométrico.
• Dicho soporte puede
• 0.00025 seruna recta,un pla-
• no o un volumen or-
• dinarios o podría ser

e 0.0002 también un fractal.
• Este concepto fue ini-

• cialmente introduci-
• do por Mandelbrot
• 0.00005 dentro del contex-
e to del estudio de la
• turbulencia[18] y fue
• 0.0001 desarrollado y exten-

• dido por él mismo
e a muchos otros cam-

pos. La aplicaciónae la turbulenciafue de-

• sarrollada posterior-
• mente por Frisch ye

0~ 200 400 600 000 0000 1200 Parisi[19] y Benzi et

• Figura 1.10: Medida multifractal que representala disi- al.[20]. Gran par-te del interés actual
• pación de energíapara una señal turbulenta. por los multifractales

comenzó con los tra-e
bajos de Grassberger[21], Hentschel y Procaccia[22) y Grassbergery

• . Procaccia[23]. El posteriordesarrolloteórico y conceptual,que abarcalos
• que denominaremos multifractales deterministas, fue llevado a cabo por Ba-

dii y Politi[24], los ya citados Frisch y Parisi y ¿Jensen et al. (1985) los
cuales pudieronasimismocontrastarel acuerdoentrelasobservacionesexpe-
rimentalesy los modelosteóricossencillosbasadosenestasideas(conveccion
multifractal de Rayleigh-Benard). La aplicación de los multifractalesa los

• procesosde agregaciónpor difusión limitada (DLA) hasido llevada a cabo
• por Meakin et al. (1985,1986),Meakin (1987b,c)y Halseyet al.[25].
• Unamedida ji permitedescribirel repartode una cantidadfísica sobre
• un soporte geométrico E c ~ Estas pueden corresponder a una masa, una
• carga, número de partículas, una probabilidad,etc. En muchassituaciones
e __________________

• dimensiónpuedeserDC, D,,, HB, DH o cualquierotra de las definidasa lo largo de este
e trabajo.
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20 Ftactales y multifractales

u>
una medida ji se puededescribir por su función densidad, la cual en un ‘e
soporteunidimensionaltendríala forma te

te
p(x) = Hm ¡¿Qn, + 3) (1.17) ‘e

3 u>
te

Sin embargo,existennumerososejemplosparalos cualesel límite anterior u>
carecede sentido. En este caso la medida ji no puede expresarse bajo la u>
forma de una densidad(tampocobajo la formade distribucionesde Dirac) <e
y se hablade medida singular continua. Estos casosse presentancuando u>
la medidase distribuye sobre un conjunto fractal o bien cuandola misma u>
medidaposeepropiedadesde autosimilaridad. u>

‘e

1.3.1 Espectro multifractal te
<e

Las distribucionesfractalesson modelosmatemáticosde distribuciones <e
complejasque secaracterizanpor una ampliavariaciónde la intensidadde te
la distribución de la medidaen el soporte. Paracaracterizarel grado de te
singularidadde una medidaarbitraria ji, se introduce un parámetrolocal te
que describela cantidadde medidaque se acumulaen torno a cadapunto te
del soporte. El exponentede singularidad de la medida, tambiénllamado te
exponentede Holder o dimensiónlocal o dimensiónpuntual, en un punto x te
de su soportesedefinepor te

te

a(x) = hm lnji(B~(3)) (1.18)
1n3

donde Bz(3), en un problemaunidimensional,no es más que un intervalo
de longitud 3 y centradoen el punto it El conjunto de valoresaQr) cuando
x recorreel soportede la medidaji es el conjunto de singularidadesde
dicha medida. Si el soportees un conjuntoE c ~1,cadavalor de a permite
definir el subconjuntoE

0 c E de los puntosen los cualesla dimensiónlocal
existey es igual a a. Generalmentelos conjuntosE0 manifiestanpropiedades
característicasde los conjuntosfractales,en cuyo casose dice que ji es una
distribución multifractal y el soportese puedeexpresarcomo la unión de
estosconjuntos[1] ‘e

u
E=UE0 (1.19) te

0 ‘e
te

El espectrode singularidadesf(a) asociadoa la medidaji esla función u,
que representala dimensiónfractal de cadaE0, es decir, la función que a u>

te
te
u
u>
u
u
u
u
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e
• todo exponentede singularidadti le asociala dimensiónde Hausdorffdel
• conjuntode los puntosx talesquea(x) = a
e
• f(a) = dimH({x E E aQr) = a}) (1.20)
e

Si escribimosla relación(1.18) en la forma p(B1(3)) cx ~ú(x), ésta nos indica
• que el númeroa caracterizala fuerza de la singularidadde la medidaen el

punto z. Por ejemplo,si ji es unadistribuciónde Dirac en el origen,se tiene
• quea(O) = 0, mientrasquesi ji es unadistribucióngaussiana,dji cx Cx

2/2dx,
entoncesa(O) = 1. El espectrode singularidadesdescribeel repartode los

• exponentesde Holder sobre el soporte de la medida E. De este modo, si
se recubreel soporte

• con intervalosde lon-
e 0.9 gitud 3, entoncesel

númerode intervalos

• 0.8 PI
0(3) paralos que la

• medidavaríacomo3”
• os paraun a dado,satis-
• facela relación

0.6e
• o.~ N~(3) cx
• (1.21)
• 0.4

o dicho de otro mo-
• do, f(a) indica los

os pesos respectivosde
• las diferentessingula-
• 0.8 ridadesde la medida.
e
• 8.4 Una medidasedi-

8.6 1.8 ¿ 2.2 2.4 ¿.6 ~o ce que es homogénea

• Figura 1.11: Espectrode singularidadesf(a) para la me- si su espectrode sin-
• dida de la figura 1.10. gularidadesse reduce

a un punto. En es-
tas circunstanciasla
medida se caracteriza

• por una únicasingularidad.Se suelehablartambiénde medidamonofractal
• u homogéneapara indicar que las propiedades de invariancia de escala son
• las mismasen todas partes. En cambio, si 1(a) tiene un soportefinito, la
• medidano es homogéneay el exponenteaQr) cambiade un punto a otro, se
• habla entonces de medidamultifractal.

e
e
e

e
e
e
e
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22 Fractales y multifractales ‘e
‘e
te

1.3.2 Análisis de la multifractalidad u>
<e

Consideremosuna medida ji definida en ~R.Supongamosque existe un
u,

recubrimientode at a basede intervalosde longitud 3 {B~(3)}~, y que N(3)
es el númerode estosintervalosen los que la medidaes no nula, esdecir <e

f te

= JB~Q5) dg ~ o (1.22)

Paraq E ~1 sedefine la función de partición u>

N(t) ‘e
Z(q,3) Zí4(~ (1.23) te

te
Estudiandoel comportamientode la función de particiónZ con respectoal <e
tamañode los intervalosdel recubrimiento(resolución)se llega a que te

‘e
Z(q,3) cx 3’½> (1.24) ‘e

dondela funciónw(q) se sueledenominartambiénr-espectromultifractal? Se <e
u>defineasimismoel denominadoespectrode dimensionesfractalesgeneraliza-

daso tambiéndimensiónde Renyi[16] por la ecuación7

w(q) (1.25) <e
Dq

1 u>

Estenombrese le dadebidoa que <e
u,

• es la dimensiónBC del soportede la medida. <e

• es la denominadadimensióndc información
5D

1. <e
___________________ <e

“La dimensióngeneralizadaD~ se correspondecon los exponentesdel escalamientode u>
los momentosde ordenq de la medidapor medio de la expresión u>

— 1 hm log Z~ ¡4(5) <e
q —1 s—~o logó ‘e

u>8Ladimensióndeinformaciónse defineentérminosde la entropíade informaciónS(ó), <e
definidaparaun 5-recubrimientocomo u,

N(5) 1 u,
5(6) = >3 g~(ó)log

2((3)
i=i

te
De estemodo, la dimensiónde informaciónes <e

ni = hm S(¿) te
6-#O —log2(ó) u,

la cual describecomo crecela informaciónde Shannon[16] o gradode aleatoriedaddeuna <e
distribucióncuandoel recubrimientodel soportese hacemás fino u,

te
u
‘e
te
te
u
u>
<e
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• es la llamada dimensiónde correlación, la cual mide el exponente
de escalado de la autocorrelación de la distribución de la medida ji.

Especial interés tienen los límites Doc y D±oo,ya que ‘r(q)
por los valores más pequeños de la medida cuando q —* —ocy
cuando q -4+00.

1.0

0.8

~ 0.6

0.4

0.2
-60

estádominada
por los mayores

-40 -20 0 20 40 60

q

de Renyipara un conjunto multifractal de Cantor (de

Contrariamente a los exponentes a(x), los exponentes w(q) describen el
comportamiento de la función de partición Z(q,3), la cual es una cantidad
global que se puede considerar como una medidade los valoresmediossobre
el soporte, por ello es de esperarque seamucho más sencillo estimar en
la práctica r(q) que la función f(a). Sin embargo,ambas cantidadesse
relacionan por medio de

w(q)

f (ti)

= min0[qa—f(a)]

= minq[qa — r(q)]

(1.26)

(1.27)

e
e

e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e

e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e

Figura 1.12: Dimensión
[1]).



e
<e
u>
<e
te
te
te

24 Fractales y multifractales u>
te

lo cual define una transformaciónde Legendreentre w(q) y f(a). Si w(q) te
tiene derivadacontinua,se tiene que *

te

dw(q) (1.28) <e
dq <e

f(a) = qa—w(q) (1.29) <e
te

Como propiedadesa destacarde las funcionesw(q) y f(a) podemosdecir[1, te
16, 26] te

te
• Paraq = OsetienequeD0 = —w(0) = max~,f(a), esdecir, la dimensión te

BC del soportede la medidaD0 correspondeal máximo de la curva ‘e
f (ti). Dicho deotro modo, f(a) alcanzasu máximo paraun valor de ti te
que correspondea la singularidadmásfrecuente.La denotaremospor te
a(O) = a(q) q=O <e

*
• Paraq = 1 setiene que <1) = min0[a — f(cQ] = a(1) — f(c41)). Si te

la medidaestánormalizadaen el sentidode que Z(1, 3) = Z~ ji1(
3) es <e

independientede 3, entoncesr(1) = Oy por tanto f(cijl)) = a(1), de <e
modo que f(a) estásiemprepor debajode la bisetriz f(a) = ti. Las ‘e
singularidadesde intensidada(1) son las más probablesen el sentido ‘e
de la medidaji. <e

<e
~ lo que,

como ya se dijo más arriba, caracteriza respectivamente las zonas más <e
rarificadasy másdensasde la medidaji. <e

te
u,

1.3.3 Estimación práctica del espectro multifractal te
u>

La manera habitual de estimar el espectro multifractal de una medida u,
pi consisteen el cálculo de la función r(q) y la aplicaciónposterior de la u>

transformadade Legendrepara obtenerf(a). Sin embargo,estemétodo9 <e
presentanumerososproblemasprácticosque dependende factorescomo el u>
número de datos, errores numéricos, etc, que suponen un serio impedimento <e
a la obtenciónde resultadosútiles en la práctica. Ademásse encuentrael u
problemaadicional de evaluaruna transformadade Legendrecon la consi- u
guienteintroducciónadicionalde incertidumbres.Se puedenevitar en gran ‘e
medidaestosinconvenientescalculandodirectamentef(a) a partir de la fun- <e
ción de partición. Si Z(q, 3) esla función de partición asociadaa la medida te
___________________ u,

9Esteprocedimientotambiénse denominafrecuentementemétodo de los momentos. ‘e
u>
te
te
u,
u
u
<e
<e
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pi, entoncesse define la q-medida’0

(1.30)ji~(q,3) = pi~(d) _ pi~(3

)

3~Q~ji~(3) — Z(q,3)

la cual a vecesse denominadistribuciónparalela11. Puededemostrarseque
tanto a comof(a) sepuedenevaluarmediantelas ecuaciones

N(ti)>1?
a(q) = ~

N(tS)
f(q) = hm

£-÷OlogS
j=1

(1.31)

(1.32)

Vemosque a(q) es el límite del valor medio ponderadocon pi~(q, 6) de los
exponentesde Holder de todos los intervalosdel soportede la medida. Eli-
minandoq entref(q) y ti(q) seobtienela función f(a) buscada[16].

1.3.4 Modelos multifractales deterministas

Podemos generar una familia de medidassingularescon propiedadesde

Ajodetc, 1’ Ajultifractal

Figura 1.13: Medidamultifractal generadacon el modelo

p-binomial con p = 0.3 para n = 8 pasos

multifractalidad si se
utiliza un modelo ge-
nericodenominadocas-
cada multiplicativa[1]
con reglas determi-
nistas en la secuen-
cia de pasosa efec-
tuar. Genericamente
se trata de un mode-
lo multiplicativo que
partede una medida
pi uniformentedistri-
buidasobreel sopor-
te, consideradohabi-
tualmentecomoel m-

tervalo [0,1]. La medidadel soportecompletopi([0, 1]) = 1 se toma inicial-
mente normalizada. En la primera etapa de la cascada,u = 1, se parteel

10flecordemosque ji~(¿) = g(B~Q5)), siendoB~Q5) un intervalode tamaño6.
“Al igual queocurrecon la dimensiónde RenyiDq, el parámetroq e 3~ distingue entre

las regiones del soporte según los valores que tome la medida. Para q > 1 se resaltan las
regiones de mayor intensidad, mientras que para q < 1 son las de menor valor de la medida
las que se acentúan. Para q = 1, claramente se obtiene la medida ~¿ normalizada.

e
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26 Fractales y multifractales <e
te

soporteen dosintervalosigualesy serepartela medidaentreellosconarreglo u>
a una ley determinista,por ejemplo al trozo izquierdosele da una fracción te
p de la medidainicial y por tanto su medidaseráahorago = p. Al trozo te
derechosele da la fracción restantepor lo que su medidaserápi~ = 1 — p. te
El procesose repite dividiendo cadasubintervaloen otros dos, repartiendo te
la medidacon la mismaregladeterminista.Se obtienenasí segmentoscada <e
vez máspequeñosque contienenmenoscantidadde la medidatotal. Parala <e
tercerageneración,por ejemplo,tendríamosun númeroN(3 = 2—a) = 2~ de u>
intervalosde tamaño3 = 2—~ en los que la medidavaldría te

{pij}~;’ = {pi0pi0pi0,pi0pi0ji1,pi0pi1pi0,pi0pi1pi1,pi1ji0ji0,pi1pi0pi,,pi1pi,pi0,pi,pi,pi1}

La medida obtenida por este procedimiento, llamado modelop deterministao te
modelo binomial

12,poseeun espectrode singularidadesque puedeestimarse te
si se consideraque en la etapaenésimahay Cr intervalosde longitud 2’~ <e
paralos quela medidavale pi = pi~mpi~, dondeO < m < u. Puedeprobarse <e
entoncesque <e

te
lnpio + (n/m 1)ln¡Li (1.33)

a = te
(n/m) ln(1/2) <e

f(n/m) = (n/m — 1) ln(n/m — 1) — (n/m) ln(n/m) te
(n/m) ln(1/2) te

<e
Eliminandon/m entrelasdosexpresionesseobtieneinmediatamentela f(a). u>
Puedecomprobarseque cualesquieraque seanlos valores de p y 1 — p la u>
función f toma su valor máximo paran/m = 2 el cuales f = 1. El máximo u>
de la curvaf(ti) correspondea la dimensiónfractaldel soportede la medida <e
[1, 14, 16]. La figura 1.14 muestrael espectrode singularidadesdel modelo <e
binomial para u = 16 comparandolocon la curva que resultaríacon un <e
númeroilimitado de generaciones. <e

Este modelo simple, con reglas deterministas,puedeservir de basea <e
modelizacionesmuchomássofisticadas,si el repartode medidaen cadaetapa <e
se realizamedianteun procedimientoaleatorio. Las medidasasí obtenidas u,
gozaránde propiedadesmultifractalesen un sentidoestadístico[14,28]. <e

e
u,

1.4 Fractales estocásticos <e

Cuandoen la construcciónde un modelo fractal intervienede una u otra ‘e
maneraunavariablealeatoria,decimosque setrata de un fractal estocástico. ‘e

teLa estocasticidadpuedeintervenirde manerasimpledandolugar avariantes <e
‘2Este modelo fue ideado por Meneveau y Sreenivasan[27] para intentar modelar proce- te

sos de reparto de energía en dinámica de fluidos en régimen turbulento. u,

te
te
te
te
te
‘e
‘e
u
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Figura 1.14: Comparaciónentre el espectrode
mial para n = 16 con el espectroteórico.

27

de los modelosdeterministasestudiadosen la sección~1.2.Así , por ejemplo,
si en la construcción de la curva de Von Koch regular permitimosque una
variablealeatoriadecidasi poner el triángulo derechoo invertido, comose
muestraen la figura 1.15, podremosmodelarmucho mejor perfilescosteros
conservandolas propiedadesesencialesde autosimilaridady escalado.La di-
mensiónfractal de estascurvasserála mismaque la desu homólogaregular,
aunqueya no seráposible, en general,calcularlamásque con procedimien-
tos numéricosque involucran ajusteslinealessobregráficaslog-log. Puede
obtenersetambiénuna gamainfinita de fractalesasociandoleyesde probabi-
lidad con la construccióndel conjunto de Cantoro el triángulode Sierpinsky,
pero dondese alcanzaun grado de sofisticaciónnotablees en los procesos
estocásticoscon estructurafractal. Esencialmentevamosa ver dos mode-
los denominadosaditivo y multiplicativo, que danlugar a dos familiasde
(multi)fractalesque puedenmodelizarprocesosestocásticoscomplejos.
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1.4.1 Procesos estocásticosfractales

Cuando, mediantealguna prescripciónen la que intervienenvariables
aleatorias,construimosuna función, éstapuedeser consideradacomo una
realización concretade un procesoestocásticodefinido por la sccuenciade
variables aleatoriasque se asociana los puntos del soportede la función
dondeestase muestrea[29, 30]. El procesoestádefinido por el conjunto de
todas sus realizacioneslo mismo que una variablealeatorialo estápor el

p~et

~~1h

$tfigo O

¿logo 2
Stag. 1 St&gt 2

Figura 1.15: Construcciónde la isla de Koch regular y de su homólogaestocástica.

conjunto de los valoresposiblesque puedetomar. Las propiedadesde este
tipo de objetosson de naturalezaestadística,ya que no se puedehablarde
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1.4 Fractalesestocásticos 29

e
• grafo del proceso’3, puesto que este cambia de una realización a otra. En

• cambio si tiene sentido hablar de momentos estadísticos y de correlaciones
• entrelas variablesaleatoriasasociadasal proceso’4. Sonprecisamenteestas
• correlaciones,generalmentea dosvariables,lasquecaracterizanla fractalidad
• del proceso,puestoque, como severá, las leyes de escaladoque aparecen,
• indican la ausencia de una longitud de correlación característica,es decir,
• estos procesosson estadisticamentesimilares tanto si se observana gran
• escala como a pequeña escala.
• En muchas ocasiones las situaciones reales imponen que no se pueda mues-
• trearmásqueun número finito de realizaciones del proceso estocástico o aún
• peor, más frecuentemente de lo deseablesólo se disponede una realización
• del proceso. En estoscasossuelehacersela hipótesisde ergodicidad del

proceso, la cual admite que cualquier realización del proceso contiene toda la
• informaciónesencialdel procesomismo,es decir, los parámetrosestadísticos
• del proceso se pueden estimarcalculandopromediossobrela realizacióny no

es necesario hacerlo sobre la colectividad de realizaciones. Ciertamente, la
• ergodicidad restringe severamente la clase de procesos que pueden ser anali-

zadosdeestemodo,pero,a faltade algomejor o demásinformación,resulta
en muchas ocasiones una buena aproximación de la realidad.

Las funcionesfractalesaleatoriasque, como sabemosahora,son sólo rea-
lizacionesde un procesoestocástico,se denominancomunmenteen la lite-
ratura ruidos fractales y es frecuenteencontrarlosasociadosal estudio de
sistemasno linealesen los que la respuesta,se supone,obedecea un modelo
y(x) = s(x) + n(x) donde vQn) es la respuestareal del sistema,s(x) esla
señalo respuestateóricay n(x) sedenominaruido contaminante.La señal
puederepresentarla relaciónentredos magnitudesmedibleso la evolucióne

• temporalo espacialde algunaotra, mientrasque el ruido representahabi-
tualmentelas incertidumbresasociadascon el procesode medición. En la

• mayorpartede las ocasionessuelenaplicarselos modelosde regresiónpara

determinarla forma funcional aproximadade la señalbajo ciertashipótesis
• exigidasal ruido contaminante.Si el ruido va a representarincertidumbres
• se exigeque

• Tenga valor medio nulo y varianza constante.e
• • Seaun ruido no correlacionado,esdecir,un ruido blanco.
e
• • Provenga de una distribución Normal.

ee ‘3Aunque sí puede hablarse del grafo de una realización concreta.
“‘Los procesosestocásticoscon n variables, quedan en general definidos por sus es-

• tadísticas de orden n. Se habla de estadística de n-orden para referirse a la distribución
• conjunta de n variables aleatorias[29, 30].

e
e
e
e
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30 Fractales y multifractales

Sin embargo,si el ruido poseeunaestructuradecorrelacióncompleja,ya no
podrá representarsimplementeincertidumbres.El ruido contieneinforma-
ción esencialsobreel sistemaque el modelode regresiónaplicadoes incapaz
de incorporar[31, 32, 33]. Es entoncescuandose hablade ruido fractal para
referirsebien a nijr) o a y(x), segúnque se hayaextraidoo no la parteesen-
cial de la señalreal que presentaestecomportamiento.Ejemplosde tales
señalesson el ruido 1/434, 4] o ruido rosa, muy relacionadocon estetrabajo,
el ruido 1/», tambiénllamado ruido marrón o más frecuentementeruido
browniano[1, 14, 4, 28, 35].
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Figura 1.16: Algunos ejemplosde ruidos.

El paradigmadefunciónfractalaleatoriaesla trayectoriadeunapartícula
browniana. Descubiertoen 1827 por R. Brown, fué bautizadocomo movi-
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1.4 Fractales estocásticos 31
e
• miento browniano (mB). Esta complicada danza compuesta de una sucesión
• de pasosde longitud y dirección aleatorias,no encontróla debidaexplica-
• ción hasta 1905 con A. Einstein dentro del marco de la teoría cinética de
• los gases.Esto permitió despuésa Perrin calcularel númerode Avogadro,
• obteniendo por ello el Premio Nobel. En 1923 Wiener construyeun modelo
• matemático de tipo aleatorio que describe el mBcon precisión satisfactoria.
• La trayectoria browniana es continua, pero sus cambiosconstantesy bruscos
• de dirección son causa de su no diferenciabilidad, como ocurre con la curva

• de Von Koch. Sin embargola regularidaddel mB esde naturalezadiferente
• a la que posee dicha curva. En este caso existe una regularidad de tipo es-
• tadisticoque permiteclasificarlocomofractal aleatorio.Dicharegularidadse
• manifiesta,porejemplo, en queel valor mediodel cuadradode la longitud del
• desplazamiento,varianza del desplazamiento, que experimentala partícula
• brownianaes proporcionalal tiempo invertido en el desplazamiento,esdecir
e
e
• < X(t + r) — X(t)~2 >= (1.34)
e

donde X(t) es la posición de la partícula browniana en el instante it. El mB
es un ejemplo de fractal con autosemejanzade tipo estadístico,lo cual

significa que dos tro-

zosarbitrariosde tra-
yectoriabrowniana,
son estadisticamente
semejantes. Esto sig-e
nifica que las varia-
bles aleatorias que

definen estas trayec-
• (A> torias son indistingui-

bles desdeel punto de
• ~. vista estadístico. En
• la figura 1.17 se pue-

• de ver el grafo de un
• mBdesarrollado en el
• plano. Dicho gra-

fo corresponde al tipo
• de curvas que, como
• Figura1.17: (A)Trayectoria en el plano de unapartícula la de Peano,llenan el

bromniananaa una cierta resolución. (B) TramoA-B am- plano. Por ello, la di-
pliado considerandouna resolución aún mayor. mensiónfractal de la

• trayectoria plana de
e
e
e
e
e
e
e
e
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te
te

un mB es15 Dg = 2. La importanciateórica del mB se pone de manifies- u>
to en que pertenecea una clasemuy importantede procesosaleatorioscon u>
propiedades fractalesdenominadosgenericamentepaseosaleatorios(ran- u>
dom walk) y que son un ejemplo muy ilustrativo de una clasede procesos <e
estocásticosdenominadosaditivos, puestoque son el resultadode sumar te
variables aleatorias. Merecela pena analizarcon cierto detalle las carac- te
terísticasesencialesdel mB. te

Consideremosunapartículaque se muevasobreuna línea ( el eje x por ‘e
ejemplo) saltandounalongitud ~ cada-r segundos.El saltoseconsideraráco- ‘e
mo una variablealeatoriadistribuidasegúnuna densidadgaussiana <e

u>
1 -~

— e 4Dr (1.35) <e
p(4, r) 4irDr <e

te
De estemodo, a intervalos de tiempo r se elige aleatoriamenteun salto~ <e
segúnla ley probabilísticacuya densidades la anterior. La posiciónde la <e
partícula en el instante it = nr, donde n es un entero correspondiente a n <e
saltos, es16 u>

‘e
X(t = nr) = (1.36) te

i=1 <e
<e

La secuenciade saltos {~Á}~~i,
1. es un conjuntode n variablesaleatoriasgaus- <e

sianasindependientes.La varianzadel proceso,por tenermediacero,es <e

roo <e
> J~ooic

2P(c~r)d~= 2Dr (1.37) <e
te

y en consecuencia< >— 2Dm = 2Dt. El parámetroD se denomi- <e
na habitualmentecoeficientede difusión. La ley seguidapor la varianzase te
mantieneválidabajo condicionesmuy generales,incluso si los saltosno tie- <e
nen lugar a intervalos regularesde tiempo o cuandola ley probabílisticaes <e
discretao, aúnsiendocontinua,obedecea otrafunción densidad. La figura ‘e
1.18 muestrala posiciónde la particulaen función del tiempo. En el límite <e
de pequeñostiempos la posición X(t) es una función aleatoriacuyo grafo <e
se denominarealizaciónde la función aleatoria. Estegrafo sedenominara ‘e
función brownianaB(t) siguiendoa Mandelbrot. Como en la práctica no ‘e
se observael mB con resolucióninfinita en tiempos, tenemosque conside- <e
rar la observaciónde la posiciónde la partículaa intervalosbr, siendo b un <e
númeroarbitrario. Si observaramosla posición de la particulacadabr, el <e
___________________ te

‘5La dimensión fractal D
9 es la dimensión del grafo de la función X(t). <e

‘
6E1 Teorema Central del Límite nos asegura que la suma (1.36) tiende a ~/ii~. u>

u>
te
u,
u>
<e
u
u>
u>
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incremento ~ en la posición de la partícula tendría lugar conunadistribución
de probabilidad dada por

1 -~

p(t,br) = e 4Dbr
4irDbr

(1.38)

y la varianzade los incrementossería

(1.39)

Este resultado indica que el mB parece el mismo bajo un cambio en la
resolución de observacion.Estapropiedadse denominainvariancia de es-

2

o

-1

-2

-3

30

20

10

o

-10

-20

Figura 1.18: (a) Variable aleatoria Normal. (b)Desplazamiento
browniana con arreglo a (lSd).

de la partícula

caía. Efectuandoun cambiodeescalaen la ley de la probabilidadt’ —

y r’ = br, seencuentraque

= b”’k, r’ — br) = V112p(C, r) (1.40)

donde el prefactor ir’12 asegurala correctanormalizaciónde la densidad
de probabilidad. La ecuaciónanterior muestraque esteprocesoaleatorio
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esinvariantebajo una transformaciónque cambiala escalatemporalen b
y la escalade longitudesen b’~2. Este tipo de transformacionesse suelen
denominarafinesy toda curva que se asemeja a sí misma bajo transforma-
cionesafines se denominaautoafínt7. La distribución de probabilidadpara
la posiciónde la particulaX(t) (no olvidemosque X(it) es la sumade incre-
mentosaleatoriosindependientes)es también gaussiana,satisfaciendouna
ley de invarianzapor transformacionesafines similar a la encontradapara

30

20

10

—I 0

—20

los incrementosmismos

P(XQ) — X(t
0))

P(b’
12[X(bt) — X(bito])

[X (t) —x (tp )]2
e4iW it —

— k’~2P(X(t) — XQto))

(1.41)

(1.42)

“’La autoafinidad es un concepto más relajado de autosimilaridad que implica invarian-
cia bajo la acción de transformaciones afines (dilataciones anisótropas), en contraposición
a la invariancia por semejanzas isótropas que conduce a la autosimilaridad.
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Figura 1.19: Representaciónconjunta de varias realizacionesde un movimiento
browniano unidimensionalmostrandolaspropiedadesreflejadasen (1.42).
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e
• Con esta distribución de probabilidad para la posición de la partícula, el
• valor medio y la varianza de X(t) son
e

< X(t) — X(to)~ > r’s — tofl12 (1.43)

• <X(it) — XQo)> = [O AXPQXX,it — it
0)dáX = 0 (1.44)

e
< X(t) — X(t0)~

2 > = j áX2P(áX,it — k)dzSX (1.45)

= 2D~it—it
0~

• donde X(it0) esla posiciónde la partícula en algún instante ito y AX es el
• incremento en la posición de la partícula áX = X(it) — X(it0).
• Las anterioresconsideracionespuedenser generalizadaspara definir un
• proceso aleatorio de tipo fractal denominado Movimiento BrownianoFrac-
• cional (mBf), denotado por BH(it). Siguiendoa Mandelbrotel mBf es un
• procesoaleatoriocuyo grafo esBH(it) y que satisfacee
• < B~4-(t) — BH(to) > = 0 (1.46)

• < [Bq(t) — B11(ito)}
2 > cx it — (1.47)

e
• El númeroH se denominaa vecesexponentede Hursit y vale H = 1/2 para
• el mB ordinario. Se observa que tanto para el mB como para el mBf las
• varianzasdivergencon el tiempo (escalade observacióntemporal). Además
• hay que constatarque en el mBf hay correlacionesde largo alcanceentre
• los incrementoso saltos de posición. En efecto, definiendo la correlación
• normalizadap entreincrementossucesivospor

< út2 > (1.48)•
e a

1a2

• donde ~j y C2 son los incrementosy a1 y a2 las varianzasrespectivas,se
• encuentraque p no dependede la escalade observacióntemporal,siendo su
• valore
• p = 2(22H1 — 1) (1.49)
e
• Notemosprimeroque parael mB ordinario no existe correlación entre incre-
• mentossucesivos,lo que exige la definicióndeprocesoaleatorioindependien-
• te. Sin embargo,paraH # 1/2 existecorrelaciónaunqueéstano depende
• del tamañodel pasotemporal. Esto conducea los fenomeúosde persis-
• tenciay antipersistencia.ParaH > 1/2 tenemospersistencia.En este
• caso, si tenemosun incrementopositivo en algúnmomentodel pasado,en-
• toncestendremosen promedioun crecimientoen el futuro. Por tanto, una
e
e
e
e
e
e
e
e
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u>

tendenciaal crecimientoen el pasadoimplica una tendenciaal crecimiento u>
en el futuro en procesoscon H > 1/2 y estaconclusiónse aplicaparatiem- <e
posarbitrariamentelargos. Recíprocamente,una tendenciaal decrecimiento ‘e
en tiempos pasadosconlíevaesamismatendenciaen el futuro. Parapro- te

<e
u,
te

A B(x> ‘e
(e) u>

H=1/3 u>

te

<eo <ete
‘e
<e

,~ 8(x) ‘e
(b) <e

H=112 te

—~ A — <e
o! <4x~AfN/ M~V/AJ %i

te
~ B(x) <e

(o> te
te

H=O.75 ‘e

\Ñ\A-.. f%,
\ t;
V L~ te

te
‘e

Figura 1.20: Tres muestrasde movimientosbrownianosfraccionalescon H <e
0.33, H =0.5 y H =0.75. te

te
‘e
te

cesoscon H < 1/2, una tendenciaal crecimientoen el pasadoimplica una <e
tendenciaal decrecimientoen el futuro. u>

te
u>
te
te
u,
u>
u>
u
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1.4 Fractales estocásticos 37

• 1.4.2 Técnicas de análisis

Como ya se ha mencionado,la naturalezafractal de estosobjetos que
acabamosdedescribires de tipo estadísticoy por tantoesnecesarioextender
los conceptosgeométricosqueconducena la caracterizaciónde la fractalidade al ámbitode la estadística.La autosimilaridad,o invarianciacon la escalade

• observación/medición,estal vez la característicamásfácilmenteextensible,
• pudiendosedefinir en términos estadísticosqueuna función estocásticaf es

autoafincuandoal considerarlos incrementos

• áf(r) = f(x + r) — f(x) (1.50)
e
• se cumplela siguienteecuación

áf(Ar) = .NHáf(r) (1.51)

• donde la igualdad anterior ha de ser entendida entre variablesaleatorias,lo
que significa que deben tener una distribución de probabilidad idéntica. Esta

• claro que el mBcumple con esta caracterización con H = 1/2. También es
• posible cuantificarapropiadamentela ausenciade longitudesde correlación
• característicaspara un procesoestocásticofractal, si utilizamos la relación
• existente entre la función de autocorrelación de un procesoestocásticoy su
• densidadde energíaespectral(PSD, de Power Spectrum Density) [31,29, 30,
• 32]. La función de autocorrelaciónR(it, it’) y la PSD P(k) de un proceso

estocástico x(it) se definen del siguiente modoe
• R(t,t + r) = < x(t)x(t + r) > (1.52)
•
• P(k) = hm (1.53)

T—*oo 2Te
donde XT(k) es la transformadade Fourier de x(it) restringidaal intervalo

• (—T,T), esdecir

• pT
• XT(k) = J—T (1.54)
e
• Para procesosestocásticosestacionariosen sentidoamplio15 (WSS)severifica
• que la función de autocorrelación sólo depende de la separación r y además,
e

‘80n procesoestocásticose dice que es estacionarioen sentido amplio (Wide Sense
Stationary Processes) si son ciertas las siguientes condiciones:

• • El promediosobrelas realizaciones<x(t) > es constante para todo valor de t.
• • La función de autocorrelación < x(t)x(t+ T) > no depende más que de ‘it

• La no estacionaridadindica la presenciade tendenciasen el comportamientoestadístico
• delprocesoque es necesarioeliminar,paraasí aislarlo esencialdel procesomismo[31, 32].

e
e
e
e

e
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te

como la PSD y el promedioen it de R(t, it + r) formanun parde Fourier[30], ‘e
es decir ‘e

<e

P(k) = J < R(it, it + r) >~ cakrdr (1.55)

setiene que paraestetipo de procesosWSS severifica

R(r) = f P(k)eákIclk (1.56)

De estemodo,el conocimientode la PSD P(k) permite recuperarla función
de autocorrelaciónpara procesosWSS[30, 31]. En el caso de procesosno
estacionarios,sólo podremosrecuperarel promedioen it de la función de
autocorrelación< R(it, it + r) >~. Como en la realidadno disponemosde
todas las realizacionesdel procesoestocásticoy ademássólo muestreamos
estasen un númerofinito de puntos, la estimaciónde la PSD se llevará a
caboenel intervalo de muestreopormedio de la relaciónP(k) r’~~< X(k) 2

evaluandoX(k) mediantela transformadarápidade Fourier (FF1’)[363hasta
la frecuenciade cortede Nyquist, relacionadacon la resolucióndel muestreo
de x(t,).

La identificaciónde unaley depotenciasen la PSDdel tipo P(k) r~ 1/Lo’3
es condición necesaria, aunque no suficiente, para poder garantizar la autoa-
finidad estadísticadel procesoestocásticoy, como consecuencia,su caracte-
rización fractal[37, 38, 39]. Segúnel valor del exponente¡3 tendremosuna
primeraclasificacióndel proceso:

u>
• Si 13 = 1 el procesoes estacionarioWSS. Ademáspuedeprobarse <e

fácilmenteque la función de autocorrelaciónesR(r) ‘— r’3’, ley de po- te
tenciasqueindica la ausenciade unaescalade correlacióncaracterística ‘e
en el procesoy, por tanto, essigno de autoafinidadestadística. te

<e
• Si, en cambio, /3 > 1, el procesono puedeser estacionario,puesde lo <e

contrariodaríalugar a una autocorrelaciónentrepuntos crecientecon <e
la separaciónr19. <e

u>
Parael mBf, el análisis de la PSD da lugar a que P(k) c’~ 1/k2H±l,con lo te
que ¡3 = 2H + 1. Parael casodel mB, H = 1/2, obteniendoseel conocido te
resultado¡3 = 2. Esto indica que el mBf es un procesono estacionario, <e
___________________ te

“‘Para un procesoestacionariolim,-+±
00R(r) = m

2 siendom =< x(t) > e indepen- u,
diente de t. ‘e

<e
te
te
u,
te
u
te
u>
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aunque, según indica (1.47), posee incremenitosestacionarios. En efecto, es
fácil darse cuenta de que

(1.57)

lo que significaque la variablealeatoriadependientede it

(1.58)

que representa los incrementos de la posición de la partícula browniana, define
un proceso estacionario, prueba de lo cual es que los dos primeros momentos
son independientesde it.

Algunos autoressugierenque la autoafinidadde un procesoestocástico
estárelacionadacon las propiedadesde escaladode las denominadas20 fun-
cionesde estructuradel proceso[41, 42, 43]

4
Mon,ent q

(1.59)

El exponentede es-
calado de las funcio-
nes de estructura sue-
le encontrarse en la li-
teratura en la forma

~(q) = qH(q),siendo,
por ejemplo, ~(q) =

qH con H constante
parael mBfi Cuando
el exponente de esca-
lado de las funciones
de estructura ~jq) es
una función lineal de
q E ~R,decimosque el
procesoestocásticoes
no estacionario y mo-
nofractal, siendo 0 <

H < 1 el exponen-
te característicode la
invariancia de escala
que satisface su es-
tadística21. Para pro-

cesosestacionariosper se y monofractales,la invarianciade escalapuede

20La nomenclaturaprovienedel ámbitode la hidrodinámicay la geofisica[403.
21FormalmenteH = O seriaindicativo de la estacionaridadde procesox(t).

1.4 Fractales estocásticos

<[BH(it + y) — BH(it)]2 >cx 2H

L
7BH(it) = BH(it + r) — BH(it)

e
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< x(t + r) — x(t)~~ >rJ ~ qE ~R
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Figura 1.21: Exponentede escaladode las funcionesde
estructurapara el movimientobrowniano(300 realizacio-
nes)mqstrandola linealidad de ~(q) conH 0.5.
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caracterizarsecon la ayudadel exponentede escaladode la función de auto- u,
correlación,cuyo valor es /3 — 1, lo que seríaequivalentea la estimaciónde u>
la dimensiónde correlaciónen los fractalesgeométricos, te

te
1.4.3 Simulación de procesos aditivos <e

te

En ~1.4.l hemosvisto uno de los procesosaditivos másconocidos,el mBf, <e
cuya estadísticaviene caracterizadapor el exponenteH, siendoH = 0.5 el <e

tecaso correspondienteal mP ordinario. En estosprocesosintervieneunava-
riable aleatoriagaussiana~, que, sumadaparael mB, nos proporcionalas ‘e

<e
realizaciones.Sin embargo,para el mBf, la sumaha de pesarsecon coefi- u>
cientesadecuadosparaconseguirel comportamientocorrecto,puesdebemos <e
teneren cuentaque existeuna correlación22entreincrementossucesivos,da- <e
da por (1.49). El coeficienteH varíaentre O < H < 1 siendoH = 1/2 el
valor que correspondeal mP ordinario[1, 28]. u>

La simulación de u>
estos procesosen los u>

20 que se suman varia- u>
bles aleatoriasgaus- <e
sianas con o sin co- u>

0 rrelación, se ve fa- u>
cilitada enormemen- ‘e
te si trabajamosen u>

-lo

el espaciode Fourier. u>
-20 La operaciónque su- u>

pone multiplicar por ‘e
-~ kHl/2 la transfor- u>

mada de Fourier de ‘e
-40

un ruido blanco, pa- ‘e
ra despuéspasar de ‘e

0 200 400 600 800 000 200 nuevopor la transfor- te

madainversaal espa- te
cio real, equivale,sal- te

Figura 1.22: Una realizaciónde un vuelo de Levy. yo constantesmulti- <e
plicativas globales, a <e

un ruido mBf deexponenteH. La afirmaciónanteriorlleva implícita ladefini- te
ción de una operaciónmatemáticadenominadaintegraciónfraccional[44, <e
45], la cual representauna extensiónde la integraciónordinaria. Estecon- <e
___________________ u>

22Se trata, en realidad, del coeficiente de correlación, el cual es una correlación norma- <e

lizada con las varianzas. u>
u>
u>
u
te
te
u>
u>
u>
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1.5 Medidas multifractales estocásticas 41
e
e cepto permite además extender el procedimiento de simulación de mBf con
• variablesgaussianas~ aotro tipo devariablesmáscomplejas,comoporejem-
• pío lasvariablesde Levy23 de indice a. El resultadoseconoceen la literatura
• como vuelo de Levy[44], y se simula partiendo de un ruido blanco construl-
• do con estas variables, ruido blanco de Levy[29, 46], al que se le aplica una
• integración fraccional para colorearlo adecuadamente.
e
e
e 1.5 Medidas multifractales estocásticas
e
• En los fractalesestocásticos,descritosbrevementemásarriba,se tratabade
• estudiarlas propiedadesde escaladode los momentosestadísticosde orden
• q E ~1de variablesaleatoriasno negativas,A,-(t), dependientesde la escala
• de observaciónr, y relacionadas(representativas)de una u otra forma con
• un procesoestocásticox(t)
e
• < á,-(it)~ >cx (1.60)
e
e de modo que el objetivo es determinar la familia de exponentes~(q). Si la
• cantidad á,-(t) esestacionariay sedisponede todaslasposiblesrealizaciones
e del proceso,entonces(1.60) resultaráindependientede it. Sin embargo,en
• la práctica,sólo se dispone,con muchasuerte,de unaspocasrealizaciones
• siendo lo habitual disponer de una sola realizacióndel proceso. En estos
• casos,la hipótesisde ergodicidadparael procesonospermite estimar4(q)
• mediante un promedio sobre la propia realización. Cuando se dispone de po-
• cas realizaciones,eshabitual combinarel promediosobrela colectividadde
• realizaciones con un promediosobrecadarealizaciónindividual paraasíme-
• jorar la estimación. Sin embargo, la elección de la cantidad representativa
• del procesoA,- (it) es crítica. Para los ruidos fractales que sonestacionarios
• de partida, A,-(it) = <it + ‘r)x(t), de modo que (1.60) para q = 2 no es mas

quela funciónde autocorrelación,la cualescalacomo ~ siendo ¡3 el expo-
• nente de escalado de la PSDP(lc) r’-’ kc’3. En el caso no estacionario,como
• ocurre en el mBf, á,-(t) = x(it + r) — x(t)~, de maneraque (1.60) representa
• ahora la ley de escala satisfecha por las funciones de estructura, donde es fre-
• cuenteescribir4(q) = qH(q). La función H(q) dependedel tipo de proceso

en estudio. Paraprocesospropiamenteestacionarios,H(q) = O Vq, mientrase
que paraprocesoscuyas realizacionesson funcionescontinuascon derivada
primerano nulay acotada24H(q) = 1, demaneraqueH(q) representalos di-
versosgradosexistentesde no estacionaridad,visualmenteidentificadoscone ___________________

• 23Paramásdetalles,véaseel apéndiceA de estamemoria
• 24Téngaseen cuentaque, en estascondiciones,lim,-.

0x(t + r) — x(t) —> r

e
e
e
e
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e
e
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‘e

una gradaciónen la irregularidadde las realizaciones.Parael mBf, como ya u>
sedijo en hl.4.2, H(q) = H, lo cual implica que < á,-~ >ss< ¡SIM V, cuyo ‘e
significado es que la distribución de probabilidadde la variable ¡/41 es lo te
bastanteestrechacomo parapoderrelacionartodos los momentosmediante te
un exponente de escalado sencillo25 [42] te

te
u>

1.5.1 Invariancia de escalade las medidas u>
u>

Paraestudiarlas propiedadesestadísticassingularesde las medidas,hay te
queprecisarque unamedidaunidimensionala escala3 deunamagnitudcQn) <e
vendrárepresentadapor el conjunto de valores{cs(x~)}~, dondeel índice i u>
recorreel númerode intervalosen los que se divide el soportey además ‘e

te
~ fXi+& ‘e

c~Qn~) = ~ e(x)hQn)dx (1.61) u>
u>

donde hQn) representala accióndel instrumentode medidasobrela propia te
medición. Habitualmenteesteesquemacoincidecon la medición promedia- ‘e
da, h(x) = 1, de la magnitud,pero no siempreocurre de estemodo. Se <e
disponeinicialmente,por tanto, de un conjunto de datos, medidas,a una te
resoluciónque llamaremosmáxima, correspondientea 3min• Repitiendoel <e
procesoanterior, podremosobtenerdiferentesrealizacionesde la medición, u>
con lo que, en realidad,tenemosun procesoestocásticocuyaspropiedadesde ‘e
invarianciarespectoa la escalade medida3 nos proponemosestudiar. Las ‘e
medidasrepresentanunasecuenciade variablesaleatoriasno negativasen el ‘e
mismo sentidoque el visto en ~1.4.2. <e

La invarianciade escalapara las medidasse refiere al comportamiento <ete
de las variablesaleatoriasque las representancuandovariamos3, es decir, u>
el tamañode los intervalosdonde efectuamosla medición de la magnitud.
Esto presuponeel conocimientode las medidasa diferentesescalas,teniendo ‘e
presentequenuestradisponibilidadde informaciónse reducea los valoresde u>
éstasala resoluciónmáxima. La obtenciónde las medidasaresolución3m_ < u>
3 =3mazr puedehacersemediantedegradación26de los datos iniciales[45, 47, <e

48]. El procedimientoparadegradardesdeuna resolución3mj>~ hastaotra <e
u

25Suele decirse que estas distribuciones son de colas cortas (short-tailed). Por ejemplo, u>
las distribuciones gaussianas lo son.

26Este procedimiento se denomina coarse graining, obteniéndose un conjunto de datos ‘e
que a veces se denominan cantidadesvestidas(dressed)para distinguirlas de las cantida- <e
des desnudas(bare), que representanel verdaderovalor de las medidasa la resolución te
considerada. <e

te
u>
te
te
te
u>
<e
u>
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e
• ~ > 3min serealizamediantepromediosdel tipo

(x¿ = 1 (1.62)Ee yi =xi

obteniendose otro conjunto de medidas a la resolución3. De nuevo es impor-
e tante saber si el procesoestocásticoes estacionarioo no, ya que el análisis

serámuy diferentesegún se trate de un caso u otro. Suponiendo una situa-e ción estacionaria,al menosen sentidoamplio WSS, la invarianciade escala
se ponede manifiestoestudiandola ley de potencias

e
< cQn)~ ~ ¿—K(q) q > 0 (1.63)

con la escala 3. La función K(q) suele denominarse exponenitede escaladode
los momenitosestadísticosy juega un importante papel en la caracterización
de la estadísticadel proceso. Algunasde sus propiedadesmásimportantese
son:

• La función K(q) esconvexa27, esdecir $K(q) = 0. La igualdad soloe
se alcanza cuando K(q) es lineal con q.

• Debidoal carácter estacionario del proceso se tiene que K(0) = K(1) =

0, ya que corresponderian a los exponentes de escalado de la norma y
de la media de la estadísticade primer orden.

e
• Entre O < q < 1 se tiene que K(q) < O, lo que refleja el hecho dee

que tomando la potencia q-ésima se reducenlas fluctuaciones.Por el
contrario, si q =1, debemos tener K(q) > O.

• Es fácil ver que limsAo < e¿(x)~ >—* +~ú si K(q) > 0, situación
que se presenta cuando q > 1. Esto ocurresólo si la distribución de

• probabilidad de orden 1 asociada al proceso tiene colas largas hacia los
valoresgrandes. Así es, en efecto, pues la invarianciade escalasólo
puede mantenerse si es posibleobtener,aún con infima probabilidad,
un valor de la medidaarbitrariamentegrande.Debemostenerpresentee
que, conforme reducimosel tamañode los subintervalos(3 —* 0), el
númeronecesariopararecubrir el soportecrecey, por tanto, al tomar
el valor de la medida,tenemosla posibilidadde alcanzarvalorescada
vez másextremosde las variablesaleatoriasinvolucradas.

• “La demostraciónde estaimportantepropiedadesunaconsecuenciadirectade la de-
• sigualdadde Schwartz[37, 48].

e
e
e
e
e
e
e
e
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Utilizandola función K(q), podemosdefinir unafunción monotona25no de- u>
creciente0(q) por <e

0(q) = K(q) (1.64) ‘eteq -1

denominadaen ocasionescodimensióndualy quesirve paradefinir, asimismo, ‘e
una dimensióngeneralizadaal estilo de la dimensiónde Renyi (1.25) u>

Dq1C(q) (165) te
te

1.5.2 Caracterización de la intermitencia <e
te

Entendiendopor intermitencia la posibilidad de obtenerrealizaciones u,
de medidasestocásticasen las que valoresmuy altos de éstasse presenten te
conjuntamentecon valoresextremadamentebajos, existiendozonasen el so- te
portede granintensidadcoexistiendocon otrasdebajao nula intensidad,es ‘e
decir, existeen cadarealizaciónuna elevadainhomogeneidady fluctuaciones te
que puedenserextremadamenteintensas,vamosa ver que la función J=(q) <e
nos proporcionamuchainformación sobre el grado de intermitenciade un ‘e
proceso. <e

Paracomprendermejor el significado de la función de escaladode mo- <e
mentosK(q), supongamosun conjunto de medidasmormalizado,es decir ‘e
<e,sQn) >= 1, quefluctúemuy debilmente.Estosignificaquec

5(x) 1 Vx, 3. ‘e
Esteconjunto quasi-homogeneode medidascumpleque K(q) O y, por tan- te
to, 0(q) 0. De no habernormalizado,el resultadoseríaequivalentea decir ‘e

‘eque

< ~8(~)q >~< eóQn) A (1.66) ‘e

Sin embargo,consideremosahoraun casoextremo de intermitenciaconsis- <e
tenteenqueel conjuntode medidasasociadasa unarealizaciónesel formado ‘e
por una únicafuncióndelta de Dirac

3D(y), localizadaaleatoriamenteen el ‘e
soporteen la posicióny. Esto significaque lim~<~ QQn) = 3DQn — y), y, por <e
tanto ‘e

(1 u>
QQn)=¿ ~ yE[x,x+3) <e

~ O y~[x,x+3) (1.67)
Si suponemosque la posición y de la delta de Dirac está distribuida unifor- *
mementeenel soporte,entonces u,

1 c~~(x)<1dy = 3/L (1.68)
<cd = pL

Li
0 3<1 ‘e

u>
cx ¿‘~<1

28Esta propiedad puede deducirse fácilmente de la convexidad de I=l(q). u>
u>
u>
‘e
u>
te
u,
‘e
te
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1.5 Medidas multifractales estocásticas 45e
e
e donde seha consideradoque el soportede la medidaes el intervalo [0,L] y
• que q> 0. De esteresultadose deduceque
e
• K(q) = q — 1 (1.69)

• 0(q)1
• D~=0
e

quecaracterizael extremocomportamientointermitente,queconsisteenque
• toda la actividad se concentra en un solo punto del soporte. Notemos también

que los momentos< cs(x)<1 > divergenen el límite 3 —* 0, cuando q > 1.
Naturalmente,entreestosdoscasosextremosseencuentraunainfinita gama
de grados intermedios de intermitencia, que K(q) ayuda a caracterizar[37, 38].

• Cuando q —* 1 podemos definir una medida de la inhomogeneidad 01,

• tambiénllamadoparámetrode intermitencia,a partir de la expresión (1.64)
mediantee

• d
01 = 0(1) = —K(q)~9ú (1.70)

dq
e
• Puede comprobarse fácilmenteque 01 =O a partir del carácter monótono de

e 0(q) y de que K(O) = 0. El parámetrode intermitenciaestárelacionadocon
e el valor medio de 65Qn), yaque aquellasmedidasquecontribuyenmayormente
• a la media < eaQn) > son las que tienen como soporteun subconjuntodel
e soportetotal de dimensiónfractal D1 = 1 — 01. Valoresgrandesde 01 son
• indicativosde la presenciadegrandesvaloresde lamedidac¿Qn),aunqueestos
• sevana encontrardistribuidosde maneramuy dispersa

29en el soportepara
• compensarestadisticamentela media. Notemosfinalmenteque, aunque01
• esunamedidade la intermitencia,es 0(q) quienrealmentenosinformasobre
• su verdaderanaturaleza.En efecto,de (1.64) puedeinterpretarse0(q) como
• el grado de intermitenciacomparadocon el caso de intermitenciaextrema
• (1.70).
e
e

1.5.3 Medidas no estacionarias
• Hastaestemomento,seha supuestoque las medidasestocásticasson es-
• tacionarias,con lo que hemospresentadounatécnicade análisisorientadaa
• la caracterizacióndesu estadísticamediantela imposiciónde la invariancia

de escala. Además, tenemosalgunaspautasa seguir, provenientesde los
ruidos fractalesen ~1.4.2,que apuntana la utilización de las funcionesdee __________________

• 29Es decir, se encontrarán en subconjuntos del soporte con una dimensión fractal pe-
• queña.

e
e
e
e
e
e
e
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estructura[37, 38]. Como eslógico, la multifractalidadimpondráuna forma u>
funcional complejaa los exponentes~(q), los cualesno serán, en general, u>
funcioneslinealesde q. La medidade la no estacionaridadnos la va a pro- ‘e
porcionarla estimaciónde la PSD,la cual, paralas situacionesen las que es ‘e
previsibleobtenerinvarianciade escala,presentaráun comportamientodado ‘e
por P(lc) c’.~ con ¡3>1. te

La maneramássimple deprocederen casosde no estacionaridades la de te
obtenerun conjunto de medidasestacionariasa partir de los datosiniciales te
no estacionariosc~. (x). Esta se realizade manerasimple tomandolas ‘e
diferenciasentrevaloresvecinosa la másalta resolucióndisponible te

u>
~ómin Qn) = ~tQn + 3mjn) — 4~c•Qn)~ (1.71) ‘e

te
con lo que, opcionalmente,normalizando,se obtieneun nuevo conjunto de te
medidascuyaPSD escalacomoP(k) k—~’1~2~. La explicaciónen el cambio te
del exponentede escaladoen la PSD radicaen que la operaciónefectuadaes te
esenciamenteasimilablea una derivaciónordinariade los datos,lo que en el <e
espaciode Fourierequivalea unamultiplicaciónpor /c. Es posiblegeneralizar ‘e
esteprocedimientodeuna manerasistemáticasi en el espaciode fourier muí- ‘e
tiplicamospor kHí, dondeO =H, < 1 representael exponentecaracterístico ‘e
de la no estacionaridad30,paravolver despuésal espacioordinarioobtenien- <e

te
do una señalcuyaPSD es P(k) ‘~-~ k(’32Hi). La estacionaridadseconsigue
cuando¡3 — 2H

1 < 1. La operaciónanteriorse denominaderivación frac-
cional y suponeun blar¿queado[44, 49] de los datosde partida,convirtiendo te
los datosno estacionariosinicialesen unaseñalestacionariaque conservalas ‘e

<epropiedadesde mvarianciadeescalaquedandolista parael análisisposterior, u>
Otra modificación importanteque introducela no estacionaridades que

la función de autocorrelaciónno puedeser ya la transformadade Fourier
de la PSD, pues se obtendríauna correlacióncrecientecon la separación u>
entremedidas.En cambio,si un procesono estacionarioposeeincrementos u
estacionarios,sepuededemostrar

3’queesla funciónde estructurade segundo ‘e
orden la que forma junto a la PSD el par reciproco de transformadasde u>
Fourier u>

r-f-oc <e
< (c~Qn + r)— cs(x))2>= j P(k)eikrdk (1.72) te

u>
te30E1 exponenteH, crecedesdeel caso límite estacionarioH, = O correspondientea

un ruido I/f hastael otro casoextremode un comportamientolineal sin la presenciade <e
fluctuaciones H, = 1. En esencia,esteparámetroes = 11(1) introducido tras (1.59) y <e
en ~1.5como IJ(q). Parael mB ordinarioH(q) = 1/2 Vq. ‘e

31Se trata de una variante de la relación de Wiener-Kbinchine[40]. ‘e
e
u>
te
u>
u
<e
<e
te
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e
• y, por tanto, para un proceso con invarianciadeescala,se cumpleque «2) =

• ¡3 — 1. La función «q) es lineal paralos procesoscon escaladosimplecomo
ya se apuntó en (1.4.2), mientrasque esno lineal y cóncavaparaprocesos

• con escalado múltiple.
e
e
e

1.5.4 Modelos multifractales estocásticos
• Los modelosmás popularesque dan origena medidasmultifractaleses-

tocásticas son los denominados modelos de cascada multiplicativa. Por
construcción, estos modelos reproducenseñalesque son estacionariase in-
termitentes según la ley probabilística utilizada en su definición32. Esencial-e mente se construye como el modelo-p determinista visto en ~1.3.4,pero los
pesosasociadosa cadasubintervaloson ahoravariablesaleatoriasno ne-
gativas W~, de valor medio unidady tomadosde la mismadistribuciónde
probabilidad.Esto define las medidasa una escala3 comoe

e
ne Q(x)=CLflW> (1.73)

e 5=1e
e

donde hemos partido de un soporte que es el intervalo [0,L] al que se le
• atribuye inicialmente la medida uniforme L y L/3 = A = 2’~ es el número

de intervalos disjuntos en los que queda dividido el soportede la medidaca.

e La ley probabilistica se puede recuperar a partir del resultado final de las
• realizaciones, sin más que conocer el valor de los momentos < c~(x)~ >‘—~

• enKGZ), donde K(q) = In < W[ >, independientedel indice33. Como el
• conocimiento de los momentos de orden entero no es en general suficiente para
• ello, suele utilizarse la transformadade Mellin para resolver el problema de
• la inversión34. De este modo, considerando la variable aleatoria no negativa

e __________________

• 32Modelos multiplicativos que reproducena la vez intermitenciay no estacionaridad
• puedenverse en la referencia[42].
• 33Téngaseen cuentaque,por construcción,las variablesaleatorias1¾sonindependien-

tes e idénticamentedistribuidas (ud), por lo que ‘c (fJL, W
1)~ >= flL1 -c W¿~’ >=

•
34Dadas f(s) y g(u), formarán un par bajo la transformaciónde Mellin cuando se cumpla

e
• f±oc 1 í«~
• f(s) = u~’g(u)du ~ g(u) = ~“~Ja—ioc u8f(s)ds (1.74)

e
• dondeacla,/3]y—oo<a<Re(s)</3=±oo.
e
e
e
e
e
e
e
e
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‘e

1V con densidadde probabilidadp(W),sepuedeescribir te

+oc te
eKí<11) = J W<11p(W)dW (1.75) ‘e

te
pu—¿oc

p(W) = 1 ¡ WSeK(S1)ds (1.76) <e
2wi Ja—ioc <e

queestableceuna relaciónentre la densidadde probabilidadde las variables <e
1V y la función K(q). Con respectoa la construcciónde las cascadas,hay ‘e
quetenerencuentaadicionalmentealgúnvínculo entrelos pesosW~ en cada ‘e
generación35.Si estevínculo seestablecede modo similar al modelobinomial te
en ~1.3.4,seobtendráque en cadaetapade la cascadase conservaráel valor <e
medio tomadosobrecadarealización36 ‘e

te
~tzHw=1 (1.77) u,

>5 - u,

dondela sumase realizasobrecadasubintervalodel soporte,en númeroA, <e
en el supuestode que la medida,inicialmenterepartidade modo uniforme, ‘e
sea 1. A este tipo de vínculo se le denominamicrocanónicoy las cascadas ‘e
construidasde este modo se denominanconservativas. Sin embargo,este te
tipo de restricciónen los pesosW~ es excesivoy conduciríaa valorespoco ‘e
fluctuanteso, en otras palabras,a medidaspoco intermitentes. Si relaja- e
mos un pocoestacondiciónimponiendoque, en mediasobreel conjunto de te
realizaciones, <e

1 te

x< ZH~~>=~ (1.78)>5 <eentoncesconstruiremoslas llamadascascadascanónicas,en las que podemos te
obtenersituacionesmásintermitentes. <e

Si hacemosun poco de historia, deberíamoscomenzarcon el llamado UD
modelo ¡3, en el que los pesosaleatoriosW~ se eligen del modo siguiente: en ‘e
cadageneracióncadasubintervalose divide en dos intervalosiguales,en cada ‘e
uno de los cualesse pesala medidaque tiene el intervalo de partidamediante ‘e
un factorW aleatoriobinomial que toma los valoresW~ = (estadovivo) ‘e
y W

2 = O (estadomuerto),con probabilidadesfso,44, 45, 48] ‘e
e

Pr(Wi) = (1.79) *

Pr(W2) = 1 — 2o u>
u>35Recuérdese, por ejemplo, que en el modelo binomial ~13.4 se verifica que

Zt=o ~~pgmp~ = 1 al ser Po + g~ = 1 y que la sumatoriaanterior no es más que <e
el valor medio de la medidaen la etapan de la cascada. te

36No hay que perderde vista que W~ es la variable aleatoriay que el promediosobreN ‘e
valores de ésta se estima mediante 1/N Z~=i w<. u>

‘e
u>
u>
te
u,
u,
‘e
<e
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e
• con O > O, cumpliendo el vinculo microcanónico (1.77). Puede comprobarse
• fácilmente que, a cada pasodel desarrollo,la medidade cadasubintervalo
• decrece un factor ¡3 — 2’~’ y que todos los subintervalosen los que la medida
• es no nula tienen una medida idéntica. Cuando el número de pasos tien-

• de a infinito, estemodelo conducea medidasmonofractalescaracterizadas
• por la dimensión fractal37 Df = 1 — 0, denominandose comúnmente a O

codimensión fractal.
• Tras el modelo ¡3, que generamedidascon escaladosimple, seencuentra
• el modelo a en el que sepuedenobtenervaloresdiferentesde las medidas.
• De nuevo se trata de un modelo binomial, perolos dosestadostiene valores
• = ~ (estadofuerte) y W2 = 2~ (estadodébil), con probabilidades
• dadaspor (1.79) y dondelos parámetros‘ytv y O son positivos38,estando
e

relacionados,igual que en el modeloanterior,por el vínculo de conservación
e
e
e <a)

e ___________________________

e
e
e ___________________________

e
e
• EL

e
e
e
e
e
e
e
e
e
• 0 1

e
e
• Figura 1.23: Varias etapasen la construcczónde una cascadamultiplicatzvasegun

el modeloa.

e __________________

• 37En un sentido estadísticoy tras n pasos, el número medio de subintervalosvivos es
e <N(A) >= A2~ = >,1~C con A =

• 35A los parámetros ~ y y se les llama órdenes de singularidad extremal.

e
e
e
e
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microcanónico.Estotraecomoconsecuenciaque sólo dos de ellos seaninde- ‘e
pendientes39.Puedenprobarsede un modosimple lassiguientespropiedades ‘e

u>
1. En cadaetapade la cascadaaparecennuevosvaloresde las medidas u,

(singularidades),resultadode la multiplicaciónde W~ y W2 con lo que u,
el repartode la medidainicial esclaramentesingular, entendiendopor u,
tal la posibleapariciónde intermitencia. u>

te2. En la etapaenésimade la cascadapodremostenervaloresde las medi- u>
dasque resultandel productode W~ y W2 de la forma pi —

1Vk1V—k, u>
con K = 1, ..., n. Si en estaetapael númerode subintervaloses A = <e
y ‘Yk = ~(ky~ — (u — k)yfl, entonceslos posiblesvaloresde las medi- ‘e
dasque podemostener en cadasubintervalosepuedenescribir como u>

= Xv”, siendola probabilidadde obtenerlas u>

*
Pr(pi = A

7’) = CACk(1 — A0)nk (1.80) <e

<eDe modo que, llamando6>5 al valor de la medidaa resolución3 = L/A, <e
setiene que <e

Pr(c~ =A~) >-~ (1.81) ‘e

u>
dondecQ-y) =O sedenominafunción de codimensióny juegaun pa- <e
pel equivalenteal espectrode singularidadesf(a) en los multifractales te
deterministasy a ‘y se la llama orden de la singularidad”0,siendo te
equivalentea a en ~1.3.1. <e

<e
3. Existe una estrecharelaciónentre la función de codimensióncQy) y te

la función de escaladode momentosK(q) introducidaen (1.63). En te
efecto, puedeprobarseque”1 <e

<e
e~ >o-~~ Amart[<1tc(Y)l (A —* oc) (1.82) ‘e

te
con lo que K(q) = max

7[q’y — c(y)], que relacionaa J=[(q) y cQy) por ‘e
medio de una transformaciónde Legendre,obteniendosetambiénque ‘e
cQy) = max~[q’y — K(q)]. te

u>39E1 modelo a se reduce al ¡3 si tomamos 7±= O y y = ±~i. u>
40Suele utilizarse la notación ex = >0~ parareferirsea un valor posiblede las medidas u>

a una cierta resolución A, lo que, en realidad, no es más que un cambio de variable que, <e
además, pone de manifiesto las propiedades de invariancia de escala de e>,.

4~No debemos olvidar que, por construcción, el proceso estocástico es estacionario y, te
por tanto, la estadística de primer orden es independiente de la variable ir que representa <e
al subintervalodondese toma el valor de la medida. u>

<e
u>
u>
<e
u
u>
‘e
te
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e
e 4. Debido al vínculo de conservaciónmicrocanónicoy puestoqueestamos
• es una situación estacionaria42, se tiene que K(0) = K(l) = O y por
• tanto ‘yí — cQyi) = 0, es decir
e
• • El orden de singularidad‘y

1 C~ es el correspondiente al de la
medida media.

• • La codimensión posee un punto fijo en 01, denominándose a este
• parámetro codimensión media, representando la codimensión
• asociadaa la propia media. Además,coincide con el parámetro
• de intermitenciaintroducidoen (1.70).
e

• cC-y) esconvexa.
• • C~ < 1 para procesos unidimensionales.

e
5. Es fácil demostrar que, con el modelopropuesto,la función de autoco-

rrelación tiene una ley de escala[45]

e
< c>}x)cxQn + y) >r—’ 7—K(2) (1.83)

e
por lo que,el exponentede escaladode la PSD vale ¡3 = 1 — K(2).

• Comoconsecuencia del caráctermultiplicativo del modeloa cascaday del
• vínculo microcanónico, o canónicoen unasituación másrelajada,la presen-
• ciadevaloresmuy elevadosparalas medidasdebeir asociadaa la aparición
• de valoresmuy pequeñospara el restode medidasen la realizacióndel pro-

ceso. Situacionesextremasse presentancuando imaginamoslas cascadas
desarrolladasad infinitum o llamadastambiéncompletamentedesarrolladas.
En estas cascadas el número de etapas es infinito, como lo seria, asimismo,

• el producto (1.73)e
oc

• coc(x)=flWi (1.84)
• 2=1

Estonosda una ideadel caráctersingulardel límite A —* oc (o bien 3 —> O).
La imagen que tendrían las realizaciones es algo parecido a funciones del-
ta de Dirac 3~ distribuidas en el soporte,ya que, a efectosprácticos,soloe
contaríanlos valoresextremosde la medida,mientrasque, debidoal vinculo
de conservación, el resto de valores es despreciable. Si, en estas circuns-

• tancias,construimoslas medidasa resoluciónfinita A < +oc, integrando la

• “
2Paraprocesosestacionariosnormalizados~cex(x) >= 1, como por construcciónpuede

• tambiénsuponerseergódico,entoncesel promediosobrecadarealizacióntambiénvale la
e unidad.

e
e
e
e
e
e
e
e
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cascadacompletamentedesarrolladasobresubintervalosde longitud 3 = L/A ‘e
(llamadasmedidasvestidas),el resultado,en general,no equivalea la casca- u,
da desarrolladaúnicamentehastaestaresolución(obteniendoselas llamadas ‘e
medidasdesnudas).En general,secompruebaque, debidoal caráctersingu- u,
lar del límite A —> oc, las medidasvestidasposeenfluctuacionesmuchomás <e
intensasquelascorrespondientesdesnudasa la mismaresolución,o dicho de te
otro modo, la integraciónque lleva consigoel promedioparael cálculode las te
medidasvestidasno puedesuavizarlas intensísimasfluctuacionespresentes te
en el limite”3. Porestarazón,en datosadquiridosen el mundoreal, los cuales te
soncantidadesvestidas,sueleexistir un valor de q denominadoqn de modo te

<1v
que C>5 es un conjunto de datostan intermitenteque < c~/’ >—* oc, aún te
a resoluciónno infinita A, donde tenemosen cuentatodaslas realizaciones te
posiblesdel procesoen la evaluacióndel promedio. Si no estándisponibles u,
todas las realizaciones,entoncesesto significa que sólo se tiene accesoa un u
valor máximodel ordende singularidad‘yd. (correspondienteal valor máximo *
accesiblede la medida e>,, que ahoraes vestida)44y, por tanto, a partir de <e
Qn, la función K(q) es lineal siguiendola ley te

te
K(q) = ‘Xd,s(q — QD) + K(qD) (1.86) u>

u>
Cuandodisponemosde todas las posiblesrealizaciones,‘yd. —* oc, por lo u>
que la repercusiónde estosobrela estimaciónde K(q) en la prácticaesque, u>
disponiendo de todas las realizaciones del proceso y denominando I<re&(q) a u>
la función de escalado de momentos cuando se calculan estos sobrecantida- u>
desvestidasy K(q) a la correspondientea cantidadesdesnudasa la misma ‘e
resolución,setiene que

{ K(q) q qn te
Kreai(q) = oc q > qn (1.87) e

Estecomportamientoseconocecomo divergenciade los momentosestadísticos”5 ‘e
‘e

“3Sólo en el caso del vínculo microcanónico, por construcción -y cz 1, todas las singula- u>
ridades se suavizan{44].

““En realidad, debido al carácter singular del límite Á —* oc, se definen integrales del ‘e
tipo ‘e

<e
mfexdx

= hm F>(A) = Ii (1.85) e
<e

donde F>,(A) es el llamado flujo sobre el subconjunto A del soporte a resolución A. Sólo u,
existe el límite paraestascantidades,las cualespuedenconsiderarseasimismomedidas.

“5Desdeun punto de vista informal, la divergenciade los momentossignifica que los <e
detallesa escalasmáspequeñasqueaquellaen la que trabajamosdominanen la estadística te
de ordenq > qn, debidoa que las medidasvestidasllevan informaciónsobrelo queocurre <e
a dichasescalas- ‘e

u
u>
te
te
u,
u,
u,
u



e
e

e
e
e

1.5 Medidas multifractales estocásticas 53

e
• y representa un verdaderoproblemaen la estimaciónprácticade K(q) pa-
• ra datosreales. La estimaciónde qn se puederealizarmediantela fórmula
• K(q~) = qn —1 o bienteniendoen cuentaquela divergenciade los momentos
• es equivalentea la presenciade unacoladetipo hiperbólicoen la distribución
• de probabilidad, es decir Fr%, > r) ‘—.‘

• Otro problemaañadidoen la determinaciónprácticadeK(q) esel efecto
• debido al tamaño finito que suele tener el conjunto de realizaciones dispo-
• nibles. Disponiendode todaslas realizacionessetiene accesoa todo el es-
e pacio de probabilidad, es decir a todos los órdenesde singularidad‘y desde

• —oc a -1-oc. Suele introducirse una dimensióndel muestreoDm definida por
e N — ADm donde N, es el número de realizaciones disponible. Es fácil pro-

• bar que con N, realizacionesse tieneaccesoa órdenesdesingularidad‘ya, de
modo que c(’y5) 1 + Dm. Todo esto nos lleva a admitir que sólo pueden

• serdeterminadoscon precisiónlos momentoshastaun órdenmáximo q, con
• una muestrafinita de realizaciones
e

I<8(q) = { tkúq~) + K(q8) ~ < ~ (1.88)
q =q5

e
• La acción combinada de la divergencia de los momentosy la limitación del
• número de realizaciones produce un efecto lineal en la estimacióncon datos
• realesde K(q) dadopor (1.86) y (1.88).

e
• 1.5.5 Multifractales universales

e Dedicamosuna subsecciónapartea estemodelodebidoa su importancia,
• no solo teórica, sino eminentemente práctica, ya que,comoveremos,permite
• una parametrización de las funcionesmás importantesque caracterizanla
• invariancia de escala de las medidasmultifractalesestudiadasmásarriba,a
• saber K(q) y c(’y). Ante todo, es importante darse cuenta de que un modelo
• multiplicativo sepuedeconsiderarlog-adiitivo sin másque escribir (1.73) en
• la forma
e
• c>,(x) = el”i(W=¿ ‘¾)— e

2~=’ ln(Wi) (1.89)
e
• donde hemos hecho explícita la dependencia con la escala, poniendo el número
• desubintervalosA = Y’ en que quedadividido el soportede la medida. Como
• ya sabemos,la sumaen (1.89) contienelos factoresmultiplicativoscorrespon-
• dientesa las etapasdel desarrollode la cascaday correspondenal valor de
• variables aleatoriasque, en principio, son independientese idénticamente

e distribuidas. El TeoremaCentraldel Limite nos dice que, si n es suficien-
• tementegrande,estasumacorrespondea una variablealeatoriadistribuida
e
e
e
e

e
e
e
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te
te

normalmente.Sueledecirseque la distribución Normal es estrictamentees- ‘e
tatúe (ApendiceA) y que, en general,la sumade variablesindependientese u,
idénticamentedistribuidasconvarianzafinita perteneceal dominio de atrac- <e
ción de la distribución Normal. Sin embargo,lasdistribucionesnormalesno u>
son las únicasestables,al menosen un sentidoamplio. La sumade variables ‘e
extremalesasiméitricas establesde Levy(VEAEL) satisfaceunaversióngene- te
ralizadadel TeoremaCentraldel Límite y tiene las siguientespropiedades: <e

te
• La suma S~, = Z~—1 1V = ní/OW+ b~, dondeW estambiénVEAEL, u

O < ti < 2 y b~ esuna constanteque dependedel númerode variables u>
de la suman. u,

• No es necesarioque tenganni mediani varianzafinitas, verificandose u,
que < W<1 > divergeparaq > ti. Paraa = 2 serecuperala variable ‘e
gaussiana. ‘ee

• La densidaddeWparavaloresgrandesde ésta,esdecirlacolapositiva, ‘e
sigue una ley hiperbólicap(W) W>’. u>

‘e
Las propiedadesde invarianciade escala impuestasen este esquemadan ‘e
lugar a que K(q) y ¿(‘y) tenganlas siguientesexpresionesparamétricasy ‘e
propiedades(ApendiceA) u>

te
• La función de escaladode momentoses <e

ti#1
ti =1 (1.90)

te
siendo0=a =2y q >0 te

te
• Usandola transformadade Legendreseobtienela formaparametrizada u>

de la funciónde codimensión u>
1 Ci%+ 1)0’ a # 1 u>

c(’y) = { a = 1 (1.91) ‘e
u>

donde1/a+1/ti’ =1 <e
u>

• El parámetro a sellama indice de Levy y 0~ es la ya conocidacodi- <e
mensiónmedia. te

u>
• El ordencritico qn parala divergenciade los momentossedetermina u>

por la relación u>

te
K(qn) = q~ 1 (1.92) u>

u,
‘e
u>
‘e
u
u
u
u
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• • El orden máximo q6 seestimapor

• 1+Dm

= cí )1/O (1.93)
• con lo que obtenemosmedidas multifractales universalesal estar carac-
• terizado su comportamiento complejo por unos pocos parámetros: a y 0~
• (Ademásde H H1 en los casosno estacionarios).La simulaciónde estos

procesos puede verse en el apendice B de esta memoria.

e
• 1.5.6 Técnicas de análisis: la técnica DTM
e

La universalidad representa claras ventajas al reducir toda la compleja es-
• tadísticade estosprocesosa la estimaciónde sólo tres parámetros, dos en el
• casoestacionario.Los problemasderivadosde ladivergenciade los momentos
• y del tamaño finito de la muestrade realizacionesdisponibleshacenque el

e ajustedirecto de K(q) o de c(’y) a las expresiones(1.90) o (1.91) se considere
• a veces sólo un preámbulo”

6 en la estimación precisa de a y Cí, debiendose
• emplearotros métodosparaello. En los casosno estacionariostenemosel
e parámetroadicionalH, el cual seobtienepor medio de las funcionesde es-
• tructurasegún~1.5.3.La obtencióndel conjuntodemedidasestacionariasse
e realizamedianteunaoperacióndederivaciónfraccionalde ordenH, es decir,
• filtrando las medidasno estacionariasen el espaciode Fourier con el factor
• AY. Los datosfiltradossonya estacionarios,conservandosuspropiedadesde
• invarianciade escalaintrínsecas.Esto equivalea afirmar que estasmedidas
• resultande una combinaciónde un procesomultiplicativo como el descrito
• en el modeloanterior,unido a un procesoaditivo que seriael responsablede
• la no estacionaridadfinal del proceso.
• Para conseguirunacorrectadeterminaciónde los parámetrosdeuniversa-
• lidad, aplicaremosla técnicadenominadaDTM”7 desarrolladaporLavallee[49].
• Consisteen elevar el campode medidasdisponible a la más alta resolu-
• ción A a la potencia z¡ > O, obteniéndose un nuevo conjunto de medi-

das EA = (e>,)”. Este nuevo conjunto de medidasse degradaa la manera
• vista en (1.62) desdela resoluciónmás alta A = L/3min hasta las inter-
• medias A, construyendo así E>,, el cual conservaademássus propiedades

de invariancia de escala, es decir, < E~ >r..~ AKE(<1) Es fácil probar que
e

KE(q) = K(q, r¡) = K(q?y) — qK(~) de donde, teniendo presente que en el
• 46 Sólo cuando6 es muy pequeña,tanto q

8 como q~ son lo bastantegrandescomo para

• que pueda realizarse un ajuste directo de K(q) hastaórdenesdeq suficientementeamplios.

• ““Las siglasprovienende Double TraceMoments.
e
e
e
e
e
e

e
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Figura 1.24: Desarrollo de una cascadamultiplicativa segúnuna distribución log-

normal (cx = 2.0), con = 0.115, siendo 3 la relación entre escalassucesivas.

Se muestra, asimismo, el valor masprobable CMP de las medidas y el valor e1
correspondientea la singularidad media.
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58 Fractales y multifractales u>
<e

modelomultifractal universal K(q) viene dadapor (1.90), se obtiene final- <e
mente <e

te
K(q, 77) = 77

0K(q) (1.94) te
u,

Aplicando estaecuaciónparavaloresdiferentesde 77 y valoresfijos de q y u>
representando K(q, r~) en una gráfica log-log, se obtendráuna línea recta <e
paracadaq con pendientecx, siendo01 la interseccióncon 77 = 1 u>

= a— 1 (1.95) <e
K(q) — q te

<e
Debido a las limitaciones impuestaspor qn y q

3, aunque la técnicaDTM es <e
independientede q, el rango de validez de la técnicavienedeterminadopor te
la condición u>

te
max(q77,77) < min(q~,qn) (1.96) <e

te
En la prácticaseencuentraque, para 77 --4 0, K(q, 77) es aproximadamente <e
independientede 77, mientras que, para valoresgrandesde 77, debido a la te
divergenciade los momentos,encontramostambiénun comportamientode <e
K(q,77) constante.Se habladel comportamientoen “S”de logK(q, 77) frente <e
a log 77, siendola regióncentralla quees aptapararealizarel ajusteque nos <e
proporcionaráel valor dea. Algunos detallesadicionalessobrela aplicación te
concretade la técnicase encuentranen ~4.2. ‘e

te

u>
<e
u>
te
te
<e
te
<e
<e
te
u>
<e
te
te
te
te
<e
<e
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• Capítulo 2e
e
e
• Radiación cósmica
e
e
e
• El espectrodeenergíasde los RayosCósmicos(RC) seextiendedesde1 GeV
• (íO~ eV) hasta100 EeV (1020eV)’, de acuerdocon unadistribuciónen forma
e de ley de potencias (E—7 dE). La inmensamayoría de los RC sonhadrones
• (protonesy núcleos). Sólo una pequeñafracción consisteen electrones(t-0

e O.1%)y una aun menor en fotones (rl 0.01%).
• A másde 100 TeV de energía,el flujo de RC estan bajo que la medida
• directa es imposible, por lo que nos vemos limitados a la detección indirecta
• de la cascadaatmosféricaextensa(EAS)2 producidapor el RC al entrar
• en la atmósfera. Los observables habitualessonla distribuciónlateralde las
• partículascargadasen funciónde la distanciaal ejede la cascada,la dela luz
• Cerenkov producida por las partículas cargadas de la cascada y la distribución
• lateral de muones. El desarrollo longitudinal de la cascada puede extraerse
• de la distribución Cerenkovde maneraindirecta.La distribuciónde tiempos
• de las partículasa nivel deobservación,así comoel impulsode luz Cerenkov,

aportan información suplementaria sobre el desarrollolongitudinal.
• El análisis de los datos experimentales de cascadas atmosféricas exige una

cuidadosa modelización teórica de los procesos que sufren las partículas de
alta energía cuando entran en la atmósfera.Esto sólo es posiblemediante
simulacionesde Monte Carlo (MC) que tenganen cuentatodo nuestroco-
nocimiento sobre interacciones electromagnéticasy fuertes. Por otra parte,
la respuestade los detectoresa nivel de tierra tambiénpuedemodelizarse
usandouna simulaciónde MC. Estasimulaciónpermiteexplorar los limites
prácticosdela determinaciónde los observablesde lacascaday dela partículae

• primaria.
Este capitulo intentadescribirlas característicasde RC primariosentre

• 1Laelevadaenergíadelosrayoscósmicosprimariosobliga a la introduccióndemúltiplos
• del eV como el GeV (i0~ eV), el TeV (1012 eV), el PeV (io’~ eV) o el EeV (1018 eV).
• 2Siglasprovenientesde ExtensiveMr Shower.

e
e 59
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te

1011 (100 GeV) y 1020 eV (100 EeV), así como los aspectosmas significa- u>
tivos de la producciónde cascadasatmosféricas.Finalmentese describela <e
simulaciónMC de estasya queconstituyeunaherramientaesencialparaeste <e
trabajo. <e

te
u>

2.1 Naturaleza y características de la radia- <e

ción cósmica <e
te

El flujo de RC, o número de ellos que llegan a nosotrospor unidad de <e
u>

superficiey unidadde tiempo,cae muchosórdenesde magnituden el rango <e
de energíasque va del GeV al TeV. Esto hacenecesarioun buen número u>
de técnicasexperimentalesque incluyen satélitesy sondasespacialeshasta
los ~-‘-~10leV, globoshastalos r—slOO leV y detectoresen tierra a energías
mayoresde ‘—~300 GeV [51, 52]. Frentea los satélitesy las navesespaciales <e
que miden el flujo y la composiciónde los RC directamente,en los globosha u>
de tenerseen cuentala fracción de laspartículasprimariasque colisionanen <e
la masade aire que aun tienenencima(habitualmenteunos 5 g/cm2) ~. u>

A energíasmayoresde 100 leV, el flujo se hacetan reducidoque sólo es <e
posible la deteccióndesdela superficie terrestre. Esta técnicahaceusode u>
la cascadade partículassecundarias,EAS, que el RC primario generaen la u>
atmósfera,y estáformadade electrones,muones,hadrones,luz Cerenkovy de u>
fluorescenciay ondasde radio. Todos estossubproductospuedendetectarse u>
en tierra y nos permiten,en principio, reconstruirla energía,naturalezay ‘e
dirección deprocedenciadel RC original. u>

te
2.1.1 Espectro de energía te

<e
La figura 2.1 muestrael espectrodiferencialde todos los RC tal y como <e

fue compiladopor Wiebel [53]. Como el espectrocaemuy rápidamente,se <e
ha multiplicadopor E2-”5 con el fin de revelar pequeñasestructuras.Estas <e
estructuraspodríandebersea efectosexperimentaleso bien serun indicio de <e
diferentesregímenesde produccióno propagaciónde los RC. Las medidasque u>
sehan recogidoprocedende satélites,globos, redesde detectoresen tierra y <e
un detectorde luz de fluorescencia(el llamado Ojo de Mosca). ‘e

te
Podemosdividir todo el rangode energíasen tresregiones: <e

<e
3En temas relacionados con la interacción entre la RC y la atmósfera, es habitual te

expresar la altitud sobre el nivel del mar en términos del espesoratmosférico que queda te
por encima. ‘e

<e
<e
te
u>
u>
<e
u
u
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Figura 2.1: Espectrodiferencial

en tierra (de [53]).
de todos los rayos cósmicosmedidopor detectores

i) Entre 10” y í0’~ eV, el flujo de RC (número de partículaspor
segundoe intervalode energía)sigue una ley de potencias:

dNAEY
dE

(2.1)

con un índice espectral‘y de 2.67±0.02[53].

u) En torno a 1015 eV, se produceun cambio en la pendiente. Entre
1016 and 1019 eV el espectrose ajustabien a una ley de potenciasde índice
espectral3.0. El origen de estecambiodependiente(generalmenteconocido
como la rodilla) esmuy discutido.

iii) A energíaspor encima de 1019 eV, el espectrose endurece,esto es,
su indice espectralcaea valoresentre2.4 y 2.5 (tal rasgodel espectroseha
venido en llamar el tobillo). Alrededorde los 1019 eV, los RC interaccionan
con la radiación de fondo de 2.7 K [54]. Se ha predicho la existencia de un
corte en el espectro, llamado de Greisen,decuyaexistenciano setiene aun
evidencia concluyente: sehan llegadoa registrarRC a energíasde 3.1020 eV
[55].
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Grupo Z ~~bo ‘y

H
He

medio
pesado

muy pesado

6
6

6-8
10-16
17-26

(10.91±0.32).102
(6.60±O.15).1t2
(286±0.06).102
(2.36+O.07).102
(2.52±0.05).102

2.75+0.02
2.62±0.02
2.67±0.02
2.62±0.02
2.60+0.03

espectrototal (25.35±0.05).1022.67+0.02

Tabla 2.1: Parámetrosdel ajuste, ~ (m2.s.sr.TeV/núcleo)a 1 TeV y ‘y, a
dN/dEs4oFÁYpara ROen el rango 10i9 0eV - 100 TeV, de Wiebel/53].

2.1.2 Composición química

Pordebajode los 100 GeV, los detectoresabordode satélitesnospermiten
medir el flujo primario fuera de la atmósferay resolverentre los distintos
elementos(en algunoscasoshastaentrediferentesisótopos). La composición
atómicade los RC resultaser muy parecidaa la del sistemasolar. Existen,
sin embargo,diferenciasmuy reveladoras. El Li, Be y B sonescasosen la
materiaordinariay, si se encuentranentre los RC, es tan sólo debido a la
ruptura de núcleospesadosen el espaciorecorrido desde las fuentes. Nos
permiten, por tanto, deducir la densidadde gasque han atravesado,que
resultaserdel ordende 4-5 g/cm2, así conio el tiempo que ha transcurrido
desdeque fueron creados.Si suponemosque la densidadde gas interestelar
estácerca de 1 átomo/cm3,el tiempo que se estimaestápróximo a 3.106
anos.

En el rangode 100 GeV a 100 TeV, nos apoyamosen medidasllevadas
a cabo en satélites y globos. La precisión es menor y sólo podemos obtener
espectros de grupos de elementos, como los recogidos en la tabla 2.1.

Es digno de mención que las medidasa bordo de los satélitesProton
[56] en los añossetentay, másrecientemente,en los globos de JACEE [57]
sugierenuna caídamásfuerte del espectroprotónico por encimade c’-’ 10
leV. Está energíaestáaproximadamentedosórdenesde magnitud (corres-
pondiendocon la masaatómicadel hierro) por debajode la rodilla, de forma
que ambos cambiosde pendientepodríanestarrelacionados.No obstante,
otros experimentoscon globos no confirman estaestructura[58] y el hecho
de que el espectrode muonesno exhibaningunadesviaciónarroja ciertas
dudas sobre su existencia.En la actualidadJACEE aportalos resultadosde
composiciónquímicaa las másaltasenergíaspor debajode la rodilla

Sólo técnicasindirectasque aprovechanlas propiedadesde los FAS son
aplicablesa la medidade la composiciónmás allá de la rodilla [59, 52, 51].
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e 2.1 Naturaleza y características de la radiación cósmica 63
e
e Los métodos que se han venido empleando sonesencialmentementecuatro:
• a) Fluctuaciones: Los nucleones constituyentes de los núcleos pesados
• seseparanen la primerainteracción,dando lugar a cascadasprácticamente
e coaxiales. En consecuencia, las propiedades de la cascada en el suelo fluctúan
e menos en los primariospesados,aunquela exactamagnituddeestadiferencia
e seaun temacontrovertido. Si aplicamosel sencillo modelo de superposición
e (MS, en el que se supone que una cascada iniciada por un núcleo de masa
• A y energíaE se comportacomo la sumade A cascadasde energíaE/A),
• obtenemos que las fluctuaciones en un núcleo de masa A son un factor 114
• menores que las de un protón. Sin embargo,mientraslas simulaciones[60]
• realizadascon el programaCORSIKA [61],y basadasen el modeloVENUS

• [62]de interacciones hadrónicas, indican que las fluctuacionesrealesson sólo
e 30% mayoresde los esperadocon el MS, los cálculos[63)basadosen el mo-
• delo de cuerdasgluón-quarksostienenque la diferencia es de casi un 200%.
• Debemos, además, tener en cuenta que, en la práctica, a las fluctuaciones
• intrínsecasse unen las de muestreo, puesto que nunca es posible registrar
• todas las partículas de la cascada en el suelo. Hasta el momento, los expe-

rimentosbasadosen fluctuacionesindican unacomposiciónmixta a energíase
e por encima de la rodilla [64,65, 66].b) Proporción de muonesa electrones: Las subcascadasde cascadas

iniciadas por núcleos pesados alcanzan el máximo de su desarrollo antes quee
aquellas iniciadas por núcleos ligeros. El resultado es que la componente elec-
tromagnética de la cascada se desvanece más rápidamente y pocos electrones
alcanzan el suelo. Por el contrario, los muones no son tan afectadospor lae
posición del máximo y eso convierte la relación NP/NC en un buen estimador
de la masadel primario. La medidade esteobservablese ve dificultadapor
el hecho de que los muones tienen una distribución lateral muy ancha y poco
densa, que obliga a diseñar campos de detectoresmuy extensos.Sólo en los
últimos añosse han construidodetectoresque hacenposiblela medidade la
distribución lateral [67, 68, 69].

e c) Posición del máximo de la cascada: La posición de Xmas se puede
determinardirectamentecon la ayudade la luz Cerenkovo de la decentelleo

e producidaspor las partículaselectromagnéticasde la cascada.Como hemos
• comentado,los núcleospesadosalcanzanel máximopor encimade los ligeros
• y la medida de <Xmax > nospermiteunaestimacióncrudade la composición
• química. La figura 2.2 [70] incluye todas la medidasrealizadasusandola luz
• Cerenkov. Tambiénmostramosen estafigura [71] los resultadosdel Ojo de
• Mosca, un experimentoque detectala luz de fluorescenciade las moléculas
• de nitrógeno excitadas por la cascada. Este método es muy sensibleperosólo
• puedeaplicarsea energíasde másde 1017 porquela luz de fluorescenciaes
• muy débil. Ambasseries de resultados se pueden interpretar como una tran-

e
e
e
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sición de composiciónpesadaa 1017 eV a composiciónpuramenteprotónica
a 1019 eV.
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Figura 2.2: Profundidad del máximo de la
de acuerdo con [70] y [71], dondese detallan
artículos.
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cascadafrente a energía primarza
los símboloscorrespondientesa los

d) Muonessubterráneos:Se hanconstruidodetectoresde muonesbajo
tierra (a profundidadesde miles de metros,correspondiendoa espesoresde
r~~100 kg/m

2) con el fin de registrartansólo los muonesde másde unoscientos
de TeV. Estos muonesprocedende la desintegraciónde mesonesgenerados
en las primerasetapasdel desarrollode la cascaday, en consecuencia,su
energíaestáestrechamenterelacionadacon la masay la energíapor nucleón
de la partículaincidente.Los primerosdetectoressubterráneosdatande los
añossesenta[72] y, a pesarde que últimamentese han instaladodetectores
aun mayores[73], los resultadossiguensiendoambiguos. Algunos de ellos
apuntanhacia un enriquecimientoen protones a 1015 eV, mientras otros
encajanperfectamentecon una composiciónsin cambiosen la región de la
rodilla.
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e
• 2.2 Cascadasatmosféricaselectromagnéticas
e
• Un electrón (positrón) o un rayo ‘y genera una cascada puramente elec-
• tromagnética por medio del bremsstrahlung y la producción de pares e±ca

• partir de un fotón. Consideremos un modelo enormemente simple de la casca-
• da electromagnética propuesto en [74]y [75].Un fotón de energía E0 recorre
• una distancia D antesdeantesde crearun par electrón-positrón.Cadauna
• de estaspartículaslleva consigoen mediala mitadde la energíainicial, viaja
• otradistanciaD, sufrebremsstrahlungy produceun fotón deenergíaprome-
• dio E0/4. El bremsstrahlung y la producción de pares siguen produciéndose
• hastaquese alcanzala energíacrítica E0 en la cualestosprocesossondomi-
• nados por, respectivamente, ionización y scattering Compton (E0=102 MeV
• en la atmósfera). La cascada alcanza su máximo desarrollo Xmúx cuando la
e energía promedio es E0. El número total de fotones y electrones Nmax viene

• dado por E0 dividido por E0 (Nmax 10 Eo(GeV)). Calculemosel número
e de distancias D necesario para alcanzar el máximo. A las energíasde interés,
• la longitud de radiaciónpor bremsstrahlunge es prácticamenteigual a la

de producción de pares (ambas en torno a 37 g/cm
2). Sea D la distancia

a la cual la probabilidadde ambosprocesoses 1/2. EntonesD es edn 2 y
el máximo se alcanza cuando se ha producido un númeroln(Eo/E

0)/ln 2 de
distanciasD, estoes, Xmax sigueunadependencialogarítmicacon la energíae
primariaXmax = ln(Eg/E0) longitudes de radiacion.

Simulaciones de MC detalladas [76]demuestran que el desarrollo longi-
tudinal promediose puedeaproximarcomo:

e
e Ne = o31 «1—15 ms) (2.2)
e _e
e siendo N~ el númerode electronesen la cascada(tamaño de la cascada);tía
e profundidad atmosférica en longitudes de radiación;
e

a: =1 E0 (2.3)
• Ec
e
• y s es la llamadaedadde la cascada:
e
e

5 1+~ (2.4)
e
e El parámetro de la edad crece de cero en el punto de primera interacción a 1
• en el máximo y 2 allí donde el número de partículas en la cascada es menor
e de una (ver figura 2.3).
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Figura 2.3: Desarrollo longludinal de una cascadapuramenteelectromagnética.
Las líneas diagonalesetiquetadasde 0.4 a 1.2 indican posicionesde edad constante.
Los númerosdel 6 al 24 junto a cada curva correspondenal In Fo/E0.

La teoría de cascadaelectromagnéticasnos proporcionauna expresión
parala distribuciónlateral promedio[54]:

p(r) = Nef (~,~) (2.5)

siendo rM el radio de Moliére de scatteringmúltiple (79 m a nivel del mar,
106 m a 2200 m de altura), r es la distanciaperpendicularal ejede la cascada
y la funciónf puedeexpresarse[70]:

[‘(4.5 — s)( j8-2 (í + j¿) ~ 2-wF(s)F(4.5— 2s) (2.6)

1 (radiarían len gths)

La expresión p(r) seconocecomola funciónNKG (Nishimura-Kamata-Greisen).
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e
e 2.3 Cascadasatmosféricashadrónicas
e
e Al entrar en la atmósfera terrestre, el hadróncósmicochocacon un núcleo
e del airey produceunacascadadehadronesy leptonessecundarios,la cascada
e hadrónica. Estacascadaes, hasta cierto punto, una simple superposición de
• cascadaselectromagnéticas(EM) individuales,puestoque el core hadrónico
• de la cascada produce continuamente ir0 que dan lugar a subcascadasEM
• hastaaproximadamenteel máximo. El crecimientoy la posición de este
• máximo están, no obstante, fuertemente ligados a los detallesde la interac-
• ción hadrónicay a la naturalezade la partículaprimaria.
• La profundidad de la primera interaccióndependede la longitud de in-

teracciónhadrónica,que es unos 70 g/cm2 paraprotonesy unos 15 g/cm2
paranúcleosde hierro a energíasdel PeV. Centrémonosen primer lugar en

• la cascada protónica.
• En una colisión p-airea estasenergías,la partículaincidentepierdeen

media la mitad de su energía. En la mayor parte de los casos, se puede
identificar el primario tras el choque. Se le llamaentoncespartículaprincipal.
Estafracción de energíaperdida,que seusaparaformar nuevaspartículas,
se suelellamar inelasticidad,K:e

e
e K= E

0 E2

+ M~ (2.7)e
• siendo E0 la energíaincidente,E2 la energíade la partículaprincipaldespués
• de la colisión y M~ la energíadel blancoen función de su masa. La mayor
• parte de las partículas secundarias son piones. Partículasir

0, ii~~ y iC son
• producidasen aproximadamentelas mismascantidades.Los ir0 se desinte-

gran inmediatamente (vida media 1.78.10—16 s) en dos ‘y que generan sendas
• cascadasEM.e
e Los it y iC siguen colisionando con otros núcleos del aire y produciendo
e

partículas secundarias o bien se desintegran en muones. La mayoría de las
partículassecundariasen una colisión ir-aire sontambiénpiones.

Los nucleonesy pionescargadossecundariosque tienenla energíasufi-
ciente siguenmultiplicándoseen sucesivasgeneracionesde colisionesnuclea-

e
res hasta que la energía por partícula cae por debajo de la mínima para la

• producción de piones, o sea, del orden de 1 GeV. Los piones cargadostambién
• sedesintegrande acuerdocon las siguientesreacciones:
e

7< —*jft-i-v,, (2.8)

• 7 —* ¡E + 17,,~ (2.9)

e
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Figura 2.4: Diagra- u>
ma esquematizado del u>
desarrollo de una cas- u
cada hadrónica en la <e
atmósfera(de [77]). u>
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te
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convida media2.55.10—8s. Los muonesapenassufreninteraccioneshadrónicas u>
y sólo son frenadospor ionización. Decaenconformea las reacciones: u>

(2.10) u>
(2.11) ‘e

te
de vida media 2.2.10—6 en sus sistemasde referencia. Parael observador ‘e
externo,su vida mediaes, en cambio,2.210~. Sólo aquellosmuonesque ‘e
tienenfactoresdeLorentz ‘y >20sobrevivenal vuelodesdelas capasmásaltas ‘e
de la atmósferadonde son habitualmente producidos. Por consiguiente,los ‘e
muonesde más alta energíaproporcionanun buen métodode estudiode la ‘e
componentehadrónicade la cascaday de laspropiedadesdel RC primario. ‘e

El core hadrónicogobiernael desarrollode la componenteEM hastael te
momento en que no son posiblesmás interacciones(energíamedia de los ‘e
hadronesr- 1 GeV) y se dejan de producir ir0. En conjunto, la posición ‘e
del máximo dependede tresfactores.En primer lugar, las seccioneseficaces <e

u>mcl mcl - -inelásticas~p—Air y ~;Áir que determinanla distanciaque recorreel hadron
entrecolisiones sucesivas. En segundolugar, la elasticidadtal y como la ‘e
hemosdefinido. TantoK comogZflÚí tienenunadependenciamuy débil con la ‘e
energía.El tercerfactoresla multiplicidad,estoes, el númerode secundarios ‘e
producidosen los choques. Bajo la hipótesis de escalado de Feynman, la ‘e
multiplicidad n vendríadadapor: <e

‘e
n oc InE (2.12) te

u>
Sin embargo,la mayoría de los modeloshadrónicosviolan estahipótesisa ‘e
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ee más rápida, entre E~ y E. A pesarde quelos experimentosenaceleradores
• muestranque el escaladode Feynmanse viola en la región central (gran
e momento transversal,P1), es aún incierto si tambiénhay violación en la
e región de fragmentación (pequeño Pi). La violación del escalado de Feynman
• acelera el desarrollo de la cascada, reduciendo Xmax.
• Los núcleosprimarios se suelen fragmentaren la primera interacción,
• dando lugar a un cierto númerode cascadashadrónicas.Las colisionesson
• normalmente periféricas. Sólo unos cuantos nucleones interaccionan y produ-
• cen una cascada de piones, pero el núcleo residual queda en estado excitado
• y generalmente acaba por desintegrarse. Hasta cierto punto, un núcleo de
e númeroatómicoA y energíaE0 secomportacomo lasuperposicióndeA cas-
e cadas de energía primaria Eo/A. Esta hipótesis constituye el llamado modelo
• de superposición,que nos permite predecir el comportamiento de algunas
• de las propiedadesde la cascadade forma sencilla. Como los protonestie-
• ne longitudes de interacción más largas que los núcleos de hierro, sufren la

primera interaccióna más profundidad. Además,segúnel modelo de su-
perposición,las A subcascadasque resultande la fragmentacióndel núcleo

• primario tendránXmas menoresque para protonesprimariosdebido a su
menor energía. Las fluctuaciones de las subcascadassecompensarány, co-

e mo consecuencia, los núcleospesadosexhibirándistribucionesde Xmax con

menosfluctuaciones.e
e
• 2.4 Muones en cascadasatmosféricas
e
e La formadel espectrodemuonesestáligadaa la probabilidad de desintegra-

• ción de pionesy kaones. A su vez, esta probabilidad depende de la energía”
• del ir y del K, del espaciodisponibleparala desintegracióndel muónentreel
• punto de produccióny el suelo, y de la densidadde la atmósferaa la altura
• de producción,dadoque éstadeterminala probabilidad de que el ir y el K
e interaccionenen lugarde desintegrarse.A energíasde menosde 100 GeV, la
e desintegraciónes másprobabley el espectrode pi resultantetiene la forma

del espectrode RC primarios. En cambio,los ir y K suelendesintegrarsepor
e encimade los 100 GeV y el espectrode ji caeconunapotenciade la energía.

En general,los montajesexperimentalessondistintosen estosdos rangos
e energéticos. Mientras los pi de alta energíasuelenmedirsecon detectores

subterráneosa gran profundidad,bajo espesoresde materiadel orden de
1000-4000g/cm

2, los detectorescon los que se estudianlos pi de bajaenergíae
e (en torno a 1 GeV) suelenenterrarsebajoapenasunosmetrosde tierra. Este
• “La longitud de desintegraciónes cry, siendo y el factorde dilatacióntemporalrelati-

• vista y w la vida mediade la partículaen el sistemade referenciaen reposo.
e
e
e
e
e
e
e
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Figura 2.5: Comparaciónde las distribucioneslaterales de muonesy electrones.
El trazo continuorepresentala densidadde electrones.El discontinuorepresenta
la de muonesmultiplicada por un factor io~ (de [75]).

espesorbastaparaabsorberla componentehadrónica,electrónicay de rayos
‘y.

La distribución lateralde muonesen tierra es más planaque la de elec-
trones (ver figura 2.5). Se ha encontradoun buen ajuste[54]a:

p,1(r) = 18<o~5 + 320) (Nr) 0.75 (muones/m
2)

(2.13)

Por lo general,hayde 50 a 100 vecesmenosmuonesqueelectronescercadel
eje de la cascada,pero la distribución menosempinadalos convierteen la
componentedominantea distanciasdel ordende 1 km. Estoesdeterminante
en el diseñoexperimental,porquehace que el muestreode la componente
muónicano hayadesertanfino comoel de la electrónica.En contrapartida,
como la densidadde p’s es baja, los contadoresdeben tenercerca de 10
vecesmás superficieque los de electrones,si se quiereque los fluctuaciones
poissonianasseansemejantes.
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e
• 2.5 Radiación Cerenkov en las cascadas
e
• La radiación Cerenkov que emiten las partículas cargadas de la casca-
e da atmosférica da lugar a un frente de fotones que acompaña al frente de
• partículas.El ángulode emisión crececon la profundidadatmosférica.Con-
• forme descendemos, el punto de incidencia de los fotones en el suelose aleja
e inicialmente del eje de la cascada hasta una distancia de n-’ 110 m (a 15 km
• de altura de emisión) y, a continuación, invierte el sentido del movimiento y
• vuelve hacia el eje dando lugar a la forma característica de la distribución la-
• teral de luz que se refleja en la figura 2.6b. El scattering múltiple ensancha el
• pico alrededor de los 110 mde distancia al eje (habitualmenteconocidocomo
• la joroba o humpde la distribución lateral) pero no lo borra por completo (fi-
• gura 2.6c). El humpes un rasgodistintivo de las cascadasiniciadaspor rayos
• ‘y frente a las iniciadaspor hadronesparalas que el momentotransversode
• las interaccioneshadrónicascolaboracon el scatteringmúltiple parahacerlo
• prácticamenteinvisible
e
e
e
e
e
e
e 4.,

• u,

e QJ

o
oe -c
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e
e
e
e
e l5Ome
• Figura 2.6: a) EmisiónCerenkovde una cascadaa varias alturas, mostrandoel
e cambio en el ángulo de emisión con el índice de refracción; b) Densidadde luz
• resultante en ausenciade scattering múltiple; c) Densidad de luz asumiendoun
• scatteringrealista (de /75]).
e
e
e La distribución lateral de luz depende del desarrollo longitudinal de la
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cascada.Hay un gran númerode electronesque superanel umbralde pro- u>
ducciónCerenkov. Una relaciónsencillaentreel númerode electronesque ‘e
emiten radiación y el número total de electrones en el máximo vendría dada ‘e
por: <e

te
~ + 30 (2.14)N(> Emin) = Emin U>

con Emin en MeVy siendo N~ el númerototal deelectrones.ParaEmin=2l <e

MeV, cercadel 50% de los electronesradian. El flujo total de luz en el nivel <e
de observacióncb(E

0) esproporcionala la longitud total recorridapor todos ‘e
los electronesde la cascadacon energíassuperioresa Emin Esto nos sirve <e
paraestimarla energíaprimaria. Puedeprobarse[78]que, de formabastante ‘e
aproximada: ‘eu

/tobs <e
b(E0) P(Xmax)J NC(EO, É) dt (2.15) u>

siendo teu>

L
Eo dN ‘e

C]’jXmox) = mul d G(E,Xmcvr) dE (2.16) u>

<e
y G(E,XmaX) el espectronormalizadode energíade los electronesen el máximo. ‘e
Como consecuencia,el flujo total de luz es proporcionala la integral de la ‘e
curvade la cascadapor encimadel nivel de observación. u>

Simulacionesde MC muestranque la pendientede la distribución lateral ‘e
de luz p(r) esunamedidade la distanciaaXmax [79]. La funciónp(r) hasido u>
parametrizadade múltiples formas. El grupo de Durham aplica la función ‘e
[80]: ‘e

<e
p(r) = K(r + ro<

0 (2.17) ‘e
siendor

0=5O m y 1< a <4, demostrandoque cx estácorrelacionadocon la <e
distanciaHm al máximo. De forma alternativa,otros grupos[81] usanuna <e
ley exponencial: ‘e

te
p(r) = Ke~br (2.18) <e

‘e
o un parámetro[82, 83]: <e

Q(r2) te
M(ri,r2) = Q(r2) (2.19) u>

u>
comomedidade la pendientede la distribución. Los parámetrosb y M(ri, r2) u>
tambiénestánrelacionadoscon Hm. te
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e
e 2.6 Simulación por Monte Carlo de EAS
e
• La simulaciónde la cascadaen la atmósferase ha realizadocon el código
• CORSIKA [61] (versión4.50)desarrolladopor el grupode Berre-Bordeaux-

e Karlsruhe para el experimentoKASCADE [84]. CORSIKA (Cosmic Ray
e Slmulationsfor NAscade)estudiala evoluciónde las cascadasatmosféricas
• iniciadas por gammas, protones o núcleos hasta energías de 1017 eV.
• El programa reconoce16 partículaselementales(‘y, e±, ~±, K~¡L~ K±,
e p, n, i~ and11) y núcleoshastaA=56. Todasestaspartículasse siguena lo
• largo de la atmósferamientrasinteraccionan,se aniquilano sedesintegran
• produciendopartículassecundarias.Algunas partículasde vida cortacomo
• el p, E o el A sólo se consideran como etapas intermedias de la producción
• de partículas sin aparecer como partículasexplícitasen las cascada. Los
• neutrinos procedentes de la desintegración del ir, pi o K se descartan. Los
• piones neutros se desintegran inmediatamente en fotones ‘y debido a su vi-
• da mediaextremadamentecorta. Los muonesse transportansin colisiones
• nucleares.Si setiene en cuentala desintegraciónen electrones(positrones)

y el scatteringmúltiple de Coulomb.Los hadronescargados,en cambio,no
sufrenestescattering.Los neutronessesuponenestables.Y, apartede todo

e esto,se tienesiempreen cuentala pérdidacontinuade energíaque sufrenla
e
e partículascargadaspor ionizacióndel aire y la deflexión que causael campomagnéticoterrestre.

Lascoordenadasde CORSJKAsedefinenrespectoaun sistemacartesiano
cuyo eje X positivo apuntaal norte magnético,el Y positivo al oestey el Z
haciaarriba. Su origen sesitúa a nivel del mar.

La atmósferaconsisteen N2, 02 y Ar en fraccionesde volumen de 78.1%,
21.0% y 0.9%respectivamente.La variaciónde la densidadcon la altura se

e
parametrizasiguiendoa J. Linsley, de acuerdocon la atmósferaamericana
estándar. Este modelo toma una atmósferadividida en 5 capas. En las 4
inferiores,la densidadsigueunadependenciaexponencialcon la altura. En la

• quintacapa,el espesordecrecelinealmente.El límite superiorvienedefinido
• por la alturaa la que la profundidadatmosféricat(h) se anula(h=112.8km).

En este trabajo se ha usadola opción de CORSIKA que producedos

e ficherosde salidapor cadacascadasimulada,uno queguardala información
de las partículasque llegan al nivel de observación,y otro que almacenalos

e datos sobrelos fotonesCerenkovproducidosen el desarrollodel EAS. El
• corte en energíasfue fijado a 3 MeV parafotones ‘y y electrones.
• Con vistasa estudiarla evoluciónde las cascadasen la atmósfera,desde

e la versión4.068 el programaofrece la posibilidad de conservarinformación
• sobrelos desarrolloslongitudinalesde electronesy muones,así comolas dis-
• tribuciones lateralesde electrones,gammas,muonesy luz Cerenkov en el
e
e
e
e
e
e
e
e
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te
te

suelo. Estasdistribucionesse guardanen los ficheros habitualesde salida, u>
Se analizanlos desarrolloslongitudinalesy se extraela posicióndel máximo <e
de la cascada. La distribución lateral de luz Cerenkovpuedeajustarsea u>
funcionesexponencialesen distintosintervalosradialesasi como las de ‘y’s y ‘e
electronestambiénpuedenadaptarseavariasparametrizacionessugeridasen ‘e
la literatura,comola deD.J.va derWalt [85],LPU [86]y NKG (ver capitulo u>
2). u>

te

2.6.1 Interacciones electromagnéticas u,
u>

El código EGS4 [87]está incorporado en el programa parasimularla parte <e
electromagnéticade la cascada.EGS4trata, en el caso deelectronesy posi- te
trones, la aniquilación,el bremsstrahlungy los scatteringBhabha,M0ller y ‘e
múltiple (siguiendo la teoría de Moliére). Los rayos ‘y pueden sufrir scatte- te
ring Compton,producciónde parese±ey reaccionesfotoeléctricas.Se han ‘e
añadidola produccióndirectade pares y la reacciónfotonuclearcon U>
protonesy neutronesdel aire. A pesarde sus reducidasseccioneseficaces, <e
estasreaccionessonesencialesen la producciónde muonesen cascadasini- ‘e
ciadaspor rayos ‘y. Se ha implementadotambiénla dependenciabarométrica ‘e
de la densidaddel aire en el seguimientode las partículas. ‘e

‘e
te

2.6.2 Interacciones hadrénicas u>

Las interaccionesdébileso electromagnéticasde la cascadase puedensí- ‘e
mular de forma precisa.Las hadrónicas,en cambio,sonaún objeto de gran <e
controversia.Los colisionadoresp~ nosdan informaciónsobreseccionesefi- ‘e
cacesinelásticasy producciónde partículashastaenergíasde CM de 1.8 TeV ‘e
(correspondiendoa El~b de unprotónincidentede 1.8PeV). Los experimentos <e
con ionespesadossólo alcanzanEí0b rs~ 200 0eV/nucleón. Perocasiningún <e
experimentoregistrapartículasemitidashaciadelantey sonestaspartículas ‘e
las que llevan casi toda la energíahadrónicaen una cascada.Además, los <e

u>
cálculosexactosbasadosen la QCD no sonviables,porquees ésteun domi- u>
nio en el que la QCDperturbativa no es aplicable: nos encontramos frente
a interacciones blandas,en las que se produceun escasointercambiode PT <e
Por eso en los últimos años se ha venido utilizando un gran número de inte- ‘e
raccioneshadrónicasbasadasen resultadosexperimentales.Se han realizado <e
extrapolacionesa altasenergías,pequeñosángulosy colisionesnúcleo-núcleo u>
con distintosgradosde sofisticación. <e

CORSIKA 4.50 disponede ciertasopcionesparasimular las interacciones <e
hadrónicasen la cascadaatmosférica. A ECM > 10 GeV, se pueden elegir u>
entredosmodelos:el modelodual de partonesDPM [88] y el modeloVENUS u>

te
<e
u
u
te
‘e
u
u>
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2.6 Simulación por Monte Carlo de EAS 75

e
• [62]. VENUS sebasaen la teoríade Gribov-Reggey describelas interacciones
• blandasmedianteel intercambiode uno o máspomerones.Las reacciones
• inelásticasse simulancortandopomeronesy creandodos cuerdas de color por
• pomerón, que luego se fragmentan en hadrones sin color. El DPMextrapola
• datosexperimentalesde bajasa altasenergíasy de protonesa núcleoscon
• ideas teóricas muy simples. Los núcleos se tratan como superposición de
• nucleones libres. Estos y algunos otros modelos han sido comparados en [89].
• A ECM < 10 GeV, CORSJKApermite elegir entre el modeloisobaro [90],
• en el cual las colisiones hadrón-núcleo se aproximan como hadrón-nucleón, y
• el más detallado modelo GHEISHA [91].
• En este trabajo, hemos adoptado siempre GHEJSHAa bajas energías.
• Por encima de 10 0eV, hemos simulado las cascadas iniciadas por rayos ‘y

y protones con el DPMy aquellas iniciadas por núcleos de helio, oxígeno
y hierro con VENUS. CORSIKAofrece varias opciones para afinar los mo-

• delos hadrónicos. En esta simulación, nos hemos decidido por los valores
por defecto, o sea, que los nucleones blanco que sufren una colisión se han

• generado con la distribución de probabilidad de Glauber; se ha permitido el
intercambio de carga en la partícula incidente; la rapidity fue simulada de
la misma forma en ir0 y piones cargados; y se ha supuesto la fragmentación
total del núcleo primario.e

e
e 2.6.3 Luz Cerenkov

La producción de luz Cerenkov está incluida en el CORSIKA 4.50 como
una opción estándar (el procedimiento exacto viene descrito en detalle en

e [92, 77]). Los fotones Cerenkov son simulados en el rango de 300 a 500
de acuerdo con las fórmulas (2.5).

e
Debido al gran número de fotones que se producen en la cascada, es

imposible generarlosy seguirlostodos de forma individual. Se recurrea
• juntarlos en gruposcon un punto y un ángulode emisión comunesque se

tratan como un solo fotón. Para reducir el tiempo de cálculo, el tamaño
de estos grupos se reduce con la energía incidente, siempre manteniendo un
limite superior dependiente de E

0 que minimice las fluctuaciones artificiales
debidas al agrupamiento[77, 93].

e
e
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Capítulo 3
e

Estructura de las fluctuaciones
e
• angularese
e
e
• Las distribucioneslateralesde partículascargadasy fotonessecundarios

en el nivel de observaciónpuedenparametrizarsemediantela fórmulaNKG,
• vista en (2.5), la cual, por comodidad,sereproduce
e

Pe(T) = (r/rM)~2 (1 + r/rM)~45 (3.1)

F(4.5— s)e O(s) 2 ir F(s)E(4.5 — 2s)

• = j 2irrpe(r)dr

e
• dondes es elparámetrode la edady rM esel radiode Moliere1. El parámetro
• s, que serelacionacon la pendientede ladistribuciónlateral,representael es-
• tadode evoluciónde la cascada.Suvalor estanto mayorcuantomásalejado
• del nivel de observaciónseencuentreel máximo del desarrollolongitudinal.
• En todaslas situaciones,la dependenciacon el ángulopolar de las distribu-
• cioneslateralesen el áreade detecciónsólo intervienede manerageométrica
• debidoa la posibleinclinación del eje de la cascada,situaciónque no apor-
• ta novedadesesenciales.Cuandoel ángulode incidenciaes nulo no existe
• dependenciaalgunade la densidadcon el ángulopolar, considerándoselas
• distribucionesangularmenteuniformes.
• Estemodelode parametrizaciónque,en el fondo,describela llamadacas-
• cada media, debeserentendidocomo un modelode regresióna la NKG, lo
e _________________

• ‘Parala altitud sobreel nivel del mar a la queseencuentrael detectorHEGRA[77] su
• valor es 106 m comose mencionéen ~2.2.

e
• 77
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78 Estructurade las fluctuacionesangulares
u

cual suponeque las posiblesfluctuacionesque se puedanencontrarcon res- e
pectoa estecomportamientomedio debenserpuramentealeatoriasy gaus-
sianas,es decir,debetratarsede un ruido sin correlacióno ruido blancocuya
descripciónprobabilísticaseaNormal. En términosde la PSD estosignifica e
que P(k) esunaconstante,y por tanto independientede k. Por todoello, el
modelo de la cascadamediaconsiderapor hipótesisque e

e
pe(r, O) = pe(r) + w(r, 0) (3.2)

u
dondew(r, O) esun ruido blancogaussianocon valor medionulo < w(r, O) >= e
O. Si bien existeuna dependenciacon el parámetrode la edads en este
esquema,esto no altera en absoluto la uniformidad angularque posee la e
distribuciónNKG. Parar fijo tenemospor tanto un modelo de regresiónde e
mediaconstanteo uniparamétrico.

En este trabajose poneen cuestiónla validezde la hipótesissimplifica-
dora de uniformidad angularque reducelas fluctuacionesa un mero ruido e
blancopresumiblementede tipogaussiano.Veremosqueun estudiodetallado e
de las fluctuaciones2que se observanen la distribuciónangulardepartículas e
secundariasde un EAS muestraunaestructuracomplejaque no tiene ex- e
plicación en el marco del modelo de cascadamedia[95, 96]. Más aún, las
leyesde escalasatisfechaspor los datosen la formaen que se vana disponer
apuntanhaciaunadescripciónen términosde multifractales,permitiendode
estemodo que la complejidadpuestaen evidencia,puedasermodelizadade
una manerarelativamentesimple[96]. U

e
e
re
e
e
e
e
e
e
e
re
re
u
e
e

2E1 análisis de las fluctuacionespresentesen datosexperimentaleses unatécnicausa- U
da por muchos autoresparadestacarla complejidadpresenteen los sistemasobjeto de U
estudio[94]. e

e
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Figura 3.1: Partz’culas secundariasen el plano de observaciónpara un área de
4.104m2 con el core situadoen el centro geométrico. Las imágenescorrespondena
dosprotonesy dos fotonesprimarios de 10 TeVde energía.
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80 Estructurade las fluctuacionesangulares U
U
u

3.1 Representaciónunidimensional de los su- U
cesossimulados

e
Los sucesossimuladoscon el Monte Carlo CORSIKA 4.50 consistenen el

registrode todaslaspartículassecundariassupervivientesen el desarrollolon-
gitudinal de la cascadaatmosférica.La informacióncontenidaen los ficheros
de salidaincluyeel tipo departículay suposiciónen coordenadascartesianas
respectoal core,consideradocomo origende unsistemacartesianode coorde-
nadas.

La figura 3.1 muestra
el aspectoque ofrece
la distribución lateral

15000

de e~+ y paraun su-
ceso de tipo electro-

¡0000 magnético(a) y otro
de tipo hadrónico(b).
La presenciade mho-
mogeneidadeso gru-

mes de partículasse-
0

cundariasde gran in-
tensidad es caracte-
ristico de los suce-
sos hadronicos,aun-
que también se pre-
sentanen menorme-
dida en los electro-

0

¡‘rotan l0TeV y{+,n) magnéticos~.
El estudio de las

fluctuaciones en la
Figura 3.2: Región del plano de observacióndonde se densidadde particu-
situan los sectoresen análisis lejano sobre los que se rea- las paralas distribu-
liza la medidadel númerode partículas. Por simplicidad, ciones bidimensiona-
sólo se representahasta64 sectores. les de datos es una

tarea compleja, pues
ha de tenerseen cuenta que debemosextraer del comportamientome-
dio, es decir, de la NKG, la fluctuación correspondientea la posición
considerada. Una vez obtenido el campo bidimensional de fluctuacio-
nes w(r, O) hay que analizar su estructurade correlación y la distribu-
___________________ U

3Diversos autoreshan observadoasimismofluctuacionesde naturalezano estadística
en la luz Cerenkovemitida por el EAS ensu desarrollo[97].
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ción de probabilidadasociada. Estas tareasmínimas en la caracteriza-
ción estadísticade los sucesosconllevan operacionesde gran complejidad
en el caso bidimensional. Todo esto nos lleva a intentar representaruni-
dimensionalmentelas fluctuacionescon objeto de simplificar en lo posible
el análisissin perder las característicasesencialesdel sucesorepresentado.

de partículaspara dos sucesosde
numero medio de partículas reco-

entre los radios interior y exterior ~ y ~ de la

Vamos a tomar
una corona circular
centradaen el core,
la cual se dividirá
en sectoresigualesen
los que contaremosel
númerode partículas
que han llegado pro-
cedentesdel EAS ge-
nerado por un ra-
yo cósmico prima-
rio [98]. De es-
te modo cada su-
ceso individual que-
da representadopor
un conjunto de N
(número de sectores)
datos que represen-
tan la distribución
angularde partículas
secundariasparadis-
tancias promediadas

corona. La coronano
deberáestardemasiadoalejadadel coreparaque puedacontenerun número
suficiente de partículasy reducir la contribuciónde las fluctuacionespois-
sonianas4. Tampocodebe estarmuy próxima, en principio, debido a que
en las proximidadesdel core es donde llegan la mayoría de las partículas,
segunla NKG, y por tanto las fluctuacionespodríanenmascararseen un
fondo de señaldemasiadoalto5. Teniendoen cuentalos tamañosde las

4Existen otras razonespara considerarcoronasalejadasdel core. Un exámende las
distribucionesbidimensionalesrevelaque los grumos seencuentrancon mayorfrecuencia
en las zonasalejadasdel core debidoposiblementea que,en los sucesoshadrónicos,sonel
resultadode la superposiciónde subcascadaselectromagnéticasproducidaspor los A se-
cundariosen la primerainteracciónconla atmósfera,los cualespresentanunacomponente
no nula de momentoen la direccióntransversalal eje de la cascadaP~.

5Esteargumento,como despuésse verá,no resultacierto yaque seencuentraun com-
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82 Estructura de las fluctuaciones angulares

cascadas,que vienen impuestospor la energíade las mismasy por Xmax
(~2.1.2), se ha elegidotomar coronasde radios r~ = 50 m y r61t = 100 m

las cualesse van a dividir en 2~ sectores. Al análisis efectuadotomando
estascoronaslo llamaremosanálisis lejano. Mas adelanterealizaremoslos
cálculossobrecoronaspróximasal core paracompletarestetrabajo deno-
minando a tal operaciónanálisis cercano. La figura 3.2 muestrael área
elegidapara representarlos sucesosen el análisis lejano, la cual se divi-
de solo en 64 sectoresiguales por cuestionesprácticasde representacion.

Por las razones U
expuestasmás arri- U
ba, la distribución U

u ~~-ft
2Y-. — p~oton~ 4OTaV Up’oton~ SOT~V

angularseesperaque
atona 1OTtV sea aproximadamen- U

102

te constante con el U
10 ángulopolar (o equi- U

2 0 2 4 6 10 valentementecon la U
Dedanons

variable discreta o

índice que represente U
a cadasector) acom- Upañadade las siem- U

10 pre presentes fluc- U

¡ 1 0 1 2 3 4 tuaciones cuya es- U
Dev¿at¿ons U

tructura nos propo-
nemos estudiar. La

Figura 3.4: Desviacionesrespectodel valor medio en la figura 3.3 muestra
coronapara diversos tipos de primarios, las distribucionesde

partículasparaanálisis
lejano correspondientesa dos sucesosque poseenun número medio de U

U
partículassimilar, un protón primario de 40 TeV y a un fotón de 20 leV U
de energía,ambosen incidenciavertical. En el ejemplo elegido sepone de U
manifiestoquelos protonespresentanfluctuacionesmuchomasacusadasque U
los fotones. Los picos altos puedencorrespondera los grumos detectados U
en los diagramasbidimensionales.Este comportamientono esexcepcional, re
pudiendoafirmarseque para sucesosde uno u otro tipo de primario y de la re
mismaenergía,los protonespresentancon unafrecuenciamuchomayor que U
los fotonesfluctuacionesque puedencatalogarsede violentaso si se prefiere, re
excesivamentepositivasrespectode la mediadel suceso.La afirmaciónante- U

portamientosimilar de las fluctuacionesen regionescercanasal core aunquecon impor- U
taimes matizaciones. Además,en la referencia [98] puedeencontrarseun estudio que U
podríamosconsiderarcomo preliminar en el que se analizan las fluctuacionesen zonas U
extremadamenteproximas. U

U
U
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U
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U
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rior esfácilmentecuantificablehistogramandolas desviacionessectora sector
respectodel valor constanteesperadoparacadasucesorealizandoademás
estaoperaciónsucesoa suceso. La figura 3.4 muestrala distribuciónde las
desviacionesrespectodel valor medio para protonesy fotonesponiendode
manifiesto en primer lugar la no gaussianidadde estasy en segundolugar
la presencia,más acusadaen los protonesque en los fotones,de colas hacia
el lado de las desviacionespositivascuyanaturalezanos proponemosexpli-
car. Aunquecabela dudarazonableacercade si estascolastienenun origen
poissoniano,masadelantese mostraráque variandola resolución,es decir el
númerode sectorespor corona,dichascolassiguenapareciendo,pudiéndose
afirmar que setrata de un efecto intrínsecoal procesomultiplicativo que ge-
nera los sucesosy relacionadocon una propiedadde invarianciade escala,
característicade los procesoscon propiedadesfractales.

3.2 Librería de sucesossimulados

Pararealizarel estudiode las fluctuacionesse ha generadouna librería
de sucesoscuyascaracterísticasse resumenen la tabla 3.1. Debemosha-

Database Tipo de
Primario

Energía
(TeV)

Númerode
Sucesos

200p60 60 200
266p50 50 266
5SOp4O protón 40 589
409p30 30 409
500p2O 20 500
500pl0 10 500
l34y60 60 134
170y50 50 170
200’y’IO y 40 200
200’y30 30 200
384y20 20 384
591-40 10 591

Tabla 3.1: Composiciónde la librería generada,clasificada por energía del rayo
cósmicoprzmano. Para todos los casos, la incidenciaes vertical, es decir, bajo un
ángulo azimutal de 900.

cer en estemomentoalgunasconsideracionesa propósitode la librería. En
primer lugar, hay que recordarque los sucesosse han generadoutilizando
el código CORSIKA 4.50, el cual permite la simulación de EAS teniendo
como parámetrode entrada,entre otros, la energíadel rayo cósmicopri-
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84 Estructurade las fluctuacionesangulares

mario que va a dar origen a la cascadaatmosférica. Debido a la enorme
dispersiónque presentala posición del máximo desarrollode la cascada,a
energíafija del primario, sucesosprovenientesde primariosde similar energía
y restantescaracterísticasidénticaspuedendar lugar a EAS de tamañomuy
diferente[99, 77]. Esto traecomoconsecuenciael que existagran dispersión
en el valor medio del númerode partículasen la coronaparasucesospro-
venientesdel mismo tipo de primariocon la misma energía. En la práctica,
esto puedeintroducir en nuestro análisisunasfluctuacionesde colectividad
quesesuperponena lasexistentesen cadasucesoindividual. Porello, se han
clasificadolos sucesosgeneradospor el tipo de primarioy por el númerode
partiz culasque handejadoen la corona. Una razónde pesoque puedeadu-
cirse en apoyode tal clasificaciónes quemientrasque la energíade un EAS
no puededeterminarsecon precisión,la estimacióndel numerode partículas
esrelativamentesencilla. La tabla3.2 resumeestaclasificaciónconsiderando
bines de 2500 partículasde amplituden los que se agrupanlos sucesosde
energíaarbitraria. El númerode bines consideradono agotatodos los su-
cesosgenerados,quedandofuera del análisislos que dejanun gran número
de partículasen las coronas. La razónparahacerestoes que los sucesosde
esetipo sonescasosy su agrupamientodaríalugar a una muestrade dudoso
valor estadístico.

Database Primario 1V,,2
0-2500 706 553

2500-5000 572 408
5000-7500 450 324

protón 7500-10000 284 257
10000-12500 186 215
12500-15000 104 187
15000-17500 75 117

0-2500 514 349
2500-5000 359 323
5000-7500 201 204

‘y 7500-10000 161 129
10000-12500 110 101
12500-15000 119 108
15000-17500 79 67

Tabla 3.2: Característicasde la librería cuando los sucesosse clasifican por el
n~imero de partículas que dejan en la corona. AquíN~1 y N~2 son los numerasde
sucesosque han dejadoun mimerode partículassecundariasen las coronaslejana
y cercanarespectivamente,dentro del bin AN5.

Por otro lado, nos interesano solamenteel estudiode las fluctuacionesy
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3.2 Librería de sucesossimulados 85

e
e suestructurasino queentrenuestrosobjetivostambiénseencuentrael diseño
• de un posiblemétodode separaciónde los diferentesprimariosde la librería
O basadoprecisamenteen laspropiedadesmostradaspor las fluctuaciones.Por
e estarazóny sabiendoque en astronomíade rayosgamma,la señalválida es
• la suministradapor los rayos‘y primariosy el ruido lo constituyefundamen-
• talmentelos protonesprimarios,se han generadocon preferenciaestosdos
O tipos de primario, ‘y y p.
• En todos los casosgenerados,el ángulode incidenciadel primario con
O respectoal plano del áreade observaciónes de ggO, aunqueestono supone
• restricción alguna en nuestro análisis debido a que para ángulosde mci-
e denciadistintos bastaconsiderarun planoperpendiculara la dirección de

incidenciaparaque nuestrasargumentacionescontinuensiendoválidas. Se
O trata, pues,de un problemageométrico. Paraun sucesocon dirección de
O incidenciano vertical, nuestracoronase deformaa una coronaelíptica a
O la que puedeaplicarseuna transformaciónadecuadapara conseguirpasar
O a una situación de incidenciavertical. La figura 3.5 muestraestosefectos
e geométricosen la representaciónunidimensionalde los sucesos. Sin perjui-
O cio de la generalidado de efectosesencialesal análisis que vamos a reali-
e

zar, se considerapor tanto como básico el caso de la incidencia vertical.
O

Finalmente se considera
• que el core estáperfectamen-

te determinadoy se sitila en

o el centrogeométricodel área
de detección o en otras pa-

o labras, las coronas, tanto en
o el análisis cercano como en
o el lejano, van a estar com-
e pletamentecontenidasdentro
e de dicha área. Sin embar-
o go en la realidadlos cores no
O estándeterminadoscon preci-
• sión infinita6 y puedenocupar
e la cualquierposición tanto den-
• tro comofueradel áreadede-
O tección. Aun en estassitua-
• ciones,bastarácon queuna porciónsignificativade las coronasseaaccesible
O parapoderefectuarnuestroanálisis.Consideraremosporsimplicidade igual-
O __________________

O 6En la siguientesecciónse discutirá brevementeel efecto que producela imprecisión

O en la determinacióndel core.

O
e

Figura3.5: Efectos geométricosderivadosde
inclinación del eje de la cascada.
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re

mentesin pérdidadegeneralidad,los casosmasfavorablesparael estudiode U
las fluctuaciones,es decir, aquellosen que la coronaen el llamadoanálisis re
lejano escompletamenteaccesibleparala medición. U

re
3.3 Análisis de la librería re

re
Cuandose trata de estudiarlas fluctuacionesque presentauna señales re

habitualpreguntarsepor el aspectoqueestapuedetomarcuandoserepiteel U
experimentoque dacomoresultadodichaseñal.Las diferentesrealizaciones

del experimentopuedenserbastantesimilares,diferenciandosetan soloen la U
forma fluctuanteque sesuperponea algunatendenciageneralizadamanifes- re
tadapor la señalque se observay que esconsideradala partesignificativa U
del fenómenoque seanaliza. Las fluctuacionessobrela tendenciaseconsi- re
deranruido sin correlaciónalgunade modo que no aportannadanuevo a
la modelizacionglobal que se realiza. Tal comportamientoes bien conocido U
y generalmentese aceptaque existeun modelo de regresiónque puedeen- re
cajar con los datosexperimentalesdel que se obtiene una forma funcional
parala tendencia,considerándoseel ruido residualcomo un resultadode la U
incertidumbredel procesode medicion. e

Si, por el contrario,las distintasrealizacionesde un experimentodan lu- re
garaseñalesdeaspectomuy diferenteentresí, no identificándoseclaramente U
tendenciaalguna,los modelosde regresiónsuelenfallar. En estoscasosde-
bemos hacer uso de la teoría de los procesosestocásticos,identificandola
señalcomouna realizaciónconcretade un procesocuyaspropiedadesdeben U
serencontradasparasu posteriormodelización.Las fluctuacionesya no pue- re
den serseparadas,como en el caso anterior, de un comportamientoglobal U
que describecompletamenteel experimento,puesellasguardanuna valiosa U
informaciónsobrela dinámicamismadel proceso. Puedenmostraruna es- U
tructuradecorrelaciónno trivial cuyo conocimientoresultaesencialparauna U
descripcióncompletadel sistemafísico sobreel queserealizael experimento. U
Por ello resultade capital importanciasaber si las fluctuacionespresentes U
en las señalesdisponiblestienen o no algunaestructurade correlación. Es, U
pues,necesarioencontrarun criterio claro que nos permitaelegir entrelas U
dosposibilidades. U

En los modelos de regresiónque se suelenproponer habitualmente,se U
consideraquela observaciónde la magnitudY, la cualsesuponedependiente U
de otraX y de un conjunto deparámetros/31,132,...,¡3n,puedemodelizarsede U
acuerdocon U

U
re

(3.3) U
re
U
U
re
U
U
U
U
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O
• . donde Y1 designauna observacióno valor concreto de la magnitud Y
O cuandola magnitudX tomael valor concretoX1. El términoc~ definea una
O variablealeatoriaque tiene las siguientespropiedades[30]:
O
O
0 2. Los í no estancorrelacionados,es decir,
O
0 - Cov(cí,et~r) < Ci, Ct—r >= O Vt, r ~ 0 (3.4)
e
0 3. Los Ci sedenominanerrores y provienende una distribuciónNormal.
O
O Las propiedadesanteriorespuedenadoptarunaformulaciónmásgenera-
O lista considerandola magnitud Y1 como variablealeatoria. En efecto, en el
O modelo de regresiónse verifica que:
e
• 1. <Y1 X1 >= f(Xí; ¡A, ¡%, ..., ¡%) (mediacondicional)
O
• • Var(Yj X1) = ~2 independientede X y de t
O

2. Cov(Yt,Yv<) =< (11 — f(Xí; f3~, i))(ltr — f(Xtr; fi~, i)) >= O
O 3. La distribución de Y1 condicionadaa iCí equivale a una distribución
0 Normal de media f(Xt;/3~,i = 1...n) y varianzaa

2
O
O En nuestrocaso, Y

1 representael númerode partículasen el sectorX1. El
modelo concreto planteadoaquí es el de media constantedefinido por la

0 relación
e
O Y1=<3o±1 (3.5)
O
O Parecebastanteclaroqueuna estimaciónde la covarianciapermitiríavalidar
O el modelode regresiónsi estaresultasenula paratodo valor de t y de r
O
• Cov(Yt,Yi~r) < (Yt <Yt >)(Y1.~ <Yur>) > 0 (3.6)
O

Sin embargo,el cálculodirecto deesteestadísticopresentaalgunascomplica-
• cionesen nuestrocaso. La mássignificativaes la relacionadacon el tamaño
• de las realizaciones,la cualafectaa la precisiónde la estimaciónde la coya-
• rianciacomofunciónder. A pesarde ello puedeutilizarsecomotestbastante
• fiable en el casode que el modelo de regresiónno sea válido, aunqueen este
o trabajoseva a emplearotro que se consideramásapropiado.

e El test que vamosa emplearparaeste modelode regresiónconsisteen
• el exámende la PSD correspondientea un gran número de realizacioneso

O
O
O
e
O
O
O
e
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re

sucesosla cual mide lacorrelacióno covarianciade lasvariablesYj. Comoya re
semencionóen los capitulosprecedentes,la estimaciónde laPSD, P(k), para re
un procesoestocásticounidimensionalserealizacon la ayudade la transfor- U
madade Fourier de cadasucesoindividual de la muestrag(k), calculandoel re
promediosobreel conjunto de realizacionesdisponibles. re

U
U

P(k) ~< g(k)~2 > (3.7) U

En estetrabajonos interesamás la dependenciade estamagnituden k
que el cálculo de su valor exacto,ya que en realidadvamosbuscandoalguna rere
ley identificablecon unapropiedadde escalado. re

Si < R(t, t + w) >,, designael promedioespaciala lo largo de todos los re
sectoresde la función de autocorrelaciónR(t

1,t2), entoncessetiene que re
1 “ P(k)eJkIdlc re

<R(t, t + r) >~= y j (3.8)

U
Paraprocesosestacionariosen sentidoamplio o WSStenemosque U

re
<R(t, t + r) >= RQr) =< Y~Y+1> (3.9)

Las expresionesanterioresafirman que la correlaciónentredossectoresse-
paradospor una distancia-r, es decir R(w), es la transformadainversade
Fourier de la PSD P(k). Como ya semostró anteriormenteen ~1.4.2,si la U

UPSD dependede k a travésde una ley de potenciasdel tipo P(k) ‘-~ k$ la re
función de autocorrelacióndebeobedecera una ley similar R(r) n.~ k~

1.
La validezdel modelo de regresiónde mediaconstanteexige que la PSD U

seala correspondientea un ruido blanco,es decir,P(k) e—’ cte, lo queequivale Urea afirmar que R(w) e--’ 3(r) o en otras palabras,no hay correlaciónalguna re
entre las variablesaleatoriasY~ e ~ parar ~ O. re

Ya que nuestralibrería de sucesosse encuentraclasificada tanto por
energíasdel rayo cósmico primario como por el número de partículasre-
cogidasen la corona,ya seaestalejana o cercana,parecenaturalanalizar re
las fluctuacionesen todos los casos.Por ello, en las siguientessubsecciones re
serealizaun análisisde correlaciónparalos dos tipos decoronateniendoen re
cuentalas dosmanerasde clasificar los sucesos. re

re
3.3.1 Clasificación por energía: análisis lejano re

e
Aquí se presentanlos resultadosobtenidospor el análisisde correlación

cuandoseaplicaa los sucesosclasificadospor energíay representadosunidi- re
mensionalmentepor la señaldejadaen la coronalejana. En las figuras 3.6

re
re
e
re
re
re
U
u
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3.3 Análisis de la librería 89
e
• y 3.7 se representa,paralos primariosde la librería con energíasde 10 y 20
• TeV, el logaritmonatural de P(k) frente al logaritmo de k paravaloresde
O esteúltimo parámetrocomprendidoentrek = 1 y /v = 128, que correspon-
O de a la frecuenciamáximaaccesible,o de Nyquist, segúnla discretización
O efectuada.A la vistade estasfiguras, seapreciaque P(k) solo se comporta
O comoun ruido blanco,quees lo quecualquiermodelode regresiónencuentra
O aceptable,a alto valor de lv, mientrasque paravaloresbajos, la gráfica de
O log P(k) frentea log lv es lineal. Como primeraconclusióndel test realizado,
O sedesprendequeel modelode regresióna unaconstanteparacaracterizarlas
O fluctuacionesde la señalen la coronalejana no puedeser adoptadopuesto
O que apareceun ruido que poseeunaestructurade correlación.La forma de
O la PSD sugiereque estase puededescomponeren dos términos7
O
O P(k) = P~(k) + C (3.10)
O
O dondeP

6(k) representala partede la PSD con las propiedades:
O
• • lim,~~ P~(k) —* O

• log(P.(k)) —* cte
e

y el segundotérmino C es una constantecuya interpretaciónes la de una
componentede ruido blanco,que eslo que seesperaen el modeloNKG, cuya
naturalezaestárelacionadacon la operaciónde discretizaciónde la señaly
que algunosautoresdenominanruido estadístico.El parámetroC tieneuna
interpretaciónfísica sencillaya que correspondeal númeromedio (sobrela
colectividadde sucesos)de partículaspor sectoren la corona,aunque,en la
práctica,dicho númeroha deser dividido entreen númerototal de sectores

• parateneren cuentala normalizaciónadoptadapor la rutinaque evalúala
transformadarápidade Fourier. Parala librería clasificadapor energíadel

• primario, el valor de C es sensibleal tamañode la muestra,pues,parauna
• energíadada,los sucesoscon gran númerode partículastienen gran pesoa
• pesarde que son masimprobables. Por ello, es precisotener en cuentala
• existenciauna componentede error en la determinaciónde C debidaa la
• limitación en el númerode realizacionesdisponiblesparacadaenergía.
• En estetrabajonosinteresaespecialmentela naturalezay propiedadesdel
• ruido cuyaPSD secomportacomo P~(k). Paratratarde aislarloesnecesario
• el conocimientoprevio del valor de la constanteC. Unavez conseguidoesto,

e TSi seconsiderala señal5(x) querepresentaa cadasuceso,dondex esunavariable que
O representaa los sectoresdela corona,como la sumade dosruidos s(x) = 6(z)+ w(x), con
O PSD dadaspor F~(k) y P~(k) = O entoncesP

3(k) = Pjk) + P~(k) silos ruidos e(x) y
• w(x) no estancorrelacionadosy <c(x) >= 0(ApéndiceC).
O
O
O
e
O
O
O
O
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Figura 3.6: Representaciónlogarítmica del espectromediopara dos muestrasde
protonesprimarios de la librería clasificada por energía.Se aprecia en ellas el
comportamientoasintótico indicado en el texto para los límites lv —* O y lv —> oc.
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Figura 3.7: Representaciónlogarítmica del espectromediopara dos muestrasde
fotonesprimarios de la librería clasificada por energía. Se aprecia en ellas el
comportamientoasintótico indicado en el texto para los límites Iv —* O y Iv —* oc.

91

o

59.1 fotones 10 Te

111111 III liii IIIq ¡ IlIhillhl III, III] hILJ..—L———1—

O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O

¿384 fotones 20 TeV

o ~

00
0



re
re
re
re
re
re
e

92 Estructurade las fluctuacionesangulares
re

podremosefectuarun filtrado sucesoa sucesocon un filtro real cuyafunción U
de transferenciasea re

re
o re

/4k) = 1 — P(k) (3.11) re
re

Cuandola funciónP(lv) quefigura en (3.11) es la PSD numéricaobtenidaa
partir de los datos,no haciéndosehipótesisalgunasobresu formafuncional, re
estaoperaciónla denominaremosfiltrado intrínseco5. Estefiltro no tiene por re
misióneliminardecadasucesoindividual componentealgunade ruido blanco re
sino masbien ajustarcadaPSD paraque el promediosobrela colectividad, re
representadoporP(lv), sevealibre de lacomponenteconstantetu9. Conviene U
no olvidar que lo importanteen un procesoestocásticoson sus promedios re
sobrela colectividadde realizacionesy no lo que ocurracon una realización U
concreta(con la excepciónde los procesosdenominadosergódicos). re

La determinaciónde O no puederealizarseapropiadamentea menosque U
hagamosalgunahipótesisacercade la formafuncionalde P(k), debidoa que re
sólo disponemosde datoshastael valor lv = 128. En estetrabajo, el valor re
de O seva a obtenerrealizandoun ajustede P(k) ala llamadaPSD modelo, re
Pmod(k),definida por la ecuación re

U
Pmod(lv) = A (3.12)+ & U

El ajusteal modelopropuestoen (3.12) esbastantecrítico respectoal valor re
del parámetroB, puesto que los valores de P(k) para lv pequeñoson los
que contribuyende manerasignificativaa su determinaciónprecisa.Es fácil re
comprobarque el error que se puedecometeren la estimacióndeB es direc- re
tamenteproporcionalal error relativo de P(k) — O el cual decrecea medida U

re
que aumentael valor de esadiferencia,hechoquese producea valoresbajos re
de lv en númerotanto mayorcuantomásgrandeseael valor de A comparado re
con O. Por tanto, a la vista de las figuras 3.6 y 3.7 es de esperaruna fiable redeterminaciónde B para los protonesy una peor estimaciónparalos foto- U
nes. En todos los casoscontempladosen la libreríadeprotones,el parámetro re

5En realidadhay que tomar el módulode la expresiónbajo la raízyaque paravalores U
grandesde Iv podemosencontrarqueP(k) < O debido a las dispersiones. re

9Si filtramos paracadasucesoindividual s(x) el ruido blancozv(x), el ruido residual re
e(x) tendríala misma PSD queel resultantede la aplicacióndel filtro (3.11) sobrecada re
señal sólo si no existe correlaciónentree(x) y u4x), es decir, < c(x)w(x + y) >—‘ cte
lo cual es equivalentea afirmar que < C~(k) >= O, donde O~(k) es el ruido blanco re
individual. Notesequepodemosestimarcorrelacionespor la diferencia< 4(k)WF(k) > U
+ <ep(k)v4(k) >= O— <C~(k) >, donderepresentamoslas transformadasde Fourier U
por el subindiceF(ApéndiceC). U

re
U
re
re
re
re
re
u
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B es muy próximo a la unidad, mientrasque paralos fotonesencontramos
que B ‘—-‘ 0.6 — 0.8. En las figuras 3.8 y 3.9 apareceel ajustea (3.12) para
las muestrasmásabundantesde protonesy fotonesmostrando,además,dos
detallesdel ajusterealizado.En estetrabajose proponeadoptarparatodos
los primariosde la librería el modelode PSD a dosparámetros

Pmod(lv) = A— + o
lv

(3.13)

en el que tanto protonescomo fotonescompartenun mismovalor de B10.
Los valoresde los parametrosA y C y suserroresaparecenen la tabla3.3. Si
ahorafiltramos los datosoriginalescon ayudade la función de transferencia

(3.14)hmod(k) = 1 _ A
Pmod(k) A+kC

las PSD de los datos filtrados,que sepuedenver en las figuras 3.10 y 3.11,
muestran,en representaciónlogvslog,un comportamientotípicamentelineal

Sucesos Partícula E(TeV) A C x /ndf
200 60 3.5(1) 0.182(3) 1.0
266 50 3.12(8) 0.151(2) 1.0
589 protón 40 2.27(5) 0.117(1) 1.2
409 30 1.69(4) 0.084(1) 0.9
500 20 1.06(2) 0.0524(6) 1.0
500 10 0.51(1) 0.0216(3) 1.0
134 60 0.74(5) 0.299(3) 1.2
170 50 0.54(4) 0.244(2) 1.0
200 ‘y 40 0.40(3) 0.190(2) 1.0
200 30 0.27(2) 0.129(1) 1.2
384 20 0.153(8) 0.0769(5) 1.5
591 10 0.063(3) 0.0315(2) 0.9

Tabla3.3: ParámetrosA y Ode la PowerSpectrum
propuestoen (3.18) para análisis lejano.

Densitymediasegúnelmodelo

con pendientemuy próximaa —1 paratodos los primariosde la librería.

‘0ExistenpoderosasrazonesparaasumirqueB 1 ya que, como se veráen el capítulo
siguiente,el ruido que resultatras eliminar la partecorrespondientea la componente
blancatienepropiedadesde escaladoque sugierenunacaracterizaciónmedianteteoríade
(multi)fractales. Estaspropiedadesde invariancia frente a cambiosde escala,típicas de
estosentes,no se presentaríansi tomásemosel valor de B que resultadel ajuste directo
de los fotonesa (3.12).
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Figura3.8: Ajustedel espectromediode las muestrasde protonesde 40 TeVa la
función (3.12) En los detalles inferiores se muestra,asimismo,el ajuste a (3.13)
en línea de trazosponiendode manifiesto el comportamientocrítico respecto al
parámetro E.
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Figura 3.9: Ajuste del espectromediode las muestrasde fotonesde 10 TeVa la
función (3.12) En los detallesinferiores se muestra, asimismo,el ajuste a (3.13)
en linea de trazosponiendode manifiesto el comportamientocrítico respecto al
parómetro E.
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Figura3.10: Representaciónlogarítmica del espectromediopara
protonesprimarios de la librería cuando se filtra mediante(3.14).
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Figura 3.11: Representaciónlogarítmica del espectromediopara
fotonesprimarios de la librería cuando se filtra mediante (3.14).
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98 Estructurade las fluctuacionesangulares re
re

Puedeprobarsefácilmente(veaseel apéndiceC) que la aplicacióndel filtro
hmod(k) dado en (3.14) equivale a la obtención de una PSD dadapor la re
ecuación re

P(lv) A re
Pf~¡(k) — P(k) .k~ (3.15) re

re
re

mientrasque el filtro h(k) de la ecuación3.11 conducea una PSD re
A re

P~~1(k) = — + P(k) — Pmod(k) (3.16) re
lv re

donderecordamosque P(k) es la PSD numérica,es decir, la obtenidade la re
librería,y Pmod(k)es la PSD analíticaque sirve de modelo a P(lv). Vemosen U
el primer caso que los sucesosfiltrados tienen una PSD que seva a ajustar U
biena la función A/lv, siempreque la formaanalíticaseala correcta,en todo S
el rangode valoresde lv, ya que el cocienteP(k)/Pmod(k) no va a ser muy
diferentede la unidad. En cambio, en el segundocaso tenemosun factor re
aditivo en la PSD de los sucesosfiltrados. Es fácil ver que a grandesvalores U
de Iv la PSD vendrádominadaprecisamentepor estasdiferencias,las cuales U

Utienensu origen, en parte,por el tamañode la librena, puesesevidenteque
disponerde un enormenúmerode realizacionesde un procesoestocástico re
ayudaa una modelizaciónmás precisadel mismo. Como resultado,un fil-

U
trado intrínsecoproducirágran dispersiónen la PSD paravaloresaltosde lv,
comorealmenteseobservaen la práctica,sugiriendola utilizacióndelfiltrado
con hmod(k)paraprepararuna librería quecontengaexclusivamenteel ruido
residualcuyaspropiedadessedeseaanalizar.En la figura 3.12 se muestralos
cambiosproducidosen dos sucesosde la librería por la aplicacióndel filtro re
/lmo4(lv). re

Paraterminar,se discutesobrela incidenciaen esteanálisisde lapresen-
cia de incertidumbresen la determinacióndel corede los sucesos. Resulta U
evidenteque la representaciónunidimensionalde los sucesoses sensiblea la re
posicióndel corepuesla coronase encuentracentradaen el. Es fácil demos- U
trar que el efecto de tomaruna pequeñadesviaciónsistemáticadel core se
traduceen una modulaciónde la señalen la coronaque afectasolamentea re
la amplitud de la primerafrecuenciadel desarrollode Fourier. Parailustrar re
estehecho en la práctica,se hantomadolas muestrasde primariosde 3OTeV re
paracompararlos parámetrosA, E y C cuandose considerael core: re

re
• Centradoen el origen de coordenadas. re

re
• Sistemáticamentedesviadoa la posición(150,150)en cm.

U
re
re
re
re
re
re
U
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• Considerandoposicionesdistribuidasaleatoriamentecon densidaduni-
formedentrodel disco centradoen el origen de radio 150 cm.

La tabla 3.4 muestrael
trandoque,paralasdos

valor de los parámetrosen las tres situaciones,mos-
últimas,hayunavariaciónsensiblede los parámetros
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Efecto sobre un protón y un fotón de 60 TeV del filtrado mediante

A y E. Notemosque,paralos fotonesprimarios,una desviaciónsistemática
conducea un valor de B alto y que, para el caso aleatorio,el incremento
experimentadopor el valor de A permiteajustarel valor de B a la unidad.
La figura 3.13 expresade maneragráfica los resultadosanteriores,poniendo
claramentede manifiestoque solo la amplitudcorrespondientea lv = 1 seve
afectadapor las incertidumbresposiblementepresentesen la determinación
de la posicióndel core. Dejamosparael próximo capituloel análisisporme-
norizadodel ruido residualtras ver lo que sucedecuandomiramosencoronas
cercanasal core.
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Database PosiciónCorej A B C

4O9pr3OTeV
(0,0)

(150,150)
1.76

2.106
1.023
1.104

0.0857
0.0892

aleatorio 1.87 1.05 0.086
(0,0) 0.222 06886 0.1203

200-y3OTeV (150,150) 0.679 1.45 0.131
aleatorio 0.417 1.08 0.128

Tabla 3.4: Parámetros A, B y O de la PSD media según el modelo definido
en (3.12) para muestrasde protones y fotones de 30 TeV de energía conside-
rando el core en el origen coordenado,sistemáticamentedesplazadoa la posición

(l5Ocm,lSOcm)y ocupandounaposiciónaleatoria cercana al origen.

3.3.2 Clasificación por energía: análisis cercano

En la presentesubsecciónnos proponemosdar los resultadosencontra-
doscuandoel análisisde correlación,que seefectúaa travésde la PSD, se
aplica a lascoronascercanas,esdecir, a aquellasparalas que r~,>t = 10 m y

Sucesos Farticula E(TeV) A B C x /ndf

200 60 20.0(5) 1.44(1) 0.351(5) 0.8
266 50 14.0(9) 1.40(4) 0.292(5) 1.2
589 protón 40 12.3(4) 1.43(2) 0.218(2) 1.0
409 30 9.8(6) 1.43(3) 0.158(2) 0.9
500 20 6.3(5) 1.44(3) 0.095(1) 0.8
500 10 3.6(2) 1.54(3) 0.0405(5) 0.6
134 60 2.6(2) 101(5) 0.510(1) 0.9
170 50 2.0(1) 0.96(4) 0.396(7) 1.0
200 ‘y 40 1.26(8) 0.90(4) 0.297(5) 0.9
200 30 1.03(9) 0.99(5) 0.204(4) 1.0
384 20 0.57(3) 0.92(3) 0.116(1) 0.7
591 10 0.19(1) 0.87(3) 0.0449(4) 0.8

Tabla 3.5: ParámetrosA, B y 0 de la Power SpectrumDensity media según el

modeloPmod(k) = + O cuandose efectúael análisis cercano. Se encuentraun
ajuste no muy bueno a bajo Iv para los fotonesen contraposición con el ezcelente

ajustepara los protones.

= 50 m. LasPSDmuestranun aspectobastantesimilar al encontradoen
el análisislejanopor lo que se efectúaun ajustea la función de 3 parametros
(3.12). Las figuras 3.14 y 3.15 muestranel logaritmo de P(/v) frente a logk
paralos sucesosde 30 y 40 leV. Los resultadosdel ajustea (3.12) semues-
tran en la tabla 3.5 dondeseconsignanlos erroresestadísticosde A y B al
comprobarque, sobretodo paralos fotones,desapareceel comportamiento
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Random core Erequency:k

Oo Figura 3.13: Representaciónde la PSD para protones de SO TeV cuandola po-

• sición del core para cada sucesoindividual se toma: en su posición real (figura
• superior), en una posición desplazadaal punto (láOcm,lSOcm)(figura central) y
• en una posición aleatoria con distribución uniforme dentro del círculo de radio

150cm.

O
O
O crítico en la determinaciónde B. En cuanto a los protones,es notorio el
O valor de B comprendidoentre1.4 y 1.5. Mas adelantevolveremossobreeste
O

particulary discutiremosel origen de estasdiferenciasentrelos dos tipos de
análisis, cercanoy lejano.

o Si, comosehicieracon el análisislejano, fijamos el valor de B a launidad,
el ajustede laPSDconduceestavezagrandeserrores,abajo lv, paraprotones

• y a resultadoscompatiblescon la tablaanteriorparafotones. En conclusión,
• paralos sectorescercanosidentificamostambiénflicker noise,esdecir, ruido
• cuyaPSD obedecea la relaciónP6(k) oc l¡kB con 0.5 < B < 1.5, en ambos
o tipos de primario con la particularidadde que para los protonesel ruido es
o tal que B 1.4. Tal tipo de ruido es no estacionarioya quesupondríauna
• correlaciónRi¿i-) crecientecon el intervalo de separación-r en casocontrario.
O Conocemosmuchos ejemplosde ruidos no estacionariossiendouno de los
O
O
O
O
O
O
O
O
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Figura 3.14: Representaciónlogarítmica del espectromediopara dos muestrasde
protonesprimarios de la librería en análisis cercano.
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Figura 3.15: Representaciónlogarítmica del espectromediopara dos muestrasde
fotonesprimarios de la librería en análisis cercano.
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[Sucesos Partícula E(TeV)

200 60 0.25(4)
266 50 0.23(2)
589 proton 40 0.24(2)
409 30 0.24(4)
500 20 0.25(4)
500 10 0.27(4)

Tabla 3.6: Valores del parámetroH de no estacionaridadsegúnlas funcionesde

estructura.

más comunesel ruido browniano. A pesarde la no estacionaridadde este,
su estudiose realizaa travésde las funcionesde estructuraya vistasen el
apartadohl.4.2. Parapoder aplicarel análisis por funcionesde estructura
hay que aislarprimeramentela componentecorrelacionadade la señalcuya
PSD esP~(k) oc A/kB. Esto se realizaaplicandoun filtro del tipo

O A
hmod(k) = 1 Pmod(k) = A + /vBQ

A
+0P,nod(k) — kB

sobrecadasucesoindividual. En las figuras 3.16 y 3.17 se muestranlas PSD
de las basesde datosde protonesy de fotonestal y como se ven despuésdel
filtrado con hmóá(k). La tabla3.6 recogelos resultadosdel análisismediante
funcionesde estructurade los datosya filtrados poniendode manifiestoel
gradode no estacionaridadde la señalen términosdel parámetroHl1

3.3.3 Clasificación por N
5: análisis lejano

En esteapartadosemuestranlos resultadoscorrespondientesal análisis
de la señal en las coronas lejanas,cuando los primarios de la librería se
clasificanpor el número de partículassecundarias,N~, que se recogenen
aquellas. Segúnlo establecidoen ~3.2y conformea la tabla 3.2, seajustan
las PSD numéricasal modelodado en (3.13) ya que, al igual que ocurría
en ~3.3.1,los protonespresentanun buen ajuste con E e--a ~ mientrasque
paralos fotoneslos escasospuntosa bajo lv útiles parael ajustehacencrítica
la evaluaciónde E. Las figuras 3.18 y 3.19 muestran,en representación

“El parámetroaquíconsiderado,a veces llamado exponentede Hurst y cuyo valor es
nuloparaseñalesestacionarias,coincidecon el introducidoen (1.5.3)bajo la denominación
H1.
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Figura 3.16: Representaciónlogarítmica del espectromediopara dos muestrasde
protonesprimarios de la librería, en análisis cercano,cuando se filtran mediante
(3.18).
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Figura 3.17: Representaciónlogarítmica del espectromedio para
fotonesprimarios de la librería, en análisis cercano, cuandose

(3.18).
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logarítmica, las PSD de los sucesoscorrespondientesa las basesde datos
denominadasN1 y 1V2, por ser las que mássucesoscontienen.En ellasvuelve
a apreciarseel comportamientodiscutidoen ~3.3.1queconduceal modelode
PSD mencionadoanteriormente.

La tabla 3.7 refleja el valor de los parámetrosA y C. De nuevo, el

Database Primario A C

1V4

1Vo

protón

0.46(1)
1.22(3)
1.92(4)
2.49(6)
3.3(1)
3.4(1)
4.4(2)

0.0192(2)
0.0534(5)
0.0906(9)
0.128(1)
0.161(2)
0.203(3)
0.236(5)

1.3
1.2
1.2
1.0
1.3
1.1
1.2

‘y

0.054(2)
0.119(5)
0.21(1)
0.31(2)
0.37(3)
0.58(4)
0.50(5)

0.0252(1)
0.0587(3)
0.1005(7)
0.143(1)
0.178(2)
0.218(2)
0.263(3)

1.1
1.6
1.3
1.1
1.3
1.2
1.3

Tabla 3.7: ParámetrosA y C de la PSD, según el modelo (3.13), cuando los
sucesosse clasifican por el número de partículas que dejan en la corona lejana.
AquíN~ a N~ son los nombressimbólicos que reciben los gruposde sucesosclasi-
ficados (veasela tabla 3.2).

filtrado de los sucesoscon (3.14) conducea la eliminacióndel ruido blanco
permaneciendola componentede la señalcuyaPSD obedecea una ley de
potenciase identificablecon un ruido 1/f. Las figuras 3.20 y 3.21 muestran,
en escalalogarítmica,tal comportamiento.

3.3.4 Clasificación por N5: análisis cercano

Paraterminar,serealizael análisisde la señalen lascoronascercanaspara
los sucesosde la librería clasificadospor el númerode partículassecundarias
N~. En estecaso,se realizaun ajusteal modelo definido por (3.12) cuyos
parámetrosse muestranen la tabla3.8.

La aplicacióndel filtro definido por (3.18) conducea la eliminacióndel
ruido no correlacionadoquedandola componentecuya PSD obedecea la
forma e-—’ A/k

11. Paralos protones,al igual que se obtuvo en h3.3.2, la PSD
de la señalfiltrada obedecea una ley de potenciasde exponentefl e-—’ 1.4
con lo que puedeser clasificadocomo flicker noise. El valor encontradopara
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Figura3.18: Representaciónlogarítmica de la PSDparalas muestrasde protones
primarios N1 y N2 de la librería clasificadapor número de secundarias.
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Representaciónlogarítmica de la PSD para las muestrasde fotones
y N2 de la librería clasificadapor número de secundarias.
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Figura3.20: Representaciónlogarítmica dela PSDpara

primarios N~ y N2 de la librería clasificadapor numero
filtra mediante(2.14).
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Figura 3.21: Representaciónlogarítmica de la PSDpara las muestrasde fotones
primarios Ni y N2 de la librería clasificadapor númerode secundariascuando se
filtra mediante(3.14).
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Database_jPrimario

N4 protón
N5

A B C

1.09(5)
4.8(2)
89(4)
10.1(4)
12.9(7)
14.5(7)
21(2)

1.34(2)
1.39(2)
1.49(2)
1.49(2)
1.45(2)
1.44(2)
1.51(3)

0.0211(4)
0.0626(6)
0.106(1)
0453(1)
0.187(2)
0.236(3)
0.271(4)

0.9
1.2
1.2
1.2
1.2
1.1
1.2

N
N2

N4
N5
NG
N7

‘y

0.109(8)
0.25(1)
0.46(3)
0.58(5)
0.99(9)
1.1(1)
0.9(1)

0.92(4)
0.91(3)
0.88(4)
0.87(5)
1.04(6)
0.93(7)
0.74(6)

0.0258(3)
0.0566(7)
0.097(2)
0.134(3)
0.178(3)
0.212(6)
0.236(9)

1.0
1.2
1.0
1.0
1.0
1.1
1.0

Tabla 3.8: ParámetrosA, E y C de la PSD, según el modelo (9.12), cuando los
sucesosse clasifican por el número de partículas secundariasque se recogenen la

corona cercana.

el exponenteE revela igualmenteel carácter-no estacionariode la señal,la
cual deberásometersea la evaluaciónde las funcionesde estructuraa fin
de extraer,si esfactible, la parteestacionariacuyaPSD obedezcaa unaley
de potencias. Los exponentesde no estacionaridadH aparecenen la tabla
3.9, encontrándosemuy similaresa los halladosen el análisispor energíay
reflejadosen la tabla 3.6.

DatabasefPrimario [n]

0.21(7)
N2 0.22(7)

N3 0.26(7)
N4 protón 0.26(7)
N5 0.25(5)

0.25(7)
0.26(7)

Tabla 3.9: Valores del parámetro H de no estacionaridad,segúnlas funcionesde
estructura,para los protonesclasificadospor númerode partículas secundarias.
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O
O 3.4 Resumende resultados
O
o En estecapítuloseha analizadola señalen las coronascercanay lejana
• que han producidolos dos tipos de rayoscósmicosprimariosconsiderados.
• La posibilidad de clasificar los sucesosdisponiblesbien por energíadel pri-
o mario o bien por el númerode partículassecundariastotal que dejanen las
• coronas,noslleva aestudiarlascaracterísticasdeprocesosestocásticoscuyas
• realizacionesatiendena dichaclasificacion.

o En todos los casosanalizadosse estudiala PSD del proceso definido
O por sus realizacionesa energíafija o a númerode secundariasfijo para las
O doscoronas,encontrándoseque puedeser modeladamedianteunaexpresión
O general del tipo (3.12) que se interpretacomo la suma de una señalcon
O una ley de potenciasen su PSD y de un ruido sin correlacióny que, por
O tanto, tiene una PSD constante.Considerandola coronalejana,el modelo
O anteriorse verificasiemprequeE ~ 1, lo cuales comprobablenuméricamente
O paralos protonesy supuestamenteválido paralos fotonesdebidoa la gran
O imprecisióncon la que esteparámetropuedeser determinadoen estecaso.
O En cuantoa la coronacercana,los resultadospermitenafirmar que la señal
O dejadapor los protonesposeeun valor de E masalto queel que corresponde
O a una señalestacionaria,esdecir E < 1 mientrasque los fotonescontinuan
O ajustandoseal modelo estacionario. Para los dos tipos de clasificaciónse
• encuentranunosvaloresde los parámetrosdel modelo que no presentanunas
• grandesdiferencias.Además,el coeficienteC admiteunainterpretaciónfisica
O sencilla: es proporcionala la dispersióncuadráticade Poisson,como así lo

O demuestranlos valoresobtenidosparala clasificaciónpor N~.
O El modeloque describela PSD permitela eliminaciónde la componente
O blancarealizandoun filtrado medianteel usode (3.14) o (3.18), obteniéndose
O una señalcon unaestructurade correlaciónque obedecea una ley de po-
O tencias. Para los casosen los que se obtieneuna señalno estacionaria,es
O necesarioun análisisadicionalde la no estacionaridadmediantelas funciones
O de estructura,encontrándoseen todos los casosque el comportamientono
O estacionariose puedeeliminar demodo sencillo.
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
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O Capítulo4O
O

Análisis del ruido lfresidual
O
O
O
O El hallazgode una componenteresidualdel ruido presenteen las coro-
O nas,tanto lejanascomo cercanas,y de tipo 1/f, suponeun cierto fracasodel
O modelo de regresióna una constante,en la medida en que dicho ruido no
O es explicabledentro de dicho modelo al poseeruna fuerte correlaciónque,
O al mismotiempo, tiene unassingularespropiedades.La teoríade las series
O temporales[8] (espaciales)o los procesosestocásticos,son los marcosideales
O parapoderintegrarla posiblecorrelaciónde los datos. En nuestrocaso,esta
• correlaciónsatisfaceuna leydepotenciasque,aunquesoloes condiciónnece-
O sana,tambiénverificanmuchosprocesoscon propiedades(multi)fractales,co-
• moya sevio en los capitulosprecedentes[48,47, 100, 101, 102, 103, 104, 105].
O Recordemosque, parael modeloa cascadamultiplicativa, las leyes de esca-

lado de los momentosestadísticosconducena una correlaciónespacialque
escalacon el exponentedel momentode segundoordendel campode datos

O
O < cx(x)o}x + ‘r) >oc C~’í2) (4.1)

O donde c~ (x) es el ruido residualen el sectorrepresentadopor la variable x a
O escalaA sectorespor coronay K(2) es la función de escaladode momentos

O estadísticospara q = 2, es decir, K(q)~q2. Además,una PSD que escala
O segúnla ley P(k) r-.’ /v—B nosconducea una correlaciónespacialde la forma

O <cx(x)cx(x + w) >oc rBl (4.2)
O

de donde deducimosde manerainmediataque el exponenteE de escalado
de la PSD serelacionacon el exponentedel momentoestadísticodesegundo

o orden K(2) mediante

O E =1— K(2) (4.3)
Oo En nuestrocaso,vamosaverqueK(2) tieneunvalor muypequeño,porlo que
o la PSD esprácticamentela correspondientea un ruido 1/f estricto[109, 96],

O
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es decir B ‘—‘ 1. Naturalmente,todo lo anterioresválido cuandoel ruido a re
analizares estacionarioWSS y ademásel momentoestadísticode segundo re
orden (4.2) presentapropiedadesde escalado. Si, ademásde todo ello, el re
campode datosCA(x) tiene propiedadesde escaladoen todossus momentos U
de ordenq, no siendoesteexclusivamenteentero, U

re

nosencontramosanteun comportamiento(multi)fractalsi 1=7(q)es(no)lineal re
con el orden del momentoq. Cuandola función de escaladode momentos re
estadísticosK(q) sepuedeparametrizarcon ayudade unospocosparámetros,
setiene un carácterdeuniversalidaden el escaladoque vendrámedidoporel re
índicedeLevy a, la codimensiónmediaC~ y, eventualmente,el exponentede re
no estacionaridadH, cuandoestemosen presenciade señalesno estacionarias re
(o no conservativasen el lenguajedel modeloa cascadamultiplicativa) re

e
U

4.1 Función de escaladode los momentoses- re
tadísticos U

re
Una vez filtradoslos sucesos,quedael ruido residualcx(z) cuyaspropieda- re

desde escaladoqueremosprecisar.Ya se vio que la ley de escalasatisfecha re
por la PSD no bastaparaasegurarel escaladode los restantesmomentos. re
Porello esnecesarioir construyendopasoa pasola funcion K(q). Paracada Ure
valor real de q vamosa construirel campoc~(x) parala resolucionA y cal-
cularemosel valor de K(q) comola pendientedel ajustelineal de log - re
frente a log A re

log < C3, >r-~ 1=7(q)logA (4.5) U
re

Debemostenermuypresenteel carácterestacionariode los datospues,de no re
serasí, tendríamosunadependenciacon el sector,esdecir, con la variablez.
La estacionaridadnos permite,además,calcularlos promedios< . > sobre re
la colectividadaprovechandotodos los datosde modo que los promediosse re
estimansobrelos datosde cadasucesoy sobreel conjunto de sucesos.Sin u)
embargo,cuandono estamossegurosacercade la estacionaridadde la señal, re
puedeser necesariofiltrar (o blanquear) los datos para extraerde ellos la re
cantidadestacionariaapropiada.

Paraque los datosrepresentenuna distribución de probabilidadse han re
normalizadoa cadaescalaconsiderada.La normalizaciónselleva a caboen e
mediade la colectividad,es decir re

CA re
Cx—> <CA> (4.6) re

re
re
re
re
e
re
re
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O
O lo cual correspondea la denominadanormalización canónicaen la que se
O permitequeno existaconservaciónde la mediaespacialde unarealizacióna
O otra sino que dichaconservaciónha de entenderseextendidaal conjunto de
O realizacionesdisponibles.

O Finalmentedebemoshablarsobrela construcciónde CA(x) que representa
O la señala resoluciónA. Nuestrosdatosde partidarepresentanla densidad
O corregidade partículasen la coronaa una resolucióndadapor el númerode
O sectoresA — 2~. Si queremosconocerestadensidadcorregidaa otra reso-
O lución seríanecesariovolver sobrela señal inicial a la resolucióndeseada,
O es decir, con el númerode sectoresA deseado,y realizar el filtrado de la
O componentecuyaPSD es constante.Sin embargo,tambiénsepuedeoperar
O sobrela señalya preparadaa resoluciónmáxima x (z) y procedera unaope-
O raciónde degradación(coarse-graining)de los datos. La maneramássimple
O

de haceresto es tomarlos promediosde la señalsobregrupos de sectores

o como la señala escalamayor o degradada.Nóteseque este procedimiento
o degradaen generallasseñaleshaciendoperderdetallessignificativosquesólo

sevena escalasmáspequeñas.Sólo en el casode ruidosqueverifican leyesde
• escala,la degradaciónno es importantepuestoque, por definición, la señal

mantienetodassuscaracterísticasesencialesindependientementede la escala
utilizada para representarla.Sin embargo,aun en estassituacionesy sobre
todo con señalesque presentanleyes de escaladomultiple o multifractales,

• podemostenerpérdidasde detallesesencialesal degradardeestamanera.El
• procedimientoes demasiadogroseroy hayqueaplicarotrasestrategiascomo,
• por ejemplo, la degradaciónpor medio de wavelets,las cualespreservanlas

o propiedadesde escaladode las señalesal pasarde unasescalasde medidaa
• otras.

O En los siguientesapartadosvamosa estimarla funciónK(q) parala señal
O obtenidade las coronaslejanay cercanacuandolos sucesosde la libreríase
O clasificanpor los dosmétodosya conocidos.Puestoque las PSD obtenidas
O en el capítuloanterior no sonmuy distintasen unay otraclasificación,esde
O esperarque no existangrandesdiferenciasen el comportamientode escalado
O de la señal residual. Cualquier diferenciadeberáser explicadapor la ya
O comentadapresenciade grandesfluctuacionesen el nivel medio de la señal

cuandoseclasificanlos sucesospor energía.
O
O
O
O 4.1.1 Función K(q) en el análisis lejano
O
O Recordemosque en el capítuloanterior quedóestablecidotras el filtrado
O de las basesde datos iniciales lo siguiente:
O
O
O
O
O
O
O
O
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U

• La PSDdel ruido residualsecomportaaproximadamentecomoP6(k) e-~ U
A/kB dondeE 1. U

U
• El ruido residuales estacionario,al menosWSS, lo cualviene avalado re

no sólo por el valor de E sino tambiénpor el resultadodel testcon las re
funcionesde estructuraque se harealizado’. U

U
Las figuras 4.1 y 4.2 representanla función de escaladode momentoses- U

tadísticosK(q) (triángulosnegros)paralos sucesosclasificadospor energías, re
mientrasque en las figuras 4.3 y 4.4 se realizadicha representaciónpara U
la clasificaciónpor númerode partículassecundarias.En amboscasos,las U
gráficashan sido obtenidasa partir de < C3~ >r.-’ AK(9) parael rangode es- re
calascomprendidoentre A = 2~ y A = 28 sectorespor coronay un rangode U
valoresde q que va desdeq,,>j,. = 0.1 hasta~max = 5. en saltosde tamaño re

= 0.2. Hay que recordarque paracadavalor de q se realizaun ajuste U
lineal de log < C3~ > frentea log A comprobándoseen la operaciónqueverda-
deramenteexiste linealidadfentre ambasmagnitudesy en consecuenciauna U
ley de escalacon la resoluciónA. En ellas se representatambiénel ajuste
a la función (1.90),mediantela linea punteada,parael rangode momentos
representado,asi como el ajustea la misma función con los parámetrosde- U
terminadospor la técnicaDTM (~4.2), por la línea de trazos. A la vista de U
estasfiguras sededucenlas siguientesafirmaciones: U

• Las funcionesdeescaladode momentosestadísticos1=7(q)presentanun U
carácterno lineal queindica un comportamientode escaladocomplejo: re
no existeun único númeroque caracterizelas propiedadesde escalade re
la señal,sino todaunajerarquíade valoresDq = K(q)/q. re

U
• La forma de 1=7(q)sugiereque posiblementepuedanser modelizables re

en el marcode la teoríade los MultifractalesUniversalesdondedicha re
función puedeser escritacomo una relaciónentredos parametrosa re
y C, dadapor (1.90) graciasa la concurrenciadel modelo a cascada u)
multiplicativay de la estabilidadbajo adición de lasdistribucionesde
probabilidadextremalesde Levy.

re
• Aparentementeno se observangrandesdiferenciassegúnel tipo de U

clasificaciónde los datoscon la excepciónde que, como se verá mas
adelante,la clasificaciónpor N6 permiteuna modelizaciónmuchomas re
precisaen términosde la aproximaciónmultifractaluniversal,

___________________ re
‘. Paraseñalesestacionariaslas funcionesde estructuraStr(s,q) =< (e~(z + w) — U

e~(x))~ > no presentaunaley de escaladoclarocon la separaciónw. re
U
U
U
re
re
re
e
u
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Figura 4.1: Función de escaladode los momentosestadísticospara las muestras
de protonesclasificadospor energíaen el análisis lejano. En trazo punteado

se representala función (1.90) que mejor ajusta directamentea los datos para

qmax = ~, mientras que la línea de trazos representaa dicha función empleandola
técnicaDTM (~4.2,).
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Figura 4.2: Función de escaladode los momentosestadísticospara las muestras
de fotonesclasificadosporenergíaen el análisis lejano. Al igual que en la figura
.41, el trazopunteadorepresentala función (1.90) quemejorajustadirectamentea
los datospara qmax = 5, mientrasque la línea de trazos representaa dichafunczon
empleandola técnicaDTM.
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Figura 4.3: Función de escaladode los momentosestadísticospara las muestras

de protones agrupadospor número de partículas secundariasrecogidas en la
coronalejana. En trazo punteado se representala función (1.90) que mejor
ajusta directamentea los datospara qm«x = ~, mientras que la línea de trazos
representaa dicha funcion empleandola técnicaDTM (114.2).
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fotonesagrupadospor númerode partículas secundariasrecogidasen la corona
lejana. Al igual que enla figura 4.1, el trazopunteadorepresentala función (1.90)

que mejor ajusta directamentea los datospara qmax = 5, mientras que la línea de
trazos representaa dichafunción empleandola técnicaDTM.
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4.1 Función de escaladode los momentosestadísticos
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Figura 4.5: Dependenciade la función de escalado de
momentosestadísticosK(q) con el tamaño de la muestra

para protones de 10 TeV.

Aunque, para los
dos tipos de clasifi-
cación de los suce-
sos, las funcionesde
escaladode momen-
tos K(q) son simila-
resbajoalgúncriterio
decomparacion,exis-
-ten clarasdiferencias
que van a ponersede

• manifiesto al inten-
tar buscarun mode-
lo analíticoquerepro-
duzcalo másfielmen-
te posible los valo-

q res empíricos encon-
trados. Vamos a
ver que la clasifica-
ción porenergíascon-
duce a una determi-
naciónimprecisa,por

métodosdirectos,de los parámetrosasociadosal modelomultifractaluniver-
sal, que es el que se proponeen estetrabajo, mientrasque la clasificación
por N, mejoraalgo estaestimaciónaunqueparavaloresgrandesde q en las
muestrasde bajoN5, el escalamientodadopor (4.4) empeoradandolugar a
valoresde K(q) con grandesbarrasde error.

Un primerintentode ajustardirectamentea laexpresión(1.90)lasgráficas
4.1 y 4.2 conducea una estimaciónmuy pobre de los parámetrosa y Ci
debido fundamentalmentea dos causasque pasamosa discutir con algún
detalle. La primera de ellas se refiere al reducido tamañode las muestras
de los sucesos.En estos casos,el espaciode probabilidadse muestreade
maneraincompletadejandofuera a los sucesosque presentangrandesvalo-
res de la densidadde partículasy que, por otra partesonmuy importantes
en el comportamientode los momentosestadísticos

2.Las figuras 4.5 y 4.6
representanla estimaciónde 1=7(q)paralas muestrasde primarios indicadas

2No hay queolvidar quecadavalor EA(x) en un modelomultiplicativo del procesoesel
resultadodemultiplicar 8 variablesaleatoriasprovenientesde unadistribuciónde probabi-
lidad queposeelargascolashacialosvaloresextremos.Paraestosprocesosmultiplicativos,
los sucesosextremos(raros)dominanla estadísticaaaltos momentos[1O6], por lo quesi el
númerode realizacionesno es el suficiente,podemosencontrargrandesdiferenciasentre
el valor más probablede el y el valor de< el >.

O
O
O
O
O
O
O
O

123

O
O
O
O
O
O

O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
e
O
O
O

...I.457pVO

057p10

ZOQpIO ‘~~

O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
e
O
O
e
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O



Análisis del ruido 1/f residual

cuandovariamosel númerode realizaciones.En ellasse apreciaque a medi-
daque aumentamosel tamañode lasmuestrasla gráfica K(q) se elevatanto
más cuantomayor sea
muestreadodel espaciode pro

Comosepuedeapreciar,el
un serio inconvenien-
te a la determinación
directade la función
de escalado de mo-
mentos tanto si se

0.04

ajustao no a la fun-
ción (1.90). En el
primer caso condu- 0.03

ce a una subestima-

ción de los valoresde
0.02

los parámetros a y
C~ tanto más acusa-
da cuantomayor sea 001

el rango de momen-
tos con el que serea-
liza el ajustea (1.90).
En la tabla 4.1 sepro-
porcionanlos valores
de estos parámetros
cuando el ajuste se
realiza tomando dos
rangosde momentos,

q, reflejando la ausenciade valoresextremosen el
babilidad.
tamañode las muestrasde sucesosrepresenta

1 2 3 4 5

q

Figura 4.6: Dependenciade la función de escalado de

momentosestadísticosK(q) con el tamaño de la muestra
para protonesde SO TeV.

el primero comprendidoentreq,,~ = 0.1 y qmax = 2 y el segundoentre

= 0.1 y ~max = 5. Se puedeapreciaren ella la dependenciaen la am-
plitud del rangode ajusteantescomentada.La explicación de esto hay que
buscarlade nuevoen el muestreadodel espaciode probabilidadsubyacenteal
proceso3.Valoresbajosde q para el momentorealzanlos valorespequeños,
no extremales,másfrecuentesy másprobables,de los datospor lo que es
razonablepensarque, aún paraun númerolimitado de realizaciones,pue-
dan reflejar con precisiónrazonablelos valoresasintóticosde los momentos

3Segúnseapuntaen la referencia[106],en situacionesreales(no simulaciones)es muy
posible que se precisenmenos realizacionesde las necesariasen situacionessimuladas
por Monte Carlo paraalcanzarel valor asintóticode los momentos. La razón de ello se
encuentraen que la realidadnos proporcionadatos vestidos,los cualespuedensermucho
mas intermitentesque los datossimuladosy por tanto reflejar de un modomas completo
cómo es el espaciode probabilidadsubyacente.
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4.1 Función de escaladode los momentosestadísticos 125
O
• verdaderos.La tabla 4.1 muestradiferenciasrelativasque puedenllegar en
• torno al 20% paralos dos rangosde momentosconsiderados.

Database a
fi (q,,>~ = 2)

a 10 C~
(qma~ = 5)

200p6O 1.7(7) 1.5(4) 1.5(5) 1.4(9)
266p50 1.7(3) 1.9(4) 1.5(2) 1.8(2)
589p40 1.6(3) 2.4(4) 1.5(2) 2.3(3)
409p33 1.6(3) 4.0(7) 1.7(2) 4.0(5)
500p2O 1.49(5) 5.1(2) 1.34(3) 4.86(8)
500p10 1.30(5) 13.0(5) 1.28(3) 12.8(2)
134’y60 1.9(5) 0.1(4) 1.7(7) 0.1(1)
170’y50 1.8(7) 0.2(4) 1.7(5) 0.2(1)
200’y40 1.8(8) 0.2(3) 1.6(5) 0.2(1)
200’y30 1.7(6) 0.3(4) 1.6(7) 0.3(2)
384’y20 1.7(5) 0.5(4) 1.5(6) 0.4(2)
591’y10 1.6(6) 1.1(3) 1.3(3) 1.0(1)

Tabla4.1: Estimacióndirecta de los parámetrosdel modeloMultifractal Universal
a y Ci para análisis lejano, por ajuste a la función 1=7(q)dada por (1.90). Se
indican los rangos de momentosconsideradospara realizar los ajustes: (a) para

= 0.1 a qmax = 2.0 u (b) para q,.,ñ,~ = 0.1 a qmax = 5.0.

La segundacausaquehacefracasarun buenajustede los valoresempíricos
de K(q) a la función dadapor (1.90) a altosvaloresdel momentoes mucho
mas seria, puesse refiere al comportamientoasintóticode la distribución
de probabilidadasociadaal problema. Si pretendemosque nuestrosdatos
se ajustena la funcion (1.90), debemostenerpresenteque el modelo pro-
babilistico subyacenteexigeque la distribuciónde probabilidadposeacolas
largas asociadasa valoresaltos de los factoresmultiplicativosy conpequeña
probabilidad.Dadoque estamosenun modelo a cascadamultiplicativa, es-
to propicia la aparicióneventual de sucesoscon valoresmuy altos para la
medidaque hacencrecermuy rapidamentelos momentosestadísticos.Sin
embargo,para nuestroproblemareal, esto significaríaque, a medidaque
vamosaumentandola resolución,es decir, el númerode sectoresde la co-
rona,deberíamosobtenervaloresprogresivamentecrecientesde la densidad,
si el modeloesválido en su totalidad[107]. Por el contrario, las distribucio-
nesrealesno presentan,ni puedenpresentar,esatendencia.El númerode
partículasque llegana un sectorestálimitado al total departículasque pue-
densergeneradasen un suceso,el cual, a pesarde las grandesfluctuaciones
que presentadebidasala dispersiónen la posicióndel máximode la cascada,
se mantieneacotado.

O
O
O
e
e
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
e



126

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

o

Análisis del ruido 1/f residual

Respectoa los erroresconsignadosen la tabla 4.1, estosson los que re-
sultan del ajustea la función (1.90) cuandocadapunto empíricoposee un
intervalo de incertidumbreque se evaluadel modo que sedescribea conti-
nuación.Puestoque el valor asignadoparael momentode ordenq, < C~ >,

esun promediono sólo sobrela colectividadde realizacionessino sobrecada
realizaciónconcreta,se evalúaprimeramente< C¶{ (x) > asociadoal sector
x y secalculala dispersiónal variar sc. Si el númerode realizacionesessu-
ficientementeelevadoestadispersiónes pequeñaaúnparaaltos momentos,
correspondiéndosecon la hipótesisde estacionaridadinicialmentesupuesta.
Sin embargo,para un muestreoalgo pobre como es nuestro caso, sólo pa-

Figura 4.7: Comportamientode la función de escaladode momentosestadísticos
K(q) para pequenasvarzacionesde los parámetrosa y 01 en las muestras de
protonesde 60 TeV.

ra valorespequeñosde q se encontrarándispersionespequeñasaumentando
estasconformeaumentael orden del momento. Esto es lo que se observa
en la prácticaproduciendouna indeterminacióngrandetanto en a como en
0~. Los errorescalculadosrepresentanademásestimacionesmínimas de la
incertidumbreya que,desdeel principio, la señalse havisto sometidaa di-
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4.1 Función de escaladode los momentosestadísticos 127

versastransformacionescuyoserroresno sehan considerado.Nos referimos
a la operaciónde filtrado del ruido blancola cual conlíevanecesariamente
la introducciónde incertidumbresen la FFT, la estimaciónde la PSD por
ajustea (3.13) y finalmente la convolución con la función de transferencia
(3.14). Estos errorescontribuyena incrementarla ya considerableincerti-
dumbredescritamasarriba. Se debeseñalartambiénla gransensibilidadde
K(q) respectode lasvariacionesen los parámetrosa y 01.

La figura 4.7 representala función K(q) parala basededatos200p60de
la tabla 4.1 cuandose representanlos valoresextremosde los parámetros.
En ella seapreciala grandiferenciaentrelas curvastanto paravaloresbajos
como paralos valoresaltosdel orden del momentoq. La determinaciónmás
precisade estosparámetrosseva a hacerpor el estudiode las propiedades
de escaladode los DTM, métodoque evita en partelos problemasderivados
de la escasezde datosal operarsobrela zonaapropiadadondelos valores
de los parámetrosde escaladoson los correspondientesal comportamiento
asintótico.

Con respectoa la aplicaciónde (1.90) a los sucesosclasificadospor el
númerode partículassecundarias,la tabla 4.2 recogela estimacióndirecta
de a y 0~ paralos dos rangosde momentosya contempladoscon anterio-

Database Tipo a 2) }jIb~tVfl a í0C1
= 5)

1.63(4) 16.0(4) 1.88(2) 16.9(3)
2.0(2) 6.1(4) 2.6(6) 5.3(3)
2.0(3) 3.4(4) 2.4(5) 2.9(3)

N4 p 2.0(2) 2.2(2) 2.1(3) 2.2(6)
N5 2.0(2) 1.8(2) 2.1(3) 1.7(5)
NG 2.0(6) 1.3(4) 2.0(1) 1.2(1)

2(1) 1.2(5) 2(1) 1.2(2)
1.8(4) 1.6(4) 1.8(9) 1.5(9)

N2 1.9(7) 0.6(4) 1.9(9) 0.6(9)
1.9(8) 0.4(3) 1.9(8) 0.4(9)

N4 ‘y 1.9(8) 0.3(4) 2(1) 0.3(9)
1.9(9) 0.2(3) 2(1) 0.1(7)

NG 2(1) 0.2(4) 2(1) 0.2(9)

N7 2(1) 0.2(3) 2(1) 0.1(9)

Tabla4.2: Estimacióndirecta de losparámetrosdel modeloMultifractal Universal

a y 01 para análisis lejano para sucesosclasificadospor N5. Los rangosson los
mismosque se tomaron en la tabla .4.1.

ridad. Los valoresalgo maselevadosdel parámetroa indican la ausencia
de fluctuacionesviolentas,sin dudadebidasa la limitación impuestapor la
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Análisis del ruido .l/f residual

propiaclasificaciónde los sucesos.Por otro lado, la similitud en los valores
de Ci indican un parecidogradode inhomogeneidaden ambostipos de clasi-
ficación. Se destacaasimismoqueen la mayorpartede las muestrasel ajuste
directo indica que el modelo (1.90) resultaapropiadoparaparametrizarlas
gráficasempíricasobtenidas.

4.1.2 Función K(q) en el análisis cercano

Según vimos en el
coronascercanas,una
caracterizabapor una

capítulo anterior, el ruido residualobtenido de las
vez realizadoel filtrado de la componenteblanca, se
PSD con una ley de potenciasP<(k) e—o A/kb donde

B 1.3 — 1.5 para los protones. Además, el análisis de las funciones de
estructuraparaestosprimariosrevelaqueH 0.21 — 0.27 (tablas3.6 y 3.9)
con lo que siguiendoa Lavalle[49] procederemosa realizarun nuevofiltrado
de los datoscorrespondientesa protonescon ayudade un filtro definido por

Database ( = 2) ~t (q,~~= 5)

200p6O 1.5(1) 3.5(3) 1.37(7) 3.3(1)
266pSO 1.43(9) 3.6(2) 1.21(4) 3.03(8)
589p40 1.4(1) 5.7(5) 1.19(6) 5.1(2)
409p30 1.3(1) 8.8(8) 1.19(6) 8.3(4)
500p20 1.10(6) 11.8(5) 1.15(4) 12.1(4)
SOOplO 1.17(4) 29.8(9) 1.13(2) 28.7(4)
l34—y60 1.7(7) 0.2(3) 1.5(5) 0.2(1)
V70-.ySO 1.7(5) 0.3(4) 1.6(7) 0.3(2)
200’y40 1.7(6) 0.3(3) 1.4(6) 0.3(2)
200—y30 1.6(6) 0.5(3) 1.4(7) 0.4(2)
384—y2O 1.5(6) 0.9(4) 1.2(5) 0.7(2)
591-40 1.4(2) 2.0(2) 1.1(6) 1.6(1)

Tabla4.3: Estimacióndirecta de los parámetros
a y 01 para los datos clasificadospor energíaen

del modeloMultifractal Universal
análisis cercano,medianteajuste

a la función K(q) dada por (1.90). Los rangos de q utilizados para el ajuste son

los mismosque en la tabla (4.1).

la funciónde transferenciareal

h(k) = (4.7)

Si no se realizaseestefiltrado no podríamosemplearel procedimientode la
subsecciónanterior para encontrar1=7(q),pues,paralas señalesno estacio-
nanas,los valoresmedios ‘c C~(x) > dependentambiendel sectorx y no es
posibleconseguirajustarlinealmentelog < C3~ > frente a log A.
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4.1 Funciónde escaladode los momentosestadísticos 129
O
O Sólo tras el filtrado seobtieneuna señalque satisfacelos requisitospre-
• vios de estacionaridady a la que puedeaplicarseel metodode obtenciónde
O la función de escaladodemomentosestadísticosK(q). Las figuras 4.8 y 4.9
O muestranestasfuncionesparalasbasesde datosclasificadaspor energíaen
O análisis cercano,mientrasque la tabla 4.3 recogelos parámetrosdel mode-
O lo Multifractal Universal a y C~ obtenidospor ajustedirecto a la función
O (1.90). Estosparámetros,junto a H paralos protones,constituyenla carac-
• terizacióncompletadel ruido residualen el análisiscercanoparaestetipo de

clasificaciónde los datos.

Database Tipo fi a

(qmax = 2)

10~~0~ a

(qmax = 5) [f
p 1.33(5) 45(2) 1.55(2) 50.9(8)

N2 p 1.93(4) 22.9(5) 2.17(2) 23.3(4)
p 2.03(4) 14.8(3) 2.25(2) 14.8(3)

N4 p 2.0(1) 9.2(5) 2.21(5) 8.4(4)
p 2.0(2) 7.6(6) 2.29(9) 6.8(5)
p 2.0(2) 6.1(6) 2.2(1) 5.7(5)
p 2.0(3) 5.6(5) 2.2(1) 5.4(2)
‘y 1.8(3) 3.1(3) 1.8(9) 3.1(2)

N2 ‘y 1.9(6) 1.5(5) 1.9(9) 1.5(9)
‘y 1.9(5) 0.9(2) 1.9(8) 0.9(7)

N4 ‘y 1.9(4) 0.6(1) 2(1) 0.6(4)
N5 ‘y 1.9(9) 0.5(s) 2(1) 0.5(8)

‘y 2(1) 0.4(2) 2(1) 0.4(7)
‘y 2(1) 0.3(3) 2(1) 0.2(5)

Tabla4.4: Estimación directa de losparámetrosdel modeloMultifractal Universal

a y Ci para los datos clasificadospor N8 en análisis cercano, medianteajustea
la función K(q) dada por (1.90). Los rangos de q utilizadospara el ajusteson los
mismosque en la tabla (4.1).

Cuandolos datosseclasificanpor N3, se obtienenlas figuras 4.10 y 4.11,
en lascualesserepresenta,al igual quesehizo con la clasificaciónporenergía,
la función K(q) obtenidadirectamentea partir de los datos(triángulosne-
gros), la función (1.90) paralos valoresde los parámetrosa y C~ obtenidos
porajustedirectohastaQmax = 5 y la mismafunciónanteriorparalos valores
deestosparámetroshalladosmediantela técnicaDTM que ofreceresultados
mucho mejoresque el ajustedirecto. La tabla 4.4 refleja los valoresde a y
C~ del ajustedirecto a (1.90) de la curvaempiricapara los dos rangosdel
órdendel momentoq. En ella sevuelve a ponerde manifiestola dificultad
que entrañatal modo de determinaresosparámetros,debidaal carácterno
lineal de (1.90), justificandoel empleode técnicasindirectascomo la que se
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130 Análisis del ruido 1/f residual re
U

va a tratar a continuación.
re
u)

4.2 Estimaciónde a y 01 por la técnicaDTM re
re

La técnicaDTM (Double Trace Moments) permite una determinación
másprecisade los parámetrosdel modeloMultifractal Universal. Aunquela re
formulación inicial de la técnicasebasaen la estimaciónde los ~-flujos[49]y re
el estudiode laspropiedadesde escaladode sus momentos,aquíutilizaremos U
otro métodoequivalentequeconsideramoscomputacionalmentemássencillo, re
Se trata de construirel a-campode datosdefinido por re

re
(4.8) re

<CA> re
Los momentosde estosnuevosdatosson

U
< ~ < C%~ > (,iO’¡ U

x)7, >= <c2 >~ re

u)
Teniendo en cuenta que < E~(~)~ >e-’~ y que por construcciónse re
verifica U

U
K(q, r¡) = K(qrj) — qK(17) (4.10) re

entonces,la forma funcional (1.90) aplicadaen la ecuaciónanteriorconduce re
a (1.94) U

U
K(q, r~) = tj0K(q, 1)

U
lo cual permite la estimacióndirecta de a siempreque severifique la desi- re
gualdad(1.96) re

U
maz(p,q~) min(qn,q

3)

U
ecuaciónquenosproporcionaunosrangosen los valoresde q y r~ parala co- u)
rrectaestimaciónde a. Recordemosque q8 esel máximo ordendel momento U
que podemoscalcularde maneraprecisacon una muestrade N~ sucesosy
viene dadoen el esquemade universalidadpor (1.93) mientrasque q~ es la re
soluciónde K(qD) = q~ — 1 indicándonosel máximo ordendel momentoque re
puedeserestimadoteniendoen cuentala divergenciaestadísticadiscutidaen re
~1.5medianteel procedimientodedegradaciónvisto en ~4.1.El pequeñova- re
br encontradoparael parámetroQ nosproporcionaunosrangosde valores re
de q. y q~ bastanteamplios. Sin embargoestosólo tiene sentidocuandoel re
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4.2 Estimación de a y C~ por la técnicaDTM

Análisis Cercano
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Figura 4.8: Función de escaladode los momentosestadísticospara las muestras
de protonesclasificadospor energíaen el análisis cercano.En trazo punteado

se representa la función (1.90) que mejor ajusta directamentea los datos para
qmax = 5, mientrasque la línea de trazosrepresentaa dicha función empleandola
técnicaDTM.
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Figura4.9: Función de escaladode los momentosestadísticospara las muestrasde

fotonesclasificadospor energíaen el análisiscercano.Al igual que en la figura
.4.8, el trazopunteadorepresentala función (1.90) quemejorajustadirectamentea
los datospara qmax = 5, mientras que la línea de trazos representaa dichafunczon
empleandola técnicaDTM.
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Figura 4.10: Función de escaladode los momentosestadísticospara las muestras

de protonesclasificadospor el númerode partículassecundariasque se recogen
en la corona cercana. En trazo punteado se representala función (1.90) que

mejor ajusta directamentea los datos para ~ = 5, mientras que la línea de
trazos representaa dichafunción empleandola técnicaDTM.
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Analisis Database logij a 10 C1 H

Lejano

200p6O
2E36p5O
589p

40
409p3O
500p20
SOOplO

-2.7/-1.0

1.930(4)
1.918(2)
1.906(5)
1.902(3)
1.852(7)
1.741(8)

1.42(2)
1.79(3)
2.21(3)
3.05(6)
4.7(1)
11.8(2)

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

Lejano

134’y60
170’y50
200’y40
200’y30
384’y20
591’y10

-1.8/0.0

1.905(7)
1.894(3)
1.870(8)
1.823(6)
1.80(1)
1.73(1)

0.1422(7)
0.1616(9)
0.202(1)
0.282(3)
0.449(5)
1.07(2)

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

Cercano

200p6O
266p5O
589p40
409p30
500p20
500p10

-2.7/-1.5

1.895(3)
1.887(3)
L840(5)
1.803(6)
1.721(9)
1.75(1)

3.28(7)
3.2(1)
4.9(1)
7.6(2)
9.7(3)
24.6(7)

0.25(4)
0.23(2)
0.24(2)
0.24(4)
0.25(4)
0.27(4)

Cercano

134’y60
170’y50
200’y40
200’y30
384’y20
591’y10

-2.5/-0.5

1.923(8)
1.908(6)
1.913(8)
1.900(8)
1.884(9)
1.757(6)

0.182(2)
0.239(3)
0.269(5)
0.430(9)
0.75(2)
1.76(6)

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

parámetros
D TM.

del modelo Multifractal Universal, a y

espaciodeprobabilidadestálo bastantebien muestreadocomoparadisponer
devaloresasintóticosde los momentoshastael ordenconsiderado.

Representandoel log K(q, u) frentea log u para los diferentesvaloresde
q utilizados en el cálculo se obtienen puntos alineadoscuya pendientere-
presentaen valor de a. Ya que dicho valor debeserindependientede q, la
dispersiónen a halladaparalos diferentesvaloresde q sirve parala estima-
ción del error en su determínacion.Paraestetrabajo, teniendopresenteel
efectoya discutido del bajo númerode realizaciones,se ha consideradoun
rangode valoresde q entre q = 1.1 y q = 2.0 en pasosAq = 0.1 asícomoun
rangode valoresde logo comprendidoentrelogu = —2.7 y logo = 0, donde
la linealidadde log K(q, u) frentea log u es máspatente.A propósitodeesto
diremosque el efectodel tamañode las muestrasse refleja en que,a medida
que se aumentabienel valor del rangoen u o de q, la linealidadse pierdeob-
teniéndosevaloreslocalesde la pendienteprogresivamentedecrecientes.La
zonaóptimade ajusteen la que la relación(1.94) es válidaseconsignaen la
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tabla de resultados.En cuantoal parámetro01, se estimaa partir de (1.95)
teniendoen cuentaque K(q, 1) = k(q) es la intersecciónde K(q, 7)) con la
rectap = 1. Paracadavalor de q se estimael correspondiente0~, siendosu
dispersiónparalos distintosq una medidade su error.

Analisis Database Tipo log9~ a 10 C~ U

Ni 1.629(2) 15.7(1) 0.0
N2 1.997(2) 6.04(3) 0.0

2.012(3) 3.33(1) 0.0
Lejano N4 p -2.0/0.5 2.011(2) 2.256(3) 0.0

2.011(2) 1.813(3) 0.0
NG 2.005(5) 1.243(1) 0.0

2.005(8) 1.162(1) 0.0

1.870(4) 1.506(6) 0.0
N2 1.969(3) 0.622(1) 0.0

1.982(4) 0.3750(4) 0.0
Lejano N4 ‘y -2.0/0.5 2.003(2) 0.2731(2) 0.0

2.008(4) 0.2102(1) 0.0
1.995(4) 0.2176(1) 0.0

N7 1.995(8) 0.1434(1) 0.0
1.435(4) 40.7(3) 0.21(7)
1.917(1) 22.5(1) 0.22(7)
1.981(2) 14.87(6) 0.26(7)

Cercano N4 p -2.0/0.5 1.999(1) 9.04(2) 0.26(7)
N5 2.011(1) 7.25(2) 0.25(5)
NG 2.011(1) 5.73(1) 0.25(7)
N7 2.019(2) 5.47(2) 0.26(7)

1.827(2) 3.0386(3) 0.0
N2 1.970(2) 1.4139(3) 0.0

1.986(1) 0.9287(6) 0.0
Cercano N4 ‘y -2.0/0.5 1.989(1) 0.5832(3) 0.0

N5 1.992(2) 0.5197(1) 0.0

2.004(2) 0.4081(2) 0.0
1.993(3) 0.2917(2) 0.0

Tabla 4.6: Estimación de los parámetros del modeloMultifractal

Cí, mediante la técnica de los DTM para la clasificación de los
numero de partículas secundariasrecogidas en las coronas.

Universal, a y

sucesospor el

Las tablas4.5 y 4.6 muestranlos valoresde a, 0~ y H junto a sus errores
estimadospor los métodosdescritosmás arriba,para los dos tipos de clasi-
ficación de los datosconsideradosen estetrabajo. Se consignatambienel
rango de 7) donde se encuentrala linealidad que garantizael cumplimiento
de (1.94).

Los valores encontrados,permiten clasificar los ruidos 1/f encontrados
en la señal medida en las coronascomo ruidos de tipo multifractal[108},
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4.2 Estimaciónde a y C~ por la técnicaDTM 137

O
o pudiendoserademásencuadradosen el modeloMultifractal Universal. La
O proximidadde a al valor límite a = 2 indica que el generadorde esteruido
O es, segúnel modeloa cascadamultiplicativa, cuasi gaussiano. Además, la
O extremadapequeñezde C~ indica una gran homogeneidaden los datos o
O equivalentemente,un comportamientoescasamenteintermitenteaunqueno
O por ello carente,como se ha visto, de estructuracompleja.
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O Capítulo 5
O

O

Método de separación 1/protón
o
O
O
O Aunque las cascadastanto de protonescomo de fotones presentanuna

componentedel ruido total del tipo 1/fi laspropiedadesestadísticasde éste
son diferentespara unos y otros, a pesarde la proximidad que los valores

e de los parámetrosa, 0~ y H del modelo Multifractal Universal presentan
en amboscasos. Sin embargo,esfácil convencersede que, por ejemplo, la

O relativamentepequeñadiferenciaen el valor de a setraduceen la práctica
O en la abundanciade singularidadesde mayortamañoparalos protonesque
O paralos fotones, lo que alejaríaa aquellos,como ya sesabe,másque a éstos
O de las condicionesexigidaspara satisfacerel modelo de la cascadamediao
O de regresióna una constante. Respectoa 01, en amboscasosse obtienen
O

valoresmuy bajos de esteparámetro,lo que genéricamentesignifica que la
fluctuaciónde intensidadmediaserepartede formahomogéneaen la corona
o, en el lenguajefractal, el conjunto de sectoresdondesealcanzael valor de

O la fluctuaciónmediatieneunadimensionfractalmuy próximaa la dimensión
topológicaD~ = 1. Esta última afirmación tambiénes equivalentea decirO

• que existeuna bajísimaintermitenciaen la señal,algo mayor en los proto-
• nes,entendiendopor tal fenómenola sucesiónmáso menosbruscade altos

valoresparala señalseguidosde otros de bajisimaintensidad.De todo esto,
• no se desprendeque seaposible encontraralgúnprocedimientosimpley efi-
• cazque permitaidentificar la naturalezade un sucesoindividualbasándonos
• en la caracterizaciónpropuestaen los capítulosprecedentes,ya que se trata
• de propiedadesestadísticasque se refieren a valoresmediossobrela colec-
• tividad de sucesos/realizaciones.En estecapítulo,proponemosuna técnica

o sencillade identificación/separacióny/protónde laspartículasprimariasque
• originanlas cascadas,que sebasaen la medidade la bondaddel modelo de
o regresióna una constanteparala señalen las coronas. Aunque,segúnlos
• resultadosde los capítulosprecedentes,este modelo no es apropiadopara
• explicarlas fluctuacionescorrelacionadasque se encuentran,es tambiéncier-
O
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140 Método de separacióny/protón

to que cualquierparámetroque intente medir cómo encajanlos datosen el
modelo,puededar resultadosdistintossi se trata de protoneso de fotones.

Finalmente,aunqueen estetrabajosehan propuestodosmanerasde cla-
sificar los sucesos,los resultadoshalladospermitenadelantarque el método
propuestoen este capítulo no parece ser sensibleal tipo de clasificación
efectuada[109]. Por estemotivo, seutilizará la clasificaciónpor energíapa-
ra estimarcuantitativamentela capacidadde identificación/separaciónde la
técnicaque a continuaciónse detalla.

5.1 Parámetrox~ y factor de calidad Q

5’x.x>

<000

sexo,

¡“‘y)

Figura5.1: Distribución del estadístico4
dos de libertad.

Comenzamospor ele-
gir un parámetro que
nosserviráde referencia
en el proceso de iden-
tificación de cadasuce-
so individual. Paraes-
te propósito,tomaremos
el valor del parámetro

4 reducido’ que se ob-
tiene tras el ajuste in-
dividual de cada suce-
so a una constante.Es-
te parámetrorepresenta
una medidade la bon-
dad del ajustede CX(x)

2.5 .0 a un nivel constante
< CA(z) >,, representado
porsuvalor mediosobre

para n gra- cadasucesoindividual y

viene definido por
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(5.1)
/=1

donde o-~ representala varianzade la variable aleatoriaasociadaa cada
sector i y < CÁ(=r) >,, representael valor medio de los datos sobre cada
realización(mediaergódica). En una situación idónea,es decir, cuandoel
modelo de regresióna una constantepuedeser seriamenteconsiderado,la

‘El estadístico4 se definecomoel valor de y2 por gradode libertad.
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4 = (~~(i)— <3Á(x) >)2
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distribuciónde esteparámetropuedetenerunaformasimilar a la de la figura
5.1. Valores del estadísticomuy superioreso inferioresa 1 indicanfalta de
adecuacióndel modelode regresiónpropuestoa los datosdisponibles. No
hay que perderde vistaque en el testque se realizase da por supuestoque
no existemáscorrelaciónentre los datosque la proporcionadapor el vinculo
< («1) >,,= Cte; lo que tiene como consecuenciaque el númerode grados
de libertadrealesseaA — 1.

Datos sinfiltrar

1
.85

.80

25

20

‘5

)0

Figura5.2: Distribución del estadísticox? para las muestrasdefotonesy protones

primarios sin haber filtrado la componentede ruido blanco.

Cuandono seposeeinformación acercade las varianzasa~ asociadasa
cadasector, es másconvenienteutilizar otro estimadorde la bondadde un
ajuste que, con abusode notación, tambiénllamaremosx~ Se trata del
estadísticodefinido por

(5.2)= f (cx(i)— <CÁ(X) >)2

1 < xGr) >,,

en el que las varianzassehan sustituidopor los valoresmedios. Suponiendo
que < CÁ(X) >~ puedaconsiderarseconstantedeuna realizacióna otray que
la varianzadel proceso~2 =< (ex(i)— < Cx (se) >~)2 > estédefinida, esfácil
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142 Método de separacióny/protón re
re

ver que el valor medio del estadístico(5.2) es2 re
U

2
T <C(z) ku.~) re

U
Cualquiercorrelaciónno modelizablemediantetécnicasde regresiónva a re
afectarmuy sensiblementea la distribución de valoresdel estadístico[109]. re
Esteesprecisamentenuestrocasoya que, como seha visto en los capítulos re
precedentes,RQi-) e-~ rL’. Refiriéndonosal análisislejano,podemosapreciaren re
la figura 5.2 lasdistribucionesde valoresde x~ parafotonesy protonescuando re
sobrelos datosno seharealizadooperaciónalguna,es decir, conservantodas U
las componentesde ruido ya analizadasanteriormente. A la vista de las re
figuras, puedenapreciarsedos hechossignificativos re

U
• Las distribucionesseapartande las esperadasen un modelo de regre-

sion. -

• Sonmuy diferentessegúnel rayo cósmicoprimario considerado. re
re

Refiriéndonosa la figura 5.2, puestoqueel parámetro~ seobtieneparacada re
sucesoindividual,seríaposibleclasificar un sucesodando,además,una pro- re
babilidadde acierto,siempreque se tratarade un sucesoencuadrableentre u)
los de la librería usadaen estetrabajo. Más aún,si partimosde una mues- re
tra de sucesosentrelos cualeshay representantesde los dos tipos, protones re
y fotones, y deseamoseliminar cuantossucesosde tipo protón seaposible re
basándonosexclusivamenteen el valor de 4, podemosdefinir una magnitud re
que mida el enriquecimientorelativo en fotonesde la muestracuandoselec- re
cionamoso eliminamossucesossegúnel valor del parámetro.Estaoperación re
estableceun corte de la muestrasegún4. re

Dadauna muestradedatosde dos tipos,talescomo protonesy rayosy, el U
enriquecimientode estamuestraen uno de los dostipos medianteun método re
de separaciónse mide habitualmentepor medio del denominadofactor de re
calidad 9 definidopor re

U
___ (5.4) re

re
dondec~ y C~ son la fraccionesde cadaespecieque resultantras la aplicación re
del método separador[’77]. La figura 5.3 nosmuestrael factor de calidad9 re
correspondientea los sucesosrepresentadosen la figura 5.2. Puedeapreciar- re
se que, para valoresdel parámetrode corte4 1.4, se obtiene39 2.0. e

2Un (5.1) <4 >= 1. U
3Además como se verá más adelante,la variación de Q con la resolución es muy re

pequeña,incidiendo solamentesobreel valordel corte. Estehechorepresentaunaprueba U
indirectade las leyesde escalasatisfechaspor los datos. re
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Datos sinfiltrar

phot&ns 1O-+6OTeV

protors 10 6OTeV

(o)! ‘~i ~ :,&u~: £ t ________ ________

101 2 3 4 5 6 7 8 9
2x

1 2 4 5

Cur in

Figura 5.3: (a)Representacióndel estadísticox~ de acuerdo con la figura 5.2.
(b)Factor de calidad Q para cortes segúnel valor de dicho estadístico.

Téngaseen cuentaque esto representaun corte mínimo en los datos que
puedeefectuarsesin la informacióndisponiblesobrela estructurade las fluc-
tuaciones. Es de esperarque su consideraciónnos lleve a una mejoraen el
enriquecimientoen fotones de las muestrastras la aplicacióndel corte.

5.2 La mejor separación-y/protón

Considerandoglobalmentetodos los protones(p) por un lado, todos los
fotones () por otro y finalmenteel conjunto de todos los sucesosdisponi-
bles en las muestras(re, de rayo cósmico),sin distinción de tipo o energia,
se puedeestimar la PSD de todos esosgruposde sucesosconsiderándolos
procesosestocásticosindividualizados. En la figura 5.4 se representael
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log P(k) frente al log lv para los agrupamientosseñaladosde sucesos,a la
re

Sucesos Partícula E(TeV) A B C x /ndf

4143
2464
1679

re
p
‘y

10-60
10-60
10-60

1.27(3)
2.00(4)
0.26(1)

1.03(1)
1.06(1)

(*)

0.1004(6)
0.0925(7)
0.1165(5)

1.0
1.0
1.0

Tabla 5.1: ParámetrosA, .3 y C de los filtros globalesuniversal: rc, de protones:

p y de fotones: ‘y para análisis lejano. En (3<) se asumeque .8 = 1.

maneravista en el capítulo3, pudiéndoseapreciarque resultaposibleapli-
car de nuevo el modelo introducido en (3.12). La tabla 5.1 muestralos
valores de los parámetrosA, B, C y el indicador de la bondad del ajus-
te4 4. Se hacenotar asimismoque para los fotonesagrupadosse supone
que E e---’ 1. Si se filtran las muestrasglobalesde protonesy fotonesme-

0>5 1 LS 2 2.5 3 35 4 4.5
4143rc10_COTeV

1? 3.5 4 4.5

05 1

~ ~,[II
0>5 1 1-5 2 2.5 3

1679ph]O.fiOTeV
3.5 4 4-5

Log(k)

Figura 5.4: Representaciónlogarítmica de la PSD global y de las muestrasagru-
padaspor tipo de primario para análisis en coronas lejanas.

4Esteestimadorno se refiere al introducidoen (5.2) sino al estandar(5.1).
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O
O
• diante (3.14) dondeA y C seextraende los correspondientesa cadamues-
• tra segúnla tabla 5.1, el cálculo del estadístico4 revela que protonesy
• fotones filtrados puedenser casi completamenteseparadoscon arreglo al
• valor de este parámetro. La figura 5.5 es bastanteilustrativa y no precí-
O sa más comentarioque el relativo a los valores obtenidosdel estadístico.
o Los bajos valores del
• estadístico son una
o Datosfiltrados consecuenciadirecta
O de la fuerte corre-

~>J

xc lación que presentan
O los datos para cada
O suceso y revelan lo
O 60 inadecuadodel mode-

50 lo de regresionutili-
• zado. Por otro la-
O 40 do, los fotones pre-
O 30 sentan menoresdes-

0 .80 viacionesrespectode
O la media constanteO 10

que los protones,por
O o lo que es de espe-

rar un valor maspe-
O queño para el es-
O Figura 5.5: Distribución del estadístico4 en análisis timador 4. La
O lejano, para las muestrasdefotonesy protonesprimarios, prácticamentecomple-
O habiendofiltrado la componentede ruido blanco mediante ta separación entre
O un filtro adaptadoal tipo de muestra. los dos tipos de pri-

O manos daría lugar a
O factoresde calidadmuy elevados.Otra propiedaddestacablees la invarian-
O ciade estosresultadoscon el bineadoo resoluciónelegidapararepresentar
O los datos. Estorefuerzanuestratesisacercade la invarianciade escalamani-O

festadapor la señalresidualunavez filtrado el ruido blanco. En las próximas
seccionesvolveremossobreestepunto para mostrarresultadosgráficos que

• apoyanestasafirmaciones.En análisiscercano,los resultadossoncompleta-
• mentesimilares.

O
o A pesarde los muy esperanzadoresresultadosencontradosmásarriba, no
• puedenusarsecomométodode discriminación,puesseríanecesarioconocer
• previamentelos parametrosA, B y C del filtro adaptadoquehay que aplicar

o a cadasucesoindividual y esta información equivalea conocerel tipo de
o primario. Por otro lado, los parámetrosA y C son funcionesde la energía

O
O

O
O
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y del tipo de suceso5. Las figuras 5.6 registranestasdependenciaspara
los seis valoresde la energíacorrespondientesa los sucesosde la librería
clasificadapor energíamientrasque en las figuras 5.7 serepresentalo mismo
parala librería clasificadapor el númerode partículassecundariasrecogidas
en lascoronas.Dandopor supuestoque no vamosa tenerinformaciónalguna
sobreel tipo de primario asociadoa un sucesoobjeto de clasificación ni
tampoco,a priori, de la energía,podremosaplicarleun filtro construidocon

3.5
k

~ 3

~.. 2.5

2

-~ 1.5

~ 1

0.5

o

0 20 40 60

ParanietroC (Cercano)

Energia(TeV)

Figura 5.6: Dependenciacon la energía de los parámetrosA y C para todos los

primarios clasificados por energía en las coronas lejanasy cercanas.

valoresglobalesde los parámetros[109],lo que da origenal procedimientode
separaciónmedianteel denominadofiltro global que seráel objeto de la
próximasección.

5No se considerala dependenciadel parámetroB, el cual solo difiere de la unidadpara
los protonesen análisiscercanoa cualquierenergía.
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Figura 5.7: Dependenciacon el bin .áN, de losparámetrosA y C para todoslos
primarios clasificadospor N~ en las coronaslejanasy cercanas.

5.3 El método mássencillo: el filtro global

Visto que la eliminacióndel ruido blancomejorala identificaciónde los
sucesos,se impone el diseño de un método simple que realice, al menos
parcialmente,estefiltrado sin presuponerconocimientoalgunoacercade la
energía. Cualquierprocedimientoútil en la prácticaque pretendaobtener
rendimientosóptimosen la separaciónde primariosmediantefiltrado de los
ruidos blancospresentesen las señalesde los sucesos,deberáemplearun
filtro global. El filtro global no es otra cosa que los valores de A, B y C
adecuadosparaponeren la función de transferenciah(k) y que proporcione
enel análisisx~ la máximaseparaciónposibleentrelas distribucionesde los
diferentesprimarios. Los filtros globalesque van a ser consideradosson de
tres tipos:
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148 Método de separación-y/protón re
re

1. Filtro global universal: Los parámetrosA, B y C se evalúansu- re
poniendoque todos los sucesosson realizacionesde un único proceso U
estocásticocuyaPSD seajustaa la función re

A re
(5.5) re

lv re
re

2. Filtro global de protones:Lo mismo que el anteriorpero conside- re
raudoquesólo los protonessonlas realizacionesdel procesoestocástico. re

3. Filtro global de fotones: Idéntico al anteriorpero estavez con los
fotones. re

U
La tabla 5.1 ya resumelos parámetrosde estos filtros globalesen análisis U
lejano que despuésse aplicarána las basesde datos6. La tabla 5.2 recoge re
los correspondientesvaloresen análisis cercano. En ella no se considerael U

re
Sucesos Particula E(TeV) A B C x /ndf re

2464 p 10-60 9.9(3) 1.44(2) 0.168(1) 1.0 ‘6
1679 ‘y 10-60 093(2) (‘1’) 0Á88(1) 0.8 re

re
Tabla 5.2: Parámetros A, E y C de losfiltros globalesde protones: p y defotones: re
‘-y segúnel análisis cercano. En (*) se asumeque E = 1. re

re
filtro global universalpuestoque los protonesen análisiscercanopresentan re
un carácterno estacionarioque no conviene mezclarcon los fotones cuya re
estacionaridadestacomprobada. rere

re
5.3.1 Filtro global universal re

Filtrando tanto los protones como los fotones mediantela función de re
transferencia(3.14) con los valoresde A y C correspondientesal tipo rc de re
la tabla 5.1 y evaluandoel factorde calidadparael cortesegúnel estadístico rere4, se obtiene la figura 5.8. La gananciaen Q respectode la figura 5.3 es re
bastantesignificativa. Se puedenobtenerfactoressuperioresa Q = 4.0 para
cortesen el valor del estadísticode 4 0.35. Se aprecia,asimismo, que
las distribucionesde este parámetroson bien distintas de las encontradas U
en las figuras 5.3 y 5.5, en lo referentea las posicionesde los máximosy a
las anchurasde las mismas.A la vistade estosresultados,el procedimiento re

GDebido a la criticidad, ya discutidaen el capítulo 3, de las muestrasde fotones,se re
suponequefl 1, ya que sólo asíobtenemosunosdatosfiltrados quepresentanleyesde re
escalacon el númerode sectoresen quese divide la corona.
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Figura 5.8: (a)Representacióndel estadístico4 para fotones y protonesfiltrados

mediante el filtro global universal en análisis lejano. (b)Factor de calidad 41
para cortes segúnel valor de dicho estadístico.

a seguir para enriqueceruna muestracompuestade fotonesy protonesen
sucesosdel primer tipo consistiríaen la aplicacióndel filtro global universal
y el cálculoposteriordel parámetro4. Si dichovalor es superioral valor de
corteque maximizaQ, el sucesose catalogade protón y serechaza.

5.3.2 Filtro global de protones

Si se filtran ahoratanto los fotonescomo los protonesmediantela función
de transferencia(3.14) con los valoresde A y C correspondientesal tipo p de
las tablas5.1 y 5.2 y secalculael factor de calidaden ambassituaciones,se
obtienela figura5.9. En ellapuedeobservarsequeno semejorasensiblemente
el factor de calidadrespectoal filtro anteriorobteniéndosevaloressimilares
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Filtro Global deProtones
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Figura 5.9: (a)Representacióndel estadístico4 para fotones y protonesfiltrados
medianteel filtro global de protonesen análisis lejano. (b)Igual que el antenor

pero en análisis cercano. (c)Factor de calidad 41 para cortes según el valor del
estadísticopara los dos tipos de análisis.

en Q paracortesen el estadísticoen torno a >2 0.4. Se apreciafinalmente
que estasconclusionessonválidas independientementedel tipo de análisis,
lejano/cercano,que se considere.

5.3.3 Filtro global de fotones

Parafinalizar, seharealizadola mismaoperaciónutilizandoel tipo ‘x de las
tablas5.1 y 5.2 obteniéndosela figura 5.10. En ella se aprecianunosfactores
de calidadalgo menoresrespectoal procedimientoanterior. Además,hay
diferenciasen el valor de corte entreel análisislejano y el cercano. Parael
primeroel cortese sitúaen torno a 0.1, mientrasque parael segundo
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Figura 5.10: (a)Representacióndel estadístico>2 parafotonesy protonesfiltrados
mediante el filtro global de fotonesen análisis lejano. (b)Igual que el anterior
pero en análisis cercano. (c)Factor de calidad Q para cortes según el valor del
estadísticopara ambostipos de análisis.

el máximose encuentrapara>2 0.25.

5.3.4 Resumende valores de corte y factoresde calidad

A modo de conclusiónde estasección,seofrecela tabla 5.3 que resumela
acciónde los diversosfiltros propuestoscon el fin de conseguiroptimizar el
métodode separaciónpropuesto.

Filtro Global de Fotones
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Tipo de Análisis Filtro Corte en X, FactorQ

Lejano universal 0.3 4.5
protones 0.4
fotones 0.1 4.0

Cercano protones 0.4 4.5
fotones 0.25 4.0

Tabla 5.3: Valores de corte del estadístico>2 que maseimizanel factor de calidad
41 para distintos tipos de filtro aplicado, segúnanálisis lejano y cercano.

5.4 Dependenciade la escala

Resultainteresanteefectuarunanálisisde lavariaciónde ladistribucióndel
estadísticoy del valor quemaximiza41, cuandocambiaelnúmerode sectores
por corona, es decir, cuandovaría la resolucióncon que se determinala
densidadde partículasquellegana las coronas.Suponiendo,como sehizo en
5.1, quela mediaergódicao mediasobrecadarealización,< ~x(z) >,,, pueda

considerarseconstantede unarealizacióna otra, puedeobtenersefácilmente
que,parauna resoluciónA, el valor medio del estadísticodependede A de la
forma

<j>e-.~ AK(2) — 1

donde K(2) es el exponentede escaladode los momentosestadísticosin-
troducido en (1.90), para q = 2. Esta dependenciaprovienedel término
cuadráticoen los datos, < cx(z)2 >e-—’ AK(2), incluido en la definición del
estadístico(5.2). Se apreciaclaramenteque las distribucionesse han de des-
plazarhacialos valoresmenoresde>2 cuandose disminuyela resoluciónA y
corno consecuencia,los valoresde corte que maximizan41 sufrirán un corri-
mientoequivalente,comosereflejaen la figura 5.11. Finalmente,el factorde
calidadseve ligeramenteafectadopor la escalade medida,con unatendencia
a empeorara bajasresoluciones.Este efectoes esperado,ya que a pesarde
la invarianciade escalaque debemanifestartodaoperacióncon los datos,es
inevitablecierta pérdidade informaciónen el procesode degradaciónde la
señaldesdelas escalasmenoresa las mayores. Como consecuenciade ello,
perdemosdetallesde la estructurade las fluctuacionesque diferenciana am-
bos tipos de primarios,y las distribucionesdel estadísticopuedensolaparse
algo más. Paraanálisis cercano,los resultadossonsimilares,como refleja la
figura 5.12.
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Figura 5.11: Representacióndel estadístico>2 para las muestrasde fotonesy
protones filtradas medianteel filtro global deprotones,cuandovariamosel número
de sectoresde la corona en análisis lejano (parte superior). En la parte inferior
se muestranlos factoresde calidad 41 obtenidospara las escalasconsideradas.
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Figura 5.12: Representacióndel estadístico>2 para las muestras de fotones y
protones filtradas medianteel filtro global de protones,cuandovariamos el número

de sectoresde la corona en análisis cercano (parte superior). En la parte inferzor
se muestran losfactoresde calidad 41 obtenidospara las escalasconsideradas.
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O ConclusionesO
O
O
O A lo largo de estetrabajo sehanestudiadolas característicasde las fluc-
O

tuacionesen la distribuciónlateral de partículassecundariasobservadasen
cascadasatmosféricas(EAS), simuladaspor Monte Carlo, producidaspor
radiacióncósmica de alta energíaen el rango de 10 a 60 TeV. Paraello,
se ha construidouna librería de sucesosmedianteel códigoCORSJKA4.50

o que contieneEAS producidospor protonesy fotones primariosen número
suficientecomoparaponeren evidenciala estructuraque poseenlasmencio-

O nadasfluctuaciones.O
Las principalesaportacionesde estetrabajosonlas siguientes:

O • Se ha hechouna revisiónde los conceptosy característicaspresentes
O en la teoríade los fractalesy multifractales,procurandoofreceruna vi-
O

sión panorámica,poco frecuenteen la literatura,que ayudeadelimitar
o claramenteel contexto en el que se realizaesteestudio.

O • Se harealizadounadescripciónde los aspectosmásrelevantesparaeste
O trabajode la naturalezacaracterísticasy simulaciónpor Monte Carlo
O de la radiacióncósmica.
O
O • Dentrode la representaciónunidimensionalde lasEAS, se hacalculado
O la distribuciónde la densidadde las partículassecundariasque llegan
O a tierra procedentesde protonesy rayos ‘y primariosde la radiación
O cósmica.
O
O • Sehan analizadolas fluctuacionesen la distribuciónde la densidadde
O partículasen función del ánguloazimutalen anillos alrededordel core
O de las EAS.
O
• • Utilizandola teoríade los procesosestocásticosen lo relativoal análisis
• de correlaciónmedianteel uso de la Densidadde EnergíaEspectral
• (PSD),se haencontradoquelas fluctuacionesde ladensidaddepartículas
• no se comportancomo un simple ruido blanco, tal como se supone
o implícitamenteen el modelode cascadamedia(NKG). Porel contrario,
O
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156 Conclusiones rere
U

las fluctuacionesmuestranunaestructuracomplejay se haencontrado re
que consistenesencialmentede un ruido i/f superpuestoa un ruido re
blanco. U

re
• Tras eliminar el ruido blancomedianteun filtro adecuado,se han es- re

tudiadolas propiedadesde escalamientodel ruido 1/f. Se havisto que U
los exponentesde escalado14(q) son no linealesy correspondena una re
estructuramultifractal. re

re• Se ha mostradoque la estructuramultifractal de las fluctuacionesen re
la distribuciónde partículaspuedeserencuadrabledentrodel esquema
de los multifractalesuniversalesy por consiguientepuedecaracterizar- U
se mediantetres parámetrosque contienenla informaciónestadística U
masrelevante: el indice de Levy a, la codimensiónmedia 01, y para U
las señalesno estacionariasel exponentede no estacionaridadH. Los
valoresencontradospermiten afirmar que se trata de señalesde baja rere
intermitencia(0~ e--’ lCr2 — íG—~) con una distribuciónde valorescer- re
canaa la lognormalidad(a ~ 2) y un grado de no estacionaridadbajo U
(H “-‘0.2 — 0.3). U

• Se han encontradodiferenciasnotablesentrelas estructurasmultifrac- U
talesde lasfluctuacionesde la densidadde partículassecundariasen las
cascadasoriginadaspor protonesy fotonescósmicos.En primer lugar, re
los valoresdel parámetro0~ paraprotonesy fotonesdifieren en un or- rere
den de magnitudtanto paraanálisislejano como cercano.En segundo re
lugar, para análisisen las coronascercanas,los protonespresentanun re
gradode no estacionaridadH no nulo mientrasque la señalproducida
por los fotonescontinúasiendoestacionaria. ‘6

• Se haencontradounaposibleaplicaciónprácticadel estudiode las fluc- re
tuacionesde la distribuciónde partículassecundarias,que puedeper- re
mitir distinguir estadísticamentesi la partículaprimariaes un protón o U
un rayo ‘y. La medidadel poderseparadordel métodopropuestola pro-
porcionael factor de calidad41, el cual alcanzavalorescercanosa 4.5, ‘6
resultadoque permitedepuraraceptablementeunamuestracompuesta re
por sucesosoriginadospor ambostipos de primariosy enriquecerlaen re
fotones. rere

‘6
re
re
re
re
U
re
U
re
e
re
re
re



O
O
O
O
O
O
O
e
O
O
O
O
e
O

Apéndice A
O
O
• Probabilidad y procesos
O
O

multiplicativos
O
O
O

A.1 Algunas definicionesprevias
O

SupóngasequeX y {X~}L~1 representanvariablesaleatoriasindependientes
e idénticamentedistribuidas,(ud), con la mismadistribuciónp y considérese

o que S,, = Z~=1X~. Se dice que la distribución p es estableen un sentido
• amplio, si, para todo n, existenconstantesde normalizacióna,, > O y b,,
o talesque S,, = a,,X + b,,’ y p no estáconcentradaen un sólo punto. Se

dice que es estableen sentidoestrictosi b,, = O. Se puededemostrarque las
constantesa,, son de la formaa,, = ~L/a, dondeO < a < 2 se llama exponente
característico de p.

• Se dice que la distribución p del párrafoanterior, perteneceal dominio
• de atracciónde la distribución0, si existenconstantesa,, > O y b,, talesque

S,,—b,, (A.1)
O
• Se puededemostrarque la distribuciónp tiene dominio de atracción,si y
O solo si esestable.
O
O
• A.2 Funcionescaracterísticas
O
O Las funcionescaracterísticasconstituyenunaeficaz herramientaen teoría

de la probabilidadjunto con la sumade variablesaleatoriasy las leyesque
e satisfacenen situacionesespeciales.Consideremosunavariablealeatoriareal
O ___________________

• iLa igualdad ha de entenderse en el sentido de igualdad de sus distribuciones.

O
O 15’?
O
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158 Probabilidady procesosmultiplicativos
u)

X con densidadde probabilidadp(X). La Función Característica(FC) re
de X se define por re

re
U

(A.2) U
re

lo cual significaque la FC esla transformadade Fourier de la función den-
sidadde probabilidad. Esto indica que el conocimientode la FC equivalea
conocerla distribuciónde probabilidadparala variableX. Como propiedad
másnotablede la FC utilizadaaquí,semencionaquelasumadedosvariables re
aleatoriasX, +X2, que tienecomo función de distribución laconvolución de re
las dosdistribuciones,p~ 0P2, tienecomo FC el productoP1P2 de las corres- U
pondientesa cadauna de ellas,propiedadque se derivadel comportamiento re
de la transformadade Fourier de una convolución. U

re
U

A.3 Distribuciones gaussianas re
re

La FC de una densidadgaussianacon u = 1 es U
re

<q) = e+ (A.3) re
re

Las distribucionesgaussianasson estables,ya que la sumade n variables ‘6
gaussianas,S,, tiene por función característica U

re
y? (q)=e # (A.4) re

U

lo que demuestraque <‘(q/Qñ) = e#, es decir, S,,/~/ñ, es una variable U
aleatoriagaussiana.Ademáslas distribucionesgaussianasson atractivas de- U
bido al TeoremaCentraldel Límite. Así es, en efecto,ya que dicho teorema re
aseguraque la sumaS,de variablesud con <X3 >= O y <27 >= 1 se ‘6

U
distribuyecon arregloa la ley gaussiana,es decir, U

2 ‘6
p’(q/ n)½e# (AS) re

re
Estaspropiedadesde las distribucionesgaussianas,estabilidady atractivi- re
dad, sonargumentosde pesoen favor de su aplicabilidada la física cuando u)
se estudianprocesosen los que se suman variables aleatoriaso aditivos. U
Sin embargo,tambien existen los procesosmultiplicativos, paralos que re
tambiénes posibleencontrardistribucionesestablesy atractivasbajo multi- re
plicación. Estasdistribucionesson las distribucionesestablesde Levy. re

U
U
U
re
re
re
u
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O
• A.4 Distribuciones infinitamente divisibles
O
• UnadistribucióncuyaFC es sedice infinitamente divisible si, paracada
• n E N, existeuna funcióncaracterística~,, tal que~ = p. Estosignifica
o que p se puededescomponeren el productode n funcionescaracterísticas.
• Las distribucionesmás conocidas,como la gaussiana,Poisson, Gammay
O Cauchy,pertenecena estacategoría.
O Paralas distribucionesinfinitamentedivisibles sepuededefinir una se-

O gundafunción característica SFC mediante
O
• w(q) = logQp(q)) (A.6)
O
• Según el teoremade Levy-Khinchine, la SFC en la forma canónicapara
O distribucionesinfinitamentedivisibles es
O

O 1 9-00

w(q)=—2u
2q2±jbq + f (eJQX — 1 — jqX)F(X)dX

O dondeF(X) es una medidade probabilidady u y b constantesque pueden
O valer cero. La elecciónde la medidaF(X) determinala formade la función
O

característica,~,de la distribución infinitamentedivisible.

O

O A.5 Distribuciones establesde Levye
O
• Con la elecciónF(X) = AX~ con O < a < 2, seobtiene

iraO w(q) = jq’y — c~q~0[1 + j¡3—tan(-—)] (A.8)
O
O

donde—1=fi=1c>Oy’yE~R. Elparámetroarecibeelnombrede
índice de la distribución. La expresión(A.8) resumetodas las situaciones

• posiblesque podemosencontrar. El caso más sencillo es w(q) = —cq0, que
coincide con la distribucióngaussianaparaa = 2.

o Las distribucionesde Levy gozan de las propiedadesde estabilidady
• atractividadexigidasparaserconsideradascomo una generalizaciónde las
• leyesgaussíanas.

O
• • Estabilidad: La sumanormalizadaSn/nl/ade n distribucionesesta-
• bles deLevy de índicea es,también,unadistribuciónestablede índice
o a.

O
O
O
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O
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160 Probabilidady procesosmultiplicativos
re

• Atractividad: Aunqueparadistribucionesestablesde Levy de índice
a < 2, la varianzadiverge,continúasiendouna distribuciónatractiva. U
Por tanto, existe una versión generalizadadel TeoremaCentral del u)
Límite: Si tomamosn variablesaleatoriasX~, talesque < X~ >= O U
y cz 24? >= oc, pero existiendo un a <2 tal que < Xg >= ly re
<xf >= oc, paratodo ¡3> a, entonces U

U
—* ~~eqa (A.9) re

U
lo quesignifica que la sumanormalizadaes atraida porunadistribución re
establede Levy de índice a. U

re
A.6 Multifractalidad y distribucionesde Levy re

U
reLa definición de FC dadaen (A.2) puedeescribirse,también, como una

Transformadade Laplace rere
re

(A.10) re
U

que,en otraspalabras,significa y?q) =< e~ >. Dadoque, segúnla (1.63), re
< Cj{ >e-—’ ~K(q), donde A e-—’ 1/3, estaexpresiónse puedeponertambiéncomo ti

re
< ~q1~-’> >~ ~K(q)in(S) (AH) U

ti
lo que muestraque 14(q) ln(A) es la segundaFCL de la variablealeatoria re
EÁ = ln(~x), también llamadafrecuentementegenerador de CA. Como se U
trata de un procesomultiplicativo, ln(CA) es la sumade variablesud y por U
tantohayquesumargeneradores.Usandodistribucionesestablesy atractivas ‘6
para estos,se obtendráuna clasede medidasmultifractalesCX con carácter U
de universalidad.Con estaspremisas,la formade la segundaFCL es w(q) = U
Aq — Bq”’ que junto a las condiciones14(0) = 14(1) = O y (1.70), resulta U
finalmente U

re
14(q) = (q0 — q) (A.12) re

a-1 U

‘6
El casoa = 2 correspondeal procesoconocidocomo log-normal. re

re
re
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• Apéndice BO
e
O

Simulación de multifractales
o universales
e
O
O
O Paralos Multifractales Universalesconservativos,la funcion 14(q) viene
O parametrizadasólo por dosvariables, el índice de Levy a y la codimensión
• mediaC~, los cualessepuedenestimar,con unaprecisiónsuficiente,graciasa
O la técnicaDTM, vistaen 1.5.6. Parasituacionesno conservativasesnecesario
O filtrar los datosiniciales medianteel parámetrode no estacionaridadH =

• C(1). En esteapéndicetratamosel problemainverso, es decir, dadoslos
O coeficientesa, 01 y H de no estacionaridad,simular un procesoestocástico
0 que tengala mismaestadística.
O
O
o Bel Simulación de cascadasdiscretas
O
• Supongamosn pasosdeun procesoa cascadamultiplicativacon un factor
O de escala2 entrepasossucesivos.Esto significaque,tras n pasos,tendremos
O A = 2~ intervaloso medidasdiferentes,cuyaestadísticadebecorrespondera
O
• < ~q >< ~ > ~n1n(2)K(Q) (Bí)
O
• donde14(q) viene dadapor (1.90). Esto se realizamultiplicandon factores
• aleatorios,que correspondea sumar n variablesestablesde Levy X~. La
• variableresultante,seescribeen la forma

O n

O X=a5Xi—b (B.2)
O i=1

O
• con lo que el problemasereducea encontrarlas constantesa y b parare-
• cuperarlas propiedadesestadísticasdeseadas.Debido a las propiedadesde
O
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162 Simulaciónde multifractalesuniversales re
U

estabilidadde las variablesde Levy, vistas en el apendiceA, severifica que

>1>1 Xi—b)~> — e—hQ+pa”qa (B.3) rere
dondehemosutilizado el que las X~ sonud y que, además,sonvariablesde re
Levy unitarias, para las que secumple que < gqX >= ~ Por tanto, las ‘6
constantesdebenvaler ‘6

o u)
a = ln(2) 1 (B.4)

a- 1 ‘6
b = nln(2) ~‘ (B.5) u)

a— 1 re
y el algoritmoparagenerarlas cascadasesel siguiente: re

U
• Parageneraruna cascadacon n etapas,esto es A = 2~, se generan, re

paracadaetapap, (1 =p =n), 2~ númerosobtenidosde unavariable U
unitaria de Levy’. U

• En la etapafinal, tendremos2” variablesde Levy, cadauna de las re
cualeses la sumade n variablesobtenidasen las etapasprecedentes.

U
• Paracadavariablefinal se normalizay trasladacon las constantesa y u)

b y se tiene construido,en estemomento,el generador. U
U

• Se exponenciael resultadoparaobtenerel campode datosfinal re
U

B.2 Simulación de cascadascontinuas
U

Las cascadasdiscretastienen la evidentelimitación del pasoentreetapas ‘6
sucesivas,que es discreto,de aquíel adjetivo empleado.Podemoseliminar re
este problemamedianteun procedimientomás complejo que implica una U
densificaciónde escalas,es decirla introducciónde escalasintermediasentre re
dos cualesquieraetapassucesivasA y 2A. La estructurade una cascada
continua,presentalas siguientescaracterísticas: re

u)
• La segundafunción característicade FA, que es ln(A)K(q), diverge

logarítmicamentecon A. re
u)

• El generadorF~ esun ruido aleatoriocorrelacionadoa bandalimitada u)
en el intervalo de númerosde onda [1,A], lo que garantizaráque no
habráperturbacionesdebidasa lo que ocurraa escalasinferiores2.

‘Para estepropósito,puedeadoptarseel algoritmopropuestopor Chambers[110]. re
2Téngasepresenteque los datosa unaciertaescala,en generalsonpromedioso canti- u)

dadesvestidas,por lo que, aquello que sucedaapequeñaescala,puedeserrelevante. Si, U
re
re
u)
U
u)
u)
re
re
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• Paravalorespositivos del generador,la densidadde probabilidadp de
~A debe caera cero lo bastanterápido como para que 14(q) pueda
converger,paraq > O.

EAK(Q) =

(B.6)

• Debidoal vínculodeconservación,que supondremoscanónico,<CA >=

1, setieneque 14(1) = O.

Se utilizará una representaciónen el espaciode Fourier del generadorde la
forma

FA(x) = jf(k)l(k)eikxdlc

donde la integraciónse realizapara 1 < lv < A, f(k) es
aleatorioy 1(k) es un ruido blancode Levy de índice a.
necesarioparadotar al procesode la oportunacorrelación,

f(k) —
1 1

cori — + — = 1
a a

un filtro
El filtro
siendo

(B.’7)

real no
f(k) es

(B.8)

Esto aseguraque la funcion 14(q) tendrála formadeseada[11O,111, 112].

por ejemplo, a una escala mucho menor, ha tenido lugar una fluctuación extrema, esta
puede dominar el promedio.
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O
O Apéndice C
O
e
e
o Procesosestocásticos
e
O
O
• Se resumenen esteapéndicealgunosresultadosútiles relacionadoscon los
O procesosestocásticosy referidosespecialmentea suscaracterísticasespectra-
O les. Paramásdetallesal respectoconsúltensela referencias[31,29, 30, 32, 36].
O
O• C.1 PSD cte procesoscompuestosy suspro-
O

piedades.
O Considéreseun procesoestocásticos(se) que vienedefinido por la suma
e
• s(se)= c(se) + w(se) . (Cl)

• La funciónde autocorrelaciónR(se,se + ir) de dicho proceso,definida por
O
• R~(se,se+-r)=<sQr)s(se+w)> , (C.2)
O

donde < * > simbolizaun promediosobrela colectividadde realizaciones
disponibles,puedeescribirsedel siguientemodo

O R8(se,x+r) =Rc(se,se+ir)±Rw(se,x+r)+Rew(se,se+ir)+Rwe(1%se+ir)
O (C.3)
O

dondeR, designala función de autocorrelacióndel procesoc(se), R~ la de
• w(se) y la funciones R6,,, y ~ son las correlacionescruzadasentreambos

o procesos,siendo,por ejemplo, R~~(se,se + ir) =-< C(x)w(se+ ir) >. Si c(se) y
o w(se) sonestadísticamenteindependientes

1,secumple queR
6~(se,se+ ir) =<

e ‘La independencia estadística significa que no existe correlación entre ambos procesos
y, por tanto, la covariancia cruzadadefinida por

O

O es nula.

O
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‘6

C(se) >< w(x + ir) >, y si, ademásde esto,sonprocesosWSScon mediasCm ‘6
y tUm, se verifica que ‘6

u)
R6~(ir) = CmWm . (C.5) re

re
Si algunode los dosprocesosWSStienemedianula,secumpliráqueR~~(ir) = u)
O. Considerandola expresión(C.3), parael casoen que ambosprocesossean
WSS e independientes,y tomando la transformadade Fourier de ambos
miembros,se obtiene u)

U
11(k) = P6(k) + Ptjk) + 2WCmWm3D(k) (C.6) ‘6

U
dondelas tranformadasde Fourierde las correlacionescruzadas,P~ y P~,
son igualesdandolugar al término que contienela función delta de Dirac. u)
Además,se tiene que re

u)

U
Deestamanera,paralv > O, la PSDde la señal5(x) puedeconsiderarsecomo re
la suma de las PSD de los procesos6(x) y w(x). re

re
u)

C.2 Diferenciasentreel filtrado ordinario y el re
filtrado intrínsecode procesosestocásticos re

U
Consideremosun procesoestocásticos(x) = C(x) + w(x) donde los sub-

procesosC(x) y w(x) se consideranestadísticamenteindependientesy sean re
P8,~4lv), P~th(k) = ~- y PWth(k) = O las PSD teóricasrespectivas,esde-
cir, las que resultande ajustarlas respectivasPSD numéricasPS(lv), P~(k)
y P~(k) a estasformas funcionales. Según lo visto en la secciónanterior,
PS,th(k) = j~- + 0. El problemaque se planteaahoraes el de filtrar o eh- re
minar de la señal inicial la componentew(x) que proporcionael término
constanteen la PSD. reSupongamosun filtro cuya función de transferenciaviene dadapor la u)
ecuación

o u)
h(k) = 1 — (C.s) re11(k) re

re
al quellamaremosfiltro intrínseco,ya quehaceusode la PSDnuméricaP5 del re
propioprocesoparadefinir suacción. La aplicaciónde estefiltro en el espacio re

u)
re
re
re
re
re
re
u)



C.2 Diferenciasentreel filtrado ordinario y el filtrado intrínseco
de procesosestocásticos

de Fourier, conducea una señalcuyo PSD, P8f~,(k) ~<

igual a

P3,f~¿(k)= P8(k)(1

167

sr(k)h(1c)~ > e

O A

11(k) kB(C9)

Si, por el contrario, consideramosla funciónde transferencia(filtrado ordi-
nario)

O _

hth(k)= 1— —
P8,th(k)

A
A-i-Ck~

(C.1O)

entoncesla accióndel filtro da lugar a que

P8,f11(k)= 11(k)(1 — ______

11,udlv)

11(k) A

11,th(k)kB
(Cli)

Es fácil darsecuentade que (C.9) se encuentradominada,paraaltosvalores
delv, porlasdiferenciasexistentesentre11 y

11,th, mientrasque (Cli) tendrá
un comportamientomás ajustadoa A/kB.
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