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P R 0 L 0  G 0

Una vez  c o n s t i t u i d a s  l a  t e o r i a  de g ru p o s  a b e l i a n o s  y l a  t e o r i a  de 

e s p a c i o s  v e c t o r i a l e s ,  s e  s i n t i o  l a  n e c e s i d a d  de g e n e r a l i z a r  ambas e s t r u c t u -  

r a s .  De e s t a  s u e r t e  s e  d e s a r r o l l o  l a  t e o r i a  de m odulos s o b re  a n i l l o s .  Con 

e l l a ,  a l  mismo t ie m p o  que se  o r d e n a  y s i s t e m a t i z a  una zona i m p o r ta n t e  d e l  

A lg e b r a ,  s e  a l c a n z a n  r e s u l t a d o s  de a p l i c a c i o n  f e c u n d i s im a  en l a  M a te m a t ic a .

Desde m ed iados  de e s t e  s i g l o  ban a p a r e c id o  a r t i c u l o s  y mem ories 

a c e r c a  de l a  t e o r i a  de s e m ig ru p o s  en numéro c r e c i e n t e . R e e s ,  D u b r e i l ,  C l i f f o r d ,  

C r o i s o t ,  S c h u t z e n b e r g e r , G re e n ,  L y a p in ,  e n t r e  o t r o s  m uchos , h a n - c o n t r i b u i d o  a 

d i c h a  t e o r i a ,  l a  c u a l ,  segûn  a f i r m a  R éde i en s u  T h é o r ie  d e r  e n d l i c h  e r z e u g b a r e h  

Komm utativen H a lb g ru p p e n  " a d q u i e r e  t a n t o  en l a  M a tem at ica  p u r a  como en l a  a p l i -  

c a d a  c a d a  vez  m ayor i m p o r t a n c i a  y s i g n i f i c a c i ô n " .

C o n s t r u i d a s  y a  h a s t a  c i e r t o  p u n to  l a  t e o r i a  de m ôdulos s o b re  a n i l l o s , 

de un l a d o ,  y de o t r o ,  l a  t e o r i a  de s e m ig r u p o s ,  nos  hemos e n c o n t r a d o  en s i t u a -  

c iô n  a n â lo g a  a  l a  a n t e r i o r m e n t e  d e s c r i t a .  Hemos ju z g a d o  o p o r tu n o  y c o n v e n ie n te  

g e n e r a l i z a r  e s t a s  dos  e s t r u c t u r a s , c o n v e n c id o s  de q u e , a l  com bina r  l o s  m étodos 

d e l  A lg e b ra  l i n e a l  con l o s  de l a  t e o r i a  de s e m ig ru p o s ,  se  a b re  a l a  i n v e s t i g a -  

c i6 n  de e s t a  p a r t e  d e l  A lg e b ra  un camino l l e n o  de p o s i b i l i d a d e s .

. En e l  p a r r a f o  2 s e  e s t a b l e c e n  l o s  ax iom as  de semimodulo de t a l  m anera

que c u a l q u i e r a  s e m ig ru p o  a b e l i a n o  s e a  (o  s e a  s u m e r g ib le  e n )  un sem im odulo s o b r e

e l  s e m i a n i l l o  de l o s  e n t e r o s  no n e g a t i v o s , y de moto t a l  que c u a l q u i e r  semimô- 

d u lo  que t e n g a  p o r  d om in io  de o p e r a d o r e s  un a n i l l o  con e le m e n to  u n id a d  s e a  un 

m ôdu lo . De e s t a  s u é r t e ,  t a n t o  l a  t e o r i a  de m ôdulos como l a  t e o r i a  de s e m ig ru p o s  

a b e l i a n o s  quedan  su b su m id as  b a j o  l a  p r é s e n t e  t e o r i a .

A lgunos a u t o r e s  han  u sad o  y a  e l  t ê r m in o  " se m im ô d u lo " , p e ro  con ê l  han 

e x p r e s a d o  un c o n c e p to  que v ie n e  a s e r  c a s o  p a r t i c u l a r  d e l  n u e s t r o .  R e d e i ,  W iegandt 

y Hancock han e n t e n d i d o  p o r  sem im ôdu lo ,  o un sem ig ru p o  c o n m u ta t iv o  con n e u t r o ,

o un se m ig ru p o  c o n m u ta t iv o  y c a n c e l a t i v o  con n e u t r o ,  l o  que p a r a  n o s o t r o s  e s ,

r e s p e c t i v a m e n t e , un N ^-sem im ôdulo y un N^-sem im ôdulo  s i m p l i f i c a b l e .

No hemos h a l l a d o  en l a  l i t e r a t u r a  n in g û n  a n t e c e d e n t e  d i r e c t o  de l a  c u e s -  

t i ô n  que a q u i  t r a t a m o s : sem im ôdulos s o b r e  s e m i a n i l l o s  c u a l e s q u i e r a .  P o r  e l l o ,  d e -
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dicam os e l  p r e s e n t e  t r a b a j o  c a s i  e x c l u s iv am e n te  a fundamental? e s t a  t e o r i a ,  

en  l a  o p i n io n  de que c u a n to  mas se  a f i a n c e n  s u s  b a s e s  t a n t o  mas se  f a c i l i -  

t a r â  e l  d e s a r r o l l o  u l t e r i o r  de l a  misma.

Comentemos a c o n t i n u a c i o n , muy s u c i n t a m e n t e , a lg u n o s  p u n to s  de l a  

p r e s e n t e  t e s i s  :

En e l  p a r r a f o  1 s e  d e f i n e  s e m i a n i l l o  como y a  e s  h a b i t u a l  en e l  A l­

g e b r a ,  Dadas t r e s  p r o p i e d a d e s , que denominamos SA4, SA5, SA6, se  m iie s t ra  que 

s i  b i e n  no  to d o  s e m i a n i l l o  v e r i f i e s  d i c h a s  p r o p i e d a d e s , a q u ê l l o s  que no l a s  

cum plan pueden  s e r  s u m e rg id o s  en o t r o s  que l a s  s a t i s f a g a n .  Debido a l o  c u a l ,  

a  l o  l a r g o  de e s t a  o b r a  s e  t r a t a  s o l o  de s e m i a n i l l o s  que v e r i f i q u e n  l a s  a n t e -  

d i c h a s  p r o p i e d a d e s . A na lizam os ta m b ié n  en e l  p r im e r  p a r r a f o  a q u e l l a s  c u e s t i o -  

n e s  r e l a c i o n a d a s  con l a s  c o n g r u e n c i a s , hom om orfism os, i d e a l e s  de un s e m i a n i l l o  

que s e r â n  de uso  f r e c u e n t e  en e l  r e s t o  de l a  o b r a .

En e l  segundo  p â r â g r a f o  se  dan l o s  ax iom as  SMO -------  SM5 de semimôdu­

l o .  Los ax iom as  SM4, SM5 son  i n d e p e n d i e n t e s  de l o s  r e s t a n t e s ;  p e ro  c u a l q u i e r  

e s t r u c t u r a  a l g e b r a i c a  que s a t i s f a g a  l o s  ax iom as SMO, SMl, SM2, SM3, y d e j e  

de c u m p l i r  l o s  SM4, SM5, puede  s e r  su m e rg id a  en o t r a  e s t r u c t u r a  a l g e b r a i c a

que v e r i f i q u e  to d o s  l o s  ax iom as  SMO -------  SM5 de sem im ôdulo . Las dos i n m e r s i o -

n e s  c i t a d a s  f a c i l i t a n  n o t a b l e m e n te  e l  d e s a r r o l l o  p o s t e r i o r  de l a  t e o r i a .  En 

e s t e  mismo p a r â g r a f o  se  com prueba que :

a )  C u a l q u ie r  se m ig ru p o  a b e l i a n o  e s  (o  e s  s u m e r g ib le  e n )  un N ^ -sem i-

m ôdulo .

b )  S i  A e s  un a n i l l o  con e le m e n to  u n i d a d ,  to d o  A-sem im ôdulo e s  un A-mô- 

d u l o ;  c o n s e c u e n c ia  de e l l o  e s  que

c )  C u a l q u ie r  s e m i r e t î c u l o  e s  (o  e s  s u m e r g ib le  e n )  un N ^ -sem im ôdu lo .

d )  S i  A e s  un c u e rp o  (no  n e c e s a r i a m e n t e  c o n m u t a t i v o ) ,  to d o  A-semimôdu­

l o  e s  un A - e s p a c io  v e c t o r i a l .

Como e s  b i e n  s a b i d o ,  e x i s t e  una  c o r r e s p o n d e n c i a  b i u n î v o c a  e n t r e  l o s  

subm ôdulos  de un môdulo E y l a s  c o n g r u e n ç ia s  en  E . E s t a  b i y e c c i ô n  queda  e s t a -  

b l e c i d a  a l  h a c e r  c o r r e s p o n d e r  a  c a d a  submôdulo de E l a  c o n g r u e n c ia  cuya  c l a s e  

c e r o  e s  d i c h o  subm ôdulo . En l a  t e o r i a  de sem im ôdulos  l a  c u e s t i ô n  e s  mas com- 

p l e j a .  En p r im e r  l u g a r ,  l a  c l a s e  c e ro  de una c o n g r u e n c ia  en  un sem im ôdulo  no 

e s  un subsem im ôdu lo  c u a l q u i e r a ,  s i n o  un subsem im ôdulo  que v e r i f i c a  una p r o p i e -  

dad  e s p e c i f i c a .  A e s t e  t i p o  de subsem im ôdu los  l e s  llam am os " c e r r a d o s " .

En segundo  l u g a r ,  no  e x i s t e  una  c o r r e s p o n d e n c i a  b i u n i v o c a ,  s i n o  m u l t i -
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v o c a ,  e n t r e  l o s  subsem im ôdulos  c e r r a d o s  y l a s  c o n g r u e n c ia s  en  un sem im ôdu lo ,  

y a  que a  un mismo subsem im ôdulo  c e r r a d o  l e  pueden  c o r r e s p o n d e r  v a r i a s  c o n g ru e n -  

c i a s , d i f e r e n t e s  e n t r e  s i ,  que te r ig an  p o r  c l a s e  c e r o  d ic h o  subsem im ô d u lo .  A 

e s t u d i a r  e s t a s  c u e s t i o n e s  s e  d e d ic a  e l  § 3 . En ê l  d e s ta c a m o s  un t i p o  de con -  

g r u e n c i a s ,  que denominamos " n o r m a l e s " , y que se  m u e s t ra n  s i g n i f i c a t i v e s  p o r  

e s t a s  r a z o n e s :

I )  E l  c o n ju n to  de t o d a s  l a s  c o n g r u e n c ia s  n o rm a le s  en  un sem im ôdulo  E 

fo rm a un r e t î c u l o  i s o m o r fo  a l  r e t i c u l o  c o m p le to  de l o s  subsem im ôdu los  c e r r a ­

dos de E.

I I )  Dado un subsem im ôdulo  c e r r a d o  M de E , s e  puede  c o n s t r u i r  de un modo 

e f e c t i v o  l a  ü n i c a  c o n g r u e n c ia  n o rm a l  que t i e n e  a M p o r  c l a s e  c e r o .

I I I )  E l  c o n ju n to  de t o d a s  l a s  c o n g r u e n c ia s  en  E que t i e n e n  p o r  c l a s e  

c e r o  un c i e r t o  subsem im ôdulo  c e r r a d o  M de E c o n s t i t u y e  un s u b r e t î c u l o  d e l  r e t î ­

c u lo  c o m p le to  de l a s  c o n g r u e n c ia s  en E. La c o n g r u e n c ia  minima de d ic h o  s u b r e t i -  

c u lo  e s  p r e c i s a m e n te  l a  û n i c a  c o n g r u e n c ia  n o rm a l  que t i e n e  p o r  c l a s e  c e r o  M.

En l a  p r é s e n t e  t e o r i a  c a r e c e n  de s e n t i d o ,  p o r  l o  a n t e d i c h o ,  e x p r e s i o -  

n e s  como e s t a :  "sem im ôdulo  c o c i e n t e  E/M de E p o r  un subsem im ôdu lo  M de E " .  De- 

m o s t r a d a s  l a  e x i s t e n c i a  y u n i c i d a d  de M y de M(M), damos s e n t i d o  a e s a s  e x p r e -  

s i o n e s  im pon iendo  E/M = E/W(M), en donde M s i g n i f i c a  e l  minimo subsem im ôdulo  

c e r r a d o  de E que c o n t i e n e  a M, y en donde M(M) d é n o ta  l a  c o n g r u e n c i a  n o rm a l  en 

E que t i e n e  a  M p o r  c l a s e  c e r o .

Una v ez  a n a l i z a d a s  l a s  c o n g r u e n c i a s ,  se  e s t u d i a n  l o s  hom om orfism os de 

A -s e m im ô d u lo s , d e d u c i ê n d o s e , e n t r e  o t r o s ,  l o s  t e o r e m a s  de l a  " d e s c o m p o s ic iô n  

de un hom om orfism o" , d e l  "homomorfi s f o  i n d u c i d o " ,  d e l  "homomorfismo que t i e n e  

p o r  imagen un A - s a -m ô d u lo " . C uan to  exponemos en §3 desem pena un p a p e l  d e c i s i -  

vo en  e l  r e s t o  de l a  t e s i s .

En § 4 s e  e s t u d i a n  l o s  s u b c o n ju n to s  s a t u r a d o s  de un A -sem im ôdulo  E 

p o r  un homomorfismo f  de E en  E ’ , l o  c u a l  p e r m i te  e s t a b l e c e r  l o s  t e o r e m a s  p r i -  

mero y segundo  de i s o m o f f i a  p a r a  sem im ôdulos  y p r é p a r a  e l  cam ino a l  § 5 ,

p r i n c i p a l m e n t e .

Con o b j e t o  de d é f i n i r  " l o n g i t u d  de un A-sem im ôdulo  E " ,  s e  p a r t e  

( e n  § 5) d e l  a n â l i s i s  d e l  r e t i c u l o  de l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E. L lam a­

mos " s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a "  de E a  una  c a d e n a  f i n i t a  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  de 

su b sem im ôdu los  c e r r a d o s  de E que t e n g a  p o r  e x tre m e s  0 y E y que no a d m i ta  n i n ­

gûn r e f i n a m i e n t o  p r o p i o .  Llamamos d im e n s iô n  de una c a d e n a  a l  numéro de e le m e n -  

t o s  d i f e r e n t e s  de que c o n s t a ,  s u p u e s t o  f i n i t o ,  d i s m in u id o  en una  u n i d a d .  E l
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r e t î c u l o  C(E) de l o s  subsem im ôdulos  c e r r a d o s  de E s a t i s f a c e ,  como e s  o b v i o ,  

a  una y  s o lo  una  de e s t a s  p r o p i e d a d e s :

a )  e x i s t e  en C(E) una  c a d en a  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e ,  que une 0 con 

E , de î n f i n i t o s  e l e m e n t o s ,

b )  t o d a  c a d e n a  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  de C(E) c o n s t a  de un numéro 

f i n i t o  de e l e m e n t o s ,

En e s t e  û l t i m o  c a so  puede o c u r r i r  que e l  c o n ju n to  D form ado p o r  l a s  

d im e n s io n e s  de t o d a s  l a s  s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de E , b ^ )  no e s t e  a c o ta d o  

s u p e r io r m e n te  ô b g )  e s t é  s u p e r io r m e n te  a c o ta d o .  En l o s  c a s o s  a )  y b ^ )  dec im os 

de E que no t i e n e  l o n g i t u d ;  en  e l  c a so  b ^ )  decim os que E p o s e e  l o n g i t u d  ô que 

e s  de l o n g i t u d  f i n i t a  y  llam am os lo n g (E )  = m âx(D ), segûn  e l  o rden  n a t u r a l .

Los A -sem im ôdulos de l o n g i t u d  f i n i t a  no v e r i f i c a n ,  en g e n e r a l ,  t a l  

como n o s o t r o s  l o  e n u n c ia m o s , e l  te o re m a  de J o r d a n - H Ô ld e r , n i  tam poco una  c o n -  

d i c i ô n  mas d é b i l  que d ic h o  t e o r e m a ,  que denominamos c o n d ic iô n  de J o r d a n - H ô l d e r .

Si n  em bargo , hemos dado l a  d e f i n i c i ô n  de " l o n g i t u d  de un sem im ôdulo"  de m anera  

t a l  que cuando E s e a  un A-môdulo de l o n g i t u d  f i n i t a ,  l a  l o n g i t u d  de E en t a n t o  

que semimôdulo c o i n c i d a  con l a  l o n g i t u d  de E en t a n t o  que m ô d u lo , y de modo t a l  

que  de l a s  p r o p o s i c i o n e s  §5 , 1 5 ,  §6 , 1 2 ,1 3 ,1 4  y §9 , 1 2 ,  se  o b t e n g a n , en

e l  c a so  p a r t i c u l a r  de que l o s  A-sem im ôdulos en c u e s t i ô n  s e a n  A-môdulos , l a s  

p r o p o s i c i o n e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  de l a  t e o r î a  de m ôdu los .  En e f e c t o ,  to d o  A-mô­

d u lo  E de l o n g i t u d  f i n i t a  e s  un semimôdulo t a l  que e l  r e t î c u l o  C(E) de l o s  s u b ­

sem im ôdulos  c e r r a d o s  de E c o i n c i d e  con e l  r e t î c u l o  de l o s  subm ôdulos de E , e l  

c u a l  e s  m o d u la r ;  de l a  p r o p o s i c i ô n  §5 , 1 4 ,  se  d e s p re n d e  que to d o s  l o s  A-m ôdulos 

de l o n g i t u d  f i n i t a  son  sem im ôdulos  que v e r i f i c a n  l a  c o n d ic iô n  de J o r d a n - H ô l d e r  

y  p a r a  to d o s  ê s t o s  son v a l i d a s  l a s  i g u a l d a d e s  e x p r e s a d a s  en l a s  p r o p o s i c i o n e s  

a n t e d i c h a s .

D efin im os en §6 s u c e s i ô n  " r e g u l a r " ,  " n o rm a l" ,  " c e r r a d a "  y " e x a c t a "  de 

homomorfismos de A -sem im ôdu los .  Todos e s t o s  t i p o s  son c a s o s  p a r t i c u l a r e s *  de s u c e ­

s i o n e s  n u l a s  de homomorfismos de A -sem im ôdulos . La j u s t i f i c a c i ô n  de d i c h a s  d e f i -  

n i c i o n e s  s e  b a s a ,  a  n u e s t r o  j u i c i o  e n :

1 ° )  Las e q u i v a l e n c i e s  e n u n c ia d a s  en l a s  p r o p o s i c i o n e s  2 , 3 , 4 , 5  y 6) de

§6 .

2 ° )  Caso de que e l  dom in io  de o p e r a d o r e s  A de l o s  sem im ôdulos s e a  un a n i  

l l o  con e l t o . u n i d a d ,  l o s  c u a t r o  t i p o s  de s u c e s i o n e s  c o in c i d e n  con e l  c o n c e p to  de 

s u c e s i ô n  e x a c t a  de homomorfismos de A -m ôdulos.

3 ° )  Las c u a t r o  d e f i n i c i o n e s  se  m u e s t r a n ,  c a d a  c u a l  con a u to n o m îa ,  û t i -
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l e s  a l o  l a r g o  de l a  o b r a .  P r o p o s i c i o n e s  cuya  d e m o s t r a c io n  s é r i a  de o t r o  mo­

do l a b o r i o s a ,  se  o b t i e n e n  f â c i l m e n t e  con ayuda  de e s t o s  c o n c e p t o s .

Los §§7 y 8 se  d i r i g e n , p r i n c i p a l m e n t e ,  a  d e m o s t r a r  que e l  c a r â c t e r  

( r e g u l a r ,  n o r m a l ,  e t c . )  de l a s  s u c e s i o n e s  de homomorfismos de A-sem im ôdulos 

s e  p r é s e r v a  m e d ia n te  e l  p r o d u c to  y l a  suma d i r e c t e s .  C o n s e c u e n c ia  de e l l o  es  

l a  s e r i e  de p r o p o s i c i o n e s  5 , 6 , 7 , 8  de § 7 ,  y de l a  6 , 7 , 8 , 9 ,  de § 8 ,  r e s p e c t i v a ­

m ente  .

Se a n a l i z a n  en §9 l a s  d e s c o m p o s ic io n e s  de un A-semimôdulo E en  suma 

d i r e c t a  de su b sem im ô d u lo s .  D e f in id o s  " p r o y e c t o r "  y " f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o -  

y e c t o r e s "  de E , s e  m u e s t r a  en §9 ,  e n t r e  o t r a s  c u e s t i o n e s ,  que l a  e x i s t e n c i a  

de una  d e s c o m p o s ic iô n  de E en suma d i r e c t a  de una  f a m i l i a  de subsem im ôdu los  

é q u i v a l e  a  l a  e x i s t e n c i a  de una  f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de E que 

cum pla c i e r t a s  p r o p ie d a d e s  ( 3 ) .  S in  em bargo , a  d i f e r e n c i a  de l o  que s u c e d e  en . 

l a  t e o r î a  de m ô d u lo s ,  l a  e x i s t e n c i a  de un p r o y e c t o r  f  de E t a l  que E s e a  suma l i ­

n e a l  d e l  n û c l e o  y l a  imagen de f ,  e s  c o n d ic iô n  n e c e s a r i a ,  p e r o  no s u f i c i e n t e  , 

p a r a  que e l  endom orf ism o  f  descom ponga a E en suma d i r e c t a  d e l  n û c le o  y l a  im a­

gen  de f  ( 8 ) .  P o r  e l l o  se  b u sc a n  c o n d ic i o n e s  s u f i c i e n t e s  p a r a  que e s t o  û l t im o  

o c u r r a  9 y 1 0 .  Se u sa n  en o t r o s  p a r â g r a f o s  a lg u n a s  p r o p o s i c i o n e s  d e d u c id a s  en e l  

§9, e l  c u a l  e s ,  s o b r e  t o d o ,  p r e p a r a t o r i o  d e l  §17.

Dada una f a m i l i a  de e le m e n to s  S de un A-sem im ôdulo  c u a l q u i e r a  E d e c i ­

mos en §10 , que S es  un " s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s ' ,  una " f a m i l i a  l i b r e " ,  una  

" b a s e "  de E , segûn  que e l  "homomorfismo d e te r m in a d o "  p o r  S s e a  un e p im o r f i s m o ,  

un m onomorfismo o un i s o m o r f i s m o ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  Se o b t i e n e n  nueve p r o p i e d a ­

d e s  de l a s  f a m i l i a s  l i b r e s  de l o s  A -sem im ôdulos  y s e  e s t u d i a n  ta m b iê n  l a s  f a -  

m i l i a s  l i g a d a s .  En l o s  sem im ôdulos  cabe  d i s t i n g u i r  e n t r e  dos  t i p o s ,  que s e  e x -  

c lu y e n  e n t r e  s î ,  de f a m i l i a  l i g a d a .  Damos c o n d ic i o n e s  n e c e s a r i a s  y s u f i c i e n t e s  

p a r a  que una f a m i l i a  de e le m e n to s  S de E p e r t e n e z c a  a c a d a  uno de d i c h o s  t i p o s ,  

A c e rca  de l o s  A -sem im ôdulos  l i b r e s  - e s t o  e s ,  de a q u e l l o s  que a d m i te n  una  b a s e -  

se  d e d u c en  en 10 p r o p o s i c i o n e s  de i n t e r ê s  en  l a  t e o r î a ,  a s î  5 , 7 , 8 , 1 0  so n  de uso  

f r e c u e n t e  en l a  misma.

Se d e f i n e  y a n a l i z a  en §10 t a n t o  l a  r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a  " s i m i l i -  

t u d  de f a m i l i a s  de e le m e n to s  de un A-semimôdulo E" como e l  g ru p o  de l o s  " g - a u t o -  

m orf ism os  de un A-sem im ôdulo  l i b r e  E r e l a t i v e s  a  una  b a s e  X de E " ,  que d é s i g n â ­

mes " 3 - A u t ^ ( E ,X ) " , con o b j e t o  de p o d e r  e x p r e s a r  de modo s e n c i l l o  l a  p r o p o s i c i ô n  

13. E s t a  a f i r m a  que s i  A e s  un s e m i a n i l l o  s i n  o p u e s to s  y s i n  d i v i s o r e s  de c e r o ,  

t o d a s  l a s  b a s e s  de un A-sem im ôdulo  l i b r e  son s i m i l a r e s  e n t r e  s î  y e l  g ru p o  

A u t^ (E )  c o i n c i d e  con c u a l q u i e r a  de l o s  g ru p o s  3 -A u t^ (E  ,X.), a l  r e c o r r e r  X t o d a s  

l a s  b a s e s  de E.
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En §12 se  comprueba que Hom^(E,F) e s  un f u n t o r ,  c o n t r a v a r i a n t e  e n -  

E y c o v a r i a n t e  en F ,  de l a  c a t e g o r î a  de l o s  {A -sem im odu los ,  A -hom om orfism os} 

en  l a  c a t e g o r î a  de l o s  {N ^-sem im ôdu los , N^-hom om orfism os}. Las p r o p o s i c i o n e s  

§12 , 4 y 5 ,  r e l a c i o n a n  c i e r t a s  s u c e s i o n e s  de homomorfismos de A-sem im ôdulos 

con  l a s  s u c e s i o n e s  t r a n s f o r m a d a s  de a q u é l l a s  m e d ia n te  e l  a n t e d i c h o  f u n t o r .

Con e l l a s  s e  e x t i e n d e n  a l a  e s t r u c t u r a  de sem im ôdulos t e o re m a s  de l a  t e o r î a  

de m ôd u lo s .  Los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  en  §§6 y 12 nos  han  im p u ls a d o  a e f e c t u a r  

e l  e s t u d i o ,  y a  en  p r e p a r a c i ô n ,  de l o s  sem im ôdulos d esd e  un p u n to  de v i s t a  h o -  

m o lô g ic o .

E l  c o n ju n t o  E ' = Hom^(E,A^), en  donde E d é s ig n a  un A-sem im ôdulo a 

l a  i z q u i e r d a  y A^ e l  A-semimôdulo A a  l a  i z q u i e r d a ,  d o ta d o  de l a  o p e r a c iô n  

" a d i c i ô n  de hom om orfism os" y de una  l e y  e x t e r n a  s o b re  A im p u e s ta  de modo a d e -  

c u a d o ,  p o se e  e s t r u c t u r a  de A-semimôdulo a l a  d e r e c h a ,  que denominamos " s e m i­

môdulo d u a l  de E" . E s t e  h e c h o ,  d e te rm in a d o  en §13 , p e r m i te  i n t r o d u c i r  en l a  

t e o r î a  de sem im ôdulos l o s  c o n c e p to s  de " e le m e n to s  de E y  de E ’ o r t o g o n a l e s  

e n t r e  s î " ,  "subsem im ôdu los  de E ’ o r t o g o n a l  a  un s u b c o n j u n t o ,  de E " ,  "homomor­

f is m o  t r a s p u e s t o  de un homomorfismo de s e m im ô d u lo s" ,  " i s o m o rf is m o  c o n t r a -  

g r a d i e n t e  de un i so m o r f is m o  de A -sem im ôdulos"  y e s t a b l e c e r  l a s  p r o p o s i c i o n e s  

6 ,  10 a c e r c a  de l o s  sem im ôdulos  d u a l e s  de c i e r t o s  sem im ôdulos  d a d o s .

Se d e m u e s t ra  en §14 que Dim p(E^,Fg) (d im o r f i sm o s  de p r im e r a  componen- 

t e  p d e l  A-semimôdulo E en e l  B-sem im ôdulo  F) e s  un f u n t o r  de l a  c a t e g o r î a  

{sem im ôdulos s o b re  s e m i a n i l l o s  c u a l e s q u i e r a ,  d im o r f is m o s }  en l a  c a t e g o r î a  

{N ^-sem im ôdu los , N ^-hom om orfism os}, c o n t r a v a r i a n t e  en  E.^, c o v a r i a n t e  en F ^ ,  

y c o n d ic io n a d o  p o r  l a  c o n m u ta t iv id a d  de l o s  d ia g ra m a s  fo rm ados  p o r  l a s  p r im e ­

r a s  com ponentes  ( 5 ) . Los a n â l i s i s  e f e c t u a d o s  en  §14 conducen  a dos g e n e r a l i z a -  

c i o n e s :  s e  e x t i e n d e n  l o s  e n u n c ia d o s  4 ,  y 5 e s t a b l e c i d o s  en §12 a  s u c e s i o n e s  

de d im o rf ism o s  de sem im ôdulos y s u s  t r a n s f o r m a d a s  m e d ia n te  e l  f u n t o r  Dim^Cô)., 

y  s e  a m p l îa  e l  c o n c e p to  de "sem im ôdulo  d u a l  de un A-sem im ôdulo  E " ( 7 ) ,d a d o  

é n  §13.

A poyândonos , e n t r e  o t r o s , en e l  c o n c e p to  de " c o n g r u e n c ia  en un A - s e ­

mimôdulo T e n g e n d ra d a  p o r  una  r e l a c i ô n  b i n a r i a  en  T" y en  l a  p r o p o s i c i ô n  2 4 ,  

e x p u e s to s  en  §3 , consegu im os d é f i n i r  en  §16 de un modo e x tre m a d a m e n te  s e n c i ­

l l o  " p ro d u c to  t e n s o r i a l  r e l a t i v e  a A de un A-semimôdulo a  l a  d e r e c h a  E p o r  

un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  F " .  Una vez  m o s t ra d o  que e l  p r o d u c t o  t e n s o r i a l  

F^^F y l a  a p l i c a c i ô n  t e n s a  c a n ô n ic a  de ExF en Eg^F form an un p a r  que e s  s o -  

l u c i ô n  de un p ro b le m s  de a p l i c a c i ô n  u n i v e r s a l ,  s e  deducen  en §16 l a s  p r o p o s i ­

c io n e s  3 , 8 ,  r e l a t i v e s  a l  p r o d u c to  t e n s o r i a l  de sem im ôdu los .
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En §17 se  a p l i c a n  m u l t i p l e s  p r o p o s i c i o n e s  o b t e n i d a s  en l o s  p a r â g r a ­

f o s  p r é c é d a n t e s , l o  que m u e s t r a  que e l  d e s a r r o l l o  de l a  t e o r î a  g e n e r a l  e r a  

i m p r e s c i n d i b l e  p a r a  p o d e r  t r a t a r  con a m p l i t u d  e l  tem a de e s t e  p a r â g r a f o .  E l  

o b j e t o  p r i m o r d i a l  de §17 c o n s i s t e  en d a r  c o n d ic i o n e s  b a j o  l a s  c u a l e s  e x i s t a  

y  s e a  û n i c a  l a  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e  de un A-semimôdulo en  suma d i r e c t a  

de su b sem im ô d u lo s .

D és igné  0 ( a ) »Z (E ), r e s p e c t i v a m e n t e ,  e l  c o n ju n to  form ado p o r  t o d o s  

l o s  e le m e n to s  d e l  s e m i a n i l l o  A, d e l  A-sem im ôdulo E que son  s i m e t r i z a b l e s  r e s -

p e c t o  a l  ', 'o" . 9 (A ) e s  e l  mâximo i d e a l  f u e r t e  b i l â t e r o  c o n te n i d o  en  A; Z(E) e l

mâximo g ru p o  c o n te n i d o  en E que e s  e s t a b l e  r e s p e c t o  a l a  l e y  e x t e r n a  de E. 

Decimos de un s e m i a n i l l o  A(de un A-semimôdulo E) que e s  " s i n  o p u e s t o s '  s i  

9(A) = 0 (Z (E )  = 0 ) .

De l a  p r o p o s i c i ô n  5 de §1 7 ,  s e  deduce  que

a )  l a  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e  de un A -sem im ôdulo s i n  o p u e s t o s ,

c a s o  de que e x i s t a ,  e s  û n i c a ,  s a l v o  en e l  o rd e n  de l o s  su m an d o s .

E l  a n t e r i o r  te o re m a  de u n i c i d a d  n o s  ha  im p u lsad o  a b u s c a r  un t e o r e ­

ma de e x i s t e n c i a  de l a  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e  de l o s  A-sem im ôdulos s i n  

o p u e s t o s .  En p r im e r  l u g a r ,  s e  com prueba que no to d o  A-sem im ôdulo  s i n  o p u e s to s  

a d m ite  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e .  A sî  o c u r r e , p o r  e je m p lo  con j  ' ( N ^ ) ^ ,

en donde c a r d ( I )  > c a rd (N  ) .  En segundo  l u g a r ,  se  ha  e n c o n t r a d o  que un A - s e ­

mimôdulo E a d m ite  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e  en l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s :

b )  E e s  l i b r e  de n - t o r s i ô n  y de t i p o  f i n i t o .

c )  E e s  s i n  o p u e s to s  y de l o n g i t u d  f i n i t a .

d )  E e s  l i b r e  a  l a  i z q u i e r d a  s o b r e  un s e m i a n i l l o  A t a l  que A^ a d m i te

d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e .

En e s p e c i a l ,  como c o n s e c u e n c ia  de a )  y de b ) ,  r é s u l t a  que :

e ) t o d o  s e m ig ru p o  a b e l i a n o  con n e u t r o  y s i n  o p u e s to s  de t i p o  f i n i t o

a d m i te  una  û n i c a  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e  en  suma d i r e c t a  de s u b s e m i g r u p o s ,

f ) t o d o  se m ig ru p o  a b e l i a n o  s i n  n e u t r o ^ ^ ^  e s  s u m e r g ib l e  de un modo e l e ­

m e n ta l  en un s e m ig ru p o  que a d m ite  u n â  û n i c a  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e .

De l o s  te o re m a s  de e x i s t e n c i a  y  u n i c i d a d  de l a  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u ­

c i b l e  ( 6 ,  s e  deduce  e l  t e o re m a  7 ,  que denominamos "de  l a  d e s c o m p o s ic iô n  c a n ô ­

n i c a  de A -sem im ôdu los"  ( s ô l o  a p l i c a b l e  a  a q u e l l o s  que a d m ita n  una  û n i c a  descom ­

p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e ) ,  e l  c u a l  e s  fo rm a lm e n te  i d ë n t i c o  a l  te o re m a  fu n d a m e n ta l

( 1 )  de t i p o  f i n i t o



de l a  A r i t m ê t i c a .

De l o s  te o re m a s  6 y 7 se  o b t i e n e n  num erosas  c o n s e c u e n c ia s  8 - 2 4 .  Los 

e n u n c ia d o s  8 -2 0  s e  r e f i e r e n  a A-sem im ôdulos que a d m ita n  una û n i c a  d e s c o m p o s i ­

c iô n  i r r e d u c i b l e ;  l o s  20^24 se  r e f i e r e n  a A-sem im ôdulos c u a l e s q u i e r a  que cum­

p l a n  Z(E) i  E ( e s t o  e s ,  que no s e a n  m ô d u lo s ) .

S o lo  s e n a la r e m o s  a q u i  l a s  c o n s e c u e n c ia s  2 0 - 2 4 ,  r e s u m iê n d o la s  èn  e l

s i g u i e n t e  e n u n c ia d o :

La c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que e x i s t a  una  d e s c o m p o s i ­

c iô n  m aximal d e l  A-semimôdulo E (Z (E ) i  E) en a l g e b r a  de B oole  g e n e ra d a  p o r  

una  f a m i l i a  d i s t i n g u i d a  de E e s  que e l  A-semimôdulo s i n  o p u e s to s  E /Z (E )  adm i­

t a  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e  ( l o  c u a l  v ie n e  d e te rm in a d o  p o r  l a  p r o p o s i c i ô n  5 ) .

S i  e s a  d e s c o m p o s ic iô n  maximal e x i s t e ,  e s  û n i c a .



§1. S E M I A N I L L O S

Decimos de un c o n ju n t o  A que e s  un s e m i a n i l l o ,  s i  en  A s e  han  d e f i -  

n i d o  dos l e y e s  de c o m p o s ic io n  i n t e r n a ,  que d e s ig n a re m o s  con l o s  s îm b o lo s  

y denom inarem os " a d i c i ô n "  y " m u l t i p l i c a c i ô n "  , de modo q u e :

SAl

SA2

SA3

A e s  un se m ig ru p o  a b e l i a n o  r e s p e c t o  a "+"

A e s  un se m ig ru p o  r e s p e c t o  a

d i s t r i b u t i v i d a d  de r e s p e c t o  a "+" a i z q u i e r d a  y d e r e c h a .

Decimos que e l  s e m i a n i l l o  A p o s e e  n e u t r o  ( + ) ,  p o s e e  n e u t r o  ( . )  o 

cumple SA6, s i  en A se  v e r i f i c a  r e s p e c t i v a m e n t e :

SA4 

SA 5

SA5

a3  o e A/V a € ,A : a+o =

3  1 e A/V a c A : l . a  = a . l  = a 

V a e A : a . o  = o . a = 0

La p r o p o s i c i ô n  SA6 e s  i n d e p e n d i e n t e  de SAl SA5.

Sean R(E) e l  r e t î c u l o  de l a s  p a r t e s  de un c o n ju n t o  E /  0 ,  0 ,  v a c l o ;

e l  c o n ju n to  de to d o s  l o s  num éros e n t e r o s  no n e g a t i v o s ;  y C = { ( n , a ) / n c N ^ ;

acR (E)}  . D e f in im os  en C dos l e y e s  i n t e r n a s  L 1 , L 2 :

L1 ( n , a )  + (m ,b )  = (n+m,aU b ) ;  "n+m" suma en ; "aUb" r e u n i o n  en  R(E)

L2 ( n , a )  . (m ,b )  = (n .m ,a U b ) ;  "n .m " p r o d u c t o  en  N^.

C ,L 1 , L 2 , v e r i f i c a n  SAl— SA5; l o s  n e u t r o s  ( + ) , ( . )  de C son  r e s p e c t i ­

vam ente  ( o , 0 ) ,  ( 1 , 0 ) .  En C no e s  v a l i d a  l a  p r o p o s i c i ô n  SA6: ( o , 0 ) . ( n , a )= ( o , a ) , 

s i  a  /  0 ,  e n to n c e s  ( o , a )  /  ( o , 0 ) .

D e f i n i c i o n e s

Exponemos a c o n t i n u a c i ô n  l a s  d e f i n i c i o n e s  de l o s  c o n c e p to s  que  s e r â n  

(de u so  mas f r e c u e n t e  en l o  s u c e s i v o .  Sea S un s e m ig ru p o  r e s p e c t o  de l a  o p e r a c iô n  

y s e a  açS .

â  e s  e le m e n to  s i m p l i f i c a b l e  ( - )  a l a  i z q u i e r d a  <=> a  -  x  = a  t  y  =>% = y 

V x ,y  c S.

S e s  s i m p l i f i c a b l e  (-  ̂) a l a  i z q u i e r d a  <=> V a C S: a  e s  s i m p l i f i c a b l e  ( i ) 

a  l a  i z q u i e r d a .
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a es  s i m e t r i z a b l e  ( 4 )  a  l a  i z q u i e r d a  <=>3 a c S /S - a  = n ;  n ,  n e u t r o  de 

S. Al e l t o .  a l o  denominamos s i m é t r i c o  ( - )  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  e l t o .  a .

a  e s  s i m p l i f i c a b l e  ( - )  <=> a  e s  s i m p l i f i c a b l e  ( t )  a  i z q u i e r d a  y a d e ­

r e c h a .  A nalogam ente  en t o d o s  l o s  o t r o s  c a s o s .

Las s i g u i e n t e s  p r o p o s i c i o n e s  son  i n m e d i a t a s :

1) S i  " a "  e s  s i m e t r i z a b l e  (-*•) a  l a  i z q u i e r d a ,  e n to n c e s  e s  ta m b ié n  s im ­

p l i f i c a b l e  ( t )  a l a  i z q u i e r d a . ,

2 )  S i  " a "  e s  s i m p l i f i c a b l e  (-*■) a  l a  d e r e c h a  y s i m e t r i z a b l e  ( - )  a  l a  

i z q u i e r d a ,  e n to n c e s  "a"  p o s e e  un u n ic o  s i m e t r i c o  a l a  i z q u i e r d a .

3) S i  " a "  p o se e  s i m é t r i c o s  a  i z q u i e r d a  y . d e r e c h a ,  e s t o s  c o i n c i d e n .  Es 

d e c i r ,  s i  "a"  e s  s i m e t r i z a b l e  ( - ) ,  e n to n c e s  p o s e e  un u n ic o  s i m e t r i c o  ( - ) .

D e f i n i c i o n e s

L e s  i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  se m ig ru p o  S (^ )  <=>{S4l C L. Sea A un 

s e m i a n i l l o  ( + , . )  y L un s u b c o n ju n to  de A. Decimos q ue :

L e s  i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  de A <=> 1)  L e s  s u b s e m ig ru p o  d e l  s e m ig ru p o  

a d i t i v o  de A y 2) L e s  i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  se m ig ru p o  m u l t i p l i c a t i v e  de A.

L e s  i d e a l  f u e r t e  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  s e m i a n i l l o  A <=> 1 )  L e s  s u b g r u -

po d e l  se m ig ru p o  a d i t i v o  de A, y 2) L e s  i d e a l  a l a  i z q u i e r d a  d e l  s e m ig ru p o  m u l­

t i p l i c a t i v e  de A.

I d e a l  b i l â t e r o  o i d e a l  ( s i m p l e m e n t e ) <=> i d e a l  a l a  i z q u i e r d a  y a l a

d e r e c h a .  Llamaremos a l o s  e le m e n to s  s i m e t r i z a b l e s  ( + ) ,  s i m é t r i c o s  ( + ) ,  s im e -
^ . K'

t r i z a b l e s  ( . ) ,  s i m é t r i c o s  ( . ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e le m e n to s  con  o p u e s t o s , o p u e s -

t o s , e le m e n to s  con  i n v e r s e  (o  i n v e r s i b l e s ) ,  i n v e r s e s .

E v id e n te m e n te  se  cum ple :

4 )  Todo i d e a l  a l a  i z q u i e r d a  (o  a  l a  d e r e c h a )  d e l  s e m i a n i l l o  A es  un 

s u b s e m i a n i l l o  de A, p e ro  no v i c e v e r s a .

5) Todo i d e a l  f u e r t e  a  l a  i z q u i e r d a  (o  a  l a  d e r e c h a )  d e l  s e m i a n i l l o  A 

e s  un a n i l l o  c o n te n i d o  en A ( s u b a n i l l o  de A ) ,  p e ro  no v i c e v e r s a .

6 )  E l  c o n ju n t o  0 de t o d o s  l o s  e l e m e n to s  s i m e t r i z a b l e s  (+ )  de un s e m ia ­

n i l l o  A ( + , . )  con n e u t r o s  ( + , . )  que s a t i s f a c e  SA6 e s  un i d e a l  f u e r t e  b i l â t e r o  de 

A.

D e f i n i c i o n e s

C e s  una c o n g r u e n c ia  en  A, c o n ju n t o  d o ta d o  de una  e s t r u c t u r a  a l g e b r a i ­

c a  <=> C e s  una r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a  e n t r e  e l t o s  de A, c o m p a t ib l e  con l a
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e s t r u c t u r a  a l g e b r a i c a  de A. S i  A e s  un s e m i a n i l l o  y C una  c o n g r u e n c ia  en A ,

dés ig n â m es  p o r  A/C a l  c o n ju n to  de l a s  c l a s e s  de A m ôdulo C, d o ta d o  de l a s  l e ­

y e s  3 {a} + {b} = {a+ b} , {a} . {b} = { a . b } ,  s ie n d o  {a} l a  c l a s e  de A môdulo C

que c o n t i e n e  a l  e l t o  a€A. Se v e r i f i c a :

7) S i  A e s  un s e m i a n i l l o  y C una  c o n g r u e n c ia  en  A, e n to n c e s  A/C e s  

un s e m i a n i l l o  a l  que l lam arem o s  s e m i a n i l l o  c o c i e n t e .  S i  A s a t i s f a c e  SA4, SA5,

SA5 ô e s  a b e l i a n o ,  e n to n c e s  A/C s a t i s f a c e  ta m b iê n  SA4,SA5,SA5, o e s  a b e l i a n o ,  

r e s p e c t i v a m e n t e .

8) S i  A e s  un s e m i a n i l l o  ( + , . )  con n e u t r o s  que cumple SA6 y C e s  una

c o n g r u e n c ia  en A, e n to n c e s  l a  c l a s e  c e ro  de A môdulo C e s  un i d e a l  b i l â t e r o  de

A. {o}n0 (0  s i g n i f i c a  l o  mismo que en l a  p r o p o s i c i ô n  5 )  e s  un i d e a l  f u e r t e  b i ­

l â t e r o  de A.

D e f i n i c i o n e s

A y B son  dos s e m i a n i l l o s .  h:A B e s  un homomorfismo

h e s  un a  a p l i c a c i ô n  de A en B; ( i i )  h ( a + b )  = h ( a )  + h ( b ) , , v

= h ( a ) . h ( b ) , ,  V a ,b e A .

Imagen de h <=> Im h = h(A ) = H { h (a )  /  aeA}

N û c leo  de h = Ker h = { a € A /h (a )  = h (o )}  , s f

(+ )  de A.

Es i n m e d ia to  que :

9) Im h e s  s u b s e m i a n i l l o  de B. S i  A p o s e e  n e u t r o  " o " ,  " 1 " ,  s a t i s f a c e

SA6 o e s  a b e l i a n o ,  e n to n c e s  Im h p o s e e  n e u t r o  h ( o ) ,  h ( l ) ,  cumple SA6 o e s  a b e l i a ­

n o ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  S i  L e s  un i d e a l  ( f u e r t e )  a  l a  i z q u i e r d a  de A, h (L )  e s  i d e a l  

( f u e r t e )  de l a  i z q u i e r d a  de h (A ) .

10 )  K er h e s  un su b se m ig ru p o  de A. S i  A v e r i f i c a  SA6, Ker h e s  un i d e a l  

b i l â t e r o  de A.

11)  Puede o c u r r i r  que h de A en B, s e m i a n i l l o s  que s a t i s f a c e n  SA6, s e a  

un homomorfismo y  s i n  embargo h ( o )  i- ocB , h ( l )  i- ICB, como nos  l o  m u e s t r a  e l  

e je m p lo  s i g u i e n t e :

A=B=R(E), r e t î c u l o  de l a s  p a r t e s  de E ^0 , + r e u n i o n , .  = i n t e r s e c c i ô n .

Sean a ,b e R (E )  t a i e s  que 0CaCbcE, e s t r i c t a m e n t e .  Sea h ( x )  = (a u x )n b  =

= ( a n b ) u ( x n b )  = a u (x o b )  = auxnb , ,V  xeA Se v e r i f i c a  : h ( x u y )= a u (x u y ) n b  =

= ( a u x n b )u (a u y n b )  = h ( x ) u h ( y ) .

h ( x n y )  = a u (x n y )n b  = ( a u x n b )n (a u y o b )  = h ( x ) n h ( y ) ,  h e s  p o r  t a n t o  un 

homomorfismo de A en B, s e m i a n i l l o s  que cumplen SA6, s i n  embargo h ( 0 )  = a i  0 ,

( a . b ) =
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h (E )= b /E .  E s to  j u s t i f i c a  l a  p r im e r a  de l a s  s i g u i e n t e s  d e f i n i c i o n e s

D e f i n i c i o n e s

h : A B homomorfismo f u e r t e  de s e m i a n i l l o s  SA6 <=> h e s  un homo­

m orf ism o  y cumple ( i v )  ; h ( o )  = oeB; h ( l )  = l€ B .

S i C e s  una c o n g r u e n c i a  en e l  s e m i a n i l l o  A, l a  a p l i c a c i o n  c : A-^À/C» 

c ( a )  = {a}.V aeA, e s  un homomorfismo a l  que l lam arem o s  n a t u r a l ,  o c a n o n ic o .  S i  

e l  s e m i a n i l l o  A e s t a  c o n te n i d o  en e l  B, denom inarem os a l  homomorfismo 

i ( a ) = a c B ,V  aeA, i n m e r s io n  de A en B.

La r e l a c i ô n  H: aHb <=> h ( a ) = h ( b ) ,  s i e n d o  h homomorfismo de A en B, e s  

una  c o n g r u e n c ia  en A, que l lam arem o s  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  p o r  h en A. Es e / i -  

d e n t e  que :

12)  En e l  c a s o  de que h s e a  un homomorfismo s u p r a y e c t i v o  de A en 3, 

s e m i a n i l l o s  SA5, y en e l  c a s o  de q u e ,  no s i e n d o  h s u p r a y e c t i v o ,  s e a  B sim pLi-

f i c a b l e  (+ )  y ( . ) ,  e n to n c e s  h e s  homomorfismo f u e r t e .

13)  Todo homomorfismo h de A en B, s e m i a n i l l o s ,  s e  puede  descom poier  

de modo u n ic o  h:A^»A/H<& Im h B, h = i b c , s i e n d o  H l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a l a  

p o r  h en A, c homomorfismo n a t u r a l ,  b homomorfismo b i y e c t i v o  ( i s o m o r f i s m o )  

b ( { a } )  = h ( a ) , V  acA, i  i n m e r s i ô n .  S i  A,B s a t i s f a c e n  SA6, c e s  homomorfismo 

f u e r t e  y se  cumple que " i  e s  homomorfismo fu e r te < = > h  homomorfismo f u e r t e " .

14) S i  h y h ’ son  r e s p e c t i v a m e n t e  homomorfismos de A en B y de A «n 

C, s e m i a n i l l o s ,  t a i e s  que c o in c i d e n  l a s  c o n g r u e n c ia s  a s o c i a d a s  p o r  h y h '

en A: H=H', e n to n c e s  Im h = Im h ' .

15) E x i s t e n  s e n d a s  c o r r e s p o n d e n c i a s  b i u n î v o c a s  e n t r e  e s t o s  c u a t r o  

c o n j u n t o s ;  c o n g r u e n c ia s  en  e l  s e m i a n i l l o  A, homomorfismos n a t u r a l e s  de A, æ -  

m i a n i l l o s  c o c i e n t e s  de A, t o d o s  l o s  homomorfismos p o s i b l e s  de o r i g i n a l  A 

- s a l v o  i so m o r f i s m o s  de l a s  im â g e n e s , v e a se  1 4 ) - .  Como e l  c o n ju n t o  de l a s  c<n- 

g r u e n c i a s  en A p o s e e  e s t r u c t u r a  r e t i c u l a r ,  podemos a d j u d i c a r  - e n  v i r t u d  de d i ­

c h a s  b i y e c c i o n e s -  e s t r u c t u r a  de r e t î c u l o  a l o s  o t r o s  t r e s  c o n j u n t o s .

I d e a l e s  en un s e m i a n i l l o  con n e u t r o s  que cumple SA6

En l o s  s e m ig ru p o s  se  v e r i f i c a ;  La i n t e r s e c c i ô n  de c u a l q u i e r  nûmerc 

de s u b se m ig ru p o s  ( s u b g r u p o s )  d e l  s e m ig ru p o  S e s  0 ô un s u b s e m ig ru p o  (su b g r ip o )  

de S. La i n t e r s e c c i ô n  de c u a l q u i e r  nûmero de i d e a l e s  a  l a  i z q u i e r d a  de S e s  0 p  

un i d e a l  a l a  i z q u i e r d a  de S.

D es ignen  ^̂ 7 ^ d ' ^  * ^ d ’ ^  l o s  c o n ju n t o s  fo rm ados  r e s p e c t i v a n s n -

t e  p o r  to d o s  l o s  i d e a l e s  a  l a  i z q u i e r d a ,  i d e a l e s  a  l a  d e r e c h a , b i l â t e r o s , icba-
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l e s  f u c r t e s  a l a  i z q u i e r d a ,  a  l a  d e r e c h a ,  f u e r t e s  b i l â t e r o s  de -un s e m i a n i ­

l l o  A que cumple SAM- -  SA5 -  SA6. C u a l q u ie r  i d e a l  de A - s e a  d e l  t i p o  que f u e -  

r e -  c o n t i e n e  a l  n e u t r o  (+) o de A; p o r  t a n t o ,  ■

16) La i n t e r s e c c i ô n  de c u a l q u i e r  nûmero de i d e a l e s  ( f u e r t e s )  a  l a  

i z q u i e r d a  de A e s  un i d e a l  ( f u e r t e )  a  l a  i z q u i e r d a  de A, La i n t e r s e c c i ô n  de 

un i d e a l  ( f u e r t e )  a l a  i z q u i e r d a  de A con un i d e a l  ( f u e r t e )  a  l a  d e r e c h a  de 

A e s  un i d e a l  ( f u e r t e )  b i l â t e r o  de A.

Cada uno de l o s  c o n ju n t o s  v e r i f i c a  l a s  c o n d ic i o n e s  de Moore.

A si p o rq u e  A e s  un i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  de A y p o r  1 6 ;  a s î  , p o rq u e  

to d o  i d e a l  f u e r t e  a l a  i z q u i e r d a  de A e s t â  c o n te n i d o  en 9 (0 s i g n i f i c a  l o

mismo que en 6 ) y p o r  1 6 ,  e t c .  C o n s e c u e n c ia  de e l l o  e s  que

17) Los c o n ju n t o s  J ^ ,  J ^ ,  J ,  f /^ ,  H , son  r e t î c u l o s  c o m p le to s

c o n te n i d o s  en  e l  r e t î c u l o  de l a s  p a r t e s  de A. Ademâs, e l  r e t î c u l o  J  e s t â  co n ­

t e n i d o  en l o s  , J ^ ;  e l  H e s t â  c o n te n i d o  en l o s  J ,  , H ^ , e t c .

In m e r s iô n  de un s e m i a n i l l o  s i n  n e u t r o s  A en  o t r o  A’'f con n e u t r o s  que

s a t i s f a g a  SA6

Es i n t e r e s a n t e  c o n s i d e r a r  e s t e  tem a d e b id o  a l a  d e f i n i c i ô n  de A - s e ­

mimôdulo que darem os en e l  p rôx im o c a p î t u l o .

Sea A un s e m i a n i l l o  s i n  n e u t r o s .  Llamemos A' = A u { o }  , y dotem oç a 

A' de l a s  l e y e s

L ' I  a  + b en A' = a t  b en A ; y  a , b  c A

a + o = 0 + a  = a,V a G A; o + o = 0

L '2  a . b en  A' = a . b en A, V a , b  € A

a . o = o . a  = o , y  a  € A; o . o = o

Es f â c i l  com probar  que A ' ,  d o ta d o  de l a s  o p e r a c i o n e s  L ' I ,  L '2  e s  un 

i s e m i a n i l l o  que s a t i s f a c e  SAM- y SA6

D efin im o s  en A '

m
ma = am = a + . . .  t  a ,  y m c N ( n a t u r a l e s ) ,  y a  c A'

\y e s t a b l e c e m o s , p o r  c o n v e n io ,  oa  = o ( s i g n i f i c a n d o  e l  p r i m e r  "o"  e l  o c 

- e n t e r o s  no n e g a t i v o s - ,  y e l  segundo  "o"  a l  o c A ' ) ,  ao  = o .
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En A'  se cumple V m,n c , V a ,b  6 A'

m (na) .= (m n)a ; m (a .b )  = (m a ) .b  = a .  (mb)

(m + n ) a  = ma + n a  ; m(a + b )  = ma + mb

Como, p o r  h i p ô t e s i s ,  A no c o n t i e n e  e le m e n to  n e u t r o  r e s p e c t o  de l a  

m u l t i p l i c a c i ô n ,  tam poco A' ; e fe c tu e m o s  una s e g u n d a  in m e r s i ô n .  Llamemos 

A = A' X ( p r o d u c t o  de c o n j u n t o s ) ,  s i e n d o  e l  c o n ju n to  de l o s  e n t e r o s  

no n e g a t i v o s  d o ta d o  de l a s  l e y e s  " a d i c i ô n "  y " m u l t i p l i c a c i ô n "  de e n t e r o s  

( a s î  d o t a d o ,  e s  un s e m i a n i l l o  que cumple SA4, SA5, SA6). Impongamos en A- 

l a s  o p e r a c io n e s

L 1 : ( a ,m )  + ( b , n )  = ( a  + b ,  m + n )
/

iV
L 2 : ( a ,m )  . ( b , n )  = ( a . b  + mb + n a ,  mn)

î'j î'c •*
(A , L 1 ,  L 2) e s  un s e m i a n i l l o  cuyo n e u t r o  r e s p e c t o  a L T e s  ( o ,0 ^

cuyo n e u t r o  r e s p e c t o  a L '2 e s  ( o , l ) ,  que v e r i f i c a  SA6 y c o n t i e n e  un subsem i,-

n i l l o  M = { ( a , o ) } ^ ^  ^ i s o m o r fo  a A.

En e l  c a s o  de que A c o n te n g a  un n e u t r o  "u" r e s p e c t o  de l a  a d i c i ô n  }

que no se  cum pla SA6, sum ergim os A en e l  c o n ju n to  A' = A u {o } , d o ta d o  de IcS

l e y e s  L ' I ,  L '2 ,  dadas  a n t e r i o r m e n t e ,  y ,  en donde o ^ u ,  p o r  L ' 1 .  E fec tu an d c

l a  seg u n d a  in m e r s iô n  de i g u a l  m anera  que a n t e s ,  l le g a m o s  a l  mismo r e s u l t a d o

S i  A c o n t i e n e  un n e u t r o  r e s p e c t o  a " . "  y no c o n t i e n e  uno r e s p e c t o  i

b a s t a  e f e c t u a r  l a  p r im e r a  i n m e r s i ô n .

Podemos , p ues  , a s e g u r a r

Los ax iom as SA4, SA5, SA6 de s e m i a n i l l o  son  i n e s e n c i a l e s  en e l  s e n t i - -

do de que c u a l q u i e r  s e m i a n i l l o  que no l o s  s a t i s f a g a  puede  s e r  s u m e rg id o  en ctrfo

que cumpla d i c h o s  a x io m a s .

Llamaremos a A " e x t e n s i ô n  n a t u r a l "  de A.



§ 2. INTRODUCCION

Sea  A un s e m i a n i l l o  ( + , .  ) con n e u t r e s  " o " , " 1 " ,  que s a t i s f a c e  SA5. 

[Decimos que E e s  un A-sem im ôdulo  a l a  i z q u i e r d a ,  s i  E e s t â  d o ta d o  de dos le -  

l yes  de c o m p o s ic iô n ,  una  i n t e r n a  a d i c i ô n ,  r e s p e c t o  a  de l a  c u a l :

SMO ; E e s  un se m ig ru p o  a b e l i a n o ;

ly o t r a  e x t e r n a  s o b r e  A como domino de m u l t i p l i c a d o r e s , de modo que s e  v e r i f i c a :

SMl : a (x + y )  = ax+ay V a c A , ,  V X ,y c E
SM2 : (a+ b)x= ax+ bx V a , b c  A , ,V  x e  E

SM3 : a ( b x )  = ( a b ) x idem .

SM4 : I x  = X V X € E

SM5 : ox = o V X € E ; o ,  n e u t r o  (-F) de E .

D irem os que F e s  un A-sem im ôdulo a l a  d e r e c h a ,  s i  F en l u g a r  de v e r i -

if i  c a r  SM3, s a t i s f a c e

SM3 : a ( b x )  = ( b a ) x V a b c  A, ,  V X t  E

Gcumpliendo, ademâs, lo s  r e s ta n te s  axiomas SM0-SM5.

1 )  E l  ax iom a SM5 e s  i n d e p e n d i e n t e  de l o s  ax iom as  SM0-SM4

Observem os en  p r i m e r  l u g a r  que SM5 p o s t u l a  1°  l a  e x i s t e n c i a  en  E de un 

m e u t r o  (-f):o_; y 2° que p a r a  t o d o  x e E : ox=o. C o n s t ru i r e m o s  un m odelo  C de 

SM0-SM4 que s a t i s f a g a  l a  p r im e r a  p a r t e  de SM5 y  no s a t i s f a g a  l a  s e g u n d a  p a r t e  de 

SM5; de e s t e  modo q u e d a râ  p ro b a d o  e l  e n u n c ia d o .

d é s i g n e r a  en  l o  s u c e s i v o  s ie m p re  a l  c o n ju n t o  de l o s  e n t e r o s  no n e ­

g a t i v o s ,  ju n ta m e n te  con l a  a d i c i ô n  y m u l t i p l i c a c i ô n  de e n t e r o s .  e s  un s e m ia -  

m i l l o  con n e u t r o s  que cumple SA6. Sea C e l  c o n ju n t o  de t o d a s  l a s  p a r t e s  de un 

c o n j u n t o  no  v a c î o  T. D efinam os en C dos l e y e s ,  ûna  i n t e r n a  L I , y o t r a  e x t e r n a  LE
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s o b re  e l  s e m i a n i l l o  N :o

LI : V x ,y  £ C ; x+y = xUy ; "U " , r e u n i o n  c o n j u n t i s t a

LE : y n £ ; y x £ C^nx = x

C d o ta d o  de l a s  l e y e s  L I ,L E  s a t i s f a c e  SM0-SM4 y l a  p r im e r a  p a r t e  de SM5, p e  

r o  no  l a  s e g u n d a  p a r t e  de SM5, p u e s to  que LE p o s t u l a  t a m b iê n  ox=x V x c C.

2 )  En to d o  A -sem im odulo  E s e  v e r i f i c a ; ao = o V a  € A.

ao_ = a ( o x )  = ( a o ) x  = ox = o_

D e f i n i c i o n e s . -  Sea E un A -sem im odulo .

S , subsem im ôdu lo  de E < = > 1 :  S c_ E ; 2 ;  x»y. c S x+y. £ S;

€ S => a)< €. S , y a  € A. Los subsem im ôdu los  de E s o n ,  p o r  t a n t o ,  l o s  sub­

s e m ig ru p o s  de E e s t a b l e s  r e s p e c t o  de l a  l e y  e x t e r n a  d e f i n i d a  en  E.

S e a ,  p a r a  to d o  i c i ,  x ^ c  E , y c E ; s e  d i c e  que

V depende l i n e a l m e n t e - A  de (x_}^   ̂ ^ <=>]a^ € A, V i  c I ,  f a m i l i a  le

s o p o r t e  f i n i t o /  y = E a.x_.
i € l  ^ ^

3°)  o depende  l i n e a l m e n t e  de f a m i l i a  a r b i t r a r i a  de E.

En e f e c t o ,  l a u  = 0 c A, V. _  ̂ /  °  = Z o x .  = EoJ 1 1 c I -   ̂̂   ̂ -1

4 ° )  S i  k € 1 , d e p -  l i n - A  de {x_} y a  que

3 ^ i  " d e l t a  de K ro n e c k e r )  € A/x^ = z a_x_ .

5) T r a n s i t i v i d a d  de l a  d e p e n d e n c ia  l i n e a l  

d e p .  l i n - A  de ^ ^
= >  z dep l i n - A  de { y . } .

V i  I ,  X .  d e p .  l i n - A  de { y .} .  _—1 —3 J €. ü ;

ẑ  = E a ^ x ^ ,  ,a ^  £ A
, = >  z= E a .(E b  y ) = z ( Z a .b  )y , , a  b £A,y J

V  i  e  I :  K .  =  Z b . . % _ . , , b . .  £ A ~  i  ^  j  i  ^  '

6)E1 c o n ju n t o  M = {x £ E /x  d e p .  l i n - A  de { x \} ^   ̂ ^ i   ̂ E } , e s  ui

sem im ôdulo  de E , y o £ M
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x,y€M=> x = E a . x . , , y  = E b . x . , , a . , b  A =>x+y= Z ( a . + b . ) x . , , a . + b  A =>x+y c M 
, 11  1 1 1 1  ^ 1 1 1 1 1  
1 1

x c  M => x= E a _ x ^ , , a ^  c A , , => V a € A ax  = Z ( a a ^ ) x ^ ,  , a a ^  e A => ax  c M, ,  y a  € A.

Por 3 sabemos que o € M; e s  m as ,  e l  n e u t r o  o_ G E p e r t e n e c e  a t o d o  s u b -  

:semimôdulo de E , p u e s  ox = o ,  p o r  SM5. Diremos de M que e s  e l  subsem im ôdu lo  de

■E e n g e n d ra d o  p o r  l a  f a m i l i a  Q = {x^}^  ̂  ̂ de e l t o s  de E ,  y l o  r e p r e s e n t a r e m o s

:M=L(Q)=L((x^)^  ̂ j ) ,  o b i e n ,  M =(Q)=(x^)^  ̂ ^ , s i  no da l u g a r  a  c o n f u s i ô n .  L l a -  

imaremos a Q s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de M.

7) S i  M y N son subsem im ôdu los  de E , e n to n c e s  su  i n t e r s e c c i ô n  M o N 

e s  ta m b iê n  un subsem im ôdulo  de E.

x ,y  £ M n N => x ,y  c M , ,x ,y 'c  N =>x+y g M ,, x+y c N => x+y g M n N 

X c M n N => ax  € M; ax  e N , ,  V a € A => ax  e M n N , ,  V a e A.

Se d e m u e s t ra  a n a lo g a m e n te  que l a  i n t e r s e c c i ô n  de c u a l q u i e r  nûm ero de 

subsem im ôdu los  de E e s  un subsem im ôdulo  de E.

Sea f  e l  c o n ju n t o  de to d o s  l o s  subsem im ôdu los  de E. F v e r i f i c a  l a s  c o n -  

( d ic io n e s  de Moore:

a )  E l  e le m e n to  u n i v e r s a l  E de R(E) - r e t î c u l o  de l a s  p a r t e s  de E - p e r t e -

inece a F.

b )  La i n t e r s e c c i ô n  de c u a l q u i e r  nûmero de e le m e n to s  de F p e r t e n e c e  a F , 

(e n to n c e s  - P . D u b r e i l ,  A lg è b re  3 e d .  p â g .  52.

8) E l  c o n ju n t o  F de t o d o s  l o s  subsem im ôdu los  de E e s  un r e t î c u l o  com­

p l e t  o ( n , z )  c o n te n i d o  en  e l  r e t î c u l o  R (E ) ,  ( u , n ) .  La u n i ô n , Z ,  en F queda  e s t a -

I b l e c id a  de l a  s i g u i e n t e  m an e ra :  M̂  G F , ,V  k e K , ,

ZM, = ^  N, s i e n d o  Q = {N £ F /M, 3. N , , V  k £ K}
k N £ Q

Sea {M^}^  ̂ ^  una f a m i l i a  de subsem im ôdu los  de E , M = Z M̂  l a  u n iô n  d e -  

: f i n i d a  en  8 ) ;  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de M^. Se v e r i f i c a :  ^

9) E l  c o n ju n t o  P = {x £ E /x  = Z m^, suma de s o p o r t e  f i n i t o } ;  m^ £ M^}

(es un subsem im ôdu lo  de E , a l  que d és ig n â m es  P = z"M, . Se cum plen l a s  i g u a l d a d e s :
k ^

M = P = L(U T, ) 
k ^
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I K  = Z" M, = L (u  T, ) 
k k k k

l o  c u a l  nos  conduce  a i d e n t i f i c a r  Z y Z" en e l  r e t î c u l o  de l o s  subsem im ôdu­

l o s  de E y a l l a m a r  a Z " u n iô n  l i n e a l  de su b sem im ô d u lo s" .

Todas l a s  sumas que e s c r ib a m o s  s e r â n  s u p u e s t a s  de s o p o r t e  f i n i -
t

t o .  P e s  subsem im ôdulo  de E: x ,  y t  P = >  x =  Z m^, y = Zm^ , ,  m^,m^ £ =>
k k

x+y = Z(m^ + m^) , ,  m  ̂ + m^ £ => x + y c P . -  x € P => x = Z m  ̂ =>v aeA
k k

ax = Z am^, ,  am^ € = >  V a £ A, aîç £ P .
k

M = P : M j ^ c P ,  k £ K, en  v i r t u d  de l a  d e f i n i c i ô n  de P. Como M e s ,,

p o r  d e f i n i c i ô n  -  v ê a se  8 - ,  e l  mînimo subsem im ôdulo  de E que c o n t i e n e  a todc

M^, V k £ K, - r é s u l t a  M ç  P . — x £ P => x = Z^m^ , ,  m̂  ̂ e ==>m^ £ M

V k £ K = >  X = Z m, £ M; e s  d e c i r  P C M, e s t o  e s  M = P.
k

La i g u a l d a d  P = L (u  T^) e s  de o b t e n c iô n  i n m e d ia t a .  Como M^=L(T^).

r é s u l t a :

Z L(T ) = L (u  T, ) (1 )
k ^ k ^

H aciendo  uso  de l a  se g u n d a  p a r t e  d e l  t e o re m a  de M oore , c o n c lu im o s  quie

10) La a p l i c a c i ô n  L : T L(T) , ,  V T £ R (E ) ,  e s  una  c e r r a d u r a  e r  e : l  

r e t î c u l o  R(E) de l a s  p a r t e s  d e l  A-sem im ôdulo E. P o r  c o n s i g u i e n t e

L (o  T ) ç  n L(T, ) 
k  ̂ k k

L(T^) (= L(U T^) = L(U L ( T ^ ) ) , ,  V k £ K, T^ £ R(E)

11) a )  E l  r e t î c u l o  F de l o s  subsem im ôdu los  d e l  A-sem im ôdulo  E v e r i f i —

ca  l a  c o n d ic iô n  de c a d en a  a s c e n d a n te  s i  y s o la m e n te  s i  to d o  subsem im ôdu lo  cb lE

e s  de t i p o  f i n i t o  ( e s t o  e s ,  p o s e e  un s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  f i n i t o ) .

b )  F no e s , en g e n e r a l ,  n i  m o d u la r ,  n i  c o m p le m e n ta r io , n i  a tô m ic o .

c )  En F se  v e r i f i c a :

E (R n M, ) ç  R n (Z M, ) 
k  ̂ k ^
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a ) :  Supongamos que e x i s t e  un subsem im ôdu lo  Q de E ( p o s ib l e m e n te

Q=E) que no e s  de t i p o  f i n i t o .  Sea Q=L(T); Sea T ^ = { t ^ } , ,  t ^ c T ,3 t2 £ T / t2 X L (T ^ )

s e a  Tg = T^u { t 2> , ------3   ̂ T / t  f  L(T s e a  T _ u )
P p - 1  P

La c a d e n a  i n f i n i t a  c  c  . . . c  T c  . . .  d a  l u g a r  a una ca d en a

i n f i n i t e  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  de subsem im ôdu los  de E , s i  = L ( T ^ ) ,  e n ­

t o n c e s  M^c M2C . . .  c  MpC . . .  c  Q. E s to  s i g n i f i c a ;  s i  no  t o d o  subsem im ôdu­

l o  de E e s  de t i p o  f i n i t o ,  F no s a t i s f a c e  l a  c o n d ic i ô n  de c a d e n a  a s c e n d a n te .

Sea t o d o  subsem im ôdulo  de E de t i p o  f i n i t o  y s e a  M^cM2C . . . C M  c  . . .

una  c a d e n a  i n f i n i t a  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  de subsem im ôdu los  de E; s e a

s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  f i n i t o  de M^. C o n s t ruyamos = G^,Tg = G^ U G2 ;

T = T U  G ; . . . ; T = T_  ̂ U G Se v e r i f i c a  M = L(T ) y3 2 3 p p - 1  p P P
T^ C  T^ C . . . C T ^ C  ... . ,  e s t r i c t a m e n t e  ( 1 ) .  E l  subsem im ôdu lo  de E: M = Z M̂

p o s e e  como s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  e l  c o n ju n t o  i n f i n i t o  T = u T^. P o r  h i p ô t e ­

s i s  e x i s t e  un s i s t e m a  f i n i t o  de g e n e r a d o r e s  P de M, P C  L ( T ) ,  lu e g o  P d e ­

pende  l i n - A  de una  p a r t e  f i n i t a  T ' de T==>M==>L(T’ ) . En l a  c a d en a  (1 )

e x i s t e  un s u b i n d i c e  k t a l  que T^^^ = T ^ , V r  > 1 ,  c o n t r a d i c c i ô n  con ( 1 ) .

E s to  s i g n i f i c a ,  s i  t o d o  subsem im ôdulo  de E e s . d e  t i p o  f i n i t o ,  F s a t i s f a c e  l a

c o n d ic i ô n  de c a d e n a  a s c e n d a n t e .  Hemos p ro b a d o  l a  e q u i v a l e n c i a  e x p r e s a d a  en a ) .

P a r a  m o s t r a r  b )  n o s  b a s t a  e x p o n e r  un e je m p lo  a d e c u a d o .  E l i j a m o s  e l

N -sem im ôdu lo  E = {nu / n e  N } .F  no e s  m o d u la r :  s e a  R = L ( 5 u ,7 u ) ,  M=L(3u) , o o — — —
N = L ( lO u ) ;  no e s  v e rd a d  que "R p  N ==> R n (M+N) = (R n M) + N"; en e f e c t o ,

19u = 5u + 2 ( 7 u )  £ R, 19u = 3 (3 u )  + lOu e M + N,==> 19u £ R n (M+N);

19u i  (R n M) + N .  Al no s e r  F m o d u la r ,  tam poco e s  d i s t r i b u t i v e .

F no e s  c o m p le m e n ta r io :  G = L ( 3 u ,5 u )  c o n t i e n e  to d o s  l o s  e le m e n to s  de 

E e x c e p t e  u ,  2 u ,  4 u , 7 u ; no e x i s t e  n in g û n  subsem im ôdu lo  H de E t a l  que 

H n G = 0 ,  ( 0 , subsem im ôdu lo  n u l o  de E , 0 = L (o )  c o n t i e n e  s ô l o  a l  n e u t r o  de E , 

p o r  2 ) .  y H + G = E.

F ,  en g e n e r a l  no e s  a tô m ic o .  Decimos de un r e t î c u l o  R que e s  a tô m ic o  

: s i  en  ê l  s e  v e r i f i c a  3  Pc F ;  0 C P /  V P ' c F :  0 C P '  c , P  = > p  ' = P. Sea M un s u b -  

îsemimôdulo c u a l q u i e r  de E = {nu /  n € N^} . Sea x_ c M, como jç /  L (2x)  = = >L (2xcM . 

lu e g o  F no e s  a tô m ic o .  Al no s e r  a tô m ic o  F , F  tam poco  s a t i s f a c e  l a  c o n d ic iô n  de 

(cadena d e s c e n d a n t e .

P o r  f i n  m ostrem os c ) :  en  F ( E ) ,  c u a l q u i e r a  que  s e a  E , s e  v e r i f i c a

;Z(R n M, ) C R n (ZM, ) ,  V R ,  M, £ F . z £ E ( R n  M. )  = = > z  = E m, (de  s o p .  f i n i -
}k k k k
t t o ) ,  m, £ R O M,  = = > z £ R; z € Z M, = = > z € R n (E M, ) , c . q . d .K K ^ k ^ k .
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12) Todo se m ig ru p o  a b e l i a n o  puede  s e r  c o n s id e r a d o  como un N^-sem:- 

m o d u lo . N d é s ig n a  a l  c o n ju n t o  de l o s  e n t e r o s  no n e g a t i v e s ,  d o ta d o  de l a s  l e -  

y e s  ' a d i c i o n '  y ' 'm u l t i p l i c a c i ô n ” de e n t e r o s .  e s ,  p u e s ,  un s e m i a n i l l o  c<n 

n e u t r e s  'o ' ' ,  ' ' 1 " ,  que s a t i s f a c e  SA6 ( 1 ) .

Sea ''S" e l  s e m ig ru p e  c o n m u ta t iv o  dado . La o p e r a c iô n  d e f i n i d a  en  î l a  

d e n o ta re m o s  a d i t i v a m e n t e . S i  S no p o s e e  e le m e n to  n e u t r e  ”e ' ' ,  l e  ad jun tam of 

(corne h ic im o s  en 1 , 1 8 ) .  D efinam os en S l a  l e y  e x t e r n a  LE s o b r e  N

LEl oa = e V a e S

LE2 l a  — a V a e S
n r 1

LE3 n a  = a + + a V n £ N -  1.0 , 1) , V a C So ’

S, d o ta d o  de l a s  l e y e s  de c o m p o s ic io n  ' 'L E " , s a t i s f a c e  l o s  ax iom as  SM(-

SM5, l u e g o  e s  un s e m im ô d u lo .

En p a r t i c u l a r ,  l o s  s e m i r e t î c u l o s  -q u e  son  s e m ig ru p o s  a b e l i a n o s -  jueden  

s e r  t r a t a d o s  corne N ^ -se m im ô d u lo s . P r é c i s â m e s ,  s i n  em b arg o , m as. Sea  F e l  (on- 

j u n t o  , d o ta d o  de l a s  o p e r a c i o n e s  LA, LM.

L A : o + n = n + o = n , V n c N ^  , L M:  " m u l t i p l i c a c i ô n "  de e n te r e z  

1 +  1 = 1

F e s  un s e m i a n i l l o  con n e u t r e s  que  cumple SA5 y en F se  v e r i f i c a :  t o d o  e le n e n -

t o  de F que s e a  d i s t i n t o  de "o ' '  e s  i g u a l  a  " 1 " .  Se cumple que

1 3 ) .  Todo s e m i r e t i c u l o  e s  un F -s e m im ô d u lo .

1 4 ) .  Todo s e m i a n i l l o  A puede  s e r  c o n s i d e r a d o ,  de un modo c a n o n ic c ,

como un A“ -sem im ôdu lo  a l a  i z q u i e r d a  (o un A* -sem im ôdu lo  a l a  d e r e c h a ) .

Sea A un s e m i a n i l l o  ( + , . )  SA4, SA5, SA6. A e s  r e s p e c t e  a "+ "  un s e n i -  

g ru p o  a b e l i a n o  con n e u t r e  " o " .  D efinam os en A l a  l e y  e x t e r n a  LE s o b r e  A ccno 

do m in io  de m u l t i p l i c a d o r e s . LE : V a , b  G A b a  = b . a .

A, " + " ,  'LE" e s  un A-sem im ôdulo  a l a  i z q u i e r d a  que d e s ig n a re m o s  A .

S i  d e f in im o s  en A en l u g a r  de LE, l a  l e y  e x t e r n a  LE’ b a  = a .  b ,  e n to n c e s

A, • '+", LE’ " ,  p o s e e  e s t r u c t u r a  de A-sem im ôdulo  a l a  d e r e c h a ,  que d e s i g n a r e ­
mos A^.

En e l  c a s o  de que  e l  s e m i a n i l l o  A no c u m p l ie s e  a lg u n a  o n in g u n a  cè

l a s  p r o p ie d a d e s  SA4, SA5, SA5, p a s a r î a m o s  a s u  e x t e n s i ô n  e l e m e n t a l  o n a t u n l  
*

A^ l a  c u a l  s a t i s f a c e  d i c h a s  p r o p i e d a d e s  ( § 1 ,  18 )  y 1 9 ) .  En A" podemoî d é f i
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LE([,E ')  s o b re  A*. A* "LE", ( "L E ’ ")  e s  un A*-sem im ôdulo  a l a  i z q u i e r d a

(a  l a  d e r e c h a )  que c o n t i e n e  a A.

En p a r t i c u l a r ,  un r é t i c u l e  R , en donde e s  v a l i d a  una de l a s  l e y e s

d i s t r i b u t i v a s , puede  s e r  c o n s id e r a d o  como un R* -sem im ôdu lo  a l a  i z q u i e r d a  o

l a  d e r e c h a ,  P o r  l o  t a n t o ,  un a l g e b r a  de B oole  B p uede  s e r  c o n s i d e r a d a  c a n ô -  

n icam .en te  como un B-sem im ôdulo  a l a  i z q u i e r d a  o a l a  d e r e c h a .

1 5 ) .  Sea A un a n i l l o  con e le m e n to  u n id a d  1 ( n e u t r o  " . " ) .  Todo A - s e ­

mimôdulo E e s  un A-môdulo.

Sea 1'  e l  o p u e s to  de 1 .  Todo e le m e n to  x de E p o s e e  o p u e s t o ,  e l  l ^ x ,  

y a  que x + 1 ’ x = l x  + l ’ x = (1 + 1 ’ )x  = ox=o. E e s ,  p o r  c o n s i g u i e n t e , un 

g ru p o  a d i t i v o  a b e l i a n o  que t i e n e  p o r  dom in io  de o p e r a d o r e s  un a n i l l o  A con

e le m e n to  1 ; l a  l e y  de c o m p o s ic io n  e x t e r n a  de E s a t i s f a c e  SM1-SM5, y p o r  l o  t a n t o

E v e r i f i c a  t o d o s  l o s  ax iom as de A-m ôdulo. <

D e f i n i c i ô n

E e s  un A -se m ia n il lo -m ô d u lo < = > E  e s  un c o n ju n t o  no v a c î o , d o ta d o  de 

dos l e y e s  de c o m p o s ic iô n ,  una i n t e r n a  r e s p e c t o  de l a  c u a l  E e s  un g ru p o  a b e ­

l i a n o ,  y o t r a  e x t e r n a  s o b re  e l  s e m i a n i l l o  A que cumple l o s  ax iom as  SM1-SM5.

1 6 ) .  Sea Z e l  s u b c o n ju n to  d e l  A-sem im ôdulo E form ado p o r  t o d o s  l o s  

e l e m e n tos s i m e t r i z a b l e s  de E. Z e s  e l  mâximo A - s e m ia n i l lo - m ô d u lo  c o n t e n i d o  en

Z e s  e v id e n te m e n te  su b g ru p o  d e l  s e m ig ru p o  a d i t i v o  a b e l i a n o  E.

Z e s  e s t a b l e  r e s p e c t o  de l a  l e y  e x t e r n a  d e f i n i d a  en E : s i  x € Z , x p o ­

s e e  o p u e s to  x ’ ; X + x ’ = o => V a & A, a ( x  + x ’ ) = ao  ==> ax  + a x ’ = o ==>

ax  G Z. P o r  t a n t o  Z e s  un A - s e m ia n i l lo - m ô d u lo  y ,  d e b id o  a su  c o n s t r u c c i ô n , e l  

mâximo c o n te n i d o  en  E .

"9"  d e s i g n a r a  e l  c o n ju n t o  de l o s  e le m e n to s  s i m e t r i z a b l e s  "+" de A, 

s e m i a n i l l o s .  Sea E un A-sem im ôdulo  y 9E = { t x / t  € 9 ;  x e E}.

1 7 ) .  L(QE) e s  un A - s e m ia n i l lo - m ô d u lo  c o n te n i d o  en Z. L(9E) e s  un 9 -p se u -

dom ôdu lo .

y e L(OE) = = > y = Z t ^ x _ ,  t ^ e  9 ; e l  o p u e s to  de y e s  y ’ = Z t^  x ^ ,

s i e n d o  t  j  e l  o p u e s to  en A d e ^ t ^ ,  t ’. G 0 = = > y ’ G L (9 E ) .  S i  a  G A, ay= Z a t ^ x .  ,

a t^ G  9 , p o r  s e r  9 i d e a l  f u e r t e  b i l â t e r o  de A ( § 1 ,  6) ==>ay G L (9 E ) . ^ L (9 E ) ç  Z , 

p o r  s e r  e s t e  e l  mâximo ( 1 6 ) .

L(9E) e s  un 9 - p s e u d o m ô d u lo , p u e s to  que 9 e s  un a n i l l o  c o n te n i d o  en  A, 

(que no c o n t i e n e  a l .  S i  1 G 9 ,  9 = A ( p o r  s e r  9 i d e a l  f u e r t e  de A) y L(9E)=Z=E,
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A a n i l l o  con e le m e n to  u n id a d  1 y E A-modulo. P o r  t a n t o :  L(9E) e s  un 9 -m ôdu lo  

<5==ï> E e s  un A-môdulo.

1 8 ) .  Sea A un c u e rp o .  Todo A-sem im ôdulo E e s  un A - e s p a c io  v e c t o r i a l .

S i  A es  c u e r p o ,  e s  a n i l l o  con e le m e n to  u n id a d  y E e s  A -m ôdulo , p o r  

15 . S i  E e s  A-môdulo y A e s  c u e rp o ,  E e s  A - e s p a c io  v e c t o r i a l ,  N. B o u r b a k i ,  

A lg è b r e ,  chap 2 ,  1 ,  d e f i n i c i ô n  2 .

E l  c o n ju n t o  de to d o s  l o s  A - s e m ia n i l lo s - m ô d u lo s  c o n te n i d o s  en e l  A - s e ­

mimôdulo E e s  un r e t i c u l o  en  e l  que l a  i n t e r s e c c i ô n  c o i n c i d e  con l a  i n t e r a c c i ô n  

c o n j u n t i s t a .  Llamômosle M (E). Todo i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  d e l  s e m i a n i l l o  e s  un 

subsem im ôdu lo  de A^(14) y v i c e v e r s a .  Todo i d e a l  f u e r t e  a l a  i z q u i e r d a  de A da 

l u g a r  a  un A -s e m ia n i l lo - m ô d u lo  c o n te n i d o  en A^ y v i c e v e r s a .

1 9 ) .  P s e u d o -s e m im ô d u lo s . In m e rs iô n  de un p se u d o -se m im o d u lo  en  un s e ­

mimôdulo .

Sea A un s e m i a n i l l o .  Admitimos l a  p o s i b i l i d a d  de que A no s a t i s f a g a  

l a s  p r o p ie d a d e s  SA4, SA5, SA6. Diremos que E e s  un A -p seudo -sem im ôdu lo  a l a  

i z q u i e r d a  s i  en  E e s t â n  d e f i n i d a s  dos l e y e s  de c o m p o s ic iô n ,  una  i n t e r n a  

r e s p e c t o  a l a  c u a l ,  SMO:E e s  un sem ig ru p o  a b e l i a n o  ( e v e n t u a l m e n t e , s i n  n e u t r o ) ;  

y o t r a  l e y  e x t e r n a  s o b re  A como dom in io  de m u l t i p l i c a d o r e s , de modo que se  v e ­

r i f i c a  :

SMl, SM2, SM3.

( v ê a s e  a l  p r i n c i p l e  de e s t e  p a r â g r a f o ) .

Se t r a t a  de com probar  a q u î  que un A -p seudo -sem im ôdu lo  a l a  i z q u i e r d a  

c u a l q u i e r a  E puede  s e r  su m e rg id o  en un A*-sem im ôdulo  E ’ a  l a  i z q u i e r d a .

Supongam os, en p r im e r  l u g a r ,  que n i  A n i  E p o se e n  n e u t r o  r e s p e c t o  a  l a

a d i c i ô n .  Llamemos E ’ = E U {o} , y s e a  A’ = A u { o ’ } ,  d o ta d o  e s t e  u l t i m o  c o n ju n ­

t o  de l a s  l e y e s  L ' 1 ,  L ’ 2 dadas  en §1 ( v ë a s e :  in m e r s iô n  de un s e m i a n i l l o  . . . ) .  

Imponemos en E ’ l a  o p e r a c iô n  P I  y l a  l e y  e x t e r n a  P2 s o b r e  A’ . :

P I  x + y e n E '  = x + y en E,  V x ,  y c E 

x +  o _ = o _ + x  = X ,  V x e E ; o _ + o _ = o _

P2 ax en E'  = ax  en E , V a g A,  V x g E

ao = o ,  V a G A; o ’x = o ,  V x G E;  o ' o  = o
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Al d é f i n i r  en E ’

n
P3 nx = X + .T. + X ; I x  = X ; ox  = o_

para n g -  { o , l } ,  o g N^, 1 g V x g E ’ ;

s e  cumple (4 )  a (n x )  = n ( a x )  = ( n a ) x ,  V a G A’ , Vn c N^, V x G E ’ .

Dotemos a E ' de l a  l e y  i n t e r n a  PI y de l a  l e y  e x t e r n a  Q2 sobre  A' 

( e x t e n s i ô n  n a t u r a l  de A, ve r  § 1 ) :

Q2 ( a , n ) x  = ax  + nx  , V a g A' , V n g , V x g E ’ ;

en donde "ax"  v i e n e  dado p o r  P 2 , "nx" p o r  P 3 .

Se com prueba s i n  d i f i c u l t a d ,  t e n i e n d o  en c u e n t a  l a s  i g u a l d a d e s  (4 )  

que E ’ , d o ta d o  de l a s  l e y e s  P I ,  Q2 , p o se e  e s t r u c t u r a  de A*-semimôdulo a l a  

i z q u i e r d a .

En e l  c a s o  de que e l  s e m i a n i l l o  A p o s e a  n e u t r o s  r e s p e c t o  a  "+" y

l la m ë m o s le s  "u" y " e " ,  r e s p e c t i v a m e n t e , t a i e s  que no cum plan SA6 , y de que e l

A -pseudo -sem im ôdu lo  dado E t e n g a  n e u t r o  r e s p e c t o  a " + " ,  s e a  de modo que no 

se  v e r i f i q u e n  l o s  ax iom as SM4, SM5, de sem imôdulo (o  en  c u a l q u i e r  o t r o  c a so  que 

r e s u i t e  de c o m b in a r  h i p ô t e s i s  de e s t e  t i p o ) ,  segu im os  e l  s i g u i e n t e  p r o c e s o  de 

i n m e r s i ô n :

Sea o ' un e le m e n to  i  A*, dotam os a A' = Au { o ' }  de l a s  l e y e s  L ' I ,

L ' 2  dadas  en § 1 .  Sea o i  E; dotam os a E ' = E u {o} de l a s  l e y e s  P I ,  P 2 , d a ­

das  a n t e r i o r m e n t e . D es ignando  ( v ë a s e  §1) A* = ( A ' x  , L* 1 ,  L* 2} ,  f â c i l m e n -  

t e  se  com prueba que e s t e  e s  un s e m i a n i l l o  que cumple SA4, SA5, SA6 , s i e n d o  s u s  

n e u t r o s  r e s p e c t i v a m e n t e ,  u* = ( o ’ , o ) ,  e* = ( o ’ , 1 ) .  Tambiën se  com­

p r u e b a  con f a c i l i d a d  que {E’ , P I ,  Q2} e s  un A*-sem im ôdulo  que c o n t i e n e  un 

A -pseudo -sem im ôdu lo  i so m o r fo  a E .



§ 3. CONGRÜENCIAS EN UN SEMIMODULO

Subsemim odulos c e r r a d o s  d e l  A-semimodulo E.

D e f i n i c i ô n .

M e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E <==> en M se  v e r i f i c a :  s i  l a s  ecta- 

c io n e s  de l a  form a x + m = m’ , m,m’ c M, t i e n e n  s o l u c i o n e s  x en E ,  d i c h a s  

s o l u c i o n e s  x p e r t e n e c e n  a M. S im b ô l ic a m e n te :

(V X ( E) (] m , m ' c  M) ( x  + m = m ' ) ==> X g M

Los subsem im odu los  im p ro p io s  0 y E , son  e v id e n te m e n te  subsemimôdulo s 

c e r r a d o s  de E. ^

1 ) .  Sea M un subsem im ôdulo  a r b i t r a r i o  de E . Sea M = ( x  G E / x  + m= m ' ;  

m, m’ € m}. m e s  un subsem im ôdulo  de E y l a  a p l i c a c i ô n  c:M M e s  un a  cerr-a-

d u r a  a l g e b r â i c a  en e l  r e t i c u l o  F(E)  de l o s  subsem im odu los  de E.

1) Es in m e d ia to  que M es  subsem im ôdulo  de E.

I I )  M ç  M, V M g F( E) ,  como f â c i l m e n t e  s e  com prueba.

I I I )  M = M. Llamemos M = P ; M = P = T .

t  £ T = = > t  + p = p'  , p ,p '  g p . ==> p + m = m' ; p ' + n  = n ' ,  m,m’ , n . n ’ : M

= = > t  + p + m + n = p' + m + n = = > t  + m' + n = m + n ’ = = > t  g P. Es d e c i? ,

M ç  M; como ( I I )  nos  a s e g u r a  M ç  M, obtenem os M = M.

IV) Es in m e d ia to  que M,N g F ( E ) ;  M ç N = = > M QN c . q . d .

Los e le m e n to s  imagen de e s t a  c e r r a d u r a  "c"  c o i n c i d e n  con l o s  su b s tm i-  

m ôdulos c e r r a d o s  de E , t a l  como l o s  hemos d e f i n i d o  a l  p r i n c i p i o ,  l o  c u a l  j i s -  

t i f i c a  l a  d e n o m in a c iô n  que hemos dado a d ic h o s  su b sem im o d u lo s .

C o n s e c u e n c ia  i n m e d ia t a  de 1 es  que

2 ) .  E l  c o n ju n t o  C( E) de t o d o s  l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E e s  un 

r e t i c u l o comple t e  c o n te n id o  en e l  r e t i c u l o  F ( E ) . La i n t e r s e c c i ô n  en C(E)  c c in c i-  

de con l a  i n t e r s e c c i ô n  en  F(E)  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  con l a  i n t e r s e c c i ô n  c o n j u i t i s -

t a .
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Dcflniciones

R e s  una  c o n g r u e n c ia  en e l  A-sem im odulo E <==> R e s  una  r e l a c i ô n  de

e q u i v a l e n c i a  e n t r e  e le m e n to s  de E , que e s  c o m p a t ib l e  con l a  e s t r u c t u r a  a l g e -

b r a i c a  de sem im ôdulo  de E.R e s  l a  c l a s e  c e ro  de l a  c o n g r u e n c ia  R <==>R^ eso ------------------  o
l a  c l a s e  de E que c o n t i e n e  a l  e le m e n to  o de E.

3 ) .  La c l a s e  c e ro  R^ de c u a l q u i e r  c o n g r u e n c ia  R en E e s  un subsem im ô- 

d u lo  c e r r a d o  de E .

Es é v i d e n t e  que R^ e s  subsem im ôdulo  de E.

X c R ==> X + r  = r ’ , r , r '  g R = = > r  E r '  E o (R) ==> x + r E o ( R )o o
X + r  E X (R) ==> X E o (R) ==> X g R , e s  d e c i r  R^ ç  R^ que con 1 ( I I )

R^ ç  R^ nos  da R^ = R^ c . q . d .

E l  c o n ju n to  de l a s  r e l a c i o n e s  de e q u i v a l e n c i a  d e f i n i b l e s  en E (A -sem i-  

m ôdulo) e s  un r e t i c u l o  c o m p le to ,  donde l a  i n t e r s e c c i ô n  y l a  u n iô n  quedan  e s t a -  

b l e c i d a s  de l a  s i g u i e n t e  m an e ra .  Sea \}j = {R^} ^ ç j  un a f a m i l i a  de r e l a c i o n e s  _ 

de e q u i v a l e n c i a  en E.

( i )  n  R. = T , x ,y  G E . xTy <==> xR.y V i  e I .  
i  € I ^ ^

( i i )  U  R_ = . P ,  xPy <==> e x i s t e  una s u c e s i ô n  f i n i t a  de e le m e n to s  de E

^  ̂  ̂ X = x^ j X^ , . . . , x ^ _ ^ , x^ = y t a l  que

^ i   ̂ * i + l  ^

Se d e m u e s t r a  - D u b r e i l ,  A lg è b r e ,  p â g .  61-  que f  (P )  e s  l a  maxima (m inim a) r e l a ­

c iô n  de e q u i v a l e n c i a  en E c o n t e n i d a  (que  c o n t i e n e  a )  en to d o  R_ (V i  I ) .  A P 

se  l e  l l a m a  u n iô n  de r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a  o p r o d u c t o  t r a n s i t i v e .

Pues b i e n ,  f â c i l m e n t e  s e  com prueba que s i  p a r a  to d o  i  € I ,R_ e s  una  

c o n g r u e n c i a  en E , e n to n c e s  ta m b ië n  son  c o n g r u e n c ia s  en E T y P ,  l o  c u a l  nos  

m u e s t r a  que

4) E l  c o n ju n t o  R(E)  de l a s  c o n g r u e n c ia s  en  £ es  un r e t i c u l o  c o m p le -

t o ,  s u b r e t i c u l o  d e l  r e t i c u l o  de l a s  r e l a c i o n e s  de e q u i v a l e n c i a  en E. La i n t e r ­

s e c c i ô n  y l a  u n iô n  en R(E)  v ie n e n  dadas  p o r  ( i ) , ( i i ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  A e s t a  

u l t i m a  l a  podemos l l a m a r  t a m b ië n  p r o d u c t o  t r a n s i t i v e  de c o n g r u e n c ia s  en  E .

C o n g ru e n c ia s  n o rm a le s  en un A-sem im ôdulo E .

A c o n t i n u a c i ô n  d e s ta c a r e m o s  unas  c o n g r u e n c ia s  en  E , que d esem penaran
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un p a p u l  e s p e c i a l  en l a  t e o r î a  de se m im ô d u lo s .

5 ) .  Sea M un subsem im ôdulo  a r b i t r a r i o  de E (A -sem im ôdulo)  y s e a  N

l a  s i g u i e n t e  r e l a c i ô n  b i n a r i a  e n t r e  e le m e n to s  de E:

XiV y < ==> ( j m , m ’ e M)(x + m = y + m’ )

M e s  una c o n g r u e n c ia  en E y s u  c l a s e  c e r o = M (M, c e r r a d o  de M; v ë a se  1 ) .

M es  una r e l a c i ô n  r e f l e x i v a :  V x c E  x N x ,  y a  que x + o = x + o ,

o G M, p o rq u e  to d o  subsem im ôdulo  de E c o n t i e n e  a l  o G E. M e s  r e l a c i ô n  s im ë -

t r i c a , t r i v i a l .  M cumple l a  p r o p ie d a d  t r a n s i t i v a :  x M y ;  y N z ==> x+m=y+m’ ; 

y + n = z + n ' ,  m, m’ , n , n '  € M ==> x + m + n = z + n '  + m' , , m+n , n ' +m' e M ==>

X Ai z .  P o r  l o  t a n t o  Ai e s  un a r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a  en E; veamos que e s

c o m p a t ib le  con l a  e s t r u c t u r a  de E.

X Ai y ==> X + m = y + m ' , ,  m,m'  ç M ==> V z G E , z  + x + m =  z + y + m’

= = > V z G E, (z  + x )  Ai (z  + y ) .

X Ai y = = > x + m = y + m ' , , m , m ' G  M = = > V a € A , ax + am = ay + a m ' , ,

am,am' e M = = > V a G A (ax )  Ai ( a y ) .  Ai e s  un a con gr u e n c ia  en E.

Su c l a s e  c e r o  Aî  e s  {x g E/ ^  m,m'  g M, x + m = o + m ' =  m' } e s  d e ­

c i r ,  - v ë a s e  1 -  M. c . q . d .

D e f i n i c i o n e s

Diremos de l a  r e l a c i ô n  Ai, t a l  como ha  s i d o  e s t a b l e c i d a  en l a  p r o p o -  

s i c i ô n  5 ,  que e s  l a  c o n g r u e n c ia  en  E n o r m a l iz a d a  p o r  e l  subsem im ôdu lo  M de E. 

Diremos de una c o n g r u e n c ia  en E que e s  n o rm a l  s i  y s o l o  s i  e s  c o n g r u e n c ia  n o r ­

m a l i z a d a  p o r  a lg û n  subsem im ôdulo  de E.

Sea Ai l a  c o n g r u e n c ia  en  E n o r m a l iz a d a  p o r  e l  subsem im ôdu lo  M de E.

C u a l q u ie r  o t r a  c o n g r u e n c ia  R en E que t e n g a  l a  misma c l a s e  c e r o  que Ai ( e s t o  

e s  R^ = A/  ̂ = M ), v ë r i f i c a  Ai c  R.

En e f e c t o  x Ai y = >  x + m = y + m' , ,  m,m'  g M; como M e s t a  c o n te n

do en R^ = M ==> m E m' E o (R) ==> x E y ( R) .

C o n s e c u e n c ia s  i n m e d ia t a s  de 5 s o n :

7) S i  M,N son  dos subsem im ôdu los  de E t a i e s  que M = N y M,Ai son  l a s  

c o n g r u e n c ia s  en E norm al i z a d a s  p o r  M y N, r e s p e c t i v a m e n t e ,  e n to n c e s  M = Ai.

Un e n u n c ia d o  é q u i v a l e n t e  a  7 e s :

7 ' )  Todos l o s  subsem im ôdu los  de E que m e d ia n te  l a  c e r r a d u r a  "c"  - v ë a -
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s e  1 l e s  c o r r e s p o n d e  e l  mismo subsem im ôdu lo  c e r r a d o  M de E , e n g e n d ra n  l a  m is ­

ma c o n g r u e n c ia  n o rm a l  en E , l a  n o r m a l iz a d a  p o r

8) .  E l  c o n ju n to  de t o d a s  l a s  c o n g r u e n c ia s  n o rm a le s  A/(E) en £ e s  un

r e t i c u l o  c o m p le to  c o n te n id o  en K( E) ,  r e t i c u l o  de l a s  c o n g r u e n c ia s  en E. La 

u n io n  en ! s l ( E )  c o i n c i d e  con l a  u n io n  en K( E) . La a p l i c a c i ô n  iV : R -> M ( R ) ,

R € K( E) ;  N( R) ,  c o n g r u e n c ia  n o r m a l i z a d a  p o r  l a  c l a s e  c e ro  de R, e s  una a b e r -  

t u r a  a l g e b r a i c a  en e l  r e t i c u l o  K( E) .

a )  La i d e n t i d a d  en E e s  l a  c o n g r u e n c ia  n o rm a l  en E de c l a s e  c e ro  e l  

subsem im ôdulo  n u l o  0 de E.

b )  S i   ̂ ^  e s  una f a m i l i a  a r b i t r a r i a  de c o n g r u e n c ia s  n o rm a le s

en  E , e n to n c e s  N = ^ ^  K c o n g r u e n c ia  n o rm a l  en E. La c l a s e  c e r o  de

M e s  I  N, , s i e n d o  N l a  c l a s e  c e r o  de W, . En e f e c t o :
k K ^ ^ ^

X N y <= = > ] { x _ }  C E ;  I  = { 1 , .  . . ,m} ; x = x ^ , y = x ^ ,

^ i  - * i + l  ( ^ k ( i ) )  ^ i  \ ( i )  " * i + l  + * ' k ( i )  ”  * k ( i ) '  * ' k ( i )  ^ \ ( i ) ”

V i e  { 1 , . . . ,  m-1) ==> ,  m e d ia n te  s u s t i t u c i o n e s ,

m-1 m-1

1 - vxy .u k K
+ y n, . . = x  + y n \ , . \  , e s t o  e s  N e s  n o rm a l  de c l a s e  c e r o  I  N ,

k ( i )  m k ( i )  T, y k

con l o  que q u ed a  d e m o s tra d o  e l  e n u n c ia d o .

9 ) .  E l  c o n ju n t o  Q de t o d a s  l a s  c o n g r u e n c ia s  en E que t i e n e n  p o r  c l a s e

c e r o  M e s  un s u b r e t i c u l o  c o m p le to  d e l  r e t i c u l o  de l a s  c o n g r u e n c ia s  en E . M in i ­

me de Q = c o n g r u e n c ia  n o r m a l iz a d a  p o r  M.

E v id e n te m e n te  l a  i n t e r s e c c i ô n  de c u a l q u i e r  numéro de e le m e n to s  de Q es

un e le m e n to  de Q. Sea V j e J , R . €  Q, LJR . = U. z E o (U) ==>
 ̂ i € j ]

= = > ^ { x  } <=E;  I  = {1 ,  . . .  , m} ; X = o ,  X = z ;  X. = X. ( R , . , ) =  = >
JL m i i T j L  .KAiy

Xg G M, Xg€ M, , x^  = z £ M ==> U £ Q c . q . d .  Q p o s e e ,  p u e s ,  mâximo y

m inim o; l a  c o n g r u e n c ia  minima de Q e s  - e n  v i r t u d  de 6-  l a  n o r m a l iz a d a  p o r  M.

1 0 ) .  La a p l i c a c i ô n  £ : M £ C ( E ): M-> 6(M) ,  c o n g r u e n c ia  n o r m a l iz a d a

p o r  M, es  un i so m o r f i s m o  d e l  r e t i c u l o  C( E) ,  de l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E ,

s o b r e  e l  r e t i c u l o  N( E) ,  de l a s  c o n g r u e n c i a s  n o rm a le s  en E .

P o r  5 y p o r  9 sabemos que S e s  una  c o r r e s p o n d e n c i a  b i u n îv o c a  e n t r e  d i c h o s  

r e t î c u l o s .  Ademâs 8 d e j a  i n v a r i a n t e  e l  o fd e n  p a r c i a l  en e s o s  r e t i c u l o s ,  p u e s ,

M,N £ C(E)  y M ç N  ==> 3(M) ç  8( N) .  Una b i y e c c i ô n  e n t r e  r e t i c u l o s  que p r é s e r v a
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e l  o rd e n  p a r c i a l  de e s t o s  e s  un i s o m o r f i s m o ;  en e f e c t o ,  s e a  h : R R' una

b i y e c c i ô n  e n t r e  r e t i c u l o s  que p r e s e r v e  e l  o r d e n ,  y s e a  r ^ G  R ==> ç

V i  € I = = > h ( r . ) ç  h ( u  r , ) ,  V i  G I  = = > u h ( r . )  ç  h(  u r . ) ;  supongamos 
^ iG I 1 i c i  ^ iGl  ^

h ( t )  = u h ( r ^ )  c  h(  u r ^ ) ( e s t r i c t a m e n t e  e s t o  i m p l i c a r i a  t  c  u r ^  ( e s t r i c t a -

m en te ) ;^ co m o  h ( r ^ )  ç  è t ï ) ,  V i  G I ,  r é s u l t a  r ^  ç  t , V i  g l ,  y ^ p o r  t a n t o

U r ,  ç  t ,  c o n t r a d i c c i ô n .  Luego h( u r . )  = U h ( r . ) .  D ualm ente  , 
i t i  ^ i c i  ^ i t i  ^
h( n r . )  = O h C r , ) ,  c . q . d .  

i € l   ̂ iG l  ^

R eun iendo  e s t o s  r e s u l t a d o s  ob tenem os e l  s i g u i e n t e  esquem a:

F(E)  K(E)

c l  1 M

C(E) ~ — -  W(E)

donde F ( E ) ,  C( E) ,  K( E) ,  Â/(E) son  l o s  r e t i c u l o s  de l o s  su b se m im ô d u lo s ,  s u b s e m i­

m ôdulos c e r r a d o s ,  c o n g r u e n c i a s ,  c o n g r u e n c ia s  n o rm a le s  d e l  A -sem im ôdulo  E, " c "  

e s  una c e r r a d u r a  - 1- ,  SJ e s  una  a b e r t u r a  - 8- ,  y "3" e s  un i s o m o r f i s m o  de r e t i c u ­

l o s  - 10—.

D e f i n i c i ô n

A una c o n g r u e n c ia  en  un A-sem im ôdulo  E que no s e a  n o rm a l  l a  l la m a re m o s  

a n o r m a l . De 6 . y  de 10 r é s u l t a :

1 1 ) .  La c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que una  c o n g r u e n c i a  R en 

E s e a  a n o rm a l  e s  que e x i s t a  un p a r  de e le m e n to s  x e y de E r e l a c i o n a d o s  p o r  R 

t a i e s  que p a r a  to d o  m, m’ e R^ ( c l a s e  c e r o  de R) x + m ^ y + m ' .

D e f i n i c i ô n

E n ten d erem o s  en  l o s  s u c e s i v o  p o r  c o n g r u e n c ia  r e d u c t i v a  en E a  una c o n ­

g r u e n c i a  a n o rm a l  en  E- A -sem im ôdulo-  cuya  c l a s e  c e r o  s e a  e l  subsem im ôdu lo  n u lo  

0 de E.

C o n g ru e n c ia s  a n o rm a le s  en  un A-sem im ôdulo  E .

Rees d e s c u b r i ô  en 1940 u n a s  c o n g r u e n c ia s  en  l o s  s e m ig ru p o s  no c o n m u ta t i  

v o s ,  que d e sd e  e n to n c e s  l l e v a n  su  nom bre . Sea I  un i d e a l  d e l  se m ig ru p o  no conmu­

t a t i v o  S. R e s  una  c o n g r u e n c ia  de Rees en  S s i ,

V a , b  € S aRb <==> a  = b v a , b  g I .
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Es d e c i r ,  to d o  e le m e n to  de S - I  r e t i e n e  s u  i d e n t i d a d  en S/ R,  en t a n t o  que t o ­

do e le m e n to  de I  s e  t r a n s f o r m a  en e l  e le m e n to  p e r m i t i d o  de S/R m e d ia n te  e l  

homomorfismo c a n ô n ic o  a s o c i a d o  a R.

A c o n t i n u a c i ô n  g e n e r a l i z a r e m o s  e s t e  t i p o  de c o n g r u e n c ia s  a  l o s  A - s e -  

m im ô d u lo s .

Decimos que C e s  subsem im ôdu lo  c i r c u l a r  ( s i n  c e r o )  d e l  A-sem im ôdulo E 

s i  C e s  un s u b c o n ju n to  de"E que v e r i f i c a  ( i )  o i  C; ( i i )  V a e A, a  i- o ;Vc e C,ac € C 

( i i i )  E + C ç C ,  V x € E , V c G C , x + c C C ,  - s i m b ô l i c a m e n te .

C u a l q u ie r  subsem im ôdu lo  c i r c u l a r  C d e l  A-sem im ôdulo  E p e r m i t e  e s t a b l e -  

c e r  una c o n g r u e n c ia  R en E , d e l  s i g u i e n t e  modo V x ,y  € E

xRy <==> X = y V  x , y  £ C (V,  d i s y u n c i ô n )

R e s  una  r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a  en E p o r  o r i g i n a r  en E l a  c l a s i f i c a c i ô n  

{{x}^  ̂ ^ , C}. R es  c o m p a t ib l e  con l a  e s t r u c t u r a  de A-sem im ôdulo  de E:

a )  xRy ==> (z  + x ) R( z  + y ) ,  V z £ E

xRy ==> x=y V  x , y  £ C ==> z+x=z+y V  z+ x ,z+ y  £ C = = >( z + x ) R( z + y )

b )  xRy ==> ( a x ) R ( a y ) ,  V a £ A.

xRy ==> x=y V  x , y  £ C ==> V a  £ A, a  /  o ;  ax=ay V  a x , a y  £ C;

p a r a  a  = o ;  ax  = ay  = o ==> ( a x ) R ( a y )  V a  € A.

R e s  p o r  t a n t o  una  c o n g r u e n c i a  en  E , a  l a  que l la m a re m o s  " g e n e r a l i z a d a  de 

R e e s " .  O btenem os:

1 2 ) .  Todo subsem im ôdu lo  c i r c u l a r  de E d é te r m in a  una  û n i c a  c o n g ru e n ­

c i a  g e n e r a l i z a d a  de Rees en E. Toda c o n g r u e n c i a  de Rees en  E , que no s e a  l a

c o n g r u e n c ia  i d e n t i c a ,  e s  r e d u c t i v a  y p o r  l o  t a n t o  a n o rm a l .

La p r im e r a  p a r t e  de e s t e  e n u n c ia d o  queda  p r o b a d a  mas a r r i b a .  Sea R

una c o n g r u e n c ia  g e n e r a l i z a d a  de Rees en  E ,  d i s t i n t a  de l a  c o n g r u e n c ia  i d e n t i c a

I ,  d e te r m in a d a  p o r  e l  subsem im ôdu lo  c i r c u l a r  C de E. La c l a s e  c e r o  de R c o n s -  

t a  de un s o l o  e l e m e n t o ,  e l  o de E , p u e s t o  que o /  C y e n to n c e s  e l  "o" s o l o  e s

c o n g r u e n te  c o n s ig o  mismo m ôdulo  R. En C e x i s t e ,  p o r  l o  m en o s , dos  e le m e n to s

d i s t i n t o s  e n t r e  s i ,  p u e s  de l o  c o n t r a r i o  R = I ,  c o n t r a  l o  s u p u e s t o .  Sean c ,  

c '  £ C y c / c ' .  Se v e r i f i c a  V m,m'  £ R^ ( c l a s e  c e r o  de R) c+m /  c ' + m ' .

R e s  an o rm a l  - v ê a s e  1 1 ,  de c l a s e  c e r o  0 ,  e l  subsem im ôdulo  n u lo  de E;

p o r  t a n t o  e s  r e d u c t i v a .
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13 ) .  S i  R e s  l a  c o n g r u e n c ia  g e n e r a l i z a d a  de Rees en  E d e te r m in a d a  

p o r  C, A/ es  l a  c o n g r u e n c ia  n o rm a l  en E de c l a s e  c e r o ,  N /  0 ,  y s i  

C o N = 0  y R /  N  e n to n c e s  R u A/ e s  una  c o n g r u e n c ia  an o rm a l  no r e d u c t i v a .

De C n N = 0 s e  deduce  que l a  c l a s e  c e r o  de R U W e s  N. De

R M s e  deduce  A/ C R U Ai ( e s t r i c t a m e n t e  ) .  Como, p o r  h i p ô t e s i s .  Ai e s  l a  c o n ­

g r u e n c i a  n o r m a l iz a d a  p o r  N, R u Ai e s  a n o rm a l  de c l a s e  c e ro  N /  0 y p o r  t a n ­

t o  anorm al, no r e d u c t i v a .

1 4 ) .  La u n io n  de una  c o n g r u e n c ia  r e d u c t i v a  con una c o n g r u e n c ia  a n o r ­

mal de c l a s e  c e r o  M /  0 e s  una c o n g r u e n c ia  de. c l a s e  c e ro  M, ta m b ië n  a n o rm a l .

R é s u l t a  i n m e d i a t o ,  p o rq u e  l a  u n iô n  de una c o n g r u e n c ia  de c l a s e  c e ro  

N con o t r a  c l a s e  c e r o  M, N C M, es  una c o n g r u e n c ia  de c l a s e  c e r o  M y p o r ­

que s i  R e s  l a  r e d u c t i v a  y R' e s  l a  an o rm a l  de c l a s e  c e r o  M se  cumple 

R ' Ç R u  R' ,  R u R' c o n t i e n e  e s t r i c t a m e n t e  a  l a  c o n g r u e n c ia  n o r m a l iz a d a  p o r  

M, p o r  t a n t o  e s  a n o rm a l .

Semimôdulos c o c i e n t e s

Sea E un A-sem im ôdulo a l a  i z q u i e r d a  y R una c o n g r u e n c ia  en E. E l  

c o n ju n t o  E/R = { {x}  ̂ g ) » en donde {x} s i g n i f i c a  l a  c l a s e  de E môdulo R qu(

c o n t i e n e  a l  e le m e n to  x de E ,dotado de l a s  l e y e s  de c o m p o s ic iô n :

{x} + {y} = {x+y} , V x ,y  e E

a {x} = {ax} , V a € A, V x e E

es  un A-sem im ôdulo  a l a  i z q u i e r d a ,  que denominamos sem im ôdulo  c o c i e n t e  de E 

p o r  R, o de E môdulo R. S i  R d é s ig n a  l a  c o n g r u e n c ia  i d e n t i c a ,  e n to n c e s  E/R=E; 

s i  R d é s ig n a  l a  c o n g r u e n c ia  u n i v e r s a l ,  e n to n c e s  E/R c o n s t a  de un s o l o  e le m e n ­

t o  : l a  c l a s e  c e r o  y l lam am os a  E/R = 0 sem im ôdulo n u l o .

Acabamos de v e r  que una c o n g r u e n c ia  R en E no queda  u n iv o c a m e n te  d e ­

t e r m in a d a  p o r  s u  c l a s e  c e r o  M -subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E - ; de a h î  que E/M 

s i g n i f i q u e  en un p r i n c i p i o  m u l t i p l e s  sem im ôdulos  c o c i e n t e s ,  a  s a b e r ,  to d o s  

a q u e l l o s  p o s i b l e s  E/R en que R r e c o r r e  t o d a s  l a s  c o n g r u e n c ia s  en  E de c l a s e  

c e r o  M. No o b s t a n t e ,  s i  e le g im o s  E/M = E/M , s i e n d o  M l a  c o n g r u e n c ia  en  E 

n o r m a l iz a d a  p o r  M, f i j a m o s  e l  s e n t i d o  de E/M. Podemos i r  mas l e j o s ,  con a y u -  

da de l a  c e r r a d u r a  "c"  - 1 , y e s t a b l e c e r  l a  s i g u i e n t e :

D e f i n i c i ô n

V N e F(E)  : E/N = E/ gc ( N)
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Creemos que l a  a n t e r i o r  d e f i n i c i ô n  e s t a  j u s t i f i c a d a  p o r  dos  r a z o n e s , 1 )  dado 

e l  subsem im ôdulo  N de E , podemos c o n s t r u i r  l a  c o n g r u e n c ia  gc(N)  y p o r  l o  t a n ­

t o  E/ N;  2)  3c(N)  e s  l a  minima c o n g r u e n c ia  en E de c l a s e  c e r o  c ( N ) ,  e l  c u a l ,  a

s u  v e z , e s  e l  minimo subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E que c o n t i e n e  a  N.

Homomorfismos de A -sem im ôdulos

Sean E ,F  dos A -sem im ôdulos a  l a  i z q u i e r d a .  Decimos que f :  E -> F es  

un A-homomorfismo (u  hom om orfism o, s im p le m e n te )  ô una  a p l i c a c i ô n  A - l i n e a l  de E 

en  F s i  " f "  e s  una a p l i c a c i ô n  de E en F que cum ple :

( i )  f ( x + y )  = f ( x )  + f ( y )  V x , y  € E ; ( i i )  f ( a x )  = a f ( x )  V a G A,  V x € E

E l "o" de E se  t r a n s f o r m a  m e d ia n te  c u a l q u i e r  homomorfismo f  : E ->■ F

en e l  " o '  de F. f ( o )  = f ( o x )  = o f ( x )  = o . Llamamos im a g e n ,  n û c le o  d e l  homomor­

f is m o  f  -que  d és ig n â m es  a b re v ia d a m e n te  I mf ,  K e r f -  a  l o s  s i g u i e n t e s  c o n j u n t o s :

Im f = ( f ( x ) } ^  ç g ; K e r f  = {x g E / f ( x )  = o}

Im f e s  un subsem im ôdulo  de F ; K e r f  e s  un subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E .

La r e l a c i ô n  b i n a r i a  en E x F y <==> f ( x )  = f ( y )  e s  una  c o n g r u e n c ia  

en  E que l la m a re m o s  " a s o c i a d a "  a l  homomorfismo f .  R e c îp r o c â m e n te , dada  una 

c o n g r u e n c ia  a r b i t r a r i a  R en E , l a  a p l i c a c i ô n  c :  E ^  E/ R,  c ( x )  = {x} , e s  un 

A-homomorfismo que l la m a re m o s  c a n ô n ic o  o n a t u r a l .  S i  E C  F ,  l a  a p l i c a c i ô n  

i : E  -V F , i ( x )  = x € F e s  un homomorfismo que denominamos i n m e r s i ô n .

D e f i n i c i ô n e s

Dado e l  A-homomorfismo f  : E ->■ F ,  E ,F  so n  A -sem im ô d u lo s ,  dec im os que :

f  e s  un homomorfismo s u p r a y e c t i v o  (o  s o b r e )  o un e p im o r f ism o  <==> Imf=F

f  e s  un homomorfismo i n y e c t i v o  o un monomorfismo <==>Vx, y€E, f ( x )  =

= f ( y )  ==> X = y .

f  e s  un i so m o r f is m o  <==> f  e s  e p im o r f i s m o  y  m onom orfism o.

f  e s  un homomorfismo n o rm a l  ( r e d u c t i v o ,  de R e e s ,  a n o rm a l  no r e d u c t i v o )

<==> l a  c o n g r u e n c ia  en E a s o c i a d a  a f  e s  n o rm a l  ( r e d u c t i v a ,  de R e e s ,  a n o rm a l  

no r e d u c t i v a ,  r e s p e c t i v a m e n t e ) .

1 5 ) .  ( Teorema d e l  p r o d u c to  de hom om orfism os)

Sean E, F, G A-sem im ôdulos y f :  E F ,  , g :  F G  A-homomorfismos de
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E en F y de F en G. Se cumple:

( i ) La a p l i c a c i ô n  c o m p u es ta  p = g f  e s  un A-homomorfismo de E en G, 

a  l a  que l l a mamos homomorfismo p r o d u c to  de f  p o r  g .

( i i ) E l  p r o d u c to  de dos homomorfismos n o rm a le s  f  y g ,  t a i e s  que 

Kerg ç  I mf ,  e s  un homomorfismo n o r m a l .

( i i i )  E l  p r o d u c to  p = g f  de un e p im o r f ism o  f  po r  un homomorfismo

an o rm a l  g e s  un homomorfismo a n o r m a l .

( i )  p e s  un homomorfismo de E en G :

V x ,y  G E , ,  p ( x  + y )  = g f ( x  + y )  = g ( f x  + f y )  = px  + py.

V X G E,  V a G A, p ( a x )  = g f ( a x )  = g ( a f x )  = ap x .

( i i )  V x , y  G E,  px = py ==> g f x  = g fy  ==> ( p o r  s e r  g n o rm a l )

3 n , n '  G K erg ;  f  x + n = f y  + n ' ==> ( p o r  e s t a r  Kerg c  I m f ) 3 r , r '  G f  ^ ( K e r g ) ,  

f x  + f r  = f y  + f r ' ==> f ( x + r )  = f ( y + r ' )  ==> ( p o r  s e r  f  n o rm a l)

3ï ï i ,m'  € K e r f ;  x+r+m = y + r '  + m ' .

Como f  ^ (K e rg )  = K e r p ; K e r f  C K erp ; lu e g o  p e s  n o rm a l .

( i i i )  P o r  s e r  g a n o rm a l  j u , v  g F/  gu = g v ,  V n , n '  g K e rg ,

u + n /  V + n' = = > (por  s e r  f  ep imorf ism o)  3 x , y  G E ; fx= u ,  f  y  = v = = >

==> f x  + n /  f y  + n ' ,  V n , n ' G K e rg . Como f ( K e r p )  = K erg ,  n = fm , n ' = f m ’ ,

r e c o r r i e n d o  m,m'  to d o  Kerp ==> f ( x+m)  /  f ( y + m ' ) ,  V m, m'  G Kerp ==>

= = > 3  X,y G E/ px = p y ;  V m, m’ G K e rp ,  x+m i  y + m ' , e s t o  e s ,  p e s  a n o rm a l .

1 5 ) .  ( Teorema d e l  homomorfismo i n d u c i d o )

Sean f  : E F un e p im o r f is m o  y g: E G un homomorfismo de A -se m i­

m ôdulos t a i e s  que l a s  c o n g r u e n c ia s  a s o c i a d a s  en  E p o r  f  y g v e r i f i c a n  F Q G*

Se c u m p le :

( i )  E x i s t e  un û n ic o  A-homomorfismo h : F ^  G t a l  que h f  = g .

( i i )  S i  g e s  n o r m a l ,  e n to n c e s  h e s  n o r m a l .

( i i i )  S i  f  e s  e p im o r f is m o  n o rm a l  y g es  a n o rm a l ,  e n to n c e s  h e s  a n o r m a l ,

( i )  P o r  l a  T e o r i a  de C o n ju n to s  sabemos que e x i s t e  una  û n i c a  a p l i c a c i ô n  

h :  F ^  G t a l  que h f  = g .  E s t a  a p l i c a c i ô n  h e s  un A-homomorfismo:

En e f e c t o ,  por s e r  f  homomorfismo s u p r a y e c t i v o  V u , v  g F,  3 k , y  G E/

f x  = u ,  f y  = V ==> h ( u + v )= h ( fx + fy )= h f (x + y )= g (x + y )= g x + g y = h u + h v ,  V u ,  v g F
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h ( a u ) = h ( d f x ) = h f ( a x ) = g ( a x ) = a g x = a h u ,  V a  6 A,  V u £ F ,  c . q . d .

( i i )  S i  h f u e s e  a n o r m a l ,  como f  e s  e p im o r f is m o  y h f  = g ,  p o r  15

( i i i ) ,  d e d u c i r ia m o s  que g s e r î a  a n o rm a l ,  c o n t r a  l a  h i p ô t e s i s ,  l u e g o  h e s  

n o r m a l .  '

( i i i )  Supongamos que h f u e s e  n o rm a l ;  p o r  e l  te o re m a  15 ( i i ) ,  r e s u l -  

t a r î a  que h f  = g s é r i a  n o r m a l ,  c o n t r a d i c c i ô n  con l a  h i p ô t e s i s ;  p o r  t a n t o  h 

e s  a n o rm a l .

1 7 ) .  S i  R, R'  son  dos  c o n g r u e n c ia s  en  e l  A-sem im ôdulo  E , t a i e s  que

R ç  R ’ e n to n c e s  e x i s t e  un û n ic o  A-homomorfismo k : E/R E/ R'  t a l  que k c = c ' ;

s i e n d o  c , c '  l o s  hom omorfismos c a n ô n ic o s  de E ^  E/ R,  E -► E / R ' ,  r e s p e c t i v a m e n t e

E s t a  p r o p o s i c i ô n  s e  o b t i e n e  in m e d ia ta m e n te  de 16 ( i ) .

1 8 ) .  (Teorem a p r i n c i p a l  de hom om orfism os)

Sea f : E -► F un A-homomorfismo c u a l q u i e r a  de E en F y F l a  c o n g ru e n ­

c i a  a s o c i a d a  p o r  f  en E. f  s e  descompone de un modo û n ic o  f  = ib k c

c k b i
f  : E E /K e r f  -> E/h-*- Im f ^  F ,  .

s i e n d o  c homomorfismo c a n ô n ic o  n o r m a l ,  k homomorfismo c a n ô n ic o  r e d u c t i v o  

( e v e n t u a l m e n t e ,  l a  i d e n t i d a d ) ,  b , i s o m o r f i s m o , i  i n m e r s i ô n . S i  f  e s  un h o ­

momorfismo n o r m a l ,  e n to n c e s  k e s  l a  i d e n t i d a d . S i  f  e s  un homomorfismo r e ­

d u c t i v o ,  e n to n c e s  c e s  l a  i d e n t i d a d .

Sabem os, p o r  l a  T e o r î a  de C o n ju n to s ,  que t o d a  a p l i c a c i ô n  f :  E F 

se  descom pone de modo û n ic o  en  e l  p r o d u c t o  E $  E /F  ^  Im f ^  F. En n u e s t r o  

c a s o ,  F e s  l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  p o r  f  en E; E /F  , Im f so n  A-sem im ôdulos 

c ' homomorfismo c a n ô n ic o ;  b , i  l o s  homomorfismos s e f i a la d o s  en  e l  e n u n c ia d o .  

Como W(F)Q.F - v ë a s e  8-  p a r a  t o d a  c o n g r u e n c ia  F en  E , a p l i c a m o s  l a  p r o p o s i ­

c iô n  17 y ob tenem os que c ' s e  descom pone de modo û n ic o  c ' = k c .  Ademâs,

E/A/(F) = E /K e r f  ==> c e s  homomorfismo n o r m a l .  K e r c '  = K erc  ==> Kerk = 0 ,  S i  

f  e s  a n o r m a l ,  sabem os p o r  16 ( i i i )  que k e s  a n o rm a l  y ,  p o r  t a n t o ,  r e d u c t i v o ;  

s i  f  e s  n o r m a l ,  16 ( i i )  n o s  d i c e  que k e s  n o rm a l  y Kerk = 0 ,  l u e g o  k e s  l a  

i d e n t i d a d .  c . q . d .

C o n s e c u e n c i a s :

1 9 ) .  Todo homomorfismo a n o rm a l  s e  descom pone de un modo û n ic o  en  e l  

p r o d u c t o  de un homomorfismo n o rm a l  p o r  un homomorfismo r e d u c t i v o .
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Segûn 1 8 , f  = ( i b k ) c  = r c ,  donde c e s  n o rm a l  y r  e s  r e d u c t i v o ,  p o r  

s e r  k r e d u c t i v o .  En p a r t i c u l a r ,  t o d o  homomorfismo c a n ô n ic o  a no rm a l se  d e s ­

compone de un modo û n ic o  en e l  p r o d u c to  de un homomorfismo c a n ô n ic o  n o rm a l  

p o r  un e p im o r f is m o  r e d u c t i v o .

C o n g ru e n c ia s  " s a "------------------------------ A-

T r a ta re m o s  a  c o n t i n u a c i ô n  de un t i p o  e s p e c i a l  de c o n g r u e n c ia s  n o r ­

m ales  a  l a s  q u e ,  d e b id o  a l  im p o r t a n t e  p a p e l  que desem pefian , l e s  a s ignam os  

un nombre e s p e c î f i c o :  c o n g r u e n c ia s  " s a " .  Seguimos s u p o n ie n d o  que A e s  un 

s e m i a n i l l o  y que E e s  un A -sem im ôdulo . Diremos que T e s  un c o m p le jo  de E , 

s i  T e s  un s u b c o n ju n to  no  v a c îo  de E. Con o b j e t o  de a b r e v i a r ,  de a h o ra  en 

a d e l a n t e  l la m a re m o s  a  l o s  s e m i a n i l l o s - m ô d u l o s  ( d e f i n i c i ô n  en  2 ,  1 5 ) s i m p le -  

m ente  " s a - m ô d u l o s " , y s i  t i e n e n  p o r  dom in io  de o p e r a d o r e s  e l  s e m i a n i l l o  A, 

l e s  l la m a re m o s  ta m b ië n  " A - s a - m ô d u lo s " .

20 ) .  D e f i n i c i ô n e s

Sea T u n .c o m p le jo  de E y  p € E , s e  e n t i e n d e  p o r  (P .  D u b r e i l ,  A l g è b r e ,  

3a é d . ,  p â g .  9 2 ) .

T-p = d i f e r e n c i a  de T p o r  p <=>{x € E / p  + x e T }

T e s  c o m p le jo  n e t o  de E <=> V p €  E : T -  p X 0 

= r e s i d u o  de T<-> {w £ E / T -  w = 0}

Se com prueba in m e d ia ta m e n te  que :

( i )  w £ Wy <=>(x+E) n T = 0

( i i )  T e s  c o m p le jo  n e t o  de E<=> = 0

( i i i )  ^ 0 ==> e s  un i d e a l  de E que no c o n t i e n e  o e E.

( i v )  C u a l q u i e r  c o m p le jo  de E que  c o n te n g a  a  un c o m p le jo  n e to  de E , 

e s ,  a  su  v e z ,  n e t o ;  en  e f e c t o  T G V  ==> T-p  C  V -p ,  V p € E , s i  T e s  n e t o ,  V e s  

n e t o  t a m b ië n .

D e f i n i c i ô n

Dado e l  A -sem im ôdulo  E puede  o c u r r i r  que e x i s t a  o no un e p im o r f is m o  

f  de E s o b r e  un A -sa -m ô d u lo  M. S i  e x i s t e  un t a l  f ,  l la m a re m o s  a f  'h o m o m o rf is -  

m o -sa"  y a  l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  p o r  f  en  E " c o n g r u e n c i a - s a "  en E.

2 1 ) .  Todas l a s  c o n g r u e n c i a s - s a  de un sem im ôdulo  E so n  c o n g r u e n c i a s  

n o r m a le s .  Las c l a s e s  de E .môdulo una  c o n g r u e n c i a - s a  s o n ,  t o d a s  e l l a s , c o m p le -  

j o s  n e t o s  de E.

Sea F una  c o n g r u e n c i a - s a  en  E , e s t o  s i g n i f i c a  que e x i s t e n  un A - s a -
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môdulo M y un e p im o r f is m o  f  : E -t- M t a l  que F e s  l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  p o r  

f  en E. u E V (F) ==> f u  = fv = u ' ; s e a  r ’ e l  o p u e s to  de u '  en  M y s e a  

r  c f ”^ ( r ’ ) ,  e n to n c e s  f ( u + r ) = f ( v+r ) =o  ==> u + r= t  € T=f ^ ( o ) ,  v+ r= s  £ T ==> 

==> 3 t , s  € T/  u+s = v + t  ( = u + v + r ) ,  p o r  t a n t o  F e s  n o rm a l .

Sea H una  c l a s e  de E môdulo F, c o n g r u e n c i a - s a  y s e a  p c E , 

f ( H)  = h '  £ M, f ( p )  = p ' .  Se v e r i f i c a  H-p = f  ^ ( h ’ - p ' )  ^ 0 ,  V p £ E,  ya  

que  :

X £ f ” ^ ( h ' - p ' ) < = = > f x = h ' - p * <==> f ( p + x )  = p ’+ h ' - p ’=h'  <==> p+x £ H <==> x c H-p

Como h ' , p *  £ M y M e s  un A -s a -m ô d u lo ,  e l  e le m e n to  h ' - p ’ e x i s t e  en 

M y como f  e s  un e p im o r f i s m o ,  e l  c o n ju n t o  f  ^ ( h ' - p ' )  no e s  v a c îo  y p o r  t a n ­

t o  H e s  c o m p le jo  n e t o  de E.

22 ) .  P a r a  to d o  A-sem im ôdulo E , l a s  p r o p o s i c i o n e s  a ) , b )  y c )  son  

é q u i v a l e n t e s .

a )  En E e x i s t e , p o r  l o  m enos , una  c o n g r u e n c ia  s a  ( d i s t i n t a  de l a  

c o n g r u e n c ia  u n i v e r s a l ) .

b )  En E e x i s t e n ,  a l  m enos, un c o m p le jo  n e t o  T t a l  que L(T)  i- E .

c )  En E e x i s t e , a l  m en o s , un subsem im ôdulo  n e t o  S t a l  que S /  E

2%).  ( i i )  S i ^  e s  un subsem im ôdulo  de E t a l  que S /  E e s  n e t o ,  

e n to n c e s  E/S e s  un A -sa -m ôdu lo  ^ 0 ,  y r e c î p r o c â m e n t e .

( i i i )  E x i s t e n  s e n d a s  c o r r e s p o n d e n c i a s  b i u n î v o c a s  e n t r e  l o s  s u b s e ­

m im ôdulos c e r r a d o s  y n e t o s  de E , l a s  c o n g r u e n c ia s  s a  de E y l o s  A -sa -m ôdu-  

l o s  homomorfos a  E ( s a l v o  i s o m o r f i s m o ) .

En 21 s e  h a  m o s t ra d ô  a )  ==> b ,  a )  ==> c ) ;  probem os a h o r a  c )  ==> a )  

y ( i i ) .  Sea S un subsem im ôdu lo  de E t a l  que S e s  n e t o  ^ E; f :  E /S  = E /S  =

= E//V(S) e l  homomorfismo c a n ô n ic o ,  p '  e le m e n to  a r b i t r a r i o  de E / S ;  p c f  ^ ( p ' ) ,  

X £ S - p ,  e n to n c e s  f x  e s  e l  o p u e s to  de p '  en  E /S  y p o r  c o n s i g u i e n t e  E /S  e s  

un A-sam ôdulo  i- 0 .  Queda a s î  p ro b a d o  ( i i )  y c )  ==> a ) ,  t e n i e n d o  en c u e n ta  

20 ( i v ) .

La e q u i v a l e n c i a  c )  <==> b )  e s  de i n m e d ia t a  c o m p ro b a c iô n , y a  que s i

T e s  c o m p le jo  n e t o  de E t a l  que L( T)  /  E , e n to n c e s  S = L(T)  e s  subsem im ôdu­

l o  n e to  20 ( i v )  t a l  que S ^ E.  P o r  t a n t o ,  a )  <==> b )  <==> c ) .

En e l  r a z o n a m ie n to  a n t e r i o r  s e  ponen  de m a n i f i è s t o  l a s  s i g u i e n t e s
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e q u i v a l e n c i a s  :

S e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  y n e t o  de E <==> SKS) e s  c o n g r u e n c ia  s a  

en E <==> E/S e s  un A -s a -m ô d u lo ,  que a s e g u r a n  l a  v a l i d e z  de ( i i i ) .

Las p r o p o s i c i o n e s  2 1 ,2 2  g e n e r a l i z a n  l o s  t e o r e m a s  1 y 2 ,  P . D u b r i e l ,  

A lg è b re  3a e d ,  p â g s  2 2 0 -2 2 4 ,  r e l a t i v e s  a  s e m ig ru p o s  a b e l i a n o s ,  p ues  s i  hacemos 

A = Ng, ob tenem os d i c h o s  te o re m a s  como un c a s o  p a r t i c u l a r .

2 3 ) .  Toda c o n g r u e n c ia  en E que c o n te n g a  a  una c o n g r u e n c ia  s a  en  E es  

t a m b ië n  c o n g r u e n c ia  s a .

( i i )  E l  c o n ju n t o  SA(E)  de  t o d a s  l a s  c o n g r u e n c ia s  s a  en E e s  un u - s u b -  

s e m i r e t i c u l o  de A/(E) y de K(E) .

( i i i )  La u n iô n  de una  c o n g r u e n c ia  s a  en  E con o t r a  c u a l q u i e r a  en E 

e s  l a  c o n g r u e n c i a  u n i v e r s a l  u o t r a  c o n g r u e n c ia  s a  en E.

Sea R Q S ,  s i e n d o  S una c o n g r u e n c i a  s a  en E , e n to n c e s  e x i s t e  un e p i ­

m orf ism o  g ( § 3 ,  1 6 )y  un e p im o r f i s m o  c a n ô n ic o  f  t a i e s  que E ^ 'E / S  ^  E/ R,  e s t o  

i m p l i c a  que E /S  e s  un A -s a -m ô d u lo ,  a h o r a  b i e n ,  un A -sa -m ôdu lo  s ô l o  puede  t e n e r  

p o r  imagen hom om ôrfica  un A -s a -m ô d u lo , l u e g o  E/R e s  un A -sa -m ôdu lo  y l a  c o n ­

g r u e n c i a  a s o c i a d a  a  g f :  E -► E/ R,  que e s  R,  e s  s a .

Sean R,T t  SA( E) ,  s i  R U T = P ,  e n to n c e s  P 2  R y P e s  (23), c o n g ru e n ­

c i a  s a  en  É , de donde ( i i ) .  P o r  l a  misma r a z ô n  ob tenem os ( i i i ) ,  c . q . d .

C onv iene  o b s e r v e r  que en c u a l q u i e r  A -sam ôdulo  M to d o  . c o m p le jo  e s  

n e t o ,  t o d o s  l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de M son  A -s u b -s a -m ô d u lo s  de M y v i c e ­

v e r s a ,  y que l a s  û n i c a s  c o n g r u e n c i a s  p o s i b l e s  en M son  l a s  c o n g r u e n c ia s  s a .

2 4 ) .  C o n g ru e n c ia  e n g e n d ra d a  p o r  una  r e l a c i ô n  b i n a r i a  en E .

Sea r  una  r e l a c i ô n  b i n a r i a  e n t r e  e le m e n to s  de E (A -sem im ôdulo  no n e -  

c e s a r i a m e n t e  l i b r e )

r  ; X j ,ry ^ , i  e I ,  x ^ ,  y ^ c  E ( I ,  c o n ju n t o  f i n i t o  o i n f i n i t o )

Las r e l a c i o n e s  b i n a r i a s  en  E pueden  s e r  c o n s i d e r a d a s  como p a r t e s  de ExE. En e l  

r e t i c u l o  de l a s  p a r t e s  de ExE, l a  i n t e r s e c c i ô n  de t o d a s  l a s  c o n g r u e n c ia s  que con- 

t i e n e n  a  r ,  e s ,  a  su  v e z ,  una  c o n g r u e n c ia  que c o n t i e n e  a  r ;  a s î  p u e s ,  dada  una  

r e l a c i ô n  b i n a r i a  c u a l q u i e r a  r  en  E , e x i s t e  s ie m p re  una  minima c o n g r u e n c ia  que l a

- ' ■ ' o r r : i e n e .

A _ p a r t i r  de "r" c o n s t r u im o s  una  n u e v a  r e l a c i ô n  "p"  que c o n te n g a  a  " r "  

y s e a  r e f l e x i v a ,  c o m p a t ib l e  con  l a  e s t r u c t u r a  de E y s i m ë t r i c a ,  im pon iendo
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e s t a s  c o n d i c i o n e s :

1 . x ^ r y . ==> x . p y .  V i  € I  
1 1

2 . xpx V x c E

3. xpy ==> ( x + z ) p (y + z )  V z £ E

4 . xpy ==> ( a x ) p ( a y )  V a c A

5. xpy ==> ypx

Ahora d e f i n i r e m o s  nna n u ev a  r e l a c i ô n  C en E de e s t e  modo

, _ e x i s t e n  z ,  d e f  1 > 2̂ * * . . , z ^ c  E , (n  % 2 )  t a i e s  que :xCy

= X, z*  = y , Z j P Z j +1 , V j  c [ l ; n - l ]

Se v e r i f i c a :

24) ( i ) .  La r e l a c i ô n  C e s  l a  minima c o n g r u e n c ia  en  E que c o n t i e n e  

a  r . Llamaremos a  "C" c o n g r u e n c ia  e n g e n d ra d a  p o r  " r "  y l a  d e s ig n a re m o s  tam -  

b i e n  C ( r ) . La a p l i c a c i ô n  C: r  -+ C ( r )  e s  una c e r r a du r a  e n e l  r e t i c u l o  de l a s  

p a r t e s  de ExE.

La d e m o s t r a c iô n  de e s t e  e n u n c ia d o  no o f r e c e  d i f i c u l t a d .



§ 4. TEOREMAS DE ISOMORFIA

S a t u r a c i o n

Sea f  un homomorfismo de E en E ' ; A -sem im ôdulos  a  l a  i z q u i e r d a .

A f  ̂ f ( T )  l e  l lam am os e l  c o n j u n t o  s a t u r a d o  de T p o r  f  -  V T € R( E) ,  r e t i c u ­

l o  de l a s  p a r t e s  de E- y l o  r e p r e s e n t a r e m o s  t a m b i ê n / S f ( T ) . Denominamos a  l a  

a p l i c a c i ô n  S f :  R(E)  -* R(E)  " s a t u r a c i o n  p o r  f " .

1 ) .  S f  e s  una c e r r a d u r a  a l g e b r a i c a  en  e l  r e t i c u l o  R(E)

En e f e c t o ,  s e  v e r i f i c a :

a )  V T G R(E)  T ç  S f ( T )

b)  V T G R(E)  S f ( S f ( T ) ) = ( f ’ ^ f ) ( f " ^ f ( T ) ) = f " ^ ( f f " ^ ) f ( T ) = f " ^ f ( T )  =

= S f ( T ) ,  y a  que f f  ^ x '  = x '  p a r a  t o d o  x '  € f ( E ) .

c )  T ç  V ==> S f ( T )  ç  S f ( V) .

Decimos de un s u b c o n ju n t o  T de E que e s  " s a t u r a d o "  môdulo f  o que e s ­

t a  s a t u r a d o  p o r  f  cuando y s o l o  cuando  S f ( T)  = T;  p o r  t a n t o ,  l o s  s a t u r a d o s  mô­

d u lo  f  son  j u s t a m e n t e  l o s  c e r r a d o s  de R(E)  p o r  l a  c e r r a d u r a  S f .

2 ) .  Sea f : E -► E* un homomorfismo de A -sem im ôdulos  y F(E)  e l  r e t i c u ­

l o  de l o s  subsem im ôdu los  de E.

( i )  S i  T e s  subsem im ôdu lo  de E , e n to n c e s  f ( T )  e s  subsem im ôdu lo  de E ' .

( i i )  S i  T* e s  subsem im ôdu l o  de E ’ , e n to n c e s  f  ^ ( T ' )  e s  un subsem im ô- 

d u lo  de E que c o n t i e n e  a K e r f .

( i i i )  La a p l i c a c i ô n  S f  r e t r i n g i d a  a  F(E)  e s  una  c e r r a d u r a  a l g e b r a i c a

en F ( E ) .

( i v )  S i  K'  e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  ( d e f i n i c i ô n  en  § 3 , 1 )  de E ' , e n to n

c e s  f  ( K*) e s  un subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E que con t i e n e  a  K e r f .

( i )  x ' ,  y ’ £ f ( T )  ==> ] x , y  e T t a i e s  que f x = x ’ , f y =y '  ==> x ’+ y ' = f ( x + y )  

€ f ( T ) ,  ya  que x+y £ T;  V a  £ A ==> a x ' = f ( a x )  c f ( T ) ,  y a  que ax  C T.

( i i )  x , y  G f  ^ ( T ' )  ==> f x , f y  c T'  ==> f ( x + y )  € T ' ==> x+y c f ” ^ ( T ' ) .

Si  a  G A, X G f  ^ ( T* )  ==> f x  G T'  ==> f ( a x )  = a f x  £ T ’ ==> a x  c f  ^ ( T ) .
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( i i i )  r é s u l t a  in m e d ia ta m e n te  de 1 y  de 2 ( i ) , ( i i ) .

( i v )  Sea f ” ^ ( K ’ ) = K y s e a  x c E t a l  que e x i s t e  un p a r  de e le m e n to s  

k , l  de K que cumplen x+k = 1 ==> f ( x + k )  = f x  + f k  = f l ;  como f x , f l  c K'  y e s ­

t e  e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E ' ==> f x  £ K’ ==> x £ K, lu e g o  K e s  s u b s e m i ­

m ôdulo  c e r r a d o  de E , c . q . d .

3 ) .  S i  f : E -> E ' e s  un homomorfismo n o rm a l  de n û c l e o  H y T e s  un 

subsem im ôdu lo  de E , e n t o n c e s :

.-1( i )  f  ( f ( T ) )  = T + H

( i i )  T + H c  S f ( T)  ç  T + H

( i i i )  S f ( T)  = T + H,  e s t o  û l t i m o  b a j o  e l  s u p u e s t o  de que S f ( T )  s e a  

s u b s emimôdulo c e r r a d o  de E 6 de q u e f ( T )  s e a .  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E * .

Demostremos 3 ( i ) :  sabem os y a  p o r  2 ( i )  que f ( T )  e s  subsem im ôdu lo  de

E '  .

X € f ” ( f ( T ) )  ==> f x  £ f ( T )  ==> 3 t , t *  € T/  f x  + f t  = f t '  ==> f ( x + t ) = f t '

y  p o r  s e r  f  n o rm a l  de n û c le o ;H ,

3 h , h '  € H /x+ t+h  = t ' + h ’ ==> X £ T+H

. - 1-
X e T+H ==> x+ t+h = t ' + h '  ==> f x + f t  = f t '  ==> f x  £ f ( T )  ==> x £ f  ( f ( T ) )

c . q . d .

La d e m o s t r a c iô n  de ( i i )  e s  i n m e d i a t a :  t+ h  £ T+H ==> f ( t + h ) = f t  c f ( T )  ==> 

==> t + h  £ S f ( T ) ,  e s  d e c i r  T+H c  S f ( T ) .  f ( T )  c  f ( T )  ==> S f ( T)  ç  f ^ ^ ( f ( T ) )

= T+H, segûn  3 ,  ( i ) ;  e s  d e c i r ,  T+H c  S f ( T )  C  T+H.

S i  S f ( T)  e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E , como en e l  i n t e r v a l o  [T+H,T+hJ

no e x i s t e  n in g û n  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de  E s a l v o  e l  T+H, e n to n c e s  ha  de s e r  

S f ( T )  = T+H. P o r  o t r a  p a r t e ,  s i  f ( T )  e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E ' e n t o n c e s  

S f ( T )  e s  seg û n  2 ( i v ) ,  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E que c o n t i e n e  a  T y a  H; p o r  

l a  misma r a z ô n  de a n t e s  Sf(T)=T+H y de e s t e  modo queda  p ro b a d o  3 . ( i i i ) .

3 ) .  ( i v )  B a jo  l a s  h i p ô t e s i s  de 3: t o d o s  l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de

E que c o n t i e n e n  a  K e r f =H e s t â n  s a t u r a d o s  p o r  f .

Sea K subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E t a l  que K 2 H ==> K+H=K=K=K+H; p o r  

3 ( i i )  ob tenem os Sf ( K)  = K.
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4) ( i )  S i  f :  E - » - E '  e s  un e p im o r f ism o  ( a r b i t r a r i o )  y K e s  un s u b ­

sem im ôdulo  c e r r a d o  de E que e s t a  s a t u r a d o  p o r  f ,  e n to n c e s  f ( K)  e s  s u b s e m i­

môdulo c e r r a d o  de E ’ .

( i i )  Todo subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E que c o n te n g a  a Kerf=H, s i e n d o  

f :  E -► E ' un e p im o r f is m o  n o r m a l ,  s e  t r a n s f o r m a  m e d ia n te  f  en  un subsem im ôdu­

l o  c e r r a d o  de E ’ .

( i )  Supongamos que f ( K)  no e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E ’ . En t a l

c a s o  e x i s t i r i a n  unos e le m e n to s  x '  £ E * , k '  , 1 '  G K' = f ( K)  que c u m p l i r î a n :

a ) x ' + k '  = 1 *  * x '  ^ K' ( ^ , c o n j u n c i ô n ) .

Sea X c f  ^ ( x * ) ;  p a r a  to d o  k £ K: x+k f. K, y a  que s i  x+k p e r t e n e c i e -  

s e  a  K e n to n c e s  x p e r t e n e c e r î a  K ( p o r  s e r  K subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E) y 

x '  = f x  s e r î a  e le m e n to  de K’ , l o  c u a l  e s t a r î a  en c o n t r a d i c c i ô n  con ( a ) .  Hemos 

o b t e n i d o :

b )  X + k = m £ K, p a r a  to d o  k G K.
—1

Tomemos en ( b )  k G f  ( k ' )  y a p l iq u e m o s  f  a  l o s  dos miembros de ( b ) ,

e n to n c e s  x ’ + k ’ = fm, de donde fm = 1 * c K ' ; como K e s t a  s a t u r a d o  p o r  f ,  r e s u

t a r î a  que m £ K, c o n t r a d i c c i ô n  con ( b ) .

( i i )  Sea K subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E y K 2  H; en  v i r t u d  de .3 ( i v )  

Sf ( K)  = K; p o r  4 ( i ) ,  f ( K)  e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E ' ,  c . q . d .

5 ) .  ( P r im e r  t e o re m a  de i s o m o r f i a )

Sea E un A-sem im ôdulo y R una  c o n g r u e n c ia  en E,

( i )  c u a l q u i e r  c o n g r u e n c ia  S en  E/R e s  de l a  fo rm a T/ R , s i e n d o  T una  

c o n g r u e n c i a  en  E que c o n t i e n e  a  R. R e c îp ro c â m e n te ,  c u a l q u i e r  c o n g r u e n c ia  T en

E que c o n te n g a  a  R da l u g a r  a  una  c o n g r u e n c i a  5 en  E/R de l a  fo rm a T/R .

La a p l i c a c i ô n  c a n ô n ic a  E/T ( E / R ) / ( T / R )  e s  un i s o m o r f i s m o .

( i i )  Dada l a  c o n g r u e n c ia  R en  E , e x i s t e  una c o r r e s p o n d e n c i a  b i u n î v o c a

Cj  ̂ e n t r e  l a s  c o n g r u e n c ia s  T de E que c o n t i e n e n  a R y l a s  c o n g r u e n c ia s  S de

E/R , de modo que 5 = T/R .

S i  R e s  c o n g r u e n c ia  n o r m a l ,  r e l a c i o n a  c o n g r u e n c ia s  n o r m a l e s ,  c o n ­

g r u e n c i a s  s a ,  c o n g r u e n c ia s  a n o rm a le s  de E y de E/R e n t r e  s î .

( i i i )  Sea R una c o n g r u e n c i a  n o rm a l  en  E y s e a  TC^S, e n to n c e s  p a r a  t o -

do p a r  de subsem im ôdu los  R,T de E t a i e s  que R = R , T =T . y p a r a  to d o s  s u b s e  ------------------------------- —-------------- __   o 0 -----------------------------------
mimôdulo S de E/R t a l  que S ,= S , s e  v e r i f i c a  que l a  a p l i c a c i ô n  c a n ô n ic a  

E/T ( E / R ) / S  e s  un i s o m o r f i s m o .
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R e c îp ro c â m e n te ,  S i  R y T son  subsem im ôdu los  de E , y S e s  subsem im ô­

d u lo  de E/R t a i e s  que E/T ^  ( E / R ) / S ,  e n to n c e s  M(T) N( S) .

( i v )  Dado e l  e p im o r f is m o  n o rm a l  f  : E ->• E ' y e l  subsem im ôdulo  K’ de 

E ' ,  e n to n c e s  K = f  ^ ( K ’ ) e s  subsem im ôdulo  de E , y  E /K s^  E ' / K ' .  S i  K e s  s u b s e ­

mimôdulo de E que c o n t i e n e  a K e r f ,  e n to n c e s  K’ = f ( K)  e s  subsem im ôdulo  de E ’ 

y  E / K f s  E ' / K ' ,

D e m o s t r a c iô n ; ( i )  r é s u l t a  de p a r t i c u l a r i z a r  p a r a  l o s  A-sem im ôdulos e l  

p r im e r  t e o re m a  de i s o m o r f i a  v â l i d o  p a r a  c u a l q u i e r  e s t r u c t u r a  a l g e b r a i c a ,  - v ê a ­

s e  N. B o u r b a k i ,  A lg è b re  ch 1 ,  § 4 - .  S in  embargo e sb o za re m o s  s u  d e s m o s t r a c iô n  con 

o b j e t o  de e n c a u z a r  l a  d e d u c c iô n  de l a s  o t r a s  p a r t e s  d e l  t e o r e m a ,  que e n u n c ia n  

y a  p e c u l i a r i d a d e s  de l o s  A -sem im ôdu los .

Sean f  y g ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  l o s  hom om orfism os c a n ô n ic o s  E E/ R ,

E/ R -+ ( E/ R) / S .  p = g f  e s  un e p im o r f is m o  de E ^  ( E/ R) / S  , en  v i r t u d  d e l  t e o r e ­

ma d e l  p r o d u c t o  de homomorfismos ( § 3 , 1 5 ) .  Sea  T l a  c o n g r u e n c i a  a s o c i a d a  a p en  E; 

c o n s id e r a n d o  e l  t e o re m a  p r i n c i p a l  de hom omorfismos ( § 3 , 1 8 ) ,  b ;  E/ T I m( g f )  

e s  un i s o m o r f i s m o ;  e s t o  e s ,  l a  a p l i c a c i ô n  c a n ô n ic a  b ;  E /T  -+ ( E / R ) / ( T / R )  e s  un 

i s o m o r f i s m o .  La r e c î p r o c a  e s  i n m e d ia t a  en v i r t u d  d e l  t e o re m a  d e l  homomorfismo 

in d u c i d o  ( § 3 , 1 6 ) .

S i  r e l a c i o n a  l a s  c o n g r u e n c i a s  T de  E con l a s  c o n g r u e n c i a s  S de E/R 

t a i e s  que S = T/R , e n to n c e s  r é s u l t a ,  s i n  m as ,  de ( i )  que  e s  una  c o r r e s p o n ­

d e n c i a  b i u n î v o c a .  § 3 ,15  ( i i ) ,  y  16 ( i i )  n o s  a s e g u r a n ,  c a s o  de que R s e a  n o r ­

m a l ,  "g n o rm a l  <==> p = g f  n o r m a l" .  Es i n m e d ia to  que " g ,  h o m om orfism o-sa  <==> p ,  

homomorfismo s a " ,  de donde ( i i )

( i i i )  s e  d e s p re n d e  de ( i i )  y de l a  d e f i n i c i ô n  de sem im ôdulo  c o c i e n t e ,

( § 3 , 1 4 ) .

, . f  g
( i v )  Sea g e l  homomorfismo c a n ô n ic o  E - > E '  ^  E ' / K ' ,  g ;  E ' +  E ' / K '  e s  

e v id e n te m e n te  un e p im o r f is m o  n o rm a l  y ,  p o r  t a n t o ,  p = g f  e s  ta m b ië n  ( §3^ 5 )  ( i i )  

un e p im o r f is m o  n o r m a l ;  de §3 , 1 8 ,  deduc im os  E /K erp  lmp. Ahora b i e n ,  como 

f ( K)  = K ' , e n t o n c e s ,  seg û n  §4 , 3 ( i ) .

- 1/  - 1,  \  \  ^ - 1/ \  _“1Kerp = f  (g  ( o ) )  = f  ( K ' )  = f  ( f ( K ) )  = K + K e r f  = K;

p o r  c o n s i g u i e n t e .

E /K erp  = E/K = E /K ?3 lmp = E ' / K ' ,  c . q . d ,
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M ostremos l a  r e c î p r o c a ,  s i  K e s  subsem im ôdulo  de E que c o n t i e n e  a

K e r f ,  e n to n c e s  f ( K)  = K’ e s ,  segûn  § 4 ,  2 ( i ) ,  subsem im ôdulo  de E ' .  P o r  e l

mismo r a z o n a m ie n to  de a n t e s ,  l le g a m o s  a  l a  misma c o n c l u s i ô n .

S i  T y K son  dos subsem im ôdu los  de E t a i e s  que T D K  D K e r f , ( f ,  e p i?  

m orf ism o  n o rm a l  E -+ E ' ) ,  e n to n c e s  l a  r e s t r i c c i ô n  h de f  a  T e s  un e p im o r f ism o  

n o rm a l  h = f / T  : T ^  f ( T ) .  A p l ic a n d o  a  h e l  t e o re m a  p r e c e d e n t e  ( i v ) ,  o b t e n e ­

mos :

5 ) .  ( v ) .  Sea f  un e p im o r f i s m o  n o rm a l  E -► E*. P a r a  to d o  p a r  de s u b s e ­

mimôdulos T y K de E t a i e s  que T D K  D K e r f , s e  v e r i f i c a ;

T/ KC3 f ( T ) / f ( K )

6) .  ( Segundo te o r e m a  de i s o m o r f i a )

( i )  Sea f :  E -> E ’ un e p im o r f is m o  e n t r e  A -se m im ô d u lo s ,  F l a  co n g ru e n ­

c i a  a s o c i a d a  p o r  f  en  E , F^ l a  c o n g r u e n c ia  s u b o r d in a d a  p o r  F en M, subsem im ô­

d u lo  de E , e n t o n c e s :

M/F^c::; Sf(M)/Fsf(j^)

( i i )  P a r a  to d o  p a r  de subsem im ôdu los  c e r r a d o s  M y H de E ,  e s  v â l i d o

M / ( N ( H ) ) ^ î^  (M+H)/H

S i  W(H) s u b o r d i n a  en  M l a  c o n g r u e n c ia  n o r m a l iz a d a  p o r  M n H, e n to n c e s

M/M n H 13 M + H/H 

c a s o  c o n t r a r i o , e x i s t e  un e p im o r f i s m o  r e d u c t i v o  t :

t :  M/M n H -»► M + N/H

( i i i )  Sea f :  E -+ E ' un e p im o r f i s m o  n o rm a l  de n û c le o  H, K' subsem im ô­

d u lo  de E*, K = f  ^ ( K * ) ,  e n to n c e s  K/H13 K ' . R e c ip r o c a m e n te , p a r a  to d o  s u b s e m i­

môdulo K D H de E , s e  c u m p le ;
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Sf ( K) / H K/H % f ( K)

( i )  e s  é v i d e n t e ,  p u e s to  que s i  g y h son  g = f /M:M -+ f ( M) ,

h = f / S f ( M)  : Sf (M)  -+ f ( M) ,  e n t o n c e s ,  a p l i c a n d o  e l  t e o re m a  p r i n c i p a l  de h o ­

momorfismos - § 3 ,  1 8 ,  a  g y a  h ,  r é s u l t a  f ( M) ,  S f ( M) / F g ^ ^ ^ )  f (M)

e s t o  e s ,  r é s u l t a  ( i ) ,

( i i )  : de ( i )  s e  deduce  in m e d ia ta m e n te  que p a r a  t o d o  p a r  de s u b ­

sem im ôdulos  M y N de E que t e n g a n  e l  mismo s a t u r a d o  m ôdulo f ,  s e  v e r i f i c a :

( i ) -  : M / F „ «  N/F^ ( a S f ( M ) / F s j ( „ p

M y M+H p o se e n  e l  mismo s a t u r a d o  môdulo p : E E/ H,  que  e s  Sp(M) ;  l a  c o n ­

g r u e n c i a  a s o c i a d a  a p en E e s  A/(H) y l a  c o n g r u e n c ia  s u b o r d i n a d a  p o r  e s t a  en  

M+H e s  ta m b ië n  N(H) ;  de ( i ) '  s e  o b t i e n e  M/ ( M( H) ) ^^3  ( M+ H) / H, c . q . d .

Ahora b i e n ,  c l a s e  c e r o  de ( N( H) ) ^  - c o n g r u e n c i a  s u b o r d i n a d a  en M p o r

A/(H)- e s  i g u a l  a  c l a s e  c e ro  de W( Hn  M) = H n M, sabemos p o r  §3 ,  6 que

A/(H n M) c  ( M( H) ) ^ ;  en  v i r t u d  d e l  t e o re m a  p r i n c i p a l  de hom omorfismos §3 , 18

o o n c lu im o s  que e x i s t e  un e p im o r f is m o  r e d u c t i v o  t

M/H n M M/(M(H)) ,M

e l  c u a l ,  en e l  c a so  de que M(H 0 M) = ( W( H) ) ^ ,  e s  l a  i d e n t i d a d ;  con e s t o  

queda  p ro b a d o  ( i i ) .

( i i i )  K = f  ^ ( K ' )  e s  un subsem im ôdu lo  de E que c o n t i e n e  a  H, segûn  

§4, 2 ( i i ) ;  s e a  r  = f / K :  K K’ , r  e s  un e p im o r f is m o  n o rm a l  de n û c l e o  H, 

p o r  c o n s i g u i e n t e  §3 , 1 8 ,  K/H ^  K’ . La r e c î p r o c a  s e  d e m u e s t r a  a n â lo g a m e n te .



§ 5. LONGITUD DE UN SEMIMODULO

En e s t e  p a r â g r a f o  u sa re m o s  c o n c e p to s  de l a  T e o r î a  de R e t i c u l o s , c u -  

y a s  d e f i n i c i ô n e s  - v ê a s e  G. B i r k h o f f ,  L a t t i c e  T h e o ry ,  1 9 4 8 ,  p â g s ,  1 0 - 1 1 -  e x -  

pondrem os a c o n t i n u a c i ô n .

1 ) .  Sea R (< )  un c o n ju n t o  p a r c i a l m e n t e  o rd e n a d o  r e s p e c t o  a  Se

d i c e  que :

T e s  una  c a d e n a  de R <==> T e s  un s u b c o n ju n to  no v a c îo  de R t o t a l -  

m ente  o rd e n a d o  r e s p e c t o  a  " <" .

d ( T ) ,  d im e n s iô n  de una  c a d e n a  T de R <==> numéro de e le m e n to s  d i f e -  

r e n t e s  de que c o n s t a  T menos 1 ,  ( s u p o n ie n d o  que T c o n s t e  de un num éro f i n i t o  

de e l e m e n to s  d i f e r e n t e s ) .

d ( x ) ,  d im e n s iô n  de un e le m e n to  x e R <==> mâxima d im e n s iô n  de t o d a s  

l a s  c a d e n a s  de R que t e n g a n  a x p o r  e le m e n to  mâximo.

d ( R ) , d im e n s iô n  de R <==> mâxima d im e n s iô n  de t o d a s  l a s  c a d e n a s  con-

t e n i d a s  en  R.

Dados dos e l e m e n t o s ,  a , b  de R ,b  c u b re  a "a"  <==> a  < b y no e x i s t e

n in g û n  e le m e n to  x de R t a l  que  a  < x < b .

T , c a d e n a  c o n e c t a d a  o m axim al de R <==> T,  c a d e n a  e s t r i c t a m e n t e  c re -

c i e n t e  de R en  l a  que c a d a  e le m e n to  de T c u b re  a s u  p r e c e d e n t e  en  T.

Nota  : A l a  d im e n s iô n  de una  c a d e n a  T de R, de un e le m e n to  x de R, y 

de R, s e  l e  l l a m a  t a m b ië n  " l o n g i t u d "  de l a  c a d e n a  T, de x ,  y de R, r e s p e c t i ­

v a m e n te .  ^ o s o t r o s  no em plearem os a q u î  e s t e  se gunde  t ë r m in o  con o b j e t o  de e v i-

t a r  c u a l q u i e r  p o s i b l e  c o n f u s i ô n .

S u c e s io n e s  de c o m p o s ic iô n  de un A-sem im ôdulo E.

2 ) .  D e f i n i c i ô n  I

( e ) :  ( E . )  . e s  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E <==>
1 o ^ 1 ^ n ^

a )  e s  una  s u c e s i ô n  f i n i t a  E , E . , . . .  , E . , E de subsem im ôdu loso 1 n -1 n
c e r r a d o s  de E , t a l  que :

b )  Eg = E , E^ = 0 (su b sem im ô d u lo  n u lo  de E ) ;  y
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c)  c  , p a r a  to d o  i  € [ l , n ]

D efi n i c i o n e s

Decimos que l a  s u c e s i o n  de c o m p o s ic io n  ( f )  : ( F . )  . , e s  mas] o < ] < m
f i n a  que l a  s u c e s i o n  de c o m p o s ic io n  ( e )  o que ( f ) e s  un r e f i n a m i e n t o  de l a  

s u c e s i o n  de c o m p o s ic io n  ( e )  s i  to d o  e le m e n to  de l a  s u c e s i o n  ( e )  e s  t a m b iê n

e le m e n to  de l a  s u c e s i o n  ( f ) .  Decimos que ( f )  e s  un r e f i n a m i e n t o  p r o p i o  de

l a  s u c e s i o n  de c o m p o s ic io n  ( e )  s i  ( f )  e s  un r e f i n a m i e n t o  de ( e )  t a l  que en

( f )  e x i s t e ,  a l  m en o s , un e le m e n to  que no e s  e le m e n to  de ( e ) .

( e )  e s  s u c e s i o n  de c o m p o s ic io n  e s t r i c t a  de E <==> ( e )  cum ple l a s

p r o p ie d a d e s  a )  y b )  de l a  d e f i n i c i ô n  I y en l u g a r  de c )  cum ple c ' )

E. c  E. , V i  € r i , n l  ( e s t r i c t a m e n t e ) .
1 1—J-

( e )  : ( E . )  . e s  s u c e s i o n  d i s t i n g u i d a  de E <==> ( e )  e s  s u c e -
1 O ^ 1 ^ ri

s i ô n  de c o m p o s ic io n  e s t r i c t a  de E t a l  que no a d m ite  n in g û n  r e f i n a m i e n t o  p r o ­

p i o .

a ( ( e ) ) ,  a m p l i t u d  de ( e )  : ( E \ ) ^  < i  < n* s u c e s i o n  de c o m p o s ic io n  de 

E <==> numéro de e le m e n to s  de que c o n s t a  ( e )  menos 1 = n .

( e )  ; ( E . )  . e s  s u c e s i o n  de J o r d a n - H o l d e r  de E <==>
1 o 4 1 < n

1° ( e )  e s  s u c e s i o n  d i s t i n g u i d a  de E ,

2° no e x i s t e  n in g u n a  s u c e s i o n  d i s t i n g u i d a  ( f )  de E t a l  que a ( ( f ) ) >  a ( ( e ) )

3° no e x i s t e  n in g u n a  s u c e s i o n  i n f i n i t a  e n t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  en  C(E)

S u c e s io n  de c o c i e n t e s  de ( e )  : ( E . )  . s u c e s i o n  de c o m p o s ic io n--------------------------------------- 1 o 4 1 4 n  ^
de E, <==> .

S ,  A-sem im ôdulo  s im p le  <==> S 0 (sem im ôdu lo  n u l o )  y S no p o s e e  n in g û n  

subsem im odulo  c e r r a d o  d i s t i n t o  de S y de 0 ( subsem im odu lo  n u l o ) .

Dadas dos s u c e s i ô n e s  de c o m p o s ic iô n  de E , ( e ) :  ( E . )  . , ( f )  :
1 o 4 1 >4 n

: ( F . )  . dec im os que ;] o 4 ] 4 m ^

( e )  y ( f )  son  é q u i v a l e n t e s  <==> 1° a ( ( e ) )  = a ( ( f ) )  y 2^ e x i s t e  una  b i y e c c i ô n  

( p e r m u ta c iô n )  p : [ l , n ]  ->• [ l ,m ]  t a l  que :
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Decimos de un A-sem im ôdulo E que p o s e e  " l o n g i t u d "  s i  y s o l o  s i  e x i s ­

t e  una s u c e s i o n  de J o r d a n - H ô l d e r  de E. D ef in im os

1 ( E ) ,  l o n g i t u d  d e l  A-sem im ôdulo  E <==> 1 ( E)  = a ( ( e ) ) ,  s i e n d o  ( e )  una 

s u c e s i ô n  de J o rd a n -H Ô ld e r  de E.

D e f i n i c i ô n  I I  de s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  d e l  A-semimôdulo E .

( E . )  . e s  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E <==>
1 o 4 1 4 n

a ' )  E^ e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E^ V i  c [ l , n ]  ; y

b ' )  E = E , E = 0 .o n

3 ) .  Las d e f i n i c i o n e s  I  y I I  de s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E son  é q u i ­

v a l e n t e s  .

La v a l i d e z  de e s t a  p r o p o s i c i ô n  r é s u l t a  de 4 )  ( i i ) ;

( 4 )  Sea F un subsem im ôdulo  c e r r a d o  d e l  A-sem im ôdulo E

F( i )  E l  s u b s e m im ô d u lo 'c e r r a d o  en F ,  S , de un subsem im ôdulo  c u a l q u i e r a  

S de F c o i n c i d e  con S , subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de S en  E.

( i i )  Todos l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de F son  subsem im ôdu los  c e r r a ­

do s de E y ,  r e c î p r o c a m e n t e , t o d o s  l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E c o n te n i d o s  

en  F son  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de F .

( i i i )  E l  co n j u n t o  de t o d o s  l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de F c o n s t i t u -

yen  una s e c c i ô n  i n i c i a l  d e l  r e t î c u l o  C(E)  - r e t î c u l o  de l o s  subsem im ôdu los  c e r r a ­

dos de E -cu y o  mâximo e s  F .

D e m o s tra c iô n  de 4 ) ,  ( i ) :  p o r  h i p ô t e s i s  S Ç F ;  p o r  s e r  F subsem im ôdu lo  

c e r r a d o  de E y en v i r t u d  de una  de l a s  p r o p ie d a d e s  de l a s  c e r r a d u r a s , ob tenem os  

(1 )  S c F  = F ; s i x €  S , e n f o n c e s  x €  E a ] s , s ' c S /  x + s = s ’ , p e ro  seg û n  

(1 )  X c F ,  l u e g o  X € S ^ ,  e s  d e c i r  S c  S ^ i  e v i d e n t e m e n t e , S ^ Q  S , y p o r  t a n t o ,
p _

S = S c . q . d .

F( i i )  Sea S un subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de F ,  e s t o  e s ,  S = S ; como
_ p
S = S = S , r é s u l t a  que S e s  t a m b iê n  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E. La r e c î p r o c a  

e s  é v i d e n t e .

( i i i )  Se o b t i e n e  de un modo in m e d ia to  a  p a r t i r  de ( i i ) .

Dado e l  A-sem im ôdulo  E ,  C(E)  y  W(E) d e s i g n a r â n ,  a l  i g u a l  que a n t e s ,  

l o s  r e t î c u l o s  de l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E y de l a s  c o n g r u e n c ia s  n o rm a­

l e s  de E , r e s p e c t i v a m e n t e . Sabemos que  e s t o s  dos  r e t î c u l o s  son  i s o m o r fo s  § 3 ,1 0 .  

S i  S e s  un subsem im ôdulo  de E , M(S)  s i g n i f i c a r â  l a  c o n g r u e n c ia  n o r m a l iz a d a  p o r
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S en E o en c u a l q u i e r  subsem im ôdulo  c e r r a d o  F de E que c o n te n g a  a S.

S i  R e s  una c o n g r u e n c ia  en E , d e s i g n a r â  a  l a  c l a s e  c e r o  de d i c h a  

c o n g r u e n c i a .

Observemos que d a r  l a  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E , ( e )  : ( E . )

e s  t a n t o  como d a r  una  c a d e n a  de C(E) que  t e n g a  p o r  e x t r e m e s  E y 0 .  Llamamos

a  e s t a  c a d e n a  ' ' a s o c i a d a  a  ( e )  en  C( E)" y l a  d é s ig n â m es  ( e ' )  y v i c e v e r s a .

P o r  o t r a  p a r t e ,  d a r  l a  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E : ( e ) ,  e s  t a n t o  como d a r

l a  c a d e n a  ( e ' ' )  : ( W( E. ) )  . de W(E) que t i e n e  p o r  e x t r e m e s  W(E )=U ,
1 o 4 i  4 n o

iV/(E ) = I , (U, J ,  c o n g r u e n c ia  u n i v e r s a l  y c o n g r u e n c ia  i d ê n t i c a  en  E ; m â x i-  n
mo y minime de W(E) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ) .  R e c îp ro c a m e n te ,  d a r  una  c a d e n a

( e ' ' )  : (W.)  . de W(E) que t e n g a  p o r  e x t r e m e s  U e I ,  e s  t a n t o  como
1 O 1 n

d a r  l a  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E : ( e ) ( (W. ) )  ) . . Llamamos a
1 o o 4 1 4 n

( e * ' )  c a d e n a  a s o c i a d a  a ( e )  y llam am os a ( e )  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E

a s o c i a d a  a ( e ' ' ) .  ( e )  % ( e ' ' ) ,  en  v i r t u d  de § 3 , 1 0 ) .

5 ) .  Sea ( e )  una  s u e c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E y s e a n  ( e ' )  y ( e ’ ’ ) 

l a s  c a d e n a s  a s o c i a d a s  a  ( e )  en  C(E) y W(E).  Se v e r i f i c a :

( i )  a ( ( e ) )  > d ( e ' )  = d ( e ' ' )

( i i )  La c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que ( e )  s e a  s u c e s i ô n  

de c o m p o s ic iô n  e s t r i c t a  de E e s  que a ( ( e ) )  = d ( e ' ) .

( i i i )  ( e )  e s  s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E <==> ( e * )  e s  c a d e n a  m axim al

de C(E)

( i v )  ( e )  e s  s u c e s i ô n  de J o rd a n -H O ld e r  de E <==> e s  c a d e n a  m axim al de 

CCE) y d ( e ' )  = d(C ( E ) ) .

( v )  1 ( E)  = d ( C( E) )  = d ( N( E ) ) .

P a r a  com probar  5 b a s t a  r e c u r r i r  a  l a s  d e f i n i c i o n e s  d a d a s  en  1 y 2 .

6) .  Sean F, G, H subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E t a i e s  que F D G 3  H y s e a  

p e l  homomorfismo c a n ô n ic o  F F/H = M, e n to n c e s  p( G)  e s  subsem im ôdu lo  c e r r a ­

do de M que cumple 0 c  p(G)  c  M. R e c îp ro c a m e n te ,  s i  T e s  subsem im ôdu lo  c e r r a ­

do de M t a l  que 0 c  T c  M, e n to n c e s  p ^ ( T)  e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E que

v e r i f i c a  F 3 p ^ ( T)  3 H.

( i i )  Sean F y H dos sobsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E. La c o n d ic i ô n  n e c e ­

s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que e l  sem im ôdulo  F/H s e a  s im p le  e s  que F c u b r a  a  H

en e l  r e t î c u l o  C( E) .

( i i i )  La c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y  s u f i c i e n t e  p a r a  que l a  s u c e s i ô n  de com-
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p o s i c i o n  ( e )  de E s e a  d i s t i n g u i d a  e s  que to d o s  l o s  sem im odulos  de l a  s u c e s i o n  

de c o c i e n t e s  de ( e )  s e a n  s i m p l e s .

D e m o s tra c iô n  ( i ) :  p : F F/H = M e s  un e p im o r f is m o  n o rm a l .  Sabemos

p o r  § 4 , 4 ( i i )  que p(G)  e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de M. En v i r t u d  de §4 , 5  ( v ) :

F/G =  p ( F ) / p ( G )  = M/p(G)  i G/H es p ( G) / p ( H)  = p ( G) ;

como,

F 3 G==>F/G i  0==>M/p(G)  /  0==>M 3 p( G)

y como,

G 3 H= = >G/H /  0= = >p(G) /  0 ,  e s  d e c i r  p(G)  3 0

S i T e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de M t a l  que ( 1 ) :  M 3 T 3 0 ,  e n t o n c e s ,
-1s e g û n  §4 , 2  ( i v ) ,  p (T)  = G e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de F ,  y ,  p o r  t a n t o  §5 , 4

( i i ), subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E. Ademâs s e  ha de c u m p l i r  F 3  G 3 H, pues  c a so

de que s u p u s ie r a m o s  l o  c o n t r a r i o ,  a p l i c a n d o  e l  mismo r a z o n a m ie n to  de a n t e s ,  

l l e g a r î a m o s  a c o n t r a d i c c i ô n  con ( 1 ) .

( i i )  ( i )  a f i r m a  que s i  F no c u b re  a H en C( E) ,  e n to n c e s  F/H no e s  

s im p le  y que s i  F/H no e s  s i m p l e ,  F no c u b re  a H en  C( E) ;  e s  d e c i r  ( i i ) .

( i i i )  En v i r t u d  de §5, 5 ( i i i )  y de §5 , 6 )  ( i i )  s e  cum plen l a s  e q u i -  

v a l e n c i a s :

( e )  s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E <==> ( e ' )  c a d e n a  maximal de C(E)  de 

e x tr e m e s  E y 0 <==> c a d a  e le m e n to  de ( e ' )  ( e x c e p te  e l  û l t i m o )  c u b re  a su  s i -  

g u i e n t e  en  ( e ' )  <==> t o d o s  l o s  sem im ôdulos  de l a  s u c e s i ô n  de c o c i e n t e s  de ( e )  

son  s i m p l e s .

E s t a s  e q u i v a l e n c i a s  p ru e b a n  ( i i i ) .

De 6 ( i i i )  r é s u l t a :

6 ) .  ( i v )  Es c o n d ic iô n  n e c e s a r i a  p e ro  no s u f i c i e n t e  p a r a  que l a  s u c e ­

s i ô n  de c o m p o s ic iô n  ( e )  de E s e a  s u c e s i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  de E que  to d o s  l o s  

sem im ôdulos  de l a  s u c e s i ô n  de c o c i e n t e s  de ( e )  s e a n  s i m p l e s .

Dado un subsem im ôdulo  c e r r a d o  F de E , puede  o c u r r i r  que :

1° ( a )  e x i s t a  o ( b )  no e x i s t a  una  s u c e s i ô n  de J o rd a n - H Ô ld e r  de E que 

c o n te n g a  a F como e le m e n to .
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2° E a jo  e l  s u p u e s to  1° ( b ) ,  puede  s u c e d e r  que e x i s t a n  s u c e s i o n e s  d i s -  

t i n g u i d a s  de E que c o n te n g a n  a  F como e le m e n to .

3° B ajo  e l  s u p u e s to  2 ° ,  puede  a c o n t e c e r  ( a )  que e n t r e  t o d a s  l a s  s u ­

c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de E que c o n te n g a n  a  F como e le m e n to  e x i s t a  una  o v a ­

r i a s  de maxima a m p l i t u d ,  o b i e n  (b )  que no e x i s t a  n in g u n a  de maxima a m p l i t u d .

E l  a n t e c e d e n t e  de l a  p r o p o s i c i ô n  7  ( i )  que  pasam os a e n u n c i a r  p r e s u -  

pone 3° ( a ) , Ô 1° ( a )

7 ) .  ( i )  S i  Kerb -  h :  E E ' ,  e p im o r f i s m o  n o r m a l -  o cupa  e l  l u g a r  

( p + l ) - e s im o  de una  s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E de maxima a m p l i t u d ,  e n to n c e s :

l ( E ' )  = p

( i i )  S i  h:  E -► E ’ e s  un e p im o r f is m o  n o r m a l , 1 ( E)  = n ,  d (K e rh )  = m 

(en  C( E) ) ,  e n to n c e s :

1( E ' ) < n-m

La c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que l ( E ' )  -  n -m , e s  que 

Kerb p e r t e n e z c a  a una  s u c e s i ô n  de J o rd a - H ô ' ld e r  de E.

( i i i )  C u a l q u ie r  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  ( e )  de E s e  t r a n s f o r m a  me- 

d i a n t e  un i so m o r f is m o  g : E -> E ' en  una  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E ' é q u i v a ­

l e n t e  a  ( e ) .

( i v )  La l o n g i t u d  de un sem im ôdulo  e s  i n v a r i a n t e  r e s p e c t o '  a  l o s  i s o -

m o r f i s m o s .

D e m o s tra c iô n  ( i ) :  Sea  ( e ) :  ( E^ ) ^  c i  < n s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de

E de maxima a m p l i t u d  que c o n t i e n e  a Kerb = E^ (p  4 n ) .  En v i r t u d  de §5 , 6  ( i i i ) ,  

t o d o s  l o s  sem im ôdulos  de l a  s u c e s i ô n  de c o c i e n t e s  de ( e )  son  s i m p l e s .  Segûn 

§ 4 , 5 )  ( v ) ,  E \ _ ^ / E ^;3 b ( E ^ _ ^ ) / b ( E ^ )  (o < i  4 p ) ,  l u e g o  t o d o s  l o s  sem im ôdu los  de 

l a  s u c e s i ô n  de c o c i e n t e s  de ( e ) '  : ( b ( E ^ ) ) ^  4 i  4 p s im p le s  y ,  s e g û n

§ 5 , 6 )  ( i i i ) ,  ( e ) '  e s  s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E ' .  Supongamos que e x i s t e  una  s u ­

c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  ( f ) '  : ( F j ) ^  < i  < q^® que t e n g a  m ayor a m p l i t u d  que  ( e ) ' :  

q > p .  En t a l  c a s o :



-  50 -

s é r i a  una  s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E que c o n t e n d r î a  a  h = Kerh y cuya

a m p l i t u d  s é r i a  q t n - p  > n ;  c o n t r a d i c c i ô n  con l a  h i p ô t e s i s ;  l u e g o  ( e ) ’ e s  una  

s u c e s i ô n  de J o r d a n - H o l d e r  de E ' y l ( E ’ ) = p ,  c . q . d .

D e m o s tra c iô n  de 7 ,  ( i i )

h:  E -► E ’ , e p im o r f is m o  n o r m a l ;  1 ( E)  = n ; d (K e rh )  = m.

d (K e rh )  = m s i g n i f i c a  que e x i s t e  üna  c a d e n a  m axim al de C(E)  de d im en­

s i o n  m: ( 1 ) ;  K erh ,  T ^ , . . . ,  = 0 y que c u a l q u i e r  o t r a  c a d e n a  m axim al de C( E)

que una Kerh con 0 e s  de d im e n s io n  i g u a l  o m enor que m.

Sea ( e ) ;  E_,  E^,  . . .  , E^_^ ,  K erh . P ^ ,  . . .  , = 0 una s u c e s i ô n  de
o

J o r d a n - H ô l d e r  de E que c o n te n g a  a  K erh . Supongamos s  < m, en  e s t e  c a s o  ( f ) :

E , E, , . . .  , E , K e rh ,  T , . . .  , T s é r i a  una  s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E
O 1  u—l  J- ni

t a l  que a ( ( f ) )  > a ( ( e ) ) ;  c o n t r a d i c c i ô n  con l a  h i p ô t e s i s  de que ( e )  e s  s u c e s i ô n  

de J o r d a n - H ô l d e r  de E. Supongamos s > m, en e s t e  o t r o  c a s o  ( 2 )  K e rh ,  P ^ , . . . ,  P 2 

s é r i a  una  c a d e n a  m axim al de C(E) que une  Kerh con  0 de d im e n s io n  s > m; 

c o n t r a d i c c i ô n  con ( 1 ) .  P o r  c o n s i g u i e n t e  s = m.

Como ( e )  e s  s u c e s i ô n  de J -H  de E , t  + s  = n ; de donde t  = n-m y Kerh

ocupa  e l  l u g a r  (n-m+1 ) - e s im o  de ( e ) ;  de ( i )  deduc im os l ( E ’ ) = n -m .

S i  Kerh no p e r t e n e c e  a n in g u n a  s u c e s i ô n  de J -H  de E , e n to n c e s  t  < n-m 

(y a  que s i  t  = n- m,  ( f )  s é r i a  s u c e s i ô n  de J -H  de E que  c o n t e n d r i a  a  K erh)  y ,  

p o r  t a n t o ,  Kerh ocupa  e l  l u g a r  t+ 1  ( t  < n-m) de una s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E; 

en v i r t u d  de ( i ) ,  l ( E ' )  = t  < n- m,  c . q . d .

( i i i )  Sea  ( E \ ) ^  < i  < n s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E -y 3: E E ’

un i s o m o r f i s m o .  3(E^)  = E ' ^  e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E ' ,  V i  € [ o , n | ,

§4 , 4  ( i i )  E^ = E ' , E^ = 0 (subsem im ôdu lo  n u l o  de E ' ) .  Ademâs § 4 , 5 ,  ( v )  a f i r m a :

E i - i / E i ^ ^  V i  c | l , n |  , c . q . d .

( i v )  Sea 3:  E -► E ’ un i s o m o r f i s m o ,  e n to n c e s  3 e s  un e p im o r f i s m o  n o rm a l  

y Ker3 = 0 ; s i  1(E) = n ,  Ker$ o cu p a  e l  l u g a r  ( n + l ) - e s i m o  de una  s u c e s i ô n  de J o r .  

d a n -H o ld e r  de E; p o r  ( i ) ,  l ( E ' )  = n , c , q , d .

N o t a s . -  1—, E l  a n t e c e d e n t e  de 7 ( i )  no  e x ig e  que E p o s e a  l o n g i t u d .

2 -  7 ( i i i )  c a r e c e  de s e n t i d o  a no s e r  que am pliem os e l  s i g n i f i c a d o  de " s u c e s i o ­

n e s  de c o m p o s ic io n  é q u i v a l e n t e s "  dado  en § 5 , 2 ,  p e r m i t i e n d o  que ( e )  s e a  una  

s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de E ,  ( f )  s e a  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de F ,  E /  F ,  

y d e j a n d o ,  p o r  l o  d e m â s , i n v a r i a b l e  d i c h a  d e f i n i c i ô n .
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8 ) ,  Sea E un A-sem im ôdulo  de l o n g i t u d  f i n i t a ,  F un subsem im ôdulo  

c e r r a d o  de C, se  v e r i f i c a ;

( i )  l o n g ( F )  + l o n g ( E / F )  = a ,

d e s ig n a n d o  "a"  l a  maxima a m p l i t u d  de t o d a s  l a s  s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de E

que c o n t i e n e n  a F como e le m e n to :

( i i )  l o n g ( F )  + l o n g ( E / F )  < l o n g  (E)

( i i i )  La c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  q u e :

l o g ( F )  + l o n g ( E /F )  = lo n g ( E )

e s  que F p e r t e n e z c a  a un a  s u c e s i ô n  de J o r d a n - H o l d e r  de E.

S i  ( E . )  . e s  una  s u c e s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E de maxima am p li-
1 0 4 1 4 a

t u d  que c o n t i e n e  a F = E , (o  4 p 4 a ) ,  e n to n c e s  ( E . )  . fo rm a una  su-
p 1 p 4 1 s

c e s i ô n  de J o rd a n -H Ô ld e r  de F; de d o n d e ,  l o n g ( F )  = a -  p .  Como, a  s u  v e z ,

( E . / F )  . fo rm a una s u c e s i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  de E /F  (e n  v i r t u d
1 o < 1 < p

de § 4 ,  2 ( i v )  p a r a  c :  E ^  E / F ) ,  r é s u l t a  l o n g ( E / F )  = p , y de a q u i  8 ( i ) .  De 

( 8)  ( i )  ob tenem os in m e d ia ta m e n te  8 ( i i )  y ( i i i ) ,  c . q . d .

H ac iendo  u so  d e l  te o re m a  p r i n c i p a l  de homomorfismos §3 ,  18 y de

7 ( i v ) ,  h a l la m o s  como c o r o l a r i o  d e l  t e o re m a  8 ,  l a  p r o p o s i c i ô n :

9 ) .  Sea u : E F un homomorfismo n o rm a l  de A -sem im ôdulos  y p o s e a  E

l o n g i t u d  f i n i t a ,  e n t o n c e s :

( i )  l o n g ( K e r u )  + l o n g ( Im u )  = a ,

s i e n d o  "a"  l a  maxima a m p l i t u d  de t o d a s  l a s  s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de E que 

c o n t i e n e n  a Keru como e l e m e n t o .

( i i )  l o n g ( K e r u )  t  lo n g ( Im u )  4 l o n g ( E )

( i i i )  La c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  q u e :

lo n g (K e r u )  + Long(Im u) = lo n g (E )  

e s  que e x i s t a  una s u c e s i ô n  de Jo rd a n -H Ô ld e r  de E que con t e n g a  a  Keru como
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e l e m e n t o .

Llamamos c o n û c le o  de un homomorfismo u :  E -► F de A -sem im ôdu los ,  que 

d e s ig n a re m o s  C o k e ru ,  a l  A-sem im ôdulo c o c i e n t e  F /Im u . Obtenemos e n t o n c e s ,  s i n  

m as, como c o r o l a r i o  de l a  p r o p o s i c i ô n  8 l a  10 que exponemos a c o n t i n u a c i ô n .

1 0 ) .  S i  F e s A-sem im ôdulo  de l o n g i t u d  f i n i t a  y u : E ->■ F e s  un homo­

m orf ism o  q r b i t r a r i o  de A -sem im ôdulos t a l  que Imu e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de 

F , e n to n c e s  s e  v e r i f i c a :

( i )  lo n g ( Im u )  + lo n g (C o k e ru )  = a

s i e n d o  " a "  l a  maxima a m p l i t u d  de t o d a s  l a s  s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de F que 

c o n t i e n e n  a  Imu como e l e m e n t o .

( i i )  lo n g ( Im u )  + lo n g (C o k e r u )  4 l o n g ( F )

( i i i )  P a r a  que s e  cum pla:

lo n g ( Im u )  + lo n g (C o k e ru )  = l o n g ( F )

e s  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que Imu f i g u r a  en una  s u c e s i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  de F , 

O t r a  s e c u e n c i a  i n m e d ia t a  de 8 e s  l a  p r o p o s i c i ô n :

11) Sea E un A-sem im ôdulo  de l o n g i t u d  f i n i t a  y F un subsem im ôdu lo  ce  

r r a d o  de E, s e  v e r i f i c a :

F = E <==> l o n g ( F )  = lo n g ( E )

La c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  

D e f i n i c i ô n

Diremos que un A-sem im ôdulo  E de l o n g i t u d  f i n i t a  cumple l a  c o n d ic iô n  

de J o r d a n - H ô l d e r  s i  y s ô l o  s i  t o d a s  l a s  s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de E son  s u c e ­

s i o n e s  de J o r d a n - H ô l d e r  de E.

E x i s t e n  sem im ôdulos  que cum plen  l a  c o n d ic i ô n  de J - H ,  en  t a n t o  que o t r  

no l a  s a t i s f a c e n ,  como se  p o n d ra  de m a n i f i e s t o  en  una  n o t a  p o s t e r i o r .  Creemos 

que e s t a  c o n d ic i ô n  no c a r e c e  de i n t e r ê s  en l a  t e o r î a  de se m im ô d u lo s ; p o r  e l l o  • 

l a  hemos d e s ta c a d o  y nos  d isponem os  a  a n a l i z a r l a .
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A firm a r  que un sem im ôdulo  E cumple l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  

e s  t a n t o  como i n d i c a r  que en e l  r e t î c u l o  de l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de 

E, C( E) ,  t o d a s  l a s  c a d e n a s  c o n e c t a d a s  que unen E con 0 p o se e n n  l a  misma d i ­

m ension  ( f i n i t a ) .  En un r e t î c u l o  de d im e n s io n  f i n i t a  l a  p r o p ie d a d  a n t e d i -  

cha  é q u i v a l e  a e s t a  o t r a :  t o d a s  l a s  c a d e n a s  c o n e c t a d a s  que unen  dos e le m e n — 

t o s  f i j o s  c u a l e s q u i e r a  d e l  r e t î c u l o  C(E)  p o s e e n  l a  misma d im e n s iô n .  Como e s ­

t a  u l t i m a  p r o p ie d a d  e x p r e s a  j u s t a m e n t e  l a  c o n d ic i ô n  de c a d e n a  de J o r d a n -  

D edekind  r e f e r i d a  a l  r e t î c u l o  C( E) ,  - s u p u e s t o  C(E)  de d im e n s iô n  f i n i t a - ,  

v ê a s e  G. B i r k h o f f ,  L a t t i c e  T h e o ry ,  p â g .  1 1 ,  o b tenem os:

1 2 ) .  E l A-sem im ôdulo  E cum ple l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô ld e r  cuando  

y s o l o  cuando  e l  r e t î c u l o  C(E)  e s  de d im e n s iô n  f i n i t a  y s a t i s f a c e  l a  c o n d i ­

c iô n  de c a d e n a  de J o r d a n - D e d e k in d .

Sabemos que en to d o  r e t î c u l o  P de d im e n s iô n  f i n i t a  e s  v a l i d a  l a  

e q u i V a le n c i a  : P s a t i s f a c e  l a  c o n d ic i ô n  de c a d e n a  de J o rd a n - D e d e k in d  s i  y s o l o  

s i  l a  f u n c iô n  d ( x )  - d im e n s iô n  de x c P -  v e r i f i c a :

(V X,y e P) (x  c u b re  a y <==> x > y A d ( x )  = d ( y )  t  1 )

T r a s l a d a d a  e s t a  p r o p ie d a d  a  n u e s t r o  c a s o ,  o b ten e m o s :

1 3 ) .  E l  A-sem im ôdulo E cum ple l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  s i  y s o -

l o  s i  E e s  de l o n g i t u d  f i n i t a  y p a r a  to d o  p a r  de s u b s e m im ôdulos c e r r a d o s  M y

N de E se  v e r i f i c a :

M c u b re  a N <==> M o  N A long(M ) = lo n g (N )  + 1

P o r  o t r a  p a r t e ,  e l  t e o re m a  3 d e l  c a p î t u l o  V de l a  T e o r î a  de R e t î c u ­

l o s  de G. B i r k h o f f  - p â g .  68 -  a f i r m a  q u e ,  en  e l  s u p u e s t o  de que un r e t î c u l o  L 

s e a  de d im e n s iô n  f i n i t a ,  l a s  c o n d ic i o n e s  ( a )  y ( b )  que enunc iam os  a  c o n t i n u a ­

c iô n  son  é q u i v a l e n t e s .

a )  La i d e n t i d a d  m odu lar  en  L

b )  La c o n d ic i ô n  de c a d e n a  de J o r d a n - D e d e k in d  en  L, j u n ta m e n te  c o n :

d ( x )  + d ( y )  = d ( x  n y )  + d ( x  u y )  , ,  V x , y  C L .
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Apoyândose en  e s t e  t e o r e m a ,  podemos e n u n c i a r .

1 4 ) .  Sea E un A-sem im odulo  de l o n g i t u d  f i n i t a !  E l  r e t î c u l o  de l o s

subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E , C( E) ,  e s  m o d u la r  s i  y s o l o  s i  E v e r i f i c a  l a

c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  j u n ta m e n te  con  l a  p r o p ie d a d  ( i )

( i )  p a r a  to d o  p a r  de subsem im ôdu los  c e r r a d o s  M,N de E s e  cum ple :

logn(M ) + lo n g (N )  = long(M  n N) + long(M+N)

Segûn hemos v i s t o  en  e l  c a p î t u l o  a n t e r i o r ,  M+N s i g n i f i c a  e l  m în i -  

mo subsem im ôdulo  de E que c o n t i e n e  a  M y a  N, m i e n t r a s  que M+N d é s ig n a  a l  

mînimo subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E que  c o n t i e n e  a  M y a  N, e s t o  e s ,  l a  u n iô n  

en  C(E)  de M con N.

1 5 ) .  ( i )  Sea E un A-sem im ôdulo  que cumple l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n -  

H ô ld e r .  P a r a que una s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  e s t r i c t a  ( e )  de E s e a  s u c e ­

s i ô n  d i s t i n g u i d a  de E e s  n e c e s a r i o  y  s u f i c i e n t e  que :

a ( ( e ) )  = lo n g ( E )

( i i )  S i  E cumple l a  c o n d ic i ô n  de J-rH, e n to n c e s  to d o  subsem im ôdulo  

c e r r a d o  F de E v e r i f i c a :

l o n g ( F )  + l o n g ( E / F )  = l o n g (E )

15) ( i i i )  S i  u : E F e s  un homomorfismo n o rm a l  de A -sem im ôdulos  y 

E s a t i s f a c e  l a  c o n d ic i ô n  de J -H ,  e n t o n c e s ;

l o n g ( K e r u )  + lo n g ( I m u )  = lo n g ( E )

( i v )  S i  u:  E + F e s  un A-homomorfismo t a l  que Imu e s  subsem im ôdu lo  

c e r r a d o  de F ,  A -sem im ôdulo  que s a t i s f a c e  l a  c o n d ic i ô n  de J -H ,  e n to n c e s :

lo n g ( I m u )  + lo n g ( C o k e r u )  = l o n g ( F )

( v )  C u a l q u i e r  imagen h o m o m o rf ic a -n o rm a l  de un sem im ôdulo  que v e r i f i -
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que l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H o l d e r  e s  o t r o  sem im ôdulo  que t a m b iê n  l a  s a t i s ­

f a c e  .

( i )  s e  d e s p r e n d e ,  s i n  m as ,  de  l a s  d e f i n i c i o n e s .

( i i ) ,  ( i i i ) ,  ( i v )  r e s u l t a n  r e s p e c t i v a m e n t e  de l a s  p r o p o s i c i o n e s  8 ,

9 ,1 0  de e s t e  p a r â g r a f o  y de c o n s i d e r a r  que to d o  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de un 

sem im ôdulo  que cumple l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  f i g u r a  s ie m p re  en  una  

s u c e s i ô n  de J o r d a n - H ô ld e r  de d ic h o  sem im ôdulo .

( v )  r é s u l t a  p o r  r e d u c c in n  a l  a b s u rd o :  s i  u ;  E F e s  un e p i m o r f i s ­

mo n o rm a l  y suponemos que e x i s t e n  dos s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de F de d i s ­

t i n t a  a m p l i t u d ,  e n to n c e s  l l e g a r î a m o s ,  m e d ia n te  l a s  im âgenes  r e c î p r o c a s , a 

l a  c o n c l u s i o n  de que en E e x i s t i r î a n  t a m b iê n  dos  s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  

de a m p l i t u d  d i f e r e n t e ;  l o  c u a l  e s t a r î a  en c o n t r a d i c c i ô n  con l a  h i p ô t e s i s  

de que E s a t i s f a c e  l a  c o n d ic i ô n  de J -H .

E l  te o re m a  de J o r d a n - H ô l d e r

Queremos e n u n c i a r  a h o r a  e l  t e o re m a  de J o rd a n -H Ô ld e r  p a r a  semimôdu­

l o s  d e l  mismo modo que l o  h a c e  G. B i r k h o f f -  L. T.  c a p .  V I ,  t e o r .  6 ,  p a g .  88- 

p a r a  un a l g e b r a  c u a l q u i e r a .

Decimos que un A-sem im ôdulo  E de l o n g i t u d  f i n i t a  v e r i f i c a  e l  t e o ­

rema de J o r d a n - H ô l d e r  s i  y s o l o  s i  t o d a s  l a s  s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de E 

son  é q u i v a l e n t e s  e n t r e  s î .

E v id e n te m e n te ,  e l  te o re m a  de J o r d a n - H ô l d e r  i m p l i c a  l a  c o n d ic i ô n  de 

J o r d a n - H ô l d e r ,  p e r o  no r e c î p r o c a m e n t e .  En una  n o t a  a l  f i n a l  de e s t e  p a r â g r a ­

f o  m ostram os que e x i s t e n  sem im ôdulos  que no cum plen  l a  c o n d ic i ô n  de J -H ;  de 

d o n d e ,

16 ) .  No to d o  sem im ôdulo  v e r i f i c a  e l  t e o r e m a  de J o r d a n - H ô l d e r

Aunque no s e  v e r i f i q u e  de un modo g e n e r a l  e l  te o r e m a  de J o r d a n - H ô l d e r  

p a r a  s e m im ô d u lo s , hemos p o d id o  d é f i n i r  l a  l o n g i t u d  de un sem im ôdulo  y hemos 

o b t e n i d o  p r o p ie d a d e s  i n t e r e s a n t e s  de e l l à  que g e n e r a l i z a n  l a s  p r o p ie d a d e s  de 

l a  l o n g i t u d  de l o s  m ôd u lo s .  Y e s  c u r i o s o  que hayamos e n c o n t r a d o  d i c h a s  p r o p i e ­

d a d e s  in d e p e n d ie n t e m e n te  d e l  t e o re m a  de J o rd a n - H Ô ld e r .

N ota

Vamos a  c o n s t r u i r  a  c o n t i n u a c i ô n  un sem im ôdulo  que no cum pla l a  c o n ­

d i c i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r  y o t r o  que no s ô l o  l a  cum pla  s i n o  ta m b iê n  e l  t e o re m a  

de J . H .  C o n s id e rem o s  e l  U - s e m i r e t î c u l o  d ib u ja d o  a  l a  i z q u i e r d a ,  en donde l a  

r e l a c i ô n  de o rd e n  p a r c i a l  v i e n e  dada  p o r  l o s  s e g m e n to s , ( a s î  u > a  , u > b ,  e t c . )
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como un P -sem im ôdu lo  - v ê a s e  § 2 ,1 3  en e l  que l a  

a d i c i ô n  e s  i g u a l  a l a  u n iô n i
c

Los û n ic o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  d e l  

P -sem im ôdulo  S son  I  = { i}  , B = { b , i } ,

A = { a , b , i }  , C = { c , i }  , U = S.

E s to s  son e le m e n to s  d e l  r e t î c u l o  C( S ) ,  r e p r e s e n t a d o  ta m b iê n  a l a  

i z q u i e r d a ,  en donde l a  r e l a c i ô n  de o rd e n  p a r c i a l  e s  l a  i n c l u s i ô n .  E s t e  r e -  

C( S) :  y%U=S t î c u l o  p o s e e  dos c a d e n a s  c o n e c t a d a s  que unen U

con I  de d i s t i n t a  d im e n s iô n ,  e s t o  e s ,  S p o s e e  dos 

s u c e s i o n e s  d i s t i n g u i d a s  de a m p l i t u d  d i f e r e n t e ; 

p o r  t a n t o ,  S no s a t i s f a c e  l a  c o n d ic i ô n  de J o r -  

1=0 d a n -H O ld e r .

P o r  e l  c o n t r a r i o , e l  P -sem im ôdu lo  T c o n s t r u i d o  de m ane ra  a n â lo g a  a l  

S , a  p a r t i r  de l a  f i g u r a  a d y a c e n t e , no s ô l o  v e r i f i -
T: j J c a  l a  c o n d ic i ô n  de J - H ,  s i n o  t a m b iê n  e l  te o re m a

b y  d d e l  mismo n o m b re ,  t a l  como l o  hemos e n u n c ia d o .

1



§ 6. SUCESIONES DE HOMOMORFISMOS

D e f i n i c i o n e s

Dada l a  s u c e s i ô n  de A-homomorfismos de A -sem im ôdu los :

(1 )  f ^  : ^  F^^^ , i  € [ l , n ]  , n > 2 ,

dec im os que d i c h a  s u c e s i ô n  ( 1 )  e s :

r e g u l a r  s i  f \ ( F ^ )  = f \ ^ ^  ( o ) ,  p a r a  to d o  i  € [ l , n - l ]  ;

n o rm a l  s i  ( 1 )  e s  r e g u l a r  y p a r a  to d o  i  e [ l , n ]  , f ^  e s  n o rm a l ;

c e r r a d a  s i  ( 1 )  v e r i f i c a  f l ( F ^ )  = f ^ ^ ^  ( o ) ,  p a r a  to d o  i  e [ l  , n - l ] ;

e x a c t a  s i  ( 1 )  e s  n o rm a l  y c e r r a d a .

Se com prueba f â c i l m e n t e  a  p a r t i r  de l a s  p r o p ie d a d e s  de l a s  c e r r a d u ­

r a s  y de l a s  d e f i n i c i o n e s  a n t e r i o r e s  que :

1 )  ( i )  Toda s u c e s i ô n  c e r r a d a  e s  r e g u l a r .

( i i )  La c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que l a  s u c e s i ô n  r e ­

g u l a r  (1 )  s e a  c e r r a d a  e s  que f \ ( F ^ )  s e a  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de F \^ ^  p a r a  

to d o  i  € [ l  , n - l ]  .

O b tenem os, p u e s ,  e l  s i g u i e n t e  esquem a:

s u c e s i ô n  r e g u l a r  

s u c e s i ô n  n o rm a l  s u c e s i ô n  c e r r a d a

s u c e s i ô n  e x a c t a

s i e n d o  c a d a  una  un c a s o  p a r t i c u l a r  de l a  6 de l a s  s u c e s i o n e s  que f i g u r a n  en  e l  

esquem a en l o s  r e n g l o n e s  s u p e r i o r e s  a  e l l a .

D e f i n i c i o n e s

Sea ( 2 )  f  : E ^  F un homomorfismo de A r^em im ôdu los ;  en tendem os  p o r
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c o n û c le o  de f  = C o k e r f  == F / I mf ;  co im agen de f  = Coimf == E / k e r f

I es  un homomorfismo r e d u c i d o  <==> K e r f  = 0 ( d e f . )  

f  es  un homomorfismo p l e n o  <==> C o k e r f  = 0 ( d e f , )

Entendem os p o r  b i y e c c i ô n  ( i s o m o r f is m o )  a s o c i a d a  a  f ,  a l  i s o m o r f i s ­

mo b :  E /F  I mf ,  d e te rm in a d o  p o r  e l  te o re m a  p r i n c i p a l  de hom o m o rf ism o s-  

v ê a se  § 3 ,1 8 -  en donde F s i g n i f i c a  l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  en  E p o r  f .

Se v e r i f i c a n  l a s  e q u i v a l e n c i a s  s i g u i e n t e s :

2 ) .  ( i )  f  e s  homomorfismo r e d u c t i v o  <==> f  e s  homomorfismo r e d u c i d o  

y a n o rm a l  ( v ê a se  l a  d e f i n i c i ô n  de c o n g r u e n c ia  r e d u c t i v a  en  § 3 ,1 1 ) .

( i i )  f  e s  homomorfismo r e d u c i d o  <==> f  e s  homomorfismo r e d u c t i v o  o 

b i e n  m onom orfism o.

( i i i )  f  e s  monomorfismo <==> f  e s  r e d u c i d o  y n o rm a l .

( i v )  f  e s  e p im o r f is m o  <==> f  e s  homomorfismo p l e n o  e Im f e s  s u b s e ­

mimôdulo c e r r a d o  de F.

(v )  f  e s  homomorfismo a n o rm a l  <==> e x i s t e  un e p im o r f is m o  r e d u c t i v o  

k : Coimf -> Imf .

( v i )  f  e s  homomorfismo n o rm a l  <==> e x i s t e  un i s o m o r f i s m o  g: C o im f^  Im f.

(v )  y ( v i )  r e s u l t a n  d e l  t e o re m a  p r i n c i p a l  de homomorfismos § 3 ,1 8 -  y dé 

l a s  d e f i n i c i o n e s  d a d a s .

En l a s  p r o p o s i c i o n e s  3 , 4 , 5 , y 6 ,  que exponemos a  c o n t i n u a c i ô n ,  s u p o n -  

drem os s ie m p re  que E, F, G son  A -sem im ôdulos  y que f  y  g d e s ig n a n  A -hom om orfis ­

mos .
f

3 ) .  La s u c e s i ô n  de homomorfismos ( 3 ) : 0 - » - E - » - F

( 3)  e s  r e g u l a r  <==> 0 = K e r f  <==> f  e s  homomorfismo r e d u c i d o  <==> ( 3 )  e s  c e r r a d a

( 3 )  e s  n o rm a l  <==> f  e s  monomorfismo <==> ( 3)  e s  e x a c t a .
g

4 ) .  Dada l a  s u c e s i ô n  ( 4 ) :  F -> G 0

( 4)  e s  r e g u l a r  <==> îmg = G <==>Cokerf = 0 <==> g e s  homomorfismo p l e n o .

(4 )  e s  c e r r a d a  <==> Img = G <==> g e s  e p im o r f i s m o .

(4 )  e s  n o rm a l  <==> C okerg = 0 y g e s  no rm a l  <==> g e s  un homomorfismo p l e n o  y n

(4 )  e s  e x a c t a  <==> g es  e p im o r f i s m o  n o rm a l .
f

5 ) .  Dada l a  s u c e s i ô n  ( 5 )  : O ^ E - ^ F - ^ 0
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(5 )  es  r e g u l a r  <==> K e r f  = 0 y C o k e r f  = 0 <==>fes  homomorfismo r e d u c i d o  y
p l e n o .

(5 )  es  c e r r a d a  <==> f  e s  e p im o r f ism o  r e d u c i d o .

( 5 )  e s  n o rm a l  <==> f  e s  monomorfismo p l e n o .

(5 )  e s  e x a c t a  <==> f  e s  i so m o r f i s m o .
f  g

( 6 ) .  La s u c e s i ô n  ( 6 ) :  0 - » - E ' v F - > G ‘̂ 0^

( 6)  e s  r e g u l a r  <==> f  e s  r e d u c i d o ,  g e s  p l e n o  y Imf = K erg .

(5 )  e s  c e r r a d a  <==> f  e s  r e d u c i d o ,  g e s  e p im o r f is m o  e Imf = K erg .

(6 )  e s  n o rm a l  <==> f  e s  m onom orfism o, g e s  p l e n o  n o rm a l e Im f = K erg.

( 6 )  e s  e x a c t a  <==> f  e s  m onom orfism o, g e s  e p im o r f ism o  n o rm a l  e Im f = Kerg.

En v i r t u d  de l a  u l t i m a  p r o p o s i c i ô n  d ad a  en 6 ,  cabe  e n u n c i a r :

5 ) .  ( i ) S i  l a  s u c e s i ô n  de homomor f i s m o s  ( 6 )  e s  e x a c t a ,  e n to n c e s  

f  e s  un m onom orfism o, g e s  e p im o r f is m o  y l a  b i y e c c i ô n  a s o c i a d a  a  g e s  un 

i so m o r f is m o

F / f ( E )

( i i )  Es c o n d ic iô n  n e c e s a r i a  y  s u f i c i e n t e  p a r a  que l a  s u c e s i ô n  de 

homomorfismos (6 )  s e a  e x a c t a  que f  s e a  un m onom orfism o, f ( E )  s e a  subsem im ô­

d u lo  c e r r a d o  de F ,  g s e a  e p im o rf ism o  y que l a  b i y e c c i ô n  a s o c i a d a  a  g s e a  un 

i s o m o r f i s m o :

F / f ( E )  -V G

Tambiên son  i n m e d ia t a s  l a s  p r o p o s i c i o n e s  que g ig u e n :

7 ) .  S i  F e s  subsem im ôdulo  de E , l a  s u c e s i ô n  de homomorfismos

1 , i n m e r s io n  

n , homomorfismo n a t u r a l

e s  n o r m a l .  P a r a  que l a  s u c e s i ô n  ( 7 )  s e a  e x a c t a  es  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  

que F s e a  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E.

C o n s e c u e n c ia  de 7 e s

7 ’ ) .  C u a l q u ie r a  que s e a  e l  homomorfismo f : E ^  F ,  l a  s u c e s i ô n :

1 . n
0 K e r f  ->■ E -► Coimf 0
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e s  e x a c t a .

D és igné  f :  E -> F un homomorfismo de A -sem im ôdulos y s e a  m=bkc:E Imf 

v e r  § 3 , 1 8 ,  e n to n c e s :

8) La s u c e s i ô n  de homomorfismos

i  m
8 ) .  0 ^  K e r f  E ^  Imf 0

c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que f  s e a  un homomorfismo n o rm a l .

9 ) .  La s u c e s i ô n

i  f  n 
9 ) : 0 •> K e r f  E -> F C o k e r f  -> 0

e s  r e g u l a r ,  c u a l q u i e r a  que s e a  e l  homomorfismo f : E F. La s u c e s i ô n  ( 9 )  e s

c e r r a d a  s i  y s o l o  s i  Imf e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de F. ( 9 )  e s  s u c e s i ô n  n o r -

m al s i  y s o l o  s i  f  e s  homomorfismo n o m ra l .  La c o n d ic iô n n e c e s a r i a  y s u f i c i e n -

t e  p a r a  que ( 9 )  s e a  e x a c t a  e s ,  p u e s ,  que f  s e a  n o rm a l  y f ( E )  s e a  subsem im ôdu-

l o  c e r r a d o  de F.

1 0 ) .  Dada l a s  s u c e s i ô n  de homomorfismos de A -sem im ôdulos

f  g
10) E F -V G , ,

( 1 0 )  e s  r e g u l a r  s i  y s o l o  s i  e x i s t e n  dos A -sem im ôdulos  K y L y e x i s t e n  unos

hom omorfismos m: E ^  K, n : K- >- F ,  p:  F ^  L,  q ;  L G t a i e s  que f  = nm,

g = qp y t a i e s  que l a  s u c e s i ô n :
m

( i )  E -V K ^  0

( i i )  0 - ^ L - * " G
^ P

( i i i )  0 - v K - ) - F - > L - > - 0

( i )  e s  c e r r a d a ,  l a  ( i i )  e x a c t a  y l a  ( i i i )  e s  r e g u l a r .  La s u c e s i ô n  (1 0 )  e s  c e ­

r r a d a  s i  y s o l o  s i  s e  cum plen l a s  c o n d ic i o n e s  a n t e r i o r e s  y l a  s u c e s i ô n  ( i )  e s  

c e r r a d a ,  l a  ( i i )  e x a c t a  y l a  ( i i i )  c e r r a d a .  (1 0 )  e s  s u c e s i ô n  n o rm a l  s o l o  s i

( i )  e s  e x a c t a ,  ( i i )  e s  t a m b iê n  e x a c t a  y ( i i i )  e s  n o rm a l .  P o r  f i n ,  (1 0 )  e s  

e x a c t a  s i  y s o l o  s i  ( i ) ,  ( i i )  y ( i i i )  son  e x a c t a s .
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P a ra  co m probar  e l  e n u n c ia d o  n o s  b a s t a  to m a r  K = f ( E ) ,  L = g ( F ) ,  

n , q  i n m e r s io n e s  , m,p homomorfismos t a i e s  que l a s  c o n g r u e n c ia s  a s o c i a d a s  a  e l l o s  

en  E y F ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  s e a n  l a s  mismas que l a s  a s o c i a d a s  a  f  y g .  Ob­

s e rv â m e s ,  adem âs , que ( i )  e s  s ie m p re  c e r r a d a ,  y t a n  s o l o  e s  e x a c t a  s i  f  e s  

n o r m a l ,  que ( i i )  e s  s ie m p re  e x a c t a ;  y que p o r  c u m p l i r s e  l a s  i g u a l d a d e s :

' f ( E)  = nm(E)  = n(K)  

g ^ ( o )  = p ^ ( q  ^ ( o ) )  = p ^ ( o )

y v e r i f i c a r s e  l a s  e q u i v a l e n c i a s  " f  ( g ) ,  n o rm a l  <==> m( p ) ,  n o r m a l " ,  r é s u l t a ,  

y a  s i n  m as, e l  e n u n c ia d o .

1 1 ) .  Sea  l a  s u c e s i o n  de hom omorfismos de A -sem im odulos 

(1 1 )  f ^  : F^ ^  ^ 1+1 » ^  ̂ [ l , n ] , n ^ 3

y s e a  l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  a f ^  en  F^.

S i  (1 1 )  e s  s u c e s i o n  n o r m a l ,  e n to n c e s  ( I )  l a  b i y e c c i ô n  a s o c i a d a  a f  j, 

e s  un i so m o r f i s m o  C o k erf^  ^ Imf ̂ , p a r a  to d o  i  € [2 ,n ]  .

S i (1 1 )  e s  s u c e s i ô n  c e r r a d a ,  e n to n c e s  ( I I )  l a  b i y e c c i ô n  a s o c i a d a  a

f^  es  un iso m o r f is m o  F \ /F ^  ->■ K e r f ^ ^ ^ ,  p a r a  to d o  i  € [ l , n - l ] .

S i  (1 1 )  e s  s u c e s i ô n  e x a c t a ,  e n to n c e s  ( I I I )  l a  b i y e c c i ô n  a s o c i a d a  a 

f  j, e s  un i s o m o r f i s m o  C o k e rf^  ^ K e r f^ ^ ^  , p a r a  to d o  i  e [2 , n - l ]  .

La b i y e c c i ô n  a s o c i a d a  a f ^  e s  F^ / F^  % Imf^ , V i  € [ l , n ]  ( a ) ;  a h o r a

b i e n ,  s i  (1 1 )  e s  n o r m a l ,  e n to n c e s  f ^  e s  n o rm a l  y Imf^ ^ = K e r f^ ;  de d o n d e ,

F . / F .  = F . / K e r f .  = F . / I m f .  , = C o k e r f .  con l o  c u a l  ob tenem os ( I ) .1 1 i  i  i  i - 1  ' 1 -1

S i  (1 1 )  e s  c e r r a d a ,  e n to n c e s  Im f^ = K e r f ^ ^ ^ ,  V i  c [ l , n - l ]  ; c o n -

s i d e r a n d o  ( a )  y e s t a s  i g u a l d a d e s  deduc im os ( I I ) .

Sea ( 1 1 )  e x a c t a ;  p o r  s e r  n o r m a l ,  s e  v e r i f i c a  ( I ) :  C o k e r f^  I m f ^ , 

V i e  [2 ,n ]  ; p o r  s e r  c e r r a d a ,  se  cum ple ( I I ) :  ^  K e r f ^ ^ ^ ,  V i e  [ l , n - l ]

como F \ / F ^  — I m f ^ , V i e  [ l , n ] ,  r é s u l t a  ( I I I ) ,  e s t o  e s ,  que son  i s o m o r fo s  

C o k e r f ^ _ ^ c j  K e r f ^ ^ ^ ,  p a r a  to d o  i  e [2 , n - l ]  .

R e c îp ro c a m e n te ,  s i  l a  s u c e s i ô n  (1 1 )  ; e s  r e g u l a r  y s e  

s a t i s f a c e  ( I ) ,  s i e n d o  f ^  n o r m a l ,  e n to n c e s  (1 1 )  e s  n o rm a l ;
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s a t i s f a c e  ( I I ) ,  e n to n c e s  (1 1 )  e s  c e r r a d a ;

s a t i s f a c e  ( I )  y ( I I ) ,  s i e n d o  f^  ̂ n o r m a l ,  e n to n c e s  (1 1 )  e s  e x a c t a .

En e f e c t o ,  a l  s e r  (1 1 )  r e g u l a r  y v e r i f i c a r s e  ( I ) ,  se  o b t i e n e

C o k e r f .  , = F . / I m f .  , = F . / K e r f . ' »  I m f . ,  e s t o  e s ,  f .  homomorfismo n o rm a l  
1-1 1 1-1 1 1 1  1

p a r a  to d o  i  € [2 , n ] ; de donde se  deduce  que l a  s u c e s i o n  (1 1 )  e s  n o rm a l .

Supongamos que (1 1 )  e s  r e g u l a r  y s e  cumple ( I I ) ;  p o r  s e r  r e g u l a r

( 1 1 ) ,  Im f\  = K e rfû ^ ^  V i e  [ l , n - l ]  , l o  que i m p l i c a  Imf^ c  K e rf^ ^ ^

V i e  [ l , n - l ]  e s t o  e s ,  que e x i s t a n  u n a s  i n m e r s io n e s  : Im f K e r f^ ^ ^

V i e  [ l , n - l ]  ; en  v i r t u d  de ( I I )  y de l a  b i y e c c i ô n  a s o c i a d a  a f ^ , r e s u l t a n  

s e r  e s t a s  i d e n t i d a d e s  y ,  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  ( 1 1 )  s u c e s i ô n  c e r r a d a .

1 2 ) .  S i  l a  s u c e s i ô n  de homomorfismos de A -sem im ôdulos

e s  e x a c t a  y F e s  de l o n g i t u d  f i n i t a ,  e n to n c e s  E y G son  de l o n g i t u d  f i n i t a  

y s e  c u m p le :

lo n g ( F )  > l o n g (E )  + lo n g (G )  (2 )

S i  F s a t i s f a c e  l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H t i l d e r , e n to n c e s  E y G l a  

v e r i f i c a n  t a m b iê n ,  y s e  cum ple :

lo q g  (F )  = lo n g  (E) + lo n g  (G) (3 )

D e m o s t r a c iô n :  Kerv e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de F ;  en  v i r t u d  de §5 , 8 )

( i i ) ,  s e  o b t i e n e :

lo n g  (F )  > lo n g  (K e rv )  + lo n g  ( F /K e rv )  (4 )

p o r  s e r  l a  s u c e s i ô n  ( 1 )  e x a c t a :  F /K e rv  G ( 5 ) ,  E ^  Imu = Kerv ( 6 ) ;  como l a  l o n ­

g i t u d  e s  i n v a r i a n t e  r e s p e c t o  de  l o s  i s o m o r f i s m o s  ( § 5 , 7 ) ( i v ) ,  de ( 5 )  y  ( 6 )  s e  d e ­

duce  lo n g ( F /K e r v )  = l o n g ( G ) ,  lo n g ( K e r v )  = lo n g  ( E ) ;  y de a q u i ,  j u n ta m e n te  con

( 4 ) ,  r é s u l t a  ( 2 ) .
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Si F s a t i s f a c e  l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r , to d o  subsem im odu lo  c e ­

r r a d o  M de F l a  s a t i s f a c e  ta m b iê n  en v i r t u d  de § 5 , 1 2 ,  a s î  como to d o  s e ­

mimôdulo c o c i e n t e  de l a  fo rm a F/M § 5 , 1 2 ,  § 4 , 4  ( i i ) ,  4 , 2  ( i v ) ;  l a  c o n d ic i ô n

de J-H  s e  m a n t ie n e  p o r  i s o m o r f i s m o .  La fô rm u la  ( 3 )  e s  c o n s e c u e n c ia  de § 5 , 1 5 ( i i )

13) Sea F un A-sem im ôdulo  de l o n g i t u d  f i n i t a  y s e a :

F = 0 C ‘F. C  F_ C  . . .  c  F , C  F = F (1 )  o 1 2  n - 1  n

una s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  e s t r i c t a  de F ,  s e  v e r i f i c a :

n
lo n g ( F )  5- I  l o n g ( F . / F .  ) ( 2 )

i = l  ^

S i  F cumple l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r ,  e n to n c e s

l o n g ( F )  = I  l o n g ( F . / F .  ) (3 )
i = l

D e m o s tra c iô n :  Las s u c e s i o n e s ,

0 ->• F . , F .  ->■ F . / F .  , 0
1-1 1 1 1-1

son  V i €  [ l , n ]  , e x a c t a s  y en  v i r t u d  de 12:

l o n g ( F ^ )  » lo n g ( F ^ _ ^ )  + l o n g ( F ^ / F ^ _ ^ ) ,  V i c [ l , n ]  ( 4 )

sumando miembro a  miembro t o d a s  l a s  d e s i g u a l d a d e s  ( 4 )  y s i m p l i f i c a n d o , r é s u l ­

t a  ( 2 ) .  S i  F cumple l a  c o n d ic i ô n  de J - H ,  t o d a s  l a s  e x p r e s i o n e s  (4 )  son  i g u a l ­

d a d e s  1 2 ,  p o r  l o  que s e  o b t i e n e ,  en t a l  c a s o , ( 3 ) .

N o ta :  F â c i l m e n t e  s e  com prueba que l a s  fô rm u la s  ( 2 )  y (3 )  son  ta m b iê n  

v a l i d a s  aunque l a  s u c e s i ô n  de c o m p o s ic iô n  de F dada  (1 )  no s e a  e s t r i c t a .

1 4 ) .  Si

^1 ^2 " n - 1  "n
0 ^  F^ ^  F_ ^  . . . - > F  , - > F  - ^ 01 2 n - 1  n
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e s  una s u c e s i o n  e x a c t a  de A -sem im ôdulos que cump l en  l a  c o n d ic i ô n  de Jo rd a n -  

H ô ld e r ,  e n to n c e s  s e  v e r i f i c a :

n i
^ ( - 1 )  l o n g ( F . )  = o

i = l  ^

En e f e c t o ,  l a s  s u c e s i o n e s :

0 -► K eru . -+ F . F . / K e r u .  -► 0 ,  V i  £ f l , n j1 1 1  1 L » J

son  e x a c t a s , y s e g û n  12 :

l o n g ( F ^ )  = l o n g (K e r u ^ )  + l o n g ( F ^ / K e r u ^ ) ,  V i  £ [ l , n ] ;

en v i r t u d  de l a  e x a c t i t u d  de l a  s u c e s i ô n  d a d a :

F \ /K e r u  Imu^ = K eru^^^  , V i  £ [ l  , n - l ]  

F ^ /K e ru ^  = 0 ;  Keru^ = 0

de donde r é s u l t a :

n . n . n - 1
I  ( - 1 )  l o n g ( F . )  = I  ( - 1 )  l o n g ( K e r u . )  + J] ( - 1 ) ^  l o n g ( K e r u .  ) = 

i = l  1 i = l  ^ i = l



§ 7. PROUUCTO DE SEMIMODULOS

Sea A un s e m i a n i l l o , un A-sem im ôdulo  a  l a  i z q u i e r d a  p a r a  to d o

i  e I ,  y s e a  E e l  co n j u n t o  p r o d u c to  E = \ | E ^.
i c i  i

D efin im os  en E una  l e y  de c o m p o s ic iô n  i n t e r n a  y o t r a  e x t e r n a  s o b r e  

A, d e l  s i g u i e n t e  modo:

( x^ )  + ( y^ )  = (x^ + y ^ ) ,  x _ , y ^  c E ^ ,  V i  c I

( 1 )
a  ( x_)  = ( a x _ ) ,  x _ c  E^ ,  V i c i ,  V a c A

F â c i lm e n te  s e  com prueba que e l  c o n j u n t o  E , d o ta d o  de l a s  l e y e s  ( 1 ) ,  

e s  un A-sem im ôdulo  a l a  i z q u i e r d a ,  a l  que denom inarem os sem im ôdulo  p r o d u c t o  

de l a  f a m i l i a  (EL)^  ̂ ^ .

Las a p l i c a c i o n e s  : p r ^  : E E ^ , V i  c I

( x_)  x^

son  en v i r t u d  de (1 )  y de Impr^ = E ^ , e p im o r f i s m o s , a  l o s  que llam am os p r o -  

y e c c i o n e s .

1 ) .  Sea (EL)^  ̂ ^ una  f a m i l i a  de A -sem im ôdulos  a  l a  i z q u i e r d a ,  F un 

A-sem im ôdulo  a  l a  i z q u i e r d a ,  f ^  : F E^ una  f a m i l i a  de A -hom om orfism os,

E = Ij E^ e l  sem im ôdulo  p r o d u c t o  de l a  f a m i l i a  ( EL) ^ ^ ^ . E x i s t e  un û n ic o  

hom om orfism o, f  : F -)■ E , t a l  que p r ^ f  = f ^ ,  p a r a  to d o  i  C I .

E f e c t i v a m e n t e , s i  p a r a  x c F e s  f ^ x  = x^ E ^ , c o n s t r u im o s  l a  a p l i c a -

c iô n  f x  = ( X^ ) ,  l a  c u a l  e s  û n i c a .  Se v e r i f i c a ,  adem âs:

s i  x , y  € F ,  f ( x + y )  = ( f \ ( x + y ) )  = ( f \ x  + f \ y )  = ( f ^ x ) + ( f ^ y )  = f x  + f y  ;

s i  X c F,  a  c A,  f ( a x )  = ( f \ ( a x ) )  = ( a f \ x ) = a ( f ^ x )  = a f x ;

p r ^ f  = f ^ ,  p a r a  to d o  i  c I ;  c . q . d .
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Se com prueba , ta m b iê n  s i n  d i f i c u l t a d ,  que e l  p r o d u c t o  de sem im ôdu los  

goza  de l a  p r o p ie d a d  a s o c i a t i v a .

2 ) .  Sean ( E \ ) ^   ̂ ^ , ( F \ ) ^   ̂  ̂ dos f a m i l i a s  de A -sem im ôdulos  a  l a  i z ­

q u i e r d a  que p o se e n  e l  mismo c o n ju n to  I  de s u b i n d i c e s .  Sean E y F l o s  semimô­

d u lo s  p r o d u c t o s  de d i c h a s  f a m i l i a s ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  Sean f ^ : E^ F^ una  f a ­

m i l i a  de A -hom om orfism os. La a p l i c a c i ô n ;

f  : ( x . )  ( f . x . )1 1 1

e s  un homomorfismo de E en F.

P a r a  p r o b a r  2 b a s t a  t e n e r  p r é s e n t e  que f  e s  una  a p l i c a c i ô n  que cumple 

f ( ( x . ) + ( y . ) )  = f ( ( x . + y  ) )  = ( f  ( x . + y  ) )  = ( f . x  +f  y ) = f ( ( x . ) )  t  f ( ( y . ) )
-L jL j - J L  -L J. jL ^  2. 2L

V a € A, f ( a ( x ^ ) )  = ( f \ ( a x ^ ) )  = ( a f ^ x ^ )  = a f ( ( x ^ ) )

A f  l a  d e s ig n a re m o s  f  =  ̂ 1  ̂f  _.

Exponemos y m ostram os a h o r a  unos l e m a s , que p o s t e r i o r m e n t e  u t i l i z a r e -  

mos p a r a  d e d u c i r  l a  p r o p o s i c i ô n  3.

3 ) .  ( I )  (LEMA I )

Sea  ̂  ̂ una  f a m i l i a  de A -sem im ôdulos a  l a  i z q u i e r d a  y subcon-

j u n t o  no v a c îo  de E^ (V i  c I ) ;  s e a  E = -sem im ôdu lo  p r o d u c t o - ,

M =  ̂ - c o n j u n t o  p r o d u c t o - .

P a r a  que M s e a  subsem im ôdulo  de E e s  n e c e s a r i o  y  s u f i c i e n t e  que M. 

s e a  subsem im ôdu lo  de E ^ , p a r a  to d o  i  € I .

P a r a  que M s e a  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E e s  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  

que Mj. s e a  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E ^ , p a r a  to d o  i  e I .

S i  e s  subsem im ôdulo  de E^ (V i  £ I ) ,  e n to n c e s :

i ^ I  ^ i  i ? I  ^ i

La p r im e r a  p a r t e  d e l  e n u n c ia d o  e s  é v i d e n t e .  Se puede  com probar  l a  s e -  

gunda p a r t e  de e s t a  m anera :  s i  e x i s t e  un i  £ I  t a l  que no e s  subsem im ôdu lo
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c e r r a d o  de E^, e n to n c e s  tam poco e s  M subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E y v i c e v e r s a .  

Mostreinos l a  t e r c e r a  p a r t e  d e l  e n u n c ia d o ,  s e a  M = s e  v e r i f i c a :

s e M < = = > s  € E A 1 m,n £ M/ s+m = n < ==> p r . s c  M. ,  V i  £ I  <= = > sc. l  L M.-J 1 1  1 £ I  1

3 ) .  ( I I )  (LEMA I I )

Sea f .  : E . - > F . , V i e I ,  una  f a m i l i a  de hom omorfismos de A-semimô- 1 1 1
d u lo s  a l a  i z q u i e r d a  y s e a  E = . r T l ,  E . ,  F = .fTl-r F . ,  f  = . [ 7 1 ,  f . .

1  ̂ JL 1 2. % 2. JL 2. % J» 1

P a ra  que e l  homomorfismo f  s e a  n o rm a l  e s  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  q u e ,  

p a r a  to d o  i  £ I ,  f ^  s e a  n o rm a l .

M ostremos p r im e ro  que K e r f  = K e r f^ ;

m £ K e r f  <==> fm = ( f . m . )  = ( o )  = o £ F <==> f . m.  = o £ F . , V i c I  <==>
1 1  1 1 1

<= = > m. £ K e r f .  , V i  £ I  <= = > m c .] | _ K e r f .1 1 1 £ I  1

S i  e x i s t e  un k e I  t a l  que f ^  e s  homomorfismo a n o r m a l ,  e n to n c e s  e x i s ­

t e  un p a r  de e le m e n to s  x ^ ,y ^  de E^ de modo que :

= V k  " k ' " k "  f  7% +

Tomemos a q u e l l o s  x , y  de E t a i e s  q u e :  V i  £ I ,  p r .x = x ,  s i  i  = k ,  

pr%x = 0 ,  s i  i  /  k .

A nâlogam en te  e le g im o s  y .  Se cum ple :

f x  = f y  A V m,n £ K e r f  : x + m /  y + n

l o  c u a l  s i g n i f i c a  que f  e s  n o rm a l .

Supongamos 

y = ( y . ) .  Obtenemos

Supongamos a h o r a  que f ^  e s  n o rm a l  p a r a  to d o  i  £ I ;  s e a  x = ( x ^ ) .

1

f x  = f y  ==> f ^ x ^  = f ^ y ^ ,  V i  £ I  ==> ] mu, n^ £ K e r f ^ /x ^  + m^ = y^ + n^ ,

V i c i  = = > ] m,n £ .1 1_ K e r f . /x + m  = y + n
1 e I  1 ■ ^
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s i e n d o  m = (mu), n = ( n ^ ) ;  como m,n c i f ê l i  K e rf^  = K e r f ,  r é s u l t a  que f  e s  

homomorfismo n o r m a l ,  c . q . d .

3 ) .  ( I I I )  (LEMA I I I )

Los mismos s u p u e s t o s  y n o t a c i o n e s  que en e l  lem a I I .

Se c u m p le :

K e r f  = J. K e rf^

I m f  =  .  I I m f .  
1 ( 1  1

• La p r im e r a  i g u a l d a d  h a  quedado  p r o b a d a  a l  demost r a r  e l  lem a I I  y l a  

s e g u n d a  e s  i n m e d i a t a ,  p u e s :

Im f = { f x / x  c E} = { ( f ^ x ^ ) Z x ^  £ E^ ,  i  € 1} = Imf^

Con l a  a yuda  de e s t o s  t r è s  lem as  podemos d e d u c i r  de un modo r â p i d o  l a  

p r o p o s i c i ô n  3 ,  que enunc iam os  a  c o n t i n u a c i ô n .

3 ) .  ( P r o p o s i c i ô n )

Sean ( E \ ) ^   ̂ ^ , ( F \ ) ^   ̂ ^ , ( G\ ) ^   ̂ ^ t r è s  f a m i l i a s  de A -sem im ôdulos  

a  l a  i z q u i e r d a ,  que p o s e e n  e l  mismo c o n ju n t o  I  de s u b i n d i c e s .  Sea:

( s ^ )  : E^ —

una  f a m i l i a  de s u c e s i o n e s  de hom om orfism os, ( V i e  I ) .  Sabemos ( p o r  2) q ue :

f  g 
( s  ) : E - > F - > - G

en  d o n d e ,  E = . r j l j  E . , E = G = . r p ^  G . ,  f  = q ,  g =

e s  una  s u c e s i ô n  de hom om orfism os. Se v e r i f i c an  l a s  e q u i v a l e n c i a s :

( s )  e s  s u c e s i ô n  r e g u l a r  <==> ( s ^ )  e s s u c e s i ô n  r e g u l a r  p a r a  t o d o  i c i  

c e r r a d a  <==> c e r r a d a

n o rm a l  <==> n o rm a l

e x a c t a  <==> e x a c t a
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Supongamos que ( s ^ )  e s  s u c e s i o n  r e g u l a r ,  V i c i ,  e s t o  e s ,

V I :  Inif^ = K erg^ ;  como Imf = Imf^ en  v i r t u d  d e l  lem a I I I ,  e n t o n ­

c e s :  Imf = .r 1 I mf .  = . r y  I mf .  ( p o r  e l  lem a I )  = .r% ly K erg . = K e rg ,  ( se -
2 . C . X  Jl J L w JL JL J L ^ X  X

gun e l  lem a I I I ) ,  e s  d e c i r ,  ( s )  e s  s u c e s i ô n  r e g u l a r .

( s )  e s  s u c e s i ô n  r e g u l a r  s i  Imf = K erg , l o  que i m p l i c a  Imf^ = Kerg^ 

V i e  I ;  e s t o  e s ,  que t o d a  s u c e s i ô n  ( s ^ )  s e a  r e g u l a r .  Hemos m o s t ra d o  l a  p r i ­

m era e q u i v a l e n c i a .

La s e g u n d a  e q u i v a l e n c i a  r é s u l t a  de l a  p r im e r a  y d e l  lem a I  que nos

a s e g u r a  que Imf e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de F s i  y s o l o  s i  Imf^ e s  subsem im ô­

d u lo  c e r r a d o  de F ^ , ( v ê a s e  §6 , 1  ( i i ) ) , V  i  € I .

La t e r c e r a  e q u i v a l e n c i a  d e l  e n u n c ia d o  e s  c o n s e c u e n c ia  i n m e d i t a  de 

l a  p r im e r a  y d e l  lem a I I .

O b te n id a s  l a  s e g u n d a  y t e r c e r a  e q u i v a l e n c i a s , de e l l a s  s e  deduce  

s i n  d i f i c u l t a d  l a  u l t i m a  d e l  e n u n c ia d o .

Un r a z o n a m ie n to  s i m i l a r  a l  e f e c t u a d o  p a r a  p r o b a r  l a  p r o p o s i c i ô n  3 ,  

nos conduce  a 4 .

4 ) .  Sea:

( Sr ) : -V i  £ [ l , n ]  , n > 2

una s u c e s i ô n  de hom omorfismos de A -sem im ôdulos a  l a  i z q u i e r d a ,  p a r a  to d o

k £ K. S i  E. = r r i w  E^^ ,  p a r a  to d o  i  £ [ l , n + l l , y s i  f . = , f T l _  f \ ^ ,  p a r a  1 k £ K 1 ^ J » - '  1 k £ K 1
to d o  i  £ [ l , n ]  , e n t o n c e s :

( s )  : f ^  : E^ E ^ ^ ^ ,  i  £ [ l , n ]

es  una  s u c e s i ô n  de hom omorfismos de A -sem im ôdulos  y s e  v e r i f i c a :

( s )  e s  s u c e s i ô n  r e g u l a r  <==> ( s ^ )  es  s u c e s i ô n  r e g u l a r ,  p a r a  t o d o  keK

c e r r a d a  <==> c e r r a d a

n o rm a l  <==> n o rm a l

e x a c t a  <==> e x a c t a

La p r o p o s i c i ô n  4 c o n t i e n e ,  como un c a s o  p a r t i c u l a r  s u y o ,  p a r a  n = 2 ,  

a  l a  p r o p o s i c i ô n  3.

5 ) .  Dada l a  f a m i l i a  de A -sem im ôdulos  a  l a  i z q u i e r d a  (EL)^ ^ ^ y l a
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c o n g ru e :  : i a  en E ^ ,p a r a  cada  i  e I ,  d e f in im o s  l a  r e l a c i o n  b i n a r i a  F en  e l  

A -sem im odulo E = ^F^H^ E ^ , d e l  s i g u i e n t e  modo:

x ,y  € E, X F  y <==> p r ^ x  F ^  pr%y ,

Se com prueba f â c i l m e n t e  que F  e s  una  c o n g r u e n c ia  en E , a  l a  que dé­

s ig n â m e s  F  =  j _ F ^ j  F j ^ .

E x i s t e  un iso m o r f is m o

En e f e c t o ,  l a  s u c e s i ô n :

f .
( s . ) ; E . —  E . /  F  . -*■ 01 1

en l a  que f ^  s i g n i f i c a  e l  homomorfismo c a n ô n ic o  o n a t u r a l ,  e s  c e r r a d a ,  p a r a  

to d o  i  I . Llamando E = Ê . , f  = ^^^1^ f  ̂ , s a b e m o s , en v i r t u d  de l a  pro-

p o s i c i ô n  3 ,  que l a  s u c e s i ô n :

f
( s )  : E ( EP/ F^)  -> 0

e s  ta m b iê n  c e r r a d a ,  y f ,  p o r  c o n s i g u i e n t e , un e p im o r f i s m o .  La c o n g r u e n c i a  aso- 

c i a d a  a f  en E es  p r e c i s a m e n te  F  = ; p o r  t a n t o ,  l a  b i y e c c i ô n  a s o c i a d a

a f  e s  un i so m o r f is m o

de :

s o b r e  Imf =  ̂ ( E ^ / F ^ ) ,  c . q . d .

6 ) .  D ado, p a r a  c a d a  i  £ I , un subsem im ôdulo  a r b i t r a r i o  d e l  A-se-

mimôdulo E . ,  e x i s t e  un i s o m o r f i s m o :

L F  A  « p  -  ( E l / Mi )
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La s u c e s i ô n :

( s ^ )  : —► E^/M^ -*■ 0

f ^  homomorfismo n a t u r a l ,  e s  e x a c t a ,  V i e  I ;  de 3 ,  s e  d e d u c e ,  l la m a n d o  

E = E . .  f  - . i r P i  q . ^ q u e :  ,  ;

e s  s u c e s i ô n  e x a c t a ;  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  f  e s  e p im o r f is m o  n o r m a l .  E l  i so m o r f i s m o

a s o c i a d o  a f  e s  E / k e r f  -+ Im f.  K e r f  = . r ^ _  K e r f .  = . Ç l y  M. = . M. ; p o r%  ̂ i  1 ( J. 1 2. (  ̂ 2.
t a n t o ,  E /K e r f  = E / ^ r i  j. » c . q . d .

7 ) .  B a jo  l o s  s u p u e s t o s  de l a  p r o p o s i c i ô n  2 ,  r é s u l t a ,  como c o r o l a f i o

de 6 ,  que :

e x i s t e  un i so m o r f i s m o  Coimf .( I_ C o im f . ---------------------------------------  1 € I  1

e x i s t e  un i so m o r f i s m o  C o k e r f  -> . rT l_  C o k e r f .  ------------------------    1 c I  1

i n d e p e n d ie n t e m e n te  de l a  n a t u r a l e z a  d e l  homomorfismo f \ ,  V i  c I .

8 ) .  Impongamos l a s  mismas h i p ô t e s i s  y n o t a c i o n e s  que en l a  p r o p o s i c i ô n

4 ) .

D és igné  l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  a  f ^ ^  en  E ^ ^ ,  V i e  [ l , n ]  y p a r a

to d o  k e K. Se v e r i f i c a

f i s m o :

S i  (s^^) e s  s u c e s i ô n  n o r m a l ,  p a r a  to d o  k e K, e n to n c e s  e x i s t e  un isom or-

kfT^K C o k e r f ( ^ ^  ^  k^T^K P a r a  to d o  i  e [2 ,n]

S i  ( Sj^) e s  s u c e s i ô n  c e r r a d a ,  p a r a  to d o  k e K, e n to n c e s  e x i s t e  un i s o ­

m orf ism o

k ' i K  K s r f i + i .  p a r a  t o d o  i  £ [ l . n - l ]
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Si (Sj^) e s  s u c e s i ô n  e x a c t a ,  p a r a  to d o  k g K, y s i  n > 3 ,  e n to n c e s

e x i s t e  un i s o m o r f i s m o :

k ^ K  C o k e r f^ _ ^  ^  k^T^K ^  ^  ̂ [ 2 , n - l ]

E s to s  e n u n c ia d o s  son  c o n s e c u e n c ia s  de l a  p r o p o s i c i ô n  11 d e l  p a r â g r a -

fo  §5 , y de §7 , 4 .



§ 8. SUMA DIRECTA DE SEMINDDÜLOS

Sea ( E \ ) ^   ̂ j  una f a m i l i a  de A -sem im odulos a  l a  i z q u i e r d a  y s e a

P = . I I^ E. e l  sem im odulo  p r o d u c to  de d i c h a  f a m i l i a .  Llamaremos " s o p o r t e "  de 
i c i  1

X c P a l  c o n ju n to  de to d o s  l o s  s u b I n d i c e s  i c i  p a r a  l o s  que p r ^ x  i  o .

E l  c o n ju n to  E , form ado p o r  t o d o s  l o s  e le m e n to s  de P que s e a n  de " s o ­

p o r t e  f i n i t o " ,  e s  un subsem im ôdulo  c e r r a d o  de P ,  a l  que denominamos suma d i -
©

r e c t a  ( e x t e r n a )  de l a  f a m i l i a  ( EP)^  ̂ ^ ; a b r e v i a d a m e n te , E = ^  ̂ I  ^ i * ^

es  subsem im ôdulo  de P ,  r é s u l t a  o b v io ;  m ostrem os q u e ,  adem âs , e s  c e r r a d o :  s i  

no l o  f u e r a ,  e x i s t i r î a n  m,n g E , x e  P ,  x /  E t a i e s  que x + m = n ;  de

X c P-E (com plem ento  de E en P) y de m c E , s e  deduce  x + m e P -E ,  c o n t r a d i c -

c iô n  con x + m = n c E .

(Caso de que I s e a  c o n ju n to  f i n i t o ,  E = P ,  y p o r  t a n t o  E e s  ta m b iê n  

subsem im ôdulo  c e r r a d o  de P ) .

D ésigné  j ^  : E^ ^  E l a  s i g u i e n t e  a p l i c a c i ô n :

j ^ ( x ^ )  = X € E /p r ^ x  = o ,  s i  i  /  k ;  pr%x = x ^ ,  s i  i  = k

E v id e n te m e n te  j ^  e s  un monomorfismo de sem im ôdulos  que l la m a re m o s  in y ec -

c iô n  c a n ô n ic a  ; j ^ l E ^ J  = Im j^ e s  un subsem im ôdu lo  c e r r ado de E i s o m o r fo  a E ^ ,

a l  que denom inarem os subsem im ôdulo  com ponente  de E de i n d i c e  k .  Es in m e d ia to

que to d o  e le m e n to  x de E se  puede  p o n e r  x = ^ i . ( p r . x ) ,  s i e n d o  e s t a  una
i c i  ^ 1

suma de s o p o r t e  f i n i t o .

1 ) .  Sea f .  : E . - ) - F ,  V i e  I ,  una  f a m i l i a  de homomorfismos de A -s e -
^ ^ ©m im ôdulos a  l a  i z q u i e r d a  y s e a  E = .  ̂x E •• E x i s t e  un û n ic o  homomorfismo1 e I  1------------------------------------------------------------

f  : E -)■ F t a l  que f  j  ^ = f ^ , V i  e I .

En e f e c t o ,  l a  a p l i c a c i ô n  f x  = Z f . ( p r . x )  cumple l o s  r e q u i s i t e s  d e l
i c i  ^ 1

e n u n c ia d o .  En l o  s u c e s i v o ,  d e s ig n a re m o s  a f  = Z f . .
i c i  ^

2 ) .  Dada f ^  : E^ -> F ,  i  e I , f a m i l i a  de hom omorfismos de A-semimôdu-

l o s  a  l a  i z q u i e r d a ;  p a r a  que f  = Z f .  s e a  un i so m o r f i s m o  e s  n e c e s a r i o  y
i  c I  ^
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s u f i c i e i :  .e que  e x i s t a ,  p a r a  c a d a  i  e I , un homomorfismo h^ : F de modo

que :

( i )  h u f^  = Ig  , s i k =  i ,  V i c  I  
i

h u f^  = o , s i  k /  i

( i i )  to d o  e le m e n to  y de F se  ha  de p o d e r  e x p r e s a r  y = Z f .̂ (h_.y) ,  

s i e n d o  e s t a  una suma de s o p o r t e  f i n i t o .

S i  f  e s  un i so m o r f is m o  de E = . _ E . s o b r e  F ,  e n to n c e s  l a s  a p l i c a -
_1 1 c I  1 ^

c io n e s  h^  = p r ^ f  son  homomorfismos F ^  E^ que cum plen :

( i )  : h . f ^  = = P r ^ ik

,  S i  k  =  i

(O s i  k ^ i

( i i )  sabem os p o r  10que V x c E , f x  = Z f . ( p r . x ) ,  s e a  f x  = y c F ,
i  € T ^ ^

como p r . = h . f ,  ob tenem os f x  = Z f . ( h . f x ) ,  e s  a e c i r  V y € F:
^ i  e I ^ ^

y = Z f  . (h . y ) .  
i  € I

R e c ip r o c a m e n te , s i  e x i s t e n  l o s  hom om orfism os h^ que  v e r i f i c a n  ( i )  y

( i i ) ,  e n to n c e s  l a  a p l i c a c i ô n  hy = Z j . h . y ,  V y £ F,  e s  un homomorfismo de

F en E que c u m p le :
i c i  ^

fh y  = f (  Z j . h . y )  = Z f . h . y  = y ,  VycF, en  v i r t u d  de ( i i )
1 c I  ̂  ̂ i c i  ^

h f x  = I  j . h . (  Z f  p r ,  x )  = Z j  . p r . x  = x ,  V x c E , p o r  ( i ) ;
i c i  ^ ^ k c I  i c l ^ ^

p o r  c o n s i g u i e n t e  f  e s  un i s o m o r f i s m o .

3 ) .  Sean (E \^ ^   ̂ ^ ) ,  ( F \ ) ^   ̂ ^ dos f a m i l i a s  de A -sem im ôdulos  a  l a

i z q u i e r d a  que t i e n e n  e l  mismo c o n ju n t o  I de s u b i n d i c e s ;  s e a  f ^ : E^ F ^ ,

i  e I , una  f a m i l i a  de hom om orfism os. La r e s t r i c c i ô n  d e l  homomorfismo  ̂ f  
0 0 0 1 £ 1 1

a  .  ̂ T- E . e s  un homomorfismo de .  ̂ _ E . en  .  ̂ _ F . ,  que  d e s ig n a re m o s  — 1 e I  1 ---------------------------------------  1 e I  1 —  1 G I  i ’- --------------------------

i  ? I L -

A c o n t i n u a c i ô n  deducim os unos  lem as  que s e r â n  u t i l e s  p a r a  demos- 

' t r a r  l a  p r o p o s i c i ô n  5 ,  p r i n c i p a l m e n t e .
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4)  ( I )  (LEMA I )

©Sea E = . E. suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  de A -sem im ôdulos a  l a  

i z q u i e r d a  ( E \ ) ^  ^ ^ . S i  M e s  subsem im ôdu lo  de E de l a  fo rm a M= ^ ^ ^ M^,

Ej., e n to n c e s  e s  subsem im ôdu lo  de E^ p a r a  to d o  i c i .  R e c ip ro c a m e n te ,  

s i  V i  c I ,  MU e s  subsem im ôdu lo  de E^, e n to n c e s  M es  subsem im ôdulo  de E.

Como l a  imagen d e l  homomorfismo p r ^  r e s t r i n g i d o  a M e s  p r e c i s a m e n te

Mj,, e s  subsem im ôdulo  de E^ ( V i e  I ) .  La r e c i p r o c a  e s  t a m b iê n  é v i d e n t e .

N ô te se  que en e l  e n u n c ia d o  hemos s u p u e s t o  que M e s  subsem im ôdulo  de E de l a0
fo rm a M = ^ ^ ^ M^, M ^Q E ^ , y que no to d o  subsem im ôdulo  de E e s  de e s t a  f o r ­

ma.

4 ) .  ( I I )  (LEMA I I )

Las mismas h i p ô t e s i s  que en  e l  lem a I .

S i  M e s  subsem im ôdu lo  c e r r a d o  de E de l a  fo rm a M = ^ ® ^ MU, e n t o n ­

c e s  Mj, e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E^ p a r a  to d o  i  e I ,  y r e c i p r o c a m e n t e .

Sea M = ^ @ j  un subsem im ôdulo  no c e r r a d o  de E; e s t o  s i g n i f i c a :

( 1 )  ] X c E A X X M a ] m , n e  M / x + m = n

l o  c u a l  i m p l i c a  que e x i s t e ,  a l  m en o s , un k € I  t a l  que l a s  p r o y e c c io n e s  de 

i n d i c e  k de e s o s  e l e m e n t o s ,  s e a n  Xĵ  = p r ^ x ,  e t c . ,  s a t i s f a c e n :

(2 ) \  < "k ^  . n^ c «k ^  *k + "k = "k

p u e s  de l o  c o n t r a r i o  no s e  v e r i f i c a r i a  ( 1 ) .  Ahora b i e n ,  (2 )  a f i r m a  que M̂  e s

xcbsem im ôdulo  no c e r r a d o  de E, .k

R e c ip ro c a m e n te ,  si (k c I )  e s  subsem im ôdu lo  no c e r r a d o  de E ^ , e n -  

t..' e x i s t e n  x ^ , m^ , n^ , que cum plen ( 2 ) .  Los e le m e n to s  x = j ( x ^ ) ,  

n, - ; ^(ni ^) ,  n = j ^ ^ n ^ )  v e r i f i c a n  ( 1 ) ,  l u e g o  M e s  subsem im ôdulo  no c e r r a d o  

de E , c . q . d .

4 ). ( I I I )  (LLMA i : : )

Las mismas h i p ô t e s i s  eque  en  e l  lem a I .
0

S i  M = ^  ̂  ̂ M̂  e s  subsem im ôdu lo  de E , s e  v e r i f i c a :

^ ' i c l ^ i “ i c l ^ i
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En e f e c t o ,  s C M ==> s C E A ]  m,n c M/ s + m = n ==> s c E/\pr^ s c

€ M. , V i  ç I ==> s c . ® M.1 I C I  1

R e c ip r o c a m e n te ,

s c ^  ̂  ̂ ==> p r ^ s  c MU A ( p r ^ s )  e s  de s o p o r t e  f i n i t o  ==>

= > p r . s  + m. = n . , m. , n . e MU, V i  c I ==> Z j . p r . s  + Z j . m .  = Z j . n .1 1 1 1  1 1 1  1 1  1 1

s = Z i ^ p r %s ,  Z Z ^ i  c I ^ i   ̂ i  c I ^ i

Se com prueba f â c i l m e n t e  que :

4 ) .  ( IV)  (LEMA IV)

S i  f .  : E. -> F. e s  una  f a m i l i a  de homomorfismos de A-sem im ôdulo  a l a  —  1 1 1    --------------------------------------------------------------------------------------
i z q u i e r d a ,  e n to n c e s :

Ker . f .  = . K e r f .i G l l  1 C I 1

f ) .  (V) (LEMA V)

Sea f .  : E. - > F . ,  i  c I ,  una f a m i l i a  de homomorfismos de A -sem im ôdulos
^ ^ ^ © © © a  l a  i z q u i e r d a  y s e a n  E = . .   ̂ E . ,  F = .  ̂ F . , f  = . ^------------- -̂----------------------    i C I i ’ 1 c I  1 1 c I  1

f  e s  homomorfismo n o rm a l  s i  y s o l o  s i  f ^  e s  n o rm a l  p a r a  t o d o  i  c I .

S i  e x i s t e  un k € I  t a l  que f ^  e s  a n o r m a l ,  e n to n c e s  dem ostram os que f  

e s  a n o rm a l  de l a  misma m anera  que l o  h ic im o s  en  § 7 ,  lem a I I .  Supongamos a h o r a  

que f ^  e s  n o rm a l  p a r a  to d o  i  € I ,  y s e a n  x ,y  dos e le m e n to s  de E t a i e s  que 

f x  = f y ,  l lam em os p r . x  = x . ,  p r . y  = y . ;  s e  c u m p le ,  f x  = fy  ==> f . x .  = f . y . ,1 l  l ' ^ - ^ l  Jr J j  1 1 1 1
V i  c I  ==> ] m^, n^ G K e r f ^ /  x^ + m^ = y^  + n ^ , p a r a  un numéro f i n i t o  de 

s u b i n d i c e s  ==> ] m, n  c ^ ^ K e r f^  = K e r f / x  + m = y + n ,  en donde m = Z ] ^ ( mu)

n = ^ z  ̂ p o r  c o n s i g u i e n t e ,  f  e s  n o r m a l ,  c . q . d .

Unà vez  e s t a b l e c i d o s  l o s  lem as  p r é c é d a n t e s  I - V ,  o b te n e m o s ,  s i g u i e n d o  

una  p r o c e s o  d e m o s t r a t i v o  fo rm a lm e n te  i d ê n t i c o  a l  e f e c t u a d o  en § 7 , 3 , 4 , 5 , 6  y 

§7,  7 ,  r e s p e c t i v a m e n t e , l a s  p r o p o s i c i o n e s  que enunc iam os  a c o n t i n u a c i ô n .
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5 ) .  Sean ( E . ) .  , ( F . ) .  , ( G . ) .  ,  t r è s  f a m i l i a s  de A-semimô-
1  ü  (  JL ZL 2L ^  JL 1  2#  ^  J -

d u lo s  a l a  i z q u i e r d a ,  que p o s e e n  e l  mismo c o n ju n t o  I  de s u b î d n c i e s ;  Sea:

( s . )  : E.  —► F.  —>• G.1 1 1 1

una f a m i l i a  de s u c e s i o n e s  de hom om orfism os, ( V i e  I ) ;  y s e a :

 ̂= i r I u ’  ̂= i c I u > " = i c I u ■ f - i c I u ’ s = i i I Si
E nfonces  :

f  g 
( s )  : E F ->-G

e s  una. s u c e s i ô n  de homomorfismos y s e  v e r i f i c a n  l a s  e q u i v a l e n c i a s •

( s )  e s  s u c e s i ô n  r e g u l a r  <==> ( s ^ )  e s  s u c e s i ô n  r e g u l a r  p a r a  to d o  i c i  

c e r r a d a  <==> c e r r a d a

n o rm a l  <==> no rm a l

e x a c t a  <==> e x a c t a

E s t a  p r o p o s i c i ô n  5 puede  s e r  g e n e r a l i z a d a , como e s  n a t u r a l ,  a l  c a so

de que e l  numéro de homomorfismos de que c o n s t e  c a d a  s u c e s i ô n  (s^,) s e a  mayor

que d o s .

Dada l a  c o n g r u e n c ia  en e l  A-sem im ôdulo  E ^ , V i c  I ,  en §7 , 5  hemos

d e f i n i d o  l a  c o n g r u e n c ia  .1 F. en  . r r i x  E . .  . I 1.̂  F. s u b o r d i n a  eni c i  1 l G l _ l l C l l
^  ̂ j  E^ una c o n g r u e n c ia  que d e s ig n a re m o s  ^  ̂ I  ^ i * cum ple :

6 ) .  Dada l a  f a m i l i a  de A -sem im ôdulos  (EU)^  ̂  ̂ y  dada  l a  c o n g r u e n c ia  

Fj. en , p a r a  c a d a  i  c I ,  e x i s t e  un i s o m o r f i s m o :

h  c I C i )  /  ( i  I  I F i )  -  i  :  I ( ^ i  /  F p

7 ) .  S i  e s  subsem im ôdulo  d e l  A-sem im ôdulo  E ^ , p a r a  to d o  i c i ,  e n t o n ­

c e s  e x i s t e  un i so m o r f is m o
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( i  £ I C i )  /  ( i  C I  " i )  "  i  £ I ( E i / " i )

) .  Sea f .  : E. -> F . una  f a m i l i a  de homomorfismos de A -sem im ôdulos   1 1 1  -----------------------------------------------------------------------------------
( i  € I ) ,  e n t o n c e s :

e x i s t e  un i so m o r f i s m o  Coim  ̂  ̂ I ^ i " ^ i ^  I  ^ o im f t

e x i s t e  un i so m o r f i s m o  C oker .  . ,  f . _ C o k e r .--------------------------------------   1 ^ 1 1  I C I  1

9) .  Sea  :

f ( k
( s ^ )  ; —i -  , i  £ [ l , n ]  , n > 2

una s u c e s i ô n  de hom om orfismos de A -sem im ôdulos a  l a  i z q u i e r d a ,  p a r a  to d o  k c K. 

D és igné  l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  a f ^ ^  en V i e  [ l , n ] , V k c K. Se

v e r i f i c a :

S i  ( s ^ )  e s  s u c e s i ô n  n o r m a l ,  p a r a  to d o  k £ K, e n t o n c e s ,  p a r a  c a d a

i  c [2 , n ] , e x i s t e  un i s o m o r f i s m o ;

k £ K C o k e r f  "  k I  K

S i  ( Sj,) e s  s u c e s i ô n  c e r r a d a ,  p a r a  to d o  k € K, e n t o n c e s , p a r a  cad a

i  e [ l , n - l ~ | , -  e x i s t e  un i s o m o r f i s m o ;

S i  (Sj^) e s  s u c e s i ô n  e x a c t a  p a r a  to d o  k £ K, y s i  n > 2 ,  e n t o n c e s , p a r a  

c a d a  i  £ [ 2 , n - l ] , e x i s t e  un i s o m o r f i s m o :

k £ K C o k e r f '  k £ K



§ 9. SuMA DIRECTA DE SUBSEMIMODULOS

Sea ( F \ ) ^   ̂ j  una f a m i l i a  de subsem im odu los  d e l  A-sem im odulo  E;

d é s ig n é  m. : F . E l a  in m e r s io n  c o r r e s p o n d i e n t e  a  i  e I ;  s e a  m e l  homomor-

f ism o  m =  . Z  ̂  ̂  ̂ E. ^  E ( v e a s e  §8 , l ) .
i e l i i £ l i

D e f i n i c i o n

Diremos que E es  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a   ̂  ̂ de s u b s e m i ­

m odulos de E s i  y s o l o  s i  ''m" e s  un i s o m o r f i s m o .

1 ) .  Las p r o p o s i c i o n e s  ( I ) ,  ( I I ) ,  ( I I I )  y ( I V ) ,  que enunciam os a c o n ­

t i n u a c i ô n ,  son  é q u i v a l e n t e s  e n t r e  s i .

( I )  E es  suma d i r e c t a  de (F^^^  ^  ̂ , f a m i l i a  de subsem im ôdu los

( I I )  Todo e le m e n to  x de E s e  puede  p o n e r  de un modo û n ic o  como suma

de s o p o r t e  f i n i t o :  x = . Z x . ,  s i e n d o  x .  € F . ,  V i  c I .^ 1 e I 1 1 1

( I I I )  1 .  E l  homomorfismo m es  no rm a l

2 . Kerm = 0

y 3. Imm ( = j , Z j . F ^ )  = E

( IV)  E x i s t e  una  f a m i l i a  de homomorfismos ( bu ) ^   ̂ ^ , h ^ : E ^  F ^ , de

modo que :

1.
h. fn.  = I p  , p a r a  t o d o  i c i  

i
^h^m^ = o ,  s i  i  ^ k

y
2. to d o  e le m e n to  x de E puede  s e r  e x p re s a d o  x = ^ Z ^ h_. (x)

(suma de s o p o r t e  f i n i t o ) .

( I )  < = = > ( I I ) ,  ( I )  <==> ( I I I )  , son  c o n s e c u e n c ia s  de l a s  d e f i n i c i o n e s ;

( I )  <==>( IV)  , en v i r t u d  de l a  p r o p o s i c i ô n  § 8 , 2 .

D e f i n i c i o n

Caso de que s e  cumpla 1 ( I I ) ,  x s e a  e le m e n to  de E , x = Z x . ,

s i e n d o  x^ c F ^ , l la m a re m o s  a x^ com ponente  de x de i n d i c e  i
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gea ( F . ) .   ̂ j  una  f a m i l i a  a r b i t r a r i a  de subsem im odu los  d e l  A -s e m i­

môdulo E y t e n g a n  m . ,  V i  c I ,  m, e l  mismo s i g n i f i c a d o  que a l  p r i n c i p i o  de
^ 0e s t e  p a r â g r a f o ,  m: F . Z F. e s ,  c u a l q u i e r a  que s e a  l a  f a m i l i a  dada
i  £ I  ^ i c i  ^

un e p im o r f is m o  ( § 2 , 8 )  y 9.  S i  m e s ,  adem âs , un m onom orfism o, e n to n c e s  e l  s u b ­

sem im ôdulo  S = .  ̂  ̂ F .  de E es  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  ( F . ) .  _ ,  de  s u b s e -  l e l i  i i c l
m im ôdulos de S , y r e c i p r o c a m e n t e , a h o ra  b i e n , p a r a  que m s e a  monomorfismo e s

n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que m s e a  n o rm a l y que Kerm = 0 ;  de donde:

2 ) .  E l subsem im ôdulo  . Z ,  F . de E e s  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a
1 c I 1

( F \ ) ^   ̂  ̂ de subsem im ôdu los  de E s i  y s o l o  s i  s e  v e r i f i c a n  ( I )  y ( I I ) .

( I ) m es  homomorfismo no rm a l

( I I )  De p Z  ̂ = o ,  donde e F \ ,  V i  € I ,  s e  deduce  x^ = o ,  p a r a

to d o  i  c I .

P o r  t a n t o ,  l a  c o n d ic i ô n  ( I I )  e s  n e c e s a r i a ,  p e r o  no s u f i c i e n t e ,  p a r a

que . Z F. s e a  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  de subsem im ôdu los  ( F . ) .^ 1 c I  1 1 1 c I

D és igné  End( E)  e l  c o n ju n to  de to d o s  l o s  A -endom orfism os d e l  A -se m i­

môdulo E , d o ta d o  de l a s  l e y e s  " a d i c i ô n  de hom om orfism os" y " c o m p o s ic iô n  de 

homomorfismos ' .  End( E)  e s  un s e m i a n i l l o  con  n e u t r o s  ( o ,  homomorfismos cero*,

I p ,  i d e n t i d a d )  que s a t i s f a c e  SA6 ( f o  = o , , o f  = o , V f €  End(E )).

D e f i n i c i o n e s

"e "  p r o y e c t o r  d e l  A-sem im ôdulo  E <==> " e "  endom orfism o id e m p o te n te  de 

E . ( e p ) ^  €. I  f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de E <= = > p a r a  t o d o  i  c I ,  e^ 

es  p r o y e c t o r  de E y s i  j  , i  g I  y j  ^ i ,  e n to n c e s  eye^  = o

3 ) .  ( i )  S i  e l  A-sem im ôdulo  E es  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  de s u b s e ­

m imôdulos ( F \ ) ^   ̂ J e n to n c e s  e x i s t e  una  f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de E ,

( e . ) .   ̂ .p, t a l  que e . ( E )  = F.  p a r a  to d o  i  G I .1 1 G X ^ 1 1 ^

( i i )  R e c ip ro c a m e n te ,  s i  e x i s t e  una  f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de 

E , (e%)^ ^ ^ , t a l  que p a r a  t o d o  x g E , x = ^ Z ^  e ^ ( x ) ,  e n to n c e s  E es  suma d i ­

r e c t a  de l a  f a m i l i a  de subsem im ôdu los  ( e %( E) ) ^   ̂ ^

Probemos ( i ) ,  s e a  V x g E,  e^ x  = x ^ , x^ com ponente  de i n d i c e  i  de x ;  

e ^ G End( E) ,  V i  G I , y s e  v e r i f i c a :

V i  G I  , e . e . x  = e . x .  = x .  = e . x  ;1 1  1 1  1 1

S I

( I, i f i,
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entoncG

e . e . x  = e . x .  = o
3 1  3 1

D e m o s tra c io n  de ( i i ) :  l lam em os e ^ ( E)  = , m^ : F^ E , in m e r s io n ,

S i

e . x  = X .  & F . 
1 1 1

como :

e . e . x  = e . x  , V x € E
1 1  1

r é s u l t a  :

e . x .  = X .  , V X .  c  F .
1 1  1 1 1

e s . d e c i r :

^ i ^ ^ i  " ^ F .
1

de donde

s i  j . i  c I ,  j  i  i ,  e n to n c e s :  e . m.  = e . ( e . / F . )  = o , l u e g o  l a  f a m i l i a  ( e . ) . ^  ,/  ^ 3 1 3 1 1  1 1 G I
v e r i f i c a  t o d a s  l a s  c o n d ic i o n e s  e x p r e s a d a s  en  1 .  ( I V ) ; s e g u n  d i c h a  p r o p o s i c i e n  

1 ,  ( IV)<==> ( I ) ,  p o r  c o n s i g u i e n t e  E e s  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  ( F \ ) ^   ̂ ^ , 

c . q . d .

4 ) .  Si  ( e ^ ) ^  ^ p e s  una f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de E t a l  

que E = j, Z p e ^ ( E ) ,  e n to n c e s :

( i )  p a r a  to d o  1 g L , e^  e s  un endom orf ism o  n o rm a l  de E.
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( i i )  s i  (L ) e s  una  p a r t i c i ô n  de L y e = . ? . e ,  , e n to n c e sr r e R  ^ - ^ r i c L lr
(e  ) ^ e s  una f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de E t a l  que E = Z e (E) .

r  r  c R r  £ R
4 ) .  ( i ) :  l lam em os e ^ ( E)  = S ^ , V 1 L;  e v id e n t e m e n te ,

Kere^ = Z S ; s e a n  x ,  y dos e le m e n to s  de E t a i e s  que (1 )  e . x  = e ^ y ;
i  £ L , i  f  1

en v i r t u d  de 3 ( i i )  y de 1 ( I )  <==> ( I I ) ,  sabemos que x e y s e  pueden  e x p r e s a r

de un modo û n ic o  x = ( Z x . ) + x , y = ( Z  y . )  t  y . ;  como (1 )
i  £ L :  i  £ L ]
j  /  1 j  î' 1

e x  = X = e y = y ,  l la m a n d o  Z x .  = m e Kere , Z y .  = n € Kere , r e -
j  £ L  ̂ i  £ L ] ^
j  /  1 j  1

s u l t a  o b v io  que x + n = y + m , y  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  e^  (V 1 £ L) e s  un homomor­

f ism o  E -> E n o r m a l , c . q . d .

4 ) .  ( i i ) :  End( E)  e s  un s e m i a n i l l o  que s a t i s f a c e  SA4, SA5, SA6; p o r

e l l o  :

V r  = ( E e ) ( I e ) = Z e e = Z e = e
1 £ s  £ Ly ( l . s )  £ LyXLg 1 £ Ly

s i  r  ^ s ,  r ,  s c R, e n to n c e s :

e e = ( Z e ) ( Z e ) = Z e , e  = Z o = o , c . q . d
" 1 c L  ̂ p £ L p (l.p) £ L XL  ̂ Pr  s ^ r  s

5 ) .  S i  E e s  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  de subsem im ôdu los  ( F \ ) ^   ̂ ^ ,

e n t o n c e s :

( i )  p a r a  to d o  s u b c o n j u n t o  J  de I ,  Z F . e s  subsem im ôdulo  c e r r a d o  

de E. i   ̂  ̂ '

( i i )  dada  c u a l q u i e r  p a r t i c i ô n   ̂ ^  de I ,  E e s  suma d i r e c t a  de

l a  f a m i l i a  de subsem im ôdu los  (S ) , en  donde S = Z F . ;
r r c R ’ r  i c i ^

r
( i i i )  p a r a  c u a l q u i e r  p a r t i c i ô n  ^ ^  de I ,  S^ n  = 0 ,  en d o n d e ,

p , q  t  R, p ^ q ,  S = Z F . ,  V r  e R.
^  i c i  ^

r

5 ) .  ( i ) :  Caso de que J  0 o b i e n  J  = I ,  e l  e n u n c ia d o  s e  v u e lv e  t r i ­

v i a l ;  supongamos que J  C I ,  e s t r i c t a m e n t e , s e a  T = I  -  J ,  s e a  S = Z F . ,
^ i  € J  ^
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S = T. F. y s e a  (e  , e ) l a  f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de E t a l  
i  £ T ^

que e (E) = S , p = 1 , 2 ,  ( v ê a s e  3) y 4 ( i i ) ;  Kere = S = Z F . ,  e 
p p  i  c J  ^

e s  un endom orfism o de E y  s u  n û c le o  e s  ( § 3 ,  3 )u n  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de

E , c . q . d #

5) ( i i )  y ( i i i )  son  c o n s e c u e n c ia s  i n m e d ia t a s  de 1 ( I )  <==> ( I I )

6) Sea E suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  de subsem im ôdu los  ( F \ ) ^   ̂ ^ , 

d é s ig n é  (eu ^ ^   ̂ ^ l a  f a m i l i a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de E t a l  que e ^ ( E) =F^  

d é s ig n a  m  ̂ l a  in m e r s iô n  de F^ en  

I ,  l a  s u c e s i ô n  de hom om orfism os:

d é s ig n a  m  ̂ l a  in m e r s iô n  de F\ en  E , V i  £ I ;  p a r a  t o d a  p a r t i c i ô n  ( J , T )  de

Z m. Z e .

z E l i - l i  Z F .
i e J ^  i  € T ^

e s  e x a c t a .

S ig a m o s , p a r a  p r o b a r  6 , e l  mismo r a z o n a m ie n to  y l a  misma n o t a c i ô n  

que en 5 ( i ) ; l a  s u c e s i ô n  de hom omorfismos:

1̂ e
( 1 )  : 0 -T -  Sp —  E —  S^ —  0

en  d o n d e ,  m^ s i g n i f i c a  l a  in m e r s iô n  de S^ en E, e s  e x a c t a ,  pu es  Kereg = S ^ ,

m^ e s  monomorfismo y e^  ( p o r  s e r  e le m e n to  de un p a r  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s

de E, 4 ( i ) ) e s  e p im o r f is m o  n o rm a l ;  a h o r a  b i e n  m = Z m . , e = Z e . ,
i  £ J  ^ i  £ T ^

con l o  que queda  d e m o s t ra d o  e l  e n u n c ia d o .  O b s ê rv e s e  que a q u î  damos s e n t i d o  a

Z e . ,  aunque no s e a  suma de s o p o r t e  f i n i t o .
i  € T ^

Subsem im ôdulos s u p l e m e n t a r i o s  

D e f i n i c i o n e s

Decimos que l o s  subsem im ôdu los  F , G d e l  A-sem im ôdulo  E son  su p le m e n ­

t a r i o s  s i  y s o l o  s i  E e s  suma d i r e c t a  de F y G.

Decimos que e l  subsem im ôdu lo  F de E e s  sumando ( f a c t o r )  d i r e c t o  de E 

s i  y s o l o  s i  F a d m ite  un subsem im ôdu lo  s u p le m e n ta r i o  en  E.

Son c o n d ic i o n e s  n e c e s a r i a s  ( p e r o ,  en  g e n e r a l ,  no s u f i c i e n t e s )  p a r a  

que F y G s e a n  subsem im ôdu los  s u p l e m e n t a r i o s  en E que :

( I )  F , G s e a n  su b sem im ôdu los  c e r r a d o s  de E (en  v i r t u d  de 5 ,  ( i ) ) .
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( II )  F + G = E (en  v i r t u d  de 1 ( I I I )  3)

( I I I )  F n G = 0 (en  v i r t u d  de 5) ( i i i ) )

7 ) .  S i  F,  G s o n 'subsem im odu los  s u p l e m e n t a r i o s  en E y c e s  e l  homomor­

f ism o  c a n ô n ic o  c : E -> E / F ,  e n to n c e s  p = c / G,  e s  un iso m o r f is m o  p :  G ^  E /F

( i i )  S i  un subsem im ôdulo  F de E a d m i te  dos o mas subsem im ôdulos  su=

p l e m e n t a r i o s  en E, s e a n  G,H,L e t c . ,  e n to n c e s  e s t o s  son  i s o m o r fo s  e n t r e  s i .

Sea X un e le m e n to  a r b i t r a r i o  de E , sabemos que x s e  puede  e x p r e s a r  

de un modo û n ic o  x = x^ + Xg, x^ € F ,  Xg € G; s e  v e r i f i c a  cx=c(x^+X2)= cx2= p x ^ ; 

e s t o  q u i e r e  d e c i r  que p a r a  x € E, e s t o  e s ,  V ex  c E /F  e x i s t e  un û n ic o  x^ c G 

( l a  com ponente  de i n d i c e  2 de x )  t a l  que px^ = e x ,  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  p e s  un 

iso m o r f is m o

( i i ) :  s e a  c : E ^  E /F  e l  homomorfismo c a n ô n ic o ,  l a  p r o p o s i c i ô n  a n t e ­

r i o r  a f i r m a  que :

'c /G  = g e s  un i so m o r f i s m o  G E/F

c/H  = h e s  un i so m o r f i s m o  H ->■ E / F ,  e t c .

p o r  t a n t o ,  h ^ e s  un i so m o r f i s m o  G -+ H, c . q . d .

Es s a b id o  (N. B o u r b a k i , A l g è b r e ,  c h a p .  2 §1, nûm. 8) que l a  e x i s t e n -  

c i a  de un p r o y e c t o r  " e "  de un m ôdulo M e s  c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a ­

r a  que M s e a  suma d i r e c t a  de K e re ,  Ime. No o c u r r e  l o  mismo en  to d o s  l o s  A -sem i­

m ô d u lo s ,  como pondrem os de m a n i f i e s t o  a  c o n t i n u a c i ô n .

8) .  La e x i s t e n c i a  de un p r o y e c t o r  '"e" de un A-semimôdulo E t a l  que 

E = Kere + Im e, e s  c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a ,  p e r o  no s u f i c i e n t e  p a r a  que E s e a  s u ­

ma d i r e c t a  de K e r e , Im e .

Es c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a :  s e a  E suma d i r e c t a  de F, G;  p o r  3 ( I )  e x i s t e  

un p a r  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  ( e ^ x e g )  de E t a l  que e^^E ) = F , e 2(E)=G,  E=F+G;

a h o ra  b i e n ,  K ere^  = G, Kere^  = F ,  l u e g o  t a n t o  e^ como e^ son  p r o y e c t o r e s  de E

que cumplen E = K ere^ + Im e ^ , i  = 1 , 2 .

No e s  c o n d ic i ô n  s u f i c i e n t e :  s e a  E e l  U - s e m i r e t i c u l o  con mînimo x^=o , 

r e p r e s e n t a d o  a  l a  i z q u i e r d a ;  s e a n  i , j , k  € [ o , l , 2 , 3 ] ,

y s e a  " e ” l a  a p l i c a c i ô n  E -► E, ex^ = o ,  V i  € [ o , l , 2 , 3 ]

SYi = y ^ ,  idem  . S i  x^ u x^ = y .  = y%,

E E n to n c e s  s e  v e r i f i c a :

e ( x .  u X. )  = ex,  = o = e x .  u e x .
1 3 k 1 3

e ( y ^  u  Y j)  = ey^ = ^ ^ i ^ ^  ®^i  ^ j  ’
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e ( x . u  y . )  = e y .  = y . = e x .  u ey
1 ] ] ] 1

lu e g o  ”e" es  un endom orfism o de E. Kere = F = {x_} , Ime = G = (y%^ 0} , 

i  e [ o , l , 2 , 3 ]  ; E = F + G; "e"  es  p r o y e c t o r  de E t a l  que E = Kere + Ime y ,

s i n  em bargo , E no es  suma d i r e . c t a  de K e re ,  Ime, p u e s to  que :

Yi = y i  u X,

= ? !  u  %3 . %2 f  Xg

Como en e s t e  e je m p lo ,  F y G son  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E, t a i e s

que E = F + G y  F n G = 0 ,  y , '  s i n  em bargo , E no es  suma d i r e c t a  de F y G, p o -

demos e n u n c ia r

Las c o n d ic i o n e s  ( I ) ,  ( I I ) ,  ( I I I )

( I )  F,G son  subsem im ôdulos  c e r r a d o s  de E ,

( I I )  F + G = E

( I I I )  F n G = 0

no so n  s u f i c i e n t e s  p a r a  que E s e a  suma d i r e c t a  de F y G.

Là p r o p o s i c i ô n  8 nos  da l a  c o n d ic i ô n  n e c e s a r i a  p a r a  que E s e a  suma 

d i r e c t a  de dos subsem im ôdulos  F y G; s e  t r a t a ,  p u e s ,  a h o ra  de b u s c a r  c o n d i c i o ­

n e s  s u f i c i e n t e s  p a r a  que e s t o  o c u r r a .

D e f i n i c i ô n . -  Sea E un A -sem im ôdulo y S un subsem im ôdulo  de E; decim os

que S es  s i m p l i f i c a b l e  en  E s i  t o d a  i g u a l d a d  de l a  fo rm a:

x + s = y + s  , x , y e E ,  s C  S , i m p l i c a  x = y

S i  E es  s i m p l i f i c a b l e  en  E, e n to n c e s  dec im os s im p le m e n te  que E es

s i m p l i f i c a b l e , y e s t a  d e f i n i c i ô n  c o i n c i d e  con l a  dada  en §1. S i  S e s  s i m p l i f i ­

c a b l e  en E, e n to n c e s  S e s  s i m p l i f i c a b l e .

9 ) .  S i  e e s  un p r o y e c t o r  de E t a l  que E = Kere + Ime y que  Ime e s  s u b ­

sem im ôdulo  s i m p l i f i c a b l e  en E, e n to n c e s  E e s  suma d i r e c t a  de K e re ,  Ime.

P o r  s e r  ”e"  p r o y e c t o r  de E , s e  cumple ez = z , V z € Im e, y a  que  s i  

z = ex  e n to n c e s  ez = e ex  = ex  = z .  Sea  x £ E t a l  que x = x^ t  x ^ , x=y^ + y ^ ,

x ^ ,  y ^  £ K e re ,  x ^ , y^  £ Ime. E v id e n te m e n te ,  ex  = ex^ = Xg = ey^ = y ^ ; en
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v i r t u d  de l o  c u a l  s e  puede  e s c r i b i r  x = + Xg = + Xg' como Ime e s  s i m p l i ­

f i c a b l e  en E, de l a  u l t i m a  i g u a l d a d  deducim os x^ = , e s t o  e s ,  que E e s  suma

d i r e c t a  de K e re ,  Ime. c . q . d .

10) ( C o r o l a r i o  de 9)

S i  "e"  es  un p r o y e c t o r  d e l  A-semimôdulo E t a l  que E = Kere + Ime y 

( I )  Ime ç  Z ( s i g n i f i c a d o  de Z en §2 ,16 ) o b i e n  ( I I )  E e s  sem im ôdulo  s i m p l i f i c a ­

b l e ,  o b i e n  ( I I I )  E e s  s a -m ô d u lo  (o un A -m ôdu lo ) ,  e n to n c e s  " e ” descompone a E 

en suma d i r e c t a  de K e r e , Ime.

P a r a  p r o b a r  10 b a s t a  t e n e r  en  c u e n ta  9 y que Z e s  subsem im ôdu lo  s im ­

p l i f i c a b l e  en E.

1 1 ) .  Sea " e '  un p r o y e c t o r  d e l  A-semimôdulo ( a r b i t r a r i o )  E ( i ) .  Puede 

o c u r r i r  a )  que E i  Kere + Im e, y b )  que "e"  s e a  endom orfism o a n o rm a l .

( i i ) .  S i  E = Kere + Im e, e n to n c e s  "e"  e s  endom orfism o n o r m a l .  S i  ’’e ”

e s  p r o y e c t o r  n o rm a l  de E , e n to n c e s  E = Kere + Ime.

( i i i )  La s u c e s i ô n  de homomorfismos (m, i n m e r s i ô n ) .

( s  ) : 0
m e 

Kere E Ime 0

e s  c e r r a d a .  S i  E = Kere + Im e, e n to n c e s  ( s )  e s  e x a c t a .  S i  ( s ) es :  e x a c t a ,  e n ­

to n c e s  E = Kere + Ime.

M ostremos 11 ( i )  con ayuda  d e l  U - s e m i r e t i c u l o  con mînimo x^ = o r e p r e ­

s e n ta d o  a  l a  i z q u i e r d a .  D ef in im os  l a  a p l i c a c i ô n  e :E  E 

s i g u i e n t e  ep^ = x ^ , ex^  = x ^ ,  en  donde p d é s i g n a  i n d i s t i  

t a m e n te  a  l o s  e le m e n to s  x , y , z  de E y en  donde i  [ l , 2 , 3 ]  

" e ” e s  un p r o y e c t o r  de E , p u e s to  que s i  i , j e  [ o , l , 2 , 3 ]  ,

i  < i  , e n to n c e s  e (pu  u p^ ) = ep^. = x̂ . = x^U  x̂ . =ep^ u e

adem âs, e e p . = e x .  = x .  = e p . .  E v id e n te m e n te ,  Kere = 0 ,
] ] ] ]

Ime = {x_} , i  c [ o , l , 2 , 3 ]  , p o r  t a n t o  E i  Kere  + Ime; ”e '

e s  a no rm a l y a  que ez^  = ey^ = x ^ , y  p a r a  to d o  m,n e Kere = 0 : z^ u m ^ y ^ u  n .

( i i )  Sean x ,y  e E t a i e s  que ex  = ey = z ;  con l a s  h i p ô t e s i s  dadas  e s t o

i m p l i c a  x = z + m ,  y = z + n ,  m,n c K e re ;  de a q u î ,  ] m,n c K e re /  x+n=y+m(=z+m+n

p o r  c o n s i g u i e n t e  ”e ” e s  endom orf ism o  n o rm a l .

Sea " e ' p r o y e c t o r  n o rm a l  de E y s e a  x c E , ex  = z ;  como ez = z = e x ,  y

es  n o r m a l ,  deduc im os ^ m,n e K e r e /x  + m = z + n ,  e s  d e c i r ,  x € Kere + Ime.



— 87 —

( i i i )  e x p r e s a  de m anera  d i f e r e n t e  l o  mismo que a f i r m a  ( i i ) .

12 ) .  S i  E e s  un A-semimôdulo de l o n g i t u d  f i n i t a ,  suma d i r e c t a  de s u b ­

sem im ôdulos  E = © E. , e n to n c e s  e l  c o n ju n t o  J  = { i  £ I / E .  i  0} e s  f i n i t o
. . .  i  £ I  ^ ^y s e  v e r i f i c a :

lo n g (E )  > E l o n g ( E . )  = Z lo n g C E .)  (1 )
j  £ J   ̂ i c i

S i  E cumple l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ô l d e r , e n t o n c e s :

lo n g (E )  = Z l o n g ( E . )  ( 2 )
i c i  ^

En e f e c t o ,  s e a  J  = [ l , n ]  , y llam em os = .̂ ® ^ E^ , r  £ [ l , n ]  . 

E v id e n te m e n te :

L = L-l * Cr ' r ( L'd ; Fn = C % ?! = <3)

Como :

O ^ F  . F ->E 0 ,  V r  £ Fl ,n l 'r - 1  r  r  l > j

e s  s u c e s i ô n  e x a c t a  ( v e r  6 ( c o n v e n c iô n ,  F^ = 0 )) hacem os u so  de l a  p r o p o s i c i ô n  

§ 6 , 1 2 :

lo n g ( F p )  > lo n g (F p _ ^ )  + l o n g (E ^ )  , V r  £ [ l , n ]  (4 )

Sumando miembro a  miembro t o d a s  l a s  e x p r e s i o n e s  ( 4 )  y s i m p l i f i c a n d o , 

r é s u l t a  ( 1 ) ,  c . q . d .

En e l  c a so  de que E cum pla l a  c o n d ic i ô n  de J o r d a n - H ü l d e r ,  p o r  s e r  

V r  £ [ l , n ]  , F^ subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E 5 ( i ) ,  F^ l a  s a t i s f a c e  t a m b iê n ,  y ,  

p o r  c o n s i g u i e n t e ,  t o d a s  l a s  e x p r e s i o n e s  ( 4 )  son  i g u a l d a d e s , de donde se  d e d u ­

ce  ( 2 ) ,

O t r a  d e m o s t r a c iô n  de ( 1 ) :  Tenga F^ e l  mismo s i g n i f i c a d o  de a n t e s .

l a  s u c e s i ô n
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F = 0 C E , = E, C  F . C   C  F . C  F = Eo 1 1 2  n -1 n

n
e s  de cc ir .pos ic iôn  de E; en v i r t u d  de § 6 ,1 3 ,  s e  cumple l o n g (E )  ^ E l o n g ( F . /

i  = 1 ^
/ r \ _ . ) .  Segûn 7 ,  F . / F . _  E . ,  de d o n d e ,  l o n g ( F . / F .  ) = l o n g ( E . ) ,  V i e  [ l  ,n j  ,

J-.' ■ ! 1  «L  ^  1  ^  JL  JL
con l o  que se  o b t i e n e  ( 1 ) .



§ 10. SEMIMODULOS LIBRES

En e s t e  p a r â g r a f o , s a l v o  i n d i c a c i ô n  e x p r e s a  de l o  c o n t r a r i o , s u p o n -  

dremos que A es  un s e m i a n i l l o  /  0 con n e u t r o s  que s a t i s f a c e  SA6. Sea A^ e l  

A-semimôdulo A a l a  i z q u i e r d a ,  T un c o n ju n to  c u a l q u i e r a .

( T )A. s e r â ,  p o r  d e f i n i c i ô n ,  © H , en donde H = A . ,  p a r a  t o d o
1 / rn \  t  e i t  t l

t  e T. Sea j ^  : A^ ^  A^ l a  i n y e c c iô n  c a n ô n ic a  c o r r e s p o n d i e n t e  a  t  ( § 8) ,  y

l lam em os j  1 = e : e v id e n te m e n te  e = (ô ) ( ô ,  d e l t a  de K r o n e c k e r ) .  To-
t  t  P P

do e le m e n to  s de A^ > s = ( a ^ ) ^   ̂ ^ , y  p o r  t a n t o ,  s e  puede  p o n e r  en  l a  f o r ­

ma s = ^ Z ^ a ^ e ^ ,  suma de s o p o r t e  f i n i t o ,  de un modo û n i c o .

( T )Sea k l a  a p l i c a c i ô n  ( i n y e c t i v a )  k :  t  -► e_̂  de T en  A^ 

a p l i c a c i ô n  c a n ô n ic a .

(T) ,  I V v : - ‘i .  ■
1 ) .  E l  p a r  (A. , k )  e s  s o l u c i ô n  de un p ro b le m s  de a f i i ' ia ^ ç iô n .  u n iv e rV

 ̂ . . f  t  • ■ i. : j
s a l ;  e s t o  e s ,  p a r a  to d o  A-semimôdulo E a l a  i z q u i e r d a  y p a r a  ë p l f d e c ' i ô n , #

(T) '■ . • 7
f  : T ^  E , e x i s t e  un û n ic o  homomorfismo 1 : A^ -► E t a l  que

Sea f t  = X e E, V t  € T, l a  a p l i c a c i ô n  f ;  T E dadâ^^Ç&&sider^db&t
p a r a  t o d a  t  c T e l  homomorfismo 1 , l  a  = ax  , de A. en  E. § 8 ,1 )  n ô ë ^ à d ^ ^ u r a

( T )  ^que e x i s t e  un û n ic o  homomorfismo 1 : A .  - » - E , l =  Z 1 ,  t a l  que I j  a = l  a ,
1 t  € T

V t c  T,  V a  € A. P a r a  a  = 1 ob tenem os I j ^ l  = l e ^  = 1^1 = x ^ , e s  d e c i r ,  l k = f .

(T)S i  h u b ie s e  o t r o  homomorfismo 1 ’ : A^ -> E t a l  que l ' k  = f ,  e s t o  e s ,  

t a l  que l ' e ^  = x ^ , V t  e T,  e n to n c e s  l ' ( a e ^ )  = a l ' e ^  = a x ^ ,  e s  d e c i r ,

l ’ j ^ a  = l ^ a ,  V t c  T,  V a c A; en  v i r t u d  de § 8 , 1  1 ’ = 1 ,  de a h î  l a  u n i c i d a d  de

d ic h o  homomorfismo.

Se v e r i f i c a :

Dada una f a m i l i a  S = (x  ) de e le m e n to s  d e l  A-sem im ôdulo  a  l a  i z -
(T)ÇLuierda E, conocemos A. , l a  a p l i c a c i ô n  c a n ô n ic a  k ,  y l a  a p l i c a c i ô n  f  : T E ,
^ (T )

f t  = x ; 1) nos  a s e g u r a  l a  e x i s t e n c i a  de un û n ic o  homomorfismo 1 : A.  E t a l
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que :

K  E a e ) = E a x , a c A 
t  c T t G T

p o r  e l l o  l la m a re m o s  a ’1" homomorfismo d e te rm in a d o  p o r  l a  f a m i l i a  S de E , y 

d i re m o s  que l a  s u c e s i ô n  c e r r a d a :

(T) 10 -4- K e r l  ^  A.  ̂ ^  E 
1

e s t a  d e te r m in a d a  p o r  l a  f a m i l i a  S de E.

•E v id e n te m e n te :

Im l = {x e E /x  d e p .  A - l i n .  de S} = L(S)

K e r l  = { ( a  ) _ £ A^^^/  E a x = o}
x u  1 t  £ T

C o n s e c u e n c ia  de l a  p r im e r a  de e s t a s  dos i g u a l d a d e s  e s  que 2 )

S = ( x ^ ) ^   ̂ ^ e s  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  d e l  A-sem im ôdulo E <==> 1 ,  h o m o m o rf is ­

mo d e te r m in a d o  p o r  S , e s  un e p im o r f is m o  <==> l a  s u c e s i ô n :

(T) 10 -4- K e r l  A^ ->■ E ->• 0 e s  c e r r a d a

Sea S = ( x ^ ) ^   ̂ ^ una  f a m i l i a  de e le m e n to s  d e l  A-sem im ôdulo  E y 1 e l

homomorfismo d e te r m in a d o  p o r  S. Decimos de un e le m e n to  x de E que depende  l i -

n e a lm e n te -A  de S de un modo û n ic o  s i  x depende  l i n e a l m e n t e  -A de S ( § 2 , 2 )  y

to d a  r e l a c i ô n  de l a  form a x = E a  x = E b x i m p l i c a  a  = b ,
V t  c T t  c T ^ t  € T t  t  t  t

D e f i n i c i o n e s

S e s  f a m i l i a  l i b r e  de E <==> 1 e s  un m onomorfismo.

S e s  b a s e  de E <==> 1 e s  un i s o m o r f i s m o .

R e s u l t a n  in m e d ia ta m e n te  l a s  s i g u i e n t e s  e q u i v a l e n c i a s :

3 ) .  S e s  f a m i l i a  l i b r e  de E <==> to d o  e le m e n to  de L( S)  depende  - l i n e a l -  

m ente  A de S. de un modo û n i c o .
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S es  b a s e  de <==> to d o  e le m e n to  de E depende  l i n e a l m e n t e  A de S de 

un modo û n ic o  <==> S e s  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  y f a m i l i a  l i b r e  de E.

D e f i n i c i ô n . -  E e s  un A-semimôdulo l i b r e  <==> E p o s e e  una b a s e .

Sean N , P, Z, e l  s e m i a n i l l o  de l o s  e n t e r o s  no n e g a t i v o s ,  e l  s e m ia ­

n i l l o  d e f i n i d o  en § 2 , 1 3 ,  e l  a n i l l o  de l o s  e n t e r o s ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  De 3) y 

de l a s  d e f i n i c i o n e s  c o r r e s p o n d i e n t e s , s e  d ed u c e :
n^

4 )  Un N^-sem im ôdulo  l i b r e  E (en  donde nx  = x + . . .  + x ,  ncN , x c E 

e s  un sem ig ru p o  a b e l i a n o  con n e u t r o  l i b r e .

Un P-sem im ôdulo  l i b r e  es  un U - s e m i r e t i c u l o  con mînimo ( u n n - s e m i r e -  

t î c u l o  con mâximo) l i b r e .

Un A-semimôdulo l i b r e ,  en  donde A e s  un a n i l l o  con e le m e n to  u n i d a d , 

e s  un A-môdulo l i b r e  ( 2 ,  15 y N. B o u rb a k i ,  A lg ,c h  2 ,  1 ,  n i l ) .
n

Un Z-sem im ôdulo  l i b r e  E (e n  donde nx = x + .V. + x , n c N  , x c E ) ,  

e s  un g ru p o  a b e l i a n o  l i b r e .

D e f i n i c i o n e s

Diremos que un e le m e n to  x d e l  A-semimôdulo E e s  l i b r e  s i  l a  f a m i l i a

( x )  de E e s  l i b r e .  S i  B = (x  ) e s  una b a s e  de E y x € E , x= Z a x
^  t  £ T

l la m a re m o s  a ' 'a^"  com ponente o c o o rd e n a d a  de i n d i c e  t  de x con r e s p e c t o  a B.

La f a m i l i a  S de e le m e n to s  de E es  l i g a d a  s i  S no e s  f a m i l i a  l i b r e  de E.

5 ) .  Sea E un A -sem im ôdulo , s e  cum ple: .

( i ) Toda s ü b f a m i l i a  de una f a m i l i a  l i b r e  de E e s  l i b r e .

( i i )  P a r a  que S s e a  f a m i l i a  l i b r e  de E es  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que 

t o d a  s ü b f a m i l i a  f i n i t a  de S s e a  l i b r e .

( i i i )  P a r a  que S s e a  f a m i l i a  l i b r e  de E es  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que 

o c E dependa  l i n e a l m e n t e  A de S de un modo û n ic o  y que e l  homomorfismo d e ­

t e r m in a d o  p o r  S s e a  n o rm a l .

( i v )  S i  l a  f a m i l i a  ( x ^ ) ^   ̂ ^ de E e s  l i b r e ,  e n to n c e s  x^ /  Z

P ^ t  
d e r a .

(v )  E l  e le m e n to  x de E e s  l i b r e  s i  y s ô l o  s i  t o d a  r e l a c i ô n  de l a  f o r -

en p a r t i c u l a r  , V t , p e T , t / p .  La r e c i p r o c a  no e s  v e r d a d e r a .

ma ax  = b x ,  a , b  c A, i m p l i c a  a  = b .

( v i )  E l  o c E no p e r t e n e c e  a n in g u n a  f a m i l i a  l i b r e  de E .

( v i i )  Un A-semimôdulo l i b r e  puede c o n t e n e r  e le m e n to s  que no s e a n  l i b r e s
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( v i i i )  S i  n in g û n  e le m e n to  de E es  l i b r e ,  e n to n c e s  E no es  l i b r e .

( i x )  Puede o c u r r i r  que to d o s  l o s  e le m e n to s  d i s t i n t o s  de o de un

A-semimôdulo E s e a n  l i b r e ,  y ,  s i n  em bargo , E no s e a  l i b r e .

5 ) .  ( i ) :  Sea S una f a m i l i a  l i b r e  de E y W s u b - f a m i l i a  de S. V xcL(W) 

depende  l i n - A  de S de un modo û n i c o , p o r  t a n t o , depende  l i n - A  de W de un modo 

û n i c o ,  e s t o  e s ,  W es  f a m i l i a  l i b r e  de E.

( i i )  : En ( i )  s e  ha p ro b ad o  que t o d a  s u b - f a m i l i a  de una f a m i l i a  l i ­

b r e  S de E es l i b r e ,  a f o r t i o r i ,  t o d a  s u b - f a m i l i a  f i n i t a  de S e s  l i b r e .  Supon­

gamos a h o r a  que to d a  s u b - f a m i l i a  f i n i t a  de S = ( x ^ ) ^   ̂ ^ e s  l i b r e  y que S no

f u e s e  l i b r e .  En t a l  c a s o  e x i s t i r î a  un x £ L ( S ) ,  de modo que

X = E a X = E b X , 3 k € T /a  /  b 
t  c T t  c T

Sean :

U = {x^ c S /a ^  /  o} , V = {x^ € S /b^  /  o}

U, V son  s u b - f a m i l i a s  f i n i t a s  de S ,  ta m b iê n  W = U u V; x c L(W) y x no depende  

l i n - A  de W de un modo û n i c o ,  l u e g o  W s é r i a  f a m i l i a  l i g a d a ,  c o n t r a d i c c i ô n .

( i i i )  S = ( x ^ ) ^   ̂ ^ e s  f a m i l i a  l i b r e  de E <==>

<==> 1 ,  homomorfismo d e te r m in a d o  p o r  S , e s  un monomorfismo <==>

<==> K e r l  = 0 y 1 es  homomorfismo n o rm a l .

Ahora b i e n ,  K e r l  = 0 <==> t o d a  r e l a c i ô n  de l a  fo rm a  Z a x = o =
t  € T

= Z ox i m p l i c a  a = o V t  e T <==> o £ E depende  l i n - A  de S de un modo 
t  G T 

û n i c o .

( i v )  Dada S = (x  ) , f a m i l i a  de E , s i  f u e r a  x = Z a x ,
t  t  e 1 t  p e T P P

p /  t

e n to n c e s  x^ no depende  l i n . - A  de S de un modo û n ic o  y S s é r i a  f a m i l i a  l i g a ­

da de E , c o n t r a  l o  s u p u e s t o .  La r e c i p r o c a  no es  v e r d a d e r a  p o rq u e  d e l  hecho 

de que to d o  e le m e n to  de S dependa  l i n . - A  de S de un modo û n ic o  no s e  c o n c lu -

ye que to d o  e le m e n to  de L(S)  dependa  l i n . - A  de S t a m b iê n  de un modo û n ic o .

( v )  D e c i r  que x £ E e s  l i b r e  e s  t a n t o  como a f i r m a r  que V z £ L(x)  

depende l i n . - A  de ( x )  de un modo û n i c o ,  l o  que é q u i v a l e  a  e s t o  o t r o :  t o d a  r e -
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l a c i ô n  de l a  form a z = ax  = bx i m p l i c a  a  = b .

( v i )  E l  o G E no e s  e le m e n to  l i b r e  de E p o rq u e  V a , b  c A, a ^ b

ao = bo = o ( v ) ;  un e le m e n to  no l i b r e  de E no puede  p e r t e n e c e r  a  n in g u n a  f a ­

m i l i a  l i b r e  de E ( p o r  i ) .

( v i i )  Sea A un s e m i a n i l l o  con d i v i s o r e s  de c e ro  nm = o ,  n /  o ,  m/ o

Aj, e s  un A-semimôdulo l i b r e  y m no e s  un e le m e n to  l i b r e  de A^ y a  que nm=om,

n /  o ,  ( v e r  v ) .

( v i i i )  S i  E f u e s e  l i b r e ,  p o s e e r î a  una  b a s e  B y t o d o s  l o s  e le m e n to s  

de B s e r î a n  l i b r e s ,  c o n t r a  l o  s u p u e s t o .

5 ) .  ( i x )  Sea R e l  s e m i a n i l l o  de l o s  num éros r a c i o n a l e s  no n e g a t i v o s .

R es  un N -sem im ôdulo  en e l  que cada  e le m e n to  d i s t i n t o  de o e s  l i b r e .  R no es  o ^
un N^-sem im ôdulo  l i b r e  p o rq u e  e l e g i d o s  p , q  c R, p /  q ,  p = a / b , q = c / d ,  

a , b , c , d  e N, e n to n c e s  ac  c L ( p , q )  y ac  = bcp  = a d p , e s  d e c i r ,  ( p , q )  e s  f a m i l i a

l i g a d a ;  p o r  o t r a  p a r t e  V p e  R, (p )  no es  b a s e  de R, y a  que L( p)  c  R,  e s t r i c t a ­

m ente  .

Convenimos L( 0)  = 0 ,  ^ E^ = 0 ;  de a q u î  r é s u l t a  que l a  s u b - f a m i ­

l i a  v a c î a  de una  f a m i l i a  l i b r e  S d e l  A-sem im ôdulo  E es  l i b r e ,  y a  que e l  h o ­

momorfismo d e te rm in a d o  p o r  l a  s u b - f a m i l i a  v a c î a ,  1:A^ = 0 ->■ E e s  un monomor­

f ism o  y un i so m o r f is m o  de 0 s o b re  L( 0)  = 0 ,  p o r  e l l o  l a  s u b - f a m i l i a  v a c î a  es

b a s e  d e l  subsem im ôdulo  0 de E.

6) .  Sea E un A-semimôdulo l i b r e  de b a s e  B = ( x ^ ) ^   ̂ ^ y s e a

S = ( y ^ ) ^   ̂ P una  f a m i l i a  de e le m e n to s  d e l  A-sem im ôdulo F .

E x i s t e  un û n ic o  homomorfismo f :  E ^  F t a l  que f ( Z a x ) = Z a y
t c T  t  € T

S i f  es

/ e p im o r f is m o

monom orfism o, e n to n c e s  S es  

iso m o r f is m o

's i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  

f a m i l i a  l i b r e  de F

b a s e

Sean 1 ,  1 ' l o s  homomorfismos d e te r m in a d o s  p o r  B y S. P o r  s e r  1 un

iso m o r f i s m o  y en v i r t u d  de §3 ,1 6  e x i s t e  un û n ic o  homomorfismo f :  E F t a l

que f l  = 1 '  e s t o  e s ,  t a l  que f ( Z a. x ) = Z a y . Como f  1 = 1 ' s e  v e -
t e T  t c T

r i f i c a n  l a s  e q u i v a l e n c i a s ;  f  e p im o r f ism o  (m onom orfism o) <==> 1 ' e p im o r f is m o

(m o n o m o rf ism o ) .

7 ) .  Sea E suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  de A -sem im ôdulos a  l a  i z q u i e r -  

da (E ) . Si S es  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  ( f a m i l i a  l i b r e ,  b a s e )  de E p a -
  _L J_ € L --------  X  -  '   -         —  - JL ----------
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ra todo I t  L, entonces S = ^ U  ^ (siendo -> E , inyecciôn ca­
nônica) es sistema de generadores (familia libre, base, respectivamente) de 
E y reciprocamente.

( S )Si g^ es el homomorfismo determinado por S^^, ĝ  ̂ : 1 E , enton­
ces g = 1 @ ^ g^ es el homomorfismo determinado por S ,

g : © A^Sq) = ^ © E = E
1 € L ^ ^ 1 £ L

y reciprocamente, como fâcilmente se puede comprobar. Se cumplen las equivalem- 
cias :

f epimorfismo
V 1 £ L, g^ j <==> V i c  L, la sucesiôn

Lmonomorfi smo

A. —  E, -> 0, cerrada
^ ( S i )  S i  0̂ ->■ A^ —  E ^ , exacta

/ ' ^ ( S ) S  .'  epimorfismoA^ -4- E -4- 0 , cerrada

(S)  g <==> 2 Gs(0 ^ A^ -4- E , exacta monomorfismo

Como e l  p r o d u c to  d i r e c t o  de un numéro f i n i t o  de A -sem im ôdulos a  l a  

i z q u i e r d a  es  i g u a l  a  l a  suma d i r e c t a  de d i c h o s  s e m im ô d u lo s , l a  p r o p o s i c i ô n  

a n t e r i o r  e s  v a l i d a  ta m b iê n  s i  E es  p r o d u c t o  d i r e c t o  de l a  f a m i l i a  f i n i t a  

( E^) q   ̂ ^ . O t r a  c o n s e c u e n c ia  de l a  p r o p o s i c i ô n  7 es  que l a  suma d i r e c t a  de 

una f a m i l i a  de A -sem im ôdulos  l i b r e s  e s  un A-sem im ôdulo l i b r e .

8) Sea E suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  de subsem im ôdu los  ( F \ ) ^  _ . S i------------------------------------------------------------------------------------------    1 1 Ç L ---------
^  e s , p a r a  to d o  1 € L , s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  ( f a m i l i a  l i b r e ,  b a s e )  de ,

e n to n c e s  S = U  ^1®  ̂ s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  ( f a m i l i a  l i b r e ,  b a s e )  de E y r e -
_  1 e L
c i p r o c a m e n t e .

La d e m o s t r a c iô n  r é s u l t a  de 7 , 6 . ,  y de c o n s i d e r a r  que e l  homomorfismo

d e te rm in a d o  p o r  S e s  mg, en donde g = © g (g  , homomorfismo d e te rm in a d o
1  e  L

p o r  S ) ,  m = Z m (m : E E , i n m e r s i ô n ) ,  s i e n d o  m un i s o m o r f i s m o .
1 e L

Notemos que l o s  e n u n c ia d o s  r e c î p r o c o s  de 7. y 8 , p r e s u p o n e n  que l a

f a m i l i a  S de E s e a  de l a  fo rm a \ j  j (S ), (j S , en donde S ha  de s e r
1 £ L  I C L

f a m i l i a  de e le m e n to s  de E ^ , F ^ , r e s p e c t i v a m e n t e .  (O b s ê rv e s e  que no t o d a  f a m i l i a

de e le m e n to s  S de E es  de e s a  f o rm a ) .
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En l o s  sem im ôdulos cabe  d é f i n i r  dos t i p o s  d i f e r e n t e s  e n t r e  s i  de f a ­

m i l i e s  l i g a d a s . Sea ( x ^ ) ^   ̂ ^ = S una f a m i l i a  de e le m e n to s  de E y l e l  homomor- 

f ism o  d e te rm in a d o  p o r  S. Decimos que S e s  f a m i l i a  n - l i g a d a  s i  K e r l  i  0 ;  d é c i ­

mes que S e s  f a m i l i a  c - l i g a d a  s i  1 e s  homomorfismo r e d u c t i v e  ( e s t e  e s ,  K erl=0  

y 1 e s  a n o rm a l ) .

E v id e n te m e n te  t e d a  f a m i l i a  l i g a d a  de E e b i e n ' e s  n - l i g a d a  e b i e n  c -

l i g a d a ,  ne  p u d ie n d e  s e r  ambas c e s a s  a  l a  v e z ;  p e r  e l l e  e s t a s  d e f i n i c i e n e s  e r i

g in a n  una  c l a s i f i c a c i ô n  d e l  c e n j u n t e  de t e d a s  l a s  f a m i l i a s  l i g a d a s  de E. Se

v e r i f i c a n  l a s  e q u i v a l e n c i a s :

S e s  f a m i l i a  n - l i g a d a  de E <==> e € E ne depende  l i n - A  de S de un mo­

de û n i c e .

S es  f a m i l i a  c - l i g a d a  de <==> e £ E depende  l i n - A  de S de un mode 

û n i c e  y e x i s t e ,  a l  m e n e s , un e le m e n te  x ^ e de L( S)  que ne depende  l i n . A  de S 

de un mode û n i c e .

9 ) .  Sea E suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  de A -sem im ôdules  ( E^ ) ^   ̂ ^ ,

(L /  0 , E /  0 ) ,  S  ̂ f a m i l i a  de e le m e n to s  de E  ̂ , S = U  î i CS ^ ) ,
1 -  1 £ L

P = fn £ L/S e s  familia libre de E }P P
Q = {q £ L /S^ e s  f a m i l i a  n - l i g a d a  de E^}

R = { r  e L /S^  e s  f a m i l i a  c - l i g a d a  de E^}

( i )  P a r a  que S s e a  f a m i l i a  n - l i g a d a  de E es  n e c e s a r i e  y s u f i c i e n t e

que Q ^ 0 .

(ii) Para que S sea familia c-ligada de E es necesarie y suficiente 
que R ^ 0 y que P -t- R = L.

Llamemes g al hememerfisme determinado per S ; g = © g es el he-
1 L

memerfisme determinado per S.

(i) Ceme Kerg = © Kerg ( § 8 , 4  ( IV) ) ,  para que Kerg ^ 0 es necesa-
1 £ L

rie y suficiente que exista un 1 £ L tal que Kerg^ i  0 ,  este es, Q ^ 0.

(ii) Para que g sea anormal es necesarie y suficiente que exista, al
menes, un 1 £ L tal que g sea anormal ( § 8 , 4  (V));para que Kerg = 0 es necesa-

1
rie y suficiente que Kerg^ = 0 ,  V 1 £ L, de aquî se deduce el enunciade.

La prepesiciôn anteriortambiën es valida si E es suma directa de la
familia de subsemimôdules (EL) y si S = U  S

^ ^ ^ 1 € L ^

Segûn se ha dicho al principle de este parâgrafe, case de que A sea
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un s e m ic in i l lo  con n e u t r e s  que s ' ^ t i s f a c e n  SA6 , t e d e  e le m e n te  s d e l  A-semimo-
( T )d u le  a l a  i z q u i e r d a  A. s e  puede  p e n e r  de un mode û n i c e  s = E a  e  ,
^ t  e T

s i e n d e  e = j  1 ;  e s t e  q u i e r e  d e c i r  que c u a l q u i e r a  que s e a  e l  c e n j u n t e  T ,
( T ) ' ^ ^A: e s  A -sem im odule  l i b r e  de b a s e  (e  ) . S i  en l u g a r  de e s c r i b i r  l e s
1 (Y) t  t  € i

e le m e n to s  de A. en l a  fe rm a  Z a e , l e s  e s c r i b i m e s  en  e s t a  e t r a
(T) t  € T

Z a t ,  l la m a re m e s  a A. A -sem im ôdule  ( l i b r e ,  a  l a  i z q u i e r d a )  de l a s  
t  c T ^
c e m b in a c ie n e s  l i n e a l e s  f e r m a l e s  de l e s  e le m e n to s  de T cen c e e f i c i e n t e s  en A, 

e ' ta m b ië n  l e  l la m a re m e s  A -sem im ôdule  ( l i b r e )  a  l a  i z q u i e r d a  de b a s e  T.

D e f i n i c i e n e s

E , A -sem im ôdule  de t i p e  f i n i t e  <==> E p e s e e  un s i s t e m a  f i n i t e  de ge 

n e r a d e r e s ’

A -sem im ôdule  n e e t h e r i a n e  <==> t e d e  subsem im ôdu le  de E e s  de t i p e

f i n i t e .

A,

n e e t h e r i a n e .

s e m i a n i l l e  n e e t h e r i a n e  a l a  i z q u i e r d a  <==> A^ e s  un A -sem im ôdule

Sabemes que un s e m ig ru p e  a b e l i a n e  S puede  s e r  c e n s i d e r a d e  ceme un 

N ^-sem im ôdule  F ( § 2 ,  1 2 ) ;  d i re m e s  que S es  de t i pe  f i n i t e  ( n e e t h e r i a n e ) s i  

F e s  N ^-sem im ôdule  de t i p e  f i n i t e  ( n e e t h e r i a n e ,  r e s p e c t i v a m e n t e ) .  E s t a s  des  

u l t i m a s  d e f i n i c i e n e s  c e i n c i d e n  cen  l a s  h a b i t u a l e s  p e rq u e  t e d e  s u b s e m ig ru p e  

cen  n e u t r e  de S ’ ( s e m ig ru p e  que r é s u l t a  de a d j u n t a r  e l  n e u t r e  a  S) e s  s u b s e ­

mimôdule de F y r e c i p r e c a m e n t e .

1 0 ) .  Tede A -sem im ôdule  E e s  i s e m e r fe  a  un sem im ôdule  c e c i e n t e  de un 

A-sem imôdu l e  l i b r e  L p e r  una c e n g r u e n c i a  R en L: E L/ R.  S i  E e s  de t i p e  f i ­

n i t e ,  e n t e n c e s  e x i s t e  un A -sem im ôdule  l i b r e ^  de b a s e  f i n i t a  t a l  que E 'Pi L/R 

y r e c i p r e c a m e n t e .

( S )Sea  S un s i s t e m a  de g e n e r a d e r e s  de E ,  g :  A. E e l  e p im e r f is m e
^ ( S )d e te rm in a d o  p e r  S y R l a  c e n g r u e n c i a  a s e c i a d a  a g en  A. , l a  b i y e c c i ô n  a s e -

( S ) ^c i a d a  a g e s  un i s e m e r f i s m e  A^ /R  E.

S i  E e s  de t i p e  f i n i t e  y S e s  un s i s t e m a  f i n i t e  de g e n e r a d e r e s  de E ,
(S )

A. p e s e e  una  b a s e  f i n i t a ;  s i  L e s  sem im ôdule  l i b r e  de b a s e  f i n i t a  B y 
6L L/R -)■ E, c e s  e l  hem em erfism e c a n ô n i c e ,  g i s e m e r f i s m e ,  e n t e n c e s  3c(.B) e s  

s i s t e m a  f i n i t e  de g e n e r a d e r e s  de E.

S i m i l i t u d  de f a m i l i a s  -de E.

En l e  que s i g u e  y m i e n t r a s  ne  s e  h a g a  m enciôn  e x p r e s a  de l e  c e n t r a -
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r i o ,  s on d re  mo s que nos r e f e r i m o s  a A-sem im ôdulos no n e c e s a r i a m e n t e  l i b r e s .

Se e n t e n d e r â  p o r  ' f a m i l i a  ’ d e l  A-semimôdulo E una f a m i l i a  de e le m e n to s  de E 

no v a c î a .  Sea I e l  c o n ju n t o  de t o d o s  l o s  e le m e n to s  d e l  s e m i a n i l l e  SA4-SA6 A 

que p e s e e n  i n v e r s e  en  A, I ne  e s  v a c î e ,  p u e s t e  que p e r  l e  menes l e  L; I  e s  

s u b g ru p e  d e l  s e m ig ru p e  m u l t i p l i c a t i v e  A. A c e n t i n u a c i ô n  i n t r e d u c i m e s  c e n c e p -  

t e s  que s e r â n  u t i l e s  p a r a  e n u n c i a r  c i e r t a s  p r e p e s i c i e n e s .

Dadas des  f a m i l i a s  X = ( x }  , Y = {y } d e E ,  déc im és  quep p £ r .  q q e o
Y e s  s i m i l a r  a X e que X,Y son  s i m i l a r e s  s i  y s o l e  s i  V p e P:

y / \ = a X , a e l ,  s : P - > Q ,  b i y e c c i ô n  de P s o b re  Q. En e l  c a -^ s ( p )  p p p
s e  p a r t i c u l a r  de que V p e P, a  = 1 ,  Y e s  una p e rm u ta c iô n  de X e se  e b t i e n e

p e r  p e rm u ta c iô n  de X. A l a  r e l a c i ô n  e n t r e  f a m i l i a s  de E a n t e s  d e f i n i d a  l a  l l a ­

maremes de s i m i l i t u d ,  YSY, s i g n i f i c a r a  que X,Y son  s i m i l a r e s .  Se cum ple .

11) ( i )  La r e l a c i ô n  de s i m i l i t u d  e n t r e  f a m i l i a s  de E e s  una r e l a c i ô n  

de e q u i v a l e n c i a .

( i i )  S i  f :  E -> F e s  un hem em erfism e de A -se m im ô d u le s ,  X,Y son  f a m i l i a s  

s i m i l a r e s  de E, e n t e n c e s  f ( X ) ,  f ( Y)  son  f a m i l i a s  s i m i l a r e s  de F. Diche b rev em en -  

t e , l a  s i m i l i t u d  de f a m i l i a s  s e  p r é s e r v a  m e d ia n te  l e s  h e m e m e r f is m e s .

( i i i )  S i  X e s  ■ l 's i s te m a  de g e n e r a d e r e s  de E , e n te n c e s

■j f a m i l i a  l i b r e  

(b a s e

c u a l q u i e r  e t r a  f a m i l i a  Y de E que s e a  s i m i l a r  a  X es s i s t e m a  de g e n e r a d e r e s  de E 

f a m i l i a  l i b r e  

(.base

E s t a s  p r e p e s i c i e n e s  pueden  c e m p re b a rse  d i r e c t a m e n t e . 

g - a u t e m e r f i s m e s  d e l  A-sem im ôdule  l i b r e  E .

C e n s id e r a re m e s  de a h e r a  en a d e l a n t e  que X = {x } e s  una b a s e  de E:
p p c P

c u a l q u i e r  e t r a  f a m i l i a  Y = '(^s (p  ) ^ s ( p  ) ^p e P ’ p e rm u ta c iô n  de P ,  a^^^^  e I ,
V p e P ) ,  e s  s i m i l a r  a X, y p e r  t a n t e  b a s e  de E, l a  a p l i c a c i ô n  x ^  a , . x  ;

p s lp v  p
V p € P ,  puede  s e r  e x t e n d i d a ,  segûn  §10, 6 , a un A -a u te m e r f is m e  de E; a  e s t e  

a u te m e r f i s m e  de E, que queda  d e te rm in a d o  p e r  X, s ,  y l a  a p l i c a c i ô n :

.T : P I

" p "  ^ s ( p )  - p '  p 

l e  l la m a re m e s  g - a u t e m e r f i s m e  de E r e l a t i v e  a  X, y l e  d e s ig n a r e m e s  En g e n e ­
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ral, S- itoinorfismo de E sera un A-automorfismo de E que transforme alguna 
base de E en otra similar a ella. (Obsêrvese que los 6-automorfismos de E for- 
man tan solo una parte del grupo Aut^(E))*

12). Sea X una base de E ; para todo 6-automorfismo relative a X, 
7T^, y para teda base Y similar a X, se cumple:

( i i )  S i YSX y ïï^ e s  un g - a u te m e r f i s m e  de E r e l a t i v e  a X, e x i s t e  un 

g - a u t e m e r f  ism e de E r e l a t i v e  a Y , s e a  , t a l  que Py ” , V x € E.

( i i i )  E l  c e n j u n t e  de t e d e s  l e s  3 - a u t e m e r f i s m e s  de E r e l a t i v e s  a  una 

b a s e  f i j a  X de E es  un g ru p e  ( r e s p e c t e  d e l  p r e d u c t e  de a p l i c a c i e n e s ) , que  r e -  

p r e s e n t a r e m e s  g - Au t ^ ( E , X ) ,  s u b g ru p e  de Au t ^ ( E) .

( i v )  Si  YSX, e n t e n c e s  3-A ut (E, Y)  = g -A ut ( E , X) .

Prebem es 12 ( i ) :  de YSX y de 11 ( i i )  s e  deduce  ïï (Y)S ceme 

TTj^(X)SX y S es  r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a ,  s e  e b t i e n e  e l  e n u n c ia d e .

12) ( i i )  r é s u l t a  de l e  a n t e r i o r ,  p ues  s i  YSX, e n t e n c e s  m^XY)SY; 

e x i s t e ,  p e r  c e n s i g u i e n t e , un g - a u te m e r f i s m e  r e l a t i v e  a Y, s e a  p ^ ,  t a l  que

Py(Y)  = %x(Y)

( i i i )  l a  c e m p e s ic iô n  de des  g - a u te m e r f i s m e s  de E , r e l a t i v e s  a  X,

X , 7T , e s  e t r e  g - a u te m e r f i s m e  r e l a t i v e  a X, en  e f e c t e :  Sea X (X) = Y, e n t e n ­

c e s  YSX, p e r  ( i i )  sabemes que e x i s t e  un p^ € g - Au t ^ ( E , Y)  t a l  que Py = 

a s î  p u e s ,  X^XX) = py  Xy(X) = p y ( Y )  = Z,  ceme ZSYSX, e x i s t e  un g - a u te m e r -

f i s m e  de E r e l a t i v e  a X, o) , t a l  que w (X) = Z , e s  d e c i r :  = tt„ X„-
A A A A A

R azenande  de un mode a n â l e g e  se  m u e s t r a  que e l  a u te m e r f i s m e  i n v e r s e  

de un g - a u te m e r f i s m e  de E r e l a t i v e  a X e s ,  a  su  v e z , un g - a u te m e r f i s m e  r e l a t i ­

ve a X, p e r  t a n t e ,  g - Au t ^ ( E, X)  e s  un g ru p e .  12) ( i v )  e s  c e n s e c u e n c i a  de ( i i ) .

C - a u te m e r f is m e s  d e l  A -sem im ôdule  l i b r e  E.

Sea P el centre del semigrupe multiplicative de A; C = P £> I es sub­
grupe abeliane de I, (1 c C); si a c C, la aplicaciôn : x ax, V x € E , 
transforma una base cualquiera de E en etra similar a ella; es, per censiguiente, 
un autemerfisme de E, al que denominames C-autemerfisme de E. El cenjunte 
C-Aut^(E) de tedes les C-autemerfismes de E es un grupe cenmutative, respecte 
al preducte de aplicacienes, centenide en cada une de les grupes g-Aut^(E,X), . 
dende X recerre el cenjunte B de tedas las bases de E, es decir,
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C-Aut ^vE)  Q  X ?  B G- Aut ^ ( E, X) .  

Se v e r i f i c a ;

iT , TT, c C- Au t . ( E )  = = > TT 1T = TT £ C- Au t . ( E )  a  b A a b ab A

ïï € A-Aut (E) ==> ïï ^ = ïï - 1  ̂ ^ A u t^ (E )
a A a a

La p r im e r a  de e s t a s  i g u a l d a d e s  m u e s t r a  que h : C C- Au t ^ ( E ) ,  

a ^  ïï^ e s  un e p im o rf ism o  de g r u p o s ;  como ïï^ = e x ig e  que ax  = x tam b ië n  

p a r a  x e le m e n to  l i b r e  de E , e s t e  i m p l i c a  que a = 1 ,  es  d e c i r  Kerb = 1 ;  o

s e a ,  h e s  iso m o r f is m o  de g r u p o s , C C -A u t^ (E ) .

D irem es que un s e m i a n i l l e  SA4-SA6 A es  ‘’s i n  e p u e s t e s  ' cuande  n in -  

gûn e le m e n te  de A, s a l v e  e l  c e r e ,  p e s e a  e p u e s t e  en  A,

1 3 ) .  Tedas l a s  b a s e s  de c u a l q u i e r  A -sem im ôdule  l i b r e  E dende A e s  

un s e m i a n i l l e  s i n  e p u e s t e s  y s i n  v e r d a d e r e s  d i v i s e r a s  de c e r e  s e n  s i m i l a ­

r e s  e n t r e  s i . En t a l  c a s e , A u t^ (E )  = g - Au t ^ ( E , X ) ,  c u a l q u i e r a  que s e a  l a  b a ­

se  X de E .

D e m e strac iô n  de 1 3 ) .  Sean X = {x^}^  ̂ ^ , Y = {y^}^  ̂ ^ d es  b a s e s

de E y s e a n :  y = Z a x ( 1 ) ; x = Z b y  ( 2 ) ,  l a s  f ô rm u la s
t  c T ^ ^ 1 c L

d e l  cam bie  de b a s e .  Se ha de c u m p l i r :

t  c T " i t  = h s  > ‘  "  ( 3 )

Ceme A e s  s e m i a n i l l e  s i n  e p u e s t e s ,  de ( 3 )  y ( 4 )  r é s u l t a  r e s p e c t i v a ­

m ente  :

V 1 , s € L , 1 / s  ,  a ^ ^  b ^ ^  =  G ,  V t  e  T  ( 5 )

V q , r c T ,  q / r ,  b^^  a ^ ^  = o , V 1 C L ( 6)

A c a r e ce  de v e r d a d e r e s  d i v i s e r e s  de c e r o ;  ( 5 )  y ( 6 ) i m p i i c a n ,  p e r  

c e n s i g u i e n t e :
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V l , s  € L, 1 /  s ,  = o V = o , V t  £ T (7 )

V q , r  £ T , q /  r ,  b^^ = o V a^ ^  = o , V 1 t  L ( 8)

C onstruyam os una c o r r e s p o n d e n c i a  f  de L en T d e l  s i g u i e n t . e  modo, 

I G L ,  f l = { t £  T /a ^ ^  /  o en l a  f o rm u la  ( 1 )} ; y  o t r a  c o r r e s p o n d e n c i a  g de 

T en L, t  £ T , g t  ={1 £ L /b^^  /  o en  l a  f o rm u la  ( 2 ) }  .

f l  no e s  v a c î o ,  p u e s to  que s i  l e  f u e r a ,  a^^  = o ,  V t  £ T , l e  que

s i g n i f i c a r î a  y^  = o ,  c o n t r a  e l  s u p u e s t o  de que Y e s  b a s e  de E.

Supongamos a h o ra  que e x i s t e  un 1 £ L , a l  que m e d ia n te  f  l e  c o r r e s -

ponden dos e le m e n to s  t ' i  t "  de T. De (7 )  s e  o b t i e n e :

^ t ' s  = o ,  V s  £ L -  {1} ( 9)

de ( 8) s e  d e d u c e :

b q , i  = o ,  V q ' £  T -  ( t " }  (1 0 )

como t ' £ T -  ( t '} , de (9 )  y (1 0 )  r é s u l t a  b ^ , ^ = o ,  V l €  L,  y p o r  c o n s i g u i e n -  

t e  x^ ,  = o , c o n t r a d i c c i ô n  con l a  h i p ô t e s i s  de que X e s  una b a s e  de E. Queda a s i  

p ro b ad o  que f  e s  una  a p l i c a c i ô n  de L en T; a n â lo g a m e n te  s e  m u e s t r a  que g e s  

una a p l i c a c i ô n  de T en L. En v i r t u d  de e l l o ,  s e  p u e d e n  e s c r i b i r  l a s  fô rm u la s

( 1 ) y ( 2) de e s t e  modo:

1̂ ■ ( l U

= bt .gtVgt  , V t  c T (12)

f  e s  a p l i c a c i ô n  s u p r a y e c t i v a ; en  e f e c t o ,  s i  e x i s t i e r a  un q £ T , q ^  I m f , de

(1 1 )  s e  d e d u c i r î a  que ^ ^ s é r i a  s i s t e m a  de g e n e r a d e r e s  de E , y a  que Y

e s  b a s e  de E; p o r  t a n t o  x = £ m x_ , c o n t r a d i c c i ô n  con e l  s u p u e s t o  X ba-
^  1 £ L ^

s e  de E , a n â lo g a m e n te  s e  com prueba que  g e s  a p l i c a c i ô n  s u p r a y e c t i v a .

De (1 1 )  y (1 2 )  s e  s i g u e :

1̂ ^ ^ l . f l ^ f l . g f l ^ g f l  » ^ L
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e s  d e c .  , g f l  = 1 ,  V 1 C L, f i ^ f i  1 " a n â lo g a m e n te  f g t  = t ,  V t  £ T, 

e s t e  e s  f ,  g son  b i y e c c i o n e s , l a  una r e c i p r o c a  de l a  o t r a ,  to d o s  l o s  c o e f i -  

c i e n t e s  de l a s  f ô rm u la s  ( 1 1 )  y (1 2 )  p e r t e n e c e n  a I ,  p o r  t a n t o ,  Y e s  s i m i l a r  

a  X, c . q . d .  C u a l q u ie r  a u to m o r f is m o  h de E t r a n s f o r m a  una b a s e  X en o t r a  Y_j_ 

p o r  l o  acabado  de d e m o s t r a r ,  sabem os que Y e s  s i m i l a r  a  X, e s  d e c i r :  

h £ g - Au t ^ ( E , X ) ,  o s e a  A u t^ (E )  = g - Au t ^ ( E , X ) ,  c u a l q u i e r a  que s e a  l a  b a s e  

X de E.

C o n s e c u e n c ia  i n m e d ia t a  de l a  p r o p o s i c i ô n  13 )  e s :

S i  E e s  un A-sem im ôdulo  l i b r e  y A s e m i a n i l l o  s i n  à p u e s t o s , s i n  e l e ­

m entos  i n v e r s i b l e s  ( e x c e p to  e l  1 ) y s i n  d i v i s o r e s  de c e r o ,  e n to n c e s  s o l o  e x i s ­

t e  una  b a s e X en  E, s a l v o  a q u e l l a s  o t r a s  que se  o b te n g a n  p o r  p e rm u ta c iô n  de

l o s  e le m e n to s  de X, y l o s  û n i c o s  a u to m o r f is m o s  p o s i b l e s  de E son  l o s  que  t r a n s -

form en l a  b a s e  X en i t ( X ) ,  p e rm u ta c iô n  de X.

En p a r t i c u l a r ,  t o d a s  l a s  b a s e s  de un -sem im ô d u le  l i b r e  (o  de un
+ . .  . °R^-sem im ôdulo  l i b r e )  E so n  s i m i l a r e s  e n t r e  s i  ; A u t^ (E )  = g - Au t ^ ( E , X) .  Un N^-se-

mimôdulo l i b r e , e s t o  e s , un sem ig ru p o  a b e l i a n o  l i b r e  p o s e e  una û n i c a  b a s e , 

s a l v o  p e r m u t a c i o n e s . (R^)  d é s ig n a  a l  s e m i a n i l l o  de l o s  r a c i o n a l e s  ( r e a l e s )

no n e g a t i v e s .



§ 11. ANULADORHS

T r a ta re m o s  s ie m p r e ,  y m i e n t r a s  no se  h ag a  e x p r e s a  m enciôn  de l o  

c o n t r a r i o ,  de s e m i a n i l l o s  que cum plen SA4-SA6.

D irem es que un su b co n j u n t o  no v a c io  I  d e l  s e m i a n i l l o  A e s  u n . i d e a l  

a  l a  i z q u i e r d a  (a  l a  d e r e c h a ,  b i l a t e r o )  c e r r a d o  de A s i  1 .  I  e s  s u b s e m ig ru -  

po (+) c e r r a d o  de A y 2 I  e s  i d e a l  ( . )  a l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a ,  b i l a t e r o )  

de A. Denominaremos a l o s  i d é a l e s  b i l â t e r o s  c e r r a d o s  de A i d é a l e s  d i s t i n g u i -  

dos  de A p o r  s e r  e l l o s  l o s  n u c l e o s  de to d o s  l o s  homomorfismos p o s i b l e s  de s e ­

m i a n i l l o s  que te n g a n  a A p o r  o r i g i n a l .

Los i d é a l e s  a l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  de A pueden  s e r  c o n s id e r a d o s  

como subsem im ôdu los  de A^ ( A^ ) , l o s  i d é a l e s  a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  c e r r a ­

dos de A como subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de A^ (A^) y r e c i p r o c a m e n t e ;  s i  P e s  

un i d e a l  a l a  i z q u i e r d a  de A, e n to n c e s  P = {c 6 A / 3 a , b  £ P,  a+c = b} e s  e l

subsem im ôdulo  c e r r a d o  de P en  A^, y ,  p o r  c o n s i g u i e n t e , e l  mînimo i d e a l  a  l a  

i z q u i e r d a  c e r r a d o  de A que c o n t i e n e  a P ; p o r  t a n t o ,  l a  a p l i c a c i ô n  P -> P e s  

t a m b ië n  una  c e r r a d u r a  en  e l  r e t i c u l o  de l o s  i d é a l e s  a l a  i z q u i e r d a  de A. Consi- 

d e r a c i o n e s  a n â lo g a s  son  v a l i d a s  tam b ië n  p a r a  l o s  i d é a l e s  a  l a  d e r e c h a  y l o s  

b i l â t e r o s  de A.

Se e n t e n d e r â  p o r  a n u la d o r  de P ,  p a r t e  no v a c i a  d e l  A-sem im ôdulo  E, 

e l  c o n ju n to  An(P) = {a C 'A  / a x  = o ,  V x e P} . Se cum ple:

1 ) .  ( i )  S i  P e s  una  p a r t e  no v a c î a  de E , A-sem im ôdulo  a  l a  i z q u i e r d a

( d e r e c h a ) , An(P) e s  un i d e a l  a l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  c e r r a d o  de A. S i  M e s

subsem im ôdulo  de E, An(M) e s  i d e a l  d i s t i n g u i d o  de A.

( i i )  Sea {P\^ i c i  f a m i l i a  de p a r t e s  no v a c î a s  de E, y

{M_} ^ £ J una  f a m i l i a  de subsem im ôdu los  de E, e n to n c e s :

An( U  P . )  = n  An( P . )  
i c i  ^ i c i  ^

An( J M.) = n  An(M.) 
i c l ^  i c i  ^

1 ) .  ( i )  s e  d e s p re n d e  f â c i l m e n t e  de l a s  d e f i n i c i o n e s , Las i g u a l d a d e s  

e x p r e s a d a s  en  1 ( i i )  r e s u l t a n  de l a s  e q u i v a l e n c i a s :
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a € An^ U P . )  <==> ax = o ,  V X £ U  P . <==> ax = o ,  V x £ P . ,
i  c I ^ i  t  I

V i  £ I  <==> a £ A n ( P . ) ,  V i  £ I  <==> a £ O  An ( P . ) ,
^ i  £ I

a £ An( Z M.) <==> a (  Z m.) = o ,  m. £ M. suma de s o p o r t e  f i n i t e  <==>
i C I ^  i £ l ^  ^ ^

<==>am. = o , V m . £  M ., V i  £ 1 <==> a £ An(M, ) ,  V i c  I  <==>a c Pi An(M. ) .  
I l l  1 i c i  1

E s ta b le z c a m o s  e l  c o n v e n io  ( c ) : An(0) = A, de e s t e  modo s e  c o n s ig n e

que An : T -V An(T) s e a  una  a p l i c a c i ô n  de R ( E ) , r e t i c u l o  de l a s  p a r t e s  d e l

A-semimôdulo a l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  E en e l  r e t i c u l o  H^(A) (HJA.) ) de l o s  

i d é a l e s  a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  c e r r a d o s  de A. P o r  o t r a  p a r t e ,  l a  p r im e ra

fo rm u la  de 1 ( i i )  s ig u e  s ie n d o  v a l i d a  a l  a c e p t a r  e l  c o n v e n io  (c )  c u a l e s q u i e -

r a  que s e a n  l a s  p a r t e s  P^ de E, v a c i a s  o no . Con l o  c u a l , r e u n ie n d o  1 ( i )  y

( i i )  podemos a f i r m a r

1) ( i i i )  A dm itido  e l  c o n v e n io  ( c ) ,  "An" e s  u nU -hom om orfism o  d u a l  com- 

p l e t o  d e l  r e t i c u l o  de l a s  p a r t e s  de E, A-sem im ôdulo a l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  

en e l  r e t i c u l o  de l o s  i d é a l e s  a l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  c e r r a d o s  de A.

'"An" es un Z-homomorfismo d ua l  c o m p le to  d e l  r e t i c u l o  de l o s  s u b s e ­

m im ôdulos de E en e l  r e t i c u l o  de l o s  i d é a l e s  d i s t i n g u i d o s  de A.

De a q u i  s e  d e d u c e ,  s i n  m as, que:

1) ( i v )  S i  P , Q son  dos  p a r t e s  de E t a i e s  que P Q  Q, e n t o n c e s :

An(P) 3  AN(Q)

1) (v)

An( n  P . )  3  Z An( P . )  
i c i  ^ i c i  ^

s ie n d o  (P^^^   ̂ ^ una f a m i l i a  de p a r t e s  c u a l e s q u i e r a , v a c i a s  o n o ,  de E. 

O t r a s  p r o p ie d a d e s  i n t e r e s a n t e s :

( v i )  P a r a  que e l  a n u la d o r  de {x}, x c E , s e a  e l  i d e a l  n u lo  de A e s  

n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que  x s e a  e le m e n to  l i b r e  de E o que {x} s e a  f a m i l i a  

c - l i g a d a  ( d e f i n i c i ô n  § 1 0 ,8 )  de E.
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De ( v i )  y ( iv )  r é s u l t a

1) ( v i i )  E l  a n u la d o r  de c u a l q u i e r  A-sem im ôdulo  E q u e  c o n t e n g a  u n  e l  

m ento  l i b r e  o un e le m e n to  que form e una  f a m i l i a  c - l i g a d a  de E e s  e l  i d e a l

n u lo  de A.

( v i i i )  An(T) = A <==> T = 0 v  T = 0

Sea E un A-sem im ôdulo  a l a  i z q u i e r d a ,  C e l  c e n t r e  de A, e s  d e c i r ,

C = ( a  c A /  ab = b a ,  V b c A}, End^ (E) e l  c o n ju n to  de  to d o s  l o s  endom or-
o

f is m o s  d e l  sem ig ru p o  a d i t i v o  a b e l i a n o  E, End^(E) e l  c o n ju n to  de to d o s  l o s  

A -endom orfism os d e l  sem im ôdule  E, C e s  un s e m i a n i l l o  c o n m u ta t iv o  con n e u ­

t r e s  que s a t i s f a c e  SA6 s u b s e m i a n i l l o  de A; End^ ( E ) ,  End^(E) son  ta m b ië n  r e s ­

p e c t e  de l a  a d i c i ô n  de homomorfismos y c o m p o s ic io n  de a p l i c a c i e n e s ,  s e m ia ­

n i l l o s  que cum plen SA4-SA6, s i e n d o  e l  segundo  s u b s e m i a n i l l o  d e l  p r im e ro .

N ô te s e  que l a  a p l i c a c i ô n  a c A, h^  : x ^ a x ,  V x c E, e s  un endom or-

f ism o  d e l  s e m ig ru p o  a d i t i v o  a b e l i a n o  E y que s i  a  c C, e n to n c e s  h^  e s  A -en­

dom orf ismo d e l  A-sem im ôdulo  E.

2) La a p l i c a c i ô n  de A en  End^ ( E ) , ïï ; a  -> h^ e s  un homomorfismo

f u e r t e  de s e m i a n i l l o s  que v e r i f i c a n  SA?-SA6 , e l  c u a l  r e s t r i n g i d o  a C e s  un

homomorfismo f u e r t e  de C en  E n d ^ ( E ) , Ker ïï = A n ( E ) .

E l e n u n c ia d o  2 r é s u l t a  de l o  a n t e r i o r m e n t e  e x p u e s to  y de l a s  s i g u i e n -  

t e s  i g u a l d a d e s :

ïï(a-fb) -  ^ ^b ~ + ïï(b)

]  '

ï ï(ab )  = h^^ = ^a^b  ~ n ( b)  *,ï ï ( o )  = h^ =  o^

ï ï ( l )  = h^ = I g

Ker ïï = {a £ A /  h^  = o^} = ( a  £ A /  ax  = o ,  V x £ E } =  An(E)

D e f i n i c i o n e s

E, A-sem im ôdulo  f i e l  <==> An(E) = {o} , i d e a l  n u lo  de  A.

E, A-sem im ôdulo  monôgeno <==> E a d m i te  un s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  que

c o n s t a  de un s o lo  e l e m e n to ,  a l  que  l la m a re m o s  g e n e r a d o r  de E. Se v e r i f i c a

3) ( i )  S i  A e s  s e m i a n i l l o  c o n m u t a t i v o ,  E e s  A -sem im ôdulo  monôgeno,

s i e n d o  "g" g e n e r a d o r  de E, e n t o n c e s :
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A n({g}) = An(E)

( i i )  Todo sem im odulo  c o c i e n t e  de un A-sem im ôdulo monôgeno, e s  monô­

geno .

( i i i )  S i  E e s  un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  monôgeno, e n ­

t o n c e s  :

E î:; a . / r ( :z :A ./R )
1 d

s i e n d o  R una c o n g r u e n c ia  en A^ (A^) .

C u a l q u ie r  subsem im ôdulo  M de E e s  i s o m o r fo  a un A-sem im ôdulo c o c i e n ­

t e  b ' / R ,  s i e n d o  b '  un i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  de A. En e l  c a s o  de que 

M s e a  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de E, b ’ e s  i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  c e r r a ­

do de A, V

( i v )  S i  E e s  un A-semimôdulo a l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  monôgeno que p o ­

s e e  un g e n e r a d o r  'g"  t a l  que e l  homomorfismo " s "  d e te rm in a d o  p o r  "g"  e s  n o r m a l ,  

e n t o n c e s :

E A ^ / c ’ ( 2 Z A j / c ' )  , c ’ = An ( { g } ) ,

s i e n d o  c ' un i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  c e r r a d o  de A.

En t a l  c a s o ,  c u a l q u i e r  subsem im ôdulo  ( c e r r a d o )  M de E e s  i s o m o r fo  a 

un A-sem im ôdulo  c o c i e n t e  b ' / c ' ,  s i e n d o  b '  i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  ( c e ­

r r a d o )  de A que c o n t i e n e  a  c ' .

Probemos 3 ( i ) :  s i  A no e s  c o n m u ta t iv o  y g , r  son  dos g e n e r a d o r e s  d i ­

f e r e n t e s  d e l  A-sem im ôdulo  monôgeno E , en g e n e r a l .  An({g}) /  A n ( ( r } ) ;  p e ro  s i  

A e s  c o n m u t a t i v o ,  e n to n c e s :

a c A n({g}) ==> ag = o ==> V b c A, b ( a g )  = a ( b g )  = o ==> a  g An( E) ;

p o r ,  o t r a  p a r t e ,  en  v i r t u d  de 1 ( i v )  An(E)  c  An ( { g } ) ,  de a h î  l a  i g u a l d a d .

M ostremos 3 ( i i ) ,  s e a  ‘‘g ” g e n e r a d o r  d e l  A-semimôdulo monôgeno E , C 

una  c o n g r u e n c ia  c u a l q u i e r a  en  E y s e a  c : E -> E/C e l  homomorfismo c a n ô n ic o ,  

e v i d e n t em ente  c ( g )  e s  g e n e r a d o r  de E /C , y p o r  t a n t o ,  E/C e s  A-sem im ôdulo  mo-
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nogenu . En p a r t i c u l a r ,  como A^(A^)  e s  A-semimôdulo monôgeno l i b r e  de b a s e  

( l ) ,  c u a l q u i e r  semimôdulo c o c i e n t e  de A^ (A^)  e s  monôgeno.

( i i i ) :  Sea "g"  g e n e r a d o r  d e l  A-sem im ôdulo a l a  i z q u i e r d a  monôgeno 

E , e n to n c e s  e l  A-homomorfismo d e te rm in a d o  p o r  {g} , 1: A^ -► E , e s ,  s e g û n  2 

un e p im o r f i s m o ,  de d o n d e , , E ~  A^/ R,  s i e n d o  R l a  c o n g r u e n c ia  a s o c i a d a  en  A^ 

p o r  1 ,  adem âs, l a  c l a s e  c e r o  de l a  c o n g r u e n c ia  R e s  i g u a l  a l  a n u la d o r  de ( g ) ,  

R^ = An ( { g } ) .  S i  M e s  subsem im ôdulo  de E , e n to n c e s  1 ^(M) = b ' e s ,  segûn  

§4, 2 . ( i i ) ,  subsem im ôdulo  de A^ que c o n t i e n e  a R ^ , e s t o  e s ,  es  i d e a l  a  l a  

i z q u i e r d a  de A; e v id e n te m e n te  b ' / R  ^  M. En e l  c a s o  de que M f u e s e  subsem im ô­

d u lo  c e r r a d o  de E , 1 ^(M) = b ' s é r i a  ( § 4 ,  2)  ( i v )  subsem im ôdulo  c e r r a d o  de A^, 

e s t o  e s ,  i d e a l  a l a  i z q u i e r d a  c e r r a d o  de A.

S i  e l  homomorfismo '1 ' '  d e te rm in a d o  p o r  {g} ,  "g '' g e n e r a d o r  de E , e s  

n o r m a l , e n to n c e s  E hi A ^ / c ' ,  en donde c ' = K e r l  = A n({g}) e s  subsem im ôdulo  c e ­

r r a d o  de A ^, e s t o  e s ,  i d e a l  a  l a  i z q u i e r d a  c e r r a d o  de A. A p a r t i r  de a q u î ,  s i -  

g u ie n d o  un p r o c e s o  a n â lo g o  a l  e f e c tu a d o  en ( i i i ) ,  s e  d e m u e s t ra  ( i v ) .

4)  Sea S = ( x ^ ) ^   ̂ rp f a m i l i a  de e le m e n to s  d e l  A-sem im ôdulo  -E. P a r a  

que S s e a  b a s e  de E e s  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e :

l'^ que L( x^ )  s e a  A-sem im ôdulo monôgeno l i b r e  V t  £ T ,  y

2° que E = ® L(x ) = ® Ax
t  G T t € T

5) Sea E A-sem im ôdulo suma d i r e c t a  de una  f a m i l i a  i n f i n i t a   ̂ j

de subsem im ôdu los  monôgenos no n u l o s , s e  cumple

( i )  C a rd (S )  > C a r d ( I ) ,  c u a l q u i e r a  que s e a  e l  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s

S de E,

( i i )  s i  t a m b ië n  E = ® (N^ subsem im ôdulo  monôgeno no n u lo  de E,

V j  e J ) ,  e n to n c e s  C a r d ( J )  = ^C arâ  ( I ) .

( i i i )  S i  un A-sem im ôdulo l i b r e  p o s e e  b a s e s  d i f e r e n t e s ,  e n to n c e s  o 

b i e n  son  t o d a s  f i n i t a s  o b i e n  son  t o d a s  i n f i n i t a s  y en  e s t e  u l t i m o  c a s o  t o d a s  

e l l a s  son  e q u i p o t e n t e s  e n t r e  s i .

E s t a s  p r o p o s i c i o n e s  4 y 5 pueden  s e r  d e m o s t ra d a s  s i n  d i f i c u l t a d .

NOTA. -  Sea r ( m , n )  l a  r e l a c i ô n  cuya  g r â f i c a  e s t a  fo rm ad a  p o r  e l  s o l o  

p a r  ( m, n ) ,  m < n , de e le m e n to s  d e l  se m ig ru p o  N^, y s e a  R̂  ̂ ^  l a  c o n g r u e n c ia  e n -  

g e n d ra d a  p o r  r ( m , n )  en N^. N^/R^ ^  e s  un s e m ig ru p o  monôgeno con n e u t r o  de 

i n d i c e  m y p é r i o d e  ( n - m) .  (L a s  d e f i n i c i e n e s  de i n d i c e  y p é r i o d e  pueden  v e r ­

se  en C l i f f o r d - P r e s t o n  'A lg . Th. o f  S em ig roups"  §1 , 6 ) .
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es  p a r a  t o d o  m € , m > o ,  l a  c o n g r u e n c i a  de Rees cuyo homomor­

f i s m o  c a n o n i c o  t r a n s f o r m a  t o d o  e l e m e n t o  d e l  i d e a l  (n  ç N^/ n > m} en  e l  e l e ­

mento p e r m i t i d o  (m) de N^/R^ ,

R^ (p > 1)  e s  p a r a  t o d o  m € , m > o ,  una  c o n g r u e n c i a  r e d u c t i v e

( a n o r m a l )  que no e s  de R e e s ,  p o r  no c o n t e n e r  N^/R^ n in g û n  e l e m e n t o  p e r m i t i d o .

R^ e s  p a r a  t o d o  p £ N una c o n g r u e n c i a  " s a " , p u e s t o  que N^/R^ e s  e l

g ru p o  monôgeno c î c l i c o  de o r d e n  p .

C ons ide re m os  l a  c o n g r u e n c i a  T = R^ x I  ( I ,  c o n g r u e n c i a  i d ê n t i c a  en  ;

> o )  en X N^. T e s  no rm al  p o r  s e r l o  R^ e I  ( v ê a s e  §7 ,3  ( V I ) ;  s i n  embargo no 

s c o n g r u e n c i a  " s a "  en p o r q u e  N^/ (R^ x I )  = (N^/R|^) x no e s  g r u p o .

Queda a s î  p r o b a d a  l a  e x i s t e n c i a  en  A-semimôdulos  de c o n g r u e n c i a s  r e -  

d u c t i v a s  que no son  de Rees y de c o n g r u e n c i a s  n o r m a l e s  que no son " s a " .



Sea T un c o n j u n t o  c u a l q u i e r a  /  0 y F un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a ,
Td é s i g n é  A p l ( T ,F )  = F e l  c o n j u n t o  de t o d a s  l a s  a p l i c a c i o n e s  de T en  F ; e s t e

c o n j u n t o  c o i n c i d e  con I I H , H = F ,  V t  c T ,  e l  c u a l ,  d o t a d o  de l a s  l e =
t  £ Ty e s  d e f i n i d a s  en §7, ( l ) ,  e s  un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a .

Sean E ,F  dos  A-semimôdulos  a  l a  i z q u i e r d a  y d e n o t e  Hom^(E,F)  e l  c o n j u n ­

t o  de t o d o s  l o s  homomorfismos de E en F,  s e  cumple

1) ( i )  Hom^(E,F)  e s ,  r e s p e c t e  de l a  a d i c i ô n  de homomorfi smos ,  un s e m i ­

g rupo  a b e l i a n o  con n e u t r o .

( i i )  S i  A e s  c o n m u t a t i v o , Hom^(E,F) e s  un A -sem im ôdu lo .

( i i i )  S i  F e s  s i m p l i f i c a b l e , Hom^(E,F) e s s em ig rupo  a b e l i a n o  s i m p l i f i -  

c a b l e , s u b s e m ig ru p o  c e r r a d o  de A p l ( E , F ) .

( i v )  S i  E e s  l i b r e  de b a s e  B, e n t o n c e s

Hom^(E,F)  % F®

y podemos d o t a r  a  Hom^( E , F ) de e s t r u c t u r a  de A-semimôdulo  a l a  i z q u i e r d a  s i e n d o , 

ademâs ,  subsemimôdulo  c e r r a d o  de A p l ( E , F ) .

( v )  S i  E es  l i b r e  de b a s e  f i n i t a  B y F e s  l i b r e ^  e n t o n c e s  Hom^(E,F)  e s  

A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  l i b r e .

( v i )  S i  E ,F  son l i b r e s  de b a s e  f i n i t a  B = {u_}^  ̂  ̂ , C = {v^ j^   ̂ j  

r e s p e c t i v a m e n t e ,  e n t o n c e s  Horn.( E , F )  e s  l i b r e  de b a s e  f i n i t a  D = { f .  tn 1 , ] l l , ] / £  XX J
en d o n d e :

(ô^j^ = 1 £ A, s i  i  = k ; = o  G A , s i  i  /  k)

( i )  e s  de i n m e d i a t a  c o m p r o b a c i ô n .  ( i i )  : s i  A e s  s e m i a n i l l o  c o n m u t a t i -
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VO, podemos d é f i n i r  en  Horn ( E , F )  una l e y  e x t e r n a  s o b r e  A de e s t e  modo

LE : ( a f ) ( x )  = a ( f ( x ) )  , V a  € A, V f  € Hom^(E ,F) ,  V x c E;

r e s p e c t o  a e s t a  l e y  e x t e r n a  LE, e l  s e m ig rupo  a b e l i a n o  con n e u t r o  Hom^(E,F)  s a ­

t i s f a c e  l o s  ax iomas  SMl -  SM5 ( § 2 ) .

( i i i )  s i  F e s  A-semimôdulo s i m p l i f i c a b l e ,  f â c i l m e n t e  s e  comprueba  

que e l  s e m ig ru p o  Hom^(E,F) e s  t a m b ië n  s i m p l i f i c a b l e .

E v i d e n t e m e n t e ,  Hom^(E,F)  forma un s u b s e m i g r u p o  d e l  s e m ig ru p o  a d i t i ­

vo a b e l i a n o  A p l ( E , F ) ,  c u a l e s q u i e r a  que s e an  l o s  A-semimôdulos  E y F;  p e r o  en  

e l  c a s o  de que F s e a  semimôdulo s i m p l i f i c a b l e ,  Hom^(E,F)  e s  s u b s e m i g ru p o  c e -  

r r a d o  de A p l ( E , F ) ,  en  e f e c t o ,  s e a n  f , g  c Hom ^(E ,F) ,  h e A p l ( E , F )  t a i e s  que f+h  = 

f+h = g ,  e n t o n c e s  s e  cumple V x , y  c E ( 1 ) ;  ( f + h ) ( x + y )  = f x + f y + h ( x + y ) = g x + g y ;

( 2 ) :  fx+hx = g x ;  ( 3 ) :  fy+hy = g y ,  sumando miembro a  miembro ( 2 )  y ( 3 ) ,  compa- 

r a n d o  con ( 1 )  y usando  l a  l e y  de s i m p l i f i c a c i ô n  en  F ,  s e  o b t i e n e  h ( x + y ) = h x + h y ,

V X ,  y G E, A n â lo g a m e n te ,  h ( a x )  = a h x ,  V a c  A, V x e  E,  de donde h € Hom^(E ,F ) ,  

c . q . d .

( i v )  : s i  E e s  .un A-semimôdulo l i b r e  de b a s e  B = {u^}^  ̂ ^ , e n t o n c e s

e x i s t e  un i s o m o r f i s m o  e n t r e  l o s  s e m ig ru p o s  Hom.(E ,F )  ~  F ^ ,  como c o n s e c u e n c i a  de
. Bl a  p r o p o s i c i ô n  §10, 6 .Ahora b i e n ,  F e s  un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  cuya  l e y  

e x t e r n a  e s t â  d e f i n i d a  en § 7 ( 1 ) ,  y un e l e m e n t o  f  c Hom^(E,F)  queda  u n î v o c a m e n t e  

d e t e r m i n a d o  en  c u a n t o  se  conozcan  l a s  im âgenes  m e d i a n t e  f  de l o s  e l e m e n t o s  de 

B; a s î  p u e s ,  im pon iendo  a  Hom^(E,F) l a  l e y  e x t e r n a  s o b r e  A:

LE' : s i  f ( u ^ )  = y ^ €  F ,  e n t o n c e s  ( a f ) ( u ^ )  = a y ^ c  F. Hom^(E,F)  e s  t am ­

b i ë n  un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a .

( v )  : en v i r t u d  de l a  a n t e r i o r  l e y  e x t e r n a  LE' l o s  A-semimôdulos

H om ^ (E ,F ) ;z  F^ son i s o m o r f o s ;  p o r  h i p ô t e s i s ,  F e s  A-semimôdu lo  l i b r e ,  F h:: A^^^^

y B b a s e  f i n i t a  de E ; c o n s i d e r a n d o  t o d o  e s t o  y que  l a  suma d i r e c t a  g o z a  de l a

p r o p i e d a d  a s o c i a t i v a ,  s e  o b t i e n e :  Hom^(E,F) hi  hi (A^^^)^^^  ~  A^^^ ,  s i e n d o

Q = Z / p \  , p o r  t a n t o ,  Horn ( E ,F )  e s  A-semimôdulo  a  l a  i z q u i e r d a  l i b r e ,  
b G ET ^b

( v i )  s e a  f  un e l e m e n t o  a r b i t r a r i o  de  Hom^(E ,F);  f  queda  u n îv o c a m e n te

d e t e r m i n a d o  en  c u a n t o  se  de f ( u ,  ) = y, = Z a . v . ,  V k g I , ( § 1 0 , 6 ) . Sea
Z j  € J   ̂ ^

g = a . . f . .  G Hom ( E , F ) ;  s e  v e r i f i c a :
i j  G i x j

= . f  j * k j f k i ( " k )  = . J  / k j ' ' : *  ^
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p o r  t a i i^ o  g = f ,  y D es  b a s e  de Hom^(E,F) ,  c . q . d .

Sean E,F  dos A-semimodulos a l a  i z q u i e r d a ,  e n t o n c e s

2) ( i )  Hom^(E,E) = End^(E) e s ,  r e s p e c t o  de l a  a d i c i ô n  de homomorfis-  

mos y c o m p o s i c iô n  de a p l i c a c i o n e s ,  un s e m i a n i l l o  que s a t i s f a c e  SA4-SA6.

( i i )  Hom^(E,F) es  un E nd^(E) - semimôdulo a l a  d e r e c h a .

( i i i )  Hom^(E,F) e s  un End^(F ) - semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a .

E l  e n u n c ia d o  r é s u l t a  de l a s  f ô r m u l a s :

V f , f '  , f "  € Hom ( E ,F )  , V e ,  e ' ,  e "  G End^(E)

( f ’+ f ' ’ )e = f ' e  + f ' e  ; f ( e ’+ e * ' )  = f  e ' + f  e '

f ( e e ' )  = ( f e ) e '  ; f l ^  = f  ; f o ^  = o : E -> F

Anâlogamente  se  m u e s t r a  ( i i )

Sean E,  E ’ , F ,  F ' c u a t r o  A-semimôdulos a l a  i z q u i e r d a  y s e a n  

u:  E ' E , v:  F F ' dos  A-homomorfi smos , d e f i n i m o s :

H o m ( u , v ) ( f )  = v f u  , V f  € Hom^(E,F)

3 ) .  ( i )  Hom(u,v) : Hom^(E,F) H o m ^ ( E ' ,F ’ ) e s  un homomorfismo de 

N - se m im ô d u lo s .  Se v e r i f i c a :
o ------------------------------------------------------------------------------

( i i )  H om (u ,v+v ')  = Hom(u,v)  + Hom (u ,v ’ )

( i i i )  H om (u+u ' , v )  = Hom(u,v)  t  H o m ( u ' , v )

( i v )  H o m ( u u ' , v ' v )  = H o m (u 'v ’ ) Hom ( u , v )

Sean E,  E ’ , E ' ' ,  F A -sem im ôdu los ;  u: E'-> E,  v :  E -> E ' ' ,  homomorfismos ;  

d e s i g n e r  u = H o m ( u , l ^ ) ,  v = H o m ( v , l ^ ) ;  c o n s id e r e m o s  l a s  s u c e s i o n e s  (1 )  y  ( 2 ) :

( 1 )  0 + E ' '  % E ^  E'

( 2 )  0 Hom^(E' F)  % Hom^(E,F) ^  Hom (E '  ,F)

4)  ( i )  S i  l a  s u c e s i ô n  ( 1 )  e s  c e r r a d a  v e s  homomorfismo n o r m a l ,  e n t o n -
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c e s ,  e u - I q u i e r a  que s e a  F ,  l a  s u c e s i ô n  ( 2 )  e s  c e r r a d a  y v e s  monomorfismo

H) ( i ) :  1.  V e s  un monomorfismo.

Sean f , g  £ Hom ^(E '’ ,F)  t a i e s  que v ( f )  = v ( g ) ,  l o  c u a l  é q u i v a l e  a 

f v ( x )  = g v ( x ) ,  V X G E, como v e s  s u p r a y e c t i v o , podemos a f i r m a r  f ( x ' ' ) = g ( x ' ' )

V x ' '  G E ' ' , e s  d e c i r ,  f  = g ,  v e s  monomorfismo.

2 .  Imv = Keru

ü v ( f )  = H om (u , lp )  H o m ( v , l p ) ( f )  = f v u ,  como vu = o , t a m b ië n  uv = o , 

e s  d e c i r ,  Imv ç  K erü ,  c u a l q u i e r a  que s e a  F.

Sea w G K erü ,  e n t o n c e s  û(w) = wu = 0 ,  l o  que i m p l i c a  u ( E ' )  Q  Kerw,

como u ( E ' )  = K e r v Q K e r w ’y v s e s ,  p o r  h i p ô t e s i s ,  e p im o r f i s m o  n o r m a l , r é s u l t a

V c  W, d e s ig n a n d o  V(W) l a  c o n g r u e n c i a  a s o c i a d a  en E p o r  v (w^ r e s p e c t i v a m e n ­

t e ) ;  en v i r t u d  d e l  t e o r e m a  d e l  homomorfismo i n d u c i d o  ( v ë a s e  § .3 ,1 5 ) ,  e x i s t e  

un homomorfismos t :  E ' ' F t a l  que w = t v  = v ( t ) ;  p o r  t a n t o  w c Imv,  es  d e ­

c i r ,  Keru Q l m v ,  con l o  que se  o b t i e n e  Imv = Kerü ,  c . q . d .

O b s ê r v e s e  que l a  s u p o s i c i ô n  " v ,  homomorfismo n o r m a l "  e s  n e c e s a r i a  p a ­

r a  p o d e r  c o n c l u i r  V Q  W, y p o r  c o n s i g u i e n t e ,  l a  e x i s t e n c i a  de un t  : E ' ' E

t a l  que w = t v .

4)  ( i i )  S i  l a  s u c e s i ô n  ( 2 )  e s  c e r r a d a  c u a l q u i e r a  qim sea'F-.,; e n t o n n e s  

(1 )  e s  s u c e s i ô n  r e gu l a r .

P o r  h i p ô t e s i s ,  Kerv = 0 ,  Imv = K e r ü ,  p a r a  t o d o  F.

Supongamos que v (E )  C E ' ' ,  e s t r i c t a m e n t e , y e l i jamos 'Ep, ,^^^^^) /y(Ê^  , 

f  : E ' '  F , e l  homomorfismo c a n ô n i c o ;  e n t o n c e s ,  f  /  o ,  v ( f )  = f v  = o ,  p o r

t a n t o ,  Kerv /  0 ,  c o n t r a d i c c i ô n ,  l u e g o  v (E )  = Imv = E ' ' .

2 .  Imu = Kerv

Por  s e r  Imv = K eru ,  e n t o n c e s  u ,  v ( f )  = f v u  = o , c u a l q u i e r a  que s e a

F ,  e s t o  i m p l i c a  vu = o ,  e s  d e c i r ,  Imu C  Kerv ( 3 ) .

Como ( 2 )  e s  s u c e s i ô n  c e r r a d a  c u a l q u i e r a  que s e a  F ,  t a m b ië n  l o  e s  s i

e l e g i m o s  F = E / u ( E ' ) ,  s e a  g:  E ->■ E / u ( E ' )  e l  homomorfismo c a n ô n i c o ;  s e  cumple

u ( g )  = gu = o ,  ya  que Imu Q Kerg = u ( E ' )  l o  c u a l  s i g n i f i c a  que g g Keru=Imv; 

por c o n s i g u i e n t e  e x i s t e  un t  G H o m ^ ( E ' ' , F )  de modo que g = v ( t )  = t v ;  de don­

de se  deduce  Kerv  c  Kerg = u ( E ’ ) ( 4 ) .

De ( 3 )  y (4 )  r é s u l t a  Imu c  Kerv c  Imu,  tomando c e r r a d o s  en e s t a  u l ­

t i m a  e x p r e s i ô n  se  o b t i e n e  Imu Q  Kerv c  Imu,  e s t o  e s  Imu = K e r v ,  c . q . d .
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Sean E , E ' ,  E ' ' ,  F A-semimodulos  a l a  i z q u i e r d a ;  u:  E'  E ,  v:E  E ' '

.smos , di 

s i o n e s  ( 3 )  y (4 )

homomorfismos ,  d e s i g n e r  ü = H o m ( l p , u ) ,  v = Hom ( l p , v )  y c o n s id e r e m o s  l a s  s u c e -

( 3 )  0 + E'  -V E X E ”

( 4 )  0 Hom ^(F ,E ' )  ^  Hom^(F,E)  % H o m ^ ( F , E " )

5) ( i )  S i  l a  s u c e s i ô n  ( 3 )  e s  c e r r a d a  y u e s  homomorfismo n ormal  e n t o  

c e s , c u a l q u i e r a  que s e a  F ,  l a  s u c e s i ô n  ( 4 )  e s  c e r r a d a  y ü e s  monomorfismo.

1 .  u e s  monomorfismo.

Sean f , g  c Hom ^(F ,E ')  t a i e s  que u ( f )  = u ( g ) ,  e s  d e c i r ,  t a i e s  que 

u f  = u g ,  u e s ,  p o r  h i p ô t e s i s ,  monomorfismo,  l u e g o  f  = g .

2 .  Imu = Kerv.

De v u ( f )  = v u f ,  vu = o , s e  deduce  vu = o ,  c u a l q u i e r a  que s e a  f , e s  de 

c i r ,  Imu g  K e r v .

P o r  s e r  u monomorfi smo,  e s  un i s o m o r f i s m o  de E ' Imu; s e a  u ' s u  i s o ­

m orf ismo r e c î p r o c o :  Imu ^  E ' .  P a r a  t o d o  f  e K e r v ,  s e  cumple  v f  = o , e s t o  e s ,

Imf ç  Kerv = Imu, l lamemos  u ’ * = u ' / I m f ,  e v i d e n t e m e n t e  u ' ' f  : F E ' e s  un h o ­

momorfismo t a l  que u ( u ' ' f )  = f ,  l o  c u a l  s i g n i f i c a  que f  c Imu, p o r  t a n t o ,

Kerv c  Imu,  o s e a ,  Imu = K e r v ,  c . q . d .

5 ) ( i i )  S i  l a  s u c e s i ô n  ( 4 )  e s  c e r r a d a  c u a l q u i e r a  que s e a  F ,  e n t o n c e s

l a  s u c e s i ô n  ( 3 )  e s  t a m b i ë n  c e r r a d a .

1 .  Keru = 0 .

En e f e c t o ,  s i  suponemos que Keru /  0 \  e l e g i m o s  F = Keru y l lamamos  

i ;  Keru E '  a l a  i n m e r s i ô n ,  s e  cumple  u i  = o = u ( i ) ,  i / o ,  e s t o  e s ,  Kerü /  0 ,  

c o n t r a d i c c i ô n ,  l u e g o  Keru = 0 .

2 .  Imu = Kerv :

Sabemos que v u ( f )  = v u f  = o ,  V f  € H o m ( F ,E ' ) ,  p o r  h i p ô t e s i s ;  tomando

F = E ' ,  f  = I g ,  s e  o b t i e n e  v u l ^ ,  = o ,  o s e a ,  vu = o , Imu ç  Kerv.

E l i g i e n d o  a h o r a  F = K e rv ,  j :  Kerv E ,  i n m e r s i ô n ,  r é s u l t a  v j = o = v ( j ) ,

e s t o  e s ,  i  G Kerv = Imu,  p o r  t a n t o  e x i s t e  un p c Hom(F,E’ ) t a l  que u ( p ) = j = u p ;

l o  c u a l  s i n g i n i c a  que V y g K e r v , j ( y )  = u p ( y )  = y ;  de e s t a  u l t i m a  i g u a l d a d  se

deduce  que s i  y g Kerv e n t o n c e s  y G Imu,  e s t o  e s ,  Kerv Q  Imu,  p o r  c o n s i g u i e n t e .



-  113 -

Imu = l'.o. t v  .

6)  ( i )  Sean (E, ), , (F ) dos  f a m i l i a s  de A-semimodulos  a  l a
K K € J \  _L J.  ̂ L

i z q u i e r d a ,  l a  c o r r e s p o n d e n c i a :

-  ( p V ’ k^

e s  un i s o m o r f i s m o  de N - s e m im ô d u lo s .---------------------------------------o ----------------------

( i i )  S i  u^ : E ' ^  ^  E^ (k c K) ,  : F^ F |  (1  € L) son  dos  f a m i l i a s

de homomorfismos de A-semimôdulos  a  l a  i z q u i e r d a , g , g ' d e n o t a n  l o s  i s o m o r f i s '  

mos e s t a b l e c i d o s  en l a  p r o p o s i c i ô n  p r e c e d e n t e , e n t o n c e s  e l  d i a g r a m a :

Hom ( ® E , r - |  F ) ^  n  Hom (E F )
k G K 1 G L ^ ( k , l )  G KxL A k 1

Hom( @ u , [— ] V ) 
k G K 1 G L

I— j Hom(u , V )
( k , l )  G KxL

Hom ( ® E' , r i  F ' ) - >
■A'k I  K - k '  i ' c ' e ‘ 3 '  ( k . l ) r r i K x L

e s  c o n m u t a t i v o .

( i ) :  e v i d e n t e m e n t e  g e s  a p l i c a c i ô n  t a l  que :

g(f+f) = (pr^(ftf')i^) = (pr^fj^) + (pr^f'i^) = g(f) + g(f')

p o r  c o n s i g u i e n t e ,  homomorfismo de s e m i g r u p o s .  g e s  b i y e c c i ô n  p o r q u e  dado  un e l e ­

m ento  a r b i t r a r i o  ( h ^ ^ )  G i ^ ^ x L  H om ^(E ^ ,F ^ ) ,  e x i s t e  p a r a  c a d a  k g K un û n i -

co homomorfismo g^ : E^ F^ = F t a l  que  p r ^ g ^  = h^^  ( 1 7 , 1 )  y dado

( g ^ ) G  k ^ K  Hom ^(E ^,F ) ,  en  v i r t u d  de § 8 , 1 ) ,  e x i s t e  t a m b ië n  un û n i c o

f  G Hom^ (^  ® %E^,F) t a l  que  = gj^, c . q . d .

La c o n m u t a t i v i d a d  d e l  d i a g r a m a  ( i i )  e s  de com probac iôn  i n m e d i a t a .



§ 13. SEMIMODULO DUAL

1) Sea E un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a ) ,  Hom^(E, A^)

( Hom^( E , A^) )e s  un A-semimôdulo a l a  d e r e c h a  ( i z q u i e r d a ) .

En v i r t u d  de §12,  sabemos que Hom^(E,A^) e s ,  r e s p e c t o  de l a  a d i c i ô n  

de homomorfi smos ,  un se m ig ru p o  a b e l i a n o  con n e u t r o ,  d e f i n a m o s  en  e l  una  l e y  

e x t e r n a  s o b r e  A, d e l  s i g u i e n t e  modo:

LE : V f  € Hom^(E, A^), V a  e A, f a ( x )  = f ( x ) a  , V x G E.

f a  e s  un homomorfismo de E en A ^ , ya  que es  a p l i c a c i ô n  que s a t i s f a c e :

f a ( x t y )  = ( f ( x + y ) ) a  = ( f x  + f y ) a  = f ( x ) a  + f ( y ) a  = f a ( x )  + f a ( y )  

f a ( b x )  = f ( b x ) a  = ( b f ( x ) ) a  = b ( f ( x ) a )  = b f a ( x )  , V b g A

La l e y  e x t e r n a  LE a n t e s  d e f i n i d a  s a t i s f a c e  l o s  ax iom as  SMl, SM2 , 

SM3’ , SM4, SM5, de semimôdulo a  l a  d e r e c h a .

D e f i n i c i e n e s

A E'  = Hom^(EjA^) (= Hom ^(E ,A ^)) ,  s i e n d o  E A-semimôdulo  a  l a  i z q u i e r ­

da ( d e r e c h a ) ,  l e  l lamamos  semimôdulo  d u a l  de E,  y  a  s u s  e l e m e n t o s  f o rm a s  l i n e a ­

l e s  s o b r e  E . S i  x G E,  A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a ,  x '  G E ' , e n t o n c e s  d é s i g n â ­

mes a l  e l e m e n t o  x ’ ( x )  de A t a m b i ë n  de e s t e  modo < x , x ' > .

Se v e r i f i c a  V x ,  y g E , V x ' , y ' G E'  , V a  G A

1. < x + y ,x '>  = < x , x ’ > + < y , x ’ >

2 .  < x , x '+ y '> =  < x , x ' >  t  < x , y ' >

3. < a x , x ’ > = a  < x , x ' >

4.  < x , x ' a >  = < x , x ’ > a

O r t o g o n a l i d a d . -  Dados x c E ,  A-semimôdulo  a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a ) ,
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x '  e E ‘ , dec imos  que x, x* son  o r t o g o n a l e s , x i  x ' ,  s i  y s o l o  s i  < x , x ' >  = o

( < x ' , x >  = o ) .

Sea :

w(P)  = {x'  e E ’ /  x X X* , V X € P}

w(PV) = {x € E/  X 1 x '  , V x '  G P ' }

2 2)  C u a l q u i e r a  que s e a  l a  p a r t e  no v a c i a  P ( P ' ) de E ( E ' ) ,  w(P)

( w ( P ' ) )  e s  un subsemimôdulo  c e r r a d o  de  E ' ( E ) ,  a l  que denominamos subsemimô­

d u l o  o r t o g o n a l  a  P ( P ' ) .

2)  ( i i )  Se cumple :

w( U  P . )  = n  w ( P . ) 
i c i   ̂ i c i  ^

w( Z M. ) = n  w(M. )  
i c i   ̂ i c i  ^

c u a l q u i e r a  que s e a  l a  f a m i l i a  {F\} ^  ̂  ̂ de p a r t e s  no v a c i a s  de E (E*)  y l a  

f a m i l i a  {MU} ^ ^ ^ de subsem im ôdu los  de E ( E ' ) .

2)  e s  de c om proba c iôn  i n m e d i a t a ;  2)  ( i i )  s e  d e m u e s t r a  de un modo a n â ­

lo g o  a §11,  1)  ( i i ) .

Si  0 e s  l a  p a r t e  v a c î a  de E,  w(0)  c a r e c e  de s e n t i d o ;  mâs s i  adm i t im os  

w(0)  = E ' , l a  p r i m e r a  i g u a l d a d  de 2)  ( i i )  s i g u e  s i e n d o  v â l i d a  y l a  c o r r e s p o n d e n ­

c i a  w: P w(P)  e s  una a p l i c a c i ô n  d e l  r e t i c u l o  de l a s  p a r t e s  de E en e l  r e t î -  

c u l o  de l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E ' . Una vez  a c e p t a d o  e s e  c o n v e n io  se  

puede  a f i r m a r

3) ( i )  w : P - > w ( P )  e s  un U -h o m o m o r f i s m o  d u a l  c o m p l e to  d e l  r e t î c u l o  de 

l a s  pa r t e s  de E (E*)  en e l  r e t î c u l o  de l o s  s ubsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E '  ( E) .

Tambiën e s  un Z-homomorfismo d u a l  c o m p l e to  d e l  r e t î c u l o  de l o s  s u b ­

semimôdulos  de E ( E ' )  en e l  r e t î c u l o  de l o s  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  de E'  ( E ) .

( i i )  S i  P,Q son dos p a r t e s ,  v a c î a s  o n ô , de E ( E ' )  t a i e s  que P Q  Q, 

e n t o n c e s  w ( P ) g  w(Q)

( i i i )  s e  cumple :
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w( n p.)3 I w(p.) 
i c i  ^ i C i  ^

c u a l q u i e r a  que s e a  l a  f a m i l i a  {P \}^   ̂ ^ de p a r t e s ,  v a c i a s  o n o ,  de E ( E * ) .

4)  ( i ) C u a l q u i e r a  que s e a  l a  p a r t e  no v a c i a  P de E', se  v e r i f i c a ;

w(P)  = w( L( P) )  = w( L( P) )

Sea P = {pu}^  ̂ J l a  p a r t e  no v a c i a  dada  de E ( E ' ) ,  como P C  L ( P ) Q

C L ( P ) ,  de 3 ) .  ( i i )  s e  d e d u c e :

w(P)  3  w( L( P) )  3  w( l Tp ) )

Si  X* e w( P ) ,  p a r a  t o d o  x e L ( P ) ,  x = . Z a . p . ,  < x , x ’ > = < . I  a . p . , x3. ^ J. «L 1 X 1 1
= ^ Z J a ^ < p ^ , x ’ > = o , e s t o  e s ,  x '  C w( L ( P ) ) ,

Es d e c i r ,  w ( P ) c  w( L ( P ) ) .

Sea a h o r a  x ' £ w( L ( P ) ) ;  s i  t  £ L ( P ) ,  e n t o n c e s  e x i s t e n  x , y  £ L(P)  t a ­

l e s  que x t t  = y ; c o m o < x + t ,x '> = < x , x ' >  + < t , x ’ > = < y , x ' >  y ademâs x x % ' ,  y x %*

r é s u l t a  < t , x ' >  = o ,  e s  d e c i r ,  x '  € w ( L ( P ) ) ,  e s t o  e s ,  w ( L ( P ) ) Q  w ( L ( P ) ) ,  c . q . d .  

S i g n i f i q u e  w^(P)  = w( w( P ) ) ,  w^(P)  = w( w^ ( P ) ) ,  e t c .

4 )  ( i i )  Es v â l i d a  l a  i g u a l d a d

w^( P)  = w(P)

2 3
Llamemos Q = w( P ) ,  R = w(Q) = w ( P ) ,  S = w(R) = w ( P ) .  En v i r t u d  de

c u a l q u i e r a  que s e a  l a  p a r t e  no v a c i a  P de E (E*)

Llamemos 

4 ( i )  sabemos que :

Q = w(P)  = w( L( P) )  = w( L( P) )

e s t o  n o s  a s e g u r a  que l o s  e l e m e n t o s  de L( P)  s on  o r t o g o n a l e s  a  t o d o s  l o s  e l e m e n ­

t o s  de Q, p e r o  como R = w(Q) e s  e l  c o n j u n t o  de t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  de E que son  

o r t o g o n a l e s  a  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  de Q, e v i d e n t e m e n t e
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( i i i )  R = w^(P)  3  lTp T 3  L(P)  3  P.

Ahora b i e n ,  de R 3  P ,  y de 3) ( i i )  r é s u l t a  S=w(R) Q  w(P)  = Q, s e g û n

( i i i )  : S = w^(Q)  3  Q,  de donde:

S = w^( P)  = Q = w( P ) ,  c . q . d .

24)  ( i v )  La a p l i c a c i ô n  w2 : P -► w (P)  e s  una  c e r r a d u r a  a l g e b r a i c a  en

e l  r e t î c u l o  de l a s  p a r t e s  de E ( E * ) .

En e f e c t o ,

2a )  P C w  ( P ) ,  se  h a  m o s t r a d o  en 4 )  ( i i i ) ;

2 2b)  P Q  Q ==> w (P)  c  w ( Q) ,  e s  c o n s e c u e n c i a  de 3)  ( i i ) ;

4 2c )  w ( P)  = w (P)  , e s  c o n s e c u e n c i a  de 4 )  ( i i ) .

2E v i d e n t e m e n t e ,  l o s  " c e r r a d o s "  p o r  e s t a  c e r r a d u r a  w son  subsemimôdu­

l o s  c e r r a d o s  de E,  p e r o ,  en g e n e r a l ,  no se  cumple l a  r e c i p r o c a ,  e s t o  e s ,  no
2t o d o  subsemimôdulo  c e r r a d o  de E p e r t e n e c e  a  l a  imagen de w .

Homomorfismo t r a n s p u e s t o .

Sean E ,F  dos A-semimôdulos a  l a  i z q u i e r d a ,  u un A-homomorfismo de E

en F ,  s e a n  E ' ,  F ' l o s  semimôdulos  d u a l e s  de E y F ,  d e f i n i m o s  homomorfismo t r a n s -

p u e s t o  de u = u '  = Hom (u , l^  ) : F ' E ' .
i

H a s t a  e l  f i n a l  d e l  p r e s e n t e  p a r a g r a f o  s e  u s a r a  l a  s i g u i e n t e  n o t a c i ô n :  

s i  E,  M, f  d e s i g n a n  r e s p e c t i v a m e n t e  un A-semimôdu lo ,  un subsemimôdulo  de E,  un 

homomorfismo de se m im ô d u lo s ,  e n t o n c e s  E'  d e n o t a r â  a l  semimôdulo  d u a l  de E ,  

w(M) a l  subsemimôdulo  de E* o r t o g o n a l  a  M, f  d e n o t a r â  a l  homomorfismo t r a n s ­

p u e s t o  de f .

5) ( i )  u:  E ->• F es  un homomorfismo de A-semimôdulos  a  l a  i z q u i e r d a  

e n t o n c e s  s u  homomorfismo t r a s p u e s t o  u * : F ’ ^  E ' e s  e f e c t i v a m e n t e  un A-homomor­

f i s m o  de semimôdulos  t a l  q u e :

< u ( x ) ,  y '> = < x , u ’ ( y*) > , V x e E,  V y* £ F ’

( i i )  P a r a  t o d o  p a r  de homomorfismos u , v;  E F de A - s e m i m ô d u l o s , e s

v â l i d o

( u + v ) '  = u '  + v '
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( i i i )  Dados l o s  homomorfismos u : E - » - F ,  v : F - > G  de A-semimodulos  

s e  c u m p l e :

( v u ) '  = u ' v '

( i v )  C u a l q u i e r a  que s e a  e l  A-semimodulo E,  s e  v e r i f i c a :

= V

Sabemos y a  -  § , 3 )  ( i )  que u '  e s  un homomorfismo de s e m i g r u p o s ;  en 

v i r t u d  de l a  l e y  e x t e r n a  LE ( d e f i n i d a  en 1)  de F ' :

( y ' a ) ( y )  = ( y ' ( y ) ) a  , V y ' c  F'  , V y c F ,  V a c A

p o r  c o n s i g u i e n t e :

( y ' a ) ( u ( x ) )  = ( y ' ( u ( x ) ) ) a  , V x g E

de donde r é s u l t a :

u ' ( y ' a )  = ( y ' a ) u  = ( y ' u ) a  = u ' ( y ' ) a

l o  que d e m u e s t r a  que u '  e s  un A-homomorfismo de semimôdu los a  l a  d e r e c h a .  

Ademâs:

< u ( x ) , y ' >  = y ' ( u ( x ) )  = u ' ( y ' ) ( x )  = <x,  u ' ( y ' ) >  , c . q . d .

5)  ( i i )  y ( i i i )  son  c o n s e c u e n c i a s  de §12,  3 ( i i i )  y ( i v )  r e s p e c t i ­

vamente.  5)  ( i v )  e s  i n m e d i a t o .

6) Sea u:  E -► F un homomorfismo de A - s e m im ô d u lo s , s e  c u m p l e :

( i )  w(u(M))  = ( u ' )  ^(w(M))

c u a l q u i e r a  que s e a  e l  subsem imôdulo  M de E .
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( i i )  En p a r t ic u l a r ,

w(Imu) = Ker  ( u * )

( i ) :  o b s ê r v e s e  que w(u(M))  = {y* £ F* /  < u ( m ) , y ’ > = o , V m e M) 

y que como < u ( m) , y ' >  = < m , u ' ( y ’ )> ( 5 )  ( i ) ,  e s t a  e x p r e s i ô n  v a l e  c e r o  p a r a  

t o d o  m e M, s o l o  cuando  u ' ( y ' )  e w(M),  e s  d e c i r ,  s i  y s o l o  s i  y ' c ( u ' )  ^ (w(M) )

( i i )  se  deduce  de ( i ) , . y a  que :

w( Imu)  = ( u ‘ ) ^ ( w( E) )  = ( u ' )  ^ ( o )  = K e r ( u ' )

-1
7)  Sea u ; E -► F un i s o m o r f i s m o  de A-semimôdulos  y s e a  u e l  i s o m o r ­

f i s m o  r e c î p r o c o  de u ;  e l  homomorfismo t r a s p u e s t o  u '  de u e s ,  e n t o n c e s ,  un 

i s o m o r f i s m o  F ' E ' t a l  q u e :

( i )  ( u ' ) ^ = (u ^ ) ’

D e f i n i c i ô n  : Llamamos, en t a l  c a s o ,  a  ü = ( u ' ) ^ i s o m o r f i s m o  c o n t r a -  

g r a d i e n t e  de u . Se cumple:

( i i )  < u ( x ) ,  ü ( x ' ) >  = < x , x ' >  , V x £ E,  V x '  £ E '

( i i i )  ^  u:  E ^  F ,  v:  F ->■ G son  dos i s o m o r f  ismos  de A - s e m i m ô d u l o s ,

e n t o n c e s :

( vu )  = V ù

En e f e c t o ,  p o r  h i p ô t e s i s ,  u ^u = 1 ; de 5)  ( i i i )  y ( i v )  s e  deduce
1 “ l  1

(u u ) '  = u ' ( u  ) '  = ( I g ) '  = I g , ,  de i g u a l  modo (u  ) '  u '  = I p , ,  p o r  l o  que

u '  : F'  E'  e s  un i s o m o r f i s m o  y (u  ^)* s u  r e c î p r o c o .  En v i r t u d  de 5) ( i ) :

< u ( x ) ,  u ( x ' ) >  = <x,  u ' ( ( u ' )  ^ ( x ' ) >  = < x , x '
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Ademâs,

(vu)  = ( ( v u )  ^ ) ' = ( u ^ v ^ ) '  = ( v ^ ) ’ ( u ^ ) '  = V ù

8) Dada l a  s u c e s i ô n  c e r r a d a  de A-semimôdulos

en  donde v e s  homomorfismo n o r m a l ,  e n t o n c e s  l a  s u c e s i ô n

y  * u ’
0 -> G' -> F» E'

es  c e r r a d a  y v* e s  un monomorfi smo.

( i l )  ^  v:  F G es  un e p im o r f i s m o  n o rm a l  de A - s e m i m ô d u l o s , e n t o n c e s  

e l  homomorfismo t r a s p u e s t o  v* de v e s  un monomorfismo G’ -► F ’ , y un i s o m o r f i s -  

mo de G’ s o b r e  w( K e r v ) .

( i i i )  S i  N e s  un subsemimôdulo ( a r b i t r a r i o )  de E y n : E E/N e s  e l  

homomo r f i smo c a n ô n ic o  o n a t u r a l ,  e n t o n c e s  e l  homomorfismo t r a s p u e s t o  n '  de n 

e s  un i s o m o r f i s m o  de ( E / N) ’ s o b r e  w(N) .

E l  p r i m e r  e n u n c ia d o  de 8 s e  o b t i e n e  a l  p a r t i c u l a r i z a r  l a  p r o p o s i c i ô n  

§12,M-(i).  ( i i )  se  deduce  d e l  hecho  de que l a  s u c e s i ô n  Kerv  5  F ^  G 0 

(m, i n m e r s i ô n )  e s  e x a c t a ,  d e l  p r i m e r  e n u n c i a d o  de 8 y de I m ( v ' )  = Ke r ( m' )  =

= w(Im m) = w ( K e r v ) ,  - v ê a s e  6 ( i i ) .

( i i i )  Supongamos en p r i m e r  l u g a r  que N e s  subsem imôdulo  c e r r a d o  de 

E. La s u c e s i ô n :

m n
N E E/N 0 (m, i n m e r s i ô n )

e s  e x a c t a ;  a p l i c a n d o  a  e l l a  8 ( i ) ,  sabemos que l a  s u c e s i ô n :

n ’ m'
0 -+ ( E / N) '  E'  N'

e s  c e r r a d a  y que n ' e s  un monomorfi smo; p o r  t a n t o ,  n ' e s  un i s o m o r f i s m o  de 

( E/ N) '  s o b r e  I m ( n ' )  = Ke r ( m' )  = w(Im m) = w( N ) . ,  s e g û n  5)  ( i i ) .
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En e l  c a s o  de que N s e a  subsemimôdulo no c e r r a d o  de E,  e l  e n u n c ia d o

( i i i )  s i g u e  s i e n d o  v a l i d o , p u e s t o  que :

( E / N) '  = ( E / N) '  , w(N) = w(N) - v ê a s e  4 )  ( i )

9) ( i )  S i  E es  suma d i r e c t e  de l a  f a m i l i a  de A-semimôdulos  a  l a  i z -  

q u i e r d a  (E ) . ,  E = © E , d é s i g n a  j ,  : E,, -► E l a  i n y e c c i ô n  c a n ô n i c a ,  E'
----------------------  k  K t  x\ t ^ ^  k  — — —  X kk £ K
e s  e l  d u a l  de E, E ' ,  e l  d u a l  de E, , e n t o n c e s  l a  a p l i c a c i ô n :

: E'  H» I 1 E
k c K

x '  -> ( j  ’ j^(x’ ) )

e s  un i s o m o r f i s m o  de A-semimôdulos a  l a  d e r e c h a .

( i i )  S i  u, : F, E, ( k c K) e s  una f a m i l i a  de homomorfismos de A - s e -  —  k k k ------------------------------------------------------------------------
mimôdulos a l a  i z q u i e r d a , F = © F E = ©

k G K  k G K " ^
E, , E'  d é n o t a  a l  d u a l  de E,

vt' a l  homomorfismo t r a s p u e s t o  de u ^ , e t c .  y , gg son  l o s  i s o m o r f i s m o  e s t a -  

b l e c i d o s en l a  p r o p o s i c i ô n  p r e c e d e n t e  ( i ) ,  e n t o n c e s  e l  d i a g r a m a :

( © u ) '
k  €  K , _Ë2.

"k

es  c o n m u t a t i v o .

( i i i )  S i  E e s  un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  l i b r e  de b a s e  f i n i t a  

B = {u^ e n t o n c e s  su  d u a l  E ' e s  A-semimôdulo  a  l a  d e r e c h a  l i b r e  de ba-

s e  f i n i t a ,  y una b a s e  de E ' e s  B ' = {u'.} , ,  ,  t a l  que :---------------------  1 1 ^ 1 --------- 3----

<^ i  . , V ( i , j )  e I x l

a  l a  que denominaremos b a s e  d u a l  de B.

( i )  y ( i i )  son c o n s e c u e n c i a s , r e s p e c t i v a m e n t e , de §12 ,6  ( i )  y ( i i )
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( i i i ) :  s e a  u '  un e l e m e n t o  a r b i t r a r i o  de E ’ , u ' : E -> se gun  a f i r ­

ma l a  p r o p o s i c i ô n  § 1 0 , 5 ) ,  u ’ queda  u n iv o ca m en te  d e t e r m i n a d o  en c u a n t o  se  c o -  

n o z c a  u ' ( u ^ )  = <u_,  u ' > = a ^ €  A , V i e  I ;  a h o r a  b i e n ,  e l  e l e m e n t o  

v ’ = Z u j  a^ de E'  da l u g a r  a <u^ , v ' >  = a ^ ,  V i  e I ,  p o r  t a n t o ,  u '  s e  puede  

e s c r i b i r  de un modo û n i c o  en l a  fo rma u ’ = v '  = E u l a ^ , y B’ e s ,  p o r  c o n s i -  

g u i e n t e , b a s e  de E ' .

10)  S i  e l  A-semimôdulo E e s  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  f i n i t a  M. ).
 :-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------k K€K

de s u b s e m i m ô d u l o s , p^ : E ^  ^  E d e s i g n a n  e l  p r o y e c t c r y  l a  i n y e c ­

c i ô n  c a n ô n i c a  c o r r e s p o n d i e n t e s , e n t o n c e s :

( i )  e l  semimôdulo d u a l  E'  de E e s  suma d i r e c t a  de s u b s e m i m ô d u l o s :

E '  = @ P '  (MM
k c K ^ ^

( i i )  E p ' e s  un i s o m o r f i s m o  $ M’ -> E ’
k € K k t  K

( i i i ) :

M ' 3  p '  ( M' )  = w( E M.) , V k e K 
k k k j c K :

j  /  k

P o r  h i p ô t e s i s ,  ( 1 )  p ^ ] ^  = 1^^ , = o ( i  ^ k ) ,  ^ %

de d o n d e ,  tomando t r a s p u e s t o s , r é s u l t a :

Llamemos:

' 'k = Pk i k  : E'

de (2 )  s e  o b t i e n e :

= PÙ ( i ù  P v ) i ^  = PÙ V  i v  = r .
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Si :

i  f  k . r ^ r .  = p- ( j -  p - ) j !  = o . ^ Z ^ = i g ,

p o r  t a n t o ,  { r^} ^   ̂ ^  forma un s i s t e m a  o r t o g o n a l  de p r o y e c t o r e s  de E'  t a l  que 

k I K = E.’ , en v i r t u d  de l a  p r o p o s i c i ô n  §9 , 3  ( i i )  E* s e  descompone

en suma d i r e c t a  de r ^ ( E ' )  = p^ ( E ' )  = p^ (M^) .  ( O b s ê rv e s e  que :E* ^

e s  e p im o r f i s m o  en v i r t u d  de ( 2 ) ) .  .

( i i i ) ;  Segûn § 9 , 6 ) ,  l a  s u c e s i ô n :

m ^k
E M. - > E - >  M, -»-0 (m, i n m e r s i ô n )  

j  € K ^
j   ̂ k

e s  e x a c t a  p a r a  t o d o  k e K, de 8 s e  deduce  que l a  s u c e s i ô n :

Pk
0 - ^ M ' ^  E' -»-  ( E M. ) '  e s  c e r r a d a

j G K ^
j   ̂k

y Pj  ̂ e s  monomorfismo V k £ K, p o r  t a n t o ,  p^ (M^) = Ke r ( m' )  =w(Im m) =

= w( E M. )
-j c K ^
j  /  k

( i i )  e s  c o n s e c u e n c i a  de l a s  f ô r m u l a s  ( 2 )  y de § 8 , 2 ) .



§ 14. OIMORFISMOS

Cambio d e l  s e m i a n i l l o .

Sea p :  A B un homomorfismo f u e r t e  de s e m i a n i l l o s  Sa4-SA6 y s e a

Fg un B-semimodulo ,  podemos c o n s i d e r a r  a Fg como un A -semimôdulo ,  que d e s i g n a -

remos P^^Fg) ô b i e n  F^ ( c a s o  de que e s t e  u l t i m o  s im b o l i s m o  no e n t r a n e  con-

f u s i ô n ) ,  d e l  s i g u i e n t e  modo:

1)  F^ c o n s t a  de l o s  mismos e l e m e n t o s  que Fg.

2) l e y  i n t e r n a  en F^ = l e y  i n t e r n a  en Fg.

3) V a  € A, V X G F^ : a x ( e n  F^)  = p ( a ) x  ( en  F g ) .

F a c i l m e n t e  s e  comprueba  que s i  Fg e s  un B-semimôdu lo  a  l a  i z q u i e r ­

da  ( d e r e c h a )  e n t o n c e s  F^ e s  un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a ) ,  que 

l l a m a re m o s  a s o c i a d o  a  "p" y a  " F g " . Se cumplen l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s :

1)  ( i )  S i  Mg e s  subsemimôdulo  ( c e r r a d o )  de Fg,  e n t o n c e s  P%(Mg) e s  

subsemimôdulo  ( c e r r a d o ) de p ^ ( F g ) .

" b -

( i i )  p^(Mg) = p^ (M g) ,  c u a l q u i e r a  que s e a , e l  subsemimôdulo  Mg de

Dada una  r e l a c i ô n  b i n a r i a  R en F g ,  s e  puede  d é f i n i r  una  r e l a c i ô n

en F^ ,  que d e s ig n a r e m o s  p ^ ( R ) ,  de e s t e  modo:

V x , y  € F^ , xp^ (R )  y <==> xRy

( i i i )  S i  R e s  c o n g r u e n c i a  n o rm a l  ( a n o r m a l )  en F g ,  p^^R) e s  c o n g r u e n -  

c i a  n o rm a l  ( a n o r m a l  r e s p e c t i v a m e n t e )  en F^.

( i v )  C u a l q u i e r a  que s e a  l a  c o n g r u e n c i a  R o e l  subsemimôdulo Mg de 

F g ,  s e  v e r i f i c a :

P x ( f B / " B ) =  P x^^B^/P x^“ b ^
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Denote T( Fg)  i n d i s t i n t a m e n t e  e l  r e t i c u l o  F ( F g ) ,  C ( F g ) ,  fC(Fg),  N ( F g ) ,

v ê a s e  § 3 ,1 0 )  de l o s  s u b s e m im ô d u lo s ,  subsem imôdu los  c e r r a d o s , c o n g r u e n c i a s , 

c o n g r u e n c i a s  n o r m a l e s  de F g ,  y design* 

b l e c i d a  en 1 ( i )  ô 1 ( i i i ) ,  e n t o n c e s :

c o n g r u e n c i a s  n o r m a l e s  de F g ,  y d é s i g n é  l a  a p l i c a c i ô n  c o r r e s p o n d i e n t e  e s t a -

( v )  p^ : T( Fg)  T(F^)  , = p ^ ( F g )  , T = F, C, K, W

e s  un homomorfismo i n y e c t i v o  (monomorfismo) de r e t î c u l o s  c o m p l e t e s .

Sean F , G dos B - s e m im ô d u lo s , p : A -► B un homomorfismo f u e r t e  de 

s e m i a n i l l o s ,  Ug: Fg -4- Gg.un B-homomorfismo;  podemos c o n s i d e r a r  a Ug como un 

A-homomorfismo de F^ en G^; a s î  c o n s i d e r a d o ,  l e  denominamos: u^ '

( v i )  La a p l i c a c i ô n :

"B "  "A

e s  un monomorfismo de N - s e m i m ô d u l o s .o

En g e n e r a l ,  n i  l a s  a p l i c a c i o n e s  e n u n c i a d a s  en ( v ) ,  n i  l a  e s t a b l e c i -  

da en ( v i )  son s upr a y e e t i v a s  ; s i n  e m b a r g o ,

( v i i )  S i  p:  A -► B e s  e p im o r f i s m o  f u e r t e  de s e m i a n i l l o s ,  e n t o n c e s

p ^ , T = Fj c ,  Ki W, e s  un i s o m o r f i s m o  de r e t î c u l o s  c o m p l e to s  y p ^ ( v i )  e s  un

i s o m o r f i s m o  de N - s e m im ô d u lo s .  o

( v i i i )  S i  p:  A B e s  e p i m o r f i s m o ,  t o d o  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de 

Fg e s  t a m b iê n  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de F^.

S i  p e s  monomorfi smo,  t o d a  f a m i l i a  l i b r e  de Fg e s  t a m b iê n  f a m i l i a

l i b r e  de F^.

( i x )  Sea p : A B un homomorfismo f u e r t e  de s e m i a n i l l o s  SA4-SA6.

( s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s
f a m i l i a  l i b r e  de B c o n s i d e r a d o  como A - s e m i -

b a s e  môdulo

a l a  i z q u i e r d a ,  y s i  (y ) ^ e s ̂ J p  p c P

' s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s
f a m i l i a  l i b r e  d e l  B-semimôdulo  a  l a
. b a s e .
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i z q u i e i  'a F\ , , e n t o n c e s :

' s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  
fami 

, ba se
f a m i l i a  l i b r e

A l o  l a r g o  d e l  p r e s e n t e  p a r a g r a f o ,  p a r a  e v i t a r  c o n f u s i o n e s ,  u s a r e -  

mos e s t e  s im b o l i s m o :  c o n s i d e r a d o  un A-semimôdulo s ô l o  como s e m igrupo  a d i -  

t i v o  a b e l i a n o  con n e u t r o ,  l o  de no ta rem os  s im p lem e n te  "E" en l u g a r  de " E ^ " ; 

c o n s i d e r a d o  un A-nomomorfismo u^:  E^ s ô l o  como homomorfismo f u e r t e  de

s e i n i g r u p o s , l o  d e n o ta rem o s  "u" en l u g a r  de " u ^ " .

D e f i n i c i o n e s

Sean E un A-semimôdulo ,  F un B-semimôdulo,  p : A -> B un homomorfi s ­

mo f u e r t e  de s e m i a n i l l o s ,  f :  E ^  F un homomorfismo f u e r t e  de s e m i g r u p o s ;  d i r e -  

mos que e l  p a r  ( p , f )  e s  c o m p a t i b l e  s i  y s o l o  s i  s e  v e r i f i c a :

(1 )  f ( a x )  = p ( a ) f ( x )  , V a € A ,  V x g E

En e l  c a s o  de que e l  p a r  ( p , f )  s e a  c o m p a t i b l e ,  l lamamos  a  

( p , f )  = f _ : E^ -> Fg, d im o r f i s m o  de E^ en y denominamos a "p" p r i m e r a  com-P /\ Xj ——— — —  /\ xj '
p o n e n t e ,  a  " f "  s e gunda  cornponente d e l  d im o r f i s m o  f ^  = ( p , f ) .

D e c i r  que f ^  : ^  F^ e s  un A-homomorfismo é q u i v a l e  a  d e c i r  que

1^:  A ^  A, f :  E ^  F es  un p a r  c o m p a t i b l e ,  e s t o  e s ,  que ( l ^ , f )  e s  un d i m o r f i s ­

mo E.  ^  F.  . As î  p u e s ,  l o s  A-homomorfismo de semimôdulos r e s u l t a n  como un c a so  A A r  ,
p a r t i c u l a r  de l o s  d i m o r f i s m o s ,  son a q u e l l o s  de l a  fo rm a  (1 , f )  = f  , que tam

Ab i e n  d e n o ta rem o s  ( l ^ , f )  = f ^  = , f ^ ,  s i  no se  p r e s t a  a  c o n f u s i ô n .

2 ) ( i )  Un d im o r f i s m o  f ^  : E^ ->• Fg puede s e r  c o n s i d e r a d o  como un A-ho­

momorfismo (1 , f )  : E ^  F'  = p (F ) ,  y r e c î p r o c a m e n t e .
A A A X ij

( i i )  Dado e l  d i a g r a m a  c o n m u t a t i v o  de homomorfismos f u e r t e s  de s e m i a ­

n i l l o s  SA4-SA6:

A — B

A / ,
C

y e l  d im o r f i s m o  de semimôdulos  g^ : Fg , podemos c o n s i d e r a r  a  e s t e  u l t i m o

como un A-homomorfismo g : F '  G' , en donde:  F ’ = p (F ) , G' = p (q (G ))=

= ^x (G c)  . «A = Px . «B = r ,  .  «A («B = « q .  '
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Expresamos e l  p r o c e s o  s e g u id o  a n t e r i o r m e n t e , p a r a  c o n s i d e r a r  a  g  ̂

como un A-homomorfismo,  m e d i a n t e  e l  s i g u i e n t e  esquema:

c: o , b i e n  b r e v e m e n t e , p̂

S .
F  ' t

A

2)  ( i i i )  Dada una  s u c e s i ô n  de d i m o r f i s m o s  de semimôdulos :

( 1 )
A

/ n _n.,n (p , f  ) pU+1
n t l

formemos l a  s u c e s i ô n  de s u s  p r i m e r a s  c o m p o n e n t e s :

1  g  2  q
A A?

y c o n s t r u y a m o s  e l  d i a g r a m a  c o n m u t a t i v o :

A - y

h a c i e n d o  q^ = p^ . . .  p^p^ , V i  € [2 ,n] . M ed ian te  e l  p r o c e s o  e s t a b l e c i d o  en 

l a  p r o p o s i c i ô n  p r e c e d e n t e ,  podemos c o n s i d e r a r  l a  s u c e s i ô n  de d i m o r f i s m o s  ( 1 )  

dada  :

2 1

( 1 )  E^ E^^2 .

( 2 )  e J — ^  E - ^ ^

. . . .  .  E " . n  (d L d lL  E " + l . n + l

n t l ,

n i n
I x

f "  '
e” '

como una s u c e s i ô n ,  l a  (2 )  de A-homomorfismos. Llamaremos a  e s t a  u l t i m a  l a



-  128 -

A - s u c e s i o n  homôloga de l a  ( 1 ) .

D e f i n i c i o n

Decimos que l a  s u c e s i ô n  de d im o r f i s m o s  ( 1 ) :

(1 )  (p : ^ E^^2 ..........  E^^n (p ^ L  E^‘̂ ^^n+1

es  r e g u l a r  ( n o r m a l ,  c e r r a d a ,  e x a c t a ,  r e s p e c t i v a m e n t e ) ,  s i  y s o l o  s i  l a  s u ­

c e s i ô n  de homomorfismos de N^-semimôdulos  fo rm ada  p o r  s u s  s e g u n d a s  componentes '

   E" f - .  E "+ l
e s  r e g u l a r  ( n o r m a l ,  c e r r a d a ,  e x a c t a ,  r e s p e c t i v a m e n t e ) .

2)  ( i v )  S i  una  s u c e s i ô n  de d i m o r f i s m o s  ( 1 )  e s  r e g u l a r  ( n o r m a l ,  c e ­

r r a d a ,  e x a c t a ,  e n t o n c e s  l a  s u c e s i ô n  de A-homomorfismos homologa ( 2 )  ( v ê a s e  2)

( i i i ) e s  r e g u l a r  ( n o r m a l ,  c e r r a d a ,  e x a c t a ,  r e s p e c t i v a m e n t e ) .

A  s
En e f e c t o ,  supongamos que E^ — ^ Fg — — , qp = r ,  e s  r e g u l a r

e s t o  e s ,  f ( E )  = K erg ,  y formemos s u  s u c e s i ô n  homologa :

Px r
X

'A  —
A ®A

Si  M e s  su b s em ig ru p o  de Fg , p^(M) e s  su b s e m ig ru p o  de F^ y se  cumple 

p^(M) = p^( M) ;  s i ,  ademâs ,  M e s e  e s t a b l e  r e s p e c t o  a l  s e m i a n i l l o  p ( A) ,  t a m b iê n  

l o  e s  M y p ^ ( M) ,  p^(M) son e s t a b l e s  r e s p e c t o  a l  s e m i a n i l l o  A. E v i d e n t e m e n t e , 

p ^ ( f ( E ) )  = f ^ ( E ^ ) ,  p ^ ( K e r g )  = K e r ( g ^ ) .  Tomemos M = f ( E ) ,  s e  v e r i f i c a :

^A^^A^ = P ^ f f CE) )  = Pj ^ ( f ( E) )  = Pj^(Kerg) = K e r (g ^ )

l o  que d e m u e s t r a  que l a  s u c e s i ô n  homologa  de l a  dada  e s  t a m b iê n  r e g u l a r .  De 

un modo s i m i l a r  s e  d e m u e s t r a n  l o s  r e s t a n t e s  c a s o s .

3 ) .  P r o d u c t o  de d i m o r f i s m o s .

Dados l o s  d im o r f i s m o s  f  : E -> F , g : F G , d e f ina m os  e l  p r o -  

d u c t o  g ^ fp  = ( g f ) ^ p  : Ea ^  ( p ^ d . )

Como qp ( g f )  e s  un homomorfismo f u e r t e  de s e m i a n i l l o s  SA4-SA6 (de 

s e m i g r u p o s ,  r e s p e c t i v a m e n t e )  y e l  p a r  ( q p , g f )  e s  c o m p a t i b l e ,  e l  p r o d u c t o  de 

d im o r f i s m o s  e s  un d i m o r f i s m o .  E l  p r o d u c t o  de d i m o r f i s m o s  goza  de l a  p r o p i e d a d
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a s o c i a t i v a .  I_  = (1_,, 1„)  : F„ F̂ . e s  un d i m o r f i s m o ;  s e  cumple ,  
r  B  r  B  B

f  : E. -> F„ , I ^ f  = f  , f  1,-,= f  , de d o n d e ,  l o s  ( semimôdulos  s o b r e  s e m i a -  p A B F p p p E p ----------------------------------------------------
n i l l o s ,  d i m o r f i s m o s } forman una  c a t e g o r î a .

4) A d ic iô n  de d im o r f i s m o s

Dés igné  Dim F g ) e l  c o n j u n t o  de t o d o s  l o s  d i m o r f i s m o s

de E^ en F^ que t i e n e n  su  p r i m e r a  componente  " p " .  E s t e  c o n j u n t o  no e s  v a c i o ,  

p u e s t o  q u e ,  p o r  l o  m enos , c o n t i e n e  a o^ .  Def inamos l a  a d i c i ô n :

( f  + g ) ^  e s  un d im o r f i s m o  E^ ^  que " f+ g "  e s  un homomorfismo de s e m i ­

g rupos  c o m p a t i b l e  con " p " .

La a d i c i ô n  de d im o r f i s m o s  ( a . d )  g o z a  de l a s  p r o p i e d a d e s  a s o c i a t i v a  y 

c o n m u t a t i v a .

Di mp( E^ , Fg ) ,  d o t a d o  de l a  l e y  ( a . d ) ,  e s  un N_ - s e m im ôdu lo .

Es f â c i l  comprobar  que s i  f  ,k  : E.  ^  Fd,  g ,h : F^ ^  , s e  cumple^ ^ P P A B ^q q B  C

"  " p )  = V p  + V p ’ "  h q ) f p  = M p  "  \ ^ P

e s  d e c i r ,  e l  p r o d u c t o  de d im o r f i s m o s  goza  de l a s  p r o p i e d a d e s  d i s t r i b u t i v e s  a 

i z q u i e r d a  y d e r e c h a ,  r e s p e c t o  de l a  a d i c i ô n  de d i m o r f i s m o s .

C o n s e c u e n c i a  de l o  a n t e r i o r  e s  que s i  p :  A ->■ A e s  un endomorf ism o 

i d e m p o t e n t e  de s e m i a n i l l o s ,  e n t o n c e s  Dim^(E^,  F^)  e s ,  r e s p e c t o  a  l a s  l e y e s  

( a . d ) ,  un s e m i a n i l l o  SA4r-SA6.

5)  E l  f u n c t o r  Dim ( E . , F ^ )------------------- p A B

Sea e l  d i a g r a m a  de homomorfismos f u e r t e s  de s e m i a n i l l o s  SA4-SA6

A — B
s

D  ---- :— C c o n m u t a t i v o ,
r
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y s e a n  h^ :  ^  » d i m o r f i s m o s  dados  de a n te m ano ,  d e f i n i m o s

Dim(f  ,hy )  : Dim ( F ^ .G ^ )  -> Dim^(E^,Hg)

D i m ( f p , h g X g q )  =  h g g q f p  '  % g ^ c  D i m ^ ( F g , G g )

Dim(f  ,n ) e s  un homomorfismo de N - s e m im ô d u lo s ,  va  que :p jp  o ---------  ------------ -------*■—

Dim(f  ,h ) ( g  +k ) = n (g  t k  ) f  = Dim(f  ,h )g  + Dim(f  ,h )k p ’ r ^ q q  r  ^q q p p r  ^q p r  q

en v i r t u d  de l a  d i s t r i b u t i v i d a d ( 4  ) .y Dim(f  ,h ) (o  ) = o .p r  q s

Se v e r i f i c a n  l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s :

S i  I : E a- E , I  : G -> G son l o s  r e s p e c t i v o s  d im o r f i s m o  i d ê n t i
tj A A vj U L,

e n t o n c e s  Di m(I  , I  ) : DIM (E ,G ) Dim (E ,G ) e s  e l  homomorfismo i d ê n t i c o .  B o  q A U q A C

(b )  B a jo  l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  h i p ô t e s i s ,  s e  c y m p l e :

Dim(g^fp.Ig) = Dim(fp.Ig) Dim(g^,Ig)

Dim(I  ,h  k ) = Dim(I  ,h  ) Dim(I  ,k  )
iû ]? S  hi 10 i i  S

en v i r t u d  de l a  a s o c i a t i v i d a d  d e l  p r o d u c t o  ( 3 ) .

( c )  Bajo  l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  h i p ô t e s i s ,  s e  cumple

Dim(f  t k  , I  ) = D im (f  , I  ) t  Dim(k , I  )
p p b P b P b

Dim(Ig ,h^+m^)  = D i m ( I g , h ^ )  t  D im (I^ ,m ^ )

en v i r t u d  de l a  d i s t r i b u t i v i d a d  ( 4 ) .

( d)  S i  e s  c o n m u t a t i v o  e l  d i a g r a m a  de homomorfismos f u e r t e s  de semia

n i l l o s

P
A------------------   B

s i 1 q  , qp = t ,  r q  = u
D ^ ----- C
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e n t o n c e s  e l  d i a g r a m a  de homomorfismos de N^-sem imôdulos

Dim(f , I g )

D im ( I g ,h y ) D im ( I g ,h y )

Dim (E: )
s  A D' Di m( f p , I H)

es  c o n m u t a t i v o ,  y a  que :

Din,(fp,h^)(g^) = hgg^fp = D im (Ig .hg)(gqfp)  =

D i m ( I g ,h ^ )  D i m ( f p , I g ) ( g ^ )  , V g^ € Dim^(Fg,G^)

en v i r t u d  de l a  p r o p i e d a d  a s o c i a t i v a  d e l  p r o d u c t o  de d i m o r f i s m o s ( 3 ) ;  a n â lo g a -

mente ,

D i m ( f p , h y ) ( g q )  = D i m ( f p , I ^ )  D i m d ^ , h ^ ) ( g ^ )  , V g^  e Dim^(Fg,  G^)

Como e l  d i a g r a m a  segundo  e s  c o n m u t a t i v o  en e l  c a s o  de que l o  s e a  e l  

p r i m e r o ,  d i rem os  que l a  c o n m u t a t i v i d a d  de e s t e  s e g u n d o  d i a g r a m a  e s t a  c o n d i c i o -  

n a d a  p o r  l a  c o n m u t a t i v i d a d  d e l  d i a g r a m a  de l a s  p r i m e r a s  componentes  de l o s  d i ­

m orf i sm os  .

De ( a ) , ( b ) , ( c )  y ( d)  se  deduce  que :

Dim ( E^ , Fg)  e s  un f u n c t o r  de l a  c a t e g o r î a  {semimôdulos  s o b r e

a n i l l o s ;  d im or f i sm os}  en l a  c a t e g o r î a  {N ^ - s e m i m ô d u l o s ; N^-homomorfismos} , 

c o n t r a v a r i a n t e  en E^ ,  c o v a r i a n t e  en F g ,  y  c o n d i c i o n a d o  p o r  l a  c o n m u t a t i v i d a d  

de l o s  d i a g r a m a s  fo rm ados  p o r  l a s  p r i m e r a s  c o m p o n e n te s .

6)  S u c e s i o n e s  de d i m o r f i s m o s :

( a )  Sea:

t s
Ig,
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un d i a ^ . ima c o n m u t a t i v o  de e p im o r f i s m o s  de s e m i a n i l l o s  SA4-SA6; s i  l a  suce-  

s i ô n  de d im o r f i s m o s  de semimôdulos e s  e x a c t a :

(1 )  E

e n t o n c e s  l a  s u c e s i ô n  de homomorfismos de N - se m im ôdu los :-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- Q ---------------------------------

Dim(g ,1 ^ )  D i m ( f _ , I g )
(2) 0 -> Dim^(G^,Hg) --------   -Dim^(Fg,Hg)    -Dim^(E^,Hg)

e s  c e r r a d a  y Dim(g ^ . I ^ )  e s  un monomorfismo,  c u a l q u i e r a  que s e a  e l  D-semimô- 

d u l o  Hg.

(b )  Sea:

un d i a g r a m a  c o n m u t a t i v o  de homomorfismos f .  de s e m i a n i l l o s  SA4-SA6; s i  l a  su- 

c e s i ô n  de d i m o r f i s m o s  de semimôdulos

Sq h
( 3 )  0 .  Fg    Hg

e s  e x a c t a ,  e n t o n c e s  l a  s u c e s i ô n  de homomorfismos de N - se m im ô d u lo s :   o ---------------------

D im ( lE ,g q )  Dim(I  ,h  )
(4) 0 - DimpfEa.Fg)    DimsCE^.Gc)-----

e s  c e r r a d a  y Dim( I ^ , g ^ )  e s  monomorfismo,  c u a l q u i e r a  que s e a  e l  A-semimôdulo E^<

P a r a  m o s t r a r  e l  e n u n c ia d o  ( a )  b a s t a  t e n e r  en c u e n t a  que s i  ( 1 )  e s  

e x a c t a ,  e n t o n c e s  s u  s u c e s i ô n  homôloga 2 ,  ( i i i ) :

"a —  "Â —   “ °

e s  e x a c t a ,  segûn  2 ( i v ) ,  p o r  s e r  e p im o r f i s m o s  l a s  p r i m e r a s  c om ponen tes  de l o s
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d im o r f i s m o s  d a d o s ,  se  puede  i d e n t i f i c a r :

Dim^(G^,Hg) = Hom^(G^,H^),  e t c . - v e r  2 , ) ( i ) ,

Dim(g , I  ) = Hom(g ,1  , ) ,  e t c .  y 1)  ( v i i i )
q H A

De §12, .  4 ( i ) ,  r é s u l t a  e l  e n u n c i a d o .  ( b )  s e  m u e s t r a  de i g u a l  modo.

7 ) .  Semimôdulo d u a l - p  de

Sea E^ un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a ,  p:  A B un homomorfismo 

f u e r t e  de s e m i a n i l l o s  SA4-SA6, y s e a  B^ e l  B-semimôdulo B a  l a  i z q u i e r d a .

Sabemos que Dim^(E^,Bg) e s ,  r e s p e c t o  de l a  a d i c i ô n  de d i m o r f i s m o s ,  un N^-se-

mimôdulo,  d e f i n a m o s :

( l . e )  V f  £ Dim ( E . , B _ ) ,  V b £ B ; ( f  )b = ( f b )  
p  p  A B p  p

s i e n d o :

f b ( x )  = f ( x ) b  , V X € E

( l . e )  e s  una l e y  de c o m p o s i c iô n  e x t e r n a  de Dim^(E^,Fg)  s o b r e  B, p u e s t o  que 

e l  p a r  ( p , f b )  e s  c o m p a t i b l e .  Se comprueba  s i n  d i f i c u l t a d  que :

( i )  Dim (E^ ,B g)  e s ,  r e s p e c t o  a  ( a . d )  y ( l . e ) ,  un B-semimôdulo  a  l a

d e r e c h a ) .

Sea E^ un A-semimôdulo a l a  i z q u i e r d a  y s e a  P una  c o n g r u e n c i a  en e l  

s e m i a n i l l o  A, p :  A -► A/P e l  homomorfismo c a n ô n i c o ;  en v i r t u d  de 7 ( i ) ,

Dim(E^, ( A/ P^^yp^)  e s  un ( A /P ) - se m im ôdu lo  a  l a  d e r e c h a ;  p o r  c o n s i g u i e n t e , 

D lp (E^)  = p ^ ( D i m ^ ( E ^ , ( A / P ) ) )  e s  un A-semimôdulo a  l a  d e r e c h a ,  que l l a m a ­

mos semimôdulo  d u a l - p  de E . .----------------------------- £1--------  A

E x i s t e ,  e v i d e n t e m e n t e ,  una b i y e c c i ô n  e n t r e  l a s  c o n g r u e n c i a s  P en A 

y l o s  semimôdulos  d u a l e s - p  de E^ ,  En e s t a  b i y e c c i ô n  a  l a  c o n g r u e n c i a  i d ê n t i c a  

en A, l e  c o r r e s p o n d e  e \  semimôdulo d u a l - 1 ^  de E^ ,  e s t o  e s ,  e l  semimôdulo  d u a l  

" o r d i n a r i o "  de E^ ,  t r a t a d o  y a  en un p a r â g r a f o  a n t e r i o r .

( i i  ) ^  x , y  c E^ ,  x ' , y ’ e D l p ( E ^ ) , a  £ A, y denominamos x ' ( x )  = <x, x*> ,

se  c u m p l e :
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1.  <x + y ,  x '>  = < x , x ' >  + < y , x ’ >

2.  <x,  x '  + y ’ > = < x , x ' >  + < x , y ’ >

3. <ax,  x ' >  = p ( a )  < x , x >

4.  <x,  x ’a> = < x , x ’ > p ( a )

Nota : D imorf ismos  de modulos

Dado un d im o r f i s m o  de semimôdulos  f ^  : ^  Fg,  s i  A y B son  a n i ­

l l o s ,  e n t o n c e s  p e s  un homomorfismo de a n i l l o s ,  E^ ,  Fg son  r e s p e c t i v a m e n t e  

un A-môdulo y un B-môdulo,  y f ^  e s  un d im o r f i s m o  de m ô d u l o s . Cuan to  hemos 

o b t e n i d o  e s  v â l i d o ,  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  p a r a  l o s  d i m o r f i s m o s  de m ô d u lo s ;  en 

d i c h o  c a s o  p a r t i c u l a r .  Dim ( E^ , Fg )  e s  un Z-môdulo (Z ,  a n i l l o  de l o s  e n t e -  

r o s )  y e l  f u n c t o r  Dim^(E^,Fg)  p a s a  de l a  c a t e g o r î a  {môdulos s o b r e  a n i l l o s ,  

d i m o r f i s m o s )  a l a  c a t e g o r î a  {g rupos  a b e l i a n o s ,  homomorfismos)  con l a s  m i s -  

mas p r o p i e d a d e s  que en 5 ) .  Las p r o p o s i c i o n e s  r e l a t i v a s  a  s u c e s i o n e s  e x p u e s -  

t a s  en 5 ) .  s i g u e n  s i e n d o  v a l i d a s ,  con l a  v a r i a n t e  de que a h o r a  ( 2 )  y ( 4 )  

son s u c e s i o n e s  c e r r a d a s , e s  d e c i r ,  e x a c t a s  de homomorfismos de Z -m ôdu los .  

Po r  f i n ,  s i  E^ e s  un môdulo s o b r e  e l  a n i l l o  A a  l a  i z q u i e r d a ,  e n t o n c e s  

Dlp(E^)  e s  un A-môdulo a l a  d e r e c h a ,  y c u a n t o  se  ha  e n u n c ia d o  en 7) permane-  

ce v â l i d o  en e s t e  c a s o  p a r t i c u l a r .



§ 1 5 .  MULTISEMIMODULO

En e s t e  . p a r â g r a f o  nos  l i m i t a r e m o s  a  e x p o n e r  l a s  d e f i n i c i o n e s  y 

e n u n c i a d o s  de que ha remos  uso p o s t e r i o r ,  l a  d e d u c c i ô n  de d i c h a s  p r o p i e ­

d a d e s  no o f r e c e  d i f i c u l t a d .

Sea (E ,  + ) un s e m ig ru p o  a b e l i a n o  con n e u t r o  y s e a n  L^: AxE -*■ E 

Lg : BxE -> E dos l e y e s  de c o m p o s i c iô n  e x t e r n a  d e f i n i d a s  en  ( E ,+ )  s o b r e  l o s  

s e m i a n i l l o s  A,B,  de modo que (E ,+ ,LA)  e s  un A-semimôdulo y ( E , + , L g )  e s  un 

B-semimôdulo.  Diremos que l a s  dos e s t r u c t u r a s , de A-semimôdulo y de B - se m i ­

môdulo ,  d e f i n i d a s  s o b r e  E son c o m p a t i b l e s , s i  s e  cumple:

( 6) L ^ ( a , L g ( b  ,x )  ) = Lg(b ,L ^ ( a  , x )  ) , V a C A ,  V b e B ,  V x e  E

Pueden p r e s e n t a r s e  v a r i e s  c a s o s ,  s egûn  que ( E , + , L ^ ) ,  ( E ,+ ,L g )  s e an

i )  semimôdu los a  l a  i z q u i e r d a ,  i i )  semimôdulos  a  l a  d e r e c h a  i i i )  uno ,  p o r  

e j e m p l o ,  e l  p r i m e r o ,  semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a ,  y e l  o t r o  a  l a  d e r e c h a ;  en 

c a d a  uno de e s t o s  c a s o s ,  l a  c o n d i c i ô n  de c o m p a t i b i l i d a d  (&) t o m a ,  de a c u e r -  

do con l a  n o t a c i ô n  mâs f r e c u e n t e m e n t e  e m p le ada  h a s t a  a q u î , l a  forma:

i ) a ( b x )  = b ( a x )  , V a c A ,  V b e  B,  V x g E

i i )  ( x b ) a  = ( x a ) b  , idem

i i i )  a ( x b )  = ( a x ) b  , idem

Sean A -  ( A )  „ , 6 = ( B )  _ dos f a m i l i a s  de s e m i a n i l l o s  que3T* r  £ Jt\ s s  £ o
cumplen SA4-SA5 ; se  d i r â  que E e s  un ( (A ^^ ^   ̂ (Bg)^  ̂ ^ ) mult isemimôd.u lo

( o ,  mâs b r e v e m e n t e ,  un ( A , Ô ) - m u l t i s e m i m ô d u l o ) , s i  E e s t â  d o t a d o

V r  c R de una  e s t r u c t u r a  de A^-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a ,

V s c S de una  e s t r u c t u r a  de B^-sem imôdulo  a  l a  d e r e c h a ,

t o d a s  e l l a s  con l a  misma l e y  i n t e r n a ,  s i e n d o  e s t a s  e s t r u c t u r a s  dos a  dos

c o m p a t i b l e s .

Llamaremos a E A - m u l t i s e m im ô d u lo  a  l a  i z q u i e r d a  ( 6- m u l t i s e m i m ô d u l o
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a l a  d e r e c h a )  en e l  c a s o  de que l a  f a m i l i a  B s e a  v a c î a  (A = 0» r e s p e c t i v a m e n ­

t e ) .  Denominamos a  E ( A ; B ) - b i s e m i m ô d u l o , ( A ,B ) -b i s e m im6d u l o  a  l a  i z q u i e r d a )  

en e l  c a s o  de que A = ( A ) ,  S = (B) (A = (A,B).,  g = 0 r e s p e c t i v a m e n t e ) .

Sean A = (A ) , g = (B ) dos f a m i l i a s  de s e m i a n i l l o s  SA4-s s £ w
SA5, y s e a n  E, F dos (A >g ) - m u l t i s e m i m ô d u l o s , s e  d i r â  que f  : E ->• F e s  un (A; B 

homomorfismo s i :

V r  G R, f  e s  un Ar-homomorfismo de E en F ,

V s G S , f  e s  un B^-homomorfismo de E en F

E n t e n demos que R e s  una c o n g r u e n c i a  en e l  ( A iB ) - m u l t i s e m im ô d u lo  E,

s i  R es  una r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a  en E c o m p a t i b l e  con l a  a d i c i ô n  y con t o - ' 

da s  l a s  l e y e s  e x t e r n a s  d e f i n i d a s  en E. De un modo é v i d e n t e  s e  pueden  d é f i n i r  

t a m b iê n  en l o s  m u l t i s e m i m ô d u lo s  l o s  c o n c e p t o s  de c o n g r u e n c i a  n o r m a l ,  a n o r m a l ,  

r e d u c t i v a ,  de R e e s , e t c . ,  s i e n d o  p a r a  e l l o s  v â l i d a s  l a s  p r o p o s i c i o n e s  e s t a b l e -  

c i d a s  en §3.  Se d i r â  que M e s  un s u b m u l t i s e m im ô d u lo  ( c e r r a d o )  de ( A ; B ) - m u l t i -  

semimôdulo E s i  M e s  su b s e m ig ru p o  ( c e r r a d o )  de E, e s t a b l e  r e s p e c t o  de t o d a s  

l a s  l e y e s  e x t e r n a s  d e f i n i d a s  en E. Si  f  e s  un (A;B)-homomorf ismo de E en F,  

y F e s  l a  c o n g r u e n c i a  a s o c i a d a  p o r  f  en E,  e n t o n c e s  K e r f  e s  s u b m u l t i s e m im ô d u ­

l o  c e r r a d o  de E,  Imf e s  s u b m u l t i s e m im ô d u lo  de F ,  E / K e r f ,  E /F  son ( A ; B ) - m u l t i -  

s e m i m ô d u l o s , e x i s t e  un e p im o r f i s m o  r e d u c i d o  E / K e r f  -y E / F ,  y un i s o m o r f i s m o  

E / F ->Imf de m u l t i s e m i m ô d u l o s .  La c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que 

E / K e r f  = E /F  e s  que f  s e a  (AiB)-homomorfismo n o r m a l .  El  c o n j u n t o  ( A;B)-Hom(E,F 

de t o d o s  l o s  ( A;B) -homomorf ismos  de E en F,  d o t a d o  de l a  l e y  " a d i c i ô n  de homo­

m o r f i s m o s " ,  e s  un N -sem im ôdu lo .o

Cuanto  s e  ha  d i c h o  en l o s  p a r â g r a f o s  d e d i c a d o s  a  p r o d u c t o  d i r e c t o  y

suma d i r e c t a  de semimôdulos  pe rm anece  v â l i d o  p a r a  l o s  m u l t i s e m i m ô d u lo s :  s i

^ ^ i ^ i  G I  una  f a m i l i a  de ( A , B ) - m u l t i s e m i m ô d u l o s , e n t o n c e s  t a n t o  ^

como © E^son ( A , B ) - m u l t i s e m i m ô d u l o s ,  s i  f ^ : E^ e s  una  f a m i l i a  de (A,B)

-hom om orf i sm os ,  e n t o n c e s  t a n t o  .1 I f .  como ©f^son (A iB ) -h o m o m o r f i s m o s , e t c
^  ̂ i c i

Sean A , B » L f a m i l i a s  de s e m i a n i l l o s  SA4-SA6, s i  E e s  un

(A,L;B,M ) - m u l t i s e m i m ô d u l o  y F e s  un (A,M;B,P ) m u l t i s e m i m ô d u l o ,  e n t o n c e s  

( A;B)-Hom(E , f  ) p o s e e  e s t r u c t u r a  de (M,A/*,L,P ) - m u l t i s e m i m ô d u l o .  S i  f : E  F 

e s  un (A,L;B,M ) -homomorfismo y h :  G ^  H e s  un (A,M;B,P ) -hom om orf i sm o , e n t o n ­

c e s :
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H o m (f ,h )g  = h g f  , V g € (A ;6 ) -Hom(F,G)

H om (f ,h )  : (A,g)-Hom(F,G) (A)g)"Hom(E,H)

e s  un ( A ,g ) -homomorfismo.

Dado e l  ( C ; P ) - m u l t i s e m i m o d u l o  E,  C = ( 0 ^ ) ^   ̂ ^,1? = (Dg)^  ̂ g

y l o s  homomorfismos fuertes de semianillos D^, V r c R

V s £ S,  l a s  estructuras de semimôdulos p ^ ( E ) ,  q^ (E) definidas sobre E, 

V r c R ,  V s c S ,  (vêase §14) son tambiên compatibles dos a dos, por lo que 
podemos considerar a E como un (A,B)-multisemimôdulo, A = (A^)^ ^

B = (B ) , que l l a m a re m os  a s o c i a d o  a E y a ( p )  , ( q )  .
S S  C o  IT* ï '  £  Ix S S  £  o

Dados p ^ ,  q g , A , B , C , 9 ,  con e l  mismo s i g n i f i c a d o  de a n t e s ,  un ( A i g ) “

m u l t i s e m im ô d u lo  E, un ( c i P ) - m u l t i s e m i m ô d u lo  F ,  un N^-homomorfismo f : E ^  F ,

decimos  que f ,  \ e s  un m u l t im o r f i s m o  de E en F s i  y s ô l o  s i :
( p _ i  q_)

f ( a  x) = p ( a  ) f ( x )  , V x g E ,  V a  e  A , V r  £ R r  r  r  r  r

f ( x b ^ )  = f ( x ) q  ( b  ) , V X £ E ,  V bg £ B^ , V s  e  S

La t e o r î a  e x p u e s t a  a c e r c a  de d im o r f i s m o s  de semimôdu los  s e  e x t i e n d e  s i n  

d i f i c u l t a d  a m u l t i m o r f i s m o s  de m u l t i s e m i m ô d u lo s .

N o t a .

1) C u a l q u i e r  s e m i a n i l l o  A que v e r i f i q u e  SA4-SA6, puede s e r  c o n s i d e ­

r a d o  como un ( A ,A ) - b i s e m im ô d u l o , y a  que p o s e e  e s t r u c t u r a s  de A-semimôdulo a  

l a  i z q u i e r d a ,  A^, de A-semimôdulo a  l a  d e r e c h a  A^, y ambas son  c o m p a t i b l e s :

V a , b , c ,  £ A, a ( c b )  = ( a c ) b ;  a s î  c o n s i d e r a d o ,  deno tamos  a  A: .A , .  Un s u b - b i -
^ i d

semimôdulo ( c e r r a d o )  de ^A^ e s  un i d e a l  b i l â t e r o  ( c e r r a d o )  de A, y r e c î p r o c a ­

mente , una c o n g r u e n c i a  de b i se m im ôdu lo  en  ^A^ e s ,  a  su  v e z ,  una c o n g r u e n c i a  

de s e m i a n i l l o  en A, y r e c î p r o c a m e n t e ,  un homomorfismo f u e r t e  p : A ^  B de s e ­

m i a n i l l o s  SA4-SA6, e s ,  a s u  v e z ,  un m u l t im o r f i s m o  p ,  . x : .A,-^ .B ; l o  c u a l  nos\ P » P / i d - i d
i n d i c a  que e l  e s t u d i o  de l o s  s e m i a n i l l o s  queda  r e d u c i d o  a l  de l o s  m u l t i s e m i ­

m ôdu lo s .  As î  p u e s ,  d e f i n i d o s  l o s  c o n c e p t o s  de c o n g r u e n c i a  (homomorfismo) n o r ­

m a l ,  a n o r m a l ,  r e d u c t i v a ,  de R e e s ,  e t c .  de un modo a p r o p i a d o  en s e m i a n i l l o s ,  

c u a n t o  hemos o b t e n i d o  en §3 e s  a p l i c a b l e  a  s e m i a n i l l o s  s i n  mas que s u s t i t u i r  

l o s  t ê r m i n o s  " se m im ô d u lo " ,  " subsem im ôdu los"  "subsemim ôdulo  c e r r a d o " ,  "semimô­

d u l o  c o c i e n t e " ,  e t c .  p o r  s e m i a n i l l o " , " i d e a l  b i l â t e r o " ,  " i d e a l  b i l â t e r o  c e r r a ­

do"  ( = i d e a l  d i s t i n g u i d o ) ,  " s e m i a n i l l o  c o c i e n t e " ,  r e s p e c t i v a m e n t e .



§ 1 6 .  PRODUCTO TENSORIAL

Sean E y F semimôdulos  a  l a  d e r e c h a  y a  l a  i z q u i e r d a ,  r e s p e c t i v a ­

m en te ,  s o b r e  e l  s e m i a n i l l o  A, no n e c e s a r i a m e n t e  c o n m u t a t i v o .  C ons ide rem os

e l  N - sem im ôdulo  l i b r e  C = N cuyos  e l e m e n t o s  son l a s  c o m b in a c io n e so o
l i n e a l e s  f o r m a l e s  de e l e m e n t o s  de ExF con c o e f i c i e n t e s  de N ( v ê a s e  § 1 0 , 9 ) .o
ExF d e s i g n a r â  a l  p r o d u c t o  d i r e c t o  de l o s  c on j u n t o s  E ,F .

D ef in im os  una r e l a c i ô n  b i n a r i a  e n t r e  e l e m e n t o s  de l a  b a s e  de C, de 

e s t e  modo:

: (x^ + X2 , y ) r & x ^ , y )  + (x^ ,y) )  , V x^,X2 e E,  V y e F

Pg : ( x . y ^  + y 2 ) r& x ,y ^ )  t  ( x , y 2 ) )  , V x € E,  V y ^ ,  75 ^

( x a , y ) r ( x , a y ) , V x e E , V y e F , V a e A

Sea R ( r )  l a  c o n g r u e n c i a  en C e n g e n d r a d a  p o r  l a  r e l a c i ô n  " r "  d e f i n i -  

d a  e s t a  u l t i m a  m e d i a n t e  Sabemos que ( v e r  § 3 ,2 4 )  R ( r )  e s  l a  minima

c o n g r u e n c i a  en C que s a t i s f a c e

D e f i n i c i o n e s

Se l l a m a r â  p r o d u c t o  t e n s o r i a l  d e l  A-semimôdulo a  l a  d e r e c n a  E p o r  

e l  A-semimôdulo a l a  i z q u i e r d a  F ,  que d e n o ta rem o s  E &^F, a l  N^-semimôdulo  c o ­

c i e n t e  C / R ( r ) .

Sea c:  C -+ C / R ( r )  e l  homomorfismo c a n ô n i c o ,  l l a m a re m os  a c ( ( x , y ) ) ,

X € E, y £ F ,  p r o d u c t o  t e n s o r i a l  de x p o r  y ,  e s c r i b i e n d o  "x  ^  y " .

1)  R e s u l t a n  i n m e d i a t a s  l a s  p r o p i e d a d e s  s i g u i e n t e s :

( i )  : Cxp + X2 ) a  y  = Xp a  y + X2 a  y  , v X^,X2 € E,  V y £ F

( i i )  : X a  (y^  t  y^ )  = x & y ^  + x & y 2

( i i i )  : xa  a  y = x a  ay
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( i v )  : o â y  = o S i o  = o £  C / R ( r )  , V y £ F

(v) : nx  a  y= n ( x  ÿ)=  x a  n y ,  V n £

Mostremos û n ica m en te  ( i v ) , de

o a  y = x o a y  = x a o y  = x a o , V y £  F , V x £ E

se  deduce  :

o Q y  + x a z  = x a o  + x â z = x a z  , V x € E ,  V z C F

como X z ,  V X £ E ,  V z £ F ,  e s  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de E a ^ F ,  l a  u l t i ­

ma i g u a l d a d  i n d i c a  que o & y e s  e l  e l e m e n t o  n e u t r o  de C / R ( r )  = E a ^ F ,  c . q . d .

2)  A p l i c a c i o n e s  b i a d i t i v a s ;  a p l i c a c i o n e s  t e n s a s .

Sean E,F A-semimôdulos a l a  d e r e c h a  y a  l a  i z q u i e r d a ,  r e s p e c t i v a m e n ­

t e ,  s e a  S un N ^ -sem im ôdu lo , dec imos  que l a  a p l i c a c i ô n  b : ExF ->■ S e s  b i a d i t i v a  

o N - b i l i n e a l  s i  y s ô l o  s i  b s a t i s f a c e :o

: b ( x  + Xg ,y)  = b ( X p ,y )  + h { x ^ , y )  , V x ^ ,  x ^ .£ E,  V y £ F 

: b ( x , y ^  + yg )  = b ( x ,Y p )  + b ( x , y 2 ) , V x £ E , V y ^ , y 2 e F

Decimos que l a  a p l i c a c i ô n  t : ExF S e s  t e n s a  s i  y s o l o  s i  t  cumple

T ,  y  T^:

Tp : t  e s  b i a d i t i v a ,

T : t ( x a , y )  = t ( x , a y )  , V x £ E ,  V y c F ,  V a C A

Sabemos y a  que e l  c o n j u n t o  de t o d a s  l a s  a p l i c a c i o n e s  de ExF en S,

d o t a d o  de l a  l e y  " a d i c i ô n  de a p l i c a c i o n e s " ,  e s  un N - se m im ô d u lo ,  a l  que hemos
ExF ^l l a m a d o  A p l (E x F ,S )  = S . Sean A p l - b ( E x F , S ) ,  A p l - t ( E x F , S )  l o s  c o n j u n t o s  de t o ­

das  l a s  a p l i c a c i o n e s  b i a d i t i v a s ,  t e n s a s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  de ExF en S;  s e  v e ­

r i f i c a :
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2)  ( i )  A p i - b (E x F ,S )  e s  subsemimôdulo de A p l ( E x F ,S ) ,  y a s u  vez 

A p l - t ( E x F , S )  e s  subsemimôdulo de A p l - b ( E x F , S ) .

En e f e c t o ,  s i  b^^bg £ A p l - b (E x F ,S )  ( t ^ ^ t g  £ A p l - t ( E x F , S ) ) ,  e n t o n c e s  

bp + b^ ( t p  + t ^ )  s a t i s f a c e  t a m b iê n  l a s  c o n d i c i o n e s  Bp,B2 e s t o  e s ,

b + bgC  A p l - b (E x F ,S )  ( t p + t g  £ A p l - t ( E x F , S ) ) .

3 ) .  Un p r o b le m s  de a p l i c a c i ô n  u n i v e r s a l

D e f i n i c i o n ; Llamaremos p a  l a  a p l i c a c i ô n  d e f i n i d a  de e s t e  modo:

p : ExF ^  E F

( x , y )  X a  y , V x £ E ,  V y c F

l a  c u a l ,  e v i d e n t e m e n t e ,  p e r t e n e c e  a  A p l - t ( E x F , E  Q^F), a p l i c a c i ô n  t e n s a  c a n ô -

n i c a  de ExF en E &.F.-----------------------------  A

Mostramos a  c o n t i n u a c i ô n  que e l  p a r  (E &^F, p )  e s  s o l u c i ô n  de un p r o ­

b l em s  de a p l i c a c i ô n  u n i v e r s a l .

D és igné  C(0,M) l a  c a t e g o r î a  de l o s  {N ^ - sem im ôdu los , hom om or fi smos ,}  

se  v e r i f i c a :

3) ( i )

V S £ e, V s £ Hom(E & F , S )  , 3 '  f  £ A p l - t ( E x F , S )  /  f  = sp

r e c î p r o c a m e n t e  ( i i ) :

V S c 0 ,  V f  c A p l - t ( E x F , S )  , 3 '  s £ Hom(E & F ,S )  /  f  = sp

En l a  p r o p o s i c i ô n  a n t e r i o r m e n t e  e n u n c i a d a ,  e l  s îm bo lo  3 ’ s i g n i f i e s  

" e x i s t e  un û n i c o  . . . "

D e s m o s t r a c i ô n , ( i ) :  e l  p r o d u c t o  de dos a p l i c a c i o n e s  p , s  e s  una û n i c a  

a p l i c a c i ô n  f  = s p ,  l a  c u a l  ExF S ,  cumple T p , ! ^ :

sp(Xp + Xg ,y)  = s ( p ( X p , y )  + p C x ^ j y ) )  = s p ( X p , y )  + sp(%2 , y ) ,  e t c .

( i i ) :  P o r  s e r  ExF b a s e  de  C = podemos e x t e n d e r  l a  a p l i c a c i ô n
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t e n s a  dada  f : ExF ^  S a  un û n i c o  homomorfismo g:  C ^  S t a l  que g/ExF = f  ( e s ­

t o  e s ,  t a l  que f  = gm, s i e n d o  m l a  i n m e r s i ô n  de ExF en C) ( v ê a s e ,  § 1 0 , 1 )  y  6)_ 

Sea G l a  c o n g r u e n c i a  a s o c i a d a  a  g en C; G s a t i s f a c e  de d o n d e ,R ( r ) ç G

En v i r t u d  d e l  t e o r e m a  d e l  homomorfismo i n d u c i d o  ( § 3 ,  1 6 ) ,  e x i s t e  un û n i c o  h o ­

momorfismo s :  E a ^ F  -> S ,  t a l  que g = s c ;  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  g/ExF = s c / E x F ,  e s ­

t o  e s , f  = s p , c . q . d .

C o n s e c u e n c i a s  i n m e d i a t a s  de l a s  p r o p o s i c i o n e s  3 ( i )  y ( i i )  son  l a s  

s i g u i e n t e s :

3) ( i i i )  La a p l i c a c i ô n

g:  Hom^ (E B F ,S )  A p l - t ( E x F , S )
o

s -)■ f

de modo que f  = s p , e s ,  c u a l q u i e r a  que s e a  e l  N - sem im ôdu lo  S,  un iAf^Tiiorfismo

de N - se m im ô d u lo s .  o --------------------

En p a r t i c u l a r ,

( i v )  La a p l i c a c i ô n

g:  End^ (E Q^F) A p l - t  (ExF,  E B F )
o

e s t a b l e c i d a  de i g u a l  manera  que en 3 ( i i i ) ,  e s  un i s o m o r f i s m o  de N -semim ôdu-o
l o s .

Podemos e s t a b l e c e r  e n t r e  l o s  e l e m e n t o s  de A p l ( E , F ) ,  s i e n d o  E ,F  dos 

c o n j u n t o s  c u a l e s q u i e r a ,  una  r e l a c i ô n  de o r d e n  ( p a r c i a l )  de e s t e  modo: Sean 

p , q  c A p l ( E ,F )  y s e a n  P,Q l a s  r e l a c i o n e s  de e q u i v a l e n c i a  a s o c i a d a s  a  p , q  en E

( o r )  p 4 q <==> P c  Q

En v i r t u d  de ( i v ) ,  s e  cumple:

(v )  La a p l i c a c i ô n  t e n s a  c a n ô n i c a  p : ExF -+ E Û^F e s  e l  e l e m e n t o  mi­

n i m e ,  r e s p e c t o  a l  o r d e n  ( O r ) ,  er^ A p l - t ( E x F ,  E B^F).

O t r a  c o n s e c u e n c i a  i n t e r e s a n t e  de 3 ( i )  y ( i i )  e s  ê s t a :

3) ( v i )  D és igné  p : ExF -> E ©^F l a  a p l i c a c i ô n  t e n s a  c a n ô n i c a ;  S i  s e

c u m p l e :
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1. H es  un N - sem im ôdulo o ------------------
2.  n € A p l - t ( E x F ,H )

3. H = L (h (E xF) )

4.  P a r a  t o d o  N^-semimôdulo  S y t o d a  f  € A p l - t ( E x F , S )  e x i s t e  un 

s € Hom^ (H ,S )  t a l  que f  = s h ,  e n t o n c e s , e x i s t e  un i s o m o r f i s m o  û n i c o  h '  ^

E &^F s o ê r e  H que cumple h = h ' p .

D e m o s t r a c iô n  de 3) ( v i ) :

ExF ----- 2-----  E a  F
A

H

S

En v i r t u d  de 3) ( i i )  3 '  h ' € Hom(E ®^F,H) t a l  que h = h ' p  y 

3 '  f  c Hom(E ©^F,S)  t a l  que f  = f ' p ,  V f  e A p l - t ( E x F , S ) ; segûn  l a  h i p ô t e ­

s i s  4:  f  = s h , de d o n d e ,  f  = s h ' p  = f ' p ;  y en  v i r t u d  de l a  u n i c i d a d  e x p r e -  

s a d a  en 3 ( i i ) ,  s e  o b t i e n e :  s h ’ = f  ( 1 ) .

S i  H ' , F ' d e s i g n a n  l a s  c o n g r u e n c i a s  a s o c i a d a s  a h ' ,  f ’ en E @^F, de l a  

i g u a l d a d  ( 1 ) se  d e duc e :  K ' ç  F ’ ( 2 ) .

Al r e c o r r è r  f  t o d o  A p l - t ( E x F , S ) , r e c o r r e  f  t o d o  Hom(E F , S )  ( s e ­

g û n ,  3 ( i i i ) ) , s i e n d o  S un N^-semimôdulo a r b i t r a r i o ,  p o r  t a n t o  F ’ r e c o r r e  t o d a s  

l a s  c o n g r u e n c i a s  en E ©^F; s e gûn  ( 2 ) ,  H' e s  l a  minima c o n g r u e n c i a  en E ©^F, 

e s t o  e s ,  e s  l a  c o n g r u e n c i a  i d ê n t i c a ,  p o r  c o n s i g u i e n t e  h ’ e s  un monomorfismo.

De l a  h i p ô t e s i s  3 . ,  j u n t a m e n t e  con l a  y a  o b t e n i d a  i g u a l d a d  h = n ’p ,  s e  d e s -  

p r e n d e  que h ’ e s  un e p i m o r f i s m o ,  c . q . d .

4 ) .  C o n m u t a t i v i d a d  d e l  p r o d u c t o  t e n s o r i a l .

S i  A e s  un s e m i a n i l l o  SA4-SA6 y A^ c o n s t a  de l o s  mismos e l e m e n t o s  y

l a  misma l e y  a d i t i v a  que A y e s t â  d o t a d o  de l a  l e y  m u l t i p l i c a t i v e  "ab en  A^ =

en A",  e n t o n c e s  A^ e s  t a m b iê n  un s e m i a n i l l o  SA4-SA6, que l lamamos  " o p u e s t o "  de

A. Anâ logamente  s i  E e s  un A-semimôdulo a  l a  d e r e c h a  y E^ c o n s t a  de l o s  mismos

e l e m e n t o s  y l a  misma l e y  i n t e r n a  que E y e s t â  d o t a d o  de l a  l e y  e x t e r n a  a  c A^,

X €. E , " ax  en E = xa en E " , e n t o n c e s  E e s  un A - sem im ôdu lo  a  l a  i z q u i e r d a ,  o o o o ^
que l lamamos  " o p u e s t o "  d e l  E.

Sean E(F)  un A-semimôdulo a  l a  d e r e c h a  ( a  l a  i z q u i e r d a ) ,  A^ e l  s e -
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m i a n i l l o  o p u e s t o  de A, , (F^)  e l  semimôdulo o p u e s t o  de E ( F ) , .

4)  E x i s t e  un û n i c o  i s o m o r f i s m o

q : E a . F  ^  F a ,  E^ A o A oo

t a l  que :  x 8 y y  8 x , V x G  E,  V y e  F

En e f e c t o ,  b a s t a  comprobar  que se  cumplen l a s  c u a t r o  h i p ô t e s i s  de

3 ) .  ( v i ) .

5) P r o d u c t o  t e n s o r i a l  de homomorfismos

Sean e :  E - > E ' ,  f : F ^  F ’ nomomorfismos de A-semimôdulos  a  l a  d e ­

r e c h a  y a l a  i z q u i e r d a ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  La a p l i c a c i ô n :

t  : ExF E ’ 8 F '

( x , y )  ^  e x  a  f y ,  V x e E ,  V y C F

e s  t e n s a .  En v i r t u d  de 3) ( i i )  e x i s t e  un û n i c o  homomorfismo h :  E a ^ F  -> E '® ^ F ’

t a l  que t  = h p , e s  d e c i r ,  t a l  que :

h ( x  a  y )  = ex  & fy  , V x C E , V y c F 

D e f i n i c i ô n

Llamamos a l  homomorfismo h p r o d u c t o  t e n s o r i a l  de l o s  homomorfismos 

e , f ,  y e s c r i b i m o s  h = e & f ,  de modo que :

h ( x  8 y ) = (e  Q f ) ( x  8 y )  = e x  8 f y

5)  ( i )  La a p l i c a c i ô n :

: H om ^ (E ,E ' )xH om ^ (F ,F ' )  Hom̂  ̂ (E a^F,  E'  a ^ F ’ )
o

( e , f )  -+ e a  f

e s  b i a d i t i v a , y a  que :
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( ( c ,  t  3  a  f ) ( x  a  y )  = ( e^  + Sgi Cx)  & f ( y )  = ( e ^ x  + e ^ x )  & f  y = 

= e ^x  a f y  + e ^ x  a  f y  = (e^ a f  + e ^ a  f ) ( x  a  y )

a n â l o g a m e n t e :

H a ç i e n d o ,  p u e s ,  de nuevo uso de l a  p r o p o s i c i ô n  3 ( i i ) ,  r é s u l t a :

5) ( i i )  E x i s t e  un hom omorfismo:

y  : Hom^(E ,E ')  8^ H om ^(F ,F ' )  Hom^ (E 8^ F ,  E '  @^F')
o o

t a l  q u e , 3 = y p ' ( p '  a p l i c a c i ô n  t e n s a  c a n ô n i c a  c o r r e s p o n d i e n t e ) .

M ed ian te  e l  homomorfismo y  a c a d a  e l e m e n t o  e 8 f  d e l  p r o d u c t o  t e n s o ­

r i a l  de l o s  N^-semimôdulos  H p m ^ (E ,E ' ) ,  H o m ^ ( F ,F ' ) ,  l e  c o r r e s p o n d e  e l  homomor­

f i s m o  p r o d u c t o  h = e a  f  : E a^F -v E ’ a ^ F '  de l o s  homomorfismos e , f .

Sean :

e e ’ f  f  '
E -5. E ’ E ”  , F F ’ F ”

dos s u c e s i o n e s  de homomorfismos de A -sem im ôdu los ,  a  l a  d e r e c h a  y a  l a  i z q u i e r ­

d a ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  Se v e r i f i c a :

5) ( i i i )

( e ' . e )  a  ( f ' f )  = ( e '  8 f  ' ) ( e  a  f )

y a  que :

( ( e ' e )  8 ( f ' f ) ) ( x 8 y )  = e ’e ( x )  8 f ’ f ( y )  = ( e ’ a  f ’ ) ( e x  8 f y ) = 

=  ( e ' 8  f ' ) ( e  8 f ) ( x  8 y )  , V x g E ,  V y c F
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6 ) .  Cambio d e l  s e m i a n i l l o

Sea p :  A B un homomorfismo f u e r t e  de s e m i a n i l l o s  SAM—SA5, s e a  E( F)  

un B-semimodulo  a  l a  d e r e c h a  ( a  l a  i z q u i e r d a )

6 ) .  ( i ) E x i s t e  un û n i c o  e p im o r f i s m o  de N^ - semimodulos

(j) : Pj^(E) P^CE) E 

t a l  que :  x & y ^  x & y ,  V x C  E ,  V y C  F

En e f e c t o ,  l a  a p l i , c a c i o n  :

!(■

f : p ^ ( E)  X p ^ ( F )  E ô g F

( x , y  ) X S y

e s  t e n s a ,  y en v i r t u d  de 3) ( i i ) ,  e x i s t e  un û n i c o  homomorfismo de modo que 

f  = <}>p' ( p ' ,  a p l i c a c i ô n  t e n s a  c a n ô n i c a  p ^ ( E)  x p ^ ( F )  p ( E)  a ^ p ^ ( F ) ) .

D e f i n i c i o n :

Sea E un A-semimôdulo  a  l a  i z q u i e r d a  (o a  l a  d e r e c h a ) ,  d e f i n i m o s  

una r e l a c i ô n  b i n a r i a  e n t r e  e l e m e n t o s  d e l  s e m i a n i l l o  A, de e s t e  modo:

V a ,  b £ A, a  <==> a x  = b x ,  V x e E

Se v e r i f i c a :

( i i i )  Xg e s  una c o n g r u e n c i a  en  e l  s e m i a n i l l o  A, a  l a  que denom ina -  

mos " c o n g r u e n c i a  en A d e t e r m i n a d a  p o r  l a  l e y  e x t e r n a  de E " .

Es f â c i l  com probar  que %g e s  una r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a  en A com­

p a t i b l e  con l a  a d i c i ô n  y l a  m u l t i p l i c a c i ô n  en  A.

S i  k : A A/xg d é s i g n a  e l  homomorfismo n a t u r a l  de s e m i a n i l l o s ,  e n to n -  

c e s  Kerk = c l a s e  c e r o  de Xg ~ An( E ) , y a  que a  Kerk <==> a XgO <==> ax=ox=o ,  

V X C E <==> a  C An( E) .  O b s ê r v e s e  que Xg puede  s e r  una  c o n g r u e n c i a  no n o r m a l  

en A, y ,  p o r  l o  t a n t o  A/x^ ^ A/Kerk (en  t a l  c a s o ,  e x i s t e  un e p im o r f i s m o  r educ -  

t i v o  A/Kerk A/ X^) .

Diremos que un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  (o  a  l a  d e r e c h a )  E e s  r e -
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ducido . ,  s i  se  cumple V a , b €  A, a  /  b ,  ^  u C E/  au  /  b u .  Es i n m e d i a t o  que 

. c so  A sc:,:, /"dulo r e d u c i d o  e s  f i e l "  y que l a  p r o p o s i c i ô n  r e c î p r o c a  de e s t a  

no e s  i n c o n d i c i o n a l m e n t e  v e r d a d e r a .  De l o  a n t e r i o r m e n t e  e x p u e s t o  se  deduce :

5)  ( i i i )  Todo A-semimodulo  E puede  s e r  c o n s i d e r a d o  (de  un modo c a n ô -  

n i c o )  como un A / y ^ - semimodulo  r e d u c i d o  con l a  l e y  e x t e r n a :

k ( a ) x  = ax  , V a £ A, V X G E,  k ,  homom. n a t u r a l  A A/xg

s i e n d o  Xg l a  c o n g r u e n c i a  en A d e t e r m i n a d a  p o r  l a  l e y  e x t e r n a  de E. E,  a s i  

c o n s i d e r a d o  e s  A / x ^ - semimodulo f i e l .

S i  P e s  una c o n g r u e n c i a  en A c o n t e n i d a  en Xg» t a m b iê n  s e  puede c o n s i  

d e r a r  a  E como un A / p - s e m im o d u lo , q u e ,  en g e n e r a l ,  no e s  r e d u c i d o .

Sean Xg, Xp c o n g r u e n c i a s  en A d e t e r m i n a d a s  p o r  l a s  l e y e s  e x t e r n a  

de l o s  A-semimôdulos  a  d e r e c h a  e i z q u i e r d a  E y F.  D és igné  x ~ Xg U X 

u n io n  o c e r r a d u r a  t r a n s i t i v a  de ambas c o n g r u e n c i a s .  Se v e r i f i c a :

6) ( i v )  S i  a ,  b £ A, a  X t), e n f o n c e s :

xa a  y = X a  by , V x £ E,  V y £ F

Sabemos ( §3)  que x e s  una  c o n g r u e n c i a  en A q u e ,  p o r  d e f i n i c i o n ,

a X b < = = > 3 ( a ^ »  • • • » a ^ )  £ A /  a^_^  x% a p ,  % i  ^ [ l , h ]

a  = a ,  a = b , n  > 1 s i e n d o  I  = E ô Fo n

Supongamos , p a r a  a b r e v i a r ,  que :

a  X <==> ( a o ' S i ' a g )  ^  ̂ Xp &2

a ^ = a ,  a j  = b 

X: ^  ■===> = xa^  , V X £ E

A  a^y = a^y , V y £ F

dé donde :
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xa^ a  y = xa^  a  y , X S a^y  = x a  a^y

como xa^ a  y = x a  a ^ y ,  de e s t a s  u l t i m a s  i g u a l d a d e s  r é s u l t a  e l  e n u n c i a d o .

Sea P una  c o n g r u e n c i a  a r b i t r a r i a  en e l  s e m i a n i l l o  A, PcK( A) ;  c o n s i -  

deremos en C = l a  r e l a c i ô n  b i n a r i a  r ^  que queda  d e f i n i d a  p o r  P ^ , P 2

( v e a s e  a l  p r i n c i p i o  de e s t e  p a r â g r a f o )  y P^ (en  l u g a r  de P ^ ) ,  s i e n d o :

P^ : ( x a , y ) r  ( x , b y )  , V x € E ,  V y € F ,  V a , b  e A/ a  e  b (môd p)

O b s ê r v e s e  que l a  r e l a c i ô n  " r "  - d e f i n i d a  a l  comienzo  d e l  p r é s e n t e  p a ­

r â g r a f o -  e s  p r e c i s a m e n t e  r ^  , J, c o n g r u e n c i a  i d ê n t i c a  en A; e v i d e n t e m e n t e , 

R ( r )  ç  R( r p )  , V P c  K(A) ,  y a  que r  ç  r ^ .  Sin  em bargo ,  en v i r t u d  de l a  p r o ­

p o s i c i ô n  5 ( i v )  s e  puede  a f i r m a r :

5 ) ( v )  R( r p )  = R ( r )  , V P € K(A)  /  P ç  Xg U Xg

P o r  o t r a  p a r t e ,  c a s o  de que P c  K( A) ,  P ç  Xg n Xp, t i e n e  s e n t i d o  h a -  

b l a r  de l o s  A /P-sem imôdulos  E y F ( 6) ( i i i ) ,  y e n f o n c e s ,  en v i r t u d  de 6 ( v ) ,  

se  puede  e n u n c i a r .

5 ) ( v i ) Sea Xp ( Xp) l a  c o n g r u e n c i a  en  A d e t e r m i n a d a  p o r  l a  l e y  e x t e r -

n a  d e l  A-semimôdulo E (F)  a  l a  d e r e c h a  ( a  l a  i z q u i e r d a ) .  S i  P e s  c o n g r u e n c i a  en

t a l  que P ç  Xg Xp ’ e n f o n c e s  e l  e p im o r f i s m o  e s t a b l e c i d o  en 6 ( i ) :

E f  -  E F

es  l a  i d e n t i d a d .

En p a r t i c u l a r ,  s i  p e s  un i d e a l  d i s t i n g u i d o  ( i d e a l  b i l â t e r o  c e r r a d o )  

de A t a l  que p ç  Kerkp n Kerkp ,  : A A/X^, k p : A ->■ A/Xp,  homomorfismos na- 

t u r a l e s , e n f o n c e s  t a m b iê n  e s  <}) ; : E 8^F E Ê^y^F l a  i d e n t i d a d .

7) P r o d u c t o  t e n s o r i a l  de d im o r f i s m o s

En e s t e  numéro 7 usa rem os  l a s  mismas n o t a c i o n e s  que en e l  p a r â g r a ­

f o  d e d i c a d o  a d i m o r f i s m o s .  Sean p : A B un homomorfismo f u e r t e  de s e m i a n i ­

l l o s  SA4-SA6, E^ ,  Ep un A-semimôdulo ,  un B-semimôdulo  a  l a  d e r e c h a ;  F^ ,  F^ 

un A- ,  un B-semimôdulo  a l a  i z q u i e r d a . ;
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D e f i n i c i o n :

Dados e £ Dim ( E . , E ^ )  , f  £ Dim (F , F ^ ) ,  d e f i n i m o s  p p A b p p A b

e a  f  = (}). (e  a  f  ) 
p p

s i e n d o :

e : Ea P&(Eg) , f :  Fa p * (F g )

l o s  A-homomorfismos c o r r e s p o n d i e n t e s  a  l o s  d i m o r f i s m o s  dados  ( § 1 4 , 2 ) ( i ) .

e a  f  e l  p r o d u c t o  t e n s o r i a l  de l o s  homomorfismos e , f  ( 5 ) ,

(j) e l  e p im o r f i s m o  e s t a b l e c i d o  en  l a  p r o p o s i c i ô n  6 ( i ) .

Asi  p u e s ,  e a f  e s  un homomorfismo de N - s e m i m ô d u l o s ;
P P   o

=p a  f p  : ®A^A "  %   ̂ ^B^

V fp £ Dimp(FA. F^)

De un modo s i m i l a r  a l  e f e c t u a d o  en 5 ( i ) ,  s e  puede  com proba r  que ;

7) ( i )  La a p l i c a c i ô n

6- : Dim ( E a .E * )  x  Dim ( F a - F ^ )  .  Hom^ (Ea a ^ f A '  4
O

("p ’ ^p) " =p * fp

e s  b i a d i t i v a .

C o n s e c u e n c i a , pu e s  de 7 ( i )  y  3 ( i i )  e s  que :

7 ) ( i  i  ) E x i s t e  un homomorfismo de N̂ - s.emimôdu l o s  :

y ' : Dim ( E ^ , Eg)  Dim ( F ^ , F g )  Hom^ (E^ ®A^A* ®B^B^
^ o o

t a l  que B' = y ’ p ' ,  s i e n d o  p* l a  a p l i c a c i ô n  t e n s a  c a nôn i c a :



-  149 -

p '  : L' im^(E^,Eg) x Dim^(F^ ,Fg)  Dinip(E^,Eg) DiiHp( F ^ , F g )

8) P r o d u c to  t e n s o r i a l  de p r o d u c t o s  d i r e c t e s  y sumas d i r e c t a s  de s e ­

mimôdulos .

Creemos que e l  p r é s e n t e  p a r â g r a f o  §16 a d m i t e  un d e s a r r o l l o  mâs l a r ­

go y d e t a l l a d o  d e l  que hemos e f e c t u a d o ;  s i n  em bargo ,  de jam os  e s e  m e n e s t e r

p a r a  o t r a  o c a s i ô n , c o n t e n t â n d o n o s  a q u î  con s e n a l a r  a l g u n o s  c o n c e p t o s  b â s i c o s  

r e l a t i v e s  a l  p r o d u c t o  t e n s o r i a l  de s em im ôdu los .

Enunciamos a c o n t i n u a c i ô n  unas  p r o p o s i c i o n e s  que s e r â n  de u t i l i d a d  

en  l a s  d e m o s t r a c i o n e s  d e l  p rôx im o  p a r â g r a f o .

8) Sea ( E . ) .  _ una f a m i l i a  de A-semimôdulos  a  l a  d e r e c h a ,  ( F . ) . ^ _
1 1 £ i  ]

una f a m i l i a  de A-semimôdulo  a  l a  i z q u i e r d a ;

( i )  e x i s t e  un homomorfismo de N - sem im ô d u lo s :    o---------------------

g : ( (~t E.) a ,  ( r n  F ) -> n ( e .  a . F  )
i  G I  ^ ^  j  € J   ̂ ( i , j ) e I x J  ^

t a l  que:

g ( ( x ^ )  a ( y . ) )  = ( x ^ a  Yj )

( i i )  e x i s t e  un i s o m o r f i s m o  de N - se m im ôdu los   o  —

h : ( ■ © E. ) a . (  © F .  ) -  ̂ © (E .  F . )
i  £ I ^ j  € J  3 ( i , j )  C ' I XJ  ^  ̂ ]

t a l  que :

h((x^) a ( y . ) )  = (Xj. a y j )

( i i i )  S i  f .  : E.  ^  El  ( i  £ I ) ,  g .  : F.  ^  Fl  ( j  £ J )
—  1 1 1  ] ] ]

son f a m i l i a s  de homomorfismos de A-semimôdulos  a  l a  d e r e c h a  y a  l a  i z q u i e r d a , 

r e s p e c t i v a m e n t e , e n f o n c e s  e l  d i a g r a m a :
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(© f j a ( © g j  © ( f ^  & g j )

( © E'.) a f © F : ) - i ’ © ( e : a  f i )
i  £ I ^ j  e J   ̂ ( i , j )  € I x j  ^ ]

es conmutativo.

Demostracion (i): la aplicaciôn t de (I lEA) x (I IF\) enri(E^ B^F^) 
tal que t((x_),(y.)) = (x^ & y ̂ ) es tensa, como, fâcilmente se comprueba*, en 
virtud de 3 (ii), existe un homomorfismo g que cumple los requisitos del enun 
ciado.

*
(ii) Denominemos, para abreviar, E* =r~lE. , F =riF. , E = © E. ,3 ÿ; ^

F = © F., T = ! I (E. a F.), W = ©(E. a F.). Llamemos e: E ^ E , f:F F*] / - - \ 1  A ] 1 A 3
\  1  * J / A *  A

a las inmersiones de E (subsemimôdulo de E ) en E y de F en F ; sea g el hom 
morfismo establecido en la proposiciôn precedente;h = g(e © f) es un homomor­
fismo de E ©^F en T tal que h((x^) g (y^)) = (x^ a Y j )i por ser las familias
(x.), (y.) de soporte finito, tambiên lo es la familia (x. ^ Y - K  esto es,

1 3  1 3 -
Im h(= W; por ende, podemos decir que existe un homomorfismo h: E a^F W, 
que verifica la propiedad del enunciado.

Mostremos que h es  un i s o m o r f i s m o .  Sean i n y . : E . E , i n y . : F .  ^  F
1  1  3 3

las inyecciones canonisas correspondientes, désigné = iny^ 8  iny^ :
E _ a.E- E a.F; segûn la proposiciôn § 8 , 1 ) ,  queda determinado mediante la fa-i A 3 ^
milia ( k . . )  un homomorfismo k: W-»-E©.F (k = . . Z .. k . . ).

1 3  A (1 ,3 ) 1 3

Es inmediato comprobar que :

k h ( ( x _ )  a ( Y j ) )  = k ( ( x_  a y ^ ) )  = ( x_)  a (y J

h k ( ( x .  a y ) )  = h ( ( x . )  a ( y . ) )  = ( x .  a y . )
1 j  1 3 1 3

Como e s t a s  i g u a l d a d e s  son  v a l i d a s  p a r a  un s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de

E @^F, y un s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de W, r e s p e c t i v a m e n t e ,  s e  puede  a f i r m a r

kh = 1 ,hk = 1 , l o  que s i g n i f i c a  que h y k son  i s o m o r f i s m o s , e l  uno r e -
A E

c î p r o c o  d e l  o t r o .

( i i i )  La c o n m u t a t i v i d a d  d e l  d i ag ra m a  e x p r e s a d o  en ( i i i )  e s  de comprob 

c i ô n  i n m e d i a t a .



§ 17. UESCOMPOSICIONES IRREUüCIbLES

D e f i n i c i o n e s

I )  E , A-semimôdulo i n d e s c o m p o n i b l e  <==> a ) E / 0 , y b ) E n o  admi­

t e  n ingun  sumando d i r e c t o  d i s t i n t o  de 0 y de E.

I I )  Dés ignâm es ,  s egûn  hemos hecho  y a  en p a r â g r a f o s  a n t e r i o r e s ,  p o r  

Z(E)  e l  c o n j u n t o  de t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  s i m e t r i z a b l e s  d e l  A-semimôdulo  E,  e s ­

t o  e s ,  de t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  de E que p o s e e n  o p u e s t o  r e s p e c t e  a l  "o"  en  E.

Z(E)  es  un A -sa -m ô d u lo ,  e l  maxime c o n t e n i d o  en  E. A n â l o g a m e n te , 9(A)  d e s i g n a -  

r â  e l  c o n j u n t o  de t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  d e l  s e m i a n i l l o  A s i m e r i z a b l e s  (+)  en 

A, e l  c u a l , d o t a d o  de l a s  l e y e s  i n d u c i d a s  p o r  A, e s  e l  maxime i d e a l  f u e r t e  

b i l â t e r o  de A.

A, s e m i a n i l l o  s i n  o p u e s t o s  <==> 9(A)  = 0

E,  semimôdulo s i n  o p u e s t o s  <==> Z(E)  = 0

I I I )  En §10 se  ha  d e f i n i d o  f a m i l i a  n - l i g a d a  ( c - l i g a d a )  de un A - s e -  

mimôdulo E; d i rem os  que x t  E e s  e l e m e n t o  de n - t o r s i ô n  de E ( c - t o r s i ô n  de E) 

s i  {x} es  f a m i l i a  n - l i g a d a  ( c - l i g a d a )  de E.

E , A-semimôdulo l i b r e  de n - t o r s i ô n  <==> Toda f a m i l i a  de E que no  c o n -

t e n g a  a l  "o" es  l i b r e  ô c - l i g a d a  <==> No e x i s t e  en E una  f a m i l i a  que no con -

t e n g a  a l  "o"  y s e a  n - l i g a d a .

IV) E = © E . ,  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  d e l  A-semimôdulo  E
i  e I  ^

<==> V i e  I , E^ es  subsem imôdulo  i n d e s c o m p o n i b l e  de E.

1)  Sea E un A-sem im ôdu lo ; se  c u m p l e :

Z(E)  = 0 ==> 9(A)  ç  An(E)

En e f e c t o ,  mostremos 9(A)  ^ A n ( E )  = = > Z(E)  /  0.  Sea  T = 9(A)  n An(E)

y s e a  b c 9 ( A) - T =) 0;  e n t o n c e s  b /  o ,  b /  An( E) ,  p o r  l o  que e x i s t e  un x € E 

t a l  que bx /  o ,  t a m b iê n  e x i s t e  un b '  € 9(A)  t a l  que b + b ' = 0 ; de d o n d e ,

(b + b ’ )x = o e s t o  e s ,  bx /  o ,  bx  e Z( E) ,  c . q . d .



-  152 -

La proposiciôn recîproca de la 1 no e s , en general, verdadera, como 
lo prueba este ejemplo: sea la congruencia en el semigrupo establecida 
en la nota final del parâgrafo §11, S = N^/R^ , (p > 1), es un N^-semimôdu- 
lo (grupo monôgeno ciclico de orden p) cuyo anulador An(S) = (p) es el ideal 
bilâtero de engendrado por p. 0(N^) = 0 c  An(S) = (p) y, sin embargo,
Z(S) = S / 0.

De la proposiciôn 1) résulta, teniendo en cuenta las definiciones da­
das en §15,6) y la proposiciôn §16,6) (iii):

1) (i ) Sea E un A-semimôdulo, Xg la congruencia en A determinada por 
la ley externa de E, entonces:

Z(E) = 0 ==> e(A/xg) = 0

2)  La f ô r m u l a  Z ( E / Z( E) )  = 0 e s  v â l i d a  p a r a  t o d o  A-semimôdulo E .

Z(E)  e s  subsem imôdu lo  c e r r a d o  de E que s a t i s f a c e  x+y e Z(E)  ==> x ,

y €. Z(E)  ( 1 ) ;  en e f e c t o ,  s e a  x + y = z € Z ( E ) ,  sumando a  l o s  dos miembros e l

o p u e s t o  z ' de z, s e  o b t i e n e  x + y + z ’ = o ,  x ,  y € Z( E) .

P o r  t a n t o ,  x ,  ÿ  c E / Z ( E ) ,  x + ÿ  = x + y = o ==> x+y c Z(E)  ==>

x , y  c Z(E)  ==> X = ÿ = 5 ==> Z ( E / Z( E) )  = 0.

De 1)  y 2)  s e  o b t i e n e ,  s i n  mâs,

2 ) ( i i )  8(A /xgy2( g ) )  ~ c u a l q u i e r a  que s e a  e l  A-semimôdulo E .

Tambiên e s  v â l i d a  l a  f ô r m u l a  Z( E/ R)  = 0 ,  p a r a  t o d a  c o n g r u e n c i a  R en 

e l  A-semimôdulo E que t e n g a  p o r  c l a s e  c e r o  a  Z( E) .

Se v e r i f i c a  l a  e q u i v a l e n c i a

3 ) .  E,  A-semimôdulo l i b r e  de n - t o r s i ô n  <==> Z(E)  = 0 ,  y n i n g û n  e l e ­

mento de E ( s a l v o  e l  " o " )  e s  de n - t o r s i ô n .

Mostremos ==> ; s i  t o d a  f a m i l i a  de E que no c o n t e n g a  a l  "o"  e s  l i b r e

o c - l i g a d a ,  e n t o n c e s  no e x i s t e  n i n g û n  e l e m e n t o  x c E ,  x /  o que p o s e a  o p u e s t o

x '  e E, pues  s i  e x i s t i e r a ,  l a  f a m i l i a  { x , x ' } s e r î a  n - l i g a d a ;  tampoco e x i s t e  

en E n i n g û n  e l e m e n t o  x /  o que s e a  de n - t o r s i ô n ,  p u e s t o  que s i  e x i s t i e s e ,  l a  

f a m i l i a  {x} s é r i a  n - l i g a d a .

Probemos <== ; s e a  ( x _ ) ^   ̂  ̂ f a m i l i a  de e l e m e n t o s  de E no v a c î a  y 

que no c o n t i e n e  a l  " o " ,  y supongamos Z a_x^ = o ,  a_ c A; p o r  s e r  Z(E)  = 0 ,  de 

l a  a n t e r i o r  i g u a l d a d  se  deduce  a_x^ = o , V i c i ;  como no e x i s t e  en E n i n g û n  e le -
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mento de n - t o r s i ô n  /  o ,  y x_ /  o ,  V i  £ I ,  s e  deduce  a_ = o ,  V i  c I ,  e s t o  

e s ,  l a  f a m i l i a  dada  no e s  n - l i g a d a ,  E e s  l i b r e  de n - t o r s i ô n ,  c . q . d .

A c o n t i n u a c i ô n  e s t u d i a m o s  un tema que c o n s i d é r â m e s  c e n t r a l  en e s t a  

t e o r i a :  e x i s t e n c i a  y un i c i d a d  de l a s  d e s composi c i o n e s  i r r e d u c i b l e s  de l o s  

A-semimôdu los .  A n a l i z a m o s , en  p r i m e r  l u g a r ,  b a j o  que c o n d i c i o n e s  l a  descom­

p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  de. un A-semimôdulo e s  û n i c a ,  s u p u e s t a  s u  e x i s t e n c i a ;  p o s -  

t e r i o r m e n t e  d i s c u t i m o s  d i c h a  e x i s t e n c i a .  Una vez  p r o b a d a s  l a  u n i c i d a d  y e x i s ­

t e n c i a ,  pasamos a d é f i n i r  " d e s c o m p o s i c iô n  c a n ô n i c a "  de c i e r t o s  s e m im ôdu los ,  l o  

que p e r m i t e  d e d u c i r  una s e r i e  de t e o r e m a s .

5) Sean E y F A-semimôdulos t a i e s  que iZ(E) = Z( F)  = 0 ,  y  s e a n

® E . ,  ® F . d e s c o m p o s i c i ô n e s  i r r e d u c i b l e s  de E y F ,  r e s p e c t i v a m e n t e ; s i  e x i s -
i  I  i  J. ^t e  un i s o m o r f i s m o  f : E -v F , e n t o n c e s  e x i s t e  una  b i y e c c i ô n  t a l  que p a r a  t o d o  

i l :

f / E .  = f . : E.  F . . , 
1 1 1  p ( i )

e s  un i s o m o r f i s m o .

D e m o s t r a c i o n .  Sea k £ J ,  y l lamemos  = f ( E ^ )  n  F^ ,  e l  c u a l  e s ,

V i  £ I ,  subsemimôdulo  c e r r a d o  de F ^ ; s e  c u m p l e : s i  i ^  , i g  £ I , i ^  i ^ » e n ­

t o n c e s  T. , n T. , = 0.
I l  2̂

E f e c t u a r e m o s  l a  d e m o s t r a c i ô n  con t o d o  d e t a l l e  en  t r è s  p a s o s ;  en  e l  

p r i m e r o  most ramos  que :

f k  :  . * ,  b k
1 £ I

Sea  "y" un e l e m e n t o  a r b i t r a r i o  de F ^ ,  e n t o n c e s :

-1
x = f  ( y )  £ E ,  X = Z x . , x . £  E.

i  £ I  ^ ^ ^

de un modo û n i c o ,  p o r  t a n t o .
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(1 )  V y e F : y = Z f x .  , f x .  e f  E .
k i  (  1 1 ^ ^

de un modo û n i c o .

Como f ( x ^ )  € F ,  s e  puede  e s c r i b i r ,  V i  £ I ,

( 2 ) f ( x . ) =  Z m . . , m . . £ F .
" j  £ J  :

de un modo û n i c o ,

de  ( 1 ) y de ( 2 ) ,  r é s u l t a :

(3 )  y = Z f ( x . )  = Z ( E m. . )  = Z ( E m. . )  
i  £ I  ^ i  £ I  j  £ J  ] £ J  i  £ I

Ahora b i e n ,  p o r  s e r  y £ F , F = © F.  , de  (3 )  s e  deduce
j  £ J  ]

( “*) y  -  Z m., ; E m . .  = °  '  ^  ̂ ^ ^
i  £ I i k  i  t  I  1]

De l a  h i p ô t e s i s  Z(F)  = 0 ,  y de ( 4 ) ,  s e  o b t i e n e :

( 5 )   ̂ J  , j  /  k ,  V i  £ I  : m^^ = 0

r e s u l t a d o  e s t e ,  que l l e v a d o  a  ( 2 ) ,  a s e g u r a :

( 5 )  . f ( x ^ )  = £ f ( E ^ )  n , V i  £ I .

C o n s i d e r a n d o  ( 1 )  y ( 6 ) ,  s e  c o n c l u y e  que V y c F^ s e  puede  p o n e r  de un 

un modo û n i c o  en l a  fo rm a :

y '  . % ; "ik ’ ” ik   ̂ b k

e s t o  e s :
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"k  = . ® A i k1 £ I

como q u e r l a m o s  m o s t r a r .

I I )  Como , V k £ J ,  e s ,  p o r  h i p ô t e s i s ,  A-semimôdulo indescom po­

n i b l e ,  no pueden  p r e s e n t a r s e  l o s  c a s o s ;

a )  k , f i j o ,  V i  € I ,  = 0 ,  y a  que e s t o  i m p l i c a r i a  F^ = 0

b )  l i ^ ^ i g  £ 1 , , i ^  /  i g ,  F\ ^ /  0 , 0 ; p o r  c o n s i g u i e n t e ,

e x i s t e  un û n i c o  i  £ I  t a l  que /  0 (V k £ J )  y e s t o  e s  t a n t o  como a f i r m a r  

que e x i s t e  una a p l i c a c i ô n  q:  J  ^  I  de modo que /  O, V j £ J ,  ô ,  l o  que

es  i g u a l , t a l  que :

( 7 ) Fj ç  , V j € J

-1Llamando g = f  , y r a z o n a n d o  de modo s i m ê t r i c o ,  sabemos que e x i s t e  

una  a p l i c a c i ô n  p :  I  ->■ J  de manera  que :

(8) E. ç  g ( F p ( i ) )  , V i  e I

I I I )  Ap l iquemos  f  a l o s  dos miembros de ( 8) ,  s e  o b t i e n e

( 9 ) f ( E p  ç  fgCFpÇ.p = Fp( . ,  . V i  £ I

r e u n i e n d o  ( 7 ) ,  ( 8) y ( 9 ) ,  se  puede  e s c r i b i r :

(1 0 ) V i  £ J : F. ç  ç  fg(Fpq( . ) )  =

l o  c u a l  i m p l i c a  que pq  : J  J  e s  l a  i d e n t i d a d ; d e  un modo s i m ê t r i c o ,  s e  d e ­

duce que qp : I  ^  I  e s  l a  i d e n t i d a d ;  l u e g o  p ,  q son  a p l i c a c i o n e s , l a  una  r e ­

c î p r o c a  de l a  o t r a ,  e s t o  e s ,  son b i y e c c i o n e s ;  de ( 10) s e  deduce  t a m b i ê n  

f (E  . ) = F . ,  o s e a :
q(j ) ]

f ( E ^ )  = , V i  £ I , c . q . d .
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Una vez  d e d u c i d a  l a  p r o p o s i c i ô n  5 ,  e s t â m e s  en  s i t u a c i ô n  de o b t e n e r  

de un modo i n m e d i a t o  e l

6 ) ( i )  ( Teorema de u n i c i d a d  de l a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e )

^ i  un A-semimôdulo s i n  o p u e s t o s  p o s e e  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e , 

e s t a  e s ,  s a l v o  en  e l  o r d e n  de l o s  sumandos d i r e c t e s ,  û n i c a .

En e f e c t o ,  s e a n  E = © E. = © F. dos d e s c o m p o s i c i o n e s  i r r e d u -
i  £ I ^ i  £ J  ]

c i b l e s  d e l  A-semimôdulo s i n  o p u e s t o s  E; como 1^ : E ^  E e s  un i s o m o r f i s m o ,  

h a c i e n d o  use  de l a  p r o p o s i c i ô n  5 ,  sabemos que e x i s t e  una b i y e c c i ô n  p :  I  -> J  

t a l  que :

F p ( i )  = = E.  , V i  C I

p o r  c o n s i g u i e n t e ,  ambas d e s c o m p o s i c i o n e s  s o l o  se  d i f e r e n c i a n  en e l  o r d e n  de 

l o s  sumandos.

Sobre  l a  e x i s t e n c i a  de l a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e .

Entendemos p o r  d e s c o m p o s i c i ô n  p r o p i a  de E,  A-semimôdulo no n u l o ,  una 

d e s c o m p o s i c i ô n  de E en suma d i r e c t a  de subsem imôdu los  e n t r e  l o s  que no f i g u r a  

e l  subsem imôdulo  n u l o .  Cons ide ram os  a  E (E /  0 ) mismo como d e s c o m p o s i c i ô n  p r o  

p i a  de E,  p o r  c o n v e n i o ,  a  l a  c u a l  l lamamos  d e s c o m p o s i c i ô n  t r i v i a l  de E. Asimis-  

mo, s i  E es  i n d e s c o m p o n i b l e  c o n s id e r a m o s  a E mismo como d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u ­

c i b l e  de E,  t a m b i ê n  p o r  c o n v e n io .

6 ) ( i i )  No t o d o  A-semimôdulo s i n  o p u e s t o s  a d m i t e  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e -

d u c i b l e

Sea T = N^ = I I (N ) . ,  en  donde c a r d ( I )  ^ c a rd (N  ) .o i   ̂ I o 1 o

Se t r a t a  de com proba r  que T no p o s e e  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e .  Sea

T = © T. una d e s c o m p o s i c i ô n  p r o p i a  a r b i t r a r i a  de T y l l am em os :
j  £ J  ^

e^ € T/  p r ^ e ^  = 1 , p r ^ e ^  = o , V k £ I  , k /  i

P u e s t o  que no e x i s t e  n i n g û n  p a r  de e l e m e n t o s  x , y  e T t a i e s  que x /  o ,

y /  o ,  e^  = X + y ,  e^ h a  de p e r t e n e c e r  a  a l g û n  T̂ . en l a  d e s c o m p o s i c i ô n  dada ;

s i  e . e  T . ,  e n t o n c e s  L ( e . )  = (N ) . Q  T . .  Designemos I .  = { i  £ I / e .  £ T . } ;
^ 3 1 0 1 3  3 I  •  ̂ 3

{ I j } j  ^ J  e s  una  p a r t i c i ô n  de I ,  s i e n d o   ̂I I (N^^^ = N̂ -  ̂ . J  no  puede
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s e r  un c o n j u n t o  i n f i n i t e ,  p o r q u e  s i  l o  f u e s e , e x i s t i r i a  un x £ T t a l  que 

p r ^ x  /  o ,  V i  c I ,  que no p o d r l a  p o n e r s e  como suma de s o p o r t e  f i n i t o :

X = I X. , X. £. T . .  P o r  c o n s i g u i e n t e ,  t o d a  d e s c o m p o s i c i ô n  p r o p i a  de T
j  J   ̂ ^

e s  de l a  fo rm a:

I .
T = ® T.  , T.  = i n y -  (N ^ )

j  £ J  :  :  b '  °

s i e n d o  {1^}^  ̂ ^ una p a r t i c i ô n  de I ,  y  s i e n d o  J  un c o n j u n t o  f i n i t o .

E s t o  s i g n i f i c a  que en c u a l q u i e r  d e s c o m p o s i c i ô n  p r o p i a  de T f i g u r a ,  

a l  m en o s , un sumando d i r e c t o  d e s c o m p o n i b l e , c . q . d .

No ta :  en l a  d e m o s t r a c i ô n  a n t e r i o r  hemos p u e s t o  L( e ^ )  = (N^)^ en l u ­

g a r  de L( e ^ )  = i n y ^ ( ( N ^ ) ^ )  - s i g n i f i c a n d o  i n y ^ : ( N ^ ) ^  ^  T,  l a  i n y e c c i ô n  c a n ô ­

n i c a -  e t c . , p o r  b r e v e d a d  y s u p o n ie n d o  que no da l u g a r  a  c o n f u s i ô n .

Llamemos a l  c o n j u n t o  de l a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  p r o p i a s  d e l  A - s e m i ­

môdulo ( a  l a  i z q u i e r d a )  s i n  o p u e s t o s  E(E /  0 ) .  e s  un c o n j u n t o  no v a c î o  p o r  

c o n t e n e r ,  a l  m enos , l a  d e s c o m p o s i c i ô n  t r i v i a l  de E. D e f in im os  una  r e l a c i ô n  de 

o r d e n  en de e s t e  modo:

Dadas l a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  p r o p i a s  de E ,  E = e =

E = F = ® F . ,  dec imos  que :
j  C J  ^

(&) F < e <= = > V i e  I ,  3 j  € J / E ^ Q  F^

Se v e r i f i c a

6 ) ( i i i )  E l  c o n j u n t o  de l a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  p r o p i a s  de un A - s e ­

mimôdulo ( a  l a  i z q u i e r d a )  s i n  o p u e s t o s  E(E /  0)  e s ,  r e s p e c t e  de l a  r e l a c i ô n 

de o r d e n  " < " d e f i n i d a  m e d i a n t e  ( S ) ,  un s e m i r e t l c u l o .

Con o b j e t o  de p r o b a r  6( i i i ) ,  d em o s t ra r em o s  p r i m e r o  que s i

E = q = ® E . , E = F = ® F.  son dos d e s c o m p o s i c i o n e s  p r o p i a s  d e l  A-se-
i  e I  ^ j  £ J  ]

mimôdulo s i n  o p u e s t o s  E ,  e n t o n c e s :

( 1 )  E = © (E .  n F . )
( i , j )  £ I x J  ^ ^
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e s  una u o s c o m p o s i c iô n  de E.

C u a l q u i e r  e l e m e n t o  x de E^ s e  puede  p o n e r  de un modo û n i c o  en l a

forma ( 2 ) x =  E x . ,  x .  C F . ;  como e es  o t r a  d e s c o m p o s i c i ô n  de E,  en ton-  
j  £ J   ̂  ̂ ^

c e s  :

(3 )  V j  e J  : X .  = E m, . , m . € E,
] k £ I  k] k]  k

de un modo û n i c o .

Asi  p u e s ,

X = E ( E r m . )  = E (Zm ) 
j  k k j  k]

y como X e E . ,  s e  o b t i e n e  ( 4 ) :
1

( 4)  V k e l ,  k / i : E  im . = o
j

en v i r t u d  de l a  h i p ô t e s i s  Z(E)  = 0 ,  de ( 4 )  s e  deduce :

V k £ l , k / i , V j £ j ;  m, . = o
K] .

L le vado  e s t e  r e s u l t a d o  a  ( 3 ) ,  s e  o b t i e n e  x .  = m . . £  E. n F.  ,
] 1] 1 ]

V j € J ,  l o  c u a l ,  j u n t a m e n t e  con ( 2 ) ,  p e r m i t e  a f i r m a r  que t o d o  e l e m e n t o  

X € E^ se  puede  p o n e r  de un modo û n i c o  en l a  fo rm a:

x =  E m . .  , m . . c  E . h f .  
j  c J  1:  " :

p o r  t a n t o .

E . =  ® (E.  n  F . )  V i  c I
" j  £ J  ^ ]
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e s t o  e s ,

E = ® E. = © ( © (E.  n F . ) )  = © (E.  n F . )
i  e I  ^ i c i  i  £ J  ^  ̂ ( i , j )  £ I x J  ^ ]

como q u e r î a m o s  p r o b a r .

Al s u p r i m i r  en l a  d e s c o m p o s i c i ô n  ( 1 )  t o d o s  l o s  sumandos d i r e c t o s  

n u l o s  que f i g u r e n  en e l l a ,  ob tenemos  una d e s c o m p o s i c i ô n  p r o p i a  de E mâs 

f i n a  que e y F,  que denominamos e + F; de e s t e  modo hemos d e f i n i d o  una o p e -  

r a c i ô n  "+" e n t r e  d e s c o m p o s i c i o n e s  p r o p i a s  de E,  que goza  de l a s  p r o p i e d a d e s  

c o n m u t a t i v a  y a s o c i a t i v a ,  p o r  l o  que , + ) e s  un s e m i r e t l c u l o .  Se v e r i ­

f i c a ,  e v i d e n t e m e n t e ,  F < e <==> f  + c = e , con l o  que hemos m o s t r a d o  5 (iii).

Es i n m e d i a t o  que

6 ) ( i v )  La c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que e l  A-semimôdu­

l o  E s i n  o p u e s t o s  a d m i t a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  e s  que e l  s e m i r e t l c u l o  

{V^,  +} p o s e a  e l e m e n t o  m a x im a l . Todo e l e m e n t o  maximal  de (V^ , +} e s  descom­

p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  de E y v i c e v e r s a .

N o t a . -  La u n i c i d a d  de l a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  de un A-semimô­

d u l o  E s i n  o p u e s t o s  e s  t a m b iê n  c o n s e c u e n c i a  de 6 ( i v ) ,  p u e s t o  que p a r a  t o d o  

+ - s e m i r e t l c u l o  es  v â l i d o :

S i  P^ c o n t i e n e  un e l e m e n t o  m ax im a l ,  ê s t e  e s  û n i c o  y mâximo.

En e f e c t o ,  supongamos que M e s  e l e m e n t o  maximal  de P ^ , y s e a  X un 

e l e m e n t o  arbitrario de P̂ ; se  cumple M <  X +  M ,  y por s e r  M  m a x i m a l ,X +  M  =  M ;

de donde s e  deduce  X < M, V X £ P^ ,  e s t o  e s , M e s  mâximo en p^ .

En v i r t u d  d e l  lema de Zorn y de 6 ( i v ) ,  s e  puede  a f i r m a r

6 ) ( v )  P a r a  que e l  A-semimôdulo s i n  o p u e s t o s  E a d m i t a  d e s c o m p o s i c i ô n

i r r e d u c i b l e  e s  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que e l  c o n j u n t o  o r d e n a d o  {P^ ,<} s e a  i n ­

d u c t  i v o  ( t o d a  c a d e n a  de e l e m e n t o s  de P^ p o s e a  c o t a  s u p e r i o r  en Pg)*

6) ( v i )  Un A-semimôdulo ( a  l a  i z q u i e r d a )  s i n  o p u e s t o s  E a d m i te  una  

û n i c a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  en l o s  s i g u i e n t e s  c a s o s :

a )  E e s  l i b r e  de n - t o r s i ô n  y de t i p o  f i n i t o .

b ) E e s  de l o n g i t u d  f i n i t a .

c ) E es  l i b r e  s o b r e  A y A^ a d m i t e  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e .

P a r a  m o s t r a r  a )  nos  apoyaremos  en e l  s i g u i e n t e
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Lema. Sea E un A-semimôdulo libre de n-torsiôn, si S = {s.}.  ] ] £ u
es sistema ce  generadores de E y E = © E. es una descomposiciôn de E en

i c i  ^
suma directa de subsemimôdulos, entonces, M = U  M., siendo M. = S n E.,

i € I  ^  ̂ ^
es tambiên sistema de generadores de E .

Desmostraciôn del lema:

De y e E , y / -o, y = E a.s. , a. / o, se deduce s. £ M .
k j  ç J  :  7 :  ] k

■ Efectivamente, de:

s .  = Z ml , m̂  € E . 
3 ^ 1 ’ 1 1

r é s u l t a ;

y = Z a . ( E m̂  ) = z E a . ml
i  ] i  i  i  3 '

como y £ E^,  de l a  u l t i m a  i g u a l d a d  se  d e s p r e n d e :

V i  £ I , i  /  k : E a . ml  = o
i :  "

de e s t o ,  p o r  s e r  E l i b r e  de n - t o r s i ô n  y /  o ,  se  deduce

V i € l , i / k : m l = o

p o r  t a n t o :

s . = n s  = Mj

Acabamos de m o s t r a r  que t o d o  y e E^ depende  l i n e a l m e n t e  de e l e m e n ­

t o s  de M^, p o r  e l . l o ,  e s  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de E^ ,  V k £ I , y en v i r t u d

de l a  p r o p o s i c i ô n  § 1 0 , 8 ,  M = (J M. e s  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  de E.
i  £ I  ^

Dada l a  d e s c o m p o s i c i ô n  p r o p i a  de E = e = © E ^ , denominamos

B( s )  = c a r d ( I ) ,  s e  v e r i f i c a :  i   ̂ I
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6(E)  < Z c a r d ( MÎ )  ^  c a r d ( S )  
i c i  ^

c u a l q u i e r a  que s e a  e G y c u a l q u i e r a  que s e a  e l  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s  S

de E, ya  que s i  S no c o n t i e n e  a l  c e r o ,  l l a m a n d o  0 S ,  y s i  S

c o n t i e n e  a l  c e r o ,  l l a m a n d o  Mî = M. -  {o},  {Ml}.   ̂ _ e s  una  p a r t i c i ô n  de un1 1  1 1 € I
s u b c o n j u n t o  de S.

Como E e s  de t i p o  f i n i t o ,  6( e ) ,  V e € P ^ ,  s e  m a n t i e n e  i n f e r i o r  o 

i g u a l  a  un c i e r t o  numéro n a t u r a l ,  p o r  l o  que {P^ ,  < }es  c o n j u n t o  i n d u c t i v o ;  

en v i r t u d  de 6 ( v ) ,  E a d m i t e  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e ,  c . q . d .

En e l  c a s o  b )  l a  d e m o s t r a c i ô n  e s  a n â l o g a  a l  f i n a l  de l a  a n t e r i o r ,

p u e s t o  que se  cumple 6( e )  < l o n g ( E ) ,  V e c P^.

Mostremos l a  e x i s t e n c i a  en e l  c a s o  c ) :  p o r  s e r  E A-semimôdulo  a  l a
(B)

i z q u i e r d a  l i b r e ,  e x i s t e  un i s o m o r f i s m o  f :  T = A. ^  E;  s i  A. = ® Q . e s
^ ^ j  £ J  ^

l a  d e s c o m p o s ic iô n  i r r e d u c i b l e  de A^, e n t o n c e s  l a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e

de T e s  T = A^^^ = ® en v i r t u d  de l a  p r o p o s i c i ô n  4 ,  E a d m i t e  descom­

p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l â . ^ ^

C o n s e c u e n c i a  de 6 ( v )  a )  e s  que to d o  s e m ig ru p o  a b e l i a n o  s i n  o p u e s t o s  

de t i p o  f i n i t o  a d m i te  una û n i c a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e .

D e s c o m p o s i c io n e s  c a n ô n i c a s

Quede b i e n  c l a r o  que en e s t e  a p a r t a d o  nos  r e f e r i r e m o s  s i e m p r e  a  A - s e ­

mimôdulos s i n  o p u e s t o s  que p o s e a n  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e .

Sea M e l  c o n j u n t o  de t o d o s  l o s  A-semimôdulos a l a  i z q u i e r d a  s i n  o p u e s ­

t o s  e i n d e s c o m p o n i b l e s , s e a  J  l a  r e l a c i ô n  de e q u i v a l e n c i a  " i s o m o r f i s m o  de A - s e ­

mimôdulos a l a  i z q u i e r d a "  r e s t r i n g i d a  a  M, y c o n s id e r e m o s  e l  c o n j u n t o  c o c i e n t e

c s

en donde d é n o t a  una c l a s e  de M môdulo J ,  y ,  p o r  t a n t o ,  d é s i g n a  un r e p r é ­

s e n t a n t e  de d i c h a  c l a s e ,  y en donde e l e g i m o s  e l  c o n j u n t o  de s u b i n d i c e s  S de' mo­

do que e s t e  en c o r r e s p o n d e n c i a  b i u n i v o c a  con l a s  c l a s e s  de M môdulo J .

Dado un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  s i n  o p u e s t o s  E que t e n g a  p o r  d e s ­

co m p o s i c iô n  i r r e d u c i b l e  E = © E . ,  d e f i n i m o s ;
i  £ I  ^



-  162 -

I  = { i  C I / E . -  P } , V s C S s 1 s

E v i d e n t e m e n t e ,  {I } „ e s  una p a r t i c i ô n  de I .  Adm i t ido  e l  conve-
' '0) s s £ S

n i o  P^ = 0 , s e  puede  e s c r i b i r ;

( 1 ) E ^  ® P^^s^
s £ S ^

Denominamos a  ( 1 )  d e s c o m p o s ic i ô n  c a n ô n i c a  de E 

Obtenemos e l

7) ( Teorema de l a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  c a n ô n i c a s )

( i ) La d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  de un A-semimôdulo s i n  o p u e s t o s  que

a d m i t a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  es  û n i c a .

( i i )  Sean E , F ,  A-semimôdulos s i n  o p u e s t o s  de d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i ­

c a :

( I . ) (J_)
E =: © P , F - © P

s £ s  ̂ S £ S ®

l a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que E ~  F e s  que :

c a r d ( I g )  = c a r d ( J g )  , V s € S

( i i i )  Todo sumando d i r e c t o  M de E t i e n e  p o r  d e s c o m p o s i c i ô n  c a -

n o n i c a ;

(Lg)
( 2)  M -  © P

s £ S ^

t a l  q u e : ( 3 )  c a r d ( L ^ )  < c a r d ( I ^ )  , V s G S

R e c î p r o c a m e n t e , t o d o  A-semimôdulo M (Z(M) = 0)  de d e s c o m p o s i c i ô n  

c a n ô n i c a  ( 2 )  que s a t i s f a g a  (3 )  e s  i s o m o r f o  a  un sumando d i r e c t o  de E .

( i )  e s  c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  de 6) y de l a  d e f i n i c i ô n  de descom-
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p o s i c i ô n  c a n ô n i c a .

( i i )  Sea f :  E F un i s o m o r f i s m o ;  en v i r t u d  de l a  p r o p o s i c i ô n  5 e x i s ­

t e  una b i y e c c i ô n  p:  I  ->■ J , t a l  que F^^^^ = f ( E ^ ) ;  como

I = s = { i  e I / E ^ %  P^} , Jg  = {] £ J / F  Pg},

p s u b o r d i n a  una  b i y e c c i ô n  I  -+ J  t a l  que F , . .  % E. — P , y  e s t o  p a r a  t o d oS s p \ 1 / JL S
s £ s ,  p o r  t a n t o :

c a r d ( I g )  = c a r d ( J g )  , V s c S

De l a  p r o p o s i c i ô n  §8 ,5  r é s u l t a  que ( 4 )  " s i  f ^  : E^ -► F^ e s  un i s o m o r ­

f i s m o ,  V i  € I ,  e n t o n c e s  © f .  e s  un i s o m o r f i s m o  e n t r e  l a s  r e s p e c t i v a s  sumas
i  £ I  ^d i r e c t a s " ;  t e n i e n d o  e s t o  en c u e n t a ,  de:

c a r d ( I g )  = c a r d ( J g )  , V s £ S

se  deduce :

( I 3 ) ( J g )
Ps == Ps '  V S

y ,  p o r  c o n s i g u i e n t e :

%'>■  ( J g )
s  ?  s P s  ~  s  f  S Ps ~  P ’ c - 4 - 4 '

La d e m o s t r a c i ô n  de ( i i i )  e s  y a  o b v i a .

O b s ê r v e s e  que en l a  p r o p o s i c i ô n  7 no hemos im p u e s to  n i n g u n a  r e s t r i c -  

c i ô n  a  l o s  c o n j u n t o s  I , J , I ^ , J ^ ;  e s t e s  pue de n  s e r  i n f i n i t é s .

8) .  S i  E es  A-semimôdulo s i n  o p u e s t o s  de d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a :

( I s )
(1 )  E % @ P

S £ S ^

e n t o n c e s  e l  g r u p o :
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( I g )
A u t ( E ) : ^  I 1 Aut (P  ) 

s e S ®

En e f e c t o ,  dado e l  i s o m o r f i s m o  de A-semimôdulos f :  E ^  F ,  l a  ap l i*  

c a c i ô n  g ( u )  : Au t (E )  -v A u t ( F ) ,  g ( u )  = f u f  , V ucAutCE) ;  e s  un i s o m o r f i s m o

de g r u p o s .  P o r  t a n t o ,  de ( 1 )  s e  de duc e :

' r - nA u t ( E )c 3  Aut(  e  P ) = I 1 Aut (P  )

d e b i ê n d o s e  e s t a  u l t i m a  i g u a l d a d  a  q u e ,  s egûn  l a  p r o p o s i c i ô n  5), t o d o  e le m en to

V e Aut(  ® P ^ ^ s ) )  se  descompone de un modo û n i c o :
s £ S ^

(I )
V = I I V , V € Aut (P  ) 

s £ S ^ ^

N ô te s e  que v = ^ no t i e n e  p o r  que s e r  de s o p o r t e  f i n i t o ;  p o r

e l l o  hemos p u e s t o  en e l  e n u n c ia d o  e l  s îm b o l o  " F l " en  l u g a r  d e l  "® " .

Sea A un s e m i a n i l l o  (SA4-SA6) s i n  o p u e s t o s ,  A^ e l  A-semimôdulo A a 

l a  i z q u i e r d a  y t e n g a  A^ l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a :

( J g )(1) ® P
s £ S s

Sô lo  pueden  p r e s e n t a r s e  e s t o s  dos c a s o s :

I )  V s £ S t a l  que J  /  0 ,  e s  J  c o n j u n t o  i n f i n i t o ;q s

I I )  3 ^  G s t a l  que /  0 ,  y J ^ ' e s  c o n j u n t o  f i n i t o .

Se o b t i e n e n :

9)  Sea A un s e m i a n i l l o  0(A) = 0 ,  que cumple I )

Todos l o s  A-semimôdulos a  l a  i z q u i e r d a  l i b r e s  de b a s e  f i n i t a  son  iso -  

m orfo s  e n t r e  s i .

10) Sea A un s e m i a n i l l o  9(A) = 0 ,  que cumple I I ) ;

Todas l a s  b a s e s  de un A-semimôdulo  l i b r e  a  l a  i z q u i e r d a  son  e q u ip o -  

t e n t e s  e n t r e  s î .
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D em o s t r a c iô n  de 9.

S i  E ,F  son  dos A-semimôdulos l i b r e s  a  l a  i z q u i e r d a  de b a s e s  f i n i t a s  

r e s p e c t i v a s ,  B,C,  y ( 1 )  e s  l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  de A^, e n t o n c e s :

(B) ( J  ) (B)  (K )
( 2 )  E S  A. 2  ( @ P ) % * P

^  s e s ®  s e s ®

s i e n d o :

( 3 )  c a rd ( K g )  = c a r d ( J ^  x B) = c a r d ( J ^ )  x c a r d ( B ) ,  V s c S

Como A^, p o r  h i p ô t e s i s ,  s a t i s f a c e  I )  y B e s  c o n j u n t o  f i n i t o ,  s e  

v e r i f i c a  ( v ê a s e  N. B o u r b a k i , L i b r o  1 ,  ch 3 ,  2 é d . ,  6 , n °  3 c o r  2 ) :

c a rd ( K g )  = c a r d ( J ^ )  , V s  £ S

En v i r t u d  d e l  t e o r e m a  de l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  7 ,  E — A^; 

a n â l o g a m e n t e ,  F — A^ , c . q . d .

D e m o s t r a c i ô n  de 1 0

Sea E un A-semimôdulo l i b r e  a  l a  i z q u i e r d a ,  en donde A^ cumple I I ) .

Sabemos y a  ( § 1 1 , 5 ) , ( i i i ) ) que o b i e n  t o d a s  l a s  b a s e s  de E son i n f i n i t a s ,  y ,

en  e s t e  c a s o ,  son  e q u i p o t e n t e s  e n t r e  s î ,  o b i e n ,  son  t o d a s  e l l a s  f i n i t a s .  Su­

pongamos e s t o  u l t i m o  y que B ,  C son  dos b a s e s  de E. E leg im os  un 1  e S t a l

que s e a  c o n j u n t o  f i n i t o  en l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  ( 1 ) de A^ y usâmes 

l a  misma n o m e n c l a t u r a  que en  l a  d e m o s t r a c i ô n  de 9)  Se t i e n e *

c a r d ( K ^ )  = c a r d ( J ^ )  x  c a r d ( B )

a n â l o g a m e n t e :

c a r d ( K ^ )  = c a r d ( J j ^ )  x c a r d ( C )

y a  que es  û n i c a  l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  de E; p o r  c o n s i g u i e n t e
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c a r d ( B )  = c a r d ( K ^ ) / c a r d ( J ^ )  = c a r d ( C ) ,  c . q . d

Decimos que un A-semimôdulo l i b r e  es  d i m e n s i o n a l  s i  t o d a s  l a s  b a s e s  

de ê l  son  e q u i p o t e n t e s  e n t r e  s î .  M ed ian te  9 y 10 qu e d a  t o t a l m e n t e  a n a l i z a d a  

l a  d i m e n s i o n a l i d a d  de un A-semimôdulo l i b r e  ( a  l a  i z q u i e r d a )  E s i n  o p u e s t o s ,

s o b r e  un s e m i a n i l l o  A t a l  que A^ a d m i t e  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e .  P o r  s e r

An(E) = 0 ,  de l a  p r o p o s i c i ô n  1 ,  s e  deduce  0(A) = 0 ,  s e a  ( 1 )  l a  d e s c o m p o s i c i ô  

c a n ô n i c a  de A^, s e  v e r i f i c a :

S i  E p o s e e  una  b a s e  i n f i n i t a ,  E e s  d i m e n s i o n a l .

S i  E p o s e e  una  b a s e  f i n i t a ,  e n t o n c e s  A^ cumple I )  o I I ) ;

S i  Aj. cumple I ) ,  e n t o n c e s  E no e s  d i m e n s i o n a l .

S i  A^ cumple I I ) ,  e n t o n c e s  E e s  d i m e n s i o n a l .

P o r  t a n t o ,

11)  La c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que un A-semimôdulo a  

l a  i z q u i e r d a  ( d e r e c h a )  s i n  o p u e s t o s ,  s o b r e  un s e m i a n i l l o  A t a l  que A^ admi­

t a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e , l i b r e  y de b a s e  f i n i t a  s e a  d i m e n s i o n a l  e s  que 

A^(A^) s a t i s f a g a  l a  p r o p i e d a d  I I ) .

12)  Dado e l  s e m i a n i l l o  A, 9(A) = 0 ,  y l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  de

( J g )
A. % © P ;

^ s e s ®

s e a  E un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a ,  de d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  (Z(E) = 0 )

(Kg)E ~  © P
s e s  ®

l a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  y  s u f i c i e n t e  p a r a  que E s e a  l i b r e  e s  que e x i s t a  un nu- 

ipero c a r d i n a l  B > o t a l  que :

( 6) c a rd ( K g )  = c a r d ( J ^ )  x g , V s  € S

S i  E e s  l i b r e ,  s e  v e r i f i c a n  l a s  i g u a l d a d e s  (& ) ,  s i e n d o  $ = c a r d ( B ) ,  

y  B una b a s e  de E,  s e g û n  s e  ha  v i s t o  e n  9.
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R e c î p r o c a m e n t e ,  s i  s e  v e r i f i c a n  l a s  i g u a l d a d e s  (& ) ,  e x i s t e  un c on ­

j u n t o  B t a l  que c a r d ( B )  = p o r  t a n t o :

c a rd ( K g )  = c a r d ( J ^ )  x c a r d ( B )  , V s  £ S

en v i r t u d  d e l  t e o r e m a  de l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  ( 7)

(K ) ( J  xB) ( J  ) (B)
P P ® "Z (P ) , V s C Ss s s

y p o r  c o n s i g u i e n t e :

(K ) ( J  ) (B) ( J  ) (B) (B)
© P ® % e ( P ® )  % ^ ( ©  P )

s e s ®  s e s ®  s e  S ®  ^

p u e s t o  que l a  suma d i r e c t a  goza  de l a  p r o p i e d a d  a s o c i a t i v a ,  c . q . d .

D e f i n i c i o n e s :

Dado un A-semimôdulo l i b r e  d i m e n s i o n a l  E,  l lamamos  d im e n s io n  de 

E , d im (E)  = c a r d ( B ) ,  s i e n d o  B una  b a s e  c u a l q u i e r a  de E.

Denominamos a m p l i t u d  de un A-semimôdulo E con Z(E) = 0 ,  amp(E) =

= c a r d  ( I ) ,  s i e n d o  I  e l  c o n j u n t o  de s u b î n d i c e s  de l a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u ­

c i b l e  de E ( Admitimos e l  c o n v e n io  amp(O) = o ) .

Decimos de una  s u c e s i ô n  e x a c t a  de homomorfismos de A-semimôdulos :

que e s  e s c i n d i d a  s i  Im u .  e s  sumando d i r e c t o  de E .  , p a r a  t o d o  i  C r i ,n - l1  ’
^ d s )  . \

13)  Sea E — © P l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  d e l  A-semimôdu-
s e S ®

l o  s i n  o p u e s t o s  E; E = © E. , s u  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e ;  l lamemos
i  e I  1

E = © E. (sumando d i r e c t o  de E ,  V s e S ) ,  s e  v e r i f i c a :
® i  £ I  ■ ^s

( i )  amp(E) = Z c a r d ( I  ) = Z amp(E ) 
s  e  S  ® s e s  ®
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( i i )  amp(E) e s  i n v a r i a n t e  r e s p e c t o  de l o s  i s o m o r f i s m o s .

( i i i )  ^  e s  una  d e s c o m p o s i c i ô n  a r b i t r a r i a  ( r e d u c i b l e  o no)

de E,  e n t o n c e s :  ^  ̂ Q

amp( E ) = Z amp( E
q e Q

En p a r t i c u l a r ,  dados  l o s  subsem imôdulos  s u p l e m e n t a r i o s  M, N de E , 

s e  c u m p l e :

amp(E) = amp(M) + amp(N)

( i v )  S i  M e s  sumando d i r e c t o  de E , en t o n :  :

amp(E/M) + amp(M) = amp(E)

( v )  Dada l a  s u c e s i ô n  e x a c t a  y  e s c i n d i d a  de homomorfismos de A - s e ­

mimôdulos :

0 - k f Î e ^ G - v O  

en donde Z(E) = 0 , e n t o n c e s  Z(F)  -  Z(G) ~ 0 y

amp(E) = amp(F)  + amp(G)

( v i )  Sea :

E = 0 C E  çz E ç   C E  E = Eo 1 2  n -1 n

una  s u c e s i ô n  de sumandos d i r e c t o s  d e l  A-semimôdulo E ,  Z(E) = 0 ,  de a m p l i t u d  

f i n i t a ;  se  c u m p l e :

r  = n
amp(E) = Z amp(E /E  ) 

r  = 1 ^
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( v i i )  Sea:

0 E, E...-►..........  ->-E _ E ->-0
1 2 n -1 n

una s u c e s i ô n  e x a c t a  y  e s c i n d i d a  de homomorfismos de A-semimôdulos s i n  o p u e s ­

t o s  y de a m p l i t u d  f i n i t a ;  s e  v e r i f i c a :

r  = n
E ( r l ) ^  amp(E ) = o 

r  = 1 ^

D e m o s t r a c iô n  de 13)

( i )  y ( i i )  :

amp(E) = c a r d ( I )  = E c a r d ( I  )
s £ S ®

p o r  s e r  ( I  ) _ una  p a r t i c i ô n  de I .s s € S *

De E ^  F,  s e  deduce  d e l  t e o r e m a  7) de l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a ,  y 

usando l a  misma n o m e n c l a t u r a  que a l l î :

c a r d ( I  ) = c a r d ( J  ) , V s e S s s

p o r  l o  que :

amp(E) = E c a r d ( I  ) = E c a r d ( J  ) = amp(F)  
s £ S ® s £ S ®

como

amp(Eg)'  = c a r d ( I g )  , V s € S

e i t o n c e s :

E c a r d d  ) = E amp(E )
s c s  ® s c s  ®



-  170 -

con l e  que hemos o b t e n i d o  ( i )  y ( i l ) .

1 3 ) ( i i i ) :

Dés igné  E = ® ,E. l a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c '  de E , V qsQ;
i c i  0e n t o n c e s : q q '

E = ® E = ® ( @ E . ) =  ® E,
q G Q ^ q G Q i  G I ^q i  g I '

q q

es  l a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  de E ,  p o r  l o  que  ̂ c o n s t i t u y e  un a

p a r t i c i o n  de I ;  de l o  c u a l  s e  deduce

amp(E) = c a r d ( I )  = l  c a r d ( I  ) = E amp(E ) ,  c . c . d .
q ( ; ■- q ( Q

( i v )  e s  c o n s e c u e n c i a  de § 9 , 7 ) ,  y de 13)  ( i i i )  y ( I I ) .

(v )  Imf = Kc]7 e s ,  p o r  h i p ô t e s i s ,  sumando d i r e c t o  de E,  s e a  N un 

s u p l e m e n t a r i o  de Imf e- E; s e  cumple :

E / Im f  > 3 N , Imf

en v i r t u d  de ( i i )  y  de ( i i i ) ,  s e  c - t i e n e  , v ) .

( v i )  y ( v i i )  s e  d e s p r e n d e n  de ( - ) ,  c l  s e g u i r  un p r o c e s o  d e m o s t r a -  

t i v o  fo rm a lm e n te  i d ê n t i c o  a l  e f e c t u a d o  en § 5 ,1 3 )  y 1 4 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e , y 

c o n s i d e r a n d o  que l a s  s u c e s i o n e s  que i n t e r v i e n e n  a h o r a  en  l a  d e m o s t r a c i ô n  son 

e x a c t a s  y e s c i n d i d a s .

Hemos d e f i n i d o ,  b a j o  h i p ô t e s i s  a d e c u a d a s , l o n g ( E ) .  amp(E) ,  d i m ( E ) ;  

nos proponemos a n a l i z a r  que r e l a c i o n e s  e x i s t e n  e n t r e  e s t o s  numéros c a r d i n a ­

l e s  y en que c a s o s  s o n  i g u a l e s , Una ve z  e f e c t u a d o  e s t e  a n â l i s i s , e nunc ia re m os  

p r o p o s i c i o n e s  a c e r c a  de d im (E ) .

14)  Las mismas h i p ô t e s i s  y n o t a c i o n e s  que en 1 3 ) .

Sea E de l o n g i t u d  f i n i t a ,  e n t o n c e s :

( i )  l o n g ( E )  > E amp(E ) x l o n g ( P  ) > amp(E) 
s e s  ® ®
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Si  E cumple l a  c o n d i c i o n  de J o r d a n - H b l d e r ,  e n t o n c e s  ( i i )  y ( i i i ) :

( i i )  l o n g ( E )  = E amp(E ) x l o n g ( P  ) > amp(E) 
s e s  ® ®

( i i i )  l a  c o n d i c i o n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  q u e :

l o n g ( E )  = amp(E)

es  que t o d o s  l o s  sumandos de l a  d e s c o m p o s i c i o n  i r r e d u c i b l e  de E s e a n  s i m p l e s .

15)  Las mismas h i p ô t e s i s  y n o t a c i o n e s  que en 1 2 ) .

Cumpla Aj, l a  p r o p i e d a d  I I )  ( v e r  9 ) ) ,  e n t o n c e s  t o d o  A-semimôdulo a

l a  i z q u i e r d a  l i b r e  es  d i m e n s i o n a l  que s a t i s f a c e :

( i )  ampCE) = amp(A^) x dim(E)

En p a r t i c u l a r ,  s e a  de l o n g i t u d  f i n i t a ,  E s e a  A-semimôdulo a  l a  

i z q u i e r d a  l i b r e ;  se  v e r i f i c a :

( i i ) '  amp(E) = dim(E)

s i  y s o l o  s i  a )  E e s  de d im e n s iô n  i n f i n i t a ,  o

b )  E e s  de d i m e n s iô n  f i n i t a  y  A^ e s i n d e s c o m p o n i b l e .

15)  Las mismas h i p ô t e s i s  y  n o t a c i o n e s  que en 1 2 ) .

S i  E es  A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  l i b r e  y A^, E s a t i s f a c e n  l a  con ­

d i c i o n  de J o r d a n - H ô l d e r , e n t o n c e s :

l o n g ( E )  = l o n g (A ^ )  x dim(E)

17)  Las mismas h i p ô t e s i s  y n o t a c i o n e s  que en 1 2 ) .

Sea i n d e s c o m p o n i b l e  y c o n s id e r e m o s  en  l o  qqe s i g u e  A-semimô- 

d u l o s ' a  l a  i z q u i e r d a " .

( i ) Todo A-semimôdulo l i b r e  E e s  d i m e n s i o n a l  que cumple ;
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dim(E)  = amp(E)

( i i )  dim (E)  e s  i n v a r i a n t e  r e s p e c t e  de l o s  i s o m o r f i s m o s .

Todo sumando d i r e c t o  de un A-semimodulo  l i b r e  e s  l i b r e .

( i i i )  Dada l a  d e s c o m p o s i c i o n  E = © E^ ( r e d u c i b l e  o no )  d e l  A-se-

mimôdulo l i b r e  E,  se  v e r i f i c a :  ^  ^ Q

dim(E) = I dim(E ) 
q € Q ^

( i v )  C u a l q u i e r a  que s e a  e l  sumando d i r e c t o  M d e l  A-semimôdulo l i b r e  

E , s e  c u m p le :

dim(M) + dim(E/M) = dim(E)

( v )  S e a :

O ^ F - ^ - E - ^ G - ^ 0

una s u c e s i ô n  e x a c t a  y e s c i n d i d a  de homomorfismos de A -s e m im ô d u lo s ; s i  E es  

l i b r e ,  e n t o n c e s  F y G son  l i b r e s ,  c u m p l i ê n d o s e :

dim(E) = d im (F)  + dim(G)

( v i )  S i :

E ^ Q  ................................................^

e s  una  s u c e s i ô n  de sumandos d i r e c t e s  d e l  A-semimôdulo  l i b r e  E de d im e n s iô n  f i ­

n i t a ,  se  c u m p l e :

r=n
d im(E) = E dim(E /E  ^ ) 

r = l
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( v i i )  Sea:

0 ^  E E _ -►£ ->-0
1 2 n -1 n

una s u c e s i ô n  e x a c t a  y e s c i n d i d a  de homomorfismos de A-semimôdulos  l i b r e s  de 

d im e n s iô n  f i n i t a ;  se  v e r i f i c a :

E ( - 1 )  dim(E ) = o 
r = l  ^

D e m o s t r a c i o n e s :

14)  ( i ) :  De §9 ,12  y de que l a  "long.” e s  i n v a r i a b l e  r e s p e c t e  de l o s

i s o m o r f i s m o s ,  s e  deduce :

( I g )
l o n g (P g  ) > c a r d ( I g )  x l o n g ( P ^ )  , V s  c S

p o r  e s t a s  mismas r a z o n e s , y  t e n i e n d o  en c u e n t a  13 ( i ) ,  s e  o b t i e n s :

( I ; )
l o n g ( E )  » E l o n g ( P  ) > E amp(E ) x l o n g ( P  ) » E amp(E ) = amp(E) 

s  € S S € S  ® ® s c s  ®

c . q . d .

P a r a  m o s t r a r  ( i i ) ,  b a s t a  p a r t i r  de l a  f o r m u l a  § 9 , 1 2 ,  ( 2 )  y  s e g u i r  e l  

mismo r a z o n a m i e n t o  de a n t e s .

( i i i )  e s  c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  de ( i i ) .

D e m o s t r a c iô n  de 1 5 ) :

S i  A^ c u n p le  l a  p r o p i e d a d  ( I I ) ,  e n t o n c e s ,  s egûn  11)  e l  A-semimôdulo 

l i b r e  E e s  d i m e n s i o n a l  que s a t i s f a c e  ( v ê a s e  9 ) ) .

c a rd ( K  ) = c a r d ( J  ) x c a r d ( B ) ,  V s € S s  s

s i e n d o  B una b a s e  de E ; sumando miembro a  miembro,  h a c i e n d o  uso de l a  p r o p i e ­

dad d i s t r i b u t i v a  d e l  p r o d u c t o  r e s p e c t o  de l a  a d i c i ô n  (de  numéros c a r d i n a l e s )
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V de l a  f o rm u la  13 ( i ) ,  r é s u l t a :

E c a rd ( K  ) = ( E c a r d ( J ^ ) )  x dim(E) 
s G s s € S

e s t o  e s ,  l a  i g u a l d a d  15 ( i ) .

La e q u i v a l e n c i a  e x p r e s a d a  en 15 ( i i ) ,  s e  deduce  de l a  f o r m u l a  a c a -  

ba d a  de d e m o s t r a r  y  de l a s  d e f i n i c i o n e s  de l o s  t ê r m i n o s  que i n t e r v i e n e n  en 

s u  e n u n c i a d o .

D e m o s t r a c iô n  de 16 .

De :

c a rd ( K ^ )  = c a r d ( B )  x c a r d ( J ^ ) ,  V s g S

s i e n d o  B b a s e  de E,  s e  deduce :

c a r d ( K ^ )  x l o n g ( P ^ )  = c a r d ( B )  x c a r d ( J ^ )  x l o n g ( P ^ ) ,  V s € S

sumando miembro a  miembro,  h a c i e n d o  uso  de l a  p r o p i e d a d  d i s t r i b u t i v a  y dos ve- 

c e s  de l a  f ô r m u l a  14 ( i i ) ,  s e  o b t i e n e :

l o n g ( E )  = lo n g ( A ^ )  x dim(E)

D e m o s t r a c iô n  de 17 :

( i )  e s  c o n s e c u e n c i a  de 15 ( i i ) .

( i i ) :  que d im(E)  e s  i n v a r i a n t e  r e s p e c t o  de l o s  i s o m o r f i s m o s  e s  c o n ­

s e c u e n c i a  de 17 ( i )  y de 13 ( i i ) .

Sea:

A . ^  P , m, f i j o  c S;  E *  A^^^% P ^ ^ ) ;
1 m 1 m i

un sumando d i r e c t o  c u a l q u i e r a  M d e l  A-semimôdulo l i b r e  E,  t e n d r a  p o r  descompo­

s i c i ô n  c a n ô n i c a  M P^^^^ , c a r d ( L ^ )  ^ c a r d ( B ) ,  s e g û n  a f i r m a  l a  p r o p o s i c i ô n  7,
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(L^)
p o r  t a n t o  M , c . q . d .

( i i i )  -  ( v i i )  son  c o n s e c u e n c i a s  de ( i ) ,  ( i i )  y 1 3 ) .  

D e f i n i c i o n e s :

Dada l a  d e s c o m p o s i c i o n  c a n ô n i c a  de un A-semimôdulo s i n  o p u e s t o s

( I g )© P 
S G S S

l lamamos e x p ^ (E )  = c a r d ( I ^ ) .  Decimos que P^ e s  e l e m e n t o  s u p e r f l u e  en E s i  y 

s o l o  s i  e xPg(E)  = o ( e s t o  e s ,  = 0 ) .

18 )  Sean E y F dos  A-semimôdulos  a  l a  i z q u i e r d a  s i n  o p u e s t o s  y  de 

d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  de a m p l i t u d  f i n i t a :

( I  ) ( J  )
E 3d © P , F © P 

s € S ^ s  € S ^

S i , p a r a  t o d o  p a r  P ^ , P^ de e l e m e n t o s  no s u p e r f l u e s  de E y F r e s ­

p e c t i vamente , Hom^(Pg,P^)  a d m i t e  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a :

(W®p
H o m p P s ,  ® , / u

U G U

s i e n d o  {T } ,, e l  c o n j u n t e  c o c i e n t e  de l o s  N - se m im ôdu los  s i n  o p u e s t o s  i n ------------  u u £ U     o ------------------------------- --------------------
d e s c o m p o n i b l e s  r e s p e c t o  de l a  r e l a c i ô n  " i s o m o r f i a  de s e m im ôdu los” , e n t o n c e s  

e l  N^-semimôdulo  Hom^ ( E , F )  e s s i n  o p u e s t o s  y t i e n e  p o r  d e s c o m p o s i c i ô n  canôni-

ca  :

H o m p E , F ) «  ® T ^ ( s , r )  E SxS
U £ U ^

e s t e  e s ,  s e  v e r i f i c a :

Vu £ Urexp (Hom ( E , F ) )  = E exp  (Hom (P ,P ) ) x  exp (E) x exp (F)
( s , r )  l  SxS "  A ® r
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D e m o s t r a c iô n :  Es o b v i o  que :

a )  Si  Z(F)  = 0 ,  e n t o n c e s ,  Z(Hom^(E,F))=  0

b )  S i  E ^ ^  E^ ,  F^ % F^ ,  e n t o n c e s  H om ^(E ^ ,F ^ ) :z  Hom^CE^jF^)

c)  S i  P / %  Q. , V i  £ I ,  e n t o n c e s  © ?.  © Q.
^ ^ i  ( I  ^ i  (  I  ^

Apoyândonos en a ) ,  b ) ,  c ) ,  en l a  p r o p o s i c i ô n  §1 2 ,6  ( i )  ( c o n s i d e ­

r a n d o  q u e ,  p o r  h i p ô t e s i s ,  E y F son  de a m p l i t u d  f i n i t a )  y en  l a  a s o c i a t i v i d a d  

y c o n m u t a t i v i d a d  de l a  suma d i r e c t a  de se m im ô d u lo s ,  s e  o b t i e n e :

( I 3 ) ( J y )
Hom ( E , F ) . H o m  ( © P , ©. P )

* s £ S  r - e s ’̂

~  ® Hom„(P^^s^ , K  ® (H om .(P^ ,P   ̂ ^ a
( s . r )  £ SxS A ® ( s . r )  e SxS ® ?

(W®^) ( I  x J  ) (W®^xl x j  )
z  e ( ® T " ) ® ' " %  @ (  ® T "  ® %

( s , r )  £ SxS u £ U ^ u £ U ( s , r )  G SxS

^  ( ( s , r )  £ SxS ^U * ^s * "^r^ , c . q . d .

u £ U ^

19) Sea 9(A)  = 0 ,  E un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r d a  s i n  o p u e s t o s  

que p o s e e  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a  de a m p l i t u d  f i n i t a :

( I g )
E © P 

s e s  ^

S i  e l  A-semimôdulo d u a l  P^ de t o d o  e l e m e n t o  P _ no s u p e r f l u o  en E , 

a d m i t e  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a :

, «:>

s i e n d o   ̂ ^  e l  con j u n t o  de l a s  c l a s e s  de A-semimôdulos  a  l a  d e r e c h a

i n d e s c o m p o n i b l e s  y  s i n  o p u e s t o s  môdulo " i s o m o r f i a ” , e n t o n c e s  e l  A-semimôdu­

l o  d u a l  E* de E a d m i te  l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a :
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r>
r  e R

e s t o  e s ,  s e  v e r i f i c a ;

V r  G R: exp ( E ' )  = Z exp ( P ’ ) x exp (E)
s G S

P a r a  d e m o s t r a r  19 nos  apoyamos p r i n c i p a l m e n t e  en §13 ,  10 .

Sea E = © E. l a  d e s c o m p o s i c i ô n  i r r e d u c i b l e  de E ; s egûn  § 1 3 , 1 0 ,
i  G I  ^

E ’ = © p l ( E Î ) ,  s i e n d o  p .  : E E . e l  p r o y e c t o r  de E c o r r e s p o n d i e n t e  a l
i  £ I

i n d i c e  i ,  p |  : E |  E'  e l  homomorfismo t r a s p u e s t o  de p^ .  De a c u e r d o  con e s a

misma p r o p o s i c i ô n  § 1 3 , 1 0 ,  p i  ( E l ) ^  El  , p o r  t a n t o  E ’ ^  © El ; de E . ' ^ P
1 1 1  i £ I ^  ^ ®

se  deduce  E ^ ^  P^ ( v ê a s e  18 )  b ) ,  p o r  t a n t o :

d s )  ( I g )
E'  =  9 P'  n  9 ( 9  Q ) »

S G S ^ S G S r  G R ^

( J ^  X I  ) (  ̂ „ X I  )
© ( © Q ^ ^ .) % © Q ^ ^ ^ , c . q . d .

r G R s £ S ^ r  G R ^

20)  Sea E un A-semimôdulo a  l a  d e r e c h a ,  F un A-semimôdulo a  l a  i z q u i e r ­

d a ,  ambos l i b r e s  de n - t o r s i ô n  y de d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a :

( I 3) ( J y )
E 9 P , F =  9 qS rs  G S r  G R

s e a  {T } ,  „  e l  c o n j u n t o  c o c i e n t e  de l o s  N - se m im ôdu los  s i n  o p u e s t o s  e i n -  u u G u ---------------------------------  o----------------------------------
d e s c o m p o n i b l e s  p o r  l a  r e l a c i ô n " i s o m o r f i a ” .

S i ,  p a r a  t o d o  p a r  P ^ , de e l e m e n t o s  no s u p e r f l u o s  en E y en F 

r e s p e c t i v a m e n t e , P B Q a d m i te  l a  d e s c o m p o s i c i ô n  c a n ô n i c a :

p a. Q es e T 
 ̂ ^ ^ u c u "

e n t o n c e s  e l  N^-semimôdulo  E F e s  l i b r e  de n - t o r s i ô n  ( e s t o  e s  Z(E A^^F) = 0 )
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;iie :..>or c e s  compos i c i o n  c a n ô n i c a  :

c u m p l iê n d o s e  p o r  c o n s i g u i e n t e :

V u G U : exp (E & F) = Z exp (P &. Q ) x exp (E)  x exp (F)
" * ( s , r )  £ SxR u ® A r

Con o b j e t o  de d e m o s t r a r  2 0 ,  probemos a n t e s :

a )  Si  E ,F  son l i b r e s  de n - t o r s i ô n ,  e n t o n c e s  E F e s  l i b r e  de n - t o r ­

s i ô n .

b )  S i  E ^ ^  Eg, F ^ ^  Fg,  e n t o n c e s  E^ 0^ F^ci  Eg F g .

a )  : Es é v i d e n t e  que p a r a  que un A-semimôdulo E s e a  l i b r e  de n - t o r ­

s i ô n  e s  n e c e s a r i o  y s u f i c i e n t e  que Z(E)  = 0 y que E* = E -  {o} s e a  s u b s e m i -  

môdulo c i r c u l a r  ( d e f i n i c i ô n  en § 3 ,1 2 )  de E.

Por  s e r  E y F l i b r e s  de n - t o r s i ô n ,  e x i s t e n  s e n d a s  c o n g r u e n c i a s  ge na -  

r a l i z a d a s  de Rees R, S en E y F d e t e r m i n a d a s  r e s p e c t i v a m e n t e  p o r  E* y F* 

( § 3 , 1 2 ) ;  s e an  m: E -> E/ R,  n:  F -> F /S  l o s  homomorfismos c a n ô n i c o s  c o r r e s p o n d i e n -  

t e s ;  E/R c o n s t a  s o l o  de dos e l e m e n t o s  d i s t i n t o s  {o , u}  que v e r i f i c a n :

o + u = u , u + u = u ; V a € A  , a  /  o : ua  = u

a n a l o g a m e n t e , F/S c o n s t a  s ô l o  de dos e l e m e n t o s  {o ,v}  que v e r i f i c a  p r o p i e d a -  

des  s i m i l a r e s .

En v i r t u d  de 1 6 , 5 ) ,  e x i s t e  un homomorfismo f  =m © n:  

: /R a  F/S = T t a l  que (i 

t i e n e  p o r  s i s t e m a  de g e n e r a d o r e s

E a^F E/R F/S = T t a l  que (m a n ) ( x a  y ) = mx a  n y . E l  N^-semimôdulo  T

{o a o , u a o ; o a V , u a v} ;

e s  f â c i l  com probar  q u e ,  d e b id o  a l a  d e f i n i c i ô n  dada  de p r o d u c t o  t e n s o r i a l  de 

s emimôdulos  y a  §3 , 24  , en T se  cumple :
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o a o  = u a o  = o a  v ; u  © v /  o © o;

n ^ ( o  a  o)  + n g ( u  a  o)  + a  v)  + n ^ ( u  a  v)  = u © v , s i  /  o

= o © o , s i  = o

s i g n i f i c a n d o  e s t o  que T c o n s t a  s o l o  de dos e l e m e n t o s  {o © o ,  u © v} y que f  

e s  i s o m o r f i s m o .

Como f  ^ ( o  a  o )  = Z(E a  F) = 0 ,  y como { (u  a  v)} e s  subsemimôdulo
—  1c i r c u l a r  de T, s u  imagen r e c i p r o c a  f  ( u a  v )  e s  subsem imôdulo  c i r c u l a r  de 

E a ^ F ,  p o r  c o n s i g u i e n t e ,  E a ^  F es  l i b r e  de n - t o r s i ô n .

b ) :  Sean f :  E^ -> E g , g:  F̂  ̂ ^  Fg l o s  i s o m o r f i s m o s  d a d o s ,  e n t o n c e s :

h = f . a  g : "  ^2 ^2

k = a  g - "  : E^ a ,  F ,

son  dos homomorfismos ( § 1 6 , 5 )  que cumplen ( § 1 6 , 5 )  ( i i i ) :

kh = ( f ' ^  a g ‘ ^ ) ( f  a g)  = ( f  ^ f )  a ( g ' ^ g )  = i  a i  = i  ^
^1 ^1 ^1 “ a

p o r  t a n t o  h y k son  i s o m o r f i s m o ,  e l  uno r e c î p r o c o  d e l  o t r o .

En v i r t u d  de a ) ,  b ) ,  l a  p r o p o s i c i ô n  §1 6 ,8  ( i i )  y  de l a  a s o c i a t i v i ­

dad de l a  suma d i r e c t a  de se m im ô d u lo s ,  s e  o b t i e n e :

( I ^ )  ( J  ) ( I  x J  )E a F= ( © P s ) a ( © Q r )2 g (p a Q ) s r _
A s c S s  A r G R ?  ( s , r )  G SxR = A r

(W^f) ( I  x J  ) (W^r X I  X J  )
^  © ( ©  T ^ )  © ( ©  ^ ^  ) 3

( s , r )  G SxR u  G U ^ u G U ( s , r )  ^

cy © ^ / ( s , r )  G SxR ^u  * ^s  * "^r^ , c . q . d .

u G U ^
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Fam.i l ias  distinguidas.

Descomposicion reticular de un A-semimôdulo.

El propôsito de este apartado consiste en analizar un A-semimôdu- 
lo E a la luz de los teoremas de unicidad y existencia de la descomposiciôn 
irreducible de E/Z(E), supuesto Z(E) i- E.

Si I es un conjunto no vacîo, Pf(I) designarâ en lo sucesivo el re- 
ticulo de las partes finitas de I, y P(I) el algebra de Boole de las partes 
de I .

Definiciones.

Dada una familia no vacia de subsemimôdulos M = {Q^}^  ̂  ̂ del A-se­
mimôdulo E, se puede construir a partir de ella una nueva familia de subsemi­
môdulos de E, que llamaremos ”Pf-generada por M” y designaremos 
Pf(M) = {Qj}j  ̂ Pf(I) ’ modo:

a )  Q.  = n  Q. ; b )  Q_ = Z Q. , V J  G P f ( I )  /  J  f  0
® i G I  ̂ ^ i G J 1

Tambiên se puede construir una segunda familia a partir de M (que, 
en general, sera distinta de Pf(M)) a la que denominaremos "familia P-gene- 
rada por M" ,P(M) = ^  ̂ P(I) ’ ia siguiente manera:

a ' )  = n  Q. ; b ' )  Q ^ =  I Q. , V K £ P ( I )  /  K f  0
® i  £ I  ^ i  £ K ^

Diremos que D = {Q^}^  ̂  ̂ es familia distinguida de E si y solo si 
D es familia no vacîa de-subsemimôdulos cerrados de E que verifica los axio- 
mas I y II.

I. V i G i j  contiene estrictamente a Z(E).

II. Para todo elemento x e E existe una familia de elementos de E de 
soporte finito { { x _ }  ^  ̂  ̂ , m) tal que:

a) X .  G Q. , m G Z(E) , x = Z x. + m 
 ̂  ̂ i  G I ^

y b) para cualquier otra familia de elementos de E de soporte finito 
{{y,-},-  ̂ J que satisfaga y^ g , n g Z(E), x = Z y^ + n existe ur.a
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f a m i l i a  {ni .}.  de e l e m e n t o s  de Z(E)  que cumple y .  = x .  + m..l l C l  1 1 1

2 1 ) .  Sea E un A-semimôdulo ( Z(E)  ^ E) y s e a  c ;  E E/ Z( E)  e l  homo­

morfismo c a n ô n ic o :

S i  D = {Q^}^  ̂ J e s  una f a m i l i a  d i s t i n g u i d a  de E, e n t o n c e s

E/ Z( E)  = @ c ( Q . )  e s  d e s c o m p o s i c i ô n  p r o p i a  de E/ Z ( E ) ;  r e c i p r o c a m e n t e ,
i  G I  ^

s i  E/ Z( E)  = © F.  e s  una d e s c o m p o s i c i ô n  p r o p i a  de E / Z ( E ) ,  e n t o n c e s
-1  i  I ^

( c  ( F^ ) }^   ̂ J e s  f a mi l i a  d i s t i n g u i d a  de E .

Mostremos l a  p r i m e r a  p a r t e  d e l  e n u n c i a d o ;  l lamemos  c ( Q^)  = F ^ ; en 

v i r t u d  d e l  axioma I )  de f a m i l i a  d i s t i n g u i d a  F\  /  0 ,  V i  € I ;  s e a  x un e l e ­

mento a r b i t r a r i o  de E/ Z( E)  y s e a  x e x ,  en v i r t u d  d e l  ax ioma I I )  de f a m i l i a  

d i s t i n g u i d a ,  e x i s t e  una f a m i l i a  de e l e m e n t o s  de E de s o p o r t e  f i n i t o

{ { x . } ;   ̂  ̂ , m) t a l  que x = Z x . + m, x . £ Q. , m £ Z( E) ,  p o r  t a n t o ,
i  £ I

x =  Z x_. , x .  = c ( x . ) £ F . , d e  s o p o r t e  f i n i t o ,  l o  que i m p l i c a
i  I

E/ Z( E)  = Z F . . Sea  x £ E/ Z( E)  t a l  que x = Z x .  = Z ÿ . ,  x.  , ÿ . £ F.  ( 1)
i  £ I ^ 1 1 1 1 1

y s e a  x £ x ,  x^ £  ̂ ÿj[ ’ de ( 1 )  s e  deduce  x E Zx^ e Zy^ môdulo W( Z( E) ) ,

( v ê a s e  l a  d e f i n i c i ô n  de c o n g r u e n c i a  n o r m a l i z a d a  en § 3 ) ,  y de a q u î :

X = Zx^ + m = Zy^ + n , m,n £ Z( E) ;  en  v i r t u d  d e l  axioma I I )  b )  e x i s t e  una f a ­

m i l i a  de e l e m e n t o s  {mu}^ ^ ^ de Z(E)  t a l  que y^  = x^ + m^ e s t o  e s ,  x^. = ,

V i  £ I ,  con l o  que hemos m o s t r a d o  que E/ Z( E)  e s  suma d i r e c t a  de l a  f a m i l i a  

de subsem imôdulos  no n u l o s  {F \}^  ^ ^ .

La s e gunda  p a r t e  d e l  e n u n c ia d o  s e  o b t i e n e  como c o n s e c u e n c i a  de §4 , 2 )

( i v )  y de l a s  d e f i n i c i o n e s  d a d a s .

21)  ( i i )  Toda f a m i l i a  d i s t i n g u i d a  D = ^ ^ de un A-semimôdulo E

s a t i s f a c e :

a )  E = Z Q

b )  Si_ c a r d  ( I )  > 1 ,  e n t o n c e s  V i , j  £ ï ,  i  /  j ,  H = Z( E) .

a )  es  v a l i d e  en v i r t u d  d e l  ax ioma I I )  de f a m i l i a  d i s t i n g u i d a .

b )  Llamemos de nuevo c(Q^)  = F ^ , c:  E -> E / Z ( E ) ;  p o r  s e r  s a t u r a d o  

de E p o r  c ( s e g û n  l a  p r o p o s i c i ô n  § 4 , 3 ' ( i v ) j s e  v e r i f i c a :

Qi = cT^(F^)  , V i  £ I  ;



-  182 -

en v i r t u d  de l a  p r o p o s i c i ô n  21)  n = 0 ,  V i , j  € I ,  i  /  j ,  l u e g o :

Q. n Q. = c " ^ ( F . )  n c " ^ ( F . )  = c " ^ ( F .  n F . )  = Z(E)  , c . q . d .
1 D 1 ] 1 ]

22)  La f a m i l i a  { Q j } j  £ p f ( l )  P f - g e n e r a d a  p o r  c u a l q u i e r  f a m i l i a  

d i s t i n g u i d a  D =  ̂  ̂ d e l  A-semimôdulo E s a t i s f a c e :

a )  E = IJ Q
J  G P f ( I )

b)  V J  £ P f ( I )  : Qj e s  subsemimôdulo c e r r a d o  de E .

c )  Pf ( D)  = { Q j } j  £ P f ( l )  c o R S t i t u y e  r e s p e c t o  de l a  u n iô n  l i n e a l  y 

l a  i n t e r s e c c i ô n  c o n j u n t i s t a  un r e t i c u l o  i s o m o r fo  a  P f ( I ) { ,  u , n .}

23)  La f a m i l i a   ̂ P ( I )  P - g e n e r a d a  p o r  c u a l q u i e r  f a m i l i a  d i s -

D = { Q i ) i ^  I  A-semimôdulo E s a t i s f a c e :

a )  E = U  Q
K £ P ( I )

b)  V K £ P ( I )  : Q ê s subsemimôdulo  c e r r a d o  de E.

c )  P(D) = {Q^}^ ^ 0 ( 1 )  c o n s t i t u y e  r e s p e c t o  de l a  u n iôn  l i n e a l  y l a  

i n t e r s e c c i ô n  c o n j u n t i s t a  un a l g e b r a  de Boole  i s o m o r f a  a { P ( I ) , u , n }

Tan to  2 2 ) a)  como 23 a )  son  de comprobac iôn  i n m e d i a t a :  2 2 ) a )  en v i r ­

t u d  d e l  axioma I I )  de f a m i l i a  d i s t i n g u i d a ,  2 3 ) a )  e s  v â l i d o  p u e s t o  que:

E = Qy G  Ç E
J  £ P f ( I )  K £ P ( I )

Mostremos 2 3 ) b )  y 2 2 ) b )

Sea  K £ P ( I )  y  l lamemos  c(Q._)_ = F . ,  F = Z F.  ; d èm os t ra rem os
^ ^ i  £ K ^

que Q ^ , V K £ P ( I ) e s  subsemimôdulo  c e r r a d o  de E s a t u r a d o  p o r  c .  En e f e c t o ,

se  c u m p l e :

(1 )  c(Q ) Q F , y a  que x £ Q ==> x = Z x .  , x .  £ Q. , i  £ K ==> K K K

==> c ( x )  = Z c ( x . )  , c ( x . )  £ F.  , i  £ K ==> c ( x )  £ F„
i  £ K 1 K
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( 2 )  cT^(F^)  ç  y a  que x € c ^ ( x )  , x £ F^ ==>

> X = Z c ~ ^ ( x . )  mod W(Z(E) )  , x .  £ F.  ==> x = Z c ^ ( x . )  + m ,
i £ K ^ ^ ^ i  K ^

m £ Z(E)  ==> X £ Q

De ( 1 )  y de ( 2 )  s e  deduce :

_q
como: Q^çz c c ( Q ^ ) ,  s e  o b t i e n e :

= c ^ ( F ^ )  = o ^c(Qj^) , V K e P ( I )  ;

p u e s t o  que F^ es  subsemimôdu lo  c e r r a d o  de E / Z ( E ) ,  como e s  f â c i l  c o m p r o b a r ,  l a s  

i g u a l d a d e s  a n t e r i o r e s  y §4, 2  ( i v )  a s e g u r a n  que e s  subsemimôdulo  c e r r a d o  de E 

s a t u r a d o  p o r  c ,  c u a l q u i e r a  que s e a  K £ P ( I ) .

Probemos 2 3 c ) .  Sigamos con l a  misma n o t a c i ô n  : c (Q^)  = F ^ , s e a :

^ _ Z F\ , V K £ P ( I )  /  K 5̂ 0 ; F^ = 0 ;F., =
i  £ K

e l  c o n j u n t o  T = {F^d% ^ P ( I )  ^uyos e l e m e n t o s  son  subsem im ôdu los  c e r r a d o s  y no 

n u l o s  de E / Z ( E ) ,  fo rm a un a l g e b r a  de Boole  r e s p e c t o  a  l a  u n i ô n  l i n e a l  y  l a  i n ­

t e r s e c c i ô n  i s o m o r f a  a  ( P ( I )  , U  , n } ,  y a  que S:  F K e s  una  c o r r e s p o n d e n c i a

b i u n î v o c a  y s e  v e r i f i c a :

c u a l q u i e r a  que s e a  l a  f a m i l i a  L de p a r t e s  de I . ,

P o r  o t r a  p a r t e ,  l a  a p l i c a c i ô n  c ^ : T -> P(D)  t a l  que c ^ (F ^ J  = 

V K £ P ( I ) ,  e s  s u p r a y e c t i v a  e i n y e c t i v a  que cumple ( i )  y  ( i i ) :
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( i )  c n  F_) = n c " i ( F  ) 
k l L  K K i  £ K

( i i )  c '^C  l  F )= l  o ' ^ ( F  ) 
K I  £ K c £

c u a l q u i e r a  que s e a  l a  f a m i l i a  L de p a r t e s  de I .

En e f e c t o ,  ( i )  e s  v â l i d o  en v i r t u d  de l a s  e q u i v a l e n c i a s :

X e c n F ) <==> c ( x )  e n F <==> c ( x )  £ F , V K g !<==> 
k € £ *̂ K I £ "̂  K

< = = > X t  c ' ^ ( F y )  ,  V K I  £ <==> X I  FI c ' ^ ( F y )

^ K € 1

( i i )  Se v e r i f i c a ,  p u e s t o  que ;

X £ c E F ) ==> c ( x )  £ E F ==> c ( x )  = E f  , f _  £ F ==>
K £ L ^  K € L ^

> X E E C  ^ ( f  ) mod A/(Z(E))  = = > x = Z c ^ ( f  ) + m , m £ Z(E)  = = > 
K £ L K £ L

= = >  X £ Z c ^ ( F  )
K £ L

£ Z - 1 ( F )  ==> X = E X , X £ c ^ ( F  ) ==> c ( x )  = E c ( x  ) , 
X ^  ^ ^c K K € 1 K K K £ L K

, c ( x  ) £ F ==> c ( x )  £ E F ==> X £  c ^(  E F )
K K K £ L ^  K £ l ^

P o r  c o n s i g u i e n t e ,  c : T ^  P(D)  es  un i s o m o r f i s m o  de â l g e b r a s  de
-1 -1B o o le ;  componiendo  ambos i s o m o r f i s m o s  c 3 : P ( I )  ^  P ( D) ,  s e  o b t i e n e

23)  c ) .  22 ) c )  s e  d e m u e s t r a  de modo a n â l o g o .

P o r  s a t i s f a c e r  P f ( D ) ,  s i e n d o  D f a m i l i a  d i s t i n g u i d a  d e l  A-semimôdulo 

E,  l a s  c o n d i c i o n e s  a ) ,  b )  y  c )  de 2 2 ) ,  dec im os  que Pf ( D)  e s  una  d e s c o m p o s i c i ô n  

r e t i c u l a r  de E . A n â l o g a m e n te , en v i r t u d  de 23)  a ) ,  b)  y  c ) ,  dec im os  que P(D)
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es una uescomposiciôn de E en un algebra de Boole (cuyos elementos son sub­
semimôdulos cerrados de E y cuyas operaciones son la union lineal y la inter­
secciôn conjunta).

Consideremos el conjunto de todas las familias distinguidas del 
A-semimôdulo E (Z(E) / E), entre las cuales contamos tambiên a la familia dis­
tinguida {E}, que llamaremos "trivial", y establezcamos una relaciôn de orden 
entre los elementos de de este modo;

Sean C = { Q . } . , , D = { R }  dos familias distinguidas de E, de-
S S  ^ w

ducimos que :

(S) c < D <==> Q. = Z R = Rg V 1 £ I
S i s .

1

s i e n d o  { S . } .   ̂ nna p a r t i c i ô n  de S. ;1 1  £ I  ^

24)  ( i )  ^  C,D € F g , e n t o n c e s  C < D < = = > P ( C)  ç  P( D) .

C < D ==> P(C)  ç  P(D)  e s  i n m e d i a t o .  Mostremos l a  r e c i p r o c a .  De

P(C)  c  P(D)  s e  deduce  C <=P(D) .  Sea C = {Q. } .  . ^ ,D = {R } Q = R ,
s  s  % o  X i \*

1
V i  £ I ;  l a s  i g u a l d a d e s  Q n Q. = Z(E)  = R n R = R ^ = R^ i m p l i c a n

i  J i  j  i  y
K. n K. = 0;  l a s  i g u a l d a d e s  Z Q. = E =  Z = R« i m p l i -
1 3  i  £ I ^ i £ l  i  ^

can U  K. = S; p o r  c o n s i g u i e n t e ,  {K. }.  e s  una p a r t i c i ô n  de S,  y -C < D,
i  £ I  ^ 1 1 £ 1

c . q . d .

Como c o n s e c u e n c i a  de 21 y de 6 ( i )  -  ( v ) ,  s e  o b t i e n e

24 ( i i )  E l  c o n j u n t o  Fg de t o d a s  l a s  f a m i l i a s  d i s t i n g u i d a s  de E es  un se-

m i - r e t i c u l o  r e s p e c t o  de l a  r e l a c i ô n  (S)  i s o m o r f o  a l  s e m i r e t î c u l o  ^ ^ / ^ ( E )

l a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  p r o p i a s  de E / Z ( E ).

( i i i )  Si  C = {Q. } .   ̂ ,  , D = { P . } .  son dos f a m i l i a s  d i s t i n g u i d a s
1 1 £ 1 ] 3 £ u     —

de E,  e n t o n c e s ,  s u p r i m i e n d o  en e l  c o n j u n t o  {Q. 0 P .}  . .  . .  t o d o s  l o s  sub=
— — — — — — — — — % 3 ( 1 , 3 )  ̂ IXiJ '

sem im ôdu los  de E t a i e s  que 0 p .  = Z ( E) ,  s e  o b t i e n e  l a  minima f a m i l i a  d i s t i n ­

g u i d a  de E que es  i g u a l  o mas f i n a  que C y ,  D.

24 ( i v )  La c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que e x i s t a  una  f a m i ­

l i a  d i s t i n g u i d a  maximal  s egûn  e l  o r d e n (&) en E e s  que E/ Z( E)  p o s e a  d e s c o m p o s i ­

c i ô n  i r r e d u c i b l e .

Si  e x i s t e  una f a m i l i a  d i s t i n g u i d a  maximal  en E , ê s t a  e s  û n i c a  y maxima.
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La c o n d i c i o n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que s o l o  e x i s t a  en E l a  f a ­

m i l i a  d i s t i n g u i d a  t r i v i a l  e s  que E/ Z( E)  s e a  i n d e s c o m p o n i b l e .

Las p r o p o s i c i o n e s  24 ( i i )  ( i v )  que hemos o b t e n i d o  a c e r c a  de l a s  f a ­

m i l i a s  d i s t i n g u i d a s  de un A-semimôdulo E,  s e  pueden  e x t e n d e r  s i n  d i f i c u l t a d  

a l a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  en â l g e b r a s  de Boole  de E,  g e n e r a d a s  p o r  l a s  f a m i l i a s  

d i s t i n g u i d a s  de E,  y a  que :

(PCD) , ç:

e s ,  como c o n s e c u e n c i a  de 24 ( i ) ,  un s e m i r e t î c u l o  i s o m o r f o  a  {F^,  ^ },  y ,  p o r  

c o n s i g u i e n t e ,  t a m b iê n  i s o m o r f o  a  « }.
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