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PROLOGO

Una vez constituidas la teoria de grupos abelianos y la teoria de
espacios vectoriales, se sintidé la necesidad de generalizar ambas estructu-
ras. De esta suerte se desarrolld la teoria de médulos sobre anillos. Con
ella, al mismo tiempo que se ordena y sistematiza una zona importante del

Algebra, se alcanzan resultados de aplicacidén fecundisima en la Matemitica.

Desde mediados de este siglo han aparecido articulos y memorias
acerca de la teoria de semigrupos en niimero creciente. Rees, Dubreil, Clifford,
éroisot, Schutzenberger, Green, Lyapin, entre otros‘muchos, han-contribuido a
dicha teoria, la cual, segn afirma Rédei en su ‘Theorie der endlich erzeugbareh
Kommutativen Halbgruppen "adquiere tanto en la Matemitica pura como en la apli-

cada cada vez mayor importancia y significacién".

Construidas ya hasta cierto punto la teoria de médulos sobre anillos,
de un lado, y de otro, la teoria de semigrupos, nos hemos encontrado en situa-
cién andloga a la anteriormente descfita. Hemos juzgado oportuno y conveniente
generalizar estas dos estructuras, convencidos de que, al combinar los métodos
del Algebra lineal con los de la teorfa de semigrupos, se abre a la investiga-

cién de esta parte del Algebra un camino lleno de posibilidades.

.En el pirrafo 2 se establecen los axiomas de semimédulo de tal manera
que cualquiera semigrupo abeliano sea (o sea sumergible en) un semimddulo sobre
el semianillo de los enteros no negativos, y de moto tal que cualquier semimd-
dulo que tenga por dominio de operadores un anillo con elemento uridad sea un
médulo. De esta suerte, tanto la teoria de mddulos como la teoria de semigrupos

abelianos quedan subsumidas bajo la presente teoria.

Algunos autores han usado ya el término '"semimédulo'", pero con &€l han
expresado un concepto que viene a ser caso particular del nuestro. Redei, Wiegandt
y Hancock han entendido por semimddulo, o un semigrupo conmutativo con neutro,

o un semigrupo conmutativo y cancelativo con neutro, lo que para nosotros es,

respectivamente, un No-semimédulo y un No—semimédulo simplificable.

No hemos hallado en la literatura ningiin antecedente directo de la cues-

tién que aqui tratamos: semimddulos sobre semianillos cualesquiera. Por ello, de-



dicamos el presente trabajo casi exclusivamente a fundamentar esta teoria,
en la opinién de que cuanto mis se afiancen sus bases tanto mids se facili-

tari el desarrollo ulterior de la misma.

Comentemos a continuacidn, muy sucintamente, algunos puntos de la

presente tesis:

En el pédrrafo 1 se define semianillo como ya es habitual en el Al-
_gebra. Dadas tres propiedades, que denominamos SA4, SAS, SA6; se muestra qué
si bien no todo semianillo verifica dichas propiedades, aquéllos que no las
cumplan pueden ser sumergidos en otros que las satisfagan. Debido a lo cual,

a lo largo de esta obra se trata sélo de semianillos que verifiquen las ante-
dichas propiedades. Analizamos también en el primer parrafo aquellas cuestio-
nes relacionadas con las congruencias, homomorfismos, ideales de un semianillo

que serdn de uso frecuente en el resto de la obra.

SM5 de semimédu-

En el segundo parédgrafo se dan los axiomas SMO
lo. Los axiomas SM4, SM5 son independientes de los resfantes; pero cualgquier
estructura algebraica que satisfaga los axiomas SMO, SM1l, SM2, SM3, y deje
de cumplir los SMh4, SMS5, puede ser sumergida en otra estructura algebraica

que verifique todos los axiomas SMO SM5 de semimddulo. Las dos inmersio-

nes citadas facilitan notablemente el desarrcllo posterior de la teoria. En

este mismo pardgrafo se comprueba que:

a) Cualquier semigrupo abeliano es (o es sumergible en) un No—semi-

,médulo.

b) Si A es un anillo con elemento unidad, todo A-semimédulo es un A-mé-

dulo; consecuencia de ello es que
¢) Cualquier semireticulo es (o es sumergible en) un No-semimédulo.

d) Si A es un cuerpo (no necesariamente conmutativo), todo A-semimddu-

lo es un A-espacio vectorial.

Como es bien sabido, existe una correspondencia biunivoca entre los
subm8dulos de un mddulo E y las cqngruencias en E. Esta biyeccidén queda esta-
blecida al hacer corresponder a cada submddulo de E la congruenéia cuya clase
cero es dicho submédulo. En la teoria de semimddulos la cuestién es mis com-
pleja. En primer lugar, la clase cero de una congruencia en un semimédulo no
es un subsemimddulo cualquiera, sino un subsemimddulo que verifica una propie-

dad especifica. A este tipo de subsemimddulos les llamamos ‘'‘cerrados'.

En segundo lugar, no existe una correspondencia biunivoca, sino multi-



voca, entre los subsemimédulos cerrados y las congruencias en un semimddulo,

ya que a un mismo subsemimddulo cerrado le pueden corresponder varias congruen-
cias, diferentes entre si, que teﬁgan por clase cero dicho subsemimédulo. A
estudiar estas cuestiones se dedica el § 3. En &l destacamos un tipo de con-
gruencias, que denominamos 'normales', y que se muestran significativas por

estas razones:

I) E1 conjunto de todas las congruencias normales en un semimbédulo E
forma un reticulo isomorfo al reticulo completo de los subsemimdédulos cerra-
dos de E.

II) Dado un subsemimddulo cerrado M de E, se puede construir de un modo

efectivo la {inica congruencia normal que tiene a M por clase cero.

III) El conjunto de todas las congruencias en E que tienen por clase
cero un cierto subsemimédulo cerrado M de E constituye un subreticulo del reti-
culo completo de las congruencias en E. La congruencia minima de dicho subreti-

culo es precisamente la finica congruencia normal que tiene por clase cero M.

En la presente teoria carecen de sentido, por lo antedicho, expresio-
nes como €sta: '"semimdédulo cociente E/M de E por un subsemimddulo M de E'. De-
mostradas la existencia y unicidad de M y de N(M), damos sentido a esas expre-
siones imponiendo E/M = E/N(M), en donde M significa el minimo subsemimddulo
cerrado de E que contiene a M, y en donde N(M) denota la congruencia normal en

E que tiene a M por clase cero.

Una vez analizadas las congruencias, se estudian los homomorfismos de
A-semimdédulos, deduciéndose, entre otros, los teoremas de la 'descomposicidn
de un homomorfismo’', del 'homomorfisfo inducido', del '"homomorfismo que tiene
por imagen un A-sa-mddulo'. Cuanto exponemos en §3 desempefia un papel decisi-

vo en el resto de la tesis.

En 84 se estudian los subconjuntos saturados de un A-semimddulo E
por un homomorfismo f de E en E', lo cual permite establecer los teoremas pri-
mero y segundo de isomorfia para semimddulos y prepara el camino al § 5,

principalmente.

Con objeto de definir "longitud de un A-semimdédulo E", se parte
(en § 5) del analisis del reticulo de los subsemimédulos cerrados de E. Llama-
mos '"'sucesidn distinguida'" de E a una cadena finita estrictamente creciente de
subsemimddulos cerrados de E que tenga por extremos O y E y que no admita nin-
glin refinamiento propio. Llamamos dimensién de una cadena al niimero de elemen-

tos diferentes de que consta, supuesto finito, disminuido en una unidad. El



reticulo C(E) de los subsemimddulos cerrados de E satisface, como es obvio,

a una y sdlo una de estas propiedades:

a) existe en C(E) una cadena estrictamente creciente, que une O con

E, de infinitos elementos,

b) toda cadena estrictamente creciente de C(E) consta de un nimero

finito de elementos.

En este Giltimo caso puede ocurrir que el conjunto D formado por las
dimensiones de todas las sucesiones distinguidas de E, bl) no esté acotado
superiormente & b2) esté superiormente acotado. En los casos a) y bl) decimos
de E que no tiene longitud; en el caso b2) decimos que E posee longitud 3 que

es de longitud finita y llamamos long(E) = max(D), segin el orden natural.

Los A-semimbédulos de longitud.finita no verifican, en general, tal
como nosotros lo enunciamos, el teorema de Jordan-HYlder, ni tampoco una con-
dicidn mas débil que dicho teorema, que denominamos condicidén de Jordan-H8lder.
Sin embargo, hemos dado la definicidén de .'"longitud de un semimdédulo" de manera
tal que cuando E sea un A-mbédulo de longitud finita, la longitud de E en tanto
que semimddulo coincida con la longitud de E en tanto que médulo, y de modo tal
que de las proposiciones §5, 15, §6, 12,13,14 y §9, 12, se obtengan, en
el caso particular de que los A-semimddulos en cuestidén sean A-mbédulos, las
proposiciones correspondientes de la teoria de mddulos. En efecto, todo A-md-
dulo E de longitud finita es un semimddulo tal que el reticulo C(E) de los sub-
semimddulos cerrados de E coincide con el reticulo de los submédulos de E, el
cual es modular; de la proposicidn §5, 14, se desprende que todos los A-médulos
de longitud finita son semimddulos que verifican la condicidn de Jordan-H8lder
y para todos &stos son vdlidas las igualdades expresadas en las proposiciones

antedichas.

Definimos en §6 sucesién 'regular'", '"normal', 'cerrada' y '"exacta' de
homomorfismos de A-semimddulos. Todos estos tipos son casos particulares de suce-

siones nulas de homomorfismos de A-semimddulos. La justificacidn de dichas defi-

niciones se basa, a nuestro juicio en:

1°) Las equivalencias enunciadas en las proposiciones 2,3,4,5 y 6) de

§6.

2°) Caso de que el dominio de operadores A de los semimddulos sea un ani .
1llo con elto.unidad, los cuatro tipos de sucesiones coinciden con el concepto de

sucesidn exacta de homomorfismos de A-mddulos.

3°) Las cuatro definiciones se muestran, cada cual con autonomfa, Gti--
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les a lo largo de la obra. Proposiciones cuya demostracidén seria de otro mo-

do laboriosa, se obtienen fiacilmente con ayuda de estos conceptos.

Los §§7 y 8 se dirigen, principalmente, a demostrar que el cardcter
(regular, normal, etc.) de las sucesiones de homomorfismos de A-semimbdulos
se preserva mediante el producto y la suma directos. Consecuencia de ello es
la serie de proposiciones 5,6,7,8 de §7, y de la 6,7,8,9, de §8, respectiva-

mente,

Se analizan en §9 las descomposiciones de un A-semimddulo E en suma
directa de subsemimddulos. Definidos 'proyector'" y '"familia ortogonal de pro-
yectores'' de E, se muestra en §9, entre otras cuestiones, que la existencia
de una descomposicién de E en suma directa de una familia de subsemimddulos
equivale a la existencia de und familia ortogonal de proyectores de E que
cumpla ciertas propiedades (3). Sin embargo, a diferencia de lo que sucede en .
la teoria de médulos, la existencia de un proyector f de E tal que E sea suma li-
neal del nficleo y la imagen de f, es condicidn necesaria, pero no suficiente,
para que el endomorfismo f descomponga a E en suma directa del nfcleo y la ima-
gen de f (8). Por ello se buscan condiciones suficientes para que esto Gltimo
ocurra 9 y 10. Se usan en otros pardgrafos algunas proposiciones deducidas en el

§9, el cual es, sobre todo, preparatorio del §17.

Dada una familia de elementos S de un A-semimddulo cualquiera E deci-
mos en §10, que S es un 'sistema de generadores', una '"familia libre'", una
"base' de E, segln que el "'homomorfismo determinado" por S sea un epimorfismo,
un monomorfismo o un isomorfismo, respectivamente. Se obtienen nueve propieda-
des de las familias libres de los A-semimddulos y se estudian tambidn las fa-
milias ligadas. En los semimddulos cabe distinguir entre dos tipos, que se ex-
cluyen entre si, de familia ligada. Damos condiciones necesarias y suficientes
para que una familia de elementos S de E pertenezca a cada uno de dichos tipos.
Acerca de los A-semimddulos libres -esto es, de aquellos que admiten una base-
se deducen en 10 proposiciones de interés en la teoria, asi 6,7,8,10 son de uso

frecuente en la misma.

Se define y analiza en §10 tanto la relacidn de equivalencia "simili-
tud de familias de elementos de un A-semimédulo E" como el grupo de los "B-auto-
morfismos de un A-semimbdulo libre E relativos a una base X de E'", que designa-
mos ”B-AutA(E,X)", con objeto de poder expresar de modo sencillo la proposicién
13. Esta afirma que si A es un semianillo sin opuestos y sin divisores de cero,
todas las bases de un A-semimddulo libre son similares entre si y el gfupo
AutA(E) coincide con cualquiera de los grupos B—AutA(E,X), al recorrer X todas

las bases de E.



En §12 se comprueba que HomA(B,F) es un funtor, contravariante en-
E y covariante en F, de la categoria de los {A-semimbédulos, A-homomorfismos}
en la categoria de los {No*semimédulos, No—homomorfismos}. Las proposiciones
§12, 4 y 5, relacionan ciertas sucesiones de homomorfismos de A-semimddulos
con las sucesiones transformadas de aqﬁéllas mediante el antedicho funtor.
Con ellas se extienden a la estructura de semimddulos teoremas de la teoria
de mdédulos. Los resultados obtenidos en §§6 y 12 nos han impulsado a efectuar
el estudio, ya en pre?aracién, de los semimbdulos desde un §unto de vista ho-

moldgico.

El conjunto E' = HomA(E’Ai)’ en donde E designa un A-semimddulo a
la izquierda y Ai el A—sgmimédulo A a la izquierda, dotado de la operacidn
"adicién de homomorfismos" y de una ley externa sobre A impuesta de modo ade-
cuado, posee estructura de A-semimdédulo a la derecha, que denominamos ''semi-
mdédulo dual de E'. Este hecho, determinado en §13, permite introducir en la
teoria de semimb8dulos los conceptos de '"elementos de E y de E' ortogonales
"entre si", "subsemimddulos de E' ortogonal a un subconjunto, de E", "homomor-
fismo traspuesto de un homomorfismo de semimddulos', “'isomorfismo contra-
gradiente de un isomorfismo de A-semimédulos' y establecer las proposiciones

6, 10 acerca de los semimddulos duales de ciertos semimddulos dados.

Se demuestra en §l4 que Dimp(EA,PB) (dimorfismos de primera coméonen—
te p del A-semimbdulo E en el B-semimddulo F) es un funtor de la categoria
{semimbdulos sobre semianillos cualesquiera, dimorfismos} en la categoria
{No—semimédulos, No-homomorfismos}, contravariante en BA, covariante eﬂ FB’

y condicionado por la conmutatividad de los diagramas formados por las prime-
ras componentes (5).Los anilisis efectuados en §l4 conducen a dos.generaliza-
ciones: se extienden los enunciados 4, y S establecidos en §12 a sucesiones
de dimorfismos de semimbdulos y sus tra8lsformadas mediante el funtor Dim (6),
y se amplfa el concepto de "semimédulo dual de un A-semimddulo E“(7),dado

en §13. . |

Apoydndonos, entre otros, en el concepto de '"congruencia en un A-se-
mimddulo T engendrada por una relacién binaria en T" y en la proposicidn 24,
expuestos en §3, conseguimos definir en §16 de un modo extremadamente senci-
1llo "producto tensorial relativo a A de un A-semimddulo a la derecha E por
un A-semimddulo a la izquierda F'". Una vez mostrado que el producto tensorial

EﬂAF y la aplicacidn tensa candnica de ExF en EQ,F forman un par que es so-

A
lucién de un problema de aplicacidn universal, se deducen en §16 las proposi-

ciones 3,8, relativas al producto tensorial de semimddulos.



En §17 se aplican mfiltiples proposiciones obtenidas en los paragra-
fos precedentes, lo que muestra que el desarrollo de la teoria general era
imprescindible para poder tratar con amplitud el tema de este pardgrafo. El
objeto primordial de §17 consiste en dar condiciones bajo las cuales exista
y sea {nica la descomposicién irreducible de un A-semimddulo en suma directa

de subsemimddulos.

Designe 6(A),Z(E), respectivamente, el conjunto formado por todos
los elementos del semianillo A, del A-semimddulo E que son simetrizables res-
pecto al "o". 6(A) es el miximo ideal fuerte bildtero contenido en A; Z(E) el
maximo grupo contenido en E que es estable respecto a la ley externa de E.
Decimos de un semianillo A(de un A-semimddulo E) que es "sin opuestos' si
e(A) = 0 (Z(E) = 0).

De la proposicidn 5 de §17, se deduce que

a) la descomposicién irreducible de un A-semimdédulo sin opuestos,

caso de que exista, es finica, salvo en el orden de los sumandos.

El anterior teorema de unicidad nos ha impulsado a buscar un teore-
ma de existencia de la descomposicidén irreducible de los A-semimédulos sin
opuestos. En primer lugar, se comprueba que no todo A—éemimédulo sin . opuestos
admite descomposicidén irreducible. Asi ocurre, por ejemplo con NI = E—T(No)i’
en donde card(I) > card(N ). En segundo lugar, se ha encontrado que En A-se-

mimédulo E admite descomposicién irreducible en los siguientes casos:

b) E es libre de n-torsién y de tipo finito.
c) E es sin opuestos y de longitud finita.
d) E es libre a la izquierda sobre un semianillo A tal que Ai admite

descomposicidén irreducible.
En especial, como consecuencia de a) y de b), resulta que

e) todo semigrupo abeliano con neutro y sin opuestos de tipo finito

admite una Gnica descomposicidén irreducible en suma directa de subsemigrupos,
(1)

f) todo semigrupo abeliano sin neutro ™’ es sumergible de un modo ele-

mental en un semigrupo que admite una {nica descomposicién irreducible.

De los teoremas de existencia y unicidad de la descomposicidn irredu-
cible (6, se deduce el teorema 7, que denominamos '"de la descomposicidn cand-
nica de A-semimédulos' (s6lo aplicable a aquellos que admitan una @nica descom-

posicidn irreduciblé), el cual es formalmente idéntico al teorema fundamental

(1) de tipo finito



de la Aritmética.

De los teoremas 6 y 7 se obtienen numerosas consecuencias 8 -24, Los
enunciados 8-20 se refieren a A-semimbdulos que admitan una Gnica descomposi-
cidén irreducible; los 20524 se refieren a A-semimddulos cualesquiera que cum-—

plan Z(E) # E (esto es, que no sean mddulos).

Solo sefialaremos aquil las consecuencias 20-24, resumiéndolas én el

siguiente enunciado:

La condicidn necesaria y suficiente para que exista una descomposi-
cién maximal del A-semimddulo E (Z(E) # E) en &lgebra de Boole generada por
una familia distinguida de E es que el A-semimddulo sin opuestos E/Z(E) admi-

ta descomposicidn irreducible (lo cual viene determinado por la proposicidén 6).

Si esa descomposicidn maximal existe, es Gnica.



§ 1, SEMIANILLOS

Decimos de un conjunto A que es un semianillo, si en A se han defi-
nido dos leyes de composicién interna, que designaremos con los simbolos "+',

"." y denominaremos "adicidn" y '"multiplicacidén", de modo que:

SAl : A es un semigrupo abeliano respecto a "+"

SA2 : A es un semigrupo respecto a "."
SA3 : distributividad de ".'" respecto a ‘'+" a izquierda y derecha.

Decimos que el semianillo A posee neutro (+), posee neutro (.) o

cumple SA6, si en A se verifica respectivamente:

SA4 : Joe A/V ac A : ato =a
SA5 : 31 ¢ A/¥ ac¢ A:l.a=a.l=a
SA6 : YVaeA: ao=0.a=0

La proposicidn SA6 es independiente de SAl SAS.

Sean R(E) el reticulo de las partes de un conjunto E # @, @, vacio;
N_ el conjunto de todos los nimeros enteros no negativos; y C = {(n,a)/nqNo;

a€R(E)} . Definimos en C dos leyes internas L1, L2:

Ll (n,a) + (m,b) (n+m,al b); '"n+m'" suma en No; "aUb" reunidn en R(E)

fl

L2 (n,a) . (m,b) (n.m,alb); "n.m" producto en No'

C,L1, L2, verifican SAl1--SA5; los neutros (+),(.) de C son respecti-
vamente (o,#), (1,8). En C no es valida la proposicién SA6: (o,8).(n,a)=(o,a),

si a # @, entonces (o0,a) # (o0,0).

Definiciones

Exponemos a continuacidn las definiciones de los conceptos que serén
de uso mds frecuente en lo sucesivo. Sea S un semigrupo respecto de la operacidn
tLt y sea aeS.

a es elemento simplificable (%) a la izquierda <=> a t x =a ly =>x =y

¥ x,y € S.
S es simplificable (!) a la izquierda <=> ¥ a ¢ S: a es simplificable (1)

a la izquierda.
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a ¢s simetrizable (1) a la izquierda <=>7 3¢S/4!a = n; n, neutro de

S. Al elto. i lo denominamos simétrico (*) a la izquierda del elto.a.

a es simplificable (!) <=> a es simplificable (!) a izquierda y a de-

recha. Anilogamente en todos los otros casos.
Las siguientes proposiciones son inmediatas:

1) Si "a' es simetrizable (!) a la izquierda, entonces es también sim-

plificable (1) a la izquierda.,

2) Si "a" es simplificable (!) a la derecha y simetrizable (%) a la

izquierda, entonces '"a" posee un {inico simétrico a la izquierda.

3) Si "a" posee simétricos a izquierda y .derecha, estos coinciden. Es

decir, si "a" es simetrizable ('), entonces posee un Gnico simétrico (!).

Definiciones

L es ideal a la izquierda del semigrupo S(!) <=>{S!L € L. Sea A un

semianillo (+,.) y L un subconjunto de A. Decimos que:

L es ideal a la izquierda de A <=> 1) L es subsemigrupo del semigrupo

aditivo de Ay 2) L es ideal a la izquierda del semigrupo multiplicativo de A.

L es ideal fuerte a la izquierda del semianillo A <=> 1) L es subgru-

po del semigrupo aditivo de A, y 2) L es ideal a la izquierda del semigrupo mul-

tiplicativo de A.

Ideal bildtero o ideal (simplemente) <=> ideal a la izquierda y a la

derecha. Llamaremos a los elementos simetrizables (+), sim@tricos (+), sime-

trizables (.), simétricos (.), respectivamente, elementos con opuestos, opues-

tos, elementos con inverso (o inversibles), inversos.
Evidentemente se cumple:

4) Todo ideal a la izquierda (o a la derecha) del semianillo A es un

subsemianillo de A, pero no viceversa.

5) Todo ideal fuerte a la izquierda (o a la derecha) del semianillo A

es un anillo contenido en A (subanillo de A), pero no viceversa.

6) E1 conjunto 6 de todos los elementos simetrizables (+) de un semia-
nillo A (+,.) con neutros (+,.) que satisface SA6 es un ideal fuerte bilitero de

A.

Definiciones

C es una congruencia en A, conjunto dotado de una estructura algebrai-

ca <=> C es una relacién de equivalencia entre eltos de A, compatible con la
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estructura algebraica de A. Si A es un semianillo y C una congruencia en A,
designamos por A/C al conjunto de las clases de A mddulo C, dotado de las le-
yes g {a} + {b} = {atb}, {a} . {b} = {a.b}, siendo {a} la clase de A mbédulo C

que contiene al elto afA. Se verifica:

7) Si A es un semianillo y C una congruencia en A, entonces A/C es
un semianillo al que llamaremos semianillo cociente. Si A satisface SA4, SA5,
SA6 & es abeliano, entonces A/C satisface también SAu4,SA5,SA6, o es abeliano,

respectivamente.

8) Si A es un semianillo (+,.) con neutros que cumple SA6 y C es una
congruencia en A, entonces la clase cero de A mbdulo C es un ideal bilidtero de
A. {o}n® (0 significa lo mismo que en la proposicidén 6) es un ideal fuerte bi-

litero de A.

Definiciones

A y B son dos semianillos. h:A -~ B es un homomorfismo

h es una aplicacién de A en B; (ii) h(a+b) = h(a) + h(b),,¥
= h(a).h(b),, A4 a,bEA. v

Imagen de h <=> Im h = h(A)
Nicleo de h = Ker h
(+) de A.

H {h(a) / aeA}
{acA/h(a) =h(o0)}

Es inmediato que: M%chg-wbv

8) Im h es subsemianillo de B. Si A posee neutro o', "1", satisface
SA6 o es abeliano, entonces Im h posee neutro h(o), h(l), cumple SA6 o es abelia-
no, respectivamente. Si L es un ideal (fuerte) a la izquierda de A, h(L) es ideal

(fuerte) de la izquierda de h(A).

10) Ker h es un subsemigrupo de A. Si A verifica SA6, Ker h es un ideal

bildtero de A.

11) Puede ocurrir que h de A en B, semianillos que satisfacen SA6, sea
un homomorfismo y sin embargo h(o) # oe¢B, h(l) # 1¢B, como nos lo muestra el

ejemplo siguiente:

A=B=R(E), reticulo de las partes de E#@, + reunidn,. = interseccién.:

Sean a,beR(E) tales que PcacbcE, estrictamente. Sea h(x) = (aux)nb =

(anb)u(xmb) = au(xnb) = auxmb ,,¥ x¢A Se verifica : h(xuy)=au(xuy)nb =

(auxnb)u(avynb) = h(x)uh(y).

h(xny) = au(xkny)nb = (auxnb)ﬁ(auyﬁb) = h(x)nh(y). h es por tanto un

homomorfismo de A en B, semianillos que cumplen SA6, sin embargo h(g) = a # @,
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h(E)=b#E. Esto justifica la primera de las siguientes definiciones

Definiciones

h : A > B homomorfismo fuerte de semianillos SA6 <=> h es un homo-

morfismo y cumple (iv) ; h(o) = o0eB; h(l) = 1leB.

Si C es una congruencia en el semianillo A, la aplicacidn c: A +A/C,
c(a) = {a}.¥ acA, es un homomorfismo al que llamaremos natural o candnico. Si
‘el semianillo A esta contenido en el B, denominaremos al homomorfismo

i(a)=acB,¥ acA, inmersién de A en B.

La relacidén H: aHb <=> h(a)=h(b), siendo h homomorfismo de A en B, es
una congruencia en A, que llamaremos congruencia asociada por h en A. Es esi-

dente que:

12) En el caso de que h sea un homomorfismo suprayectivo de A en 3,
semianillos SA6, y en el caso de que, no siendo h suprayectivo, sea B simp.i-

ficable (+) y (.), entonces h es homomorfismo fuerte.

13) Todo homomorfismo h de A en B, semianillos, se puede descompoier
de modo Gnico h:Aq>A/H-B»Im h 3 B, h = ibc, siendo H la congruencia asociala
por h en A, ¢ homomorfismo natural, b homomorfismo biyectivo (isomorfismo)
b({a}) = h(a),¥ acA, i inmersién. Si A,B satisfacen SA6, c es homomorfismo

fuerte y se cumple que "i es homomorfismo fuerte<=>h homomorfismo fuerte'.

14) Si h y h' son respectivamente homomorfismos de A en B y de A m
C, semianillos, tales que coinciden las congruencias asociadas por h y h'

en A: H=H', entonces Im h = Imh'.

15) Existen sendas correspondencias biunivocas entre estos cuatro
conjuntos: congruencias en el semianillo A, homomorfismos naturales de A, -
mianillos cocientes de A, todos los homomorfismos posibles de original A
-salvo isomorfismos de las imdgenes, véase 1l4)-. Como el conjunto de las ca-
gruencias en A posee estructura reticular, podemos adjudicar -en virtud de di-

chas biyecciones- estructura de reticulo a los otros tres conjuntos.

Ideales en un semianillo con neutros gue cumple SA6

En los semigrupos se verifica: La interseccién de cualquier ntmerc

de subsemigrupos (subgrupos) del semigrupo S es @ & un subsemigrupo (subgrwo)

de S. La interseccién de cualquier nlmero de ideales a la izquierda de S es@ O -

un ideal a la izquierda de S.

Designen Ji’ Jd,J s Hi’ Hd’ H los conjuntos formados respectivamn-

te por todos los ideales a la izquierda, ideales a la derecha,biliteros, ica-
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l2s fyertes a la izquierda, a la derecha, fuertes bildteros de .un semiani-
1lo A que cumple SA4 - SA5 - SA6. Cualquier ideal de A -sea del tipo que fue-

re- contiene al neutro (+) o de A; por tanto, -

16) La interseccidn de cualquier nlimero de ideales (fuertes) a la
izquierda de A es un ideal (fuerte) a la izquierda de A, La interseccidn de
un ideal (fuerte) a la izquierda de A con un ideal (fuerte) a la derecha de

A es un ideal (fuerte) bilitero de A.

Cada uno de los conjuntos Ji-H verifica las condiciones de Moore.
Asi Ji’ porque A es un ideal a la izquierda de A y por 16; asi Hi’ porque
todo ideal fuerte a la izquierda de A estd contenido en 6 (© significa lo

mismo que ¢n 6)y por 16, etc. Consecuencia de ello es que

17) Los conjuntos Ji’ Jd’ J, Hi,‘ Hd’ H , son reticulos completos
contenidos en el reticulo de las partes de A. Ademds, el reticulo J estd con-

tenido en los Ji, Jd; el H estd contenido en los J, Hi’ H q° etc.

Inmersidn de un semianillo sin neutros A en otro A* con neutros que

satisfaga SA6

Es iInteresante considerar este tema debido a la definicidén de A-se-

mimddulo que daremos en el prdximo capitulo.

Sea A un semianillo sin neutros. Llamemos A' = Au{o}, y dotemos a

A' de las leyes

L'l a+ ben A

|
fu

+ b en A;¥ a,b ¢ A

1}
o

ato =0+a=a¥acA; o+o

L'2 a .

o
(0]
3
g
L}

= a.benaA, ¥ a,b ¢ A

a.o=o0.a=o0o,¥achA; o.o0=0

Es facil comprobar que A', dotado de las operaciones L'l, L'2 es un

:semianillo que satisface SA4 y SA6
Definimos en A'

m

~—

ma = am=a+ ... + a, ¥y mec N(naturales), v a ¢ A’

wy establecemos, por convenio, oa = o (significando el primer '"o" el o ¢ NO

—enteros no negativos-, y el segundo "o" al o € A'), ao = o.
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En A' se cumple ¥ m,n € No , ¥a,b e A":

m(na) (mn)a ; m(a.b) = (ma).b = a.(mb)

"

(m+n)a=ma+na 3 ma+Dbhb)=ma+m

Como, por hipdtesis, A no contiene elemento neutro respecto de la
mgltiplicacién,’tampoco Al ;'efectuemos una segunda inmersidn. Llamemos
A” = A' x NO (prodﬁcto de conjuntos), siendo NO el conjunto de los enteros
no negativos dotado de las leyes "adicidén" y '"multiplicacién" de enteros
(asi dotado, NO es un semianillo que cumple SA4, SAS5, SA6). Impongamos en A:

las operaciones

L 1: (a,m) + (b,n) (a+ b, m+ n)

.
-

L' 2 : (a,m) . (b,n) (a.b + mb + na, mn)

(A", L'l, L'2) es un semianillo cuyo neutro respecto a L 1 es (0,0,
cuyo neutro respecto a L 2 es (0,1), que verifica SA6 y contiene un subsemi.

nillo M = {(a,o)}a ¢ A isomorfo a A.

En el caso de que A contenga un neutro "u' respecto de la adicidn :
que no se cumpla SA6, sumergimos A en el conjunto A' = A u {o}, dotado de ls
leyes L'l, L'2, dadas anteriormente, y, en donde o # u, por L' 1., Efectuandc

la segunda inmersidn de igual manera que antes, llegamos al mismo resultado

Si A contiene un neutro respecto a "." y no contiene uno respecto :

"+ basta efectuar la primera inmersidn.
Podemos, pues, asegurar

Los axiomas SA4, SAS5, SA6 de semianillo son inesenciales en el sent-
do de que cualquier semianillo que no los satisfaga puede ser sumergido en dreo

que cumpla dichos axiomas.

Llamaremos a A ''extensidn natural" de A.



§ 2. INTRODUCCION

Sea A un semianillo (+,.) con neutros "o, '"1", que satisface SA6.
‘Decimos que E es un A-semimddulo a la izquierda, si E estd dotado de dos le-

'yes de composicidn, una interna '"+", adicidn, respecto a de la cual:

SMO 3 E es un semigrupo abeliano;

'y otra externa sobre A como domino de multiplicadores, de modoque se verifica:
4

SM1 : a(xty) = axtay vaecAhA ,,vyzxyekE

SM2 : (a+b)x=axtbx Vabe A,,¥xc¢eE

SM3 : a(bx) = (ab)x ' idem.

SM4 : 1x = x x ¢ E

SM5 : ox = o x € E j o, neutro (+) de E,

Diremos que F es un A-semimddulo a la derecha, si F en lugar de veri-

fficar SM3, satisface
SM3': a(bx) = (ba)x vabe A,, ¥ x ¢ E

cumpliendo ,ademis, los restantes axiomas SMO-SM5.

1) El axioma SM5 es independiente de los axiomas SMO-SM4

Observemos en primer lugar que SM5 postula 1° la existencia en E de un
meutro (+):0; y 2° que para todo x ¢ E : ox=0. Construiremos un modelo C de

SMO-SM4 que satisfaga la primera parte de SM5 y no satisfaga laSegunda parte de

SM5; de este modo quedard probado el enunciado.

No designara en lo sucesivo siempre al conjunto de los enteros no ne-
gativos, juntamente con la adicidn y multiplicacién de enteros. No es yn semia-
millo con neutros que cumple SA6. Sea C el conjunto de todas las partes de un

conjunto no vacio T. Definamos en C dos leyes, una interna LI, y otra externa LE



sobre el semiagnillo No:

1"

LI : ¥V X,y € C > %ty = xUy ; "U", reunién conjuntista

LE : ¢y n¢ No sy ¥ X € C,nx X

C ‘dotado de las leyes LI,LE satisface SMO-SM4 y la primera parte de SM5, pe

ro no la segunda parte de SM5, puesto que LE postula también ox=x ¥ x ¢ C.

" 2) En todo A-semimddulo E se verifica: ao = o ¥ a € A.

Definiciones,- Sea E un A-semimddulo.

-

S, subsemimddulo de E <=> 1: SC E; 2: x,y ¢ S D2 x+y ¢ S;
3:x € S =>ax €S, ¥ae€ A, Los subsemimddulos de E son, por tanto, los sub

semigrupos de E estables respecto de la ley externa definida en E.

Sea, para todo i € I, x, € E, y € E; se dice que

y_depende linealmente-A de {xi}i €1 <=i}ai € A, Yie I, familiale

soporte finito/ y = I a.x,
-, i
iel
3°9) o depende linealmente de {xi}iCI’ familia arbitraria de E.
En efecto, 3ai =0 €A, Vi €1 / o= I o X, = Zo

iel
4°) 8i k ¢ I, x dep- lin-A de {x;} ;o1 YA que

:gai = Gki(delta de Kronecker) € A/xk = § a;x,.
5) Transitividad de la dependencia lineal

z dep. lin-A de {xi}i €1

=> 2z dep lin-A de {zﬁ}.
. ' . » - Jjed
Vi I, X, dep. lin-A de {Zj}j ¢ J
E'z’zaixi”ai ©f > Za,(zb )=z(za.b,.) b 3
=> z= fa, AL a,b,.)y.,,a.b..ep,’] «
: . - - + 1 . 177 .2 1 137 113 -
yielI: ii §bijzj”bij € A i 3 j i

6)ELl conjunto M = {x € E/x dep. lin-A de {xi}i e TN X € E}, es w

I
semimédulo de E, y o € M
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X,yEM=> x:zaixi,,y = zbixi,,ai,bi A =>x+y= E(ai+bi)xi”ai+bi A =>xty ¢ M
i i

XeM => X7 TaiX.,,a; € A,, =>¥a € A ax = Z(aai)ii,,aai € A= ax ¢ M,,yac A
pa

Por 3 sabemos que o € M; es mis, el neutro o € E pertenece a todo sub-
:semimddulo de E, pues ox = o, por SM5. Diremos de M que es el subsemimédulo de
-E engendrado por la familia Q = {xi}i €1 de eltos de E, y lo representaremos
‘M= =
'M=L(Q) L((xi)i € 1
maremos a Q sistema de generadores de M.

), o bien, M=(Q)=(xi)i ¢ 1° si no da lugar a confusidén. Lla-

7) Si M y N son subsemimddulos de E, entonces su interseccién M n N

‘es también un subsemimddulo de E.

X,y € M NN => x,y ¢ M,,x,y€ N =>xty ¢ M,, xty ¢ N => xty e M n N

Xx€ MNnN=>axeM; axe N,, YV aecA=>axeMnN,, ¥aceA.

Se demuestra anilogamente que la interseccién de cualquier nfimero de

;subsemimddulos de E es un subsemimddulo de E.

Sea F el conjunto de todos los subsemimédulos de E. F verifica las con-

«diciones de Moore:

a) E1 elemento universal E de R(E) -reticulo de las partes de E- perte-

mece a F.

b) La interseccidn de cualquier nfimero de elementos de F pertenece a F,

eentonces -P. Dubreil, Algebre 3 ed. pag. 52.

8) El conjunto F de todos los subsemimédulos de E es un reticulo com-
pleto (n,r) contenido en el reticulo R(E), (u,n). La unidn,%, en F queda esta-

lblecida de la siguiente manera: M, € F,,¥ k'e K ,,

k

tM, = N N, siendo Q= {Ne¢ F /Mk<£ N ,,¥ ke K}
k NeQ

Sea {Mk}k ¢ g una familia de subsemimddulos de E, M = £ M, la unién de-

k
finida en 8); Tk sistema de generadores de Mk. Se verifica:

9) E1 conjunto P = {x ¢ E/x = ¢ m s Suma de soporte finito}; m ¢ Mk}
s un subsemimbdulo de E, al que designgmos P = E"Mk. Se cumplen las igualdades:
k

M=P=1IL(UT)
kk
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T M =g'"M = L(uTk)
k k k

lo cual nos conduce a identificar £ y L' en el reticulo de los subsemimédu-

los de E y a llamar a 1 '"unidén lineal de subsemimddulos'.

Todas las sumas que escribamos serédn supuestas de soporte fini-
'
to. P es subsemimddulo de E: x, y ¢ P => x = E mes Y = imi by My M € Mk >
- 1 1 = - = = =2
x+y-}z<(mk+mk),,mk+mk~:M}< > X +y ¢ P. Xxe¢ P =>x }Emk >y ad
a§=2@w,m“1%=5¥a€ma§€ﬂ
k
"M =P : My Cc P, k € K, en virtud de la definicidén de P. Como M es,,
por definicién - véase 8-, el minimo subsemimddulo de E que contiene a todc
Mk,v k € K, -resulta M C P, -- x e P => x = kak s> M € Mk =>m_¢ M,
¥ ke K=>x=1 m € M; es decir P € M, esto es M = P,
k.
La igualdad P = L(u Tk) es de obtencidén inmediata. Como Mk=L(Tk),
k
resulta:
L L(T,) = L(uT) (1)
kK K kX

Haciendo uso de la segunda parte del teorema de Moore, concluimos qute:

10) La aplicacién L : T - L(T) ,,¥ T € R(E), es una cerradura er e:l

reticulo R(E) de las partes del A-semimdédulo E. Por consiguiente

L(nT )c nL(T,)
Kk X PEEERS
Uk L(Tk)C_ L(]‘;‘) Tk) L(: L(Tk)),,v k¢ K, T, ¢ R(E)

11) a) E1l reticulo F de los subsemimdédulos del A-semimddulo E verifi--
ca la condicidn de cadena ascendente si ybsolamente si todo subsemimddulo & E

es de tipo finito (esto es, posee un sistema de generadores finito).
b) F no es, en general, ni modular, ni complementario, ni atdmico.

c) En F se verifica:

(RN M)IC RN (ZM)
K k K X
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a): Supongamos que existe un subsemimédulo Q de E (posiblemente
3
1€ TH3t,e T/t £L(T, )

sea T, = Tyu {t,}, ....E]tp e T/ t, ¢ L(?p_l), sea Tp - Tp-lu {tp}

c T2C ...chc ... da lugar a una cadena

Q=E) que no es de tipo finito. Sea Q=L(T); Sea Tl={tl},, t

La cadena infinita Tl
infinita estrictamente creciente de subsemimddulos de E, si Mp = L(Tp), en-
tonces Mlc: M2c .. C MpC: ... € Q. Esto significa: si no todo subsemimddu-

lo de E es de tipo finito, F no satisface la condicidn de cadena ascendente.

Sea todo subsemimddulo de E de tipo finito y sea Mf:M2C ...C:MpC cos
una cadena infinita estrictamente creciente de subsemimddulos de E; GP sea
sistema de generadores finito de Mﬁ.Construyamos Tl = Gl’T2 = Gl U G2 5
T. =T,V G

3 2 35 ...;Tp = Tp_l\J Gp;...,. Se verifica Mp = L(Tp) y

TlC: T2<: ...c:TpC: ..., €stpictamente (1). El subsemimédulo de E: M = T M
posee como sistemg de generadores el conjunto infinito T =lJTP._Por hipote-
sis existe un sistema finito de generadores P de M, P c L(T), luego P de-
pende 1lin-A de una parte finita T' de T==>M==>L(T') . En la cadena (1)

existe un subindice k tal que T ¥ r > 1, contradiccién con (1).

=T s
k+r k
Esto significa, si todo subsemimdédulo de E es de tipo finito, F satisface la

condicién de cadena ascendente. Hemos probado la equivalencia expresada en a).

Para mostrar b) nos basta exponer un ejemplo adecuado. Elijamos el
No—semimédulo E={nu/nce No}.F no es modular: sea R = L(5u,7u), M=L@u) ,
N = L(10u); no es verdad que "R 2 N ==> R n (MtN) = (R n M) + N"; en efecto,
19u = 5u + 2(7u) ¢ R, 19u = 3 (3u) + 10u ¢ M + N,==> 19u ¢ R n (M+N);

19u ¢ (R n M) + N. Al no ser F modular, tampoco es distributivo.

F no es complementario: G = L(3u,5u) contiene todos los elementos de
E excepto u, 2u, 4u, 7u; no existe ningln subsemimédulo H de E tal que
HnG =0, (0, subsemimddulo nulo de E, O = L{o) contiene sdlo al neutro de E,

por 2). y H+ G = E,

F, en general no es atdmico. Decimos de un reticulo R que es atdmico
:si en €1 se verifica] PeF; O CP / V¥ P'¢eF: 0CP'C,P=>P'" =P, Sea M unsub-
:semimddulo cualquier de E = {nu / n ¢ No} . Sea x € M, como x ¢ L(2x) ==>L(2xCM.
luego F no es atdmico. Al no ser atdmico F,F tampoco satisface la condicién de

«cadena descendente.

Por fin mostremos c): en F(E), cualquiera que sea E, se verifica
iE(R n Mk) C RN (ZMkl, ¥R, M ¢ F.zec Z(RnN Mk) ==> z = L m (de sop. fini-

to), me RAM  ==>z¢Rjze z M, ==> kz €e Rn (Z Mk) R kc.q.d.
k k ’
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12) Todec semigrupo abeliano puede ser considerado como un No-sem=
mddulo. NO designa al conjunto de los enteros no negativos, dotado de lasle-
yes 'adicién" y "multiplicacién' de enteros. No es, pues, un semianillo ca

neutros "o, "'1", que satisface SA6 ( 1).

Sea ''S" el semigrupo conmutativo dado. La operacidn definida en ¢ la
denotaremos aditivamente. Si S no posee elemento neutro ''e', lo adjuntamos

(como hicimos en -1,18). Definamos en S la ley externa LE sobre NO

LE1 oa = € ¥aesS
LE2 la = a ¥VaesS
n
LE3 na=a+ 7.+ a VnENO-{o,l},VaCS
S, dotado de las leyes de composicidn "+", ‘'LE", satisface los axiomas SM(-

SM5, luego es un NO semimddulo.,

En particular, los semireticulos -que son semigrupos abelianos- jueden
ser tratados como No-semimédulos. Precisemos, sin embargo, mds., Sea P el won-

junto N , dotado de las operaciones LA, LM.
o

LA:o+n=n+o0o=n,¥n ¢ NO » LM : "multiplicacidn' de enteros

l+1=1

P es un semianillo con neutros que cumple SA6 y en P se verifica: todo elamnen-

to de P que sea distinto de "o es igual a "1". Se cumple que

13). Todo semireticulo es un P-semimddulo.

14). Todo semianillo A puede ser considerado, de un modo candnicc,

como un A" -semimbédulo a la izquierda (o un A* _semimbédulo a la derecha).

Sea A un semianillo (+,.) SA4, SA5, SA6. A es respecto a'+" un seni-
grupo abeliano con neutro o', Definamos en A la ley externa LE sobre A ccno

dominio de multiplicadores. LE : ¥a,be¢A ba=hb.a.

A, "+, ''LE" es un A-semimbédulo a la izquierda que designaremos %3
Si definimos en A en lugar de LE, la ley externa LE' ba = a. b, entonces
A, '+", LE'", posee estructura de A-semimbdulo a la derecha, que designhare-

mos Ad'

En el caso de que el semianillo A no cumpliese alguna o ninguna c

las propiedades SA4, SA5, SA6, pasariamos a su extensidn elemental o natumal

A, la cual satisface dichas propiedades (§ 1, 18) y 19). En A" podemos defi
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LEOLEY) sobya A%, A% "+ "LE", ("LE'") es un A*-semimdédulo a la izquierda

(a la derecha) que contiene a A.

En particular, un reticulo R, en donde es valida una de las leyes
distributivas, puede ser considerado como un R* -semimddulo a la izquierda o
la derecha. Por lo tanto, un &lgebra de Boole B puede ser considerada cand-

nicamente como un B-semimddulo a la izquierda o a la derecha.

15). Sea A un anillo con elemento unidad 1 (neutro "."). Todo A-se-

mimddulo E es un A-mddulo.

Sea 1° el opuesto de 1. Todo elemento x de E posee opuesto, el 17x,
yaque x + 1" x = Ix + 1' x = (1L + 1' )x = ox=o. E es, por consiguiente, un
grupo aditivo abeliano que tiene por dominio de operadores un anillo A con
elemento 1,; la ley de composicién externa de E satisface SM1-SM5, y por lo tanto

E verifica todos los axiomas de A-mddulo. N
Definicidn
E es un A-semianillo-médulo<=>E es un conjunto no vacio, dotado de

dos leyes de composicidn, una interna respecto de la cual E es un grupo abe-

liane, y otra externa sobre el semianillo A que cumple los axiomas SM1-SM5.

16). Sea Z el subéonjunto del A-semimbdulo E formado por todos los

elementos simetrizables de E. Z es el maximo A-semianillo-mddulo contenido en

iy
oo

Z es evidentemente subgrupo del semigrupo aditivo abeliano E.

Z es estable respecto de la ley externa definida en E: si x ¢ Z, X po-
see opuesto x' ; X + x' = o => V¥ a e A, a(x + x') = ao ==> ax + ax' = o ==>
ax € Z. Por tanto Z es un A-semianillo-médulo y, debido a su construccién, el

maximo contenido en E.

"9 designara el conjunto de los elementos simetrizables "+'" de A,

semianillos. Sea E un A-semimbédulo y OE = {tx/t e 0; x ¢ E},

17). L(BE) es un A-semianillo-mddulo contenido en Z. L(GE) es un 6-pseu-

domédulo.

i l’ l’
siendo ti el opuesto en A de ti’ ti € 6 ==>y'e L(BE). Si a ¢ A, ay= L étixi,
at.e 6 , por ser © ideal fuerte bilatero de A (51, 6) ==>ay ¢ L(9E). L(6E)C Z,

y € L(OE) ==> y = & t.x, t,€ 0 ; el opuesto de y es y' = Lt} x,
i .

‘por ser este el miaximo (16).

L(6E) es un ©8-pseudomédulo, puesto que © es un anillo contenido en A,

que no contiene a 1. Si le 6, 8 = A (por ser 6 ideal fuerte de A) y L(OE)=Z=E,
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A anillo con elemento unidad 1 y E A-médulo. Por tanto: L(OE) es un 6-médulo

<> E es un A-mddulo.

18). Sea A un cuerpo. Todo A-semimddulo E es un A-espacio vectorial.

Si A es cuerpo, es anillo con elemento unidad y E es A-mbédulo, por
15. Si E es A-médulo y A es cuerpo, E es A-espacio vectorial, N. Bourbaki,

Algebre, chap 2, 1, definicidn 2.

El conjunto de todos los A-semianillos-mddulos contenidos en el A-se-
mimddulo E es un reticulo en el que la interseccidn coincide con la interaccidn
coniuntista. Llamémosle M(E). Todo ideal a la ‘izquierda del semianillo es un
subsemimddulo de Ai(lu) y viceversa. Todo ideal fuerte a la izquierda de A da

lugar a un A-semianillo-mdédulo contenido en Ai y viceversa.

19). Pseudo-semimddulos. Inmersién de un pseudo-semimddulo en un se-

mimddulo.

Sea A un semianillo. Admitimos la posibilidad de que A no satisfaga
las propiedades SA4, SA5, SA6. Diremos que E es un A-pseudo-semimddulo a la
izquierda si en E estdn definidas dos leyes de composicién, una interna "+",
respecto a la cual, SMO:E es un semigrupo abeliano (eventualmente, sin neutro);
y otra ley externa sobre A como dominio de multiplicadores, de modo que se ve-

rifica:

SM1, SM2, SM3.
(véase al principio de este pardgrafo).

Se trata de comprobar aqui que un A-pseudo-semimédulo a la izquierda

cualquiera E puede ser sumergido en un A*-semimddulo E' a la izquierda.

Supongamos, en primer lugar, que ni A ni E poseen neutro respecto a la
adicidén. Llamemos E' = E U {o}, y sea A' = Au{o'}, dotado este {iltimo conjun-
to de las leyes L' 1, L' 2 dadas en §1 (véase: inmersidén de un semianillo ...).

Imponemos en E' la operacidén Pl y la ley externa P2 sobre A'.

Pl x+yenE'=x+yenkE, ¥x,y¢eeE
x+to=o0o+x=%x,¥xecEjo+0=0
P2 ax en E' = axenE, Vaec A, ¥x€E

aoc = o, ¥ace A; o'x =0, ¥x€ E; 0'o=o0
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Al definir en E'
n
St
P3 nx=x+ ...+ X 3 1lx=x3o0ox-=

o]
para . ¢ No - {o0,1}, o ¢ No’ 1l ¢ NO, ¥V xekE',

se cumple (#) a(nx) = n(ax) = (na)x, ¥ a ¢ A', ¥n € No’ VxeBE'.

Dotemos a E' de la ley interna Pl y de la ley externa Q2 sobre A%

(extensidn natural de A, ver §1):

Q2 (a,n)x = ax +nx , ¥Y¥aecA' ,¥ne No’ ¥ x¢€EB',;

en donde "ax' viene dado por P2, ‘nx" por P3.

Se comprueba sin dificultad, teniendo en cuenta las igualdades (4)
que E', dotado de las leygs Pl, Q2, posee estructura de A*-semimddulo a la
izquierda. '

"En el caso de que el semianillo A posea neutros respecto a "+"y ".",
llamémosles ''u' y 'e', respectivamente, tales que no cumplan SA6, y de que el
A-pseudo-semimédulo dado E tenga neutro respecto a '"+'", sea "u; de modo que no
se verifiquen los axiomas SM4, SM5, de semimddulo (o en cualquier otro caso qué
resulte de combinar hipdtesis de este tipo), seguimos el siguiente proceso de .

inmersidn:

Sea o' un elemento ¢ A; dotamos a A' = Au{o'} de las leyes L'l,
L'2 dadas en §1. Sea o ¢ E; dotamos a E' = E v {o} de las leyes Pl, P2, da-
das anteriormente. Designando (véase §1) A* = {A'x N s L* 1, L* 2}, ficilmen-
te se comprueba que é&ste es un semianillo que cumple SAu4, SAS, SA6, siendo sus
neutros "+', '.", respectivamente, u* = (o', o), e* = (o', 1). También se com-
prueba con facilidad que {E' , Pl, Q2} es un A*-semimédulo que contiene un

A-pseudo-semimédulo isomorfo a E.



§ 3. CONGRUENCIAS EN UN SEMIMODULO

Subsemimddulos cerrados del A-semimddulo E.

Definicidn.
M es subsemimddulo cerrado de E <==> en M se verifica: si las ecw-

ciones de la forma x + m =m', m,m' ¢ M, tienen soluciones x en E, dichas

soluciones x pertenecen a M., Simbdlicamente:
(v x¢ E)  mm' e M) |:(x+m¥m') ==> x € M].

Los subsemimddulos impropios O y E, son evidentemente subsemimédulos

cerrados de E.

-~

1). Sea M un subsemimddulo arbitrariode E. Sea M = {x ¢ E/ x + m: m';

m, m' ¢ M}. M es un subsemimbdulo de E y la aplicacién c:M > M es una cerra-

dura algebrdica en el reticulo F(E) de los subsemimddulos de E.

I) Es inmediato que M es subsemimddulo de E.

II) Mc M, ¥ Mec F(E), como facilmente se comprueba,.

III) M = M. Llamemos M = P; M = P = T.

te T==>t+p p',p,p'( P,=:>p+m:m';p'+n=n', m,m',n.n': M

==>t +p+m+n=p'+m+n==>t+m'"+n=m+n"'"==>teP, Es decir,

Mc M; como (II) nos asegura M C M, obtenemos M = M.

IV) Es inmediato que M,N ¢ F(E); M ¢ N ==> ¥ ¢ N c.q.d.

Los elementos imagen de esta cerradura 'c¢'" coinciden con los subsami-

médulos cerrados de E, tal como los hemos definido al principio, lo cual jis-

tifica la denominacidén que hemos dado a dichos subsemimddulos.
Consecuencia inmediata de 1 es que

2). El conjunto C(E) de todos los subsemimddulos cerrados de E esun

reticulo completo contenido en el reticulo F(E). La interseccién en C(E) cdinci-

de con la interseccién en F(E) y, por lo tanto, con la interseccidén conjurtis-

ta.
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Definiciones

R es una congruencia en el A-semimddulo E <==> R es una relacidén de
equivalencia entre elementos de E, que es compatible con la estructura alge-
braica de semimddulo de E.R es la clase cero de la congruencia R <==>RO es

o ‘ £-ask_CcEro

la clase de E que contiene al elemento o de E.

3). La clase cero Ro de cualquier congruencia R en E es un subsemimd-

dulo cerrado de E.

Es evidente que RO es subsemimédulo de E.

X ¢ Ro ==> x + r =pr', pr,r'c Ro ==> r = r' = 0 (R) ==>x + rzo(R)

o (R) ==> x € R_, es decir ﬁo c R, que con 1 (II)

H
v
X
W

c Ro nos da Ro = RO c.q.d.

El conjunto de las relaciones de equivalencia definibles en E(A-semi-
médulo) es un reticulo completo, donde la interseccidn y la unidn quedan esta-
blecidas de la siguiente manera. Sea y = {Ri} ; ¢ 1 una familia de relaciones

de equivalencia en E.

(1) N Ry = T, %,y ¢ B xTy <==> xR.y Viel I,
1el
(ii) W Ri = P, xPy <==> existe una sucesidén finita de elementos de E
iel
: X = RyaXpseeenXy 05 X Ty tal que
TR S (Rk), R.€ ¥

Se demuestra -Dubreil, Algebre, pdg. 61- que T (P) es la mdxima (minima) rela-
cidén de equivalencia en E contenida (que contiene a) en todo R, (vi 1I). AP

se le llama unidn de relacidn de equivalencia o producto transitivo.

Pues bien, facilmente se comprueba que si para todo i € I,Ri es una
congruencia en E, entonces también son congruencias en E T y P, lo cual nos

muestra que

4) E1 conjunto K(E) de las congruencias en E es un reticulo comple-

to, subreticulo del reticulo de las relaciones de equivalencia en E. La inter-.

seccién y la unidén en K(E) vienen dadas por (i),(ii), respectivamente. A esta

Gltima la podemos llamar también producto transitivo de -congruencias en E.

Congruencias normales en un A-semimddulo E.

A continuacidn destacaremos unas congruencias en E, que desempefiaran
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un papel espwcial en la teorfia de semimddulos.

5). Sea M un subsemimddulo arbitrario de E (A-semimédulo) y sea N

la siguiente relacidn binaria entre elementos de E:

x Ny<==> (Jmm' ¢ M)(x + m=y +m')

N es una congruencia en E y su clase cero N_ = M (M, cerrado de M; véase 1).

N es una relacidn reflexiva: ¥ x ¢ E x N X, ya que x + o = X + o,
o € M, porque todo subsemimddulo de E contiene al o € E. N es relacién simé-
trica, trivial. N cumple la propiedad transitiva: x N y; y N 2 ==> x+m=y+m’';
y+n=z+n', mm',;n,n'e¢ M==>x+m+n=2+n"+m,,mn,n"+m'e M ==
x N 2. Por lo tanto N es una relacidn de equivalencia en E; veamos que es

compatible con la estructura de E.

xNy==>x+m=y+m',,mm'e M==>V¥zec¢E,z+x+m=2+y+mn'

==> ¥ z ¢ E, (z+ x)N(z +y ).

xNy==>x+m=y+m',, my,m'¢ M==>¥ac A, ax + am = ay + am',,

am,am'¢ M ==> ¥ a ¢ A (ax) N (ay). N es una congruencia en E.

Su clase cero N_es {x¢ E/ Jmm'e M, x +m=o0+m' =mn'} es de-

cir, -véase 1- M. c.q.d.

Definiciones

Diremos de la relacidén N, tal como ha sido establecida en la propo-
sicidén 5, que es la congruencia en E normalizada por el subsemimédulo M de E.
Diremos de una congruencia en E que es normal si y solo si es congruencia nor-

malizada por algln subsemimddulo de E.

Sea N la congruencia en E normalizada por el subsemimbédulo M de E.

Cualquier otra congruencia R en E que tenga la misma clase cero que N (esto

es R =N_ = M), vérifica N ¢ R,
o o —_c

En efecto x Ny =>x+m=y +m',, m,m'e M; como M esta conten

do en RO =M==>m=m" =20 (R) ==>x%x =y (R).
Consecuencias inmediatas de 6 son:

7) Si M,N son dos subsemimddulos de E tales que M = N y M,N son las

————

congruencias en E normalizadas por M y N, respectivamente, entonces M = N.

Un- enunciado equivalente a 7 es:

7') Todos los subsemimddulos de E que mediante la cerradura ''c¢" -véa-
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se 1 les corresponde el mismo subsemimddulo cerrado M de E, engendran la mis-

ma congruencia normal en E, la normalizada por M. :

8). E1 conjunto de todas las congruencias normales N(E) en E es un

reticulo completo contenido en K(E), reticulo de las congruencias en E. La

unidn en N(E) coincide con la unidén en K(E). La aplicacidén N : R » N (R),

R ¢ K(E); N(R), congruencia normalizada por la clase cero de R, es una aber-

tura algebraica en el reticulo K(E).

a) La identidad en E es la congruencia normal en E de clase cero el

subsemimddulo nulo O de E.

b) Si {Nk}

en E, entonces N =

es una familia arbitraria de congruencias normales

k ¢ K
klg K’Nk es una congruencia normal en E. La clase cero de

N es z N. , siendo N, la clase cero de N, . En efecto:
K K k k k

x Ny <==>J{x,}

CE;I={l,...,m};x=xl, y =X

icI = m
= == = ! ! . N, ,.
xg xsy (Ngy) == % oy = X0 TRy e gy P ¢ Nk
¥ ie {1,..., m-1} ==> , mediante sustituciones,
m-1 m-1

x, t+ +

= ' N
] iél Nei) T *m . D'y esto es N es normal de clase cero ) .

i= k K

con lo que queda demostrado el enunciado.

9). E1 conjunto Q de todas las congruencias en E que tienen por clase
cero M es un subreticulo completo del reticulo de las congruencias en E. Mini-

mo de Q = congruencia normalizada por M.

Evidentemente la interseccidn de cualquier niimero de elementos de Q es

un elemento de Q. Sea ¥ j € J, R, ¢ Q, UR, = U. 2z 20 (U) ==>
] jed
==> . C E; I = .o : = = : = . . ==
]{xl}i c I ? {l) b m} 1) Xl Oa xm Z, Xi Xl + l (Rk(l)) >
%, € M, x3€ My weo X =z € M==>0U¢€¢Qc.q.d. Q posee, pues, mdximo y

minimo; la congruencia minima de Q es -en virtud de 6- la normalizada por M.

10). La aplicacidn B : bdeC(E): M > B(M), congruencia normalizada

por M, es un isomorfismo del reticulo C(E), de los subsemimddulos cerrados de E,

sobre el reticulo N(E), de las congruencias normales en E.

Por 5 y por 9 sabemos que B es una correspondencia biunivoca entre dichos
reticulos. Ademds 8 deja invariante el orden parcial en esos reticulos, pues,

M,N ¢ C(E) y M € N ==> B(M) € B(N). Una biyeccidn entre reticulos que preserva
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el orden parcial de estos es un isomorfismo; en efecto, sea h : R > R' una

biyeccidén entre reticulos que preserve el orden, y sea r. € R ==> ritg iglpi’
¥Viel==>h(r.)C h(ur,), ¥ielI==> uUh(r,)c h(u r,); supongamos
i : i . i R
‘ iel iel iel
h(t) = Y h(r,) ¢ h(u r.)(estrictamente esto implicaria t c u r. (estricta-

. . . ‘e
mente);légmo h(ri) c ﬁ%%), ¥ ie¢e I, resulta r. ct, ¥vie I, ylpgr tanto

U r. Ct, contradiccidén. Luego h( Vv r,) = U h(ri). Dualmente ,
eI : iel iel
h(nr,) = Nh(r.), c.q.d.

. . i

iel iel

Reuniendo estos resultados obtenemos el siguiente esquema:

F(E) K(E)
c ¥ ¢+ N

C(E) ———e N(E)

donde F(E), C(E), K(E), N(E) son los reticulos de los subsemimddulos, subsemi-
médulos .cerrados, congruencias, congruencias normales del A-semimddulo E, '"c"
es una cerradura -1-, N es una abertura -8-, y "8'" es un isomorfismo de reticu-

los -10-.
Definicidn
A una congruencia en un A-semimddulo E que no sea normal la llamaremos

anormal. De 6. y de 10 resulta:

11). La condicidn necesaria y suficiente para que una congruencia R en
E sea anormal es que existg un par de elementos x e y de E relacionados por R
tales que para todo m, m' € Ro (clase cero de R) x + m #y + m'.

Definicidn

Entenderemos en los sucesivo por congruencia reductiva en E a una con-

gruencia anormal en E- A-semimbdulo- cuya clase cero sea el subsemimddulo nulo
0 de E.

Congruencias anormales en un A-semimddulo E.

Rees descubrid en 1940 unas congruencias en los semigrupos no conmutati
vos, que desde entonces llevan su nombre. Sea I un ideal del semigrupo no conmu-

tativo S. R es una congruencia de Rees en S si,

¥ a,be S aRb <==> a =b v a,b ¢ I.
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Es decir, todo elemento de S-I retiene su identidad en S/R, en tanto que to-
do elemento de I se transforma en el elemento permitido de S/R mediante el

homomorfismo candnico asociado a R.

A continuacidn generalizaremos este tipo de congruencias a los A-se-

mimddulos.

Decimos que C es subsemimddulo circular (sin cero) del A-semimédulo E
si C es un subconjunto de"E que verifica (i) o ¢ C; (ii) ¥ a ¢ A,a # o3¥vceCace C

(iii) E+ CgcC, ¥x€E,¥ceCC, x+ceC, -simbdlicamente.

Cualquier subsemimddulo circular C del A-semimddulo E permite estable-

cer una congruencia R en E, del siguiente modo ¥ x,y ¢ E
XRy <==> x = yV x,y € C (V, disyuncidn)

R es una relacidn de equivalencia en E por originar en E la clasificacidn

{{X}x C}. R es compatible con la estructura de A-semimédulo de E:

e ¢’
a) xRy ==> (z + x)R(z +y), V¥ ze E

xRy ==> x=y V X,y ¢ C ==> z+x=z+y V z+x,z+y € C ==>(z+x)R(z+y)

b) xRy ==> (ax)R(ay), V¥ ac A.
xRy ==> x=y V x,y ¢ C ==> ¥ a ¢ A, a # o; ax=ay V ax,ay € C;

para a = o; ax = ay = o ==> (ax)R(ay) ¥ a ¢ A.

R es por tanto una congruencia en E, a la que llamaremos ‘generalizada de

Rees''. Obtenemos:

12). Todo subsemimddulo circular de E determina una {inica congruen-
cia generalizada de Rees en E. Toda congruencia de Rees en E, que no sea la

congruencia idéntica, es reductiva y por lo tanto anormal.

La primera parte de este enunciado queda probada mds arriba. Sea R
una congruencia generalizada de Rees en E, distinta de la congruencia idéntica
I, determinada por el subsemimddulo circular C de E. La clase cero de R cons-
ta de un solo eiemento, el o de E, puesto que o £ C y entonces el 'o'" solo es
congruente consigo mismo mddulo R. En C exisfe, por lo menos, dos elementos
distintos entre si, pues de lo contrario R = I, contra lo supuesto. Sean c,

c'e Cyc# c'. Se verifica ¥ m,m' ¢ RO (clase cero de R) ctm # c'+m'.

R es anormal -véase 11, de clase cero 0, el subsemimddulo nulo de E;

por tanto es reductiva.
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13). Si R es la congruencia generalizada de Rees en E determinada
por C, N es la congruencia normal en E de clase'cero, N # 0, y si

CNN=¢ yR¢ Nentonces R U N es una congruencia anormal no reductiva.

De C NN =@ se deduce que la clase cero de R U N es N. De
R ¢ N se deduce N € RUN (estrictamente). Como, por hipdtesis, N es la con-
gruencia normalizada por N, R U N es anormal de clase cero N # O y por tan-

to anormal no reductiva. _

14). La unidén de una congruencia reductiva con una congruencia anor-

mal de clase cero M # O es una congruencia de clase cero M, también anormal.

Resulta inmediato, porque la unidn de una congruencia de clase cero
N con otra clase cero M, N C M, es una congruencia de clase cero M y por-
que si R es la reductiva y R' es la anormal de clase cero M se cumple
R'"© Ru R', R UR' contiene estrictamente a la congruencia normalizada por

M, por tanto es anormal.

Semimddulos cocientes

Sea E un A-semimddulo a la izquierda y R una congruencia en E. El

conjunto E/R = {{x}X }; en donde {x} significa la clase de E médulo R que

¢ E
contiene al elemento x de Edotado de las leyes de composicidn:

{x} + {y} = {xty} , ¥ x,y € E

a {x} {ax} , Vae A, ¥xekE

es un A-semimbédulo a la izquierda, que denominamos semimédulo cociente de E
por R, o de E mdédulo R. Si R designa la congruencia idéntica, entonces E/R=E;
si R designa la congruencia universal, entonces E/R consta de un solo elemen-

to: la clase cero y llamamos a E/R = O semimddulo nulo.

Acabamos de ver gque una congruencia R en E no queda univocamente de-
terminada por su clase cero M -subsemimddulo cerrado de E-; de ahi que E/M
signifique en un principio miltiples semimddulos cocientes, a saber, todos
aquellos posibles E/R en que R recorre todas las congruencias en E de clase
cero M, Nvobstante, si elegimos E/M = E/M , siendo M la congruencia en E
normalizada por M, fijamos el sentido de E/M. Podemos ir mas lejés; con ayu-

da de la cerradura 'c" -1, y establecer la siguiente:
Definicidn

¥ Ne¢ F(E) : E/N = E/Bc(N)
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Creemos que la anterior definicidn estd justificada por dos razones, 1) dado
el subsemimddulo N de E, podemos construir la congruencia Bc(N) y por lo tan-
to E/N; 2) Bc(N) es la minima congruencia en E de clase cero c(N), el cual, a

su vez, es el minimo subsemimddulo cerrado de E que contiene a N.

Homomorfismos de A-semimddulos

Sean E,F dos A-semimdédulos a la izquierda. Decimos que f: E - F es
un A-homomorfismo (u homomorfismo, simplemente) & una aplicacidn A-lineal de E

en F si "f" es una aplicacidn de E en F que cumple:
(1) f(xty) = £(x) + f(y) ¥ x,y ¢ E; (ii) f(ax) = af(x) Vae A, ¥ xekE

El "o" de E se transforma mediante cualquier homomorfismo f: E - F
en el Vo' de F. f(o) = f(ox) = of(x) = o. Llamamos imagen, nficleo del homomor-

fismo f -que designamos agbreviadamente Imf, Kerf- a los siguientes conjuntos:

Imf = {f(x)}X c ; Kerf = {x ¢ E/f(x) = o}

Imf es un subsemimddulo de F; Kerf es un subsemimddulo cerrado de E.

La relacién binaria en E x F y <==> £(x) = f(y) es una congruencia
en E que llamaremos '"asociada'" al homomorfismo f. Reciprocamente, dada una
congruencia arbitraria R en E, la aplicacidn c: E -+ E/R, c(x) = {x}, es un
A-homomorfismo que llamaremos candnico o natural. Si E ¢ F, la aplicacidn

i:E > F, 1i(x) = x ¢ F es un homomorfismo que denominamos inmersidn.

Definicidnes

Dado el A-homomorfismo f: E + F, E,F son A-semimddulos, decimos que:

f es un homomorfismo suprayectivo (o sobre) o un epimorfismo <==> Imf=F
f es un homomorfismo inyectivo o un monomorfismo <==>¥x,yc¢E,f(x) =
= f(y) ==> x = y.
f es un isomorfismo <==> f es epimorfismo y monomorfismo.
f es un homomorfismo normal (reductivo, de Rees, anormal no reductivé)
<==z> la congruencia en E asociada a f es normal (reductiva, de Rees, anormal

no reductiva, respectivamente).

15). (Teorema del producto de homomorfismos )

Sean E,F,G A-semimbdulos y £f: E + F, ,g: F + G A-homomorfismos de



Een Y y de I en G. Se cumple:

(i) La aplicacidén compuesta p = gf es un A-homomorfismo de E en G,

a la que llamamos homomorfismo producto de f poﬁ/g.

(ii) El producto de dos homomorfismos normales f y g, tales que

Kerg C Imf, es un homomorfismo normal.

(iii) El producto p = gf de un epimorfismo f por un homomorfismo

anormal g es un homomorfismo anormal.

(i) p es un homomorfismo de E en G:

¥ x,y € E,, p(x+y)=gf(x+y)=g(fx+ fy) = px + py.

¥V x e E, VaeaA, p(ax) = gf(ax) = g(afx) = apx.

(ii) ¥ x,y ¢ E, px = py ==> gfx = gfy ==> (por ser g normal)
dn,n' ¢ Kerg; fx + n = fy + n' ==> (por estar Kerg C Imf) dr,r' ¢ f_l(Kerg);
fx + fr = fy + fr' ==> f(x+r) = f(y+r') ==> (por ser f normal)

Jm,m' € Kerf; x+r+m = y+r' + m'.

Como f-l(Kerg) = Kerp; Kerf < Kerp; luego p es normal.

(iii) Por ser g anormal Ju,v ¢ F/ gu = gv, ¥ n,n' ¢ Kerg,
u+n#v+n' ==>(por ser f epimorfismo) dJx,y ¢ E; fx=u, fy = v ==>
==> fx + n # fy + n', ¥ n, n' ¢ Kerg. Como f(Kerp) = Kerg, n = fm, n'=fm"',
recorriendo m,m' todo Kerp ==$'f(x+m) # f(y+tm'), ¥ m, m' ¢ Kerp ==>

==>Jx,y € E/ px = py; ¥ m,m' € Kerp, x+m # y+m', esto es, p es anormal.

16). (Teorema del homomorfismo inducido)

Sean f: E + F un epimorfismo y g: E - G un homomorfismo de A-semi-
mdédulos tales que las congruencias asociadas en E por f y g verifican F C G.

Se cumple:

(1) Existe un Gnico A-homomorfismo h: F - G tal que hf = g.

(ii) Si g es normal, entonces h es normal.

(iii) Si f es epimorfismo normal y g es anormal, entonces h es anormal.

(i) Por la Teoria de Conjuntos sabemos que existe una {nica aplicacién

h: F > G tal que hf = g. Esta aplicacidén h es un A-homomorfismo:

En efecto, por ser f homomorfismo suprayectivo ¥ u,v ¢ F, Jx,y € E/

fx = u, fy = v ==> h(utv)=h(fx+fy)=hf(x+y)=g(x+y)=gx+gy=huthv, V¥ u, ve F
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N

h(au)=h(afx)=hf(ax)=g(ax)=agx=ahu, V¥ ae¢ A, ¥ue F, c.q.d.

(ii) Si h fuese anormal; como f es epimorfismo y hf = g, por 15
(iii), deduciriamos que g seria anormal, contra la hipdtesis, luego h es

normal.

(iii) Supongamos que h fuese normal; por el teorema 15 (ii), resul-
taria que hf = g seria normal, contradiccidn con la hipdtesis; por tanto h

es anormal.

17). Si R,R' son dos congruencias en el A-semimddulo E, tales que
R € R' entonces existe un ﬁhico A-homomorfismo k : E/R » E/R' tal que kc=c';

siendo c,c' los homomorfismos candnicos de E - E/R, E + E/R', respectivamente.
L)
Esta proposicidn se obtiene inmediatamente de 16 (i).

18). (Teorema principal de homomorfismos)

Sea f: E > F un A-homomorfismo cualquiera de E en F y F la congruen-

cia asociada por f en E. f se descompone de un modo Gnico f = ibkec

c k b i
f : E~>E/Kerf > E/F¢» Inf - F,

v

siendo ¢ homomorfismo candnico normal, k homomorfismo candnico reductivo

(eventualmente, 1la identidad), b, isomorfismo, i inmersidén. Si f es un ho-

momorfismo normal, entonces k es la identidad. Si f es un homomorfismo re-

ductivo, entonces c es la identidad.

Sabemos, por la Teoria de Conjuntos, que toda aplicacién f: E -+ F
se descompone de modo finico en el producto E g'E/F R Inf i F. En nuestro
caso, F es la congruencia asociada por f en E; E/F , Imf son A-semimddulos
¢' homomorfismo candnico; b,i los homomorfismos sefialados en el enunciado.
Como N(F)SF -véase 8- para toda congruencia F en E, aplicamos la proposi-
cién 17 y obtenemos que c' se descompone de modo ﬁnico ¢' = kc. Ademés,
E/N(F) = E/Kerf ==> c es homomorfismo normal. Kerc' = Kerc ==> Kerk = 0. Si
f es anormal, sabemos por 16 (iii)'aﬁe k es anormal y, por tanto, reductivo;
si f es .normal, 16 (ii) nos dice que k es normal y Kerk = 0O, luego k es la

identidad. c.q.d.
Consecuencias:

19). Todo homomorfismo anormal se descompone de un modo {inico en el

producto de un homomorfismo normal por un homomorfismo reductivo.
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Segiin 18,f = (ibk)e = rc, donde c es normal y r es reductivo, por
ser k reductivo. En particular, todo homomorfismo candnico anormal se des-
compone de un modo Gnico en el producto de un homomorfismo candnico normal

por un epimorfismo reductivo.

Congruencias ‘'sa"

I

Trataremos a continuacidén de un tipo especial de congruencias nor-.
males a las que, debido al importante papel que desempefian, les asignamos
un nombre especifico: congruencias ''sa". Seguimos suponiendo que A es un
semianillo y que E es un A-semimddulo. Diremos que T es un complejo de E,
si T es un subconjunto no vacio de E. Cbn objeto de abreviar, de ahora en
adelante llamaremos a los semianillos-mddulos (definicidn en 2, 15)simple-
mente ''sa-mddulos', y si tienen por dominio de operadores el semianillo A,

les llamaremos también "A-sa-mddulos'.

20). Definiciones

Sea T un.complejo de E y p € E, se entiende por (P. Dubreil, Algebre,
3a ed., pag. 92).

T-p = diferencia de T por p<=>{x ¢ E/ p + x ¢ T}
T es complejo neto de E <=> ¥ pe€ E : T - p # ¢

WT = residuoc de T<=> {w ¢ E/ T - w = @}

Se comprueba inmediatamente que:
(1) w e Wy <=>(x+E) n'T = ¢

(ii) T es complejo neto de E<=> WT =0

(iii) WT # @ ==> W_ es un ideal de E que no contiene o ¢ E,.

T
(iv) Cualquier complejo de E que contenga a un complejo neto de E,
es, a su.vez, neto; en efecto T V ==> T-pcC V-p, ¥ p e E, si T es neto, V ,esi

neto también.

Definicidn

Dado el A-semimbdulo E puede ocurrir que exista o no un epimorfismo
f de E sobre un A-sa-médulo M. Si existe un tal f, llamaremos a f 'homomorfis-

mo-sa'" y a la congruencia asociada por f en E 'congruencia-sa" en E.

21). Todas las congruencias-sa de un semimddulo E son congruencias
normales. Las clases de E.mddulo una congruencia-sa son, todas ellas, comple-

jos netos de E.

Sea F una congruencia-sa en E, esto significa que existen un A-sa-
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médulo M y un epimorfismo f: E -+ M tal que F es la congruencia asociada por

v (F) ==> fu = fv = u'; sea r' el opuesto de u' en M y sea

1t

fenE. u
re f—l(r'), entonces f(utr)=f(v+r)=o ==> utr=t ¢ T=f_l(o), vtr=s ¢ T ==>

==> Jt,s € T/ uts = v+t ( =utv+r), por tanto F es normal.

Sea H una clase de E mddulo F, congruencia-sa y sea p ¢ E,
f(H) = h'e¢ M, f(p) = p'. Se verifica H-p = f—l(h'—p') # 0, Vpe E, ya

que:
X € f-l(h'-P')<=:>fx=h'fp'<==> f(p+x) = p'+h'-p'=h' <==> ptx ¢ H <==> x ¢ H-p

Como h',p'¢ My M es un A-sa-mddulo, el elemento h'-p' existe en
My como f es un epimorfismo, el conjunto f_l(h'—p') no es vacio y por tan-

to H es complejo neto de E.

1

22). Para todo A-semimdédulo E, las proposiciones a),b) y c) son_

equivalentes.

a) En E existe, por lo menos, una congruencia sa (distinta de la

congruencia universal).

b) En E existen, al menos, un complejo neto T tal que L(T) # E.

c) En E existe, al menos, un subsemimddulo neto S tal que S #E

22). (ii) Si'S es un subsemimddulo de E tal que S # E es neto,

entonces E/S es un A-sa-m8dulo # O, y reciprocamente.

(iii) Existen sendas correspondencias biunivocas entre los subse-
mimddulos cerrados y netos de E, las congruencias sa de E y los A-sa-mbédu-

los homomorfos a E (salvo isomorfismo).

En 21 se ha mostradd a)'==$ b, a) ==> c); probemos ahora c) ==> a)

y (ii). Sea S un subsemimddulo de E tal que S es neto # E; £: » E/S = E/S

E/N(S) el homomorfismo candnico, p' elemento arbitbario de E/S; pef-l(p'),
x € S-p, entonces fx es el opuesto de p' en E/S y por consiguiente E/S es

un A-sambédulo # O. Queda asi probado (ii) y c¢) ==> a), teniendo en cuenta

20 (iv).

La equivalencia c) <==> b) es de inmediata comprobacidn, ya que si
T es complejo neto de E tal que L(T) # E, entonces S = L(T) es subsemimddu-

lo neto 20 (iv) tal que S # E. Por tanto, a) <==> b) <==> ¢).

En el razonamiento anterior se ponen de manifiesto las siguientes



equivalencias:

S es subsemimddulo cerrado y neto de E <==> N(S) es congruencia sa

en E <==> E/S es un A-sa-mddulo, que aseguran la validez de (iii).

Las proposiciones 21,22 generalizan los teoremas 1 y 2, P. Dubriel,
Algebre 3a ed, pags 220-224, relativos a semigrupos abelianos, pues si hacemos

A= No’ obtenemos dichos teoremas como un caso particular,

23). Toda congruencia en E que contenga a una congruencia sa en E es

también congruencia sa.

(ii) El conjunto SA(E) de todas las congruencias sa en E es un U-sub-

semireticulo de N(E) y de K(E).

-

(iii) La unidn de una congruencia sa en E con otra cualquiera en E

es la congruencia universal u otra congruencia sa en E.

Sea R 2 S, siendo S una congruencia sa eﬁ E, entonces existe un epi-
morfismo g (§3, 16)y un epimorfismo candnico f tales que E £’E/S & E/R, esto
implica que E/S es un A-sa-mSdulo, ahora bien, un A-sa-mddulo sélo puede tener
por imagen homomérfica un A-sa-mddulo, luego E/R es un A-sa-médulo y la con-

'

gruencia asociada a gf: E -+ E/R, que es R, es sa.

Sean R,T ¢ SA(E), si RU T = P, entonces P 2 R y P es(23), congruen-

cia sa en E, de donde (ii). Por la misma razén obtenemos (iii), c.q.d.

Conviene observar que en cualquier A-samddulo M todo .. complejo es
neto, todos los subsemimddulos cerrados de M son A-sub-sa-mddulos de M y vice-

versa, y que las Gnicas congruencias posibles en M son las congruencias sa.

24). Congruencia engendrada por una relacidn binaria en E.

Sea r una relacidn binaria entre elementos de E (A-semimddulo no ne-

cesariamente libre)
rooXYY., ie I, Xis Y5 € E (I, conjunto finito o infinito)

Las relaciones binarias en E pueden ser consideradas como partes de EXE. En el
reticulo de las partes de ExE, la interseccidn de todas las congruencias que con-
tienen a r, es, a su vez, una congruencia que contiene a r; asi pues, dada una

relacidn binaria cualquiera r en E, existe siempre una minima congruencia que la

contiena,

A partir de ''r' construimos una nueva relacidn 'p'" que contenga a ‘''r"

y sea reflexiva, compatible con la estructura de E y simétrica, imponiendo



- 37 -

estas condiciones:

1. XLy, ==> X.PYy. Viel
2. Xpx ¥VxekE
3. xpy ==> (x+z)p(y+z) V¥ z ¢ E
4. xpy ==> (ax)p(ay) VYacec A
5. Xpy ==> ypx

Ahora definiremos una nueva relacidén C en E de este modo:

xCy <==> existen z,,z

def 19Zg3 ree 5 2 € E, (n > 2) tales que:

2) =X, 2, =Y, Z.p

n 5PZ541 v e [1;n-1]

Se verifica:

24) (i). La relacidén C es la minima congruencia en E que contiene

a r. Llamaremos a "C'" congruencia engendrada por '"r'" y la designaremos tam-

bien C(r). La aplicacidén C: r + C(r) es una cerradura en el reticulo de las

partes de ExE.

La demostracidén de este enunciado no ofrece dificultad.



§ 4. TEOREMAS DE ISOMORFIA

Saturacidn

Sea f un homomorfismo de E en E', A-semimddulos a la izquierda.
A f-lf(T) le llamamos el conjunto saturado de T por £ - ¥ T € R(E), reticu-
lo de las partes de E- y lo representaremos también/Sf(T). Denominamos a la

aplicaci®n Sf: R(E) + R(E) "saturacién por fh.

1). Sf es una cerradura algebraica en el reticulo R(E)

En efecto, se verifica:
a) ¥ T e R(E) T g SE(T)

b) ¥ T ¢ R(E)  SE(SE(TN=(£LE) (£ et =e" L (ee™ D) E(T)=£ 7 E(T) =
= Sf(T), ya que £t xt = x! para todo x' ¢ f(E).

c) TCV ==> SE£(T) C SE(V).

Decimos de un subconjunto T de E que es 'saturado" mdédulo f o que es-
ta saturado por f cuando y solo cuando Sf(T) = T; por tanto, los saturados md-

dulo f son justamente los cerrados de R(E) por la cerradura Sf.

2). Sea f: E » E' un homomorfismo de A-semimddulos y F(E) el reticu-

lo de los subsemimddulos de E.

(i) Si T es subsemim8dulo de E, entonces f(T) es subsemimddulo de E'.

(ii) Si T' es subsemimddulo de E', entonces f-l(T') es un subsemimd-

dulo de E que contiene a Kerf.

(iii) La aplicacidn Sf retringida a F(E) es una cerradura algebraiéa
en F(E). ' .

(iv) Si K' es subsemimdédulo cerrado (definicidén en §3,1) de E', enton

ces,f—l(K'l_gs un subsemimddulo cerrado de E que contiene a Kerf.

(i) x', y' ¢ £(T) ==>‘]x,y ¢ T tales que fx=x', fy=zy' ==> x'+y'=f(x+y)
€ £f(T), ya que xty ¢ T; ¥ a ¢ A ==> ax'=f(ax) ¢ £f(T), ya que ax ¢ T.

(ii) x,y ¢ £ 1y ==> fx,fy ¢ T' ==> f(x+y) ¢ T' ==> x+y ¢ £y,
Si a€e A, x¢ f-l(T') ==> fx € T' ==> f(ax) = afx ¢ T' ==> ax ¢ f—l(T).
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(1ii) resulta inmediatamente de 1l y de 2 (1),(ii).

(iv) Sea f—l(K') = Ky sea x ¢ E tal que existe un par de elementos
k,1 de K que cumplen xtk = 1 ==> f(xtk) = fx + fk = fl; como fx,fl ¢ K' y é&s-
te es subsemimdédulo cerrado de E' ==> fx € K' ==> x € K, luego K es subsemi-

mddulo cerrado de E, c.q.d.

3). Si f: E > E' es un homomorfismo normal de nlicleo Hy T es un

subsemimddulo de E, entonces:

(i) £HETN =T+ 8
(ii) T+ HgSE(T)S T + H

(iii) Sf(T) = T + H, esto iltimo bajo el supuesto de que SF(T) sea

subsemimddulo cerrado de E & de que f(T) sea. subsemimddulo cerrado de E'.

Demostremos 3 (i): sabemos ya por 2 (i) que f(T) es subsemimddulo de
E'.

X € f'l('f('r)) ==> fx ¢ £(T) ==>J t,t' e T/ fx + ft = ft' ==> f(x+t)=ft'
y por ser f normal de nficleo:H,

] h,h' ¢ H/x+t+h = t' + h' ==> x € T+H

X € T+H ==> x+t+h = t'+h' ==> fx+ft = ft' ==> fx ¢ £(T) ==> X € f_l(f(T))
' - c.q.d.
La demostracidn de (ii) es inmediata: t+h ¢ T+H ==> f(t+h)=ft ¢ £(T) ==>

==> t+h € Sf(T), es decir T+H ¢ Sf(T). £(T) € £(T) c==> . SF(T) < f'lm)
= T+H, segiln 3, (i); es decir, T+H < Sf(T) < T+H.

Si Sf(T) es subsemimddulo cerrado de E, como en el intervalo [T+H,T+H|
. no existe ningln subsemimddulo cerrado de E salvo el T+H, entonces ha de ser
SFf(T) = T+H. Por otra parte, si f(T) es subsemimddulo cerrado de E' entonces
Sf(T) es segn 2 (iv), subsemimddulo cerrado de E que contiene a T y a H; por

la misma razén de antes Sf(T)=T+H y de este modo queda probado 3. (iii).

3). (iv) Bajo las hipltesis de 3: todos los subsemimddulos cerrados de

E que contienen a Kerf=H estdn saturados por f.

e

Sea K subsemimddulo cerrado de E tal que K 2 H ==> +H=KEK=K+H; por
3 (ii) obtenemos Sf(K) = K.
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4) (i) si £f: E > E' es un epimorfismo (arbitrario) y K es un sub-
semimddulo cerrado de E que estd saturado por f, entonces f(K) es subsemi-

mddulo cerrado de E'.

(ii) Todo subsemimddulo cerrado de E que contenga a Kerf=H, siendo
f: E > E' un epimorfismo normal, se transforma mediante f en un subsemimddu-

lo cerrado de E'.

(i) Supongamos que f(K) no es subsemimddulo cerrado de E'. En tal
caso existirian unos elementos x' ¢ E', k',1' € K' = £f(K) que cumplirian:
a) x+ k' = 1" * x'¢ K' (., conjuncidn).

-1 . .
Sea x ¢ £ "(x'); para todo k ¢ K: x+k ﬂ K, ya que si xt+k pertenecie-
se a K entonces x perteneceria K (por ser K subsemimédulo cerrado de E) y
x' = fx seria elemento de K', lo cual estaria en contradiccidn con (a). Hemos

obtenido:
b) x + k = m ¢ K, para todo k € K.

-1
Tomemos en (b) k € £ (k') y apliquemos f a los dos miembros de (b),
entonces x' + k' = fm, de donde fm = 1' ¢ K'; como K estd saturado por f, resu

taria que m € K, contradiccidn con (b).

(ii) Sea K subsemimddulo cerrado de E y K2 H; en virtud de :3 (iv)

Sf(K) = K; por 4 (i), f(K) es subsemimddulo -‘cerrado de E'., c.q.d.

5). (Primer teorema de isomorfia)

Sea E un A-semimddulo y R una congruencia en E,

(i) cualquier congruencia S en E/R es de la forma T/R , siendo T una
congruencia en E que contiene a R. Reciprocamente, cualquier congruencia T en

E que contenga a R da lugar a una congruencia S en E/R de la forma T/R.
La aplicacidn canénica E/T + (E/R)/(T/R) es un isomorfismo.

(ii) Dada la congruencia R en E, existe una correspondencia biunivoca
CR entre las congruencias T de E que contienen a R y las congruencias § de
E/R , de modo que S = T/R,

Si R es congruencia normal, CR relaciona congruencias normales, con-

gruencias sa, congruencias anormales de E y de E/R entre si.

(iii) Sea R una congruencia normal en E y sea TC,S, entonces para to-

R

‘do par de subsemimddulos R,T de E tales que R = Ry T =T, y_para todos subse

mimddulo S de E/R tal que S = So, se verifica que la aplicacidn candnica

E/T - (E/R)/S es un isomorfismo.
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Reciprocamente, Si Ry T son subsemimddulos de E, y S es subsemimd-

dulo de E/R tales que E/T = (E/R)/S, entonces N(T) CN(R) N(S).

(iv) Dado el epimorfismo normal f: E » E' y el subsemimddulo K' de
E', entonces K = f—l(K’) es subsemimddulo de E, y E/K=~ E'/K'., Si K es subse-
mimédulo de E que contiene a Kerf, entonces K' = f(K) es subsemimddulo de E'

y E/K=~ E'/K',

Demostracidén: (i) resulta de particularizar para los A-~semimddulos el
primer teorema de isomorfia vdlido para cualquier estructura algebraica, -véa-
se N. Bourbaki, Algebre ch 1, §4-. Sin embargo esbozaremos su desmostracidn con
objeto de encauzar la deduccidn de las otras partes del teorema, que enuncian

ya peculiaridades de los A-semimddulos.

Sean f y g, respectivamente, los homomorfismos candnicos E + E/R ,
E/R » (E/R)/S. p = gf es un epimorfismo de E -+ (E/R)/S ; en virtud del teore-
ma del producto de homomorfismos (§3,15). Sea T la congruencia asociada a p en E;
considerando el teorema principal de homomorfismos (§3,18), b: E/T - Im(gf)
es un isomorfismo; esto es, la aplicacidn candnica b: E/T + (E/R)/(T/R) es un
isomorfismo. La reciproca es inmediata en virtud del teorema del homomorfismo

inducido (§3,16).

Si Cp relaciona las congruencias T de E con las congruencias S de E/R
tales que S = T/R , entonces resulta, sin mis, de (i) que CR es una correspon-
dencia biunivoca. §3,15 (ii), y 16 (ii) nos aseguran, caso de que R sea nor-
mal, '"g normal <==> p = gf normal', Es inmediato que 'g, homomorfismo-sa <==> p,

homomorfismo sa", de donde (ii)

(iii) se desprende de (ii) y de la definicidn de semimddulo cociente,

(§3,1u).

. £ g :
(iv) Sea g el homomorfismo candnico E +- E' > E'/K', g: E' + E'/K' es

evidentemente un epimorfismo normal y, por tanto, p = gf es también (§3)5) (ii)
un epimorfismo normal; de §3, 18, deducimos E/Kerp —~ Imp. Ahora.bien, como

f(K) = K', entonces, segilin §4, 3 (i),

Kerp = f_l(g_l(O)) = f-l(K') = f-l(f(K)) = K + Kerf = K;
por consiguiente,

E/Kerp = E/K = E/K~ Imp = E'/K', c.q.d.
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Mostremos la reciproca, si K es subsemimddulo de E que contiene a
Kerf, entonces f(K) = K' es, seglin §4, 2 (i), subsemimddulo de E'. Por el

mismo razonamiento de antes, llegamos a la misma conclusidn.

Si Ty K son dos subsemimédulos de E tales que T 2 K 2Kerf, (f, epi-
morfismo normal E + E'), entonces la restriccién h de f a T es un epimorfismo
normal h = £/T : T » £(T). Aplicando a h el teorema precedente (iv), obtene-

mos :
5). (v). Sea f un epimorfismo normal E + E', Para todo par de subse-
mimddulos T y K de E tales que T 2 K 2 Kerf, se verifica:

T/K = £(T)/£(K)

6). (Segundo teorema de isomorfia)

(i) Sea f: E » E' un epimorfismo entre A-semimbédulos, F la congruen-
cia asociada por f en E, FM la congruencia subordinada por F en M, subsemimé-

dulo de E, entonces:

M/FMCS Sf(M)/FSf(M)

(ii) Para todo par de subsemimédulos cerrados My H de E, es vdlido:

M/(N(H))M::: (M+H) /H

-

Si N(H) subordina en M la congruencia normalizada por M n H, entonces:
M/MN HX~M+ H/H
caso contrario, existe un epimorfismo reductivo t:

t: M/Mn H-+ M+ N/H

(iii) Sea f: E + E' un epimorfismo normal de ndcleo H, XK' subsemimé-
: -1 . .
dulo de E' K = f “(K'), entonces K/H =~ K'. Reciprocamente, para todo subsemi-

modulo K 2 H de E, se cumple:
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SFf(X)/H =~ K/H = £(K)

(i) es evidente, puesto que si gy h son g = £/M:M » £(M),
h = £/Sf(M) : Sf(M) » £(M), entonces, aplicando el teorema principal de ho-
momorfismos -§3, 18, a g y a h, resulta M/FMiv £f(M), Sf(M)/FSf(M):: £(M)
esto es, resulta (i),

(ii) : de (i) se deduce inmediatamente que para todo par de sub-

semimddulos M y N de E que tengan el mismo saturado mddulo f, se verifica:

(i)' M/FMz N/f‘-’N (=Sf(M)/F )

Sf(M)

M y M+H poseen el mismo saturado mddulo p: E + E/H, que es Sp(M); la con-
gruencia asociada a p en E es N(H) y la congruencia subordinada por esta en

M+H es también N(H); de (i)' se obtiene M/(N(H))M¢5 (M+H)/H,c.q.d.

Ahora bien, clase cero de (N(H))M -congruencia subordinada en M por
N(H)- es igual a clase cero de N(Hn M) = H N M; sabemos por §3, 6 que
N(H n M) C (N(H))M; en virtud del teorema principal de homomorfismos §3, 18

concluimos que existe un epimorfismo reductivo t
M/H N M > M/(N(H)),

el cual, en el caso de que N(Hn M) = (N(H))M, es la identidad; con esto
queda probado (ii).

TR "l . - . -
(iii) X = £ 7(K') es un subsemimddulo de E que contiene a H, segin
4, 2 (ii); sea r = f/K: K > K', r es un epimorfismo normal de nicleo H,

por consiguiente §3, 18, K/H = K'. La reciproca se demuestra andlogamente.



§ 5. LONGITUD DE UN SEMIMODULO

)

En este pardgrafo usaremos conceptos de la Teoria de Reticulos, cu-
yas definiciones -véase G. Birkhoff, Lattice Theory, 1948, pdgs, 10-11l- ex-

pondremos a continuacidn.

1). Sea R (<) un conjunto parcialmente ordenado respecto a '"¢'". Se

dice que:

T es una cadena de R <==> T es un subconjunto no vacio de R total-

mente ordenado respecto a "<,

d(T), dimensién de una cadena T de R <==> nimero de elementos dife-
rentes de que consta T menos 1, (suponiendo que T conste de un ntmero finito

de elementos diferentes).

d(x), dimensidn de un elemento X € R <==> mixima dimensidn de todas

las cadenas de R que tengan a X por elemento maximo.

d(R), dimensidn de R <==> midxima dimensidén de todas las cadenas con-

tenidas en R.

Dados dos elementos, a,b de R,b cubre a "a" <==> a < b y no existe

ningiin elemento x de R tal que a < x < b,

T, cadena conectada o maximal de R <==> T, cadena estrictamente cre-

ciente de R en la que cada elemento de T cubre a su precedente en T.

Nota: A la dimensidén de una cadena T de R, de un elemento x de R, y
de R, se le llama también '"longitud" de la cadena T, de x, y de R, respecti-
vamente., Nosotros no emplearemos aqul este segunde término con objeto de evi-

tar cualquier posible confusidn.

Sucesiones de composicidén de un A-semimddulo E.

2). Definicién I

(e): (E,) . es sucesidén de composicién de E <==>
i’o<1g¢n

a) es una sucesidn finita Eo, E E . En de subsemimddulos

1’ " 2 Tn-l
cerrados de E, tal que:

b) Eo = E, En = 0 (subsemimddulo nulo de E); vy
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c) E; € E;_; » para todo ice [l,n].

Definiciones

Decimos que la sucesidn de composicidn (f) : (Fj)o <4 ¢m

fina que la sucesidn de composicidn (e) o que (f) es un refinamiento de la

, es mds

sucesién de composicidn (e) si todo elemento de la sucesidn (e) .es también

elemento de la sucesidn (f). Decimos que (f) es un refinamiento propio de

la sucesidn de composicidn (e) si (f) es un refinamiento de (e) tal que en

(f) exisie, al menos, un elemento que no es elemento ds (e).

(e) es sucesidén de composicidn estricta de E <==> (e) cumple las
propiedades a) y b) de la definicién I y en lugar de c) cumple c')

CE{CE ., ¥ i e [1,n] (estrictamente).

(e) : (Bi)o <£1i<«<n

es sucesidn distinguida de E <==> (e) es suce-
sidén de composicidn estricta de E tal que no admite ningln refinamiento pro-

pio.
a((e)), amplitud de (e) : (Ei)o < { < n° Sucesidn de composicidn de
E <==> nimero de elementos de que consta (e) menos 1 = n.
(e) : (E.) . es sucesidn de Jordan-Holder de E <==>
i‘lo<ig¢nm
1° (e) es sucesidn distinguida de E,
2° no existe ninguna sucesién distinguida (f) de E tal que a((f))>a((e))
3° no existe ninguna sucesidn infinita entrictamente creciente en C(E)
Sucesidn de cocientes: de (e) : (E.) . sucesidn de composicidn
i‘o¢ig¢n
de E, <==>
B3/ ¢ i ¢n

S, A-semimddulo simple <==> S # O (semimddulo nulo) y S no posee ningin

subsemimddulo cerrado distinto de S y de O (subsemimddulo nulo).

Dadas dos sucesidnes de composicidn de E, (e): (E

)

i n’ (f) :

o <1«
(Fj)o <3 <m decimos que:
(e) y (f) son equivalentes <==> 1° a((e)) =a((f)) y 2%existe una biyeccidn

(permutacién) p : [1,n] > [1,m] tal que:

E; ,/E; = Pp(i)_l/Fp(i) , para todo i ¢ [1,n].
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Decimos de un A-semimddulo E que posee "lopgitud" si y solo si exis-
te una sucesidén de Jordan-Hblder de E. Definimos

1(E), longitud del A-semimddulo E <==> 1(E) = a((e)), siendo (e) una

sucesidén de Jordan-H8lder de E.

Definicidn II de sucesidén de composicidn del A-semimédulo E.

(E.) . es sucesidn de composicidn de E <==>
1’0 ¢« 1 ¢«n

a') E. es subsemimddulo cerrado de E, Vic [l,n] 5y

i-1°
b') E = E, E_ = 0.

3). Las definiciones I y II de sucesidn de composicidén de E son equi-

valentes,
La validez de esta proposicidn resulta de 4) (ii):
(4) Sea F un subsemimddulo cerrado del A-semimddulo E

(i) El1 subsemimdédulo .cerrado en F, SF, de un subsemimddulo cualquiera

S de F coincide con S, subsemimddulo cerrado de S en E.

(ii) Todos los subsemimddulos cerrados de F son subsemimédulos cerra-
dos de E y, reciprocamente; todos los subsemimddulos cerrados de E contenidos

en I son subsemimddulos cerrados de F.

(iii) E1 conjunto de todos los subsemimddulos cerrados de F constitu-
yen una seccidn inicial del reticulo C(E) -reticulo de los subsemimddulos cerra-

dos de E -cuyo maximo es F.

Demostracidén de 4), (i): por hipdtesis S C F; por ser F subsemimddulo
cerrado de E y en virtud de una de las propiedades de las cerraduras, obtenemos
(1) ScF="F;sixe§, entonces x¢ EA] s,s' ¢ S/ xts=s', pero segin
(1) x ¢ F, luego x ¢ SF, es decir 5 ¢ SF; evidentemente, SFg; S, y por tanto,

S =85S c.q.d.

(ii) Sea S un subsemimddulo cerrado de F, esto es, SF = S§; como

S = SF = S, resulta que S es también subsemimbdulo cerrado de E. La reciproca

es evidente.
(iii) Se obtiene de un modo inmediato a partir de (ii).

Dado el A-semimddulo E, C(E) y N(E) designardn, al igual que antes,
los reticulos de los subsemimddulos cerrados de E y de las congruencias norma-
les de E, respectivamente. Sabemos que estos dos reticulos son isomorfos §3,10.

Si S es un subsemimddulo de E, N(S) significard la congruencia normalizada por
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S en E o en cualquier subsemimddulo cerrado F de E que contenga a S,

Si R es una congruencia en E, RO designard a la clase cero de dicha

congruencia.

Observemos que dar la sucesidn de composicidn de E, (e) : (E.) .
i‘ogign
es tanto como dar una cadena de C(E) que tenga por extremos E y O. Llamamos
a esta cadena "asociada a (e) en C(E)" y la designamos (e') y viceversa.
Por otra parte, dar la sucesidn de composicidn de E: (e), es tanto como dar
L] .
la cadena (e'') : (N(Ei))0 <ic<n

N(En) = T, (U, J, congruencia universal y congruencia idéntica en E; méxi-

de N(E) que tiene por extremos N(Eo)=U s

mo y minimo de N(E), respectivamente). Reciprocamente, dar una cadena
LI .
(e'') : (Ni)o <ig<n
dar la sucesién de composicidn de E: (e) ((N,)) ) . . Llamamos a
i’70’o « 1 ¢ n
(e'') cadena asociada a (e) y llamamos a (e) sucesidn de composicidén de E

de N(E) que tenga por extremos U e I, €S  tanto como

asociada a (e''). (e) = (e''), en virtud de §3,10).

5). Sea (e) una suecesidén de composicidn de E y sean (e') y (e'')

las cadenas asociadas a (e) en C(E) y N(E). Se verifica:
(i) a((e)) > d(e') = d(e'")

(ii) La condicidn necesaria y suficiente para que (e) sea sucesién

de composicidn estricta de E es que a((e)) = d(e').

(iii) (e) es sucesidn distinguida de E <==> (e') es cadena maximal

de C(E)

(iv) (e) es sucesidn de Jordan-H8lder de E <==> es cadena maximal de

C(E) y d(e') = d(C (E)).

(v) 1(E) = d(C(E)) = d(N(E)).
Para comprobar 5 basta recurrir a las definiciones dadas en 1 y 2.

6). Sean F,G,H subsemimddulos cerrados de E tales que F DG DH y sea
p el homomorfismo candnico F + F/H = M, entonces p(G) es subsemimédulo cerra-
do de M que cumple O c p(G) € M. Reciprocamente, si T es subsemimddulo cerra-

do de M tal que 0 c T © M, entonces p-l(T) es subsemimdédulo cerrado de E que

verifica F D p-l(T) O H.

(ii) Sean F y H dos sobsemimddulos cerrados de E. La condicidn nece-
saria y suficiente para que el semimddulo F/H sea simple es que F cubra a H

en el reticulo C(E).

(iii) La ‘condicidén necesaria y suficiente para que la sucesidn de com-
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posicién (e) de E sea distinguida es que todos los semimbdulos de la sucesidn

de cocientes de (e) sean simples.

Demostracién (i): p: F > F/H = M es un epimorfismo normal. Sabemos

por §4,4(ii) que p(G) es subsemimddulo cerrado de M. En virtud de §u4,5 (v):

F/G = p(F)/p(G) =.M/p(G) ; G/H=~ p(G)/p(H) = p(G);

como,

'F D G==>F/G # 0==>M/p(G) # 0==>M D p(G)

y como,

G D H==>G/H # 0==>p(G) # O, es decir p(G) DO

Si T es subsemimddulo cerrado de M tal que (1): MD T D 0, entonces,
segln §4,2 (iv), p_l(T) = G es subsemimddulo cerrado de F, 'y, por tanto §5,4
(ii),subsemimédulo cerrado de E. Ademds se ha de cumplir F D G D H, pues caso
de que supusieramos lo contrario, aplicando el mismo razonamiento de antes,

llegariemos a contradiccidn con (1).

(ii) (i) afirma que si F no cubre a H en C(E), entonces F/H no es

simple y que si F/H no es simple, F no cubre a H en C(E); es decir (ii).

(iii) En virtud de §5,5 (iii) y de §5,6) (ii) se cumplen las equi-

valencias:

(e) sucesidn distinguida de E <==> (e') cadena maximal de C(E) de
extremos E y 0 <==> cada elemento de (e') (excepto el {iltimo) cubre a su si-
guiente en (e') <==> todos los semimddulos de la sucesidn de cocientes de (e)

son simples.
Estas equivalencias prueban (iii).
De 6 (iii) resulta:

6). (iv) Es condicidn necesaria pero no suficiente para que la suce-

si6n de composicidn (e) de E sea sucesidn de Jordan-HBlder de E que todos los

semimddulos de la sucesidn de cocientes de (e) sean simples.

Dado un subsemimddulo cerrado F de E, puede ocurrir que

1° (a) exista o (b) no exista una sucesidn de Jordan-Hdlder de E que

contenga a F como elemento.
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2° Tajo el supuesto 1° (b), puede suceder que existan sucesiones dis-
tinguidas de E que contengan a F como elemento.,

3° Bajo el supuesto 2°, puede acontecer (a) que entre todas las su-
cesiones distinguidas de E que contengan a F como elemento exista una o va-

rias de méxima amplitud, o bien (b) que no exista ninguna de maxima amplitud.

El antecedente de la proposicidn 7 (i) que pasamos a enunciar presu-

pone 3° (a), & 1° (a)

7). (i) Si Kerh - h: E + E', epimorfismo normal- ocupa el lugar

(ptl)-esimo de una sucesidn distinguida de E de mixima amplitud, entonces:

1(E') = p

(ii) Si h: E » E' es un epimorfismo normal, 1(E) = n, d(Kerh) = m

(en C(E)), entonces:
1(E') € n-m

La condicidn néecesaria y suficiente para que 1(E') = n-m, €S que

Kerh pertenezca a una sucesién de Jorda-Hdlder de E.

(iii) Cualquier sucesidn de composicidén (e) de E se transforma me-
diante un isomorfismo R: E + E' en una sucesidén de composicidn de E' equiva-

lente a (e).

(iv) La longitud de un semimddulo es invariante respecto a los iso-

morfismos.

Demostracidn (i): Sea (e): (Ei)o <ic<n

E de midxima amplitud que contiene a Kerh = Bp (p €« n). En virtud de §5,6 (iii),

una sucesidn distinguida de

todos los semimddulos de la sucesidn de cocientes de (e) son simples. Segilin
§4,5) (v), Ei-l/Ei.z h(Ei-l)/h(Ei) (o < i ¢ p), luego todos los semimbdulos de

la sucesidn de cocientes de (e)' : (h(Ei)) son simples y, segin

o0<1icgp
§5,6) (iii), (e)' es sucesidn distinguida de E'. Supongamos que existe una su-

cesidn distinguida (£)' : (Pi)o < i< qde E' que tenga mayor amplitud que (e)':

qQ > p. En tal caso:

(E.)

-1 ,
(BFD), ¢ 16 g i’ptl € i ¢ n
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seria una sucesidn distinguida de E que contendria a h-l(F'q) = Kerh y cuya
amplitud seria q+n-p > n; contradiccidn con la hipdtesis; luego (e)' es una

sucesién de Jordan-Holder de E' y 1(E') = p, c.q.d.
Demostracidén de 7, (ii)
h: E » E', epimorfismo normal; 1(E) = n; d(Kerh) ='m.

d(Kerh) = m significa que existe una cadena maximal de C(E) de dimen-
sidén m: (1l); Kerh, Tl’ ey Tm‘= 0 y que cualquier otra cadena maximal de C(E)

que una Kerh con O es de dimensidn igual o menor que m.

Sea (e): Eo, E E Kerh. P PS = 0 una sucesidn de

l, " 0 9 t—l’ l’ LI ]
Jordan-H8lder de E que contenga a Kerh. Supongamos s < m, en este caso (f):

Eo’ El’ cee Et-l’ Kerh, Tl s see s Tm seria una sucesidn distinguida de E

tal que a ((f)) > a((e)); contradiccidn con la hipdtesis de que (e) es sucesidn
de Jordan-H8lder de E. Supongamos s > m, en este otro caso (2) Kerh, Pl""’ P2
seria una cadena maximal de C(E) que une Kerh con O de dimensidn s > m;,

contradicecidn con (1l). Por consiguiente s = m.

Como (e) es sucesidén de J-H de E, t + s = n; de donde t = n-m y Kerh

ocupa el lugar (n-m+l)-esimo de (e); de (i) deducimos 1(E') = n-m,

" Si Kerh no pertenece a ninguna sucesidén de J-H de E, entonces t < n-m
(ya que si t = n-m, (f) seria sucesién de J-H de E que contendria a Kerh) y,
por tanto, Kerh ocupa el lugar t+l (t < n-m) de una sucesidn distinguida de E;

en virtud de (i), 1(E') = t < n-m, c.q.d.

(iii) Sea (Ei)o <i <p Una sucesidn de composicidén de E-y g: E » E'
un isomorfismo. B(Ei) = E'i es subsemimddulo cerrado de E', ¥ i ¢ ]o,n|,

§4,4 (idi) Eé = B', Eﬂ = 0 (subsemimddulo nulo de E'). Ademds §4,5, (v) afirma:

~ ] ]
E. /Bi ~ Ei_l/B'i, Y‘l < |l,n| , c.q.d.

(iv) Sea B: E» E' un isomorfismo, entonces 8 es un epimorfismo normal

y KerB = 0; si 1(E) = n, KerB ocupa el lugab (n+l)-esimo de una sucesidn de Jor.
dan-Holder de E; por (i), 1(E') = n,c,q,d.

a . .
Notas.- 1=. El antecedente de 7 (i) no exige que E posea longitud.

a ‘s . : ,

2= 7(iii) carece de sentido a no ser que ampliemos el significado de "sucesio-
nes de composicidén equivalentes' dado en §5,2, permitiendo que (e) sea una
sucesion de composicidn de E, (f) sea sucesidn de composicidn de F, E # F,

y dejando, por lo demd3s, invariable dicha definicidn.
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8). Sea E un A-semimddulo de longitud finita, F un subsemimddulo

cerrado de U, se verifica:

(i) long(F) + long(E/F) = a,

designando "a" la mdxima amplitud de todas las sucesiones distinguidas de E

que contienen a F como elemento:

(ii) long(F) + long(E/F) ¢ long (E)
(iii) La condicidn necesaria y suficiente para que:

log(F) + long(E/F) = long(E)

es que F pertenezca a una sucesién de Jordan-HSlder de E.

Si (E.) .
i‘’ogiga
tud que contiene a F = EP, (o ¢ p € a), entonces (Ei)p cica forma una suf

es una sucesidn distinguida de E de mdxima ampli-

cesidén de Jordan-HBlder de F; de donde, long(F) = a - p. Como, a su vez,

(E./F) .
i""7o<i<p

de §4, 2 (iv) para c¢: E » E/F), resulta long(E/F) = p, y de aqui 8 (i). De

forma una sucesidn de Jordan-H8lder de E/F (en virtud

(8) (i) obtenemos inmediatamente 8 (ii) y (iii), c.q.d.

Haciendo uso del teorema principal de homomorfismos §3, 18 y de

7 (iv), hallamos como corolario del teorema 8, la proposicidn:

9). Sea u: E + F un homomorfismo normal de A-semimédulos y posea E

longitud finita, entonces:

(i) long(Keru) + long(Imu) = a,

siendo "a" la mixima amplitud de todas las sucesiones distinguidas de E que

—

contienen a Keru como elemento.

(ii) long(Keru) + long(Imu) s long(E)

(iii) La condicidn necesaria y suficiente para que:

long(Keru) + Long(Imu) = long(E)

es_que exista una sucesidén de Jordan-H8lder de E que contenga a Keru como



- 52 -

elemento.

Llamamos conficleo de un homomorfismo u: E + F de A-semimdédulos, que
designaremos Cokeru, al A-semimddulo cociente F/Imu, Obtenemos entonces, sin

mas, como corolario de la proposicidn 8 la 10 que exponemos a continuacidn.

10). Si F es A-semimddulo de longitud finita yu: E->F es un homo-

morfismo grbitrario de A-semimddulos tal que Imu es subsemimddulo cerrado de

F, entonces se verifica:

(i) long(Imu) + long(Cokeru) = a

siendo "a'" la maxima amplitud de todas las sucesiones distinguidas de F que

contienen a Imu como elemento.

(ii) long(Imu) + long(Cokeru) < long(F)

(iii) Para que se cumpla:

long(Imu) + long(Cokeru) = long(F)

es necesario y suficiente que Imu figura en una sucesidén de Jordan~H8lder de F.

Otra secuencia inmediata de 8 es la proposicidn:
11) Sea E un A-semimddulo de longitud finita y F un subsemimédulo ce
rrado de E, se verifica:

F = E <==> long(F) = long(E)

La condicidn de Jordan-H8lder

Definicidn

Diremos que un A-semimddulo E de longitud finita cumple la condicidn

de Jordan-H8lder si y sélo si todas las sucesiones distinguidas de E son suce-

siones de Jordan-H8lder de E.

Existen semimddulos que cumplen la condicidn de J-H, en tanto que otr
no la satisfacen, como se pondrd de manifiesto en una nota posterior. Creemos
que esta condicidn no carece de interés en la teoria de semimédulos; por ello -

la hemos destacado y nos disponemos a analizarla.
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Afirmar que un semimddulo E cumple la condicidn de Jordan-H8lder

es tanto como indicar que en el reticulo de los subsemimddulos cerrados de
E, C(E), todas las cadenaé conectadas que unen E con O poseenn la misma di-
mensidn (finita). En un reticulo de dimensidn finita la propiedad antedi-
cha equivale a esta otra: todas las cadenas conectadas que unen dos elemen--
tos fijos cualesquiera del reticulo C(E) poseen la misma dimensidn. Como es-
ta Gltima propiedad expresa justamente la condicidn de cadena de Jordan-
Dedekind referida al reticulo C(E), -supuesto C(E) de dimensidn finita-,

véase G. Birkhoff, Lattice Theory, pdg. 11, obtenemos:

12). El1 A-semimddulo E cumple la condicidn de Jordan-HBlder cuando

y solo cuando el reticulo C(E) es de dimensidn finita y satisface la condi-

cidn de cadena de Jordan-Dedekind.

Sabemos que en todo reticulo P de dimensién finita es valida la
equivalencia: P satisface la condicidn de cadena de Jordan-Dedekind si y solo

si la funcidn d(x) -dimensidén de x ¢ P- verifica:
(¥ x,y € P) (x cubre a y <==> x > y Ad(x) = d(y) + 1)

Trasladada esta propiedad a nuestro caso, obtenemos:

13). E1 A-semimddulo E cumple la condicidn de Jordan-HYlder si y so-

lo si E es de longitud finita y para todo par de subsemimbédulos cerrados M y

N de E se verifica:

M cubre a N <==> M D N A long(M) = long(N) + 1

Por otra parte, el teorema 3 del capitulo V de la Teoria de Reticu-
los de G. Birkhoff -pdg. 68- afirma que, en el supuesto de que un reticulo L
sea de dimensidén finita, las condiciones (a) y (b) que enunciamos a continua-

cidn son equivalentes.

a) La identidad modular en L

b) La condicidén de cadena de Jordan-Dedekind en L, juntamente con:

d(x) + d(y) = dxny) + dxvy),, ¥x,yec L,
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Apoydndose en este teorema, podemos enunciar.

14). Sea E un A-semimddulo de longitud finita. El reticulo de los

subsemimddulos cerrados de E, C(E), es modular si y solo si E verifica la

condicién de Jordan-H8lder juntamente con la propiedad (i)

(i) para todo par de subsemimddulos cerrados M,N de E se cumple:
logn(M) + long(N) = long(M n N) + long(M+N)

Seglin hemos visto en el capitulo anterior, M+N significa el mini-
mo subsemimddulo de E que contiene a M y a N, mientras que M+N designa al
minimo subsemimédulo cerrado de E que contiane a M y a N, esto es, la unidn
en C(E) de M con N.

15). (i) Sea E un A-semimddulo que cumple la condicidn de Jordan-

HS1lder. Para que una sucesidén de composicidén estricta (e) de E sea suce-

sidn distinguida de E es necesario y suficiente que:

a((e)) = long(E)

(ii) Si E cumple la condicidén de J-H, entonces todo subsemimddulo

cerrado F de E verifiggf

- ——— —

long(F) + long(E/F) = long(E)

15) (iii) Si u : E » F es un homomorfismo normal de A-semimddulos y

E satisface la condicidn de J-H, entonces:

long(Keru) + long(Imu) = long(E)

(iv) Si u: E + F es un A-homomorfismo tal que Imu es subsemimddulo

cerrado de F, A-semimddulo que satisface la condicidn de J-H, entonces:

long(Imu) + long(Cokeru) = long(F)

(v) Cualquier imagen homomorfica-normal de un semimédulo que verifi-
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que la condicién de Jordan-Holder es otro semimddulo que también la satis-

face.

(i) se desprende, sin mis, de las definiciones.

(ii), (iii), (iv) resultan respectivamente de las proposiciones 8,
9,10 de este parigrafo y de considerar que todo subsemimdédulo cerrado de un
semimdédulo que cumple la‘condicién.de Jordan-H8lder figura siempre en una

sucesidn de Jordan-HBlder de dicho semimddulo.

(v) resulta por reduccifin al absurdo: si u: E » F es un epimorfis-
mo normal y suponemos que existen dos sucesiones distinguidas de F de dis-
tinta amplitud, entonces llegariamos, mediante las imdgenes reciprocas, a
la conclusién de que en E existirian también dos sucesiones distinguidas
de amplitud diferente; lo cual estarfa en contradiccidn con la hipbtesis

de que E satisface la condicidén de J-H.

El teorema de Jordan-HYlder

Queremos enunciar ahora el teorema de Jordan-H8lder para semimddu-
los del mismo modo que lo hace G. Birkhoff- L.T. cap. VI, teor. 6, pig. 88-

para un algebra cualquiera.

Decimos que un A-semimddulo E de longitud finita verifica el teo-
rema de Jordan-Hdlder si y solo si todas las sucesiones distinguidas de E

son equivalentes entre si.

Evidentemente, el teorema de Jordan-HBlder implica la condicidn de
Jordan-Hblder, pero no recipfbcamenfe. En una nota al final de este paragra- .
fo mostramos que existen semimddulos que no cumplen la condicidn de J-H; de

donde,

16). No todo semimddulo verifica el teorema de Jordan-H8lder

.Aunque no'se verifique de un modo general el teorema de Jordan-H8lder
para semimddulos, hemos podido definir la longitud de un semimddulo y hemos
obtenido propiedades interesantes de ella que generalizan las propiedades de
la longitud de los mddulos. Y es curioso que hayamos encontrado dichas propie-

dades independientemente del teorema de Jordan-H8lder.

Nota

Vamos a construir a continuacién un semimddulo que no cumpla la con-
dicidn de Jordan-H8lder y otro que no sélo la cumpla sino también el teorema
de J.H. Consideremos el U-semireticulo dibujado a la izquierda, en donde la

relacion de orden parcial viene dada por los segmentos, (asi u> a , u> b, etc.)
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g: u como un P-semimddulo -véase §2,13 en el que la

a adicidn es igual a la unidn.

Los {inicos subsemimddulos cerrados del
P-semimédulo S son I = {i} , B = {b,i},

A ={a,b,i} , C = {c,i} , U = S,

Estos son elementos del reticulo C(S), representado también a la
izquierda, en donde la relacidn de orden parcial es la inclusidn. Este re-
Cc(s): U=S ticulo posee dos cadenas conectadas que unen U
A ° con I de distinta dimensidn, esto es, S posee dos

sucesiones distinguidas de amplitud diferente;
por tanto, S no satisface la condicidn de Jor-

I=0 dan-H81der.

Por el contrario, el P-semimddulo T construido de manera andloga al
u S, a partir de la figura adyacente, no sdlo verifi-
ca la condicidn de J-H, sino también el teorema

b d. del mismo nombre, tal como lo hemos enunciado.



§ 0. SUCESIONES DE HOMOMORFISMOS

Definiciones

Dada la sucesidn de A-homomorfismos de A-semimddulos:
(1) £, F; > F 0 5 die [1n] 02,
decimos que dicha sucesidn (1) es:

. , -1 .
regular si fi(Fi) = fi+l (o), para todo i ¢ [l,n—l];
normal si (1) es regular y para todo i ¢ [l,n] , fi es normal;

: . e cs _ 1 .
ce§rada‘31 (1) verifica fi(Fi) = fi+l (o), para todo 1 ¢ [l,n—l],
exacta si (1) es normal y cerrada.

Se comprueba ficilmente a partir de las propiedades de las cerradu-

ras y de las definiciones anteriores que:

1) (i) Toda sucesidn cerrada es regular.

(ii) La condicidn necesaria y suficiente para que la sucesidn re-
gular (1) sea cerrada es que fi(Fi) sea subsemimddulo cerrado de P'+l para
todo i ¢ [1,n-1].

Obtenemos, pues, el siguiente esquema:

sucesidn regular
sucesidn normal sucesidn cerrada

sucesidn exacta

siendo cada una un caso particular de la 4 de las sucesiones que figuran en el

esquema en los renglones superiores a ella.

Definiciones

Sea (2) f: E ~ F un homomorfismo. de A-semimddulos; ‘entendemos por
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coniicleo de f = Cokerf == F/Imf; coimagen de £ = Coimf == E/kerf

f es un homomorfismo reducido <==> Kerf = 0 (def.)

f es un homomorfismo pleno <==> Cokerf = 0 (def,)

Entendemos por biyeccidn (isomorfismo) asociada a f, al isomorfis-
mo b: E/F » Imf, determinado por el teorema principal de homomorfismos -

véase §3,18- en donde F significa la congruencia asociada en E por f.
Se verifican las equivalencias siguientes:

2). (i) f es homomorfismo reductivo <==> f es homomorfismo reducido

y anormal ( véase la definicidn de congruencia reductiva en §3,11).

(ii) f es homomorfismo reducido <==> f es homomorfismo reductivo o

bien monomorfismo.
(iii) f es monomorfismo <==> f es reducido y.normal.

(iv) f es epimorfismo <z=> f es homomorfismo pleno e Imf es suhse-

mimddulo cerrado de F.

(v) f es homomorfismo anormal <==> existe un epimorfismo reductivo

k: Coimf - Imf.
(vi) f es homomorfismo normal <==> existe un isomorfismo R: Coimf-> Imf.

(v) y (vi) resultan del teorema principal de homomorfismos §3,18- y de

las definiciones dadas.

En las proposiciones 3,4,5,y 6, que exponemos a continuacidn, supon-
dremos siempre que E,F,G son A-semimddulos y que f y g designan A-homomorfis-

mos.
f
3). La sucesidn de homomorfismos (3): O -+ E + F

(3) es regular <==> 0 = Kerf <==> f es homomorfismo reducido <==> (3) es cerrada

(3) es normal <==> f es monomorfismo <==> (3) es exacta.

g
4). Dada la sucesidn (4): F > G + 0

(4) es regular <==> Img = G <==>Cokerf = 0 <==> g es homomorfismo pleno.
(4) es cerrada <==> Img = G <==> g es epimorfismo.
(4) es normal <==> Cokerg = O y g es normal <==> g es un homomorfismo pleno y n

(4) es exacta <==> es epimorfismo normal.
g p

f
S). Dada la sucesidn (5) : O * E>F =+ 0



(5)
(5)
(5)
(5)

(6)
(6)
(6)
(6)

es

es

es

es

es

es

es

es

regular <==>

cerrada <==>
normal <==>

exacta <==>

Kerf

f es
f es

f es

- 59 -

= 0 y Cokerf = 0 <==>fes homomorfismo reducido y
pleno.

epimorfismo reducido.

monomorfismo pleno.

isomorfismo.
f g

(6). La sucesidn (6): 0 » E > F » G > 9_

regular <==>
cerrada <==>
normal <==>

exacta <==>

En virtud

f es
f es
f es

f es

de la

reducido, g es pleno y Imf = Kerg.
reducido, g es epimorfismo e Imf = Kerg.
monomorfismo, g es pleno normal e Imf = Kerg.

monomorfismo, g es epimorfismo normal e Imf = Kerg.

iltima proposicién dada en 6, cabe enunciar:

6). (i) Si la sucesidén de homomorfismos (6) es exacta, entonces

f es un monomorfismo, g es epimorfismo y la biyeccidn asociada a g es un

isomorfismo

F/£(E) -~ G

(ii) Es condicidn necesaria y suficiente para que la sucesidn de

homomorfismos (6) sea exacta que f sea un monomorfismo, f(E) sea subsemimb-

dulo cerrado de F, g sea epimorfismo y que la biyeccidn asociada a g sea un

isomorfismo:

F/f(E) - G

También son inmediatas las proposiciones que siguen:

7). Si F es subsemimddulo de E, la sucesidn de homomorfismos

(7)

0-F

i n i, inmersidn
+E-+E/F>0

n, homomorfismo natural

es normal. Para que la sucesidn (7) sea exacta es necesario y suficiente

que F sea subsemimddulo cerrado de E.

Consecuencia de 7 es

7'). Cualquiera que sea el homomorfismo f: E + F, la sucesidn:

i . n
0 » Kerf + E » Coimf » O
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es exacta.

Designe f: E > F un homomorfismo de A-semimddulos y sea m=bkc:E * Imf

ver §3,18, entonces:

8) La sucesidn de homomorfismos

i m
8). 0 » Kerf » E » Imf > O

es cerrada, cualquiera que sea f. Para que la sucesidn (8) sea exacta es ne-

cesario y suficiente que f sea un homomorfismo normal.

9). La sucesidn

i f n
9) : 0 » XKerf + E > F » Cokerf -+ O

es regular, cualquiera que sea el homomorfismo f: E + F. La sucesidn (9) es

cerrada si y solo si Imf es subsemimddulo cerrado de F. (9) es sucesidn nor-

mal si y solo si f es homomorfismo nomral. La condicidn necesaria y suficien-

te para que (9) sea exacta es, pues, que f sea normal y f(E) sea subsemimédu-

lo cerrado de F.

10). Dada las sucesidn de homomorfismos de A-semimddulos

f g
10) E-»>F » G,,

(10) es regular si y solo si existen dos A-semimddulos K y L y existen unos
homomorfismos m: E > K, n: K-> F, p: F > L, q; L >~ G tales que f = nm,

g = qp y tales que la sucesidn:

m
i E K 0
(1) > K
(ii) 0->L~>G

n P
(iii) 0>K->F->L=>0

(i) es cerrada, la (ii) exacta y la (iii) es regular. La sucesidn (10) es ce-
rrada si y solo si se cumplen las condiciones an*eriores y la sucesién (i) es
cerrada, la (ii) exacta y la (iii) cerrada. (10) es sucesidn normal solo si
(i) es exacta, (ii) es también exacta y (iii) es normal. Por fin, (10) es

exacta si y solo si (i), (ii) y (iii) son exactas.
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Para comprobar el enunciado nos basta tomar K = f(E), L = g(F),
n,q inmersiones, m,p homomorfismos tales que las congruencias asociadas a ellos
en Ey F, respectivamente, sean las mismas que las asociadas a f y g. Ob-
servamos, ademids, que (i) es siempre cerrada, y tan solo es exacta si f es

normal; que (ii) es siempre exacta; y que por cumplirse las igualdades:

F(E) = nm(E) = n(K)

g 0) = p (™ 0)) = pTH(o)

y verificarse las equivalencias "f (g), normal <==> m(p), normal", resulta,

ya sin mas, el enunciado.

11). Sea la sucesidn de homomorfismos de A-semimddulos

(11) £, +F,>F. s 1e¢flmn],n>3

y sea F, la congruencia asociada a fi en F..

Si (11) es sucesidn normal, entonces (I) la biyeccidn asociada a fi

es un isomorfismo Cokerf, , -+ Imf,, para todo ie [2,n].

1
Si (11) es sucesidn cerrada, entonces (II) la biyeccidn asociada a

f. es un isomorfismo Fi/Fi > Kerfi+l, para todo 1 ¢ [l,n-l].

Si (11) es sucesidn exacta, entonces (III) la biyeccidn asociada a

f. es un isomorfismo  Cokerf, , » Kerf. , , para todo i e [2,n-1].

1 1

La biyeccidn asociada a fi es Fi/Fi‘z Imfi , ¥ 1 ¢ [l,n] (a); ahora
bien, si (11) es normal, entonces fi es normal y Imfi_‘ = Kerfi; de donde,

1
F./F., = F./Kerf, = F./Inf, = Cokerf. ., con lo cual obtenemos (I).
1704 1 i i i-1 - i-1

Si (11) es cerrada, entonces Imfi = Kerfi+l, ¥ ice [l,n-l] ; con-

siderando (a) y estas igualdades deducimos (II).

Sea (11) exacta; por ser normal, se verifica (I): Cokerfi_l'z Imfi,
vV ic [2,n] ; por ser cerrada, se cumple (II): Pi/Fi=$ Kerfi+l, Vv ic [l,n—l]
como F*/Fi P Imfi, ¥ ie [l,n], resulta (III), esto es, que son isomorfos

Cokerfi_l:z Kerfi+l, para todo i ¢ [2,n—l].

Reciprocamente, si la sucesidn (11) ; es regular y se

satisface (I), siendo f, normal, entonces (1ll) es normal;

1
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satisface (II)l"ggfonces (11) es cerrada;

satisface (I) y (II), siendo f, normal, entonces (ll) es exacta.

En efecto, al ser (ll) regular y verificarse (I), se obtiene

Cokerfi_l = Fi/Imfi_l

para todo i ¢ [Q,n]; de donde se deduce que la sucesidén (1ll) es normal.

= Fi/Kerfi:s Imfi, esto es, fi homomorfismo normal

Supongamos que (ll)‘es regular y se cumple (II); por ser regular

(11), Imfi = Kerfi+l Vie [l,n—l] , lo que implica Imfi<; Kerfi+l

Vi €[l,n-l] esto es, que existan unas inmersiones ji i Imf > Kerfi+l
¥V ie [l,n—l]; en virtud de (II) y de la biyeccidn asociada a fi’ resultan

ser estas ji identidades y, por consiguiente, (11) sucesidn cerrada.

12). Si la sucesidn de homomorfismos de A-semimddulos

o-e3%rYc>0 (1)

es exacta y F es de longitud finita, entonces E y G son de longitud finita

y seﬁggpgig:

long(F) » long(E) + long(G) (2)

Si F satisface la condicidn de Jordan-H8lder, entonces E y G la

verifican también, y se cumple:

long (F) = long (E) + long (G) (3)

Demostracidn: Kerv es subsemimddulo cerrado de F; en virtud de §5,8)

(ii), se obtiene:

long (F) > long'(Kerv) + long (F/Kerv) (4)

por ser la sucesidn (1) exacta: F/Kerv = G (5), E = Imu = Kerv (6); como la lon-
gitud es invariante respecto de los isomorfismos (§5,7)(iv), de (5) y (6) se de-
duce 1ong(F/Kerv) = long(G), long(Kerv) = long (E); y de aqui, juntamente con
(4), resulta (2).
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Si F satisface la condicidn de Jordan-H8lder, todo subsemimddulo ce-
rrado M de F la satisface tambié&n en virtud de §5,12, asi como todo se-
mimddulo cociente de la forma F/M §5,12, s§u,4 (ii), 4,2 (iv); la condicidn

de J-H se mantiene por isomorfismo. La férmula (3) es consecuencia de §5,15(ii).
13) Sea F un A-semimddulo de longitud finita y sea:

2C...an CF =F »

,‘l':‘oz()CFlC:F -1 n

una sucesidn de composicidn estricta de F, se verifica:

n .
long(F) » ) long(Fi/Fi_l) (2)
i=1

Si F cumple la condicidén de Jordan-HYlder, entonces:

n

long(F) = 2 long(Pi/Fi_
i=1

D @)

Demostracidn: Las sucesiones,

IS Pi-l - f‘i > Fi/Fi-l + 0 -

son ¥ ic¢ [l,ﬁ], exactas y en virtud de 12:
long(F;) > long(F, ;) + long(F,/F, .), ¥ ie[l,n] (4)

sumando miembro a miembro todas las desigualdades (4) y simplificando, resul-
ta (2). Si F cumple la condicidn de J-H, todas las expresiones (4) son igual-

dades 12, por lo que se obtiene, en tal caso,(3).

Nota: Facilmente se comprueba que las fdrmulas (2) y (3) son también

vdlidas aunque la sucesidn de composicidn de F dada (1) no sea estricta.

14). Si:
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es una sucesidn exacta de A-semimddulos que cumplen la condicidén de Jordan-

Holder, entonces se verifica:

o i
Zl (-1) long(Pi) = o

i
En efecto, las sucesiones:
0 > Keru, > F, - Pi/Kerui -0, ¥ ic¢ [1,n]
son exactas, y segin 12:
long(Fi) = long(Kerpi) + long(Fi/Kerui),' vie [1,n];
en virtud dé la exactitud de la sucesidn dada:

F,/Keru =~ Imu, = Keru, ¥ i e [1,n-1]

i+l °?

Fn/Kerun = 0; Kerul =0

de donde resulta:

o]

n . . n-1 .
2 (-l)l long(Fi) = Z (-l)l long(Kerui) + Z (-1)* long(Kerui+l) = 0.
i=1 : i=1 i=1



§ 7. PRODUCTO DE SEMIMODULOS

Sea A un semianillo, Ei un A-semimddulo a la izquierda para todo

i€ I,y seaE el conjunto producto E = [ | E .,
ic1 2
Definimos en E una ley de composicidn interna y otra externa sobre

A, del siguiente modo:

(xi) + (yi) (xi + yi), XY € Ei’ Viel

(1)

a (xi) (axi), X, ¢ Ei’ VielI, | VacecaA

Facilmente se comprueba que el conjunto E, dotado de las leyes (1),

es un A-semimddulo a la izquierda, al que denominaremos semimdédulo producto

de la familia (Ei)i € I

Las aplicaciones: pr, : E > Ei’ viel

(xi) > X

son en virtud de (1) y de Impri = Ei, epimorfismos, a los que llamamos pro-

yecciones.

1). Sea (Ei)' una familia de A-semimddulos a la izquierda, T un

iel
A-semimddulo a la izquierda, fi H Ei una familia de A-homomorfismos,

E = ir_WI Ei el semimddulo producto de la familia (Ei)i Existe un Gnico

e I’
homomorfismo, f: F » E, tal que prif = fi, para todo 1 ¢ I.

Efectivamente, si para x ¢ T es fix = X, Ei’ construimos la aplica-

cidn fx = (Xi), la cual es Gnica. Se verifica, ademis:

si X,y € F, f(xty) = (fi(x+y)) = (fix + fiy) = (fix)+(fiy) = fx + fy
si x ¢ F, a¢ A, f(ax) = (fi(ax)) = (afix)=a(fix) = afx;

pfif = fi’ para todo i ¢ I; c.q.d.
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Se comprueba, también sin dificultad, que el producto de semimédulos

goza de la propiedad asociativa.

2). Sean (Bi)i ¢ 1° (Pi)i ¢ 1 dos familias de A-semimddulos a la iz-
quierda que poseen el mismo conjunto I de subindices. Sean E y F los semimd-
dulos productos de dichas familias, respectivamente. Sean fi: Ei - Fi una fa-

milia de A-homomorfismos. La aplicacidn:

o (xi) - (fixi)

es un homomorfismo de E en F.

Para probar 2 basta tener presente que f es una aplicacidn que cumple:

£((x;) + (y;)) = f((xi+yi)) = (E(xp+y,)) = (Ex4+fy.) = £((x;)) + £((y;))

¥V acaAh, f(a(xi)) = (fi(axi)) (afixi) = af((xi))

A f la designaremos f = irzWI fi

Exponemos y mostramos ahora unos lemas, que posteriormente utilizare-

mos para deducir la proposicidn 3.

3). (1) (LEMA I)

Sea (Ei)i ¢ 1 una familia de A-semimddulos a la izquierda y Mi subcon-
junto no vacio de Ei (¥ i€ I); sea E = irzjl Ei -semimédulo producto-,

M = iFZWI M, -conjunto producto-.

Para que M sea subsemimddulo de E es necesario y suficiente que M,
i

sea subsemimbdulo de Ei’ para todo i€ I.

Para que M sea subsemimbédulo cerrado de E es necesario y suficiente

que Mi sea subsemimddulo cerrado de Ei’ para todo i ¢ I.

Si Mi es subsemimddulo de Ei (¥ ie¢ I), entonces:

La primera parte del enunciado es evidente. Se puede comprobar la se-

gunda parte de esta manera: si existe un i ¢ I tal que Mi no es subsemimddulo
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cerradr de Ei’ entonces tampoco es M subsemimddulo cerrado de E y viceversa.

Mostremos la tercera parte del enunciado, sea M = ir:WI M., se verifica:
M <==> 3 s+m = n <==> pr,s ¢ M, ie I <==> se.f 1M,
s € M s ¢ EA]m,n e M/ pr, g0 ¥iel sef 1 M,

3). (II) (LEMA II)

Sea fi : Bi > Fi, ¥ ie I, una familia de homomorfismos de A-semimd-

dulos a la izquierda y sea E = irqu E., F = iFQWI Fop £ 2 ir;jl £,

Para que el homomorfismo f sea normal es necesario y suficiente que,

para todo i ¢ I, fi sea normal.
Mostremos primero que Kerf = ir:jl Kerfi:

m e Kerf <==> fm = (f.m.,) = (0) =0 € F <==>f.m, =o¢ F, , ¥ic I <==>
1l 1 11 A

== . . 1 € == . .
<==>m, ¢ Kerfl , Vi I <==>m ¢ lrzWI Kerfl

Si existe un k ¢ I tal que f, es homomorfismo anormal, entonces exis-

k

te un par de elementos X,y de E, de modo que:

k
kak = fkyk,A v m 1y € Kerfk : xk +om # Y t By

Tomemos aquellos x,y de E tales que: ¥ i€ I, Pr X=X, sii=k,

pr.x = 0, si i # k.

Andlogamente elegimos y. Se cumple:
fx = fy A¥mmne Kerf : x +m#y +n

lo cual significa que f es normal.

Supongamos ahora que fi es normal para todo i€ I; sea x = (xi),

y = (yi). Obtenemos :

fx = fy ==> fixi = fiyi’ ¥Viels==> ] m, N, € Kerfi/xi tmeo=yoo+n.,

Viels==>]mne irzil Kerf,/xtm =y + n
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siendo m = (mi), n = (ni); como m,n € .(g Kerfi =‘Kerf, resulta que f es
homomorfismo normal, c.q.d.
3). (III) (LEMA III)

Los mismos supuestos y notaciones que en el lema II.

Se cumple:

Kerf = iFZWI Kerf
Imf = . 1. Imf,
i¢1 i

- La primera igualdad ha quedado probada al demostrar el lema II y la

segunda es inmediata, pues:

Imf = {fx/x ¢ E} = {(fixi)/xi € E;, ie I} = irzjl Imf

Con la ayuda de estos tres lemas podemos deducir de un modo rdpido la

proposicién 3, que enunciamos a continuacidn.
3). (Proposicidn)

Sean (Ei)i ¢ 1° (Fi)i ¢ 1° (Gi)i € 1 tres familias de A-semlmoéulos

a la izquierda, que poseen el mismo conjunto I de subindices. Sea:

una familia de sucesiones de homomorfismos, (¥ i € I). Sabemos (por 2) que:

B f g
(s ) :E>TF >0G

en donde, E = ;[ E;y F= [T Fs 6= ;M 6 £= 00 foe= 50 8

es una sucesidén de homomorfismos. Se verifican las equivalencias:

(s) es sucesidn regular <==> (si) es sucesidn regular para todo i ¢ I

cerrada <==> cerrada
normal «<==> normal

exacta <==> exacta
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Supongamos que (Si) es sucesidn regular, ¥ 1 € I, esto es,

1€ 1

. TmE = 1. Imf. = Tmf = = -
ces: Imf P Imfi irewl Imfi (por el lema I) irqu Kergi Kerg, (se

gin el lema III), es decir, (s) es sucesidn regular.

v i- I: fﬁ]i = Kergi; como Imf = .1 Imfi en virtud del lema III, enton-

(s) es sucesidn regular si Inf = Kerg, lo que implica fﬁ%i = Kergi
¥ i¢ I, esto es, que toda sucesidn (si) sea regular. Hemos mostrado la pri-

mera equivalencia.

La segunda equivalencia resulta de la primera y del lema I que nos
asegura que Imf es subsemimddulo cerrado de F si y solo si Imfi es subsemimd-

dulo cerrado de Fi, (véase §6,1 (ii)),v i ¢ I.

La tercera equivalencia del enunciado es consecuencia inmedita de

la primera y del lema II.

Obtenidas la segunda y tercera equivalencias, de ellas se deduce

sin dificultad la Gltima del enunciado.

Un razonamiento similar al efectuado para probar la proposicidn 3,

nos conduce a 4.

4), Sea:

(k E(k

R P 1410 i¢ [l,n] , 1 > 2

una sucesidén de homomorfismos de A-semimddulos a la izquierda, para todo
. - (k . . - (k
k ¢ K. Si Ei = kFZWK Ei , para todo i ¢ [l,n+l], y si fi = kIZWK fi

todo i ¢ [1,n], entonces:

, para

(s) : £, ¢ By > B, ¢ [1,n]

es una sucesidn de homomorfismos de A-semimddulos y se verifica:

(s) es sucesidén regular <==> (sk) es ‘sucesidn regular, para todo ke¢K

cerrada <==> cerrada
normal <==> normal
exacta <==> exacta

La proposicidén 4 contiene, como un caso particular suyo, para n = 2,

a la proposicién 3.

5). Dada la familia de A-semimddulos a la izquierda (Ei)i e 179 la
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congruer :ia F. en E.,para cada i € I, definimos la relacidén binaria F en el
i i

A-semimddulo E = iFZWI Ei, del siguiente modo:

X,y ¢ E, x Fy <==> pr X% Fi priy Viecl

Se comprueha facilmente que F es una congruencia en E, a la que de-

signamos F = PR Fi.

Existe un isomorfismo

(Fp E/GTN B s 0y (By/FD)

En efecto, la sucesidn:

£.
(s.) ; E. = E./F, >0
1 1 1 1

en la que fi significa el homomorfismo candnico o natural, es cerrada, para

todo i ¢ I. Llamando E = . 1_E., £ = ,[1_ f., sabemos, en virtud de la pro-
ie I 71 ie I "1

posicidn 3, que la sucesidn:

f
(s) : E~> [, (E./F,) >0
ie ' it

es también cerrada, y f, por consiguiente, un epimorfismo. La congruencia aso-
ciada a f en E es precisamente F = ir;jT Fi; por tanto, la biyeccidn asociada
&4

a f es un isomorfismo
de:
BIF = (0 BT

1 Fy)

sobre Imf irz7I (Ei/Fi), c.q.d.

€). Dado, para cada i ¢ I, un subsemimddulo arbitrario M. del A-se-

mimdédulo E,, existe un isomorfismo:

n 5
Glelp BT My) > Tty (B my)
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La sucesidn:

£,
i
(Si) : E. — Ei/Mi + 0

i
fi homomorfismo natural, es exacta, ¥ i € I; de 3, se deduce, llamando

= ife?l Bif f :'irzjl_fi,:gue; L

m

f
> iFZWI (Ei/Mi)*.O
es sucesidn exacta; por consiguiente, f es epimorfismo normal. El isomorfismo
asociado a f es E/kerf » Imf. Kerf = 15771 K.erfi = ir:jI Mi = iFZWI Mi; por
tanto, E/Kerf = E/.[1_ M, , c.q.d.

ie I 1

7). Bajo los supuestos de la proposicidn 2, resulta, como corolario

de 6, que:

existe un isomorfismo Coimf - i'e'I Coimfi
existe un isomorfismo Cokerf -+ i'tll Cokerfi

independientemente de la naturaleza del homomorfismo fi’ vielI,

8). Impongamos las mismas hipdtesis y notaciones que en la proposicidn

4).

———

(k
.. e
i

Designe F§k la congruencia asociada a f n E§k, ¥ice [l,n] y para

todo k ¢ K. Se verifica

S8i (s, ) es sucesidn normal, para todo k € K, entonces existe un isomor-
N

fismo:
mM Cokerf(k > 'f_i Imf(k para todo i € [2,n]
ke K i-1 " ke K i? i
Si (sk) es sucesidn cerrada, para todo k € K, entonces existe un iso-
morfismo ‘

™ (E(k/Fﬁk)-r

e 'k By e Tk Kerfitl, para todo i € [1,n-1)
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Si (sk) es sucesidn exacta, para todo k ¢ K, y si n > 3, entonces

existe un isomorfismo!

(k
i-1

(x

f—e—}l( Cokerf > kr:.-]l( Kerfi+l;

y viec [2,n51] |

Estos enunciados son consecuencias de la proposiciéx:l 11 del parégra-
fo §6, y de §7, 4. '



§ 8. SUMA DIRECTA DE SEMIMODULOS

Sea (Ei)i € 1

Bi el semimddulo producto de dicha familia. Llamaremos 'soporte'" de

una familia de A-~semimddulos a la izquierda y sea
P = icl
x ¢ P al conjunto de todos los subindices i ¢ I para los que pr.x £ o.

El conjunto E, formado por todos los elementos de P que sean de "so-
porte finito", es un subsemimddulo cerrado de P, al que denominamos suma di-
B
. E.. Que E
ielI "1 Q
es subsemimddulo de P, resulta obvio; mostremos que, ademids, es cerrado: si

recta (externa) de la familia (Ei)i ¢ 1 abreviadamente, E =

no lo fuera, existirian myn € E, x ¢ P, x ﬁ E tales qué x + m = n; de
x € P-E (complemento de E en P) y de m ¢ E, se deduce x + m ¢ P-E, contradic-

cidn con x + m = n € E.

(Caso de que I sea conjunto finito, E = P, y por tanto E es también

subsemimddulo cerrado de P).

Designe jk P E > E la siguiente aplicacidn:

]k(xk) = X € E/prix = o0, si i # k; pri;x = x,, si i = k

Evidentemente jk es un monomorfismo de semimédulos que llamaremos inyec-

cidn candnica jk(Ek) = Imjk es un subsemimddulo cerrado de E isomorfo a E

k’

al que denominaremos subsemimddulo componente de E de indice k. Es inmediato

que todo elemento x de E se puede pbner X = z ji(pr.x), siendo esta una
.. iel *
suma de soporte finito.

1). Sea fi : Bi - F, ¥i¢€ I, una familia de homomorfismos de A-se-
mimédulos a la izquierda y sea E = : ? I Ei' Existe un Gnico homomorfismo

f : E~>F tal que fji = fi’ ¥ielI,

En efecto, la aplicacidn fx = I fi(prix) cumple los requisitos del
iel
enunciado. En lo sucesivo, designaremos a f = z fi'
ieX
2). Dada fi : E, »F, 1 ¢ I, familia de homomorfismos de A-semimddu-

1
los a la izquierda; para que f = z fi sea un isomorfismo es necesario y
ielI
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suficien e que exista, para cada i € I, un homomorfismo hi : F~» Ei de modo

que:

(i) hif 1 , sik=1, ¥viel

k E.
i

hifk =0 , 81 k #1

(i1) todo elemento y de F se ha de poder expresar y = L fi(hiy),
i I

siendo ésta una suma de soporte finito.

. ® .
Si f es un isomorfismo de E = fe I Ei sobre F, entonces las aplica-

. -1 .
ciones hi = prif son homomorfismos F - Ei que cumplen:

E.
. _ -l.. _ A i
(i) : h.f = pr.f °f] = pr.j =
o sik#1
(ii) sabemos por l)que ¥ x ¢ E, fx = z fi(prix), sea fx = y € F,

;€

como pr. = h,f, obtenemos fx = z f.(h.fx),les 5ecir ¥yeF:

i i jep 104
y= *_ f(hy).
i¢1

Reciprocamente, si existen los homomorfismos hi que verifican (i) y

(ii), entonces la aplicacidn hy = L j.hiy, ¥y ¢ F, es un homomorfismo de
ier *t
F en E que cumple:

fhy = £( £ J.h.y) = b fih.y =y, VyeF, en virtud de (ii)
c i'i € i

i I i I

hfx =  j.h.(C T fprx)= I J.pr.,x=2x, ¥ xecE, por (i);
ie1 Tlycr KK icr v 7 .

por consiguiente f es un isomorfismo.

3). Sean (Ei)i ¢ I), (Fi)i ¢ 1 dos familias de A-semimddulos a la

izquierda que tienen el mismo conjunto I de subindices; sea fi: Ei > Fi,

i ¢ I, una familia de homomorfismos. La restriccidn del homomorfismo iF;WI fi

a ® E. es un homomorfismo de ® E. en ® F ue designaremos °

ier1 ™y ier"i Zier i & TEnere
f..

I 1

nd

i
A continuacidén deducimos unos lemas que serdn {itiles para demos-

-trar la proposicidn 5, principalmente.
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4)(I) (LEMA I)

Sea E = 5 ? I Ei suma directa de la familia de A-semimbdulos a la
. . i e
izquierda (Bi)i €1 " Si M es subsemimddulo de E de la forma M= ie1 Mi,

Mig; Ei, entonces Mi es subsemimddulo de Ei para todo i ¢ I. Reciprocamente,

si ¥ielI, Mi es subsemimddulo de Ei’ entonces M es subsemimddulo de E.

Como la imagen del homomorfismo pr; restringido a M es precisamente

Mi’ M, es subsemimddulo de Ei (¥ 1 ¢ I). La reciproca es también evidente.

1
Notese que en el enunciado hemos supuesto que M es subsemimddulo de E de la
@ . -
forma M = i1 Mi’ MiQ; Ei’ y que no todo subsemimbdulo de E es de esta for-
ma.

4). (II) (LEMA II)
Las mismas hipdtesis que en el lema I.

Si M es subsemimddulo cerrado de E de la forma M = : % I Mi, enton-

ces Mi es subsemimddulo cerrado de Ei para todo i € I, y reciprocamente.

= ©)
Sea M P e

5 Mi un subsemimddulo no cerrado de E; esto significa:

I

(1) {xeEAxfMAImne M/ x+m=n

lo cual implica que existe, al menos, un k € I tal que las proyecciones de

indice k de esos elementos, sean X = PryX, etc., satisfacen:

(2) «x +m =n

_ M A
¢ E A Xy i M m ,n € M AX X

k k k k k k k k

pues de lo contrario no se verificaria (1). Ahora bien, (2) afirma que Mk es

suigeemimddulo no cerrado de Ek'

Reciprocamente, si Mk (k ¢ 1) es subsemimddulo no cerrado de Ek’ en-

Lerleel exisTen X n, , aque cumplen (2). Los elementos x = 3 (x,)

m ]
X’ Tk P Tk "k Tk
mo= fk(m_), n = jk(nk) verifican (1), luego M es subsemimddulo no cerrado

4). (III) (LiMa IXI0

Las mismas hipbdtesis eque en el lema I.

. ® . s .
Si M= eI Mi es subsemimddulo de E, se verifica:
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En efecto, s € M ==> s ¢ E /\3 mne M/ s +m=mn==>sc¢ EApri sc
— . ® -
9 ==
(Mi, Vi¢lI >8€ 47 Mi
Reciprocamente,
s € . ® M. ==> pr,s ¢ M, A (pr.s) es de soporte finito ==>
i¢l 1 i 1 1

==> . . = . . . ., ¥ i1e I ==> 1.Dr.S + 1.m. = 1 ..
pr;s + m. D.s ms nl € Ml, 1 z ]lp i I Jl i Z]l i

S =2 3;prys, I JyMys 1340y ¢

Se comprueha facilmente que:

4)., (IV) (LEMA IV)

Si fi tEp > F, es una familia de homomorfismos de A-semimddulo a la

izgquierda, entonces:

2] - ®

Ker fe1 fi =5 e Kerfi
@ _ @

Im ier fi T iel Imfl

4). (V) (LEMA V)

Sea fi : Ei > Fi’ i € I, una familia de homomorfismos de A-semimddulos

a la izquierda y sean E = ? E., F =, ® F,, £ = ®

I 71 ie¢l i iel fi'

i

f es homomorfismo normal si y sblo si f., es normal para todo 1 ¢ I.
5 _

Si existe un k € I tal que f, es anormal, entonces demostramos que f

k
es anormal de la misma manera que lo hicimos en §7, lema II, Supongamos ahora

que fi es normal para todo i ¢ I, y sean x,y dos elementos de E tales que

fx = fy, llamemos Pr.x = X., pgiy =y se cumple, fx = fy ==> fiXi = fiyi’
¥ie I ==> ] mi, n, € Kerfi/ xi + mi = v + N, para un namero finito de

1 1 == & = = = 3
subindices ==> m,n ¢ el Kerfi Kerf/x + m =y + n, en donde m = % ]i(mi)
n=.Ig ji(ni); por consiguiente, f es normal, c.q.d.

Una vez establecidos los lemas precedentes i—V, obtenemos, siguiendo
una proceso demostrativo formalmente idéntico al efectuado en §7,3,4,5,6 y

§7, 7, respectivamente, las proposiciones que enunciamos a continuacidn.
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5). Sean (Bi)i ¢ 1’ (Fi)i <1’ (Gi)i ¢ I tres familias de A-semimd-

dulos a la izquierda, que poseen el mismo conjunto I de subidncies; Sea:

una familia de sucesiones de homomorfismos, (¥ i ¢ I); y sea:

. ® - ® - & . © - 8
E = ie I El » B = iel Fi » 6= iel Gi » £ ie I fl > & ic1 8
Entonces:
f g
(s) : E>F >0

es una sucesidn de homomorfismos y se verifican las equivalencias-

(s) es sucesidn regular <==> (Si) es sucesidn regular para todo 1 ¢ I

cerrada <==> cerrada
normal <==> normal
exacta <==> exacta

Esta proposicidn 5 puede ser generalizada, como es natural, al caso
de que el nimero de homomorfismos de que conste cada sucesién'(si) sea mayor

que dos.

Dada la congruencia Fi en el A-semimddulo Ei’ ¥i¢ I, en §7,5 hemos
ini i M .« . i
deglnldo la congruencia iFelr Fi en .l Ei lFZWI Fl subordina en
e T Ei una congruencia que designaremos ie 1 Fi' Se cumple:

6). Dada la familia de A-semimddulos (Ei)i 1Y dada la congruencia

€

Fi en Ei, para cada i € I, existe un isomorfismo:

(.

]
ie€

® ]
1B/ G ep Py or By /R
7). si Mi es subsemimddulo del A-semimddulo Ei, para todo i € I, enton-

ces existe un isomorfismo:



8). Sea fi : Ei -> Pi una familia de homomorfismos de A-semimddulos

(i € I), entonces:

. . . . e ® .
existe un isomorfismo Coim , £f. > . Coimf.
ieI "1 1¢1 i
existe un isomorfismo Coker., ® f. > . ® Coker,
i€l "1 1¢1 i

9). Sea
(s,) : E.

una sucesidn de homomorfismos de A-semimddulos a la izquierda, para todo k ¢ K.

(K (k

Designe Fi la congruencia asociada a fi en Egk, ¥ ice [l,n], ¥ k ¢ K. Se

verifica:

Si (sk) es sucesidn normal, para todo k ¢ K, entonces, para cada

ie [2,n], existe un isomorfismo:

Si (sk) es sucesidn cerrada, para todo k € K, entonces, para cada

ie [l,n-l],~existe un isomorfismo:

® (k ,(k ® (k
¢ x By /Fi) >y ¢y Kerfol

k 1

Si (s, ) es sucesidn exacta para todo k ¢ K, y si n > 2, entonces, para

cada i ¢ [2,n—l], existe un isomorfismo:

® (k ® (k
k ek Cokertiy Ty ¢ g KTy



§ 9. SuMA DIRECTA DE SUBSEMIMODULOS

Sea (Pi)i una familia de subsemimddulos del A-semimddulo E;

€I
designe m, : F, - E la inmersidn correspondiente a i € I; sea m el homomor-
1
m. : 9
I i iel

.

fismom =, ¢ F. > E (véase §8,1).
i€ i

Definicidn

Diremos que E es suma directa de la familia (Fi)i e 1 de subsemi-

mddulos de E si y sblo si '"m" es un isomorfismo.
1). Las proposiciones (I), (II), (III) y (IV), que enunciamos a con-

tinuacidn, son equivalentes entre si.

(I) E es suma directa de (Fi)i familia de subsemimddulos

e I°
(II) Todo elemento x de E se puede poner de un modo {inico como suma

de soporte finito: x = , £ _ xX., siendo x, € F., ¥ i ¢ I.
iel 1 i i

(III) 1. El homomorfismoc m es normal

2. Kerm = O
y 3. ;mm ( = 5 z I Fi) = E
(IV) Existe una familia de homomorfismos (h.), , h,: E~+TF,, de
i1 € I i i
modo que:
L himi = lPi , para todo i ¢ I‘
himk = o0, 811 #k
y

2. todo elemento x de E puede ser expresado x = : g I h,(x)

(suma de soporte finito).

(I) <==>(1I), (I) <==> (III) , son consecuencias de las definiciones;

(I) <==>(IV) , en virtud de la proposicidn §8,2.

Definicidn

Caso de que se cumpla 1 (II), x sea elemento de E, x = I X
¢

siendo X; € Fi, llamaremos a X, componente de x de indice i
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sea (F.). . [ una familia arbitraria de subsemimddulos del A-semi-
: i’i

I
mddulo L y tengan m.s ¥ i¢ I, m, el mismo significado que al principio de

este pardgrafo, m: ® Fi -~ I F. es, cualquiera que sea la familia dada
ieX 1el

un epimorfismo (§2,8) y 9. Si m es, ademds, un monomorfismo, entonces el sub-

semimddulo S = , F. de E es suma directa de la familia (F.). de subse-
ieI "1 i1 e I

mimddulos de S, y reciprocamente, ahora bien, para que m sea monomorfismo es

necesario y suficiente que m sea normal y que Kerm = O; de donde:

2). El subsemimddulo 5 g I Fi de E es suma directa de la familia

(F*)i ¢ I de subsemimbdulos de E si y solo si se verifican (I) y (II).

(I) m es homomorfismo normal

(II) De . g

X, = 0, donde x,¢ F,, ¥1i¢ I, se deduce x, = o, para
i i i i i

I
todo 1 € I.
Por tanto, la condicidn (II) es necesaria, pero no suficiente, para

que , & F. sea suma directa de la familia de subsemimddulos (F.). .
1€ I "1 1°'1e€1

Designe End(E) el conjunto de todos los A-endomorfismos del A-semi-
médulo E, dotado de las leyes '"adicidn de homomorfismos™ y '"composicidn de
homomorfismos'. End(E) es un semianillo con neutros (o, homomorfismos cero;

lE’ identidad) que satisface SA6 (fo = o,, of = 0o, ¥ £ ¢ End(E)).

Definiciones

"e'" proyector del A-semimddulo E <==> "e" endomorfismo idempotente de

E.(ei)i ¢ 1 familia ortogonal de proyectores de E <==> para todo i ¢ I, es

es proyector de Ey si j,i ¢ Iy j # i, entonces eje; =0

3). (i) Si el A-semimddulo E es suma directa de la familia de subse-

mimddulos (Fi). entonces existe una familia ortogonal de proyectores de E,

iel
(ei)i ¢ 1> tal que ei(E) = F, para todo i ¢ I.

(ii) Reciprocamente, si existe una familia ortogonal de proyectores de

B, (ey); ¢ 1o

recta de la familia de subsemimddulos (ei(E))i

tal que para todo x € E, x = 5 g I ei(x); entonces E es suma di-

¢ I

Probemos (i), sea ¥ x ¢ E, e.X = X., X4 componente de indice i de x;

eii End(E), ¥ i ¢ I, y se verifica:

]
o
X

]
kg

]
[
%

¥iel, e,e.x
i7i

.
H

si
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entonce
e.e.Xx = e.%x, = 0
i i
Demostracién de (ii): llamemos ei(E) = Fi’ m, Fi - E, inmersidn.
Si:
e.x = x,¢ F.,
i i i
como:
e.e.x = e.Xx , ¥x¢E
i7i i
resulta:
e = x, , ¥x,¢ F,
i i
es . decir:
e./F,. =1
/ i F.
i
de donde:
e.,m, =1 .
i1 Fi s, ¥ 1€l .

sij,ieclI, # 1, entonces: ejmi = ej(ei/Fi) = o, luego la familia (ei)i€ 1
verifica todas las condiciones expresadas en 1. (IV);segln dicha proposicién
1, (IV)<==> (I), por consiguiente E es suma directa de la familia (Fi)i € 1
c.q.d.

4). Si (el). es una familia ortogonal de proyectores de E tal

1€L
que E = z L el(E), entonces:

(i) para todo l¢ L, ey es un endomorfismo normal de E.
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) . . d - z
(ii) si (Lr)r ¢ g ©S una particidn de Ly e =, ¢ L

(

er)r ¢ g &S una familia ortogonal de proyectores de E tal que

4). (i): llamemos el(E) =S, ¥l L; evidentemente,

l,
Kere, = L Sl; sean x, y dos elementos de E tales que
jelL,j#1 '
en virtud de 3 (ii) y de 1 (I) <==> (II), sabemos que x e y se

de un modo Gnico x = ( I x.) + X5 ¥ = (z y.)+ y 5 como
jeL J j e L J
j#1l J#1
e.x = x,. = e,y = y., llamando z X, = m € Kere., I y. =
1 171 1 ¢ O Vs
371 j#l

sulta obvio que x + n = y + m, y por consiguiente, e, (¥ 1€ L)

fismo E - E normal, c.q.d.

el, entonces

E = z er(E).
r € R

(@D) e)x = ey

pueden expresar

(1)

n ¢ Kerel, re-

es un homomor-

4). (ii): End(E) es un semianillo que satisface SA%4, SA5, SA6; por

ello:
ee =( ¢ e))( = e ) = z e.e = z e, = e
TT e Y osen (1,s) e Lxt, +%5 1¢1 t 7
r r r s r
sir#s, r, s € R, entonces:
ee = ( ¢ e.) (I e ) = z e.e =Io=o0, c.q.d.
rs 1 p 1lp >
5
1 Lr p ¢ Ls (1,p) ¢ LPXLS
5). Si E es suma directa de la familia de subsemimddulos (Fi)i ¢ 1°
entonces:
(i) para todo subconjunto J de I, =& Fi es subsemimddulo cerrado
de E; ied
(ii) dada cualquier parficién (Ir)r ¢ R de I, E es suma directa de
la familia de subsemimddulos (S_) ,en donde S = L I,
r're R r . i
i¢ Ir
(iii) para cualquier particidn (Ir)r ¢ R de I, Sp Nn S = 0, en donde,
P.q ¢ R, p# g, S_ = L F., ¥re¢ R,
r . i
i¢€ Ir

5). (i): Caso de que J ? § o bien J = I, el enunciado

vial; supongamos que J < I, estrictamente, sea T = I - J, sea S

se vuelve tri-
= 1 F,

1 5 ey
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82 = T Fi y sea (el, e2) la familia ortogonal de proyectores de E tal
ieT o
que ep(E) = SP, p=1,2, (véase . 3) y 4 (ii); Kere2 = Sl = ; f ; Fi’ e,

es un endomorfismo de E y su nicleo es (§ 3, 3)un subsemimbédulo cerrado de

E, c.q.d.
5) (ii) y (iii) son consecuencias inmediatas de 1 (I) <==> (II)

6) Sea E suma directa de la familia de subsemimddulos (Fi)i ¢ 1°

la familia ortogonal de proyectores de E tal que ei(E)=Fi

designe (ei)i P

designe m, la inmersidn de Fi en E, ¥ i ¢ I; para toda particidén (J,T) de

I, la sucesidn de homomorfismos:

™
=)
m ™

(@]
o™
+
tm
e
m ™
|
o

es exacta.

Sigamos, para probar 6, el mismo razonamiento y la misma notacidn

que en 5 (i); la sucesidén de homomorfismos:
(1) : 0 =~ S, == E—% S, — 0

en donde, m, significa la inmersidn de S, en E, es exacta, pues Kere, = S

1 1 2 1
m, es monomorfismo y e, (por ser elemento de un par ortogonal de proyectores

de E, 4 (i))es epimorfismo normal; ahora bienm, = I m,, e. = I e
1 . i 2 .
: ied ieT
con lo que queda demostrado el enunciado. Obsérvese que aquil damos sentido a

i,

I e,, aunque no sea suma de soporte finito.
ie€erT
Subsemimbédulos suplementarios

Definiciones

Decimos que los subsemimddulos F, G del A-semimddulo E son suplemen-

tarios si y . solo si E es suma;direéta de F y G.

Decimos que el subsemimddulo F de E es sumando (factor) directo de E

siy solo si F admite un subsemimédulo suplementario en E.

Son condiciones necesarias (pero, en general, no suficientes) para

que F y G sean subsemimddulos suplementarios en E que:

- (I) F, G sean subsemim&dulos cerrados de E (en virtud de 5, (i)).
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(II) F + G = E (en virtud de 1 (III) 3)
(III) Fn G = 0 (en virtud de.5) (iii))

7). Si F, G son ‘'subsemimddulos suplementarios en E y ¢ es el homomor-

fismo candnico c: E » E/F, entonces p = ¢/G, es un isomorfismo p: G + E/F

(i1i) Si un subsemimddulo F de E admite dos o mis subsemimddulos su=

plementarios en E, sean G,H,L etc., entonces &stos son isomorfos entre si.

Sea x un elemento arbitrario de E, sabemos que x se puede expresar

‘de un modo {inico x = x. + Xy, X, € F, x

1l 1 2

esto quiere decir que para x ¢ E, esto es, ¥ cx ¢ E/F existe un lnico X, € G

(la componente de indice 2 de x) tal que PX, = cX, por consiguiente, p es un

€ G; se verifica cx=c(xl+x2)=cx2=px2;

isomorfismo

(ii): sea ¢ : E > E/F el homomorfismo candnico, la proposicidn ante-

rior afirma que:

g es un isomorfismo G - E/F

c/G
c/H = h es un isomorfismo H » E/F, etc.
por tanto, h_lges un isomorfismo G > H, c.q.d.

Es sabido (N. Bourbaki, Algebre, chap. 2 §1, niim. 8) que la existen-
cia de un proyector "e" de un mbédulc M es condicidn necesaria y suficiente pa-
ra que M sea suma directa de Kere, Ime. No ocurre lo mismo en todos los A-semi-

J
moédulos, como pondremos de manifiesto a continuacidn.

8). La existencia de un proyector 'e" de un A-semimddulo E tal que
E = Kere + Ime, es condicidn necesaria, pero no suficiente para que E sea su-

ma directa de Kere, Ime.

Es condicidn necesaria: sea E suma directa de F,G; por 3 (I) existe
un par ortogonal de proyectores (el,ez) de E tal que el(B) = F, e2(E)=G, E=F+G;
ahora bien, Kere

= G, Kere_, = F, luego tanto e, como e, son proyectores de E

1 2 1 2

que cumplen E = Kerei + Imei, i=1,2.

No es condicidn suficiente: sea E el U-semireticulo con minimo X =0,
representado a la izquierda; sean i,j,k ¢ [0,1,2,3],
y sea "e" la aplicacidn E + E, ex; = o, ¥ 1 ¢ [0,1,2,3]

ey: = ¥;» idem . Si xi}J xj = X y; L yj = Vo

E Entonces se verifica:

1

e(x. U x. ex, = o = ex, U ex,
( i j) X, =0 i

e(y; u yj) eV, TV T YV Y = ey;V &Yy,
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e(in, yj) = ey, = Y5 = ex; U ey,

luego "e" es un endomorfismo de E. Kere = F = {xi} , Ime = G = {yi, o} ,
ie [0,1,2,3] ; E=F + G; "e" es proyector de E tal que E = Kere + Ime y,

sin embargo, E no es suma directa de Kere, Ime, puesto que:

Y T YV %

Yy T YLV X5 X, # Xq

Como en este ejemplo, F y G son subsemimddulos cerrados de E, tales
que E=F+Gy FnG=0,y, sin embargo, E no es suma directa de F y G, po-

demos enunciar
Las condiciones (I), (II), (III)

(1) F,G son subsemimddulos cerrados de E,
(II) F + G E
(ITI) FN G =0

no son suficientes para que E sea suma directa de F y G.

La proposicidn 8 nos da la condicidn necesaria para que E sea suma
directa de dos subsemimddulos F y G; se trata, pues, ahora de buscar condicio-

nes suficientes para que esto ocurra.

Definicidn.- Sea E un A-semimddulo y S un subsemimddulo de E; decimos

que S es simplificable en E si toda igualdad de la forma:
X+s=y+s ,x,ye€ E, s€ S, dimplicax =y

Si E es simplificable en E, entonces decimos simplemente que E es
simplificable, y esta definicidn coincide con la dada en §1. Si S es simplifi-

cable en E, entonces S es simplificable.

9). Si e es un proyector de E tal que E = Kere + Ime y que Ime es sub-

semimddulo simplificable en E, entonces E es suma directa de Kere, Ime.

nan

Por ser "e" proyector de E, se cumple ez = z, ¥ z ¢ Ime, ya que si
z = ex entonces ez = eex = ex = z. Sea x € E tal que x = Xy + Xy x=yi t ¥y

X190 ¥y ¢ Kere, X5 ¥q € Ime. Bv1dentemepte, ex = ex, T X, = ey, = ¥, en
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virtud de lo cual se puede escribir x = X, t X, =y, * x,; como Ime es simpli-

ficable en E, de la (ltima igualdad deducimos x, = Yy esto es, que E es suma

1
directa de Kere, Ime. c.q.d.

10) (Corolario de 9)

Si "e" es un proyector del A-semimddulo E tal que E = Kere + Ime y
(I) Ime ¢ Z (significado de Z en §2,16)0 bien (II) E es semimbddulo simplifica-
ble, o bien (III) E es sa-mddulo (o un A-mddulo), entonces '"e'" descompone a E

en suma dirécta de Kere, Ime.

Para probar 10 basta tener en cuenta 9 y que Z es subsemimddulo sim-

plificable en E.

11). Sea '"e" un proyector del A-semimddulo (arbitrario) E (i). Puede

ocurrir a) que E # Kere + Ime, y b) que "e'" sea endomorfismo anormal.

(ii). Si E = Kere + Ime, entonces 'e" es endomorfismo normal. Si '"e"

es proyector normal de E, entonces E = Kere + Ime.

(1ii) La sucesidn de homomorfismos (m, inmersidn).

m e
(s) : O > Kere + E > Ime » 0

es cerrada. Si E = Kere + Ime, entonces (s) es exacta. Si (s) es:exacta, en-

tonces E = Kere + Ime.

Mostremos 11 (i) con ayuda del U-semireticulo con minimo X, = O repre-

sentado a la izquierda. Definimos la aplicacidn e:E + E

Xq siguiente ep; T X;, ex_ = X, en donde p designa indisti

tamente a los elementos x,y,z de E y en donde i € [1,2,3]

X, "e' es un proyector de E, puesto Que si i,je [6,1,2,3] ,

x, i <« j, entonces e(pi U p.) = epj = Xj = x; U xj Zep, U e
= ep.. Evidentemente, Kere = O,

ademéds, eepj = exj = xj
Ime = {x;} ,1¢ [0,1,2,3], por tanto E # Kere + Ime; '"e'

es anormal ya que ez, = ey, = X,> y para todo m,n ¢ Kere = 0O: leJ m # YoV n.

(ii) Sean x,y ¢ E tales que ex = ey = z; con las hipdtesis dadas esto
implica x = z + m, y = z + n, m,n ¢ Kere; de aqui, 3 m,n ¢ Kere/ x+n=y+m(=z+mt+n

por consiguiente '"e" es endomorfismo normal.

Sea "e' proyector normal de Ey sea x ¢ E, ex = z;, como ez = z = ex, y

es normal; deducimos ] m,n € Kere/x + m = z + n, es decir, x € Kere + Ime.
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(iii) expresa de manera diferente lo mismo que afirma (ii).

12). Si E es un A-semimddulo de longitud finita, suma directa de sub-

semimbdulos E = @ Ei , entonces el conjunto J = {i ¢ I/Ei # 0} es finito
. i €
y se verifica: * I

long(E) > &
€

long(E.) =
j ]

z long(Ei) (1)
€

J i I

Si E cumple la condicidn de Jordan-HYlder, entonces:

long(E) = I  long(E;) (2)
iel

r
En efecto, sea J = [1,n], y llamemos F, = 5 ®

"Evidentemente:

H
t

F,=F _@E ,rec[ln];F ; F, = E (3)

r r-1 n

Como:

0+F.y>F, +E >0, ¥re [1,n]

es sucesidn exacta (ver 6 (convencidn, F o= 0)) hacemos uso de la proposicidn

§6, 12:
long(Fr) > long(Fr_l) + long(Er) , ¥ v e [l,n] ()

Sumando miembro a miembro todas las expresiones (4) y simplificando,

resulta (1), c.q.d.

En el caso de que E cumpla la condicidn de Jordan-H8lder, por ser .
¥rc [l,n] , Fr subsemimddulo cerrado de E 5 (i), Fr la satisface también, y,
por cousiguiente, todas las expresiones (4) son igualdades, de donde se dedu-

ce (2),

Otra demostracidn de (1l): Tenga Fr el mismo significado de antes,

la sucesidn:
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es ce com long(Fi/

I

™3

nosicidén de E; en virtud de 86,13, se cumple long(E) >

i 1
/F. .). Segin 7, Fi/Fi_lcj Ess de donde, long(Fi/Fi_l) = long(Ei), ¥ ic [l,n],

Jo-

con lo que se obtiene (1).



§ 10. SEMIMODULOS LIBRES

En este pardgrafo, salvo indicacidn expresa de lo contrario, supon-
dremos que A es un semianillo # O con neutros que satisface SA6. Sea Ai el
A-semimbdulo A a la izquierda, T un conjunto cualquiera.

(T) : _
Ai serd, po€ ?ef1n1c1on, + ? T Ht’ en donde Ht = Ai, para todo

teT. Seaj,  : A, > A" la inyeccidn candnica correspondiente a t (§8), y

llamemos jtl = et;(igldentemente e, = (Stp)pc T (§, delta de Kronecker). To-

do elemento s de Ay (at)t ¢ T ° Y por tanto, se puede poner en la for-

ma s = g o 348> Suma de soporte finito, de un modo Gnico.

Sea k la aplicacidn (inyectiva) k: t - e, de T en A(T)
aplicacién candnica.

(T)

1). E1 par (A , k) es solucidn de un problema de a

sal; esto es, para todo A-semimbddulo E a la izquierda y para

(T)

f : T > E, existe un Gnico homomorfismo 1 : Ai + E tal que 1\ '“3

/

Sea ft = X € E, ¥te T, la aplicacidn f: T + E dada .\

para toda t ¢ T el homomorfismo 1., la = ax de A, en E. 58 »1) néSnaéééura

t,
que existe un Gnico homomorfismo l A?T) - E, 1= -1l,, tal que ljta=lta,

t

z
teT
t ltl = Xy es decir, lk=f.

¥Vte T, ¥ac€c A. Para a = 1 obtenemos ljtl = le
(T)

Si hubiese otro homomorfismo 1' : Ai +> E tal que 1'k = £, esto es,
tal que l'et = X ¥ t ¢ T, entonces l'(aet) = al'et = ax,, es decir,
l'jta = lta, ¥Vte T, ¥VacA; en virtud de §8,1 1' = 1, de ahi la unicidad de

dicho homomorfismo.

Se verifica:

1((a,) )=1( £ ae)= L la = I a.x

t't e T teT tt £t erT tt t e T tt
Dada una familia S = (xt)t ¢ T de elementos del A-semimddulo a la iz-
Quierda E, conocemos A( ), la aplicacidn candnica k, y la aplicacién f: T T E,
ft = x_ 3 1) nos asegura la existencia de un Gnico homomorfismo 1: A(T) - E tal

t
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que:

por ello llamaremos a '1'" homomorfismo determinado por la familia S de E, y

diremos que la sucesidn cerrada:

0 -+ Kerl —»AiT) g

estd determinada por la familia S de E.

‘Evidentemente:

Iml = {x ¢ E/x dep. A-lin. de S} = L(S)

Kerl = {(a,) € A(T)

t’teT i/ E ax, = o}

tTtt

Consecuencia de la primera de estas dos igualdades es que 2)

S = (xt)t ¢ TS sistema de generadores del A-semimddulo E <==> 1, homomorfis-

mo determinado por S, es un epimorfismo <==> la sucesidn:

(1) 1

0 - Kerl » Ai > E->0 es cefrada

Sea S = (xt)t ¢ T

homomorfismo determinado por S. Decimos de un elemento x de E que depende li-

una familia de elementos del A-semimddulo E y 1 el

nealmente-A de S de un modo finico si x depende linealmente -A de S (§2,2) y
toda relacidn de la forma x = r ax = z b, x, implica a, = b

tt tt t
¥telT T

t €T teT

Definiciones

S es familia libre de E <==> 1 es un monomorfismo.

S es base de E <==> 1 es un isomorfismo.
Resultan inmediatamente las siguientes equivalencias:

3). S es familia libre de E <==> todo elemento de L(S) depende -lineal-

mente A de S. de un modo {nico.
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S es base de <==> todo elemento de E depende linealmente A de S de

un modo Gnico <==> S es sistema de generadores y familia libre de E.

Definicidén.- E es un A-semimddulo libre <==> E posee una base.

Sean N , P, Z, el semianillo de los.enteros no negativos, el semia-
O
nillo definido en §2,13, el anillo de los enteros, respectivamente. De 3) y
de las definiciones correspondientes, se deduce:

n
-~

4) Un N _-semimddulo libre E(en donde nx = x + .7. + x, neN , x € E

es un semigrupo abeliano con neutro libre.

Un P-semimddulo libre es un U-semireticulo con minimo (un N -semire-

ticulo con maximo) libre.

Un A-semimddulo libre, en donde A es un anillo con elemento unidad,

es un A-mddulo libre ( 2, 15 y N. Bourbaki, Alg,ch 2, 1, nll).

no
Un Z-semimddulo libre E (en donde nx = x + .7. + x, n ¢ N, x ¢ E),

es un grupo abeliano libre.

Definiciones

Diremos que un elemento x del A-semimddulo E es libre si la familia

(%) de E es libre. Si B = (Xt)t T es una base de Ey x ¢ E , x=t 2 . atxt

“at” componente o coordenada de indice t de x con respecto a B.

llamaremos .a

La familia S de elementos de E es ligada si S no es familia libre de E.
5). Sea E un A-semimddulo, se cumple:

(i) Toda subfamilia de una familia libre de E es libre.

(ii) Para que S sea familia libre de E es necesario y suficiente que

toda subfamilia finita de S sea libre.

(iii) Para que S sea familia libre de E es necesario y suficiente que

o € E dependa linealmente A de S de un modo Gnico y que el homomorfismo de-

terminado por S sea normal,

(iv) Si la familia (xt)t ¢ T

de E es libre, entonces x_ # T ax
t peT PP

p#t

en particular X, # xp » ¥t, peT, t#p. La reciproca no es verdadera.

(v) E1 elemento x de E es libre si y sdlo si toda relacidn de la for-

ma ax = bx, a,b ¢ A, implica a = b.

(vi) E1l o ¢ E no pertenece a ninguna familia libre de E.

(vii) Un A-semimddulo libre puede contener elementos que no sean libres.
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(viii) Si ningln elemento de E es libre, entonces E no es libre.

(ix) Puede ocurrir que todos los elementos distintos de o de wun

A-semimddulo E sean libre, y, sin embargo, E no sea libre.

5). (i): Sea S una familia libre de E y W sub-familia de S. V xe<L(W)
depende lin-A de S de un modo {inico, por tanto, depende lin-A de W de un modo

Gnico, esto es, W es familia libre de E.

(ii) : En (i) se ha probado que toda sub-familia de una familia 1i-
bre S de E es libre, a fortiori, toda sub-familia finita de S es libre. Supon-
gamos ahora que toda sub-familia finita de S = (xt)t ¢ T ©S libre y que S no

fuese libre. En tal caso existiria un x ¢ L(S), de modo que

x = I a x = I b.x , 3 ke T/a, # b
t e T teT tt k k

Sean:
U={xt€ S/at#o} ) V={xt€ S/btafo}

U, V son sub-familias finitas de S, también W = U U V; x ¢ L(W) y x no depende

lin-A de W de un modo fnico, luego W seria familia ligada, contradiccidn.

(iii) S =(xt)t ¢ T 5 familia libre de E <==>

<==> 1, homomorfismo determinado por S, es un monomorfismo <==>

<==> Kerl = O y 1 es homomorfismo normal.
Ahora bien, Kerl = 0 <==> toda relacidn de la forma I =0 =
: _ teT
= § ox, implica a_ =o ¥t ¢ T <==> o ¢ E depende lin-A de S de un modo
teT
Gnico.

¥t

(iv) Dada S = (xt)t ¢ T familia de E, si fuera X, = 5 . apxp ,

: p
p#t

entonces x,_ no depende lin.-A de S de un modo Gnico y S seria familia liga-
da de E, contra lo supuesto. La reciproca no es verdadera porque del hecho
de que todo elemento de S dependa lin.-A de S de un modo {nico no se conclu-

ye que todo elemento de L(S) dependa lin.-A de S también de un modo Gnico.

(v) Decir que x ¢ E es libre es tanto como afirmar que ¥ z ¢ L(x)

depende lin.-A de (x) de un modo inico, lo que equivale a esto otro: toda re-
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lacidn (e la forma z = ax = bx implica a = b,

(vi) El o ¢ E no es elemento libre de E porque ¥ a,b¢ A, a # b
ao = bo = o (v); un elemento no libre de E no puede pertenecer a ninguna fa-

milia libre de E (por i).

(vii) Sea A un semianillo con divisores de cero nm = o, n # o, m# O
A. es un A-semimddulo libre y m no es un elemento libre de Ai ya que nm=om,
i

n # o, (ver v).

-

(viii) Si E fuese libre, poseeria una base B y todos los elementos

de B serian libres, contra lo supuesto.

5). (ix) Sea R el semianillo de los nimeros racionales no negativos.
R es un Nofsemimédulo en el que cada elemento distinto de o es libre. R no es
un No—semimédulo libre porque elegidosp,q ¢ R, p #q, p = a/b, q = ¢/d,
a,b,c,d ¢ N, entonces ac ¢ L(p,q) y ac = becp = adp, es decir, (p,q) es familia
ligada; por otra parte ¥ p ¢ R, (p) no es base de R, ya que L(p) © R, estricta-

mente.

Convenimos L(@) = 0, tF27¢ Et = 0, de aqui resulta que la sub-fami-

lia vacia de una familia libre S del A-semimddulo E es libre, ya que el ho-
' (@)

i

fismo y un isomorfismo de O sobre L(@) = 0, por ello la sub-familia vacia es

base del subsemimddulo O de E.

momorfismo determinado por la sub-familia vacia, 1:A = 0 > E es un monomor-

). Sea E un A-semimddulo libre de base B = (Xt)t e T y_sea

S = (yt)t e T una familia de elementos del A-semimédulo F.
Existe un {nico homomorfismo f: E + F tal que f( I ax, )= L aJy
—_— tt 7t
teT teT
[epimorfismo sistema de generadores
Si f es Jmonomorfismo, entonces S es{familia libre de F

Lisomorfismo ' base

Sean 1, 1' los homomorfismos determinados por B y S. Por ser 1 un
isomorfismo y en virtud de §3,16 existe un Gnico homomorfismo f: E » F tal

que fl1 = 1' esto es, tal que f( ¢ a,x ) = r  a,y
t eT tt teT vt

rifican las equivalencias: f epimorfismo (monomorfismo) <==> 1' epimorfismo

Como fl = 1' se ve-

(monomorfismo).

7). Sea E suma directa de la familia de A-semimddulos a la izquier-

da (El)l ¢ L’ Si Sl es sistema de generadores (familia libre, base) de El pa-
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o 3 = U 3 1 1 : . > A -
ra todec 1 ¢ L, entonces S 17 L jl(Sl) (siendo 3 El -+ E, inyeccidn ca

nénica) es sistema de generadores (familia libre, base, respectivamente) de

E y reciprocamente.

Si g, es el homomorfismo determinado por Sl’ gy ° AESl) +~ E , enton-
hl
ces g = ? ;, 8 es el homomorfismo determinado por S, -
g : 8 a8 = Al® g E, = E
: 1ern T . 1el

y reciprocamente, como facilmente se puede comprobar. Se cumplen las equivalem-

cias:
(Sl)gl
(epimorfismo Ai — El + 0, cerrada
V1ecl,g j <==> V 1 ¢ L, la sucesidn (8,) g
l | 3 l l ~ .
{monomorfismo 0 - Ai — E exacta
(,(S) 8 . .
Ai +~ E > 0 , cerrada epimorfismo
<=:>4 (s) g <==> g es
0 > A = E , exacta monomorfismo

Como el producto directo de un nimero finito de A-semimddulos a la
izquierda es igual a la suma directa de dichos semimddulos, la proposicidn
anterior es valida también si E es producto directo de la familia finita
(El)l ¢ L Otra consecuencia de la proposicidén 7 es que la suma directa de
una familia de A-semimddulos libres es un A-semimddulo libre.

8) Sea E suma directa de la familia de subsemimdédulos (Fl)l ¢ L Si

§i es, para todo 1 € L, sistema de generadores (familia libre, base) de F

l’
entonces S = | Syes sistema de generadores (familia libre, base) de E y re-

. leclL
ciprocamente.

La demostracidn resulta de 7,6., y de considerar que el homomorfismo

determinado por S es mg, en donde g = ® g, (gl, homomorfismo determinado
1l €L
por S.), m= ¢ m (m, : E - E, inmersién), siendo m un isomorfismo.
1 1¢ L 1 1

Notemos que los enunciados reciprocos de 7. y 8. presuponen que la

familia S de E sea de la forma jl(Sl
le [ 1l ¢L

familia de elementos de El, Fl’ respectivamente. (Obsérvese que no toda familia

), U Sl’ en donde Sl ha de ser

de elementos S de E es de esa forma).
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En los semimddulos cabe definir dos‘tipos diferentes entre si de fa-
milias ligadas. Sea (xt)t-€ T = S una familia de elementos de Eylel homomor-
fismo determinado por S. Decimos que S es familia n-ligada si Kerl # O; deci-
mos que S es familia c-ligada si 1 es homomorfismo reductivo (esto es, Kerl=0

y 1 es anormal).

Evidentemente toda familia ligada de E o bien'es n-ligada o bien c-
ligada, no pudiendo ser ambas cosas a la vez; por ello estas definiciones ori
ginan una clasificacidn del conjunto de todas las familias ligadas de E. Se

verifican las equivalencias:

S es familia n-ligada de E <==> o ¢ E no depende lin-A de S de un mo-

do {nico.

S es familia c-ligada de <==> o € E depende 1lin-A de S de un modo
Unico y existe, al menos, un elemento x # o de L(S) que no depende 1lin.A de S

de un modo Gnico.

9). Sea E suma directa de la familia de A-semimddulos (El)l €1
(L#@ ,E_#0), S, familia de elementos de E_., S = U 3j.(S.),
1 1 =" D !

P ={pc L/S
) P

P
%]

familia libre de Bp}

- Q {q ¢ L/Sq es familia n-ligada de Bq}

R

{r ¢ L/Sr es familia c-ligada de Br}

(i) Para que S sea familia n-ligada de E es necesario y suficiente

que Q # ¢

(ii) Para que S sea familia c-ligada de E es necesario y suficiente
gue R # § y que P + R = L.
Llamemos g, al homomorfismo determinado por Sl; g =9 gl es el ho-

1L
momorfismo determinado por S.

(i) Como Kerg = @ Kergl (§8,4 (IV)), para que Kerg # O es necesa-
1l el
rio y suficiente que exista un 1 € L tal que Kergl # 0, esto es, Q # Q.
(ii) Para que g sea anormal es necesario y suficiente que exista, al
menos, un 1 € L tal que g, sea anormal (§8,4 (V));para que Kerg = O es necesa-

rio y suficiente que Kergl = 0, ¥1¢€¢ L, de aqul se deduce el enunciado.

La proposicidn anteriar también es vdlida si E es suma directa de la

familia de subsemimddulos (E.) ysiS= U S

1’1 ¢ L 1e L 1

Segln se ha dicho al principio de este paridgrafo, caso de que A sea
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un semicnillo con neutros que s4tisfacen SA6, todo elemento s del A-semimd-

(T)

dulo a la izquierda A se puede poner de un modo {nico s = z ae,
teT
siendo e, = j 1; esto quiere decir que cualquiera que sea el conjunto T,
AgT) es A- semlmodulo libre de base (et)t e T Si en lugar de escribir los
(T) en la forma p) t t’ los escribimos en esta otra
t e T

T att, llamaremos a Ai ) A-semimdédulo (libre, a la izquierda) de las
t €T
combinaciones lineales formales de los elementos de T con coeficientes en A,

elementos de A

o' también le llamaremos A-semimddulo (libre) a la izquierda de base T.

Definiciones

E, A-semimddulo de tipo finito <==> E posee un sistema finito de ge

neradores'

E, A-semimddulo noetheriano <==> todo subsemimdédulo de E es de tipo

finito.

A, semianillo noetheriano a la izquierda <==> Ai es un A-semimddulo

noetheriano.

Sabemos que un semigrupo abeliano S puede ser considerado como un

No—semimédulo F (§2, 12); diremos que S es de tipo finito (noetheriano) si

F es No—semimédulo de tipo finito (noetheriano, respectivamente). Estas dos
Gltimas definiciones coinciden con las habituales porque todo subsemigrupo
con neutro de S' (semigrupo que resulta de adjtntar el neutro a S) es subse-

mimédulo de F y reciprocamente.

10). Todo A-semimddulo E es isomorfo a un semimbdulo cociente de un

A-semimddulo libre L por una congruencia R en L: E = L/R. Si E es de tipo fi-

nito, entonces existe un A-semimddulo llbpg“g de base finita tal que E = L/R

y reciprocamente.

(s) + E el epimorfismo

T (s

Sea S un sistema de generadores de E, g: A
determinado por S y R la congruencia asociada a g en A ; la biyeccidn aso-

ciada a g es un isomorfismo A( )/R .

Si E es de tipo finito y S es un sistema finito de generadores de E,

S .. . . . .
Ag ) posee una base finita; si L es semimddulo libre de base finita B y
c P . .
L - L/R E E,c es el homomorfismo candnico, g isomorfismo, entonces Bc(B) es

sistema finito de generadores de E.

Similitud de familias -de E.

En lo que sigue y mientras no se haga mencidén expresa de lo contra-
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rio, sujondremos que nos referimos a A-semimddulos no necesariamente libres.
Se entenderd por ‘'familia' del A-semimbdulo E una familia de elementos de E
no vacia. Sea I el conjunto de todos los elementos del semianillo SA4-SA6 A
que poseen inverso en A, I no es vacilo, puesto que por lo menos 1 ¢ Lj; I es
subgrupo del semigrupo multiplicativo A. A continuacidn introducimos concep-

tos que serdn {tiles para enunciar ciertas proposiciones.

Dadas dos familias X = {xp}p c P Y = {yq}q ¢ Q

Y es similar a X o que X,Y son similares si y sblo si ¥ p € P:

de E, decimos que

ys(p) = apxp, ap € I, s: P~>Q, biyeccidon de P sobre Q. En el ca-
so particular de que V¥ p ¢ P, ap = 1, Y es una permutacidn de X o se obtiene
por permutacidén de X. A la relacidn entre familias de E antes definida la lla-

maremos de similitud, YSY, significara que X,Y son similares. Se cumple.

11) (i) La relacidn de similitud entre familias de E es una relacidn

de equivalencia.

(ii) Si f: E » F es un homomorfismo de A-semimddulos, X,Y son familias
similares de E, entonces f(X), f(Y) son familias similares de F. Dicho brevemen-

te, la similitud de familias se preserva mediante los homomorfismos.

(iii) Si X es -fsistema de generadores de E, entonces
i
familia libre
tbase
cualquier otra familia Y de E que sea similar a X es sistema de generadores de
familia libre

\base
Estas proposiciones pueden comprobarse directamente.

g-automorfismos del A-semimddulo libre E.

Consideraremos de ahora en adelante que X = {xp}p es una base de E;

¢ P

s(p)xs(p)}p cp > (s permutacién de P, 35(p) © I,

¥ pe¢ P), es similar a X, y por tanto base de E, la aplicacidn xp »> a

cualquier otra familia Y = {a

X
s(p)p’
¥ p ¢ P, puede ser extendida, segin §10, 6, a un A-automorfismo de E; a este

automorfismo de E, que queda determinado por X, s, y la aplicacidn:

T :P>1I

m p~>a , ¥pe P

s(p)

le llamaremos R-automorfismo de E relativo a X, y lo designaremos n,. En gene-

Xo
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ral, 8- atormorfismo de E serd un A-automorfismo de E que transforme alguna

base de E en otra similar a ella. (Obsérvese que los B-automorfismos de E for-

man tan sdlo una parte del grupo AutA(E))-

12). Sea X una base de E; para todo B-automorfismo relativo a X,

Ty, ¥ para toda base Y similar a X, se cumple:
ﬂX(Y)SX s nX(Y)SY

(ii) Si YSX y w, es un R-automorfismo de E relativo a X, existe un

¥ x ¢ E.

X

B-automorfismo de E relativo a Y, sea Py> tal que Py = Tys
(iii) E1 conjunto de todos los B-automorfismos de E relativos a una

base fija X de E es un grupo (respecto del producto de aplicaciones), que re-

presentaremos B-AutA(E,X), subgrupo de’AutA(E).
(iv) Si YSX, entonces B—AutA(E,Y) =_8—AutA(E,X)‘

Probemos 12 (i): de YSX y de 11 (ii) se deduce nX(Y)S T, COmO

nX(X)SX y S es relacidn de equivalencia, se obtiene el enunciado.
12) (ii) resulta de lo anterior, pues si YSX, entonces nX(Y)SY;

existe, por consiguiente, un B-automorfismo relativo a Y, sea Pys tal que

pY(Y) = HX(Y)

(iii) la composicidn de dos B-automorfismos de E, relativos a X,

A es otro R-automorfismo relativo a X, en efecto: Sea AX(X) = Y, enton-

m
X’ X’
ces YSX, por (ii) sabemos que existe un Py € 8—AutA(E,Y) tal que p, =
% AX(X) = py

fismo de E relativo a X, w

Ty
X
asi pues, @ AX(X) = pY(Y) = Z, como ZSYSX, existe un B-automor-

tal que wX(X) = Z, es decir: Wy T Ty Aye

X’
Razonando de un modo andlogo se muestra que el automorfismo inverso
de un B-automorfismo de E relativo a X es, a su vez, un f-automorfismo relati-

vo a X, por tanto, B—AutA(E,X) es un grupo.l2) (iv) es consecuencia de (ii).

C-automorfismos del A-semimddulo libre E.

Sea P el centro del semigrupo multiplicativo de A; C = PN I es sub-
grupo abeliano de I, (1 € C); si a ¢ C, la aplicacidn M, X > ax, ¥V xe E,
transforma una base cualquiera de E en otra similar a e%la; es, por consiguiente,
un automorfismo de E, al que denominamos C-automorfismo de E. El conjunto
C—AutA(E) de todos los C-automorfismos de E es un grupo conmutativo, respecto
al producto-de aplicaciones, contenido en cada uno de los grupos s—AutA(E,X),

donde X recorre el conjunto B de todas las bases de E, es decir,
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C-Aut )

N s :
PR A“A(E_’X,)

Se verifica:

T M€ C-AutA(E) ==>omom = e C-AutA(E)

b b ab

T ¢ A-Aut,(E) ==> ﬂ—l = -1°¢ C'—AUtA(E)
a A a a

La primera de estas igualdades muestra que h : C - C-AutA(E),
a~>m_ esun epimorfismo de grupos; como LI lE exige que ax = x también
para x elemento libre de E, esto implica que a = 1, es decir Kerh = 1; o

sea, h es isomorfismo de grupos, C = C—AutA(E).

Diremos que un semianillo SA4-SA6 A es ''sin opuestos' cuando nin-

gin elemento de A, salvo el cero, posea opuesto en A.

13). Todas las bases de cualquier A-semimddulo lihre E donde A es

un semianillo sin opuestos y sin verdaderos divisores de cero son simila-

res entre si. En tal caso, AutA(E) = B—AutA(B,X), cualquiera que sea la ba-
se X de E.

Demostracidén de 13). Sean X = {xt}t P {yl}l ¢ [ dos bases
de Ey sean: y. = b a. . x (1) , x, = L b,.y, (2), las férmulas
1 t e T' 1t t t 1€ L t171
del cambio de base. Se ha de cumplir:
£ a,_ b _=6_,V¥lsecl (3)
£t eT 1t ts 1s
I b,a, =26 Vaq,retT: (4)
1€l qQl "1r qr °’

Como A es semianillo sin opuestos, de (3) y (4) resulta respectiva-

mente:

V1,selL,l#s, b, =o ,¥terT (5)

alt ts

¥q,re T,q#r ,b

1

a1 a0 ,V¥1clL (6)

A carece de verdaderos divisores de cero; (5) y (6) implican, por

consiguiente:
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¥teT (7)

¥v1,s¢ L, l}#As, a,, =ov btS o,

Vq,rc T, q#r, bql ova,_=o ,V¥1lelL (8)

lr

Construyamos una correspondencia f de L en T del siguiente modo,
1eL, fl = {t ¢ T/a, # o en la féormula (1)} ; y otra correspondencia g de
TenlL, t ¢ T, gt ={1 ¢ L/btl # o en la férmula (2)} .

fl no es vacio, puesto que si lo fuera, a = o, Vte T, lo que

1t
significaria Yy = 0 contra el supuesto de que Y es base de E.
Supongamos ahora que existe un 1€ L, al que mediante f le corres-

ponden dos elementos t' # t" de T. De (7) se obtiene:
b = o, ¥s €L - {1} (9)
de (8) se deduce:

= Ve - "
bq'l o, ¥q'e T - {t"} (10)

como t' ¢ T - {t'} , de (9) y (10) resulta b.y; =0, ¥1¢ L,y por consiguien-
te x ., = 0, contradiccidn con la hipétesis de que X es una base de E. Queda asi
probado que f es una aElicacién de L en T; analogamente se muestra que g es
una aplicacidén de T en L. En virtud de ello, se pueden escribir las fdrmulas

(1) y (2) de este modo:

¥y T a gy 0 V1€ L (11)

b , ¥teT ' (12)

t © Pt,gtigt

kel
1

f es aplicacidn suprayectdiva; en efecto, si existiera un q ¢ T, q £ Imf, de

(11) se deduciria que {xfl} seria sistema de generadores de E, ya que Y

leL

es base de E; por tanto x_ = I M Xeys contradiccidn con el supuesto X ba-
lel

se de E, andlogamente se comprueba que g es aplicacidn suprayectiva.

De (11) y (12) se sigue:

Yy = 2 £1Pe1 gf1Ype1 » ¥ L E L
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al,flbfl,l = 1; analogamente fgt = t, ¥ t ¢ T,

esto es f, g son biyecciones, la una reciproca de la otra, todos los coefi-

es dec. , gfl =1, ¥1¢ L,

cientes de las fdrmulas (11) y (12) pertenecen a I, por tanto, Y es similar
a X, c.q.d. Cualquier automorfismo h de E transforma una base X en otra Y,
por lo acabado de demostrar, sahemos que Y es similar a X, es decir:

h € B—AutA(B,X), o sea AutA(E) = B—AutA(E,X), cualqdiera que sea la base

X de E.

Consecuencia inmediata de la proposicidn 13) es:

Si E es un A-semimddulo libre y A semianillo sin dpuestos, sin ele-
mentos inversibles’(exceﬁto el 1) y sin divisores de cero, entonces solo exis-
te una base X en E, salvo aquellas otras que se obtengan por bermutacién de
los elementos de X, y los Gnicos automorfismos éosibles de E son los qﬁe trans-

formen la base X en n(X), permutacidén de X.

En particular, todas las bases de un Q: -semimddulo libre (o de un
+ . - . . 3 -
R _-semimddulo libre) E son similares entre si; AutA(E) = B—AutA(E,X). Un N _-se-
mimddulo libre, esto es, un semigrupo abeliano libre posee una {inica base,

. + + . . . .
salvo permutaciones. QO (RO) designa al semianillo de los racionales (reales)

no negativos.



§ 11. ANULADORES

Trataremos siempre, y mientras no se haga expresa mencidn de lo

contrario, de semianillos que cumplen SA4-SA6.

Diremos que un subconjunto no vacio I del semianillo A es un ideal
a la izquierda (a la derecha, bilatero) cerrado de A si 1. I es subsemigru-
. po (+) cerrado de Ay 2 I es ideal (.) a la izquierda ' (derecha, bilatero)

de A. Denominaremos a los ideales biliteros cerrados de A ideales distingui-

dos de A por ser ellos los niicleos de todos los homomorfismos posibles de se-

mianillos que tengan a A por original.

Los ideales a la izquierda (derecha) de A pgeden ser considerados
como subsemimddulos de Ai(Ad)’ los ideales a la izquierda (derecha) cerra-
dos de A como subsemimddulos cerrados de Ai (Ad) y reciprocamente; si P es
un ideal a la izquierda de A, entonces P = {c € A/ Jda,b ¢ P, atc = b} es el
subsemimddulo cerrado de P en Ai’ y, por consiguiente, el minimo ideal a la
izquierda cerrado de A que contiene a P; por tanto, la aplicacidn P - P es
también una cerradura en el reticulo de los ideales a la izquierda de A. Consi-

deraciones andlogas son validas también para los ideales a la derecha y los

bilateros de A.

Se entenderd por anulador de P, parte no vacia del A-semimddulo E,

el conjunto An(P) = {a ¢ A /ax = 0, ¥ x € P} ., Se cumple:

‘1). (i) Si P es una parte no vacia de E, A-semimddulo a la izquierda

(derecha), An(P) es un ideal a la izquierda (derecha) cerrado de A. Si M es

subsemimddulo de E, An(M) es ideal distinguido de A.

(ii) Sea {Pi} ie 1 Una familia de partes no vacilas de E, y

M.}

i ¢ 7 una familia de subsemimddulos de E, entonces:

An( U Pi) = M  An(P.)
iel iel 1

An( J M) = N An()
iel iel

1). (i) se desprende facilmente de las definiciones, Las igualdades

expresadas en 1 (ii) resultan de las equivalencias:
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a e An, U Pi) <==> ax =0, ¥ xe¢ U Pi <==> ax = o, ¥ x € P,
icfd ' iel

¥iel«<==>act An(Pi), ¥Vie I<==>acec N An(Pi);
iel

a€ An( £ M.) <==>a( & m.,) = o0, m, € M. suma de soporte finito <==>

. i . i i i ,

i€l iel
<==>am, = 0, ¥ m, € M., ¥1¢€ I <==>ace An(Mi), ¥ieI<==>ace M An(M.).

i 1 1el
Establezcamos el convenio (c): An(@) = A, de este modo se consigue

que An : T » An(T) sea una aplicacidn de R(E), reticulo de las partes del
A-semimddulo a la izquierda (derecha) E en el reticulo Hi(A) (HAA)) de los
ideales a la izquierda (derecha) cerrados de A. Por otra parte, la primera
frmula de 1 (ii) sigue siendo valida al aceptar el convenio (c) cualesquie-

ra que sean las partes Pi de E, vacias o no. Con lo cual, reuniendo 1 (i) y

(ii) podemos afirmar

1) (iii) Admitido el convenio (c¢), "An'" es un'J-homomorfismo dual com-—

pleto del reticulo de las partes de E, A-semimddulo a la izquierda (derecha)

en el reticulo de los ideales a la izquierda (derecha) cerrados de A.

"An'" es un_X-homomorfismo dual completo del reticulo de los subse-

mimddulos de E en el reticulo de los ideales distinguidos de A.

De aqui se deduce, sin mds, que:

1) (iv) Si P, Q son dos partes de E tales que P € Q, entonces:

An(P) D AN(Q)
1) (v)

An( N P)YD I
€

An(P.)
ie1 * i 1

I

siendo {Pi}i ¢ 1 una familia de partes cualesquiera, vacias o no, de E.

Otras propiedades interesantes:
(vi) Para que el anulador de {x}, x € E, sea el ideal nulo de A es

necesario y suficiente que X sea elemento libre de E o que {x} sea

c-ligada (definicidn §1C,8) de E.

familia
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De (vi) y (iv) resulta

1) (vii) El anulador de cualquier A-semimddulo E que contenga un el
mento libre o un elemento que forme una familia c-ligada de E es el ideal
nulo de A,

(viii) An(T) = A <==> T =0VT=2¢0

Sea E un A-semimddulo a la izquierda, C el centro de A, es decir,

C={aecA/ ab=>ba, ¥b ¢ A}, EndN (E) el conjunto de todos los endomor-

' o
fismos del semigrupo aditivo abeliano E, EndA(E) el conjunto de todos los
A-endomorfismos del semimddulo E, C es un semianillo conmutativo con neu-
tros que satisface SA6 subsemianillo de A; EndN (E), EndA(B) son también res-
pecto de la adicidn de homomorfismos y composicign de aplicaciones, semia-

nillos que cumplen SA4-SA6, siendo el segundo subsemianillo del primero.

Notese que la aplicacidén a ¢ A, ha : X > ax, ¥ x ¢ E, es un endomor-
fismo del semigrupo aditivo abeliano E y que si a ¢ C, entonces ha es A-en-

domorfismo del A-semimddulo E.

2) La aplicacidn de A en EndN (E), » : a ~» ha es un homomorfismo
~ fuerte de semianillos que verifican SAg—SA6, el cual restringido a C es un

homomorfismo fuerte de C en EndA(E). Ker 7 = An(E).

"El enunciado 2 resulta de lo anteriormente expuesto y de las siguien-

tes igualdades:

7(a+b)

ha+b = ha + hb ="gn(a) + w(b)

w(ab) = hab hahb = w(a) w(b) 3w(o) = ho = oﬁ

1(l) = hl = lE

Ker n = {a e A/ ha oE} ={a€c A/ ax =0, ¥ xe¢ E} = An(E)

Definiciones

E, A-semimddulo fiel <==> An(E) = {o}, ideal nulo de A.
E, A-semimGdulo mondgeno <==> E admite un sistema de generadores que
consta de un solo elemento, al que llamaremos generador de E. Se verifica

3) (i) Si A es semianillo conmutativo, E es A-semimddulo mondgeno,

"n_u

siendo "g'" generador de E, entonces:
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‘ An({g}) = An(E)

(ii) Todo semimddulo cociente de un A-semimddulo mondgeno, es mond-

geno.

(iii) Si E es un A-semimddulo a la izquierda (derecha) mondégeno, en-

tonces:
E=A,/R (=ZA,/R)
i d

siendo R una congruencia en Ai.(Ad).

Cualquier subsemimddulo M de E es isomoffo a un A-semimddulo cocien-
te b'/R, siendo b' un ideal a la izquierda (derecha) de A. En el caso de que
M sea subsemimdédulo cerrado de E, b' es ideal a la izquierda (derecha) cerra-

do de A, .

(iv) Si E es un A-semimddulo a la izquierda (derecha) mondgeno que po-
see un generador ‘'g' tal que el homomorfismo 's" determinado por '"g'" es normal,

entonces:
E= Ai/c' ("v-‘:Ad/c') » ¢' = An({g}),

siendo c¢' un ideal a la izquierda (derecha) cerrado de A.

En tal caso, cualquier subsemimddulo (cerrado) M de E es isomorfo a
un A-semimddulo cociente b'/c', siendo b' ideal a la izquierda (derecha) (ce-

rrado) de A que contiene a c'.

Probemos 3 (i): si A no es conmutativo y g,r son dos generadores di-
ferentes del A-semimédulo mondgeno E, en general, An({g}) # An({r}); pero si

A es conmutativo, entonces:
a € An({g}) ==> ag = o ==> ¥ b e A, b(ag) = a(bg) = o ==> a € An(E);

por, otra parte, en virtud de 1 (iv) An(E) ¢ An({g}), de ahi la igualdad.

Mostremos 3 (ii), sea ‘'g'" generador del A-semimddulo mondgeno E, C
una congruencia cualquiera en E y sea ¢ : E -+ E/C el homomorfismo candnico,

evidentemente c(g) es generador de E/C, y por tanto, E/C es A-semimdédulo mo~
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ndgenc. En particular, como Ai(Ad) es A-semimddulo mondgeno libre de base

{1}, cualquier semimddulo cociente de Ay (Ad) es mondgeno.

(iii): Sea '"g' generador del A-semimddulo a la izquierda mondgeno
E, gntonces el A-homomorfismo determinado por {g} , l: Ai + E, es, segin 2
un epimorfismo, de donde, ,E ::Ai/R, siendo R la congruencia asociada en Ai
por 1; ademds, la clase cero de la congruencia R es igual al anulador de {g},
R0 = An ({g}). Si M es subsemimddulo de E, entonces l-l(M) = b' es, segin
4, 2. (ii), subsemimddulo de Ai que contiene a Ro’ esto es, es ideal a la
izquierda de A; evidentemente b'/R = M. En el caso de que M fuese subsemimd-
dulo cerrado de E, l—l(M) = b' seria (84, 2) (iv) subsemimddulo cerrado de Ai’

esto es, ideal a la izquierda cerrado de A.

Si el homomorfismo ''1' determinado por {g}, ''g' generador de E, es
normal, entonces E = Ai/c', en donde c' = Kerl = An({g}) es subsemimddulo ce-
rrado de Ai’ esto es, ideal a la izquierda cerrado de A. A partir de aqui, si-

guiendo un proceso andlogo al efectuado en (iii), se demuestra (iv).

4) Sea S = (xt)t e T familia de elementos del A-semimddulo E. Para

que S sea base de E es necesario y suficiente:
19 que L(Xt) sea A-semimddulo mondgeno libre ¥ t e¢ T, y

2° que E = @ L(xt) =8 Axg
teT teT

5) Sea E A-semimddulo suma directa de una familia infinita (Mi)i € I

de subsemimdédulos mondgenos no nulos, se cumple

(i) Card(S) > Card(I), cualquiera que sea el sistema de generadores
S de E, "

(ii) si también E & N. (Nj subsemimédulo mondgeno no nulo de E,

‘e ,
¥ j € J), entonces Card(J) = ]Carg (D).

(iii) Si un A-semimddulo libre posee bases diferentes, entonces o
bien son todas finitas o bien son todas infinitas y en este Ultimo caso todas

ellas son equipotentes entre si.
Estas proposiciones 4 y 5 pueden ser demostradas sin dificultad.

VEQIA:— Sea r(m,n) la relacidn cuya grifica esta formada por el solo
par (m,n), m < n, de elementos del semigrupo No’ y sea Rg—m la congruencia en-
gendrada por r(m,n) en No' NO/Rz‘m es un semigrupo mondgeno con neutro de
indice m y periodo (n-m). (Las definiciones de indice y periodo pueden ver-

se en Clifford-Preston ‘'Alg. Th. of Semigroups' §1, 6).
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R; es para todo m € No s, M > o, la congruencia de Rees cuyo homomor-
fismo canénico transforma todo elemento del ideal {n ¢ No/ n > m} en el ele-

mento permitido {m} de NO/R; .

Rg (p > 1) es para todo m ¢ No’ m > o, una congruencia reductiva

(anormal) que no es de Rees, por no contener NO/RE ningln elemento permitido.

Rg es para todo p € N una congruencia ‘'sa', puesto que NO/RE es el

grupo mondgeno ciclico de orden p.

Consideremos la congruencia T = Rg x I (I, congruencia idéntica en NO;
> 0) en NO X NO. T es normal por serlo Rg e I (véase §7,3 (VI); sin embargo no

- 2 2,,.P P
N Nl = .
s congruencia ‘'sa' en NO porque No/(Ro x I) = (NO/RO) X No no es grupo.

Queda asi probada la existencia en A-semimbdulos de congruencias re-

ductivas que no son de Rees y de congruencias normales que no son ‘'sa',



§ 12, HomA(E,F)

Sea T un conjunto cualquiera # @ y F un A-semimddulo a la izquierda,
designe Apl(T,F) = FT el conjunto de todas las aplicaciones de T en F; este
conjunto coincide con [ ] Ht’ Ht = F, ¥te T, el cual, dotado de las le=
yes definidas en §7, (f)f Zs un A-semimédulo a la izquierda.

Sean E,F dos A-semimddulos a la izquierda y denote HomA(E,F) el conjun-

to de todos los homomorfismos de E en F, se cumple

1) (1) HomA(E,F) es, respecto de la adicidn de homomorfismos, un semi-

grupo abeliano con neutro.

(ii) Si A es conmutativo, HomA(E,F) es un A-semimddulo.

(iii) Si F es simplificable, HomA(E,F) es semigrupo abeliano simplifi-

cable, subsemigrupo cerrado de Apl(E,F).

"(iv) Si E es libre de base B, entonces

HomA(E,F) = FB

y podemos dotar a HomA(E,F) de estructura de A-semimddulo a la izquierda siendo,

ademds, subsemimbédulo cerrado de Apl(E,F).

(v) Si E es libre de base finita By F es libre, entonces Hom,(E,F) es

A-semimddulo a la izquierda libre.

(vi) Si E,F son libres de base finita B = {u;}, . [, C= {Vj}-
}

respectivamente, entonces HomA(E,F) es libre de base finita D = {f

en donde:

i,3°(4,j)eIxd

fi,j(uk) = Gikvj , Wkel

(Gik =leA,sii=k; 68, =o€ A, sii#k)

ik

(i) es de inmediata comprobacidén. (ii) : si A es semianillo conmutati-
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?o, podemos definir en HomA(E,F) una ley externa sobre A de este modo:

LE : (af)(x) = a(f(x)) , vaeA, ¥ fec HomA(E,F), V¥ x ¢ E;

respecto a esta ley externa LE, el semigrupo abeliano con neutro HomA(E,F) sa-

tisface los axiomas SM1 - SM5 (§2).

(iii) si F es A-semimddulo simplificable, ficilmente se comprueba

que el semigrupo HomA(E,F) es también simplificable.

Evidentemente, HomA(E,F) forma un subsemigrupo del semigrupo aditi-
vo abeliano Apl(E,F), cualesquiera que sean los A-semimddulos E y F; pero en
el caso dg que F sea semimddulo simplificable, HomA(E,F) es subsemigrupo_ce-
rrado de Apl(E,F), en efecto, sean f,g ¢ HomA(E,F), h € Apl(E,F) tales que f+h =

f+h = g, entonces se cumple ¥ x,y ¢ E (1); (f+h)(x+y) = fx+fy+h(x+y)=gxt+gy;
(2): fx+hx = gx; (3): fy+hy

gy, sumando miembro a miembro (2) y (3), compa-
rando con (1) y usando la ley de simplificacidn en F, se obtiené h(x+y)=hxthy,
¥ x, y ¢ E, Andlogamente, h(ax) = ahx, ¥ a ¢ A, ¥ x ¢ E; de donde h ¢ HomA(E,F),
c.q.d.
- (iv) : si E es .un A-semimddulo libre de base B = {u. }l ¢ 1 entonces
existe un isomorfismo entre los semigrupos HomA(E,F)13 F~, como consecuencia de
la proposiciénglo,sﬁhora bien, FB es un A-semimddulo a la izquierda cuya ley
externa estid definida en §7(1), y un elemento f ¢ HomA(E,F) queda univocamente
determinado en cuanto se conozcan las imigenes mediante f de los elementos de

B, asi pues, imponiendo a HomA(B,F) la ley externa sobre A:

LE' : si f(u ) = v, € F, entonces (af)(u ) = ay, ¢ F‘HomA(E,F) es tam-
bién un A-semimddulo a la 1zqu1erda.

(v) : en virtud de la anterior ley externa LE' los A-semimddulos
B . . . - . (P
HomA(E,F)tz F~ son isomorfos; por hipbdtesis, F es A-semimddulo libre, F ::Ai( )
y B base finita de E; considerando todo esto y que la suma directa goza de la

propiedad asociativa, se obtiene: Hom,, (E,F)=F (A(P))(B) (Q), siendo
Q = (P) » por tanto, Hom (E,F) es A- semlmodulo a la izquierda libre.

b e B

(v1) sea f un elemento arbitrario de HomA(E,F), f queda univocamente
determinado en cuanto se dé f(uk) =y = 3 akjvj’ ¥kelI, (§10,6)
jed
L s

g = a,.f.. ¢ Hom,(E,F); se verifica:

ij ¢ 1xg T A

. Sea

glu)= I a _.f .(u ) = I a.v,
k jCJkk j(Jk]J’

¥Vkel



- 110 -

por tano g = £, y D es base de HomA(E,F), c.q.d.
Sean E,I dos A-semimddulos a la izquierda, entonces

2) (i) HomA(E,B) = EndA(E) es, respecto de la adicidn de homomorfis-

mos y composicidén de aplicaciones, un semianillo que satisface SA4-SA6.

(ii) HomA(E,F) es un EndA(E)—semimédulo a la derecha.

(1iii) quA(E,F) es un EndA(F)-ggmimédulo a la izquierda.

El enunciado resulta de las fdérmulas:
v £,£' , £'' ¢ HomA(E,F) , Ve, e', e ¢ EndA(E)

(f'+f'')e = f'e + f''e ; f(e'+te'') = fe' + fe''

f(ee') = (fele' flE =f ; fo,=0 : E~>TF

Andlogamente se muestra (ii)
Sean E, E', I, F' cuatro A-semimddulos a la izquierda y sean
u: E' = E, v: F > F' dos A-homomorfismos, definimos:

Hom(u,v)(f) = vfu , ¥ f ¢ HomA(E,F)

3). (i) Hom(u,v) : HomA(E,F) - HomA(E',F') es un homomorfismo de

No—semimédulos. Se verifica:

(ii) Hom(u,v+v') = Hom(u,v) + Hom(u,v')
(iii) Hom(u+u',v) = Hgm(u,v) + Hom(u',v)
(iv) Hom(uu',v'v) = Hom(u'v') Hom (u,v)

Sean E, E', E'', F A-semimddulos; u: E'» E, v: E > E'', homomorfismos;

designen u = Hom(u,lF), v = Hom(v,lF); consideremos las sucesiones (1) y (2):

(1) 0 « E'? b4 E ¢ E'
(2).0 > Hom (E'", F) ¥ Hom, (E,F) 5 Hom, (E',F)

4) (i) Si la sucesidn (1) es cerrada v es homomorfismo normal, enton-
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ces, cu.lquiera que sea F, la sucesidn (2) es cerrada y V es monomorfismo
4) (i): 1. v es un monomorfismo.

Sean f,g ¢ HomA(E",F) tales que v(f) = v(g), lo cual equivale a ‘
fv(x) = gv(x), ¥ x € E, como v es suprayectivo, podemos afirmar f(x'')=g(x'')

V x'"" ¢ E', es decir, f = g, v es monomorfismo.
2. Imv = Keru

uv(f) = Hom(u,lF) Hom(v,lP)(f) = fyu, como vu = o, también uv = o,

es decir, Imv C Keru, cualquiera que sea F.

Sea w ¢ Keru, entonces u(w) = wu = 0, lo que implica u(E') C Kerw,
como u(E') = Kerv € Kerw'y v ses, por hipdtesis, epimorfismo normal, resulta
V < W, designando V(W) la congruencia asociada en E por v (w; respectivamen-

te); en virtud del teorema del homomorfismo inducido (véase §3,16), existe

un homomorfismos t: E'' - F tal que w = tv = v(t); por tanto w ¢ Imv, es de-

cir, Keru < Imv, con lo que se obtiene ImV = Kerd, c.q.d.

Obsérvese que la suposicidn 'v, homomorfismo normal' es necesaria pa- -

tal que w = tv.

4) (ii) Si la sucesidn (2) es cerrada cualquiera g

(1) es sucesidn regular.

Por hipdtesis, Kerv = 0, Imv = Keru, para todo F.

1. Imv = E'',

TP,

&

Supongamos que Vv(E) CE'', estrictamente, y elijamosQR%;'
f : E'" > F, el homomorfismo candnico; entonces, f # o, V(f) =

tanto, Kerv # 0, contradiccidn, luego v(E) = Imv = E'',
2. Tmu = Kerv

Por ser Imv = Keru, entonces u, v(f) = fvu = o, cualquiera que sea

F, esto implica vu = o, es decir, Imu ¢ Kerv (3).

Como (2) es sucesidn cerrada cualquiera que sea F, también lo es si
elegimos F = E/u(E'), sea g: E » E/u(E') el homomorfismo candnico,; se cumple
u(g) = gu = o, ya que Imu C Kerg = u(E') lo cual significa que g ¢ Keru=Imv;

por consiguiente existe un t € HomA(E",F) de modo que g = v(t) = tv; de don-

——

de se deduce Kerv ¢ Kerg = u(E') (4).

De (3) y (4) resulta Imu ¢ Kerv C Imu, tomando cerrados en esta Gl-

tima expresidn se obtiene Imu C Kerv C TTHTJ-, esto es Imu = Kerv, c.q.d.
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Seann E,E', E'', F A-semimddulos a la izquierda; u: E' +~ E, v:E~> E'',
homomorfismos, designen u = Hom(lF,u), v = Hom (lP,v) y consideremos las suce-

siones (3) y ()

(3) 0 .» E 3 E Y E''

(4) 0 > Hom, (F,E") 3 Hom, (F,E) M Hom , (F,E' ")

5) (i) Si la sucesidn (3) es cerrada y u es homomorfismo normal ento

ces, cualquiera que sea F, la sucesién (4) es cerrada y U es monomorfismo.

1. u es monomorfismo.

Sean f,g ¢ HomA(F,E') tales que u(f) = u(g), es decir, tales que

uf = ug, u es, por hipdtesis, monomorfismo, luego f = g.
2. Imu = Kerv.

De vu(f) = vuf, vu = o, se deduce vu = o, cualquiera que sea f, es de.

cir, Imu C Kerv.

Por ser u monomorfismo, es un isomorfismo de E' + Imu; sea u' su iso-
morfismo reciproco: Imu -+ E'. Para todo f ¢ Ker;, se cumple vf = o, esto es,
Imf € Kerv.= Imu, llamemos u'' = u'/Imf, evidentemente u''f : F - E' es un ho-
momorfismo tal que u(u''f) = f, lo cual significa que £ € Imu, por tanto,

Ker;(; Ima, o sea, Imu = KerV, c.q.d.

5) (ii) Si la sucesidn (4) es cerrada cualquiera que sea F, entonces

la sucesidn (3) es también cerrada.

l. Keru = 0.

En efecto, si suponemos que Keru # 0, elegimos F = Keru y llamamos
i: Keru » E' a la inmersidn, se cumple ui = o = u(i), i # o, esto es, Keru # O,

contradiccidn, luego Keru = 0.

2. Imu = Kerv:

Sabemos que vu(f) = vuf
F=E8', f=1

o, ¥ £ ¢ Hom(F,E'), por hipdtesis; tomando

, Se obtiene vulE, = 0, 0 sea, vu = o, Imu C Kerv.

E

Eligiendo ahora F = Kerv, j: Kerv + E, inmersién, resulta vj=o=3(j),
esto es, j € Kerv = Imu, por tanto existe un p ¢ Hom(F,E') tal que ka)=j=up;
lo cual singinica que ¥ y ¢ Kerv,j(y) = up(y) = y; de esta Gltima igualdad se

deduce que si y ¢ Kerv entonces y € Imu, esto es, Kerv ¢ Imu, por consiguiente,
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Imu = :!nrv.

6) (i) Sean (Ek)k € K (Fl)l c L dos familias de A-semimddulos a la

izquierda, la correspondencia:

: 1 (
B : Hom, (@ \ B 5 Tl Fy) > g gyl Tkur, HOMR(ELSFy)

B i . | f > (prlfjk)

es un isomorfismo de No-semimédulos.

. ) .
(ii) si u @ EY > E, (k € X), v,

de homomorfismos de A-semimddulos a la izquierda, 8, B' denotan los isomorfis-

: Fl > Fi (1 € L) son dos familias

mos establecidos en la proposicidn precedente, entonces el diagrama:

8
Hom,( & E ., ™M F.)~» - Hom (E, , F_)
A kek S 1e1 1 (k,1) ¢ KxL Ak L
Hom( & u , [ v,) : ' Hom(u, , v.)
kek ® 1e¢1 * L (k,l)rZ1KxL kPl
B! ’
Hom, ( @ E!, [—'"' F!') » M Hom (E', F!)
Ayex ¥ 1en V0 o) e ks AR

es conmutativo,

(i): evidentemente B es aplicacién tal que:
1y = Frft ) = s ] = '
B(f+£") (prl(f+f )]k) (prlfjk) + (prlf Jk) B(f) + B(£f')

por consiguiente, homomorfismo de semigrupos. 8 es biyeccidn porque dado un ele-
" 1 1 LB 1 ani-
mento arbitrario (hkl) € (k,1)€KxL HomA(Bk,Pl), existe para cada k € K un {ni
co homomorfismo g ¢ E - erWL F 18 By (87,1) y dado

(g ) € kr~7K Hom,(E, ,F), en virtud de §8,1), existe también un Gnico

= F tal que pr

€ ATk’
® F =
f € HomA (k ? KEk’F) tal que t]k g c.q.d.

La conmutatividad del diagrama (ii) es de comprobacidn inmediata.



§ 13, SEMIMODULO DUAL

1) Sea E un A-semimddulo a la izquierda (derecha), HomA(E, Ai)

(HomA(E, Ad))es un A-semimddulo a la derecha (izquierda).

En virtud de §12, sabemos que HomA(E,Ai) es, respecto de la adicidn
de homomorfismos, un semigrupo abeliano con neutro, definamos en el una ley

externa sobre A, del siguiente modo:
LE : V f ¢ HomA(E, Ai),V a ¢ A, fa(x) = f(x)a , ¥ x € E,

fa es un homomorfismo de E en Ai’ ya que es aplicacidn que satisface:

fa(x+y) = (f(x+y)la = (fx + fyla = f(x)a + f(y)a = fa(x) + fa(y)

fa(bx) = f(bx)a

(bf(x))a = b(f(x})a) = bfa(x) , ¥ b e A

La ley externa LE antes definida satisface los axiomas SM1l, SM2,

SM3', SMy, SM5, de semimddulo a la derecha.

Definiciones

AE' = HomA(E,Ai) (= HomA(E,Ad)), siendo E ‘A-semimddulo a la izquier-

da (derecha), le llamamos semimddulo dual de E, y a sus elementos formas linea-

les sobre E. Si x ¢ E, A-semimddulo a la izquierda, x' ¢ E', entonces designa-
mos al elemento x'(x) de A también de este modo <x,x'>.

Se verifica ¥V x, y ¢ E, ¥ x',y' ¢ E' , ¥a €A
1. <x+y,x'> = <x,x'> + <y,x'>

2. X,x'ty'>= <x,x'> + <x,y'>

3. <ax,x'> = a <x,x'>

4. <x,x'a> <xX,xX'> a

Ortogonalidad.- Dados x € E, A-semimddulo a la izquierda (derecha),
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x' ¢ £', decimos que x,x' son ortogonales, x L x', si y solo si <x,x'> = o0
(<x',%> = o).

Sea:

w(P) = {x'e¢ E'/ xLtx' ,¥xe¢ P}

w(P') = {x ¢ E/ x * x! , ¥x'e P'}

2 2) Cualquiera que sea la parte no vacia P (P') de E (E'), w(P)
(w(P')) es un subsemimddulo cerrado de E' (E), al que denominamos subsemimd-

dulo ortogonal a P (P').

2) (ii) Se cumple:

w( U P,)= N w(p,)
ic1 * iecl *
w( I M,)= N wM,)
ier ? ieI *

cualquiera que sea la familia {Pi} de partes no vacias de E (E') y la

familia {Mi} i

i€l
de subsemimddulos de E (E').

2) es de comprobacidn inmediata; 2) (ii) se demuestra de un modo ané-

logo a §11, 1) (ii).

Si ¢ es la parte vacia de E, w(@) carece de sentido; mis si admitimos
w(g) = E', la primera igualdad de 2) (ii) sigue siendo valida y la corresponden-
cia w: P » w(P) es una aplicacidén del reticulo de las partes de E en el reti-
culo de los subsemimddulos cérrados de E'. Una vez aceptado ese convenio se

puede afirmar

3) (i) w : P » w(P) es unU-homomorfismo dual completo del reticulo de

las partes de E (E') en el reticulo de los subsemimddulos cerrados de E' (E).

También es un I-homomorfismo dual completo del reticulo de los sub-

semimédulos de E (E') en el reticulo de los subsemimddulos cerrados de E' (E).

(ii) Si P,Q son dos partes, vacias o nd, de E (E') tales que PC Q,

entonces w(P) D w(Q)

(iii) Se cumple:
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w( N P)D w(P.)
c i i

i I

[N
m ™

cualquiera que sea la familia {Pi}i € 1 de partes, vacias o no, de E (E').

4) (i) Cualquiera que sea la parte no vacia P de E, se verifica:

w(P) = w(L(P)) = w(L(P))

Sea P = {Pi}i € I la parte no vacia dada de E (E'), como PC L(P)C
C L(P), de 3). (ii) se deduce:

w(P) o w(L(P)) 2 w(L(P))

Si x' ¢ w(P), para todo x ¢ L(P), x = , L a;Pss <X,x'> =

y
it1 <1€1%iPio¥

=, I 13 pl.,x'> = o, esto es, x' e w(L(P)),
Es decir, w(P)c w(L(P)).

Sea ahora x'e w(L(P)); si t ¢ L(P), entonces existen x,y € L(P) ta-

les que X+t = y; cOmO<xX+t,x'> =<x,x'> + <t,x'> = <y,x'> y ademds x L x', y & x'

resulta <t,x'> = o, es decir, x' ¢ w(L(P)), esto es, w(L(P))& w(L(P)), c.q.d.
Signifique w2(P) = w(w(P)), wo(P) = w(w’(P)), etc.

4) (ii) Es valida la Iiguald:a_d

W (P) = w(P)

cualquiera que sea la parte no vacia P de E (E')

Llamemos Q = w(P), R = Q(Q) = w2(P), S = w(R) = ws(P). En virtud de
4 (i) sabemos que:

Q = w(P) = w(L(P)) = w(L(P))

esto nos asegura que los elementos de L(P) son ortogonales a todos los elemen-
tos de Q; pero como R = w(Q) es el conjunto de todos los elementos de E que son

ortogonales a todos los elementos de Q, evidentemente
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(iii) R = w’(P) 2 L(P) 2 L(P) D P.

Ahora bien, de R 2P, y de 3) (ii):.resulta S=w(R) € w(P) = Q, segin
(iii) : S = w2(Q)ZQ Q, de donde: ‘

S =w(P) =Q=w(P), c.q.d.

4) (iv) La aplicacidn w2 : P » w2(P) es una cerradura algebraica en

el reticulo de las partes de E (E').

En efecto,
a) P4;,w2(P), se ha mostrado en 4) (iii);
b) PZS Q ==> w2(P)<;_w2(Q), es consecuencia de 3) (ii);

c) wu(P) = w2(P) , es consecuencia de 4) (ii).

. : 2 . s
Evidentemente, los ''cerrados' por esta cerradura w son subsemimddu-
los cerrados de E, pero, en general, no se cumple la reciproca, esto es, no

- . 2
todo subsemimddulo cerrado de E pertenece a la imagen de w .

Homomorfismo transpuesto.

Sean E,F dos A-semimddulos a la izquierda, u un A-homomorfismo de E
en I, sean E', F' los semimddulos duales de E y F, definimos homomorfismo trans-

'o= Hom(u,lA ) : F' > E'.
i

puesto de u = u

Hasta el final del presente pardgrafo se usard la siguiente notacidn:
si E, M, f designan respectivamente un A-semimddulo, un subsemimdédulo de E, un
homomorfismo de semimédulos, entonces E' denotari al semimddulo dual de E,
w(M) al subsemimddulo de E' ortogonal a M, f' denotard al homomorfismo trans-

puesto de f.

5) (i) Si u: E > F es un homomorfismo de A-semimddulos a la izquierda

entonces su homomorfismo traspuesto u' : F' > E' es efectivamente un A-homomor-

fismo de semimddulos tal gue:

<u(x), y'> = <x,u'(y")> ,¥xeE, ¥Vy'e F'

(ii) Para todo par de homomorfismos u,v: E + F de A-semimddulos, es

vdlido

(u+ v)' =u" + v
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(iii) Dados los homomorfismos u: E >+ F, v: F > G de A-semimddulos

se cumgle:

(vu)' = u'v'

(iv) Cualquiera que sea el A-semimddulo E, se verifica:

(lB)‘ = lE"»

Sabemos ya - § ,3) (i) que u' es un homomorfismo de semigrupos; en

virtud de la ley externa LE (definida en 1) de F':
(y'a)(y) = (y'(y))a , ¥y'e F' ,¥yeF, Vach
por consiguiente:
(y'a)(u(x)) = (y'(u(x)))a , ¥ x € E
dé donde resulta:
u'(y'a) = (y'a)u = (y'u)a = u'(y")a

lo que demuestra que u' es un A-homomorfismo de semimddulos a la derecha.

Ademis:
'<u(x),y'> = y'(u(x)) = u'(y')(x) = <x, u'(y')> , c.q.d.
5) (ii) y (iii) son consecuencias de §12, 3 (iii) y (iv) respecti-

vamente, 5) (iv) es inmediato.

6) Sea u: E + F un homomorfismo de A-semimédulos, se cumple:

(1) wlu)) = (u) " Hwm)

cualquiera que sea el subsemimddulo M de E.
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(ii) En particular,

"

w(Imu) = Ker (u')’

(i): obsérvese que w(u(M)) = {y' ¢ F'/ <u(m),y'> = o, ¥ m e M}
y que como <u(m),y'> = <m,u'(y')> (5) (i), esta expresidén vale cero para

todo m ¢ M, solo cuando u'(y') ¢ w(M), es decir, si y solo si y'c(u‘)-l(w(M)).
(ii) se deduce de (i), .ya que:

w(Imu) = (W) Fw(E)) = (W) 1) = Ker(u')

. . 4 -1 .
7) Sea u: E -~ F un isomorfismo de A-semimddulos y sea u = el isomor-

fismo reciproco de u; el homomorfismo traspuesto u' de u es, entonces, un

isomorfismo F' - E' tal que:
(1) (u") = (u )

e e e ~ -1 . .
Definicidn : Llamamos, en tal caso, a 41 = (u') isomorfismo contra-

gradiente de u. Se cumple:

(ii) <u(x), U(x')> = <x,x'> , ¥ x e E, ¥V x'e E!

(iii) S8i u: E > F, v: F + G son dos isomorfismos de A-semimddulos,

entonces:
o~ -~ ~
(va) = v u

En efecto, por hipdtesis, u—lu = lE; de 5) (iii) y (iv) se deduce

-1 -1 -
(u "uw)'" = u'(u 7)' = (lE)' = 1p,, de igual modo (u l)‘ u' = lpys por lo que

1

u' : F' > E' es un isomorfismo y (u—l)' su reciproco. En virtud de 5) (i):

<u(x), u(x')> = <x, u'((u’)’lXX')> = <X,x'>
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Ademés,

-1 -1 -1

(Vu) = ((vu)_l)' = (u v )= (v ) (u—l)'

8) Dada la sucesidn cerrada de A-semimbdulos:

ESrYcg~o

en donde v es homomorfismo normal, entonces la sucesidn:

o-ce ¥ p S oE

es cerrada y v' es un monomorfismo.

(ii) Si v: F > G es _un epimorfismo normal de A-semimddulos, entonces

el homomorfismo traspuesto v' de v es un monomorfismo G' - F', y un isomorfis-

mo de G' sobre w(Kerv).

(iii) Si N es un subsemimddulo (arbitrario) de Ey n: E > E/N es el

homomorfismo candnico o natural, entonces el homomorfismo traspuesto n' de n

es un isomorfismo de (E/N)' sobre w(N).

El primer enunciado de 8 se obtiene al particularizar la proposicidn
§12,4(i). (ii) se deduce del hecho de que la sucesién Kerv 3 F 3 G » 0

Ker(m') =

(m, inmersidén) es exacta, del primer enunciado de 8 y de Im(v')

= w(Im m) = w(Kerv), -véase 6 (ii).

(iii) Supongamos en primer lugar que N es subsemimédulo cerrado de

E. La sucesidn:
m n 3 L4
N-E->E/N-+>0 (m, inmersidn).
es exacta; aplicando a ella 8 (i), sabemos que la sucesidn:
! m'

n
0~ (E/N)' > E'> N

es cerrada y que n' es un monomorfismo; por tanto, n' es un isomorfismo de

(E/N)' sobre Im(n') = Ker(m') = w(Im m) = w(N)., seglin 6) (ii).
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En el caso de que N sea subsemimbédulo no cerrado de E, el enunciado

(iii) sigue siendo valido, puesto que:
(E/N)' = (E/N)' , w(N) = w(N) -véase u) (i)

9) (i) Si E es suma directa de la familia de A-semimbddulos a la iz~

. . - - . . . . [ - 3 1
quierda (Ek)k ¢ K E = ki KEk, designa Iy Ek + E la inyeccidn candnica, E
es el dual de E, E'k el dual de E, , entonces la aplicacidn:

g: E'> [ 1 E

k ¢ K k

x' > (51 (x"))

es un isomorfismo de A-semimddulos a la derecha.

(i) S8iw :F ~>E (k ¢ K) es una familia de homomorfismos de A-se-

mimddulos a la izquierda, F = ® Fk , E = ® E E' denota al dual de E,

k€ K ke K
1

u', al homomorfismo traspuesto de u., ete. y B

10 82 son los isomorfismo esta-

blecidos en la proposicidn precedente (i), entonces el diagrama:

E'

krzjK 'k r—j u!
(@ u) 1 K e'k ¥
k€K P' 82 F'

| k

K ¢'K

es conmutativo.

(iii) Si E es un A-semimddulo a la izquierda libre de base finita

B = {u;

. . ] 1 - 1 .
se finita, y una base de E' es B' = {ui}i ¢ 1 fal que:

}c I° entonces su dual E' es A-semimddulo a la derecha libre de ba-

<ui > u3> = 6ij ’ ¥ (i,j) € IxI

a la que denominaremos base dual de B.

(i) y (ii) son consecuencias, respectivamente, de §12,6 (i) y (ii)
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(iii): sea u' un elemento arbitrario de E', u': E » Ass segln afir-

ma la proposicidn §10,6), u' queda univocamente determinado en cuanto se co-

nozca u’(ui) = <ug, u'> = a; € A, ¥1¢€ I, ahora bien, el elemento
vl = ui a; de E' da lugar a <u; o, v'> = a;s ¥ i e I, por tanto, u' se puede
escribir de un modo Gnico en la forma u' = v' = Zuiai, y B' es, por consi-

guiente, base de E'.

10) Si el A-semimddulo E es suma directa de la familia finita Mk)

keK
de subsemimddulos, Py ! E ~» Mk’ jk : Mk + E designan el proyectary la inyec-

cibn candnica correspondientes, entonces:

(i) el semimdédulo dual E{_de E es suma directa de subsemimddulos:

E' = ® pl (M')
k € K K K
(ii) % pi es un isomorfismo ® ML »> B!
k € K k-€ K
(iii):
' A~ ! ] =
Mz pl (M1) = wu( 5 M), Ve K

Por hipdtesis, (1) ijk = lM s pijk =0 (i # k), I

k k € K

de donde, tomando traspuestos, resulta:

(2)  ggpy =1 Jepi=os I ophiip=l
L I ’ k’k ~ “E'
: k k € K

Llamemos:
X : E' > B!
de (2) se obtiene:

= ! (3" pt)s = ! -
P P Oy BT = Byt Ty Ty
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Si:

: N L N Y R o '=
ifk,nry=p Gepg)if=o, o7 =1

por tanto, {rk}k < K forma un sistema ortogonal de proyectores de E' tal que

K g K rk(E’) = E' , en virtud de la proposicidn §9,3 (ii) E' se descompone

: 1y = At St 1y = !t ' 2 sy L pt v
en suma directa de rk(E ) = Pr Iy (E") Py (Mk)' (Obsérvese que I tE' O ML
es epimorfismo en virtud de (2)). )

(iii);, Segln §9,6), la sucesidn:

m Py
I M, ~>E > Mk -+ 0 (m, inmersidn)
jex J
j#k

es exacta para todo k ¢ K; de 8 se deduce que la sucesidn:

1

Py m'
0~ ML > E'>»> (L M.)' es cerrada
j ek 3
j#k
y pi es moncmorfismo ¥ k € K, por tanto, Mi:ﬁ pi (Mﬂ) = Ker(m') =w(Im m) =
=w( M)
j e K ]
j#k

(ii) es consecuencia de las fdrmulas (2) y de §8,2).



§ 14. DIMORFISMOS

Cambio del semianillo.

Sea p: A » B un homomorfismo fuerte de semianillos Sal-SAb y sea

F_ un B-semimddulo, podemos considerar a F_ como un A-semimddulo, que designa-

B B
remos Px(FB) 4 bien FA (caso de que este Ultimo simbolismo no entrafie con-

fusidén), del siguiente modo:

1) FA consta de los mismos elementos que PB.

2) ley interna en F!

A ley interna en F

B’ '

[ 1y =
3) ¥aeA, Vxce¢ FA : ax(en FA) p(a)x (en FB).

Fécilmente se comprueba que si FB es un B-semimddulo a la izquier-

da (derecha) entonces F'!' es un A-semimddulo a la izquierda (derecha), que

A
llamaremos asociado a '"p" y a "FB". Se cumplen las siguientes propiedades:
1) (i) si MB es subsemimbédulo (cerrado) de FB, entonces Px(MB) es

subsemimddulo (cerrado)de px(FB).

(ii) Px(MB) = px(ﬁ;), cualquiera que sea,el subsemimddulo Mg de
PBC
Dada una relacidn binaria R en FB’ se puede definir una relacidn

en FA, que designaremos px(R), de este modo:

¥ X,y € fA';‘kpg(R) y <z=> xRy

(iii) Si R es congruencia normal (anormal) en FB’ px(R) es congruen-

cia normal (anormal respectivamente) en FA.

(iv) Cualquiera que sea la congruencia R o el subsemimddulo MB de

FB, se verifica:

px(FB/R) = px(FB)/px(R)

px(FB/MB)= px(FB)/px(MB)
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Denote T(FB) indistintamente el reticulo F(FB), C(FB), K(FB), N(FB),
véase §3,10) de los subsemimbdulos, subsemimbédulos cerrados, congruencias,
congruencias normales de FB’ y designe Pr la aplicacidn correspondiente esta-

blecida en 1 (i) 6 1 (iii), entonces:

(v) Pp ¢ T(FB) - T(FA) s FA = Px(FB) » T=F,C, K, N

es un homomorfismo inyectivo (monomorfismo) de reticulos completos.

Sean F GB dos B-semimddulos, p: A - B un homomorfismo fuerte de

B’ _
B: FB -> GB_un B-homomorfismo; podemos considerar a up como un

A-homomorfismo de FA en GA; asi considerado, le denominamos: u' =px(uB):

A
F! > G!.
A A

semianillos, u

(vi) La aplicacidn:

. 1] 1]
P, ¢ HomB(FB,GB) > HomA(F . GA)

es un monomorfismo de No-semimédulos.

En general, ni las aplicaciones enunciadas en (v), ni la estableci-

da en (vi) son suprayectivas; sin embargo,

(vii) Si p: A » B es epimorfismo fuerte de semianillos, entonces
Pgs T = F, C, K, N, es un isomorfismo de reticulos completos y px(vi) es un

isomorfismo de No-semimédulos.'

(viii) Si p: A > B es epimorfismo, todo sistema de generadores de

FB es también sistema de generadores de FA.

Si p es monomorfismo, toda familia libre de FB es también familia
libre de FA.

(ix) Sea p: A » B un homomorfismo fuerfe de semianillos SAu4-SA6.

sistema de generadores
Si (b,) es familia libre de B considerado como A-semi-
171 e [ -
base modulo

sistema de generadores
a la izquierda, y si (y ) es {familia libre del B-semimbdulo a la
ppeP base
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izguier 'a F ., entonces:
jo)

sistema de generadores '
familia libre € FA
base

b es

( lyp)(l,p) € LxP {
A lo largo del presente pardgrafo, para evitar confusiones, usare-

mos este simbolismo: considerado un A-semimddulo BA s6lo como semigrupo adi-

tivo abeliano con neutro, lo denotaremos simplemente "E" en lugar de ”EA”;

considerado un A-nomomorfismo u,: E, - FA sb6lo como homomorfismo fuerte de

A" A
semigrupos, lo denotaremos "u'" en lugar de ”uA”.

Definiciones

Sean EA un A-semimddulo, FB un B-semimddulo, p: A - B un homomorfis-
mo fuerte de semianillos, f: E - F un homomorfismc fuerte de semigrupos; dire-

mos que el par (p,f) es compatible si y solo si se verifica:
(1) f(ax) = p(a)f(x) , ¥ae€ A, ¥ xe E

En el caso de que el par (p,f) sea compatible, llamamos a

(p,f) = £ : E, » F_ dimorfismo de E, en F_ y denominamos a '"p'" primera com-
P p - a7 ‘p2TREETO A B

ponente, a '"f" segunda componente del dimorfismo fp = (p,£f).

Decir que fA : EA > FA es un A-homomorfismo equivale a decir que

lA: A > A, £f: E + F es un par compatible, esto es, que (lA,f) es un dimorfis-

mo EA > FA . Asi pues, los A-homomorfismo de semimddulos resultan como un caso

particular de los dimorfismos, son aquellos de la forma (lA,f) = fl , que tam

A

bien denotaremos (lA,f) = f :'fA’ si no se presta a confusidn.

1

2)(i) Un dimorfismo fp : EA > FB puede ser considerado como un A-ho-

momorfismo (lA,f) : EA > FA = px(FB), y reciprocamente.

(ii) Dado el diagrama conmutativo de homomorfismos fuertes de semia-

nillos SA4-SA6:

A P _ B
=\ /a
c

y el dimorfismo de semimddulos gq ?‘FB - GC’

como un A-homomorfismo g, ¢ Fp = Gy , en donde: Fp=p, (Fg), G = px(qx(GC))=

= = . ' = - .
r (G.) > g, =p, (gg) , gy Fy» Gy (g g,> segln 2) (1)),

podemos considerar a este Gltimo

X
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Expresamos el proceso seguido anteriormente, para considerar a g

como un A-homomorfismo, mediante el siguiente esquema:

g g
q. .
Fy Gc Fy S
b e,
F §§~ c! o, bien brevemente p r
B . B i ’ X X
P | |
X 1%
gA . X , gA GV
F! —= GA F! — A

formemos la sucesidn de sus primeras componentes:

n-1 n
AR a2 Re A3, ..., ale T _anpL antl

haciendo q* = p ... p2pl » ¥ i ¢ [2,n] . Mediante el proceso establecido en

la proposicidn precedente, podemos considerar la sucesidn de dimorfismos (1)
dada:

1.1, , n .n
(1) Ei pLf) E2A2 T, > EnAn Lf) En+lAn+l
n--1 n
fl X fn .
1 CA 2, n, A n+l,
(2) BA E A + ..... > E A E A

como una sucesidn, la (2) de A-homomorfismos. Llamaremos a esta Gltima la
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A-sucesioun homdéloga de la (1).
Definicidn
Decimos que la sucesidn de dimorfismos (1):

1 1 n n
(1) Ey LB E2A2 coere E%n b, f) TP nl

es regular (normal, cerrada, exacta, respectivamente), si y solo si la su-

cesidén de homomorfismos de No—semimédulos formada por sus segundas componentes’

1
15 0 n £°

gl g2, ..., -2 i gt

es regular (normal, cerrada, exacta, respectivamente).

2) (iv) Si una sucesidn de dimorfismos (1) es regular (normal, ce-

rrada, exacta, entonces la sucesidn de A-homomorfismos homologa (2) (véase 2)
(iii) es regular (normal, cerrada, exacta, respectivamente).

f g

En efecto, supongamos que EA 2 FB A Gc » QP = r, es regular

esto es, f(E) = Kerg, y formemos su sucesidn homologa:

£ g
P q _
E g g
)|
- Pt
E, - F}. 6}
A g

Si M es subsemigrupo de F_ , px(M) es subsemigrupo de FA y se cumple

- B
pX(M); si, ademds, M ese estable respecto al semianillo p(A), también

px(M)
loes My pX(M), px(ﬁ) son estables respecto al semianillo A. Evidentemente,

px(f(E)) = fA(EA), px(Kerg) = Ker(gA). Tomemos M = £(E), se verifica:

£,(E)) = p_(£(E)) = px<f—<E)) = p,(Kerg) = Ker(g,)

lo que demuestra que la sucesidén homologa de la dada es también regular. De

un modo similar se demuestran los restantes casos.

3). Producto de dimorfismos.

Dados los dimorfismos fp : BA - FB , gq : FB - GC, definamos el pro-

ducto f = (gf) : E G .d.
Byfp = (8F)gp # By > G (ped)

Como qp (gf) es un homomorfismo fuerte de semianillos SA4-SA6 (de

semigrupos, respectivamente) y el par (qp,gf) es compatible, el producto de

dimorfismos es un dimorfismo. El producto de dimorfismos goza de la propiedad



- 129 -

asociativa.

I
F F
f +E -»>F_ , I.f = f , fI=f , de donde, los {semimbdulos sobre semia-
p A B F'p p° 'pPE 'p

= (lB, 1) : PB - FB es un dimorfismo; se cumple,

nillos, dimorfismos} forman una categoria.

4) Adicidn de dimorfismos

Designe DimP(E FB)el conjunto de todos los dimorfismos

A’
de EA en FB que tienen su primera componente ''p'"., Este conjunto no es vacio,

puesto que, por lo menos, contiene a Op' Definamos la adicidn:

f , ¢ Dim (E , F_) £f + = (f + g) (a.d.
p’Ep p A’ B’ p T &p &’ )

(f + g)p es un dimorfismo EA - FB, ya que ''f+g" es un homomorfismo de semi-'

grupos compatible con ''p".

La adicidn de dimorfismos (a.d) goza de las propiedades asociativa y

conmutativa.

Dimp(EA,FB), dotado de la ley (a.d), es un No—semimédulo.

Es fé&cil comprobar que si fp’kp : EA > FB, gq,hq: FB - GC , se cumple:

(f +k ) = f + k , ( + h )f = f +h f
8lfp * Xp) T BTy * BNy (Bg * RgIEp T g f R

es decir, el producto de dimorfismos goza de las propiedades distributiivas a

izquierda y derecha, respecto de la adicidn de dimorfismos.

Consecuencia de lo anterior es que si p: A > A es un endomorfismo

idempotente de semianillos, entonces Dimp(E FA) es, respecto a las leyes

A!
(a.d), un semianillo SAL~SAS.

5) E1 functor Dim (E,,F.)
= SERTROr AT

Sea el diagrama de homomorfismos fuertes de semianillos SA4-SA6

B
| a
-— conmutativo,
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y sean - : kE_ = FB’ h : GC - HD, dimorfismos dados de antemano, definimos:

Dlm(fp,hr) : Dlmq(FB,GC) - DlmS(EA,HD)
. = V N .
Dlm(fp,hpxgq) hpgqu , gq ¢ Dlmq(PB,GC)

Dim(f ,nr) es un homomorfismo de No-semimédulos, ya que:

Dim(f_,h_)(g +tk ) = n (g +k )f_ = Dim(f ,h_)g + Dim(f_,n )k
(Fpohp)(egthg) = nplegti )ty p>'r’8q p*'r’q
en virtud de la distributividad(4),y Dim(fp,hr)(oq) = o~
Se verifican las siguientes propiedades:
- : : . . 3 oﬂt-
Si IE EA - EA s IG GC - GC son los respectivos dimorfismo idénti

entonces Dim(IE,IG) DIMq(EA,GC) > Dimq(EA,GC) es el homomorfismo idéntico.

(b) Bajo las correspondientes hipdtesis, se cumple:

Dlm(gqu,IH) = Dlm(fp,IH) Dlm(gq,IH)

Dlm(IE’hrks) Dlm(IE’hr) Dlm(IE,ks)

en virtud de la asociatividad del producto (3).

(c) Bajo las correspondientes hipdtesis, se cumple:

D1m(fp+kp,IG) Dlm(fp,IG) + Dlm(kP,IG)

Dlm(IE’hr+mr) = Dlm(IE’hr) + Dlm(IE’mr)
en virtud de la distributividad (4).

(d) Si es conmutativo el diagrama de homomorfismos fuertes de semia

nillos:
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entonces el diagrama de homomorfismos de No-semimédulos

Dim(fp,l )
Dlmt(EA’GC) -— Dlmq(FB,GC
Dim(IE;hr) Dim(I.,h )
Dim (E ,H ) ————————— Dim (F_,H )
s A”D Dim(£_,IH) u " BD

es conmutativo, ya que:

Dlm(fp’hr)(gq) = hrgqu = Dlm(IE’hr)(gqu) =
= Dlm(IE’hr) Dlm(fp,IG)(gq) , ¥ gq 3 Dlmq(FB,GC)

en virtud de la propiedad asociativa del producto de dimorfismos(3); anidloga-

mente,

Dlm(fp’hr)(gq) = Dlm(fp’IH) Dlm(IP’hr)(gq) , ¥ gqe Dlmq(FB, G.)

C
Como el diagrama segundo es conmutativo en el caso de que lo sea el

primero, diremos que la conmutatividad de este segundo diagrama estd condicio-

- nada por la conmutatividad del diagrama de las primeras componentes de los di-

morfismos.
De (a),(b),(c) y (d) se deduce que:

Dimp(EA,FB) es un functor de la categoria {semimddulos sobre
anillos; dimorfismos} en la categoria {No-semimédulos; No-homomorfismos} ,
contravariante en EA, covariante en FB’ y condicionado por la conmutatividad

de los diagramas formados por las primeras componentes.

6) Sucesiones de dimorfismos:

(a) Sea:
P q
A ——— B —_ C
| t l' s J r
1 : 1
p —2_ D
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un diag. 1ma conmutativo de epimorfismos de semianillos SA4-SA6; si la suce-

sidn de dimorfismos de semimbdulos es exacta:

P Q_
(1) EA FB GC 0

entonces la sucesidn de homomorfismos de No—semimédulos:

Dim(g ,IH)' Dim(fp,I )
(2) o0~ Dlmr(GC’HD) *DlmS(FB,HD) ——————————Dlmt(EA,HD)

es cerrada y Dim(gq.IH) es un monomorfismo, cualquiera gque sea el D-semimd-

dulo H_.

D
(b) Sea:
1 1
A —2o 4 A_ A
113 ls Jt
g —4. ¢ LA

un diagrama conmutativo de homomorfismos f. de semianillos SAH-SA6; si la su-

cesidén de dimorfismos de semimddulos

es exacta, entonces la sucesidén de homomorfismos de No—semimédulos:

Dim(Ig,gq) Dim(I_,h )
q . E’r .
Dlms(EA,GC) _— - Dlmt(EA’HD)

(4) 0~ Dlmp(BA,FB)

es cerrada yﬁDim(IE,gq) es monomorfismo, cualquiera que sea el A-semimddulo EA'

Para mostrar el enunciado (a) basta tener en cuenta que si (1) es

exacta, entonces su sucesidén homdloga 2, (iii):

es exacta, segin 2 (iv), por ser epimorfismos las primeras componentes de los
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dimorf::mos dados, se puede identificar:

. - v U _ ,
Dlmr(GC’HD) HomA(GA,HA), etc.-ver 2.)(1),

]

Dlm(gq,IH) Hom(gA,lHA), etc. y 1) (viii)

De §12, 4 (i), resulta el enunciado. (b) se muestra de igual modo.

7). Semimddulo dual-p de E

A

Sea EA un A-semimddulo a la izquierda, p:.A -+ B un homomorfismo

fuerte de semianillos SA4-SA6, y sea BB el B-semimddulo B a la izquierda.
Sabemos que Dimp(EA,BB) es, respecto de la adicidn de dimorfismos, un No-se-

mimddulo, definamos:

(1.e) ¥ fp € Dlmp(EA,BB), ¥Vbe B (fp)b = (fb)p

siendo:
fb(x) = f(x)b , ¥ x ¢ E

(1.e) es una ley de composicidn externa de Dimp(E FB) sobre B, pﬁesto que

A’
el par (p,fb) es compatible. Se comprueba sin dificultad que:

(1) Dimp(EA,BB) es, respecto a (a.d) y (l.e), un B-semimddulo a la

derecha).

Sea EA un A-semimddulo a la izquierda y sea P una congruencia en el
semianillo A, p: A > A/P el homomorfismo candnico; en virtud de 7 (i),
Dim(EA, (A/PQA/P)).eS un (A/P)-semimddulo a la derecha; por consiguiente,
Dlp(EA) = px(Dlmp(EA’(A/P)(A/P))) es un A-semimddulo a la derecha, que llama-

mos semimbdulo dual-p de E

Al
Existe, evidentemente, una biyeccidn entre las congruencias P en A

y los semimddulos duales-p de EA, En esta biyeccidn a la congruencia idéntica
en A, le corresponde el semimddulo dual-lA‘de EA’ esto es, el semimddulo dual

"ordinario' de EA, tratado ya en un parédgrafo anterior.

(ii) Si x,y ¢ E,, x',y' € D1 (E,), a € A, y denominamos x'(x)=<x,x'> ,
—_ A p A

se cumple:
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1. <x+y, x'> = <x,x"> + <y,x'>
2, <x, X' + y'> = <xx,x'"> + <x,y'>
3. <ax, x'> = p(a) <x,x'>

4, <x, x'a> = <x,x'> p(a)

Nota: Dimorfismos de mddulos

Dado un dimorfismo de semimddulos fp : EA + F_, si Ay B son ani-

B’
A FB son respectivamente
un A-mddulo y un B-mddulo, y fp es un dimorfismo de mddulos. Cuanto hemos

llos, entonces p es un homomorfismo de anillos, E

obtenido es valido, por consiguiente, para los dimorfismos de mddulos; en
dicho caso partiéulap, Dimp(EA,FB) es un Z-mddulo (Z, anillo de los ente-
ros) y el functor Dimp(EA,FB) pasa de la categoria {mddulos sobre anillos,
dimorfismos} a la categoria {grupos abelianos, homomorfismos} con las mis-
mas propiedades que en 5). Las proposiciones relativas a sucesiones expues-
tas en 6). siguen siendo vélidas, con la variante de que ahora (2) y (&)
son sucesiones cerradas, es decir, exactas de homomorfismos de Z-mddulos.
Por fin, si EA es un mddulo sobre el anillo A a la izquierda, entonces

Dlp(EA) es un A-mddulo a la derecha, y cuanto se ha enunciado en 7) permane-

ce vdlido en este caso particular.



§ 15, MULTISEMIMODULO

En este pardgrafo nos limitaremos a exponer las definiciones y
enunciados. de que haremos uso posterior; la deduccidn de dichas propie-

dades no ofrece dificultad.

Sea (E,+) un semigrupo abeliano con neutro y sean LA: AxE > E

LB : BXE » E dos leyes de composicidn externa definidas en (E,+) sobre los
semianillos A,B, de modo que (E,+,LA) es un A-semimddulo y (E,+,LB) es un
B-semimbdulo. Diremos que las dos estructuras, de A-semimddulo y de B-semi-

mddulo, definidas sobre E son compatibles, si se cumple:
(&) LA(a,LB(b,x)) = LB(b,LA(a,x)) , ¥a €A, ¥be B, ¥ xe¢ E

Pueden presentarse varios casos, segln que (E,+,LA), (E,+,LB) sean
i) semimddulos a la izquierda, ii) semimddulos a la derecha iii) uno, por
ejemplo, el primero, semimddulo a la izquierda, y el otro a la derecha; en
cada uno de estos casos, la condicidn de compatibilidad (&) toma, de acuer-

do con la notacidn mas frecuentemente empleada hasta aqui, la forma:

i) a(bx)

=b(ax) ,¥Vac A, Vbe B, ¥Vxe E
ii) (xb)a = (xa)b , idem
iii) a(xb) = (ax)b , idem
Sean A = (Ar)r ¢ R B = (Bs)s ¢ g dos familias de semianillos que

cumplen SA4-SA6; se dird que E es un ((Ar)r ¢ R (Bs)s c S) multisemimddulo

(o, ma3s brevemente, un (A;B8)-multisemimddulo), si E estd dotado

¥ r ¢ R de una estructura de Ar-semimédulo a la izquierda,

¥ s € S de una estructura de Bs—semimédulo a la derecha,

todas ellas con la misma ley interna, siendo estas estructuras dos a dos

compatibles,

Llamaremos a E A-multisemimddulo a la izquierda (B-multisemimddulo
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a la derecha) en el caso de que la familia B sea vacla (A = @, respectivamen-
te). Denominamos a E (A;B)-bisemimddulo, (A,B)-bisemimédulo a la izquierda)

en el caso de que A = (A), B = (B) (A = (A,B), B = @ respectivamente).

re R B = (BS)S < s dos familias de semianillos SAY-

SA6, y sean E, F dos (A,B)-multisemimddulos, se dird que f: E > F es un (A, B

Sean A = (Ar)

homomorfismo si:

Vre R, fes un Ar-homomorfismo de E en F,

Vs ¢S, fes un Bs-homomorfismo de E en F

Entendemos que R es una congruencia en el (A;8)-multisemimddulo E,
si R es una relacidn de equivalencia en E compatible con la adicidén y con to-*
das las leyes externas definidas en E. De un modo evidente se pueden definir
también en los multisemimddulos los conceptos de congruencia normal, anormal,
reductiva, de Rees, etc., siendo para ellos validas las proposiciones estable-
cidas en §3. Se dird que M es un submultisemimddulo (cerrado) de (A;B)-multi-
semimodulo E si M es subsemigrupo (cerrado) de E, estable respecto de todas
las leyes externas definidas en E. Si f es un (A;B)-homomorfismo de E en F,
y F es la congruencia asociada por f en E, entonces Kerf es submultisemimddu-
lo cerrado de E, Imf es submultisemimddulo de F, E/Kerf, E/F son (A;B)-multi-
semimddulos, existe un epimorfismo reducido E/Kerf » E/F, y un isomorfismo
E/F > Imf de multisemimédulos. La condicidn necesaria y suficiente para que
E/Kerf = E/F es que f sea (A;B)-homomorfismo normal. El conjunto (A;8)-Hom(E,F
de todos los (A;B)-homomorfismos de E en F, dotado de la ley "adicidn de homo-

morfismos', es un No~semim6dulo.

Cuanto se ha dicho en los pardgrafos dedicados a producto directo y
suma directa de semimdédulos permanece valido para los multisemimddulos: si
(Ei)i ¢ 1 €S una familia de (A;B)-multisemimddulos, entonces tanﬁo ir271 Ei
como @ E;son (A,B8)-multisemimddulos; si f,+ E; > F, es una familia de (A;3)

i€
—homo%orf%smos, entonces tanto irzﬂl fi como Gfison (A;B)-homomorfismos, etc
‘ iel

Sean A,B,L,M,N,P, familias de semianillos SA4-SA6, si E es un
(A,L;8,M )-multisemimddulo y F es un (A,N;B,P ) multisemimddulo, entonces
(A;B)-Hom(E,f) posee estructura de (M,N;L,P )-multisemimddulo. Si f:E -+ F
es un (A,L3;B,M )-homomorfismo y h: G - H es un (A,N;8,P )-homomorfismo, enton-

ces:
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Hom(f,h)g = hgf , ¥ g e (A;B)-Hom(F,G)
Hom(f,h) : (A;B)-Hom(F,G) » (A;3)-Hom(E,H)

es un (A;R)-homomorfismo.

Dado el (C;D)-multisemimédulo E, C = (Cr)r ¢ R

V= (Ds)s €5

r
¥ s ¢ S, las estructuras de semimddulos pr(E), qq (E) definidas sobre E,

y los homomorfismos fuertes de semianillos pr:Ar +C , qs:BS-+ Ds’ ¥ reR

VrecR, ¥sec S, (vBase §14) son también compatibles dos a dos, por lo que
podemos considerar a E como un (A,B)-multisemimddulo, A = (A )

= (BS) (q )

r ¢ R’

que llamaremos asociado a E y a (pr)r ¢ R

s ¢S’ s e S’
Dados P qS,A,B,C,D, con el mismo significado de antes, un (A33)-
multisemimddulo E, un (C;p)-multisemimddulo F, un No-homomorfismo f: E+ F,

decimos que f(p . q) es un multimorfismo de E en F si y sdlo si:
r’ “s

f(arx) = pr(ar)f(x) , ¥ x ¢ E, ¥ a, e AP, ¥reR

f(xbs) = f(x)qs(bs) s ¥X<CE, Vb e B,Vsecs

La teoria expuesta acerca de dimorfismos de semimddulos se extiende sin

dificultad a multimorfismos de multisemimddulos.
Nota.

1) Cualquier semianillo A que verifique SA4-SA6, puede ser conside-
rado como un (A,A)-bisemimédulo, ya que posee estructuras de A-semimbdulo a
la izquierda, Ai’ de A-semimddulo a la derechaAAd, y ambas son compatibles:

¥ a,b,c, ¢ A, a(cb) = (ac)b; asi considerado, denotamos a A: iAd' Un sub-bi-~

semimédulo (cerrado) de iAd es un ideal bildtero (cerrado) de A, y reciproca-

mente; una congruencia de bisemimddulo en iAd €s, a su vez, una congruencia

de semianillo en A, y reciprocamente; un homomorfismo fuerte p: A » B de se-

mianillos SA4-SA6, es, a su vez, un multimorfismo p(p lo cual nos

,P)ldld,
_indica que el estudio de los semianillos queda reducido al de los multisemi-

médulos. Asi pues, definidos los conceptos de congruencia (homomorfismo) nor-
mal, anormal, reductiva, de Rees, etc. de un modo apropiado en semianillos,
cuanto hemos obtenido en §3 es aplicable a semianillos sin m@s que sustituir
los términos "semimddulo", "subsemimddulos' '"subsemimédulo cérrado", "semimb-
dulo cociente'", etc. por semianillo", "ideal bildtero'", "ideal bildtero cerra-

do" (=ideal distinguido), '"semianillo cociente', respectivamente.



§ lo. PRODUCTO TENSORIAL

Sean E y F semimddulos a la derecha y a la izquierda, respectiva-
mente, sobre el semianillo A, no necesariamente conmutativo. Consideremos
el No—semimédulo libre C = NO(EXF) cuyos elementos son las combinaciones
lineales formales de elementos de ExF con coeficientes de No (véase §10,9).

ExF designard al producto directo de los conjuntos E,F.

~ Definimos una relacidn binaria entre elementos de la base de C, de

-este modo:

P, (xl +‘x2,y)r«xl,y) + (xz,y)) , ¥ X, 5%, € E, ¥VycF
P, : (x,yl + yQ)P«x,yl) + (x,y2)) s ¥x¢ E, ¥ Yi» Yo € F
P3 : (xa,y)r(x,ay) s, ¥x€¢E, ¥ye F, VacaA

Sea R(r) la congruencia en C engendrada por la relacidén '"r" defini-

da esta Gltima mediante Pl,P2P3. Sabemos que (ver §3,24) R(r) es la minima
P_P
R .

congruencia en C que satisface Pl 23

Definiciones

Se llamara producto tensorial del A-semimddulo a la derecha E por

el A-semimddulo a la izquierda F, que denotaremos E QAF, al No-semimédulo co-
ciente C/R(r).

Sea ¢: C » C/R(r) el homomorfismo candnico, llamaremos a c((x,y)),

x'e E, y ¢ F, producto tensorial de x por y, escribiendo "x f2y".

1) Resultan inmediatas las propiedades siguientes:

(1):(xl+x2)ﬁy X) Yt X BY 5 ¥ X 5%, ¢ E, ¥yeF

(ii) : x @ (yl + y2) =xQy, txay,

(iii) : Xa Ry =x8 ay
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(iv) : o@y:o@.c=0€C/R(r)svy,(VF

(v) : nxQ@y=n(xy)= x8@ny, ¥n ¢ N0
Mostremos (nicamente (iv),; de
oRy=x0Ry =x88o0oy=x80,¥yeclP, ¥xc¢cE

se deduce:

0y +x8Qz=xRo0+xQ@z=%x882z,¥x¢c¢E, ¥2¢cTF

como x z, ¥ x € E, ¥ z ¢ F, es sistema de generadores de E QAF, la Qiti-

ma igualdad indica que o @ y es el elemento neutro de C/R(r) = E & F, c.q.d.

A

2) Aplicaciones biaditivas, aplicaciones tensas.

Sean E,F A-semimddulos a la derecha y a la izquierda, respectivamen-

te, sea S un No—semimédulo, decimos que la aplicacidn b: ExXF -+ S es biaditiva

o No—bilineal si y sdlo si b satisface:

B, : b(x

1 + x2,y) = b(xl,y) + b(x2,y) , ¥ x

1 12 x2.e E, ¥Vy ¢F

By + b(x,y; ty,) = bx,yy) + b(x,y,) , ¥xeE , ¥Vy,,y,€F

Decimos que la aplicacidn t: ExF -+ S es tensa si y solo si t cumple

'I‘l y T2:

T, : t es biaditiva,

T, : t(xa,y) = t(x,ay) , Vxe¢E, ¥yeF, ¥Vaceah

Sabemos ya que el conjunto de todas las aplicaciones de ExF en S,
dotado de la ley "adicidén de aplicaciones", es ‘un No—semimédulo, al que hemos
llamado Apl(ExF,S) = SEXF. Sean-Api:b(ExF,S), Apl—t(ExF,S) los conjuntos de to-
das las aplicaciones biaditivas, tensas, respectivamente, de ExF en S; se ve-

rifica:
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2) (i) Apl-b(ExF,S) es subsemimddulo de Apl(ExF,S), y a su vez
Apl-t(ExF,S) es subsemimddulo de Apl-b(ExF,S).

En efecto, si bl,b2 ¢ Apl-b(ExF,S) (tl,t2

b. + b2 (tl + t2) satisface también las condiciones B

1
bl + b, ¢ Apl-b(ExF,S) (tl+ ¢ Apl-t(ExF,S)).

€ Apl-t(ExF,S)), entonces

,B (Tl’TQ)’ esto es,

1°72

2 )

3). Un Egéblema de aplicacidn universal

Definicidn: Llamaremos p a la aplicacidon definida de este modo:

p: Exf = E QA F

(x,y) > xQy , ¥x ¢E, ¥yecrF

la cual, evidentemente, pertenece a Apl-t(ExF,E ® F), aplicacidn tensa cand-

nica de ExF en E QAF.

A

Mostramos a continuacidn que el par (E 8 F, p) es solucién de un pro-

A
blema de aplicacidn universal.

Designe C(@,M) la categoria de los {No—semimédulos, homomorfismos,}

se verifica:

3) (1)
¥ Se O, ¥s ¢ Hom(E QAF,S) , 3' fe Apl~t(ExF,é) / £ = sp
reciprocamente (ii):
¥ Se 0, ¥V fec Apl-t(ExF,S) , 3' s ¢ Hom(E QAF,S) / £ = sp

En la proposicidn anteriormente enunciada, el simbolo 4' significa

"existe un {nico’ ..."

Desmostracidn, (i): el producto de dos aplicaciones p,s es una Unica

,T.:

aplicacidén f = sp, la cual ExF > S, cumple Tl 2

sp(x) + %,5¥) = s(p(x,¥) + p(x,,¥)) = sp(x,y) + sp(X,,y), ete.

(ii): Por ser ExF base de C = NgEXFz podemos extender la aplicacidn
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tensa dada f: ExXF » S a un Unico homomorfismo g: C -+ S tal que g/ExF = f (es-
to es, tal que f = gm, siendo m la inmersién de ExF en C) (véase, §10,1) y 6),
Sea G la congruencia asociada a g en C; G satisface Pl’Pz’PS’ de donde,R(r)cG
En virtud del teorema del homomorfismo inducido (§3, 16), existe un finico ho-
momorfismo s: E @Af +> S, tal qué g = sc; por consiguiente, g/ExF = sc/ExP, es-
to es, £ = sp, c.q.d.

Consecuencias inmediatas de las proposiciones 3 (i) y (ii) son las

siguientes:

3) (iii) La aplicacidn

B: HomN (E &A F,S) -~ Apl-t(ExF,S)
o

s » f

de modo que f = sp, es, cualquiera que sea el N -semimddulo S, un

A"

de No-semimédulos. /f_‘

En particular,

(iv) La aplicacidn

N

g: End, (E QAF) + Apl-t(ExF, E QAF)
(o]

establecida de igual manera que en 3 (iii), es un isomorfismo de No—semimédu—

los.

Podemos establecer entre los elementos de Apl(E,F), siendo E,F dos
conjuntos cualesquiera, una relacién de orden (parcial) de este modo: Sean

p.q ¢ Apl(E,F) y sean P,Q las relaciones de equivalencia asociadas a p,q en E
(or) psq <==>PcQ

En virtud .de (iv), se cumple:

(v) La aplicacidn tensa candnica p: ExF - E QAF es el elemento mi-

nimo, respecto al orden (Or), en Apl-t(ExF, E QAP).

Otra consecuencia interesante de 3 (i) y (ii) es ésta:

3) (vi) Designe p: ExF » E @AF la aplicacidn tensa candnica; Si se

cumple:
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]

H es un No—semimédulo

2. n € Apl-t(ExF,H)

3. H = L(h(ExF)) .

4. Para todo N_-semimddulo S y toda f ¢ Apl-t(ExF,S) existe un

s ¢ Homg (H,S) tal que f = sh, entonces, existe un isomorfismo finico h' de

E @AF soBre H que cumple h = h'p.

Demostracidn de 3) (vi):

QAF

ExXF —2f—e E

\ Y

, \Hf'
S

En virtud de 3) (ii) 3' h' ¢ Hom(E @AF,H) tal que h = h'p
d" £' ¢ Hom(E @AF,S) tal que £ = f'p, ¥ £ ¢ Apl-t(ExF,S); segln la hipdte-
sis 4: f = sh, de donde, £ = sh'p = f'p;, y en virtud de la unicidad expre-

sada en 3 (ii), se obtiene: sh' = f' (1).

Si H',F'designan las congruencias asociadas a h', f' en E @AF, de la

igualdad (1) se deduce: H'c F!' (2).

Al recorrer f todo Apl-t(ExXF,S), recorre f' todo Hom(E @A F,S) (se-
gin, 3(iii)),siendo S un No—semim6dulo arbitrario, por tanto F' recorre todas
las congruencias en E @AF; segln (2), H' es la minima congruencia en E @AF, |

esto es, es la congruencia idéntica, por consiguiente h' es un monomorfismo.

De la hipdtesis 3., juntamente con la ya obtenida igualdad h = h'p, se des-

prende que h' es un epimorfismo, c.q.d.

4). Conmutatividad del producto tensorial. -

Si A es un semianillo SA4-SA6 y AO consta de los mismos elementos y
la misma ley aditiva que A y estd@ dotado de la ley multiplicativa '"ab en Ao =
en A", entonces AO es también un semianillo SA4-SA6, que llamamos ''opuesto'' de
A. Analogamente si E es un A-semimddulo a la derecha y Bo consta de los mismos
elementos y la misma ley interna que E y estd dotado de la ley externa a ¢ Ao’
x ¢ E_, 'ax en EO = xa en E", entonces EO es un Ao-semimédulo a la izquierda,

que llamamos ''opuesto' del E.

Sean E(F) un A-semimddulo a la derecha (a la izquierda), AO el se-
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mianillo opuesto de A, E s (FO) el semimddulo opuesto de E (F),.

4) Existe un Gnico isomorfismo

q:E@F—rFOQ

A A Eo
o

tal que: X R@y->yf&x,¥xeE, ¥yebl

En efecto, basta comprobar que se cumplen las cuatro hipdtesis de
3). (vi).

5) Producto tensorial de homomorfismos

Sean e: E» E', f: F > F' nomomorfismos de A-semimddulos a la de-

recha y a la izquierda, respectivamente, La aplicacidn:

t : ExF > E' QAF'

(x,y) »ex8 fy, ¥xe¢ E, ¥y e F

es tensa. En virtud de 3) (ii) existe un nico homomorfismo h: E @AF *-E‘QAF'
tal que t = hp, es decir, tal Que:

h(x® y) =exg@ fy , ¥x€¢E , ¥ycTF
Definicidn
Llamamos al homomorfismo h producto tensorial de los homomorfismos

e,f, y escribimos h = e g £, de modo que:

h(xgy)=(e @f)xQy) = ex g fy

5) (i) La aplicacidn:

1 ]
HomA(E,E )xHomA(F,F ) -+ HomNO(E QAF, E' QAF')

(e,f) + e @f

es biaditiva, ya que:
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S ,?) 8 f)(xQ y) = (el + e2)(x) R f(y) = (elx + e2x) R fy =

= ex 8 fy + e, 8 fy = (el g £ + e, g f)(x 8 y)

analogamente:

e R (fl + f2)'= e R fl + e R f2

Haciendo, pues, de nuevo uso de la proposicidn 3 (ii), resulta:

5) (ii) Existe un homomorfismo:

' . 1] 1 ] !
y ot HomA(B,E ) QNO HomA(F,F ) > HomNo (E a, F, E QAF )

tal que, 8 = yp' (p' aplicacidn tensa candnica correspondiente).

Mediante el homomorfismo y a cada elemento e & f del producto tenso-
rial de los No—semimédulos HpmA(E,B'), HomA(F,F'), le corresponde el homomor--

fismo producto h = e & f : E @AF > B! QAF' de los homomorfismos e,f.

Sean:

e e' f !
E->-E'> E'" ,F~>F' i F'

dos sucesiones de homomorfismos de A-semimddulos, a la derecha y a la izquier-

da, respectivamente. Se verifica:

5) (iii) '
(ehe) & (£'F) = (e' B £')(e @ )
ya que:

((e'e) @ (£'E)) (xR y) = e'e(x) g £'f(y) = (e' 8 £')(ex Rfy) =

=(e'@ f')(e g fX(xpy) ,¥xe€E, ¥yecTF
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6). Cambio del semianillo

Sea p: A » B un homomorfismo fuerte de semianillos SA4-SA6, sea E(F)

un B-semimdédulo a la derecha (a la izquierda)

6). (i) Existe un Gnico epimorfismo de No-semimédulos

'

¢ i p(E)R, p (F) »Ea@F

tal que: xR y>x8y,¥xeE, ¥yeTF

En efecto, la aplicacidn:
|l‘-
f: px(E) X px(F) + E QBF

(XQY) > X8 y

es tensa, y en virtud de 3) (ii), existe un Gnico homomorfismo ¢ de modo que

f = ¢p' (p', aplicacién tensa candnica px(E) X px(F) -+ p(E) QApx(F)).
Definicidn:

Sea E un A-semimddulo a la izquierda (o a la derecha), definimos

una relacién binaria entre elementos del semianillo A, de este modo:
¥ a, be A, a be <==> ax = bx, ¥ x ¢ E

Se verifica:

(iii) Xp €s_una congruencia en el semianillo A, a la que denomina-

mos '"congruencia en A determinada por la ley externa de E".

Es facil comprobar que Xg €S una relacidn de equivalencia en A com-

patible con la adicidn y la multiplicacidn en A.

Si k: A > A/xE designa el homomorfismo natural de semianillos, enton-

ces Kerk = clase cero de Xg = An(E), ya que a Kerk <==> a XgO <7=> ax=ox=0,

¥ x ¢ E <==> a ¢ An(E). Obsérvese que Xg puede ser una congruencia no normal
en A, y, por lo tanto A/xE # A/Kerk (en tal caso, existe un epimorfismo reduc-
tivo A/Kerk - A/XB).

Diremos que un A-semimédulo a la izquierda (o a la derecha) E es re-
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ducido. si s2 cumple ¥ a,b € A, a # b, Ju € E/ au # bu. Es inmediato que
CLeno fecenlodulo reducido es fiel'" y que la proposicidn reciproca de ésta

no es incondicionalmente verdadera. De lo anteriormente expuesto se deduce:

6) (iii) Todo A-semimbdulo E puede ser considerado (de un modo cand-

nico) como un A/XE—semimédulo reducido con la ley externa:

k(a)x = ax , ¥a € A, ¥ x € E; k, homom. natural A - A/XE

siendo XE la congruencia en A determinada por la ley externa de E. E, asi

considerado es A/XE—semimédulo fiel.

Si P es una congruencia en A contenida en Xp > también se puede consi

derar a E como un A/P-semimddulo, que, en general, no es reducido.

Sean Xp> Xp las congruencias en A determinadas por las leyes externa

de los A-semimédulos a derecha e izquierda E y F. Designe y = XE U Xg la

unidn o cerradura transitiva de ambas congruencias. Se verifica:

6) (iv) Si a, b € A, a x b, entonces:
xay=x8by ,¥xeE, VyeTF

Sabemos (§3) que x es una congruencia en A que, por definicidn,

ayb <==>Eﬂ(ao, ays sees an) € A/ a; ) xp 2, ¥1ic¢ [1,n]

oV
]

aj = a, a = b,n > 1 siendo I = E
Supongamos, para abreviar, que:

ax b <==> (ao,al,aQ) € A, / a, Xp 3 > 3 Xp 3

a =a, a, = b

o 2

a, <==> xaO = xa, , ¥xXx¢E
3y Xp @y <FF> A)¥ T ayy ¥yecF

dée donde:
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= 2 = Q-
xa Ry xa, &y , x f a;y = x8ay

como xa, & y

1 x 8 ay» de estas Ultimas igualdades resulta el enunciado.

Sea P una congruencia arbitraria en el semianillo A, PeK(A); consi-
N (ExF)
o

deremos en C la relacidn binaria r, que queda definida por Pl’P

P

(véase al principio de este paragrafo) y Pé (en lugar de PS)’ siendo:

2

Pé : (xa,y)r (x,by) , ¥ x € E, ¥y €¢F, ¥Va,b ¢ A/ azb (méd p)

Obsérvese que la relacidn '"r'" -definida al comienzo del presente pa-

ragrafo- es precisamente r., , J, congruencia idéntica en A; evidentemente,

J
R(r) Q;R(rp) , ¥ P e K(A), ya que r g_rp. Sin embargo, en virtud de la pro-

posicidn 6(iv) se puede afirmar:
6)(v) R(rp) = R(r) , ¥ PeKA) /P C Xg VU Xp

Por otra parte, caso de que P ¢ K(A), P S xg N XF’ tiene sentido ha-
blar de los A/P-semimddulos .E y F (6)(iii), y entonces, en virtud de 6 (v),

se puede enunciar.

6)(vi) Sea Xp (XF) la congruencia en A determinada por la ley exter-

na del A-semimddulo E (F) a la derecha (a la izquierda). Si P es congruencia en

A tal que P ¢ x, n xp» entonces el epimorfismo ¢ establecido en 6 (i):

6 EgyF>Eay, T

es la identidad.

En particular, si p es un ideal distinguido (ideal bilitero cerrado)

pr Kp i A2 A/XE, kF: A+ A/X
turales, entonces también es ¢35 ¢ : E QAF -+ E @A

7) Producto tensorial de dimorfismos

de A tal que p g;KerkE N Kerk o homomorfismos na-
F la identidad.
/D

En este nlmero 7 usaremos las mismas notaciones que en el paragra-
fo dedicado a dimorfismos. Sean p : A - B un homomorfismo fuerte de semiani-

llos SAL-SA6, E EX un A-semimddulo, un B-semimédulo a la derecha; F i

A’ 7B A’ "B
un A-, un B-semimddulo a la izquierda.;
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ngigécién:

" ) . L ..
Dados ep € DlmpFEA,EB) . fp € Dlmp(FA,FB), definimos:

e @ f = ¢.(eq f)
p D ,

siendo:

% ' %
e : EA > p*(EB) , f: FA -+ p*(FB)

los A-homomorfismos correspondientes a los dimorfismos dados (814,2)(i).

e @ f el producto tensorial de los homomorfismos e,f (5).

¢ el epimorfismo establecido en la proposicidén 6 (i).

AsI pues, e @8 f es un homomorfismo de No—semimédulos:

% B3 3
ep ) fp : EA @AFA - EB QBFB , ¥ ep € Dlmp‘EA, EB)

)

¥ fp € Dlmp(FA, FB)

De un modo similar al efectuado en 5 (i), se puede comprobar que;

7) (i) La aplicacidn

v o % % %
g' Dlmp(EA,EB) X Dlmp(FA,FB) > HomNo (EA QAFA’ BB QBFB)

(e f)->e 8QF
p’p) p P

es biaditiva.

Consecuencia, pues de 7 (i) y 3 (ii) es que:

7)(ii) Existe un homomorfismo de“No—semimédulos:

v . . % . . & % %
y'o: Dlmp(BA,BB) QNO Dlmp(FA,FB) > HomNo (EA @AFA, EB eBFB)

tal que B' = y' p', siendo p' la aplicacidn tensa candnica:
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ulmp(EA,EB) X Dlmp(FA,FB) > Dlmp(EA,EB) @No Dlmp(FA,FB)

8) Producto tensorial de productos directos y sumas directas de se-

mimddulos.

Creemos que el presente pariagrafo §16 admite un desarrollo més lar-
go y detallado del que hemos efectuado; sin embargo, dejamos ese menester
para otra ocasidn, contentdndonos aqui con seflalar ~lgunos conceptos basicos

relativos al producto tensorial de semimddulos.

Enunciamos a continuacidn unas proposiciones que seran de utilidad

en las demostraciones del prdximo pardgrafo.

8) Sea (Ei)i ¢ I

una familia de A-semimddulo a la izquierda;

una familia de A-semimddulos a la derecha, (P.)jeJ

(i) existe un homomorfismo de No-semimédulos:

g: (1 ENg, (1 F.)-> /M (E. @,F.)
ier A S ey I e g AT
tal que:
g((xi) o) (yj)) = (xi Q yj)
(ii) existe un isomorfismo de No—semimédulos:
h: (e E.)e( & F.)~> ® (E. &, F.)
ie1 A5 g T (4,9) € Ixg A
tal que:

h((xi) ) (yj)) = (xi ) yj)
(iii) Si fi : Bi > Ei (i ¢ 1), gj : Fj > F% (§ ¢ J)

son familias de homomorfismos de A-semimbdulos a la derecha y a la izquierda,

respectivamente, entonces el diagrama:
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h
(& £)a ( & F.) e (E. ®,F.)
terd A 5oy 3T gy e 2B
(& £.)8(8g.) o(f, 8g.)
1 ( g:] 1 g]
h'
( & ENA( @ F— ® (E! @,F!)
ie1? jeg (i,5) € Ixd J

es conmutativo.

Demostracidn (i): la aplicacidn t de (r”ﬁEi) x (FTFj)»enrﬂ(Ei &AFj)
tal que t((xi),(yj)) = (xi R yj) es tensa, como facilmente se comprueba; en

virtud de 3 (ii), existe un homomorfismo g que cumple los requisitos del enun

ciado.
(ii) Denominemos, para abreviar, E® =r7Ei s F :erj’ E= @ Ei ,
r=er.,T= [ 1(E, 2F.), W=6(E, g F.). Llamemos e: E » E , £:F - F#
3 (i,5) i A3 i %A ]

a las inmersiones de E (subsemimddulo de E*) en E* y de F en F*; sea g el hom
morfismo establecido en la proposicidn precedente;h = g(e & f) es un homomor-
fismo de E @AF en T tal que h((xi) 9 (yj)) = (xi R yj); por ser las familias
(xi), (yj) de soporte finito, también lo es la familia (xi Q yj), esto es,

Im h € W, por ende, podemos decir que existe un homomorfismo h: E QAF > W,

que verifica la propiedad del enunciado.

Mostremos que h es un isomorfismo. Sean inyi: Ei + E, inyj ¢ F. > F
las inyecciones candnicas correspondientes, designe kij = inyi 8 inyj
Ei QAFj - E QAP;"segﬁn la proposicidn §8,1), queda determinado mediante la fa-
milia (kij) un homomorfismo k: W + E @AF (k = (iéj) kij).

Es inmediato comprobar que:

kh((xi) ) (yj)) k((xi 2] yj)) (xi) ) (yj)

hk((xi f y.))

3 h((xi) 2] (yj))

(xi o) yj)

Como estas igualdades son validas para un sistema de generadores de
E @AF, y un sistema de generadores de W, respectivamente, se puede afirmar

kh = lB @A F,hk = lw)

ciproco del otro.

lo que significa que h y k son isomorfismos,el uno re-

(iii) La conmutatividad del diagrama expresado en (iii) es de comprob

cidén inmediata.



§ 17. DESCOMPOSICIONES IRREDUCIBLES

Definiciones

1) E,A-semimddulo indescomponible <==> a) E # O, y b) E no admi-

te ningln sumando directo distinto de O y de E.

II1) Designamos, segln hemos hecho ya en parigrafos ahteriores, por
Z(E) el conjunto de todos los elementos simetrizables del A-semimddulo E, es-
to es, de todos los elementos de E que poseen opuesto respecto al "o" en E.
Z(E) es un A-sa-mddulo, el midximo contenido en E. An&logamente, 6(A) designa-
rad el conjunto de todos los elementos del semianillo A simerizables (+) en
A, el cual, dotado de las leyes inducidas por A, es el maximo ideal fuerte

bilitero de A.

]
o

A, semianillo sin opuestos <==> O(A)

E, semimddulo sin opuestos <==> Z(E)

III) En §10 se ha definido familia n-ligada (c-ligada) de un A-se-
mimddulo E; diremos que X ¢ E es elemento de n-torsidn de E (c-torsién de E)

si {x} es familia n-ligada (c-ligada) de E.

E,A-semimbdulo libre de n-torsidn <==> Toda familia de E que no con-
tenga al "o es libre & c-ligada <==> No existe en E una familia que no con-

tenga al "o" y sea n-ligada.

IV) E = ® Ei’ descomposicidn irreducible del A-semimddulo E
iel .
<==> ¥ i ¢ I, Ei es subsemimddulo indescomponible de E.

1) Sea E un A-semimédulo; se cumple:

7(E) = 0 ==> 8(A)  An(E)

En efecto, mostremos 6(A) gﬁAn(B) ==> Z(E) # 0. Sea T = 6(A) N An(E)
y sea b ¢ 8(A)-T D @; entonces b # o, b £ An(E), por lo que existe un x ¢ E
tal que bx # o; también existe un b' ¢ 6(A) tal que b + b' = 0; de donde,
(b + b'")x = o esto es, bx # o, bx ¢ Z(E), c.q.d.
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La proposicidn reciproca de la 1 no es, en general, verdadera, como
lo prueba este ejemplo: sea Rz la congruencia en el semigrupo No establecida
en la nota final del paragrafo §11, S = NO/RE , (p >1), es un No-semimédu-
lo (grupo mondgeno ciclico de orden p) cuyo anulador An(S) = (p) es el ideal
bilatero de N, engendrado por p. G(NO) = 0 € An(S) = (p) y, sin embargo,
Z(S) = S # 0.

De la proposicidén 1) resulta, teniendo en cuenta las definiciones da-

das en §16,6) y la proposicidn §16,6) (iii):

1) (i) Sea E un A-semimddulo, Xg la congruencia en A determinada por

la ley externa de E, entonces:

Z(E) = 0 ==> 0(A/xg) = O

2) La fdérmula Z(E/Z(E)) = O es valida para todo A-semimddulo E.

Z(E) es subsemimédulo cerrado de E que satisface x+y ¢ Z(E) ==> x,

y € Z(E) (1); en efecto, sea x +y = z € Z(E), sumando a los dos miembros el

opuesto z' de z, se obtiene x +y + z' o, X, y € Z(E).

Por tanto, X, ¥ ¢ E/Z(E), X +y = X + y = © ==> xty ¢ Z(E) ==>
6 ==> Z(E/Z(E)) = O.

n
i

X,y ¢ Z(E) ==> X = § =

De 1) y 2) se obtiene, sin mas,

2)(ii) Q(A/XB/Z(E)) = 0, cualguiera que sea el A-semimddulo E.

También es valida la fdérmula Z(E/R) = 0, para toda congruencia R en

el A-semimddulo E que tenga por clase cero a Z(E).
Se verifica la equivalencia

3). E, A-semimddulo libre de n-torsién <==> Z(E) = 0, y ninglin ele-

mento de E (salvo el ‘"o'") es de n-torsidn.

Mostremos ==> ; si toda familia de E que no contenga al "o'" es libre
o c~ligada, entonces no existe ninglin elemento x ¢ E, X # 0 que posea opuesto
x' € E, pues si existiera, la familia {x,x'} seria n-ligada; tampoco existe
en E ningln elemento x # o que sea de n-torsidn, puesto que si existiese, la

familia {x} seria n-ligada.

D == .
Probemos <== sea (x.).
? i1 ¢ I

que no contiene al "o'", y supongamos I a;x; = 0, a, ¢ Aj por ser Z(E) = 0, de

la anterior igualdad se deduce a;x, =0, V 1€I; como no existe en E ningln ele-

familia de elementos de E no vacia y

.
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mento de n-torsidn # o, y X # o, ¥1 ¢ I, se deduce a; = o, ¥ ie€elI, esto

es, la familia dada no es n-ligada, E es libre de n-torsidn, c.q.d.

A continuacidén estudiamos un tema que consideramos central en esta
teoria: existencia y unicidad de las descomposiciones irreducibles de los
A-semimddulos. Analizamos, en primer lugar, bajo que condiciones la descom-
posicidn irreducible de un A-semimddulo es Gnica, supuesta su existencia; pos-
teriormente discutimos dicha existencia. Una vez probadas la unicidad y exis-
tencia, pasamos a definir '"descomposicidn candnica' de ciertos semimddulos, lo

que permite deducir una serie de teoremas.

5) Sean E y F A-semimdédulos tales que Z(E) = Z(F) = 0, y sean

® E., ® F. descomposiciénés irreducibles de E y F, respectivamente; si exis-

iI 7.9 . . . .
te un lsngP%lSmO f: E » F, entonces existe una biyeccidn tal gque para todo
i I: '

f/E, = f, : E. » F ,.
i i i p(i)
es un isomorfismo.
Demcstracidn. Sea k ¢ J, y llamemos Tik = f(Ei) N Fk’ el cual es,
¥ i ¢ I, subsemimddulo cerrado de Pk; se cumple: si il , i2 € I, il Z i2, en-
tonces T. n T, = 0. A
llk 12k

Efectuaremos la demostracidn con todo detalle en tres pasos; en el

primero mostramos que:

1) F. = ® T.
k ieT ik .
Sea ''y'" un elemento arbitrario de Fk’ entonces:
-1 :
x = f (y) e E, x= I X., X.€ E,
. i? 7 i
i€l

de un modo Gnico; por tanto,
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(1) ¥yeF 'y=.2fxi,fxi€fEi

k
de un modo Unico.
Como f(xi) € F, se puede escribir, ¥ 1 ¢ I,

(2) f(x.) = ¥ m,, ,m,.€ F,
i jed i3 i3 3

de un modo Unico,

de (1) y de (2), resulta:

(3 y= I flx)= I (¢ m)= I (I m.)
i1l ieIjed P 3egic1

F = ® F. , de (3) se deduce:
jeg

—Oavj€J/j#k

™ ™
3
!

De la hipdtesis Z(F) = 0, y de (4), se obtiene:

(5) vj c g3 Zk, ¥iel: mij =0

resultado éste, que llevado a (2), asegura:

(6) . f£(x;) =m, ¢ £(E;)) NF =T

k= Ty o ¥1 €L

k

Considerando (1) y (6), se concluye que ¥ y ¢ F_ se puede poner de un

_ k
un modo Unico en la forma:

ik * Mik ik

esto es:



como querliamos mostrar.

II) Como Fk, ¥ k € J, es, por hipdtesis, A-semimddulo indescompo-
nible, no pueden presentarse los casos:
a) k,fijo, ¥ 1 ¢ I, Tik = 0, ya que esto implicaria Fk =0

b) :Eil,iz €I, , il # i2,.Ti X # 0, Ti k# 0; por consiguiente,
’ 1 2
existe un Gnico 1 € I tal que Tik # 0 (¥ k€ J) y esto es tanto como afirmar

que existe una aplicacidn q: J » I de modo que Tq(j)j # 0, ¥3¢J, d, lo que

es igual, tal que:

(7) F., < f(E

) ., ¥ Jed
3 a(3) .

-1 NPT .
Llamando g = f ', y razonando de modo simétrico, sabemos que existe

una aplicacidn p: I » J de manera que:

(8) E. c g(F

- ) , ¥iel
1

p(i)

III) Apliquemos f a los dos miembros de (8), se obtiene:

(9) £(E,) € fg(F Viel

0(i)) T Tpeay

reuniendo (7), (8) y (9), se puede escribir:

- fg(F

(10) VjeJ:FjC £(E

q(j>) = pq(j>) ) qu(j)

lo cual implica que pq : J + J es la identidad;de un modo simétrico, se de-
duce que gp : I » I es la identidad; luego p, q son aplicaciones, la una re-
ciproca de la otra, esto es, son biyecciones; de (10) se deduce también

f(E ,.,) = F.,, o sea:
qa(3) J

f(Ei) = F ¥ielI, c.q.d.

p(i) °’
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Une vez deducida la proposicidn 5, estamos en 'situacidn de obtener

de un modo inmediato el

6) (i) (Teorema de unicidad de la descomposicidn irreducible)

Si un A-semimddulo sin opuestos posee descomposicidn irreducible,

ésta es, salvo en el orden de los sumandos directos, {nica.

En efecto, sean E = ® Bi = ® F. dos descomposiciones irredu-
il jed
cibles del A-semimddulo sin opuestos E; como lE : E > E es un isomorfismo,
haciendo uso de la proposicidn 5, sabemos que existe una biyeccidn p: I =+ J

tal que:

F = = T
p(i) lE(Ei) Ei , ¥ i ¢l

por consiguiente, ambas descomposiciones sdlo se diferencian en el orden de

los sumandos.

" Sobre la existencia de la descomposicidn irreducible.

Entendemos por descomposicidn propia de E, A-semimddulo no nulo, una

descomposicidn de E en suma directa de subsemimddulos entre los que no figura

el subsemimddulo nulo. Consideramos a E (E # 0 ) mismo como descomposicidn pro
pia de E, por convenio, a la cual llamamos descomposicidn trivial de E. Asimis-
mo, si E es indescomponible consideramos a E mismo como descomposicidn irredu-

cible de E, también por convenio.

6) (ii) No todo A-semimddulo sin opuestos admite descomposicidn irre-

ducible.
‘Sea T = NP oM (No)i, en donde card(I) > card(N ).
iel '
Se trata de comprobar que T no posee descomposicidn irreducible. Sea
T= 8 Tj una descomposicidn propia arbitraria de T y llamemos:
jed

e, ¢ T/ pr.e. = 1, prye, = o, ¥keI,k#i1

Puesto que no existe ninglin par de elementos x,y ¢ T tales que x # o,
y £ o, e, = xty, e, ha de pertenecer a algin Tj en la descomposicidn dada;
sie,e¢ T,, o) = .= T, 1 .= {ic¢ . . }3
ie, T:| entonces L(el) (NO)l T:J Designemos Ij {1 : I/el € T]},

(1.}

413 ¢ g s unma particidn de I, siendo T, = [ ) (No)i = Noj'. J no puede
ieIj
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ser un conjunto infinito, porque si lo fuese, existiria un x ¢ T tal que
pr,x # o, ¥ 1 ¢ I, que no podria ponerse como suma de soporte finito:

X = I % o, xj € Tj' Por consiguiente, toda descomposicidn propia de T
j J
es de la forma:

I,
= = 3 3
T ? T, , Tj 1nyIj(No )

[N
(=¥
[

siendo {Ij}j una particidn de I, y siendo J un conjunto finito.

€ J
Esto significa que en cualquier descomposicidn propia de T figura,

al menos, un sumando directo descomponible, c.q.d.

Nota: en la demostracidn anterior hemos puesto L(ei) = (NO)i en lu-
gar de L(ei) = 1nyi((No)i) -significando 1nyi:(No)i ~ T, la inyeccidén cand-
nica- etc., por brevedad y suponiendo que no da lugar a confusidn.

Llamemos DE al conjunto de las descomposiciones propias del A-semi-
mdédulo (a la izquierda) sin opuestos E(E # 0). DE es un conjunto no vacio por

contener, al menos, la descomposicidn trivial de E. Definimos una relacidn de

orden en'DE de este modo:

Dadas las descomposiciones propias de E, E = ¢ = ; @ IEi’

E=F= @& F,, decimos que:
5egd

(6) Fgeg<==>V¥iclI Jje J/Eig Pj

Se verifica

6) (iii) El conjunto QB de las descomposiciones propias de un A-se-

mimédulo (a la izquierda) sin opuestos E(E # 0)_es, respecto de la relacidn

de orden ' < " definida mediante (&), un semireticulo.
Con objeto de probar 6(iii), demostraremos primero que si
E=g= @ Ei yw E=F= @ F, son dos descomposiciones propias del A-se-
i¢l jed

mimddulo sin opuestos E, entonces:

(1) E= & (E.NF.)
(i,5) € IxJ J
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ec una -escomposicidn de E.

Cualquier elemento x de Ei se puede poner de un modo Gnico en la

forma (2) x = I x., . € F,; como € es otra descomposicidén de E, enton-
ey ]
ces:

(3) ¥jed:x, = I
€

de un modo {nico.

Asi pues,

x = (I ) = & (Zm )
AR SN

y como X € Ei, se obtiene (4):

() VkeI,k#i:zmkj=o

en virtud de la hipdtesis Z(E) = 0, de (4) se deduce:

¥ke I, k#1i,¥je J: mkj =0

Llevado este resultado a (3), se obtiene xj = mij € Ei n Fj ,
¥ j € J, lo cual, juntamente con (2), permite afirmar que todo elemento

X € Ei se puede poner de un modo Gnico en la forma:

X = z m,., ,m..€ E,NTF,
c ij i 3

- por tanto,

E.= 8 (E.NF,) ,¥vielI
< 1 J

§ ey
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E= ® E.= ® ( © (E, n F)) = ® (E. 0 F.)
: ¢ i ¢ §ed J (i,3) € IxJ J

como queriamos probar.

Al suprimir en la descomposicidn (1) todos los sumandos directos
nulos que figuren en ella, obtenemos una descomposicidén propia de E més
fina que € y F, que denominamos e + F; de este modo hemos definido una ope-
racidn "+'" entre descomposiciones propias de E, que goza de las propiedades
conmutativa y asociativa, por lo gque (DB , + ) es un semireticulo. Se veri-

fica, evidentemente, F < € <==> F + € = €, con lo que hemos mostrado 6 (iii).
Es inmediato que

6) (iv) La condicidn necesaria y suficiente para que el A-semimbdu-

lo E sin opuestos admita descomposicidn irreducible es que el semireticulo

{DE, +} posea elemento maximal. Todo elemento maximal de {DE , +} es descom-

posicidn irreducible de E y viceversa.

Nota.- La unicidad de la descomposicidn irreducible de un A-semimd-
dulo E sin opuestos es también consecuencia de 6 (iv), puesto que para todo

+ -semireticulo DE es valido:

§i_DE contiene un elemento maximal, &ste es {nico y miximo.

En efecto, supongamos que M es elemento maximal de DE, y sea X un
elemento arbitrario de DE; se cumple M <« X + M, y por ser M maximal,X + M = M;

de donde se deduce X <« M, ¥ X ¢ DE’ esto es, M es maximo en DE'

En virtud del lema de Zorn y de 6 (iv), se puede afirmar

6) (v) Para que el A-semimddulo sin opuestos E admita descomposicidn

irreducible es necesario y suficiente que el conjunto ordenado {DB ,<} sea in-

ductivo (toda cadena de elementos de DB posea cota superior en DE).

6)(vi) Un A-semimddulo (a la izquierda) sin opuestos E admite una

Unica descomposicidn irreducible en los siguientes casos:

a) E es libre de n-torsidn y de tipo finito.

b) E es de longitud finita.

c) E es libre sobre A y A, admite descomposicidn irreducible.

Para mostrar a) nos apoyaremos en el siguiente
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Lema. Sea E un A-semimddulo libre de n-torsién, si S = {sj}j

¢ J
es sistema ce generadores de E y E = ® E. es una descomposicidén de E en
ie¢l
suma directa de subsemimddulos, entonces, M = U Mi’ siendo Mi =S n Ei,
ielX

es también sistema de generadores de E.

Desmostracidn del lema:

De y ¢ Ek s,y #0,y = z ajsj s aj # o, se deduce sj € Mk'
jed
. Efectivamente, de:
s. =L m , m) ¢ E
j i i
resulta:
y = I a,(z ml) = £ £ a,m
iy1 R B!
J 1]

como y ¢ E , de la Gltima igualdad se desprende:

k’

de esto, por ser E libre de n-torsidn y aj # o, se deduce:

Viei,i;fk:m]i o

por tanto:

s =m]]<€EﬂS

i
=

Acabamos de mostrar que todo y € E, depende linealmente de elemen-

tos de Mk’ por ello, M, es sistema de generadores de E,, ¥ k ¢ I, y en virtud

k k?
de la proposicidn §10,8, M = M, es sistema de generadores de E.
iel
Dada la descomposicidn propia de E = ¢ = ® E., denominamos
ie¢1l

B(e) = card(Il), se verifica:



- 161 -

B(e) < T card(Mi) < card(S)
: ¢

iel
cualquiera que sea € € DE y cualquiera que sea el sistema de generadores S
de I, ya que si S no contiene al cero, llamando Mi = Mi = Ei N S, ysis

contiene al cero, llamando M} = Mi - {o}, {Mi} es una particién de un

iel
subconjunto de S.

Como E es de tipo finito, B(e), ¥ € € DE’ se mantiene inferior o
igual a un cierto nfimero natural, por lo que {DB’ < les conjunto inductivo;

en virtud de 6 (v), E admite descomposicidn irreducible, c.q.d.

tn el caso b) la demostracidn es andloga al final de la anterior,

puesto que se cumple B(e) < long(E), V € ¢ DE'

Mostremos la existencia en el caso c): por ser E A-semimddulo a la

. B .
izquierda libre, existe un isomorfismo f: T = A§ ) -+ E; si A, = @ Qj es
j ed

la descomposicidn irreducible de A., entonces la descomposicidén irreducible

deTesT=a2) = @ oF)
jed

; en virtud de la proposicidn 4, E admite descom-

posicidn irreducibl

Consecuencia de 6 (v) a) es que todo semigrupo abeliano _sin opuestos

de tipo finito admite una lnica descomposicidn irreducible.

Descomposiciones candnicas

Quede bien claro que en este apartado nos referiremos siempre a A-se-

mimédulos sin opuestos que posean descomposicidn irreducible.

Sea M el conjunto de todos los A-semimddulos a la izquierda sin opues-
tos e indescomponibles, sea J la relacidn de equivalencia "isomorfismo de A-se-

mimddulos a la izquierda' restringida a M, y consideremos el conjunto cociente:

M/J = (P}

s's € S

en donde FS denota una clase de M mddulo J, y, por tanto, PS designa un repre-
sentante de dicha clase, y en donde elegimos el conjunto de subindices S de’ mo-

do que ¢sté en correspondencia biunivoca con las clases de M mddulo J.

Dado un A-semimédulo a la izquierda sin dpuestos E que tenga por des-

composicidn irreducible E = o E,, definimos;
i¢l
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IS = {i ¢ I/Eiﬁa Ps} , ¥ s»( S

Evidentemente, {IS} es una particidn de I. Admitido el conve-

s €S

nio = 0, se puede escribir:

P(@)
s

2(1.)

(1) EX 8 P
€

s S

Denominamos a (1) descomposicidén candnica de E.

Obtenemos el

7) (Teorema de las descomposiciones candnicas)

(i) La descomposicidn candnica de un A-semimddulo sin opuestos que

admita descomposicidén irreducible es {nica.

(ii) Sean E,F, A-semimbédulos sin opuestos de descomposicidn candni-

(1) (3 )

la condicidn necesaria y suficiente para que E= F es que:

card(IS) = card(Js) s ¥s5 ¢S

(iii) Todo sumando directo M de E . tiene por descomposicidn ca-

nonica:
(LS)
(2) M= @ P
s € 8§ s
tal que: (3) card(Ls) < card(IS) , ¥s €S

Reciprocamente, todo A-semimddulo M (Z(M) = 0) de descomposicidn

candnica (2) que satisfaga (3) es isomorfo a un sumando directo de E.

(1) es consecuencia inmediata de 6) y de la definicidn de descom-
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posicidn candnica.

(ii) Sea f: E » F un isomorfismo; en virtud de la proposicién 5 exis-

te una biyeccidn p: I » J, tal que Fp(i) = f(Ei); como
Is = {ic¢ I/Ei.~ PS} s, J_={j ¢ J/Fj:: PS},

s

p subordina una biyeccidn IS -+ JS tal que Fp(i):: Ei‘u Ps’ y esto para todo

s € S, por tanto:
card(IS) = card(JS) , ¥s ¢S

De la proposicidn §8,5 resulta que (4) "si fi : Ei > Fi es un isomor-
fismo, ¥V i € I, entonces ® f, es un isomorfismo entre las respectivas sumas

i ¢
directas'; teniendo esto én c%enta, de:
card(IS) = card(Js) , ¥se S

se deduce:

(r)) (J.)
p S~ p S , ¥s ¢S
s s
y, por cqnsiguiente:
(1), (J.)
E= s ? SPS ~ s ? S PS = F, c.q.d.

La demostracidn de (iii) es ya obvia.

Obsérvese que en la proposicidn 7 no hemos impuesto ninguna restric-

cidn a los conjuntos I,J,IS,JS; estos pueden ser infinitos.

8). Si E es A-semimddulo sin opuestos de descomposicidn candnica:

(1)

(L) E= ® P
¢ S

s S

entonces el grupo:
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(IS)
Aut(E)= [ 1 Aut(P )
s € S s

En efecto, dado el isomorfismo de A-semimddulos f: E - F, la apli-
cacidn g(u) : Aut(E) » Aut(F), g(u) = fuf_l, ¥V ucAut(E); es un isomorfismo

de grupos. Por tanto, de (1) se deduce:

; (IS) ' ~ (Is)
Aut(E) = Aut( & P y = 1 Aut(p )
s € 8§ S s € S S

debiéndose esta Gltima igualdad a que, segln la proposicién 5), todo elemento

v € Aut( © P(IS)) se descompone de un modo {nico:
s €8
(1))
v= 1 v, v ¢ Aut(P )
S s s
s € 8§
Nétese que v = SFETS v, Do tiene por qué ser de soporte finito; por

ello hemos puesto en el enunciado el simbolo "M'" en lugar ‘del "®& ".
Sea A un semianillo (SA4-SA6) sin opuestos, Ai el A-semimddulo A a

la izquierda y tenga Ai la descomposicidn candnica:

(3

(1) A, = & P
c s

+ s S

Sblo pueden presentarse estos dos casos:

’

I) ¥ s ¢ S tal que JS £ 0, es Js conjunto infinito;

II) Js ¢ S tal que JS 20,y Js'es conjunto  finito.

Se obtienen:

9) Sea A un semianillo ©(A) = 0, que cumple I)

Todos los A-semimddulos a la izquierda libres de base finita son iso-

morfos entre si.

10) Sea A un semianillo 6(A) = 0, que cumple II);

Todas las bases de un A-semimddulo libre a la izquierda son equipo-

tentes entre si.
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Demostracidn de 9.

Si E,F son dos A-semimddulos libres a la izquierda de bases finitas

respectivas, B,C, y (1) es la descomposicidn candnica de Ai’ entonces:

(B) (JS)-(B)
(2) Ex~A, = ( & P y =
1 s €S S

P(KS)
s

®

s € S
siendo:
(3) card(KS) = card(JS X B) = card(JS) x card(B), ¥ s ¢ S

Como Ai’ por hipdtesis, satisface I) y B es conjunto finito, se

verifica (véase N. Bourbaki, Libro 1, ch 3, 2 ed., 6, n°® 3 cor 2):
card(KS) = card(Js) , ¥s €8

En virtud del teorema de la descomposicidn candnica 7, E X Ai;

andlogamente, F = Ai » c.q.d.
Demostracién de 10

Sea E un A-semimddulo libre a la izquierda, en donde Ai cumple II),
Sabemos ya (§11,5),(iii)) que o bien todas las bases de E son infinitas, y,
en este caso, son equipotentes entre si,’o bien, son todas ellas finitas. Su-
pongamos esto Gltimo y que B, C son dos bases de E. Elegimos un 1€ S tal
que Jl sea conjunto finito en la descomposicidn candnica (1) de Ai y usamos

la misma nomenclatura que en la demostracidn de 9) Se tiene:

card(Kl) card(Jl) x card(B)

andlogamente:

card(Kl) card(Jl) x card(C)

ya que es Unica la descomposicidn candnica de E; por consiguiente:
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card(B) = card(Kl)/card(Jl) = card(C), c.q.d.

Decimos que un A-semimédulo libre es dimensional si todas las bases
de &l son equipotentes entre si. Mediante 9 y 10 queda totalmente analizada
la dimensionalidad de un A-semimddulo libre (a la izquierda) E sin opuestos,
sobre un semianillo A tal que Ai admite descomposicidn irreducible. Por ser
An(E) = 0, de la proposicidn 1, se deduce ©(A) = O, sea (1) la descomposicid

candnica de Ai’ se verifica:
Si E posee una base infinita, E es dimensional.
Si E posee una base finita, entonces Ai cumﬁle I) o II);
Si Ai cumple I), entonces E no es dimensional.
Si Ai cumple II), entonces E es dimensional.

Por tanto,

11) La condicidn necesaria y suficiente para que un A-semimddulo a

la izquierda (derecha) sin opuestos, sobre un semianillo A tal gue Ai admi-

ta descomposicidn irreducible, libre y de base finita sea dimensional es que

Ai(Ad) satisfaga la propiedad II).

12) Dado el semianillo A, 6(A) = O, y la descomposicidén candnica de:

()

s 5

(k)

la condicidn necesaria y suficiente para que E sea libre es que exista un ni-

mero cardinal: B > o tal que:

(&) card(KS) = card(JS) XB ,V¥sesS

Si E es libre, se verifican las igualdades (¢), siendo B = card(B),

y B una base de E, seglin se ha visto en 9.
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Reciprocamente, si se verifican las igualdades (&), existe un con-

junto B tal que card(B) = B; por tanto: .
card(Ks) = cafd(Js) x card(B) , ¥s € S

en virtud del teorema de la descomposicidn candnica ( 7):

(K) (J_=xB) (J_) (B)

P S:; p S ~ (p s ) , ¥s5 €S
s s s

y por consiguiente:
(K.) (3.) (B) (3) (B) (B)
E~ & P = & (P ) =~ (& P ) =~ A,
s s s i
s € C‘.S

S s €S s

puesto que la suma directa goza de la propiedad asociativa, c.q.d.

Definiciones:

Dado un A-semimdédulo libre dimensional E, llamamos dimensidn de

E, dim(E) = card(B), siendo B una base cualquiera de E.

Denominamos amplitud de un A-semimddulo E con Z(E) = O, amp(E) =
= card (I), siendo I el conjunto de subindices de la descomposicién irredu-

cible de E (Admitimos el convenio amp(0) = o).

Decimos de una sucesidn exacta de homomorfismos de A-semimddulos:

-t

que es escindida si Im u, es sumando directo de Ei+l pafa todo i ¢ [l,n-l]'

()
13) SeaE X B PS 5 1a descomposicidn candnica del A-semimddu-
s €8S : ‘
lo sin opuestos E; E = ] Ei » su descomposicidn irreducible; llamemos
ie1 °
ES = ] Ei (sumando directo de E, ¥ s ¢ S), se verifica:
ielI ‘
s

(i) amp(E) = % card(IS) = I amp(Bs)
o € €
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(ii) amp(E) es invariante respecto de los isomorfismos.

(iii) si @ E_es una descomposicidén arbitraria (reducible o no)
qeQ *

de E, entonces:

‘En particular, dados los subsemimddulos suplementarios M, N de E,

se_cumple:

amp(E) = amp(M) + amp(N)

(iv) Si M es sumando directo de E, enton::

amp(E/M) + amp(M) = amp(E)

(v) Dada la sucesidn exacta y escindida de homomor: smos de A-se-

mimd&dulos:
o-ric8cgaso

en donde Z(E) = 0, entonces Z(F) = Z(G) = O y

amp(E) = amp(F) + amp(G)

(vi) Sea:

una sucesidn de sumandos directos del A-semimbédulo E, Z(E) = 0, de amplitud

finita; se cumple:

n
amp(Er/Er-l)
1

amp(E) =

"nm™u



- 169 -
(vii) Sea:

O-E, - E. > ..... »E
n

1 2 -> En -+ 0

-1

una sucesidn exacta y escindida de homomorfismos de A-semimddulos sin opues-

tos y de amplitud finita; se verifica:

r = n -
£ (21) amp(E ) = o
r
r =1
Demostracidn de 13):
(1) y (dii):
amp(E) = card(Il) = pX card(I )
s
s €8

por ser (I.) una particién de I.

s € S

De E X F, se deduce del teorema 7) de la descomposicidn candnica, y

usando la misma nomenclatura que alli:

card(IS) = card(JS) , ¥se S

por lo que:

amp(E) = %
€

card(IS) = I card(JS) = amp(F)
s €

S s S

como:

amp(Es)'= card(Is) , ¥s €38

eatonces:
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con lo que hemos obtenido (i) y (ii).

13)(idi):
Designe E = ® 'Ei la descomposicidén irreduc’ 2 B, Vage,
A 4 i eI q q
entonces: q q
E= @ E = © ( ® E )= & E,
€ 13 i ¢1 ie T -
qQ€Q qQ < Q q q 4

es la descomposicidn irreducible de E, por lo que (Iq)C constituye una

< 9

particidén de I; de lo cual se deduce:

amp(E) = card(Il) = £ card(? = I amp(E ), c.c.d.
q € < - Q€ Q 4

(iv) es consecuencia de §9,7), y de 13) (iii) y (II).

(v) Imf = Ke1> es, por hindtesis, sumando directo de E, sea N un

suplementario de Imf e E; se cumple:
E/Imf ~ ~ N, F = Imf

en virtud de (ii) y de (iii), se c.-tiene "v).

(vi) y (vii) se desprenden de (=), =z’ segulr un proceso demostra-
tivo formalmente idéntico al efectuado en §6,13) y 1l4), respectivamente, y
considerando que las sucesiones que intervienen ahora en la demostracidn son

exactas y escindidas.

Hemos definido, bajo hipdtesis adecuadas, long(E). amp(E), dim(E);
nos proponemos analizar qué relaciones existen entre estos nimeros cardina-
les y en qué casos son iguales, Una vez efectuado este andlisis, enunciaremos

proposiciones acerca de dim(E).
14) Las mismas hipdtesis y notaciones que en 13).

Sea E de longitud finita, entonces:

(i) long(E) » £ amp(E ) x long(P ) > amp(E)
‘ s € S S s
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Si E cumple la condicién de Jordan-H8lder, entonces (ii) y (iii):

(ii) long(E) = L amp(BS) X long(Ps) > amp(E)
s €8S

(iii) la condicidn necesaria y suficiente para que:

long(E) = amp(E)

es que todos los sumandos de la descomposicidn irreducible de E sean simples.

15) Las mismas hipdtesis y notaciones que en 12).

Cumpla A. la propiedad II) (ver 9)), entonces todo A-semimddulo a

la izquierda libre es dimensional que satisface:

(i) amp(E) = amp(Ai) x dim(E)

En particular, sea Ai de longitud finita, E sea A-semimddulo a la

izquierda libre; se verifica:

(ii)  amp(E) = dim(E)

si y sblo si a) E es de dimensidn infinita, o

b) E es de dimensidn finita y A, es indescomponible.
16) Las mismas hipdtesis y notaciones que en 12).

Si E es A-semimddulo a la izquierda libre y Ai’ E satisfacen la con-

dicidén de Jordan-H8lder, entonces:

long(E) = long(Ai) x dim(E)

17) Las mismas hipdtesis y notaciones que en 12).

Sea Ai indescomponible y consideremos en lo que sigue A-semimd-

dulos''a la izquierda'.

(i) Todo A-semimddulo libre E es dimensional gque cumple:
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dim(E) = amp(E)

(ii) dim (E) es invariante respecto de los isomorfismos.

Todo sumando directo de un A-semimddulo libre es libre.

(iii) Dada la descomposicidén E = ® E_(reducible o no) del A-se-
mimddulo libre E, se verifica: 1eQ
dim(E) = z dim(Eq)

(iv) Cualquiera que sea el sumando directo M del A-semimddulo libre

E, se cumple:

dim(M) + dim(E/M) = dim(E)
(v) Sea:
O+>F->E->G~->0

una sucesidn exacta y escindida de homomorfismos de A-semimddulos; si E es

libre, entonces F y G son libres, cumpliéndose:

dim(E) = dim(F) + dim(G)

(vi) Si:

es una sucesidn de sumandos directos del A-semimbdulo libre E de dimensién fi- -

nita, se cumple:

r=n
dim(E) = rfl dlm(Er/Er-l)
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(vii) Sea:

0~ El > E2 T En—l +.En +> 0

una sucesidn exacta y escindida de homomorfismos de A-semimddulos libres de

dimensidn finita; se verifica:

r=n r
£ (-1) dim(E ) = o
T
r=1

Demostraciones:

14) (i): De §9,12 y de que la'long'' es invariable respecto de -los

isomorfismos, se deduce:

(1) ~ .
long(PS Sy card(Is) X long(Ps) , ¥s ¢S

por estas mismas razones, y teniendo en cuenta 13 (i), se obtiene:

- (I))
long(E) > £ long(P *ys I amp(E_) x long(P_) > © amp(E_) = amp(E)
: s s s s
. s €8S s €8S » 4 s €8S
c.q.d.

Para mostrar (ii), basta partir de la fdrmula §9,12, (2) y seguir el
mismo razonamiento de antes.

(iii) es consecuencia inmediata de (ii).

Demostracidn de 15):

Si Ai cumple la propiedad (II), entonces, segin 1l1) el A-semimddulo
libre E es dimensional que satisface (véase 9)).

card(KS) = card(JS) x card(B), ¥ s ¢ S

siendo B una base de E; sumando miembro a miembro, haciendo uso de la propie-

dad distributiva del producto respecto de la adicién (de nimeros cardinales)
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y de la fdrmula 13 (i), resulta:

T card(KS) = ( I card(JS)) x dim(E)
s € s s € S

esto es, la igualdad 15 (i).

La equivalencia expresada en 15 (ii), se deduce de la fdrmula aca-
bada de demostrar y de las definiciones de los términos que intervienen en

su enunciado.
Demostracion de 16.

De:

card(Ks) = card(B) x card(Js), ¥seS§

siendo B base de E, se deduce:
card(KS) x long(Ps) = card(B) x card(Js) X long(PS), ¥seS§

sumando miembro a miembro, haciendo uso de la propiedad distributiva y dos ve-

ces de la férmula 14 (ii), se obtiene:

long(E) = long(Ai) x dim(E)

Demostracidn de 17:
(i) es consecuencia de 15 (ii).

(ii): que dim(E) es invariante respecto de los isomorfismos es con-

secuencia de 17 (i) y de 13 (ii).

Sea:

(B)z P(B)

A.x= Pm,m, fijo € S; E= Ai m

i ’

un sumando directo cualquiera M del A-semimddulo libre E, tendra por descompo-
(Ly)
m

sicidn canénica M=~ P s card(Lm) < card(B), seglin afirma la proposicidn 7,
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(L)

por tanto M= Ai " , ¢c.q.d.
(iii) - (vii) son consecuencias de (i), (ii) y 13).
Definiciones:
Dada la descomposicidn candnica de un A-semimddulo sin opuestos:

(1)

Ex~x & P
c s

s S

llamamos exps(E) = card(Is). Decimos que PS es elemento superfluo en E si y

solo si exps(E) = o (esto es, IS = @).

18) Sean E y F dos A-semimddulos a la izquierda sin opuestos y de

descomposicidn candnica de amplitud finita:

(1) (J.)
s s

8i, para todo par Ps’ Pr de elementos no superfluos de E y F res-

pectivamente, HomA(PS,Pr) admite descomposicidn candnica:

S
) (wu”)
Hom (P , P)~ ¢ T
A s r ueu u

siendo {Tu}u c U el conjunto cociente de los No—semimédulos sin opuestos in-

descomponibles respecto de la relacidn "isomorfia de semimbédulos', entonces

el N -semimddulo HomA(E,F) es sin opuestos y tiene por descomposicidn candni-

ca:
( : wierSer)
(s,r) ¢ SxS
HomA(E,F) ~ @ T
weuyu Y
esto es, se verifica:
¥Yu ¢ U: H = z
u expu( omA(E,F)) expu(HomA(Ps,Pr))x expS(E) X exp (F)

(s,r) ¢ SxS
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Demostracién: Es obvio que:
a) Si Z(F) = 0, entonces, Z(HomA(E,F))= 0

b) Si Elix E2, Fl:: F2, entonces HomA(Bl,Fl)zz HomA(BZ,FQ)

¢) SiP,~ Q, ,VicI, entonces @ P, @ Q,
o ier * ier1
Apoyandonos en a), b), c¢), en la proposicidn §12,6 (i) (conside-
rando que, por hipdtesis, E y F son de amplitud finita) y en la asociatividad

y conmutatividad de la suma directa de semimddulos, se obtiene:

(1) ()
HomA(B,Eﬁ.% HomA( ) PS , @. Pr )
s € S r € S
(I =J )
. o Hom @ ey e Gwemye ) T T x
(s,r) ¢ SxS (s,r) € SxS
(wir) (I_xJ_) (wierstr)
~ ® ( Tu ) ~ & ( ® T ) =

(s,r) € SxS u € U u €U (s,r) € SxS ol

T sy
T((s,r) € SxS wu
u

xI xJ)
, c.q.d.

~ 9 s T ¢4
¢

u U

19) Sea 6(A) = 0, E un A-semimddulo a la izquierda sin opuestos

que posee descomposicidn candnica de amplitud finita:

(1)

E= ¢ P
¢ s

s S

Si el A-semimddulo dual Pé de todo elemento PS no superfluo en E,

admite descomposicidn candnica:

(J2)

siendo {5;} el conjunfo de las clases de A-semimddulos a la derecha

r € R
indescomponibles y sin opuestos mddulo "isomorfia', entonces el A-semimddu-

lo dual E' de E admite la descomposicidén candnica:




esto es, se verifica:

¥ reR: expr(E') = I expr(Pé) X expS(E)
s € S

Para demostrar 19 nos apoyamos principalmente en §13, 10.

Sea E= ® E. la descomposicidn irreducible de E; segln §13,10,
iel
E'= 8 _pi(Ei), siendo p; ¢ E > Ei el proyector de E correspondiente al
ierl

indice 1, pé : Bi + E' el homomorfismo traspuesto de P, De acuerdo con esa

misma proposicidén §13,10, pi(Ei)ﬁi Ei , por tanto E'= & E! ; de EiiﬁPs

iel
se deduce Eiii Pé (véase 18) b), por tanto:
(1) (32) (1)
E'~ ¢ P! ~ & ( Q, ) o~
s €S s €S reR
. ‘ .
(Jixl) ((Eg ol x1)
~ ® ( Qr )2 @ QP s Coq.d.
re¢ R s €8 r € R

20) Sea E un A-semimddulo a la derecha, F un A-semimddulo a la izquier-

da, ambos libres de n-torsidn y de descomposicidn candnica:

(1) ()
E~ e P ° , Fx~ @& QT
€ €

S r
S

S r

sea {Tu}u cu el conjunto cociente de los No-semimédulos sin opuestos e in-

descomponibles por la relacidén "isomorfia'.

Si, para todo par PS, Qr de elementos no superfluos.en E y en F

respectivamente, PS QAer admite la descomposicibn candnica:

(wir)
P & Q = ) T
€

entonces el N -semimbdulo E &, F es libre de n-torsién (esto es Z(E QAF) = 0)

A
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y tlcne por coscomposicidn candnica:
sr
W
((s r) E sxk * % Is % Jr)
EQAFz e T
ueuvu ¢
cumpliéndose por consiguiente:
< : e = 2
Yucel e@u@ AEW b e@uws AQr)xe@S@)xem%@)
(s,r) € SxR

Con objeto de demostrar 20, probemos antes:

a) Si E,F son libres de n-torsidn, entonces E & F es libre de n-tor-

A
sidn.
i E o ~ e £ ~ 2 .
b) Si El E2, Fl F2, entonces El A Fl E2 A F2
a) : Es evidente que para que un A-semimddulo E sea libre de n-tor-
sidén es necesario y suficiente que Z(E) = O y que E* = E - {o} sea subsemi-

médule circular (definicidn en §3,12) de E.

Por ser E y F libres de n-torsidn, existen sendas congruencias gena-
ralizadas de Rees R, S en E y F determinadas respectivamente por E* y F#
(83,12); sean m: E > E/R, n: F » F/S los homomorfismos candnicos correspondien-

tes; E/R consta sdlo de dos elementos distintos {o,u} que verifican:
otu=u,ut+tu=u; ¥aeA,a#o:ua-=u

analogamente, F/S consta sdlo de dos elementos {o,v} que verifica propieda-

des similares.

En virtud de 16,5), existe un homomorfismo f =m @ n:
E QAF -+ E/R QA F/S =T tal que (m 8 n)(x 8 y) = mx & ny. El No-semimédulo T
tiene por sistema de generadores:

o0 ,uRo0 , 08 v, ufv};

es facil comprobar que, debido a la definicidn dada de producto tensorial de

semimbddulos y a §3,24 , en T se cumple:
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oRo=ufo=082viudvZo®bdo;

Q »
nl(o & o) + n2(u R o) + ns(o 2 v) + nu(u v) =u@®v, si n, 7 o

o® o, si n, =o

significando esto que T consta solo de dos elementos {o ® o, u ® v} y que f

es isomorfismo.

Como fwl(o 2 o) = Z(E QAF) = 0, y como {(u @ v)} es subsemimbdulo
circular de T, su imagen reciproca f-l( u @ v) es subsemimbdulo circular de

E QAF, por consiguiente, E &, F es libre de n-torsidn.

A
b): Sean f: El > E2, g: Fl > F2 los isomorfismos dados, entonces:
h=f@g:E &F ~E, 8, F,
k=ftegt:E @ F >E &, F
- 8 TR SpA 2T P11 fa Ny

son dos homomorfismos (516,5) que cumplen ( §16,5) (iii):

S S N -1 -
2grag = (£ e (g7l = 1 81, =1, o .
1 1 1l A1

kh

il
~
Hh

hk

n
[

por tanto h y k son isomorfismo, el uno reciproco del otro.

En virtud de a), b), la proposicidén §16,8 (ii) y de la asociativi-

dad de la suma directa de semimddulos, se obtiene:

(Is) (Jr) (ISXJP>
E QA F~ ( o Py ) QA( & Q, )= ® (P QAQ ) ~
s € S r € R (s,r) € SxR r
(wir) (I, %3_) (w>" I_xJ)
~ ) ( o T, ) =~ & ( & T ) =
(s,r) € SxR u € U ueu(s,r) Y
T sr
~ @ T((s,r) € SxR "u % Is % Jr) » ¢.q.d.
u

ucU
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1y

amilias distinguidas.

Descomposicidn reticular de un A-semimddulo.

El propdsito de este apartado consiste en analizar un A-semimddu-
lo E a la luz de los teoremas de unicidad y existencia de la descomposicidn

irreducible de E/Z(E), supuesto Z(E) # E.

Si I es un conjunto no vacio, Pf(I) designard en lo sucesivo el re-
ticulo de las partes finitas de I, y P(I) el algebra de Boole de las partes

de I.

Definiciones.

Dada una familia no vacia de subsemimddulos M = {Qi}. del A-se-

iel
mimddulo E, se puede construir a partir de ella una nueva familia de subsemi-
mdédulos de E, que llamaremos '"Pf-generada por M'" y designaremos

Pf(M) = {QJ} del modo:

J ¢ PF(I) °

a) Q = N Q s b) Q;= T Q ., ¥Jc¢ PE(I) / J # @
iel 1¢€

También se puede construir una segunda familia a partir de M (que,

en general, serd distinta de Pf(M)) a la que denominaremos "familia P-gene-

" - . )
rada por M",P(M) {QK} K € P(I) ° de la siguiente manera:

a') Q.= N Q ;b)) Q= © Q ,¥VKEeP(I)/KZg
9 ;e 1 K ie‘}(l,

Diremos que D = {Qi}i c 1S familia distinguida de E si y solo si

D es familia no vacia de-subsemimddulos cerrados de E que verifica los axio-

mas I y II.
I. vic«€1I, Qi contiene estrictamente a Z(E).

II. Para todo elemento X ¢ E existe una familia de elementos de E de

soporte finito {{xi} . , m} tal que:

i¢e I

a) x; € Q »me Z(E) , x= L X, +m
€

y b) para cualquier otra familia de elementos de E de soporte finito

1V, t. ¢ 1 ,0} que satisfaga y; € Qi , n e Z(E), x = T i + n existe ura

i I
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ferilia {m,;., _ . de elementos de Z(E) que cumple yi = % tom

21.). Sea E un A-semimddulo (Z(E) # E) y sea ¢: E + E/Z(E) el homo-

morfismo candnico:

Si D= {Qi}i ¢ 1 &S una familia distinguida de E, entonces

E/Z(E) = 8 c(Qi) es descomposicidn propia de E/Z(E); reciprocamente,
i¢r1l
si E/Z(E) = ] Fi es una descomposicidn propia de E/Z(E), entonces
i1l
-1 o . . .
p -
{c (-i)}i ¢ 1 &8 familia distinguida de E

Mostremos la primera parte del enunciado; llamemos c(Qi) = Fi; en
virtud del axioma I) de familia distinguida Fi # 0, Vi€ I, sea X un ele-
mento arbitrario de E/Z(E) y sea x ¢ X, en virtud del axioma II) de familia

distinguida, existe una familia de elementos de E de soporte finito

{{xi}i €1’ m} tal que x = : 2 . X, + m, s € Qi , m € Z(E), por tanto,
X = I X, ii = c(xi) € F., de soporte finito, lo que implica
i I -
E/Z(E) = : E . Fi. Sea ¥ ¢ E/Z(E) tal que X = & X, =L Yis X5 5 ¥, € Fi (1)

y sea x € X, x; € X, y ey, ; de (1) se deduce x = Ix, = Ly, mddulo N(z(E)),

(véase la definicidn de congruencia normalizada en §3), y de aqui:

X = Ix, +m= Eyi + n, myn € Z(E); en virtud del axioma II) b) existe una fa-

milia de elementos {mi}i ¢ I de Z(E) tal que v, T % + m, esto es, X =Y o
¥ i ¢ I, con lo que hemos mostrado que E/Z(E) es suma directa de la familia

de subsemimddulos no nulos {Fi}i ¢ T

La segunda parte del enunciado se obtiene como consecuencia de §4,2)

(iv) y de las definiciones dadas.

21) (ii) Toda familia distinguida D = {Qi}i €I de un A-semimddulo E
satisface:
a) E = L Q.
ier

b) Si card (I) > 1, entonces ¥ i,j ¢ I, i # 3, Qi N Qj = Z(E).
a) es valido en virtud del axioma II) de familia distinguida.

b) Llamemos de nuevo c(Qi) = Fi’ c: E » E/Z(E); por ser Qi saturado

de E por ¢ (segln la proposicidn §u,3\(iv))se verifica:

-1 )
Qi_zc(Fi)’Vlels
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en virtud de la proposicidn 21) F, N Fj =0, ¥i,jeI, i#% 73, luego:

- -1 -1
Q; M @y = e T N eTH(E) = TN N E) = 2(E) , cuqud.

22) La familia {QJ} Pf-generada por cualquier familia
(0}

U Q
J € Pf(I1)

b) ¥ J ¢ Pf(I) : QJ es subsemimddulo cerrado de E.

J € Pf(I)
del A-semimddulo E satisface:

1

distinguida D fe T

a) E J

constituye respecto de la unidén lineal y

c) PE(D) = {QJ}JE P£(I)

la interseccidn conjuntista un reticulo isomorfo a Pf(I)X,u , N .}

23) La familia {QK}K ¢ P(I) P-generada por cualquier familia dis-

ie 1 del A-semimddulo E satisface:

a) E= U Q
K € P(I)

b) ¥ K ¢ P(I) : QK es subsemimbdulo cerrado de E.

tinguida D ={Qi}

K

c) P(D) = {QK}K ¢ P(1) constituye respecto de la unidn lineal y la

interseccidn conjuntista un &lgebra de Boole isomorfa a {P(I) , u , N}

Tanto 22)a) como 23 a) son de comprobacidén inmediata: 22)a) en vir-

‘tud del axioma II) de familia distinguida, 23)a) es valido puesto que:

E = Q; < QKEE
J ¢ P£(I) K € P(I)

Mostremos 23)b) y 22)b)

Sea K ¢ P(I) y llamemos c(Q,) = F,, F = pX F.; demostraremos
: i= i K i ek
que Q » ¥V K € P(I) es subsemimddulo cerrado de E saturado por c. En efecto,

se cumple:

(1) eQ)<s F » ya que x € Q ==> x =

m ™
x
-
X
H.
m
o
[

-
.
™
=

1
"
A%

==> c(x) = I Te(x,) , c(x,) € F. , 1 € K ==>¢(x) € F
_ iek i i i
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(2) c—l(FK)<;.QK ya que x € c-l(i) , R ¢ F ==>

-1 . -1, :
s=> x T 3 o N(R) MEA N(Z(E)) , R, € F, ==> x = % c (R.) +m,
1 1 . 1
e K i K

m € Z(E) ==> X € QK
De (1) y de (2) se deduce:

c-lc(QK) c c"l<rK> S Qi

como : QK<;;C_%(QK), se obtiene:
! ! .
QK = c (FK) = c c(QK) , VK€ P(I) ;

puesto que FK es subsemimdédulo cerrado de E/Z(E), como es facil comprobar, las
igualdades anteriores y §4,2 (iv) aseguran que QK es subsemimédulo cerrado de E

saturado por ¢, cualquiera que sea K € P(I).

Probemos 23 c). Sigamos con la misma notacidn : c(Qi) = Fi, sea:

F,= £ F, ,¥Ke¢P(I)/K#@;F, =0,
e x 1 o

el conjunto T = {F cuyos elementos son subsemimddulos cerrados y no

KK e P(I)
nulos de E/Z(E), forma un algebra de Boole respecto a la unidn lineal y la in-

terseccidn isomorfa a {P(I) ,u,N}, ya que B: F_ + K es una correspondencia

K
biunivoca y se verifica:

' Kel
cualquiera que sea la familia | de partes de I.,

Por otra parte, la aplicacidn it P(D) tal que c-l(FK) = QK

¥ K € P(I), es suprayectiva e inyectiva que cumple (i) y (ii):



]
'_.J
®
=

]

-1
(1) c(n F)= n ¢ (F)
kel K Ke L K

. -1 .1
(ii) c ( £ F))= r ¢ (F))
Kel ¥ ket X

cualquiera que sea la familia [ de partes de I.

En efecto, (i) es valido en virtud de las equivalencias:

1

xec (N FK) <==> c(x) € n FK <==> c(x) € FK , VKe [«==>
k €L K€ |
-l _ -1
<==> X € cC (FK) , VK €[ <==> x¢ n ¢ (FK)
Ke€ L
(ii) Se verifica, puesto que:
Xﬁc-l(‘ r F) == c(x)e 1 Fe=s>c(x) = 1 £, f € F ==
K € L K € [ Ke [
-1 . L -1 __
==> x = I ¢ (fK) méd N(Z(E)) ==> x = I ¢ (fK) +m, m € Z(E) ==>
K€ L K e[
==> X € I c-l(FK)
K € L
€ T -1(F ) ==> x = T X X, € c-l(F ) ==> c(x) = r c(x,)
x ¢ THK K e KK K el X
Ke L
, c(x,) € F ==> c(x) € T F ==>x¢c ( £ F)
K K €L K K €L K
Por consiguiente, c-l: T + P(D) es un isomorfismo de &lgebras de
Boole; componiendo ambos isomorfismos c_l B_l : P(I) > P(D), se obtiene

23) ¢). 22)c) se demuestra de modo andlogo.

Por satisfacer Pf(D), siendo D familia distinguida del A-semimddulo
E, las condiciones a), b) y c) de 22), decimos que Pf(D) es una descomposicidn

reticular de E. Andlogamente, en virtud de 23) a), b) y c), decimos que P(D)
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es una wescomposicidén de E en un dlgebra de Boole (cuyos elementos son sub-

seccidén conjunta).

Consideremos el conjunto FE de todas las familias distinguidaé del -
A-semimédulo E (Z(E) # E), entre las cuales contamos también a la familia dis-
tinguida {E}, que llamaremos ''trivial', y establezcamos una relacién de orden

entre los elementos de FE de este modo:

Sean C = {Qi}i €1 D = {RS}S € s dos familias distinguidas de E, de-

ducimos que:

(&) C ¢ D <==> Q. = E RS = RSi S vier

siendo {Si}i - una particién de S.;

I
2u) (i) si ¢,D ¢ FE’ entonces C ¢ D <==> P(C) € P(D).

C < D ==> P(C) € P(D) es inmediato. Mostremos la reciproca. De

P(C) <€ P(D) se deduce C < P(D). Sea C = {Qi}i ¢ I’D = {Rs}S ¢ S’Qi = R

K.?
i
V¥V i¢€7I:;: 1 = = = = 1 1
1 I, las igualdades Qi n Qj Z(E) RK;\RKj RKi n Kj R¢ implican
K. N = @¢: { = = o= V] = { 7 —
Ki Kj @, las igualdades . b) Qi E ' h) RK. Ri Y IKi RS impli
iel 1€ 1 1
can U Ki = 8; por consiguiente, {Ki}i ¢ 1 ©S una particién de S, y C < D,
ie1I
é.q.d.

Como consecuencia de 2L y de 6 (i) - (v), se obtiene

24 (ii) E1l conjunto FE de todas las familias distinguidas de E es un se-

mi-reticulo respecto de la relacidén (&) isomorfo al semireticulo DE/Z(E) de

las descomposiciones propias de E/Z(E).

(iii) 8iC= {Q;}; . » D= P ey
de E, entonces, suprimiendo en el conjunto {Qifi Pj} (i,5) ¢ Ixd todos los sub=

son dos familias distinguidas

semimddulos de E tales que Qi N Pj = Z(E), se obtiene la minima familia distin-

guida de E que es igual o md8s fina que C y, D.

24 (iv) La condicidn necesaria y suficiente para que exista una fami-

lia distinguida maximal segin el orden (&) en E es que E/Z(E) posea descomposi-

cidén irreducible.

Si existe una familia distinguida maximal en E, ésta es Unica y maxima.
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La condicidn necesaria y suficiente para que sblo exista en E la fa-

milia distinguida trivial es que E/Z(E) sea indescomponible.

Las proposiciones 24 (ii) (iv) que hemos obtenido acerca de las fa-
milias distinguidas de un A-semimddulo E, se pueden extender sin dificultad
a las descomposiciones en dlgebras de Boole de E, generadas por las familias

distinguidas de E, ya que:

{p(D) , = }D ¢ F

es, como consecuencia de 24 (i), un semireticulo isomorfo a {FE, <}, y, por

consiguiente, también isomorfo a {02/7(E) < }.
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