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Resumen

Estudio del problema de la planificacién de objetos
moviles sin colisiones con obstaculos moviles

En este trabajo consideramos el problema de desplazar dindmicamente varios objetos
por las aristas y vértices de un grafo valorado bidireccional en el que hay también
obstaculos méviles, sin que los objetos sufran riesgo de colisionar entre si ni con
los obstéaculos. Mostramos que averiguar si esto es posible se trata de un problema
PSPACE-duro. También discutimos como podria llegar a demostrarse que es un
problema en PSPACE. Estudiamos también varias variaciones de dicho problema,
algunas de ellas PSPACE-completas.
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Abstract

Study of the problem of collision-free mobile objects
planning under the presence of mobile obstacles

In this work, we consider the problem of moving dynamically multiple objects
through the edges and vertexes of a weighted undirected graph in which there are
mobile obstacles while avoiding any risk of the objects colliding between them-
selves or with the obstacles. We show that determining whether this is possible is a
PSPACE-hard problem. We also discuss how this problem could be shown to be in
PSPACE. Additionally, we study the complexity of some variations of said problem,
some of them PSPACE-complete.

Keywords

PSPACE, PSPACE-completeness, PSPACE-hardness, Complexity, Path-planning,
TQBF.
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Capitulo

Introduccion

El estudio de la complejidad computacional de los problemas es un campo de gran
interés para muchos investigadores. Ano tras ano se conoce a qué clase pertenecen
més y mas problemas distintos, y aun asi parece que seguimos desconociendo detalles
sobre como se relacionan entre ellas. El hecho de que es un campo del que parece
que siempre hay mas y mas cosas por saber es lo que nos ha motivado a realizar este
trabajo, que estudia la complejidad de un pequeno grupo de problemas.

Con estos problemas nos referimos a los de decidir si es posible desplazar un conjunto
de objetos por un grafo valorado sin riesgo alguno de que colisionen con un conjunto
de obstaculos moviles en el mismo grafo. Nos centraremos en uno en concreto y pos-
teriormente estudiaremos alguna de sus variantes. Trabajos anteriores han estudiado
la complejidad de problemas similares pero sin obstaculos, que son NP-duros (Gol-
dreich, 2011), (Carreno Lopez, 2024). Si buscamos problemas con mas diferencias
que la falta de obstaculos, encontramos una gran cantidad de problemas, algunos
NP-completos (Ajay et al., 2022) y otros PSPACE-completos (Hearn y Demaine,
2005). Sin embargo, atin no se ha analizado la complejidad de los problemas que
vamos a estudiar en este trabajo, por lo que creemos que tienen un interés teorico.

Estos problemas también tienen interés practico, ya que podrian modelar desde
estrategias en un videojuego hasta rutas de drones que tengan que evitar obstaculos
reales. Precisamente por esto, ya se ha estudiado el como aproximar el movimiento
de objetos evitando obstaculos en espacios euclideos (Masehian y Katebi, 2007),
(Bilbeisi et al., 2015); y esperamos que este trabajo sea inspiracion para que también
se estudie en espacios mas generalizados como los grafos.

En el capitulo 2, comenzamos definiendo el problema principal que vamos a tratar.
Tras ello, nos servimos del problema PSPACE-completo True Quantified Boolean
Formula (TQBF) para demostrar que es un problema PSPACE-duro. Posterior-
mente, discutimos como podria llegar a demostrarse su pertenencia a PSPACE. En
el capitulo 3 estudiamos varias variantes de este problema, demostrando algunas
propiedades de complejidad de ellas. Finalmente, en el capitulo 4, resumimos los
resultados y damos algunas ideas de trabajo futuro.



2 CAPITULO 1. Introducciéon

Como plan de trabajo, en primer lugar hemos buscado y leido diversas publicaciones
sobre trabajos relacionados. Posteriormente, hemos pensado qué propiedades tenia
nuestro problema y cuéles podiamos demostrar. Ahi ideamos la reduccién a partir de
TQBF que nos ha permitido demostrar que el problema es PSPACE-duro. Tuvimos
que continuar refinando esta reduccién para poder demostrar que produce instan-
cias equivalentes a las originales. A continuacién, pensamos en posibles maneras de
demostrar que el problema pertenecia a PSPACE. Al ver que ninguna de ellas iba
a poder ser utilizada a tiempo para este trabajo, nos limitamos a recopilar las més
prometedoras como indicacién para posibles trabajos futuros.

Durante este proceso, anotamos las variantes que parecian mas interesantes para
estudiarlas también. Con ellas también pensamos en qué podiamos demostrar y si
era posible utilizar las demostraciones anteriores para ello. Finalmente, recopilamos
todo el trabajo en esta memoria incluyendo explicaciones y ejemplos para que pueda
ser comprendida facilmente.



Capitulo

Problema MnOmO

En este capitulo definiremos el problema que vamos a estudiar, mostraremos que
es un problema PSPACE-duro y discutiremos como podria llegar a mostrarse su
PSPACE-completitud. Llamaremos a este problema “Movimiento de n Objetos con
m Obstaculos” o MnOmO.

2.1. Definiciéon

Una instancia de MnOmO consta de los siguientes elementos:
» Grafo bidireccional valorado G = (V, A)
= n,m,t €N
m 0,d:{1,...,n} =V
" 0y {Ll,...,m} >V

Representamos el subconjunto de aristas de GG de la siguiente forma:

ACV xV xN

(Ul,Ug,d) cA= (’UQ,’Ul,d) €A

Decimos que (v, v2,d) y (ve,v1,d) son la misma arista.
En el grafo hay n objetos y m obstaculos.

Una simulacion es un conjunto de movimientos de los objetos y obstéaculos a lo largo
del grafo. Una simulaciéon comienza en el momento 0 y termina en el momento ¢.

En una simulacién se cumplen las siguientes reglas:
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1. El objeto i comienza en el vértice o(i) y el obstaculo j en el vértice o,,(j).
Llamamos a estos vértices los origenes del objeto ¢ y del obstaculo j respecti-
vamente.

2. Si un objeto u obstaculo estéd en un vértice v; en un momento x € N y existe
una arista a = (v1, va,d) € A, el objeto u obstéculo puede moverse a través de
a para llegar al vértice vs en el momento z+d € N. Decimos que el objeto esta
moviéndose por a en el sentido v; — vy en el intervalo de tiempo (z,z+d) € R.

3. Los obstaculos no pueden comenzar un movimiento desde un vértice v; a
otro ve si vy pertenece a Im(d), donde Im(d) es la imagen de la funcion

d:{l,....n} = V.

4. Los objetos y obstaculos solo pueden cambiar su posiciéon de acuerdo con la
regla 2.

5. Los objetos y obstaculos no pueden detenerse ni cambiar de sentido en una
arista.

6. Los objetos y obstaculos pueden detenerse en un vértice durante cualquier
cantidad de tiempo dada por un ntiimero natural.

7. Si un objeto u obstéculo se mueve por una arista a = (vy,vq,d) en el sentido
vy — v en el intervalo I; C R, otro objeto u obstaculo se mueve por a en el
sentido v9 — v1 en el intervalo I, C R, y la interseccion I; N Iy es no vacia,
decimos que hay una colisién entre ambos objetos u obstaculos.

8. Si dos obstaculos colisionan entre si, dejan de estar en el grafo durante el resto
de la simulacion.

El movimiento de los obstéculos no lo podemos decidir. Sin embargo, siempre que un
objeto se encuentre en un vértice, debemos decidir por qué arista debe continuar o
si debe mantenerse en dicho vértice una cantidad entera de tiempo. Para ello no solo
conocemos la instancia, sino también la posiciéon de todos los objetos y obstaculos
en ese momento, pero no en momentos futuros.

Por ejemplo, en el momento 0 no sabremos qué arista van a tomar los obstaculos,
pero si en qué vértice se encuentran. En otros momentos de la simulaciéon, podemos
tomar distintas decisiones segtin si los obstaculos se han desplazado de una manera
u otra.

Si planificamos qué queremos que hagan los objetos en cada momento en una simu-
lacion y para cada posicion de los obstaculos y objetos en dicho momento que sea
posible tras haber seguido la planificacion desde el momento 0, decimos que tenemos
una estrategia. En otras palabras, una estrategia es una “guia” que nos especifica qué
decision tomar en todas las situaciones posibles, siempre y cuando hayamos seguido
la estrategia para todas las decisiones desde el momento O.

El problema pregunta:

. Existe una estrategia tal que, siguiéndola para cualquier movimiento posible de los
obstéaculos, en ningtn caso haya ninguna colisiéon objeto-objeto ni objeto-obstaculo,
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y al acabar la simulacién en el momento ¢ todo objeto se encuentre en su destino?

Una vez que ha quedado definido el problema, finalizamos la secciéon con algunos
comentarios y observaciones sobre el mismo:

» Se puede interpretar que los obstéculos se mueven al azar, o que un “oponen-
te” decide qué aristas toman intentando que nuestros objetos no alcancen su
destino. Ambas interpretaciones intuitivas son equivalentes desde el punto de
vista del problema, puesto que se pregunta si la estrategia es valida para todas
las combinaciones posibles de movimientos de los objetos.

= La regla 3 puede parecer artificial e innecesaria. También da la impresion de
simplificar el problema al quitarle opciones a los obstaculos. Sin embargo, una
vez que se estudian las implicaciones de que los obstaculos puedan ir a los
destinos de los objetos, parece que daria lugar a un problema mas sencillo, ya
que la mejor “estrategia’ de los obstaculos podria ser ir directamente a ellos.
De hecho, méas adelante discutiremos la posibilidad de que el problema sin esta
regla sea NP-completo.

= El proposito de la regla 8 es evitar que los obstéculos se “atraviesen” entre si
ignorando colisiones, ya que el objetivo del problema ya impide que los objetos
lo hagan entre si o con obstéculos. Los resultados que vamos a mostrar sobre
el problema seguirian siendo ciertos sin esta regla.

= Solo hay colisiones en aristas lo que, entre otras cosas, implica que dos obje-
tos u obstéculos pueden “cruzarse” siempre que lo hagan en un vértice. Esto
también nos simplifica la reduccion. Estudiaremos més adelante qué sucede si
hay colisiones en los vértices.

» A la arista (v, ve,d) también la representaremos con v; — vg, y a un camino
que pase por los vértices vy, vq,...,v, en ese orden lo representaremos por
V1 — VU2 — " — Up.

2.2. PSPACE-dureza

Para demostrar que el problema MnOmO es PSPACE-duro, haremos una reduccion
polinémica del problema True Quantified Boolean Formula (TQBF) restringido a
formulas en forma normal conjuntiva (FNC) en MnOmO.

En esta seccién comenzaremos analizando ligeramente el problema TQBF y veremos
que puede representarse como un juego de dos jugadores con informacion perfecta.
Posteriormente definiremos la reduccién en concreto, acompanada de ejemplos, y
finalizaremos demostrando que toda instancia de TQBF es equivalente a la ins-
tancia de MnOmO resultante de aplicar la reduccién sobre ella. Para esto dltimo
utilizaremos que TQBF se puede representar como un juego con un arbol de juego.
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2.2.1. TQBF
Una Quantified Boolean Formula (QBF) tiene la forma 2.1, donde Q1,Q2, ..., Qk
son cuantificadores de entre 3y V, y ¢(x1,x2,...,7x) es una formula booleana sin
cuantificadores.

Q111Q213 . .. Q@ (11,79, .., 1) (2.1)

Una instancia del problema TQBF consiste en decidir si una QBF es cierta o falsa.
TQBF es un problema PSPACE-completo (Garey y Johnson, 1979). También es un
problema PSPACE-completo si limitamos ¢ de manera que tenga que estar en FNC
(Schaefer, 1976). En el resto del trabajo asumiremos que las formulas ¢ estan en
FNC, es decir, que son una conjuncion de clausulas disyuntivas. Un ejemplo de QBF
donde ¢ estd en FNC es 2.2.

v1315|$2<$1 V .TQ) A (_Lifl V _LTQ) (22)

Un detalle relevante es que el orden en el que aparecen cuantificadas las variables
importa. El ejemplo anterior se debe leer como en 2.3. Si apareciese primero Jxs y
después Vi se leeria como en 2.4, y 2.4 es falso mientras que 2.2 es cierto.

Yy se cumple (Jz, tal que (21 V x3) A (—xq V g)) (2.3)

Jdz tal que (Vx; se cumple (zq1 V x2) A (mxy V —x2)) (2.4)

Una forma de saber si una QBF es cierta consiste en sustituir las variables en orden
con todos los valores posibles. Podemos utilizar la veracidad de la formula tras haber
sustituido variables para averiguar la veracidad de la QBF original. En concreto, al
tener un V en la primera variable, el QBF original es cierto si y solo si son ciertos
los dos QBFs resultantes de sustituir dicha variable por T y por L. En cambio, si la
primera variable va acompanada de un 3, el original sera cierto si y solo si al menos
una de las dos sustituciones lo es. Més formalmente, dadas las definiciones 2.5, se
cumple 2.6.

A=Qr1Qsxy. .. Qkxk¢(x17 Lo, ... 7$k)
Ae= Qaxy. . Qrprpd(T, 20,..., 74) (2.5)
Af = Q2x2 o Qk‘rkqs(J—? T, ... 7Ik)

Q1 :\VlﬁA:Ac/\Af

2.6
Qr=3=> A=A VA (2:6)

Esta propiedad también se cumple en el resto de variables cuando pasan a ser la
primera. Méas generalmente tiene la forma de 2.7, donde G es una féormula booleana
con cuantificadores o sin ellos, y G[x/y] indica la sustitucion de = por y en G.
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F =V2G = F =Gz /T]ANG[xy/ L] 2.7)

F=32G = F =G[z1/T]|VGlzy/ 1] '
Si aplicamos esto a cada una de las k variables de la QBF para finalmente llegar a
formulas sin cuantificadores ni variables. Por tanto con 2.7 nos basta para convertir
la QBF en una férmula booleana sin variables, aunque para ello es necesario aplicar
2.7 281 veces donde k es el niimero de variables.

Cada vez que sustituimos una variable, nos surgen dos férmulas nuevas. Por tanto,
podemos visualizar este proceso como un arbol binario, donde la raiz corresponde
al QBF original, sus hijos a las formulas resultantes de sustituir la primera variable,
y asi sucesivamente hasta que las hojas corresponden a férmulas sin variables.

En la figura 2.1 podemos ver una representacion del arbol descrito. Los hijos izquier-
dos corresponden a sustituir por T la primera variable y los derechos a sustituir por
1. En el lateral derecho aparece para cada nivel del arbol el primer cuantificador
que hay en las formulas de dicho nivel. Dado un nivel i (donde el nivel 1 es el de la
raiz), diremos que es un nivel 3 si (); es un 3 y que es un nivel V de lo contrario.
Si un vértice representa una féormula cierta diremos que es cierto y de lo contrario
diremos que es falso.

Q1

[z1/cierto]

[x1/ falso]

Q2

[za/ falso]

[®y/ cierto]

* & o * & o Qk
[x)/cierto] [z1/ falso] [z)/cierto] [z/ falso]

Figura 2.1: Arbol binario

En este arbol, las hojas corresponden a férmulas sin variables, por lo que podemos
saber directamente si son clertas o falsas. Para saber la veracidad de un vértice
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intermedio, necesitamos conocer las veracidades de sus hijos. Con el valor de sus
hijos podemos saber su valor siguiendo 2.7, es decir, si esta en un nivel 3 se cumple
el vértice si se cumple al menos uno de sus hijos, y si estd en un nivel V se cumple
si se cumplen sus dos hijos.

El arbol que hemos descrito tiene mucho en comtun con lo que se conoce como arbol
de juego. Ahora veremos que esto se debe a que TQBF es equivalente a un juego de
dos jugadores con informaciéon perfecta. Llamaremos a este juego, que describimos
a continuacion, el juego TQBF.

En este juego un jugador elige el valor de las variables cuantificadas con un V y el
otro el de las cuantificadas con un 3. Llamaremos al primero de ellos el jugador V
y al segundo el jugador 3. Al comenzar la partida, el jugador que tenga su primer
turno tiene dos opciones: asignar T o asignar | a la primera variable. Qué jugador
sea este depende de cudl sea el primer cuantificador. Posteriormente uno de los dos
jugadores tiene que asignarle un valor a la siguiente variable segtin el cuantificador
de esta y asi sucesivamente. Al ir a tomar una decision, ambos jugadores conocen las
asignaciones que se han hecho en los turnos anteriores. La estructura de las posibles
partidas diferentes entre los dos jugadores tiene por tanto la misma estructura que
el arbol de la figura 2.1. En este caso, el cuantificador (); nos indica de qué jugador
es el turno en el nivel ¢ del arbol.

En el juego TQBF el objetivo del jugador 3 es que la formula evaliie a T después de
asignar valores a todas las variables. El jugador 3 tiene una estrategia ganadora al
comenzar el juego si puede elegir dindmicamente como asigna las variables de manera
que gane independientemente de las acciones del jugador V. Se puede estudiar si hay
una estrategia ganadora al empezar el juego, que es la raiz del arbol, pero también
si la hay tras haber asignado ya algunas variables, lo que corresponde con un vértice
intermedio del arbol.

En las hojas es muy facil saber si hay una estrategia ganadora ya que no queda
ninguna decisiéon que tomar, por lo que solo existe una estrategia posible: no hacer
nada. Si el valor de la férmula en esa hoja, que se halla sustituyendo cada variable por
T o L segtin qué camino haya que seguir desde la raiz, es T, entonces la estrategia
es ganadora y de lo contrario no lo es.

Que haya una estrategia ganadora en un vértice no hoja se puede averiguar sabiendo
de qué jugador es el turno y si la hay en sus hijos. Si es el turno del jugador 3,
basta con que haya una estrategia ganadora para uno de los hijos. En tal caso,
la nueva estrategia sera escoger T o L para la variable segiin qué hijo tenga una
estrategia ganadora, y luego seguir la estrategia de dicho hijo. Si ambos hijos tienen
una estrategia ganadora, tanto escoger T como 1 y luego seguir la estrategia del
hijo correspondiente son estrategias ganadoras.

En el turno del jugador V, el jugador 3 no puede controlar qué eleccion se va a tomar.
Por tanto es necesario que haya una estrategia ganadora en ambos hijos para que
la haya en el padre. Asi, la estrategia consistira en seguir la estrategia ganadora de
uno de los dos hijos segun elija T o L el jugador V.

Sabiendo esto es posible recorrer el drbol para averiguar si existe una estrategia
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ganadora para el jugador 3. Este método es equivalente al método para averiguar si
una QBF es cierta siguiendo 2.7, ya que F corresponde al vértice padre y Glx/T],
G[z/ L] corresponden a sus hijos. Por esto podemos decir que una instancia TQBF
es cierta si y solo si existe una estrategia ganadora para el jugador 3 en el juego
TQBF correspondiente. Esto nos servird para tratar TQBF como un juego y para
ver el arbol de la figura 2.1 como un arbol de juego, estructura comtnmente utilizada
para estudiar juegos (Allis, 1994).

Como ejemplo particular podemos pensar lo que ocurre si todos los cuantificadores
son V. Viendo el problema desde el punto de vista de la logica, ha de cumplirse la
formula con todas las combinaciones de valores asignados a las variables. Viendo el
problema como un juego, es necesario que el jugador V no tenga ninguna manera
de asignar las variables de forma que la formula no se cumpla. Se puede ver que las
conclusiones son las mismas desde ambas perspectivas. En el arbol de juego hace
falta que ninguna hoja corresponda a una féormula que no se cumpla, ya que las
hojas corresponden a todas las combinaciones de valores asignados a las variables.

En el ejemplo contrario, donde todos los cuantificadores son 4, también se puede
llegar a la misma conclusién desde ambas perspectivas. En este caso basta con
que alguna combinacion de valores asignados a las variables haga que la formula se
cumpla, o equivalentemente que el jugador 3 tenga una manera de escoger los valores
para hacer la formula cierta. En el drbol de juego esto significa que es necesario que
al menos una hoja corresponda a una férmula cierta.

A partir de este punto hablaremos de TQBF como un juego, donde si existe una
estrategia ganadora para el jugador 4, entonces la respuesta a la instancia del pro-
blema es afirmativa. Ahora vamos a ver cémo se puede simplificar el arbol de juego
para incluir solo la informacién necesaria.

En los vértices del arbol donde el cuantificador es 3, tomamos nosotros la decision
de qué valor le damos a la variable. Con que una opcién nos garantice la victoria,
también tenemos la victoria garantizada en nuestro vértice siempre que escojamos
esa opcion. No tenemos por tanto ninguna necesidad de escoger la otra opcion, y
por tanto no necesitamos saber si al escoger la otra opciéon seguimos teniendo una
estrategia ganadora o no. Por ello, cada vez que uno de los hijos de un vértice donde
es nuestro turno nos garantice la victoria, podemos simplemente “podar” el otro o,
en otras palabra, no mostrar ni el hijo ni ninguno de sus descendientes. De esta
manera seguimos pudiendo utilizar el arbol para comprobar si existe una estrategia
ganadora, pero este tiene menos informacion extra.

Jz1Vro3xsp(xy, o, 3)

¢(I1, T, ZL’3) :(.’El \% _|.’E1) A (ZEQ \ _|ZE3) A (_'.1‘2 \ fL’g) (28)

Dada la QBF descrita en 2.8, mostramos en la figura 2.2 su drbol de juego sin podar
y en la figura 2.3 el mismo arbol podado. En ambas figuras los cuantificadores a la
derecha del arbol indican a qué jugador le toca asignar un valor a una variable.

Se puede observar que el arbol podado de la figura 2.3 es mas compacto que el no



10 CAPITULO 2. Problema MnOmO

-

Ty = cierto, x9 = falso

T9 = cierto 9 = falso

xy = cierto

= falso

falso cierto cierto falso falso cierto cierto falso

Figura 2.2: Arbol no podado

=

Ty = cierto xs = falso

x3 = falso T3 = cierto

cierto cierto

Figura 2.3: Arbol podado

podado de la figura 2.2, pero se puede extraer la misma informacion de ambos: hay
una estrategia ganadora para el jugador .

Para que el arbol podado de la figura 2.3 muestre que la QBF se cumple, es necesario
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que ambas hojas sean ciertas. Una de ellas es el resultado de ¢(L, T, 1) y la otra de
(L, L, T). Muchas formulas booleanas en tres variables cumplen esto; por ejemplo,
lo cumple la formula ®(z1, 29, x3) = (21 V —21) A (22 V 723) A (m22 V 23), por lo que
el arbol demuestra que la QBF Jz1Vaodws®(xy, e, 23) es cierta.

Este arbol puede ser valido para otras féormulas booleanas de tres variables que
tomen el lugar de ¢. Sin embargo, solo es valido para QBF con los cuantificadores
dVd en ese orden, ya que estan podados los niveles con un 4 y no podado el nivel
con el V.

Tras realizar el procedimiento arriba descrito, los vértices en un nivel con 4 que son
ciertos tienen ahora solo un hijo que es cierto. Adicionalmente los vértices en un
nivel con un V que sean ciertos también tienen solo hijos ciertos, por lo que todos los
vértices ciertos tienen hijos ciertos que a su vez tienen mas hijos ciertos. A su vez
si todos los hijos de un vértice son ciertos este lo es también. Como esto se puede
aplicar para todos los niveles podemos concluir que el vértice raiz es cierto si y solo
si lo son todas las hojas del arbol podado.

No solo el arbol podado muestra la veracidad de una QBF, sino que ademaés dada
una QBF cierta se puede construir un arbol podado valido. Por tanto, si tenemos
una QBF cierta sabemos que existe un arbol valido cuyas hojas son todas ciertas.

2.2.2. Reduccion

En esta seccion describiremos la reduccion polinémica de TQBF (FNC) a MnOmO
que utilizamos para demostrar la PSPACE-dureza de MnOmO. Para ello mostrare-
mos los distintos elementos que la componen, explicando su proposito.

Viendo TQBF como un juego, el jugador 3 ha de conseguir escoger los valores de
las variables para que ¢ valga T. Si aprovechamos que ¢ esta en FNC, podemos
descomponer este objetivo en hacer ciertas cada una de las clausulas disyuntivas.
Para poder imitar este objetivo en MnOmO, tendremos un objeto representando
cada clausula y haremos que un objeto llegando a su destino sea el equivalente a
una clausula de ¢ siendo cierta. Llamaremos al niumero de clausulas y de objetos n.
Llamaremos a las clausulas C7,Cs, ..., C,.

Cada objeto necesita un vértice origen y un destino, llamaremos O a los origenes y
D a los destinos. El objeto i tendra que ir de O; a D;, lo que nos da los valores de
las funciones o,d : {1,2,...,n} = V.

O;,D; eV ViE{I,Q,...,n}
O(Z)ZOl VZ.G{LQ,..‘,TL}
di)=D; Vie{l,2,... n}

Para que una clausula disyuntiva de ¢ se cumpla, tiene que valer T al menos uno de
sus literales. Podemos imitar esto en MnOmO ofreciendo a cada objeto ¢ un camino
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de O; a D; por cada literal distinto en C;, y que ir por uno de ellos sea el equivalente
a que se cumpla dicho literal.

En ¢, si una clausula se cumple porque z; es cierto, no puede cumplirse otra porque
—x; sea cierto y viceversa. Para imitar esto hace falta que si un objeto recorre
su camino correspondiente a cumplir x;, ningin otro pueda recorrer un camino
correspondiente a cumplir —z;. Para esto hace falta que ambos caminos utilicen la
misma arista en sentido contrario, y que el tiempo limite no permita a unos objetos
esperar hasta que pasen los otros para evitar una colisién. Por tanto, necesitamos
una arista por cada variable, y todos los caminos de un origen a un destino tendran
que pasar por una de las aristas de cada variable.

Llamaremos P; y N; a los vértices de la arista correspondiente a la variable z;. Los
nombres de los vértices indican el sentido P; — N; es “positivo” y recorrerlo equivale
a que se cumpla x;. Por el contrario recorrer el sentido ‘“negativo” N; — P; equivale
a que se cumpla —x;.

P,N, eV Vie{l,2,...,k}
(P,N;,1) e A Vie{l,2,...,k}

Donde k es el numero de variables en la QBF.

En TQBF, no podemos escoger qué valor asigna a las variables el jugador V. Cuando
asigna a una variable x; el valor T, ninguna clausula puede cumplirse mediante el
literal —x;, y si le asigna | no se podra cumplir el literal z;. Esto lo podemos imitar
con un obstaculo que pueda bloquear uno de los dos sentidos de la arista P, — N;. Por
tanto habra un ntimero de obstaculos igual al niimero de variables cuantificadas por
un V. Llamaremos m a este ntimero y M al conjunto de indices de estas variables.
Cada obstéculo tendré también un origen, distinto de los vértices que ya hemos
introducido para que no pueda bloquear otras aristas relevantes. Llamamos a sus
origenes Om. Esto nos determina también el valor de la funcion o, : {1,2,...,m} —

V.

M={ie{l,2,...k}:Q; =V} (2.9)
Om; eV Yie M
om (1) = Ompy Vie{l,2,...,m}
Donde M (i) es el i-ésimo elemento de M ordenado de menor a mayor.

El obstaculo correspondiente a la variable z; tiene que poder desplazarse a los vér-
tices P; y N;. De esta manera, si va al vértice P; puede tomar la arista en el sentido
P, — N; bloqueando el sentido “negativo”, y andlogamente si va al vértice IV; puede
bloquear el sentido “positivo”. Asi que si va hacia P; es el equivalente a que el jugador
V asigne x; = T y si va a N; es el equivalente a que asigne z; =_1.

Para imitar el hecho de que estas asignaciones se hacen en el orden que estan cuan-
tificadas las variables, haremos que el obstaculo correspondiente a la variable x; no
tenga que tomar una decision hasta que hayan pasado i unidades de tiempo. Asi



2.2. PSPACE-dureza 13

conseguiremos que la variable x; se asigne en el momento 1, la variable x4 en el
momento 4, etc. Con este proposito, necesitaremos para cada obstaculo un vértice
interseccion I'm donde puedan tomar la decision. Segtun el indice, esta interseccion
estard mas cerca o lejos del punto Om, para que la decisién se tome en el momento
adecuado. La distancia de la interseccion a los puntos P y N también varia, para
que la distancia total de Om a P y N sea igual en todos los obstaculos.

Im; eV VYieM

(Omy, Im;,i) e A Yie M
(Im;, P,2+k—i)e A Yie M
(Im;, N;,2+k—i)e A Yie M

De esta manera, el obstaculo ¢ decide en el momento ¢ si se dirige a P, o a N;, v
llega a uno de estos dos vértices en el momento 2 + k. Si hacemos que los objetos
también puedan alcanzar los vértices en ese mismo momento, conseguiremos que,
si el obstaculo va a P; y un objeto a N;, o viceversa, pueda haber una colisiéon en
la arista P; — N;. También conseguimos que, si el obstaculo y un objeto llegan al
mismo vértice, P; o N; a la vez, no pueda haber una colision, ya que cualquier arista
la tomarian en el mismo sentido. Adicionalmente, al tener la arista P, — N; longitud
1, si el objeto se detiene en su origen o en I'm; cualquier cantidad de tiempo (entera),
entonces no llegard a tiempo para causar una colision.

Por dltimo, tenemos que completar los caminos que han de seguir los objetos. Si en
la clausula disyuntiva ¢ aparece una variable z; sin negar, queremos que el objeto @
pueda ir desde O; a P; y desde N; a D;. Si aparece una variable negada, queremos que
O; conecte con N; y P; con D;. Como en una clausula puede haber varias variables,
el objeto tendra varios caminos disponibles y en algiin momento el objeto debera
escoger cual tomar.

Recordamos que las variables cuantificadas por un 3 no tienen ningin obstaculo
asociado que pueda bloquear la arista P, — N; en ningtun sentido, pero que si un
objeto va a tomar uno de los dos sentidos si bloquea el sentido contrario. Por tanto,
si z; estd acompanada por un 3, cuando mandamos a un objeto a P; es el equivalente
a que el jugador 3 asigne la variable z; a T. Andlogamente, mandar un objeto a IV;
es el equivalente a asignarle 1. Para imitar a TQBF, estas asignaciones las tenemos
que hacer en el orden que estan cuantificadas las variables, asi que cada objeto ¢
tendra una interseccion para cada variable que aparezca en la clausula C; y esté
cuantificada con un 4.

Dada una clausula disyuntiva C;, llamamos F; al conjunto de los indices de variables
cuantificadas con un 3 que aparecen en un literal de Cj.

Ei:{jIQjZH,JZjEO@}U{injZH,_'IjECi} (210)

Dado un indice j € E; queremos que s;(j) sea el siguiente indice por orden numérico
en b;.
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si(7) =min{l : 1 € E;,l > j} (2.11)

Necesitamos finalmente crear los vértices intersecciéon y conectar cada uno con el
siguiente y con la arista de variable correspondiente. De esta manera, si el objeto
decide no tomar el camino correspondiente a una variable, seguiré hacia la proxima
interseccion donde tendra otra vez una eleccion.

L eV Vie{l,2,....n},Vje€E,
(0i,1;;,5) € A Vie{l,2,...,n},j =min(E;)
(Lij, Lisiy, s(j) —7) € A Vie{l,2,...,n},Vj € E\max(E;)
(L P 2+k—j)eA Yie{l,2,....n},Vj€ B tq. z; € C;
(Lij;Nj,2+k—j)eA Vie{l,2,...,n},Vj € E; t.q. ~z; € C;

En cada vértice I; ;, el objeto ¢ decidira si va a seguir el camino que lleva a D; a
través de la arista P; — N; en alguno de sus dos sentidos, o si va a seguir hacia
el siguiente vértice interseccion. La primera eleccion equivale a que la clausula ¢ se
cumpla gracias al literal z; o —z;, mientras que la segunda equivale a que se cumpla
por algin otro literal cuya variable esta cuantificada después. Adicionalmente, la
primera eleccién equivale a asignarle a x; T o L, ya que impide que otros objetos
tomen el sentido contrario de la arista P; — IV;, mientras que la segunda no equivale
a darle ningtn valor a ;.

Atun tenemos que crear los caminos correspondientes a las variables cuantificadas por
un V. Estas tienen un obstaculo asignado que en algiin momento puede bloquear un
sentido de la arista P — N. Si un objeto quiere usar dicha arista como parte de una
estrategia que se asegura que no haya colisiones, solo puede dirigirse hacia P o N
cuando el obstéculo ya ha bloqueado el sentido contrario. Por tanto la elecciéon de ir
a la arista de la variable x; ha de tomarse después del momento 7, ya que es a partir
de este momento que se sabe qué sentido va a bloquear el obstaculo. Escogemos que
esta eleccion se tome en la dltima interseccion ya creada, a menos que se llegue a esta
demasiado pronto, en cuyo caso se creara otra interseccion “final” I f mas adelante.

Vie{l,2,...,n}:
Sidz; € C; 6 3-z; € C; t.q. j > max(E;) (2.12)
Entonces If; € V'y (1), I fi,k —1) € A, donde | = maz(E;)

(L, P,2+k—j) € Vie{l,2,...,n},7 =mazx(E;),Vl € M t.q. x; € C;,1 < j
(Lijs Ni,2+k—j) € Vie{l,2,...,n},j =mazx(E;),Vl € M t.q. ~x; € C;,1 < j
(Ifi, P,1) € Vie{l,2,...,n},Vle M t.q. z; € C;,l > max(E;)
(Ifi,N;,1) € Vie{l,2,...,n},Vl € M t.q. ~x; € C;,l > maz(E;)

Que el objeto 7 tome una arista que le lleva a P; o N; con j € M equivale a que
la clausula 7 se cumpla gracias a que es cierto el literal z; o —x;. Sin embargo,
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no es una eleccion que puedan tomar libremente los objetos o el controlador de los
objetos. Esto se debe a que, si un obstéculo se esta dirigiendo ya a IV;, ningtin objeto
podra dirigirse a P;, o de lo contrario no tendra forma de evitar una colisién con
el obstaculo en la arista P; — N, y andlogamente si un obstéculo se dirige a P;, no
podrén los objetos dirigirse a N;. Esto hace que las decisiones que toman el objeto
1 en estos ultimos vértices no equivalen a asignarle un valor a una variable, sino que
equivale a ver, de entre las variables asignadas por un V, cuales han sido asignadas
de forma que se cumpla la clausula.

Para terminar, tenemos que conectar todos los caminos de cada objeto a su destino.

(P;,D;,1) e A Vie{1,2,...,n},Vj t.q. ~x; € C;
(N;,D;,1) e A Vie{l1,2,...,n},Vjtq z; € C;

Ya hemos descrito el grafo de la reduccion. Solo falta especificar el tiempo limite.
Este va a ser t = k + 4, que es la distancia del camino més corto entre el origen y
el destino de un objeto. Esto hace que si los objetos toman caminos alternativos o
si un obstaculo les retrasa, no puedan llegar a tiempo.

A continuacién resumimos todos los vértices de la reduccion:

O;,D; Vie{l,2,...,n}
P, N; Vie{l,2,...,k}
Om;, Im; Yie M (2.13)
L; Vie{l,2,....,n},Vj€E
If; sidz; € C; 63~z €Ctq. j>mar(E;)

Y todas las aristas:
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Vie{l,2,... k}
Vie M
Vie M
Vie M

)
)
(Im;, P;,2 + k — 1)
(Im;, Ni,2 + k — 1)
(04,1, 5,7) Yie{l,2,....n},j =min(E;)
(Lij, Lisiy, s(j) —7) Vie{l,2,...,n},VYj € E;\maz(E;)
(L, P;,2+k—j) Yie{l,2,...,n},Vj € E; t.q. z; € C,
(LijyNj,2+k—73) Vie{l,2,...,n},Vj€E; tq. ~z; €C;
(Lij, P2+ k—j) Vie{l,2,...,n},j =mazx(E;),Yle M t.q. ;€ C;,l <j
(L, Ni,2+k—3) Vie{l,2,...,n},j =mazx(E;),Vle M t.q. ~x; € C;,1 < j
(N;,D;,1) Vie{l,2,...,n},Vj t.q. z; € C,
(P;,D;,1) Vie{l,2,...,n},Vjtq. ~z; € C;
(Lig, Ifi,k—1) si3dzx; € C; 6 I~x; € C;t.q. 7> 1 donde | = max(E;)
(If;,P,1)e A Vie{l,2,...,n},Vl€ M t.q. z; € C;,l > max(E;)
(Ifi,Ni,1) e A Vie{l,2,...,n},Vl € M t.q. ~x; € C;,l > maz(E;)
(2.14)

donde n es el nimero de clausulas, k£ el ntiimero de variables, el conjunto M esta
definido en 2.9, los conjuntos E; en 2.10, las funciones s; en 2.11 y m es el nimero
de elementos de M.

En la préxima seccién demostraremos que la instancia de TQBF tiene una respuesta
afirmativa si y solo si también la tiene la instancia de MnOmO resultante de aplicar
la reduccion descrita en esta seccion. Antes de ello, mostramos un ejemplo para
facilitar la comprension:

Instancia de TQBF

\V/[E15|ZL’QE|ZL'3(Z'1 V 132) VAN (_Ll’l V —T9 V ZL’3) (215)

En esta instancia, el nimero de clausulas es 2, por lo que para el problema MnOmO
tomamos un nimero de objetos n = 2. Al haber 1 variable acompanada de un V,
hemos de utilizar m = 1 obstaculo. Algunos conjuntos necesarios para crear el grafo
son los siguientes: M = {1}, £y = {2}, Ey = {2,3}. Las funciones o, d y o, vienen
dadas por o(1) = Oy, 0(2) = Oy, d(1) = Dy, d(2) = D3 y 0,(1) = Om;. Por ultimo,
el tiempo limite es t = k + 4 = 7 y el grafo es el representado en la figura 2.4.

El objeto 1 corresponde a la clausula z; V x5, por tanto tiene un camino por la arista
P, — Ny y P, — Ny, ambos en la direccién positiva ya que no aparecen negadas las
variables. Como x5 estd cuantificado por un 3 y aparece en segunda posicion, la
decision de si ir al vértice P, se toma en el momento 2 cuando el objeto llega al
vértice I; 5. La variable z; estd cuantificada por un V y aparece en primera posicion,
por lo que el objeto no puede tomar la decision de si dirigirse a P, hasta después
del momento 1. Como el ultimo (y tnico) vértice interseccion es el I 5, al que se
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Figura 2.4: Grafo de la reducciéon

llega en el momento 2, no hace falta anadir otro vértice para tomar esta decision y
se puede hacer en I . Estos caminos se pueden ver con méas claridad en el subgrafo
de la figura 2.5.

Figura 2.5: Subgrafo correspondiente al objeto 1

El objeto 2 corresponde a la clausula (—x; V —xs V z3). Tiene por tanto un camino
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por cada una de las aristas correspondientes a las tres variables. En el caso de las
aristas P, — Ny yv P, — Ny las recorre en el sentido negativo, que es el contrario
al sentido que utiliza el objeto 1, por lo que no pueden utilizar ambos objetos la
misma arista. La decision de ir a N, se toma en el momento 2 y la de ir a P3 en el
momento 3, porque esas son las posiciones en las que aparecen cuantificadas con un
3 las variables x5 y z3 respectivamente. La decision de ir a N; se toma en el vértice
I3, ya que es el dltimo vértice interseccién y no es necesario anadir un vértice I f.
Estos caminos se pueden ver con mas claridad en el subgrafo de la figura 2.6.

Figura 2.6: Subgrafo correspondiente al objeto 2

Al estar cuantificada con un V la variable x, es necesario un obstaculo que haga el
papel del jugador ¥V en TQBF. Este obstaculo sale del vértice Omy y cuando llega al
vértice I'm; en el momento 1 ha de tomar la decision si se dirige a P, o a N;. Si se
dirige a P, el objeto 2 no podra seguir el recorrido Oy — - -- — Ny — P, — Dy, ya que
existe el riesgo de que el obstaculo tome la arista P, — N; a la vez que el objeto 2 la
toma en sentido contrario, causando una colisiéon. Sin embargo, en este mismo caso
el objeto 1 si puede utilizar el camino O; — - -- — P| — Ny — D1, ya que alcanzara el
vértice P; en el mismo momento que el obstaculo (momento 5) y no habra riesgo de
colision.

Lema 2.2.1. Si una wnstancia de TQBF tiene respuesta afirmativa, entonces su
reduccion a MnOmO también.

Demostracion. Para demostrar el lema 2.2.1, describiremos qué estrategia debemos
seguir al mover los n objetos para que lleguen a su destino.
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Primero de todo queremos observar que, segiin se ha construido el grafo, hay al
menos un camino de O; a D; de longitud k£ 4 4. En concreto hay un camino de
esta longitud por cada literal que aparezca en la clausula i. Estos caminos tienen la
forma O; —---—I,; — B — N; — D; oOi—---—]ivj—Nl—Pl—Di,l donde entre
O, y 1I; ; pueden aparecer varios vértices I; 5, y j = [ si x; estd acompanada de un 3.
Como k + 4 es exactamente el tiempo limite, la estrategia no puede hacer que los
objetos sigan otros recorridos ni que se detengan. De hecho, la estrategia se tiene
que limitar simplemente a decidir, dinAmicamente, qué camino de estos tomar. Si
seguimos esta regla no tenemos que preocuparnos en absoluto del tiempo limite, sino
de evitar colisiones.

La instancia de TQBF consta de un QBF en FNC que ha de ser cierta. Por tanto
sabemos que existe para él un arbol podado vélido cuyas hojas son todas ciertas.
Nuestra estrategia utilizara este drbol para decidir a donde debe dirigirse cada ob-
jeto.

Mientras se mueven los objetos por el grafo de la reduccién, nos imaginaremos que
movemos una “chincheta de decision” por el arbol de juego. Esta chincheta comenzara
en la raiz y la haremos descender nivel a nivel cada momento de la simulacién hasta
que alcance una hoja.

Diremos que una arista “encaja” si va hacia P; y la chincheta esta en un vértice del
arbol de juego donde se le haya asignado T a ;. Andlogamente, también diremos
que una arista “encaja’ si va hacia IN; y la chincheta esta en un vértice del arbol de
juego donde se le haya asignado | a z;. No dejaremos ir a los objetos por aristas
que no “encajen”.

Los objetos comenzardn moviéndose todos hacia el vértice I mas cercano. Cada
obstéaculo se quedara quieto o se moverd hacia el vértice I'm;, ya que es el Gnico
vértice conectado a su origen. Si un obstéculo se queda quieto, aunque sea solo 1
momento, no llegard a tiempo para bloquear a ningin objeto, asi que podremos
ignorarlo mas adelante.

Los vértices I; ; estan a distancia j del vértice O;. Los vértices Im; estan a distancia
J del vértice O;. Ademas, si existe un vértice I'm;, entonces, no existe ningiun I; ;
para ningun 4, ya que j ha de estar en M que no tiene intersecciéon con ningun FE;
(ver 2.13, 2.9, 2.10).

Por tanto, ignorando obstaculos que se hayan quedado parados, en un momento
j € {1,2,...,n} puede ocurrir que un obstaculo llegue al vértice Im; o que uno o
mas objetos lleguen a un vértice I; ; (cada objeto i a su I; ; distinto).

En el momento j € {1,2,...,n}, la chincheta se encuentra en el nivel j del arbol. Si
se da el primer caso arriba descrito, es porque j € M y por tanto z; esta cuantificada
por un V y el vértice donde se encuentra la chincheta tiene dos hijos. Esperaremos
al siguiente momento y avanzaremos la chincheta segtin por donde siga el obstaculo
j. Si toma la arista Im; — P;, la movemos al hijo correspondiente a asignarle T a
la variable z;. Si toma la arista Im; — N;, la movemos al otro hijo, correspondiente

'En algunos casos, I f; esta en el lugar de I, ;.
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a asignarle L. Si el obstaculo se ha detenido o ha vuelto por la arista Im; — Om;,
o incluso se habia detenido previamente en Om;, entonces movemos la chincheta a
cualquiera de los dos hijos, ya que el obstaculo no va a llegar a tiempo a colisionar
con ningin objeto.

Si se da el segundo caso, entonces x; esta cuantificada por un 3 y nos encontramos
en un vértice que solo tiene un hijo. En este caso movemos la chincheta a dicho hijo.
Los objetos que se encuentren en un vértice I; ; tendran una arista hacia P; o Nj.
A aquellos objetos cuya arista “encaje”’, segun si este hijo corresponde a asignar T
o L a z;, les haremos tomar la arista.

Adicionalmente, los objetos que no tomen las aristas I, ; — P; o I, ; — N; segun el
caso, han de seguir hacia el vértice I; o), a menos que j = max(F;). En este caso,
que sucede cuando el objeto esta en su tltimo vértice [; j, puede haber mas aristas
que pueda tomar hacia vértices P o N, correspondientes a variables condicionadas
por un V.

Si una o mas de estas aristas “encajan”, segin la posicion de la chincheta, entonces
el objeto debe continuar por cualquiera de ellas. Si por el contrario ninguna lo
hace, entonces debera continuar por la arista /;; — I f;. Como se ve en 2.12, no
siempre existe dicha arista. Sin embargo, no puede ocurrir que no exista If; y el
objeto no haya tomado antes alguna arista anterior que “encajara’”, por razones que
explicaremos algo més adelante.

Una vez el objeto esté en If;, se repite el mismo procedimiento: el objeto puede
dirigirse hacia cualquier arista que “encaje” segtin la posicion de la chincheta. Siempre
que un objeto haya llegado hasta I f;, “encajara” al menos una de estas aristas.

Ya hemos definido la estrategia. Para que esta estrategia demuestre el lema necesi-
tamos que se cumplan las siguientes afirmaciones siempre que se siga la estrategia:

(i) A todo objeto le dejamos ir por algin camino de longitud & + 4.
(ii) No hay colisiones entre objetos.
(iii) No hay colisiones entre un objeto y un obstéculo.

(i) se cumple gracias a que en el arbol podado todas las hojas equivalen a una féormula
en FNC cierta. Esto implica que todas las clausulas disyuntivas tienen algun literal
cierto. Dada la clausula C;, se cumple al menos un literal suyo, que serd z; o —z;
para algin j.

Si se trata de z;, el objeto ¢ tiene un camino que toma la arista P; — N;. Si x;
estd cuantificada con un 3, en el momento j el objeto i llegara al vértice I; ;%
En este momento la chincheta estaréd en un vértice del nivel j y se moveréd al hijo
correspondiente a asignar T a z; (de lo contrario no se cumplirfa el literal x;), por
lo que la arista I; ; — P; “encajard” y el objeto tendra que tomarla.

Si por el contrario x; estd cuantificada por un V, entonces la chincheta esta en un
vértice que le asigna T a x; desde el momento j+1, ya que es este momento cuando

2A menos que haya tomado otro camino, también de longitud k + 4, previamente.
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se sabe a donde se dirige el obstaculo j. El objeto llegara al vértice I; jmaz(g,) 0 1 f;
en un momento posterior a j, por lo que ya estard asignado el valor a la variable y
la arista I; yaz(5,) — Pj 0 1 f; — Pj “encajaran”, por lo que el objeto podréa ir por ellas
o por otra arista que “encaje” para seguir un camino de longitud £ + 4.

En el caso en el que el literal que se cumple es —z; para alguna j, podemos seguir
el mismo razonamiento con la diferencia de que el camino ira en el sentido N; — P,
y la chincheta estara en vértices que asignen L a x;.

Como todos los objetos estan asociados a una clausula, se les puede aplicar lo ya
dicho, mostrando asi que (i) es cierto.

(ii) se cumple porque las tinicas aristas que tienen en comun los caminos de distintos
objetos son las aristas P; — NN;, y solo dejamos a los objetos tomar aristas que
“encajen”. Si un objeto toma una arista que vaya a P; sin haber pasado por Nj, se
debe a que dicha arista “encaja”, lo que por definicién implica que la chincheta estéa
en un vértice donde se le ha asignado T a x; (por lo que no va a “encajar” ninguna
arista que vaya a N; sin pasar por P;). Lo mismo sucede en el caso contrario: si
dejamos que algin objeto vaya a N; sin pasar por P}, es porque la chincheta esté en
un vértice donde se ha asignado L a z; y no vamos a dejar que ningtin objeto vaya
a P; sin pasar por NNV;.

(iii) se cumple por razones similares a (ii). En este caso, no escogemos a donde van
los obstéculos, pero una vez un obstéculo se dirige a P;, la chincheta se desplaza a
un vértice donde z; = T, por lo que no vamos a permitir que ningin objeto se dirija
a N; sin pasar por P; (no “encajarfa”’ su arista). Pasa lo mismo en el caso contrario,
cuando el obstaculo se dirige a N;.

También es importante que, si un obstéculo se detiene, aunque sea durante 1 mo-
mento, no puede colisionar con ningtn objeto. Esto se debe a que los objetos pasan
por los vértices P; y N; en los momentos 2 + k y 3 4 k, y el obstaculo, si se ha
detenido, llegara a uno de ellos como pronto en el momento 3 + k. Aunque este sea
el mismo vértice donde se encuentra un objeto, si el objeto toma la arista hacia su
destino, entonces no hay posibilidad de que el obstaculo atraviese la misma arista
en sentido contrario causando una colision.

Lo mismo sucede si el obstaculo no se detiene y tanto el obstaculo como un objeto
llegan al mismo vértice P; o N; en el momento 2 + k: al estar en el mismo vértice,
el obstaculo no puede causar una colision.

También es aqui importante la regla 3 introducida en la definicién del problema. Si
a los obstaculos se les permitiera ir a los destinos de los objetos, podrian hacerlo en
k + 3 momentos (tomando el camino mas corto), mientras que los objetos tardan
k + 4 momentos, por lo que podria haber una colisién en la dltima arista. Gracias
a la regla 3, los Gnicos vértices en los que puede estar un obstaculo antes de que
pase un objeto por ellos son los Py N, ya que los vértices I estan mas cerca de los
objetos (sin contar los Im) y no pueden ir los obstéculos a los vértices D.

Viendo que se cumplen (i), (ii) y (iii) cuando la QBF es cierta, sabemos que la
instancia de MnOmO creada por la reduccion tiene una respuesta afirmativa siempre
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que también la tenga la instancia de TQBF correspondiente. O]

Lema 2.2.2. Si una instancia de TQBF tiene respuesta negativa, entonces su re-
duccion a MnOmO también.

Demostracion. Para demostrar el lema 2.2.2, demostraremos que si la reduccion a
MnOmO tiene una respuesta afirmativa, entonces la instancia de TQBF también.
Esto lo haremos transformando una estrategia que resuelva la reduccién en una
estrategia ganadora para el jugador 3 en el juego TQBF.

Recordamos que una estrategia en una instancia MnOmO ha de saber qué decisiones
tomar para cualquier conjunto de movimientos de los obstéculos. En esta demostra-
cion, sabemos que existe una estrategia que garantiza la llegada de los objetos sin
colisiones entre ellos ni con obstaculos. Para transformarla en una estrategia gana-
dora para el jugador 3, solo necesitamos saber su comportamiento para algunas de
las combinaciones de movimientos de los obstaculos.

Concretamente, vamos a utilizar el comportamiento de la estrategia cuando todos los
obstéaculos toman alguno de los dos caminos Om;—Im;— P;— N; o Om;—Im;— N,;— P,
sin detenerse. Elegimos estos caminos porque son equivalentes a que el jugador V
elija asignarle T o L a la variable x;.

Cada obstaculo tiene dos opciones, por lo que hay 2™ combinaciones, donde m es el
ntmero de obstaculos. Utilizaremos lo que hace la estrategia de la reduccion en cada
una de estas combinaciones para construir un arbol de juego podado que represente
una estrategia ganadora para el jugador .

Para ello, recordamos que los vértices I'm; estdn a distancia ¢ de Om,;, y al no
detenerse, los obstaculos lo alcanzaran en el momento 7. Similarmente, los vértices
I; ; estan a distancia j de los vértices O;, en ocasiones atravesando varias aristas.
Los caminos de O; a D; tienen distancia 4+ k, que es el tiempo limite, por lo que los
objetos tampoco se podran detener y llegarén a I; j en el momento j. Adicionalmente,
para cada variable x; cuantificada por un V existe exactamente un vértice I'm;, y
para toda variable z; cuantificada por un 3 que aparezca en alguna clausula existe al
menos un vértice [; ;. Asumiremos que toda variable cuantificada con un 3 aparece
en alguna clausula, en caso contrario cualquier estrategia ganadora del jugador J
puede asignarle cualquier valor.

Diremos que un vértice de un arbol podado V' es equivalente a un momento de una
simulacion si se cumplen las tres afirmaciones siguientes:

» Si z; esta cuantificada con un V y le ha sido asignado T en V', el obstaculo ¢
se encuentra en la arista Im; — P,.

» Si z; esta cuantificada con un V y le ha sido asignado L en V', el obstaculo ¢
se encuentra en la arista Im; — N;.

= Si z; estd cuantificada con un V y atin no ha sido asignado ningtn valor en V|
el obstaculo 7 se encuentra en la arista O; — I'm,.
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Como las variables se asignan en el mismo orden en que los obstaculos pasan por
sus vértices I'm, todo vértice es equivalente a al menos un momento de alguna
simulacion posible. Los vértices donde es el turno del jugador 3 son equivalentes a
los mismos momentos de las mismas simulaciones que sus hijos, pero vamos a utilizar
esta definicién para distinguir vértices de distintas ramas pero mismo nivel por lo
que esto no nos preocupa.

Por tanto, en cada uno de los momentos j € {1,2,..., k} de una simulacion sucedera
exactamente una de las dos siguientes cosas:

» Un obstéculo llegara al vértice Im;.

» Uno o mas objetos llegardn a sus vértices I; ;, cada uno con un 7 diferente.
Diremos que estos objetos son activos en el momento j.

En el primer caso los vértices del nivel j del arbol de decisiéon tendran los dos hijos
posibles, ya que corresponde a un turno del jugador V.

En el segundo caso, queremos que dichos vértices del arbol de decision podado
tengan so6lo un hijo, por lo que tendremos que decidir cuél de los dos posibles va
a ser. La estrategia de la reducciéon puede tomar distintas decisiones segtin lo que
haya sucedido en los momentos anteriores, por lo que similarmente algunos vértices
del nivel j podran tener el hijo equivalente a asignarle T a x; mientras otros tienen
el hijo equivalente a asignarle L.

Si en una simulacion dada la estrategia en la reduccién envia alguno de los objetos
activos al vértice P;, entonces el vértice del nivel j equivalente a esta simulacién en
el momento j debe tener el hijo correspondiente a asignarle T a x;. Analogamente,
para aquellas simulaciones en las que un objeto activo se mande hacia el vértice
N;, su vértice del nivel j del arbol equivalente en el momento j ha de tener el hijo
correspondiente a asignarle L a x;.

En las simulaciones en las que no suceda ni una cosa ni la otra, los vértices equiva-
lentes a dichas simulaciones pueden tener cualquiera de los dos hijos, por ejemplo
el que asigna a T si se quiere ser sistematico. En ninguna simulacién ocurre que se
envia algiin objeto activo a P; y algtn otro a N;, ya que para llegar a su destino ten-
drian que tomar la arista P; — IV; en sentidos contrarios simultaneamente, causando
una colision.

Siguiendo estas instrucciones comenzando en el momento 1 y llegando hasta el mo-
mento k, podemos construir todo el arbol de juego podado. Es necesario que tenga-
mos en cuenta las 2™ distintas simulaciones posibles, o de lo contrario alguna rama
quedaria incompleta.

Para demostrar que este arbol podado describe una estrategia ganadora, basta con
ver que en todas sus hojas la formula es cierta tras hacer todas las asignaciones de
valores a las variables. Aprovechamos que la féormula esta en FNC por lo que basta
con ver que se cumplen todas las clausulas disyuntivas, cada una representada por
un objeto de la reduccion.

Fijémonos en una hoja cualquiera, que es equivalente a una simulacién en concre-
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to a partir de su momento k£ + 1, cuando ya todos los obstaculos han tomado su
decision. Ademés, si otro vértice del arbol es equivalente a la misma simulacién en
otro momento previo 7, entonces esta hoja es descendiente de este vértice, ya que
hasta la variable j tienen las mismas asignaciones de variables, y tiene sin asignar
las variables posteriores cuantificadas por un V.

Podemos dividir a los objetos de la simulaciéon equivalente a la hoja en cuatro catego-
rias segiin qué camino estan siguiendo. Segtn esta categoria se cumpliréd su clausula
correspondiente por una razoén u otra. Se tratan de las siguientes:

(i) El objeto ¢ va por una arista I; ; — P;.

(ii) El objeto ¢ va por una arista I; ; — Nj.
(iii) El objeto i va por una arista I;; — P; con [ # j o por una arista [ f; — P;.
(iv) El objeto ¢ va por una arista I;,; — N; con [ # j o por una arista I f; — NN;.

En primer lugar, recordamos que la construccion del grafo implica que en los casos (i)
y (iil) la clausula ¢ contiene el literal x;, y que en los casos (ii) y (iv) contiene el literal
—x;. También es importante recalcar el hecho de que estos casos son exhaustivos:
no existen mas aristas que permitan llegar de O; a D;, y, como la estrategia lleva a
todos los objetos a su destino, ha de hacerlo por alguna de esas aristas.

En los casos (i) y (ii), el objeto tomo dicha arista en el momento j de la simulacion,
cuando era un objeto activo. Por tanto, en el caso (i) esto causa que un vértice
en el nivel j equivalente con ese momento de la simulaciéon tenga como tinico hijo
aquél donde se asigna T a x;. Como la hoja en la que nos estamos fijando ha de
ser también descendiente de este vértice, también tiene T asignado a x;. Esto hace
que la clausula ¢ sea cierta al contener el literal x;. En el caso (ii) pasa algo similar
solo que se le asigna L a z;, lo cual también hace cierta a la clausula puesto que
contiene el literal —z;.

En los casos (iii) y (iv), el objeto ha tomado dicha arista en su tltimo o penultimo
(si existe I f;) vértice interseccion, ya que x; en estos casos se trata de una variable
cuantificada por un V y no existe el vértice I; ;. Esto implica que existe un obstaculo
J que esta dirigiéndose a P; o N;. En el caso (iii) no se puede estar dirigiendo a
N;, va que llegarfa a N; en el mismo momento que el objeto llega a P;, y como el
objeto ha de continuar por la arista P; — N; podria haber una colision. Por ello, el
obstaculo se dirige a P;. Como la hoja es equivalente a esta simulacion, esto significa
que en la hoja z; ha sido sustituida por T (ver la definicién de equivalencia). Esto
causa que la clausula 7 se cumpla ya que contiene el literal x;.

En el caso (iv), ocurre que el objeto ha de estar dirigiéndose a N; y en la hoja se
cumple z; =1, por lo que la clausula ¢ también se cumple al contener —x;.

Como hemos escogido una hoja cualquiera, esto ocurre en todas las hojas por lo que
todas las hojas del arbol de juego podado son ciertas, lo que implica que representa
una estrategia ganadora para el jugador 3.

Podemos concluir que, si la reduccion a MnOmO de una instancia TQBF tiene
respuesta afirmativa, entonces la instancia original tambien la tenfa. Esto es equiva-
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lente a que si la instancia de TQBF tiene una respuesta negativa también la tiene
su reducciéon a MnOmO

O
Teorema 2.2.1. MnOmO es PSPACE-duro.

Demostracion. FEl teorema 2.2.1 es consecuencia de los lemas 2.2.2 y 2.2.1, de que
la reduccién descrita es polinomica y de que TQBF es PSPACE-duro.

La reduccién es polinémica puesto que cuando la instancia de TQBF tiene n clausu-
las y k variables, el nimero de vértices de la reducciéon esta acotado por 2n+ 2k +nk
y el namero de aristas por 2n + 2kn. Estos son los niimeros de vértices y aristas re-
sultantes de aplicar una reduccién a una instancia TQBF donde todas las variables
estan cuantificadas con un 3 y todas las clausulas son una disyuncion de todas las
variables. O]

2.3. PSPACE-completitud

Que un problema sea PSPACE-completo significa que es PSPACE-duro y que per-
tenece a PSPACE. Sabiendo ya que es PSPACE-duro solo nos falta comprobar que
pertenece a PSPACE.

PSPACE es la clase computacional compuesta por todos los problemas que pueden
ser resueltos utilizando una cantidad polinémica de espacio. TQBF pertenece a
PSCACE (Garey y Johnson, 1979). Podemos ver este hecho con ayuda del arbol
de la figura 2.1. Este arbol representa todas las opciones posibles de asignar las
variables.

Si comprobamos el valor de la féormula en las hojas del arbol, podemos saber el
valor en el nivel superior y asi sucesivamente. El niimero de hojas es 2¥, por lo que
el algoritmo “naive” que consiste en generar todo el arbol no utiliza una cantidad
de espacio polinémica. Sin embargo, no es necesario generar todo el arbol a la vez.
Se puede computar el valor de cada hoja individualmente, y simplemente recordar
donde nos encontramos en el arbol y seguir un orden preestablecido con el objetivo
no repetir hojas. Por ejemplo, si se implementa como una funcién recursiva, cada
vértice podria llamar primero a su hijo correspondiente a asignar T a la primera
variable, después a su otro hijo, y finalmente devolver su propio valor segin el valor
de sus hijos. Una vez un vértice devuelve un valor, no importa qué valor tuvieran
sus hijos, asi que no hace falta guardar informacién de todo el arbol. En memoria
habria que guardar simplemente las llamadas recursivas en proceso. Esto implica
que el algoritmo es lineal, y por tanto polinémico, en espacio, puesto que la altura
del arbol es el nimero de variables del problema.

Una implementacion iterativa de este mismo algoritmo no necesita guardar un stack
de llamadas. Sin embargo, sigue necesitando alguna manera de guardar en qué punto
del arbol se encuentra la ejecucion, para saber por donde proseguir. Esta informacion
depende de la altura del arbol, que en el caso de TQBF es lineal. Mediante este
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razonamiento podemos concluir que si tenemos un problema que pueda resolverse
probando muchas combinaciones, y estas combinaciones se pueden representar en un
arbol similar al de TQBF y con altura polinémica, el problema esta en PSPACE. Nos
preguntamos por tanto si este razonamiento se puede utilizar para ver si MnOmO
pertenece a PSPACE.

Razonemos qué estructura tiene el arbol que necesitamos para resolver MnOmO.
Aunque en la demostracion del lema 2.2.2 hayamos utilizado los arboles de TQBF
para modelizar el movimiento de los objetos y obstaculos, esto en general no es
posible en instancias de MnOmO. De hecho, ni siquiera en dicha demostracion es-
tabamos considerando todos los casos, sino solo algunos de los seguidos por una
estrategia correcta. En un caso cualquiera con un grafo cualquiera no contamos con
informacion sobre la forma de una estrategia correcta, por lo que no podemos tomar
“atajos” basandonos en ella. Por tanto debemos tener en cuenta todas las posibles
acciones de los objetos y obstaculos, desde detenerse indefinidamente, hasta avanzar
y retroceder por la misma arista.

En el caso general, siempre que un objeto u obstéculo esté en un vértice, dicho
objeto puede comenzar a desplazarse a cualquier otro vértice adyacente o mante-
nerse quieto. En el mismo momento de la simulacién, puede haber muchos objetos
y muchos obstaculos en algtn vértice. Por tanto, si representamos un momento de
la simulacién con un vértice y tiene un hijo por cada combinaciéon de movimientos
diferente posible, puede tener una gran cantidad de hijos. Podemos acotar este nu-
mero de hijos por n x |V| *m * (|V]| —n), donde |V| es el nimero de vértices en el
grafo. Llegamos a este ntimero ya que cada uno de los n objetos tiene un maximo
de |V| opciones (quedarse quieto o dirigirse a un vértice distinto al donde estd), y
cada uno de los m obstaculos tiene a lo sumo |V| —n opciones, ya que no puede ir a
ninguno de los n destinos. Esta cota superior solo se alcanza en grafos muy densos,
pero es posible.

Si construimos el grafo de esta manera, podemos ver las ramas pueden tener altura
t + 1, donde t es el tiempo limite de la instancia. Solo tienen menor altura aquellas
donde en algiin momento todos los objetos y obsticulos se encontraban en una
arista y por tanto no tenian ninguna decisién que tomar. Podemos reducir la altura
de mas ramas si evitamos hacer nuevos hijos cuando todos los objetos y obstaculos
que tienen alguna decision que tomar se quedan quietos. Para diferenciar entre que
los objetos y obstéculos hagan “X” inmediatamente, o que hagan “X” tras esperar k
momentos, podemos simplemente acompanar cada vértice con el momento de tiempo
que representa. Sin embargo, después de hacer esto es posible que siga habiendo
ramas de altura ¢ + 1.

La altura de las ramas es un inconveniente. Como hemos mencionado, si fuese poli-
némica podriamos afirmar que el problema pertenece a PSPACE. Hay que aclarar
que cuando decimos polinémica nos referimos a polindémica respecto con el tamano
utilizado para representar la instancia. El tiempo limite ¢ solo es polinémico si se
representa en base unaria. Si se representa con cualquier otra base b # 1, entonces
con anadir un solo digito 0 a la representacion, ¢ se ve multiplicado por b. Esto
resulta en que t es exponencial, por lo que el arbol no tiene altura polinémica.
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Podemos reflexionar si hay alguna forma de limitar el nimero de combinaciones
de movimientos que consideramos. En un trabajo similar pero sin obstéculos, se
aprovechaba el hecho de que no habia colision en los vértices para concluir que no era
necesario que un objeto pasara mas de una vez por el mismo vértice (Carreno Lopez,
2024). Esto serviria para acotar polinémicamente el nimero de veces que se mueve
un objeto en una misma rama, y si posteriormente acotamos los movimientos de los
obstaculos podriamos llegar a ramas de longitud polinémica. Desafortunadamente,
no es cierto que en MnOmO nunca sea necesario que un objeto pase dos veces por
el mismo vértice, ya que puede necesitarlo para “esquivar” obstaculos. Se puede ver
esto con la instancia contraejemplo descrita por 2.16 y la figura 2.7.

n=1 m=1, ol)=A4, d1)=D, o,(1)=B, t=6 (2.16)

A+2.C
1 3
B E
1

D

Figura 2.7: Grafo del contraejemplo

En esta instancia, el tnico objeto ha de ir de A a D evitando al obstaculo en B. Para
ello no puede comenzar dirigiéndose a B, ya que existiria la posibilidad de que el
obstaculo comience a moverse hacia A en el mismo momento causando una colision.
Por tanto, la estrategia correcta es dirigirse a C'. Una vez ha llegado el objeto a C,
puede seguir hacia £ a menos que el obstaculo esté ya en la arista B — E. En ese
caso, el objeto ha de volver a A y desde ahi ir a D a través de B, ya que el obstaculo
no estd en B y no puede volver a tiempo. Resumiendo, el objeto ha de seguir el
camino A—C—FE—-DoA—C—A— B— D segun lo que haga el obstaculo.

No podemos afirmar que los objetos no tengan que repetir vértices. pues de hecho
en esta instancia contraejemplo, si el obstaculo toma la arista B — E, el objeto ha de
pasar una segunda vez por A. Es posible que se pueda acotar el nimero de veces que
un objeto puede necesitar pasar por el mismo vértice, por ejemplo con el ntimero de
obstaculos. Sin embargo, no hemos logrado hacerlo en este trabajo, por lo que queda

como posible idea para en un trabajo futuro demostrar que MnOmO pertenece a
PSPACE.

En caso de que esta idea no resultara posible, o no fuese suficiente por si sola, podria
utilizarse también otra manera de acotar el niimero de movimientos distintos que
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pueden hacer los objetos. Esta manera se refiere a utilizar alguna heuristica que
pueda garantizarnos que en ciertas posiciones ya no es posible alcanzar el objetivo.
Por ejemplo, en el grafo de la figura 2.7, si hubiera un obstaculo en B y otro en F,
no seria posible que el objeto llegase sin riesgo de colision, por lo que no harfa falta
continuar con esta rama. Este método requeriria acotar por separado aquellas ramas
que si lleven a los objetos a sus destinos, por lo que tendria que ser combinado con
alguna otra idea como la anterior, o con una demostracion de que si la respuesta a
la instancia es afirmativa, la altura de las ramas que lo prueben es polinémica.

En definitiva, no hemos podido acotar el nimero de movimientos de los objetos, aun-
que hay posibles ideas de como podria ser hecho. Incluso si demostraramos que estos
movimientos se pueden acotar polinémicamente, aiin quedarian los movimientos de
los obstaculos como inconveniente, ya que también se pueden mover un nimero
exponencial de veces.

En primer lugar, hay que recalcar que es imposible afirmar que el ntiimero de movi-
mientos hecho por un obstaculo esta acotado polinémicamente. Con que haya una
arista de longitud 1, ya solo puede acotarse por ¢, que crece exponencialmente. Pese
a ello, es posible que pueda manipularse la construccion del arbol para evitar tener
que considerar movimientos de los obstéculos que no afectan a los objetos, como por
ejemplo si un obstéculo va y vuelve por la misma arista repetidas veces.

En cualquier caso podemos ver que, si MnOmO pertenece a PSPACE, esto es dificil
de probar, debido a la cantidad exponencial de movimientos que pueden hacer tanto
los objetos como los obstaculos. Por tanto podemos afirmar que es un problema
PSPACE-duro pero no podemos afirmar que sea PSPACE-completo.

Si consideramos variantes de MnOmO donde el nimero de movimientos esta acotado
de cierta forma, entonces estas variables podréan pertenecer a PSPACE. Adicional-
mente, si en estas variantes se sigue aplicando la reduccion desde TQBF, entonces
serdn problemas PSPACE-completos. Estudiaremos variantes de esta forma, junto
con otras variantes de MnOmO en el siguiente capitulo.



Capitulo

Variantes de MnOmO

En este capitulo discutimos las propiedades de varias variantes de MnOmO. Las
primeras tratan de averiguar como podemos cambiar el problema ligeramente para
que sea PSPACE-completo, mientras que las que siguen exploran qué sucede si
modificamos detalles de la definiciéon. Cuando decimos “variante de MnOmO” nos
referimos a un problema con una definicion muy similar a MnOmO, donde nos
fijamos especialmente en las diferencias con MnOmO.

3.1. Variantes PSPACE-completas

Hemos visto en el capitulo anterior que atin desconocemos si MnOmO pertenece
a PSPACE, por lo que no podemos afirmar que sea PSPACE-completo. Esto es
consecuencia de que no hemos logrado acotar la cantidad de movimientos que pueden
llegar a hacer los objetos y obstaculos. En esta seccion mostramos varias maneras
de acotar esta cantidad en la definicién del problema para llegar a una variante
PSPACE-completa.

3.1.1. MnOmO-£

Una de las posibles formas de acotar los movimientos de los objetos que menciona-
mos en el anterior capitulo consistia en que los objetos no necesitaran pasar varias
veces por el mismo vértice. Vimos que no es cierto que no lo necesiten, pero seria
conveniente, ya que implicaria que cada objeto no necesita desplazarse méas veces
que el nimero de vértices.

Las variantes MnOmO-k surgen de tomar esta idea de que los objetos no necesiten
pasar varias veces por el mismo vértice y cambiarla por que los objetos no puedan
hacerlo. Para ello definimos que, para todo k natural, MnOmO-k es una variante de
MnOmO donde cada objeto y cada obstaculo no puede pasar mas de k veces por el
mismo vértice. Por ejemplo, MnOmO-1 no permite ni a los objetos ni a los obstaculos
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pasar mas de una vez por el mismo vértice. Tenemos que restringir también el
movimiento de los obstaculos, ya que de lo contrario nos surgirfan algunos de los
problemas que surgen al intentar demostrar que MnOmO pertenece a PSPACE.

Por tanto, en las variantes MnOmO-k, el nimero de movimientos de cada objeto y
obstaculo puede ser acotado por k|V|, donde |V| es el nimero de vértices del grafo.
Esto hace que las ramas del arbol que representa todas las combinaciones posibles
puedan tener una altura de a lo sumo n % m x k * |V, ya que podria ser que en cada
momento comience un movimiento un tnico objeto u obstaculo. Por tanto estas
ramas estan acotadas polinémicamente, por lo que un algoritmo podria recorrerlas
todas para resolver el problema utilizando una cantidad polinémica de memoria. Con
esto podemos concluir que MnOmO-k pertenece a PSPACE para todo k natural.

Que las variantes MnOmO-k son PSPACE-duras es relativamente sencillo de ver,
ya que en la reduccion de TQBF a MnOmO no es necesario que ningiin objeto pase
varias veces por el mismo vértice. Esto hace que el lema 2.2.1, que afirma que si es
afirmativa una instancia de TQBF también lo es la instancia de MnOmO, se siga
cumpliendo al sustituir MnOmO por MnOmO-£, para todo k natural. Adicional-
mente, que los obstaculos no puedan pasar varias veces por el mismo vértice no hace
que més instancias creadas por la reduccién sean ciertas, por lo que se sigue cum-
pliendo el lema 2.2.2, que afirma que si es negativa una instancia de TQBF también
lo es la instancia de MnOmO, tras sustituir MnOmO por MnOmO-k, para todo k
natural.

Debido a todo lo anterior, podemos afirmar que, para todo k natural, MnOmO-k es
PSPCAE-completo.

3.1.2. MnOmO-p

Como nuestro objetivo es limitar el ntimero de movimientos para que sea polindémi-
co, introducimos las variantes MnOmO-p que lo hacen de forma directa. Dado un
polinomio p, definimos MnOmO-p como una variante de MnOmO cuya diferencia es
que ni los objetos ni los obstaculos pueden hacer més de p(n) movimientos, donde
n es el tamano de la instancia.

Evidentemente el tamano de la instancia se puede medir de varias maneras, pero
independientemente de como lo hagamos el resultado sera un problema perteneciente
a PSPACE, por las mismas razones por las que las variantes MnOmO-k pertenecen

a PSPACE.

Para que demostrar que una variante MnOmO-p es PSPACE-dura con la reduccion
de la seccién 2.2, necesitamos que para cualquier instancia creada por la reducciéon
de TQBF a MnOmO, se cumpla que todo camino de distancia minima entre un
origen de objeto y su destino tenga un ntmero de aristas menor o igual a p(n),
donde n es el tamano de la instancia. Como esta condicion es algo abstracta y poco
util, podemos crear una algo mas restrictiva. Para ello nos hara falta especificar una
manera concreta de medir el tamano de una instancia.
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Por simplicidad, midamos el tamano de la instancia como el niimero de vértices més
el nimero de aristas. Las instancias resultantes de aplicar una reduccién tienen un
tamano minimo de 6n+5m+3k, donde n, m y k son el nimero de objetos, obstaculos
y variables (en la instancia TQBF) respectivamente. El namero de aristas minimo
en un camino entre el origen de un objeto y su destino es de 4 aristas, como por
ejemplo, un camino O; — I;; — P; — N; — D;. Esta cifra sigue siendo posible en las
instancias mas pequenas, donde n = 1, m = 0, k = 1 (exigimos que la instancia de
TQBF tenga al menos una variable y una clausula), lo que hace que el tamario de la
instancia sea 9. Por tanto, si p cumple la siguiente condicion 3.1, podemos afirmar
que MnOmO-p es PSPACE-duro. Si queremos generalizar mas, la propiedad 3.1 la
cumplen todos los polinomios con coeficientes naturales y grado mayor o igual a 1,
por lo que esta también es una condicién suficiente.

p(x) >4 Vr>9 (3.1)

Podemos afirmar por tanto, que dado un polinomio p que cumpla 3.1, la variante
MnOmO-p es PSPACE-completa.

3.2. MnOmO-vértices

Una variante muy interesante es aquella que surge cuando extendemos el conjunto
de reglas para que también pueda haber colisiones en los vértices. Llamamos a esta
variante MnOmO-vértices. La nueva regla podria tener la siguiente forma:

9. Si dos objetos u obstaculos se encuentran en el mismo vértice en el mismo
momento, se dice que hay una colisiéon entre ambos.

Esto implicaria que una estrategia correcta ha de evitar que los objetos se encuentren
simultaneamente en un mismo vértice, o que un obstaculo pueda alcanzar un vértice
donde se encuentra un objeto.

La reduccion a partir de TQBF descrita en la seccion 2.2.2 no sirve para demostrar
la PSPACE-dureza de esta variante, ya que requiere que los objetos puedan coincidir
entre si y con los obstaculos en los vértices P y N. Para adaptarla tenemos que hacer
varias cosas que describimos a continuacion, que se limitan a cambiar el tiempo limite
y la longitud de las aristas ya existentes, afortunadamente.

En primer lugar, si varias clausulas se cumplen con el mismo literal, varios objetos
van a tener que pasar por la misma arista. Si lo hiciesen a la vez, causarian una
colision en un vértice. Por ello, han de pasar en momentos separados. Con que cada
uno espere un momento més que el anterior es suficiente para arreglar este problema.
Si se cumplen todas las clausulas por el mismo literal, el primer objeto habra de
esperar 0 momentos, el segundo 1, y el n-ésimo n — 1. En la reducciéon a MnOmO
ningtn objeto puede esperar, ya que el tiempo limite es igual a la longitud de los
caminos més cortos. Por tanto, al adaptarla para que sea una reduccion a MnOmO-
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vértices, es necesario que el tiempo limite supere en n—1 a la longitud de los caminos
que unen los origenes y los destinos.

Aumentar el tiempo limite causa un problema distinto: con mas tiempo limite los
objetos pueden seguir caminos mas largos y llegar a tiempo. Por ejemplo, si apli-
camos la reduccion del capitulo anterior a la instancia de TQBF con la QBF 3.2,
llegamos a una instancia de MnOmO con el grafo de la figura 3.1 y tiempo limite
t = k+4 =17 Siahora aumentamos en n — 1 = 1 dicho tiempo limite, para que
ambos objetos puedan utilizar la misma arista si lo necesitan, nos queda t = 8, y el
objeto 1 podria seguir el caminos Oy — I 9 — P, — Dy — Ny — D que tiene longitud
8 pero no es uno de los caminos que queremos permitir.

Vl’lal’gal'g(l’l V Z‘Q) A (_Ll‘l V T V 133) (32)

D, Dg

Figura 3.1: Grafo de la reduccion sin modificar

Como aumentar el tiempo limite es inevitable, pero queremos que los objetos tengan
exactamente un camino por cada literal, hemos de evitar este problema de alguna
manera. Esta consiste en asegurarnos que la longitud de cualquier camino alternativo
sea al menos n unidades mayor que la longitud de los caminos deseados (en el
ejemplo anterior, los caminos deseados del objeto 1 son Oy — 1o — P — Ny — Dy y
Oy — 115 — P, — Ny — D). Esto podemos lograrlo aumentando las distancias de las
aristas que pueden ser utilizadas en caminos alternativos.

En la reduccion actual, las aristas que van a los destinos tienen longitud 1. Podemos
cambiar este nimero por n, y ya no se podran tomar caminos que utilicen varias
de estas aristas. Consecuentemente tenemos que anadirle otras n — 1 unidades al
tiempo limite, ya que los caminos normales pasan por una de ellas. También pueden



3.2. MnOmO-vértices 33

tener longitudes menores a n las aristas que conectan algin vértice P o N con algin
vértice 1. Debido a esto, un objeto podria ir a un vértice intersecciéon de otro objeto y
continuar un camino alternativo hacia su destino. Para evitar esto, podemos anadir
n — 1 a todas estas aristas. Esto también nos hace aumentar el tiempo limite, pero
este va a tener mas cambios, asi que podemos dejar el valor exacto del tiempo limite
para el final. Adicionalmente, nos conviene también aumentar en n — 1 la distancia
de los vértices I'm; a P; y N; o los obstéculos llegarian antes que los objetos a dichos
vértices.

Los cambios hasta ahora mencionados causan que la reducciéon no lleve al grafo de
la figura 3.1 sino al de la figura 3.2.

01 ! 02

D, Dz

Figura 3.2: Grafo de la reduccion con algunas modificaciones

Al haber colisiones en vértices, son también un problema los obstaculos. En primer
lugar, en MnOmO cuando llegaban a un vértice P o N a la vez que un objeto no
podian entrar en colisiéon con él. Sin embargo, en MnOmO-vértices esto si provoca
una colision. Por tanto, para que nuestra reduccion funcione en MnOmO-vértices,
debemos retrasar la llegada del obstaculo en 1 momento. De esta manera sigue
colisionando con el objeto si el obstaculo va a P y el objeto a N (ya que el objeto
después tendra que pasar por P) y viceversa, pero no colisionan cuando van ambos
al mismo vértice.

Desgraciadamente, hay otros dos problemas relacionados con los obstaculos, causa-
dos por el hecho de que los objetos pueden tener que esperarse mutuamente para
utilizar la misma arista. El primero de ellos es simplemente que algunos objetos
pueden llegar hasta n — 1 momentos después que el primero, por lo que habria que
retrasar al obstaculo otros n —1 momentos. Esto causa que no colisione con la mayo-
ria de objetos con los que si deberia colisionar, porque llega demasiado tarde, pero
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se puede solucionar haciendo que las aristas P — N tengan longitud n en lugar de 1.
De esta manera, si el obstaculo va primero a P y después a N, colisiona con todos
los objetos que recorran esa arista en el sentido N — P pero con ninguno que la
recorra en el sentido P — N.

El segundo problema surge cuando los obstaculos deciden detenerse. En la reducciéon
a MnOmO, cuando un obstéaculo se detenia podiamos ignorarlo justificadamente, ya
que dejaba de poder chocarse con ningtin objeto. En la reducciéon a MnO-vértices
que estamos creando, algiin objeto puede retrasarse hasta n — 1 momentos, por lo
que si el obstaculo se retrasa esa cantidad de tiempo o menos, todavia no se puede
ignorar. Esto es un inconveniente, porque si se detiene en Om o I'm no sabemos a
donde va a dirigirse, pero tenemos que tomar decisiones como si lo supiéramos (tal
y como en la demostracion del lema 2.2.1).

Para poder saber a donde se dirige el obstaculo o si podemos ignorarlo, tenemos que
tomar nuestra decision n momentos después de que el obstéaculo llegue a I'm, mientras
que en la reduccion original podia suceder que se tomaran decisiones tan solo 1
momento después. No pueden simplemente detenerse todos los objetos involucrados,
ya que el resto de obstaculos podian seguir moviéndose. Por tanto, para solucionar
este problema hemos de multiplicar todas las distancias por n. De esta manera
se mantienen todas las proporciones, y si el obstaculo sigue detenido cuando los
objetos lleguen a un vértice donde tienen que tomar una decision, es porque lleva n
momentos parado y puede ser ignorado.

Tras solucionar estos dos problemas, hemos realizado todos los cambios necesarios
para que la reduccion de TQBF a MnOmO-vértices sea equivalente a TQBF. Po-
demos ver en la figura 3.3 cémo queda el grafo al reducir la QBF 3.2. Se puede
apreciar al comparar las figuras 3.1 y 3.3, que antes de las modificaciones los objetos
y obstéculos llegaban a las intersecciones cada 1 momento y ahora cada 2 (ya que
n=2).

Se pueden ver las distancias de las aristas en la reduccion de TQBF a MnOmO-
vértices en la figura 3.3. Los vértices son los mismos que en la reduccion a TQBF y
tamibén las funciones o, d, o,, que indican los origenes y destinos. El tiempo limite
ahoraest=nx(k+2+2n)=nxk+2n?+ 2.
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D, D2

Figura 3.3: Grafo de la reduccién con todas las modificaciones

(P, Ny,n?) Vie{1,2,...,k}
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(3.3)

Con esto, queda definida una reduccion de TQBF a MnOmO-vérices que se comporta
igual que la de TQBF a MnOmO del anterior capitulo. Esto no quiere decir que sea
la tnica reduccidén posible, ni necesariamente la mas sencilla. Su ventaja es que
al disenarla a partir de la otra y arreglar los problemas individualmente, sabemos
que las demostraciones que hicimos para la anterior reducciéon son analogas en esta.
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Utilizamos este hecho para mostrar que MnOmO-vértices es un problema PSPACE-
duro.

Lema 3.2.1. Si una wnstancia de TQBF' tiene respuesta afirmativa, entonces su
reduccion a MnOmO-vértices también también.

Demostracion. Anéloga a la demostracion del lema 2.2.1. O

Lema 3.2.2. Si una instancia de TQBF tiene respuesta negativa, entonces su re-
duccion a MnOmO también.

Demostracion. Analoga a la demostracion del lema 2.2.2. O]

Teorema 3.2.1. MnOmO-vértices es PSPACE-duro.

Demostracion. El teorema 3.2.1 es consecuencia de los lemas 3.2.2 y 3.2.1, de que
la reducciéon descrita es polindmica y de que TQBF es PSPACE-duro.

La reduccion ha variado respecto a la anterior, aunque solo en la distancia de los
vértices y en el tiempo limite. Estos han aumentado de manera polinémica, por lo
que la reduccién sigue siendo polinémica por las mismas razones que las expuestas
en la demostracion del teorema 2.2.1. ]

Nos podemos también preguntar si puede ser mas abordable que en el problema
original la cuestion de si esta variante pertenece a PSPACE. Por desgracia, el arbol
que representa todas las posibles combinaciones sigue siendo igual de inabordable.
Sin embargo, el hecho de que un objeto no pueda nunca permitir que un obstaculo
llegue a su mismo vértice hace que quiza sea mas prometedora la estrategia de
“podar” ramas inviables donde ya no es posible que los objetos lleguen a su destino
sin riesgos.

3.3. MnOmO-destinos

Por dltimo, vamos a tratar la variante que surge de quitar una de las reglas mas
aparentemente arbitrarias de MnOmO: la ntimero 3. Proporcionamos alguna idea
par ver que puede ser un problema NP-completo.

Llamamos MnOmO-destinos a la variante de MnOmO que no tiene la regla niimero
3. A continuacion, recordamos cudl es dicha regla:

3. Los obstaculos no pueden comenzar un movimiento desde un vértice v, a

otro ve si vy pertenece a I'm(d), donde Im(d) es la imagen de la funcion
d:{l,....,n} = V.

Como se puede ver, se trata de la regla que impide a los obstaculos ir a los destinos
de los objetos. Por tanto, en MnOmO-destinos, los obstéculos si pueden ir a los
destinos. Como ya mencionamos en el anterior capitulo, pareceria que el quitar esta
restriccion hace que sea mas dificil el problema, puesto que al tener méas opciones
los obstéaculos, el conjunto de simulaciones posibles distintas crece. Sin embargo,



3.3. MnOmO-destinos 37

creemos que esta variante pertenece a NP, propiedad que parece ser mutuamente
excluyente con ser PSPACE-duro (es mutuamente excluyente si y solo si NP C
PSPACE).

En primer lugar, hemos de resaltar que, sea PSPACE-dura o no, la variante MnOmO-
destinos es NP-dura. Esto lo sabemos porque el mismo problema sin obstaculos ya
es NP-duro (Carrefio Lopez, 2024), y opcionalmente podemos no anadir obstéculos
a MnOmO-destinos para que sea equivalente.

Ahora, explicamos brevemente el por qué sospechamos que puede pertenecer a NP.
Creemos esto, ya que parece que la mejor estrategia para los obstaculos es ir direc-
tamente a los destinos, lo cual reduce el nimero de casos que hay que considerar.

En general, si un obstaculo entra en colisiéon con un objeto en una arista A — B,
con el obstaculo yendo de A a B y el objeto de B a A, entonces era posible que
el obstaculo llegara al destino de ese objeto antes que el objeto, si no el obstaculo
no toma la arista A — B y se dirige hacia el destino por el camino mas corto. Una
vez un obstaculo estd en el destino de un objeto, es imposible que dicho objeto
llegue a él sin riesgo de colisiones. Por esto parece que la mejor estrategia para
los objetos es ir directamente a algtin destino. Por ejemplo, en los grafos creados
por la reduccion de TQBF a MnOmO, si los obstéculos van a algtn destino por el
camino mas corto posible, en muchos casos pueden llegar 1 momento antes que el
objeto correspondiente, haciendo negativa la instancia de MnOmO-destinos aunque
la de TQBF sea afirmativa. Debido a esto no podemos adaptar dicha reduccion para
demostrar que MnOmO es PSPACE-duro.

Sin embargo, no esta claro a qué destino deben dirigirse los obstaculos, ya que
los objetos pueden seguir varios recorridos. Por ejemplo, si 2 objetos se tienen que
esperar mutuamente para utilizar una arista en sentidos contrarios, puede llegar
uno antes o el otro antes, dependiendo de cual pase por la arista primero. Podria
cada obstéaculo ir al destino més cercano a ellos, pero muchas veces esta no seré
una estrategia ¢ptima, como por ejemplo si hay menos obstaculos que objetos. Otra
opcion es que todos los objetos vayan al mismo destino, analizar qué deben hacer
los objetos para llegar sin riesgos en ese caso, y repetir para cada destino. Sin
embargo, en una simulacion real es posible que si los objetos comienzan a dirigirse
hacia un destino, los obsticulos reaccionen dindmicamente, luego los obstaculos
reaccionen dindmicamente, y asi indefinidamente. Debido a esto, no podemos afirmar
que MnOmO-destinos pertenezca a NP, y es posible que sea NP-duro, pero es otra
variante de gran interés.






Capitulo

Conclusiones y Trabajo Futuro

Hemos estudiado el problema de mover simultaneamente varios objetos evitando
obstaculos en un grafo valorado. Hemos llegado a la conclusiéon de que es un pro-
blema PSPACE-duro y hemos discutido cémo podria llegarse a ver que pertenece a
PSPACE. Posteriormente, hemos aprovechado estos resultados y la manera de lle-
gar a ellos para estudiar varias variantes de dicho problema. Hemos mostrado que
algunas variantes son PSPACE-duras y algunas de ellas PSPACE-completas. Al ha-
cer esto, hemos visto que la misma reducciéon desde TQBF utilizada para mostrar
que MnOmO es PSPACE-completa puede adaptarse para problemas similares. Para
aquellos resultados que no hemos demostrado pero creemos que podrian ser ciertos,
hemos dado algunas indicaciones de cémo se podrian abordar.

Una linea de trabajo futuro clara es tratar de avanzar con estos resultados que no se
han podido demostrar. Por ejemplo, el ver si MnOmO y MnOmO-vértices estan o
no en PSPACE, con lo que se podria concluir si son PSPACE-completos o no. Otros
resultados interesantes son los que conciernen a la clasificacién de la complejidad de
MnOmO-destinos, para los cuales seguramente sea importante estudiar a fondo las
propiedades de dicho problema.

Por otro lado, se pueden tratar de investigar e implementar posibles algoritmos que
intenten resolver aproximadamente el problema. Como ejemplo, se podria idear un
algoritmo que trate de llevar a los objetos a su destino en simulaciones donde los
objetos se mueven aleatoriamente. Esto podria intentarse con un algoritmo minimax
que tras un par de niveles aplique como heuristica cuanto tardarian en llegar los
objetos a sus destinos desde su posicion actual asumiendo que los obstaculos no se
van a mover mas. Para hallar el valor de esta heuristica se podrian utilizar algoritmos
ya existentes para este problema como los descritos en Alotaibi y Al-Rawi (2016),
Standley y Korf (2011), Wagner y Choset (2015) y Ren et al. (2021). Con la misma
idea de aproximar el problema, se podrian también tratar de adaptar a nuestro
problema algoritmos ya existentes pensados para espacios euclideos, como son los
descritos en Masehian y Katebi (2007) y Bilbeisi et al. (2015).

39






Introduction

The study of computational complexity is a field of great interest for many re-
searchers. Year after year it is discovered to which complexity class more and more
problems belong to, and yet it seems that we are still unaware of some details about
said classes’ relationships. The truth is that it is a field that seems to always have
more and more things to discover; this is what motivated us to realize this work,
which studies the complexity of a small group of problems.

With these problems we refer to those regarding deciding whether it is possible to
move a set of objects along a graph without risk to collide with a set of mobile
obstacles in that same graph. We focus in one problem in particular and afterwards
we study some of its variants. Previous work has studied the complexity of similar
problems but without obstacles, which are NP-hard (Goldreich, 2011), (Carreno
Lopez, 2024). If we consider problems with more differences besides the lack of
obstacles, we find a great quantity of similar problems, some NP-complete Ajay
et al. (2022) and others PSPACE-complete (Hearn y Demaine, 2005). However,
the complexity of the problems that will be studied in this work has not yet been
analyzed, so we believe they are of theoretical interest.

These problems also are of practical interest, since they could model from strategies
in a videogame to trajectories of drones that have to avoid real obstacles. Precisely
due to this, how to approximate the movement of objects avoiding obstacles has
already been studied in euclidean spaces (Masehian y Katebi, 2007), (Bilbeisi et al.,
2015); and we hope that this work serves as inspiration so this is also studied in
more generalized spaces such as graphs.

In chapter 2, we begin defining the main problem we are going to address. After
that, we will use the PSPACE-complete problem True Quantified Boolean Formula
(TQBF) to show that it is a PSPACE-hard problem. Subsequently, we study how
its belonging to PSPACE could be proven. In chapter 3, we study some variants of
these problems, proving some of their complexity properties. Finally, in chapter 4,
we summarize the results and we give some ideas of future work.

As a work plan, in the first place, we have searched and read various publications
of similar works. Afterwards, we have though about what properties our problem
has and which ones we could prove. There we devised the reduction from TQBF
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that has allowed us to prove that the problem is PSPACE-hard. We had to continue
refining this reduction to be able to prove it produces instances equivalent to the
originals. Following that, we thought of possible ways of proving that the problem
is in PSPACE. When we realized none of them was going to be used in time for this
work, we limited ourselves to compile the most promising ones for possible future
works.

During this process, we noted the variants of the problem that seemed more promis-
ing to also study them. With them, we also though what we could prove and whether
we could use the previous proofs to help us. Finally, we compiled all this work in
this document including explanations and examples so it can be easily understood.



Conclusions and Future Work

We have studied the problem of moving simultaneously multiple objects while avoid-
ing obstacles in a weighted graph. We have arrived to the conclusion that it is a
PSPACE-hard problem and we have discussed how it could be proven that it is in
PSPACE. Afterwards, we have used these results and the way to get to them to
study a few variants of said problem. We have shown that some are PSPACE-hard
and that some are even PSPACE-complete. When doing this, we have shown that
the same reduction from TQBF used to show that MnOmO is PSPACE-complete
can be adapted for similar problems. For the results that we haven’t proven but
we believe migh be true, we have given some indications about how to try to tackle
them.

A clear line of future work is to try to progress with these results that are not yet
proven. For example, whether MnOmO and MnOmO-vértices are in PSPACE, which
would determine whether they are PSPACE-complete. Other interesting results are
those concerning the complexity classification of MnOmO-destinos, for which it is
probably interesting to study in depth the problem’s properties.

A diferent line of future work is to investigate and implement possible algorithms
that try to approximate solutions to the problem. For example, an algorithm that
attempts to carry the objects to their destinations while the obstacles move randomly
could be devised. One of the ways this could be done is with a minimax algorithm
that, after a bit of exploration, applies as a heuristic how much the objects will
take to get to their destinations assuming the obstacles will no longer move. To
calculate the value of this heuristic, already existing algorithms could be used, such
as the ones described in Alotaibi y Al-Rawi (2016), Standley y Korf (2011), Wagner
y Choset (2015) and Ren et al. (2021). With the same goal of approximating the
problem, it could be attemped to adapt existing algorithms designed for euclidean
spaces such as Masehian y Katebi (2007) and Bilbeisi et al. (2015).
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