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PROLOGO

La memoria que presentamos se encuadra dentro de una nue
va teorfa matemitica denominada TEORIA DE LOS COMJUNTOS DIFUSOS, (#) que
iniciada por ZADEH en 1.965 ha tenido desde entonces un amplio desarrollo
en diversas ramas de la matemitica tales como Algebra, Topolegia, Probabi
klidad, Teorfa de la Decisidn, Teorfia de la Informacidn y en otras cien -

cias como la Linglifstica, Psicologfa, Ciencias lédicas, etc.

Esta teorfa trata de formalizar, matemiticamente, afirma
ciones ambiguas relativas a campos complejos de las Ciencias llodernas.Asi,
como un conjunto en la Teoria clisica queéa determinado por su funcién ca
racterf{stica, en la Teoria de los Conjuntos Difusos queda caracterizado
por una funcidn, llamada de pertenencia, que a diferencia de la funcién
caracteristica toma valores reales en el intervalo [O ,‘ﬂ , indicando el
grado de pertenencia de los elementos al conjunto difuso . Como afirma
AZORIM (1.979) mientras en la Teoria clisica de Conjuntos la pertenencia
es dicotémica, lo mismo ocurre cn la Légica Boolecana donde una proposicidn
es cierta o falsa , en la Teorfa de los Conjuntos Difusos la pertznencia
es gradual , Existe un paralelismo entre el aparato matemitico utiliza-
do en la Teorfa de los Conjuntos Difusos y el utilizado en la Teoria cli
sica de conjuntos , teniendo los primeros quizd , un mayor campo de apli~

cabilidad.

Es claro, que al tratar con conjuntos difusos estamos ma

(4) Otros nombres adoptados por diversos autores son : Conjuntos Jorrosos,

Suaves, Vagos, no-litidos, AZORII (1,979)
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nejando incertidumbre de tipo subjetivo, denominada difusidad, al abordar
fendmenos con ambiglledad o imprecisidn intrinseca en su interpretacidn,
siendo 8sta f4cilmente diferenciable de la incertidumbre de la Teorfa de
la probabilidad, denominada aleatoriedad, que estf asociada a la ocurren—

cia de fendmenos de resultado imprevisible.

En la presente memoria, dividida en cutro capitulos, rea
lizamos un estudio de medidas, denominadas de NITIDEZ, utilizadas para
cuantificar la ausencia de imprecisidn o inexistencia de difusidad, aso-
ciada a los conjuntos , k-particiones y sucesos difusos; asi como, un ané
lisis de los procesos de decisidn de grupo con preferencias individuales
difusas . En resumen aplicamos la " Teorfa de los Conjuntos Difusos " a

campos de la Teorfa de la Informacidn y de la Teorfa de la Decisidn.

En el capftulo primero nuestro objetivo es dar una visién
gencral de los aspectos de la Teorfa de los COnjunfoﬁibif;sbé que utiliza
mos en los capftulos posteriores; asf, abordamos el estudio de la clase
de los conjuntos difusos y de las relaciones difusas para concluir con el
concepto de probabilidad para sucesos difusos. No hemos pretendido en este
primer capftulo hacer un estudio exhaustivo de los conceptos ﬁitados ante
riormente, dado que &ste puede verse en las notas bibliogrdficas que in-

cluimos al final de la memoria.

En el capitulo segundo realizamos un estudio de lledidas
de Nitidez para conjuntos y k-particiones difusas. Son muy importantes los
estudios realizados hasta la fecha en los que se trata de medir la incer-
tidumbre de cardcter difuso, es decir, de cuantificar la falta de preci-~
sién o nitidez,asociada a las caracteristicas que se definen sobre un con
junto X ( BACKER (1,977) , DE LUCA y TERMINI (1.972 A ) ,(1.974) ,

(1.977 A ), (1,977 3 ) , 00 ( 1,976 ) , TRILLAS y RIERA ( 1,972 A ),
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(1,978 B), EMPTOZ (1,974) )} , Conviene resaltar que la difusidad no esti
intrinsecamente en el conjunto X, sino que surge al tratar con caracterig
ticas o propiedades definidas en X, Partiendo de la base de que un conjun
to difuso nos da la compatibilidad de los elementos de un conjunto X con
determinadas caracteristicas definidas en €1, en los estudios citados. se
da una medida global de la incertidumbre que ticnen los elementos de X ha
cla esas determinadas caracteristicas . Mosotros en lugar de estudias lle-
didas de Incertidumbre, denominadas generalmente Entropias difusas, vamos
a estudiar Medidas de Mitidez que cuantifiquen , a diferencia de las En -~
tropias difusas, la ausencia de imprecisién o existencia de nitidez. Es
obvio, pensamos, que la idea de estudiar Entropias difusas tuvo su punto
de partida, al menos en la forma de los funcionales utilizades, en las me
didas de Entropfa de SHANNON, si bien es cierto, que con este punto de
partida se han conseguido importantes generalizaciones que no tienen nada
que ver con aquélla , Nuestra idea de estudiar !ledidas de fitidez ha teni
do como punto de partida intuitivo los estudios de ONICESCU (1,966}, en
los cuales, en lugar de medir la incertidumbre que un experimento aleato-
rio proporciona antes de su realizacidn, mide la informacidn de que se
dispone . Al igual que ONHICESCU afirma que la Energfa Informacional pue-
de ser el fundamento de una Teorfa de la Informacidn , posteriormente no
sotros hemos estudiado ampliamente este aspecto en nuestra memoria de la
Escuela de Estadistica, pensamos que las Medidas de Nitidez pueden dar
lugar a importantes resultados dentro de la Teorfa do los Conjuntos Difu
sos por ello es posible pensar que en un futuro préximo estas ideas ten-
gan una gran trascendencia en el estudio de los conjuntos difusos, de he
cho , hemos tenido conocimiento JUltimamente de unos artfculos de DUMI —
TRESCU ( (1.973 A), (1.97C B) ) en los cuales estudia , como nosotros,

tledidas de {litidez, que &1 denomina liedidas de no-Difusidad,

En el capitulo tercero realizamos un cstudio de !ledidas



I1v

de Nitidez e Informacidn para sucesos difusos. El concepto de Medida de
Nitidez para un suceso difuso es andlogo al correspondiente para conjun-
tos difusos, si bienk, en este caso hay definida una probabilidad sobre
el conjunto X, por lo que haremos depender a estas medidas de esa proba-
bilidad . E1 objetivo de las Medidas de Informacidn para sucesos difusos
es el cuantificar la informacidn de caricter aleatorio proporcionada por
un suceso difuso antes de su realizacibn ; para este fin proponemos la

generalizacidn del funcional de ONICESCU como Medida de INformacién.

Finalmente en el capftulo cuarto abordamos el problema
que surge en los procesos de decisidn de grupo cuando las preferencias de
los individuos en el conjunto de alternativas no estin suficientemente
clarificadas, ya que, aunque la Tsoﬁi de la Decisidn y la Teorfa de Jue-—
gos, desde un punto de vista no difuso, abordan el problema de la toma de
decisiones bajo certidumbre, riesgo e incertidumbre, existe a veces en la
realidad otro tipo de imprecisiones, esto es, la vaguedad que aparece al
no estar suficientemente precisados los elementos que intervienen en el
problema, es decir, la imprecisidn de naturaleza difusa.Este tipo de pro-
blemas , que nosotros denominamos PROCESOS DE DECISION DE GRUPO CON PRE=-
FERENCIAS IMNDIVIDUALES DIFUSAS, se eoncuadra dentro de los procesos unieté
picos de la Teorfa Difusa de la Decisidn , seglin KICKER (1,978) en la op=- .
timizacién con n-personas.Son imﬁortantes los estudios existentes acerca
de este tema, as{, mientras BEZDEK, SPILUMAN, B, y R, SPILLMAN ( (1.977),
(1.978) )} partiendo de relaciones binarias difusas antirreflexivas y re-
cfprocas para los individuos del grupo, realizan un ihtaresante e importan
te estudio acerca de la matriz de consenso, BLIN y WHINSTOMN (1.973) parten
de relaciones no difusas para los individuos , aunque las preferencias
del grupo vienen dadas por relaciones binarias difusas reflexivas y tranw

sitivas,
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I.0.~ SUMARIO

En este capitulo realizamos una breve exposicidn de algunos
de los aspectos mds importantes de la Teoria de los Conjuntos Difusos

que utilizamos en los capitulos posteriores.

Comenzamos introduciendo el concepto de conjunto difuso dado
por ZADEH ( 1,965 ), que serd el utilizado por nosotros a lo largo de toda
esta memoria , citando también las generalizaciones de este concepto dédas
por GOGUEN ( 1.967 ) y BROWN ( 1,974 ). A continuacidn, se definen opera-
ciones en la clase de los conjuntos difusos destacando la unidn e intersec
cién respecto de las cuales tiene estructura de retfculo distributivo no
complementario, asi como, una ordenacién dada por TRILLAS-( 1.978 ) que se
rd de gran utilidad en capftulos posteriores. Seguidamente, se estudian las
relaciones difusas que serin la base del CAPITULO IV, operaciones entre
ellas y propiedades. Por Gltimo, exponemos los conceptos de suceso difuso
y probabilidad de un suceso difuso, introducidos ambos por ZADEH ( 1,968)

y posteriormente estudiados por NEGOITA y RALESCU ( 1.975 ), KAFMANN{1.977)
y KHALILI ( 1.979 ) ; este Gltimo autor ha realizado un interesante estudio

acerca de la independencia de sucesos difusos.,



I.1l.~ CLASE DE. LOS CONJUNTOS DIFUSOS DEFINIDOS SOBRE UN CONJUNTO X.

CARACTERISTICAS,
Comenzaremos dando la definicidn de conjunto difuso, para poste-
riormente , pasar a analizar algunas de las caracteristicas algebraicas

més relevantes de la clase de los conjuntos difusos,

I.l.1.,~ DEFINICION. (ZADEH 1,965)

Sea X un conjunto no vacfo, un conjunto difuso XJ

~

, en X viene

dado por una funciln

fi:x——)[o,l]

llamada de pertenencia o compatibilidad, que da el grado de

compatibilidad o pertenencia de los elementos x de X en 5}.

Mds concretamente, un conjunto difuso 5}, queda determinado por

el conjunto de pares ordenados

x = fo oo} xex

En lo sucesivo , nosotros lo representaremos bien por 5}, o bien por su

funcién de pertenencia Fi o

En el caso de que la funcidn de pertenencia fi tome solamente los
valores O § 1, se tiene un subconjunto clisico de X, representado por su
funcidn caracteristica. Es obvio pues, que la definicin de conjunto di-

fuso es una generalizacién de la de conjunto clisico.

Goguen (1.968) generaliza el concepto de conjunto difuso imponien



do a la funcidn de pertenencia que tome valores en un reticulo L, a esta
clase la denomina clase de los conjuntos L-difusos. Brown (1.971).def‘ine
un conjunto difuso imponiendo que la funcién de pertenencia tome valores
en un retfculo Booleano M , MNosotros utilizaremos en todo nuestro estudio

‘la definicidn dada por Zadeh.

La clase de conjuntos difusos definidos sobre un conjunto no va-

cfo X, la notaremos L(X),
LIx) -[ fi/ri:x-——'—*[o’l]}

I.1.2.~OPERACIONES. EN. L(X) 3 UNION, INTERSECCION Y PRODUCTO

Nos centraremos en el estudio de las operaciones mis importantes:
pnién, Interseccidn, y Producto; pudiéndose ver en MIZUMOTO y TANAKA (1.978)
otras operaciones en L(X), as{ como la estructura algebraica que le confii
ren . Antes de definir estas operaciones vamos a dar los conceptos de 1~

gualdad, contenido y complementario en la Teorfa de los Conjuntos Difusos.
T.1l.2,1,~ DEFINICION.

13
a) Dos conjuntos difusos en X, }_J y X, son iguales y se denota
K .
por )\(_J = X , si sus funciones de pertenencia toman los mismos valores

cualquiera que sea x de X.

b) Dado el conjunto difuso E’ en X, se llama complementArio de )\(.J
y se denota por ZJ al conjunto difuso cuya funciSn de pertenencia viene

dada por

Fi(x)s l-d(x) Vv xeX
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¢) Dados los conjuntos difusos ‘Ji‘j y xK. Se dice que )5": 3(_" si

_~

.k
t‘)j((x) SOAx) V¥ xeX

I.1.2,2.~ DEFINICION

k
Dados los conjuntos difusos zﬁ y X en X, Se . define la unidn
k k
de 25‘] y X y se denota por ,&Juz_ » como el conjunto difuso cuya funcién

de pertenencla viene dada por
k k
(U 00 = max ( Flod, S0 ) vxex

El neutro para esta operacifn es el conjunto difuso vacfo, lo
representaremos por f'; 8 Q » ¥ es aquel cuya funcidn de pertenencia to

ma el valor cero cualquiera que sea x ¢ X,
I.1.2.3.~ DEFINICION.

k
Dados los conjuntos difusos _X_J y X en X, Se define la inter-

J

k k
seccién de X' y X y se denota por LJﬂx_ s COMo el conjunto difuso cuya

funcidn de pertenencia viene dada por
k k
L AN ) (0 = min (), FU) Y ox X

El neutro para esta operaci&n es el conjunto, que representare
mos por f‘x § X, y ea aquel cuya funcidn de pertenencia toma el valor u-

no cualquiera que sea x¢ X,

I.1.2.4,- DEFINICION

k
Dados los conjuntos difusos x,J y X en X, Se define el producto

J J

k k
algebraico de X° y X vy se denota por X'x X, como el conjunto difuso cuya

A~



funcibn de pertenencia viene dada por

K k ‘

(o fe ) () = 7x) o fxlx) v xex
Es inmediato demostrar que ( L(X),U ,N ) es un retfculo distributivo

pero no un 8lgebra de Boole ya que no se verifican ninguna de las propigg

dades siguientes

,{(_JU ZJ =X I.1.2.4.1,
_X_Jn_EJ =¢ I,1 .204020

~

Para ver que la relacidn I.1.2.4.1. no es cierta basta considerar
la existencia de un elemento x en X con fi(x) = 1/2, con lo cual Fi(x) 172

y

max(f){tx).F;'((x))u

J . zJ

es decir , XU X o Xe Analogamente se demuestra que no se cumple la relg_

~

cibn I.1.2.4.2,

Finalmente, dada una familia de conjuntos {X“]J €y’ se define la u

nién y la interseccién. de esta familia , como

U fJ ) (x) = sup fJ(x) Vv xe X
Jed X Jed X
(N f;l( ) (x) =int f;l((x) vV x €X

Jed Je J



T.1.3.~ ORDENES EN L(X)

Mencionaremos dos relaciones con las cuales se puede ordenar par
cialmente L(X) ; la idea de dar estas ordenaciones es debido a que la segun
da de ellas serd muy utilizada a lo largo de esta memoria.

-2 k Kk
f)J(‘fx & Vxex f;l((x)s F (%) I.1.3.1.

Esta es la ordenacién clisica funcional con la que L(X) estf par—

cialmente ordenado,
Fio st et Mixr sz
fJ K X X X
(S T 8V x X

Kk k
F;’((x) 2 Falx) ot f(x) 2172

Esta ordenacidn fue introducida por Trillas (1.978A) y con ella

L(X) esti también parcialmente ordenado.

I.2,~ RELACIONES DIFUSAS:

I.2.1.~ DEFINICION DE- RELACION DIFUSA

El concepto de relacibn difusa fue introducido por Zadeh (1.971)
y como veremos posteriormente es una generalizacién del conceptc de relacién

clésica.
I.2,1.1.—~ DEFINICION -

Una relacibn difusa- R en XxY es un conjunto difuso en Xx¥ cuya

funcidn de pertenencia fR asocia a cada par ordenado (x,y) de XxY un

~



valor fR (x,y) que representa la intensidad de la relacifn entre x e y en

~

R.
Veamos a continuacidn varios elementos notables en una relacién
difusa }1.

« Se denomina dominio de la relacidn R, al conjunto difuso en X

cuya funcidn de pertenencia viene dada por
fx(x) = aup’fR(.y,x) ¥ xeX
yey -~

. Se denomina contradominic. de la relacién difusa R al conjunto

difuso en Y cuya funcidn de pertenencia viene dada por
f ly) = sup f_(y,x) VyeY
Y R
xXeX ~
. Se denomina soporte de una relacidn difusa R al conjunto no di-

fuso S, definido por

S= [ (x,¥)e XxY / fR(x,y) >O}

1.2.2,~OPERACIONES - CON- RELACIONES DIFUSAS.

Sean R, S y T relaciones difusas en X x Y, con funciones de perte

ia f , f f_ respectivamente,
nencia R’ sy Tt‘sp

—~ -~

1.2,2.1,~ DEFINICIONM .

La relacién R estd contenida en S, si

fR(x..y) sfs(x,y) vV (x,y)e X x Y

~



I.2.2.2.~ DEFINICION: - -

Dada la relacién R se denomina relacidn difusa complementaria de
R y se representa por‘E , aquella relacidn cuya funcidn de pertenencia

viene determinada por

f‘ﬁtx.y) = 1= fR(x,.y) ¥ (x,y) e XxY

~

1.2.2,3.~ DEFINICION. .

Se denomina unidn de R y 8 y se representa por _5U§_, aquella

relaciSn difusa en X x Y cuya funcién de pertenencia viene dada por

fmg(x,y) = max ( f‘ﬂ(x,y) . f‘é(x,y) ) Vv (x,y) eXxY

1.242.4.~ DEFINICION. -

Se denomina interseccidn de Ry S y se representa por RNS ,

aquella relacidn difusa en X x Y cuya funcin de pertenencia viene dada por
f_ (x,y) amin ( f_(x,y) , F (x,y) ) V {x,y) eX x Y

RS R 8

Es inmediato comprobar que se verifican las siguientes propieda

des distributivas:
Bﬂ (sul) = (RNSJURNT)
RU(SNT) = (RUSIN(RUT)

Consideremos las relaciones difusas R, Q vy § definidas en
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XxYy, YxZyZx W respectivaments,
I,2,2,5.~ DEFINICION -

Se denomina comgosici&n»de las relaciones R y Q y se denota por
R*Q, donde* representa una operacidn, a la relacién difusa en X x Z cuya

funcifn de pertenencia viene dada por

- *
Gi* {x,2) mgx ( fgfx,y) fgfy.z) )

w

En caso de ser . una operacibn asociativa y mondtona no decrecien

te en cada una de sus coordenadas es inmediato demostrar que
R« (2: 8) = (R«Q)«$S
si Scl entances R *QCR*T

~

La operacidn = , mds generalmente utilizada es la operacidn mini_ .

mo, recibiendo en este caso la composicidn el nombre de composicidén max-min,

I.2.3 .~ RELACIONES BINARIAS DIFUSAS

I.2.3.,1,— DEFINICION. -

Se denomina relacidn binaria difusa en X, a toda relacidn dify

sa en X x X,

Veamos las propiedades de las relaciones binarias difusas.



"

I.2,3,2,~ DEFINICION

Se dice que una relacidn binaria difusa R en X es reciproca si

se verifica

fR(x,,y)+ fR(_y.x) =1 ¥V {x,y)e XxX

~ ~

1.2,3,3.~DEFINICION.

Se dice que una relacidén binaria difusa R en X es reflexiva si

su funcibn de pertenencia toma el valor 1 para todo par (x,x) ¢X x X.
I1.2,3,4,~DEFINICION

Se dice que una relacidn binaria difusa R en X es antirreflexiva

sl su funcién de pertenencia toma el valor cero para todo par (x,x}de XxX.

T.2,3,5.-DEFINICION.
Se dice que una relacidn binaria difusa R em X es simétrica si

su funcidn de pertenencia verifica

fR(x,y) - f‘R(y.x) vV (x,y) ¢ XxX
Y1.2,3,8,~DEFINICION

Se dice que una relacidn binaria difusa Ren X es antisimétrica

si cuando su funcidén de pertenencia , verifica:

fﬁ(x,y) >0y f‘R(y,x),O

entonces x =y V (x,y)le X x X,
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1.2,3,7.~ DEFINICION -

Se dice que una relaciln binaria difusa‘E en X es transitiva si

su funcibn de pertenencia verifica:

fR(x,y),z ma:{ min ( f‘R(x,.y) . fﬁ(y,z) ) l VY X, ¥y 2€X
= v e 2

A toda relacidn binaria difusa en X, que verifique las propieda

des reflexiva, sim8trica y transitiva se la denomina relacidn de- equivaleX:
cia difusa-en X y si verifica las propiedades reflexiva , antisimétrica y

transitiva se la denomina orden. difuso-en- X.:

Quizd a primers vista resulten sorprendentes las definiciones
de relaciones binarias difusas reflexivas, antirreflexivas, simétricas,
antisimétricas y transitivas. Sin embargo , se puede demostrar ficilmente

que son una generalizacién de las definiciones cldsicas.

Sea R una relacidn binaria difusa en X, veamos que en caso de
que fR(x,y) tome solamente los valores c¢ero d uno , las definiciones

anteriores coinciden con las clésicas.

En efecto, sea

G= { (x,y) eX x X / fR(x,y) a 1]

.S1 R es reflexiva entonces fﬂfx,x) a1,V xeX, por lo tanto
(x,X)e @ V¥V xeX y R = (G,X) serfa una relacin no difusa reflexiva

en X,
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+Si R es antirreflexiva entonces fB-(x,x) 20 V X eX, por lo
tanto (x,x) € G ¥V xe€Xy R serfa una relacién no difusa antirre-
flexiva en X.

.S1 R es simétrica , entonces

fR(x.y) - fR(y,x) LV (x,y) X x X

por tante si {x,y)e¢ G , es evidente que (y,x) € G por lo cual R

serfa una relacién binaria no difusa sim8trica en X.
.Si R es antisimétrica , entonces si
f‘R(x,y) >0 y fR(y,xP 0, se tiene x=y
por lo tanto si (x,y)eG e (y,x)e G se sigue que fR(x,y) =1y
fR(y,x) =1, con 1o cual ha de ser x = y en cuyo caso R= {G,X)
serfa una relacidn binaria no difusa antisimétrica en X.
«S1i R es transitiva , entonces
f‘R(x,z) 2 max { min (f'R(x,y) , f‘R(_v,z) )] Y x,¥,Z,e X
-~ y X

para ver que R = (X,G) es una relacidn no difusa transitiva , hemos

de ver que

R o RCER (o, composicidn de relaciones no difusas)
En efecto,

v (x,z) €RoR se tiene que existe ye X de tal forma que (x,y) ¢ G
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e (y,z) ¢G , es decir

f'R(x,y) a2 iy fR(y,z) = 1, con lo cual

~ ~

fﬁ(x'Z)zym:; [min(f‘ﬁ(x,y) R fﬂ(y,z) )I = 1, es decir

(x,2) e R = (X,G).

I.3.~ SUCESOS DIFUSOS, PROBABILIDAD DE UN SUCESO DIFUSO

Previamente a la definicifn de suceso difuso veremos algunos
conceptos relacionados con las sucesiones de conjuntos difusos, asf como
la definicién de 4lgebra, ¢- ilgebra y clase mon§tona de conjuntos difu

sos que serdn utilizados posteriormente,

1.3.1.~ SUCESIONES DE CONJUNTOS DIFUSOS. ALGEBRA, O-ALGEBRA Y CLASE MONO-

TONA - DE. CONJUNTOS OIFUSOS.

Sea {Z(_J] JeN una sucesidn de conjuntos difusos en X, cuyas

funciones de pertenencia vienen dadas por {f‘)’(I JeN*
€
1.3.1.1.~ DEFINICION
Se denomina lfmite superior de la sucesidn de conjuntos difusos
{XJ} J N y se representa por 2(_.* aquel conjunto difuso cuya funcién de
-~ €

pertenencia viene dada para cualquier x eX por

f(x) = igf ( eup RO 1, J en
i X
Jzi
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I.3.1.2.~ DEFINICION

Se denomina limite inferior de la sucesién de conjuntos {5}' JoN
€

y se representa por X , aquel conjunto difuso cuya funcidn de pertenencia

viene dada para cualquier x ¢X por

f0) = dup (dnf 1)) 4, e
* i Jai

Se dice que la sucesidn de conjuntos difusos {XJ }j N es
-~ €

convergente si

» L
FX (x) = fxix) Y xe X

Como ocurre en el caso clisico es inmediato comprobar que en ca
so de ser la sucesidn de conjuntos difusos mondtona 8sta es convergente,
entendi€ndose por mondtona creciente (decreciente ) aquella sucesién de

conjuntos difusos verificando
+1 +1
viex ntas 870 (dwa dMe ) e

Pasemos ahora a ver los conceptos de dlgebra, 0-dlgebra y

clase monStona de conjuntos difusos,

I.3.1.3.- DEFINICION:

Una clase de conjuntos difusos 14 < L(X) se dice que es un é&-

gebra de conjuntos difusos si verifica:
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a) X€ A
1 " 1
b) Si _)g,......,)i" eA entonces ux €4

pEL |

¢) si 35_" A entonces §_J‘A
I.3.1.4,~ DEFINICION

Una clase de conjuntos difusos AcLix) se dice que es un
0-81gebra de conjuntos difusos, si se verifican las condiciones a) y c)

de la definicidn anterior y ademis, la siguiente:

Silg(_‘l l € A entonces Pf)s'cA
131'0 © . =

I.3.7.5.~ DEFINICION
Una clase de conjuntos difusos A < L(X) se dice que es una
clase monS§tona de conjuntos difusos si el 1fmite de toda sucesién monS-

tona pertenece a A .

1.3.2.~DEFINICION DE SUCESO DIFUSQ . PROBABILIDAD DE UN SUCESO DIFUSO.

sea { X,4,P ) un espacio de probabilidad y @[0 1 el 0-§)
’

gebra de Borel en [o , 1] .Se considera la clase de conjuntos difusos:

L= | 3 7 x axy y f: ‘es funcién medible de

—— —

( x,4)  en ([o . b @[0 ) ’])]

Es inmediato comprobar que P(X) es un O-§lgebra de conjuntos

difusos.
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I1.3.2.1,~ DEFINICION

Se denomina suceso difuso en X a todo conjunto difuso en X perte

neciente a IW(X).
I1.3.2.2.~ DEFINICION

Se denomina probabilidad del suceso difuso A} a la integral de

Stieljes — lebesgue de la funcidn de pertenencia respecto de P , es decir

pixh = J o0 ptan « €[]
X

Por ser fi(x) una funcidn medible, induce una distribucién de

probabilidad P* en el espacio probabflistico

(k1 -95’[0.1])

podemos aplicar entonces el teorema del cambio de espacio de integracidn

y escribir la expresidn anterior de la siguiente forma

Py = | x Priax)
o]
Claramente este concepto de probabilidad puede considerarse una
generalizacidn del concepto de probabilidad de un suceso clisico, ya que
dado el espacio de probabilidad ( X ,41, P ) la probabilidad de un suce-

so A, viene dada por

P (A) = I xA(x) P(dx)
X
donde 1; es la funcidn caracteristica de A, y como un suceso difuso viene

caracterizado por su funcidn de pertenencia, generalizacién de la funcidn
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caracter{stica, parece coherente definir de esta forma la probabilidad de

un suceso difuso.

Veamos a continuacién las propiedades de la probabilidad para

sucesos difusos,

. La probabilidad del suceso difuso X es uno.

« Dados los sucesos difusos ‘)Sj,y _)gk tales que E’c Lk » entonces

rodrs e

~

. Dado el suceso difuso gg_J, se tiene que
PE) = 1)
. La probabilidad del suceso (b , es cero

—~

1 n
. Dados los sucesos difusos X ,....,')_E , se tiene que

. n n
PO oot XM = 3 PxY) = IR0 x4 s -1 0 xh
-~ - i=1 18i<kn 1=1

. Dada la sucesién mondtona de sucesos difusos {EJ]JG N entonces

P 1imsup X)) = 1m P (U x)
e k= Juk

J nx*
P( 1im inf X') = 1im P (N X))
- e jauk

. Dada la sucesidn de sucesos dif‘usos[X"} ] eN con 23*: lim sup Xj

entonces si
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E.F_‘QSJ) < ™
J=1
se tiene que

f‘x.(x) =0 casi seguro,

I.3.3,-INDEPENDENCIA DE SUCESOS DIFUSOS, PROBABILIDAD CONDICIONADA

1.3.3.1.~ DEFINICION

1 n
Sea N >1, ¥ X yeceeeyX € I'tx). se dice que los sucesos difusos

1 n
X yeeeeeyX , son mutuamente independientes si y solo si para todo

11,12,...,1'" € {1,2,....,n], se tiene

11 1m " i
f_( i XoseoesX i ) ’H,E_( iJ )
J=1

A continuacidn, enunciaremos un teorema que nos da algunas conse

cuencias interesantes obtenidas a partir de la definicidn anterior.

I.3.3,2.~ TEOREMA (KHalili, 1,979 )

J J

a) Para cualquier suceso difuso X°, se verifica que X y X son

sucesos difusos independientes.,

J

k K
b) Dados los sucesos difusos X° y X con P(X'} = 0 , entonces _3(_‘]

k
¥ X son sucesos difusos independientes.

i ok k
c) Sean'l(:l, X X ¢ I‘(X), con P(X') =0, ’)S‘ y 25_“ independientes
entonces
Pt ¢
. U_)i y X son independientes
b
. xJ-g(_k ¥y X son independientes.

i 3
. Existen ‘)iJ, X yX en F(X) que son sucesos independien

tes pero
i k
duxyx

no son independientes



I+3.3.3.~ PROBABILIDAD CONDICIONADA

’ Kk
Dados los sucesos difusos XJ yX , con 3({?)’ 0, se deno-

mina probabilidad del suceso difuso XJ condicionado por el suceso difuso

—~

k
X , a la expresidn

K

Py XJ x X )
J. .k -y~
_3(5.{5 } = "
P( X )

Las caracter{sticas y peculiaridades de esta definicién pueden

verse en Kaufmann (1.977).
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II.0 .~ SULARIO

En este capftulo, realizamos el estudio de ledidas de Ni
tidez para conjuntos difusos y k-particiones difusas, considerando que el

conjunto sobre el que estin definidos es un conjunto finito.

" Comenzamos nuestro estudio con la definicién de medida
puntual de Mitidez o de Autonitidez puntual, basindonos en este concepto,
damos la definicién de Medida de Nitidez para un conjunto difuso, concepto
que como ya dijimos en la introduccién cuantifica la precisién o nitidez,
en definitiva, la inexistencia de difusidad. A continuacién damos dos teo
remas de construccibn de Medidas de MNitidez, resultando como cocrolario de
uno de estos teoremas la lledida de Nitidez No » obtenida al considerar co
mo medida de Autonitidez puntual el funcional de ONICESCU, de la que hacg
mos un detallado estudio, ya que ha sido el punto de partida en nuestro
trabajo. Posteriormente damos un teorema de caracterizacién de las Medidas
de Nitidez, inspirade en algunos resultades de C. SANCHIS (1,977) en el
estudio de Entropfas Difusas, para aquellas que sean valoraciones en la

clase de los conjuntos difusos.

Finalmente, hacemos un breve estudio de las Medidas de Ni
tidez para k-particiones difusas, centrindonos en el estudio de la lledida
de Nitidez para k-particiones difusas obtenida a partir del funcional de
ONICESCU ., Esta medida ha sido aplicada con &xito por BEZDEK (1,974) y

oun (1.977) en el anilisis de conglomerados.
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II.1.~ MEDIDAS PUNTUALES Y GLOBALES DE NITIDEZ PARA CONJUNTOS DIFUSOS

Al realizar el estudio de las medidas de Nitidez para conjun
tos difusos nos restringiremos al caso en que X es un conjunto finito, de-
notdndose en este caso la clase de los conjuntos difusos en X por Ln(x).c_g
menzaremos dando la definicién de Autonitidez para posteriormente pasar a

la de medida global.

IX.4.1.~ MEDIDA PUNTUAL DE NITIDEZ O AUTONITIDEZ

En lo que sigue denotaremos por L(xk), al conjunto

L(xk)-' rJ’S/{"k)/ F’I‘A xk : xk—-——->[0 » 1] ’ f“)l( € Ln(X)

Se llama Medida puntual de Nitidez para el elemento xk,

o Autonitidez de xk respecto al conjunto difuso 5_", a toda funcidn

m 3 L(xk)—————)[o R 1]

X/ x } ™ (F>J</ *3 )

por facilidad de notacidn escribiremos

m (f‘l

X/{x} )= "'k(fi(“k) d

que verifique:

IT.1.1,.1,~ J ] P
= 1 if =0 1
mk (fx(xk)) 1 si y solo s X(xk) -]
I1I.1,1.2.- E1 Gnico valor donde m (f‘i(xk) ) alcanza un mipimo
es fJ

X(xk) =172,
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I1.1.1.3 .- ™ ©s continua respecto de la métrica definida en L(xk), por

J r r
9 Cfltx) , frie) ) e |y - fix)

IT.1,1.4 .~ Si
i i
2 P’ 2 f 2 s
1 x(xk) x(xk) 1/2 para 1/2< fx(xk) 1
i i
0 fJ f f
< x(xk) < x(xk) s 172 para Os x(xk)s 1/2

Entonces

i
m (f;’<<xk) ) 2m (flx) )

En definitiva, una medida puntual de Nitidez para el elemento

x, es un ndmero m (fi(xk) ), donde m verifica las propiedades II.1.1.1 ,

IT.1.1.2 , ITI.1.1.3  y II.1.1.4,

Es fdcil dar una interpretacidn intuitiva a las cuatro carac

ter{sticas anteriores. En efecto,

I1.1.1.1.~ Exige a toda medida puntual de N itidez que tome el
valor miximo cuando no existe difusidad, es decir, cuando la funcidn

de pertenencia o compatibilidad toma los valores cero § uno.

II.1.1.2.~ Si una medida puntual de Nitidez toma el valor mi
ximo cuando la funcidn de pertenencia toma los valores cero o uno,
intuitivamente, es obvio que el minimo lo alcance en un punto que se

encuentre equidistante de esos dos, es decir 1/2,

II.1.1.3.~ Exige la continuidad para imponer que a pequefiag
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variaciones de la funcidn de compatibilidad para el valor xke X, la

medida puntual tenga a su vez pequeiias oscilaciones,

IL.1.,1.4.~ Dado un elemenie xk( X y dos conjuntos difusos de

finidos en X, el elemento xk tendri una medida de Nitidez mayor para
aquel conjunto difuso cuya funcidn de pertenencia o compatibilidad

para xk esté menos préxima al valor 1/2,

II,.1.2.,~ MEDIDA GLOBAL DE NITIDEZ

En lo que sigue notaremos cada conjunto difuso Fi de Ln(x)
de la forma

( fi(x1),...... fi(xn) ).

Denominaremos Medida global de Nitidez , a toda funcién

Nt L (x) —f0. 1]

J
X

J

J
et el — N () i) 1= i

que verifique:

II .1 02.1 L and
rJ FJ J
N ( x(x1),..., x(xn)) = 1 si y solo si fx(xp =081, Vv xirX.

Esta caracteristica exige a la Medida de Nitidez N, tomar el
miximo valor cuando el conjunto , al que estamos midiendo su nitidez, es

no difuso,

II.1.2.2.~ El dnico valor donde el funcional N alcanza un minimo es

|

(x.) =1/2 ¥ x, eX
X i

i
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Si la mixima nitidez se alcanza, cuando la funcién de pertenen
cia toma los valores O 8§ 1, parece 18gico exigir a toda Medida de Nitidez
que se minimice cuando todos los valores de la funcidn de pertenencia sean
equidistantes de 0 8§ 1, es decir, cuando la funcién de pertenencia tome uni

camente el valor 1/2,

IX1.1.,2.,3.~ E1 funcional N es continuo en Ln(X) respecto a la métrica

R N J 1
ety , £,) = sup |Flx) = £ (x )]

xke X

Mediante esta caracteristica , se trata de imponer a toda
Medida de Nitidez que tenga pequefias oscilaciones, al realizar pequefias
variaciones en lAs funciones de pertenencia de dos conjuntos difusos.
II.1.2.,4.~ S1

e ), e )
es menos difus; que

T TR ORI PR}
entonces

J

L)

Recordemos que segin la notacidn utilizada en I.1.3. esto

quedaria expresado por:

i i
gi
dﬁ&,eﬂmustung
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Finalmente ; esta caracteristica impone a una Medida de Niti
dez que dados dos conjuntos difusos el de mayor nitidez sea el de menor di

fusidad,

A partir de estas caracter{sticas, son muchas las medidas que
se pueden construir para cuantificar la nitidez de un conjunto difuso.Esto
no debe extrafarnos ya que en la TEORIA DE LA INFORMACION existen muchos
funcionales de Entropfa e Informacidn, si bien, en cada problema concreto

unos serdn m{s adecuados que otros,

En lo sucesivo denotaremos por N [X] al conjunto de todas las

Medidas de Nitidez definidas sobre L“(x).

II.1.3.~ TEOREMAS DE CONSTRUCCION DE MEDIDAS GLOBALES DE NITIDEZ PARA CON-—
JUNTOS DIFUSOS

Vamos a dar dos teoremas que nos servirdn para construir nue
vas Medidas de Nitidez a partir de unas dadas y un tercer teorema que nos
servird para caracterizar las Medidas de Nitidez que sean valoraciones en

el reticulo Ln(X).
II.1.3.1.- TEOREMA.

n
Sea g @ [0 ’ 1]-—-—-9 ED , 1] una funcién continua y estricta

mente creciente en todas sus componentes, verificando g(x1,....,xn) =1 si

y solo si = x2= ctcee -xn = 1 , Sean N1,.....,Nn Medidas de Nitidez de

N [X] , entonces

* j J
N (f;’((x1),.....,f;’((xn) ) = g (N, () )

es una Madida de Nitidez para conjuntos difusos.




28

Demostracidn :

Veamos que N¥ verifica las cuatro condiciones impuestas a to

da Medida de Nitidez,

*
IT.1.2.14= S1 N (fi(x1),......fi(xn) ) =1

entonces

g N1(fi).....,N“(fi) ) =1

es decir

N(fJ)=1 vr 1< r <n
r X

y por lo tanto al ser Nr una Medida de Nitidez , se tiene que

fi(xk) =180 L4 X, € X
Trivialmente se verifica que si fi(xk) =14 0, entonces

w
N (f;i((x1).......,f;l((xn) ) =1,

II.1.2.2.- Al ser Nr » 15SrSs n una medida de Nitidez se

tiene que
A
Vo= Tpeeenn N (fi)> N () = 1/2) v (fi(x1),..,fi(xn))

y al ser g una funcidn estrictamente creciente en todas sus componentes,

se tiene
) L * ol 1 »*
Vo), e ) N (fi(x1).....,fi(xn)) SN (F Doty e Py x Do)

II.1.2.3.~ La continuidad de N » es inmediata por la conti

nuidad de g .
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-

IT.1.2.4.~ Si

k
%S 5
entonces
. cody N J
N (fX) g { N1(f‘)j(),.....Nn(f‘X) ) 2

k k * k
2
g ( N_l(fx).....,Nn(f‘X) ) = N (fx)
ya que g es estrictamente creciente en todas sus componentes y
K
N ~fJ 2N (f eses
"( x) P( x) Y r= 1' . N

II.1.3.2.- TEOREMA

Dadas las Medidas de Autonitidez mk(fi(xk)), K = 1,44yn,

entonces el funcional

mk(f‘:((xk))

N (f‘)J((x1),.....f‘>J((xn) ) =H(§n )

donde ff es una funcidn continua y estrictamente creciente de[o . 1] en

[0 ’ 1]con H(1) = 1, es una Medida de Nitidez,

Demostracién:

Veamos que el funcional N verifica las cuatro propiedades re

queridas a una Medida de Nitidez,
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II.1.2,9.~ Si N (f“)'((x_'),....,fi(xn) Y =1,

entonces
n “‘k“’i"‘k”
H{Z =1
1 n
es decir
n
k;“‘k“‘i‘"k’ ) =n
de donde

m (flx) =
y al se-mk una medida puntual de Nitidez
lix) =180
Il.1.2.2,~- Al ser mk una medida puntual de Nitidez
®
>
Vo e (0 m (Fx ) m (Frx ) = %)
por lo tanto

n n
1
1 - ol =
1L 3m e > 2 Sm ik ) = %))
n ke=1 k=1

de donde

n

n
1 J 1 * _
H(; g1mk(fx(xk)9 >H<; k§1mk(f‘x(xk) -A))
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es decir

J * - * - V7
N ( fx(x1),.-...,fi(xn) ) > N ()= Byeaanan, filx ) = %

II,1.2.3.~ La continuidad de N estd asegurada por la continuidad de ff.
11.1-2.3.‘ Si
i
<
i x
por la definicidn del orden £ y por las propiedades de mk , se tiene
i
2 f
v ox m (Flx ) 2 m r ()
por lo tanto
i
N fJ 2 N(f
( x) ( x)

COROLARIO- 1.~

Si elegimos como medida puntual la obtenida a partir del Fuﬂ

cional de ONICESCU

2 2
m ((x) = CFx ) 0% e C1= fie ) v
y H 1a funcién de [0 , 1] en [0 R 1] definida por
"H( x ) = x

se tiene:
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n
N {f‘;l()=H( 1m(f“(x)>

21N k X 'k

n
2 2
> (fi(xk)) + (1—f;]((xk)) }

n
1
=2 3n (f;]((xk)) - 3

Kal k

3t

El estudio de este funcional as{ como su aplicacidn en diver
sos contextos ocuparj una gran parte de esta memoria.

s

COROLARIO 2,+
Si elegimos como medida puntual

mkcf;'((xkn == (¢ r)‘(ukn (1-f')'((xk)) ) vx

¥y H 1a funcién de [0 R 1] en[o . 1]definida por Hix) = x

se tiene la Medida de Nitidez notada por N,, que toma la expresidn

1
n
N () =H(§1% Cm (e ) )>-
1 n
= 52, - R ) (e ) -

n

= e~

J
fi(xk) (1- fx

31

(x))
k=1 xk

II.1.4.- ESTUDIO DE LA MEDIDA OE NITIDEZ OBTENIDA A PARTIR DEL FUNCIONAL DE-

ONICESCU-

En este apartado dado la especial significacibn de la medida
N° , dado que ha sido el punto de partida de nuestra Teoria de Medidas de
Nitidez, como lo fue para DE Luca and Termini ( 1,972; 1,974; 1.977 A ;
1.979 ) , Trillas ( 1.978 A ) , KNOpfmacher ( 1,975 ), la obtenida a partip
del funcional de SHANNON en el estudio de las Entropfas para conjuntos di-

fusos, analizaremos sus propiedades.



Una de las propiedades que analizaremos de la medida No serd

la expresifn que toma la funcibn de pertenencia de un conjunto difuso cuan
do se pretende minimizar la nitidez sujeta a alguna restriccidn , en concre

to , analizaremos cuande se fija la potencia o cardinal del conjunto difu -

so , Por ello comenzaremos definiendo lo que se entiende por cardinal o

potencia de un conjunto difuso.

DEFINICION : ( De Luca and Termini 1.972 )

J

Se denomina potencia o cardinal del conjunto difuso X" al

nimero real definide por

n
cQ§f) = X fi

(x )
ke k

En el caso en que fi(xk) tome solamente los valores cero o

uno fi(xk) serd la funcidn caracter{stica de un conjunto no difuso y

c(xf) serd el cardinal de ese conjunto,

Veamos a continuacidn las propiedades mis relevantes de

la medida N
[

II.1.4,1.- La medida N° es simétrica , es decir

v o) = o h
o~ o

la demostracién es inmediata.

II,1.4.2,~ La medida No es una valoracién en el reticulo Ln(x), es

decir:

ugh + nadn X v e L oo

~

N En XD =N (]
o o~ 0
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En efecto,
Si escribimos

N ) e Nd) + NED)
o o [+

donde

se tiene

N:(‘{Jui") + N:(;gjn x") =

- % _J(max [fJ(x Y fx(xk)l ) % (minl FJ(x ). f (xk) } }

=]

.‘;k=1{(% UCRE AR MR AR T e
Calrm + ey = e = e ])z]s
15 2 2
r r
== §{ S(x )+ fLlx )07 e (f‘i(xk) - x )7 -

r r r 2

sz el = ) Rl - oo+ R + e
r 2 r r

PO - ) 07 2 () v ) ) |y = )]

n
1 2 r 2
- k§1 4 (f‘)l((xk) ¥ - a ) )% -

M ody x5
o~ o™~



- 3%

ahora bien

N e M =t e @ D N s @ -
o o ™~ o] -] [+ o~

1 1.0 1,-J 1 =-p
=(~°(LJ) s )+ OnED G -

.N;Q(_Ju )+ N:(x_Jnx_’) + N:(_ZJ

Uz« N:(an 5

Ny KM s N odn XM et
o 2] [+

~

nx « N:Q(_JU x"

J

o KM e nedn X0,

aN (X
[

'~

I1,1.4,3.- Para cualquier conjunto difuso 5} se verifica

N odn 2 =N odu ) = v @),
o~ -~ ] ~ < Miand

'~

En efecto,

aplicando la propiedad anterior, se tiene

N e N M) N U XD s N odn XD
° 0 ~ o= =& PRTIALIPAY
si tomamos en particular §r jgual a j? , obtenemos

N ()SJH-N (Z_") =N o +nodn gh
0 ] o~ -~ o~ -~

y aplicando la propiedad II.1.4.1., se tiene

N o)+ Ny = an @)
0 o~ o~

~

i

]
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No(gglUZJ) - ~°<x1u i a No(zc_"n £ = No(_)_(_',ﬂz")

~

y ademis

N (D) an xdn
Qo -~ [« Niand ~

1
II.1.4.4,~ E1 funcional N° estd acotado en Ln(x) por la potencia o cardi-

nal difusq,No es siempre menor o igual que uno.

En efecto,

n

J

n
1dy o] J 2 _1 J . S0
No(ﬁ') nﬁga(fx(xk) ) = n =1Fx(xk) n
analogamente
=]
r¢1(§")59—(’§--)
o~ n
de donde
i 1] 1 -] eixch cxh
N (X7) = N (X") #'N (X)) < =——— == <1
o~ o~ [-] n n

II.1,4.5.~ La Medida de Nitidez N° del conjunto difuso 5?, esti acotada in
feriormente por la expresién

J
c(x),2 c(x’) .2

Yy + (1=
n ‘n-

(

En efecto,

2 2
al ser S(x) = x + {1=x)  una funcidn convexa, se tiene

n

3 edix) n
XK, I1vs FJ

s (——-—-——n )Snk% ( x(xk) )
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es decir

n
13 i 0%+ 1o ey 7] 3
nkg‘{(fx(xk) T = k) )

n n
1 ] 2 1 J 2 1 j. .2 1 i, .2
2 : (Kzl fn(xk) ) o+ (1= Fk%fx(xk) ) = ( - c(X’) )+ (1~ - c(x’) )

'~

1I.1.4,6,~ €1 minimo de nitidez conservando una potencia dada para un con
Jjunto difuso 5}, se alcanza cuando la funcidn de perténencia toma el va-

lor

C_(éi) Y x €X
n k

En efecto,
Utilizando los multiplicadores de Lagrange, el problema con-—

sistird en minimizar la funcidn No(gf), sujeta a la restriccién
n o ]
PLCREELS
es decir, encontrar los extremos de la funcién
NS P 2 J 2} 5 j
g =k§1[(fx(xk) 1+ 4= Fx ) ) +1L§1 Jx ) = ety )

derivando se obtiene

J .
08X | 5 Hixy ) -201-Hixr )« A i) =0
] Xk Xk Xk
dfx(xk)

sgudy 1 .
e A -ctrh =0

luego



4 fJ
X

(xk) -2 4 lfi(xk) =0
x) (a4d) =2
de donde

) .

f;]((xk) = 4—_'7

y teniendo en cuenta la restriccién que teniamos

2n

k;v‘lf;'((xk) Y|
de donde
4 42 = ﬂi
é‘ﬁ'((xk)
y teniendo en cuenta que

fi‘*k’ ey i

se obtiene
n
fJ é-.f:'((xk) C(g)
X = =
n n

siendo inmediato comprobar mediante la sucesidn de hessianos que es ur Wi

nimo,
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II.1,5.~ TEOREMA DE CARACTERIZACION DE MEDIDAS GLOBALES DE NITIDEZ

Antes de ver un teorema que caracteriza a aquellas tledidas de
Nitidez que son valoraciones en el reticulo Ln(x), veamos un Lema necesario

en su demostracidn.

LEMA
La condicidn necesaria y suficiente para que N sea una valo

racion en Ln(x) es que se cumpla

J J R
N (f‘)j((x1),..,fx(xp),..,fx(xn)) N (fx(x_‘),.,f‘i(xp).o,.,on
II.1.5.1.1. + N(O,..,0, ri(xpﬂ),..,f;’((xk) ) =1 ¥ p 1gpgn
Demostracién:

Veamos que si N es una valoracién entonces se verifica II.1.5.1.1.

Consideremos los dos conjuntos difusos siguientes:
1 ' 2 ]
X=( fi(x1),...fi(xp),0,..,o ) X=( O,..,O.fi(xp+1),..,fx(xn) )

entonces

1

2 J J
N (XU XD = N(f‘)j((x1),...fx(xp),f‘

X

—~

(xpn)....f’i(xn))

N X' X5 = N(O,eely0 ) = 1.

Al ser N una valoracidn, se tiene,



40
1, .2 1 2 , '
N (fi(x1),..,fi(xp),fi(xp+1),..,fi(x") )= N OCUXD) = N D+ ) P e
N (fi(x1),..,fi(xp).0,..,0)+ N (0,..,0,fi(xp+1),..,fi(xn) ) -1

Veamos que si N verifica II.1.5.1.1., entonces es una valora

cibén en L (X),
n
Sean
J - is i i i
RN O N S B PR B I DR Py RN ORI

_dos conjuntos difusos y sin pérdida de generalidad consideremos

J i
s = see
fx(xk) fx(xk) V K= Ty500eyp
i
fx(xk)s fi(xk) V K=p 4 1,,..yn

con lo cual se tiene, al ser

A

1 1 ]
Xux ( fx(x1),..,fx(xp),f

x(Xp*q),...fi(xn) )

i i i
dnxt =« fi(x1),..,fi(xp),fx(xp*1),...fx(xn) )

que

J

i i i i
N Q(_"U)i) +N (gc_Jngg R N P R L

J
(xpn),...f‘x(xn) ) +

j J i i -
+N (f;(x1),...fx(xp),Fx(xp+1),.,fx(xn) )
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i i
N (Flx)yeesfi(x1,0,00,0 ) 4 N (0,..,O,fi(xp+1),..,fi(xn) ) -1 4

i i
PRY (fi(x1)...,fi(xp),o,...o) N (0,000, FL(x ),y fi(x ) )= 1 =

1

J

i
),c.,fx(xn) ) + N (fx

i i i
NG e F )7 (x

J
x4 (x1),..,fxtxp),0,...0 ) 4+

J

N (0....0.f‘)’<(xp_1)...,f‘)’((xn) ) =1 =aN(X) +N (3(_1).

TEOREMA -
SRR

La condicidn necesaria y suficiente para que N sea una

Medida de Nitidez de valoracidn es que

j
N (Fi(x1)...,fx(xn) )

se pueda expresar. como

J

J 19
N (fi(x1)....,Fx(xn) )= Zmcr)

(xk) )

donde las mk son medidas puntuales de Nitidez para xk, K=1,e000yN

Demostraciéni -

Lo demostraremos por induccién sobre n. Veamos que es cierto

para n = 2,

Veamos que si N es upa Medida de Nitidez de valoracidn, enton

ces

2 J
DENEMENY

J X =
t (Fx(x1) . f‘x(xz) ) = 2"

N =2
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Definimos

m, ot Lx)—> o, 1]

J

= J - -
X% ) = 2N (R (x),00 - (2-1)

fi(x1)-—————-+ m1(f
m, ¢ L(xz)—-—)[o » 1]

fi(xz)————-—)mz(f;]((xz) ) = 2N (0 ,ff((xz) - (2-1)

Por ser N una valoracidn se cumplird

=

]
(f‘)]((x1),fx(x2) ) =N (ri(x1).o) +N (O,fi(xz) ) =1 =

1.1 1.1 j .
143 m1(f;'((x1))+-2-+-2- m,(f)(x,) = 1

2

1§1mi(fi(xi))'

Nos quedari por ver que efectivamente las mi son medidas

N

puntuales de Nitidez.
IT 1,110~ S m1(f‘)j<(x1))=1
entonces

2N (f‘)’((x_‘),o) -1=1

de donde
N (f‘)]((x1), 0) =1

J
es decir fx(¥1) =061,
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Es trivial que si fi(xk) =061, V L entonces
""1( x(x1)) =1,

Andlogamente se demostraria para m.

II.1.1.2.,~ Vamos a demostrar que m1 y m2 , alcanzan un mini-

mo Unicamente en f;(x1) = 1/2 1 = 1,2, Para ello probaremos primero la

existencia y después la unicidad,
4
v 1*)J<(x1), (f')j((x1),0 Y4 (#(x),0 )
luego
* =
N (f‘)J((x1),o)2N (fx(x1) %,0 )
y por tanto
A »*
= - =) - = =)
m (F30x,) = 2 N (x0,00= 122 N (£ (x) 24,00 = 1 = m () (x )=k)

*
con lo cual queda probada la existencia de un minimo en fx(x1)= %

para m1.Anilogamenta , se demostrarfa para m,

Veamos , conjuntamente, la unicidad del minimo em f;(xi)=%

i=1,2, para m1 y mz.

Supongamos que m1 alcanzase un minimo en f;(x1) = t1 Yy m2

= t es
en fi(xz) tz, entonc

J = - * =%
m1(fx(x1) = t1) m1(Fx(x1) %)



y

w
= = = y
mz(fi(xa) t,) = m(f (x) = %)
Ahora bien

e % %) = 3 m (Fix )= il e )e %) =
N (fx(x1) A fx(x2)= %) 5 m1(fx(x1) %)+ 3 mZ(fx(xz) %) =

1 1
=3 "'1”;‘(("1)“1) *+3 "'2“3](("2) =ty) =

a N (fi(x1)= t lix) =t ).

se llega pues a una contradicciln , ya que el Gnico minimo de N se

» ,
alcanza, por hipbtesis, en (fx(x1) = Y%, f‘x(xz) = %),

II,1.,1.3.~ La continuidad de me oy m, estf asegurada por la continuidad

de N,

IX.1.1.4.~ Veamos que si

1 2fi(x1) zfi(x1)z % para % < f;(x1)s 1
Osg fi(x1) sf:(x1)s % para O ¢ f:(x1)s %
entonces
m1(fi(x1) } 2m1(f:(x1) Y.

Si se verifican las dos condiciones anteriores, tambidn se

verifica



J

(fx

i
(x,} , 0) 4 (fF, (x;) , 0)
por lo tanto
i
N (F0x,), 002 N (Felx), 0)
¥y en consecuencia

i
m1(f;'((x1) yam (Fhx ).

Andlogamente se demostrarfa para m

2°

Veamos ahora que si

J 12
N (f;]((x1) SRR L ORE

donde las mi son medid