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1 a memoria que présen tâm es se encuadra d en tro  do una nue 

va t e o r f a  m atem âtica denominada TEOniA DE LOS COfJJUfJTOS DIFUSOS, (* ) quo 

I n ic ia d a  p e r  ZADEH en 1 .965  ha te n id o  desdc en tonccs un am plio d e s a r ro l lo  

en d iv e r s a s  ramas de l a  m a tem ltica  t a l e s  como A lg eb ra , T opolog ia , Probab^ 

l i d a d ,  T eo rla  de l a  D e c is ié n , T eo ria  do l a  In fo rm acion  y en o t r a s  c ien  -  

c i a s  como l a  L in g ü is t ic a ,  P s ic o lo g ia ,  G ien c ia s  'iS d ic a s , e t c .

E s ta  t e o r t a  t r a t a  de fo rm a liz a r ,  m atem aticam ente, a f i m a  

c lo n e s  ambiguas r e l a t i v e s  a  campos com plejos do la s  G ien c ia s  Modernas .A .sl, 

como un co n ju n to  en l a  T e o rla  c l i s i c a  queda dotcrm inado por su funcidn  ca 

r a c t e r l s t i c a ,  en l a  T e o r la  de lo s  C onjun tos D ifusos queda c a ra c te r iz a d o  

por una fu n c id n , llam ada da p e r te n e n c ia ,  quo a  d i f e r e n c ia  do l a  funcidn

c a r a c t e r l s t i c a  toma v a lo re s  r e a le s  en e l  in te rv a lo  [o  , l]  , ind icando  e l

g rade  do p e r te n e n c ia  de lo s  elom cntos a l  co n ju n to  d ifu so  . Como a firm a

AZORIN (1 .979 ) m ien tra s  en l a  T eo rla  c lâ s ic a  de C onjuntos l a  p e rte n e n c ia

es d ic o të m ic a , lo  mismo o c u rre  on l a  Lôgica Dooloana donde una p ro p o s ic i6 n  

es c i e r t a  o f a l s a  , en l a  T eo rla  de lo s  C onjun tos D ifusos l a  p e r te n e n c ia  

es g ra d u a l . E x is te  un p a ra le lism o  e n tre  e l  a p a ra to  maternat ic o  u t i l i z a ~  

do en l a  T eo rla  de lo s  C on jun tos D ifu sos y e l  u t i l i z a d o  en l a  T eo rla  c ld  

s i c a  de co n ju n to s  , tcn ien d o  lo s  p rim eros q u iz a  , un mayor campo do a p l i -  

c a b i l id a d .

Es c la r o ,  que a l  t r a t a r  con co n ju n to s  d ifu s o s  ostamos ma

(„) C tro s  nombres adop tados por d iv e r s e s  a u to re s  son : C onjuntos C o rro sos, 

Suaves, Vagos, n o - î l l t id o s ,  AZORIN (1 ,979)
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nejando  in ce r tid u m b re  de t ip o  s u b je t iv o ,  denominada d i f u s id a d ,  a l  ab o rd a r 

fendmenos con ambiglledad o im p re c is iô n  in t r l n s e c a  en su i n t e r p r e ta c ié n ,  

s len d o  ê s t a  f ic i lm e n te  d ife re n c ia fa le  de l a  in c e r tid u m b re  de l a  T eo rla  de 

l a  p ro b a b i l id a d , denominada a le a to r i e d a d ,  que e s t£  a so c ia d a  a l a  o c u rre n -  

c i a  de fcnômenos de re s u l ta d o  im p ré v is ib le *

En l a  p r e s e n ts  mem oria, d iv id id a  en c u tro  c a p i t u l e s ,  re a  

lizam os un e s tu d io  de m edidas, denom inadas do NITIDEZ, u t i l i z a d a s  p a ra  

c u a n t i f i c a r  l a  a u se n c ia  de im p re c is io n  o in e x i s te n c ia  de d i f u s id a d ,  a so 

c ia d a  a  lo s  c o n ju n to s  , k - p a r t ic io n e s  y su ceso s d i f u s o s ;  a s !  como, un an£ 

l i s i s  de lo s  p ro ce so s  de d e c is i£ n  de grupo con p re f e r e n c ia s  in d iv id u a le s  

d if u s a s  .  En resumen ap licam os l a  " T e o rla  de lo s  C on jun to s D ifu so s " a 

campos de l a  T e o rla  de l a  In fo rm aci6n  y de l a  T e o rla  de l a  D é c is io n .

En e l  c a p i tu le  p rim ero  n u e s tro  o b je t iv o  e s  d a r  una v is ié n  

g e n e ra l  de lo s  a s p e c to s  de l a  T e o r la  de lo s  C on juntos D ifu so s que u t i l i z a  

mos en lo s  c a p l tu lo s  p o s t e r io r e s ;  a s l ,  abordamos e l  e s tu d io  de l a  c la s e  

de lo s  co n ju n to s  d ifu s o s  y de l a s  r e la c io n e s  d if u s a s  p a ra  c o n c lu i r  con e l  

concep to  de p ro b a b il id a d  p a ra  su ce so s  d i f u s o s .  No hemos p re te n d id o  en e s te  

p rim er c a p i tu le  h ace r un e s tu d io  e x h a u s tiv e  de lo s  concop tos c i ta d o s  a n t£  

r io rm e n to , dado que é s t c  puede v e rs e  en l a s  n o ta s  b ib l io g r a f i c a s  que in -  

clu im os a l  f i n a l  de l a  mem oria.

En e l  c a p i tu le  segundo rea liz am o s  un e s tu d io  de Medidas 

de N it id e z  p a ra  c o n ju n to s  y k - p a r t ic io n e s  d ifu s a s *  Son muy im p o rta n te s  lo s  

e s tu d io s  re a l iz a d o s  h a s ta  l a  fe c h a  en lo s  que se t r a t a  de m edir l a  in c e r -  

tidum bre  de c a r â c te r  d i f u s o ,  es d e c i r ,  de c u a n t i f i c a r  l a  f a l t a  de p r e c i -  

s i6 n  o n i t i d e z , a so c ia d a  a l a s  c a r a c t e r l s t i c a s  que se  d e fin o n  so b re  un co£ 

ju n te  X ( BACKER (1 .9 7 7 ) , DE LUCA y TERMINI (1 .9 7 2  A ) ,(1 .9 7 4 )  ,

(1 .9 7 7  A ) , ( 1 .977 G ) , LOG ( 1 .976  ) , TRILLAS y RIERA ( 1 .978  A ) ,
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(1 ,973  B ), EMPTOZ (1 ,9 7 4 ) ) . C onviens r e s a l t a r  quo l a  d ifu s id a d  no e s ta

in t r ln s e c a m e n te  en e l  c o n ju n to  X, s in o  que su rg e  a l  t r a t a r  con c a ra c te r z s  

t i c a s  0  p ro p ied ad es  d e f in id a s  en X, P a rtie n d o  de l a  base  de que un conjun 

to  d ifu s o  nos da  l a  c o m p a tib i lid a d  do lo s  e lam en tos de un co n ju n to  X con 

d e te rm in ad as  c a r a c t e r l s t i c a s  d e f in id a s  en S i ,  en lo s  e s tu d io s  c i ta d o s . se 

da una medida g lo b a l  de l a  in c e r tid u m b re  que t io n e n  lo s  e lem entos de X ha 

c ia  e sa s  d e te rm in ad as c a r a c t e r l s t i c a s  . N osotroo en lu g a r  de e s tu d ia s  Me- 

d id a s  de In c e r tid u m b re , denom inadas genera lm en te  E n tro p la s  d i f u s a s ,  vamos 

a  e s tu d ia r  Medidas de N itid e z  que c u a n tif iq u e n  , a d i f e r e n c ia  de l a s  En -  

t r o p l a s  d i f u s a s ,  l a  a u se n c ia  de im p rec is iS n  o e x is te n c ia  de n i t i d e z .  Es 

o b v io , pensâm es, que l a  id e a  de e s tu d ia r  E n tro p la s  d i f u s a s  tuvo su punto 

de p a r t i d a ,  a l  menos en l a  forma de lo s  fu n c io n a le s  u t i l i z a d o s ,  en l a s  me 

d id a s  de E n tro p la  de SHAfJtJON, s i  b ien  es c io r to ,  que con e s te  punto  de 

p a r t id a  se han conseguido  im p o rta n te s  g e n e ra l iz a c io n e s  que no tie n c n  nada 

que v e r  con a q u d lla  . N u estra  id e a  de e s tu d ia r  Medidas de N itid e z  ha t e n i  

do como punto  de p a r t id a  i n t u i t i v e  lo s  e s tu d io s  de ONICESCU (1 .9 6 6 ) , en 

lo s  c u a le s ,  en lu g a r  de m edir l a  in c e r tid u m b re  que un experim en ts a le a to 

r i c  p ro p o rc io n a  a n te s  de su r e a l i z a c i â n ,  mide l a  in fo rm ac ion  de que se 

d isp o n e  . A l ig u a l  que ONICESCU a firm a  que l a  E n erg la  In fo rm a c io n a l pue- 

de s e r  e l  fundament© de una T e o rla  de l a  In fo rm aciôn  , p o s te r io m e n te  no 

s o t r o s  hemos e s tu d ia d o  am pliam ente e s te  a sp e c to  en n u e s t ra  memoria de l a  

E scu e la  de E s ta d î s t i c a ,  pensâmes que l a s  Medidas de N itid e z  pueden d a r 

lu g a r  a  im p o rta n te s  r e s u l ta d o s  d e n tro  de l a  T eo rla  do lo s  C onjuntos D ifu 

SOS p o r e l l o  es p o s ib le  p en sa r que en un fu tu re  préxim o e s t a s  id e a s  te n -  

gan una g ran  tr a s c e n d e n c ia  en e l  e s tu d io  de lo s  c o n ju n to s  d i f u s o s ,  de h£ 

cho , hemos te n id o  conocim ien to  d ltim am ente de unos a r t i c u l e s  de DUMI — 

TRESCU ( (1 .9 7 3  A ), (1 .973  B) ) en lo s  c u a le s  e s tu d ia  , como n o s o tro s , 

Medidas de N itid e z , que ô l denomina Medidas de n o -O ifu s id a d .

En e l  c a p i tu le  te r c e ro  rea lizam o s un e s tu d io  de Medidas
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de N itid e z  e In fo rm aciôn  p a ra  su ce so s  d i f u s o s ,  El concep to  de Medida de 

N it id e z  p a ra  un suceso  d ifu s o  e s  anâlogo  a l  c o r re s p o n d ie n te  p a ra  co n ju n 

to s  d i f u s o s ,  s i  b ien  , en e s te  caso  bay d e f in id a  una p ro b a b il id a d  so b re  

e l  co n ju n to  X, po r lo  que haremos depender a  e s t a s  m edidas de e sa  p roba

b i l id a d  , El o b je t iv o  de l a s  M edidas de In fo rm acién  p a ra  su ceso s  d if u s o s  

es e l  c u a n t i f i c a r  l a  in fo rm ac io n  de c a r a c t e r  a l e a to r i o  p ro p o rc io n ad a  p o r 

un suceso  d ifu s o  a n te s  de su  r e a l iz a c iô n  ; p a ra  e s t e  f i n  proponemos l a  

g e n e ra l iz a c iô n  d e l  fu n c io n a l  de WICESCU como Medida de IN form aciôn ,

F ina lm en te  en e l  c a p i tu le  c u a r to  abordam os e l  problem a 

que su rg e  en lo s  p ro c e so s  de d é c is io n  de grupo cuando l a s  p r e f e r e n c ia s  de 

lo s  in d iv id u o s  en e l  c o n ju n to  de a l t e r n a t i v e s  no e s t£ n  su f ic ie n te m e n te  

c l a r i f i c a d a s ,  ya que , aunque l a  Teonà de l a  D éc is io n  y l a  T e o rla  de J u e -  

g o s , dcsde  un punto  de v i s t a  no d if u s o ,  abordan e l  problem a de l a  toma de 

d e c is io n c s  b a jo  c e r t id u m b re , r ie s g o  e in c e r tid u m b re , e x i s te  a  veces en l a  

r e a l id a d  o tr o  t i p o  de im p re c is io n e s ,  e s t e  e s ,  l a  vaguedad que ap a re c e  a l  

no e s t a r  su f ic ie n te m e n te  p re c is a d o s  l e s  e lem entos que in te rv ie n e n  en e l  

p rob lem a, e s  d e c i r ,  l a  im p re c is ié n  de n a tu r a le z a  d i f u s a .E s te  t i p o  de p ro 

blèm es , que n o so tro s  denominamos PROCESOS DE DECISION DE GRUPO CON PRE- 

FERBaJCIAS INDIVIDUALES DIFUSAS, se  encuadra  d e n tro  de lo s  p ro ce so s  uniet&  

p ic o s  de l a  T e o rla  D ifu sa  de l a  D éc is io n  , segûn KICKER (1 ,9 7 8 ) en l a  o p - , 

t im iz a c iâ n  con n -p e rso n as .S o n  im p o rta n te s  lo s  e s tu d io s  e x i s t a n t e s  a c e rc a  

de e s t e  tem a, a s l ,  m ie n tra s  BEZDEK, SPILU4AN, B. y R. SPILLMAN ( (1 ,9 7 7 ) ,  

(1 ,9 7 8 ) ) p a r t ie n d o  de r e la c io n e s  b in a r ia s  d i f u s a s  a n t i r r e f l e x i v a s  y r e -  

c lp ro c a s  p a ra  lo s  in d iv id u o s  d e l  g ru p o , r e a l iz a n  un in t e r e s a n te  e im portan  

t e  e s tu d io  a c e rc a  de l a  mat r i z  de co n sen so , BLIN y './HINSTOTJ (1 ,9 7 3 ) p a r te n  

de r e la c io n e s  no d if u s a s  p a ra  lo s  in d iv id u o s  , aunque l a s  p r e f e r e n c ia s  

d e l  grupo v ienen  dadas p o r  r e la c io n e s  b in a r ia s  d i f u s a s  r e f le x iv a s  y t r a a _  

s i t i v a s .



Por flltlm o , q u ie ro  a g ra d e c c r  a l  p ro fe s o r  Fco. J a v io r  G iron 

l a s  in d ic a c io n e s  quo me ha dado p a ra  l a  f i n a l i z a c ié n  de e s ta  memoria y ex 

p re s a r  mi mas profundo y s in c e ro  ag rad ec im icn to  a  mi d i r e c to r  de T e s is  , 

p ro f e s o r  S ix to  R los G a rc ia  p o r l a  ayuda e in t e r ë s  p re s ta d o s  a  lo  la rg o  

de lo s  û lt im o s  c u a tro  anos p a ra  l a  r e a l i z a t io n  de e s ta  memoria.

M adrid, Mayo 1 .930
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I .O . -  SUMARIO

En e s te  c a p l tu lo  re a liz am o s  una b rev e  e x p o s ic l6 n  de a lg u n o s  

de lo s  a s p e c to s  m£s im p o rta n te s  de l a  T e o rla  de lo s  C on jun tos D ifu sos 

que u tl l iz a m o s  en lo s  c a p l tu lo s  p o s t e r io r e s .

Comenzamos in tro d u c ie n d o  e l  concep to  de co n ju n to  d ifu s o  dado 

p o r ZADEH ( 1 .965  ) ,  que s e r £  e l  u t i l i z a d o  p o r n o so tro s  a  lo  la rg o  de to d a  

e s t a  memoria , c i ta n d o  tam blén  l a s  g e n e ra l iz a c io n e s  de e s t e  concep to  dadas 

p o r GOGUEN ( 1 .967  ) y BROWN ( 1 .9 7 4  ) .  A c o n tin u a c iô n , se  d e f in e n  o p e ra 

c io n e s  en l a  c la s e  de lo s  c o n ju n to s  d ifu s o s  d ss ta c a n d o  l a  unlôn e i n t e r s e c  

c iâ n  re s p e c te  de l a s  c u a le s  t i e n s  e s t r u c tu r a  de r e t î c u l o  d i s t r i b u t i v e  no 

com plem entario , a s l  como, una o rd en ac id n  dada p o r TRILLAS ( 1 .978 ) que ae 

ri. de g ran  u t i l i d a d  en c a p l tu lo s  p o s t e r io r e s .  S egu idam en te , se  e s tu d ia n  l a s  

r e la c io n e s  d if u s a s  que se r£ n  l a  base  d e l  CAPITULO IV , o p e ra c io n e s  e n tr e  

e l l a s  y p ro p ie d a d e s . P or â l t im o , exponeroos l e s  c o n cep to s  de suceso  d ifu s o  

y p ro b a b il id a d  de un suceso  d i f u s o ,  in tro d u c id o s  ambos p o r  2ADEH ( 1 .968) 

y p o s te r io rm e n te  e s tu d ia d o s  p o r NEGOITA y RALESCU ( 1 .9 7 5  ) ,  KAFMANNd.977) 

y KHALILI ( 1 .979  ) ; e s t e  u ltim o  a u to r  ha r e a l iz a d o  un in t e r e s a n te  e s tu d io  

a c e rc a  de l a  in d ep en d en c ia  de su ceso s d i f u s o s .



1 . 1 . -  CLASE DE LOS CONJUNTOS DIFUSOS DEFINIDOS SOBRE UN CONJUNTO X. 

CARACTERISTICAS.

Comenzaremos dando l a  d e f ln lc lé n  de co n ju n to  d i f u s o ,  p a ra  p o s te  

r io rm e n te  , p a s a r  a  a n a l i z a r  a lg u n a s  de l a s  c a r a c t e r l s t i c a s  a lg e b r a ic a s  

m£s r e le v a n te s  de l a  c la s e  de lo s  co n ju n to s  d i f u s o s .

1 . 1 . 1 . -  DEFINICION (ZADEH 1 .965 )

Sea X un c o n ju n to  no v a c io , un co n ju n to  d ifu so  X^, en X v iene

dado p o r una fu n c ië n

' i  ‘ [° • i]

llam ada de p e r te n e n c ia  o c o m p a tib i l id a d , que da e l  g rado de 

c o m p a tib ilid a d  o p e r te n e n c ia  de lo s  elem en tos x de X en X^.

Mas c o n c re tam en te , un co n ju n to  d ifu s o  X^, queda determ inado  por 

e l  c o n ju n to  de p a re s  ordenados

^  "  { ( * ' » X € X

En lo  su c e s iv o  , n o so tro s  lo  rep re sen ta rem o s b ien  po r X^, o b ien  p o r su 

fu n c i6 n  de p e r te n e n c ia  f ^  •

En e l  caso  de que l a  fu n c id n  de p e r te n e n c ia  f^  tome so lam en te  lo s  

v a lo re s  O 6 1 , se  t i e n e  un subcon jun to  c lâ s ic o  de X, rep re se n ta d o  po r su 

f u n c i in  c a r a c t e r f s t i c a .  Es obvio  p u es , que l a  d e f in ic i6 n  de co n ju n to  d i 

fu so  es una g e n e ra l iz a c id n  de l a  de co n ju n to  c lâ s ic o .

Goguen (1 .968 ) g e n e ra l iz e  e l  concep to  de co n ju n to  d ifu so  im ponien



do a  l a  fun c l6 n  de p e r te n e n c ia  que tome v a lo re s  en un r e t i c u lo  L, a  e s t a  

c la s e  l a  denomina c la s e  de lo s  c o n ju n to s  L -d lfu s o s . Brown (1 .9 7 1 ) d e f in e  

un c o n ju n to  d ifu so  im poniendo que l a  fu n c id n  de p e r te n e n c ia  tome v a lo re s  

en un r e t î c u lo  Booleano M « N oso tro s u t i l iz a r e m o s  en todo n u e s tro  e s tu d io  

l a  d e f in ic id n  dada p o r Z adeh.

La c la s e  de c o n ju n to s  d ifu s o s  d e f in id o s  so b re  un co n ju n to  no v a -  

c£o X, l a  notarem os L(X).

L(X) - {  f ^  /  f ^  : X -------------------1  I

I . 1 . 2 . -0PËRACI0NES EN. L(X) t UNION. INTERSECCION Y PRODUCTO

Nos cen tra rem os en e l  e s tu d io  de  l a s  o p e ra c io n e s  m£s Im p o rta n te s : 

U ni6n, I n te r s e c c ié n ,  y  P ro d u c ts ; pud idhdose v e r  en MIZUMOTO y TANAKA (1*978) 

o t r a s  o p e rac io n es  en L(X ), a s l  como l a  e s t r u c tu r a  a lg e b r a ic a  que l e  c o n f ie  

ren  . A ntes de d é f i n i r  e s t a s  o p e ra c io n e s  vamos a  d a r  lo s  concep tos de i -  

g u a ld a d , co n ten id o  y com plem entario  en l a  T e o rla  de lo s  C onjun tos D ifu s o s .

I . 1 . 2 . 1 . -  DEFINICION

a) Dos co n ju n to s  d ifu s o s  en X, y x|^, son ig u a le s  y se  d én o ta  

p o r X  ̂ = , s i  su s  fu n c io n es  de p e r te n e n c ia  toman lo s  mismos v a lo re s

c u a lq u ie ra  que se a  x de X.

b) Dado e l  c o n ju n to  d ifu s o  en X, s e  llam a complementArio de 

y se  d én o ta  por a l  c o n ju n to  d ifu so  cuya fu n c id n  de p e r te n e n c ia  v ien e  

dada p o r

f^ (x )«  1 -  f ^  (x) V x € X



c) Dados l o s  c o n ju n to s  d ifu s o s  X® y x|^. Se d ic e  que ^ c :  s i

f^ (x )  & f \ x )  V X « X

I . 1 . 2 . 2 . -  DEFINICION

J kDados lo s  c o n ju n to s  d ifu s o s  JT Y an X. So d e f in e  l a  unign
k J  k ———

de ^  y y se  d é n o ta  p o r X, U ü  $ como e l  c o n ju n to  d ifu so  cuya fu n c id n

de p e r te n e n c ia  v ie n e  dada por

( f ^ U fJ j)  ( X )  -  max { f^Xx) , fj^(x) ) V xc X

E l n e u tro  p a ra  e s t a  o p e rac i6 n  es e l  c o n ju n to  d ifu s o  v a c lo , lo  

rep re se n ta re m o s  p o r  f ^  ^ ^  , y e s  a q u e l cuya fu n c id n  de p e r te n e n c ia  to

ma e l  v a lo r  c e ro  c u a lq u ie ra  que s e a  x < X.

1 . 1 . 2 . 3 . -  DEFINICION

Dados lo s  c o n ju n to s  d ifu s o s  y en X. Se d e f in e  l a  i n t e r -  

s e c c i6 n  de y 21*' y se  d én o ta  po r JcVl̂ L*' , como e l  co n ju n to  d ifu s o  cuya

fu n c id n  de p e r te n e n c ia  v ien e  dada por

( f^ n  f ^  ) (x ) = min ( f^ (x )  , f* ( x ) )  V XgX

E l n e u tro  p a ra  e s t a  o p e rac id n  es e l  c o n ju n to , que rep resen ta re^  

mos p o r f ^  6 ü* y sa a q u e l cuya fu n c id n  de p e r te n e n c ia  toma e l  v a lo r  u -  

no c u a lq u ie ra  que s e a  X gX .

1 . 1 . 2 . 4 . -  DEFINICION

Dados lo s  c o n ju n to s  d ifu s o s  y ^  en X. Se d e f in e  e l  p ro d u c ts  

a lg e b ra ic o  de X  ̂ y X  ̂ y se  d én o ta  p o r X^x como e l  co n ju n to  d ifu s o  cuya



fu n c l6 n  de p e r te n e n c ia  v ien e  dada po r

C ) (x ) -  f^ (x )  .  f jj(x ) V X€X

Es in m ed ia to  d em o s tra r que ( L(X ),U  , 0  ) es un r e t f c u lo  d i s t r i b u t i v e  

pero  no un i l g e b r a  de B oole y a  que no se  v e r l f l c a n  n inguna de l a s  p r o p ia  

dades s ig u ie n te s

X ^ U ^  -2< 1.1.2.4.1.

= $  1 ,1 .2 .4 ,2 .

P ara  v e r  que l a  r e la c id n  I , 1 ,2 ,4 .1 ,  no e s  c i e r t a  b a s ta  c o n s id é re r  

l a  e x is te n c ia  de un e lem en ts  x en X con f^ (x )  » 1 /2 ,  con lo  c u a l  f^ ( x )  * 1 /2

max ( f^ (x )  , f ^ ( x )  ) W 1 

J -Je s  d e c i r  , U X.  ̂ Ü* Analogament e  se  dem uestra  que no se  cumple l a  r e l a  

c i6 n  I , 1 ,2 ,4 .2 ,

F in a lm en te , dada una f a m i l ia  de c o n ju n to s  j x ^ ^ s e d e f in e  l a  û  

n i6n  y l a  i n t e r s e c c ié n - de e s t a  f a m il ia  , como

( U ,  r* ) (x ) « sup f J ( x )  V xe X
J e J  X j g j  X

( n  f i  ) (x ) - i n f  f;J(x ) V X ex
J e J  *  J e J  *



1 . 1 . 3 . -  ORDENES EN L(X)

Menclonaremos dos re la c io n e s  con l a s  c u a le s  se  puede o rd e n a r  p a r 

c la im a n ts  L(X) ; l a  id e a  de d a r  e s ta s  o rd en ac io n es  e s  deb ido  a  que l a  segun 

d a  de e l l a s  s e r£  muy u t i l i z a d a  a  lo  la rg o  de e s t a  memoria.

1 .1 .3 .1 ,

E s ta  es l a  o rdenac l6n  c l i s i c a  fu n c io n a l con l a  que L(X) e s t£  p a r -  

c ia lm e n te  o rdenado .

, J  . . kx < f x « - v . . x

f ^ lx l  2 f jj(x ) s i  fj^(x) 2 1 /2

E s ta  o rd en ac ién  fu e  in t ro d u c id a  p o r T r i l l a s  (1.978A) y con e l l a  

L(X) e s t£  tam b iln  p a rc ia lm e n te  o rdenado .

1 , 2 , -  RELACIONES DIFUSAS

1 . 2 . 1 , -  DEFINICION DE RELACION DIFUSA

E l concepto  de r e la c l6 n  d if u s a  fue  in tro d u c id o  po r Zadeh (1 .9 7 1 ) 

y como veremos p o s te r io rm e n te  es una g e n e ra l iz a c id n  d e l concep to  de re la c id n  

c l£ s i c a ,

1 . 2 . 1 . 1 , -  DEFINICION

Una re la c iô n  d i f u s a  en XxY es un co n ju n to  d ifu so  en XxT cuya 

fu n c iü n  de p e r te n e n c ia  f^  a s o c ia  a  cada p a r  ordenado (x ,y )  de XxY un



v a lo r  (x ,y )  que re p ré s e n ta  l a  In te n s ld a d  de la  r e la c id n  e n tr e  x e y en

R.

Veamos a  c o n tin u a c i6 n  v a r lo s  e lem entos n o ta b le s  en una r e la c lé n

d if u s a

• Se denomina dom inio de l a  r e la c id n  R, a l  co n ju n to  d ifu s o  en X 

cuya fu n c id n  de p e r te n e n c ia  v ie n s  dada po r

f  (x ) = sup f_ ( y ,x )  V X eX
*  y , Y  &

.  Se denomina con tradom in io  de l a  r e la c i6 n  d i f u s a  ^  a l  c o n ju n to

d ifu so  en Y cuya fu n c id n  de p e r te n e n c ia  v ien e  dada p o r

f  (y ) = sup f  (y ,x )  V y «Y
^ x , X  &

. Se denomina so p o r te  de una r e la c ië n  d if u s a  jR a l  c o n ju n to  no d i 

fu so  S, d e f in id o  p o r

j (x .y ) e  XxY /  f ^ / x , y ) > O |

1 . 2 . 2 . -OPERACIONES CON RELACIONES DIFUSAS

Sean R, ^  y X r e la c io n e s  d ifu s a s  en X x Y, con fu n c io n e s  de p e r te  

n en c ia  f  ,  f  y f  re sp e c tiv a m e n te .
& 2  ml

I.2.2.1.- DEFINICION

La re la c iS n  R_ e s t£  co n te n id a  en s i

fpîx.y) s:fg(x,y) V (x,y)« X x Y



I . 2 . 2 . 2 , -  DEFINICION-

Dada l a  r e la c id n  ^  se  denomina re la c id n  d i f u s a  com plem entaria  de 

X  y 8® re p r é s e n ta  p o r  R , a q u e l la  r e la c id n  cuya fu n c i in  de p e r te n e n c ia  

v ien e  d e te rm in ad a  p o r

f^C x ,y ) » 1 -  f^ ( x ,y )  V (x ,y )  e x x y

1 . 2 . 2 . 3 . -  DEFINICION.

Se denom ina unidn de JR y ^  y se  r e p ré s e n ta  po r RU^# a q u e lla  

r e la c ië n  d i f u s a  en X x Y cuya fu n c i6 n  de p e r te n e n c ia  v ien e  dada p o r

= max ( f  (x ,y )  , f _ ( x ,y )  ) V (x ,y )  (XxY

1 . 2 . 2 . 4 . -  DEFINICION-

Se denomina I n te r s e c c ié n  de R y S y se  r e p r e s e n ts  po r £ 0 ^  , 

a q u e l la  r e la c ié n  d i f u s a  en X x Y cuya fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  v ien e  dada p o r

f _ ^ ( x , y )  = min ( f  (x ,y )  , f  (x ,y )  ) V (x ,y )  cX x Y
Æ E  Je. *

Es in m ed ia to  comprobar que se  v e r i f ic a n  l a s  s ig u ie n te s  p ro p ie d a  

des d i s t r i b u t i v e s :

Rfl (£ U  T) = (RD S.) U (J&n T)

J ^ U ( & H T )  =  ( R U S )  n  ( R U  D

C onsiderem os l a s  re la c io n e s  d if u s a s  R» Q, y X  d e f in id a s  en
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X x Y ,  Y x Z y Z x W  re sp e c tiv a m e n te .

I , 2 . 2 . 5 . -  DEFINICION

Se denomina com posici6n de l a s  re la c io n e s  JR y ^  y s e  d é n o ta  po r 

JR *^ , donde* r e p r e s e n ts  una o p e ra c ië n , a  l a  r e la c ié n  d i f u s a  en X x Z cuya 

fu n c id n  de p e r te n e n c ia  v ien e  dada por

En caso  de s e r  * una o p e rac i£ n  a s o c la t iv a  y monétona no d e c re c ie n  

t e  en cada  una de su s  coordenadas es~ Inm ed ia to  d em o stra r que

JR*(Q* S) -  (R .& ) * S

s i  QCT en to n ces R # Q C R * T

La o p e ra c iè n  * , mas g enera lm en te  u t i l i z a d a  es l a  o p e rac id n  m fni_ 

mo, re c ib ie n d o  en e s te  caso  l a  com posici6n e l  nombre de com posicién  max-m in .

1 .2 .3  . -  RELACIONES BINARIAS DIFUSAS

1 . 2 . 3 . 1 . -  DEFINICION

Se denomina r e la c i6 n  b ln a r ia  d i f u s a  en X, a  to d a  r e la c id n  d i f £  

s a  en X X X.

Veamos l a s  p ro p ied ad es  de l a s  r e la c io n e s  b in a r ia s  d i f u s a s .
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I . 2 . 3 . 2 . -  DEFINICION

So d ic e  que una r e la c ié n  b in a r la  d i f u s a  ^  en X es re c fp ro c a  s i  

se  v e r i f i e s

fp (x ,y )4 -  fj^ (y ,x ) ■ 1 V (x ,y )  € X X X

I . 2 .3 .3 . -DEFINICION.

Se d ic e  que una r e la c id n  b in a r ia  d if u s a  R en X es r e f le x iv a  s i  

su fu n c i£ n  de p e r te n e n c ia  toma e l  v a lo r  1 p a ra  todo  p a r  (x ,x )  eX x X.

I . 2 . 3 . 4 . -DEFINICION

Se d ic e  que una r e la c ié n  b in a r ia  d i f u s a  en X es a n t i r r e f l e x i v a  

s i  su fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  toma e l  v a lo r  c e ro  p a ra  todo p a r (x ,x )d e  XxX.

I . 2 . 3 . 5 . -DEFINICION

Se d ic e  que una r e la c ié n  b in a r ia  d i f u s a  R en X es s im é t r ie a  s i  

su fu n c id n  de p e r te n e n c ia  v e r i f i e s

fp ( x ,y )  -  f ^ ( y ,x )  V (x ,y )  c XxX

1 .2 .3 .6 . -DEFINICION

Se d ic e  que una r e la c ié n  b in a r ia  d i f u s a  R en X es a n t i s im é t r i c a  

s i  cuando su fu n c i6 n  de p e r te n e n c ia  , v e r i f i c a :

f  <x,y) >0 y f  (y ,x )> 0  
& Z

en to n ces x = y V (x ,y ) e  X x X ,
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I . 2 . 3 . 7 . -  DEFINICION

Se d ic e  que una re la c id n  b in a r ia  d i f u s a  R en X es t r a n s i t i v e  s i  

su  fu n c l6 n  de p e r te n e n c ia  v e r i f i c a ;

f „ ( x .y ) ^  max j min ( f  (x ,y )  , f  ( y ,z )  ) |  V x ,  y ,  z g X  
~  y  '  ~  ^  '

A to d a  r e la c i£ n  b in a r ia  d i f u s a  en X, que v e r i f iq u e  l a s  p ro p ied a  

des r e f le x iv a ,  s im é t r ic a  y t r a n s i t i v e  se  l a  denomina re la c l6 n  de éq u iv a le*  

c i a  d i f u s a  en X y s i  v e r i f i c a  l a s  p ro p ied ad es  r e f l e x iv a  , a n t i s im S t r ic a  y 

t r a n s i t i v e  se l a  denomina orden  d ifu so  en X«

Q u iz i a  p rim era  v i s t a  r e s u l te n  so rp re n d e n te s  l a s  d e f in ic io n e s  

de re la c io n e s  b in a r ia s  d if u s a s  r e f l e x iv a s ,  a n t i r r e f l e x i v a s ,  s im ë t r ic a s ,  

a n t i s im e t r ic a s  y t r a n s i t iv e s *  S in  embargo , s e  puede d em o stra r f ic i lm e n te  

que son una g e n e ra l iz a c l6 n  de l a s  d e f in ic io n e s  c l£ s i c a s .

Sea R^una re la c iô n  b in a r ia  d i f u s a  en X, veamos que en caso  de 

) tome so lam ente lo s  v a lo re s  

a n te r io r e s  c o in c id e n  con l a s  c l l s i c a s .

que f^ ( x ,y )  tome so lam ente lo s  v a lo re s  c e ro  b uno , l a s  d e f in ic io n e s

En e f e c to ,  sea

■ I (x ,y )  (X X X /  f p tx ,y )  = 1 j

.S i  ^  e s  r e f l e x iv a  en to n ces fg^(x,x) = 1 . V x e X ,  p o r lo  ta n to  

(x ,x ) c  G V x e X y ^ a  (Q,X) s é r i a  una re la c iô n  no d if u s a  r e f le x iv a  

en X.
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.S i  es a n t i r r e f l e x i v a  en to n ces fj^ (x ,x ) = 0 V % cX, por lo  

ta n  to  (x ,x )  « G  V x t X y l R  s é r i a  una r e la c ié n  no d if u s a  a n t i r r e 

f l e x iv a  en X.

.S i  es s im é t r ic a  , en tonces

fp ( x ,y )  "  V (x ,y )  (X X X

p o r ta n to  s i  (x ,y ) c  G , es é v id e n ts  que ( y , x ) ( G po r lo  cu a ljR  

s é r i a  una r e la c ié n  b in a r ia  no d i f u s a  s im l t r i c a  en X.

.8 1  R es a n t i s im é t r i c a  » en tonces s i

>0 y f^ (y ,x )>  0 , se  t i e n s  x=y

p o r lo  ta n to  s i  (x ,y )  e G e (y ,x ) e  G se s ig u e  que f ^ ( x ,y )  = 1 y 

1 » con lo  c u a l ha de s e r  x » y en cuyo caso  R= (G,X) 

s é r i a  una r e la c id n  b in a r ia  no d i f u s a  a n t i s im é t r ic a  en X.

.S i  ^  es t r a n s i t i v e  , en tonces

f _ ( x ,z )  i  max I min ( f  (x ,y )  , f  (y ,z )  ) |  V x ,y ,z ,g  X
-5 y < x l  ^  ̂ •

p a ra  v e r  que JR = (X,G) e s  una r e la c ié n  no d if u s a  t r a n s i t i v e  , hemos 

de v e r  que

R 0  JRcJR  ̂ (o , com posicién  de r e la c io n e s  no d if u s a s )

En e f e c to ,

V (x ,z )  «^oJR se  t i e n e  que e x is te  ye X de t a l  forma que (x ,y )  g G
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e (y ,z )  (G  , e s  d e c i r

f_ ( x ,y )  =» 1 y f  ( y ,z )  = 1 ,  con lo  c u a l
■£ J5.

f  (x ,z )  & max I m ln (f (x ,y )  , f  (y ,z )  ) [  *» 1 , es d e c i r
-5, ygX I & JS, J

( x ,z ) «  R = (X .G ),

1 , 3 , -  SUCESOS DIFUSOS. PROBABILIDAD DE UN SUCESO OIFUSO

P reviam ente a  l a  d e f in ic ié n  de suceso  d ifu so  veremos algunos 

concep to s re la c io n a d o s  con l a s  su c e s io n e s  de c o n ju n to s  d i f u s o s ,  a s i  como 

l a  d e f in lc ié n  de â lg e b r a ,  a -  é lg e b ra  y  c la s e  monétona de co n ju n to s  d if u  

SOS que se ra n  u t i l i z a d o s  p o s te r io rm e n te ,

1 . 3 . 1 . -  aJCESIONES DE CONJUNTOS DIFUSOS. ALGEBRA, d-ALGEBRA Y CLASE MONO- 

TOrjA DE CONJUNTOS DIFUSOS.

Sea Ix*  ̂ } . una suces ifin  de c o n ju n to s  d ifu s o s  en X, cuyas
f i l

fu n c io n es  de p e r te n e n c ia  v ienen  dadas p o r | ^  |  j  ^  *

1 .3 . 1 . 1 . -  DEFINICION

Se denomina l im i te  s u p e r io r  de l a  su c e s ié n  de c o n ju n to s  d ifu s o s  

j x ^ l  ^ ^  y se  r e p r é s e n ta  po r a q u e l c o n ju n to  d ifu s o  cuya fu n c ià n  de

p e r te n e n c ia  v ien e  dada p a ra  c u a lq u ie r  x cX p o r

f ^ ( x )  = i n f  < sup f^  (x ) ) i ,  J eN
1 J: 1 *
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1 . 3 , 1 . 2 . -  DEFINICION

Se denomina l im i te  i n f e r i o r  de l a  su ces iô n  de c o n ju n to s  fX M
------------------------  1 - 1 j ( N

y se  r e p r é s e n ta  p o r , a q u e l co n ju n to  d ifu s o  cuya fu n c ién  de p e r te n e n c ia  

v ien e  dada p a ra  c u a lq u ie r  x «X por

f  (x ) ■ sup ( i n f  f^ (x )  ) i ,  J fN
* 1  j i i

Se d ic e  que l a  aucesi$n  de c o n ju n to s  d ifu s o s  ( ^  |  j rN
c o n v erg en te  s i

fj^*(x) « f^ ( x )  V x « X

Como o c u rre  en e l  caso  c l i s i c o  e s  inm ed iato  comprobar que en ca 

so de s e r  l a  s u c e s ié n  de co n ju n to s  d ifu s o s  monétona é s t a  es c o n v e rg en te , 

en ten d ieh d o se  p o r monétona c r e c ie n te  (d e c re c ie n te  ) a q u e l la  su c e s ié n  de 

c o n ju n to s  d if u s o s  v e r if ic a n d o

Pasemos a h o ra  a  v e r  lo s  concep to s de a lg e b ra ,  a -â lg e b ra  y 

c la s e  monétona de c o n ju n to s  d if u s o s ,

1 . 3 .1 .3 . -  DEFINICION

Una c la s e  de co n ju n to s  d ifu s o s  A  c  L(X) se  d ic e  que es un a l 

geb ra  de c o n ju n to s  d ifu s o s  s i  v e r i f i e s :
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a) A

n
b) S i X , ^  t  A  en to n ces U X  ̂ « i l

~  '*  1=1

c ) S i X̂  cA  en to n ces X̂

1 . 3 . 1 . 4 . -  DEFINICION

Una c la s e  de c o n ju n to s  d ifu s o s  A c  L(X) se  d ic e  que es un 

q-& lgebra de c o n ju n to s  d i f u s o s ,  s i  se  v e r i f ic a n  l a s  co n d ic io n es  a) y c )  

de l a  d * f in ic l6 n  a n t e r io r  y adem&s, l a  s ig u ie n te ;

S ljx ^  I f  A  en to n ces U X^eA 
l ~  J j « i . .  •  j»-r*

I . 3 . 1 . 5 . -  DEFINICION

Una c la s e  de co n ju n to s  d ifu s o s  A  c  L(X) se  d ic e  que es una 

c la s e  tnonétona de co n ju n to s  d ifu s o s  s i  e l  l im i te  de to d a  su ce s iô n  monô- 

to n a  p e rte n e c e  a  i l  .

I . 3 .2 . -DEFINICION DE SUCESO DIFUSO .PROBABILIDAD DE UN SUCESO DIFUSO.

Sea ( X ,Z l,P  ) un e sp ac io  de p p o b a b ilid a d  y r  -i e l  <7-41
F T  1° * Ug e b ra  de B ore l en lo  , 1l .Se c o n s id é ra  l a  c la s e  de co n ju n to s  d i f u s o s ;

r< x )

< X . z )  )  . n  .  d }  .  i ]

Es inm ed ia to  comprobar que f^(X) e s  un 0 -4 lg e b ra  de co n ju n to s

X̂  /  ^  «L(X) y f ^  e s  fu n c iô n  m ed ib le  de

d i f u s o s .
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1 .3 . 2 . 1 . -  DEFINICION

Se denomina suceso  d ifu s o  en X a todo  c o n ju n to  d ifu so  en X p e r te  

n e c le n te  a  r ( x ) .

1 . 3 . 2 . 2 . -  DEFINICION

Se denomina p ro b a b il ld a d  d e l  suceso  d ifu s o  a  l a  i n t e g r a l  de 

S t i e l j e s  -  leb esg u e  de l a  fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  r e s p e c ta  de P , e s  d e c i r

J
P ( X^ ) f^ (x )  P(dx) » E p[f^ (x )]

X

P or s e r  f^ (x )  una fu n c iô n  m ed ib le , induce  una d is t r i b u c iô n  de 

p ro b a b il ld a d  P* en e l  e sp a c io  p r o b a b i l i s t i c o

[< > • ’] • ' ^ [ 0 . 1 ]

podemos a p l i c a r  en to n ces e l  teorem a d e l  cambio de e sp a c io  de in te g ra c iô n  

y e s c r i b i r  l a  ex p re s iô n  a n t e r io r  de l a  s ig u ie n te  forma

2  = X P*(dx)

[0,1]
C laram ente e s te  co n cep ts  de p ro b a b il ld a d  puede c o n s id e ra rs e  una 

g e n e ra l iz a c iô n  d e l  co n cep ts  de p ro b a b illd a d  de un suceso  c lé s ic o ,  ya  que 

dado e l  e sp a c io  de p ro b a b il ld a d  ( X , ^ ,  P ) l a  p ro b a b illd a d  de un su ce 

so A, v ien e  dada p o r

P (A) %^(x) P(dx)

donde X es  l a  fu n c iô n  c a r a c t e r i s t i c a  de A, y como un suceso  d ifu so  v ien e  

c a ra c te r iz a d o  po r su fu n c iô n  de p e r te n e n c ia ,  g e n e ra l iz a c iô n  de l a  fu n c iô n
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c a r a c t e r f s t l c a ,  p a rece  c o h e re n te  d é f i n i r  de e s t a  forma l a  p ro b a b il ld a d  de 

un suceso  d i f u s o .

Veamos a  co n tin u a c iô n  l a s  p ro p led ad es  de l a  p ro b a b illd a d  p a ra  

su ceso s  d i f u s o s .

.  La p ro b a b il ld a d  d e l suceso  d ifu s o  es uno.
J K i k.  Dados lo s  su ceso s  d ifu s o s  ^  y X, t a i e s  que jC c  , en tonces

p ( x J ) s  m S

Dado e l  suceso  d ifu so  se  t i e n e  que

La p ro b a b illd a d  d e l  suceso  ^  ,  e s  c e ro

.  Dados lo s  su ceso s d ifu s o s  ^ , « . . . , x " ,  se  t i e n e  que

n n
p(x^u , . . . u x " )  = % p(x^) -  Tjp(x^nx'^)+ +{-i)"p( n x^)

i t l~ -  ^  i s i t ^ n

. Dada l a  su ce s iô n  monôtona de su ceso s d ifu s o s  1 i en tonces
l — |J <  N

IP( lira sup ^  ) m lim  2  ( U ^ )  
j — k—)» J»k

P( lim  in f  x 4  ■ lim  P (OX*')
J— k- *"  J»k

. Dada l a  su ces iô n  de sucesos d ifu s o s  jx̂  ̂j , con X*= lim  sup XJl— J J cN — —

en to n ces s i
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2  P i s ’ ) .
J=1

se t i e n e  que

f ^ X  ) *=0 c a s i  s e g u ro .

1 .3 .3 . -INDEPENDENCIA PE SUCESOS DIFUSOS. PROBABILIDAD CONDICIONADA

I . 3 . 3 . 1 . -  DEFINICIWJ

Sea n >1 , y X ^ , . , . . . , x T  e JT(X). Se d ic e  que lo s  sucesos d ifu s o s  

” , son mutuamente indep

S’*2 \   "I" "
X ^ , . . . . . , x ” ,  son mutuamente In d ep en d ien te s  s i  y so lo  s i  p a ra  todo

ti e n e

i  i  i
P( X X . . . . . X  X "  ) = J T ^ (  X  ̂ )

-  j - i  ^

A c o n tin u a c iô n , enunciarem os un teorem a que nos da a lg u n as  conse 

cu en c ia s  i n t e r e s a n te s  o b te n id a s  a  p a r t i r  de l a  d e f in ic iô n  a n t e r io r .

I . 3 . 3 . 2 . -  TEOREMA (K H a l i l i ,  1 .979 )

a) P ara  c u a lq u ie r  suceso  d ifu s o  XJ ,̂ se  v e r i f i e s  que y ^  son 

su ceso s d ifu s o s  in d e p e n d ie n te s .

b) Dados lo s  su ceso s  d ifu s o s  X"̂  y ^  con P(X^) = 0 , en to n ces X*̂ 

y X^son su ce so s  d ifu s o s  in d e p e n d ie n te s .

e

en to n ces

) Sean X"̂ , X^, X*̂  g T"(X), con P(X^) = O, X̂  y X*' in d e p e n d ie n te s

y X^ son in d e p e n d ie n te s
I k i. X -X y X̂ son in d e p e n d ie n te s .

. E x is te n  ^  y X*' en f ( X )  que son sucesos independ ien

. X^U x"̂

te s  pero

I i  k
U X y X

no son in d e p e n d ie n te s
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I . 3 , 3 . 3 . -  PROBABILIDAD CONDICIONADA

I k  k
Dados lo s  su ceso s  d ifu s o s  ) r  y X , con ^(X  )> 0 ,  s e  deno

mina p ro b a b il ld a d  d e l  suceso  d ifu s o  X  ̂ con d ic io n ad o  p o r e l  suceso  d ifu s o  

X  ̂ , a  l a  e x p re s iô n

P O c^ /x S  .  -  ’

Las c a r a c t e r f s t i c a s  y p e c u lia r id a d e s  de e s t a  d e f in ic iô n  pueden 

v e rs e  en Kaufmann (1 .9 7 7 ) .
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I I , o  SUr.lARIO

En e s te  c a p i tu lo ,  rea lizam o s e l  e s tu d io  do Medidas de Ni 

t id e z  p a ra  c o n ju n to s  d ifu s o s  y k -p a r t ic io n e s  d i f u s a s ,  considcrando  que e l  

co n ju n to  so b re  e l  que e s td n  d e f in id o s  e s  un co n ju n to  f i n i t o ,

Comenzamos n u e s tro  e s tu d io  con l a  d e f in ic iô n  de medida 

p u n tu a l de N itid e z  o de A u to n it id e z  p u n tu a l , basdndonos en e s te  concep to , 

damos l a  d e f in ic iô n  de Medida de M itidez  p a ra  un co n ju n to  d i f u s o ,  concep to  

que como ya d ijim o s  en l a  in tro d u c c iô n  c u a n t i f i c a  l a  p ro c is iô n  o n i t id e z ,  

en d e f i n i t i v a ,  l a  in e x i s t e n c ia  de d if u s id a d .  A c o n tin u a c iô n  damos dos teo  

remas de c o n s tru c c iô n  de Medidas de N it id e z ,  re s u lta n d o  como c o ro la r io  de 

uno de e s to s  teorem as l a  Medida de M itidez  N  ̂ ,  o b te n id a  a l  c o n s id e ra r  co 

mo medida de A u to n itid e z  p u n tu a l e l  fu n c io n a l do WICESCU, de l a  que hace 

mos un d e ta l la d o  e s tu d io ,  ya que ha s id o  e l  punto de p a r t id a  en n u e s tro  

t r a b a jo .  P o ste rio rm en te  damos un teorem a de c a r a c te r i z a c iô n  de l a s  Medidas 

de N it id e z ,  in s p ira d o  en a lg u n o s rc s u l ta d o s  do C, S/yJCHIS (1 ,977 ) en e l  

e s tu d io  de E n tro p la s  D ifu s a s , p a ra  a q u c l la s  que scan v a lo ra c io n c s  en l a  

c la s e  de lo s  co n ju n to s  d i f u s o s .

F in a lm en te , hacemos un breve  e s tu d io  de l a s  Medidas de Ni 

t id e z  p a ra  k -p a r t ic io n e s  d i f u s a s ,  cen trdndonos on e l  e s tu d io  de l a  Medida 

de N itid e z  p a ra  k - p a r t ic io n e s  d i f u s a s  o b te n id a  a  p a r t i r  d e l  fu n c io n a l do 

ONICESCU . E s ta  m edida ha s id o  a p lic a d a  con ô x ito  p o r BEZOEK (1 ,974 ) y 

DUNN (1 .9 7 7 ) en e l  a n â l i s i s  de conglom erados.
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1 1 .1 . -  MEDIDAS PUNTUALES Y GLOBALES DE NITIDEZ PARA CONJUNTOS DIFUSOS

A l r e a l i z a r  e l  e s tu d io  de la s  medidas de N itid e z  p a ra  conjun 

to s  d ifu s o s  nos r e s tr in g ire m o s  a l  caso  en que X es un co n ju n to  f i n i t o ,  d e -  

no tandose  en e s t e  caso  l a  c la s e  de lo s  c o n ju n to s  d ifu s o s  en X p o r L (X).Co 

menzaremos dando l a  d e f in ic iô n  de A u to n it id e z  p a ra  p o s te r io rm e n te  p a s a r  a 

l a  de m edida g lo b a l .

1 1 .1 . 1 . -  MEDIDA PUNTUAL DE NITIDEZ 0 AUTONITIDEZ

En lo  que s ig u e  denotarem os p o r L (x ^ ), a l  co n ju n to

(X)

Se llam a  Medida p u n tu a l de N itid e z  p a ra  e l  elem ento x_ ,
J ^

°  A u to n it id e z  de x^ re s p e c te  a l  co n ju n to  d ifu so  ü  , a  to d a  fu n c iô n

m : L(x, ) k k [0 . 1]

r !  ,  )• m. ( f j
k X/[X|^J

po r f a c i l i d a d  de n o ta c iô n  e sc r ib ire m o s

que v e r i f iq u e :

I I . 1 .1 .1 .  ^ ( f f ( x  )) = 1 s i  y so lo  s i  f^ (x  ) = 0 ô 1
k X k X k

I I . 1 . 1 . 2 . -  El ûnico v a lo r  donde m  ̂ (f^^x ^ ) ) a lc a n z a  un minimo

es f^^x^) = 1 /2 .
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1 1 .1 .1 .3  es c o n tin u a  re s p e c to  de l a  m é tr ic a  d e f in ld a  en L (x ^ ), por

" ' -  fx ' -k ' l

1 1 .1 .1 .4  . -  S i

i a f J ( x ,  ) 2  f^ (x ^ )  a 1 /2  p a ra  1/2S f j ( x ^ ) s  1
A  K X  K X  K

O s f ^ ( x ^ ) s  f^ (x ^ )  s  1 /2  p a ra  O s  f ^ ( x ^ ) s  1 /2

E ntonces

En d e f i n i t i v a ,  una medida p u n tu a l de N itid e z  p a ra  e l  elem ento 

X es un numéro m (f^ (x  ) ) ,  donde m v e r i f i e s  l a s  p ro p led ad es  1 1 ,1 .1 .1  ,
K K X  K K

I I . 1 .1 .2  , I I . 1 .1 .3  y I I . 1 .1 .4 .

Es f i c i l  d a r  una in te r p r e ta c iô n  i n t u i t i v e  a  l a s  c u a tro  ca ra c  

t e r f s t i c a s  a n te r io r e s .  En e f e c to ,

1 1 .1 . 1 . 1 . -  Exige a  to d a  m edida p u n tu a l de N i t i d e z  que tome e l  

v a lo r  m4ximo cuando no e x is te  d i f u s id a d ,  e s  d e c i r ,  cuando l a  fun c iô n

de p e r te n e n c ia  o c o m p a tib ilid a d  toma lo s  v a lo re s  c e ro  ô uno.

1 1 .1 .1 .2 . -  S i una medida p u n tu a l de N itid e z  toma e l  v a lo r  m& 

ximo cuando l a  fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  toma lo s  v a lo re s  c e ro  o uno, 

in tu i t iv a m e n te ,  es obvio  que e l  minimo lo  a lc a n c e  en un punto que se 

encu en tre  e q u id is ta n te  de eso s d o s , es d e c i r  1 /2 .

1 1 .1 . 1 . 3 . -  Exige l a  c o n tin u id a d  p a ra  im poner que a  pequenss
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v a r ia c io n e s  de l a  fu n c iô n  de c o m p a tib ilid a d  p a ra  e l  v a lo r  x^c X, l a  

medida p u n tu a l te n g a  a  su vez pequenas o s c i la c io n e s .

1 1 ,1 ,1 ,4 , -  Dado un elem ent# x ^ t  X y dos co n ju n to s  d ifu s o s  de

f in id o s  en X, e l  elem ento  x^ te n d râ  una medida de N itid e z  mayor p a ra  

a q u e l c o n ju n to  d ifu s o  cuya fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  o c o m p a tib ilid a d  

p a ra  x^ estd" menos prôxim a a l  v a lo r  1 /2 ,

1 1 ,1 .2 . -  MEDIDA GLOBAL DE NITIDEZ

fJ

de l a  form a

En lo  que s ig u e  notarem os cada c o n ju n to  d ifu s o  f^  de L^(X)

' < < - 1' ............ '•

Denominaremos Medida g lo b a l de N itid e z  , a  to d a  fu n c iô n

N = L^(X ,  >[0 , 1]

) l  ( f j ( x  1 ) .  N(X-*)
X  X j  X  Ml X T  X K

que v e r i f iq u e :

1 1 ,1 ,2 .1 .-
N ( r j ( x  ) , . . . , r j ( x  )) « 1 s i  y so lo  s i  f^(xÿ  = O ô 1 . V x fX . 

X I  X n X X

E s ta  c a r a c t e r i s t i c a  ex ige  a  l a  Medida de N itid e z  N, tom ar e l  

méximo v a lo r  cuando e l  c o n ju n to  , a l  que estam os m idiendo su n i t i d e z ,  es 

no d i f u s o .

1 1 .1 .2 ,2 , -  E l ûn ico  v a lo r  donde e l  fu n c io n a l N a lc a n z a  un minimo es

f^ (x ^ )  -  1 / 2  V x ^ g X
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S i l a  maxima n i t id e z  se  a lc a n z a , cuando l a  fu n c iô n  de p e rte n e n  

c ia  toma lo s  v a lo re s  O ô 1 , p a rece  lô g ic o  e x ig i r  a  to d a  Medida de N itid e z  

que se m inim ice cuando to d o s  lo s  v a lo re s  de l a  func iôn  de p e r te n e n c ia  sean 

e q u id is ta n te s  de 0 ô 1 , es d e c i r ,  cuando l a  fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  tome u n i 

cam ente e l  v a lo r  1 /2 ,

1 1 .1 .2 .3 , -  E l fu n c io n a l N es  c o n tin u e  en L^(X) re s p e c to  a  l a  m é tr ic a

9‘ f i  . ■ =“P

M ediante e s t a  c a r a c t e r i s t i c a  , se  t r a t a  de Imponer a  toda 

Medida de N itid e z  que ten g a  pequenas o s c i la c io n e s ,  a l  r e a l i z a r  pequenas 

v a r ia c io n e s  en lAs fu n c io n e s  de p e r te n e n c ia  de dos c o n ju n to s  d i f u s o s .

1 1 .1 . 2 . 4 . -  S i

es menos d ifu so  que

en to n ces

N(X^)2 N( X^)

Recordemos que segun l a  n o tac iô n  u t i l i z a d a  en 1 .1 ,3 .  esto  

q u e d a r ia  expresado  p o r:

S i f ^ 4  , en to n ces N ( f^ )^ N (f ^ )
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Finalm en te  , e s t a  c a r a c t e r i s t i c a  impone a  una Medida de N i t i  

dez que dados dos co n ju n to s  d ifu s o s  e l  de mayor n i t id e z  se a  e l  de menor d i  

f u s id a d ,

A p a r t i r  de e s t a s  c a r a c t e r i s t i c a s ,  son muchas la s  m edidas que 

se  pueden c o n s t r u i r  p a ra  c u a n t i f i c a r  l a  n i t id e z  de un co n ju n to  d if u s o .E s to  

no debe e x tra n a rn o s  y a  que en l a  TEORIA DE LA INFORMACION e x is te n  muchos 

fu n c io n a le s  de E n tro p ia  e In fo rm ac iô n , a i  b ie n , en cada problem s c o n c re te  

unos s e r in  m is adecuados que o t r o s .

En lo  su c e s iv o  denotarem os p o r N a l  co n ju n to  de to d a s  la s  

Medidas de N itid e z  d e f in id a s  so b re  L^(X ).

I I . 1 . 3 . -  TEOREMAS DE CONSTRUCCION DE MEDIDAS GLOBALES DE NITIDEZ PARA c m -  

JUNTOS DIFUSOS

Vamos a  d a r  dos teorem as que nos s e rv ird n  p a ra  c o n s t r u i r  nue

vas M edidas de N itid e z  a  p a r t i r  de unas dadas y un t e r c e r  teorem a que nos

s e r v i r l  p a ra  c a r a c t e r i z a r  l a s  Medidas de N itid e z  que sean v a lo ra c io n e s  en

e l  r e t l c u l o  L (X ).n

I I . 1 . 3 . 1 . -  TEOREMA

Sea g ; 1̂ 0 , l ] -  ) [o , l] una fu n c iô n  co n tin u a  y e s t r i c t a

mente c r e c ie n te  en to d a s  su s  com ponentes, v e r if ic a n d o  g(x_^, , . . . , x ^ )  * 1 s i  

y so lo  s i  x_|= X g =  =x^ = 1 « Sean N ^ , . . , , . ,N ^  Medidas de N itid e z  de

w .
en tonces

 ' -  = '  v ^ x ’ '

es una Medida de N itid e z  p a ra  c o n ju n to s  d i f u s o s .
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O em ostraciôn :

Veamos que N*" v e r i f i e s  l a s  c u a tro  c o n d ic io n e s  im puestas a  to  

da Medida de N it id e z .

H . 1 . 2 . 1 . -  S i  N* C f^ (x ^ ) ,  f J (x ^ )  ) » 1

en to n ce s

es d e c i r

g ( N ( 1̂ )  N ( r j )  ) »  1

N ^(f^) « 1  V p 13 r  an

y p o r  lo  ta n to  a l  s e r  N^ una Medida de N itid e z  , se  t i e n e  que

r* (x . ) = 1 6 O V x .  e X
X k

T riv ia lm e n te  se  v e r i f i e s  que s i  f^ (x  ) = 1 6  O, en to n cesX k

N (f^ (x _ ^ ), f^ (x ^ )  ) » 1 .

1 1 .1 ,2 .2 . -  A l s e r  N^ , I 3 r 3 n  una medida de N itid e z  se

t i e n e  que

V r .  1 , . . . . , n  N ( f J ) >  N (f* = 1 /2  ) V ( r j ( x  ) , . . , r [ ( x  ))
p x p x  X T  X n

y a l  s e r  g una fu n c iô n  e s t r ic ta m e n te  c r e c ie n te  en to d a s  su s  com ponentes, 

se  t i e n e

V { f f (x  ) , . . . . , r j ( x  ))  N* ( f J ( x . ) , . . . . , f J ^ x  ))  >N* ( f* (x  ) » î î , . . . , f * ( x  )=%)X T  x n  X T X n x T x n

I I . 1 . 2 . 3 . -  La c o n tin u id a d  de , es in m ed ia ta  p o r l a  c o n ti

nu idad  de g .
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1 1 .1 .2 .4 . -  S i

en to n ce s

* » < « l ' f x '  "n 'C ' > " <fx'

y a  que g es e s t r ic ta m e n te  c r e c ie n te  en to d as  su s  componentes y

N (W ) &N ( f S  V r»  1 . ...........n
r  X r  X

I I . 1 . 3 . 2 . -  TBOREMA

Dadas l a s  Medidas de A u to n itid e z  k = 1 , . . , n ,

entonces e l  fu n c io n a l

donde H  es una fu n c iô n  c o n tin u a  y e s t r ic ta m e n te  c r e c ie n te  de[o  , l ]  en 

[p  , l ] c o n  f f ( 1 )  «  1 , e s  una Medida de N it id e z .

O em ostraciôn ;

Veamos que e l  fu n c io n a l N v e r i f i e s  la s  c u a tro  p ro p led ad es  re  

q u e rid a s  a  una Medida de N i t id e z ,
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I I . 1 . 2 . 1 . -  S i  N ) = 1 ,

en to n ces

"  m. (f j!(x  I ) '
" . 1

es d e c i r

de donde

y a l  ser una medida p u n tu a l de N itid e z

«  1 6 0

I I . 1 . 2 . 2 . -  A l s e r  una medida p u n tu a l de N itid e z

p o r lo  ta n to

i  i v f i ' \ »  ’  s i v f J ' V “ «> >
n k=1 k=1

de donde
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e s  d e c i r

N ( f i ( x  ) ,  r j ( x  ) ) > N ( f* (x  )= X f* (x  ) = % )X i  X n  X I  X n

1 1 .1 .2 .3 .— La c o n tin u id a d  de N e s t l  a seg u rad a  po r l a  co n tin u id ad  de H ,

1 1 .1 . 2 . 3 . -  S i

p o r l a  d e f in ic iô n  d e l  o rden  ^ y po r l a s  p ro p led ad es  de , se  t i e n e

* \  ^ ” k ‘ fx

p o r lo  ta n to

N (f^) & N ( f l )

COROLARIO 1 . -

S i e leg im os como medida p u n tu a l l a  o b te n id a  a p a r t i r  d e l  fun 

c io n a l  de ONICESCU

y H  la. func iôn  de [o  , l j  en |o  , l j  d e f in id a  po r 

H( X ) =  X

se t ie n e :
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< f i  ' -  " k ' f i ' \ ' ) -

" i â v f i ' v  ■ s i J ' f i ' v '  *  < ^ - f i ‘v > M

E l e s tu d io  de e s te  fu n c io n a l a s l  como su a p lic a c iô n  en d iv e r  

SOS c o n te x te s  ocuparq  una g ran  p a r te  de e s t a  memoria.

COROLARIO 2 . -

S i eleg im os como m edida p u n tu a l

V f i < \ > '  ' ‘ f i ' \ »  < f - f i ' \ "  '
y H  1& fun c iô n  de [o , lj en[o  , l j d e f i n id a  p o r Jî(x) = x 

se  t i e n e  l a  Medida de N itid e z  n o tad a  por N^, que toma l a  ex p res iô n

f‘i ' f i > " H ( i . s " " k ' f i ' \ ”  >
n

= I  2  (1 -  ( ( f i i x ) )  ) ( 1 -  f^ (x  ))  )
n  X  K X  K

n 
V

n ka 1 X k X k1 -  -  2  f^ (x . ) ( 1 -  f j ( x .  ) )

I I . 1 . 4 . -  ESTUDIO DE LA MEDIDA DE NITIDEZ OBTENIDA A PARTIR DEL FUNCIONAL DE 

ONICESCU

En e s te  a p a rta d o  dado l a  e s p e c ia l  s i g n i f i c a c iô n  de l a  medida 

N^ ,  dado que ha s id o  e l  punto  de p a r t id a  de n u e s t ra  T e o rla  de Medidas de 

N it id e z ,  como lo  fue  p a ra  DE Luca and T erm ini ( 1 .9 7 2 ; 1 ,9 7 4 ; 1 ,977 A ;

1 .979  ) , T r i l l a s  ( 1 .978  A ) , KNOpfmacher ( 1 .975  ) ,  l a  o b te n id a  a p a r t i r  

d e l  fu n c io n a l de SHANNON en e l  e s tu d io  de l a s  E n tro p la s  p a ra  co n ju n to s  d i 

fu s o s ,  an a liza rem o s sus p ro p le d a d e s .
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Una de l a s  p ro p led ad es  que an a liz a rem o s de l a  medida N s e r a

l a  e x p re s iô n  que toma l a  fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  de un co n ju n to  d ifu so  cuan

do s e  p re te n d s  m in im izar l a  n i t id e z  s u j e t s  a  a lg u n a  r e s t r i c c lô n  , en concre  

to  , an a liz a rem o s  cuando se  f i j a  l a  p o te n c ia  o c a r d in a l  d e l  co n ju n to  d ifu

8 0  • Por e l l o  comenzaremos d e f in ie n d o  lo  que se  e n tie n d e  p o r c a rd in a l  o

p o te n c ia  de un c o n ju n to  d i f u s o .

DEFINICION ' (  De Luca and T erm ini 1 .972  )

Se denomina p o te n c ia  o c a r d in a l  d e l  co n ju n to  d ifu so  a l

numéro r e a l  d e f in id o  por

c()ç') .  2

En e l  caso  en que fj((x ) tome so lam en te  lo s  v a lo re s  ce ro  o
Juno fj^(x^) s e r l  l a  fu n c iô n  c a r a c t e r i s t i c a  de un co n ju n to  no d ifu s o  y 

C(%^) s e r l  e l  c a r d in a l  de e se  co n ju n to .

Veamos a  c o n tin u a c iô n  la s  p ro p led ad es  m£s re le v a n te s  de

l a  medida N^ ;

I I . 1 . 4 . 1 . -  La medida N^ es s im ô tr ic a  , e s d e c i r

N (X^) = N (X^)
o — o

l a  dem ostrac iôn  e s  inm ediata*

I I . 1 . 4 . 2 . -  La m edida N e s  una v a lo ra c iô n  en e l  r e t l c u lo  L (X ), es 
o n

d e c ir :

N (X^) + N (x ” ) » N (X-^U x ” ) t  N (X-^n x” ) V L (X)n — o — o ~ ~  o n
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En e f e c to ,

S I escrib lm o e

donde

N ()Ç^) = N^OÇ^) + N^(£^)

" l  i ,  ' '

se  t i e n e

N^(X'^U x ” ) + N^(X^n  x ” )o — o ' —

; ' r  K‘\'> fx<\’l fx"k' I''

Jkli

n

-  24n k=1

2  f

(r[(x. ) 4. f[(x. ) + (r[(x. ) -  f ”(x. ) +X k X k X k X k

*  "  '  f i ' « k >  -  f x ' « k >  >  I  f i ' " k '  -  f x " k ' i  f -  +  f x ‘ % ’  ' '  f

+ < fi'«k' -  fx‘\>  ^  ' f i ‘\ >  + fx'\>  ' |fi'«k» -  < ' \ ' l

n
-  2
4n k= 1

4 )= -  4

N^(X^) ¥ N^(x” ) .
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a h o ra  b ien

N (%J) + N (x ” ) = ) + N^(x” ) 4- N^(X*')o ~  o ~  o o o ~  o ~

'(N^ W )  ¥ N^(ü^) ) ¥ ( N ^ ( ^ )  + )

"wlcx-^u ) + N^fx^u x ” ) ¥ N^(x^n
0  o o*~ o

»N^(X'^U x ” ) + N^(X^n x ” ) + N^(X^n x ” ) <- U^tX^U x ” )o — o — *- o — o ' “ ~

■N (X-̂ U x ” ) + N (X-^n x” ) .  o o ^

1 1 , 1 . 4 . 3 . -  P a ra  c u a lq u ie r  c o n ju n to  d ifu s o  X’̂  se v e r i f i e s

N
o (X^n %^) = N CX*̂ U X^) -  N (X ^).

En e f e c to ,

ap lic a n d o  l a  p rop iedad  a n t e r i o r ,  se  t i e n e

N (X^) 4- N (x ” ) « N (X^U x ” ) + N (X^H x ” ) 
o o — o — ~  o ~ ~

s i  tomamos en p a r t i c u l a r  x” ig u a l  a  , obtenem os

N (X'^) + N (X* )̂ = N (X^U X^) + N (X^n

y ap lic a n d o  l a  p ro p ied ad  I I . 1 . 4 . 1 . ,  se t i e n e

N (X^) + N (X^) = 2N
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N
o (X^U X-*) = N (X^u x 4  « N (X^n X'^) » N (x-^nx-*)-N# rt r» /%

y ademâs

N (X* )̂ = N (X'^n 
o — o —

I I . 1 . 4 . 4 . -  E l fu n c io n a l e s t â  aco tad o  en L^(X) p o r  l a  p o te n c ia  o c a r d i 

n a l  difus<^ es  s iem pre  menor o ig u a l  que uno.

En e f e c to .

analogam ente

o — n

de donde

N ( X ^ )  =  N ^ ( X ^ )  t ' N ^ ( x J )  3  B l à J  4. S i & J  g  1 
o —  o ~  o ~  n n

I I . 1 . 4 . 5 . -  La Medida de N it id e z  N d e l  c o n ju n to  d ifu s o  X"̂ , e sté , a c o ta d a  ino — —
fe r io rm e n te  po r l a  ex p re s iô n

( £<si2,2 .  ( 1 .  S i A

En e f e c to ,
2 2

a l  s e r  S (x) = x ¥ (1 -x )  una fu n c iô n  convexa, se  t i e n e

2 1 n ,
k=l X k . \ ^ 1 2 S  ( f 4 x j  ) 

n k=1 X k
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e s  d e c i r

2 1 i 2 1 i 2
) ) = ( -  C(XT) ) +. (1 -  -  C (xJ) )

n n ~

1 1 .1 .4 ,6 , -  E l minimo de n i t id e z  conservando  una p o te n c ia  dada p a ra  un con
J

Ju n to  d ifu s o  JK , se  a lc a n z a  cuando l a  fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  toma e l  va

lo r

En e f e c to ,

U til iz a n d o  lo s  m u l t ip l ic a d o re s  de L agrange, e l  problem a con - 

s i s t i r a  en m in im izar l a  fu n c iô n  N ^(X^), s u j e t s  a  l a  r e s t r i c c lô n

l ( x  ) = CCX- )̂ 
kk=

es  d e c i r ,  e n c o n tr a r  lo s  extrem os de l a  fu n c iô n

d eriv an d o  se  o b t ie n s

.  2 ( 1 - 2( 1- fj lx. l  I *  X  fj(x ) -  O
à f h x  ) "X k

4 4 ^ '  - à  f * ' " . '  -  c ' f i '  '  °ô k  X k

luego
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( 4 + A )  = 2

de donde

y te n le n d o  en c u e n ta  l a  r e s t r i c c i 5 n  que tenfam os

2n
( x .  )

de donde

4  +A

k!i^x '«k>

y te n le n d o  en c u e n ta  que

se  o b tie n e

4 ' \ '  "

I k ? i* x ‘ *k ’ c c / )

   --------

s ien d o  Inm ed la to  com probar m ed ian te  l a  s u c e s lé n  de h e ss ia n o s  que es ur ml 

nitno.
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I I . 1 . 5 . -  TEOREMA DE CARACTERIZACION DE MEDIDAS GLOBALES DE NITIDEZ

A ntes de v e r  un teorem a que c a r a c t e r l z a  a a q u e l la s  Medidas de 

N itld e z  que son v a lo ra c lo n e s  en e l  r e t î c u l o  L (X ), veamos un Lema n e c e sa r lo  

en su d em o s trac id n .

LEMA

La c o n d ic iâ n  n e c e s a r ia  y s u f i c l e n t e  p a ra  que N sea  una valo  

ra c io n  en L (X) e s  que se  cumpla

N ( f i< x  ) , . . , f J ( x  ))  -  N ( f i ( x  ) , . , r j ( x ^ ) » 0 , . , 0 ) 4 -
A I  A  p  A n  A l  A p

I I . 1 .5 ,1 ,1 .  + N ( 0 , . . , 0 ,  ) -  1 V p 1sPsn

D em ostrac iân :

Veamos que s i  N e s  una v a lo ra c lé n  en to n ce s  se  v e r i f i e s  I I . 1 .5 .1 .1 ,  

C onsiderem os lo s  dos c o n ju n to s  d ifu s o s  s ig u ie n te s ;

X = ( f^{x ) , . , , f ^ ( x  ) * 0 ,* . ,0  ) X » ( 0 , » . , 0 , f ^ ( x  . ) » . . , f  (x ) )~  X 1 X p — X p+i X n

e n to n ces

N (X^n X^î = N ( 0 , . . . , 0  ) = 1

Al s e r  N una v a lo ra c iô n , se  t i e n e ,
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N ) o N (x'ux^) = N (x"*) f  N(x^)-N(x^n'x^),

=N (f^tx ) , . . , f i ( x  ) , 0 , . . » 0 )+N (0 , . . » 0 ,r j(x  ^ J , . . , f i ( x  ) ) -  1
X  T A  p A  P+’T A  n

Veamos que s i  N vér if ie s  11. 1 , 5. 1.1 , entonces es una valora

c i 6n en L^(X),

Sean

dos conjuntos difusos y sin p^rdida de generalidad consideremos

f ^ ( x ^ ) s  f^ (x ^ )  V K « p t  1 , . . . , n

con lo cual se t iene , a l  ser

X'^UX = ( ^

jc * n x  = ( ^

que

N ( ) ^ U ^ )  4. N ( ^ n  / )  = N (fj^(x^),..,fj^(x ) , f j (x  ) , . . , f^ (x ^ )  ) +
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N ) , . . , / ( x  ) , 0 , . . , 0  ) 4 N ( 0 , . . , 0 , f 4 x  ^ J , . . , f f ( x  ) ) ~ 1 +
X I  X p X p+1 X n

+ N (^ ^ (x  ) , . . , r j ( x  ) , 0 , . . , 0 )  + N ( 0 , . . , 0 , / ( x  ) ) -  1 =X I  X p X p+T X n

N ( 0 , . . , 0 , r ( ( x  . ) . . . , f i < X  ) ) -  1 = N (X^) + N (x"").
X  p — 1 X  n  ~

TEOREMA

La c o n d ic ié n  n e c e s a r ia  y s u f ic le n t e  p a ra  que N se a  una

Medida de N itid e z  de v a lo r a c i 6 n es que

" ' < ‘«1 '

se  pueda e x p re s a r  como

"   '  "  l '

donde l a s  son m edidas p u n tu a le s  de N itid e z  p a ra  x^ , k = 1 , . . .« ,n

D em ostrac i6 n i

Lo dem ostrarem os p o r in d u c c l6 n so b re  n . Veamos que es c i e r to

p a ra  n = 2 .

Veamos que s i  N es una Medida de N itid e z  de v a lo ra c iô n , enton

ces
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D efinim os :

: L (x ^ )  > [o , l ]

f J ( x ^ ) ------------ > ) » 2  N ( f J ( x ^ ) , 0 ) -  ( 2  -  1 )

«*2 : L(Xg) > [o , l]

f J ( x ^ )  ^ " ’2 ^ ^ ^ ’‘2^ ) = 2 N (O .fj^CXg) -  ( 2 -  1 )

Por s e r  N una v a lo ra c iô n  se cu m p llrâ  

N ) -  N ( W ( x y ,0 )  4- N ( 0 , r | ( x 2 )  ) -  1

Nos q u ed a râ  p o r v e r  que e fe c tiv a m e n te  l a s  tn  ̂ son medidas

p u n tu a le s  de N i t id e z .

en to n ces

de donde

X 1

as d e c i r  ) = 0  6  1 ,
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Es t r i v i a l  que s i  = 0 6  1 . V x ^ , en to n ces

An^logam ente se  d e m o s tra r îa  p a ra

1 1 * 1 .1 ,2 ,-  Vamos a  d em o stra r que y , a lcan zan  un m in i

me unicam ente en f*(x_^) = 1 /2  i  *» 1 ,2 .  P a ra  e l l o  probarem os p rim ero  l a

e x i s t e n c i a  y despuês l a  u n ic id a d .

luego

y p o r  ta n to

= 2 N {rJ(x  ) , 0 ) -  1 i  2 N (f%(x ) =%,0) -  1 = m (f* (x  )=%) 
i X * i  X I  X i  X 1

con lo  c u a l  queda probada l a  e x i s t e n c i a  de un minime en f^ (x ^ )=  % 

p a ra  .A n£logam ente , se d e m o s tra r îa  p a ra  m^.

Veamos , co n ju n tam en te , l a  u n ic id a d  d e l  mlnimo en f^(x^)=%  

i  ■ 1 , 2 , p a ra  rô  y m^.

Supongamos que a lc a n z a se  un mlnimo en f^ ( x ^ ) = t^  y m  ̂

en f^CXg) = tg ,  en to n ces
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A hora b ien

s e  l l e g a  pues a  una c o n tr a d lc c ië n  , ya  que e l  d n ico  mlnimo de N se 

a lc a n z a ,  p o r h ip 6 t e s i s ,  en ^ '  ^X^*2 * *= ^  ) .

1 1 ,1 ,1 .3 ,“  La c o n tin u id a d  de y e s t£  a seg u rad a  p o r l a  c o n tin u id a d

de N,

1 1 ,1 ,1 .4 , -  Veamos que s i

5 i  '  * 'x 'N ’ = ’

O s f ^ ( X i)  s f ^ ( x ^ ) s  I  p a ra  O ^ fj^(x_^)g |

en to n ce s

S i se  v e r i f ic a n  l a s  dos c o n d ic io n e s  a n t e r i o r e s ,  tam bién se

v e r i f i e s
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p o r  lo  ta n to

. o) ^ (f^ ( x y  . o )

y en co n se c u e n c la

Anâlogam ente se  d e m o s tra r îa  p a ra  m^.

Veamos a h o ra  que s i

donde l a s  m  ̂ son m edidas p u n tu a le s  de N itid e z  p a ra  x^ , i  = 1 ,2 .

e n to n ce s

es una Medida de N itid e z  de v a lo ra c iS n ,

Veamos p rim eram ente que N (fj^(x^ ) , fj^(x^) ) es una Medida

de N i t id e z .

U . 1 . 2 . 1 . -  S i N ( f ^ ( x ^ ) ,  f^(X g) ) = 1 , e n to n ce s  f^ (x ^ )  = 0 6  1 i= 1 ,2 .

En e fe c to  , por d e f in ic iÔ n
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de donde

y

« 1 ,  1  « 1 , 2 .

p o r lo  ta n to

f^ (x ^ )  = 0 6 1 , 1 = 1 , 2 .

1 1 ,1 .2 .2 , -  Veamos que N a lc a n z a  un mlnimo un icam ente en (1  ,  2)

N ( f '( x ^ )  .  % X) -  I <

'  • ^ " 2' > '' - 4 '" 2 ' > -  <i • i '

p o r lo  ta n to  vemos que se  a lc a n z a  un mlnimo en , ^ )y  adem6 s es e l  dnico  

pun to  donde se  a lc a n z a .

I I . 1 . 2 . 3 . -  La c o n tin u id a d  de N e s t 6  a seg u rad a  p o r l a  c o n tin u id a d  de la s

I I . 1 . 2 . 4 . -  Dados

t a i e s  que , e n to n ce s
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A hora b ie n ,  V i=  1 ,2 ,  se  t i e n e

p o r lo  ta n to

F ina lm en te  nos queda p o r v e r que N es una v a lo ra c iS n  en L ^tX lfse  

rS, s u f i c l e n t e  p ro b a r  que

N = N < f^ (x ^ ) ,0 )  4. N (0 , f ^ ( x 2 )) -  1

Ahora b ie n .

I  ( 2 N ( f ^ ( x ^ ) ,0 )  -  1) t  2  (2 N -  1 )

N ( r [ ( x ^ ) ,0 )  + N (O .f^C x^)) -  1 .

Veamos que e l  teorem a se  v e r i f i e s  p a ra  n=3.

S i  una Medida de N itid e z  N e s  una v a lo ra c id n  en L^(X ), e n to n ce s

donde l a s  m. son m edidas p u n tu a le s  de N itid e z  y p o s te r io rm c n te  que s i  se 

v e r i f i e s
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l a  Ig u a ld ad  a n t e r i o r ,  e n to n ce s  N es  una Medida de N itid e z  de v a lo r a c i 6 n .

Demostremos l a  co n d ic id n  n e c e s a r ia .  A l s e r  N una Medida de 

v a lo r a c i6 n , se  t i e n e  segdn e l  LEMA, que

N = N ( W ( x ^ ) ,0 ,0 )  + N  ̂ ‘

D efinim os l a  fu n c iô n

y vamos a  d em o stra r que v e s  una Medida de N itid e z  de v a lo r a c i 6 n,

en to n ces

de donde

f^(x_j) » 0  6  1 y f^ (x ^ )  a  O 6  1

T r iv ia lm e n te  e l  r e c ip ro c o .

1 1 * 1 .2 .2 .-  La c o n tin u id a d  de v est&  a seg u rad a  p o r l a  c o n tin u id a d  de N.

1 1 .1 .2 ,3 , -  La fu n c iô n  v a lc a n z a  un mlnimo lînicam ente en e l  punto (2 , 2)

En e f e c to .



49

p o r lo  ta n to

N ( f J ) 2  N ( f ^ )  V f L

es  d e c i r

'  " < v « i>  ■ % -v « 2 > -  *  ' ' ' i

lu eg o  queda demostradcv, l a  e x is te n c i a  de un mlnimo a b s o lu te  p a ra

Veamos que e s te  mlnimo un icam ente se a lc a n z a  en ese  p u n to . 

Supongamos que e l  mlnimo tam biSn se  a lc a n z a se  en (fj^(x^ )= t^ , f ^ ( x ^ ) = t^ ) , 

en to n ce s

de donde

N ( f J ( x  )= t . f ^ x . )  = t  ,0 )  « H (f* (x  ) =% , / ( x  )=% ,0  ) 
A 1 1 A 6 6 X i  X c

A1 s e r ,

+ N (0 ,0 ,f ^ (x ^ )=  X) -  1



So

N ( f * ( x _ ^ ) =  %, / ( X g ) =  JS ) »  N ' f x ( * 2 ) = %  ' 0  ) ^

+  N ( 0 , 0 , f ^ ( x ^ ) = % ) -  1

se  l l e g a r l a  a  que

lo  c u a l es absu rdo  a l  s e r  N una Medida de N itid e z  con un ün ico  mlnimo 

en (%,%,%).

1 1 ,1 .2 .4 . -  Dados y t a l e s  que

en to n ces

En e f e c to ,

es inm ed ia to  que

por lo  ta n to

N ( r | ( x ^ )  , r^(X g) , O) 2  N (fj^(x^) ,fj^(Xg) , 0  )

y p o r l a  d e f in ± c i6 n de v se  t i e n e  

v ( f j )  , v ( f j )
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Pop lo  ta n to  v e s  una Medida de N itidez .V eam os que es una 

Medida de N itid e z  de v a lo r a c i 6 n .

En e f e c to ,  a l  s e r

N ( f j | ( x y ,0 ,0 )  f  N (0 ,fx ^ X g ),f j^ (x ^ ))  -  1

h ac iendo  » ®® t i e n e

N ( f x ^ x y , f ^ ( X g ) ,0 )  = N ( f ^ ( x ^ ) ,0 ,0 )  + N ( 0 , f ^ ( x 2 ) , 0 ) -  1

y p o r l a  d e f i n i c i 6 n de v , se  l l e g a  a

V = V ( f ^ ( x y , 0 )  f  V (0 ,f J (X 2 ) ) - 1

con lo  c u a l queda probado que v e s  una Medida de N itid e z  de v a lo r a c i 6 n.

A l s e r  V una Medida de N itid e z  de v a lo r a c i in  y v e r i f i c a r s e  

e l  teorem a p a ra  n= 2  , se  t i e n e  que

donde

G2 < r[(x 2 )) = 2  V (0 ,f ; |(X g ))  -  ( 2  - 1 )

A p licando  nuevamente e l  LEMA, se  o b tie n e
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N ^ (0,0,fj|(Xg)) 4- N <^x^x^),f^(x2).0) -  1 =

=  N ( 0 , 0 , H ( X g ) )  +  V l f ^ ( x ^ ) , 0 )  4. V ( O . f ^ C X g ) )  -  2  =

= N ( 0 ,0 , f i ( x ,> )  4- N ( f J ( x . ) , 0 , 0 )  4- N ( 0 , f 4 x ^ ) , 0 )  -  2 .
A O A l  A

y definiendo

: L(x^)  » [ °  ♦ "O

fJ (x  } ------------y " » J r J (x  ) )  = 3 N ( f J ( x  ) ,0 ,0 )  -  ( 3-1  ).
A l  I A • A l

n>2 * "-(Xg) -----------> [o  » l ]

f^(X g) ------------► '”2*^x‘ ’'2^^ "  3 N (O .r^ tX g),© ) -  ( 3 -1  ),

"*3 • ^ (* 3 ) ------------ * [ 0  ,  1]

f^ (x ^ ) ------------ > '"3 ^ ^ ^ ’‘3 ^̂  " 3 N ( 0 ,0 ,f^ (X g )  ) -  ( 3 -1 )

se  o b tie n e

Lo dn lco  que nos queda p o r v e r es que e fec tiv a m e n te  la s  

son m edidas p u n tu a le s  de N itid e z  p a ra  x^ , i  = 1 ,2 ,3 ,

I I . 1 . 1 . 1 . -  S i m g(f^ (x^)) = 1

en tonces

3 N (0 ,f^ (X 2 ) ,0 )  - 2 = 1
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p o r  lo  ta n to

N (0 ,f^ < X 2 ) ,0 )  = 1

en co n secu en c la

f^(X g) = 0 6 1  .T r iv ia lm e n te  se  v e r i f i e s  e l  re c ip ro c o ,

A n^logam ente p a ra  m̂  y

1 1 .1 ,1 .2 , -  Veamos que se  a lc a n z a  un mlnimo unicam ente en

f _ ( x  ) = X , f  (x ) *» X » f ^ ( x  ) = X p a ra  m , m , m re s p e c tiv a m e n te , 
X i  X  6  X 3

A l s e r

se  t i e n e

N (0 .f* (x 2 > = X ,0 )S  N (O .f^C x^j.O )

p o r lo  ta n to

y queda p robada l a  e x is te n c i a  de un mlnimo a b so lu to  en

f^(X g) =X p a ra  m^.

An^logam ente se v e r la  p a ra  m̂  y m^,
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V eam os,conjun tam ente, l a  u n ic id a d  d e l mlnimo en = %

i ?  1 ,2 ,3 .  p a ra  m^, m^, m^.

Supongamos que m^, m^, m  ̂ a lc a n z a se n  un mlnimo en

^2 '^X ^’*3  ̂ ” ^3 * *'®®P®c^ivamente.

E n to n ces,

■ " 2 < ''x '’‘2 ’ '  >

■ " a 'V - a ’ *  *  >

Ahora b ie n , como

N ( f ^ x ^ ) = X , / ( X g ) = X , f ^ ( X g ) = X )  = I ( m y f * ( x y = X )  +  «"2<<^x^X2)=X) +

■ 3 '  *  " 2 ‘^ ' ’‘2 .’** 2 ”  *  ” 3 ‘^ ‘* 3 ’“ 3 ’ ’■

se  l l e g a  a  una c o n t r a d ic c i 6 n ya que e l  ûn ico  mlnimo de N se  a lc a n z a , p o r 

h ip d te s i s  , en

I I . 1 . 1 . 3 . -  La c o n tin u id a d  de m^, m^, e s  in m e d ia ta  p o r  l a  c o n tin u id a d

de N.

I I . 1 . 1 . 4 . -  Veamos que s i

l s  f^ (x  ) i  f S x  1 / 2  p a ra  1 / 2  sf^Cx )<; 1
X  k  X  K X K

G s f^ (x  ) s  f^ (x  )g 1 / 2  p a ra  o <f^(x )s  1 / 2  
X  K X  k  X k
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en to n c e s

^ ^ = 1 * 2 ,3 .n X n n X n

Ve^moslo p a ra  h = 2 , andlogam ente se  v e r la  p a ra  h = 1 ,3 ,

A l s e r

( 0  , f^(X g) , 0 ) 4 ( 0 , fj^(Xg) , O )

se  t i e n e  que

N ( 0 , / ( x 2 > , 0 ) a  N (0 ,f ^ (X g ) ,0 )

y en co n secu en c la

A c o n tin u a c iô n  dem ostrarem os l a  c o n d ic io n  s u f ic le n t e .

S i

donde l a s  m  ̂ son m edidas p u n tu a le s  de N itid e z  p a ra  x^ , en to n ce s  N es una

Medida de N itid e z  de v a lo ra c id n .

Veamos prim eram ente que N es una Medida de N i t id e z :
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1 1 .1 ,2 .1 . -  S i N = 1 ,

en to n ces

3 ■ ■'

y como l a s  m^( ) pueden tom ar como maximo e l  v a lo r  1 , V i  , se  t i e n e

que

por lo  ta n to

E l re c ip ro c o  e s  in m ed ia to  .

1 1 .1 .2 .2 . -  Veamos que N a lc a n z a  un minimo dnicam ente en ( %,%,% ) .

En e f e c to ,

< 3 V >  ■ " ‘^x‘«l'-^i< V -^ x '»3> ' " ‘^x '«1> ''i‘V ’ ^x‘«3>'

con lo  c u a l  queda dem ostrado que e l  mlnimo se  a lc a n z a  unicam ente en (%,%,%)

1 1 .1 . 2 . 3 . -  La c o n tin u id a d  de N e s t i  a seg u rad a  p o r l a  c o n tin u id a d  de l a s  

" i -
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I I . 1 .2 .4 ,— Dados

t a l e s  que

e n to n ces

En e f e c to ,

p o r lo  ta n to

F ina lm en te  veamos que N es una Medida de N itid e z  de valo

ra c id n .

Sabemos que

haciendo  f^ (x ^ )  = O , se  o b tie n e

< fJ (x ^ ) ,fJ^ (x 3 ) , 0 > .  1  ( . , ( f j | ( x , „  -  " jC f ^ lx ^ »  +1 ,
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y con = O y W(Xg) = 0 ,

N ( 0 ,0 .f^ (X g ) )  - 5 ( 2 +. mg(fj[(Xg))

de donde

-  N 4- N ( 0 ,0 , f J ( x ^ ) )  -  1 .

Analogam ente se  d e m o s tra r îa

N .  N * M ( f j [ ( x y * 0 ,0 )  -  1

Demostrado e l  teo rem a p a ra  n=2 y 3 , supongam oslo c i e r t o  p a ra  

n -  K-1 y dem ostrim oslo  p a ra  n = K.

N es  una Medida de N itid e z  de v a lo ra c iâ n  en L (X) s i  y

so lo  s i

donde l a s  m  ̂ son m edidas p u n tu a le s  de N itid e z  p a ra  lo s  x ^ .

Demostremos prim eram ente l a  co n d ic iô n  n e c e s a r ia .

D efin im os:
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Es in m ed ia to  d em o s tra r que v es una Medida de N itid e z  

de v a lo r a c id n ,  p o r lo  ta n to  a p lic a n d o  l a  h ip 6 t e s i s  de in d u c c id n , se  t i e n e  

que

k—1

=v ( f i ( x ^ ) ,0 , i Î 7 ^ 0 ) 4  V ( 0 , f ; J ( x ^ ) , 0 , . . , 0 )  4  V ( 0 , . . , 0 , f f ( x ^  J )  -  ( k - 2 )  
X T  X 6  X K"T

d o n d e

gi(f j [(Xi) )  = ( k-1 ) V ( 0 , . . . , f ^ ( x ^ ) , . . , 0 )  -  (k-2)

A plicando  e l  LEMA se  t ie n e  

N ( f ^ ( x _ ^ ) , . . , f ^ ( x ^ ) )  -  N (0 ,iÜ T % 0 ,f j |(x ^ ) )  + N ( f ] ^ ( x ^ ) , . . , f ^ ( x ^ _ y  , 0 ) -  1=

-  N ( o , i ü : \ , o , f j ^ ( x ^ ) )  + V -  ■> =

= N ( 0 , . . , 0 , f f ( x ^ ) )  + N ( f f ( x . ) , 0 , . , , 0 )  + . .  + N ( 0 , . , f 4 x  ) , . , 0 )  + . . .  4.
X k  X  T X i

+  N ( 0 , . . , 0 , f ^ ( x ^ _ ^ ) , 0 )  -  ( k - 1 ) .

d e f in ie n d o

m  ̂ : L(x^)  ►[o , l] 1 = 1 , ........... ,k

f 4 x . )   > m ( f 4 x  )) = k N ( 0 , . . , f 4 x  ) , . . , 0 )  -  (k-1)
X i  i  X 1 X X

se o b tie n e

N .........
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A nalogam ente a  como hemos dem ostrado p a ra  n = 3 , so de 

m o s tra r la  que l a s  , 1 = son m edidas p u n tu a le s  de N it id e z .

A c o n tin u a c iâ n  se  d em uestra  , om itim os l a  d em o s trac i6 n 

p o r s e r  an a lo g a  a l  caso  n = 3 , e l  re c ip ro c o  , es d e c i r  , s i

k

N I . -  L l i

donde l a s  m  ̂ son m edidas p u n tu a le s  de N itid e z  p a ra  , en tonces N 

es una Medida de N itid e z  de v a lo r a c ié n .

I I . 2 . -MEDIDAS DE NIIIDEZ PARA k -  PARTICIONES DIFUSAS.

Comenzaremos dando e l  concep to  de k - p a r t i c i 6 n d ifu s a  

p a ra  p o a te r io rm e n te  p a s a r  a  d é f i n i r  lo  que se  e n tie n d e  por Medida de Ni

t id e z  p a ra  una k - p a r t i c i 6 n d i f u s a .

H . 2 . 1 . -  CgJCEPTO DE k-PARTICION DIFUSA

Estamos v iendo  a  lo  la rg o  de e s t a  memoria que lo s  concep to s 

d e f in id o s  en l a  T e o ria  de lo s  C on jun to s D ifu so s  son una g e n e ra l iz a c iâ n  de 

lo s  co n cep to s d e f in id o s  en l a  T e o r la  C l& sica de C o n ju n to s . En e s te  a p a r ta  

do , darem os c o n s ta n c ia  de o t r o  nuevo concep to  o b ten id o  a  p a r t i r  de l a  g£ 

n e ra l iz a c ié n  d e l  c o r re s p o n d ie n te  concep to  c l £ s i c o ,e s t c  concep to  es e l  de 

k - p a r t i c l 6 n d i f u s a .

H . 2 . 1 . 1 . -  DEFINICIOM

Una K - p a r t i c i 6 n d i f u s a  en X v icne  dada por k -co n ju n to s  
i  kd ifu s o s  ^  , . . . . cuyas  fu n c io n es  de p e r te n e n c ia  v e r i f ic a n
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X i « x

Es o b v lo , que l a  d i f e r e n c l a  e x is ta n t e  e n tr e  l a  d e f in ic iô n  

c l 6 s i c a  de p a r t i c i 6 n de o rden  k en te rm in e s  de l a  fu n c iô n  c a r a c t e r l s t i c a  

y l a  de k - p a r t i c i 6 n d i f u s a ,  r a d ic a  en que m ie n tra s  eh l a  p rim e ra , e l  conjun 

to  X queda c l a s i f i c a d o  en K c o n ju n to s  b ien  de te rm in ad o s , es d e c i r  , no 

d i f u s o s ,  en l a  segunda lo s  e lem en tos de X t ie n e n  p e r te n e n c ia  g ra d u a i a  k 

c o n ju n to s  d i f u s o s .  E s ta  d i f e r e n c i a  e s  a n l lo g a  a  l a  e x is ta n te  e n tr e  l a  Teo- 

r l a  C l6 s i c a  de C on jun tos y l a  T e o rîa  de lo s  C on juntos D ifu so s , po r lo  tari 

to  creem os que e s t a  d e f in ic iô n  de k - p a r t i c i 6 n d if u s a  e s  l a  e x te n s io n  l 6 -  

g ic a  d e l  concep to  de p a r t i c i 6 n o r d in a r ia  de o rden  k .

S i désignâm es p o r X^kJ  e l  c o n ju n to  de l a s  p a r t ic io n e s  o r  

d in a r ia s  de o rden  K so b re  X y p o r ü [ k]  e l  co n ju n to  de l a s  k - p a r t ic io n e s  

d i f u s a s  so b re  X se  d em u es tra  de form a muy s e n c i l l a  que ^ [ k j  es l a  e n -  

v o l tu r a  convexa de xj^kj .

I V  ..........) '  ’ ’' i ' *
J= 1 , • . ,k

e s  d e c i r ,  cada k - p a r t i c i 6 n d i f u s a  X quedarâ  univocam ente d e te rm in ad a  p o r 

una m a tr iz  de n f i l a s  y k co lum nas, de t a l  form a que lo s  e lem en tos de 

c u a lq u ie r  f i l a  son no n e g a t iv e s  y su suma es l a  u n id ad .

N o so tro s  hemos adoptado  e s t a  d e f in ic ië n  de k - p a r t ic io n  

d i f u s a ;  s in  embargo, e x i s t e r  o t r a s  d e f in ic io n e s  a p a r té  d e  é s t a ,  destaquem os 

l a  de Kaufmann (1 .9 7 7 ) ,  u t i l i z a d a  por ê s te  p a ra  d em o stra r e l  Teorema de Ba 

y es  p a ra  su ceso s d if u s o s ;  pensamos que e s t a  d e f i n i c i 6 n s i  b ien  t i e n e  una 

c i e r t a  sem ejanza en cu an to  a l a  formia, a  l a  d e f in ic iô n  c l a s i c a ,  no o c u rre  

lo  mismo en cuan to  a l  fondo c o n c e p tu a l y po r e so , creem os, que l a  e x p re s ié n
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que IBoma e l  Teorema de Bayes se  a p a r ta  b a s ta n te  ta n to  de l a  form a c l& s ic a , 

como de l a  t e r î a  p r o b a b l l l s t l c a  p a ra  su ceso s d i f u s o s .

I I . 2 . 2 . -  DEFINICION DE MEDIDA DE NITIDEZ PARA UNA K- PARTICIQN DIFUSA. 

EJB.1PÜ0.

Denominaremos Medida de N itid e z  p a ra  una k -  p a r t i c i 6 n d i  

f u s a ,  a  to d a  fu n c iô n

V : x[k] >[o , 1]

v e r i f ic a n d o  :

I I . 2 . 2 . 1 . -  ^ ( F ^ )  = 1 s i  y so lo  s i  p a ra  todo de X e x is te  un

c o n ju n to  d ifu s o  X  ̂ de l a  k -  p a r t ie iô n  d if u s a  cuya fu n c iô n  de 

p e r te n e n c ia  p a ra  x^ toma e l  v a lo r  1 y l a  func iôn  de p e r te n e n c ia  

p a ra  lo s  r e s ta n te s  c o n ju n to s  d ifu s o s  de l a  p a r t ic iô n  toma e l  va

l o r  c e r o . ^ ( F ^ )  *» 1 s i  y so lo  s i  F^ e s  una p a r t ic iÔ n  de orden 

k no d i f u s a .

1 1 , 2 . 2 . 2 . -  ^  a lc a n z a  un mlnimo lînicam ente p a ra  l a  k - p a r t ic iô n .

i*"! # * * y n

1 1 *2 *2 . 3 . -  es una fu n c iô n  c o n tin u a  re s p e c te  a  l a  m é tr ic a  

d e f in id a  en , m edian te

» "= X -\>  -  ' / t - a x a  ( (F ^ -3 ^) (F^-G^)T ) y x [k ]
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1 1 .2 ,2 .4 . -  P a ra  todo  p a r  de k - p a r t ic io n e s  d i f u s a s ,  t a i e s  que

1/k

V j

\

en to n ce s

E vlden tem ente s e r in  muchas l a s  m edldas que v e r l f i c a r in  

e s ta s  p ro p ied ad es  po r lo  que p o d r îa  p en sa rse  en l a  p o s ib i l id a d  de e s tu d la r  

l a  form a de r e s t r i n g l r  l a  c la s e  de to d a s  l a s  M edldas de N itid e z  p a ra  

k - p a r t ic io n e s  d ifu s a s  d e f in id a s  so b re  un co n ju n to  X de n e lem en tos; i s t s  

es un problem a que dejam os a b ie r to  p a ra  p o s te r io r e s  e s tu d io s .

Veamos que a  p a r t i r  d e l  fu n c io n a l de O nicescu se puede 

o b te n e r  una Medida de N itid e z  p a ra  k - p a r t ic io n e s  d i f u s a s .  En e fe c to ;

E l fu n c io n a l de X_ en jo , l j  d e f in id o  por

H (F ) = ; I I (f^^x ))'
X n ^5  ̂ j “ ”l

es una Medida de N itid e z  p a ra  k - p a r t ic io n e s  d i f u s a s .

Veamos que v e r i f i e s  l a s  p ro p ied ad es  1 1 ,2 .2 .1  , I I . 2 .2 .2 ,  

I I . 2 .2 .3  y I I . 2 .2 .4  .
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I I . 2 . 2 . 1 . -  S i 1 S ï  = 1 .
n i=1 Ja1 X i

tendreraos que d am o s tra r que c u a lq u ie ra  que se a  p e r te n e c ie n te  a X , e x is

t e  un co n ju n to  d ifu s o  X"̂  de l a  k - p a r t ic id n  d i f u s a  cuya fu n c iô n  de p e rten en  

c i a  p a ra  toma e l  v a lo r  1 y l a  fu n c iô n  de p e r te n e n c ia  p a ra  lo s  r e s ta n te s  

c o n ju n to s  d ifu s o s  de l a  p a r t i c i i n  toma e l  v a lo r  c e ro .

Supongamos que e s to  no e s  e i e r t o ,  es d e c i r ,  dado x .<  X 

>0 p a ra  todo  c o n ju n to  d ifu s o  >Ĉ de l a  p a r t i c i i n ,  e n to n ce s

r*(x. )2  (r*'x“ i ’ = ‘ Y V ’ *  *

y p o r lo  ta n to

I 2
l  (X ,) )  < 1

J=1 ^ ^

de donde

N(F^) < 1

con lo  c u a l se  l l ë g a  a  una c o n tr a d ic c iô n

E l re c ip ro c o  es  in m e d ia to .

e Je  I I . 2 . 2 . 2 . -  Veamos l a  e x i s te n c i a  de un mlnimo unicam ente p a ra  l a  k - p a r t i -  

c id n  d i f u s a
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En e fe c to

T eniendo en c u e n ta  que se  puede id e n t i f i c a n  , con

ju n t is ta m e n te , con un subcon jun to  de |o  , l j  , podemos c o n s id e ra r  la  

fu n c iô n  N  d e f in id a  de ese  subcon jun to  en [o » “•] , Qs d e c i r

n k
jN (f (x ) , . . , f  ( X ) , f  (x ) , , , , f  (x ) , . » , f  (x ) , , , , f  (:« ) ) = —  ̂  ̂ ))

A l  A I  A  6  A  6 A i l  X H  fl j=1 *

p o r lo  ta n to  se t r a t a r i  de e n c o n tra r  lo s  extrem os de l a  fu n c ié n iV c o n  la s  

r e s t r i c c io n e s

,n )

U til iz a n d o  lo s  m u l tip lic a d o re s  de L agrange, ca lcu la rem o s 

lo s  extrem os de l a  fu n c ié n

k n
1 )

'  s h À  •  ^ ',2  f i ' * , '  I fx'»n' -J=»1i=1 J=1 J=*1

O erivando ^  con re s p e c te  a  f^ (x ^ )  , i = 1 , . . , n  ; J = 1 , . . , k  

se o b t ie n s ,  p a ra  s im p l i f i c a r  l a s  notarem os en forma m a t r i c ie l .

Ô<P
d f ; J ( x .) y i = i , . , n  

^ " / j = i , . , k

- 2  f ^ ( x  )-Xn X n n

I 2 A, ..

—2 f  (X )— % 
n X n n

•* n^

-2  f \ x  ) -  A 
n X n n
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Ahora b ie n .

C u a lq u ie ra  que s e a  i  , se  t i e n e  que

h   ;  :  <<«!>

y te n ie n d o  en c u e n ta  l a s  r e s t r i c c i o n e s  im puestas  ee o b t i e n s

k » 1 V i ,

e s  d e c i r

-  r V i , JX i  k

Por lo  t a n t o  e l  finico extremo de N  se  a lc a n z a  p a ra  l a  

k - p a r t i c i i n  d i f u s a

'^x*'............................................ j - 1 ...........k

i = 1 , . . . n

C alcu lando  l a  s u c e s i i n  de h e s s ia n o s  de d rd enes  1 , 2 , , , , , n x k  

de N  , se  o b t i e n s

2 n (k -1 )  nk

p o r  l o  que e l  punto extremo a n t e r i o r  co rresponde  a  un minime.

I I . 2 . 2 . 3 . -  Veamos l a  c o n t in u id a d  de N  *

En e f e c t o ,  veamos que
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V e>o 3<i>0 /  0 (F ^ ,Q ^ )<(i entonces |^ (F ^ )  -  iV(G^)(: e

A1 sep

iN,v-iv.ô .i 41 u  44‘V'̂ i

4  I  5 -  9 x ''i ' |s

f  Z "

4  I  Z (V  I  I  -  g j ( x ^ )  I "  ) ^ a k i

s i  tomamos 6< queda p robada l a  co n t in u id a d  de N  .

1 1 , 2 . 2 . 4 , -  Dadas l a s  k - p a r t i c i o n e s  d i f u s a s

t a l e s  que

Fx<°X

entonces

En e f e c t o ,  p a ra  todo j  , se v e r i f i e s
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* U x 'V  ■ ;

con lo  c u a l

.2 1 k

y ten ie n d o  en c u e n ta  que

j t  '  I  -  •-

se  l l e g a  a  que

k I 2 k I 2

f in a lm e n te  sumando en i ,  y d iv ld le n d o  p o r  n , s e  t i e n e

N ( f^)

E s ta  medida A T,ha  s id o  u t i l i z a d q  con ë x i t o  por 

Bezdek ( 1 ,9 7 4 ,  1 ,975  ) y Ounn ( 1 ,9 7 4 ,  1 ,977 ) en e l  A n i l l s i s  de Conglo 

merados, s i n  embargo no l a  enmarcan d e n t r o  de una T e o r la  g e n e r a l  de Medidas 

de N i t i d e z  p a ra  k - p a r t i c i o n e s  d i f u s a s ,

F in a lm en te ,  como o c u r r e  p a ra  l o s  c o n ju n to s  y sucesos  d i f u  

SOS , e x i s t e  o t r a  v ia  p a ra  c u a n t i f i c a r  l a  im p r e c i s i i n  a s o c ia d a  a  l a s  k -p a r
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t l c i o n e s  d i f u s a s .  E l fu n c io n a l  mas im p ortan te  u t i l i z a d o  pa ra  medir l a  En 

t r o p f a  de una k - p a r t i c i i n  d i f u s a  e s  e l  ob ten ido  a  p a r t i r  d e l  fu n c io n a l  de 

Shannon que toma l a  e x p r e s i i n

n k

Su r e l a c i i n  con l a  medida de N i t id e z  e s tu d ia d a  a n t e r i o r  

mente v ie n s  dada p o r

H(F )
1-  iV(F^) < (   )< -  (k-N(F^))

Log^e
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I I I .O .-  SUf.lARIO

E ste  t e r c e r  c a p i t u l e  e s t a  dedicado a l  e s tu d io  de l a s  Me

d id a s  de N i t i d e z  e In fo rm ac i in  p a ra  sucesos  d i f u s o s .

En l a  p r im era  p a r t e  rea l izam o s  e l  e s tu d io  de l a s  medidas 

de N i t i d e z  p a ra  suceso s  difusos.Comenzamos dando l a  d e f i n i c i o n  de Medida 

de N i t i d e z  p a ra  un suceso d i f u s o ,  p a ra  p a sa r  p os te r io rm o n te  a d a r  dos -  

teorem as . El primero  de e l l o s  a seg u ra  l a  e x i s t e n c i a  de Medidas de N i t id e z  

p a ra  sucesos  d i f u s o s ,  s iendo  e l  c o n ju n to  X sobre  e l  que se def in en  un con 

Jun to  c u a lq u i e r a ;  p a ra  l a  d e m o s tra c i in  de e s t e  teorema nos hemos basado 

en a lg un os  r e s u l t a d o s  de Kf'jOPFMACHER (1 .975) en e l  e s tu d io  de E n trop las  

D ifu s a s .  El segundo c a r a c t e r i z a  l a s  medidas que son v a lo ra c io n e s  en H x ) ,  

s iendo  e l  co n ju n to  X un co n ju n to  f in i to .D es taqu om o s  que en e s t a  e s tu d io  

de Medidas de N i t id e z  p a ra  sucesos  d i f u s o s  no in t e r v i e n e n  l a s  p r o b a b i l i d a  

des de l o s  su cesos  d i f u s o s ,  s ino  l a  medida de p ro b a b i l id a d  P d e f i n id a  so

b re  e l  c sp ac io  m u e s t r a l .

En l a  segunda p a r t e  de e s t e  c a p i t u l e  présentâm es un mëto 

do pa ra  medir l a  c e r t id um b re  o in fo rm ac iôn  de c a r â c t e r  a l e a t o r i o ,  que un 

suceso d i f u s o  posee a n t e s  de su r o a l i z a c i o n ,  a t r a v é s  de l a  g e n e r a l i z a -  

c i6 n  d e l  concepto  de Energ la  In fo rm a c io n a l ,  ONICESCU (1 .9 6 6 ) ,  PARDO (1 .977) ,  

THEODORESCU ( 1 .9 7 7 ) ,  p a ra  sucesos  d i f u s o s .  ASAI, TANAKA y OKUDA (1.975) 

(1 .9 7 6 ) ,  (1 .979)  han ro a l iz a d o  un e s tu d io  anâlogo p a ra  c u a n t i f i c a r  l a  En- 

t r o p i a  o in ce r t id um b ro  do c a r â c t e r  a l e a t o r i o  do un suceso  d i f u s o .
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MEDIDAS DE NITIDEZ PARA SUCESOS DIFUSOS

Sea ( X, ) un e sp a c io  de p r o b a b i l i d a d ,  JTlX) l a  c l a s e  

de l o s  co n ju n to s  d i f u s o s  que t i e n e n  su fu n c ié n  de p e r t e n e n c ia  m ed ib le ,  co 

mo ya. hemos v i s t o  en e l  c a p i t u l e  p r im ero ,  e s t e  c o n ju n to  lo  denominaremos 

c l a s e  de l o s  suceso s  d i f u s o s  d e f i n id o s  en ( ,P ) .T ra ta re m o s  de que 

l a s  Medidas de N i t id e z  p a ra  su c e s o s  d i f u s o s ,  s i n  a l t e r a r  l a s  p rop iedad es  

de l a s  Medidas de N i t i d e z  p a ra  c o n ju n to s  d i f u s o s  dependant de l a  medida de 

p ro b a b i l i d a d  P d e f i n i d a  so b re  e l  e sp a c io  p r o b a b i l l s t i c o  ( X , z l ) .

1 1 1 , 1 . 1 . -  SARACTERISTICAS DE DMA MEDIDA DE NITIDEZ PARA SUCESOS DIFUSOS

Se d e f i n e  una medida de N i t id e z  p a ra  su ce so s  d i f u s o s  como

una fu n c ié n

Np : F ( X )  >[o  , l ]

que v e r i f i e s :

I II I I . 1 . 1 . 1 . -  Np(f^) ■ 1 s i  y so lo  s i  f ^ ( x )  a  0 6 1. p a r a  todo  < ^X-A

con P(A)=0.

I I I . 1 . 1 . 2 . -  Np(f^J a lc a n z a  un icam ente  un minime p a ra  f ^ / x )  ■ 1 /2  p a ra  to  

do X eX-A con P(A)**0.

I I I . 1 . 1 . 3 . -  La fu n c iâ n  Np es  c o n t in u a  r e s p e c te  de l a  m â t r i c a  d e f i n id a  en 

F (X )  por

= .u p  I f  J (x) -  f ‘ (x) I r t x l

% f X
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I I I . 1 . 1 , 4 . -  Dados lo s  sucesos d ifu so s  f^ , f^ ta le s  que

fJ  ^  f l

en to n ce s

f ^  ^  f ^  V X eX-A con P(A)=0

A c o n t in u a c ié n  , d a r e n o s  dos  t e o r e m a s ,  uno que  a s e g u r a  l a  

e x i s t e n c i a  de Medidas de N i t id e z  p a r a  s u c e s o s  d i f u s o s  y o t r o  que  c a r a c t c r i  

za  l a s  Medidas de N i t id e z  que son v a l o r a c i o n e s  en e l  r e t i c u l o  F ( X ) ,  con 

X f i n i t o .

I I I . 1 .2 . -  TEOREMAS DE EXISTeJCIA Y CARACTERIZACIOrj DE I:EÜIDA3 DE MITIUEZ 

PARA SUCESOS DIFUSOS.

Comenzaremos dando e l  t eo roma  de e x i s t e n c i a  p a r a  p o s t e r i o r  

mente p a s a r  a l  de c a r a c t e r i z a c i 6 n .

I I I . 1 .2 .1 . -TEOREMA

Dado un esp ac io  de  p r o b a b i l i d a d  ( ) , donde zj  es

un g - â l o e b r a  sob re  X v P es  una medi da  de p r o b a b i l i d a d  d e f i n i d a  s o b r e  X, 

en to nce s  to d a  fu n c iâ n  N^ de F ( X )  en ĵ O l j  . d e f i n i d a  como l a  i n t e g r a l  

de S t ie l t je s -B .e b e sg u e  de c u a lg u i e r  medida  p u n t u a l  de N i t i d e z

" p 4 '  '  =
X

es una Medida de N i t id e z  p a ra  sucesos  d i f u s o s .

Demostraciôn;

Veamos que  ii^ v c r i f i c a  I I I . 1 . 1 . 1  , I I I .  1 . 1 . 2  , I I I .  1 . 1 , 3
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I I I . 1 . 1 . 1 . -

"p'<> ■ m ( r ( x ) )  P(dx) = 1

s i  y so lo  s i

f ^ (x )  = O 6 1 V x c X  c a s i  seg u ra

en tonces

En e f e c t o ,  s i m(f^) P(dx) 3 1

(1 -  m{fjJ(x) ) P(dx) = 0

de donde

V x 1 -  in ( f^ (x ) )  3 0 c a s i  seguro

y po r  l a s  p ro p ie d a d e s  de m, se  t i e n e  que

f^ ( x )  3 O 6 1 c a s i  seguro

T r iv ia lm e n te ,  s i  f ^ ( x )  3  o  6 1, e n ton ces  m ( f^ (x )  = 1 V x

1 P(dx) 3 1.

-̂ X

I I I . 1 .1 .2  . -  Veamos que a lc a n z a  un mlnimo dnicamente en f ^ (x )3  1 /2  V x

En e f e c t o ,  a l  s e r

m ( f ^ (x )  = % ) <  m ( f ^ ( x ) ) V f ^  c f ( X ) ,  V X
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se t i e n e

m ( f j ( x )  = y,) P(dx) s m ( f 4 x )  P(dx)

de donde

con lo  c u a l  queda demostrada l a  e x i s t e n c i a  de un nînimo a b s o lu te  en f  {;<) = ',.

Veamos que no e x i s t e  o t r o  suceso d i f u s o  con f^ (x )  /  

p a r a  a lgd n  x , p a ra  e l  c u a l  se a lc a n c e  e l  mlnimo a b s o lu te  a n t e r i o r ,

Supongamos que se a lca n zaso  p a ra  e l  suceso d i fu so  f  con 

f ^ ( x )  ^  % p a ra  a lgun  x, en tonces  se t e n d r l a

Np(f%) » N p(f^(x )  = %)

con lo  c u a l

(m ( f ^ ( x )  -  m ( f ^ (x )  = !j) ) P( dx)  = 0

con

m (f^{x )  ) >m ( f^ Jx )  ='/,) V X

lo  c u a l  es  ab su rd o .

Por lo  t a n t o
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y a l  sen m una Medida p u n tu a l  de N i t i d e z  , sa t i e n e  que

f^ (x )  = f ^ ( x )  = y, V X (X

I I I . 1 . 1 . 3 , -  Tendremos que d e m o s tra r  que

V f > 0  3 d > 0  /  |N p(f^ )  -  Np(f^) |< 6

En e f e c t o ,

Al s e r  m c o n t in u a  en un compacte es  uniformemcnte c o n t i 

nua, po r  lo  t a n t o  dado e l  e a n t e r i o r  3 0*de t a l  forma que

V f^ ( x )  , f ^ ( x )  con | f ^ | x )  -  f ^ ( x ) | < 6  , |m ( f ^ ( x ) J - n i  ( f ^ (x ) ) |  <g

es d e c i r

-  fi < m ( f ^ l x )  -  m ( f ^ (x )  < fi

por lo  t a n t o

-  e < (m ( f ^ ( x )  -  m ( f ^ ( x ) )  P(dx)< fi

jU pC fS -  Np(f^,) I < fi , s i n  mas que tom ar 6 <6*

I I I . 1 . 1 . 4 . “  Veamos que s i  f ^  , f ^  son dos sucesos  d i f u s o s  t a i e s  que

f  J X f l V xe X -  A con P(A) = O
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 ̂ «p"'x>

En e f e c t o ,  a l  s e r

f j ( x )  k r ^ ( x , Si  f  ( x ) 2  1 / 2

-J  ( x ) s  f  (x) s i  f  (x)  ̂ 1 /2

se  t i e n e

"p<^x> m ( f ^ ( x )  ) P(dx) = m ( f ^ / x )  ) P(dx) f

A^= {x/ (x)>% }

m ( f ^ J x )  ) P(dx) +

A2=(x/ f l ( x ) =  % } A ={x /  f  ( x) < ;;}

m (f^^x )  ) P(dx) + m (f^^x)  ) P(dx) +

A^={x /  f ^ ( x )  > y,} Ag= { X /  f,  ( x ) =  . '4

m (f^Xx) P(dx) = N p (f l )

A3 ={ X /  f ^ ( x )  < %}

COROLARIO

Si u t i l i z a m o s  como medida punt ual  de N i t i d e z  l a  obteni r
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a  p a r t i r  d e l  f u n c io n a l  de O n icescu ,  se o b t i e n e  La Medida do N i t id e z

y te n ien d o  en c u e n ta  que

m (x) = ( f ^ l x )  )^  + ( 1 -

. fJse puede e x p re s a r  como g » f^  donde g v iene  detorm inada por

2 2 
g(y )=  y + ( 1 -  y )

La medida de N i t id e z  a n t e r i o r  v ien e  de te rm in ada  por l a  e x p r e s i i n

m ( f J ( x ) )  P(dx) ( y^ -  ( 1 -  y )^ )  P * d y )

donde P r e p r é s e n ta  l a  p r o b a b i l i d a d  in d u c id a  por l a  fu n c iâ n  medible  f

V is to  e l  teorem a a n t e r i o r  que nos p e rm ite  c o n s t r u i r  Medi 

das  de N i t id e z  p a ra  su ce so s  d i f u s o s ,  vamos a  d a r  un teorema de c a r a c t e r i -  

zac iô n  en e l  supues to  de que X se a  un co n jun to  f i n i t o  y e l  a -  a lg e b r a  d£ 

f i n i d o  sobre  X sea  p a r t e s  de X, En e s t e  caso  L^(X) c o i n c i d i r â  con JT^(X), 

s iend o  1%(X) l a  c l a s e  de l o s  su ceso s  d e f i n id o s  sobre  X.
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I I I . 1 , 2 . 2 . -  TEOREMA

Sea  { X , P(X), P ) un e s p a c i o  de p r o b a b i l i d a d  . La c o n d i

c i6 n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  que  N s e a  una  Medida de N i t i d e z  de v a lo  
 --------------------------------------------------------------  P ---------------------------------------------------------
r a c i ô n  p a ra  su c e s o s  d i f u s o s  es  que Np s e  pueda e x p r e s a r  como

donde l a s  son medidas de a u t o n i t i d e z  p a r a  x^ ,  k = 1 , , . . , n

A ntes do d em o s tra r  e s t e  t eo r ema  e s  n e c e s a r i o  d a r  e l  s i -

g u ie n t e  Lema:

La c o n d ic ié n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  qu e  N^ s e a  una 

v a lo r a c iô n  en T^(X) es  que se cumpla p a r a  t od o  r ,  l ^ r s n

rj ( r j )  = N ( r j ( x  ) , . . . , f ; J ( x  ) , 0 , . . . . , 0 )  + n ( o , . . . , f J ( x   rii-A ) ) - i
P a  p  A 1 A r  M A /'  n

La d em o s trac iôn  l a  omi t i mo s d ada  su se rne j anza  con l a  d e l  

Lema v i s t o  en e l  c a p i t u l e  a n t e r i o r  y u t i l i z a d o  en l a  c a r a c t e r i z a c i ô n  de 

l a s  Medidas de N i t i d e z  p a ra  c o n ju n to s  d i f u s o s ,  s a l v a n d o  l a s  m a t i z a c i o n o s  

d e r iv a d a s  do l a  in t e r v e n c i ô n  en e s t e  caso de l a s  p r o b a b i l i d a d e s

El teorem a lo  d e mo s t r a r e m o s  p o r  i n d u c c i ô n  .Comenzarorios 

demostrando l a  c e r t c z a  d e l  teorema p a r a  n=2.

Veamos que s i  os una Medida de  N i t i d e z  do v a l o r a c i ô n

p a ra  su cesos  d i f u s o s ,  en to nces

2
p = < p ( p ^ ) . p ( » , )  ) . - ipY .) .  J ,  ) P IX,)
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Por s e r  v a lo r a c iô n  en f^(X) , so cumple

I I I . 1 . 2 .2 . 1  N ( f j ( x . ) , f j ( x _ ^ )  = N ( f ^ ( x . )  , 0) 4- N <0 , f f ( x „ ) )  -  1 p X T X ^  p X *  p

s i  def in im os

 ►[o t l]

X 1 X 1  p (x^)

"'2 ‘ ^ * 2 ^   [0 . 1]

Y - 2 '  ----------

Np< 0 ,  f ^ t x ^ ) )  -  p tx^ )

P(X2>

se t i e n e  por I I I . 1 . 2 . 2 . 1  y p o r  l a s  h i p ô t e s i s  do como e s t â n  d e f i n id a s  

m^ que

Np(f^,) = ) » p (x^) m ^(f^^x^))  + pCx^) P tx ^ l+ p t x ^ l - l :

I .  p ' * k '  •k=1

con lo  c u a l  nos queda por  v e r  que l a s  , i  = 1 ,2  son medidas p u n tu a lc s  

de N i t i d e z .

I I . 1 . 1 . 1 . -  Veamos que m ^(f^(x^^)  = 1 s i  y so lo  s i  f ^ ( x ^ )  = 0 o 1 . V xj cX-A, 

con P(A) 3  O.

En e f e c t o ,  p a ra  i  = 1 , a l  s e r
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se  t i e n e  que

p(x^)

= 1

es d e c i r

N p ( f^ (x ^ ) ,  0 ) = 1

y po r  l a  d e f i n i c i ô n  de N se  t i e n e  que f^ (x ^ )  = 0 6 1, s i  X-A con

Analogamente se  d e m o s tra r la  pa ra

I I . 1 . 1 . 2 . -  Veamos que e l  ûn ico  v a lo r  en e l  c u a l  y a lcanzan  un mlnimo

es  f ^ (x  ) 3 X pa ra  m y f ^ ( x  ) = % pa ra  m , V x , x cX-A con P(A) = O X i  1 X 2  2 1 2

En e f e c t o ,  como

se  t i e n e  que

N
P

(f^ (x ^ )  , O )%N ( = % , 0 )  V x ^ f  X-A con P(A) = O

luego

N p(f^ (X i) ,  0 ) -  p tx ^ )  "p(f%(x^) = 0 ) -  p ( x 4

p(x^) p(x^

de donde
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m ( f ^ (x  )) 2  m ( f ^ (x  ) = % )  V f^ (x  ) V x « X-A con
i X l  1 A l  A l  1

P(A) = O.

con lo  c u a l  queda demostrada. l a  e x i s t e n c i a  de un mlnimo en f^ (x ^ )  » % p a ra

m̂  , Anâlogamente se d e m o s t r a r la  p a ra  m^.

Veamos, co n ju n tam en te ,  que e l  mlnimo se a lc a n z a  unicamen^

t e  en f^(x^^) = % , i=  1 , 2 ,  p a r  m̂  y m^.

Supongamos que m ^ y m ^  a lc a n z a se n  tambi^n e l  mlnimo en 

f^ (x^)= t_ j ,  , r e s p e c t iv a m e n te ,  e n to n c e s  se t e n d r l a  que

= t ^ )  = m^(f^(x^) 3 ) y ^ '

Ahora b ien  , como

2

"p'^x> -  " k 'fx '*k '= Y  » '*k ' -

2

= k L  p (* k '  " k ‘ ’’*x‘ ’‘k ’= " ’ '  " p ' C '

se l l e g a  a que en ( f ^ (x  )= t  , f ^ ( x  )= t  ) ,  fj a l c a n z a  un mlnimo a b s o lu to ,  
X  1 1 X 2  2  p

pero  e s to  es absurdo ya que e l  mlnimo de N se  a lc a n z a  unicamente

1 1 , 1 , 1 , 3 . -  La co n t in u id a d  de m̂  y m  ̂ e s t a  a so gu rad a  por l a  co n t in u id ad

de M .
P
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1 1 , 1 , 1 , 4 , -  Veamos que s i

O S f ^ ( x ^ ) S 1 / 2

p a ra  1 /2 <  i  1

p a r a  O s < 1/ 2

V X  ̂  ̂ X-A con

P(A)=0

en to n ce s

v e r i f i c a  que

t i ^ ( f ^( x^)  ^ ( a n a l o g a m e n t e  p a r a  )

S i  v e r i f i c a  l a  co n d ic io n  a n t e r i o r  e n t o n c e s  t ar ib i én  so

( f ^ ( x ^  ) ,  0 ) ^ ( f ^ ( x _ ^ ) ,  0  ) p o r  l o  t a n t o

y en co nsecuen c ia

Veamos que s i

en tonces  N es una Medida de N i t id e z  de v a l o r a c i ô n  p a r a  s u c e s o s  d i f u s o :  
-----------  p ----------------------------------------------------------------------------------------------------

Es in m e d ia to ,  que M es  una  medi da  de N i t i d e z  p a r a  s u c e s o :  
p
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d i f u s o s ,  veamos que e s  de v a lo r a c iô n .

S e râ  s u f i c i e n t e  p ro b a r  que 

N (f;J(x ) , r j ( x  ))  3 N ( f j ( x  ) , 0 )  + N ( o , f ; J ( x J )  -  1
p / S l A t  p A I  p  A  1

a h o ra  b ien

N ) , 0 )  -  p(x ) N (0 , f ; [ (x  )) -  p(x )
= p(x ) ( - P - J L J ----------------- 2 _  J ^  ) ( __p-------L J ------------- L )

p(x^)  ptXg)

N ( f J ( x  ) , 0 )  + N (0 ,f ;J (x  ) ) -  1
p  A  I p  X 2

con lo  c u a l  queda demostrado e l  teorema pa ra  n=̂ 2.

Veamos que e l  teorem a es  c i e r t o  pa ra  n s3 .

S i  n es  una Medida de N i t id e z  do v a lo r a c iô n  p a ra  sucesos
—  p  --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------------------

d i f u s o s ,  en ton ces

ne que

Por s e r  N una Medida de N i t i d e z  de v a lo r a c iô n  , se  tiM 
P



85

Definimos l a  func ion

4 y z ' > °  >
donde

p(x^)  pfXg)
q= ( p (x  ) 4- -------  , p (X ) 4- -------- )

 ̂ 2   ̂ 2

Es inm ed ia to  comprobar q u eH e s  una Medida de N i t i d e z  pa 

pa su c eso s  d i f u s o s .  Veamos que es  de v a lo r a c iô n .

Al s e r  N p or  h i p ô t e s i s  una Nodida de N i t i d e z  de v a l o r a  
P

c iô n  , se  t i e n e

haciendo f^Xx^) = 0 , tenemos

N ( r*(x ),f;[{x ) ,0 )  3 N ( f j ( x  ) ,0 ,0 )  4- N (0 , f J ( x  ) ,0)  -  1
p A l A f c  P A 1 p A c

y por  l a  d e f i n i c i ô n  de H se  l l e g a  a  que

H ( f J ( x , ) , f J ( x _ ) )  = H ( f J ( x  ) , 0  ) + H (O .f J jx  ) ) -  1
Q A 1 A 2 Q A 1 / \ c

Por t a n t o  queda p r o ba d o  que U e s  una Medida de N i t i d e z

de v a lo r a c iô n  p a ra  su ce so s  d i f u s o s ,

Como e l  teorema e s  c i e r t o  p a r a  n=2,  3 0  t i e n e  que 

2
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donde

N ( f ^ ( x ^ ) , 0 , 0 )  -  pCx^)- p(Xg) /  2

° i ' f x ( N »  ------------------------------------------------
p(x^) -  p(Xg) /  2

( 0 , f ^ ( x ^ ) , 0 )  -  p (x^)  -p(Xg) /  2

ptXg) -  p(Xg) /  2

y s i  ap licam os e l  Lema enunciado a n te r io r m e n te ,  tenemos

"p<"x<N>-Y-^2 ' - Y ’'3>> -  * "p"’i<N>-''x'«2>-°' -  '  -

■ "p'°'°'fx'«3» > * " q 4 ' N ' ' Y » 2 "

= N ( 0 , 0 ,W ( x ^ ) )  + H ( f j ( x . ) , 0 )  + H ( 0 , f J ( x  ))  -  2 =p A O  q A 1 q A 6

= N ( 0 , 0 , f J ( x ^ ) )  4. N ( f v ( x . ) , 0 , 0 )  4- N ( 0 , H ( x  ) , 0 )  -  2 .
p A O  P A  I P A 4

D efin iend o :

m̂  : F x ^ ) ---------- —" [o , l ]
N ( f ; J { x . ) , 0 , 0 )  -  p(x ) -  p(x ) 

J J P X 1 1 3
I _____   3P.

p(x^)

^2 : F x ^ )  ------------— [o , l ]

II { Q, f i i x  ) , 0)  -  p(x ) -  p(x_)
. P "  4 1 0

Y*1>------- '"2‘Y ’‘2” ' --------------------------------
p(x^)
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î F x  )  > [o  , i]

n ( o , o , H ( x  )) -  p(x ) -  p(v )

----------> "3‘Y « 3-> = - - - - - , ,------------------
P ix j l

se comprueba fa c i lm o n to  que

" p " i '  -  j ,  » ('k '

y q u e  l a s  m ^ ( f ^ ( x ^ ) ) son medldas p u n t u a l e s  de f J i t i d e z  con l o  c u a l  quoda 

dem ostrado .

Demostraremos ah o ra  e l  r o c i p r o c o ,  e s  d e c i r ,  s i

donde l a s  m son medidas p u n tu a l e s  j e  N i t i d e z ,  e n t o n c e s  M es una Nodi  
--------------- k — ------------------------------------------------------------------  p ------------------ ---
da de N i t i d e z  de v a lo ra c iô n  p a ra  s u c e s o s  d i f u s o s .

Es inm ed ia to  c omp r ob a r  que  iJ cumple l a s  c u a t r o  p r o p i c d a  

des  de Medida de N i t i d e z  p a ra  suceso s  d i f u s o s  . Veamos quo e s  v a l o r a c i ô n ,  

en e f e c t o ;

Sabemos que

S i  hacemos f^(%^^) = 0 ,  tonomos quo

= P(%i) + pi - . )  m p t x . )
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anâlogam ente  s i  hacemos = 0 , = 0 , tenemos que

N ^ (0 ,0 , f j | ( x ^ ) )  = p(x^)  + ptXg) +• p(Xg) 

de donde r é s u l t a

"p'"x> p(»k' ->

Analogamente se  d e m o s t r a r la  que

M (fJ) = U (0,fJ(x ),fJ^x )) + « (fi(x ),0,0) -  1
p / \  P  A » A w  p A l

con lo  c u a l  queda demostrado que N es  v a lo r a c lâ n  y e l  tcorem a es c i e r t o
P

p a ra  n=3.

Tenemos que dem o s tra r  que N es  una Medida de N i t l d e z  de
-----------------------------    p--------------- ------ ------- -

v a lo r a c iô n  p a ra  su cesos  d i f u s o s  s i  y so lo  s i

"p‘ x̂> '  p '« i'

donde l a s  son medidas p u n tu a le s  de t i i t i d e z .

en to n c e s

Veamos que s i  N es una Medida de N i t i d e z  de v a lo r a c ié n ,  
-   -  " -  P        " ■

j .  _ !ï .  , J ,
V v - J i

Definimos
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 < ‘ V 1 > ’ ...........

donde  p ( x ^ )
q = ( p ( x ^ )  + ---------------------- — +• p(X ) ) e s  l a  d i s t r i b u c i o t i

K-  1 k-1

de p r o b a b i l i d a d  a s o c i a d a  a  ( x ^ , x ^ , . .  y p=(p( x^ ,p{ x̂  ) ) .

Se comprueba  f a c i l m e n t e  que  H e s  u n a . Medida de N i t i d e z  

de  v a l o r a c l 6 n  p o r  l o  t a n t o  p ode nos  a p l i c a r  l a  h i p ô t e s i s  de i n d u c c i o n  y t £  

nemos

k-1

=H ( f i ( x  ) , 0 , . . , 0 )  + H ( 0 , f j ( x ^ ) , 0 , . . , 0 ) +  . . . +  H ( 0 , . . , 0 , f ; J ( x  ) - d ; - 2 )
q X l  q X 6 q a K — l

donde

H ( 0 , . . , f ^ ( x  ) , . . , 0 ) - p ( x  ) - , . - p ( x .  ) - p ( x  ) - . . - p ( x ,  ) -  —
q A 1 1 1 —1 !+■ I l ' - i  k_ {

G . ( f i ( x , ) )  = ---------------------------------------------------------------------------------------------------------i  X i

a p l i c a n d o  e l  Lema,

p ( x ^ )  + p ( x ^)  /  ( k - 1 )

N ( f J )  = N ( 0 , . . , 0 , f J ( x  ) )  + N ( H ( x  ) , . . . , H ( x  ) , 0 )  -  1 =
P A P A  l\ p /\ I K"* I

( k-1 .
= Il ( 0 ,  O.HCx ) )  + H ( H ( x  ) , . . . , H ( x  )) -  1 =

P A K  q y \ l  / \ K —I

= N ( 0 , . . , 0 , f J ( x ,  ))  + N  ( f J / x ^ ) , 0 , . . , 0 )  4 -  + M ( 0 ,  ) , ' J ) - ( I ; - I )
p X k p A 1 p IX—1

y d e f i n i e n d o
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N ( O , ) , . . , 0 ) - p ( x  ) -p (x  ) -  - p ( x .  ) - p (x  ) -  . .  - p ( x  )p X I  1 d 1-1 1—1 k
--------------------------------------------------------------------------------------------

obtenemos

i«1

De l a  misma forma que p a ra  n=3 se d e m o s t ra r fa  que l a s  

l = 1 , , . . , k  son medidas p u n tu a le s  de N it idez*

Por d l t im o  , omitimos l a  dem os trac iôn  por s e r  anâ log a  a l  

caso  n = 3 ,e l  r e c îp ro c o  , e s  d e c i r

k

= .1 » ( * i )1=1p

donde l a s  m  ̂ son medidas p u n tu a l e s  de N i t i d e z ,  e n to n ce s  N es  una Medida 

de N i t id e z  de v a lo ra c iô n  p a ra  su ce so s  d i f u s o s .

I I I . 2 . -  LA B'IERGIA IfJFORMACIONAL CCMC MEDIDA DE INFORWCIOM PARA SUCESOS 

DIFUSOS

Comenzaremos dando l a s  d e f l n i c i o n e s  de E nerg la  In form acio  

n a l  de un con jun to  d i f u s o ,  E nergfa  In fo rm ac io n a l  c o n d ic io n a d a  y E nerg la  I  

In fo rm ac io n a l  co n ju n ta  de dos su ce so s  d i f u s o s ,  p a ra  p o s te r io r m e n te  p a sa r  

a  a n a l i z a r  l a s  p ro p ied ad es  y r e l a c i o n e s  e n t r e  ô s t a s .
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I I I . 2 . 1 . -  ENERGIA INFORMACIOhiAL DE UM SUCEGO DiruSO

Se denomina E n e r g i a  I n f o r n a c i o n a l  da un s uc c s o  d i f u s o

a  l a  e x p re s iô n

6 ( x 4  = ( P(X^) f  ( P(X^)

Es obvio  que l a  e x p r e s i ô n  a n t e r i o r  toma v a l o r e s  e n t r e  1/4 

y 1 ,  a lcanzand o  e l  v a lo r  1 , c u a n d o ^ ( ^ )  ô ^ ( ^ )  toma e l  v a l o r  1, es d e c i r ,  

cuando e l  suceso  ^  o su complemeritario c o i n c i d e  con j( , y a l c a n z a  s i  va 

l o r  1 /4  cuando l a  p r o b a b i l i d a d  d e l  s u c e s o  d i f u s o  ^  y l a  dc su coniplomonta 

r i o  toman e l  v a lo r  1 /2 ,

I I I . 2 . 2 . -  ENERGIA INFORMACIONAL CONDICIONADA

Se denomina E nerg la  I n f o r m a c i o n a l  d e l  s uc es o  d i f u s o  X*, 

c o n d ic io n a d a  pol* e l  suceso  X^ , a  l a  e x p r e s i ô n

e ( x ^ / x * )  = p(x^) e^(x-^/x^) 4- p ( ÿ )  e^(x '* / ï ï ' ' )

donde

e  (X'^/x'') = ( P ( ; ^ /x ' ' )  4- ( P ( % f / ^ )

y 

e,(x-^/î? ' ')  = ( p (xJ /% f) + (p (y /% '" )

I I I . 2 . 3 . -  ENERGIA INFORMACIONAL CONJUNTA

Se denomina E n e r g i a  I n f o r m a c i o n a l  c o n j u n t a  d o  I d s
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su ceso s X'̂  y X̂  a la  ex p resiô n .

e(X '*xx") = ( P(X'^x^) + (P<xJx%k) 4. ( P(X'*xx'') 4. ( PtX^xX^))^

I I I . 2 . 4 , -RELACIONES EXISTBJTES ENTRE LA ENERGIA INFORMACIONAL . ENERGIA IN

FORMACIONAL CONDICIOMADA Y ENERGIA INFORMACIONAL CONJUNTA.

Veamos a  c o n tin u a c iô n  un teorem a que nos r e la c io n a  lo s  

t r è s  co n cep to s a n t e r io r e s .

I I I . 2 . 4 . 1 . -  TEOREMA

Dados lo s  su ceso s  d ifu s o s  ^  y X̂ l a  E nerg fa  In fo rm acio  

n a l  p a ra  su ceso s  d ifu s o s  v e r i f i c a  l a s  s ig u ie n te s  r e la c io n e s :

i t
I I I . 2 . 4 . 1 . 1 . -  ) & e ( ) T )  , dandoso l a  ig u a ld ad  s i

X*̂ y X  ̂ son su ceso s d if u s o s  in d e p e n d ie n te s .  ^

J kI I I . 2 . 4 , 1 . 2 . -  S i  lo s  su ceso s d ifu s o s  X_ y son independ ien  

t e s  en to n ces

e tx ^ x x ^ )  = e (x -^ ) X ecx*")

I I I . 2 . 4 . 1 . 3 . -  g

e tx ^ x x f )  s  e c x ’̂ /xj*)

I I I . 2 . 4 . 1 . 4 . -  e(X ^xX ^) s  6 ( X ‘̂ ) + G (X ^)

D em ostraciôn:
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1 1 1 .2 .4 ,1 ,1 . -  Conslderom os l a  fu n c iô n  convexa

. 2 2 f ( x ,y )  = X 4- y

donde x e y son v a r ia b le s  a l e a to r i a s  no d i f u s a s  tomando x l o s  v a lo r o :

P(X^/X^) y P(xJ/X ^)

con p ro b a b il id a d c s  r e s p e c t iv a s

P(X^) y • P(X^)

e y toma lo s  v a lo re s

PtX^/X^) y P (x J /x ^ )

con p ro b a b il id a d e s  r e s p e c t iv a s

P(X^) y P (x f)

La e sp e ran za  de cada v a r ia b le  a l c a t o r i a ,  s e r a :  

E(x) = P(X^) P(X^/X^) 4- P(X^) P(:<^/x') =

= %  ) + x f  )

E(y) = P ( ; i )  P (X '^ /xS  -  ) =

Por o t r a  p a r te
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f (  E (x ) ,E (y )  ) = ( P ( ^ )  4. ( £ (£ * )

E( f ( x ,y ) )  = E(x^) + E(y^)

(p (x -^ /ÿ ) )^ £ (x '^ )  + (p(x-*/j^))^ PLx^)* (P(.&'^/x'^))^P(^) + (P (x J /x ^ ))^ t (x f ) :

=P()L )((p(x-̂ /x’'))̂  +(p(xJ/%k))̂ l + p(xf) ((p(X'̂ /x"'))̂  + (p(%J/x̂ ))2).

A plicando  l a  d e s lg u a ld a d  dc J c n s s e n , tenemos 

E( f ( x ,y )  ) a f (  E(x) , E(y) )

y a u s t itu y e n d o  ambos v a lo re s  por su s e x p re s lo n e s  c o rre sp o n d ie n te s  c a lc u la d a s  

a n te r lo rm e n te ,  se  t i e n e :

Veamos que se da l a  ig u a ld ad  en caso  de in d ep en d en c ia  de 

lo s  su ce so s  d ifu s o s  X e •

4- (P (xJ/X ^))^P (X ^) +(P(X*^/X*^))^ P (x f)  =

(P(xJ)^) P(X )̂ f  P(%f) (PCX,'*)̂ ) +(jP(x4)^P(x"^) + P(X^)^P(x‘̂ ):

= p ( x * )  ( p ( ^ ) ^  + ( p ( x / ) ) ^  ) f  p ( i f  > ( ( p ( r d ) ) ^  + ( p ( ÿ ) ) ^ )
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e (x -^ ) .

I I I . 2 , 4 . 1 . 2 . -

e ( x J x X ^ )  = (P(X'^xx' ' ) )^ +• (PtX^xR^))^  + (PtX^xX^))^ + =

Ç P(% J))2(P(xk))2+  ( P ( x 4 ) ^ ( P ( x \ ) ^  4- (P (X '^ ))^ (P (x S )"  +

+ (P (X '^))^ (P (x" '))^  =

( p ( % ^ ) ) ^ )  4  ( P ( x - j ) ) ^ ( p ( ; < " ) ) ^  + ( p ( r S ) " :  

=  ( ( P ( X ^ ) ) ^ +  ( P ( R * ^ ) ) ^ )  ( ( P ( ^ ) ) ^  4- ( ( P ( X ' ' ) ) " )  =

e< A  ) X e ( x )  .

I I I . 2 , 4 . 1 . 3 . -

2
© ( X' ^ x x ' ^ )  =  ( P ( X ^ x X ^ ) ) ^ +  ( P ( X ^ x X ^ ) ^  4- ( P ( x / x X ^ ) ) ^  +• ( P C ' A x x ’ ) )  =

.  ( P ( x J / x k } ) 2  P ( X ^ ) 2  4.  ( P ( x J / X ^ ) ) 2 ( p ( % k ) ) 2  4.

4  ( P ( % J / X ^ ) ) 2  ( P ( X ^ ) ) 2  4- ( P ( 7 ; ‘' ) ) ^

s  ( p ( x J / x f ) ) 2  p ( x " )  4. ( P ( x ^ / ÿ ) ) ^  P ( / ‘ ) +

s

4- ( P i x ^ / x ' ^ ) ) ^  P ( x | ^ )  +■ l P ( 7 ' ^ / I i  ) ) ^  P ( ÿ )  = e ( ; c V x ' ' ) ,
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A nalogamente

6 (X ^/X ^)

I I I . 2 . 4 . 1 . 3 . -

e ( ^ x ; i  ) = (P (x Jx x k ))2  + (p (x -^x x S )^  + ( P ( % \ / ) ) ^  4 lP(%-^xx'"))^ s

s  (P(X^/X^))^ (P(X^))^+(P(xJ/X^))^^ (P(x"') +

+ (P (x ^ /x J ) )  (P(X“̂ ))^  + (P(^'^/J5;*)) ( p a 4 ) ^  3

(p (x k ))2  + (p ( x " ) )^  4 (p (x '* ))^  4 (p c% J))2 . e ( x 4  4 e ( x h ,
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I V .-  SUMARIO

E ste  c a p l tu lo  e s t£  ded lcado  a l  e s tu d io  de lo s  p ro c e so s  de 

d e c is io n  de grupo con p r e f e r e n c ia s  in d iv id u a le s  d i f u s a s .

Son im p o rta n te s  lo s  e s tu d io s  r e a l iz a d o s  h a s ta  l a  fe e h a  en 

T e o rla  de l a  D ec is io n  en lo s  que se  t i e n e  en cu e n ta  l a  d ifu s id a d .A  modo de 

resumen y te n ie n d o  en c u e n ta  l a  c la s i f ic a c iÔ n  que d ie  KICKER ( 1 .978  ) de 

lo s  p ro ce so s  de d e c is ié n  u n ie t ip i c o s ,  segûn su co n ten id o  m atem & tico,expone 

mos en e l  cuadro  I  in c lu id o  a l  f i n a l  d e l  Sumario de e s t e  c a p l tu lo ,  l a s  

c o n tr ib u c io n e s  m&s im p o rta n te s  hechas en l a  T e o rla  D ifu sa  de l a  D ec is io n  

p a ra  p ro c e so s  u n ie ta p ic o s .

Comenzamos e s t e  c a p l tu lo  con e l  p lan team ien to  d e l  p ro b le 

ma de d e c is io n ,  a n a liz a n d o  cada  uno de su s e lem entos y re s a lta n d o  l a  d i f e -  

re n c ia  e n t r e  p r e f e r e n c ia s  in d iv id u a le s  d if u s a s  y no d if u s a s  d e l caso  c l a -  

s ic o  .A c o n tin u a c iô n  exponemos a lg u n a s  c o n s id e ra c io n e s  a c e rc a  de l a  m a tr iz  

de co n sen so , u t i l i z a n d o  l a s  Medidas de N itid e z  v i s t a s  en e l  c a p i tu le  I I , p a  

r a  c u a n t i f i c a r  s i  l a s  o p in io n e s  d e l  grupo evo luc ionan  h a c ia  una m a tr iz  de 

consenso  con m£xima o minima n i t i d e z .

F in a lizam o s e s t e  c a p l tu lo  dem ostrando l a  in e x i s te n c ia  de 

una fu n c iô n  de b ie n e s ta r  s o c i a l  p a ra  un problem s de d e c is iô n  de grupo con 

p r e f e r e n c ia s  in d iv id u a le s  d i f u s a s ,  p re v io  e s ta b le c im io n to  de c in co  cond i— 

c io n e s  que considérâm es son l a  tr a d u c c iô n  de l a s  dadas po r Arrow en e l  c a  

so de p re f e r e n c ia s  no d i f u s a s .
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I V .1 . -  PLANTEAMIENTO DE UN PROBLEMA DE DECISION DE GRUPO CON PREFERENCIAS 

INDIVIDUALES DIFUSAS.

Vamos a  fo rm u la r  un problem a de d e c is iô n  de grupo con p re  

f e r e n c ia s  in d iv id u a le s  d i f u s a s ,  s ig u ie n d o  e l  camino que u t i l i z ô  Arrow en 

e l  caso  de p re f e r e n c ia s  no d ifu s a s *

I V .1 .1 , -  ELEMENTOS PE UN PROBLEMA DE DECISION PE GRUPO CON PREFERENCIAS 

INDIVIDUALES DIFUSAS*

En un problem a de d e c is iô n  de grupo con p re f e r e n c ia s  in d i  

v id u a le s  d i f u s a s ,  podemos d i s t i n g u i r  c u a tro  e lem en tos fundam en ta les  en su 

d e s a r r o l lo  : C onjunto  de a l t e r n a t i v e s ,  C onjunto de in d iv id u o s , P re f e re n c ia s  

in d iv id u a l e s , que como veremos p o s te r io rm e n te  se rân  r e la c io n e s  b in a r ie s  

d i f u s a s ,  en e l  c o n ju n to  de a l t e r n a t i v e s  , r e le x iv a s  y t r a n s i t i v e s  y F u n c io - 

nes S o c ia le s .

Vamos a  a n a l i z a r  e s to s  c u a tro  e lem en tos en n u e s tro  p ro b le

IV .1 . 1 . 1 . -  CONJUNTO DE ALTERNATIVAS

E ste  e lem ento  no d i f i e r e  en nada , a l  c o rre sp o n d ie n te  c l i  

s ic o  de Arrow, a s l  p u e s , con sid e ra rem o s un co n ju n to  de a l t e r n a t iv e s

IV ,1 . 1 . 2 . -  CONJUNTO DE INDIVIDUOS

C onsiderarem os que son k lo s  in d iv id u o s  que van a  in te rv e_  

n i r  en e l  problem a
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I V .T .1 .3 .-  PREFERENCIAS INDIVIDUALES

Aqul e s  donde r a d ic a  l a  gran  d i f e r e n c i a  r e s p o c t o  a l  p r o 

blema c lô s ic o  de d e c is iô n  de grupo de  A rrow ,ya que segûn  ô s t e  en / I  e s t a  

d e f in id a  una re la c iô n  b in a r ia  de p re f e r e n c ia s  , que en t é r m in o s  de  l a  fun  

c iô n  c a r a c t e r l s t i c a  se  puede e x p re s a r  como una  f u n c iô n

fiAnA > j o , i j

m ie n tra s  que n o so tro s  tendrem os d e f i n i d a  uha r e l a c i ô n  b i n a r i a  d i f u s a  

que en te rm in e s  de l a  fu n c iô n  de p e r t e n e n c i a  v e n d ra  e x p r e s a d a  p o r

%AkA  ►[o , l ]

U j . a j )  ------

donde f  (a  , a  ) r e p r e s e n ts  e l  g rado  de i n t e n s i d a d  en que  " a . ” e s  p re f e r id o
jR. 1 J ^

a segûn l a  r e la c iô n  b in a r ia  d i f u s a  R̂  ; p o r  e l l o  l a s  p r e f e r e n c i a s  i n d i

v id u a le s  d i f u s a s  vendrân re p re s e n ta d a s  p o r  r e l a c i o n e s  b i n a r i e s  d i f u s a s ,  

que podemos e x p re s a r  m ed ian ts m a t r i c e s . Im pendremos a  e s t a s  r e l a c i o n e s  que 

sean r e f le x iv a s  y t r a n s i t i v e s ,  e s  d e c i r ,  un p r e o r d e n  d i f u s o .

A sf un orden de p r e f e r e n c i a s  d i f u s a s  p a r a  e l  i n d i v i d u o  

t  se  pod râ  r e p r é s e n te r  m edian te  una m a t r i z

con
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E l c o n ju n to  de to d o s  lo s  p o s ib le s  ô rdenes in d iv id u a le s  

d i f u s o s ,  vendrô  dado po r

-S‘  ‘  “ nxn '  ’ •’r ' S ' V *  ■ ■" '

DEFINICION

Un p e r f i l  de p r e f e r e n c ia s  d i f u s a s  es una k -u p la  de ô rd e 

nes de p r e f e r e n c ia  in d iv id u a le s  d ifu s o s

E l co n ju n to  de to d o s  lo s  p o s ib le s  p e r f i l e s  de p r e f e r e n c ia ,

se  d én o ta  por

Z * " ’ .  Z x . ' . ï x  z

IV .1 . 1 . 4 , -  FUNCION SOCIAL

Se denom inarô fu n c iô n  de e le c c iô n  a  to d a  fu n c iô n  que aso

c ie  a  cada  p e r f i l  de ô rd en es  de p r e f e r e n c ia s  d if u s a s  ( p o r ta n to  a  cada  e le  
(k)

mento de ^  ) un o rden  de p re f e r e n c ia s  d i f u s a s  p a ra  l a  so c ie d a d ; es d e c i r
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R

La Imagen de un p e r f i l  (R, ,̂ . .  • »R,*̂ ) m edian te  una funciôn  

de e le c c iô n  s o c i a l  vendrô  re p re s e n ta d a  por o tro  p e r f i l  que e x p lic ita m e n tc  

v ie n e  dado po r

donde f_ (& .,& ,) r e p r e s e n ts  e l  g rado  de in te n s id a d  en que a . es p re f e r id o
R. i  J i

a  a^ p o r e l  grupo ; a  e s t a  m a tr iz  l a  denominaremos MATRIZ DE CONSENSO.

IV .1 . 2 . -  ALGUNAS CONSIDERACIONES ACERCA DE LA MATRIZ DE CONSENSO

P arece  lô g ic o  p re g u n ta rse  s i  a  lo  la rg o  de la s  d i s c u s i o n e s  

e s ta b le c id a s  po r e l  grupo p a ra  a lc a n z a r  un co n sen so , ô s ta s  evo luc ionan  ha 

c i a  una s i tu a c id n  en l a  c u a l lo s  ô rdenes de p r e f e r e n c ia s  son no d if u s o s ,  

maxima n i t i d e z ,o  p o r e l  c o n tr a r io  evo luc ionan  h a c ia  una s i tu a c io n  de maxi 

ma d i f u s id a d ,  minima n i t i d e z .  En c u a lq u ie ra  de lo s  dos c a so s , una vez e s -  

ta b le c id o  e l  consenso , cabe p re g u n ta rs e  s i  es p o s ib le  e n c o n tra r  a lg u n a  a l  

t e r n a t i v a  que no estÔ  dominada p o r la s  demas y en q u i co n d ic io n o s l a  i n t e n  

s id a d  de p re f e r e n c ia  e n tre  e s ta  a l t e r n a t iv a  y c u a lq u ie r  o t r a  es no d i f u s a .



104

En cu an to  a  l a  ev o lu c iô n  d e l  grupo h a c ia  una s i tu a c lô n  de 

mÂxima o minima n i t i d e z ,  darem os una p o s ib le  so lu c iô n  a l  u t i l i z e r  l a s  Medi 

d as  de N itid e z  v i s t a s  en e l  c a p i tu lo  I I  p a ra  c u a n t i f i c a r  ndm ericam ente l a  

e v o lu c iô n  de l a s  d is c u s io n e s  d e l  g ru p o . En lo  que se  r e f i e r e  a  l a  e x is te n  

c i a  de a l t e r n a t iv e s  no dom inadas, O rloksky (1 .9 7 8 ) ha  re a l iz a d o  un in t e r e  

s a n té  e im p o rtan te  e s tu d io  so b re  e l l o .

I V .1 .2 .1 . -  LAS MEDIDAS DE.NITIDEZ COMO INDICE DE LA EVOLUCION DE LAS OPI

NIONES DEL GRUPO HACIA LA MATRIZ DE CONSENSO

E l o b je t iv o  de e s t e  ap a rta d o  es  c u a n t i f i c a r  ndm ericam ente 

en c u a lq u ie r  in s ta n t e  de l a  d is c u s iô n  d e l  grupo s i  l a s  o p in io n e s  de ê s te  

evo lu c io n an  h a c ia  una m a tr iz  de consenso  donde l a  in te n s id a d  de p re f e re n 

c ia s  e n tr e  l a s  a l t e r n a t iv a s  e s  de mixima o minima n i t i d e z .

Es o b v io , que c u a lq u ie r  Medida de N itid e z  v i s t a  en e l  ca 

p l t u lo  I I  s é r i a  û t i l  a  t a l  f i n  ya  que a l  s e r  una r e la c iô n  d i f u s a  en X un 

co n ju n to  d ifu s o  en XxX, e l  c u a n t i f i c a r  l a  ev o lu c iô n  de l a s  d is c u s io n e s  

d e l  grupo en un momento de te rm inado  c o n s is t i r ô .  en c a lc u le r  l a  n i t id e z  de 

l a  r e la c iô n  b in a r ia  d i f u s a  que r e p r e s e n ts  en e se  momento l a  o p in iô n  d e l 

grupo , o lo  que e s  lo  mismo, m ed ir l a  n i t id e z  de un c o n ju n to  d ifu s o  en 

XxX.

S i désignâm es p o r R  e l  co n ju n to  de to d a s  l a s  re la c io n e s  

b in a r ie s  d i f u s a s  en X, une m edida de l a  n i t id e z  de l a  r e la c iô n  b in a r ia  

d i f u s a  que re p r e s e n ts  l a  o p in iô n  d e l  grupo en un in s ta n t e  de term inado  

vendrô dada po r una fu n c iô n  N^ d e f in id a  de R  en ' | o , 1 j , v e r if ic a n d o  

I I . 1 .2 .1  , 1 1 .1 .2 ,2  , I I . 1 .2 .3  y I I . 1 .2 .4 .

N oso tro s c o n c re ta n e n te  proponemos u t i l i z e r  l a  medida N^
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que como vimos en e l  c a p l tu lo  I I  se  o b tie n s  a p a r t i r  d e l  fu n c io n a l de Oni 

cescu  , que en e s te  caso  c o n c re to  v iene  dada por

1 1 N N
RcR

Es inm ed ia to  comprobar que N a lc a n z a  e l  v a lo r  minime 

(1 + ( ( 1 /4 ) (N—1 )) /  N ) ,  cuando l a s  o p in io n es  d e l grupo v ienen dadas por 

una m a tr iz  de l a  forma

es  d e c i r  , cuando l a  r e la c iô n  de p re f e r e n c ia  d e l  grupo es de minima n i t id e z .

a lc a n z a  e l  v a lo r  môximo 1 cuando l a s  in te n s id a d e s  de p re f e re n c ia  e n tre  

la s  a l t e r n a t iv a s  son cero  o uno , es d e c i r ,  no d ifu s a s ,E s  obvie que cuanto  

môs prôximo a 1 e s té  l a  medida menos d if u s a  s e r â  l a  s i tu a c iô n  d e l g rupo .

IV .2 , -  CARACTERISTICAS DE LA FUNCION DE BIENESTAR SOCIAL. TEOREMA DE IMPO- 

SIBILIDAD CON ORDENES DE PREFERENCIA INDIVIDUALES DIFUSOS.

Hemos p lan tead o  e l  problem a de d e c is io n  de grupo con p re  

f e r e n c ia s  in d iv id u a le s  d if u s a s  a n a liz a n d o  l a  m a triz  de consenso s in  ocu- 

parnos de como se pueden c o n s t r u i r  fu n c io n es  s o c ia le s  con unos req u erim io n - 

to s  minimos que amalgamando l a s  o p in io n es  in d iv id u a le s  perm itan  e s ta b le c o r  

l a  m a triz  de consenso .
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Es obvio  que son muchas l a s  fu n c io n e s  s o c i a le s  que se  pue 

den c o n s t r u i r ,  a h o ra  b ie n , n o so tro s  tra ta m o s  de c o n s t r u i r  fu n c io n e s  de Bie 

n e s t a r  S o c ia l  y po r e l l o  impondremos a lg u n a s  c o n d ic io n e s  ra z o n a b le s  a  e s t a  

fu n c iô n  . De ig u a l  form a que o c u rre  en e l  caso  c lâ s ic o  , l a  denominada re  

g la  de l a  Mayorl a  Sim ple nos conduce a  p r e f e r e n c ia s  p a ra  e l  grupo i n t r a n s i  

t i v a s  , s ien d o  t r a n s i t i v a s  l a s  p r e f e r e n c ia s  in d iv id u a le s .

Entendemos como r é g la  de l a  M ayorla S im ple a q u e l la  fu n c iô n  

de B ie n e s ta r  S o c ia l  que da como p re f e r e n c ia s  p a ra  e l  grupo una re la c iô n  

b in a r ia  d i f u s a  d e f in id a  p o r :

donde r  re p r é s e n ta  e l  nûmero de in d iv id u o s  p a ra  lo s  que se v e r i f i c a

S e .  4  "  j } * '4- j y  considérâm es

e l  p e r f i l  de p r e f e r e n c ia s

-Si'

1 0 ,3  0 ,5  a^

0 ,5  1 0 ,6  a^

0 ,3  0 ,3  1 a .

S  ^2 *̂ 3

1 0 ,5  0 ,9

0 ,5  1 0 ,8  Rg. a^

0 ,3  0 ,3  1

N  ^2 ^3

1 0 ,5  0 ,3

0 ,5  1 0 ,3

0 ,7  0 ,7  1

es  in m ed ia to  que
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J®1, » *3

2 /3

1 /3 2 /3

1 /3  1 /3

es  I n t r a n s i t i v a  .  Por lo  ta n to  vemos que p a r t ie n d o  de un p e r f i l  de ô r d e n e s  

de p r e f e r e n c ia s  d i f u s a s  en e l  que cada orden de p r e f e r e n c i a s  i n d i v i d u a l  es  

r e f le x iv o  y t r a n s i t i v o  se  l l e g a  a  un orden de p r e f e r e n c i a s  p a r a  e l  g ru p o  

r e f le x iv o  y no t r a n s i t i v o .

O tro  ejem plo de f u n c iô n  s o c i a l  , muy s e n c i l l o ,  que da  pa 

r a  e l  grupo una m a trix  de consenso c o r r e s p o n d i e n t e  a una r e l a c i ô n  de p r e f e  

r e n c ia  b in a r ia  d i f u s a  i n t r a n s i t i v a  s i e n d o  l a s  p r e f e r e n c i a s  i n d i v i d u a l e s  

t r a n s i t i v a s ,  v ien e  dada po r

P ara  com probarlo no hay mas que c o n s i d e r a r  un g rupo  con 

t r è s  in d iv id u o s  cuyas p r e f e r e n c ia s  i n d i v i d u a l e s  d i f u s a s  v ie n e n  d a d as  p o r

S *2 N ^2 ^3 S ^2 ^3

1 0 ,3 0 ,6
s

1 0 ,6 0 ,7 S 1 0 ,5 0 , 8

^1  '  ^2 0 ,7 1 0 ,7 0 ,4 1 ^2 0 , 5 1 0 , 8

^3 0 ,4 0 ,3 1
^3

0 ,3 0 ,3 1 ^3
0 , 2 0 , 2 1
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O b ten i^ n d o se  como m a tr iz  de consenso  a p lic a n d o  l a  fu n c id n

s o c i a l  a n t e r i o r

3
J “ 1 f • • »3

1 ,6 2 ,2

0 ,9

que f a c i lm e n te  se  puede com probar que no e s  t r a n s i t i v e ,

E s to s  dos e jem p lo s  v i s to s  a n te r io r ra e n te  s i r v e n  p a ra  h ac£ r 

nos una id e a  de que no e s  f â c i l  e n c o n tr a r  fu n c io n e s  de b i e n e s ta r  s o c i a l  con 

unos re q u e r im ie n to s  m inim es d a d o s ,

IV .2 . 1 . -  CARACTERISTICAS PE LA FUTJCION PE BIENESTAR SOCIAL

IV .2 . 1 . 1 , -  (Dominio U n iv e rs a l  )

(a )  E l ndmero de a l t e r n a t i v a s  en os mayor o ig u a l  que t r è s .

(b ) La fu n c id n  de b i e n e s t a r  s o c i a l  f e s t l  d e f i n id a  p a ra  to d o s  lo s  

p o s ib le s  p e r f i l e s  de ô rd e n e s  de p r e f e r e n c ia s  d i f u s a s .

(c )  E l numéro de in d iv id u o s  es mayor o ig u a l  que dos

En l a  c o n d ic iâ n  (a )  e l  ndmero t r è s  Ju eg a  un p a p e l im p o rta n te  y a  que 

l a s  i n t r a n s i t i v i d a d e s  so lam en te  pueden te n e r  lu g a r  cuando i l  te n g a  t r è s  o 

mas e le m e n to s .
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I V .2 .1 . 2 . -  ( A so c iac iân  p o s i t i v a  e n tr e  v a l o r e s  i n d i v i d u a l e s  y v a l o r e s  s o c i a  

l e s  ) .

S i  dado un c i e r t o  p e r f i l  de ô r d e n e s  de p r e f e r e n c i a s  d i f u —

R = (R ^ ,...........,R*')

se t i e n e  que f a firm a  p a ra  R,

en to n ce s  f a firm a  lo  mismo , s i  e l  p e r f i l  de ô r d e n e s  de p r e f e r e n c i a  a n t e 

r i o r  se  m o d if ie s  de l a  s ig u ie n te  form ai

(a ) No se cambian l a s  i n t e n s i d a d e s  de l a s  r e l a c i o n e s  do p r £  

f e r e n c ia s  d i f u s a s  in d iv id u a le s  p a r a  c ad a  dos a l t e r n a t i v a s  en que 

e n tr e  a ^ .

(b) La in te n s id a d  de l a s  r e l a c i o n e s  de p r e f e r e n c i a s  d i f u s a s  

in d iv id u a le s  e n tr e  a^ y c u a l q u i e r  o t r a  a l t e r n a t i v a  permanoce in  

v a r ia n te  o se cambia en fa v o r  de a ^ ,

IV ,2 . 1 , 3 , -  (Independenc ia  de a l t e r n a t iv a s  i r r e l e v a n t e s )

Sea y l jC l i l  , dado e l  p e r f i l  de  ô r d e n e s  dc p r e f e r e n c i a s

d ifu s a s

c o n s id e ro m o s  e l  p e r f i l  de  ô r d e n e s  de p r e f e r e n c i a  d i f u s a c
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c o n s tru id o  a  p a r t i r  de m odificando  l a s  in te n s id a d e s  de p r e f e r e n c ia  de 

lo s  elem en tos que no e s tô n  en v i^ d e  c u a lq u ie r  form a y lo s  de y l^ d e  l a  s i 

g u ie n te  form a:

V a ^ , a^ , s i

e n to n c e s  f  < f g t ( a y & ^ )  V t  £ j

En e s t a s  c o n d ic io n e s  se  t i e n e  lo  s ig u ie n te :

S i p a ra  R^ e l  grupo a f irm a

e n to n ce s  p a ra  S* e l  grupo a f irm a

IV ,2 , 1 , 4 , -  (S o b e ran la  c iu d ad an a  o no im posic iôn  )

P ara  cada  p a r  de a l t e r n a t iv a s  a ^ , a^ de A  , e x i s t s  un 

p e r f i l  de ô rd en es  de p r e f e r e n c ia s  d if u s a s  R quo da  lu g a r  a  que e l  grupo 

te n g a

IV ,2 , 1 . 5 . -  (No d ic ta d u ra )

No e x i s t e  un in d iv id u o  t  de t a l  form a que s i
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^ to d o  p a r  ( a ^ , a ^ )

en to n ces e l  grupo a f irm a

s in  te n e r  en c u e n ta  l a s  in te n s id a d e s  de p r e f e r e n c i a  i n d i v i d u a l e s  d i f u s a s  

de lo s  r e s ta n te s  in d iv id u o s  d e l  g rupo ,

Vamos a  d e m o s tra r v a r i a s  p r o p o s i c i o n e s  que son c o n secu en  

c i a  de l a s  c a r a c t e r f s t i c a s  IV .2 ,1 ,1 ,  IV .2 .1 ,2 ,  IV .2 . 1 .4  y I V .2 . 1 .5  

im puestas a  l a  fu n c iô n  de b ie n e s ta r  s o c i a l  que s e rô n  de g ra n  u t i l i d a d .

IV ,2 . 2 , -  ALGUNAS COfjSECUBICIAS OBTENIDAS A PARTIR DE LAS CARACTERISTICAS 

IMPUESTAS A LA FUNCION DE SIEfJESTAR SOCIAL .

Comenzaremos dando l a  d e f i n i c i ô n  dc c o n ju n t o  d c c i s i v o  pa 

r a  un p a r  de a l t e r n a t iv a s  a ^ ,a ^  de y l ; a  c o n t i n u a c i ô n  dem o s tra rem o s  va

r i a s  p ro p o s ic io n e s  r e l a t i v e s  a  e s t a  d e f i n i c i ô n  como c o n s e c u e n c i a  de 

IV ,2 ,1 ,1 ,  IV .2 ,1 ,2 ,  I V .2 .1 .3 , IV ,2 .1 .4  y IV .2 .1 .5

IV .2 , 2 . 1 , -  DEFINICIOrj

Dado un su b co n ju n to  C de i n d i v i d u o s  do J  se  d i c e  quo os 

d e c is iv e  p a r a  e l  p a r  de  a l t e r n a t i v a s  a ^ ,  de  A  , s i  p a r a  

c u a lq u ie r  p e r f i l  de ô rd en es  de p r e f e r e n c i a s  d i f u s a s

1 k . k )
,R ) de

que v e r i f iq u e

i l l f ü f

ÜIBLIOTECA
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se  t i e n e  p a ra  e l  grupo

IV .2 .2 .1 .1 .

Independ ien tom en te  de l a s  p r e f e r e n c ia s  in d iv id u a le s  d i f u s a s  de lo s  in d i v i  

duos de J -C ,

IV ,2 , 2 . 2 . -  PROPOSICION

Sea C un subco n ju n to  de in d iv id u o s  de J ,  a^^^a^ dos a l t e r  

n a t iv e s  de A  , E ntonces C es d e c is iv e  p a ra  a ^ ,a ^  s i  y so lo  s i  p a ra  c u a l

q u ie r  p e r f i l  de ô rd en es  de p re f e r e n c ia s  d if u s a s

r(k)
JR = (R^. . . . . . . ,  r|^ ) de 2i

p a ra  e l  c u a l se  v e r i f iq u e

y

se  t i e n e  p a ra  e l  grupo

V t  e C

IV ,2 .2 .2 ,1

V h e J-C

D em ostraciôn:
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Veamos l a  co n d ic ié n  n e c e s a r i a ,  es  d e c i r ,  s i  C es  d e c i s i v e

p a ra  l a s  a l t e r n a t l v a s  a ^ , a j ,  en tonces

p a ra  c u a lq u ie r  p e r f i l  de 6 rdenes de p r e f e r e n c i a s  d i f u s a s

^  = (JR^, de

p a ra  e l  que se  v e r i f iq u e

J -C

Po p  s e r  C d e c is iv e  p a r a  l a s  a l t e r n a t i v e s  a . , a .  se  t i c n e

para todo R partenecienta a varlficando

'  * 'C

s in  te n e r  en c u e n ta  l a s  p r e f e r e n c ia s  i n d i v i d u a l e s  d i f u s a s  de l e s  i n d i v i -  

duos de J-C  .P e r  ta n t e  n u e s t ra  s i tu a c id n  e s  un c a s e  p a r t i c u l a r  de ë s t a  

donde p a ra  to d o s  l e s  In d iv id u o s  h de J - C  , se  v e r i f i e s

f R p ( a . ,a . ) <  V ( a , . a . )
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Veamos l a  c o n d lc l6 n  s u f i c i e n t e  , e s  d e c i r ,  s i  se  v e r i f i c a  

p a ra  l a s  a l t e r n a t l v a s  a ^ ,S j  de i l  , IV .2 ,2 .2 .1  y se  t i e n e  p a ra  e l  grupo

e n to n c e s  C es  d e c is iv e  p a ra  l a s  a l t e r n a t i v e s  a^ ,a^ *

C onsidérâm es dos c a so s :

(a )  S i en c u a lq u ie r  p e r f i l  2^*^ p a ra  to d o s  lo s  in d iv id u o s  h de J-C , 

se  t i e n e

en to n ce s  es in m ed ia to  p o r h ip 6 te s i s  que C es  d e c is iv e  p a ra  l a s  a l t e r n a t iv e s

a i . a j .

(b ) E x is te  a lg â n  p e r f i l  e l  c u a l  p a ra  to d o s  lo s  in d iv id u o s  h de J-C

no se  v e r i f i c a

e s  d e c i r ,  e x i s t e  a lg â n  in d iv id u s  m de J-C  p a ra  e l  c u a l

Ahora b ien  , p a ra  todo  p e r f i l  en e l  c u a l o c u rra  e s te  

p a ra  un in d iv id u o  m de J-C  siem pre podemos e n c o n tra r  un p e r f i l_ S ^ p a ra  e l  

c u a l  se  ten g a
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< "g h (a i ,a  ) < fg j^(a  , S i )  V h  ̂ J -C  

que m od ificado  en l a  s ig u ie n te  forma:

(a ) Dejando in v a r ia n te s  l a s  in te n s id a d e s  de l a s  r o l a c i o n e s  de p r e f e r e n c i a s  

d if u s a s  p a ra  lo s  in d iv id u o s  de C.

(b) Cambiando l a s  de lo s  dem&s en f a v o r  de l a  a l t e r n a t i v e  a . s e  o b te n g a  r .̂

Por lo  ta n to  como p a r a  S , s e  t i e n e

ap lic a n d o  IV .2 .1 .2  , se  l l e g a  a  que

en d e f i n i t i v e  C e s  d e c is iv e  p a r a  l a s  a l t e r n a t i v e s  a ^ ,a ^

I V . 2 . 2 . 3 . -  PROPOSICION

El co n ju n to  t o t a l  de i n d i v i d u o s  J  e s  d c c i s i v o  p a r a  dos a l t e r -
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n a t lv a s  c u a lc s q u ie r a  a ^ ,a y  M ien tras  que e l  0  no es d e c is iv e  p a ra  ningdn

* i ' * j '
demost r a c ié n t

vas a ^ ,a ^  .

Veamos prim eram ente que J  e s  d e c is iv e  p a ra  dos a l t e r n a t !

C onsiderem os dos a l t e r n a t iv e s  a  , a  , hemos de p ro b a r que 
1 k

p a ra  to d o s  lo s  p e r f i l e s  JR = (R , )  en que

se  t i e n e  p a ra  e l  grupo

Demostrëmoslo p o r red u cc l6 n  a l  absurdo.Supongam os que e l l o
1 k

no es c i e r t o ,  e x i s t i r â  p o r ta n to  a lg d n  p e r f i l  = ( ^ , * . . . * , J R )  en que

f^ h (a . , & , ) >  V h = 1 , . . . , k

y s in  embargo, p a ra  e l  grupo se  te n g a

E x is te n  dos p o s ib i l id a d e s ,  a  sa b e r :

(a )  P a ra  todo  p e r f i l  , . . . . ,JR̂ )̂ en e l  que se  v e r i f iq u e

fR h ( * i '* j )  V h e J  IV .2 .2 .3 .1 .
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p a ra  e l  grupo ao ten g a

(b) E x is te  a lg â n  p e r f i l  de â rd en es  de p r e f e r e n c i a s  d i f u s a s  S =

p a ra  e l  c u a l  se  t i e n e

T s h ( * i '* j )  V h e J  IV .2 .2 .3 .2 .

m ie n tra s  que p a ra  e l  grupo se  t i e n e

A nalicem os l a  s i tu a c iô n  ( a ) :

C u a l q u i e r  p e r f i l  de  o r d e n e s  de  p r e f e r e n c i a s  d i f u s a s  

2  = ( 2 ^ , ............ . Y ' )  de

p a ra  e l  que no se  v e r i f iq u e  IV .2 .2 ,3 ,1  , se  p o d r a  o b t e n e r  a  p a r t i r  de une 

en e l  que se  v e r i f iq u e  IV .2 .2 .3 .1  s in  mas que f a v o r e c e r  l a s  i n t e n s i d a d e s  

de p re f e r e n c ia  h a c ia  a^ re s p e c to  a  a . y d e ja n d o  i n v a r i a n t e s  l a s  demas i n t e n  

s id a d e s  , p o r ta n to  se  te n d râ

s in  mas que a p l i c a r  l a  co n d ic iô n  IV .2 , 1 , 2 ,

Hemos l le g a d o  pues a  que p a r a  to d o  p e r f i l  de o r d e n e s  de 

p re f e re n c ia s  d if u s a s  T v e r i f ic a n d o  I I I . 2 . 2 . 3 . 1 .  o n o ,  se t i e n e
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f ° ( a i , a j )  s  f ^ ( a j . . j , ,

lo  c u a l  c o n tr a d lc e  l a  c o n d lc lé n  IV ,2 .1 .4 .  y en co n secu en c ia  l a  s i tu a c i é n  

( a ) ,  de l a  que habfamos p a r t id o ,  no se  puede d a r .

A nalicem os l a  s l tu a c lâ n  (b ) :

Dado c u a lq u ie r  p e r f i l  de â rd e n e s  de p re f e r e n c ia s  d i f u s a s  

S v e r i f ic a n d o  I V .2 .2 .3 .2  e x is te n  p e r f i l e s  ^  v e r i f ic a n d o  I V .2 .2 .3 .2  p a ra  

lo s  c u a le s

^ V h €J

S i considérâm es e l  su b co n ju n to  de A. , “ "^ l

se  l l e g a  a  que s iendo

V h €J

^ S h * * i '* j)  " V h c J

e l  grupo te n d r f a

c o n tra d ic ie n d o  l a  c o n d ic iâ n  IV ,2 .1 ,3 ,
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Resumiendo , vemos que  s i  suponemos que J  no es  d e c i s i v e  

p a ra  dos a l t e r n a t l v a s  c u a le s q u ie r a  a . , a ^  sc  l l e g a  a  dos s i t u a c i o n c s  a b s u r  

das p e r  lo  ta n to  J  es d e c is iv e  p a ra  dos a l t e r n a t i v e s  c u a l e s q u i e r a  a . j a ^ ,

F inalm en te  p a ra  c o n c lu i r  con e s t a  p r o p o s i t i o n  veamos que 

e l  co n ju n to  vacfo  no e s  d e c is iv e  p a ra  ningdn a ^ ,  a .  e /1  .

Supondremos que e l  c o n ju n t o  v a c io  es  d e c i s i v e  p a r a  dos

a l t e r n a t l v a s  a  , a  , en to n ce s  po r l a  p r o p o s i c i o n  IV .2 . 2 . 2  , se  t c n d r î a  que 
i  j

siem pre que p a ra  lo s  in d iv id u o s  h de J - j 6 = J  , se  v e r i f i c a s e

V ' \ ' ' j ' ' V < a y a ^ )

con lo  c u a l lle g a r la m o s  a  que J  no es  d e c i s i v e  p a r a  l a s  a l t e r n a t l v a s  

^J *

m ie n tra s  que p a ra  e l  grupo

I . 2 . 2 . 4 . -  PROPOSICION

Sea C un subcon jun to  do i n d i v i d u o s  de J  , a . , a .  dos a l t e r

n a tiv a s  de A  .S i  e x is te  a lg u n  p e r f i l  de o r d e n e s  de p r e f e r e n c i a s  d i f u s a s  R 

p e r te n e c ie n te  a p a ra  e l  que s i e n d o
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c l  grupo t i e n e

V t c C  IV .2 .2 .4 .1

< f R h ( a j .a i )  V h e J -C

e n to n c e s  C es d e c is iv e  p a ra  l a s  a l t e r n a t iv e s  a ^ ,a j ,

D em ostrac iân :

N uestro  problèm e c o n s is te  en d em o stra r que p a ra  todo  p e r  

f i l  de â rd en es  de p re f e r e n c ia s  d if u s a s  S p e r te n e c ie n te  a ^  p a ra  e l  que 

s ien d o

e l  grupo te n g a

, r r ( k )  k )
®Zi y un R  ̂ JUAhora b ie n ,  dado 2 ^  y un 2  ̂ ^  v e r i f ic a n d o

IV .2 .2 .4 .1  y IV .2 .2 .4 .2  , se  t i e n e  que p a ra  todo t  <C
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Considerem os 4  = | a ^ , a  l c d - ) y  segun l a  con d ic iân  

IV .1 .2 .3  , 3 0  t i e n e  que

segôn que

y como

ee s ig u e  que

IV .2 . 3 . -  TEOREMA DE IMPQSIBILIDAD CON ORDENES DE PREFERBICIA lilDIVIDUALES 

DIFUSAS

A ntes de ver e s te  teonema es  p r e c i s e  d e m o s t r a r  dos lamas 

que se rân  n e c e sa r io s  p o s te r io rm e n te .
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IV .2 . 3 . 1 , -  LEMA

S i  JB. e s  una r e la c lo n  d i f u s a  en A = j x , y , z j  r e f l e x iv a  y t r a n s i

t i v a  v e r i f ic a n d o

f p ( x ,y )  > fj^ (y ,x )

en to n ce s

y

yy.z) > y z . , )

yx,2)

D em ostrac iân ;

Al s e r  R una r e l a c iâ n  d i f u s a  t r a n s i t i v a ,  se v e r i f i e s

f_ ( x ,y )  2 min ( f  (x ,z )  , f  ( z ,y )  ) f  ( y ,x ) 2 m in  ( f  ( y ,z )  , f  ( z ,x )  )
R R K  R  R R

f  ( y ,z )  2 min ( f  (y ,x )  , f  ( x ,z )  ) f  ( z ,y ) 2 m in  ( f  ( z ,x )  , f  (x ,y )  ) 
R R R R R R

f  ( z ,x )  i  min ( f  ( z ,y )  , f  (y ,x )  ) f  ( x .z l ^ m i n  ( f  (x ,y )  , f  ( y ,z )  )
A  &  JS. Æ ",

Supongamos f ^ ( z ,x )  > f ^ ( z ,y )  , Al se r jR  r e la c iâ n  d ifu s a

t r a n s i t i v a  se  t ie n e

f ^ ( z ,y )  & min ( f ^ ( z , x ) ,  f ^ ( x ,y )  )
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-de donde

f% (z ,y ) a f g t x .y )

y como p o r h ip ô te s i s

fp ( x ,y )  > fg (y ,x )

se  t i e n e

f ^ ( z ,y )  > f ^ ( y ,x ) .  IV .2 .3 ,1 .1 ,

Por o t r a  p a r te  sabemos por h ip ô te s i s  que

f p ( z ,y )  < f p ( y ,z )

y Ju n to  con IV ,2 ,3 ,1 ,1  , tenemos

f^ ^ y ,x )  < f ^ t y .z )  . IV .2 .3 .1 .2 ,

Del su p u es to  de que

y de I V .2 .3 ,1 .1 ,  , se o b tie n e

f^ ( y ,x )  < f ^ ( z ,x )  IV .2 .3 .1 .3 .

y de IV ,2 .3 .1 .2  y IV ,2 ,3 .1 ,3  , sc o b tie n s
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lo  c u a l e s t â  en c o n tr a d ic c iâ n  con l a  t r a n a i t iv id a d  de R î po r lo  ta n to  ha 

de cu m p lirse

f ^ ( z ,x )  s  f ^ ( z , y ) < f ^ ( y , z ) .  IV ,2 .3 ,1 .4 .

Supongamos

f R ( z , x )  > f ^ ( y , x )

a l  s e r  ^  r e la c iâ n  d i f u s a  t r a n s i t i v a ,  se  t i e n e

de donde

y ju n to  con

f  (y ,x )  & min ( f  ( y ,z )  , f  ( z ,x )  )
5 . Je. i

fj^ (y ,2 ) s  f ^ ( y ,x )

se  l l e g a  a  que

fp ( y .2 )  > f p ( z ,y )
Je Je

fp ( z .y )  < f ^ ( y ,x )  . IV .2 .3 .1 ,5 ,

Como po r h ip â t e s i s

f p ( y ,x )  < f ^ ( x ,y )
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y por v e r if ic a r s e  IV .2 .3 .1 .5 .  , se tien e

f ^ ( z ,y )  < f ^ ( x ,y ) .  IV .2 .3 .1 .6 .

Del supuesto  de que

fp (y ,x )  < f g ( z ,x )

y de IV .2 .3 .1 .5  , se  l l e g a  a

f^ ( z ,y )  < f ^ ( z ,x )  IV .2 .3 .1 .7 ,

p o r ta n to  de IV .2 .3 .1 .6  y IV .2 .3 .1 .7 ,  , se  o b t i e n e

lo  c u a l  est&  en c o n tra d ic c ië n  con l a  t r a n s i t i v i d a d  de R ; en c o n s e c u e n c i a

f ^ ( z ,x )  ^ fp^(y,x) < f j^ (x ,y ) . IV .2 .3 .1 .3 .

De IV .2 ,3 .1 ,4 ,  y IV ,2 .3 .1 .3 .  , se  o b t i e n e

f ^ ( z ,x )  < min ( f ^ ( y ,z )  , f^ (x ,y )  )

f  (x ,z )  & min ( f  ( y , z )  , f  ( x , y ) )  
^  Sl

de donde

f  ( z ,x )  < f  ( x ,z )
ü  'G
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I V r 2 .3 .2 .-  LENA

S i J8, es una r e la c iâ n  d i f u s a  en / ! =  | x , y , z |  r e f l e x i v a , 

r e c ip ro c a  y t r a n s i t i v a  , v e r i f ic a n d o

fp ( x ,y )  > f ^ ( y ,x )

en to n ces

f  ( x ,z )  > f  ( z ,x )
^ ____

D Em ostraciân:

Al s e r

fp (y .x )  < f |^ (x ,y )  y f ^ ( y ,x )  +  f ^ ( x ,y )  = 1 ,

se  t i e n e

fg (y .x )  < 1 /2 IV.2 .3 .2 .1 .

Supongamos que f ^ ( z ,x )  > f^^(y,x) , en tonces como

f_ ( y ,x )  & min ( f  ( z ,x )  , f  ( y ,z )  )
Ja Æ Æ

se  t i e n e  que

f% (y ,x ) à f _ ( y ,z )  IV .2 .3 .2 .2 .



127

Pop  o t r a  p a r te  sabemos que

fp(y,z) 2 fgtz.y)

p o r lo  ta n to

f ^ ( y , 2 ) 2 1 /2  IV .2 .3 .2 .3 ,

y de IV .2 .3 ,2 .2 .  y IV .2 .3 .2 .3 .  s e  t i e n e  que

lo  c u a l  e s t !  en c o n tr a d ic c iâ n  con I V . 2 . 3 . 2 , 1 .  P o r  t a n t o

f p ( z , x )  s  f Q ( y , % )  < 1 / 2

y en co n secu en c ia

V is to s  e s to s  do s  lem as , vaincs a  d e m o s t r a r  l a  i n c o n s i s t e n  

c i a  de l a s  c in c o  c o n d ic io n e s  e x i g i d a s  a n t e r i o r m e n t e  a  una f u n c iô n  de b i e -  

n e s t a r  s o c ia l  p a ra  un problem a de d e c i s i o n  de g ru p o  con p r e f e r e n c i a s  i n d i  

v id u a le s  d i f u s a s .  Veremos que en e l  s u p u e s to  de que  s e  v e r i f i q u e n  l a s  cu a  

t r o  p rim era s  co n d ic io n e s  se  l l e g a  a  q u e  l a  f u n c iô n  e s  d i c t a t o r i a l .

TEOREW

No e x i s t e  f u n c iô n  de b i e n e s t a r  s o c i a l  p a r a  un p rob lem a  de 

d e c i s i ô n  de g ru p o ,  s i e n d o  l a s  p r e f e r e n c i a s  i n d i v i d u a l e s  r e l a c i o n e s  b i n a -  

r i a s  d i f u s a s  r e f l e x i v e s ,  r e c i p r o c a s  y t r a n s i t i v e s , q u e  v e r i f i q u e  l a s  c in c o
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c o n d ic io n e s  a n te p io r e s .

D em ostrac iôn :

C onsiderarem os una fu n c iô n  v e r i f ic a n d o  l a s  co n d ic io n e s  

IV .2 ,1 ,1 ,  IV .2 .1 ,2 ;  IV .2 ,1 .3  y  IV ,2 .1 .4  y comprobaremos que e s t a  fu n c iô n  

e s  de t i p o  d i c t a t o r i a l ;  e s  d e c i r  , no v e r i f i c a  l a  co n d ic iô n  IV ,2 .1 .5 ,

C onsiderem os un su b co n ju n to  C C J m inim al d e c ia iv o  p a ra  

l a s  a l t e r n a t i v e s  a^ ,a ,j , en ten d iô n d o se  p o r m inim al d e c is iv e  a q u e l c o n ju n to  

d e c is iv e  que no c o n tie n s  su b co n ju n to  p ro p io  a lguno  d e c i s iv e . La e x is te n c ia  

de C e s t â  a se g u ra d a  a l  s e r  J  un c o n ju n to  d e c is iv e ;  e l l o  e s  f a c i lm c n te  d e -  

d u c ib le  de l a  p ro p o s ic iô n  IV ,2 ,2 .3 ,

S ea { J} « C  , H = C -  { J } y T  = J-C  y considerem os que la s  

p r e f e r e n c ia s  d i f u s a s  p a ra  {J } § v ien en . dadas p o r una re la c iô n  b in a r ia  d i  

fu s a  , r e f l e x i v a ,  r e c ip ro c a  y t r a n s i t i v a  , que v e r i f i c a  ademas

Las p r e f e r e n c ia s  de lo s  in d iv id u o s  de H ,  v ienen  dadas p o r una r e l a t i o n  

b in a r i a  d i f u s a  R^, r e f l e x iv a ,  r e c ip ro c a  y t r a n s i t i v a  que v e r i f i c a :
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F ina lm en te  l a s  de lo s  de T, adem&s de s e r  una re la c iô n  b in a r ia  d if u s a  R , 

r e f l e x iv a , r e c f p r o c a ,  y t r a n s i t i v a  v e r i f ic a n ;

Al s e r

y como C a I j  )U H e s  d e c is iv e  p a ra  la s  a l t e r n a t iv e s  a^ , a .  se  t i e n e  p a ra  

e l  grupo por l a s  p ro p o s ic io n e s  IV ,2 .2 .2  y IV .2 .2 .4

f ^ ( a ^ , a . ) >  f ^ ( a . , a . )  IV .2 .3 .1 .1
.5, J & J 1

Como
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s i  e l  grupo tu v ie r a

en tonces H s é r i a  d e c is iv e  p a ra  l a s  a l t e r n a t i v e s  a  , a  , ah o ra  b ien  , e s to  

e s tâ  en c o n tra d ic c iô n  con s e r  C m inim al d e c is iv e  y H subcon jun to  p ro p io  de 

6 l ; p o r  ta n to  e l  grupo debe te n e r

A plicando  e l  Lema IV .2 .3 .2  a  IV .2 ,3 .1 .1  y IV .2 .3 ,1 .2  se

o b tie n e

y como Ü } e l  dn ico  in d iv id u o  p a ra  e l  c u a l

se t i e n e  por l a  p ro p o s ic iô n  IV ,2 ,2 .4  que ( J j  e s  d e c is iv e  p a ra  la s  a l t e r  

n a t iv a s  a ^ ,a ^ ,  Pero p a rtiam o s de que C e ra  m inim al d e c is iv e  p o r lo  ta n to  

{J } no puede s e r  un subcon jun to  p ro p io  de C, en to n ces {J ) “  C y ^ J j  es po r 

h ip ô te s i s  d e c is iv e  p a ra  l a s  a l t e r n a t iv e s

\  • "j

A sî tenem os dem ostrado que { j}  es d e c is iv e  p a ra  la s  a l  

t e r n a t iv a s  a^  , S j , s iendo  a ^ d i f e r e n te  de a ^ .

Vamos a  p ro b a r ah o ra  que i j  } es d e c is iv e  p a ra  la s  a l t e r n a  

t i v a s  a^ ,a^ ,am b as d i f e r e n t e s  de a . .  Supongamos que l a s  p re f e re n c ia s  d i f u 

sa s  p a ra  {J } » v ienen  dadas po r una re la c iô n  b in a r ia  d i f u s a  , r c -
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f l e x iv a  , r e c lp ro c a  y t r a n s i t i v a ,  que v e r i f i c a  ademâc

y p a ra  lo s  r e s ta n te s  in d iv id u o s  d e l  grupo T = J  -  { j} ,  se t i e n e  que sus 

p r e f e r e n c ia s  d i f u s a s ,  v ienen  dadas po r una re la c lo n  b in a r ia  d if u s a  R^, re 

f l e x iv a  , re c lp ro c a  y t r a n s i t i v a ,  que v e r i f i c a  ademas

Como ya viraos a n te r io rm e n te , s i  p a ra  todo in d iv id u o  h

de J  se  cumple que

en to n ce s  p o r l a  p ro p o s ic iô n  IV ,2 ,2 ,3

En e l  caso  quo nos ocupa a l  s e r



se  t i e n e

132

Por o t r a  p a r t e  a l  s e r  {J } d é c is iv e  p a ra  l a s  a l t e r n a t l v a s

a ^ , a^  , t  d i  , se  t i e n e  que

y a p lic a n d o  e l  Lema IV .2 .3*1  a  IV .2 .3 .1 .3  y IV .2 .3 .1 .4  

se  t i e n e

po r lo  ta n to  {J. }es d e c is iv e  p a ra  l a s  a l t e r n a t i v e s  a ^ , a ^ ,  a^W a^  y

V  *1 •

F a l t a  dn icam ente p ro b a r  que {J } e s  d e c is iv e  p a ra  la s

a l t e r n a t i v e s  a ^ ,a ^ .

C onsiderem os que l a s  p r e f e r e n c ia s  d i f u s a s  de {j  }, a p a r té  

de v e n ir  dadas po r una r e la c iô n  b in a r i a  d i f u s a ,  r e f l e x i v a ,  re c lp ro c a  

y t r a n s i t i v a ,  v e r i f ic a n
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y l a s  de lo s  in d iv id u o s  de T = J  -  {j } v ienen  dadas por una re la c iô n  d ifu  

s a  r e f l e x i v a ,  r e c lp ro c a  y t r a n s i t i v a ,  v e r if ic a n d o  ademas

Como {J JBS d e c is iv o  p a ra  la s  a l t e r n a t iv e s  a^ , a ^ , so tic_

ne que

y a l  t e n e r s e  en e l  p e r f i l  do p re f e r e n c ia s  d if u s a s  p a ra  {J} 

y p a ra  lo s  in d iv id u o s  de T

se  t i e n e  p a ra  e l  grupo por la  p ro p o s ic io n  IV .2,
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ap lic a n d o  e l  Lema IV .2 .3 .1  a  IV .2 .3 .1 .5  y IV .2 .3 .1 .6  , se t i e n e

pop lo  ta n to  {J )es tam biôn d e c is iv o  p a ra  l a s  a l t e r n a t i v e s  a ^ ,a ^  , s iendo  

a^ c u a lq u ie ra  ; en d e f i n i t i v a  vemos que { j}  es d e c is iv o  p a ra  dos a l t e £  

n a t iv a s  c u a le s q u ie r a ,  es d e c i r  {J } es un DICTADOR.
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