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CUERPOS ORDENABLES CON AUTOMOR-
FISMO UNICO

por

PEDRO ABELLANAS

INTRODUCCION

Es sabido que, la condicion necesaria y suficiente para que-
la definicion de proyectividad de Poncelet coincida con la de
Staudt para el espacio proyectivo real, es que el cuerpo base del
espacio proyectivo posea un automorfismo tnico; de aqui el
interés de determinar una condicién necesaria y suficiente para
que un cuerpo posea automorfismo tnico. El objeto de la pre-
sente nota es dar tal condicién para los cuerpos ordenables.

1. Postulado cuadrdtico. Un cuerpo ordenable se dice que
satisface al postulado cuadritico, cuando las raices cuadradas
de todos sus elementos positivos pertenecen a €l.

TeOREMA. La condicion necesaria y Suficiente para que un
cuerpo ordenable posea aulomorfismo tnico es que la ordena-
cidn sea arquimediana vy que satisfaga al postulado cuadrdtico.

Demostracién. 1.° El Postulado de Argquimedes es mecesa-
rio. Sea K el cuerpo de todas las series de potencias formales :

. 2™ Fa et Lo

cobre el cuerpo, R, de los ntimeros reales: a,, a,, ..., &, R, m
es un numero racional entero v x una indeterminada sobre R.

2 2i
Sea K*:K(N/'_a_c‘, 2«/‘?, ks i/;—. ...) el cuerpo que resulta de
efectuar la adjuncién a K de todas las raices de x de indices
iguales a una potencia de exponente natural de dos.
Los elementos, %, de K* serdn de la forma
B
x=[ag 2™+ ag; ™+ ... ]+ 2 @y ™ 4+ agy 22+ L]+
+ 22" [gn 2™ + ...] 1]
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en donde las expresiones de los paréntesis partenecen a K v el
ntumero de raices de x distintas que en ellos figuran es finito.

?’1 Y AR B,

n
_J

; al término

Sea nz+—BL~m1n. Mo,

A=
% P L1
Ay X ¥, a,F0,  se le llama principal, v a su coeficiente

director, del elemento x.

Definicion.—Diremos que el elemento = es positivo si, y solo
si, lo es su coeficiente director.

La demostracién de esta primera parte la subdividiremos en
otras tres:

a) Mediante la definicion anterior queda ordenado el cuer-
po K*.—En efecto [1]: 1. Si »>0 serd a;,>, luego »=F0 y el
coeficiente director, —a;,, de —=» serd negativo, luego —x¥0
y —xF0. Si »<<0, serd a,;<0 v el coeficiente director de —u=
sera positivo, luego —»>0. -

11. Supongamos que el elemento », (1), de término princi-

A
Pi
m; + —— o ;
pal a;, x 2% s positivo asi como el elemento :
B
' ' ' o' ’ ’ ’ '
% = [algg ™ + a'yj xmott + L] 4 & ¥ {aly g™ aly ' 4L

. . . ’ i e < ’ . . . .
de término principal a'v, 2”1 El términoprincipal de = +=
sera :

B L By . Bi
e , Sl ’ iy %3
;o @ hos ainx #5800 (e a e 2
segun que-
B < Br
w; + ——>wi +—-
D 2.1
. ‘ 5 ’ ’
respectivamente. En los tres casos resulta que z+2>0. El tér-
B 3'&'_
. . . ’ 5 A ’
mino principal de »zx" es a,a'v, 2 21 2" b luegoe, wrx 2=0.

c.q. d.
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La ordenaciéon de K* que acabamos de definir es, evidente-
mente, no arquimediana.

b) K*satisface al postulado cuadrdtico.—En efecto, consi-
— 4 —
deremos . los cuerpos: K, =K(Vx), K. =K (vV%), w, K=
e

=K, ,(¥Vx), ... Todo elemento, »€ K®*, por poseer un numero
finito de raices de «x, goza de la propiedad de pertenecer a uno
de los cuerpos K, i=0, 1, 2, ... y de no pertenecer al anterior ;
si v pertenece a K, v no pertenece a K,_, diremos que es un ele-
mento propio de K,. Representaremos por P al anillo de todas
las series de potencias de x sobre R de exponentes enteros no

22 or
negativos y por P* al anillo P[x; vx, ..., ¥¥, ...]. Las uni-
dades de P* estan caracterizadas porque su término principal es
un numero real.

Para demostrar la proposicion b), demostraremos previamen-
el siguiente : LEMA. Toda unidad positiva de P* que es elemen-
to propio de K,, posce raiz cuadrada que pertencce tambicn a K,
v es unidad de P*. La demostracién ia haremos por induccion
respecto de 7. Sea », una unidad positiva de K =K :

o=@+ ax+ ..., >0
v sea
gy = b0~!—b,x+b1x2—}—'...
entonces, X
Z2 =b2 + 2bo by + (b2 + 2byby) 22 + ...

iuego, se pueden determinar las by, sucesivamente, mediante las
relaciones
b2 = a,
2b5by = @y
b2+ 2byby = a,

de modo que ¢,*=%, vy b,=+ Va,%0.

Supongamos demostrado el lema para todo i<<r y vamos a
demostrarlo para i=7. Sea », una unidad positiva de P*, que es
elemento propio de K, ; entonces se podrd poner en la forma

— :
e y‘,-—] + 3 y'll--n ety 7".——1 E g Kr—-l
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- . . . " o
siendo #,_, unidad positiva de P*, Sea ¢,=¢,_, +a? &£, en donde
G-y ¥V ¢y, pertenecen a K, , v pongamos:

=1
s

gr=et, 42" g 2a Lt =

entonces sera

={r=1) o

2 2 A
C-';—l + x? Cn-l =% 2 Cr—lg - 7".--1

de donde

2—(r—1) o

1gt, —4x B ¥ 2 =0.

Ahora bien, como %, , es unidad positiva de P* también lo

9 2-(r-—1) 9

€S i, —w y como este elemento pertenece a K,_,

existe, por la hipdtesis de induccidn, su raiz cuadrada,

1
o 2r=1 - .2
- ‘l//'r-l - o

la cual es, a su vez, unidad de P* y elemento de K._,. Por con-
siguiente, uno, por lo menos, de los dos elementos

r=1

1 2 L) i ]
Z [y‘l—l = I/ X’.——x X y‘.—x

es una unidad positiva de P* y pertenece a K, ,. Sea, p. e.,

.

1 [ / 2 =(r=1) .2 ]

4 7‘r—1+]/ N I <

la unidad positiva ; entonces, por la hipétesis de induccidn, existe
la raiz euadrada de este elemento y es una unidad de P* que
pertenece a K,_,. Poniendo

AR l/—i— [xr_l +V X3, — afigh ] S

’

a % r=1
-1 :
+ 9 V % ["m == l/ 2, — gt o ]

=T ’ -4 3k ’
resulta (§,.+2* §)*=x y como ¢., es unidad de P*, «'_, /2%,
pertenece a P*, y como tanto «',_, como ¢,_, pertenecen a K,_,,

L%
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el elemento ¢'._, pertenece también a K, ;. Resulta, finalmente,
que los elementos

’

% Nl - X
-+ V _‘ + VY‘ xg—(r—l) Kr_l ] +x2 ;) =1

2 -(y=1) 12
= Vxx—l +V RSy o ey

7 f)_‘. ’ .
son raices cuadradas de »,=w, [+x* x',, y cumplen las condi-
ciones del lema. c. q. d.

[La demostracién de la proposicién b) resulta ahora inmedia-

B
> m; -+ 5 . ¢ 5
ta, en efecto, si gy 2% es el término principal del elemen-

to (1) de K* v si éste es positivo, poniendo

+-%— P1+"I;
L= 9 ai0+ai1x+...+x 201 (a00+a01x+--.)+-..

el paréntesis rectangular es una unidad positiva de P*, luego,
por el lema anterior, resulta que

T
¢ SN Y e
o R + gai+1 Vaio + a.x +. . .'f‘ x : 28‘ (a00+aol m+...)+...
es la raiz cuadrada de «x.

c). El cuerpo K* posee infinitos automorfismos distinlos del
unidad.—En efecto, el cuerpo K posee los automorfismos

ay 2™ +a; 2" +a 2"+, = ay (@H)™tay (@)™ +ay (4-0)" +

siendo [ un ntimero real cualquiera. Estos automorfismos son
prolongables, sucesivamente, a los cuerpos K,, K., ..., K,

. . =1
En efecto, basta para ello [1] demostrar que el polinomio y?— z?
es irreducible en IK[v] para todo i. Supongamos que no fuese

asi, entonces seria y? — 2 = C v+ 8) (C v+ &'2), de donde
C.8h=1 Z,8,4+C18:=0 &C&,=—a"

y de estas relaciones resultaria €,2=8;2 xQ-i,C,l. Z,€XK,, relaciones
imposibles por ser distintos los términos principales de los dos
miembros.

Resulta, por consiguiente, que cada automorfismo de K da
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origen a un automorfisme, por lo menos, de K*. Con esto queda
‘probada la primera parte del teorema.

2. El postulado cuadrdlico es necesario. Sea R el cuerpo
de los numeros racionales, A un numero reai transcendente,
K=R(). El cuerpo K posee una ordenaciéon arquimediana : la
inducida por la del cuerpo de los ntimeros reales y K no sa-
tisface al postulado cuadratico. Si

a” )\m_;_'a] )\m+1 _}__"'+ar lm+r
bo \"+b, NH ..k b, A

R R R R AR

es un elemento arbitrario de K y ¢ un nimero racional cualquie-
ra, la correspondencia

P BN S I W O e SR
bo N 4By N DA T By (D by (W) . b, (A8

es un automorfismo de K.

3.2 Las condiciones son suficientes. Sea K un cuerpo que
cumple las hipdtesis del teorema y supongamos que s sea un
automorfimo del mismo. s es un automorfismo ordenado, e. e.,
transforma elementos positivos en elementos positivos y elemen-
tos negativos en elementos negativos. En efecto, si p es un ele-
mento positivo de K, por el postulado cuadrético existe el ele-
mento v/p, de donde o(p)=o0|( (Vp)? ]—‘[u(\/p\] luego s(p)>0.
Como la demostracién anterior es valida para cualquier auto-
morfismo, sin mas que considerar el inverso de g, resulta que
elementos negativos se transforman en negativos. Si el auto-
morfismo ¢ no fuese el unidad, existiria un elemento, a, de K tal
que s(a)Fa. Supongamos, para fijar el razonamiento, que s(a)>a.
Por el postulado de Arquimedes, existe un niimero natural,

tal que n[o(a)—a]—1>0, de donde s(a)—a> -'rlT v por el mismo

postulado, existe otro numero racional entero, m, tal que

m
a<—n—<0(d)

Ahora bien, como los automorfismos de K son ordenados, de
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a<%’§—resulta c(a)<c(%l):%, en contradiccion con la relacion
anterior. El teorema estd completamente demostrado.

En virtud de este teorema, toda la geometria proyectiva real
de las figuras lineales y cuadraticas en que no intenvengan rela-
ciones distintas de las' cuadraticas, bicuadraticas, bibicuadrati-
cas, ..., coinciden con la geometria proyectiva correspondiente
a los espacios definidos sobre cuerpos que satisfagan al teorema
anterior. '

LITERATURA CITADA EN EL TEXTO
[1] V. d. Waerden : Moderne Algebra, [, 2.2 edicion. Springer. Berlin.

Universidad de Zaragosza.

=13 dicim’nbre 1948.
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o, lo que es lo mismo, aplicar directamente la férmula que da dicha integral

general
- f:c 1 .
v ax
dx 7

Y= 6 N+ ¢y l == e

que, nos da

T
Y=ot GV | ——m— .

xe* vyt
M K

En el punto x=2C podemos hacer un estudio analogo sustituyendo un
i : g il !
cdesarrollo de la forma V\':ao(— +... v anulando el cceficiente de &~ La
= i
ecuacién determinante tiene la tnica rafz r=—35, lo que era evidente a prio-
ri. Luego seguimos como antes.

A. de Castro Brzezicki.

ACLARACION

SOBRE EL ARTICULO: «CUERPOS ORDENABLES
CON AUTOMORFISMO UNICO»

El teorema que demostramos en el primer nimero el afo
actual de esta Revista corresponde al siguiente enunciado :

Teorema. Si C es la clase formada por todos los cuerpos
ordenables que satisfacen -al postulado cuadritico y al de Arqui-
medes, C' la clase de los cuerpos ordenables que satisfacen al
postulado cuadratico y C" la clase de los cuerpos ordenables
arquimedianos, se verifica: 1.° Todos los cuerpos de C poseen
automorfismo tnico. 2.° En C' v en C” existen cuerpos con mas
de un automorfismo. >

Pedro Abellanas

Universidad de Zaragoza

Julio de 1949.
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