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CU E.RPOS ORDE,NABLES CON AUTOMOR.­
FISMO UNICO 

p or 

P EDRO A BE.LLANAS 

INTRODUCCION 

Es sabido que, la condición necesari a y suficiente para que . 
la definición · de proyectiviclad de Poncelet coincida con la de 
Staudt ·para el espacio proyectivo real, es que el cuerpo base del 
espacio proyectivo posea un autotnorfismo único; de aquí el 
interés de determinar una condició n necesaria y süficiente para 
que un cuerpo posea automorfismo único. El objeto de la pre­
sente nota es dar tal condición para los cuerpos ordenables. 

l. Postulado cuadrático. U n cuerpo ordenable se dice que 
satisface a l postulado cuadrát ico, cuando las raíces cuadradas 
ele todos sus elementos positivos pertenecen ·a él. 

TEOREMA. La cond·ición 1iecesaria y suficiente para que wn 
cuerpo ordenable posea aid.oniorf isrno único es que la ordena­
ción sea arquimediana y que satisfaga al postulado cuadrático. 

Demostración. l.º El Postulado de Arquímedes es necesa­
áo . Sea K el cuerpo de todas las series de potencias formales: 

ªº xm + a 1xm+1 + ... 
sobr·e el cuerpo,. R , de los números reales: a0 , a 1 , ••• , e:, R, m 
es un número racional en tero y :x un a indeterminada sobre R. 

2' 2i 

Sea K* = K( v' :x, v'x, ... , v'·x, .. . ) el cuerpo que resulta de 
tfectuar la adjunción a K de todas las raíces de x ele índices 
ig ual es a una potencia el e exponente natural de dos. 

Los elementos, )1, , de K * será n de la forma 

~ I 

X=[aoo X"'•+ a o¡ Xmo+l+ ".] +X 2ª1 fa¡o Xmt + a11 Xm, + I + . •. J + ... 
~ 

2'L +x º[an0 xmn + . .. ] [1] 
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en donde las expresiones d e los paréntesis p<irtenecen a K y el 
nt1m ero de ra íces d e x distintas que en ell os fig:ura n es finito. 

S ea m,+ _h_=mín.lm0 , m1+A, ... , m. + ~N" I ; al términ o 
2ª1 l 2ª1 2~. 1 

~. 
m¡+~ 

a,0 x · ' n,0 :j:O, se le llam a pún cipal, y a su coeficiente 

direcloi, del elemento x. 

D ef inición.-Diremos q ue e l e lemento .,_ es posit ivo si, y sólo 
s1, Jo es s u coefic ie rite directo r. 

L a· demostració n de esta pr im era parte la subdi.vidiremos en 

otras tres : 

a) i\I eiliante la def'ini ción ant erior quedq ordenado el cu.er­
po K * .-En efecto [l] : I. S i .,_>O se rá a¡0>, lu ego Y.:j:O y el 
coefici ente direc tor, -a10 , d e -·1. se r{t negativo, luego -y_::;po 
y -x':j:O. Si · Y.<0, se rá a.10<0 y el coefici ente d irecto r de -Y. 
será pos itivo, luego -;<.>0. 

Il. S upo nga mos que el elemento Y. , (1), de té rmin o prin c i­

~i 
m· + --

µa l n.;0 :-.: ' 2r:< 1 L'S pos iti vo nsí corno e l elemento: 

~· , 

x' = [a 'oo xm'o + a'o1 x m'.+·1 + ... ) +X ~«', [a'10 xm'1+ a'11 x m'+1 +.:.]+ ... 

~' n ' 
e;;--; 

+X 2 
n (a' , X"' 'n' + ... ] 

n o 

~·. 
m'.,+ - ,-

de té rmin o prin cipal a ' ¡•0 X 
1 

2ªi' El té rmin o pri nc ipa l de Y.._+x· 

será: 

m '· _fr_ ~. 
m¡ + -a-

a,o x z ' ' 
, 1+ O.'·• 

a i'uX 2. L ' o, 

~. 
m¡+-a-

(a,o + a'¡•0) x 2 1 

segú n q u_e . 

· ~. < , +· W1· 
ni, + -- > •n ¡• - ,-

2ª' = 2ª I ' 

respectivam ente . E n los tres casos resulta ·que 'l.+ ;r.'>0. E l tér-

min o principal de zy~ ' 

c . q. d. 

~. ~'¡• 
' m¡+m '¡' + --¡¡: +a·~ 

es a,0 a i 'o x 2 ' 2 ' lu ego, 'l.'l.'>0. 
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L a orde nació n de K ·'-' q ue acaba mos de definir es, ev idente­
mente, no a 1«quimedian a. 

b) ]\..*satisface al postulado cuadrd.Lico.-En ·efecto, cons1-

deremos los cuerpos : ... , 
2' 

= K .. _1(Jx), ... Todo eleme nto, ,_E K "' , por poseer un nlimero 
finito de ra íces de x , goza de la propiedad de pertenecer a un o 
de los cue rpos K;, i = O, 1, '2, .. . y de no pertenecer a l a nterior ; 
s i ·1. pertenece a K .. y no perte nece a K ,._ 1 diremos que es un ele­
mento Propio de K .. . R eprese1Úa remos po r P al a nill o de todas 
las se ri es de potencias· d e x sobre R de expone ntes enteros no 

22 2• 

negativos y por P * a l a nill o P [J;;; .J ~-v: . ... , Jx, .. . ].Las uni-
dades de P * está n car;:icter izadas por·que su términ o pri nc ipal es 
un nlimero real. 

Pa ra demostrar la proposi ción b) , demostrnremos prcv ia men­
el s ig ui ente : LEl\J..\. T oda 'unidad pos ili-va de p·~· que es elemen­
to propio de K .. , posee rafo c_u adrada que pertenece iamhién a K ,. 
v es unidad de P *. La demostrac ió n ia baremos por inducció n 
respecto de ·r. S ea ' -o una uni cbd positiva de K 0 = K: 

Xo = llo + a1 X + .. · , lio > Ü 
y sea 

e::o = bo + bi X + b1 x 2 + · ... 
entonces, 

1 u ego, se puede n deterin i nar 1<is /I ¡, suces i vamc n le, med ian te las 
relac iones 

bo2 = ªº 
2 b0 b1 = a1 

b1
2 + 2 bo b2 = ª 2 

el.e modo ·que c: 0
2 ,; "'·o y b0 = ± 'Ja0 ::fO. 

Supongamos demostrado el lema para todo i<r y vamos a 
demost ra rl o para i=r .. Sea ·1. ,. un a unidad pos itiva de P *, que es 
1-:lemento propio de K .. . ; entonces se podrá poner en la for ma 
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~ i endo "·r-1 unidad positiva de P * . Sea c;r = ~r- i + ~-x- 2 - ' f::' ,~ 1 en donde 
~r- 1 y c;.'r- 1 pertenece n a K ¡. __ 1 y pongamos : 

en ton ces será 

,. 2 2-< r-1) ~ ·2 - X 
1::.-1 + X 1'.;,_, - •r1 , 2 ~r-1 ~·r-1 = x'r-1 

de donde 

Ahora bien, como 'l-r - 1 es unidad ;iositiva de P* tambié n lo 
~ 2 ' ,.. 2-(r-1) ~ ''.: l IT es ~- ,_¡ - :x. l\_1 , y co mo este e emen to pertenece a '\.. r _ 1 

existe, por la hipótesis de inducción, su raíz cuadrada, 

la cua l es, a su vez, unidad de P * y ele: mento de K ,._ 1 • Por con­
. sigui ente, un o, por lo menos, de los dos el"mentos 

es una unidad positiva de P * y pertenece a Kr_1 • Sea, p. e. , 

_!_ [x + l/ x2 - x 2- c,- I) x'~ ] 4 r-1 ~ r - t r - t 

la unidad positiva; entonces, por la hi pótesis de inducció n, ex iste 
Ja raíz auadrada de este elemento y es un a unidad de P* que 
pertenece a Kr-i · Poniendo 

. t: - + v~1 [x + V x2 - xrc,-1) x·2 . J 
r-I - - 4 r -1 r-1 r-1 

' 
~

1

r-1 = X r-t 

l . ( 2-' P'' )2 'd d d P '' - ' /2 !"' res u ta c;,_1 + x ..., .-1 = "· y como c;,._1 es un 1 a e , x .-1 '->,-1. 

pertenece a P*, y como tanto -Ár_ 1 co mo c;r_1 pertenecen a K ,_1 , 
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el elemento c;'r-i pertenece tambié·n a K r-i · R esulta, finalmente, 
que los elementos 

son raíces cuadradas de z r= z r_1;+'.Y'2 -r "- ,r- i y cumplen las condi­
ciones del lema . c. q. d. 

La demostrac ió n de la proposición b) resul ta ahora inmedia­

m· +~ 
ta, en efecto, s í a,0 x ' 2ªi es el términ o p rin cipal del elemen-
to (1) de K * y s í éste es positivo, poniendo 

m·+- p,+ - -~¡ [ ¡, 1 
X = x' 2ª i a10 + a,1x+ . . . +x 2º' (ao0+ ao1x+ .. . ) + ... 

~· l paréntes is rectang ula r es una unidad positivn de P *, luPgo, 
por el lema a nterio r, resul ta que 

es la raíz cuadrad a de ·1 • • 

c). E l cuerp o K* po;;e,e infin itos auloniorfismos distinf,os del 
m iidad .-En efecto, et cuerpo K posee ·tos automorfi smos 

. . 
ªº (x+tr+a1 (x+tt+' +a2 (x+ tyn+>+ ... 

~ i endo t un 11\'.1mero rea l cua lqui era . Estos automorfi smos son 
p rolongables, sucesiva mente, a los cuerpos K 1 , K~ , ... , K 1, • • • 

E n efecto, bas ta para ello [1] demostra r q ue el polino rnºio y 2 - x 2-
1 

ts irreducible en K,[y] pa ra todo i. S upongamos que no fu ese 

así, entonces sería y 2 - x2-; = (e'.; 1 y + e'.;2) (t' 1 y + f'.:; '2) , de donde 

y de estas relaciones resul ta ría f:;2
2= f:;12 x2-J, e'.;1 , f'.:;2 E K 11 relaciones 

imposibles por ser distin tos los términos p rincipales d e los dos 
miembros. 

R esulta, por consig uiente, q ue cada a t1tomorfismo de K da 
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ori ge n a: un a uto morf is mo, por lo ·me nos, de K~' . Co n esto q ueda 
·probada la primera pa rte · del teo rema . 

2."' E l postulado cuadrático es necesario. Sea R el cuerpo 

de Jos núm eros racio na les, 'A u n nú mero rea l t ra nscendente, 
K = R ("A) . E l cuerpo K posee una or·denació n arq uim ecliana : la 
in d uc ida po r la del . cuerpo de los nú meros reales y K no sa- -

tisface a l postul ado cuadrático . $ i 

ao A_m-1- al A_m+t + ... + a,. A_m+r 

bo A.º+b1 A_n+t + .. . + b, A_n+s ' 
b;, ai E R, i=O, ... , s, J·=o, ... , r 

es un elemento arb itra ri o de K y t un número rac ionn l cua lqui e­
ra, la co rrespondencia 

ao A_m+a1 A_m+J + ... +a,. A_m+o· ªº (A.+t)m+a1 o,+t)m+l + .. . + nr (A.+ t)"•+r 

bo A."+ b1 A_n+ t+ ... + b, A_n+s b0 (A. + t)•+ b1 (A. +t)"+1+ ... + b. (A.+t)•+• 

es un automorfismo de K. 

3." Las condiciones son suficientes . Sea J( un cuerpo que 

cumpl e las hi pótes is del teo rema y supo nga mos que rr sea un 
[1 utomo rfimo del mis mo. rr es un auf;oniorfisnz.o ordenado, e . e ., 

transform a elementos pos.it ivos en elementos pos it ivos y elemen­
tos negativos en elemei1tos negativos. E.n efecto, s i p P.S u n. ele­
mento positivo <le K, por el postul ado cuadrático· ex iste el ele-

me nto ./p, de -donde rr(P)=rr[(./p) 2 ] = 'Írr ( Jp)]2, luego rr(P)>O . 
Co mo la demostrac ió n a nte ri or es váli da pai-a cu:üqui er auto­
morfi s mo, s in más q ue co ns iderar el ;nverso de rr, res ul ta q ue 
elementos nega tivos se tra nsforma n en negativos . S i el a uto­
rnorfi s mo rr no fuese e l unidad, exist ida un eleme nto, a, de K ta l 
que rr(a)':fa . S upongamos, para f ijar el razonam iento, que rr(a)>a. 
P or el postulado ele A.1-.quím edes, ex iste un número nalurn l, n, 

1 . 
ta l q ue n[rr(a) - a] - 1>0, de do nd e rr(a)-a.> n y po r e l mi smo 

postulado, exis te otro número rac iona l entero, rn, ta l q ue 

m a< - < o (a ) . n 

Ah ora bien, como los automorfi smos de K so n ordenados, de 
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, m 1 ( ) (m) m d . . , 1 1 . , a~ -resu ta rs a <( o - = - , en contra 1cc1on co n a re ac1on · n n n · 
a nte rio r. El teorema está compl etamente demostrado . 

En vi rtud de este teo rema, toda la geometría proyectiva real 
de las fi g uras lin eales y cuadrá ticas en que no intenv enga n re la­
ciones di stintas de las · cuadrá ticas , bicuadrá ti cas, bibicuadráti­
cas, ... , coinciden co n la geometría proyectiva co rrespond iente. 
a los espacios definid os sobre cuerpos ·que sa ti sfagan a l teorema 
a nteri o r. 

LITERATU RA ClT AD A EN EL TEXTO 

Ll J V. d . W aerden: Modern e Al gebra, I, 2.ª edi ción. Sprin ger. Berlír .. 

Universidad de Zaragoza . 

· 13 di ciem bre 1948. 



80 Rl! YISTA MATEMATI CA lllS PANO-AMERICAl'I A 

o, lo que es lo mismo, apl icar directamente la fó rmul a que da dicha int egral 
general 

. J x+ i 

J 
dx - - x- <lx 

y = C1 Yi + c~y ¡ --. e. 
' y ¡-

q ue, nos da 

. 1· d.:c V = C1 r 1 + C. V¡ - -- . 
- . - - xex ·v ~ 

, 1 

En el punto x=X podemos hacer un es tudio análogo sustituyendo un 

ciesarrollo de la fo rm a 1•=a.0(-'-) ' + ... v ai lU!ando el rne ríeiente de x-'"- La . X , 

ecuación deter minan te tiene la única raíz r= -5, lo qu e era e\"Íden te .:1 prio­
ri. Luego seguimos. como a ntes. 

.4. de (as lrn Hrze ;; ick i . 

ACLARACION 

SOBRE EL ARTICULO: «CUERPOS ORDENA.BLES 
CON AUTOMORFISMO UNICO • 

El teorema que demostramos e n el primer número rie l a i'ío 
ac tua l de esta R evis ta corresponde a l s ig uiente enunciado : 

T "Corema . Si C es la clase fo rmada po r todos los i:: uerpos 
urdenables q ue satisfacen ·a l postul ado cuadrático y al de Ar.quí­
medes, C' . la clase de los cuerpos ordena bles ·que satisfacen al 
µostu lado cuadrático y C" la clase de los cuerpos ordenables 
a rquimedia nos, se verifi ca : l. º T odos los cuerpos de C posee n 
a utomorfismo único . 2.º En C ' y en C" existen cuerpos con más 
de un automorfismo. 

Jul io de 1949. 

Pedro A bellanas 
Uni'uersidad de Z arago:;a 
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