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Capitulo 1

Introduccion

El caos cuantico es una materia que todavia carece de una definicion
clara. Incluso su propio nombre es objeto de controversia. Por el contrario
el caos determinista cldsico posee una definicién precisa y sus propiedades
son perfectamente conocidas. A pesar de ello, en las dos ultimas décadas se
han conseguido importantes avances en nuestra comprension de la mecanica
cuantica gracias a las ideas aportadas por este nuevo campo.

Podemos dividir los estudios sobre caos cuantico en dos tipos: el caos
cuantico en sistemas de un cuerpo y el caos cuantico en sistemas de mu-
chos cuerpos. En el primero, las herramientas utilizadas son principalmente
aproximaciones semiclasicas, que permiten una conexiéon inmediata con las
propiedades de regularidad o caos del limite clasico del sistema. En el
segundo caso no tenemos posibilidad de comparaciéon con ningun tipo de
dinamica clasica ya que, debido al comportamiento bosénico o fermiénico de
las particulas cuanticas, el limite clasico de los sistemas cudnticos de muchos
cuerpos no esta bien definido. A los sistemas de un solo cuerpo se le puede
aplicar la definicién més usual de caos cudntico. El caos cuantico es lo que
le sucede a un sistema cuantico cuyo andalogo clasico es cadtico. Aunque no
existan dudas sobre su aplicabilidad en este caso, esta definiciéon dista mu-
cho de ser satisfactoria. Nos gustaria encontrar caracteristicas puramente
cuanticas que permitieran una definicién mas precisa sin necesidad de acudir
al limite clésico y, al mismo tiempo, valida tanto para sistemas cudnticos de
una sola particula como para muchas particulas en interaccién.

El punto de unién entre ambos tipos de sistemas lo provee la teoria de
matrices aleatorias. Las propiedades estadisticas de las fluctuaciones del
espectro de un sistema cudntico cadtico tienen caracteristicas universales
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idénticas a las del espectro de una matriz aleatoria. Son aplicables, tanto
para una tunica particula moviéndose en un billar con forma de estadio, el
analogo cuantico de un sistema cadtico clasicamente, como para un nucleo
complejo con sus protones y neutrones interaccionando fuertemente. Nuestro
trabajo se fundamenta en el analisis de propiedades estadisticas del espectro
y de las funciones de onda de sistemas cuanticos de muchos cuerpos. Hemos
centrado nuestro estudio en el niicleo atémico, paradigma de sistema cuantico
complejo. La herramienta tedrica mas adecuada para estudiar la dindamica
nuclear en este sentido es el modelo de capas. Por esta razén, la mayor parte
de este trabajo se basa en el andlisis de los espectros y las funciones de onda
resultantes de la diagonalizacién de las matrices del modelo de capas.

En el capitulo 2 introducimos los conceptos de caos cuantico y matrices
aleatorias que vamos a utilizar en el resto del trabajo. El paso previo para un
andlisis adecuado de las fluctuaciones de los espectros cuanticos es la elim-
inacién del comportamiento medio de los niveles de energia, particular de
cada sistema. Nos referimos a este proceso como reescalado (traduccién libre
de la palabra inglesa unfolding). Lo estudiaremos en detalle en el capitulo
3. Demostramos en este capitulo que el conocimiento de una funcién suave
de la densidad media es indispensable para la caracterizacion del espectro
como cadtico o regular y limitamos la validez de los métodos estandares de
reescalado que dependen de una ventana de energia. El capitulo 4 contiene
los resultados relacionados con la estadistica del espectro y las funciones de
onda de los nicleos en la capa pf y en la region del Pb. Obtenemos una
clara dependencia de la caoticidad del ntcleo en el isoespin y en la energia
de excitacion en ambas regiones. La mayor regularidad a baja energia del
espectro de los nucleos con un solo tipo de fluido (neutrones o protones) se
explica mediante la conservacion parcial del niimero cuantico de senioridad
debido a la importancia de la interacciéon de pareamiento en esa regién. A
mayor energia existen todavia diferencias apreciables entre nicleos con un
solo fluido y ntcleos con protones y neutrones. Estas diferencias se pueden
apreciar estudiando las funciones de onda y las correlaciones de largo al-
cance en las fluctuaciones del espectro. La diferencia en la intensidad de la
parte de la interaccién residual de isoespin T' = 1 y la de isoespin T = 0
explican este comportamiento. En el capitulo 5 estudiamos la dindamica de
niveles en funcion de un parametro que lleva el sistema de la regularidad al
caos y el mecanismo de la estocastizacién de las funciones de onda a partir
de los cruces evitados de los niveles de energia. En el capitulo 6 introduci-
mos y analizamos un nuevo modelo de matrices tridiagonales para el caos



cuantico en sistemas de muchos cuerpos basado en el método de Lanczos. El
método de Lanczos ha sido utilizado tradicionalmente para estudiar la region
cercana al estado fundamental, sin embargo, en este trabajo se utiliza para
investigar propiedades globales de la dindamica. En el capitulo 7 finalizaremos
exponiendo las conclusiones fundamentales del trabajo. Con el fin de aligerar
el contenido del segundo capitulo se han recogido los detalles sobre la teoria
de matrices aleatorias en el apéndice A y sobre el modelo de capas en fisica
nuclear en el apéndice B.






Capitulo 2

Conceptos fundamentales del
caos cuantico

Existen dos tipos de movimiento radicalmente distintos en la mecanica
clasica: el movimiento reqular de los sistemas integrables y el movimiento
caotico de los sistemas no integrables. Para distinguir el tipo de dinamica
que corresponde a un sistema dado podemos observar un grupo de trayec-
torias que comiencen en puntos cercanos del espacio de fases. En el caso
caotico la distancia entre dos de esas trayectorias cualesquiera crece expo-
nencialmente con el tiempo. El ritmo de crecimiento de esa distancia es lo que
se denomina exponente de Lyapunov. Para el movimiento regular el ritmo de
crecimiento puede crecer como una potencia, pero nunca de forma exponen-
cial. En este caso decimos que el exponente de Lyapunov es idénticamente
cero. En mecanica cuantica la nocion de trayectoria en el espacio de fases
pierde su sentido y, por tanto, también lo pierde la nocién de exponente de
Lyapunov. Cuando tenemos un espectro discreto de energias, como en los
sistemas cuanticos ligados, la dindmica se caracteriza por ser cuasiperiddica
y no puede existir esa sensibilidad a las condiciones iniciales.

Como al pasar a la mecanica cuantica se pierde la distincion clasica entre
el movimiento regular y el cadtico, nos podriamos preguntar si existen otros
criterios completamente mecanocuanticos que nos permitan distinguir dos
tipos de dindmica cuantica de forma paralela al caso clasico. Cuando A — 0
un grupo debe convertirse en regular y el otro en cadtico. El nuevo campo
del caos cuantico ha demostrado durante estas dos ultimas décadas que estos
criterios existen.

Los trabajos pioneros de Berry[1] y Bohigas, Giannoni y Schmit[2] rela-
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cionaron las propiedades estadisticas del espectro de los sistemas cuanticos
con el comportamiento cadtico o regular de su andlogo clésico. Desde en-
tonces numerosos sistemas cuanticos u ondulatorios han sido analizados desde
este punto de vista. Como ejemplos podemos citar los estudios sobre billares
cudnticos y su realizacién experimental como cavidades de microondas|3,
4], cavidades actsticas[5|, sistemas mesoscopicos[6, 7|, sistemas atémicos y
moleculares(8, 9, 10] o sistemas nucleares|11, 12].

Los avances en estas dos ultimas décadas han sido espectaculares. La pro-
fundidad de nuestro conocimiento sobre la relacién entre la mecanica clasica y
la mecanica cudntica y sobre la dinamica de los sistemas cuanticos complejos
ha aumentado en gran medida gracias a las nuevas ideas introducidas en este
campo. La intencién de este capitulo es presentar una breve introduccion a
esta vastisima materia. No pretendemos ser exhaustivos sino concentrarnos
en los aspectos que mas nos interesan y en los que se encuentran mas rela-
cionados con la fisica nuclear, ya que sobre ella se basa la mayor parte de
este trabajo.

2.1 Caos

El descubrimiento del caos determinista y sus aplicaciones a gran var-
iedad de sistemas fisicos representan uno de los grandes avances de la fisica
del ultimo tercio del siglo XX. La mayoria de los sistemas dinamicos no
lineales son cadticos. Este nuevo concepto ha permitido el estudio de mu-
chos sistemas complejos que antes no podian ser tratados. Dos excelentes
textos introductorios sobre la teoria del caos determinista son los libros de
Schuster[13] y de Lichtenberg y Liebermann|[14], el primero més bésico y el
segundo mas riguroso en el aspecto matematico.

El caos determinista presenta las siguientes caracteristicas definitorias:

a) Las leyes de evolucién del sistema son deterministas.

b) Comportamiento aperiddico. El espectro de potencias del movimiento
del sistema es continuo.

c¢) La sensibilidad extrema a las condiciones iniciales producida por la
separacién exponencial de las trayectorias en el espacio de fases. El exponente
de Lyapunov del sistema es el parametro que mide este efecto de forma
cuantitativa. Viene definido por:
d(Xo, t)

1
= lim=log ——2 2 2.1
Jm 108 e 0) (2.1)

A(xo)
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donde d(xo, ) es la separacién entre dos trayectorias a tiempo ¢ y con condi-
ciones iniciales xg y el resultado se debe promediar sobre todas las condi-
ciones iniciales. El exponente de Lyapunov nos da un limite practico al
tiempo maximo para el que las predicciones sobre la evolucién de un sistema
son validas, dependiendo de la precision con la que se midan las condiciones
iniciales.

d) El sistema estd confinado. Solamente con un exponente de Lyapunov
positivo los sistemas no son necesariamente cadticos. Es también impres-
cindible que se cumpla la propiedad matematica de mizing, esto es, que las
trayectorias que se separan se vuelvan a encontrar una y otra vez. Las tra-
yectorias cercanas se separan localmente pero la dinamica estd confinada
globalmente a una region finita del espacio de fases y, necesariamente, las
trayectorias se reaproximan arbitrariamente cerca unas a otras infinitas ve-
ces. Es necesario que la entropia topoldgica, que mide el ritmo de crecimiento
del nimero de trayectorias topologicamente distintas, sea positiva.

La principal sorpresa que nos reserva el caos determinista es que se puede
producir en sistemas muy simples de pocos grados de libertad. En fisica, los
sistemas hamiltonianos con un ntmero finito de grados de libertad han sido
divididos tradicionalmente en dos tipos: aquellos con pocos grados de liber-
tad, que se suponia que debian exhibir algin tipo de movimiento ordenado
que fuera aproximadamente resoluble por teoria de perturbaciones; y aquellos
con un gran numero de grados de libertad, para los que se debian aplicar los
métodos de la mecanica estadistica. Sin embargo, el descubrimiento del caos
determinista ha cambiado totalmente este punto de vista. La dindmica de
los sistemas de pocos grados de libertad puede ser increiblemente compleja.

2.1.1 Caos hamiltoniano y teorema KAM

Dependiendo de que el sistema conserve la energia o no, el caos deter-
minista se puede dividir en dos clases con caracteristicas y propiedades muy
distintas.

En los sistemas disipativos el volumen ocupado por las trayectorias en el
espacio de fases decrece con el tiempo. En el limite ¢ — oo el conjunto de las
trayectorias se convierte en un atractor extrano. Normalmente su dimension
es menor que la del espacio de fases original y fraccionaria. Es un fractal.

Para los sistemas conservativos el volumen del espacio de fases ocupado
por las trayectorias es constante en el tiempo. Es el denominado teorema
de Liouville para sistemas hamiltonianos. La conservacién del volumen en el
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espacio de fases impide el colapso del movimiento del sistema. No existen los
atractores en este tipo de sistemas. El caos en sistemas conservativos viene
caracterizado por el teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) [15, 16].
Para entender el teorema KAM imaginemos un hamiltoniano que consista
en dos partes
H=Hy+ eH; (2.2)

con un coeficiente numérico e. Supongamos que Hj es integrable pero el ha-
miltoniano completo H no lo es debido a H;. Cuando € = 0 hay n constantes
de movimiento F,, donde n es la dimensién del espacio de configuraciones.
Para un sistema hamiltoniano una de esas constantes de movimiento debe
ser la energia.

F.(qi,pi) = cte. a,i=1,2,...n (2.3)

Estas n ecuaciones definen un toro n-dimensional en el espacio de fases
2n-dimensional. Por tanto, la trayectoria permanece en este toro para todo
t. El movimiento es equivalente a n movimientos en una dimensiéon cada
uno con su propia frecuencia. Si las razones entre las diferentes frecuencias
son fracciones racionales, las trayectorias son todas periddicas. Si la relacién
entre las distintas frecuencias es irracional, el toro tiene una tnica trayectoria
que nunca se cierra y lo recubre completamente. El movimiento se denomina
cuasiperiédico. En cualquiera de los dos casos el movimiento es regular.
Podemos dividir el movimiento en el toro n-dimensional en movimientos en
toros bidimensionales que corresponden a cada una de las relaciones entre las
distintas constantes de movimiento. Llamaremos a estos toros racionales o
irracionales segiin que la relacion de frecuencias correspondiente sea racional
0 no.

. Qué sucede cuando € es distinto de cero? El sistema deja de ser completa-
mente integrable pero la energia sigue siendo una constante del movimiento.
Por tanto, todas las trayectorias permanecen en la capa de energia constante.
Pero, jqué es lo que ocurre con los toros? Los teoremas KAM y de Birkhoff-
Poincaré nos dan las respuestas adecuadas a esta pregunta segin el toro sea
racional o no. Todos los toros racionales desaparecen, pero algunos toros
irracionales permanecen. Los toros cuya relacion entre frecuencias sea sufi-
cientemente irracional en el sentido de las fracciones continuas, de tal forma
que se cumpla que

wi_m| | Kle) (2.4)

Wy 7 n25’
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donde k(e) — 0 cuando € — 0 y m y m son enteros primos entre si, son
estables bajo la perturbacién eH; cuando € < 1. Cuando esto se cumple el
movimiento originalmente en ese toro se perturba ligeramente dando lugar a
un toro algo deformado. Para un e suficientemente grande la perturbacion
destruye todos los toros. El ultimo toro KAM que sera destruido sera aquel
con la razén de frecuencias mas irracional de todas wy/wy = (v/5 —1)/2, la
razén aurea de los griegos.

Los toros racionales, por el contrario, son inestables bajo la perturbacion
y se destruyen siempre. Sin embargo, un ntimero finito de sus trayectorias
periddicas permanece. La mitad son estables y la otra mitad inestables.
En la vecindad de cada una de las trayectorias estables aparece un nuevo
conjunto de toros mas largos y delgados. Una vez més de este conjunto de
toros faltan los racionales, excepto unas pocas trayectorias peridédicas y asi
sucesivamente. En la vecindad de cada una de las trayectorias inestables
pertenecientes a los toros racionales originales el movimiento es extrano y
complicado, pero no aleatorio. Ha aparecido el caos en el sistema. La es-
tructura es autosimilar y confiere propiedades fractales a la frontera entre
el movimiento regular de los toros y el movimiento cadtico de los espacios
intermedios. Al aumentar € el tamano del espacio de fases completamente
cadtico alrededor de los toros racionales destruidos aumenta y los nuevos
toros creados disminuyen de tamano hasta que para un e suficientemente
grande desaparecen completamente.

Por tanto, para un e pequeno, una fraccion finita del espacio de fases
estd ocupada por movimiento regular, una fracciéon finita esta ocupada por
movimiento cadtico y la frontera entre ambas regiones es un fractal. Esta es
la situacion en un sistema hamiltoniano genérico. Este tipo de sistemas se
dice que presentan un espacio de fases mezclado.

Conforme aumentamos la perturbacion llega un momento en que los restos
de movimiento regular desaparecen. Todas las trayectorias peridédicas se vuel-
ven inestables. El espacio de fases es completamente cadtico. Es lo que se
denomina un sistema K (de Kolmogorov).

2.1.2 Jerarquia del caos

Los matematicos han desarrollado una detallada jerarquia de posibles
comportamientos en los sistemas dinamicos. Existen tres clases basicas de
sistemas, cada una mas cadtica que la anterior. Intentaremos explicar breve-
mente sus diferencias sin entrar en definiciones rigurosas que necesitarian la
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introduccién de conceptos matematicos demasiado complicados para lo que
nos interesa en esta introduccion.

(a) Sistemas ergddicos: Un sistema es ergédico si su promedio espacial es
igual a su promedio temporal. Es la definiciéon que se corresponde con la idea
original de Boltzmann para explicar la segunda ley de la termodindmica. La
ergodicidad implica que el espacio de fases no puede dividirse en subconjuntos
invariantes bajo la accién del sistema (hipdtesis ergddica).

(b) Sistemas mizing: Un sistema es mixing si cada subconjunto del espacio
de fases se dispersa de forma homogénea bajo la accion del sistema. Es una
propiedad fundamental de los sistemas cadticos, como ya hemos explicado.

(c) Sistemas K: Los sistemas K son los sistemas cuyo espacio de fases es
completamente cadtico. A ellos no se les aplica el teorema KAM ya que la
posible perturbacién es tan fuerte que ya ha destruido por completo los toros
invariantes. Las orbitas periddicas son todas inestables.

Todos los sistemas K son mixzing y ergédicos. A su vez, todos los sistemas
maxing son ergddicos, pero lo contrario no es cierto.

2.2 Caos cuantico

Una vez establecidas las caracteristicas del caos en mecanica clésica, jqué
sucede con los sistemas cuanticos? Por un lado, tenemos que la ecuacion de
Schrodinger es lineal, por lo que no deberia aparecer el caos en sus solu-
ciones. Por otro lado, el principio de correspondencia nos indica que la
mecanica clasica debe aparecer como limite de la mecanica cuantica para
escalas grandes comparadas con la longitud de onda de De Broglie.

La idea intuitiva de caos se basa en la inestabilidad del sistema ante
pequenos cambios. La sensibilidad extrema a las condiciones iniciales es lo
que utilizamos para definirla matematicamente, siendo cuantificada mediante
el exponente de Lyapunov. En mecanica cuantica las trayectorias dejan de
tener sentido, por lo que debemos buscar otra forma de medir esta inestabil-
idad. Lo primero que podemos pensar es en sustituir la trayectoria clésica
por la funcién de onda cuantica y buscar una separacién de dos funciones
de onda proximas producida por la evolucion del sistema. Sin embargo, la
linealidad de la ecuacién de Schrodinger implica que la evolucién es unitaria.
Por tanto, si tenemos dos funciones de onda distintas como condiciones ini-
ciales |¢(0)) y [1(0)), la evolucién unitaria conserva el producto escalar en
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el espacio de Hilbert,
(@Ol O)* = [{&(0)[(0))[. (2.5)

Sin embargo, una caracterizacion alternativa del caos clasico, sensibilidad
extrema a pequenos cambios en el Hamiltoniano, en lugar de a pequenos
cambios en las condiciones iniciales, si parece que pueda trasladarse a la
mecénica cudntica[17]. En la Fig. 2.1 podemos comprobar lo que sucede con
la funcién de onda cuando cambiamos ligeramente el hamiltoniano para un
sistema cuantico segiin estemos en la zona en que ese sistema es clasicamente
regular o cadtico. El solapamiento de las funciones de onda estd siempre
proximo a la unidad en el caso regular mientras que decrece exponencialmente
en el caso cadtico.
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Figura 2.1: Dependencia temporal del solapamiento de dos vectores de onda del
kicked top evolucionando a partir del mismo estado original pero con hamiltonianos
ligeramente perturbados. La curva superior se refiere a condiciones correspondi-
entes a movimiento cldsicamente regular y la inferior a movimiento clasicamente
cadtico[18].

En este sentido recientemente se han encontrado interesantes relaciones
entre el ritmo de decoherencia de un sistema cuantico y el exponente de
Lyapunov de su anélogo clasico[19].
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En cualquier caso, la posibilidad de definir el caos cuantico de forma
rigurosa utilizando la sensibilidad a pequenos cambios del hamiltoniano no
estd suficientemente desarrollada todavia. En la literatura cientifica sobre el
tema solamente existen ejemplos de sistemas concretos pero no una teoria
general sobre la inestabilidad del hamiltoniano ante pequenas perturbaciones.
Una definicion rigurosa presenta el problema de cémo definir la perturbacion
de manera apropiada, ya que cada hamiltoniano tiene propiedades distintas
ante la misma perturbacion y ante perturbaciones de la misma intensidad.

Otra caracteristica importante del caos hamiltoniano son las propiedades
del espacio de fases de un sistema que cumple el teorema KAM. En mecanica
cuantica, debido al principio de indeterminacién de Heisenberg, nuestro espa-
cio de fases estd discretizado en celdas de volumen A", por lo que la frontera
fractal entre el movimiento regular y cadtico, que hemos visto que caracteri-
zaba el caso hamiltoniano, desaparece.

Estas y otras dificultades provocan que no exista todavia ninguna defini-
cion de caos cuantico universalmente aceptada. En buena parte de la liter-
atura simplemente se utiliza caos cuantico cuando hablamos de lo que sucede
con los sistemas cudnticos cuyo analogo clasico es cadtico. Esta definicién
no incluye a sistemas sin limite clasico claro, como los sistemas de muchas
particulas en los que las estadisticas cudnticas juegan un papel fundamental.

Gran parte de la investigaciéon en caos cudntico se ha efectuado en el
limite semicldsico. En este sentido Berry propuso una de las definiciones mas
ampliamente aceptadas de caos cuantico al que denomind caologia cudntica.
“La caologia cuantica es el estudio del comportamiento semiclasico, pero
no clasico, caracteristico de los sistemas cuyo movimiento clésico exhibe
caos” [20].

La principal herramienta del caos semicldsico es la férmula de la traza
de Gutzwiller[21]. Ya en 1917, en un articulo pionero en el campo y que
fue ignorado durante muchos anos, Einstein[22] advertia que la teoria de
cuantizacion semiclasica no tenia sentido para sistemas no integrables. La
formula de Gutzwiller resuelve este problema mediante el calculo de un ob-
servable puramente cuantico, como es la densidad de niveles, a partir de
cantidades puramente cldsicas, como son las orbitas peridédicas del sistema
clésico, igualdndolos en el limite A — 0.

La densidad de estados semiclésica se puede escribir como una parte suave
mas una parte fluctuante
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la parte suave p(E) se puede calcular en la aproximaciéon de Thomas-Fermi,
mientras que la parte fluctuante

7

pr(E) = —= 3" Ag(B)eap( +5,,(E) ). (2.7)
B h

El subindice op se refiere a que el sumatorio recorre todas las érbitas periddicas.
El factor de fase depende de la accién clasica S,p(E) de las érbitas y la am-
plitud A,, estd relacionada con sus propiedades de estabilidad. El pardmetro
p = (d—1)/2 para sistemas integrables y ;1 = 0 para sistemas cadticos, donde
d es la dimension del espacio.

En 1973, Percival[23] conjeturé que existian dos tipos de espectro de
energias para un sistema ligado con més de un grado de libertad. El espectro
regular que aparece cuando el movimiento clasico es integrable y el espectro
irregular que sucede cuando no existen suficientes constantes de movimiento.
La principal diferencia entre el comportamiento del espectro entre sistemas
integrables y aquellos que no lo son es la posibilidad de que los niveles se
crucen cuando variamos un parametro del sistema. Si el sistema es integrable,
cada nivel viene caracterizado por tantos nimeros cuanticos como grados
de libertad tiene el sistema. En sistemas integrables genéricos, los niveles
se comportan como si no estuvieran correlacionados y se pueden producir
cruces entre ellos. La excepcién a esta regla son los sistemas de osciladores.
En sistemas no integrables los niveles de energia estdn muy correlacionados
si los estados poseen las mismas propiedades de simetria. Los cruces no se
pueden producir cuando cambiamos un parametro del sistema. FEn lugar
de ellos tenemos los denominados cruces evitados. La apariciéon de cruces
evitados produce repulsién entre los niveles del espectro. Esta repulsién de
niveles enlaza directamente con la teoria de matrices aleatorias de la que
hablaremos en el proximo apartado. El espectro de energias constituye un
observable puramente cuantico, cuyas propiedades estadisticas nos permiten
distinguir entre movimiento regular y cadtico.

2.3 Aplicacién de la teoria de matrices aleato-
rias al caos cuantico

La RMT (Apéndice A) fue disenada por Wigner para tratar las estadisticas
de los autovalores y autofunciones de sistemas cudnticos complejos [24]. La
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idea principal es reemplazar el hamiltoniano del sistema que estamos in-
vestigando por una colectividad de hamiltonianos aleatorios con las mismas
propiedades de simetria. Las primeras aplicaciones de la RMT consistieron en
explicar resultados de fisica nuclear, que en ese momento era la tinica parte de
la fisica cuyos resultados experimentales tenian la suficiente resolucion a en-
ergias apropiadas[25]. Mas tarde ha sido aplicada con éxito a las propiedades
de las fluctuaciones espectrales en atomos y moléculas complejos[8]. Depen-
diendo de la simetria del sistema debemos considerar una colectividad de
matrices aleatorias distintas, la colectividad de matrices ortogonales gaus-
sianas (Gaussian Orthogonal Ensemble o GOE), la colectividad de matrices
unitarias gaussinas (Gaussian Unitary Ensemble o GUE) o la colectividad de
matrices simplécticas gaussianas (Gaussian Symplectic Ensemble o GSE).

La observacion de que los resultados de la RMT se aplican no sélo a
sistemas complejos con muchos grados de libertad, sino también a sistemas
con pocos grados de libertad pero con dinamica clasica cadtica ha sido el
origen fundamental de la disciplina del caos cuantico y es, en cierto modo,
equivalente al descubrimiento de movimiento irregular en sistemas clasicos
sencillos.

En 1984 Bohigas, Giannoni y Schmit (BGS) propusieron su famosa con-
jetura: “Las fluctuaciones del espectro de sistemas cuanticos invariantes bajo
inversion temporal cuyos andlogos clasicos son sistemas K son iguales a las
predichas por el GOE”. [2]. Una versién més suave formulada por los mismos
autores reemplaza los sistemas K por sistemas menos cadticos siempre que
sean ergddicos. Para sistemas que no sean simétricos bajo inversién temporal
el GOE se reemplaza por el GUE.

Todavia no se ha alcanzado una demostracién satisfactoria de la conje-
tura BGS. Todos los intentos para demostrarla se basan en algin tipo de
aproximacion semiclasica cuando h — 0.

2.3.1 Analisis espectrales

Las fluctuaciones del espectro se miden mediante estadisticos. Siguiendo
a Mehta[26] definiremos un estadistico espectral como un nimero W que
puede calcularse utilizando solamente una secuencia de niveles sin mas in-
formacién. Su valor medio (W) y su varianza Viy = ((W — (W))?) deben
conocerse a partir de un modelo tedérico. Para que un estadistico sea conve-
niente la desviacién media entre el valor de W observado y el esperado debe
ser pequena si el modelo tedrico es apropiado.
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Figura 2.2: Resultados para el estadio de Sinai en los que se basé la conjetura
BGS. La figura de la izquierda muestra el acuerdo de la P(s) con la distribucién
de Wigner. Se han utilizado mil autovalores consecutivos [2].

Antes de realizar cualquier andlisis de las fluctuaciones espectrales para
comparar sus resultados con el valor teérico correspondiente a la teoria de
matrices aleatorias necesitamos reescalar las energias del sistema con el val-
or de la densidad media. Este procedimiento, denominado reescalado seréa
el tema principal del capitulo 2. No nos detendremos aqui a explicarlo en
detalle pero, a partir de ahora, supondremos que ha sido efectuado satisfacto-
riamente en la secuencia de autoenergias que estemos considerando. Cuando
haya posibilidad de confusion, denominaremos F; a las energias antes del
reescalado y €; a las energias después del reescalado.

Los estadisticos mas importantes que se utilizan en el estudio del caos
cudntico son la P(s) y la As.

La P(s) se define como la distribucién de espaciamientos de primeros ve-
cinos s;, siendo s; = €;4; —¢;. La P(s) mide las correlaciones de corto alcance
en el espectro y la repulsién de los niveles. Como hemos dicho antes los
sistemas no integrables presentan repulsion entre los niveles mientras que los
sistemas integrables no. Una buena aproximacién a lIs P(s) correspondiente
al GOE es la distribucién de Wigner.

P(s) = gs exp (—252> . (2.8)

Segtn la conjetura BGS la distribucién de Wigner se corresponde con el caso
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cadtico. En este caso, P(0) = 0 y tenemos una repulsién entre niveles lineal
P(s) ~ s cuando s — 0. En el caso regular, por el contrario, los niveles
se comportan como si no estuvieran correlacionados. La P(s) sigue una
ley de Poisson e, similar a ley de desintegraciéon de nticleos radiactivos.
La estadistica de Poisson se corresponde con el caso regular. No tenemos
repulsién, P(0) = 1. La repulsién caracteriza a las distintas colectividades
de matrices aleatorias. Si en lugar del GOE se célcula la distribucién de
Wigner para el GUE obtenemos una repulsién cuadritica P(s) ~ s? y para
el GSE el resultado es una repulsién cudrtica P(s) ~ s*. Denominaremos
[ a este pardametro caracteristico de cada una de las colectividades. Para el
GOE g =1, parael GUE, g = 2y para el GSE = 4. Damos una definicién
rigurosa de ( en el apéndice A.

Para estadisticas intermedias, que se corresponderian a sistemas KAM
con el espacio de fases mezclado, con partes regulares y partes cadticas, la
repulsion de los niveles es intermedia entre Wigner y Poisson. Se han desar-
rollado numerosas distribuciones que interpolan entre los dos casos extremos.
Aunque ninguna es completamente satisfactoria tedricamente, sirven para
evaluar cuantitativamente el grado de caos de un sistema cuéntico.

La més utilizada es la distribucién de Brody[27].

w+1
P(s,w) = a(w + 1)s¥exp (—as“™) | a = (F {W—H]> . (2.9)
w—+1
Esta distribucién interpola entre el caso Poisson, que corresponde a w =0y
el caso Wigner, que se corresponde con w = 1. En realidad, es conveniente
remarcar que la P(s) exacta para el GOE se puede ajustar a la distribucién
de Brody con una w = 0.957[28]. La distribuciéon de Wigner solamente es
una buena aproximacién analitica. El parametro w se denomina pardmetro
de repulsion, debido a que mide el comportamiento de la distribucion de
espaciamientos de primeros vecinos a cortas distancias.
Izrailev propuso otra féormula de interpolacién fenomenolégica[29],

2
P(s,Bey) = Ag, ;57 exp (— T Pey s% — (B@ef — Wﬁef)s). (2.10)

16 4

La ventaja de esta féormula es que varia suavemente entre cero, el valor para
Poisson, y cuatro, que se aplica a la simetria simpléctica. Cuando B.f = 1
obtenemos la distribuciéon de Wigner del GOE y cuando By = 2 la dis-
tribucion de Izrailev es igual a la distribucién de Wigner para el GUE. Las
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constantes Ag . y Bpg,, se determinan a partir de la condicién de normal-
izacién y la condicién de que el valor medio del espaciamiento sea uno (ya
se ha realizado el reescalado de las energias). En la Fig. 2.3 se representan
la distribucion de Brody y la distribucion de Izrailev para distintos valores
de sus parametros de repulsion respectivos. Para (.¢ y w entre 0 y 1 ambas
distribuciones son bastantes similares para w = (3.5 aunque se diferencian por
el comportamiento para s grande. La ventaja de la distribucion de Izrailev
es que puede ajustar de forma correcta repulsiones mayores de 1.

P(s)
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7

P(s)
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0 1 2 3 0 1 2 3

o

Figura 2.3: En el panel de la izquierda se representa la distribuciéon de Brody
(2.9) para valores de w = 0 (linea discontinua, equivalente a una distribucién
de Poisson), w = 0.25, 0.5, 0.75 (linea continua, el maximo se desplaza hacia la
izquierda) y w = 1 (linea de puntos, Wigner para el GOE). En el panel de la
derecha se representa la distribucién de Izrailev (2.10) con .y = 0 (Poisson),
Ber = 0.25, 0.5, 0.75, Beyr = 1.0 (Wigner para el GOE) y B¢ = 2.0 (Wigner para
el GUE).

Ciertos trabajos han intentado relacionar el pardmetro de repulsién con la
fraccién del espacio de fases cubierta por trayectorias cadticas [30, 31]. Berry
y Robnik supusieron una superposicién de una secuencia poissoniana de nive-
les regulares y tantas secuencias cadticas de niveles GOE como subconjuntos
aislados del espacio de fases con trayectorias cadticas. Cada secuencia recibe
un peso relativo dependiendo del porcentaje de espacio de fases que ocupan
las érbitas regulares y las cadticas.

Hay una diferencia fundamental entre la distribucién de Berry y Robnik
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y otras mas fenomenoldgicas como la de Brody o la de Izrailev. La primera
implica que hay un grupo de autovalores no correlacionado con los demés. Por
tanto, para Berry y Robnik, P(0) es un nimero entre 0 y 1. Sin embargo, en el
caso de las distribuciones de Brody o de Izrailev, existe repulsion entre todos
los niveles pero no es tan intensa como en el caso completamente cadtico.
En ambos casos P(0) = 0, pero P(s) ~ s%f o P(s) ~ s cuando s — 0. En
unos pocos sistemas sencillos con analogo clasico claro en los que se conoce
perfectamente el espacio de fases clasico, se han encontrado indicios de que
la distribuciéon de Berry y Robnik es correcta, aunque todavia es un tema de
investigacion abierto. Sin embargo, en sistemas a muchos cuerpos todas las
indicaciones apuntan a una repulsién parcial para sistemas intermedios[32].

Las correlaciones de largo alcance entre niveles de energia se pueden ca-
racterizar por la Az, que se define en el intervalo [a,a + L] de la densidad de
niveles acumulada N (E) como

1 a+L
Aola, 1) = 7 minas / IN(E) — AE — BPdE.  (211)

Por tanto, mide las desviaciones de un espectro cuasiuniforme respecto
a un espectro verdaderamente equidistante. También es denominada rigidez
espectral, debido que nos indica si el espectro tiene una cierta estructura
cuasicristalina, esto es, rigida. Este tipo de estructura puede aparecer debido
al efecto a larga distancia de la repulsiéon de niveles. En la préactica la Ag
para un espectro determinado se calcula haciendo la media para distinta a. El
procedimiento més estdndar, introducido por Bohigas et al.[2], es el de utilizar
los intervalos [0, L], [L/2,3L/2], [L,2L],... y calcular el promedio de la A3(L).
En el limite GOE Az ~ L/15 para L pequeno, mientras que Az ~ 7 2In L
para L grande. En el caso de estadistica de Poisson Ag(L) = L/15 en todo
el intervalo de L.

2.3.2 Intentos de demostrar la conjetura BGS

El primer y mas exitoso intento de demostrar teéricamente la conjetura
BGS lo realizé Berry en 1985. Berry intent6 calcular la Az de forma semi-
clasica y comprobo que, para sistemas cadticos, el resultado coincidia con los
valores de la teoria de matrices aleatorias. También calculé correcciones no
universales, esto es, dependientes del sistema, a la forma de la A3(L) para L
grande.
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Utilizando la férmula de la traza de Gutzwiller para la densidad (2.7) y
la definicion de la Az (2.11) podemos comprobar facilmente que el resultado
es un doble sumatorio sobre drbitas periddicas. Berry[33] lo simplificé ain
mas convirtiéndolo en una integral sobre todos los periodos.

Ay(L) = %/OOOC;—Z (T)G(%), (2.12)

donde la funciéon ¢ es un sumatorio doble sobre todas las érbitas periddicas,

o(T) = <ZZAiAjcos<Si ;L Sj)é(T - %(Ti +Tj))> . (2.13)

i g+

El signo positivo en el segundo sumatorio indica que la suma se restringe
a los periodos T; > 0. Las A; son las amplitudes y las S; las acciones que
aparecen en (2.7) y D es el espaciamiento medio del espectro. La funcién

Gly)=1— (Se”(y))2 - 3<i3€"(y))2 (2.14)

y dy vy

no depende de las érbitas individuales j. G(y) selecciona de los sumatorios
en ¢(T') tinicamente aquellas parejas de érbitas cuyo periodo medio es mayor
que 2h/DL. Comparando la ecuacién (2.12) con la que nos define la relacién
entre la Az y la funcién de agrupamiento Y5 (A.18) podemos comprobar que
®(T) nos da una cierta aproximacién semiclésica para el factor de forma es-
pectral, la transformada de Fourier de Y5. A partir de aqui Berry demostré
la universalidad de los resultados de la teoria de matrices aleatorias para el
GUE usando una aproximacién diagonal a ¢(7'), pero solamente hasta un
Lipaw o< # a partir del cual la rigidez espectral satura a un valor Ag(oco).
Berry y otros han demostrado numéricamente la existencia de la saturacién
de la Aj en sistemas cudnticos y comprobado su teoria, extendiendo el re-
sultado también al GOE. Sin embargo, como veremos en el capitulo tercero,
también se han cometido errores en el establecimiento de la saturacion de la
rigidez espectral para ciertos sistemas debido a un procedimiento de reescal-
ado equivocado.

Otros intentos de demostrar la conjetura BGS utilizan teorias de campos
y supersimetria o complejos argumentos de teoria de grupos. No vamos a
tratar estos aspectos, mucho mas matematicos y con menos interés para los
problemas abordados en este trabajo.
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2.4 Billares cuanticos

El estudio de los billares cuanticos ha sido fundamental para alcanzar
el nivel de comprension actual del caos cuantico. Los primeros resultados
importantes en esta materia se basaron en célculos en billares, que, debido a
su sencillez, tienen un tratamiento matematico mucho mas simple que otros
sistemas mecanicos, lo que permite demostrar rigurosamente las propiedades
dinamicas de su movimiento clasico y una resolucion sencilla del sistema
cuantico.

Un billar clasico consiste en una particula que se mueve libremente en un
dominio compacto de un espacio d-dimensional y que se refleja elasticamente
en la frontera de ese dominio. Debido a que sélo existen choques elasticos la
energia y el médulo del momento son constantes del movimiento para este
tipo de sistemas. La dindmica, regular, mezclada o cadtica, es la misma para
todas las energias. d = 2 es la primera dimensién para la que la dindmica del
sistema no es trivial, por este motivo la mayoria de los ejemplos estudiados
se restringen a este caso. El circulo y la elipse son ejemplos de billares inte-
grables. Dos casos muy estudiados de billares cadticos son el billar de Sinai,
que consiste en un cuadrado del que se ha extraido un circulo concéntrico,
y el estadio de Bunimovich, que consiste en dos rectas de la misma longitud
que se han unido por dos semicirculos. Sinai y Bunimovich han demostrado
que ambos billares pertenecen a la clase de sistemas de Bernouilli, un tipo
de sistemas K, la forma mas fuerte de dinamica caética[34, 35, 36].

El analogo cuédntico de un billar clasico se define como la ecuacion de
Schrodinger estacionaria con condiciones de frontera de Dirichlet, esto es, la
funcién de onda se anula en la frontera. El hamiltoniano de la particula es
simplemente el laplaciano multiplicado por algunas constantes, por tanto,
el problema es equivalente matematicamente a las vibraciones de una mem-
brana. Por este motivo el caos cuantico en este contexto ha sido también
denominado caos ondulatorio. Los fenémenos del caos cudntico ocurren de
forma paralela en las teorias ondulatorias.

La propiedades de la dinamica clasica dependen de la forma de la frontera.
Lo mismo ocurre con las propiedades de las fluctuaciones espectrales del
sistema cudntico. La férmula de Weyl[21] nos da la densidad media para los
billares cuanticos y se utiliza para hacer el reescalado de su espectro. Esta
formula es equivalente a la aproximacion de Thomas-Fermi.

Las numerosas investigaciones numeéricas concuerdan con la conjetura
BGS que fue formulada por Bohigas et al. a la vista de los resultados de
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la P(s) y la Aj en el estadio de Sinai y en el estadio de Bunimovich (Fig.
2.2). Ademsds, en billares cuanticos regulares las fluctuaciones espectrales
siguen la ley de Poisson.

En los billares también se ha estudidado detalladamente la transicion en-
tre el movimiento regular y movimiento cadtico para sistemas con espacio de
fases mezclado. El primero de estos trabajos es el de Robnik[37]. Estudiando
un sistema KAM y aumentando el parametro de no integrabilidad, encontré
que la distribucién P(s) cambiaba suavemente desde Poisson a GOE de una
forma que podia ajustarse bastante satisfactoriamente por la distribucién de
Brody (2.9).
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Figura 2.4: Distribuciones P(s) para distintos resonadores de microondas
rectangulares de longitudes a = 16.5...51.0 cm, b = 20 cm, para dos rangos
de frecuencia (a) 5-10 GHz, (b) 15-18 GHz[40]. En el caso (a) el hueco para
s pequena es debido a la resolucién del montaje experimental que no permite
distinguir resonancias demasiado préximas. Al aumentar la energia en el
caso (b) hay que tener en cuenta el efecto de la forma de la antena. El billar
deja de ser rectangular y se vuelve caético. El caso (c) es para un resonador
con forma de un cuarto de estadio[3].

Los billares cuanticos pueden ser simulados experimentalmente por cavi-
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dades de microondas (Fig. 2.4). Pardmetros como el tamano y la forma
de la cavidad y el rango de frecuencias pueden modificarse para estudiar
experimentalmente aspectos del caos cuantico.

2.5 Localizacion dinamica

En un sistema clasico al que se le aplica una fuerza externa dependiente
del tiempo, la probabilidad de ocupacién en el espacio de fases se propaga
de forma difusiva. No ocurre lo mismo en su analogo cuantico. Después de
algin tiempo caracteristico, el paquete de ondas detiene su difusién en el
espacio de momentos. Es el fenémeno de localizacién dinamica. Estd muy
relacionado con la localizacion en el espacio de configuraciones, tipica de los
sistemas desordenados[38]. En ambos casos hay una supresién de la difusién
clasica. El paquete de onda se relaja a un estado localizado y, por tanto, no
ergddico.

Para medir la localizacién de las funciones de onda, Izrailev[39] introdujo
la longitud de localizacion de la entropia

I, = exp(h), (2.15)

donde h es la entropia de la informacion de las funciones de onda

h==>_lom) loglo(m)’. (2.16)

y ¢(n) son las componentes de las funciones de onda expresadas en la base
del espacio de momentos.

En el caso de localizacion extrema la distribucién de espaciamientos de
los estados localizados obedece a la estadistica de Poisson mientras que para
estados completamente deslocalizados la distribucion de espaciamientos sigue
la distribucion de Wigner. En estudios numéricos sobre matrices banda se
ha encontrado que el parametro de repulsién de la distribucién de Izrailev,
la férmula 2.10, escala con la longitud de localizacién como,

(In)
donde [, es la maxima longitud de localizacién de la entropia posible, un
valor que depende tnicamente de la maxima dimensién del espacio que se
esté considerando.



2.6 Caos cuantico en sistemas de muchos cuerpos

23

Las cicatrices que las érbitas periddicas clasicas dejan en las funciones
de onda son una de las causas que se han identificado para la localizacion
dindmica[41]. En experimentos de ionizacién por microondas del dtomo de
hidrégeno se ha demostrado que las cicatrices reducen la difusién cudntical42].

2.6 Caos cuantico en sistemas de muchos cuer-

pos

En sistemas de muchos cuerpos no tenemos un limite clasico claro, ya que
el principio de exclusion de Pauli y las estadisticas cuanticas juegan un papel
preponderante. Para el andlisis del caos cuantico en este tipo de sistemas no
podemos basarnos en un estudio previo de su andlogo clédsico. Sin embargo,
la estadistica de las fluctuaciones de los niveles de energia y la estadistica de
las funciones de onda nos proveen de herramientas apropiadas para estudiar
el grado de caos y complejidad del sistema.

Ya en el famoso articulo de N. Bohr sobre el nicleo compuesto[43] se in-
troducian conceptos estadisticos para explicar el comportamiento del nticleo
a energias de excitacién de varios MeV.

Inspirado por esas ideas Wigner desarrollé la teoria de matrices aleatorias.
En la Fig. 2.6 podemos ver la distribucion de espaciamientos de primeros
vecinos de la colectividad de datos nucleares (NDE, Nuclear Data Ensemble)
en funcién de la variable s (el espaciamiento en unidades del espaciamiento
medio D). Los datos se obtuvieron mediante espectroscopia de tiempo de
vuelo de neutrones. Por tanto, se refieren a energias de excitacion por encima
de la barrera de emision de neutrones. La NDE se compone de 1726 espa-
ciamientos. Los niveles elegidos son aquellos medidos con nicleos blanco de
espin y paridad 0%. Al ser neutrones lentos de baja energfa en la difusion sélo
interviene la onda S. Por tanto, todas las resonancias del nicleo compuesto
por el blanco més un neutrén tienen el mismo espin y paridad J™ = 1/2%
para distintos ntucleos. La curva denominada como GOE se refiere a las
predicciones de la teorfa de matrices aleatorias para la P(s) (apéndice A),
el acuerdo es excelente y mas impresionante atin teniendo en cuenta que es
una teoria sin pardametros ajustables. Podemos comprobar también que los
resultados para las correlaciones de largo alcance concuerdan perfectamente
con las predicciones de la RMT, Fig. 2.6.

La nueva fisica estadistica de Wigner difiere de modo fundamental de la
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Figura 2.5: Distribucién de espaciamientos a primeros vecinos P(s) para el NDE.
Se muestran también el resultado de la distribucién GOE y de la distribucién de
Poisson[44].

aplicacién normal de los conceptos estadisticos. En la mecéanica estadistica
estandar se considera una colectividad de sistemas fisicos idénticos, todos
gobernados por el mismo hamiltoniano, pero con condiciones iniciales dis-
tintas, y se calculan los valores de las funciones termodinamicas haciendo el
promedio sobre la colectividad. Wigner consideré colectividades de sistemas
dindmicos gobernados por hamiltonianos distintos pero con una propiedad
de simetria comun. Se buscan propiedades genéricas, comunes a casi to-
dos los miembros de la colectividad y que vengan determinadas tinicamente
por sus propiedades de simetria. Los resultados obtenidos se aplican a sis-
temas fisicos individuales siempre que exista un teorema ergddico adecuado.
La hipdtesis ergodica utilizada es que el promedio sobre la colectividad es
igual a un promedio sobre una seccion suficientemente grande del espectro
de casi cualquier miembro de la colectividad. En algunos casos especificos
esta hipdtesis ha podido ser probadal[28§].

Cuando un sistema tiene nimeros cuanticos conservados como el espin o la
paridad, el hamiltoniano se puede transformar a una forma que sea diagonal
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Figura 2.6: Az del NDE. Se muestran los resultados para el GOE y para la
estadistica de Poisson[44].

por bloques. Cada bloque se caracteriza por el valor fijo de un conjunto de
nimeros cuanticos. En todos los casos supondremos que esa operaciéon ya se
ha realizado y tratamos con un solo bloque. La teoria de matrices aleatorias
se aplica a cada uno de estos bloques por separado.

En general, en sistemas de muchos cuerpos solamente tenemos clara una
imagen semicléasica en la aproximacion del campo medio. Cada una de las
particulas (en realidad deberfamos hablar de cuasiparticulas) que compo-
nen el sistema se mueven en el campo medio autoconsistente que crea el
resto. Dependiendo de la simetria o ausencia de esta el campo medio de-
termina el movimiento regular o cadtico de las particulas individuales. En
el campo medio nuclear esférico, consistente esencialmente en un oscilador
mas términos de superficie y el término espin-érbita, los nucleones se mueven
en érbitas de forma regular. Al anadir la interaccién residual es cuando in-
troducimos el caos en el sistema. La representacion del campo medio, por
tanto, permite el andlisis de la transiciéon del movimiento de cuasiparticulas
independiente y regular al movimiento complicado de los estados complejos.
En este caso podemos calcular la complejidad de las funciones de onda de
los estados de muchos cuerpos utilizando el concepto de localizacién en el
espacio de Hilbert. La entropia de la informacién de un estado |«) se define
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CcOo1mo
d

Ln(ja)) =) = |wf]* log(lwf ), (2.18)

=1

donde wy* es el conjunto de amplitudes de este estado en la base del campo
medio. Para un estado de la base Iy, = 0y toma su valor méximo log(d) para
un estado distribuido uniformemente. Obviamente, no pueden existir muchos
autoestados con todas sus componentes iguales a 1/d. La ortogonalidad
y otras simetrias como la invariancia bajo rotaciones y la invariancia bajo
inversion temporal dan lugar a un valor medio menor. Para las matrices del
GOE (Ig) = log(0.48d) (Apéndice A). Para eliminar la dependencia en la
dimensién y poder comparar distintos estados se introduce la longitud de
localizacién de la entropia normalizada[45, 39] como

exp(lu)

0480 (2.19)

lg =

Para evitar las fuertes fluctuaciones de un estado a otro definimos la longitud
de localizacion media[39)]

exp({ln))

() = 0.48d

(2.20)

donde (ly) se obtiene haciendo la media de la entropia sobre todos los au-
toestados de la misma matriz. El valor de la (lg) = 1 para el GOE. En
este caso, los autoestados estan maximamente deslocalizados en el espacio
de Hilbert. Para Poisson (ly) = 0 y las autofunciones estan localizadas en el
espacio de Hilbert.

La entropia de la informacién en la base del campo medio crece con la
energia de tal forma que el grado de complejidad se puede tomar como escala
de temperaturas alternativa[46]. Esto permite relacionar la termalizacién
con el caos en sistemas cuanticos de muchos cuerpos y anade una nueva
justificacion para la utilizacion privilegiada de la base del campo medio.

En las proximas secciones revisaremos la situacion actual de los datos ex-
perimentales sobre caos cuantico en sistemas de muchos cuerpos con especial
hincapié en el nicleo atomico pero con datos también de la fisica atémica y
molecular.
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2.6.1 Nucleos atomicos

El nicleo atémico es el paradigma de sistema cuantico complejo. Un nticleo
se compone de A nucleones con N neutrones y Z protones, A = N+ 7. Todos
ellos interaccionan fuertemente a distancias del orden del fm y energias del
orden del MeV.

La seccion eficaz de difusion elastica de neutrones lentos por nicleos pe-
sados muestra resonancias agudas con anchuras que van de los 3 meV a 1leV
y espaciamientos entre ellas de 1 eV. Estas resonancias no pueden ser debidas
a la interaccién con un solo nucleén, ya que una estimacién de la anchura
en ese caso nos daria un resultado del orden del MeV. Son necesarias las
interacciones con muchos nucleones del blanco y que la funcién de onda de la
resonancia sea suficientemente compleja. En la practica las propiedades de
las resonancias individuales son imposibles de dilucidar. Sin embargo, con
argumentos estadisticos sencillos podemos calcular la seccion eficaz media so-
bre muchas resonancias si suponemos que la energia disponible se distribuye
uniformemente sobre todos los nucleones participantes de forma que el nu-
cleén incidente y los nucleones blanco forman un nuevo sistema, el nicleo
compuesto[43].

La imagen del nicleo compuesto recibié un espaldarazo importante gra-
cias al trabajo de Ericson[47]. Demostré que la seccion eficaz en los nicleos
puede tratarse como una variable aleatoria. Sus ideas se aplican al régimen
en que las resonancias se superponen fuertemente. A una energia dada, la
seccién eficaz se debe a la superposicion de muchas resonancias. Si cada
resonancia contribuye con una amplitud aleatoria, la seccién eficaz fluctia
de forma aleatoria frente a la energia. Los maximos y los minimos no estan
relacionados con resonancias individuales. A pesar de ello, las fluctuaciones
no son un ruido blanco y son reproducibles de un experimento a otro, son
producto del comportamiento estocastico interno del nicleo.

Sin embargo, antes de la observacion de Ericsson la imagen que se tenia del
nucleo atomico era muy diferente. A ciertos valores de Z y de N, la energia
de ligadura por nucleén del niicleo presenta maximos. Son los denominados
numeros magicos de protones y de neutrones. Estos datos sugerian un modelo
de capas para el nucleo similar al de la fisica atéomica. Para reproducir
estos ntimeros fue necesario anadir al modelo de capas una fuerte interaccién
espin-6rbita[48, 49] (Apéndice B). En la imagen resultante cada nucleén se
mueve en el campo medio generado por el resto de nucleones. Ademas, todos
ellos interaccionan mediante una interacciéon residual a dos cuerpos. Asi
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constituido, el modelo reproduce con gran éxito el espectro de baja energia
de los ntcleos.

En el espacio de los determinantes de Slater de los estados del campo
medio, la matriz hamiltoniana del modelo de capas adquiere una estructura
muy compleja. En esta base, los elementos de matriz tienen practicamente
una distribucién gaussiana, anadiendo una nueva justificaciéon a la teoria de
matrices aleatorias.

Los nticleos son capaces todavia de otro tipo de movimiento. El nicleo se
puede ver como una pieza de materia densa pero elastica con forma esférica
o elipsoidal. Este objeto puede vibrar y, si esta deformado, rotar. Muchos
nucleos poseen modos colectivos, manifestaciones cudnticas de las vibraciones
y las rotaciones.

Resumiendo, el movimiento del nicleo se compone de movimiento de
particula independiente acoplado a través de la interaccion residual, modos
colectivos debidos a la deformacién y una componente estocastica. Estos
elementos tienen importancia relativa distintas dependiendo de la energia de
excitacion y el niimero atémico. En los iltimos anos, sin embargo, el modelo
de capas ha logrado integrar todos estos componentes de forma satisfactoria
[50].

Uno de los objetivos de este trabajo es ayudar a responder a la pregun-
ta de cémo se integra el modelo de capas con la imagen del nicleo como
objeto cuantico cadtico con propiedades descritas por la teoria de matrices
aleatorias.

2.6.2 Fluctuaciones espectrales

Ha habido numerosos estudios sobre las fluctuaciones espectrales de los
espectros experimentales de los nicleos atémicos. Para analizar las fluctua-
ciones espectrales de los niveles experimentales es crucial que las secuencias
de niveles del mismo espin y paridad sean completas (no falten niveles entre
medias) y puras (no haya niveles con asignaciones incorrectas de sus nimeros
cudnticos). Un espectro que contenga niveles con distintos niimeros cuénticos
producird una distribucion de espaciamientos de tipo Poisson, debido a que
los niveles en distintas cajas del hamiltoniano no estéan correlacionados. Una
de las ventanas de energia donde se encuentran datos de suficiente calidad es
la que forman los niveles del NDE del que ya hemos hablado anteriormente.

Cerca del estado fundamental se han investigado también las fluctua-
ciones espectrales. El primer trabajo en esta regién fue realizado por Brody
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et al.[51] que encontraron algunas evidencias de comportamiento tipo GOE.
El grupo de von Egidy[52, 53] ha efectuado andlisis mucho més detallados
en un conjunto de datos provenientes de 75 isétopos entre el 2°F y el 250Cf
con 1761 niveles en total. Los datos se separan en secuencias puras y se
analizan por separado uniendo al final todos los espaciamientos en el mis-
mo conjunto para hallar la P(s). El resultado obtenido esta entre Wigner y
Poisson. Resultados més completos en la misma linea fueron obtenidos por
Shriner et al.[54]. Estos autores analizaron un conjunto de datos con 988 es-
paciamientos de un total de 60 isétopos. Mostramos los resultados en la Fig.
2.7. Todas las secuencias empezaban en el estado fundamental. Pudieron
analizar por separado regiones de masa distinta y encontraron una depen-
dencia clara en A. La distribucién de espaciamientos para nucleos ligeros era
tipo GOE, mientras que la de nicleos pesados tendia a Poisson, sugiriendo
que el comportamiento colectivo, propio de los nicleos pesados estaba en el
origen de la estadistica de Poisson. Se sabe muy poco de las fluctuaciones
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Figura 2.7: Resultados experimentales del ajuste de w a la distribucién de espa-
ciamientos en distintas regiones de la carta nuclear[54].

espectrales de nucleos individuales. Los conjuntos de niveles mas completos
se conocen para los nticleos 20Al; analizado por Mitchell et al.[55, 56] y para
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el 116Sn  analizado por Raman et al.[57]. Estos autores presentaron un es-
quema de niveles casi completo para el '%Sn desde el estado fundamental
hasta una energia de excitacion de 4.3 MeV. En total tuvieron en cuenta
76 niveles y obtuvieron un resultado intermedio entre Poisson y Wigner. El
parametro de Brody se ajusta en este caso a w = 0.51 £ 0.19. Como vemos
el error es muy grande. En el caso del 2°Al se analizaron unos 100 niveles
entre £, = 0 — 8 MeV el resultado del ajuste del parametro de Brody fue
de w = 0.47 £+ 0.14. Este resultado fue interpretado desde el punto de vista
de la rotura de la simetria de isoespin debido a la interaccién coulombiana.
Calculos en el modelo de capas incluyendo esta interacciéon debidos a Endt
et al.[58] y a Ormand y Broglia[59] son consistentes con esta interpretacion.

Sin embargo, hay que tener en cuenta que muchos de los niveles utilizados
tienen varias asignaciones posibles de momento angular. En este caso se
ha elegido la méas probable para poder tener suficientes espaciamientos y
poder hacer estadistica con ellos. También es posible que en algunas de las
secuencias falten niveles intermedios. Para secuencias de niveles tan cortas
anadir o quitar un solo nivel puede cambiar apreciablemente el resultado del
calculo de los espaciamientos, debido no solo a los espaciamientos alrededor
del nivel afectado sino al cambio en la funcién p(E) utilizada para efectuar el
reescalado. Existen, por tanto, numerosas fuentes de error incontroladas. Sin
menoscabar el valor de estos estudios experimentales podemos concluir que
no son suficientemente fiables para establecer los dominios del caos cuantico
cerca del estado fundamental de los nticleos atémicos.

2.6.3 Anchura de las resonancias

La RMT predice que la distribucién de anchuras parciales de las reso-
nancias tiene la forma de Porter-Thomas[60]. Antes de comparar los datos
experimentales es neceario eliminar los factores de penetracién debido a bar-
reras de Coulomb o de momento angular para las anchuras parciales medidas.
Los datos sobre la anchura de las resonancias fueron los primeros resultados
experimentales que se compararon con las predicciones de la RMT|[25, 61].
Maés recientemente se ha demostrado con mejor estadistica que las anchuras
parciales de las resonancias de protén [62] y neutrén[63] son consistentes con
los resultados del GOE.
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2.6.4 Atomos

Rosenzwig y Porter[64] fueron los primeros en investigar las propiedades
de las fluctuaciones del espectro de atomos complejos. Su articulo fue el
primero en utilizar los conceptos de la RMT fuera del ambito de la fisica
nuclear y el que demostré que sus resultados eran aplicables a cualquier
sistema cudntico complejo.

El trabajo reciente de Flambaum et al.[8] sobre el 4tomo de Ce ha apli-
cado un modelo realista y comparado sus resultados con las predicciones del
GOE. Por encima de 1 eV de energia de excitacién los estados adquieren
una estructura compleja. Cada estado es una superposicion lineal de muchos
estados de la base, de la misma forma que en el modelo de capas en fisica
nuclear.

2.6.5 Moléculas

En una molécula poliatémica existen tres tipos de excitaciones con es-
calas de energia distintas, electrénicas (de unos cuantos eV), vibracionales
(con una escala de 0.1 V) y rotacionales (con una escala de energia de 0.1
meV). En general no existe la simetria esférica, sino que la molécula pertenece
a un grupo puntual de simetria. La moderna espectroscopia laser es capaz
de resolver el complejo espectro de esas moléculas incluso a la mas alta den-
sidad. En este caso una descripcion individual de los niveles es imposible y
se necesita un analisis estadistico.

La molécula de NO; es un ejemplo particularmente interesante y ha ju-
gado un papel especial en la aplicacién de los conceptos de la RMT. Los
trabajos de Haller et al.[65] y Zimmerman et al. [66, 67] demostraron que la
estadistica de las fluctuaciones sigue las predicciones del GOE y la distribu-
cion de intensidades es compatible con la ley de Porter-Thomas. Leitner et
al.[68] compararon la estadistica del espectro y la dindmica cldsica del NOq
y también del CoHj .

Los trabajos de Borondo et al.[69] han estudiado de forma similar el es-
pectro y la dinamica clasica para la molécula de LiCN. Ademés han realizado
un analisis de las 6rbitas periddicas clasicas de sus electrones y su relacién con
las cicatrices de las funciones de onda cuanticas de la molécula, estableciendo
interesantes similitudes entre fenémenos del caos cuantico de sistemas a un
cuerpo, que se estudia en los billares y otros sistemas sencillos, y fenémenos
del caos cuantico en sistemas de muchos cuerpos.



32

Conceptos fundamentales del caos cuantico

2.7 Interacciones a dos cuerpos

La densidad de niveles del GOE sigue la ley del semicirculo de Wigner
(A.8). Esto es debido a que sus elementos de matriz no estan correlaciona-
dos y representan fuerzas a N cuerpos. Para corregir estas caracteristicas
no fisicas se introdujeron las colectividades de matrices gaussianas aleatorias
embebidas (EGOE, Embedded Gaussian Orthogonal Ensembles)[70] que, en
general, utilizan interacciones a k cuerpos. El EGOE(k) se define suponiendo
los elementos de matriz de un hamiltoniano a k cuerpos entre los estados de
k particulas variables aleatorias gaussianas independientes. En el espacio de
las k particulas es el GOE, pero se proyecta en un espacio de m particulas que
ocupan n niveles de particula independiente degenerados, k < m < n. Para
k =2, el EGOE(2) también se denomina colectividad de matrices aleatorias
con interacciones a dos cuerpos (TBRE, Two-body random ensemble). El
TBRE es una suposicion realista para la fisica nuclear. Cuando proyectamos
nuestra interaccion del espacio de 2 particulas a un espacio de m particulas,
los elementos de matriz de todo el hamiltoniano se construyen como combi-
naciones lineales de los elementos de matriz a dos cuerpos. Los elementos de
matriz finales de la matriz hamiltoniana estan fuertemente correlacionados.
No son independientes, como supone el GOE. Si representamos la matriz en
la base del campo medio, la mayoria de sus elementos de matriz no diagonales
son nulos.

Lamentablemente las complejidades anadidas en el TBRE impiden calculos
analiticos parecidos a los que se pueden hacer en el GOE. Sin embargo, exten-
sivos calculos numéricos han llegado a la conclusion de que las propiedades de
las fluctuaciones espectrales del TBRE son indistinguibles de las del GOE[28].
Sin embargo, el comportamiento medio de sus observables es distinto. La
densidad media de niveles en el limite de n — oo y m — o0, siendo n el
nimero de érbitas y m el niimero de particulas que llenan las érbitas, es una
gaussiana. Para un nimero finito de particulas y orbitas la densidad media
se puede parametrizar por una gaussiana con correcciones (véase la seccién
2.7).

Para describir un nicleo de forma realista necesitamos el campo medio,
que se representa mediante una interaccién a un cuerpo, y la interaccion resid-
ual a dos cuerpos. La colectividad de matrices aleatorias correspondiente es
el denominado EGOE(1+2). Como su propio nombre indica, corresponde
a considerar un GOE para la interacciéon a un cuerpo y otro en el espacio
de dos cuerpos. En este caso ademas de la dimension del espacio existe
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Figura 2.8: Comparacién entre el EGOE(1+2) y los resultados del modelo
de capas para el estado J* = 4% del *®Ca. En las figuras se muestran los
resultados para la densidad de estados, la distribucién de espaciamientos
entre proximos vecinos y la Az(L) [71].
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otro pardmetro en la colectividad, que es la relacion entre el espaciamiento
medio de los estados correspondientes al EGOE(1) y los correspondientes
al EGOE(2). En la Fig. 2.8 se representa la comparacién entre los princi-
pales estadisticos del espectro para una matriz del modelo de capas y una
colectividad EGOE(14-2).

2.8 Espectroscopia estadistica

La espectroscopia estadistica fue concebida como una unién de los métodos
microscopicos del modelo de capas y los andlisis estadisticos de la teoria de
matrices aleatorias. Las técnicas estadisticas se utilizan para reducir la com-
plejidad de los calculos sin sacrificar la informacién esencial de los resultados.
En la espectrocopia estadistica se mantiene un contacto siempre con el ha-
miltoniano real del problema. Sin embargo, renunciamos a un célculo de
los autovalores individuales y nos concentramos en la dependencia de los
observables fisicos con la energia y otras variables|72].

El uso del espacio de valencia finito en el modelo de capas permite ex-
pandir la dependencia en energia u otras cantidades de cualquier observable
en términos de los momentos de la distribucién. La dependencia en energia
de los valores esperados o de las intensidades de excitacién de un operador
se puede separar en dos partes, una parte secular que se corresponde con
cambios lentos, solo importantes a distancias de varios estados, y las fluc-
tuaciones correspondientes a diferencias entre estados vecinos. La misma
separacion se puede caracterizar en términos de momentos de las respectivas
distribuciones. Los momentos de orden bajo se corresponden con la variacion
secular y los momentos de orden alto con las fluctuaciones. En la espectro-
scopia estadistica suponemos que las variaciones lentas de la distribuciéon
son las caracteristicas importantes del sistema y que una expansiéon de la
distribucién se puede limitar a los momentos més bajos.

La justificacion de ese punto de vista proviene, en parte, del estudio de
las colectividades de matrices aleatorias. Las fluctuaciones en la distribuciéon
de las cantidades fisicas s6lo dependen de la clase de universalidad a la que
pertenezca un sistema y no son propiedades especificas de un hamiltoniano
concreto.

Por tanto, la complejidad de los calculos microscopicos en espacios grandes
puede ser evitada sin la pérdida de informacién esencial. Debido al gran
nimero de grados de libertad presentes en los nicleos domina el efecto del
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teorema central del limite, las distribuciones son gaussianas y estan domi-
nadas por unos pocos momentos bajos. Por supuesto, hay caracteristicas
de la dinamica nuclear que no puede ser explicadas por la espectroscopia
estadistica. Los movimientos colectivos de los nucleones no pueden ser trata-
dos con esta teoria y no ganamos informacion de los estados concretos que
permita distinguirlos de los estados adyacentes.

2.8.1 Espectroscopia estadistica y caos

Recientemente ha sido puesta de manifiesto la relacion entre la espectro-
scopia estadistica y el caos cudntico en sistemas nucleares[73, 74, 75]. Ex-
tensivos calculos con matrices de gran dimensién han llegado a la conclusion
de que en la zona cadtica del espectro la espectroscopia estadistica llega a
resultados muy buenos, comparables a calculos realistas del modelo de capas,
mientras que en la zona regular los resultados pueden diferir bastante de los
calculos realistas. Las intensidades de las transiciones han sido propuestas
como un nuevo estadistico capaz de distinguir entre orden y caos.

2.9 Dinamica de niveles

En numerosos sistemas experimentales los niveles de energia pueden de-
pender de un parametro externo. El ejemplo mas claro es el de un atomo de
hidrégeno en un campo magnético. El estudio de la evolucion de los autoesta-
dos de un hamiltoniano en términos de un parametro es lo que denominamos
dindmica de niveles. Una introducciéon a su estudio aparece en el libro de
Nakamura[76].

Uno de los conceptos més importantes a tener en cuenta cuando se estudia
la dindmica de niveles es el de cruce evitado. En sistemas no es integrables no
pueden tener lugar degeneraciones excepto las denominadas degeneraciones
accidentales, que solamente aparecen en hamiltonianos no genéricos, esto
es, tienen medida cero. Cuando se varia un parametro del hamiltoniano en
sistemas no integrables los autovalores no se cruzan. En su lugar aparecen
los denominados cruces evitados.

Si en el intervalo del parametro en que los dos autovalores tienen el cruce
evitado ambos estan alejados del resto de energias del sistema, éste se puede
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analizar con un modelo de dos niveles.

(“”/1 C‘;) . (2.21)

La diagonalizacion de esta matriz nos da la distancia entre los dos autovalores,

OF = \/(a1 —a)? + 4|V (2.22)

Los valores de los elementos de la matriz dependen del pardmetro A\ y se
toman cerca del valor de A donde ocurre el cruce. Para que el cruce sea
real y no evitado deben cumplirse tres condiciones simultdneamente: = =
lay —as] = 0, y =ReV =0, z =ImV = 0. En general, z, y, z son funciones
distintas de A por lo que las tres condiciones no seran ciertas a la vez y habra
solamente cruces evitados. Si no, tendremos una degeneracion accidental. Si
los estados pertenecen a diferentes clases de simetria, no se pueden mezclar
y V =0. Un cruce real ocurrira cuando a; = as. Si el sistema es invariante
bajo inversién temporal (o bajo cualquier otra operacién antiunitaria) z = 0
y las condiciones son mas faciles de cumplir.

Cada cruce evitado individual es similar a la colision de dos particulas
en un gas. Se puede describir por la velocidad de los niveles v, = dE, /dA\,
la distancia de maxima aproximacién y la curvatura de los niveles K, =
d*>E,/d)?, donde \ es el pardmetro variable en el hamiltoniano.

2.9.1 Gas de Pechukas-Yukawa

A menudo nos encontramos con un sistema integrable H, que al aplicarle
una perturbacién V' se vuelve gradualmente cadtico,

H = Hy+1tV, (2.23)

donde t representa un parametro que nos mide la intensidad de la pertur-
bacion.

Pechukas interpreté la Ec. (2.23) de una forma dindmica déndole al
parametro t el significado tiempo. De esta forma se puede establecer una cor-
respondencia biunivoca entre la dindmica de los autovalores y el movimiento
clasico de un gas de particulas interactuantes en una dimensién|[77, 78]. Se
identifica la energia de los autovalores de H(t) como la posicién de unas
particulas que se mueven en una dimensién. Ademéds se puede demostrar
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que este sistema cldsico es completamente integrable ya que tiene tantas
constantes de movimiento como grados de libertad[79, 80].

Denominaremos a los autovalores de H(t) son x,(t), donde la n es el
orden en energias del autovalor y recorre toda la dimension del espacio de
Hilbert. Las correspondientes autofunciones las denominaremos ¢, (t). Los
elementos de matriz de la perturbacién son

wm (t) = (Gm () [V] on(t)) - (2.24)

Se puede demostrar de forma sencilla que estas cantidades satisfacen las
siguientes ecuactones de movimiento:

dz,
o 2.25
o =P (2.25)
dpn, >
Pn _ o _Jwm 99
dt n%é;z (Tn = zm)? (2:26)

dfnm _ (xn N xm) Z fnlflm : - (227)

dt ol |z — x| |2 — 2| (

9
Tp—x] T —T )

donde f, = |Tm — Zp| Vinn para n # m.

Estas ecuaciones describen un sistema clasico conservativo en el espa-
cio de fases de coordenadas (zn, pn, fum). Nakamura y Lakshmanan[80] de-
mostraron que este sistema es completamente integrable.

El problema se ha convertido en entender un sistema con infinitos grados
de libertad y con infinitas constantes de movimiento. Al aplicar la mecanica
estadistica al gas de Pechukas-Yukawa se obtiene la distribucién de auto-
valores del GOE. Obtenemos asi una interpretacién alternativa de los resul-
tados de la RMT para los sistemas cuanticos cadticos. Por una parte, las
propiedades estadisticas del GOE se obtienen como resultado de la diagonal-
izacién de matrices con elementos de matriz aleatorios y ciertas propiedades
de simetria y por otra se obtienen como resultado de las propiedades de equi-
librio de un sistema de particulas en una dimensién que interaccionan entre
sf segun las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.27).

2.9.2 Gas de solitones

El descubrimiento de que un sistema clasico no lineal integrable equivale
a la dinamica de niveles de los sistemas cudnticos cadticos pone a nuestra
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Figura 2.9: Estructura bisoliténica de cruces evitados en un hamiltoniano
modelo[84].

disposicion una gran cantidad de herramientas nuevas para el analisis de
estos fendomenos que todavia no ha sido aprovechada completamente. La
existencia de solitones y su efecto en el sistema ha sido una de las primeras
aplicaciones de la dinamica no lineal al caos cuantico.

Un solitén es una onda solitaria que mantiene su forma y velocidad de
manera asintotica cuando interacciona con otras ondas solitarias o con pertur-
baciones locales[81]. Los cruces evitados mdviles han sido identificados con
estas estructuras soliténicas y su existencia ha sido confirmada experimental-
mente con atomos de Rydberg diamagnéticos[82] y en datos numéricos. La
aparicion de estos solitones ha sido relacionada con el sistema clasico analogo
atribuyéndose a orbitas regulares como los toros KAM estables o a érbitas
periodicas inestables en sistemas K.

Ishio y Nakamura interpretaron el espectro de matrices aleatorias como
debido a la turbulencia en el gas de solitones[83]. En la Fig. 2.9 podemos
comprobar como las estructuras de cruces evitados moéviles mantienen su for-
ma cuando evolucionan con el parametro de pseudotiempo t para una solucién
del gas de Pechukas-Yukawa encontrada por Gapard, Rice y Nakamura[84].
Sin embargo, el espectro adquiere una imagen muy distinta cuando mezclam-
os muchos solitones, como se muestra en la Fig. 2.10.
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Figura 2.10: Turbulencia de solitones en el espectro de un sistema cudntico[83].

2.9.3 Transiciones internas y transiciones externas

Siguiendo a Kuntsman et al.[85] distinguiremos dos tipos de dindmica de
niveles. Las transiciones internas en las que los cambios en el parametro
mantienen la colectividad a la que pertenece el hamiltoniano y las transi-
ciones externas en las que los cambios en el parametro producen el paso de
una colectividad a otra.

Como modelo para las transiciones internas se ha utilizado un hamilto-
niano del tipo

H(\) = Hysen(X) + Hacos(N), (2.28)

donde H; y Hs pertenecen a la misma clase de simetria (GOE, GUE o GSE).
Para este tipo de transiciones se han extraido comportamientos univer-
sales una vez se realiza el reescalado del espectro y, a su vez, los parametros
se reescalan de forma apropiada. Por ejemplo, reescalando la curvatura de
los niveles definida a partir de las €,, K, = d?c,/d)\? de la siguiente forma

1

donde ¢ es la varianza de las velocidades de los niveles tras efectuar el
reescalado. El parametro 3, se corresponde con el pardmetro de repulsion
para cada colectividad, § = 1 para el GOE, 3 = 2 parael GUEy =3
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para el GSE. Podemos extraer la distribucién universal para cada una de las
clases de simetria[87, 88|,

(2.30)

1
B2

P(k) = Ng————

L+m)5

v LT

RGCY

Las transiciones externas, sin embargo, estdn mucho menos estudiadas,

a pesar de su importancia para la interpolacién entre movimiento regular y

cadtico (transicién Poisson a GOE o Poisson a GUE). En estos casos, no se

han encontrado comportamientos universales y se cree que sus caracteristicas
son dependientes del sistema.

Este tipo de transiciones seran las que nos interesen en el quinto capitulo.

(2.31)



Capitulo 3

Método de reescalado

3.1 Necesidad de reescalado

Para realizar cualquier tipo de andlisis estadistico de las fluctuaciones del
espectro de energias de un sistema cudntico es necesario efectuar una trans-
formacién del espectro para poder comparar con los resultados universales de
la RMT. Esta operacién se denomina “reescalado”[28]. Sin ella es imposible
una comparacion directa entre sistemas que tienen energias caracteristicas y
comportamientos muy diferentes.

La idea principal consiste en descomponer la densidad de niveles p(F) =
SV 6(E — E,) en una parte suave y una parte fluctuante. La parte suave
nos indica la escala de energias apropiada localmente para el espectro que
estamos analizando. Debemos eliminarla para quedarnos con la parte fluctu-
ante normalizada, que es la que podemos estudiar comparando con la RMT.

Aunque en general la separacion del espectro entre estas dos partes, suave
y fluctuante, puede ser una tarea no trivial[86], la descripcién de los de-
talles del calculo del reescalado es, a menudo, obviada en la literatura. En
este capitulo demostraremos que, contrariamente a las suposiciones usuales,
el calculo de algunos estadisticos de las fluctuaciones depende fuertemente
del procedimiento para realizar el reescalado utilizado y algunos métodos
estandares pueden llevar a interpretaciones erréneas sobre la caoticidad de
los sistemas cudnticos estudiados.
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3.2 Descripcion general

Para eliminar el comportamiento medio de la densidad de niveles del
espectro de energias, primero, debemos caracterizar la densidad de niveles
media p(F). Esta densidad media es una propiedad especifica de cada sistema
cuantico y debe ser sustraida para comparar resultados de sistemas distintos.
En la eleccion de esta densidad media radican las principales dificultades
del reescalado. Un error en este paso puede llevar a una caracterizacion
equivocada de las propiedades estadisticas de las fluctuaciones espectrales.

Después de eso debemos reescalar el espectro con el espaciamiento medio,
transformando las energias del sistema F; en las variables adimensionales ¢;
con una densidad media unidad. Por tanto, con las nuevas variables se resta
la parte suave del espectro y se consideran sélo las fluctuaciones.

Teniendo en cuenta la densidad media integrada

N(E) = / dE(E) (3.1)

las nuevas energias son

i = N(E)) (3.2)

Todos los estadisticos utilizados para comparar con la RMT se calculan
a partir de estas nuevas energias ¢;.

3.3 Procedimientos para realizar el reescala-
do del espectro

Para algunos sistemas existen procedimientos para efectuar el reescalado
de forma natural. La densidad de niveles media puede estar dada por un
resultado tedrico riguroso. Por ejemplo, se puede demostrar que p(F) para
una matriz GOE N x N tiene una féormula semicircular cuando N — oo
[26](Apéndice A). La ley de Weyl se utiliza para sistemas tipo billar y consiste
en una expansiéon en serie de Laurent de N(FE) que se trunca para obtener
N(FE) [89]. En célculos del modelo de capas con espacios de valencia grandes e
interacciones a (142) cuerpos la densidad media tiene forma gaussiana[28]. Si
tenemos una colectividad de sistemas podemos efectuar el reescalado de cada
uno de ellos utilizando la densidad media de toda la colectividad (siempre

que la colectividad sea ergédica).
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Sin embargo, en muchos sistemas no hay una elecciéon natural para p(E) y
se tienen que usar otros métodos. En todos ellos la densidad local dependiente
de la energia E se estima a partir de un conjunto de niveles adyacentes. El
método mas simple de este tipo es el denominado reescalado local. Se supone
que la densidad de niveles media es aproximadamente lineal con la energia
en una ventana de v niveles a cada lado de E; y viene dada por

2v

o (F;)) = ———— 3.3
IOL( ) Ei—v - Ei-l—v ( )

donde L significa reescalado local. No podemos realizar el reescalado local
para energias que no tienen suficientes niveles alrededor para completar la
ventana. Por tanto, al utilizar el reescalado local debemos cortar el espectro
y usar sdlo autovalores con i € [v + i, N — v]. También se puede hacer una
media dandole un cierto peso a cada nivel[90]. Es importante en este método
elegir de forma adecuada un valor razonable de la ventana v. Si es demasiado
pequena, no podemos calcular fluctuaciones. Si es demasiado grande, la
densidad real es muy diferente de una recta. El método del reescalado local
estd ampliamente extendido para los casos en que una expresion analitica
para la p(E) no se conoce[91, 11, 92].

Mas sofisticado es el método del ensanchamiento gaussiano [89, 93]. La
densidad de niveles p(E) = ), §(E — E;) se sustituye por

POE) = = Y e {—%} , (3.4)

donde (G) significa ensanchamiento gaussiano. Estamos convolucionando
cada nivel con una gaussiana de anchura . Aunque la suma recorre todos los
niveles de energia, sélo aquellos que satisfacen que |E — E;| < o contribuyen
realmente al valor de p(E).

Aunque estos dos métodos son diferentes, ambos dependen de un parametro

v 0 o que mide, de forma real o efectiva, cuantos niveles se usan para calcular
la densidad media local. En este tipo de reescalado se supone implicitamente
que los resultados son esencialmente independientes del valor de la ventana
v 0 0, dentro de unos tamanos razonables. Sin embargo, hemos realiza-
do célculos exhaustivos para comprobar esa suposicon y hemos comprobado
que no es cierta para las correlaciones espectrales de largo alcance.
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3.4 Efectos espurios en las fluctuaciones es-
pectrales

Como ejemplo significativo mostramos el estudio del espectro de una ma-
triz GOE de dimension N = 10000. Vamos a comparar las fluctuaciones
del espectro obtenidas por tres métodos distintos: el reescalado suave efec-
tuado mediante la ley del semicirculo, el reescalado local, y el método del
ensanchamiento gaussiano. Las distibuciones de espaciamientos de primeros
vecinos P(s) para el reescalado local y el reescalado suave se muestran en la
Fig. 3.4. Podemos comprobar que ambos métodos dan resultados practica-
mente idénticos y en perfecto acuerdo con el resultado tedrico para el GOE.
Por tanto, el comportamiento de las correlaciones de corto alcance no se ve
afectado por el método de reescalado utilizado.

P(S)
0.2 0.4 0.6 0.8

o

Figura 3.1: P(s) para una matriz GOE N = 10000. EIl histograma de lineas
finas representa el resultado obtenido con reescalado local. El de lineas gruesas la
curva correspondiente al reescalado con la ley del semicirculo y la curva suave es
el resultado tedrico para el GOE.

Sin embargo, la Fig. 3.4 nos muestra que las cosas son completamente
distintas para la Asz que, como vimos en el segundo capitulo, mide las cor-
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relaciones de corto alcance. Para el reescalado suave, la rigidez espectral
se comporta siguiendo las predicciones de la RMT, hasta valores de L muy
grandes. Hemos utilizado dos ventanas distintas para el reescalado local,
v=9ywv =21 Elcalculo de la A3 en estos casos coincide con las predic-
ciones de la RMT solamente hasta un valor L ~ 2v. A partir de este punto
el valor de la Aj satura a una constante. El método del ensanchamiento
gaussiano fue utilizado con valores de 0 = 1y ¢ = 2. En la parte central del
espectro estos valores se corresponden con ventanas que contienen unos 10
y 20 estados respectivamente. Por tanto, el nimero efectivo de estados que
afectan a la densidad media es aproximadamente el mismo que en el caso
del reescalado local. También en este caso la Az satura para valores de L
mayores que la ventana usada en el reescalado.
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Figura 3.2: As para una matriz GOE N = 10000. Los triangulos son los resul-
tados obtenidos con el reescalado suave (ley del semicirculo). Los circulos llenos
se corresponden con el reescalado local con 2v = 42 y los cuadrados con 2v = 18.
Los circulos vacios se corresponden con el reescalado realizado mediante ensan-
chamiento gaussiano correspondiente a una anchura ¢ = 2, y los cuadrados al
ensanchamiento gaussiano con una anchura o = 1.

Consideremos ahora un secuencia de N = 10000 niveles generada con
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estadistica de Poisson y una densidad media uniforme p(E) = 1. Como
muestra la Fig. 3.4, el cdlculo con el reescalado suave da resultados muy
préximos a las predicciones de la estadistica de Poisson. Pero el reescalado
local con valores de la ventana v = 2, 9 y 21 nos lleva a una saturacién de
la As para L ~ 2v. Incluso podemos comprobar que en el caso de v = 2 el
espectro de Poisson parece seguir las predicciones del GOE.
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Figura 3.3: Aj para una secuencia de 10000 niveles con estadistica de Poisson
y densidad uniforme. Los tridngulos abiertos corresponden a los resultados con
el reescalado suave. Los circulos, cuadrados y tridngulos llenos son los calculos
usando el reescalado con el tamano de la ventana igual a 2v = 42, 2v = 18 y
2v = 4 respectivamente.

Mostramos también un ejemplo con el espectro de un nicleo para com-
probar el efecto del reescalado sobre las correlaciones de largo alcance en el
caso del espectro de un sistema cuantico realista del tipo que vamos a tratar
mas adelante en este trabajo.

Hemos estudiado un calculo del modelo de capas de los estados J™ = 47
del 59Ca representado por 10 neutrones en la capa pf. La dimensién de la
matriz hamiltoniana es N = 2755. Hemos calculado la P(s) y la Az (figura
3.4) usando dos métodos de reescalado: uno suave realizado mediante una
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expansion de Edgeworth en términos de los cumulantes de la distribucion de
niveles de energia[72] y el reescalado local anteriormente descrito. Los resul-
tados para la P(s) son completamente indistinguibles y, como comentaremos
posteriormente, muestran correlaciones intermedias entre Wigner y Poisson.
Cuando calculamos la Az, en el caso del método suave observamos tam-
bién un comportamiento intermedio. Sin embargo, para el reescalado local el
calculo nos muestra una saturaciéon para L = 2v igual que en el caso anterior.

A la vista de la grafica para la Az en el caso de este espectro las conclu-
siones sobre su dindmica cadtica o regular serfan muy distintas si utilizamos
los resultados con el célculo realizado usando la densidad media suave o el
método del reescalado local. Mientras que el resultado hasta L = 100 con la
ventana 2v = 42 (los circulos) parece indicar que el niicleo es completamente
cadtico, el resultado utilizando la densidad media gaussiana nos indica que
es un nucleo con propiedades intermedias entre el caos y la regularidad. Este
ultimo resultado es el que se confirma, como veremos en el capitulo 3, con el
calculo de otros estadisticos como la longitud de localizacién de la entropia.
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Figura 3.4: Ags para el célculo completo del modelo de capas de los estados J = 4
del °Ca en la capa fp. El reescalado suave se hizo con un expansién de Edgeworth
(tridngulos). Los circulos corresponden a un reescalado local con 2v = 42 y los
cuadrados son el resultado del reescalado local con 2v = 18.
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En ciertos casos, incluso podemos confundir un comportamiento inter-
medio entre GOE y Poisson con algo completamente cadtico y, por tanto,
analizar de forma equivocada nuestros resultados. En la Fig. 3.4 repre-
sentamos el resultado de la As para los estados J = 1 del %2Ca. Segun
demostraremos en el capitulo siguiente es un nticleo bastante regular. Pode-
mos comprobar que debido al uso de reescalado local con v = 5, un valor
razonable de la ventana, la Az parece completamente GOE mientras que
el calculo con el reescalado suave indica un crecimiento lineal a partir de
L=4-6.
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Figura 3.5: Ag para el cdlculo completo del modelo de capas de los estados J = 1
del 2Ca J = 1. Los tridngulos llenos se refieren al calculo con el reescalado local
con v = 5 mientras que los vacios representan el calculo con el reescalado suave.

La saturacion que hemos mostrado en los ejemplos anteriores no esté,
en absoluto, relacionada con la saturacién de la Az predicha por Berry|[33]
(seccién 1.3.2). Esta es una consecuencia de las dérbitas periédicas de peri-
odo mas corto del correspondiente movimiento clasico. En nuestro caso, la
saturacion es un efecto espurio debido a un reescalado inapropiado. La sat-
uraciéon implica que fuertes correlaciones de largo alcance se han introducido
en el espectro debido a un procedimiento de reescalado inadecuado. Aunque
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el método local ha sido utilizado por muchos autores, la funcién Agz(L) se
dibuja solamente para L pequenas y no se llega a observar el efecto. En
ciertos casos en que se ha llegado a calcular para valores més altos de L, la
saturacién se ha interpretado erréneamente como el efecto de Berry[91].

3.5 Analisis de Fourier de las correlaciones

Para obtener una mayor informacién sobre las causas de la saturacion
espurea de la Az hemos introducido un nuevo punto de vista en el analisis la
estadistica de los espectros[124]. Hemos considerado la secuencia de espaci-
amientos como una senal fisica y hemos aplicado las técnicas de analisis de
Fourier a su estudio. El espectro de potencias P(k) viene dado por

P(k)= Y R(m)e ™", (3.5)

m=—0oQ

donde R(m) = (s;Sj+m) es la funcién de autocorrelacién de la secuencia que
estemos considerando calculada promediando en j. De esta forma analizamos
el comportamiento de las correlaciones a distintas frecuencias de cada una
de las listas de espaciamientos y podemos comparar los resultados. Hemos
utilizado la notacién habitual para el espectro de potencias P(k). No se debe
confundir con la distribucién de espaciamientos P(s).

Vamos a tratar de este modo un sistema con estadistica de Poisson y una
distribucién de niveles uniforme. Parece un sistema apropiado para aplicar
el reescalado local, ya que la densidad suave es contante. Por tanto, la
suposicion fundamental de este método, la linealidad de la densidad dentro de
la ventana, es estrictamente cierta en este caso. El comportamiento espurio
de la A3 es mas sorprendente si cabe.

Consideremos las siguientes cinco secuencias definidas para un espec-
tro de N niveles: (a) La secuencia de los espaciamientos de primeros ve-
cinos reales, esto es, del espectro verdadero antes de realizar el reescala-
do, {S; = Eiy1 — Ei}izin—1. (b) La secuencia de espaciamientos medios
{D; = (p(E;))"}iz1n calculada con la densidad de niveles suave. (c) La
secuencia media de espaciamientos {Dp; = (ﬁL(Ei))_l}i:vH,N,v calcula-
da con la densidad local constante de la Eq. (3.3). (d) La secuencia de
los espacimientos de primeros vecinos una vez hecho el reescalado suave
{si = Si/D;}iz1n-1. (e) La secuencia de los espaciamientos de primeros
vecinos una vez hecho el reescalado local {sr; = S;/Dr; }icot1.N—v-
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En este caso especial, donde p(E;) = 1, tenemos que D; = 1. Por tanto la
transformada de Fourier de la secuencia D es cero para todas las frecuencias
K # 0. Sin embargo, Dy fluctia alrededor del valor D verdadero, y su
transformada de Fourier no es ya una delta de Dirac.

En la Fig. 3.6 aparece representado el espectro de potencias de las se-
cuencias S'y Dy para N = 10000 y frecuencias hasta £ = 1000. El tamano
de la ventana es 2v = 42. Para una comparacién mas sencilla, las amplitudes
P(k) para Dy estan representadas con signo negativo. Podemos compro-
bar que, efectivamente, el espectro de potencias no es una Delta de Dirac.
Tiene valores finitos para k pequenos, que decrecen suavementes y se hacen
practicamente cero a una frecuencia de corte kg = (N — 1)/2v. Hay que
fijarse también en que el espectro de potencias de la secuencia Dy, es la im-
agen especular del espectro de potencias de la secuencia S si anadimos un
decaimiento de la senial. Vemos asi claramente que el procedimiento para re-
alizar el reescalado local introduce componentes espireas de baja frecuencia
en la senal Dy . Este comportamiento nos empieza a iluminar sobre el origen
de la saturacién de la As.

8

6 -

D, -

Figura 3.6: Comparacién del espectro de potencias para las secuencias S (parte
positiva) y Dy, (parte negativa), calculado con la densidad media local en una
ventana de tamano 2v = 42, para una secuencia con N = 10000 niveles no correla-
cionados y densidad uniforme.

La Fig. 3.7 compara el espectro de potencias de s y s;. De nuevo,
para clarificar la figura, dibujamos las amplitudes P(k) de la secuencia de
espaciamientos sy, en la parte negativa.

La potencia de la secuencia de espaciamientos s; es esencialmente cero
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cerca de kK = 0, y crece lentamente hasta una frecuencia k ~ ko. Para k
mayores ambos espectros son la imagen especular el uno del otro, aunque
para frecuencias cercanas a kg las amplitudes del espectro de potencias de sy,
son algo mayores, compensando la potencia perdida a bajas frecuencias. La
potencia total es muy parecida para las dos secuencias.

Estos resultados clarifican las deficiencias del reescalado local. Este pro-
cedimiento elimina las fluctuaciones de baja frecuencia del espectro y las in-
cluye impropiamente en Dy. Ademas, reduciendo o eliminado fluctuaciones
de frecuencia menor que kg, el procedimiento esta introduciendo correlaciones
de largo alcance con longitudes de onda mayores que 2v. Es precisamente
este fenomeno el que ha sido detectado previamente por la Aj. Esas fuertes
correlaciones de largo alcance producen la saturacion de la Az observada para
L > 2v.
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Figura 3.7: Lo mismo que en la Fig. 3.6 para las secuencias S and Dg.

En la figura 3.8 podemos comprobar el mismo efecto para la misma se-
cuencia de N = 10000 niveles con densidad constante y no correlacionados,
pero utilizando para efectuar el reescalado el método del ensanchamiento
gaussiano. Denominamos a la nueva secuencia de espaciamientos medios
tras el reescalado Dg. Comprobamos claramente que la introduccién de cor-
relaciones espureas es un efecto general producido por el tamano finito de la
ventana efectiva de energia al realizar el reescalado.
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Figura 3.8: Lo mismo que la Fig. 3.7 para s y sq, secuencia de espaciamientos
después de aplicar el método del ensanchamiento gaussiano.

3.6 Analisis de Fourier para un billar rectan-
gular

Con el fin de aplicar a un ejemplo concreto el andlisis de la seccién anterior
hemos estudiado las correlaciones de largo alcance del espectro de energia de
un billar rectangular. El analogo clasico de este sistema es integrable vy,
por tanto, regular. En cualquier libro bésico de mecanica cuantica podemos
encontrar la solucién de la ecuacién de Schrodinger para este sistema. Sus

energias son
1 1

en las unidades en que A%/2m = 1. La 6rbita periddica méas corta es aquella
en que la particula rebota perpendicularmente entre las dos paredes de los
lados mas largos del rectangulo que estan a una distancia a. Su periodo serd
T = \/2/mFEa. La densidad de niveles para este sistema es independiente
de la energia y vale p(E) = ab/4w. Por tanto, segin la teoria de Berry la L

de saturacién sera
mb

Lo = Y E. (3.7)

Berry comparé los resultados de este sistema con su teoria semiclésica de la
A3 de forma muy satisfactoria[33].

Para realizar nuestros céalculos hemos considerado un billar rectangular

con una relacién de lados b/a = m de manera que evitamos las degeneraciones
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de los niveles. Hemos elegido una secuencia de 8000 niveles de alta energia
con una Lg,; ~ 750. En la Fig. 3.9 comparamos los resultados del cémputo
de la A3(L) para esta parte del espectro utilizando la densidad constante
para el reescalado con los valores cuando lo efectuamos mediante el método
local de la Ec. (3.3) con v = 5. La saturacién de Berry estd fuera de la
figura por lo que el valor de Ag con el reescalado suave sigue la recta L/15
correspondiente a Poisson. Sin embargo, en el caso del reescalado local la
saturacion se produce mucho antes, para valores préoximos a 2v como en los
ejemplos vistos anteriormente, llevando los valores de As a ser préoximos a

los del GOE.
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Figura 3.9: Ag(L) para un billar rectangular con relacién entre lados a/b = .
Los tridangulos llenos son el resultado con el reescalado local y los vacios con el
reescalado suave.

En la Fig. 3.10 se muestran los espectros de potencias de la secuencia
de espaciamientos medios, de la secuencia de espaciamientos reales y de la
secuencia de espaciamientos con el reescalado local. Podemos comprobar, de
forma similar a lo que ocurria con la secuencia poissoniana de niveles, como
se introducen las correlaciones espureas en la secuencia de espaciamientos
después de realizado el reescalado local. La secuencia de espaciamientos
reales presenta también un hueco en el espectro de potencias, pero para
frecuencias mucho menores que la secuencia de espaciamientos locales, debido
a que la saturacion real de Berry se produce para valores de L muy superiores
a la saturacién espirea provocada por el reescalado local. La aparicion de
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armoénicos en la secuencia de espaciamientos medios es mucho mas clara en
este caso que para la secuencia poissoniana de niveles.

Espaciamientos medios

P(k)

TS e

Espaciamientos reales

Figura 3.10: Espectro de potencias para las distintas secuencias de espaciamien-
tos correspondientes al billar rectangular. El panel superior se corresponde con
las secuencias de espaciamientos media, el panel intermedio con la secuencia de
espaciamientos real y el panel inferior con la secuencia de espaciamientos después
de efectuar el reescalado local con v = 5.

3.7 Conclusiones sobre el efecto espurio en
las correlaciones de largo alcance

Hemos demostrado que el método del reescalado local y otros métodos
semejantes, que calculan la densidad media mediante algin promedio uti-
lizando algin tipo de ventana de energias, producen un efecto espurio en
el célculo de las correlaciones de largo alcance de los espectros de sistemas
cuanticos. Gracias a la aplicacién del andlisis de Fourier a las secuencias
de espaciamientos como si fueran una senal fisica hemos podido analizar
en detalle las causas de este efecto que puede falsear las conclusiones sobre
la caoticidad de un sistema cuantico. Usando estos métodos al realizar el
reescalado se introducen componentes espureas de bajas frecuencias en el
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espaciamiento medio calculado. FEstas fluctuaciones son espurios ya que la
verdadera densidad media no contiene fluctuaciones, por definicién. Estas
componentes de bajas frecuencias introducidas en el espaciamiento medio se
eliminan de la secuencia de espaciamientos una vez hecho el reescalado. Ya
que las bajas frecuencias se corresponden con longitudes de onda largas se
introducen correlaciones de largo alcance ficticias. Como veremos mas ade-
lante el calculo de la A3(L) para valores grandes de L es fundamental para
conocer el comportamiento regular o cadtico de un sistema. Por tanto, nece-
sitamos una buena teoria estadistica o una buena estimacién empirica que
nos den la densidad media correcta.

Los procedimientos estandar del reescalado local o del reescalado por en-
sanchamiento gaussiano conducen a conclusiones equivocadas sobre la caoti-
cidad del espectro de un sistema cuantico. Debemos intentar encontrar una
funcién suave para la densidad de niveles media. Sin ella, serd imposible
el estudio de las fluctuaciones de largo alcance y un andlisis riguroso de la
caoticidad del sistema.

3.8 Reescalado de los espectros del modelo
de capas

La densidad de niveles para un nicleo determinado crece rapidamente
con la energia de excitacion de una manera reproducida satisfactoriamente
por la formula empirica de Bethe[94], basada en un gas de nucleones libres,

c
p(E) ~ ENED exp(aVE — A), (3.8)
donde a, ¢ y A son constantes distintas para cada ntcleo.

Sin embargo, como las matrices del modelo de capas necesariamente cal-
culan el espectro en un espacio finito y tienen una dimensién determinada, la
densidad de los niveles en funcion de la energia tiene que reducirse en algin
punto. Para recuperar la formula de Bethe debemos sumar las densidades
parciales obtenidas en los distintos subespacios. En la Fig. 3.11 represen-
tamos de forma esquematica este proceso. En la densidad total podemos
encontrar remanentes de la estructura de capas del nicleo. Cuando estudi-
amos el espectro de una matriz del modelo de capas solamente tenemos en
cuenta el espectro de uno de estos subespacios y debemos realizar el reescal-
ado apropiadamente.
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Figura 3.11: Representacién esquematica de la densidad total de un ntcleo, linea
continua, a partir de las densidades parciales en distintos subespacios, lineas dis-
continuas.
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Recientemente, una binomial generalizada ha sido propuesta por Zuker
como verdadera densidad media de las matrices hamiltonianas con interac-
ciones a dos cuerpos[95]. Utilizando una energia adimensional z = E/S
donde S es la distancia del autoestado mas alto al autoestado mas bajo del
espectro, podemos escribir la densidad de la matriz como,

T(N +1)

PE) = 0 e RGN T 1)

N/S. (3.9)

Donde z =1 — z, N es el nimero efectivo de particulas, d es la dimensién
v ¢+ p = 1. A partir de los tres primeros momentos de la distribucién de
energias en el espectro: FEy, 0? v v podemos calcular los tres pardmetros
libres que tenemos S, N y p. Cuando estudiemos la forma de las matrices
de Lanczos en el capitulo sexto utilizaremos esta forma para la densidad.

Sin embargo, en el capitulo siguiente, la densidad de niveles de las matri-
ces del modelo de capas ha sido ajustada de forma mas tradicional mediante
una gaussiana corregida. La expansion de Edgeworth en términos de los cu-
mulantes de la distribucién es una de las formas mas eficaces. La distribucion
de la densidad media viene dada por [97, 72].

A(E) = pa(E)[1 + %Hs (@) + %Hm (@) ., (3.10)

donde k,, es el cumulante de orden ;i y pe(x) es la densidad gaussiana,

pa(E) = ! exp(_(E_EO>). (3.11)

oV 2w 202

Si en lugar de los cumulantes utilizamos los momentos obtenemos la serie
de Gram-Chalier[97]. Aunque son muy parecidas, la expansién de Edge-
worth normalmente converge mas deprisa asi que es la que hemos utilizado
en nuestros calculos.

Para ajustar la densidad de niveles de los calculos del modelo de capas se
calcula el centroide Fj, la variancia o y el tercer y cuarto cumulantes, k3 y
k4 y se aplica la ecuacion 3.10 para el calculo de p. Con esta densidad media
es con la que se realiza el reescalado.

También hemos utilizado

p(E) = ﬁA(11+ BEy) exp <—%) (1+ BE), (3.12)
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Método de reescalado

Pp(E)

010 N N W
i)

Figura 3.12: p(E) para el Sc J = 3, T = 2 utilizando la expansién de
Edgeworth. Ec. (3.10).

como una aproximacién razonable a la verdadera densidad de las matrices
del modelo de capas[59]. En este caso los parametro Ey, A y B, se ajustan
mediante minimos cuadrados. El resultado es equivalente a un desarrollo de
Edgeworth hasta el tercer cumulante despreciando el pequefio término en E3.

Después de hacer el reescalado utilizando como densidad media la expan-
sion de Edgeworth o la binomial de Zuker, los resultados de la estadistica de
niveles son indistinguibles para matrices de la dimensién que hemos utilizado.

Cuando solamente tenemos unos pocos niveles al principio del espectro,
para realizar el reescalado usamos la férmula de la temperatura constante[99].

H(E) = eapl(E — Eo)/T) (3.13)

Para ajustar las constantes por minimos cuadrados es mejor usar su integral
- E
N(E) = / ﬁ(E’)dE’ + Ny
0

= exp[(E — Ey)/T] — exp[—Eo/T] + Ny

(3.14)
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La constante Ny representa el niimero de niveles con energia menor que cero.
Consideraremos la ecuacion 3.14 como una funcién empirica para ajustar los
datos y dejaremos que N, tenga valores distintos de cero[56].

Figura 3.13: Ajuste de la N(F) para E < 5 MeV con la férmula (3.14). El
espectro pertenece a los estados J = 2 del isétopo *3Ca.






Capitulo 4

Caos cuantico en el modelo de
capas

4.1 Introducciéon

El modelo de capas (apéndice B) es la teoria mas completa que tenemos
para describir el niicleo atémico y sus excitaciones a baja energia. La inves-
tigacion de los efectos que el caos cuantico tiene en los autovalores y autovec-
tores de las matrices del modelo de capas es fundamental para entender qué
efectos tiene el caos en la fisica nuclear. Al ser el modelo de capas una teoria
realista sobre un sistema de muchos cuerpos que interaccionan fuertemente
es un laboratorio tedrico ideal para investigar el caos cuantico en este tipo
de sistemas.

El nicleo atémico ha sido el primer sistema cuantico donde se han com-
probado las predicciones de la RMT. Como comentamos en la introduccion,
las propiedades de las fluctuaciones en los niveles de energia experimentales
han sido estudiadas principalmente en el dominio de las resonancias de protén
y neutrén cerca de la barrera de emision espontanea de neutrones, donde se
conoce un gran numero de niveles del mismo espin y paridad y del mis-
mo nucleo. Se ha encontrado un acuerdo excelente con las predicciones del
GOE[44]. Sin embargo, en la regién del estado fundamental no hay suficientes
datos experimentales para hacer un célculo fiable de valores medios y fluc-
tuaciones. Para soslayar esta dificultad se han realizado andlisis combinados
de distintos nticleos y para energias de excitacién muy variadas, llegandose
a la conclusién de que mientras los nicleos esféricos muestran un espectro
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similar a GOE, los niicleos deformados tienen desviaciones importantes del
comportamiento GOE[55, 56, 100]. Los dos tnicos casos para los que se
poseen secuencias de suficientes niveles consecutivos de los mismos momento
angular y paridad para realizar un andlisis estadistico suficientemente fiable
son el 26Al y el 1'Sn. El primero de ellos se compone de 13 protones y 13
neutrones. Posee 5 neutrones y 5 protones fuera de capas cerradas. Después
del analisis de unos 160 niveles entre £, = 0 — 8 MeV el resultado del ajuste
del pardmetro de Brody es de w = 0.47 + 0.14[101]. El segundo se compone
de 50 protones y 66 neutrones, 16 neutrones fuera de capas cerradas. El
analisis de unos 100 niveles por debajo de 4.3 MeV de energia de excitacion
dio como resultado w = 0.51 £ 0.19[57].

En general, parece bastante claro que los datos experimentales son insu-
ficientes para establecer una frontera entre el orden y el caos en el nicleo
atémico. Para aclarar esta situacion es imprescindible acudir a la teoria vy,
por tanto, al modelo de capas.

4.1.1 Trabajos previos sobre matrices del modelo de
capas

Trabajos previos en la capa sd parecen indicar que los niicleos presentan
un comportamiento fuertemente cadtico incluso en las cercanias del estado
fundamental. La estadistica de niveles sigue las predicciones de la RMT y no
se encuentra ninguna dependencia en energias u otro tipo de observables[59,
102]. Sin embargo, las dimensiones del espacio cuando tenemos un sélo tipo
de particulas (neutrones o protones) son bastante reducidas, y el nimero de
niveles de energia que se han tenido en cuenta en esos casos es muy limitado.

Los resultados experimentales para el 26 Al, un nicleo de la capa sd, fueron
explicados por la mezcla de estados de distinto isoespin, especialmente im-
portante en este niicleo. En este caso el parametro de Brody w, ajustado a las
secuencias experimentales J™ puras a baja energia tiene un valor intermedio
entre Wigner y Poisson, contradiciendo los calculos de modelo de capas, que
predicen un comportamiento totalmente cadtico incluso a muy baja energia
de excitaciéon. Sin embargo, teniendo en cuenta la mezcla de estados con
esta distinta simetria, imposibles de separar experimentalmente, se alcanzan
valores compatibles con el resultado experimental.

El célculo de suficientes niveles excitados del '*Sn no ha sido realizado
debido a la enorme magnitud de sus matrices del modelo de capas.
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En el interesante trabajo de Otsuka[11] se calculé el pardmetro de Brody
para el espectro de nucleos en la region del Pb obtenido mediante calculos de
modelo de capas con una fuerza esquematica y se llegé a la conclusién de que
estos ntcleos pesados presentaban caracteristicas intermedias entre Poisson
y GOE;, sobre todo a baja energia. Estas propiedades fueron atribuidas a la
intensidad del campo medio en esta region de la tabla nuclear.

4.1.2 Aspectos técnicos de nuestro trabajo

Nosotros hemos extendido este tipo de cédlculos a la capa pf y a la re-
gién del Pb utilizando fuerzas realistas que dan buenos resultados espec-
troscépicos. Hemos utilizado matrices del modelo de capas con gran tamano
para acumular una abundante estadistica y presentar resultados de suficiente
calidad. También hemos analizado la estructura y complejidad de las fun-
ciones de onda mediante el calculo de la entropia de la informacién

En la mayoria de los casos se ha procedido a la diagonalizacion completa
de matrices de dimensiones entre 100 y 6000 aproximadamente. Para matri-
ces mayores se han calculado solamente los autovalores mas bajos. La dimen-
sién mayor que hemos utilizado en el célculo es la del estado J™ = 1+ del *°Sc
que es de 36287. Los calculos fueron efectuados en una estacién de trabajo
alpha 500au utilizando el cédigo en esquema acoplado NATHAN/[103]. Sola-
mente la diagonalizacién de las matrices utilizadas llevé mas de 2880 horas
de CPU.

4.2 Resultados para la capa pf

La descripcion de los nicleos en la capa pf consiste en considerar como
core los nucleones, 20 protones y 20 neutrones, que forman el nicleo de 4°Ca.
Estos nucleones se consideran inertes. El resto de protones y neutrones se
mueven en las capas 0f7/2, 0fs/2, 1p3/2 ¥ 1pij2 con un campo medio dado
por unas energias de particula independiente ajustadas al experimento (son
los niveles del *'Ca). €of,, = 0.0, €op,)y = 6.5, €1y, = 2.0y €1y, ,, = 4.0.
Los nucleones interaccionan mediante una fuerza efectiva renormalizada para
actuar en este espacio de valencia. En nuestro caso utilizamos KB3, una
interaccién de Kuo-Brown modificada con correciones monopolares[104]. Por
tanto, en esta descripciéon los isotopos de Ca sélo tienen neutrones activos,
los is6topos de Sc tienen activos un protén y el niimero de neutrones que
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Tabla 4.1: Nucleos, valores de J y nimero de espaciamientos para las difer-
entes energias de corte utilizados en los calculos para la capa pf. Sdélo se
incluyen los estados con T' = T,.

Ntcleo %Ca *BCa 59Ca °2Ca 165¢ 18G¢ 50Sc 52Sc 46T}
J 0-12 0-12 0-12 0-12 0-12 0-4,7-12 0-1,9-12 0,11,12 0-5,8-12
E<5MeV 96 128 140 133 155 173 120 55 77
E<10MeV | 441 654 818 658 1050 1328 950 405 553
Toda E 3937 11981 17203 11981 25498 14207 8031 11493 4508

posean por encima de 20 y los de Ti tienen dos protones activos mas los
neutrones apropiados.

Dos trabajos anteriores[105, 106] estudiaron las propiedades espectrales
de los isétopos de Ca y los isébaros con A = 46. Se demostré que los
is6topos de Ca no seguian las predicciones del GOE en la regién de baja
energia. Ademas, anadiendo un proton las propiedades estadisticas de los
niveles de energia cambiaban y se hacian compatibles con las predicciones
de la RMT. Como explicacién plausible, se sugirié que la interaccién proton-
neutrén perturbaba mas el movimiento regular del campo medio que la in-
teraccion neutrén-neutréon mucho mas débil que no era capaz de romperlo
del todo.

Por tanto, en esta regién podemos estudiar con célculos de modelo de
capas realistas como evolucionan las propiedades estadisticas del espectro en
funcion de observables tales como la energia o el isospin. Para ello hemos
realizado un estudio detallado de los niveles de energia y de las funcions
de onda de los isétopos de Ca, Sc desde A = 46 hasta A = 52 y el *6Ti.
En la tabla 4.2 podemos ver el nimero de espaciamientos utilizados en este
trabajo. La cantidad de niveles de energia que hemos usado permite realizar
un estudio estadistico completo y fiable.

4.2.1 P(s) y correlaciones de corto alcance

Hemos analizado la distribucién de primeros vecinos P(s) para distin-
tas regiones de energia, incluyendo todos los niveles hasta 5 MeV sobre la
linea yrast, todos los niveles hasta 10 MeV sobre la linea yrast y el espectro
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completo. El reescalado ha sido realizado siguiendo las prescripciones de la
seccion 2.5. En el caso de energias hasta 5 MeV sobre la linea yrast se utilizo
la férmula de temperatura constante, ec. (3.14). Para el resto de casos uti-
lizamos la ec. (3.12). A cada secuencia de niveles pura con momento angular
y paridad J7 e isoespin T' = T, se le ha realizado el reescalado de forma sepa-
rada, pero los espaciamientos finales han sido reunidos en un tinico conjunto
para cada nucleo con el objetivo de tener mejor estadistica.

Hemos calculado el parametro de Brody w para cada uno de los nicleos
y dependencias energéticas. El pardametro se calcula mediante un ajuste por
minimos cuadrados al histograma de la distribucion de espaciamientos con-
siderada. Los resultados se muestran en la figura 4.1. Las figuras 4.2, 4.3,
4.4 comparan las distribuciones P(s) para los is6topos de Ca y Sc depen-
diendo del corte en energias. Hasta 5 MeV por encima de la linea yrast
los is6topos de Ca presentan fluctuaciones espectrales intermedias entre los
sistemas cadticos y regulares. El caso del 2Ca es el més espectacular con
un valor de w de 0.25. Esta muy cerca de ser un sistema completamente
regular. Por el contrario, los isétopos del Sc y el 4°Ti estdn muy préximos a
las fluctuaciones tipo GOE. Para un A dado, las grandes diferencias entre los
isotopos de Sc y de Ca tienen que ser debidas a la interaccion residual a dos
cuerpos, ya que las energias de particula independiente son las mismas en los
dos casos. Los resultados para A = 46 ya fueron mostrados en la referencia
[106]. Alli se propuso como causa para esas diferencias que la interaccién
neutrén-neutrén era mucho més débil que la interaccion protén-neutron y no
era suficiente para perturbar completamente el movimiento regular debido al
campo central.

Podemos observar que el parametro de Brody baja fuertemente de A = 48
a A = 52 para los is6topos de Ca. Se puede explicar la diferencia entre el
48Ca y el ®?Ca teniendo en cuenta que ambos nticleos estan relacionados, en
nuestra descripciéon de la capa pf por una transformaciéon particula-agujero.
Si el #8Ca consiste en 8 particulas en la capa pf, el ®>Ca se puede ver como
consistente en 8 huecos. Como la interaccion residual particula - particula y
la interaccién residual hueco - hueco son idénticas, la tinica diferencia posible
entre estos dos nticleos es la debida al campo central.

Si denominamos €; a las energias de particula independiente y €; a las
correspondientes energias de hueco, se puede demostrar que

3 B 1 2J4+1_ 57—
€, =€ —€; + —— Vo 4.1
J 0 J 2]”_1;;1_’_57,& jkjk ( )

J
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Figura 4.1: Pardmetro de Brody w para los isétopos de Ca y Sc con A = 46,
A =48 A=50y A =52y el 6Ti usando todos los niveles de energfa hasta 5
MeV y 10 MeV sobre la linea yrast y el espectro completo

donde €y es una constante que viene dada por

= (2j+1)e+> > (2J+ 1)V, (4.2)

J i<k <J>

donde j y k son los momentos angulares de las érbitas de particula indepen-
diente implicadas, en este caso 7/2, 5/2, 3/2 y 1/2 y < J > significa que
los sumatorios estan restringidos a los momentos angulares permitidos por el
principio de Pauli.

En la figura 4.5 comparamos el espectro de una particula con el de un
hueco. La energia entre dos niveles adyacentes de hueco es, en general, mayor
que la energia entre dos niveles adyacentes de particula. Por tanto, serd
mas dificil perturbar el movimiento de los huecos en el campo central que
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Figura 4.2: Histograma de la P(s) para los isétopos de Ca y Sc con A = 48 — 52.
Los espaciamientos considerados son desde la linea yrasta hasta E < 5 MeV.
También se muestra las distribuciones de Poisson, de Wigner y el mejor ajuste a
Brody.
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Figura 4.3: Lo mismo que la Fig. 4.2 pero F < 10 MeV.
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Figura 4.4: Lo mismo que la Fig. 4.2 pero incluyendo el espectro completo.
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el de las particulas. A medida que subimos en energia los nuevos estados

10

dr ——————— -

n”

Figura 4.5: Energias de particula independiente para el “®Ca (izquierda) y de
hueco para el *?Ca comparadas (derecha).

son combinaciones mas y mas complejas de diferentes configuraciones y, por
tanto, el hamiltoniano a un cuerpo es progresivamente menos importante.
Podemos ver comparando las figuras 4.2 y 4.3 que los is6topos de Ca son
méas cadticos a 10 MeV que a 5 MeV, pero la P(s) a 10 MeV todavia es
intermedia entre las distribuciones de Poisson y Wigner. Para los isétopos
de Sc son, por el contrario y en todos los casos, muy proximas a Wigner. En
esta regién el pardmetro w decrece lentamente del *Ca al 2Ca.

Hemos incluido los resultados para el 6Ti para comprobar que el pardmetro
de Brody alcanza su maximo ya con el “°Sc. Para la P(s) afiadir dos protones
o uno no produce ninguna diferencia. Sin embargo, reemplazar un tinico neu-
trén por un protén produce una transicion clara de un regimen cuasirregular
a uno completamente cadtico.

4.2.2 Aj3 y correlaciones de largo alcance

Para completar nuestro analisis de las fluctuaciones espectrales en los
ntcleos de la capa pf, ademds de examinar la P(s) y las correlaciones de
corto alcance, también hemos calculado las correlaciones de largo alcance
analizandolas mediante la As. Los resultados para la Az son resultados para
todo el espectro, y no sélo para una regién de energias determinada. La
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Fig. 4.6 corresponde a los valores de este estadistico para L < 50 usando los
estados con J™ = 07, T = T, del %Ca, 4°Sc y 4Ti. De estos tres nicleos
tinicamente el “°Ti sigue las predicciones del GOE. Para el %Sc la Aj estd
proxima al valor del GOE, al menos hasta un cierto valor de separacion,
Ly, ~ 30 donde se dobla hacia arriba. En el *Ca el punto en el que se
dobla tiene un valor de L més pequeno Lg., ~ 10. En este punto L., la
curva de la Az abandona el crecimiento logaritmico, propio del GOE y la
rigidez espectral de los sistemas cadticos, y se incrementa linealmente como
en los sistemas regulares. Este tipo de comportamiento en la Aj ha sido
observado previamente en sistemas a un cuerpo como billares [108, 4] o,
posteriormente, en célculos del modelo de capas [59, 46]. Se ha interpretado
como el limite a partir del cual los niveles dejan de estar correlacionados
debido a que la interaccién residual ya no es capaz de mezclar niveles con
energias tan alejadas. Por tanto, la Az muestra, para la misma interaccion
y espacio de valencia, una clara dependencia en el isoespin en los ntcleos
con A = 46, la caoticidad se incrementa cuando 7" decrece. Esto sucede no
solo del Ca al Sc sino también del Sc al Ti. El mismo fenémeno se observa
para el resto de los valores de J. En la Fig. 4.7 podemos ver otro ejemplo
que compara los valores de la Ajz para los estados J™ = 07, T = T, del
2Ca y el 2Sc. Se puede comprobar que el *?Sc es mucho més caético que
el ?Ca. En este caso Lg, > 50 para el **Sc y comparando con la figura
anterior parece ser mas caético que el ¥Sc. La razén principal puede ser
la mayor cantidad de interacciones protén-neutrén en el 2Sc. Por tanto,
podemos concluir que existe una clara dependencia en el isospin del grado
de caoticidad del movimiento nuclear. Se incrementa de los estados T = T,
del Ca a los del Sc y de este a los del Ti. Cuando se toma en cuenta todo
el espectro, la P(s) no es muy sensible a esta dependencia, pero el efecto
se puede observar claramente en la As. Para analizar de forma apropiada
la dinamica de un sistema cuantico es necesario tener en cuenta, no sélo la
P(s), sino también la Az u otro estadistico que mida las correlaciones de
largo alcance. Y, ademads, realizar un calculo de este estadistico hasta el
valor maximo de L que se pueda segin la cantidad de niveles del espectro.
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Figura 4.6: A3(L) para los estados J™ = 07 T = T, de los nticleos *Ca (circulos),
46Sc (tridngulos llenos) y 40Ti (tridngulos huecos).

4.2.3 Entropia de la informaciéon de las funciones de
onda

La entropia de la informacion de las funciones de onda en la base del
campo medio es una cantidad muy importante para entender las propiedades
de localizacion de las funciones de onda en el espacio de Hilbert. Constituye
una forma alternativa de caracterizar el caos cuantico en sistemas de muchos
cuerpos. Es importante comparar sus resultados con los provenientes del
analisis de las fluctuaciones del espectro para obtener una imagen completa
de la dinamica del sistema.

Para ello, hemos calculado la longitud de localizacion de la entropia media
y normalizada (ly) para los estados J™ = 0%, T' = T, de los is6topos del Ca,
del Sc y para el “°Ti. El valor medio se calcula utilizando la secuencia de
estados completa. Por tanto, todo el espectro contribuye al resultado. Se
puede ver en la Fig. 4.8 que hay una clara diferencia entre los isétopos del Ca
y del Sc mientras que los resultados para el 6Sc y el 4°Ti son muy similares.
Para todos los is6topos del Ca (ly) ~ 0.2 mientras que el valor crece hasta
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Figura 4.7: Az(L) para los estados J™ = 07 T' = T, de los nticleos *6Ca (cfrculos),
46S¢ (cuadrados).

(lgr) ~ 0.4 para los isétopos del Sc. Todos los casos estdn muy alejados del
valor maximo de 1 correspondiente al GOE y a la méxima deslocalizacion
de los estados en el espacio de Hilbert. Los valores calculados de (lg) nos
indican que los estados en los isétopos de Ca estan localizados en unas pocas
componentes mientras que los isétopos del Sc estan mucho mas extendidos,
aunque no llegan al limite del GOE.

Los valores medios de (ly) indican dinicamente cémo se distribuyen en
promedio las componentes de las funciones de onda del modelo de capas so-
bre la base. Sin embargo, la [y depende mucho de la energia de excitacion
del estado en el que se calcula. La forma de esta dependencia se puede ver
claramente en la Fig. 4.9. En esta figura estan representadas la [y en funcién
de la energia para los estados con J = 6 del °Ca y los estados con J = 1
y T = 2 del %Sc. Hemos elegido este ejemplo debido a la similitud de las
dimensiones de ambos espacios 2051 y 2046 respectivamente. De esta forma
eliminamos posibles efectos espurios debidos a la dimension y podemos com-
parar ambas funciones. La forma es esencialmente gaussiana y su estructura
ha sido explicada recientemente de forma bastante satisfactoria en el ambito
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Figura 4.8: Longitud de localizacién media (ly) para los estados 0T en la capa
pf. Se incluyen los is6topos del Ca y Sc con A = 46 — 52 y el 46Ti.

de la espectroscopia estadistica[110, 111]. Las funciones de onda en la partes
mas bajas y mas altas del espectro estan fuertemente localizadas. Sin em-
bargo, el valor de (ly) pricticamente coincide con el valor de la [y para la
parte central del espectro, donde la densidad de estados es mucho mas al-
ta. La figura nos muestra que, incluso en la parte central del espectro, las
funciones de onda del Ca estan mucho mas localizadas que las del Sc. Estos
resultados son consistentes con los resultados obtenidos en las fluctuaciones
espectrales. Como desarrollamos en el apéndice A, el valor de la (ly) para
el GOE se demuestra suponiendo la distribucién de Porter-Thomas para las
componentes de las funciones de onda. Por tanto, las funciones de onda de
las matrices del modelo de capas que hemos estudiado no cumplen Porter-
Thomas en la base del campo medio, ni siquiera eliminando las funciones de
onda correspondientes a los bordes del espectro.

Sin embargo, en la Fig. 4.9 podemos comprobar que el valor para la lon-
gitud de localizacion tiene un comportamiento medio con la energia. Para
comparar con la distribucién Porter-Thomas del GOE debemos eliminar es-
tas variaciones seculares de forma semejante a la manera de hacerlo para el
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Figura 4.9: Longitud de localizacién en funcién de la energia para los 2051 estados
J™T = 675 del ®°Ca y los 2042 estados J™T = 112 del 5°Sc.

espectro[125]. Para ello, en lugar de comparar la distribucién de las compo-
nentes al cuadrado de las funciones de onda con la distribuciéon de Porter-
Thomas, se debe realizar previamente un promedio local en las componentes
de las funciones de onda con energia préxima entre si en los estados de la
base también con energias proximas entre si. El resultado de la distribucion
de las componentes promediadas de esta manera y su comparaciéon con la
distribucién de Porter-Thomas se muestra en la Fig. 4.10 para los estados
J = 0 del ®°Ca. Aunque todavia aparecen algunas pequenas diferencias, el
acuerdo general es bastante bueno. Para investigar la dindmica regular o
cadtica del sistema nos ha interesado la localizacién de las funciones de onda
en la base privilegiada del campo medio. Sin embargo, la cuestion de hasta
qué punto la distribucion local de las componentes de onda se comporta como
la distribucién de Porter-Thomas merece un analisis mas detallado.
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Figura 4.10: Distribucién local de las componentes al cuadrado de las funciones
de onda del °Ca J = 0. La y representa las componentes al cuadrado y la linea
discontinua la distribuciéon de Porter-Thomas.

4.3 Variando la intensidad relativa de las in-
teracciones T'=0y T =1

Para corroborar las hipdtesis sobre las causas de la dependencia del grado
de caoticidad de los nicleos atémicos en el isoespin formuladas en [106, 112]
vamos a analizar el efecto relativo de la parte T'= 0 y la parte T'= 1 de la
interaccién. Para ello vamos a estudiar como cambian la distribucién P(s) y
la longitud de localizacion de la entropia Iy cuando variamos la intensidad
de la parte no diagonal de la interacciéon, comparando el comportamiento de
las fluctuaciones estadisticas cuando anadimos adiabaticamente la parte no
diagonal completa y lo que se observa cuando sélo anadimos la parte T' =1
o la parte T'= 0.

Vamos a separar la interaccion en el monopolo y el multipolo. La parte
monopolar es una buena aproximacion a la parte diagonal del hamiltoniano
ya que su traza es equivalente al hamiltoniano completo dentro de espa-
cios con configuraciones fijas. Como se explica en el apéndice B la parte
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monopolar contiene los términos que determinan la energia de particula in-

dependiente y es el limite de movimiento regular de nuestro hamiltoniano. Si

tenemos solo esta parte del hamiltoniano los niimeros de ocupacion de cada

una de las érbitas son buenos ntimeros cuanticos y el sistema es integrable.
Por tanto, primero escribimos el hamiltoniano como

H = H,, +aHy, aocl0,1] (4.3)

donde H,,(M) es la parte monopolar (multipolar) de la interaccién y « es
un pardmetro real en el intervalo [0,1]. Cuando « cambia de cero a uno,
nos movemos de una interaccién puramente diagonal a la interacciéon K B3
completa. En el panel izquierdo de la Fig. 4.11 mostramos el comportamiento
de w para el espectro completo de ese hamiltoniano en funciéon de « para el
caso de los estados T' = T, del *6Sc. En el intervalo v = 0.1—0.5 el pardmetro
de Brody crece rdpidamente desde 0 a 0.9 y a partir de ahi oscila alrededor
de 0.94 que es aproximadamente el valor de w para el GOFE. Si usamos los
siguientes hamiltonianos:

H=H, +aH " ac|01] (4.4)

H=H,+aH{ " ac|01] (4.5)

el comportamiento cambia claramente. En ambos casos, w crece mucho mas
suavemente y no parece llegar a la saturacion hasta a = 1. La curva para
Hi7° va por encima de la curva Hi; . Para a = 1 los resultados en los tres
casos son bastante similares.

Cuando tenemos en cuenta sélo los niveles de baja energia (panel de
la derecha de la Fig. 4.11) el comportamiento es distinto. La estadistica
de las fluctuaciones espectrales de los niveles de baja energia es mucho més
sensible a la intensidad de la interaccion. Solamente si tenemos la interaccion
completa obtenemos el valor del GOE para el parametro de Brody. La curva
para H17° tiene valores muy similares a los de la curva H1~! excepto en
a=1.

El significado del valor de w = 0 que obtenemos cuando av = 0 merece una
aclaraciéon. Cuando no tenemos en cuenta la interaccién no diagonal todos
los autovalores estan fuertemente degenerados y agrupados. Por tanto, la
P(s) esta caracterizada por un gran pico en s = 0 y valores muy pequenos
para s > 0. Esto difiere de una distribucién de Poisson. Sin embargo, el
mejor ajuste sigue siendo w = 0. Hemos mantenido este resultado porque
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Figura 4.11: Pardmetro de Brody para el “°Sc cuando variamos el hamiltonia-
no segun las ecuaciones 4.3 (cuadrados), 4.4 (circulos vacios) y 4.5 (circulos
llenos). En el panel izquierdo se representa el resultado para el espectro com-
pleto y en el panel derecho para energias de excitacion menores de 5 MeV
sobre la linea yrast.

un pequeno valor de « es suficiente para eliminar la degeneracion de los
autovalores y llevar la P(s) a una distribucién de Poisson real.

En la Fig. 4.12 representamos los resultados para la longitud de local-
izacién media en funcién del parametro a para los tres modelos en el caso de
los estados J = 0. Las curvas tienen un crecimiento distinto en los tres casos,
siendo mucho menor para (4.4). El valor final de (l/y) es similar al obtenido
para los is6topos de Ca.

Estos resultados explican la diferencia de comportamiento global entre
los nucleos con un sélo tipo de nucleones, los isétopos de Cla en la capa
pf, y los nicleos en que tenemos protones y neutrones. El comportamiento
de la entropia de la funcién de onda y del parametro w para la totalidad
del espectro se explican de forma apropiada con estos resultados. La menor
intensidad de la parte residual de la interaccién T' = 1 comparada con la
T = 1 es la causa de la diferencia en las caracteristicas globales de la dinamica
regular o cadtica entre los isétopos de Ca y los isétopos de Sc. Sin embargo,
el comportamiento espectacular de la P(s) para los isétopos de Ca a baja
energia no parece recibir una explicaciéon adecuada si solamente tenemos en
cuenta estos resultados. La diferencia entre los valores para la interaccion
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Figura 4.12: Valor de la longitud de localizacién media (ly) cuando variamos
el parametro o de acomplamiento entre el hamiltoniano monopolar y sus
distintas partes multipolares para los estados J = 0 T' = T, del %6Sc. Los
cuadrados se corresponden con anadir el Hjy; completo, los circulos llenos son
los resultados afiadiendo H17 y los vacios Hi!.

T =0y laT =1 no resulta causa suficiente para la mayor regularidad
observada en esos casos. Para una explicacién completa necesitamos un
ingrediente mas. Abordaremos este problema en el apartado 4.5.

4.4 A3 para grandes valores de L

En aquellos niicleos donde la distribucion de espaciamientos a primeros
vecinos es claramente tipo Wigner (por ejemplo, el “Sc o el 46Ti) hemos en-
contrado que los valores de A3(L) siguen la curva GOE, pero solamente hasta
un valor L = L,. Para L > L, la curva crece linealmente indicando un fuerte
decrecimiento de la rigidez espectral. Este comportamiento también ha sido
observado en la capa sd[46]. Hay distintas posibles explicaciones de este efec-
to en la Az. Ha sido relacionado con el inverso del exponente de Lyapunov
que nos da la escala temporal para el desarrollo del caos cldsico[108]. Las
correlaciones de largo alcance que mide este estadistico, deben ser intensas
unicamente para estados mezclados fuertemente por la interacciéon no diag-
onal. Debido a la intensidad finita de esta interaccién debe existir un cierto
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rango a partir del cual estas correlaciones disminuyan abruptamente. Este
rango dependerd del pardmetro « con el que relacionamos el hamiltoniano
multipolar con el hamiltoniano monopolar.

Para verificar esta explicaciéon hemos estudiado como la L., evoluciona
en los estados J™ = 17 del %°Sc a medida que cambiamos la intensidad
de la interacciéon no diagonal. Hemos realizado los calculos para valores
del pardmetro de acoplamiento o = 0.1 — 1.5. La Fig. 4.4 nos muestra
un incremente de L., hasta que alcanzamos a = 1, en ese punto hay un
pequeno aplanamiento y después continua incrementandose. Estos resultados
confirman nuestra hipotesis.

100

Laep
50

Figura 4.13: Ly, de la Az para los estados J™ = 0" del “Sc en funcién del
parametro de acoplamiento de la parte no diagonal del hamiltoniano con la
parte diagonal.

4.5 Efecto de la interacciéon de pareamiento

Las interacciones realistas del modelo de capas presentan una estructura
muy similar donde destaca la intensidad de ciertos elementos de matriz mas
importantes que el resto. Una de las partes de la interaccién més importantes
es la denominada pareamiento.

Una interaccién de pareamiento constante en segunda cuantizacién se
puede escribir como

V==G > (WD)l g, (46)

7,7'm,m/>0
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donde j y m son los ntimeros cuanticos del momento angular y la tercera
componente de las orbitas de particula independiente. La interaccién nos
indica que un par de nucleones se aniquila en los estados (j’,m’)(j’,-m’), esto
es, un par acoplado a J™ = 0%, y es dispersado a cualquier otro estado
(j,m)(j,-m) con intensidad constante G independiente del valor de m.

La interaccién de pareamiento es considerada responsable de la separaciéon
entre el estado fundamental 0 y el primer estado excitado 27. Interacciones
de pareamiento esquematicas son capaces de reproducir el espectro de ex-
citaciéon experimental de nucleos pesados y de tener en cuenta los efectos
colectivos en las transiciones electromagnéticas en este tipo de nicleos.

Nosotros hemos investigado los efectos de la fuerza de pareamiento en las
propiedades estadisticas del espectro. Hemos utilizado para ello un hamilto-
niano

H - HKBB + Hpar<G)7 (47)

variando la constante GG de la interaccion entre —0.12Mev y 0.12MeV, ya
que la energia de excitacién del primer estado 2 se puede reproducir por
una interaccion de pareamiento con G = 0.12MeV. Estamos quitando el
pareamiento efectivo que existe en la fuerza KB3 y variamos la intensidad
hasta anadir el doble.

Los resultados en la capa pf se muestran en las figuras 4.14 y 4.15. Pode-
mos comprobar el dramatico efecto del pareamiento en las fluctuaciones es-
pectrales a baja energia mientras que para el espectro completo el efecto es
inapreciable. Si quitamos parte de la interaccién de pareamiento el valor del
parametro de Brody w para E < 5 MeV crece apreciablemente, mientras que
si lo aumentamos, w se reduce, haciéndose el movimiento més regular. El
efecto de reduccién o aumento es parecido en ambos casos. Sin embargo, el
valor del pardmetro a baja energia era muy diferente en el **Ca con respecto
al 2Ca debido a la intensidad del campo medio, segin hemos comentado an-
teriormente. Debido a esto, para G = —0.12 en el caso del **Ca tenemos un
espectro a baja energia completamente cadtico, mientras que la w del *2Ca
para el mismo rango en el espectro vale 0.56.

Sin embargo, el cambio en el pareamiento no tiene efectos apreciables
en el 46Sc. Al ser los elementos de matriz de pareamiento los elementos
acoplados a J = 0 solamente actian cuando 7' = 1 para que se mantenga que
J+T = impar. Por tanto sélo son importantes cuando tenemos nucleones del
mismo tipo. La interaccién residual en los isétopos del Sc es ya tan intensa
que rompe el campo medio completamente y anadir pareamiento no cambia
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nada.

El efecto mas importante que produce el aumento de la intensidad del
pareamiento es la conservacién del niimero cuantico de senioridad. La se-
nioridad v se define como el numero de particulas que no forman un par
acoplado a J = 0. La interacciéon de pareamiento conserva el nimero v.
Cuando aumentamos GG provocamos que ese nimero cuantico sea una canti-
dad aproximadamente conservada a baja energia. Sin embargo, al realizar el
analisis estadistico del espectro mezclamos estados con v distinto y bajamos
la repulsion entre los niveles, aumentando la regularidad del espectro.

Figura 4.14: Efecto del pareamiento en el parametro de Brody w para la P(s)
en el ¥Ca. Los tridngulos se refieren al espectro completo, los cuadrados al
espectro para I/ < 10MeV y los circulos al espectro para F < 5 MeV.

Estadisticos que tienen en cuenta todo el espectro conjuntamente, como
la Iy o la Az tampoco sufren variacién apreciable al cambiar la intensidad
del pareamiento.

Una explicacién alternativa para el cambio de comportamiento de la Aj
para valores grandes de L fue propuesta por Zelevinsky et al. [46]. Se in-
tentaba explicar el comportamiento de L., del que hemos hablado en una
seccion anterior relacionandolo con el comportamiento cuasiperiddico induci-
do por los elementos de matriz de pareamiento. Sin embargo, anadiendo una
fuerza de pareamiento a KB3, hemos comprobado que Is Ly, no cambia de
manera siginificativa hasta que su intensidad G es tan grande que es la tinica
interaccién efectiva del hamiltoniano. El pareamiento, por tanto, no afecta
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Figura 4.15: Efecto del pareamiento en el parametro de Brody w para la P(s)
en el 2Ca. Los tridngulos se refieren al espectro completo, los cuadrados al
espectro para E < 10MeV y los circulos al espectro para E < 5 MeV.

a las propiedades globales de la dindmica y iinicamente a los estados de baja
energia.

4.6 Resultados para la region del Pb

La regién del Pb es la regién de los nticleos que se pueden describir a partir
de un core del niicleo doble mégico del 2®*Pb, que tiene Z = 82 y N = 126.
El espacio de valencia para describir los protones y el de los neutrones son
distintos, al contrario que en la capa pf.

El espacio de valencia para neutrones se compone de siete érbitas: 0iy; 2,
1g9/2, 1g7/2, 2ds5/2, 2d3/2, 351/2, 0j15/2 mientras que el espacio de valencia para
protones se compone de seis érbitas: Ohg o, 1f7/2, 1f5/2, 2p3/2, 2p1/2, 0i13/2.

Las dimensiones de las matrices del modelo de capas en este espacio cre-
cen de forma vertiginosa con el numero de particulas, por lo que nuestros
resultados se limitan a unos pocos isétopos, pero son suficientemente signi-
ficativas para comprobar que los fendmenos observados en la capa pf son
suficientemente generales.

La densidad de energia en esta regién es mucho mayor que en la region del
Ca, por lo que las regiones de baja energia que consideramos son distintas.
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En la tabla 4.2 tenemos una relacion de los espaciamientos utilizados y los
resultados para la w y la [j.

Tabla 4.2: Resultados en la region del Pb para A = 212.

Niicleo 22 pp 22i 2Py 2244 2R
J 0-19 0-19 0-19 0-19 0-14
E<1MeV | 108 541 206 141 66
w 0.25+0.11 049£0.06 0.51=+0.13 0.40%0.06 0.02£0.11
E<2MeV | 407 2641 998 671 203
w 0.45%£0.05 0.66£0.06 0.57£0.09 0.83£0.05 0.03=0.07
Toda E | 13973 38405 53371 23677 4843
w 0.79£0.03 0.88£0.02 0.91+0.01 0.84+0.04 0.34£0.02
ln(J =0) | 0.1560 0.1985 0.2001 0.1977 0.0582

El reescalado en esta capa se realizé de forma distinta a la capa pf debido
a las distintas energias que era necesario tener en cuenta. Hasta 1MeV
por encima de la linea yrast utilizamos el reescalado con la féormula de la
temperatura constante. En los otros dos casos utilizamos la expansiéon de
Edgeworth, ec. (3.10). Para un ajuste correcto de las densidades de niveles
de las matrices en esta region era importante utilizar los primeros cuatro
momentos.

Para completar el andlisis de la regién del Pb hemos realizado el calculo
para el 2'4Pb. Las dimensiones del problema hace que sea imposible hacer el
calculo completo de las matrices excepto en el caso de momentos angulares
altos. Los momentos angulares incluidos en el calculo han sido J = 23 — 35.
El resultado para el parametro de Brody en el caso de todas las energias es
w = 0.83£0.03 (10282 espaciamientos), para £ < 2MeV w = 0.664+0.06 (591
espaciamientos) y para F < 1MeV, w = 0.50 £ 0.14(136 espaciamientos).
La longitud de localizacién de la entropia para el caso de J = 23 vale 0.1794.
Los resultados son consistentes con un incremento suave de la caoticidad del
212 pp al 214 Ph de forma similar a lo que sucedia en el caso de los isétopos de
Ca en la capa pf.

En los nicleos pesados el campo medio es mucho més intenso que en los
nucleos ligeros. La interaccion residual debe ser de intensidad mayor para
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Figura 4.16: Az para los ntcleos con A = 212. Ordenados de menos cadtico
a més cadtico: Los circulos vacios son los resultados para el 2'2Rn que se
describe mediante 4 n de valencia sobre el core de ?®Pb. Los tridngulos
negros se corresponden con el 212Pb, 4 p de valencia. Los tridngulos vacios
son el calculo para el 2'24¢, 1 n y 3 p. Los circulos llenos el ?'2Bi, 3 n y
1 p. Finalmente, los cuadrados llenos representan al 2'2Po, 2 n y 2p. Los
resultados muestran claramente una dependencia en el isospin y el ntimero
de interacciones n-p mucho mas intensas que las n-n y p-p.

romper el movimiento regular. Por tanto, la estadistica espectral en estos
nicleos es mas parecida a Poisson, sobre todo a baja energia.

En la Fig. 4.6 podemos observar los resultados del célculo para la Az de
los nicleos en la regién del Pb con A = 212. Podemos comprobar con més
detalle la dependencia en isospin de la caoticidad del ntcleo, ya comentada
para los nucleos de la capa pf. Los resultados son similares cualitativamente a
los obtenidos por Otsuka et al.[11] pero son bastante diferentes cuantitativa-
mente debido al uso de una interaccién realista. La dependencia con el isospin
estd mucho méas clara en nuestros calculos, ademés de que los resultados a
baja energia han incluido muchos mas niveles y tienen mejor estadistica.
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4.6.1 Pareamiento en la regién del Pb

En la regién del Pb ajustamos la constante maxima G que utilizamos
con la energia de excitacion entre el estado fundamental y el primer estado
2+ del 2'2Pb con el resultado de G = 0.08MeV. Un andlisis similar a los
anteriores de la capa pf pero para este isétopo se muestra en la Fig. 4.17.
Aqui también es muy intenso el campo medio por lo que no llegamos a tener
un nucleo caodtico a baja energia aunque quitemos todo el pareamiento, pero
el efecto que tiene en el pardmetro w a baja energia es evidente.
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Figura 4.17: Efecto del pareamiento en el parametro de Brody w para la P(s)
en el 212Pb. Los tridngulos se refieren al espectro completo, los cuadrados al
espectro para E < 2MeV y los circulos al espectro para E < 1 MeV.

4.7 Conclusiones

El efecto del pareamiento en las dos regiones estudiadas es muy similar, a
pesar de las diferencias de la intensidad del campo medio y de la interaccién.
Por lo tanto, podemos concluir que estos efectos deben ocurrir de forma
semejante a lo largo de toda la carta nuclear. En este capitulo hemos re-
alizado un estudio detallado de las fluctuaciones espectrales y la complejidad
de las funciones de onda en el modelo de capas de fisica nuclear utilizando
conceptos del caos cuantico y la teoria de matrices aleatorias. Nos hemos
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concentrado en dos regiones de la tabla nuclear, la capa pf y la region del
Pb, representativas de nicleos de masa intermedia y de nicleos pesados.

La relacion entre la intensidad del campo medio y la intensidad de la
interaccién residual es el parametro principal del que depende el nivel de
caoticidad de los nicleos. Para energias de excitacién bajas la mezcla de
configuraciones en el modelo de capas es menor. Por tanto, la complejidad
de las funciones de onda y la repulsion de los niveles disminuye. Que se reduz-
can lo suficiente para que el espectro presente caracteristicas de regularidad
depende de multiples factores interrelacionados de manera muy compleja: la
interaccién de pareamiento, el niimero pares neutrén-protén en relacién al
nimero de pares protén-proton y neutron-neutron, debido a que la interac-
cion T' =1 es mucho mas débil que la interacciéon T' = 0 y la intensidad del
campo medio.

La interaccién de pareamiento puede reproducir numerosas caracteristicas
del espectro experimental de nicleos par-par a baja energia. En el modelo
de capas hemos comprobado que tiene una influencia decisiva para el com-
portamiento de las fluctuaciones espectrales, en concreto de la P(s) a baja
energia. Sin embargo, a energias altas pierde esa influencia.

La intensidad del campo medio y la intensidad efectiva de la interaccién
residual, con su dependencia del isoespin, tienen influencia en la estadistica
del espectro completo de las matrices del modelo de capas. La P(s), esto es,
la repulsién a primeros vecinos, no es suficientemente sensible a estas diferen-
cias. Sin embargo, otros estadisticos como la Asz, que mide las correlaciones
de largo alcance, y la entropia de la informacién de las funciones de onda
cambian apreciablemente con el isoespin del nicleo considerado.

Para determinar el grado de caoticidad de un sistema a partir de su
espectro cuantico no basta con medir su P(s). Es necesario también calcular
otros estadisticos como la Az(L) y hacerlo hasta el maximo valor de L que
se pueda en cada caso.






Capitulo 5

Dinamica de niveles en
matrices del modelo de capas

La dindamica de niveles, como explicamos en la introduccion, trata del
estudio de los autovalores y las autofunciones de un hamiltoniano cuando
variamos un parametro de este. En el caso del modelo de capas lo que nos
interesa es como cambian las propiedades del sistema cuando pasamos del
campo medio sin interaccion residual al hamiltoniano completo con el cam-
po medio y la interaccion residual completa. ;Qué cantidad de interaccion
residual necesitamos para destruir el movimiento regular del campo medio?.
.Dénde empieza el caos?. Estas son las preguntas que abordaremos en este
capitulo.

5.1 Transicion del hamiltoniano diagonal al
hamiltoniano completo

Como ya hemos visto, existen dos tipos de transiciones entre hamiltoni-
anos que pueden ser estudiadas mediante la dindmica de niveles. Las tran-
siciones internas que no cambian las propiedades de la dinamica regular o
cadtica del sistema y las transiciones externas donde si las cambiamos.

La transicion del hamiltoniano diagonal al hamiltoniano completo en el
modelo de capas pertenece al tipo de transiciones externas. Estamos cam-
biando las propiedades del sistema ya que incluimos las correlaciones que
introducen los elementos no diagonales. Pasamos de un sistema regular a
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uno caético. Vamos a usar un H(\) de la forma,
H = Hy+ M. (5.1)

Podemos identificar el hamiltoniano diagonal como el hamiltoniano mono-
polar y el no diagonal como el hamiltoniano multipolar como hemos explicado
en el capitulo anterior. Estudiando el H(\) de esta transicién estamos inves-
tigando cémo la interaccién residual destruye paulatinamente la regularidad
del campo medio.

Las cantidades que vamos a calcular seran el niimero de cruces evitados en
funcién del parametro, la repulsion de niveles en funciéon de A y la evoluciéon
de la entropia de la informacion de las funciones de onda en la base del campo
medio.

Una matriz del modelo de capas se caracteriza por tener una diagonal
con abundantes degeneraciones y numerosos elementos de matriz de la no
diagonal nulos debido a la interaccién a dos cuerpos. Estas caracteristicas
diferencian profundamente los resultados de la dinamica de niveles del modelo
correspondiente a (5.1) de los resultados de un modelo similar basado en
matrices GOE.

Hemos estudiado las transiciones paralelas en dos ejemplos: la matriz
correspondiente al estado J™ = 117, T — T, = 0 del *5Sc con dimensién
d = 338 y la matriz correspondiente al estado J™ = 07, T'— T, = 0 del
0Ca con dimesién d = 468. Ambas los suficientemente grandes para tener
una estadistica significativa, pero lo suficientemente pequenas para permitir
el célculo de numerosos valores de A intermedios.

Ademas, hemos comparado nuestros resultados con la transiciéon de Pois-
son a GOE para una matriz con d = 400. Hemos anadido a este modelo
un factor dependiente del parametro A multiplicando al H,; para permitir
que la Tr H? sea constante para todo A evitando los efectos debidos al en-
sanchamiento del espectro que no ocurren en el modelo de la ecuacién (5.1)
basado en las matrices del modelo de capas.

H = f(\)HSF 4 \HEOE. (5.2)

La funcién f()) apropiada para que Tr H*(\) = Tr H*(A = 1) es

f()\):\/l;)\zNJrlJ;)\Q. (5.3)
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Si no tuvieramos en cuenta este factor, la densidad media de los niveles
disminuiria al aumentar el valor de A\, produciendo un alejamiento entre ellos
que enmascararia los efectos en la dindamica de niveles.

En las Fig. 5.1 y 5.2 se representa la energia de los niveles de ambos
nucleos en funcion del valor del pardmetro A\ en una zona cercana al cen-
tro del espectro. Se puede observar una evolucién similar en ambos casos.
La unica diferencia entre ambas figuras es debida a que hemos incluido mas
niveles en la figura correspondiente al Ca para comparar mejor el compor-
tamiento en dos escalas. Las diferencias globales entre los isétopos de Ca y Sc
que hemos descrito en el capitulo anterior no son suficientemente importantes
para que se noten en una grafica de este tipo. Al principio, las degeneraciones
del hamiltoniano monopolar se rompen. Los niveles se separan en el régimen
correspondiente a la teoria de perturbaciones a primer orden. Cuando uno
de los grupos degenerados alcanza a otro, se producen colisiones muy vi-
olentas en el borde. El aspecto del espectro en funcién del parametro es
similar al de varios solitones independientes. Podemos distinguir estructuras
de cruces evitados que se propagan practicamente sin deformacién durante
un rango del pardmetro A suficientemente amplio. Sin embargo, a medida
que aumentamos A la imagen de turbulencia de solitones que comentamos
en el segundo capitulo se hace mas nitida. Las estructuras persistentes del
espectro desaparecen.

5.2 Repulsion de niveles

Hemos calculado el parametro w de Brody para valores de A entre 0 y 1,
siendo A = 1 el valor correspondiente a la matriz verdadera. Los resultados
para el “6Sc estdn representados en la Fig. 5.3 y los célculos sobre el *°Ca se
muestran en la Fig. 5.4.

Lo primero que llama la atencién de esas figuras son las rapidas oscila-
ciones del parametro de repulsion en todos los valores de A. Mds adelante
intentaremos explicar a qué son debidas las oscilaciones. El comportamiento
general estda més claro. El parametro de Brody sube de forma lenta hasta que
para valores de A = 0.7 — 0.8 alcanza el valor de saturacién correspondiente
al GOE. El crecimiento de la matriz correspondiente al Sc va ligeramente
por encima del correspondiente a la matriz del Ca para A entre 0.2 y 0.7,
valor a partir del cual ambas graficas se entrecruzan. El comportamiento del
parametro de repulsién para el modelo de transicién Poisson-GOE es muy
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E(MeV)

Figura 5.1: Energia de los niveles del 46Sc J = 11 en funcién del valor de \. El
nivel nimero 69 esta resaltado. Es el nivel al que corresponde la figura 5.10.
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E(MeV)

Figura 5.3: Valores del pardmetro de repulsién w para los niveles del *Sc con

J = 11 en funcién del pardmetro A que nos acopla el hamiltoniano monopolar con
el hamiltoniano multipolar.
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0.5

Figura 5.4: Valores del pardmetro de repulsién w para los niveles del *°Ca con
J = 0 en funcién del parametro A\ que nos acopla el hamiltoniano monopolar con
el hamiltoniano multipolar.

distinto. Al no haber degeneraciones, el crecimiento de w comienza en cuan-
to anadimos interaccion no diagonal y al ser todos sus elementos distintos
de cero el crecimiento es mucho mas rapido, alcanzando la saturacién para
A >~ 0.2. Sin embargo, las oscilaciones una vez alcanzada la saturacion se
mantienen de forma similar.

5.3 Cruces evitados

El nimero de cruces evitados ha sido utilizado tradicionalmente para
senalar la transicién entre el espectro regular y el cadtico[113]. En las sigu-
ientes figuras podemos comparar el nimero de cruces evitados dependiendo
del valor de A. En los dos ejemplos provenientes de matrices del modelo de
capas tenemos un maximo en el nimero de cruces evitados aproximadamente
en el punto en que el parametro w empieza a hacerse diferente de 0. Sin em-
bargo, para el modelo de transicion Poisson-GOE representado en la figura
5.5 el maximo ocurre para A = 1 aunque también tenemos un crecimiento
pronunciado del nimero de cruces evitados para valores de A préximos a cero
coincidente con el rapido paso de la repulsion de niveles desde un sistema reg-
ular a uno caotico. En los tres casos hay maximos locales en el nimero de
cruces evitados en las zonas donde las fluctuaciones en el valor del parametro
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Segun la ecuacién (2.30) existe una relacién directa entre la distribucién
de curvaturas y el parametro 5 que mide la repulsién de niveles. En este caso
podemos identificar 3 y w por el comportamiento de la P(s) ~ s? cuando
s — 0[89, 115]. La curvatura de los niveles aumenta cuando sufren cruces
evitados y su distribucién depende directamente de su numero. Por tanto, las
fluctuaciones del pardmetro w deben depender de alguna forma del nimero
de cruces evitados.

Observando las figuras 5.1 y 5.2, que nos muestran como evolucionan los
autovalores en la zona central del espectro, podemos imaginarnos el motivo
de esa correlacion entre el nimero de cruces evitados y el pardmetro de
repulsién. El primer méximo en el nimero de cruces evitados para el *6Sc
coincide con la zona donde los grupos de niveles degenerados se han abierto
lo suficiente para alcanzarse entre si, colisionando los niveles que estan en los
bordes unos con otros. Justo después de ese punto de maximo de colisiones
tenemos maximos en el pardametro de repulsion ya que los niveles se alejan
unos de otros. El caracter de la fuerza a dos cuerpos, con muchos ceros
en la matriz, produce fuerzas mas violentas en algunos niveles mientras que
otros se ven menos afectados. Eso aumenta el niimero de colisiones global y
explica cualitativamente la diferencia en las fluctuaciones del parametro de
repulsion.

Un estudio méas detallado de todas estas cuestiones y el célculo de la
distribucién de curvatura en funciéon de A\ seria altamente deseable pero,
desgraciadamente, debido a la magnitud de los calculos a realizar para ello no
ha sido posible. En cualquier caso, hemos demostrado algunas caracteristicas
no universales de la transicion entre movimiento regular y cadtico de las
matrices del modelo de capas mediante la comparacion con el modelo de
transicion Poisson-GOE. Las degeneraciones en el limite regular y los ceros no
diagonales que introducen correlaciones entre los niveles, inexistentes en las
matrices GOE y directamente relacionadas con el caracter de la fuerza a dos
cuerpos, son las causas mas probables de estas caracteristicas no universales.

5.4 Funciones de onda

Vamos a estudiar ahora la entropia de la informacion de las funciones de
onda. Analizaremos un mecanismo basado en el modelo de gas de solitones
para el espectro de los sistemas cuanticos para estudiar el comportamiento
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Figura 5.5: En el panel de arriba ntimero de cruces evitados en funcién de \ para
el modelo que relaciona la intensidad de la interaccién diagonal con la no diagonal
de una matriz GOE con d = 400 segun la Eq. 5.2 y en el panel de abajo valor del
parametro w para el mismo modelo.
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Figura 5.7: Nimero de cruces evitados en funcién de A para el *°Ca J = 0.
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de las funciones de onda individuales.

Para tener una idea mas clara de lo que ocurre con las funciones de onda
cuando variamos un parametro del hamiltoniano vamos a analizar primero
modelos mds sencillos basados en el solitén de Gaspard et al.[84]. El ejem-
plo que ellos proponen para una solucién solitonica de las ecuaciones de
la dindamica de niveles es una matriz con la siguiente dependencia en un
parametro 7,

U1 0 U1 0
0 U2 0

H(r) = Uil Uio Yi + DiT - unN | (54)
0 0 Ui N YN

donde y,, < yn+1. El espectro de este sistema se compone de N autovalores
independientes de 7 a los que cruza un nivel extra con una pendiente dada
por el parametro p. Caza cruce entre niveles es un cruce evitado.

Si sumamos dos de estas soluciones para distintos valores de 7 obtenemos
el resultado representado en la Fig. 5.8. La dindmica de niveles y la evolucion
de la entropia de la informacién presentan una perfecta correspondencia en
este caso. Los cruces evitados, que en este caso son simples, intercambian
las funciones de onda. Durante el tiempo que dura el cruce la entropia de
la informacion aumenta ya que las funciones de onda tienen componentes de
los dos niveles. Al terminar el cruce la entropia vuelve a su valor anterior
aunque las funciones de onda se han intercambiado. Este andlisis demuestra
que las soluciones son realmente soliténicas. La interaccion entre dos de ellas
no cambia su forma ni su velocidad. De alguna manera, podemos considerar
que los solitones transportan la entropia de la informacion.

Vamos a ver ahora lo qué sucede cuando en lugar de dos o unos pocos
solitones tenemos muchos. Consideraremos un modelo parecido al anterior
pero sumando 100 soluciones del tipo (5.4) con valores de p; y de wuy, dis-
tribuidos uniformemente entre —1 y 1. El resultado de la dinamica de niveles
y de la entropia de la informacion de las funciones de onda aparece en la Fig.
5.9 representado para 12 niveles en el centro del espectro. En este caso la
figura aparece completamente desordenada y sin estructura aparente aunque
una mirada mas atenta puede descubrir todavia los cruces evitados persis-
tentes. La entropia de la informacion presenta oscilaciones y pequenos picos,
pero no aparecen estructuras identificables. Tenemos un ejemplo de lo que
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Figura 5.8: Bisolitén y entropia de informacién de las funciones de onda. En el
panel de arriba se representa la evolucién de los niveles en funcién del parametro
7 para dos soluciones del tipo de la férmula (5.4) sumadas para dos valores de ¢
distintos y con parametros y, = n, p1 = 1, p15 = —2, ui, = 0.2 y w15, = 0.3.
En el panel de abajo aparecen la entropia de la informacion de los doce primeros
niveles en una escala arbitraria con el origen del eje de abscisas desplazado para
cada uno de ellos para poder observar el efecto en la entropia de los cruces evitados
y comparar con la dindmica de niveles.
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Figura 5.9: Dindmica de niveles (derecha) y entropia de la informacién (izquierda)
para la parte central del espectro en un modelo de 100 solitones.

Ishio y Nakamura han denominado turbulencia de solitones en la dinamica
de niveles. Aqui el espectro es completamente cadtico. Sus fluctuaciones y
la entropia de la informacién son similares a las del GOE[116].

Pasemos ahora a estudiar los modelos basados en matrices del modelo
de capas y en matrices del GOE. La longitud de localizacién media de las
funciones de onda crece de forma muy diferente en los dos modelos. En el
caso de matrices de modelo de capas tiene una subida brusca debido a la
rotura de las degeneraciones y después va subiendo muy lentamente hasta el
valor final. Para el modelo basado en matrices GOE la (Iy) crece de forma
constante entre 0 para A =0y 1 para A = 1.

Podemos investigar qué sucede con la entropia de un estado particular del
espectro. En general, observamos dos tipos de fenémenos. Los picos individ-
uales se producen debido a colisiones a dos niveles. Este tipo de colisiones
intercambian la funcién de onda de dos niveles. Durante la colisiéon cada
uno de los niveles tiene una funcion de onda mezcla de los dos, por lo que
su entropia es mayor. Al terminar la colision, la entropia es la misma que
al principio. De la misma manera que en el modelo de dos solitones. Las
funciones de onda simplemente se han intercambiado. Las verdaderas cau-
santes del aumento de la entropia son las colisiones multiples. Si durante una
colision a dos niveles un nuevo nivel colisiona en el mismo momento en que
las funciones de onda estdn mezclandose sin dar tiempo a que se terminen
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de intercambiar, la entropia crece mucho mas deprisa. Los cruces evitados
simples ocurren cuando el espectro esta en una zona de solitones independi-
entes mientras que los cruces evitados multiples aparecen en la zona en que
tenemos turbulencia de solitones. En la Fig. 5.10 vemos la evolucién de la
entropia de la informacién del estado 69 del espectro del *6Sc J™ = 11*. La,
entropia crece de forma brusca al principio debido a que el nivel esta degen-
erado con otros cinco y sus funciones de onda se mezclan completamente.
Las primeras colisiones entre esos niveles degenerados producen un pequeno
pico que no cambia esencialmente la entropia total funcién de onda. En la
zona entre A = 0.2 y A = 0.4 el estado sufre una colision multiple. La en-
tropia comienza a subir debido al intercambio de funciones de onda por la
primera colision y antes de que le de tiempo a bajar sufre nuevas colisiones
que vuelven a mezclar las componentes, con el resultado final de una aumen-
to importante en el valor de la entropia de la informacion del estado, que se
mantiene cuando los choques acaban. Podemos comprobar observando esta
figura y la evolucion de la energia del estado en la Fig. 5.1 que la pendien-
te de aumento de la entropia estd directamente relacionada con lo brusco
que sea el cruce evitado, esto es, la velocidad de aproximaciéon entre las dos
particulas y la curvatura de los niveles en esa zona.

Podemos postular que este mecanismo de cruces evitados multiples es
universal para explicar el aumento de la entropia de las funciones de onda
individuales en modelos de transicién entre funciones de onda.
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Figura 5.10: Evolucién de la entropia de la informacién en funcién del
parametro A para el nivel N = 69 del %Sc J = 11. La posicién de los
cruces evitados estd senalada con lineas verticales discontinuas. La evolucion
de la energia del nivel se puede apreciar en la grafica 5.1.



Capitulo 6

Matrices de Lanczos

6.1 Meétodo de Lanczos

Para la solucion de problemas que incluyan fermiones que interaccionan
entre si, como es el caso del modelo de capas, necesitamos diagonalizar ma-
trices de dimension muy grande. Uno de los métodos mas apropiados en la
practica para la diagonalizacion de grandes matrices es el método de Lanczos.

Lanczos[114] demostré de forma constructiva que una matriz simétrica se
puede reducir siempre a una matriz tridiagonal, rapida y facil de diagonalizar.

El algoritmo que propuso consiste en elegir un vector de partida, denom-
inado pivote, al que se aplica de forma repetida la matriz. En cada paso
obtenemos nuevos vectores, que debemos ortonormalizar para conseguir una
base. En esta nueva base la matriz es tridiagonal.

El primer paso del proceso consiste en:

H [0) = (0] H]0) |0) + [H — (O] H |0)][0) = Hoo [0) + 1) . (6.1)

Por construccion, el estado |1’) es ortogonal al |0). Cuando normalizamos
obtenemos

1) = V1) = VIV 1) = Ho 1) (6.2)

Aplicando posteriormente el hamiltoniano H sobre el estado |1) podemos
obtener el estado |2) y asi sucesivamente. Si aplicamos H sobre el estado
normalizado |m),

H|m) = Hypme1 |m — 1) + Hppy ) + | (m + 1)) . (6.3)
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Por tanto, al normalizar el nuevo estado nos queda,
Hopsr = ((m+ 1) (m + 1))2. (6.4)

En la nueva base de Lanczos la matriz es tridiagonal y sus elementos de
matriz son los H,,,, v los Hpppmat

El procedimiento de Lanczos es equivalente a ortogonalizar el conjunto de
estados |0), H|0), H?|0), ...,H™|0). Esta tltima forma de obtener la matriz
es muy costosa desde un punto de vista practico, pero nos permite obtener
la forma de los estados de la base de Lanczos en funcién de los momentos
del hamiltoniano con respecto al estado pivote [0), (0] H*|0) = (H*). Las
expresiones son realmente complicadas, pero nos permiten comprender mejor
como actia el método de Lanczos. La submatriz IxI obtenida en la I-ésima
iteracion del método de Lanczos contiene toda la informacion concerniente a
los momentos <Hk> para k=1,2,...,2] — 1.

La gran ventaja del algoritmo de Lanczos es que la energia y las funciones
de onda de los estados de menor y mayor energia obtenidos al diagonalizar las
submatrices correspondientes a la I-ésima iteracién convergen rapidamente
a los valores reales. El tiempo de calculo de cada iteracién a partir de una
cierta dimension es considerable. Este tiempo se reduce enormemente si la
matriz original en la base de campo medio tiene muchos elementos de matriz
nulos, como es el caso de las matrices correspondientes a hamiltonianos con
interacciones a dos cuerpos. Es en este contexto donde el método de Lanczos
se vuelve extremadamente eficaz y se utiliza para resolver gran multitud de
problemas en fisica de la materia condensada y en fisica nuclear.

6.2 Estructura de las matrices de Lanczos

En la Fig 6.1 podemos observar los elementos de matriz de la diagonal y
de la no diagonal de la matriz Lanczos completa correspondiente al célculo
del espectro del ¥Ca con la interaccién KB3.

Segun el trabajo de Zuker et al.[95, 98, 117], los elementos de matriz de
la diagonal en las matrices Lanczos correspondientes a hamiltonianos con in-
teracciones a dos cuerpos se distribuyen alrededor de un valor constante con
ciertas fluctuaciones dependientes del pivote para casos esféricos y fluctiian
alrededor de una ley logaritmica para casos deformados. Los elementos de
matriz de la no diagonal siguen lo que se ha denominado una binomial in-
versa, directamente relacionada con la densidad de estados correspondiente
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al hamiltoniano estudiado, férmula (3.9). La binomial inversa que reproduce
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Figura 6.1: Elementos de matriz de la matriz de Lanczos correspondiente a
los estados con J = 4 del **Ca. El ajuste de los elementos no diagonales se
ha realizado para una binomial inversa y para una gaussiana invertida. Los
elementos de matriz diagonal se puede comprobar que estan alrededor de una
recta constante de valor aproximadamente —3.5 MeV/[98].

los elementos de la no diagonal tiene los mismos pardmetros que la que ajus-
ta la densidad de estados excepto que debe ser normalizada y desplazada
apropiadamente.

La forma tridiagonal de Lanczos puede interpretarse como la forma candnica
de los hamiltonianos con interacciones a uno méas dos cuerpos en espacios que
permitan desarrollar las simetrias del sistema.

6.3 Modelizacion del caos cuantico con ma-
trices tridiagonales

Desde los inicios del estudio de las matrices aleatorias ha habido intentos
de modelar el espectro de los sistemas cuanticos complejos mediante matrices
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tridiagonales[121, 122, 123]. La gran ventaja de este tipo de matrices es de
tipo numérico. Las matrices tridiagonales son muy faciles y rapidas de diag-
onalizar. Ademas, los elementos de la no diagonal que conectan los estados
consiguen mantener la complejidad de matrices provocando la repulsién de
niveles.

El modelo basado en el método de Lanczos permite justificar el uso de
matrices tridiagonales para el estudio del caos cuantico en sistemas de mu-
chos cuerpos. En este modelo separamos de forma natural el comportamiento
medio de las fluctuaciones en los propios elementos de matriz. Comprobare-
mos en los siguientes apartados cémo el valor medio de los elementos de
matriz descrito en el apartado anterior es responsable de la densidad media
mientras que las fluctuaciones de los elementos de matriz son responsables
de la repulsiéon de niveles y las propiedades de las fluctuaciones del espectro.

Ademas de modelo para el caos cuantico, las matrices de Lanczos son
interesantes por si mismas. Se utilizan de forma generalizada para el cdlculo
de los primeros autovalores, autoestados y valores esperados de diversos op-
eradores de matrices hamiltonianas demasiado grandes para diagonalizarse
por completo.

6.4 Fluctuaciones de los elementos de matriz
de las matrices de Lanczos

Nuestro interés en este capitulo es estudiar el significado de las fluctua-
ciones de los elementos de matriz de las matrices Lanczos sobre su valor
medio. Variando estas fluctuaciones se cambian las propiedades de la repul-
siéon de niveles del sistema.

Utilizaremos para nuestro anélisis los dos ejemplos estudiados en el articulo
original de Zuker et al.[98], la matriz correspondiente al **Ca J = 4 d = 1755
y la matriz correspondiente a la configuracién consistente en 4 protones en
las drbitas 0f7/2 y 1psje y 4 neutrones en las érbitas Oggje y 0ds/2 ((fpgd)®
para abreviar). Este sistema tiene dimensién d = 6579 y da lugar a un
nicleo deformado. En este caso los elementos de matriz de la diagonal
siguen una funciéon logaritmica en lugar de la recta constante del nicleo
esférico **Ca. En la Fig. 6.2 estdn representados sus elementos de matriz. Si
eliminamos el comportamiento medio de los elementos de matriz obtenemos
las fluctuaciones representadas en la figura 6.3. Podemos comprobar a sim-
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Figura 6.2: Elementos de matriz de la matriz de Lanczos correspondiente a los
estados con J = 6 de la configuracién (fpgd)®. El ajuste de los elementos no diag-
onales se ha realizado para una binomial inversa y para una gaussiana invertida.
Los elementos de matriz diagonal son proporcionales a log(H;;)[95].

ple vista que las fluctuaciones f disminuyen conforme aumentamos el valor

de i. Se puede parametrizar de forma

aproximada esa dependencia como

f(Hy), f(Hiq1) oc i7%. Los valores iniciales de los elementos de matriz
dependen del pivote elegido y de las propiedades especificas del sistema y se

alejan de la forma media canonica.

Podemos también calcular cudl seria la matriz Lanczos correspondiente a
una matriz del GOE. Si relacionamos la no diagonal con la densidad de niveles
del sistema podemos suponer que la féormula adecuada para esos elementos

de matriz una vez eliminadas las fluctuaciones es H;; 11 =

1 —i/d, mientras

que los elementos de matriz de la diagonal estaran centrados en cero para
mantener la traza de H [98]. Los resultados para una matriz con dimensién
1000 estan representados en la figura 6.4.

Podemos comprobar, por tanto, que el rango de la fuerza del hamiltoniano
es fundamental para su forma canénica de Lanczos, de la misma manera que
define la forma funcional de su densidad de niveles.
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Figura 6.3: Fluctuaciones de los elementos de matriz de Lanzos para la diagonal
y la no diagonal de los dos ejemplos comentados en el texto. De arriba a abajo
El primer panel representa las fluctuaciones sobre el valor medio de los elementos
de la diagonal correspondientes al “8Ca J = 4, el siguiente los de la no diagonal,
después se muestran los resultados para los estados J = 6 de la configuracion
(fpgd)®, el tercer panel se corresponde con las fluctuaciones de la diagonal y el
cuarto con los de la no diagonal.
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Figura 6.4: Elementos de la matriz de Lanczos correspondientes a una matriz
GOE con d = 1000. Los elementos de la no diagonal son los de la parte superior
de la figura y los de la diagonal son los que flucttian alrededor de y = 0 en la parte
inferior.

6.4.1 Parametro de repulsion

Para entender el efecto de las fluctuaciones de los elementos de matriz
de las matrices Lanczos en la estadistica espectral de los sistemas que rep-
resentan, hemos variado el tamano de las fluctuaciones manteniendo el valor
medio de los elementos de matriz. Esto es, transformamos la funcion de las
fluctuaciones en funcién del nimero de orden del elemento de matriz, f(i),
multiplicdndola por un parametro F, a F'f(i).

Si solamente cambiamos las fluctuaciones, el comportamiento de la densi-
dad media es el mismo en todos los sistemas. Por tanto, p(E) vendra dada por
la misma funcién binomial. El unfolding para todos los espectros obtenidos
de esta forma se podra realizar con la misma funciéon. En el caso de nuestro
modelo sin fluctuaciones, que denominaremos modelo liso, después de efectu-
ado el unfolding, obtendremos un espectro perfectamente equiespaciado. Los
niveles se sitian en posiciones exactas dadas por la funcion binomial de los
elementos no diagonales. No hay fluctuaciones espectrales, la rigidez de este
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Figura 6.5: (¢ en funcién de un pardmetro que nos mide las fluctuaciones de los
elementos de matriz de las matrices Lanczos. El valor F' = 1 se corresponde con
las fluctuaciones de la matriz correspondiente al “8Ca J = 4 en el caso de la linea
continua y a una matriz GOE de dimensién d = 1000 para la linea de puntos.

modelo es maxima y se comporta de forma similar a un oscilador armoénico
unidimensional. Al anadir fluctuaciones a los elementos de matriz anadimos
a su vez las fluctuaciones espectrales alrededor de la densidad media.

Para comprobar de qué manera estaban relacionadas las fluctuaciones
en los elementos de matriz con las fluctuaciones espectrales hemos calcu-
lado el parametro . de la distribucién de Izrailev (2.10). Los resultados
estdn representados en la figura 6.5 para el ¥Ca J = 4 y una matriz GOE
con dimensién 1000. Las dos funciones son muy similares. Hemos com-
probado que la funcion representada en la figura es universal para distintos
sistemas. Variando el tamano de las fluctuaciones podemos pasar por todas
las propiedades de repulsion del espectro. F' muy grande se corresponde a
un sistema tipo Poisson. F' = 1 es un sistema con fluctuaciones espectrales
similares a las del GOE. Con F' = 0.6 tenemos 3.y = 2 y fluctuaciones tipo
GUE. Las fluctuaciones del GSE se reproducen mediante F' = 4. Para F' — 0
tenemos un [,y — 0o que se corresponde a una distribucién P(s) con forma
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Figura 6.6: Resultado del célculo de la Ag para las matrices de Lanczos corre-
spondientes al sistema obtendido mediantes el cdlculo del modelo de capas de la
configuracién fpgd con 8 particulas variando el valor de las fluctuaciones. Los
circulos llenos corresponden a F' = 3, los circulos vacios a F' = 1, los tridngulos
llenos F' = 0.5 y los tridngulos vacios F' = 0. Estan representados el resultado
para Poisson, para el GOE y para el GSE.

de delta de Dirac centrada en s = 1.

Las correlaciones espectrales de largo alcance varian de forma similar a la
P(s) en funcién del tamanio de las fluctuaciones F. En la Fig. 6.6 Mostramos
la Az para cuatro ejemplos con F' = 0,F = 0.5,F =1y F = 3. Cuando
no cambiamos las fluctuaciones con respecto a su valor original, el valor de
la Ag es igual al del GOE. En este caso el ajuste a 3.y da un resultado de
1.06, muy similar al valor de B,y = 1 de la distribucién de Wigner. Cuando
reducimos las fluctuaciones aumentamos la repulsién, para F = 0.5 el valor
del pardmetro de repulsiéon (.5 = 3.88. La repulsiéon es similar a la obtenida
en el GSE, .y = 4 y lo mismo se ve en el cdlculo de la Ag. En el modelo liso
F = 0 los espaciamientos a primeros vecinos son todos s; = 1. La repulsion es
infinita y el espectro presenta una rigidez maxima que se traduce en una Aj
minima y constante. Por el contrario, cuando aumentamos las fluctuaciones
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nos aproximamos a Poisson. En la figura esta representado el caso F' = 3 con
Ber = 0.15 cuya Ag estd muy proxima al valor L/15 vélido para un espectro
con fluctuaciones tipo Poisson.

Anadiendo al valor medio de los elementos de matriz, fluctuaciones gaus-
sianas de amplitud modelizada mediante la forma aproximada i~%/* se puede
reproducir de manera bastante buena los resultados representados en la Fig.
6.5.

Para ello, hemos calculado la o de la fluctuacién en cada punto mediante
un promedio de 10 valores alrededor de ese punto. Hemos ajustado la funcién
o por,

o(i) =01i"? + 0y. (6.5)

El exponente que mejor ajustaba en todos los casos analizados era p = —3/4.
Utilizamos la funcién obtenida o (i) para modelizar las fluctuaciones mediante
una distribucién gaussiana dependiente de i,

p(fi) =

éa. exp [~ (fi/ F)2/207] (6.6)

El valor F' = 1 reproduce de forma aproximada la Fig. 6.3. Variando el
parametro [’ podemos calcular el espectro de las matrices resultantes y ajus-
tar un .y para comparar con la Fig. 6.5.

Los calculos para la .y en este caso se muestran en la Fig. 6.7. Las
propiedades de repulsién del espectro dependen principalmente del tamano
de las fluctuaciones de los elementos de matriz, sin embargo, el hecho de
que la funcién esté ligeramente desplazada indica la probable existencia de
correlaciones entre las fluctuaciones de los elementos de matriz que no hemos
tenido en consideracion.

Un analisis preliminar mas detallado de la distribucion real de las fluc-
tuaciones induce a pensar que éstas difieren bastante de una gaussiana. Las
correlaciones entre los valores de las fluctuaciones en la diagonal y la no di-
agonal y la modelizacién adecuada de sus distribuciones debe influir en otras
propiedades importantes de estas matrices y merecen, sin duda, un estudio
mas detallado.
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Figura 6.7: ¢ en funcién de un pardmetro que nos mide las fluctuaciones de los
elementos de matriz de las matrices Lanczos. El valor F' = 1 se corresponde con
las fluctuaciones de la matriz correspondiente al “8Ca J = 4 en el caso de la linea
continua y la linea discontinua a fluctuaciones elegidas aleatoriamente segiin una
ley gaussiana con la o2 idéntica al valor real y pesada con i 7075,
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6.5 Hamiltoniano del campo medio en la base
de Lanczos

Los resultados del calculo de los elementos de matriz de Lanczos para
el ¥Ca J = 4 estdn representados en las figura 6.8. Podemos comprobar
que la forma binomial de los elementos no diagonales practicamente ha de-
saparecido y es muy dificil realizar un ajuste con sentido. Los elementos
diagonales tienen unas fluctuaciones muy grandes. El resultado es similar
a anadir fluctuaciones con F' = 12 a la matriz de Lanczos del hamiltoniano
del modelo de capas completo. Entendemos asi el significado de la matriz
de Lanczos cuando anadimos fluctuaciones hasta convertirla en un sistema
con estadistica Poisson. Estamos convirtiendo el sistema en un sistema de
particula independiente regular.

En el modelo de matrices tridiagonales el limite de fluctuaciones de los
elementos de matriz muy grandes, que se corresponde con repulsion nula y
estadistica de Poisson, es un estado regular donde las particulas se comportan
como si fueran independientes. La interaccién residual entre ellas es nula.
El limite de fluctuaciones nulas o repulsion de niveles infinita es también
un estado regular, pero en este caso es un estado a muchos cuerpos, donde
la interaccién entre las particulas es tan fuerte que congela el sistema y en
su conjunto este se comporta como si estuviera compuesto de osciladores
acoplados.

6.6 Propiedades de localizacién de los vec-
tores en la base de Lanczos

Los hamiltonianos que estamos tratando son hamiltonianos a muchos
cuerpos que interaccionan entre si. Al transformar la matriz hamiltoniana
de la base de campo medio, en donde suele estar representada en el modelo
de capas, a la base de Lanczos estamos introduciendo informacion sobre las
correlaciones del sistema en los elementos de la base y gracias a eso pode-
mos convertir la matriz en una matriz tridiagonal con las propiedades tan
particulares que hemos comentado. Es interesante, por tanto, comprender
qué sucede con los autoestados en su representacion de Lanczos al cambiar
la intensidad de las fluctuaciones de los elementos de matriz. En esta seccion
vamos a estudiar las propiedades de localizacion de nuestro modelo y a rela-
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Figura 6.8: Elementos de matriz de Lanczos para el 48Ca J = 4 utilizando el
hamiltoniano del campo medio. El panel superior representa los elementos de la

no diagonal y el panel inferior los de la diagonal.
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cionarlas con la dinamica de niveles al cambiar el parametro F' de intensidad
de las fluctuaciones.

En este problema el comportamiento de la entropia de la informacion
en la base de Lanczos y la dindmica de niveles no se pueden comparar con
las observaciones del capitulo anterior. La base de Lanczos es una base de
estados complejos a muchos cuerpos mientras que en el capitulo 5 estabamos
calculando la entropia de la informacion en la base del campo medio y viendo
lo que pasaba cuando introduciamos la interaccion residual.

La Fig. 6.9 representa la entropia de la informacion de las funciones de
onda en la base de Lanczos para varios valores de F' en los estados con J = 4
del ¥Ca. Cuando F = 0 las funciones de onda estdn completamente deslo-
calizadas. Las restricciones geométricas imponen la forma parabolica de la
entropia de la informacién en funcién de la energia[71]. Al aumentar el valor
de las fluctuaciones la longitud de localizacién media baja. Sin embargo, no
lo hace de forma uniforme. Por el contrario, el valor medio de la entropia se
reduce debido a que funciones de onda particulares se localizan. Al observar
la forma de la entropia de la informacién en funcion de la energia seguimos
observando la misma parabola que antes pero algunos puntos se encuentran
en valores muy por debajo de la misma. Esos puntos son precisamente aque-
llos que estan sufriendo colisiones evitadas.

En la figura 6.10 podemos ver de forma mas clara lo que ocurre. El panel
superior de la figura es un grafico de los valores de las energias de los niveles
desde n = 901 hasta n = 950 en funcién de la intensidad de las fluctuaciones
para la matriz correspondiente al #*Ca J = 4. El panel inferior representa en
una escala de grises la entropia de la informacién de las funciones de onda
correspondientes a esos mismos estados. Se puede comprobar inmediata-
mente la relacién entre los choques evitados y la localizacién de las funciones
de onda.

Ademas, en esta figura se pueden observar estructuras solitonicas simi-
lares a las representadas en la Fig. 2.9. Conforme aumentamos el valor de
las fluctuaciones los choques evitados se van haciendo mas frecuentes y mas
violentos, al mismo tiempo que el pardmetro de repulsién tiende a 3.y = 0.
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Figura 6.9: Entropia de las funciones de onda del modelo de Lanczos correspon-
diente a la matriz del *®Ca J = 4 para valores del parametro de las fluctuaciones
de los elementos de matriz FF =0, F =035, F =1y F = 3.
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Figura 6.10: En el panel superior se representa la evolucién de los autoestados
del modelo de Lanczos correspondiente a la matriz del *®Ca J = 4 en funcién
del parametro F' que mide la intensidad de las fluctuaciones de los elementos de
matriz. En el panel inferior se representa un histograma en tres dimensiones que
muestra el valor de la entropia de la informacién en funcién del nimero de estado y
de la F'. Las estructuras creadas nor la dindmica de niveles son claramente visibles



Capitulo 7

Conclusiones

La principal aportacién de este trabajo es proporcionar nuevos elementos
para mejorar la comprensién de los efectos del caos en sistemas cuanticos de
muchos cuerpos. Para analizar estos efectos hemos utilizado dos herramientas
principales: la estadistica de las fluctuaciones espectrales y las propiedades
de localizacién de las funciones de onda.

La estadistica espectral se estudia efectuando una separacion entre cor-
relaciones de corto alcance y correlaciones de largo alcance. El instrumento
mas extendido para el analisis de las primeras es la distribucién de primeros
vecinos P(s). Para estudiar las correlaciones de largo alcance hemos opta-
do por utilizar el estadistico Az(L), donde L es la distancia en unidades de
nimero de niveles de energia.

Hemos demostrado que el método utilizado para calcular la densidad
media, empleada para realizar el reescalado de la energia, puede afectar al
resultado del computo de las correlaciones de largo alcance. Cuando no se
conoce una buena aproximacion suave a la densidad se utilizan métodos de
calculo “locales”, que dependen de una ventana de energias en la cual se
aproxima la densidad mediante un promedio. Nuestro trabajo demuestra
que estos métodos introducen correlaciones de largo alcance espurias que
provocan una saturacién del valor de la Az(L) para valores de L mayores
que la ventana utilizada. Este efecto se puede confundir con el fenémeno
de saturacion predicho por Berry debido a la 6rbita periddica clasica mas
corta, o incluso, en ciertos casos en que las correlaciones reales son de tipo
Poisson, la saturacion espuria produce un comportamiento semejante al de
las correlaciones de tipo GOE. Hemos mostrado ademés que para analizar el
grado de regularidad o caoticidad en un sistema cuantico es muy importante
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analizar también las correlaciones a valores de L medianos o grandes, lo cual
es incompatible con el reescalado local. Si no se conoce la densidad media,
se pierde esta informacion y se debe sustituir con otros datos provenientes
de las funciones de onda o las transiciones, por ejemplo.

Un modelo muy apropiado para estudiar tedricamente el caos cuantico
en sistemas realistas de muchos cuerpos es el modelo de capas de fisica nu-
clear. Es un sistema donde se puede tratar de forma exacta un ntmero
razonable de particulas interaccionando fuertemente entre si en un espacio
de valencia reducido y donde se pueden investigar los efectos del campo
medio y la interaccién residual. En el limite de campo medio el sistema es
integrable. Posee suficientes simetrias para caracterizar todos sus autoesta-
dos mediante un conjunto completo de niimeros cuanticos conservados. La
interaccion residual rompe las simetrias del campo medio. Sélo se siguen
conservando los niimeros cuanticos de momento angular y paridad. Debido
a estas propiedades el campo medio se identifica con el movimiento regular
y la interaccién residual es la que induce el caos en el sistema.

La mayoria de los estudios tedricos concluyen que, incluso a muy baja
energia, la estadistica de los espectros en los nicleos es la correspondiente al
GOE. Se han encontrado dos excepciones importantes: los ntcleos pesados
de la region del Pb y los ntcleos que tienen solamente neutrones en la capa
pf. Hemos realizado célculos muy extensos en estas dos regiones y hemos
conseguido establecer una dependencia general de la caoticidad de los nicleos
en el isoespin y en la energia de excitaciéon. Encontramos que los estados de
isoespin mas alto en una capa, que se corresponden con los estados de los
nicleos semimagicos que solo tienen neutrones y protones fuera de capas
cerradas, son siempre mucho mas regulares que el resto. En estos ntcleos,
el valor del pardmetro de repulsién w, calculado ajustando la P(s), estd
mucho mas proximo al cero, correspondiente a la estadistica de Poisson.
Comparando la estadistica espectral de nicleos isdbaros, encontramos que
los valores de la Ag y de la longitud de localizacion de la entropia muestran
un crecimiento paulatino de la caoticidad conforme disminuye el isoespin.
También hemos podido comprobar el crecimiento del parametro de Brody y
de la entropia de la informacion de las funciones de onda cuando aumentamos
la energia de excitacion. Este fenémeno se produce de forma mucho mas
notable en los nicleos semimégicos.

Hemos investigado los posibles motivos de estas dependencias. Las dis-
tintas causas estan bastante interrelacionadas y los efectos son dificiles de
separar. En los nucleos semimagicos el comportamiento de la estadistica del
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espectro a baja energia esta dominada por la interaccion de pareamiento que
favorece el acoplamiento de pares de particulas idénticas, protones o neu-
trones, a momento angular J = 0. Este efecto lo hemos visto claramente
en un resultado espectacular: si se elimina la parte de pareamiento de la
interacciéon realista, la dinamica de los ntcleos semimagicos a baja energia
pasa de un regimen cuasirregular a uno caotico. Por otra parte, la relacién
entre la intensidad del campo medio y la intensidad de la interaccion residual
afecta a la estadistica de niveles y de funciones de onda a lo largo de todo el
espectro, aunque sus efectos son més notorios también a baja energia, donde
los estados tienen menor mezcla de configuraciones. Esto se ha puesto de
manifiesto variando en la interaccion la relacién entre la intensidad de la in-
teraccion residual 7' =1y T = 0. Aunque nuestras conclusiones se basan
en resultados obtenidos para ntcleos de la capa pf y de la regién del Pb, sin
duda tienen una validez general a lo largo de toda la carta nuclear.

La dindamica de niveles resulta un instrumento muy tutil para interpretar
los resultados obtenidos en la transicién entre el movimiento regular y el
cadtico. Mediante modelos basados en la teoria de matrices aleatorias y
su comparacién con modelos basados en las matrices del modelo de capas
hemos identificado comportamientos no universales en la transicién al caos
de estas ultimas. Hemos identificado el mecanismo por el que las funciones de
onda aumentan su complejidad a través de cruces evitados miltiples. En los
cruces evitados simples las funciones de onda simplemente se intercambian
y no aumenta su entropia de la informacién. Sin embargo, cuando sufren
muchos cruces evitados consecutivos, las funciones de onda se mezclan y
la entropia sufre un incremento persistente. De esta manera se produce la
deslocalizacion de las funciones de onda. Parece claro que este fenémeno es
muy general y debe existir en todos los sistemas cuanticos de muchos cuerpos.

El estudio numérico de las matrices del modelo de capas ha llevado al
descubrimiento de una forma candnica tridiagonal para las matrices hamil-
tonianas con fuerzas a dos cuerpos. Las matrices de Lanczos nos conducen a
un modelo universal de las fluctuaciones espectrales en sistemas cuanticos de
muchos cuerpos. Hemos encontrado que se pueden relacionar directamente
las fluctuaciones de los elementos de matriz en esta forma tridiagonal con las
propiedades de las fluctuaciones espectrales y la repulsion de niveles. En el
limite de fluctuaciones muy grandes la repulsion es nula y el sistema se aprox-
ima a un modelo de particulas independientes e integrable. En el limite de
fluctuaciones cero la repulsion infinita produce la cristalizacion de los niveles.
Obtenemos un sistema de muchos cuerpos regular con un espectro similar al
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de un oscilador.

El hilo conductor de este trabajo han sido las matrices del modelo de
capas, que nos han permitido realizar un recorrido por las propiedades gen-
erales de la dinamica de los sistemas cuanticos de muchos cuerpos. Gracias
a ellas hemos podido estudiar desde propiedades de la estadistica de nive-
les de nicleos concretos hasta modelos generales basados en las matrices de
Lanczos.



Apéndice A

Teoria de Matrices Aleatorias
(RMT)

En este apéndice introduciremos de forma més técnica los conceptos uti-
lizados en la teoria de matrices aleatorias. El libro de Mehta[26] es la refer-
encia basica de la materia. Introducciones apropiadas para las aplicaciones
del caos cudntico aparecen en el libro de Haake[89] y en la excelente revisién
de Bohigas[120].

A.1 Colectividades gaussianas y simetrias

Dyson[107] demostré que existen tres clases de universalidad para las ma-
trices aleatorias dentro de la ecuacion de Schrodinger estandar. Para clasi-
ficar un sistema dentro de una de ellas necesitamos conocer sus propiedades
fundamentales de simetria.

Los hamiltonianos que poseen simetria bajo inversiéon temporal y simetria
bajo rotaciones se pueden representar por matrices reales invariantes bajo
el grupo de transformaciones ortogonales. Este tipo de matrices también
puede representar sistemas con simetria bajo inversiéon temporal y espin en-
tero, aunque la invariancia bajo rotaciones no se cumpla. Los hamiltonianos
sin la simetria bajo inversiéon temporal se pueden representar por matri-
ces hermiticas invariantes bajo el grupo de transformaciones unitarias. Los
hamiltonianos con la simetria bajo inversién temporal, con espin semientero
y con ruptura de la simetria bajo rotaciones pueden ser representados por
matrices reales cuaternionicas invariantes bajo el grupo de transformaciones
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simplécticas.

La teoria de matrices aleatorias supone que los detalles de la interaccién
de un sistema no son importantes para las propiedades de las fluctuaciones
de su espectro y que basta con conocer sus propiedades de simetria. Por este
motivo se reemplaza el hamiltoniano por una matriz cuyos elementos se eligen
aleatoriamente. Los elementos de matriz no se pueden fijar con completa
libertad. Se debe obedecer la clase de universalidad del hamiltoniano que
se quiere representar. Para la clase ortogonal el hamiltoniano puede ser
representado por una matriz real simétrica. Por tanto, tenemos N(N -+
1)/2 elementos de matriz independientes. En un sistema completamente
aleatorio cualquier conjunto de funciones de la base es a priori tan bueno
como cualquier otro. La funcién de probabilidad de los elementos de matriz
p(Hi1, ..., Hyy) no debe depender de la base a la que se aplica. Esto nos
lleva a la propiedad de invariancia

p(th"'uHNN) :p<Hil’7HJ,VN> (Al)

H' se obtiene de H por una transformacién ortogonal H' = OHO? con
OOT = 1. Las funciones de H,,, invariantes bajo transformaciones ortogo-
nales s6lo pueden depender de trazas de potencias de H.

Ademas suponemos que los elementos de matriz no estan correlaciona-
dos p(Hiy,...Hyy) = p(Hy1)p(Hiz)...p(Hyy). La tnica forma funcional que
cumple estas dos condiciones es

p(Hi1,...,Hyn) = Cexp [-BTr(H) — ATr(H?)] . (A.2)

Podemos hallar las consntantes usando la condicién de normalizacién
/p(HH,...HNN>dH11...dHNN =1. (AS)

Para el caso ortogonal tenemos

A N/2 24 N(N-1)/2
Q n,m

™

La constante A se puede expresar en términos de la variancia de los
elementos de matriz diagonales o los no diagonales.

(12 = 5 (A5)
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1
2

(H,) = Ve (A.6)
El conjunto de todas las matrices aleatorias con elementos de matriz
que obedecen la funcién de distribucion A.4 define la colectividad gaussiana
ortogonal, Gaussian Orthogonal Ensemble, (GOE). De forma andloga pode-
mos obtener la colectividad unitaria gaussiana (GUE) y la colectividad sim-

pléctica gaussiana (GSE).

A.2 Distribuciones de autovalores

La funcién de distribucion de los elementos de matriz de las colectividades
gaussianas no permiten una comparacion directa con los datos experimen-
tales, ya que usualmente sélo podemos acceder al espectro de energias. La
distribucién de los autovalores es de interés mucho maés préactico. La expre-
sién para todas las colectividades se puede incluir en una unica férmula

1.N
P(Ey, ..., Ex) = cte | [ |1En — Eml|’ exp (—AZEZ) , (A.7)

n>m

0 es el indice de la clase de universalidad. g = 1,2,4 para el GOE,GUE
y GSE. Para § = 0 los autovalores no estan correlacionados. Tenemos la
colectividad de Poisson. El factor |E, — E,,|” produce la repulsién entre
niveles, mas fuerte segun el valor de 3. Este indice estd relacionado con el
espacio de niimeros que hay debajo de cada matriz, 1 para nimeros reales,
2 para numeros complejos y 4 para cuaterniones.

A.3 Densidad de estados

Wigner[121] derivé la densidad de estados para las colectividades de matrices
aleatorias. La densidad media es un semicirculo.

0 |E| > 2.
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A.4 Distribucién de espaciamientos a primeros
vecinos: La distribucién de Wigner

La distribucién de espaciamientos a primeros vecinos P(s) se define como
la distribucién de las diferencias de las autoenergias contiguas s; = E; 1 — E;.
Utilizando el GOE con N = 2 Wigner[121] derivé una muy buena aprox-
imacién a la distribucién P(s) para las colectividades gaussianas cuando
N — o0. La distribucion de Wigner para el GOE es

2

T oz
P(s) = 5 se1’, (A.9)

Cuando los autovalores no estan correlacionados, el caso de estadistica de
Poisson la P(s) vale,

P(s) =¢e? (A.10)

La distribucién P(s) completa para los tres tipos de clase de universalidad
se puede derivar de forma completamente rigurosa. El resultado, sin embargo,
solo se puede expresar en forma de serie de potencias y la derivacién es muy
compleja. Una derivaciéon completa aparece en el libro de Haake[89].

A.5 Funciones de correlaciéon a n-puntos

Los estadisticos que miden las correlaciones de largo alcance del espectro
dependen de la funcién de correlacion a dos puntos. Esta es la densidad de
probabilidad de encontrar dos autoenergias F; y Fs a dos energias dadas
independientemente de la posicion del resto de autonergias. La funcion mas
general de correlacién a n puntos se define como

N!

Rn(El, e En) = m

/P(El,...,EN)dEnH...dEN. (A11)

En el libro de Mehta|26] se realiza el calculo de las funciones de correlacion
utilizando la forma de P(Fi, ..., Ey) para las colectividades de matrices
aleatorias GOE (Eq. A.7), GUE y GSE.

En la Fig. A.5 representamos las funciones de correlacién a dos puntos
para el GOE y el GUE. La funcién de correlacién a dos puntos sélo depende
de la diferencia de energias. Ro(F1, Ey) = Ry(r) donde r = Ey—E;. Podemos
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GOE GUE

R
0.5
Rz(r)
0.5

Figura A.1: Funciones de correlacién a dos puntos para el GOE y para el
GUE[26].

observar en las graficas que

r  (GOE),
R2(7”)N{r2 (GUE). (A.12)

Otras funciones imporantes relacionadas con la funciéon de correlaciéon a
dos puntos son la funcion de agrupamiento, definida como Y5(r) = 1 — Ry(r)
y su transformada de Fourier

b(k) = /_ " Ya(r) exp(2rikr)dr. (A13)

[e.9]

A.6 Los estadisticos Y2 y A3

Consideremos el niimero de niveles en un intervalo de longitud L, n(E, L).
Si definimos los estadisticos después de realizado el unfolding (Capitulo 2), la
densidad de niveles media estd normalizada a la unidad. Por tanto, n(F, L) =
L. La varianza del ntiimero de niveles en un intervalo de longitud L Y*(L) se
define como

Y2(L) = (n(E, L)) — L2 (A.14)
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La media del cuadrado de n(E, L) se puede expresar como

E+L/2 E+L/2
w(E L= [ dE [ m ) ) (A1)
E-L/2 E—L/2

Cuando Ey # Ey (p(F1)p(FE>)) es la probabilidad media de encontrar a dos
autovalores en las energias Iy y E5 independientemente de donde estén los
demds. Eso es justo la funcién de correlacién Ry(E). Usando la definicién
de la densidad de estados en términos de funciones & podemos comprobar
facilmente que para F; = Fy (p(FE)?*) = §(0). Sustituyendo en la Eq. A.15
obtenemos

S2L) = I — 2 /L(L — E)Ya(E)dE, (A.16)

donde Y3(F) =1 — Ry(E).

Cuando los autovalores no estén correlacionados Ry(E) = 1y o*(L) = L.
Para las colectividades gausianas la repulsion de niveles tiende a igualar las
distancias entre autovalores vecinos. La varianza en el numero de niveles
crece solamente de forma logaritmica en lugar de de forma lineal.

Otra cantidad basada en la funcién de correlacién a dos puntos y que
nos da una informacién similar a la % es la A3[109]. También se denomina
rigidez espectral. Se define utilizando la densidad integrada de estados de una
forma peculiar. N(E) es una funcién escalén con pendiente media unidad
(después del unfolding). Ajustamos una linea recta a N(F) en el intervalo
[E—L/2,E+ L/2]. La media en la colectividad del minimo de la funcién y?
obtenida en el ajuste es la rigidez espectral, esto es,

As(L) = <l min /EW2 [N(E) — AE — B]* dE> . (A.17)

L AB Jp_ 1)

Resolviendo el ajuste de A y B por minimos cuadrados obtenemos un
resultado independiente de E y que podemos escribir el resultado en términos
de la funcion Y3(E).

L 1
As(L) = — —
o) =15~ B
Para sistemas integrables, donde Y5(F) = 0 la A3(L) = L/15. También

podemos expresarla en funcién de la variancia del niimero de niveles.

2
N

/O(L — E)*(2L? —9LE — 3E*)Yy(E)dE.  (A.18)

As(L) /O L(L3 —2L°E + E*X*(E)dE. (A.19)
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Como podemos comprobar en esta formula, la rigidez espectral es una versién
suavizada de la varianza del nimero de niveles. Ambas dan una informacién
muy parecida pero, por este motivo, la Az es mucho mas popular. Su com-
portamiento asintético para el GOE viene dado por

Ay(L) = %(m(L) — 0.0687). (A.20)

Se puede demostrar que su desviacién del valor asintético es una constante
pequena independiente de L.

A.7 Distribucion de autovectores

Los autovectores del GOE se pueden suponer reales. La unica condicién
invariante de los autovectores es su propia norma. Por tanto, la densidad de
probabilidad para las N componentes C,, estd concentrada en la superficie
de una esfera unidad N-dimensional.

Poop(C) = cted (1 — Z C?). (A.21)

Si normalizamos de forma apropiada,

d N
__ ,__—N/2 - . 2
Poor(Ch,...,Cxn) = 7 V/°T (2> (1 ;:1 C?). (A.22)

Un valor conveniente para comaparar con los resultados numéricos es la
densidad de probabilidad reducida de encontrar ocupado el primer estado de
la base en un autoestado cualquiera del hamiltoniano. Si integramos la eq.
A.22 sobre las variables (s, ..., Cy obtenemos,

1TV (-
Peosly) = VT[N —1)/2] NG :

(A.23)

donde y = C%.
En el limite asintético N — oo obtenemos la distribucién de Porter-

Thomas. )
PGOE(V) = —G_V/Q, (A24)
2my
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donde v = Ny.
Utilizando esta condicién podemos calcular la entropia de la informacién
media (Eq. 2.18) para el GOE.

(Iy) = —N{(C*InC?) (A.25)

:—zN,/ﬂ / dC C? e N2 1 ¢, (A.26)
™ Jo

cambiando de variable a x = 1/(N/2)C obtenemos,

(Ig) = —% /0 T \/%xe (A.27)

Teniendo en cuenta que,

8
exp | ———=
(5
donde v = 0.577... es la constante de Euler, finalmente obtenemos que para
el GOE[45],

[e.9]

2?e ™ lnxdx) =472 = (0.964..., (A.28)

(Iy) ~ In(0.48N). (A.29)



Apéndice B
Modelo de capas

Supondremos al nicleo atémico compuesto de Z protones y N neutrones
que interaccionan mediante fuerzas a dos cuerpos y obedecen la ecuacion de
Schrédinger. La energia, el momento angular total y la paridad se conservan
en el nicleo atomico. Un autoestado viene caracterizado por los tres niimeros
cuanticos E,, J™, donde J es el momento angular total y 71 = + 6 — es la
paridad.

A A
HO(1,...,A) =Y _T(k)+ Y W(kD]®(1,..,A) = E®(1,.., A), (B.1)

siendo A = N + Z el ntimero total de nucleones.

En una primera aproximacion consideraremos que cada nucleéon se mueve
independientemente en un potencial que representa la interaccién media del
resto de nucleones.

H=>[T(k)+U®)]+[ > Wki)=> Uk)]=H+HY. (B2)

k=1 1=k<l k=1

H© representa el movimiento de particulas independientes y H™ la inter-
accion residual debido a que las particulas no se mueven de forma completa-
mente independiente.

En el niicleo atémico esta interaccion residual es muy fuerte, de intensidad
comparable al campo medio. La imagen del modelo de capas en el nicleo
parece incompatible con la intensidad de la interacciéon residual. Sin embargo,
existe gran cantidad de informacion experimental indicando la existencia de
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un comportamiento de modelo de capas, los niimeros méagicos, los momentos
magnéticos,...

B.1 Espacio de Fock

La aproximacion de orden cero al problema nuclear viene dada por el
campo medio esférico. Sus drbitas se utilizan como base para el espacio de
nameros de ocupacion, el espacio de Fock. Tenemos unos estados de particula
independiente i,j,... con energias ¢;, €;,... Cada estado tiene asociado un
momento angular que ademas indica su degeneracién. Los estados de la base
del espacio de Fock son los determinantes de Slater, funciones de onda de A
particulas normalizadas y antisimetrizadas. Cualquier estado del espacio de
Hilbert se puede expresar como combinacion de determinantes de Slater.

B.2 Core inerte y espacio de valencia

En el modelo de capas la base que utilizamos para diagonalizar el pro-
blema del nicleo atémico es la del campo medio. Para realizar los calculos
del modelo de capas dividimos las infinitas 6rbitas del campo medio en tres
conjuntos:

a)El core inerte: Se compone de las érbitas més bajas en energia que se
suponen siempre llenas en el modelo. Los nucleones que ocupan estas érbitas
no se tienen en cuenta en el calculo excepto para renormalizar la interaccién
efectiva.

b)El espacio de valencia: La constituyen las érbitas en las que se
pueden mover los nucleones de valencia, que son los que no estan en el core.
Los nucleones de valencia se mueven de acuerdo con la interaccién efectiva
ocupando parcialmente las érbitas en este espacio.

c)El espacio externo: Compuesto por las érbitas mdas altas en energia
que suponemos que estan siempre vacias en el problema que nos interesa
estudiar.

Debemos encontar el espacio de valencia apropiado para resolver el nticleo
en cuestion. En la Fig. B.1 estan representadas esquematicamente las orbitas
del campo medio esférico en el valle de estabilidad. Los espacios de valencia
suelen estar comprendidos entre dos nimeros magicos. Las érbitas en esos
casos tienen una separacion muy grande en energia y podemos considerarlas
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desocupadas para energias de excitacién bajas.

B.3 Interacciones efectivas en el espacio de
valencia

Cuando resolvemos nuestro problema en un espacio de valencia reduci-
do, debemos regularizar la interacciéon para que tenga en cuenta de forma
apropiada las configuraciones que hemos omitido.

Ho®.; = HO. (B.3)

El principal problema que presentan las interaciones efectivas encontradas
con este método son su mala propiedad de saturacion.

Una vez tenemos la interaccion efectiva el problema del modelo de capas
se reduce a la diagonalizacién del hamiltoniano en el espacio de valencia.
Para construir la matriz hamiltoniano utilizamos la base del espacio de Fock.
Para que el modelo de capas tenga sentido, su estructura no debe ser com-
pletamente borrada al introducir la interaccion residual.

Si utilizamos el acoplamiento j7, la interaccién efectiva se puede escribir
en segunda cuantizacion como,

Zt + 3 Whylaraf ] lagal]", (B.4)
igkl

donde I' representa el par de nimeros cuanticos J,T" correspondiente al mo-
mento angular y al isoespin y ngz = (ij(JT) |Vess| EI(JT)). Las funciones
de onda deben tener los nimeros cuanticos apropiados a las simetrias del
hamiltoniano.

B.4 Capas mas utilizadas

Los espacios de valencia mas utilizados para los calculos del modelo de
capas dependiendo de la region nuclear donde nos encontremos son:

B.4.1 Capa p

La capa p se compone de las érbitas 1ps/; y 1p1/2. Este espacio de valencia
se utiliza para describir los nicleos con 2 < N < 8 y 2 < Z < 8. Solamente
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N=6
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Figura B.1: Numeros cuanticos de las capas del modelo de capas. Los nimeros
mégicos estan recuadrados a la derecha de la figura. (a) Capas en el oscilador
armonico en tres dimensiones, (b) Espectro en un campo medio con un potencial
tipo Woods-Saxon, (c¢) Espectro anadiendo la interaccién espin-6rbita, (d) Dege-
naracién de las capas, (e¢) Denominacién de la capa, (f) Paridad y (g) Numero de
llenado de las particulas. El ntiimero principal de cada érbita es superior en una
unidad al utilizado en el texto[118].
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se pueden reproducir los estados de paridad positiva en nucleos con A par
y los estados de paridad negativa en los nicleos con A impar debido a que
el momento angular [ = 1 de las dos orbitas hace que cada nucleén siempre
contribuya con paridad m = —1.

B.4.2 Capa sd

Compuesta de las érbitas Ods/2, 15172, 0ds/e. Se utiliza para describir los
estados de paridad positiva de los nicleos con 8 < N < 20y 8 < Z < 20.

B.4.3 Capa fp

Es el espacio de valencia compuesto por las érbitas 0f7/2, 1p3/a, 1pij2 ¥y
0f5/2. Deberfa ser utilizado para la descripcién de los niicleos con 20 < N <
40 v 20 < Z < 40. Sin embargo, el término espin-6rbita del campo medio
rompe el ordenamiento del oscilador harmoénico y por encima de N, Z = 32
debemos incluir explicitamente la érbita 1gg/o.

B.4.4 Region del Pb

Se utiliza para describir los nticleos con unos pocos nucleones por encima
del nticleo doblemente mégico 2°® Pb. Este is6topo se compone de 82 protones
y 126 neutrones. Por tanto, las érbitas del espacio de valencia en el que se
mueven los protones y el espacio de valencia en que se mueven los protones son
distintas. En el caso de los protones el espacio de valencia esta compuesto por
las érbitas Ohg o, 1f7/2, 1 f5/2, 2D3/2, 2p1/2, 0t13/2 que son las correspondientes a
Z = 82 —126. El espacio de valencia de neutrones se compone de las érbitas

02112, 1g9/2, 1972, 2d5 2, 2d3/2, 35172, 0152

B.5 Interacciones efectivas realistas

Siguiendo a M. Dufour y A. Zuker[126] consideraremos el hamiltoniano
dividido en dos partes principales

H=H, + Hy (B.5)

donde H,, es la denominada parte monopolar que contiene los términos afec-
tados por el método variacional de Hartree-Fock esférico. Por tanto, es la res-
ponsable de las propiedades globales de saturacién y el espectro de particula
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independiente. H)j; es el resto del hamiltoniano y se denomina parte multi-
polar.

Se puede demostrar[126] que
3n,

1 1
Hm = sp + Z [r&qsarsnrols - 57“5) + §brs(TrTs - TéTS)] (B6)

donde H,, es el término de particula independiente generado por las érbitas
del core, n, es el numero de ocupacién de la orbita r, T, es el operador de
isospin de la orbita r y los coeficientes a y b se definen en términos de los

centroides

TN (20 + 1)

Este hamiltoniano nos da la energia completa cuando se aplica a capas
cerradas o a capas cerradas mas o menos una particula. Esto es, nos deter-
mina los estados de particula independiente en el espacio modelo.

Las malas propiedades de saturaciéon de las interacciones nucleares realis-
tas basadas en matrices G provocan que esta parte del hamiltoniano deba ser
corregida fenomenolégica para reproducir correctamente las propiedades es-
pectroscépicas de los nicleos[119]. La interaccién que hemos utilizado en los
nucleos de la capa pf, KB3, es una de estas interacciones con modificaciones
monopolares.

(B.7)

B.6 Parte multipolar de la interaccion

La parte multipolar de la interaccion es lo que queda cuando le quitamos
el monopolo anteriormente descrito. Viene descrita de forma adecuada por
las interacciones efectivas, que dan todas ellas resultados equivalentes.

La interacciéon multipolar contiene unos pocos elementos de matriz impor-
tantes, que son los que realmente se necesitan para reproducir las propiedades
espectroscopicas de los nicleos. Uno de los términos mas importantes es la
interaccién de pareamiento, son los elementos de matriz con J =0, T = 1.
Inducen a los nucleones del mismo tipo a acoplarse en pares con momento
angular J = 0. Son los responsables de que el estado fundamental de los
nucleos par-par tenga J = 0 sin excepcion.

Otros términos muy importantes son los cuadrupolo-cuadrupolo, respon-
sables de buena parte del comportamiento colectivo de los nticleos a baja
energia, el término octupolar y otros pocos.
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Si eliminamos estos pocos términos de la interaccién multipolar, la dis-
tribucién del resto de elementos de matriz tiene forma gaussiana. Las in-
teracciones efectivas se componen de unas pocas partes fundamentales y el
resto de sus elementos se comporta de forma estocastica. Los elementos de
matriz mas importantes son los responsables del comportamiento cuasirreg-
ular de los nticleos a baja energia y de sus modos colectivos, pero en seguida
empieza a actuar la componente estocastica de la interaccion provocando un
comportamiento tipo matriz aleatoria del espectro. La inclusién de forma
adecuada de todas estas componentes ha conseguido que el modelo de capas
sea capaz de unificar nuestra descripcion del nicleo atomico.
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