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Entrelazamiento cuantico en cadenas de espines XX inhomogéneas

Resumen:

El presente trabajo pretende explorar el concepto de la entropia de entrelazamiento del estado
fundamental de los sistemas bipartitos en términos de la entropia de Rényi, con especial énfasis
en las cadenas de espines inhomogéneas por sus propiedades especiales e interés tedrico. Rela-
cionaremos las familias ortogonales de polinomios y resultados cldsicos de esta area con métodos
de diagonalizaciéon de hamiltonianos de cadenas cuando éstos se restringen al subespacio de una
particula. Dada la inviabilidad computacional y el escalamiento exponencial de la complejidad de
los célculos con el tamano del sistema, recurriremos a técnicas propias de teorias cuanticas con-
formes en (1 + 1) dimensiones, las cuales proporcionaran férmulas asintéticas para la entropia
de entrelazamiento del vacio de un cierto hamiltoniano. Se realizaran simulaciones numéricas con
Mathematica a fin de comparar y extraer cudn buenas resultan ser estas expresiones en el limite
continuo de nuestros modelos discretos; todo esto tiene como objetivo obtener propiedades acerca
del comportamiento critico de nuestros sistemas, que viene regido por la dependencia de la entropia
de entrelazamiento con N, el nimero de sitios de la cadena. El estudio se centrara en dos familias
especificas de cadenas: la cadena de Lamé y la cadena de Rindler, donde haremos una comparativa
entre las similitudes y diferencias de ambas, pudiendo asi extraer de ellas propiedades universales
de los modelos de cadenas inhomogéneas.

Abstract:

The present work aims to explore the concept of entanglement entropy of the ground state
of bipartite systems in terms of Rényi entropy, with a special emphasis on inhomogeneous spin
chains due to their special properties and theoretical interest. We will relate orthogonal families of
polynomials and classical results in this area to methods of diagonalizing Hamiltonians of chains
when restricted to the subspace of a single particle. Given the computational infeasibility and
exponential scaling of complexity in calculations with system size, we will resort to techniques from
conformal quantum field theories in (1 4+ 1) dimensions, which will provide asymptotic formulas
for the entanglement entropy of the vacuum of a certain Hamiltonian. Numerical simulations will
be conducted using Mathematica to compare and assess how accurate these expressions are in the
continuous limit of our discrete models; the objective of all this is to derive properties concerning
the critical behavior of our systems, governed by the dependence of entanglement entropy on N,
the number of sites in the chain. The study will focus on two specific families of chains: the Lamé
chain and the Rindler chain, where we will compare the similarities and differences between them,
thus being able to extract universal properties of inhomogeneous chain models.
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I. INTRODUCCION

El estudio de propiedades del estado fundamental
es una herramienta que nos permite conocer de for-
ma indirecta comportamientos sobre el sistema en su
totalidad. Por ejemplo, conocer la entropia de entrela-
zamiento del estado fundamental aporta informacion
acerca del caracter critico de un sistema, por medio
del estudio de sistemas criticos utilizando teorias de
campos conformes (CFT). Estos se caracterizan por
poseer espectros de energia en los cuales no existe gap
entre el estado fundamental y el primer estado exci-
tado. En la gran mayoria de estos modelos, la dia-
gonalizacién es una tarea imposible debido al rapido
escalado de la complejidad de los cédlculos con el ta-
mano del sistema. Sin embargo, las cadenas de espines
son un marco de trabajo de gran interés debido a su
relevancia tedrica, asi como por el hecho de que son
de los pocos sistemas que permiten evaluar la entropia
de entrelazamiento del estado fundamental mediante
técnicas particulares a estos modelos. En particular,
el crecimiento asintotico con el nimero de espines de
la cadena describe el comportamiento critico del sis-
tema, como se pretende demostrar a lo largo de este

trabajo. Dentro de las aplicaciones tedricas de este ti-
po de modelos, presentaremos en este trabajo cémo el
estudio de la entropia en cadenas acaba desembocan-
do en el posible uso de éstas como simuladores cuanti-
cos para reproducir espacio-tiempos curvos (1 4+ 1)D
para cualquier métrica arbitraria dada.

El entrelazamiento cudntico es el fendmeno segun
el cual el estado cudntico de una particula individual,
que conforma un grupo de particulas, no puede ser
descrito independientemente del estado de las demas,
sin importar las distancias de separacién involucradas.

En términos matematicos, un sistema entrelaza-
do es aquel en el que la funciéon de onda del sistema
compuesto no puede ser factorizada como producto
de estados de sus constituyentes, es decir

V) = ®; [1;) € H = ®iH;. (1)

En otras palabras, en un sistema entrelazado, dicho
estado |¥) se escribird de forma general como una
combinacién lineal de estados producto, o equivalen-
temente

1) = > Ny [Vhy) - [P

1ok

(2)

donde { ‘1/1@ } es una base ortonormal de H; (1 <i <
n),y

{or )[R, - JvR ) 1 <k <dimM;, 1 < i <n}
(3)
lo serd de H. Como se observa, ahora |¥) no puede
ser escrito como un tnico producto de estados de cada
subsistema.

La entropia de entrelazamiento es una medida del
grado de entrelazamiento cuantico entre dos subsiste-
mas en un sistema bipartito. Por ejemplo, dado un
estado separable describiendo dos sistemas A y B
|Wap) = |pa)|oB), entonces la matriz de densidad
reducida

pa=trp|Vap) (Vap| = |da) (¢l (4)

es un estado puro. Por lo tanto, cabria esperar tam-
bién que la entropia del estado fuese cero, como habria
sucedido si hubiésemos tomado la matriz de densidad
reducida de B. Intuitivamente, una matriz de densi-
dad reducida que muestre entrelazamiento no trivial



debera poseer una entropia no nula, y es en particular
este aspecto el que querriamos cuantificar.

Una de las muchas funciones que se emplean como
figura de mérito para el entrelazamiento es la deno-
minada entropia de von Neumann. Dado un estado
|Wag) € H =Ha® Hp, el teorema de descomposi-
cion de Schmidt asegura la existencia de dos bases
ortonormales {|¢;) 4} ¥ {|¢j)z}, respectivamente de
H4y Hp, de manera que el estado |¥ 4p) se escribird
como

(Wag) =Y ilei) 4|0 g, (5)
=1

donde ap > 0 son los coeficientes Schmidt y x <
min{dim?# 4, dim#Hp} es el nimero Schmidt; en otras
palabras, lo que el resultado hace es diagonalizar la
matriz de densidad del sistema original. La entropia
de von Neumann de un sistema bipartito se definira
entonces como

(6)

donde pa = trp(|Yap) (Yap|). Pero de (5) se deduce
que

Sa = 8(pa) = —tr(palogpa),

pA:Zai2|(10i>A<90i|A’ (7)

luego S4 sera equivalente a la entropia de Shannon
del cuadrado de los coeficientes de Schmidt

Sqi=— Z ailog(ag). (8)
k

En virtud de la simetria en A <+ B de la expresion (8),
es inmediato que Sy = Sp. En este trabajo nos cen-
traremos en estudiar la entropia de Rényi, de caracter
més general, definida como

sa(pa) = log tr(p4), (9)

1l—-—a
donde a > 0 es un parametro. Si tomamos el limite
a — 1, recuperamos la entropia de von Neumann (o
Shannon)

s1(pa) := lm sa(pa) = —tr(palogpa).  (10)

Establecidos estos conceptos fundamentales, el
presente trabajo tiene como objetivo emplear la en-
tropia de entrelazamiento para estudiar las correlacio-
nes cuanticas del estado fundamental en ciertas cade-
nas de espines. En particular, estaremos interesados
en determinar el grado de entrelazamiento entre un
bloque de L espines contiguos y el resto de la cade-
na. Asi, si |GS) representa el estado fundamental del
sistema de N espines, pr, = try_r(|GS) (GS]) es la
matriz de densidad reducida del bloque de L espines
que emplearemos en la ecuacién (9).

Para ello, se desarrollara una teoria basada en el
uso de familias de polinomios ortogonales, que permi-
te diagonalizar completamente este tipo de sistemas.
Se enunciaran los principales teoremas que justifican
la aplicabilidad de la matematica a los modelos fisicos
que queremos resolver, atendiendo a cuestiones impor-
tantes de existencia de tales familias. Una vez acabado
esto, pretendemos hacer ver que, si bien es tedrica-
mente factible todo lo expuesto, la tarea y cémputo
de los célculos escala exponencialmente con el tamano
de la cadena, haciendo que la tarea sea computacio-
nalmente inviable. Esto se debe principalmente a la
complejidad que supone el cédlculo de una recursién
de polinomios de forma analitica y la diagonalizacién
de matrices del orden del nimero de sitios N.

Por esto, comprobaremos que podemos pasar al
continuo en nuestro modelo discreto si el niimero de
espines es suficientemente grande, donde disponemos
de las herramientas propias de la teoria cudntica de
campos (QFT). En particular, centraremos nuestra
atencion en las denominadas teorias conformes de
campos (CFT), que proporcionan férmulas asintoti-
cas aproximadas para la entropia de entrelazamiento
del estado fundamental de su hamiltoniano correspon-
diente. Ello llevara a considerar densidades lagrangia-
nas de fermiones libres de Dirac en espacio-tiempos
curvos, relacionando conceptos vistos en relatividad
general con las amplitudes de salto J, de nuestra ca-
dena.

Particularizaremos la teoria general expuesta a los
casos de dos cadenas: la de Lamé y la de Rindler. Am-
bas poseen importantes aplicaciones para otras ramas
de la fisica tedrica y experimental, en cuanto al cam-
po emergente de la simulaciones cudnticas se refiere.
Para ambas cadenas compararemos los resultados ob-



tenidos para la entropia de entrelazamiento propor-
cionados por la teoria exacta y las aproximaciones
asintéticas de las teorias conformes a las que tien-
de el modelo si el niimero de sitios es suficientemente
grande. Con esto, pretendemos verificar la conjetura
no demostrada a dia de hoy que afirma:

A cada cadena inhomogénea con acoples J,, se
le asocia una métrica ds? = J(z)%dt? — dx? =
J(x)?(dt* — di?) (en particular, la cadena ho-
mogénea estd asociada al espacio de Minkows-
ki). Entonces en el limite termodindmico, es de-
cir, cuando el ntimero de espines N — oo:

1. La entropia de entrelazamiento del estado
fundamental de la cadena es la misma que
de la CFT de un fermién de Dirac en un
espacio-tiempo curvo con la métrica ante-
rior.

2. Dicha entropia de entrelazamiento se obtie-
ne a partir de la correccién al espacio-tiempo
de Minkowski (conocida ya desde principio
de siglo) transformando cada longitud [ por

la correspondiente longitud [ = fol dx/J(x).

II. CADENAS DE ESPINES XX
INHOMOGENEAS

La forma ma&s general que estudiaremos de un ha-
miltoniano de fermiones libres con saltos a primeros
vecinos se escribe como

N—2 N—-1
H = Z Jn (emnéilén_;.l‘i‘e_ia"é;rl_i_lén)+Z Bné:rzém
n=0 n=0

(11)
donde J, > 0, an, B, € R y los operadores
{¢n, éil}ﬁ’;ol son una familia de operadores que satis-
facen las relaciones candnicas de anticonmutacion
{émém} = {é;rm é’]an} =0, {én’ éjn} = Onm- (12)
No obstante, la anterior expresion puede simplificarse
si trabajamos con la siguiente familia de operadores

fermiénicos
n—1
_ iBna _
Cph =€ B"Cm Bn = E aj,
=0

que reducen el hamiltoniano a la forma

N-2 N-1
H = Z Jn (CILan + CLHCH) + Z Bnchn. (14)
n=0 n=0

De hecho, el que los nuevos operadores ¢, verifi-
quen las mismas relaciones de anticonmutacién que
los ¢, se puede generalizar de la siguiente manera.
Si by = >, umar, con {a;}; conjunto de operadores
y up; = (U)p coeficientes de una matriz unitaria U
(UUT = UTU = 1), se tiene entonces que los {by}x
cumplen las mismas relaciones de anticonmutacién
que los a;. Usando el convenio de suma de Einstein,

{65 bp} = (ujsa]) (upmam) + (upmam) (ujal) =
= uzlupma;am + uzlupmamalT = uzlupm{azr, am} =
= UZzupm5zm = u]t;lupl = (U)pl(UT)lk = (UUT)pk = Op-

La otra relacién se deduce andlogamente como

{bx, bp} = (uklal) (upmam) + (upmam) (uklal) =

= uklupm{ah am} = Uk Upm * 0=0,

como queriamos demostrar.

Este modelo se puede interpretar en términos fisi-
cos como el de N fermiones de espin 1/2 con am-
plitudes de salto J,, y potenciales quimicos “on-site”
B,,. Sin dificultad, uno puede comprobar que el an-
terior hamiltoniano conmuta con el operador niimero
fermiénico

N-1
N = Z cl e, (15)
n=0

de manera que este nimero cuantico se conserva para
cualquier estado dado. De ahora en adelante asumire-
mos también que las amplitudes de salto no se anulan,
es decir, J, > 0 para 0 < n < N — 2. Posteriormente
en el trabajo explicaremos la conveniente eleccién de
esta condicién restrictiva.

A priori, el anterior hamiltoniano parece no tener
relacion alguna con los modelos de espines de los que



hablamos en la introduccién. Sin embargo, bajo la de-
nominada transformaciéon de Jordan-Wigner

n—1
Cp 1= H or oy,
k=0
donde ¢% (con a = x,y,z) denota como acostumbra
la matriz de Pauli * actuando sobre el sitio n—ésimo
dela cadenay of = (6Z+io})/2. Se puede comprobar
que la expresién (14) se transforma en el hamiltoniano
de una cadena abierta XX de espin 1/2

1N—2 1N—l
:52Jn(0 +§ZBH(1—JZ)
n=0 n=0

(17)

0<n<N-1, (16)

y
WOn1 HOhoh )
En efecto, para 0 < n < N — 2, ocurre que

n T ;+Y
ZO'n 2Ont1 110, 1 _
Cn+1 H Uk o; — 5 =
7=0
ol — za% oF L +ioy
2 " 2
—ionot |+ onon. +okol  +iokol
1 .

De lo anterior, y del hecho que (CLan)T = (c;rl _ch),
se deduce

t 1

CnCn+1 + C'Jrrz—i-lcn = ) (G Un-l—l + Ungn+1) (18)

Asimismo, para 0 <n < N — 1 obtenemos
— n—l T .y
Iz 1—[ wn 0; o, —;wn _
7=0
B an—w%an—i—wn (-0 —0r+1)
2 2 4 N
1
= 5(1—05). (19)

A efectos fisicos, tanto el modelo fermiénico como
el de espines son equivalentes por existir una mapea-
do biunivoco entre sus respectivos autoestados y au-
toenergias. En particular, el vacio fermidnico |0) se
corresponde con el estado |1 ... 1), con todos los es-
pines apuntando hacia arriba. De forma general, el
estado fermiénico

o d 10y, 0<mp<...<ny<N-—1, (20)

se corresponderd con el estado

Tpg -+ Oy IT 0 1) (21)

con todos los espines invertidos en las posiciones ng <

. < ny, de la cadena. Es por esta razon, que podemos
permitirnos estudiar los modelos fermiénicos (14), ya
que las conclusiones son inmediatamente trasladables
al caso de cadenas de espines.

III. SUBESPACIO DE UNA PARTICULA
Comenzaremos trabajando con el subespacio de
Fock asociado a los estados de excitacién de una sola
particula, es decir, aquellos cuya forma sea
In):==¢l|0), 0<n<N-1, (22)
representando un solo fermién en la posicién n de la
cadena. Si denotamos como H; a la restriccién del
hamiltoniano H de (14) a dicho subespacio, su matriz
asociada H = (Hnm)ﬁf —1 , tiene elementos de la forma
Hpp = <n| H ‘m> = Jn(sm,nJrl + Jnflém,nfl + Bynm.
(23)
De manera més ilustrativa, H serd la matriz N x N
tridiagonal

By Jy 0 0 ... 0 0 0
Jo B1 J1 0 ... 0 0 0
H_ 0 J1 Bg J2 ... 0 0 0
0 0 0 O ... Jv.g By_o Jn_o
0O 0 0 O 0 Jn_o By_1
(24)
Si ademés definimos las matrices C = (cg...cy_1)7

y Cf = (cg o C}LV_l), tiene sentido escribir el hamilto-
niano H como
H = CTHC. (25)
El teorema espectral para matrices reales simétricas
nos asegura que H puede ser diagonalizada por medio
de una transformacion ortogonal ®, lo que matemati-
camente se expresa como
OTH® = diag(Fy, ...

yEn_1), (26)



con Fy < --- < En_1 € R los autovalores de H orde-
nados de forma creciente. Si denotamos por

n(Er) = P, (27)

podemos definir un nuevo conjunto de operadores fer-
miodnicos ¢, mediante

N-1
ek =) dn(Br)en, 0<k<N-—1,
n=0

(28)

que cumplen las relaciones canénicas de anticonmu-
tacion, como ya vimos, debido a la ortogonalidad
de ®, que es una transformacion unitaria. Ya que
C = @TC < C = ®C, de las ecuaciones (25) y
(26) se sigue que

H=Cl(dTH®)C

ZEccn

Realmente, en virtud de la expresién anterior, hemos
resuelto de forma completa el problema de caracteri-
zar las energias del hamiltoniano original H. Ello se
debe a que H es ahora diagonal en la base constituida
por el conjunto de estados

(29)

Bl 10y, 0<mp<...<mp<N-—1, (30)
cuyas correspondientes autoenergias vendran dadas

por

k
> B,

=0

E(no,...,ng) = (31)

Si inspeccionamos el procedimiento expuesto, uno
se da cuenta de que el paso realmente crucial es la
aparentemente inocente ecuacién (26), la cual escrita
de forma explicita consta del sistema de N ecuaciones
vectoriales

N-1
Z Hnm¢m(Ek) = Ek(bn(Ek)v (32)
m=0

que, sustituyendo los valores de (23), se reduce a

Ek¢n(Ek) = Jn¢n+1(Ek)+Bn¢n(Ek)+Jn—1¢n—1 (Ek)v

(33)

donde 0 < n < N — 1 y por compacidad notacio-
nal J_; = Jy_1 = 0. En particular, las primeras
N — 1 ecuaciones de (33) determinan ¢, (Ey) para
n=1,..., N —2 salvo por un factor de proporcionali-
dad ¢o(Ff) # 0 (intrinseco a la naturaleza de espacio
vectorial del conjunto de autovectores de un autovalor
dado). La tltima ecuacién, considerando Jy_1 = 0,
impone

(Ex — Bn-1)¢N-1(Ey) — IN—20N—2(E)) =0, (34)
siendo éste un polinomio de grado N en la variable E,
que determina las N energia de excitacion del hamil-
toniano restringido a estados de una sola particula. Es
muy conveniente seleccionar el factor ¢o(E)) de ma-
nera que se satisfaga la condicién de ortonormalidad

N-1
> on(Ey) = 1.
n=0

Si los autovalores Ej de H son simples, la seleccion
anterior automaticamente implica que la condicién de
ortonormalidad es heredada a toda la base de auto-
vectores hallados. Esta viene expresada por

(35)

-1
> bn(Er)on(Ey) =0k, 0<jk<N—1, (36)

0 equivalentemente como

N—

,_.

Gn(Ex)Pm(Er) = 0pm, 0<n,m < N-—1. (37)

k=0

Este comportamiento “bueno” de los autovalores de H
se puede asegurar si pedimos J, > 0, siendo esta una
condicion suficiente que ya anunciamos sin aparente
justificacién al presentar el modelo (14).

IV. FAMILIAS DE POLINOMIOS
ORTOGONALES (FPO)

La expresion de recurrencia (33) de los elementos
on(Ey) se asemeja a las relaciones de tres términos
que satisfacen un sistema finito de polinomios ortogo-
nales {P,(E) :n =0,...,N}. De forma més precisa,



dichos polinomios P,, se pueden tomar ménicos para
todo n y satisfacen la relacién de recurrencia

Pn+1(E) = (E_bn)Pn(E)_anPn—l(E)70 <n< N_17

(38)

donde ag := 0y Py(F) := 1. Como unica condicién a
los coeficientes de la relacién, pedimos

a, >0, 1,....,N—1, b, €R, LN =1

(39)

Si bien no existe ninguna razén por la cual N debie-

ra ser un numero finito, puede suceder que la familia

ortogonal finita se obtenga truncando una familia in-

finita de polinomios ortogonales {P,, : n = 0,1,...},

aunque no es una condicién necesaria.

n=20,..

Teorema 1 Si los coeficientes de la relacion de recu-
rrencia a tres términos (38) wverifican que a, > 0 si
n > 1, entonces se tiene que los ceros de cada polino-
mio P, con 1 <n < N son reales y simples.

Necesitamos ademas un par de definiciones para tra-
bajar con estas familias de polinomios:

Definicién 1 Sea {u,}5°, una sucesion de nimeros
complejos y sea L una funcion compleja definida en
el espacio vectorial de los polinomios que verifica:

w L(z")=pn, n=01,2,...

L] ﬁ(alm(x) +
aL(m2(x)),

apmy(x)) =1 L(m(x))  +

para todo a; € C y todo polinomio mi(x) (i = 1,2).
Diremos entonces que L es un funcional determina-
do por la sucesion de momentos {u,}, siendo p, el
momento de orden n.

Definicién 2 Una sucesion {P,(x)}>2, se dice una
sucesion de polinomios (débilmente) ortogonales res-
pecto al funcional L siempre y cuando para m,n € N
se tenga:

1. P,(x) es un polinomio de grado n,
2. L(Py(z)Py(x)) =0 sim #n,

3. LP2(x)) # (2)0.

Teorema 2 FEn las mismas condiciones del teorema
anterior, si denotamos como Eg < ... < En_1 las N
raices reales del ultimo polinomio Py de la familia,
existen wy, > 0 (0 < k < N — 1) momentos de orden
k tales que la familia de polinomios P, con 0 < n <
N — 1 es ortogonal respecto del funcional positivo

N-1
L(p) = wip(Ey). (40)
k=0

En particular lo anterior implica que

N-1
(Po, Pm) i= L(PuPm) = Y 0 Pu(Eg) Pm(Ex) = 0,
k=0

(41)
si0 <n#m < N —1. Querriamos ahora obtener
expresiones explicitas para el cuadrado de la norma
Yn = (Pp, P,) de cada polinomio P, y los momentos
wy. Para ello, tomamos el producto escalar de la ex-
presién (38) con el polinomio P,—; (1 <n < N —1),
obteniéndose asi

0= <EPn,1, Pn> — GpYn—1 = Yn — AnYn—1- (42)

Asumiendo que 79 = £(1) = 1 (pues siempre podre-
mos usar £ := rL con r > 0 debidamente escogido)
se deduce que

n
o=]Jar, 0<n<N-1, (43)

k=1

y tendra sentido pues escribir

N-1
Z kan(Ek)Pm(Ek) = Ybnm, 0<n,m< N —1.
k=0

(44)
Ahora bien, haciendo uso del hecho de que las raices
de Pn_1 son simples, se tendra

N-1
_ Pn(E)
m(B) = g = Il E-E.,), @5
n=0,n#k
y por lo tanto
N-1
(T, Pyo1)=yn-1 = wpPy 1 (By) [[ (Bx—En) =
n=0,n#k
= wpPy_1(Ey)PN(EL). (46)



Juntando las ecuaciones (43) y (46), obtenemos la for-
ma explicita de los wy

_ Hyjyz_ll an
Pn_1(Eg)Py(Er)’

Wi, 0<kE<N-1.

(47)

Establecido todo lo expuesto, los resultados de esta
seccion se pueden resumir en el siguiente teorema:

Teorema 3 Sea {P, : n = 0,...,N} una familia
finita de polinomios débilmente ortogonales definida
mediante la relacion de recurrencia (38), con coefi-
cientes ayn, by, satisfaciendo la condicion (39). Enton-
ces se tendrd la condicion de ortogonalidad (44), don-
de los coeficientes wy, (k=0,...,N — 1) estin dados
por (47) y vn > 0 por la ecuacion (43).

V’Yn+1¢n+1(Ek) = (Ek - bn)m¢n(Ek) - Vn—lan¢n—1(Ek) - 07
= Van19n11(Ex) = (B — bn) /¥ Pn(Ex) — /anbn-1(Eg) = 0,
Py(Ey) =0= (Ep — by—1)én-1(Ek) — Van—16N—2(Ek),

donde hemos hecho uso de la definiciéon de ~, =
apYn—1 de la expresién (43). Comparando el sistema
de ecuaciones anterior con el que se obtuvo para los
elementos de la matriz del hamiltoniano fermiénico
(33) y (34), se concluyen inmediatamente las relacio-
nes

JIn = vV On+1,

Resumimos esta seccion en el siguiente teorema

Teorema 4 Sea {P, :n=0,...,N} una familia fi-
nita de polinomios ortogonales definida mediante la
relacion de recursion (38), con an, >0 y b, € R. En-
tonces la cadena abierta inhomogénea XX con hamil-
toniano asociado (17) - o equivalentemente el sistema
de fermiones libres con hamiltoniano (14) - y de co-
eficientes

Bn=by,, 0<n<N-1. (52

In = Van+1, By = b,

es diagonal en la base (28)-(30), donde las energias
de excitacion de los estados de una sola particula

(53)

V. CONEXION DE LAS FPOS FINITAS Y LA
CADENA INHOMOGENEA XX

Comparando las relaciones de ortogonalidad del
modelo de fermiones (37) con la de las FPOs (44),
tenemos que los coeficientes de matriz ¢, (Ey) la ve-
rificardn si definimos
Wk

7Pn(Ek)7

n

On(Ex) = 0<kn<N-1, (48)
donde el lado derecho de la expresion es un nime-
ro real por las consideraciones de la seccién anterior.
Ahora querriamos saber la relacién entre las constan-
tes del modelo fermidnico J,, B, y aquellas de la re-
lacién de recurrencia polinomial a,,, b,. Para ello, co-
menzamos sustituyendo la ecuacién (48) en (38), lle-
gando a

0<n<N-2 (49)
0<n<N-2 (50)
(n=N-1), (51)

(

Fy < ... < En_1 son los ceros del polinomio Py y
los coeficientes de matriz ¢n(E)) de la ecuacion (28)
vienen dados por la expresion (48).

Observacion 1 Si quisiéramos partir del modelo ge-
neral de fermiones libres, basta con modificar la ex-
presion (48) por

w

D) = 10 o
Tn

0<kn<N-1.

(54)
Ndotese que la matriz ® definida con los elementos de
matriz ¢n(Ey) sequird siendo unitaria por la condi-
cton de ortogonalidad de los propios polinomios P,.
De esta forma, el espectro del modelo solo dependerd
de |J| > 0, By, € R por lo que el espectro de la cade-
na XX con B, =0 (n=0,...,N — 1) serd simétrico
respecto del 0.



ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO
DE UNA CADENA

VI.

La entropia de entrelazamiento bipartita de un sis-
tema cuantico compuesto pos dos subsistemas A, B en
un estado con matriz de densidad p vimos se definia
como

Sa = s(pa); (55)
donde py := trpp es la matriz de densidad reduci-
da del subsistema A y s es un funcional de entropia.
Cuando p representa un estado puro, se vio que el
teorema de descomposicién de Schimdt asegura que
Sa=s(pa) =s(pp) = Sp.

A efectos practicos, calcular S 4 se vuelve una tarea
imposible incluso de forma numeérica para sistemas re-
lativamente pequenos debido a que conlleva encontrar
los autovalores de la matriz p4. Para la cadena de es-
pines 1/2, si tomamos A como un conjunto de L sitios
consecutivos, el tamafio de p4 es de 2%, de crecimiento
exponencial en L. Sin embargo, podemos explotar el
hecho de que, para sistemas fermidénicos equivalentes,
basta con diagonalizar una matriz L x L. En efecto,
consideremos que el sistema de fermiones libres se en-
cuentra en el autoestado de energia

(56)

donde las M energias mas bajas Ej de autoestados
de una sola particula han sido excitadas. Considere-
mos A el subsistema conformado por los L primeros
fermiones 0,...,L — 1, y suponemos que ya hemos
ordenado los operadores fermiénicos de manera que
Ey < ... < En_q. Definimos la matriz de correlacién
CA = (Cij)ogingLfl mediante la expresién
Cij = (M| cle; M) = (clcj), (57)
0, equivalentemente, podemos emplear la matriz de
densidad del subsistema p4
Cij = tr(cle;pa). (58)
Por lo tanto, necesitariamos invertir la ecuacién an-
terior para asi computar la matriz de densidad pa a
partir de la matriz de correlacién C4. Dado que la
matriz C4 es hermitica, puede ser diagonalizada por

medio de una transformacién unitaria U en una ma-
triz diagonal G

N—-1
*
Gmn = E Ui, CijUjn =

4,7=0

(h,90)0mn,  (59)

donde g, = > ; UjmC;- Asimismo, la matriz de densi-
dad del subsistema A debe verificar

Gon = tr(g);bgnp,q) = VmOmn, (60)

de lo cual se deduce que la matriz p4 no esta correla-
cionada en esta base y se puede escribir como

PA=p0® - Qpr—1, (61)

donde p,, es la matriz de densidad correspondiente al
m—ésimo modo fermiénico excitado por gjn.
En representacién matricial, los operadores g,,, g;%

y pm tienen la forma
_ 00 T 01 [ Gm Bm
. (1 0>’ Im = (o 0>’ Pm = (ﬁ; 1—am,)
(62)

donde o, v B, son los elementos de matriz de p,, que
deseamos determinar. Dado que

<gm> = tr(.gmpA) = Bm = 07 (63)

tendremos entonces que

tr(gh,gmpa) = tr K(l] 8) (a{)” 1_0%” = Vnzv )
64

de lo que concluimos que a,,;, = v,,. Por lo tanto, de
esta discusién se deduce que la entropia de entrela-
zamiento bipartita S se puede calcular mediante la
férmula

L-1

Sy = Z s@ (1),

1=0

(65)

donde vyg,...,vr_1 son los autovalores de Cy y
s (x) = s[diag(x,1 — z)] es la entropia binaria aso-
ciada con el funcional s. Se puede demostrar que tanto
Ca como 1 — Cy son positivas semi-definidas por lo
que 0 < ; < 1. Por ejemplo, tenemos la entropia de
Rényi sq

log(z® 4 (1 — x)%), (66)

l—«



o la de von Neumann

s (z) = —zlogz — (1 — ) log(1 — z), (67)
donde tomamos como convenio que 0log0 := 0.

Retornando a la teoria desarrollada sobre las fami-
lias finitas de polinomios ortogonales { P, }_, asocia-
das al modelo fermiodnico, se puede escribir de manera
inmediata la matriz de correlacién C'y mediante

(M| &}&n |M) = (M| &}&n |M) S = Spmxa(n),

(68)

donde xaq es la funcién caracteristica del conjunto
M ={0,...,M — 1}. Podemos invertir facilmente la
relacién (28) de manera que

N-1

k=Y ok(En)én,

n=0

(69)
y operamos para obtener la formula
M—1
Cij = > 6i(En)g;(En),
n=0

0, equivalentemente, sustituyendo (48)

M—

w
Cij = " py(E,)Pi(Ep).
! nz% Nalaz ’

—_

(71)

VII. LA CADENA DE LAME

Ahora calcularemos la entropia de entrelazamiento
de una de las posibles cadenas de tipo Lamé, en el caso
en el que las constantes del modelo vendran dadas por

Ip = \/(n—i—l)(N—n—l)(N—n—2)(714-;),

(72)
y B, = 0 para todo n. Esta eleccién de los B, no
ha sido elegida arbitrariamente, sino que nos permi-
tird obtener una férmula asintética para la entropia
de entrelazamiento de Rényi en el régimen de “half-
filling” M = | N/2| empleando una teoria de campos
conformes.

12f 4 N
4 s, ™
LOP [ eiliseeeesst™ —
w 08
0.6} .
0.4}
02} ¢ a=2
° a:1
0.0k ‘ ‘ ‘ ]
0 50 100 150 200
L

Figura 1. Entropia de entrelazamiento del estado funda-
mental de la cadena de Lamé para N = 200 para dos va-
lores distintos de « en funcién del tamano del bloque L.
Para o = 2 se obtienen aparentemente dos curvas debido
a las oscilaciones de paridad que se dan para a > 1 en la
entropia de Rényi. La entropia es simétrica respecto del
centro de la cadena por serlo los acoples J,.

Podemos particularizar la expresion del hamilto-
niano fermidnico libre (14) para B, = 0, reescri-
biéndolo de una forma maés simétrica como

N/2—1
HJ)ny = Z I+ Nj2-1 (dindmﬂ + din+1dm)v
m=—N/2+1
(73)
donde J = {Jn}NZ3, dm = cpynp1, ¥y m =

—N/2+1,—-N/2,...,N/2 —1 enteros o semi-enteros
dependiendo de si N es par o impar.

Para derivar el limite en el continuo de este mo-
delo, introduciremos un parametro de separacién de
sitios a, imponiendo a su vez que x = ma, y haciendo
a — 0 alavez que N — oo de manera que a(N —1)/2
tienda a un limite finito [ (igual a la mitad de la longi-
tud de la cadena). Puesto que estamos en el régimen
de half-filling, podemos expandir los operadores fer-
midnicos d, en modos “lentos” 11, r(x) en torno a los
puntos de Fermi +kp, siendo kp = 7/(2a) el momento
de Fermi en half-filling, como

A =~ Va (e () + e Fryp(x)). (74)

De esta forma, haciendo una expansién de Taylor a
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primer orden Ahora bien, como los campos 91, r(x) varfan despacio,
U(z+a) ~Y(x) + ad (), (75)

los términos cruzados del producto djndm+1 —I—djn +1dm

(como por ejemplo iaeQikawL(x)wL(x)) desaparecen
al sumar sobre el indice m. Teniendo esto en conside-
racion, se tiene

(e*r @ty (@ + a) + e *rEDyp(a 4 a)) =

= i(e* ") (z + a) — e *FTYp(z +a)) =

= i(e"*rTyy(x) — e YpR(2)) +

+ia (eikandeL () — e_ik”(?mz/}g(x)). (76)
|

y usando que kpa = m/2, se llega a

dnt1

Ja

| 0 =0
Qb= (e~ M) (e U] (@) (457 () —e T pp () +

—|—ia2 (efzkpzlbz(l,) + elkpww;z(x))( szza 1/}L( )_ efiszaxl/}R( )) _
= a2(w2($)8wwL($) - TZJTR($> me 2sz:EWR + €2zkprL

(

donde ~ 0 indica términos que desapareceran del ha- tenemos
miltoniano una vez hayamos sumado en m. Conside-

= = — l2 2 2 2
rando que a = Az = &y, 11 — T, entonces obtenemos J(wia) = — 1_ ° (1 n a ) oz ~
que a? 12 21 [2

12 x? K2x? 12
. ~ \/ (1-%) (1-"5 ) = @@, @

Z Jm+%_1dindm+1 + h.c. >~
e donde
4
Zaz N (], (x) xT/)L($)_¢}L%($)81wR(ZL‘))Al‘. o (1 a>—1 u

aNT 1t
T N +a N 80

Aunque Kk — 1 a medida que N — oo y por lo tanto
J(z) ~ 1—22/I?, se mantiene  en lugar de escribir un
1 en J(z) ya que mas adelante necesitaremos que la
JmiNj2—1 = J(a:—l—l)/a—% = J(z;a), (77) integral fol J(z)~!' dx sea convergente. Sustituyendo
en (78) la expresién (79), se tiene

Definiendo

como ma € [+ a/2,l — a/2] (los limites de integra-

2 - +
ciéon), y m+ N/2 —1 = (z +1)/a — 1/2, entonces [ ~ Zl/ J(z) [?Z)TL(:U)@xwL(JU)—w;%(x)ﬁwa(a:)] dr
podemos cambiar Y, Az~ [ dx y asf llegamos a a J—i (81)
l Imponemos las condiciones de contorno [1]
~ ) ot ()8 EANRY S
1o [ I} @) h()dva()] da VL (&) = Eiva(l), (52)

(78)
Para la cadena de Lamé (72) presentada al comienzo, e integramos por partes para obtener la expresién



equivalente

1= 20 [ 1) (s @0oente) - vh@atnte >)

a

J’( )

(vh@nla) - vha)onta)) | o

con J' := 0,J. La densidad lagrangiana asociada al
hamiltoniano (81), ignorando constantes multiplicati-
vas sin implicaciones a la fisica del sistema, es

L=} dpr, + 0 — T (Wb — vhoWR) —
2 (Whr — vhn). (34

En efecto, deberemos de comprobar que

H= Z () 0pu(x) — L =
we{L,R}
=iaJ(x) [wz(aﬁ)ggﬂm(ib) — wk(fU)é_;wR(ﬂU)] )
donde
oL .
Tu(T) = m = Z¢L($)~

Sustituyendo lo anterior en la transformada de Legen-
dre se tiene

H = oL + kTR — WL — iR +
J/
i (B}, 0001 — Y ROxR) + i (WL — Vtr)-

J

11

Su hamiltoniano asociado es

H= /Hdz:—z/ J (] 0uthr, — $h0utbm) +

+5(¢LwL - ¢RQ/)R) dx,

v haciendo uso de que el tltimo término se puede in-
tegrar por partes podemos reescribirlo como

< (s —wfn) |,

=0

Lo
[ 5 s = vlon) do =

!
J
- [ 5 OwL60) — 0.0 hon) da
El término primero es nulo recordado las condiciones
de contorno ¢, (+l) = iypr(£l) y que J(I) = J(—I),
ya que

/N

UL L) = V() UR(ED) ) =
(w] CEDwL (D) — (i) (=) (Fi)wn (D) ) = 0.

En particular, tenemos que

. l

2

N | .

Como este hamiltoniano difiere del de (81) en un
factor constante multiplicativo, ambos son fisicamente
equivalentes.

Con esto, la densidad lagrangiana (84) coincide
con la de un fermién libre sin masa de Dirac en un
espacio-tiempo curvo para una métrica adecuada que

l ] l > <>
/_ T0L0un — (@0 vr — ] detn + (O on] do = 5 /_ @ [WL@)0:01(@) — Vp(@)0rYr(@)] da

(

deduciremos mas adelante.

Ahora procederemos a calcular la métrica de fon-
do mediante la expresién general de las densidades
lagrangianas en este tipo de teorfas (1 4 1) dimensio-
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(a)

(b)
Figura 2. (a) Ilustracién de una cadena inhomogénea para
N = 8 sitios. (b) Correspondiente cadena después de de-

formar la coordenada = +— T segin la métrica inducida por
los coeficientes de acoplo Jy,, — J(x).

nales

Lr=elDV, T:= (5;) , U=ul0 (85)

En esta expresién e = det(ej;) es el determinan-
te de las componentes de la base dual de la base
El = g"nae’, (con a,p € {0,1}) y D = E~°D,.
Las matrices v en este contexto vendran dadas por

0 =io®, 4t =0¥,y
1
D, = a + 8w ['7a7'7b] (86)
donde v, = na7’ ¥ (1) = diag(—1,1), y wi es la

conexién de espin. Con esto, la métrica de fondo g,
estd dada por

v = nabezeg7 (87)

y la conexion de espin vendra determinada completa-
mente por la métrica a través de las ecuaciones

wzb = e‘j(VuEb)” =

el (0uE™ + 5, EM) = —wlt,
(88)
donde (I'{,) son los simbolos de Christoffel de la
métrica g, .
Podemos inicialmente suponer como ansatz que las
bases duales (e“) y (E%) son diagonales. Ello implica

[
que
o) _ () 0
g=(mciet),, = (70" ()
gt (1/(5 )" o

(89)

12

Para calcular las derivadas covariantes, desarrollamos
primero los valores de los conmutadores |4, 73], sien-
do los tinicos no nulos los correspondientes a (a,b) =
(0,1),(1,0),

Nopmw [V, 7" = —ilo™, 0¥] =

=20° = 7[’}/1770]‘

[0, 11]=
(90)

Sustituyendo lo anterior en la expresion de la derivada
covariante D, se obtiene

1
DOZ 80+§

1
= 01 z’
0+2w

do+ =

W Yar 1] = ( o —

60) 20° =

donde en la dltima cadena de igualdades hemos usad
el hecho de que wf;b = —wz“. De forma totalmente
analoga, para pu =1 se llega a

1
=0, + 2w01 0. (91)

A continuacién, debemos de desarrollar la expresién
I ’yOEé‘v“DM como sigue

VY ELY* Dy =4 (9" Nace;) 1" Dy = 79" Naacgy" Dy =
1 1
= '709aa77aaea'7aDa = _70D0 + *120'$O’yD1.
€0 €1

Multiplicando ahora por e = det (e/‘j) = 686% la expre-
sién anterior, recordando que o¥c¥ = i0?, entonces
llegamos a que

ey’ = —el Dy + €Ji(io®) Dy =
1
[ 100 + elwglaz +e§o0, + eowm],
0 equivalentemente que

Lrp= eV DV = \IfTeVOlD\I/ =

1
= —‘I/T ( (% + 600' 8 + *61(&)810'2 +

1
5 eow[1n> v,

2

Dado que la densidad lagrangiana (84) se puede es-
cribir en notacién vectorial de campos como

(92)

!
L=ul <at — Jo*0, — ‘;a> v,



comparando coeficientes entre ambas densidades se
deduce que

ed=J el=-1, W=7, JMN=0. (93
De lo anterior y (89), se obtiene a su vez
ds? = —J?(x)dt* 4 da?. (94)

Recordamos que la expresion de los simbolos de Chris-
toffel es

o
bl = iglm (Gmkt + Gmik — Grim) =

1

59 (9kit + Gitk — Ikii)

(95)

donde en el dltimo paso hemos usado que g, g~' son
diagonales. Los simbolos que resultan son (teniendo
en cuenta que I'j, = T' )

/

J
y=0 TIY = 7= dplogJ, T9 =0  (96)

1 1
Lo = 5(2JJ") = JJ' = S0,J% Ty =0, Ijy=0.
(97)
Para finalmente calcular el tensor de Ricci, empleamos
la férmula

Rozﬁ = FZyﬂ,'y - (lOg ‘9‘1/2> yaf +
+ (1oglg1"/?) 1, Ty = T,Th, (98)
donde (log |g|*/?) = log J, obteniendo asf

!/ !
Roo = (J?+JJ") + <JJJ’> —~ <2JJJ’> =JJ",

J J
(99)
Rip = Ro1 =0, (100)
J/2 J" J 2 J"
= (- +5)- (=) =-%. (o1
= <J2+J> <J) 7 1oy

Juntando pues todo lo anterior, el escalar de curvatura
sera

" "
(JJ") — ‘]7 A

J
(102)

1

R=g" Ry, = g" Ry = J2

13

Si se sustituye la ecuacién de J(z) para la cadena
de Lamé, uno observa que R > 0 en todos los puntos
de la cadena y que R — oo cuando x — =£I.

Para obtener la formula de a entropia de entre-
lazamiento de Rényi S4,. de la cadena de Lamé, es
necesario pasar a la forma conformemente plana de la
métrica (94)

ds® = J*(—dt? + di?), (103)
a través del cambio de variable
x
z ::/ J(y)~! dy. (104)
0

Si ahora volvemos a emplear la expresion (79) obte-
nida para J(x) se obtiene

z = larcsn(z/l; k) = IF(arcsin(z/l); k),  (105)
donde
0
d
F(b; k) == / S S— (106)
0 v/1—rZsin?p

es la integral eliptica incompleta de primera especie.
Asi z € [—1,1], donde la longitud conforme ! vendra
descrita por

[=I1F(r/2;r) = K(k)l=K(1—-N"YH. (107
Obsérvese que a medida que N — oo
Z ~ [ arctanh(z/1), (108)

a excepcién de las proximidades de los puntos x = =+lI.
Se puede demostar que la longitud conforme de la
cadena [ diverge logaritmicamente cuando N — oo,
es decir
1 1
K(1-N)= ilogNwLO(l). (109)
Como ya auguramos, el que la densidad lagran-
giana L, asociada con el limite en el continuo de la
cadena, coincida con la de un fermién sin masa de Di-
rac en un espacio-tiempo curvo con métrica de fondo
ds? = J?(—dt?+dz?), permite que el comportamiento
de la entropia de entrelazamiento del sistema bipartito
Sa cuando N — oo pueda ser analizado estudiando
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Figura 3. Comparacién entre la entropia de entrelazamien-
to exacta para a = 2 en funcién del tamano del bloque L
y la aproximacion asintotica proporcionada por la corres-
pondiente teoria conforme para la métrica asociada para
una cadena con N = 200.

la accion euclidea correspondiente a la densidad la-
grangiana Lr = eWUPU. Esta se escribird, salvo por
constantes multiplicativas no fisicamente relevantes,
en coordenadas isotermas complejas como

J

4
SA7a = (1 + a_l) log {WLrel(l - Lrel)NK (1

siendo 7, una constante no-universal independiente
de x,l y N. Es mas, dado que a medida que N — oo
el comportamiento del término de cos es del orden

J

14

1

T 2r

<~ <~
S / J(z)( zazwL + lZJ}L%@Zd}R) dz ANdz. (110)
En la Referencia [2], los autores concluyen que el
valor de la entropia de entrelazamiento de Rényi S4 o
para este modelo bipartito en el que A = [, z] tiene
un comportamiento de la forma

_ 2l T
(14+a~1)log <WJ(x) cos <2l~>> , (111)

donde 7 es un cutoff ultravioleta independiente de =
y de [. Si nuestro sistema de fermiones original esta
particionando como A = {0,...,L — 1}, definiendo
L. = L/N €[0,1] se tiene

1

SA,a = 12

l—=xz

x
=L, —=1-=2L,¢, 112
51 LT b (H2)
ademas de que
2
J(x)~1— 7= ALpei(1 — Lyep), (113)

hasta términos de orden O(N~1). Sustituyendo en la
ecuacién (111) el valor de & y recordando que | =
a(N —1)/2 ~aN/2, se llega a

B 1) . (Warctanh(l —2L,¢) (114)

N 2K(1—1/N)

)b+

(log N)~2 (salvo para valores de L,. muy cercanos a
0 o 1, podemos despreciarlo, obteniendo asi férmulas
suficientemente exactas de cardcter asintotico para Sy

(

1 4 1

SA,a = 7(1 + a_l) log *Lrel(l - Lrel)NK - + Yo (115)
12 m N
1 —1 2 ~

SA,a = ﬁ(l + )log ;Lrel(l - Lrel)NlogN + Ya, (116)

donde de nuevo 7, es una constante independiente

(

de x, [ y N. Asi se concluye que en términos de N, el
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Figura 4. Comparacién entre la entropia de entrelazamien-
to exacta para a = 2 (curvas azules) en funcién del tamafio
del bloque N con L, = 1/2, y la aproximacién asintética
proporcionada por la correspondiente teoria conforme para
la métrica asociada (linea roja).

1 1\ [1 o 27 dt
Yo =5 (1 + a> {3 log2 + /0 [1_04062(acscht — csch(t/a))cscht — 66] t} .

VIII. LA CADENA DE RINDLER

Toda la discusion de las secciones anteriores se ba-
saba en la busqueda de un método que nos permitie-
se obtener férmulas para aproximar asintoticamente
la entropia de entrelazamiento de nuestra cadena fer-
midnica inicial. Ello nos condujo al paso al continuo de
nuestro modelo discreto de NV sitios, y el subsiguiente
artificio de traducir el problema a una teoria de fer-
miones libres de Dirac en un espacio tiempo curvo.
Ahora bien, es provechoso considerar la situaciéon en
reverso; esto es, si queremos estudiar fenémenos fisicos
(como la entropia del vacio o del estado fundamental
|GS)) en un cierto espacio tiempo curvo al cual no
tenemos acceso, jpodriamos hacer ingenieria inversa
partiendo de una métrica deseada para asi inferir de
qué modelo de cadena de espines XX inhomogénea
proviene?

Aunque las habilidades tecnolégicas no nos permi-
tan hacer medidas directas en espacio-tiempos curvos,
existen propuestas de estrategias para desarrollar si-
muladores cudnticos con la tecnologia actual, como
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comportamiento de las expresiones anteriores va como

Saa~-—(1+a HlogN + O(oglog N). (117)

12

Finalmente, por medio de simulaciones numéricas
como la que se ilustra en la Figura 5 se puede corro-
borar que la constante 7, tiene una dependencia con
« muy proxima a la que se obtienen analiticamente
para la cadena XX homogénea

(118)

(

seria el caso de los dtomos hiper-enfriados en entra-
mados 6pticos [3]. Se hipotetiza en la literatura ac-
tual que el vacio de Dirac de ciertos espacio-tiempos
estaticos se puede caracterizar mediantes los denomi-
nados entramados dpticos curvos [1], donde dtomos
fermiodnicos se distribuyen a lo largo de una red 6pti-
ca con amplitudes de salto inhomogéneas, simulando
asi un indice de refraccion dependiente de la posicion.
Esto ltimo recibe también el tratamiento de métrica
optica.

Ya comprobamos que la ecuacién (73) es la versién
discretizada del hamiltoniano de un fermién de Dirac
en un (14 1)D espacio-tiempo curvo con una métrica
de la forma (94). Concretamente, si J(x) = Jy es cons-
tante, recuperamos es espacio-tiempo de Minkowski
en un intervalo espacial finito. La métrica de Rind-
ler se corresponde a la estructura espacio-temporal
que percibe un observador moviéndose con acelera-
cion constante “a” en una métrica de Minkowski, y
vendrda dada por

an
:JO—’_ia

J(x)=Jy+ax, <= J ~

(119)



0.5

Figura 5. Pardmetro 7, para la cadena de Lamé (cruces
azules y verdes para cada paridad) comparadas con la can-
tidad andloga de la cadena XX homogénea (linea roja).

donde Jy y a son parametros libres. Notese la pre-
sencia de un horizonte en xp, —Jp/a, punto en el
cual la velocidad local de la luz se anula. Esto impli-
ca que ninguna informacién podrd cruzar este pun-
to, quedando asi separado el espacio-tiempo en dos
cunas de Rindler [5]. De acuerdo con lo presentado
en las Refs. [0], [7], la entropia de entrelazamiento de
un subsistema constituido por un bloque de tamaifio
A = {1,...,L} del estado fundamental de un siste-
ma conforme con carga central ¢ en una cadena de N
sitios se escribird en el limite termodinamico como

. L
sin W +Snonuniv.,om

(120)
donde ¢ = 1 para fermiones libres, Az = /N es el
cut-off ultravioleta, y Sponuniv. (anteriormente defini-
do como 7,,) es una constante no universal dependien-
tes de a, que se pueden calcular explicitamente para
el caso de fermiones libres [8], [9].

Al igual que sucedia con el caso de la cadena de
Lamé, la expresion (120) se corresponde a la entropia
de entrelazamiento del GS de un hamiltoniano ho-
mogéneo, correspondiente a una métrica de Minkows-
ki. Cuando los fermiones de Dirac se introducen en
una métrica éptica suave como en (94), la conformi-

N

Sao TAx

~ 1—02(1%—071) log {
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dad de la teoria implica que debemos de sustituir las
magnitudes de (120) por sus deformadas segun la nue-
va métrica. Esto es, la longitud del bloque L se debe
transformar segin

B LAz B NAzx dr
L— L= / ——, N— N = / .
v J(T) w0 J@)
(121)
No debemos de olvidar la deformacién del cut-off UV
Ax
A Az(L) = —— 122

donde notemos que ya no es de magnitud constante,
sino que depende del sitio de la cadena L, consistente
con el hecho de que la métrica depende de la posicién.

Asi, obtenemos finalmente
. (=L
S (N)] +Snonuniv.,a~

(123)

Particularizando las ecuaciones (121), (122) y
(123) para el caso de la métrica de Rindler, encon-
tramos que la entropia asintética de la cadena puede

(l—i—ofl) log

SA,oz =~ 12

TAZ

aproximarse como

Si2

100 150

L

Figura 6. Entropia de entrelazamiento del estado funda-
mental para la cadena de Rindler (o = 1/2) para 8 = 2.
Nétese la asimetria de la curva de entropia, en compara-
cioén con las obtenidas en la Figura 1 puesto que los J,, son
asimétricos respecto al eje central de la cadena.
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Figura 7. Comparacién entre la entropia de entrelazamien-
to exacta para a = 1/2, § = 2 en funcién del tamano del
bloque L y la aproximaciéon asintdtica proporcionada por
la correspondiente teoria conforme para la métrica asocia-
da para N = 200.

donde 5 =a/Jyy b = Nf. El que la entropia dependa
unicamente del cociente de a y Jy es debido a que
podemos escribir J(x) como

J(x) = J <1+am> = Jo(1+ Bz) = J <1+bx>,
Jo N

(125)
luego el factor constante Jy es absorbido en las cons-
tantes multiplicativas del hamiltoniano (83), por lo
que carece de sentido fisico. En virtud de lo comen-
tado, se tomard Jy = 1 para el resto del trabajo, y
b serd el parametro que se mantendra libre. Hacemos
notar que, si bien existen las oscilaciones de paridad
para o > 1, éstas supondran una pequena correccion
a la entropia de entrelazamiento tal y como predice
CFT.

IX. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos analizado el problema de
calcular la entropia de entrelazamiento del estado fun-
damental de un sistema cuantico, asi como la difi-
cultad que ello acarrea. Si bien ya comentamos que

(W loli(gl(f fi)/ N)ﬂ + Snonuniv. o (124)
1.801
1.75¢
1.70
U;S 1.65
1.60
1.55¢

100 150 200 250 300

N

Figura 8. Comparacion entre la entropia de entrelazamien-
to exacta para o = 1/2, § = 2 en funcién del tamano del
bloque N con L, = 1/2, y la aproximacién asintética pro-
porcionada por la correspondiente teoria conforme para la
métrica asociada.

N =200

XXXXXXXXXXXXXX]
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Figura 9. Parametro 7, para la cadena de Rindler con
B = 2 (cruces azules y verdes) comparadas con la canti-
dad andloga de la cadena XX homogénea (linea roja).

en la gran mayoria de los modelos este cédlculo resul-
ta imposible debido al crecimiento exponencial de las
matrices involucradas, hemos presentado una familia
muy amplia de sistemas en los cuales existen técnicas
alternativas que reducen el problema a uno resoluble:
las cadenas de espines de tipo XX. Partiendo de la



estructura hamiltoniana de estos modelos, hemos in-
troducido transformaciones adecuadas que transfor-
man un modelo de espines 1/2 en uno de fermiones
libres sometidos a un cierto potencial quimico. De esta
forma, hemos podido reducir la situacién a estudiar
el espacio de una particula, y la energia asociada a
la excitacion de cada uno de los distintos modos en
dicho espacio, encontrandose asi una relacién entre la
entropia de entrelazamiento y la matriz de correlacion
del sistema.

Visto ya que el calculo de la entropia del GS esta-
ba relacionada con la diagonalizacién de un tipo espe-
cial de matrices tridiagonales, surgié de forma natu-
ral la cuestién del estudio abstracto de familias finitas
de polinomios ortogonales. Con esta herramienta ma-
tematica hemos sido capaces tanto de diagonalizar de
forma sistematica mediante férmulas cerradas nuestro
hamiltoniano, como de obtener el espectro de nuestro
sistema, que seria suma de cada una de las energias
asociadas a las excitaciones de los distintos modos de
una particula. El inconveniente principal de este en-
foque es la necesidad de, primero, aplicar una recur-
sién polinomial a tres términos de forma exacta, para
después tener que encontrar las raices del ultimo po-
linomio, de grado creciente con el niimero de espines.
Claramente, para cadenas con un nimero fisicamente
realista de sitios, este método se vuelve computacio-
nalmente inviable, y es ahi cuando la teoria de campos
conforme entra en juego.

Hemos desarrollado paso a paso cémo trasladar
un modelo discreto, como es una cadena de espines
con N — oo, a un hamiltoniano continuo asociado a
un fermién libre de Dirac en un cierto espacio-tiempo
curvo. Para teorias cudnticas de campos, existe ya nu-
merosa literatura en la que se ha calculado férmulas
para la entropia de entrelazamiento correspondiente
al estado fundamental de un hamiltoniano dado en
un espacio-tiempo de Minkowski. Sin embargo, lo que
nosotros hemos obtenido no es una métrica plana, sino
generalmente dependiente de la posicién en la que nos
encontremos en nuestro espacio de longitud finita; ello
se debe a que las cadenas con las que trabajamos no
son homogéneas y tienen parametros de salto J, de-
pendientes de n. Por lo tanto, la conjetura razonable
seria el emplear esas mismas formulas existentes pa-
ra métricas planas, que involucran magnitudes como
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la longitud de la cadena, pero empleando en su lugar
esas mismas magnitudes deformadas de acuerdo a la
métrica.

Para corroborar todo lo expuesto relativo al marco
tedrico planteado, se realizaron simulaciones numéri-
cas con Mathematica para dos casos de cadenas par-
ticulares: la cadena de Lamé y la cadena de Rindler.
Centrandonos primero en la Figura 1 se ve que, en
el caso de la cadena de Lamé, la entropia en funcién
del tamano del bloque L posee simetria respecto del
centro de la cadena, heredada de la misma simetria ya
existente en las constantes J,, de la ecuacion (72). Asi-
mismo, si L — 0 o L — N se observa que la entropia
decrece abruptamente; intuitivamente esto tiene sen-
tido ya que en estas situaciones el subsistema A no
es comparable al tamano del sistema B, siendo uno
mucho mayor que el otro, por lo que cabria esperar
una interaccién mucho menor entre ambos, con una
menor correlacién. El méximo se alcanza en L = N/2
en parte porque al tener el mismo tamafio, existe una
mayor cantidad de pares de espines, cada uno de un
subsistema diferente, que pueden interactuar dos a
dos, dando lugar asi a més correlaciones. A parte, el
haber trabajado con valores de a por encima de 1 ilus-
tra las oscilaciones en la entropia de entrelazamiento
de Rényi, que ya predice la teoria pero cuya natura-
leza no discutimos por salirse de los objetivos de este
trabajo.

En la Figura 3 comparamos la aproximacion a la
entropia proporcionada por el modelo continuo de una
CFT y la obtenida mediante métodos analiticos exac-
tos. Lo primero que se aprecia es el excelente ajuste
que se obtiene en ambas ramas de la entropia (segin
la paridad de L), lo cual justifica y valida las aproxi-
maciones que se han empleado en la teoria. Por otro
lado, este ajuste es peor conforme nos acercamos a
tamanos de bloque extremos, siendo éste mejor para
la curva superior que para la inferior. Esto se debe
en parte a que la teoria conforme predice el compor-
tamiento de S,ssymp con la libertad de un pardmetro
de desplazamiento vertical 7y, que va sumado, como
se muestra en la expresién (114). A la hora de ajus-
tar las aproximaciones a los valores calculados de la
entropia, por simplicidad no hemos llegado a calcular
dichas constantes no-universales, y en su lugar hemos
ajustado haciendo un promedio con los tres puntos



centrales de la cadena {N/2, N/2 £+ 1}.

Ahora bien, lo anterior nos ha permitido corrobo-
rar la dependencia de las aproximaciones con el ta-
mano del bloque L del subsistema, perdiendo toda
informacién acerca de su dependencia en el tamafio de
la propia cadena N, ya que todo término dependiente
de este parametro era absorbido en el término de la
constante v, por trabajar a N fijo. Es por ello que en
la Figura 4 hacemos lo propio estudiando Sassymp(V),
fijando como tamano del bloque L = N/2. De nue-
vo, se tiene una perfecta prediccién de la aproxima-
cién que se ajusta a la dependencia en N de ambas
oscilaciones de paridad, especialmente para la curva
inferior. Juntando estos resultados con los de la fi-
gura comentada anteriormente, tenemos prueba de la
validez de las expresiones asintéticas deducidas en la
seccién correspondiente a esta cadena.

Con el fin de estudiar diferencias y similitudes en-
tre distintas cadenas, se repitieron los mismo calculos
para la cadena de Rindler. A la vista de la Figura 6,
comprobamos el comportamiento universal de la en-
tropia de entrelazamiento en las cadenas cuando el
tamaifio del bloque L es minimo o maximo. Para es-
ta cadena, en contraposicion con lo obtenido para la
de Lamé, se tiene una clara asimetria de la entropia
respecto al centro de la cadena, consecuencia inme-
diata de la existente en los coeficientes J, de Rind-
ler. Si nos fijamos en cudn buena es la aproximacién
asintética de la teoria conforme en la Figura 7, vemos
de nuevo el excelente ajuste que proporcionan las ex-
presiones deducidas en la correspondiente seccién. Es
pertinente comentar que para esta cadena el ajuste
es practicamente perfecto en la mitad derecha del ta-
mano del bloque L, mientras que es peor en la mitad
izquierda; posiblemente esto ocurra por la misma asi-
metria inherente a la cadena que hemos comentado.
No obstante, las formas de ambas curvas casan cuali-
tativamente entre si y ponen de manifiesto la validez
de las férmulas empleadas. Por ltimo, al fijarnos en
la Figura 8 es claro que la expresién de Sassymp, aho-
ra vista como funcién del tamano de la cadena N, es
un excelente sustituto al cédlculo explicito por medio
de diagonalizacién analitica del modelo, considerando
el ajuste preciso que obtenemos en todo el intervalo
analizado.

Teniendo todo lo expuesto en cuenta, podemos
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concluir que las cadenas de espines son modelos idea-
les por poseer férmulas asintéticas para la entropia de
entrelazamiento del estado fundamental, cuya validez
hemos comprobado de primera mano mediante simu-
laciones. A su vez, hemos podido verificar la conjetura
con la que partiamos en la introduccién de este tra-
bajo, que afirmaba que las féormulas asintéticas para
una teoria conforme en (1+1)D dimensiones eran las
de una métrica plana con las magnitudes deformadas
de acuerdo a la métrica inducida por los coeficientes
Jn. Estas férmulas, a diferencia de la diagonalizacion
analitica del modelo, permiten una expresion cerra-
da de la entropia de entrelazamiento en funcién del
tamano del sistema, lo cual proporciona informacién
acerca de su comportamiento critico. Es mas, la ex-
presion (120) posee como parametro de ajuste libre la
carga conforme de la teoria, que en todo el andlisis se
ha tomado como ¢ = 1, y que corresponde a la de una
teoria de fermiones libres. Esta eleccién se tomo por
ser la que se especifica en la literatura, pero el exce-
lente ajuste de las expresiones confirma que de hecho
es la eleccion correcta, y es consistente con expresar la
densidad lagrangiana del modelo continuo en térmi-
nos de la densidad de un fermion libre sin masa de
Dirac en un espacio-tiempo curvo (85).

Los resultados obtenidos abren paso a una gran
variedad de caminos a considerar para futura inves-
tigacién. Por ejemplo, seria interesante indagar en la
naturaleza fisica de las oscilaciones de paridad que
se observan para la entropia de entrelazamiento de
Rényi para valores de o > 1, estudiando y deducien-
do férmulas analiticas para la dependencia de 7, con
« para las distintas cadenas inhomogéneas. No obs-
tante, si que pudimos ilustrar mediante las Figuras
5 v 9 los asertos que se hacen en la literatura acer-
ca de la pequena correccién (~ 0,4 si @ > 1) que
dichas oscilaciones suponen a la entropia. Seria in-
teresante considerar mejores ajustes de las férmulas
asintoticas, mediante técnicas mas refinadas que los
métodos empleados en este trabajo, que consistieron
en tomar una cantidad finita de puntos y promediar
el error punto/aproximacién. Otra ruta posible es in-
tentar extrapolar las técnicas de teorias conformes a
cadenas con parametros B, no idénticamente nulos, o
con momento de Fermi arbitrario; recordemos que en
nuestra discusién hacemos un uso fuerte de que esta-



mos en el régimen de half-filling para desarrollar los
operadores fermidnicos como modos lentos en torno
a dichos puntos. El andlisis que seguimos se basa es-
pecificamente en la entropia de entrelazamiento bipar-
tita de un sistema, pero podria ser ilustrativo tratar
de generalizar la discusién a otras clases de entropias
multipartitas ([10], [11]) como podrian ser las medidas
de Schmidt, el entrelazamiento geométrico, o la me-
dida de “tangle” de Coffman. Finalmente, un ltimo
punto a mencionar es que se desconoce a dia de hoy
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el por qué, para ciertas cadenas, la constante no uni-
versal v, es tan préxima a la de la homogénea X X,
dada por la férmula exacta (118). Prueba de ello lo
encontramos en las simulaciones presentadas en las
Figuras 5 y 9, donde para la cadena de Rindler el
ajuste es perfecto hasta llegar a valores de o > 1, mo-
mento a partir del cual las oscilaciones de paridad se
comportan con tendencias opuestas a la seguida por
la cadena homogénea pero que no son tan distantes
cuantitativamente hablando.
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