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INTRODUCCION

Una forma de volumen 5L sobre una variedad diferenciable M, da

lugar a un operador divergencia definido por la igualdad:
I'X'Q= (divﬂx).ﬂ_ L para cada X ¢ ¥ (M).

81 D es un operador que aplica ¥ (M) en JF (M),3 en que condiciones
se verifica la igualdad D = div,;, para alguna forma de volumen 7
definida sobre M?.
Del andlisis de esta cuestién, ha surgido la teoria de operadores
diverggncia expuesnta en el capitulo I, que rebaaa'ampliamente los
1fmites del objetivo inicialmente planteado; Los resultados funda-
mentales y las tecnicas de trabajo desarrolladas eson utilizados
posteriormente (en el capfitulo 1I) para le resoluoién de algunos
problemas relacionados con la teoria de conexiones lineales y la
teoria de Sprays, que mas adelante detallaremos,
La seccién 1 (Cep.I) debe considerarse introductoria; En ella se
fija la terminologia, y se detallan algunas propiededes destacables
del operador divergencia asociado a una forma de volumen, finalizendo
con una descripcién geométrica de la actuacibn de este tipo de opera-
dores sobre los campos vectoriasles, y que de algune manera nos ha
sugerido ;a cuestién a la gque antes haciamos referencia.
Se establece también el concepto de densidad, que "sustituye" en
variedades no orientables al de formes de volumen,
La peccibn 2 estd conmagrada al estudio de clertos operadores "“tipo

divergencia" que localmente proceden de una forma de volumen (defis .
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nioién 2.1.1). En una primera parte se prueba (proposicién 2.4.1)
que este tipo de operadores vienen ceracterizados por tres de las
propiedades globales del operasdor divergencia usual expuestas en la
secoién precedente, Estas propiedades se habian utilizado previa-
mente para definir el operador divergencia abstracto (definicién
2.1.2), por lo que ambos conceptos resultan ser equivalentes, adop-
tédndose finalmente el nombre de operador divergencia para designar
este tipo de operadores y reservando el nombre de operador divergene
cia trivial, para aguellos qué se obtienen a través de una densidad
(vease proposicién 2,2.1).

El haoﬁo de que un operador divergencia determine locdlmente una
forma de volumen salvo constantes multiplicativas no nulas (propo-
sicién 2.4.4), motiva la definicién 2.5.1 de transporte paralelo de
formas de volumen é lo largo de una curva continua respecto a un
operador divergencia, tems al que hemos dedicado los pardgrafos 5 y
6, estableciéndose en este dltimo condiciones topolégicas sobre la
variedad M, necesarias y suficlentes para que todo operador diver-
gencia definido sobre ella sea un operador divergencia trivial
(teoréma 2.6.10).

Por otra parte todos los operadores divergencia se pueden obtener
de uno dado afadiéndole 1-formas cerradas (proposicién 2.2.2),1lo0
cual permite asoéiar a cada operador divergencia div una idnica forme
g, pare cada eeo?ién local S del fibrado de bases L(M) de manera que

8e verifique la condicién div = div_ + W

s g en el dominio de 8, siendo

divs la divergencisa respecto a la forma de volumen cenonicamente aso-

oiada a la seccién (2.3.3) .
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En el pardgrafo 3 de la seccién 3 (proposicién 3.3.1) se asocia a
cada opersdor divergencia div, cierta 1-forma w definida sobre L(M),
R-invariante y cerreda, que verifice! Wg = s*w para toda seccién
local S, quedando w univocamente determinada por la condicién ante-
rior.

Los pardgrafos 1 y 2 de esta misma seccién estén dedicados al estudio
de las 1-formas R—invarigntes y vertddslmente cerradas en L(M), y
en particular sl de 1~formas R-invarientes y cerradas, y de clerto
tipo de formas que hemos denominado unitarias. La justificacién de
este estudlo se encuentra en las proposiciones 3.3.1 y 3.3.3 en
donde se caracterizan completemente las l-formes en L(M) que pro-
ceden de un operador divergencia, resultando ser estas las l-formas
unitarias y cerradas. Por otra parte en el pardgrafo 4 (proposicio-
nes 3.4.1 y 3.4.4) se demuestra que la condicién necesaria y sufi-
ciente para que una forme unitarie y cerrada dé lugar a un operador
divergencia trivial, es que sea exacta.

Finalmente en la seccién 4 se hace un estudio paralelo al realizado
con el operador divergencia, de un operador mds general, que hemos
denominado operador pseudo-divergencia (definieibn 4.4.1) y que se
corresponde con las formas unitarias de L(M), por medio de la misma
regla que establece la correspondencia entre operadores divergencia
¥y las formae unitarias y cerradas (proposiciones 4.3.1 y 4.3.2 ).
Dicho operador viene caracterizado por las dos primeras propiedades
que definen el operador divergencia; En términos generales la pérdida
de la tercera propiedad equivale & la pérdida del caracter cerrado

de las formas relacionadas con el operador, y en consecuencia deja
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de ser localmente un opprador divergencia usual. Sin embargo las dos
propiedades que 10 caractrizan son ain lo suficientemente fuertes co-
mo para permitir generalizar gran parte de._las cuestiones tratadas
en las dos secclones precedentes, perdiendose , esocsi , una buena
parte del contenido geomdtrico-intuitivo .

El capitulo II se inicia con una seccidn preeliminar que tiene carac-
ter introductorio, en donde se fija la terminologia y se enuncian los
resultados que serdn usados en las secciones siguientes .

La seccidn 2 (cap. II) estd dedicada al estudio de las conexiones
lineales r que conservan local b globalmente , una forma de volumen
por transporte paralelo (definicidn 2.1.1) : Si (w;) son las proyec-
ciones verticales de [/ y la forma unitaria,w:wi+ ...-&wﬁ (que he~
moe denominado tragza de la conexidn) , da lugar a un operador pseudo-
divergencia que transporta formas de volumen de la misma menera que
I” (teorema 2.2,2) . Esto permite caracterizar este tipo de conexio-
nes , & travds de la traza (enp el teorema 2.2.4) utilizando los teo-
Temas 4.3.3 y 3.4.5 (cap. I) .,

Por otra parte , en el par&gfaro 2, ¥ restfingiendonos al caso de
conexiones aimetricgs, se reiaciona la prpiedad de simetria del ten-
sor de Riceci , con las cara&farizaciones anteriores.(teorema 2.3,.4).
Hemos denominado sprays equivalentes a aquellos gue poseen las mis-
mas curves integrales sobre la variedad M, salvo cambios de parame~
trizacidn (definicidn 3.1.1) . En el pardgrafo 1 (seccidn 3) se tra-
ta sobre este tema llegando a obtener el siguiente resultado:

*Dos sprays )4 va son equivalentes 8i y so0lo 81 existe una 1-forma

o sobre la variedad M , tal que £ = ¥ +«U', siendo U el campo



de Liouville en T(M) (propoeiciones 3.1.4 y 3.1.5) , y esto permite
concluir en el pardgrafo 2 (teorema 3.2.2) que una conexidn simetri-
ca [ y un operador psudo-divergencia div , determinan unlvocamente
otra conexidn simdtrica , con spray de geoddsicaes equivalente 8l de
[ y operador pseudo-divergencia asociado igual a div.
En 1la Ultima seccidn se apliceh los resultados anteriores para la ob-
tencidn de clertas conclusiones relativas al spray de geoddsicas de
une conexidn g =conforme (definicidn 4.1.1), siendo § una mdtrica
riemenniena :
La proposioidn 4.3.1 ,establece por un lado , que el spray de geoda-
sicas de una conexidn conforme , es equivalente al de alguna conexion
mdtrica,y por otro , en la proposicidn 4.3.2 8e demuestra que cual-
quier spray equivalente al spray de geoddsicas de una conexidn mdtrica
es el spray de geoddsicas de elguna conexidn conforme .,
Finalmente , el teorema 4.1.1 mﬁestra que una conexidn g-conforme
queda univocamente determinada por su operador pseudo-divergencia iro
asociado .
Deseo por Wltimo agradecer a D, Joaquln Arregul Fernandez la ayuda

¥ el estimulo prestados para la realizacidn de esta memoria .



CAPITULO I

OPERADORES DIVERGENCIA SOBRE UNA

VARIEDAD DIFERENCIABLE



-1 -

SECCION 1

EL OPERADOR DIVERGENCIA USUAL

l, Formas de volumen.

En todo este trabajo se supone que M representa una variedad dife-
renciable real de dimensién finite n, sin borde y conexa, cuyas topo-
logia subyacente satisface el segundo axioma de numerabilidad, y el
axioma de separacién T2. ‘

Si U es un abierto de M, ¥(U) denota al dlgebra de Lie de los
campos vectoriales diferencimbles definidos sobre U, y F(U), el
anillo de las funciones diferenciables definidas mobre U con valores
reales, Por diferencishle debe entenderse C™ ,

DEFINICION 1.1.1

Sea I un espacio vectorial real de dimensién finita n. Una forma
de volumen 52 sobre E es un elemento de ST(E) -{0)} stendo SL(E)
ol espacio (unidimensional) de las n-formas en E.

Una forma de volumen SZ sobre E, induce como es sabido una orien-
tacién: si u = (“1""'“n) es una base ordenada de E, se dice positi-
vamente orientada respecto a ST 81 12 (ul,...,un)> O, en caso contra-
rio (es decir si. .Q(ul, -esyu ) < 0) se dice que (u, ceeyu) estd
negativamente orientada.

Las formas de volumen 52 y n' sobre E, se diran equivalentes si
definen 14 misma orientacién sobre cada base ordenads de E.

La condieién necesaris y suficiente pare que A y ﬂ' sean

’
equivalentes es que exista un numero a >0 tal que Sl =alS?.



DEFINICION 1.1.2

Una n-forma diferenciable n sobre M se dice que es una forma de
volumen ( sobre M) si S2(m) es distinto de cero para ceda punto m
de M. la variedad M se dice orientable, si admite una forme de volu-
men.

Obsérvese que una forma de volumen S1 en M, induce para cada punto
m de M, una forma de volumen S (m) sobre el espacio tangente a 1a
varieded por el punto m, T M.
DEFINICION 1.1.3 |

Dos formase do-voluman-n y s sobre M se dicen equivalentes, si
S?_(m)' es equivalente a SZ'(m) para cada m& M. Una orientacién en
M, s 1a clase [J2] definida por la forma de volumen 52, respecto
de la anterior relacién de equivalencia. Si £32] es una orientacién
entonces [-52] ( que es claramente otra orientacién), se lleme orien-
tacién inversa. o

Si (U,#) es una carta con ¢=(x;,...,xﬁ) v 51 una forma de vo-
lumen en M, mse dice que (U, &) esta'po-itiva.mente orientada (respeto
a 52 ) si 1a funcibn 52 (59’-[?, ...,5%-,-,). es siempre positiva en U.
PROPOSICION 1.1.4 ' -

Sea S2 una forma de volumen sobre M, entonces
1) E1 ¥ (M)-mbédulo S2 ™(M) de las n-formas diferenciables sobre M
esta goncr-ado por S2 .
11) si [y AP 9] para £ € T (M) se tiene
a) 57-' es forma de volumen sobre M si y solo si f(m) # o Vmém.

)
b) la forma de volumen {2 gefine 1a misma orientacién que §2 81 y-



solo si f(m) > o VmeM.
1ii) M es conexa si y solo si edmite unicamente dos orientacionss
distintas. ( vease por ejemplo [1])

2. Densidades.

El concepto de densidad sobre una variedad diferenciable, que se
va a establecer a continuacién, sustituye en variedades no orientables
alrconcopto de forma de volumen. ( vease (23).

DEFINICION 1.2.1

, Sea E un espacio vectorial real de dimensién finita n. Se dird
que & es una densidad sobre E si 0 =/52| para aslguna forma de vo-
1umon.51 definida sobre E.
DEFINICION 1.2.2

,Una densidad ® sobre una variedad diferenciable M es un operador
que asocia a cada punto m& M una densidad (P(m) sobre el espacio
T;h, tangente a la variedad per el punto m, de manera que: para cada
meM, existe U entorno abierto y conexo de m y S2 forma de volumen
o1} U, tel que 0 = I15L] en U. En estas condiciones, se dird que la
pareja (U,52) es compatible con 8.
PROPOSICION 1.2.3

' Sobre toda variedad diferenciable M, sea o no orientable, existe
una densidad. ([2])

3. Divergencia respecto a una forma de volumen.

Tenlendo en cuenta que 1la derivada de Lie Lx respecto a un campo
X de una n-forma es otra n-forma, se puede establecer la sigulente

definicién.



DEFINICION 1.3.1
81 52 es una forma de volumen sobre M y X< X (M) se define la di-:

vergencia de X respeocte & SL , como la funcién dinh X ¢ F (M) que
verifios la cendicién L, J2 = ( atv X)J2.

- En la siguiente proposicién se resumen algunas prepiedades elemen-
tales del operader divergencia cuyas demestraciones pueden verse en
1y [31.
PROPOSICION 1.3.2

18152 es una ferma de volumen sobre M entonces ®Bé tiene
i) diw_rn (x+Y) = divnx; di\h Y para X,Y < X (M)
11) aiv, (fX) = Lyf+¢ diy, X para f€ F (M) y x€ X (M),
111) Ly(divg Y) - Ly(div, X) = divg (LeY).
iv) Si U es un abie;to de M entonces divy, (x/0) =(div, X)/U para
TeX ().
v)i 8i Pe€ F (M) y *(m) #e para todo punto m de M entonces
diven X =-—;4ah37_ X siendo X € X (M).

1

vi) 81 (U, ﬁ') es una carta de M ,¢=(xl,...,xn) y J2/u =rax~ ... ax®

: . 3
para clerta funoién Fé¢ F (M), entonces para cualquier campo X =xi--
i

3x4
i
sobre U se tiene divnl = i_é_; + J_EI
> x Ix

vii) 81 ac X y a ¥ o entonces div, = divy .
NOTACION 1.3.3

Con objeto de aligerar la notaoidén se hace el siguiente convenio:
Si+ U es un abierto de M, D es un opsrador que actua sobre X (U) con

valores en J (V) yXe ¥ (M) 1a expresién D(X) significa D(X/U).



4. Una interpretacién geométrica del operador divergencia usual.

La interpretacién geométrica del operador divergencia usual que
aqui se va a estudiar, es conocida para el operador divergencia usual
en B> (vease Swartsz: Cours a° analyse tomo 1§ y aunque en la biblio-
grafia consultada, no hemos encontrado rastro de ella para el caso
general, no podemos estar del todo seguros de su originalided. De
cuaiquier forma, esta 1ntei'pretac16n ha contribuido muy positivamente
a la génésiq yA fiesarrollo de este travajo, por lo que nos parece
acertado dedicarle el ultimo pdrdgrafo de esta primera seccién intro-
ductoria,

PR;:ELIMIMRES 1.4.1 ( la referencia es [1] y (2] )

Supongase la variedad M orientada por una forma de volumen .17. .

Si w ea una n-forma con soporte compacto contenido en una oarta (U,ﬁ )
positivamente orientada, se define _[w =~[U {w/U0), y el valor de

esta integral es independiente de la cartas positivamente orientada

(0,8) (vease (1] ). Por medio de una particién diferenciable de la
unidad, puede extenderse la definicién de jw, para n-formas w con sopor:
te. compacto; E1 teoréma de Representacibén de Riesz establece que

existe una dnica medida & sobre los conjuntos de Borel .B de N (y

por tanto una comdeccién /1' ), de manera que para cualquier funcién

t ¢ F (M) con soporte compacto se tiene /1’ dps =jf.f7. . Se denotard

( pera ung funcién f AL-integrable) & la integral /r am , p‘orjfﬂ.

Un subconjunto D de M es medible, si su funcién caracteristica Xp
es integrahle; se denotard por vol. D a la integral jXDJ'Z ¥y repre-

senta la /:-medida del conjunto D,



Se mantendran fijos a 1o largo de este phrdgrafo:
a) El1 operador divergencia div subordinado por la forma de volumen .
b) Un campo de vectores diferenciable en M, X.
¢) Un punto p de M,

d)' Un flujo local (P de X, ( 0¢I intervalo abierto de B ), tal

t) tel
que el dominio U de definicién de las Ft es un entorno abierto de p.

Para la demostracién del siguiente teoréma se tendrd en cuenta que
1
(LIQ)/U =t]—'>1'81(ﬂ - Ft'_rZJ (vease (3] )

TEOREMA 1.4.2

Sea D un subconjunto de M relativamente compacto y D<CU. Para t su-

ficientemente pequefio, sea D, = Ft(D), gl V(t) = vol D, entonces

jn(div X) = dt

=0
Demostracién:

L

Teniendo en cuente que por el teoréma del cambio de variable es

v(f) = vol Dt = ]Dtﬂ =]D(Ft )’ﬂ se tiene que

= tl-?%t[j;ﬂ' -[‘Q'] lig '}‘;j [‘Ft)m -52)-

.
w2 [ fawn
( vease la nota 1.4.7 del final de este pardgrafo).
DEFINICION 1.4.3
Sea {D( A )}A(I I, = (- €, €) una familia :ie subconjuntos de M, Se
dird que {D( A )}‘Jelt se contrae diferencimblemente hacia el punto p si

1) D( A) es un entorno medible de p, para A£ o y D(o) = p .
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2) Para cada entorno V de p existe S >0 tal que D(A ) estd contenido

en Vpara |Al< & .
3) lLa aplicecién Iéa,\h«» vol D(A)eR es diferenciable en el pun-
to A =

Observese que sl F es funcién continua entonces 1lim -QELLE——j = F(p).
- 0 vol D(»

PROPOSICION 1.3.3

Sea {D(A)}A ¢1, una familia de subconjuntos medibles de M que se
ﬁpntrae diferenciablemente hacia el punto p, (puede suponerse sin perd
dida de generalidad que cada D(A) satisface las hipbtesis de 1,4.2)
v sea D,(A) = F.(D(4)), V(£,4) = vol(D,(A)) y V (A) = vol D),

Entonces se tiene:

o2y dVo
53—5—€_ = - (div X) Ao OB particular si
(t,4)=(0,0)
2
dvo} =1 entonces a%—lé- = = (div X)
a7 A0 A% (4,4)=(o0,0) P

Demostracibn:

Aplicando el teorema 1.4.2 a cada D(A) se tiene

GO(A) =(€;¥— )(o’)) = _-/D(A) (div X) 52 , teniendo en cuenta que
j;gx)(div X) A v ()) ,
A{}g vo(;) = (div x) ‘se 1llega & que lim-v—(x— = =(div X)p
por tanto:
52 av. v (4)
(m%)( - a—r"/m - 4E 3 (gl - V(o)) = g —5— -
v (A) v _(A) av
=1ig—7— . lim —%— - - (div X)_. —=
Vola Ao A p da A=0

Como corolario de esta proposicién se obtiene el siguiente

mOATDIRey S
TEOREYAA . ta



TEOREMA 1.4.4

En las mismas condiciones de la proposicién anterior, y suponiendo

que:
T3 ‘ y __ #o, se verifica la igusldad
293% /(40 é‘?ﬁ)(o,o) AA [A=0 7%

vol D (4) - vol D(4A)
vol D(A)

1
~(div lt)p —t}’ig tl};ilg

En terminos mas imprecisos se podria escribir

{VOIDt'WlDl

o= (dvx), = Mg g t piip vol D.

<1p}
resaltando de esta manera, el aspecto geométrico de la formula
anterior.

D'emostraciénz

vy

3 2y
Por 1.3.3 se tiene: - (div X)p. T Ji=0 -( )(o )" {5'1?37)(0,0)=

- g %[ V(}, t) = V(o,8) _ yp Y(A,0) - v(o.o)]

A0 A
_ 11 14 vil, t) - V(J.o)} teniendo en cuenta que:
- % Aﬂ% A
1 A
= 1im
iv_‘! iso v.(A)
dA A=0

VA1) - V) A Jos asctr:

1
Queda -~ (div X) ig Tt'[ ];3.!61
A V()

d‘

...a

[ vol Dt(A) - volD(A)J

3| 11g
t vol D(X)

- (aiv X*)p = %}

o

OBSERVACION 1.4.5

d%y \ 2y
Notese que para que la condicién(a—-———‘\ B‘t)(o o)= 9t o (o, 0) sea
N 1 4

satisfecha es suficiente con que la funcién Vo(/\) sea diferenciable



en un entorno de A:o.
NOTA 1.4.6

La validez del intercambio entre la integral y el limite, efectuado
en la demostracién del teorema 1.4.2 viene gaerantizada por el sigulen-
te lema (vease por ejemplo Cra;ner: "NMetodos matematicos de la esta-
distica" Ed. Aguilar).
Lema.

Sea g(m,t) una funcibn definida en I, D con valores reales tal que,
la funcién g, definida por gt(m) - g(m,t) es integrable en D para to-

do t € I. Supongase que para |t[< £ y meD existe %f y verifica

,%%[ck para cierto K yo. Entonces :

2

2 )
3t Lgtj?. = nﬁ/t=j“ :

En efecto es suficiente comprobar que la funcién g definida por

t=0

la ecuacién:

gy(m)S2Um) = glm, 6)S2m) = P (S2(Fy(m)))

verifica las condiciones del lema anterior.
Si se denote g(m,s) =(%E¥)(‘m"3) = és(m), por (3] (proposicién

1.3.6) se tiene Lx(gaﬂ) = gB.Q.,con lo que
(Lxgs-f—ga'div St = gsﬂ , por tento div(gBX) =g, yla funcibn

ét(m) =(3a—§—) (m,t) = div (gtx) es claramente une funcibn continua

de I, U en B y por tanto acotada en E&,E.];D, por ser D relativa-

mente compacto.
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SECCION 2

OPERADOR DIVERGENCIA ( ABSTRACTO)

1, Definiciones.

En la seccidén precedente se ha visto como una forma S2 de volu-
men sobre la variedad M, da luger a un operador divergencia, denotado
por div, y se ha estudiado su comportamiento general, y su signi-
ficado geometrico.

En esta seccién se va a hacer un estudio de aquellos operadores
"tipo divergencia" que actuan sobre X (M), y que localmente se compor
tan como un operador divergencia, en el sentido que se precisa en la
siguiente définicibn, y que se introduce por necesidades de tipo
tecnico:

DEFINICION 2.1.1

~  Un operador divi ¥ (M) > F (M) se llamard operador tipo divergenci
8l para cada punto m de M existe un entorno abierto U, de m, y una
forma de volumen 51 sobre U. de manera que para cualquier X ¢ ¥ (M),
sea (div X)/U = div, X ﬂvease NOTACION 1.3.3)

La definicién anterior se establece pof condiciones de tipo lo-
cal. Mas adelante se tratard de caracterizar & estos operadores por
condiciones de tipo global, comprobando que esta definicién es equi-
valente a la sigulente:
DEFINICION 2.1.2

Un operador divs X (M) ——> F (M) se llamaréd operador divergencie

abetracto, o simplemente operador divergencia si verifica las siguiente

propiedades, para X,Y¢ ¥ (M) y £ € F (M) arbitrarios :
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i) div(X+ Y) = div X+div Y
11) aiv(fX) = L £+ £ div X
111) Lp(div ¥) - Ly(div X) = aiv (X,Y) , donde [X,Y] = LY, denota
el corchete de Lie, entre los campos X e Y.

2. Existencia de operadores divergencia.

i Obsérvese que por la proposicién 1.3.2, todo operador tip§ diver-. :c
gencia es un oﬁerador divergencia abstracto (basta tener en cuenta
que las propledades i), 11i) y 1ii) de la definicién anterior son
vdlidas en un entorno de cada punto y por tanto tambien globalmente)
¥ que un operador divergencia respecto & una forma de volumen es
ambas cosas 8 la vez.

PROPOSICION 2.2.1

Sobre toda variedad M, existe algun operador divergencia'(abatrac-
to).
Primera demostracion:

La proposicién 1.2.3 asegura la existencia de une densidad 8 so-
bre M. Se comprobard que la densidad O da lugar, de forma natural,
a un operador divergencia divy , de manera que si (U,52) es una pa-

reja compatible con O ( vease prop. 1.2.3) es div, = div o/u*

51 m es un punto arbitrario de,M’y/I’es un,oampo/cualquigrq dev
X (M), se define (divy X)(m) =(div,X)(d),)siendo (U,)2) una pareja
compatibl; con O , §al que mé U; Si (U’;Sf) es otra tal pareja en-
tonces div, (x/U)(m) = div,'(X/U°)(m) y la definicién de (divg X)(m)
carece de ambiguedad; en efecto:

En la componente conexa V de UNU’ que contiene a m, se tendrd

£2°/V = F.(52/V) elendo Fe F (V) y edeméds |(52/V)| = IRl (s2/V)] =

= I(-Q/V)I =8/V por 1o que |Fl es una constante igusl a 1, y F es
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constante en V. Por la proposicién 1.3.2 (propiedades iv) y vii) ) es

( divﬂ. xX)/V = div_n_/vx = divr(n/v)(X) = divn./v(x) = (dizn_: X)/v.

El operador div‘9 o8 de esta forma un operador tipo divérgencia ¥y en
consecuencia, un operador divergencia ( abstracto).
Segunda demostracién:

En esta demostracién no se utilizard la existencia de densidades
sobre la variedad:

Sea (U un recubrimiento localmente finito de M, formado por

. e
abiertos simplemente conexos y.s‘zi una forma de volumen Bobre cada Ui;
sa denota por div1 al operador div, i. Si (}51)1 el es una particién
diferehciable de la unidad subordinada al recubrimiento (Ui) i; I
se prﬁeba que el operador ot :¥ (M)~ ¥(M) —— ¥ (M) definido (para

X,YeX(M)) por o(X,Y) = (Lxﬂi)(diviY) - (I.Yﬂi)(divix) (se utilizard:

siempre el oriterio de sumacién de Einstein) es uns 2-forma cerrada . .

sobre M, y por ser cav.ie..U1 simplemente conexo, es exacta sobre cada

Ui (vease [4) ). st 0(1 es una 1-forma en U, tal que dO/i = O(/Ui y

e8 el operador definido por la férmula Di(x) = div, X -% o, X,

D 3 §

i
para X £ -.z‘.‘.(Ui), se puede comprobar que el opera&or definido por
div X = ﬂi])i(x/Ui) para cada X ¢ X (M) verifica las ﬁropiedades i),
i1i) y 1i1) de la definioién 2.1.2, y es por tanto un operador di-
vergencia abstracto. T

Se probard a continuaciéx/x gque todos los operadores divergencia

sobre M pueden obtenerse de uno dado, sumandole l-formas cerradas.
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PROPOSICION 2.2.2

Si div es un operador divergencia y & es una l-forme esswsda en
M, se define el operador div+ & : ¥ (M) — F (M) de forma que:
(div+ o¢ )(X) = div X + &/(X) para cuslquier X & K (M). En estas condi-
ciones, se tiene:
1) div+ X es operador divergencia si y solo si & es cerrada.
11) Si div’ es otro Operacior divergencia, existe * 1l-forma cerrads
tal que div’= div+o .
Demosatracién:
i) Considerese el operador div+o para ¢ 1l-forma en M, entonces para

X,Ye £ (M) y £ ¢ F(M) se tiene:

1) (ddv+oe Y(X4+Y) = Aiv(X+ Y)+ & (X4 Y) = div X+ o/ (X) 4+div Y+ & (Y) =:E

= (div+ > )X+ (div+ )Y,
2) (div+ o¢ )(£X) = div X+ & (£fX) = fo+:l’(div+b-' )X,
3) Ly (8iv 3 &)Y - Lo (dive o )X = (ddv+ v )(x,Y) = Ly(aiv ¥) = L(aivx
1
- aiv(x, Y] + L(Y) - L(*X) - «5,Y] = 0+ 3 a(x,Y).
En consecuencie, div+ o es operador divergencis si y solo si dx= 0
i1) Sean div y diy' dos operadores divergencia. Se probard que
= div’- div es una 1l-forma cerrada de M, En efecto:
8l X,Ye X (M) y £ ¢ F(M) se tiene
1) & (X+4Y) = (div’= div)(X+Y) = (div’= div)X 4 (Aiv'~div)Y =« X ¢ & Y.

é) o (£fX) = (div’=div)(fX) = div’(fX) - div(fX) = Lf+t div(X) -~

in’—f divX = f£,o(X) por tanto es l~-forma. Finalmente:

a%(X,¥) = Ly(« Y) - L (& X) -u(x,Ylj = '1.1( div’yY) - Ly(div'X) -

div’[X,Y] —[Lx(div Y) - LY(div X) - div I,Y] = 0 por tanto ¢ es

ol

1
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cerrada y div’ = div+ o ,

3. Propiedad de localizacién de un operador divergencia.

Probaremos que un operador divergencia es localizable en el sentido
que precisea la siguiente definiecién:
DEPINICION 2.3.1

Un operador D: ¥.(M) —> X (M) se dice localizable, si para cada
abierto U de M, existe un operador D/Ulz £ (M) —> F (M) (lease D
restringido a U) de forms que para cualquier X¢ ¥ (M) es (D/U)(X)=D(X)/U.
Claramente, si tal restriccién existe, es Unica. Nos referimos a D/U
como una localigacién de D.
PROPOSICION 2.3.2

Todo operador divergencia sobre M, es localizable.
Demostracidn:

Si O es una densidad sobre M, se probard inicialmente que divy
e8 localizable: Si U es un abierto de M entonces div&/U es precisdmente
la restriccién (divy)/U buscada del operador divy , en efecto:
Si Xe X (M) y p es un punto arbitrario de U, tomemos (V,{2) compatible
con ® y tal que p € V; Entonces: (diva/Ux)(p) = (divg X)(p) =

= (dil.v0 X)(p) (vease proposicién 2.2.1) con lo QL;.B di"a/ux = (d:w‘9 X)/u.

'Si div es otro operador divergencia arbitrario, por la proposicién
2.2.2, existe o¢ 1-forma cerrada en M, de manera que div = dive+ o,
y teniendo ‘en cuenta que cualquier l-forme en M es localizable, se
llege trivialmente a qué div es localizable; Concretamente:

div/U = divg/u + O/U y div/U resulta ser un operador divergencia

sobre U en virtud de la proposicién 2.2.2 .,
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Segunda demostracién:

En esta demostracién no se utilizard la exitencia de densidades
sobre la variedad. Esquematicamente puede hacerse en dos pasos:
1) Si div es un operador divergencia, U es abierto de M y X,Y ¢ ¥ (M)
verifican X/U = Y/U entonces (div X)/U = (div Y/U).En efecto:
Se utiliza un método sta_ndaz‘, basado en la funcién "meseta® y la
propledad ii) de la definicién 2.1.2; Si p & U se puede tomar un en-
torno V suficientemente pequefio de p y una funcién f: M — [o, 1]
diferenciable verificando las condiciones:
a) la adherencia de V esta contenida en U,
b) t:“l en Vy £ = o-en 8l complementaric de U.
En esta situacién es fX = fY y por tanto div(fX) = div(fY) pero

div(£X)(p) = (Ly2)(p)+ £(p)(div X)(p) = (div X)(p), andlogemente

aiv(£Y)(p) =(div Y)(p) y en consecuencia div X = div Y en U.

2) E1 operador div es localigable. En efecto:

Sea U abierto de M. Se define el operador div/U de la torma.que pi-
gue: 8i Xe¥(U) y peU, sea V un entorno suficientemente pequefio de
Py i un campo de X (M) tal que X/V = X/V; se toma entonces
('di‘v/’U)‘(x)('p)/ = (div "?)(p); pbr 1a parte 1) de esta demostracién la
definicién de (div/U)(X)(p) carece de ambiguedad y como ((div/U)X)/v=
= (div 'i)_/v, (div/U)X es diferenciable en el entorno de cada punto

p de U y por tanto diferenciable.

Se comprueba inmediatamente que div/U es una localizacién del operador

div, y un operador divergencia sobre U,
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CORVENIOS Y NOTACIONES 2.3.3
81 8 = (el....,‘en) es uns base local de campos definida sobre un

abierto U de M, es util considerar la forma de volumen §7 8 definida

en U por 1la condicién SZB( el, ...,en) = 1., E1 operador divergencia

di‘.’ﬂ. s, 8e denotard por divB; 61 div es un operador divergencia so-
8

bvre M, entonces div/U - divB define una l-forma cerrada sobre U que

J P
se denotard por W 8i 8 = Sﬁ= () xl’".'bxn) para oada carta (U,gd)

con g = (xl,...,xé), se escribird ﬂsp= :zﬂ , div s¢= d1v¢ y
"si"p.

Finalmente, con objeto de aligerar la notacién y siempre que no
hglla lugar a oconfusiones se establece el siguiente convenio que
complémenta el establecido en 1.3.3:
si Dt (M) —— F (M) es un operador localizable y X un campo de-
finido en un abierto U de M se escribird D(X) en lugar de (D/U)X.
PROPOSICION 2.3.4

Sea S = (el....,en) una base local de campos definida sobre un =0 :.

abierto U de M y (Nl, ceey &) Bu base dual entonces

k d )
divge, = - & [ei,ak'l - En particular el § = Sy = (a-—xi,...,;;) es
J
div, —— = o.
¢3 xi .
Demostracién:

Se tiene (Leiﬂs)(el,...,en) = Lei(ﬂs(el,...,en)) -

h .
~£ﬂs(el' ceey [ei,ek],c-"en) = - qu[ei,ek] y Y8 Que - s P

o - -

[ei,ek]= qd [ei,ek]ej y Qs(el,...,en) =1,
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4. Equivalencia entre los operadores divergencia y tipo divergencia.

Este pardgrafo esta destinado & la demostracién de la equivalencia
entre las definiciones 2.1.1 y 2.1.2.
PROPOSiCION 2.4.1
' Sea S o une forme de volumen sobre la variedad orientable M y
feF(m). st atv - divy + df, entonces es div = div, eiendo
L = (exp"f)j'zo.

Por otra parte si 51 es otra forma de volumen en M tal que div divj-z-

existe una constante a # o tal que S2= afZ. |
Demostracién:

Sea F =exp £ y Si= Fi7,. Para cada X¢ X (M) se tiene

]

Lyil= LX(FHO) =(LxF)J'Zo+ F.Lxﬂo = ($ +d1v_,7_ox).f2 y como £ = log F

1?
queda div, X = divp X+ df(X) = div X, pues 5= Lx(log F).
Por otra parte si div, = div; siendo 352 = GJ2 para cierta funcién
diferenciable G 1+ M —— R , entonces para cada campo X & X (M) se
G LxG'
y tiene div: X = —-G—-d'iivn X'y por tanto 8s —5—'= Lx(loglGl) = 0 Vxex(m)

Por ser M conexa log | G| es una constante beR y G =teb

Un operador divergencia div subordina en un entorno conexo U de

cada punto p de M, una forma de volumen 1, de manera que div/U = div_ﬂ_

¥ 31 queda univocamente determinada salvo constantes multiplicativas
no nulss.
Demostracidn:

Sea péM y V un entorno orientable de p; sea 57_0 una forma de volumen
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sobre V; por la proposicién 2.2.2 existe ™ 1-forma cerrada en V tal
que div/V = divn°4 o , eligiendo un entorno conveniente U de p,
conexo, contenido en V, en donde ¢,/U sea exacta se tendrd:

a1v/U = divg syt df, siendo fe F (U) tal que daf = ®X/U. Por la Proposi-

cién anterior div/U = div,

siendo JZ= (exp f)(J2 /U).
La ultima afirmacién del teoréma es consecuencie inmediata de la
d1ltima afirmacién de la proposicién 2.4.1,
COROLARIO 2.4.3 .

Todo operador divergencia es'un operador tipo divergencia ( y re-
ciprocamente).

En adelante la expresién " operador tipo divergencia" no volverd
a ser utilizada.
DEFINICION 2.4.3

Sea div un operador divergencia sobre M., Se dira que la pareja .
(U,52) es compatible con el operador div si:
i) U es un abierto conexo de M y J& es una forms de volumen definida
sobre U.

11) aiv/U = divg.

COROLARIO 2.4.4

See div un operador divergencias, p&M y jzp una forma de volumen

en TpM, entonces:-

v

1) Existe una pareja (U,J2) compatible con div tal que p<U y
S2, = JZp).
2) 81 (U’,52°) es otra pareja compatible con div, peV yJ"Zp =$2.'(p)

entonces 52=J2’ sobre la componente conexa de UMY’ que contiene a p.

o
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1) Por el teoréma 2.4.2, existe (U,S2) compatible con div, tal que
pelU. Si eaﬂp = aﬁ(p) para cierta constante a # o, yJS2= e JZ '
entonces 1a pareja (U,52) es compatible con div (pues div/U =divy =
= 4V, 5 = divy ) ySL(p) =37,
2) Por hipétesis es JI(p) =51°(p) =52p, s8i V es la componente conexa
de UNU’ que contiene a p entonces (V,52/V) y (v, 52/V) son compati-
bles con div y nuevamen¥e por el teoréma 2.4,2 existe a ¥ o tal que i

’ ! - :
J2/v = a(J2/v) pero S (p) = aSl(p) =52(p), luego & = 1 y J2/V =32/v. ;

5. Transporte paralelo de formas de volumen.

En todo este pardgrafo, se supondrd que div es un operador diver-
gencia fijo sobre la varieded.

La referencia general para las cuestiones relacionadas con la in-
tegracién de 1-formas & 1o largo de ourvas es [4).
DEFINICION 2.5.1

Sea ¢:(a,b)] —> M, una curva continua con ¢ (a) = p, yJ’Zp
una forma de volumen en TpM. Se diréd que ﬂ(t),té [a,b] es un tramspor-,
te der;f?p a lo largo de U s8i:
1) 52(+t) es, para cada t<(a,b) una forma de volumen en %_(t)ll vy
ﬂ(a) = sz-
11) Para cada t ¢ [2,b] existe: U entorno. conexo de. 9}(*&0), 51 torma
de volumen en Uy £ %o de manera que si [t - t <€y té(e,b), es
T(t)e U yIL(a(t)) =32(t).
Por otra parte, si siempre puede elegirse la pareja (U,J2) de manera

que sea compatible con el operador div, entonces JL(t) se designard
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como el tramsporte paralelo de ﬂp a lo largo de U respecto al ope-

rador div, Se probard a continuaoién que tal transporte existe, y es
Ynico. Por razones de tipo tecnico se estudiard primero la unicidad,
PROPOSICION 2.5.2

El tranaporte paralelo de 57 P 8 1o largo de T respecto a8l opera-—
dor div, si existe, es \nico.
Demostraociéns

81 S2(¢) y fl‘(t), te [a,b] son dos transportes de 52, & 1o largo
de ¢, ol conjunto J ={ te la,b] 52(%) =§(t)7 88 no vacio pues
S1(a) T-—S—i(a) -=.52p, ¥ por razones de continuidad es cerrado. Para
probar que J = [a,b], es suficiente ver que J es abierto ( en la topo-

logia relativa a [s,b]): Supongase t,€J, es decir _Q(to) = i(to),

y sean (U,52) y (U,-ﬁ-)‘ parejas compatibles con el operador div, con

G'(to)é U, para lae cuales exista £>o0 de forma que si |t - 1:°| £

y te(a,b]) sea T2t) =52( a(t)) ¥ 52(%) =52(¢ (+)). Para t = t, =0

tiene entonces 52(¢(t°)) =5‘2(<r(to)) y por 2) del corolario 2.2.4
es 2= 3L ¥y por tanto JI(%t) = 52 (¢) para té(to-e yE*E )n (a,b)]) .

COROLARIO 2,.5.3

See 0T:[a,b) — M una curva continua (T (§) = p) y c <R tal
que a< c <b. 8i se denota por O, = V/[a,c] T, = V/[c'b]y le(t). nz(t)
SL(t) los transportes de SZp a 1o largo de U,, de -le(c) a8 lo largo

de (r2 y de SZP 8 lo largo de 0, respectivamente, entonces:

JL(%) =521(t) para t< (a,c] y Ji(t) = 522(1;) para t € [e,b] .
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Demostraciént
Observese simplemente que el transporte (t) de _sz definido por
51,(¢) 81 te(a, c)

J2 (%) =
S2,(t) el t¢ {e,v)

define un transporte de 5} 1;.# lo largo de T respecto a div, y que

este transporte, por la proposicién 2.5.2 es ¥nioo,
PROPOSICION 2.5.4
Dada O':[a,b) —> M continua (T (8) = B) , existe ﬂ(t),té [a,1],

transporte de ﬂp a lo largo de U , respecto a div.

Demostracién:

Para demostrar la existencia es suficiente hacerlo, en el caso de
M orientable, pues en otro caso se podria dividir O en trozos de ma-
nera que cada uno de ellos pudiera sumergirse en un abierto orienta-
ble de M. La unicidad del transporte en cada trozo y el corolario
2.5.3, nos garantiza entonces la existencie global del transporte en
U . Asi pues si STZ. e8 una forma de volumen en M y div = divﬁ-‘ -

para cierta l-forma ® cerrads, y suponemos JZ(p) --JZp, se define:

t - t
JL(t) = (exp/ad)ﬂ(a‘ (t)) en donde 1a integral /BO( , esta
tomada a 1o largo de U . Observese que Q(a) = Jl(p) = ﬂp. Por otra

parte, 81 £(t) es una primitiva de X a lo largo de U con f(a) = o,
se puede escribir SL(t) = (exp £(t))S4( < (t)).Se probard ahora que

52(t), es el transporte paralelo de _Dp a lo largo de @ respecto g

divs
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si toe[a,b] , Be toma U entorno conexo de G‘(to) y £ primitiva

uniforme de oo en U con £{0 (t)) = £(t) para t suficientemente pro-

ximo a t_ ¥y t € {a,b) . E1 par (U, (exp £)51) es compatible con div

(teoréma 2.4.2) y verifica la condicién requerida,
NOTACIONES 2.5.5
El transporte paralelo de Slp a8 lo largo de T respecto al operador

div se denotard por (O'.Szp)div(t) o simplemente (U'ﬂp)(t) cuando

no halla lugaer a confusién,

51 T(v) = q, a 1a forma de volumen (U'JZP)(b) en TqM, se denomi-
naréd transporte paralelo de p & q de .Qp a lo largo de T (respecto

a div) y se denotard por U‘ﬂp. Es claro que si aé& & o8

o(asy) = a(ﬂ‘flp).

Veamos que O-XLP es independiente de 1la "parametrizacién" ele-
gida para T ,
PROPOSICION 2.5.6

Sea T:[a,b] —> M una curva continua con 0 (a) = p, ¢ (b) = g

y ITZP forma de volumen en TpM. Supongase t = t(8) aplicacién biyectiva
de [c,d] em [a,b) y diferenciable tal que -g—g Yo para s¢ [¢c,d]. Enton-
ces s8i 6:(5) = T(t(s)) .para 8 e[c,d] es O'.J'Zp = a'ﬂp (observese

que t(e) = a y t(d) = b).
Demostracién:
Puede suponerse que 0 esta contenida en un abierto orientable U,

pues 81 no fuera asi, dividiendo & ¥ en trozos de manera que cada
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uno de ellos este contenido en un abierto orientable, podria apliocarse
el mismo razonamiento & cada trozo, garantizandonos la proposicién
2.5.2 y el corolario 2.5.3, la validez del resultado en todo T ,

S10 ¢ Uy 5L es una forma d& volumen en U tel que JZ(p) =J‘Lp se

tiene:

o512, = (€32 )(0) = (expj’u )52(a) = (expféu 1) = (F52,)(a) =

='&52pyaque /a -=/_o< .
g T
OBSERVACION 2.5.7
En virtud de la proposicién anterior, se pueden manejar ( por lo que
se refiere al transporte paralelo de formas de volumen) sin pérdida
de generalidad exclusivamente curvas continuas O , parametrizadas en e
intervalo [o,l] . En este caso se denominard a O camino de origen
O (0) y extremo 0 (1).
Por otra parte si T y T son dos caminos talee que T (1) = T (o) = q

se define el camino compuesto UT por:

I a(2t) si o(—té%

(T )(t) = (vease (5]).

1t(2t -1) s 3<t<1

¥y resulta ser un camino de origeh 0’( o) = p y éxtrémo T (1) = q’.
En estas condiciones puede enunciarse la siguiente proposicién:
PROPOSICION 2.5.8

Si " y T son dos ceminos en M con G (1) = T (o) = q, y.TZp una

forma de volumen en TpM (7 (o) = p) se tiene: (T 1 )J"zp =T (T J'Zp).
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Demostracién:

St T(t) = o (2t) para o< té-% y T(t) =T(2t - 1) para tg[_la:’l}

observese que (U T )/[o,-l-] =0 y (T )/[;’1] =T . Supbngase
2 2

Gﬂp = ‘Qq por el corolario 2.5.3 es
(a’ﬂp)(t) para 0<%t ¢

(o © )ﬂp)(t) = por tanto
('Eﬂq)(t) para %ét <1

ol

(o 'C)IZp = ((o1 ).Ylp)(l) ="E_S?q, finalmente por la proposicién
e 8 =F =q T = 1

2.5.6 o 52, V'—Ylp ﬂpy TS, ‘Z.YZq uego

(T ).\’lp =1 ﬂq = ‘E(U‘J_Lp) como queriamos demostrar.

La referencia para las cuestiones relacionadas con homotopla de ca-~

minos es [5].

TEOREMA 2.5.9

Sean U o7 V’l dos caminos con el mismo origen p y el mismo extre-
mo qy J’Zp une forma de volumen en TPM. Si 0"0 es hométopa a O'l
(relativamente a los extremos) entonces Q-OSZP = 0‘1ﬂp.

Demostracién:

5i la variedad M es orientable, la demostracibén se basa en la inva-
riancia de la integral de una l-forma cerrada a lo largo de caminos
hombétopos de extremos fijos; En efcto: si ﬁ es una forma de volumen

en M con ﬁ(p) = ﬂp y div = divi + & para clerta l-forma & cerrada,

entonces al serju =]o( (1) se tiene
LA %

O-O_S?p = (exp/u )ﬁ(Q) = (ex-pjcw ):’0‘2{(1’: a-lﬂp'

T
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La tecnica para demostrar el teorems en el caso general, es andloga
a la que se utiliza para probar la igualdad (1) por lo que s0lo se
daran algunas indicaciones:
Sea ot I, I — M (I = (0,1]) 1a homotopia que relaciona T,

con (Tl. Para cada s<¢ I es (Ts(t) =0 (8,t) (t&#I). Se probara que
B &I ke (Ta_Qp, es localmente constante. Para s & I, se establece po

un procedimiento standar; la existencis de una particién

0= to< t cee <tr = 1 del intervalo I, y de una colecoién de pare-

1

jas {(Ui,-(?_i) /1= 1...r) compatibles con div, de manera que
o*so[ti _ 1,t1] €U (1=1...r) yolte(t, _,,t,] se tenga
(T, _Qp)(t) -—-57.1( G(t)). Por razones de continuidad, para s sufi-

o

clentemente proximo a By tambien se tiene O‘s(ti - l’ti] < Ui y
( 7, 32) () = £2,(T (t)) para te (8, _ ,,%,) 1 =1...r, do esta

forms. a-ej'Zp = (G‘Bnp)(l) =Qr(‘1) = (Usonp)(l) = O-BO'QP'

NOTA 2.5.10
Sea U un lezo por pe M (es decir U es un camino con origen y
" extremo igusl & p). Si ﬂp es forms de volumen en TPM' entonces .

o j'z_p tambien lo es, y existe una constante a # o tal que O"ﬂp = 8.57p

dicha oonstante &, no depende:
1) de la forma de volumen _Qp elegida en TPM’ pues si ﬂp es otra dis~

-—

tinta, sera = bﬂp para bek’ y vj“Zp =cr(bSZP) = b(o'S‘Zp) =

p
- v(a¥2 ) = afl .
b(a p) apr
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2) del representante elegido de la clase de homotopia {d] definida
por ¥ en T‘)l(M,p) (grupo fundamental de la variedad por el punto p),
por el teorema 2.5.9.

Por tento la constante a solo depende de [T) y en consecuencia el

operador div, subordina una aplicacién E de nl(m.m) en B” , de for-
ma qué '(c‘_ﬂ_p) = E(q) np para .ﬂp forma de volumen en Tpm.

PROPOSICION 2,5.11
La aplicacién E definida en 2.5.10 es un homomorfismo entre el

¥
grupo r'll(M,m) y el grupo multiplicativo R .

Demostracién:

Sean T y T dos lazos por p, y ﬂp una forma de volumen en TPM,
por la proposicién 2.5.8 es (T T ).S?p = (T ﬂp) por tanto
E( L[] L] )_rzp = E[crt].rzp =(ot )s‘zp ='L‘.(V‘S7,p) =T (EL0]) IZP) =
= E(9)T(5) = EM ELT-]YZP.

6. Divergencias triviales.

Se va a estudiar un tipo especial de operadores divergencia que
denominaremos divergencims triviales. El niotivo de esta denominacién,
es el de que estos operadores como se vera, proceden de una forma de
volumen o de una densidad, y son por tanto operadores divergencia
en el sentido usual.

DEFINICION 2,6.1

Sea p un punto de M y div un operador divergencia. Se dira que

div verifica la condicién T(p), si cumslquiera que sea el punto q <M

y los caminos T y T uniendo p a q e8 [g-\2 |z 52 p[ para algu-

pl =

na forma de wvolumen ﬂp en TPM. Se dira que div es un operador diver-



gencia trivial si div verifica la condicién T(p) para algun punto

PéM.

Teniendo en cuenta que ¢ (a S7p) = a(vnp) para 8 & lf es claro que si
la condicién T(p) se verifica para alguna forma J Zp de volumen sobre

TPM, pe verifica para cualquier otra,

PRUPOSICION 2.6.2

Lae condicién T(p) es equivalente a afirmar que |q npf =/.Qp) para

cualquier 1azo por el punto p ( y para toda forma de volumen ﬂp en
T M).

P )

Demostracién:

Supongase que [T npl =]j'lp[ para cualquier lazo por el punto p

Yy sean C‘l, Ué doa caminos uniendo p a un punto q de M. E1 camino

oi 0‘-2'1 es un lazo por el punto p y por la proposicién 2.5.8 es
-1 ! i
'((7'1 T, )ﬂp’ = l T, (U'ISYP)‘ que coincide por hipotesis con '_Szpl

L -1 _ 4 ’
sl vl"lp = .S_Zq entonces U, 57q _Eﬂp (siendo £ = *1) ¥y

-1 -1 .
VZ( Ty _Qq) = V2(<‘5 ﬂp) e8 decir (T, . Va)ﬂq = £ Vzﬂp). pero
q_;l. T, es homotopo al lazo constante en g , por 2.5.9 es

(a5 Ty =2 ¥ 152 = €CT,50)| =) T,50f

El reciproco es trivisal.
PROPOSICION 2.6.3

81 O es una densidad sobre M, el operador div o verifica T(p)

para todo pe M,



- 28 ~

Demostracién:

Sea p un punto cuslquiera de M y)'[p forma de volumen en TPM tal
que O (p) =L5’Zp| « Por la proposicién 2.6.2 es suficiente probar que
para cualquier lazo T por p es [T ﬂp‘ =[ﬂpl . Para ello se demos-
trard que los conjuntos J ={ texr / I(o ﬂp)(t)l = 0 (T (t))} e I son

iguales; El conjunto J es cerrado (por razones de continuidad) y no
vacio (0oe J), basta probar entonces que es abierto (en I): Sea toé J,

os asotr (o S8 ) = 8(T(t))), y sea (U,12) una pareja compa-
tible con divy de forma que para |t ~ t_|<€ y t€1I sea

(¢ 52.)(¢) = S2( (1)) (definicién 2.5.1). Como IS2(T e ] =

= (e 51)(t)| = 6 (T (¢,)) se concluye que (U,51) es compativle
con ® (corolario 2.4.4) y |S1|= 8/0. Por tanto, para |t - <€
teTes [(cSL)(0)| =[SUT (41| = O (T (1)) ¥y e,

Reoiprocamente
PROPOSICION 2.6.4

81 div es un operador divergencia tr'iviavl, oexiste @ densidad en
M, tal que div 8 = div. -
Demostracibn:

Supongase que div verifioa'T(p) para clerto punto p<& M, y sea Qp

una forma de volumen en TPM' Si qe M, la densidad O (q) =[q’.§7p| sobre
TqM, queda univocamente determinada, independientemente del camino

T que une p a q. Se probard que la msignacién q@ e & (q) define unea
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densidad sobre M y que d1v0 = div. 81 (U,52) es una pareja compatible
con div tel que qe U y S/(q) = Qq, entonces |J2/= &/U ya que para
cada punto me U, si 0’m es un camino contenido en U que une q a m,

se tiene (O'mnq)(t) =.Q(O'm(t)) y por tanto|SZ (m)l =[ O‘mS'Zq[ =

=| U‘m(v‘ﬂp) \ = \(U.U‘m)(S?pH = 0 (n) con lo cual queda conocluida la
demostracién, |

Tgniendo en cuenta que' toda densidad O sobre una variedad orienta-
ble es de 1a forma O = |32l para alguna forma de volumen JZ sobre
M, se obtiene el sigulente corolario.
COROLARIO 2.6.5

S1 M es orientable y div es una divergencia trivial, existe S
forma de volumen en M, tal que divn = div,

Por otra parte, y como consecuencia inmediata de lap propositiones
2.6,3 y 2.6.4 se tiene:
COROLARIO 2.6,6

Un operador divergencia trivial verifica la propiedad T(p), para
todo péEM,

Finalmente utilizando una tecnica completamente andloga a la de la -
demostracién de 2.6.4 se puede probar:
PROPOSICION 2.6.7

Si div es un operador divergencia sobre M, tal que existe p ¢M de
forma que' para todo qé M, y cualquiera que sean 1los caminos T y T

uniendo p a q es o ﬂp = tS"Ip para J'Zp forma de volumen en TPM, enton-

ces: la asignacién q .y r,rﬂp (g (o) =pyo(1l) =q) define una

forma SL de volumen en M, tal que diw_,z = div.
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Se plantea ahora la siguiente cuestion: dado un operador diver-
gencia trivial div sobre M, ¢ que condiciones debe cumplir le l-forma
cerrada & para que el operador div+ & , sea un operador divergencia
trivial? La respuesta puede obtenerse a8 trav. és del siguiente lema.
LEMA 2.6.8

Sean div y div’ dos operadores divergencia sobre M. Supongase

div’= div+~ para cierta l-forma o cerrada. Si IZp es una forma de
volumen en TpM ¥y 9 es un camino con origen en el punto p entonces
= O‘

Demostracién:
Por razones ya conocidas puede suponerse qua el camino < eeta
contenido en un abierto orientable U, y orientado por una forma de

volumen JZ tal que Qp = 3 (plivease por ejemplo la demostracién de

2.5.6). Supongase que div = div + /5 en U para cierta 1-forma cerra-

da g Entonces div’ = div + (x+) y se tiene:
(7520 g1 (0) =[oxpf b opp YU () = ¢ exp/ o) (exp /) 2(a(s)
= Coxp 3T IL )y (0).

El resultado se sigue haciendo t = 1.
PROPOSICION 2.6.9

Sea div un operador divergencia trivial en M y & una 1-forma ce-
rrada. Entonces, div+or es operador divergencia triviel si y solo si
x es exacta.,
Demostraciéng

Sea np una forma de volumen eh TpM ¥y ¢ un lazo por el punto p;
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Por el lema anterior, se tiene la igualdad: (O-'Qp)diwu =

= exp(jb( )(r.rj'z‘p)ﬁ:lv por hipétesis es I(Wﬂp)div' =,“Qpl y se
tiene: \((r“np)din.otl = (exp/vo" )l_ﬂ_p\. Por tanto

= "SZP | para cumi-

a) 81 &K es exacta, esjo( =0y I(O-'Qp)divq»u

o
quier lazo ¥ por p, luego' div+ X es trivial.

b) Reciprocamente, si div+ & es trivial entonces exp/b{ = 1 para
cualquier lazo @ por p, es decir, / > =0y Wesn ex:cta.

Como consecuencia inmediata de eZta proposiciébn se sigue el si-
gulente teorema:
TEOREMA 2,6.10

La condicién necesaria y suficiente, para que todo operador divergen
cia en M sea trivial, es que el primer grupo de cohomologlia de De
Rham HJ‘(M) sea identicemente nulo.

Demostracién:

Si div es un operador divergencia trivial ( cuya existencia esta
garentizada por la proposicién 2.6.2 ), todos los demas operadores
divergencia sobre M, son de la forma divw 4 &, para X 1-forma cerra-
da en M {proposicién 2.2.2); basta aplicaer shora la proposicibn

2.6.8.

7. Algunas notas y observaciones,
Este pax.‘égrafo tiene por objeto reunir algunas notag y observaciones
de 1ntere'a,referentes a las cuestiones que se hé.n tratado a 1o largo
de esta seccién, y que intercalades en el texto pricipal, hubieran

roto en parte la linea expositiva.
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2.7.1

La proposicién 2.6.7 permite obtener por medio de los operadores
divergencia, el conocido resultado de que toda varieded simplemente
conexa es orientable. Es mas, todo operador divergencia en M, procede
de una forma de volumen. En efecto: Si M es simplemente conexa, div
e8 un operador divergencia en M, y_flp es una forma de volumen en
Tpm, para todo punfo q ¢ M y cualquiera que sean los caminos O y T
que unen p a q, s8e tiene que O y T aon hométopos y por la proposi-

cién 2.5.9 cTSZp =rﬂp. El resultado se sigue de 2.6.7.

2,742
A un operador divergencia div sobre la variedad M, se le puede aso-

ciar de manera natural una clase de cohomologia en Hl(M): 5i divo es

una divergencia trivial y div = divo + & o para cierta 1~forma o(o

cerrada, la clase de cohomologia [O( o]éﬁl(M), queda univocamente

determinada por el operador div, pues si div. es otra divergencia

1

trivial y div = div + o = div, (Oeo -D(l). Por

1 1 entonces div.

1

2.6.8 e8 O -0(1 exaeta y [o(o] =[O(1] .

Observese que div es trivial si y solo si su clase de cohomologia

agociada es la clase nula,

2;7 -3 '
Una clase de cohomologia c eHl(M) se puede identificar con un

homomorfismo ¢ 1:‘711(M;p) —— (R,+ ) de la siguiente manera: si

O'éﬂl(M;p) Yo -.-.[D(] entonces c[O’J =‘£Df (vease [5)).

Por otra parte esta identificacion define un isomorfismo entre los
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grupos Hl(M) y Hom(T]l(M;p), (R, )) (teorema de Hurewitz). Desde este

punto de vista, la clase ¢ de cohomologia asociade a un operador di-
vergencia div sobre M, admite una interesante interpretacién geomé-

trica: S1 pc M y 0" es un lazo por p entonces lgﬂp[ = (exp c[o] )IJZP'
En efecto: si divo e8 un operador divergencia trivial y div = ‘divo+o(

( [« ]} = c) entonces por 2,6.8 es ‘(a‘jzp)div.l = (°‘Pj°‘ )’(Vﬂp)uv‘ =
a o

= (exp c[a) )]SZP! .

Observese finalmente que la relacién entre el homomorfismo

E :Tll(M.p) — ly, asociado al operador div en 2.5.10 y la clase

de cohomologia c es lE[v]l = exp ¢{v) .

2.7.4

La existencia de divergencias triviales en M, podria haberse dedu-
cido sin utilizar la existencia de densidades sobre la variedad:
S1 div es un operador divergencia y pé& M entonces loglEl es un

homomorfismo de nl(m,p) en (R ,+ ) (vease 2.5.10),’ que por el teore-’

ma de Hurewitz, corresponde & una clase de cohomologia ¢ = (v] & (M)

- E1 operador d1v°=’ div - o es un operador divergencia trivial ya que
(cJ1) | - ] - -
‘ p'aiv | = (exp U-O() I(Uﬂp)div‘ = exp(-c (0] ). exp c(o-]mpl..

= exp(-c(d] + c[o) Y32 p| = I'S—Z-pl , para cualquier lazo ¢ por p.

Esto prueba por otra parte (proposicién 2.6.3) la existencia de

BIBLIOTECA
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OPERADORES DIVERGENCIA Y 1-FORMAS EN EL FIBRADO DE BASES.

En esta seccién se estudiard cierto tipo de l-formas invariantes por
la derecha (R-invariantes) definidas sobre el fibrado de bases L{(M)
de la variedad M, y su intima relacién con los operadores divergencia.
NOTACION ADICIONAL

Se designard por L(M), o simplemente L, al fibrado de bases de la
variedad M (vease (3] 6 [6]),3' Ne I(M) —— M serd la proyeccién
canénica. Si ueL(M) y 7(u) = m,8e debe entender que u es de la for-

 ma (ul,...,un) siendo esta una base ordenada de TmM. LmM 6 simple-
mente L  serd la fibra n"l(m) por el punto m ¢ M. Observese que L

e8 una subvariedad de L(M) regularmente inmersa, de dimensién n2, ¥y

se denotard por im : L,— Lala inmersién canénica.
i
51 a-= (aj Ye GLn(l) = GL, y uél, se denota por ua = Ra(u) al ele-

mento v de L, tal que v,= aiju y la aplicacién R: GL, L(M) — L(M)

h)

tal que R(a,u) = ua define una actuacién por la derecha del grupo
lineal GL  sobre L(Mm).

Finalmente, si (U,d) es una carta de M con @ =(xl,...,xn), la
elevacién natural al fibrado de esta carta se denotard por (L(U) .8)
donde g = (;1,...,;n,(xdi)) es tal que si ue L, ;j‘(u) = xi(m) Yy
u, = xid(u)(f—i) .

x' m

Se denota por (x"l) Ji al elemento que ocupa la posicién (;) de la

matris inversa de (x 1); a veces se identificardn (de una manera '_

J
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obvia) las coordenadas x1 con las ;i.

Una seccién loecal S: U ——> L(U) en el fibrado, puede interpre-
tarse como una base local de campos S = (al,...,en) definida sobre U,
Nos remitimos en este punto a 1a notacién establecida en 2.3.3.

1, 1-formas R-invariantes y verticalmente cerradas.

DEFINICION 3.1l.1
Sea w una l-forma en L(M).
a) Se dira que w es invariante por traslaciones a la izquierda (6

R~invariante ) si (Ra)'w = w para todo a GLn.
b) Se dird que w es verticalmente cerrads si 1:"7 e8 cerrade en I'm

para todo punto mé M.

La 'siguiente proposicién establece condiciones locales ( necesarias
y suficientes) para que la 1-forma w sea R-invariente.
PROPOSICION 3.1.2

La condiocién necesaria y suficiente para que la l-forma w sea
R-invariante en L(M) es que respecto a cualquier carta (U,8), w

adopte en coordenadas B una expresién del tipo

v = F, @b 1 5@ ) ot

en'donde ; = (;1. ooo,;n) B = (;1, vo',;n, xji)

Demostracién:

w tendra én coordenadas B una expresién general del tipo
I o -1 = §,= i
w = fi(z,x)dx + 1, (x,x)dx:l

donde x simboliza la matriz (xji).
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Si ae:GLn(l)/a = (aji),la aplicacién R : L(U) —> L(U) viene

desorita por las esuaciones:

;i= ;i )y i
" 1 x y —-—'Lp = épiajk por tanto
V9 "% %y %
d;i - d;i

1 X i con lo que
q = 8a

V= 8y
» = = -1 = 3§ 1 =t -1 = = Kk, 1
R, w= fi(x,xs)dy + 1, (x,z:a.)dy:i = £ (x,xa)dx" + £, (x,xa)aj ax,

Si se impone R;w =w eAéGLn se tendrd:
-f’i(;,x) = _fi(;,xa)

?1k(;,x) = ?13(;,xa)a3k

llemando § = ( 531) 2 la matriz identidad, y tomando ri('i) = ?i('i,é )
.53 = F,5(z,5) se tiene

?1(;,::) =%,(x,8) = £,()

ERERY . ERLEA )(x-l)jk‘= fid(;)(i_l)jk

e (vt g EmyoomYy Ja 1
por tanto w = fi(x)dx-ﬁ fi (x)(x )k dxJ

El reci{proco ha quedado ya implicitamente probado.
Para demostrar el siguiente teorema, en donde se caracterizan local-
mente las l-formas w R-invariantes y verticalmente cerradas, se pre-

cisa del siguliente lema.
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LEMA 3.1.3
Sean Y = (yji) B= (bji) matrices n, n. Supongase que Y no es
identicamente nula y que se verifican las relaciones
k k

bi Yy 3 =Db Jy

o e A para 1,J,k,P = 1,...,0. (1)

Entonces, existe una constante o &R con B =xY.
Demostracién:

Si B es la matriz identicamente nula se toma ™ = 0.
S1 B no es la matriz nula entonces

a) Existen } y p enteros entre 1 y n' tales que ypj #£ 0, bp:’ 0,
puesto que 8i no fuera asi se tendria ypj £0 = bpj = 0, y apli-
cando las relaciones (1) para jJ y p fijos tales que ypd # 0, y hacien-

do variar i,k entre 1 y n, es bikypj = 0 con 10 que B seria identi-

camente nula,

k

b) Se tiene la equivalencia bik =0 & vy = 0. En efecto: basta

fijar J y p con 1a condicién ypj 0, pr £ 0 y aplicar 1a relacién
(1) para k,i arbitrarios.

Por b) es posible encontrar una matriz C = (oji), con bik= cikyik .

. e j, ‘ o X k3 33

Cuando b, £0y bp # 0 se tiene por (1) o, v, yp = cp yp ;); con

lo que di =cpj= & esta misma constante & , puede ser el valor de
K Lk

cuando b = 0,

Cy 1

TEOREMA 3.1.4
La condicién necesaria y suficiente para que la 1l-forma w en L(M) sea

R-invariante y verticalmente cerrada, es que exista una funcién dife-
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renciable f ¢ I(M), de manera que la expresién de w respecto a cuale
quier carta (U,#) con @ = (xl,...,xn) sea de la forma:

i
3

Nos referiremos de ahora en adelante 2 f, como funciém asocinda a w,

vt (Daxt r(i)(x-l)i‘jdx

Demostracibn:
Sga (U,%) una carta de M, con 4 = (xl,...,xn). 51 w R-invariante

en virtud de la proposicién 3.1.2, w adopte en coordenadas B una
i
J .

Observese que para m¢U el espacio Lm, tiene en coordenadas B ecua-

expresién del tipo: w = fi(;)d;i-i- fik(;)(x-l)kjdx

ciones de la forma ;1= xi(m) = cte, y por tanto

1
J

E1l punto mé& U permanecerd fijo a lo largo de la demostracién por

v = £, 5(x(m)) (), Jax

!

x(m) = (x1(m),eee,xM(m)) .

lo que para simplificar la notacién se escribird & ko fik(x(m)).

i

>
81 w es verticalmente cerrada, sera imw cerrada en Lm, Yy las deri-

vadas cruzaedes coinciden, es decir:

k

-1, J -1, q
2 (x )k " d(x )k
1 P] xqp P2 x

n (1)
3

o/

De 1a identidad (x—l ijik= 515 se obtiene derivando ambos miembros

respecto a xqp=

~1, 3 k -1y J
(x| a1, 3 9% d (x™7),
-5 X1 =" ( )k 3.7 . Despejando shora —————-; 5 se obtiene
.a xq xq xq

-1, 3 r
2 (x ")y 1 x

- - - h] i__ -1, }J r (q, -1 1__ -1, J,.-1, a

pur iRl M SR IR 87 8,%h e - 7h h o
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A(xH
_._._i__lf = - (x-l)g (x-l)li y las ecuaciones (1) se

J

Analogamente
2 x

transforman en:

k(:: )q (x-l):] Lo Koy~ ):j (x~ )q tomando shora bg —l><1; (x‘l): .
]

I (x_l)g se tiene b y"j b3 yg y aplicendo ahora el lema

i7p P
3.1.3 se concluye que existe una constante o & E de manera que
:l

J _ J .
by = Xy, , es decir, 0‘1 (x ) = X (x 1 , ¥ le expresién de iw

es8 ahora:
¥ -1,3 . 4
1mw = &(x ") i dx
siendo © um nimero que depende de m.
Aplicando este razonamiento & cada punto m de U, se constiruye una
funcién féF(U) de manera quei
we= £ () ax ¢ (@D ad
i 1)
En principio la funcién f podria depender del sistema de coorde-
nadas § tomado sobre U . Veamos que no es asi:

o)

1 - -1
Sea (U,\"‘) otra carta con lf/ = (y 'ooo'yn), ? = (y goon';n'yj

(en eata comprobacién se identiﬁcan de manera obvia yi con y:L y
xi con x ) Jas ecuaciones del ca.mbio de coordenadas pueden eecri—
birse:

. i k
- - 2
. xi = xi(yllooo,yn) xi k -!9—— por tanto (I l)g =(y 1)11[ _Li-

jay ’ ox

Se estudierd la expresién de la"parte vertical" d¢ w en la nueva
carta (los puntos suspensivos indican terminos que corresponden a

d_yk ¥ que no interesan para este propésito}:
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Se tiene:
Jx ! i i
__1_=qu_-8.—:—- con 1o que dxdi=sjq9_x_dyp+...=
ayqp dxP ayP q

oxt . : o ‘
= dy + eoee Y por tanto P P

P J J
- -=1 -n -1 jr)xkaxi P
W= gee +2(X(F yeee,y )Ny )k 1o 4 es decir

d x Byp J )

- k
W =

see + f(;)(y-l)kjdyj .

Observese finalmente que puede definirse globalmente una aplicacién
f¢ F (M) verificando las condiciones de teorema.

E1l reciproco ha quedado implicitamente probado, en el contexto de
esta demostracién.

S1 la l-forma w es cerrada, necesariamente es verticalmente ce-
rrada. E1 siguiente corolario al teorema anterior permite conocer la
expresién local de una l-forme R-invariante y cerrada,

COROLARIO 3.1.5

Si w es una l-forma R-invariante y cerrada, su funcién asociada
es constante,
Demostracién:

Sea £ & (M) la funcién asociada a w en 3.1.4, y sea (U,d) una
carta con dominio U conexo, g = (xl,...,xn). w adoptard en coorde-

nadas § une expresién del tipo w = fi(;)d;i—J— f(;)(x—l)ijdx i. Se

3

probard que f es constante en U. Por ser w cerrada se tiene, en par-
ticular

2e®(xH, Y e
1 = k = 0 y por tanto—';:l-i (x‘"]‘):‘;I =0 4i,j=1,...,n.
d x

2 ;k P xi

b)
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Por ser la matriz ((x“l);j_) no singuler, fijado m€ U existe 1,J entre

1 y n tal que (x”l)g(m) # 0, y esto tambien sucederd en un pequefio

entorno conexo V de m; la igualdad —(?-l-i;(x"l)g = O indica que -2—11;' =0
dx dx

en V (k=1;...,n) y por tanto f es constante en V. De esta manera 1la
funcién f es localmente constante en M; ¥ por ser M conexa es f
constante.
DEFINICION 3.1.6

Une l-forma w en L(M) se denominaré unitaria, si w es F-invariante,
verticalmente cerrada, y su funcién asociada es la funcidn constante

igual a la unidad.

2, l-formas triviales en L(M).

DEFINICION 3.2.1

Una 1-forma w en L(M) se dice trivial, si existe una 1-forma o en
M de manera que para cualquier seccién local S: U —> L(U) se ten=
ga Srw =0/ , Convendremos en designar a w elevacién de & y a o¢ pro-
ygccibn de w.
TEOREMA 3.2.2

Para una 1-forma w en L(M) son equivalentes las afirmaciones:
1) V(U,ﬁ) carta de M, £ = ('x]',...',xn)'w‘puede escribirse en coorde—
nadas § en la forma w = fi(;)d;i.
2) w es trivial,
‘3) Existe &/ 1-forma en M tal que S;w = 6/ para toda carta (U,d).

Ademas si  es la proyeccién dew y & = fi(x)dxi en coordenadas

g = (xl,...,xn), 1a expresién de w en coordenadas § es w = f (;)d;j'
i
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1) = 2): 81 (U,¥) es una carta de M, y w se escribe en coordenadas

B en la forma w = Ii(;)d;i, se define 0(U= fi(x)dxi. Se prueba sin

dificultad que & _ es 11idependiente de las coordenadas § tomadas

U
sobre U, por lo que puede definirse globalmente ls l-forma & en M

tal que /U = X para todo abierto U dominio de una carta. Final-

U
mente, 1la comprobacién de que ¥ es la proyeccién de w, es tambien

trivial.

2) =% 3): evidents.

3) =5 1): Sea (U,d) una carta de M, g = (xl,...,xn) y

o = fi(xl....,xn)dxi. Supongase que w se escribe en coordenadas B:
w = ?1(;,1)6314- fg(;,x)dx;. Se tratard de probar que ?1(;'1) = fi(;)
¥y que tg(;,x) =0

La aplicacién S;i U —> L(U) se escribe en coordenadas § de la

i

¥ _ v
4 i xi =51 oon lo que Sﬂw = fi(xl,...,xn.S Jax© =

forma;=x;‘j 3

=Na fi(xl'oou'xn)dxi ¥ por tanto ?i(xl,tougxn’g ) = fi(ll,....xn).
VYeamos que ?1(11, veepyxt,m) = ?i(xl,..;,x?g) para todo & &GL .
" En efectos g1 Y = (yl,...,yn) es una nueva carta sobre U definida

N
por las ecusciones xi = a;'yj 2x "

, Be tendra = a.;i y lae ecuaciones

oy

de 8y en coordenadas B son X = xi; x;' = a§ . Inponiendo la

¥

condicién 8?,

N _ , ,
w =0l queds Sy w = fi(xl,...,xn,a)dxi =)?1(xl,..,,xn)ﬂ:zi

por lo que ?i(xl,...,xn,a) = ti(xl,...,xn) \/aeGLn.

Queda por comprobar que ?g es identicamente nula:
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Sea (U, y) ¢ = (yl,...,yn) una nueva carta definida sobre U por
i3]

ecuaciones del tipo xi = a jy donde a"; es aplicacién diferenciable
i
de Uen R y a(m) = (aj(m))é GLn k/meU

S; w, 8se escribe ahora en coordenadas B:

. 1
PI:
8 w= [fk(xl....,an- fi(xl,....xn,a(xl,..,xn)) —a——g ]dxk
x

imponiendo S;, w =0{( queda :

i

Jea
fi(xl,...,xn,a(xl,...,xn));—k‘l =0 (k=1,0ee,0) (1)
X

Si p es un punto de U con coordenadas respecto a @, xz = xi(p) y

beGLn(l), se pueden construir en un entorno V suficientemente pe-

quefio de p, funciones ag(x) diferenciables de forma que a?(xo) = b;,
P a? "

las derivadas parciales 1 en x tomen valores prefijados A 4
2x

{por ejemplo a;'(x) = b;(x)-# /\jd'(xl - xi)) y det a;' £ 0en V.

De esta manera la igusldad (1) (para k = 1) particularizada en
x=x, queda: ri(xo, b) A; = 0 para valores arbitrarios de A;‘ y
por tanto f:;(xo,b) = 0,

E1l motivo por el que se ha establecido este teorems, es el de la
obtencién del siguiente corolario que serd utilizado mas adelante.

' COROLARIO 3.2.3

* *®
Si wyw’ son dos 1-formas en L(M) tales que S w = Sﬂw' para toda

’

carta (U,¥) de M, entonces w = w’,

Demostracién:
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¥
La 1-forma w - w’ verifica la condicién Sﬂ(w -w’) = 0, por tanto
w -~ w’ es trivial con proyecién nula., Fijada una carta (U,d), por
el teorema anterior w se escribird w = fi(;)dEi en coordenadas P
¥ su proyeccién O = fi(x)dxi. luego fi(;) es identicamente nula,

w - w’ e8 localmente nula y w = w’ (por ser M conexa).

3. Forma asociada & un operador divergencia.

Este pardgrafo esta dedicado a estudiar ls intima relacién exis-
tente entre lag formas cerradas unitarias y los operadores divergencia,
PROPOSICION 3.3,1

Asociada a un operador divergencia div definido sobre la variedad
M existe una ¥nica l-forma w en L(M) verificando la condicién (1):
para toda seccién local S: U — L(U), es d1v/U = divg+ s™w.,”
Ademas w es cerrada y unitaria.

Demostracién:

Fijado el operador divergencia div sobre M se procede a definir
la forma w subordinada por el:

81 (U,5L) es una pareja compatiblé con div, I. puede considerarse

como una apliomcién diferenciable de L(U) en B . Se define L %é?é.

w; es independiente de la forma de volﬁmen~52 definida sobre U, tal

que (U,52) es compatible con div, pues por 2.4.4, todas ellas son
d(all) - a.,dJ7 _aJ?Z

’
de la forma aJ/ para a¢R y 7 a_sz"_;Z5P°rtant°“

posible construir w l1-forma en L(M) tal que w/L(U) = 'U; cuando
(U,52) es compatible con div.

Estudiemos ahora cusl es la expresién de w en las coordenadas B
correspondientes a una carta (U,8) de M, con 8 = (xl,...,xn). st 5¢
es una forma de volumen definida‘aobré U tel) que (U,J¢ ) es compati-

ble con div, la expresién de 31 en coordenadas g serd

!.
LS
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52(x,x) = exp £(x).det x donde £« #(U) (se ha tomado 57 , definiendo

la misma orientacién que ﬂﬁ) y se tiene:

32 d 232
$— = __f 32 y = (exp f)ad;j(xi’), en donde ad;](xf) repre-
2% 2%° Dx{
senta al adjunto de xf en la matriz (xi), con lo cual

asZ= —J-—i 5283+ (exp f)ad;j'(xf) dxf ; teniendo en cuenta que

dx
adj(x}) 52
-1,1 i a of —s_ , -1,1
(x )p = =35t  9° tleme — =a—_;; dx + (x )pd!i) = w/L(U).

Yy en virtud de 3.1.4 w es 1-forma R-invariante verticalmente cerrada
y wnitaria (vease def. 3.1.6). Por otra parte w es cerrada ya que
log [52| es una primitiva local de w cuando (U,52) es compatible con
div. Se probaréd a continuacidén que w verifice la condicién (1) del

teorema:

Sea S: U ——> L(U) una seccién local con S = (el,...,en), y sea
(0(1...., un) base local de 1-formas duml de (el,...,en). Puede

suponerse que U es dominio de una carta @ = (xl,...,xn), ¥y se tra-

tard de expresar la l1l-forma W= div ~ divs en coordenadas B (vease
notacién 2.3.3). Las ecuaciones de S en coordenadas @ serdén de 1a .

forma —x_i = xi; xji = X?(xl,...,xn) verificando las funciones xi
' i d '
la condicién e, = X, == , y se tendrd:
' .‘l‘; xJ
i

i

1 i
Wy =((div - divs)ei)o( = (div ei) > - (divsei)u ¥ teniendo en

N k
cuenta que divge, = -ox [ei,ek] (vease 2.3.4) queda

i k i
wg = (div ei)o( + & [ei,ek](x . (1).
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39 3 2 axi
Se tieme por una parte: div e, = div(Xxy —) = Xy div(;--i-)+ 3 (11)

1ol 2 ox

oxd oxt
y por otra [ei,ek] = [xlil-a—x—: - xi S—iﬁ] sé-} conloque
x x x

k -1,k ~1.k )xi 1.k Qxi
o (o400, ) = ((X s d.xp)([ei,ek]) = (X7 x'i’ QT‘ - (X ) IE_;I_}‘ ,
ox) ot
os dootr ‘o (oy,0,] = (X-I)I; xy )iﬁ Ty (III) por tanto

de (II) se deduce (div ai)cwjL = (div ei)(x‘l)i ax’=

J
o 3., -1k .n 9%

= div(—s) daxd+ (x™) - (Iv)
oxd 3 x; 3xP

S ' X 1 1 kalg -1 13Xi n
y de (III) se deduce & [ei,ek]u = (X )J ;—;ﬁ - (X w35 4@ (V)

sumando (IV) y (V) y teniendo en cuenta (I) se llegza a
J

Oy ady g lyk 0% . n
mg = a1y (=) axda (7 — el

Por otra parte ei (U,51) es compatible con divy S1= (exp f) ﬂp es

h |
o2 ~3., -1k . J v oo . 3, ,.-1.k°%k .
w=;—_;—d.x+(x )dek conloqueSw‘=5-;5dx+(x )da—xhdx

Para oomprobar que ws = S'w solo queda por verii‘icar que

div (-Q—) = of s lo cual age deduce de que L 4 2. =
) aIJ ij ——1-
) dx
Lo _ ((exp f)ﬂﬂ) =~§—I (exp f)Qﬂ =—§—fn ya que L_a_rz¢ =0
axi dx ox axi

por ser div —-é—— = 0 (vease 2,3.4).
ﬂaxi

Probemos finalmente la unicidad de w:
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Si w’ es otra 1-forma en L(M), verificando fambien la condicién

’

(1) del teorema, para cualguier carta (U,#) se tendrd Siw = S;w

’

¥y por el corolario 3.2.3 es w=w’',
En la primers parte de la demostracidn de la proposicién 3.3.1
anterior se han obtenido tres resultados parciales que (por razones
de tipo tébnico) van & destacarse como tales en la siguiente propo-
sicisn.
PROPOSICION 3.3.2
Si w es la forma asociada a un operador divergencia div entonces

n
a) (U,J2) es compatible con div si y solamente si _g;— = w en L(U),

b) Si (U,f) es una carta (U conexo) y JZ= (exp f)_fzﬂ entonces
(U,52) es compatible con div si y solo si af = S;w.

¢) w puede escribirse en coordenadas'B en la forma

w/I(0) = S’;w +(H} a:% .
Se establece a continuacién la proposicién reciproca de 3.3.1
PROPOSICION 3.3.3

Si w es una forma en L(M) cerrada y unitaria, existe sobre M un
- dnico operador divergencia div, de manera que para toda ae¢016n lo-
cal 8: U—~—> L(U), se tiene div/U = divg+ s'w.
Demostracién:
~ Sea (U,#) une carta de M, y supongase U simplemente conexo. Por

3.1.4 la expresibén de w en coordenadas § es:

w/L(U) = fi(;) d;i+‘(x~1)g dxg = S;w +-(x_l)i dx;.

Por ser w cerrada

bd
es Sﬁw cerrada y por tanto exacte sobre U. Si £ es una primitiva de



]
»~
]

S;;w en U, es —é—f = £, ; 1la forma de volumen SL= (exp f)-i'lﬂ
dx
: aiz
verifica la condioién 5 w en L(U) y esta condicién determina

a J2 Bsalvo constantes multiplicativas. (En efecto: si JZ es for—

se! : 52
ma de volumen en U y 2-315= w en U entonces d log |52 | =_-;‘:Z,- =w=

= %28 = 4 log|/J2/ por 1o que en la componente conexa

L;(U) = { ueL(U) /..Q,ﬂ(u)> O} es log |52l = 10g|J2/ + 1og a

’

para clierto aé l+, es decir, |52’/ = a|J2|, y por ser 52 y 2
formas de volumen, se verifica la igualded 52" =ta52 en U). De

esta manera queda determinado en U el operador divergencia divu= dlvgy

y se puede construlr un operador divergencia div sobre M tal que

aiv/U = divU en el dominio U de cumlquier curta, S'i w’ es la forma
k4
asociada al operador divergencia asi construido se tendrd S;w = sﬁw'

para toda carte (U,@), y en virtud de 3.2.3 es w = w’,

4, Forme ssociada a un operador divergencia trivial.

El motivo de este pardgrafo es moptrar que la condicidén necesaria
i suficiente para que un operador diveréenéia div definido sobre M, sea
trivial es que su l-formas asociada w sea exacta en L(M).
PROPOSICION 3.4.1 ‘

Si div.es un operador divergencia trivial, entonces su forma aso-
clada w, es exacta en L(N).
Demostraciéng

Por la proposicidén 2.6.4 existe O densidad sobre M tal que

]
div = div@ . Sea F = 1log ®: L(M) —— BR; Se probard que F es una
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primitiva de w en L(M). En efecto, 8i (U,f1) es una pareja compatible
con O (y por lo tanto compatible con div), se tiene por una parte

S/u(v) =1521 y _?—23—? = d log S| = w/L(U) (vease demostracién de

3.3.2) es decir dF = w en L(U), Por suceder esto en un entorno U de
cada punto de M, se concluye que P es primitiva global de w, y por
tanto w es exacta.

Para la demostracién del reciproco se requiere del siguiente lems:
LEMA 3.4.2

Sea w 1-forme unitaria y exacta en L(M). Si F: L(M) —> X es
una primitiva global para w entonces la aplicacibén ~F: L(M) — R
tal que ( ~PF)(u) = F(~u) pera todo u = (u.i,...,un‘) L(M) (siendo
~u = (uz,ul,...,un)) es tambien primitiva de w en L(M).
Demostracién:

Sea div el operador divergencia asocimdo a w en 3.3.2, y sea (U,f)

una carta de M, siendo U conexo. Si f = Fﬁsﬂ = SEF y 1 =(exp f)ﬂﬂ

n - s
entonces %Z— = ;‘):5 ax®+ (x 1); dxi’ y como df = d(SB F) = S;(dr) =

= s;; w 8e oconcluye que %—n = d(loglJs2l) = w en L(U) y por tanto

loglS2| es primitiva de w en L{U), por ia proposici&n 3.3.2.
sea T3(0) = {ue (V) /J24(w) >0 3 Iy = {ue(t) /N (w) <0}

Ambos conjuntos son conexos, y como F coincide con log {J21 en los

1)

puntos Sﬂ(p) (peu) de L;(U) se concluye que F = logl|52| en L;(U),

y que existe una constante C €R tal que

C +loglii|= F en L;(U) por tanto:
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loglfl(u)l 8l ue L;(U)
¥0) = y
C+log|S2(u)| &1 uel (V)

log]jZ(u))+C B8l ue¢ L;(U)
(~F)(u) = P(~u) =
loglﬂ(u), Bi uéL;(U)

yarque [J1(~w)| = |- S2(w]| ={52 (w)] .

En consecuencia (~F)/L(U) es primitiva de w en L(U). Como esto es
olerto en un entorno U de cada punto de M pe concluye que ~F es
primitiva de w en L(M),

COROLARIO 3.4.3.

Si w es una forma unitaria y exacta en L(M), existe una funeién
F: L(M) — R, primitiva de w en L(M), tal que F(u) = F(~u) pa-
ra todo ue L(M).

Demostracién:
(recuerdese que M es conexa)

Si M no es orientable entonces L(M) es conexa y sl F es primitiva
de w en L(M), ~F tambien 1o es por 3.4.2, por tanto, existe una cons-
tante C €K, tal que ~F = F+(C, Para uéL(li) se .tiene F(~u) =F(u)+ C
y tambien F(u) = F(~u)+ C (pues u = ~(~u)); sumando ambas igualdades
ge llega 8 2C = O y por tanto C = O,

S1 ¥ es orientable, sea 32 forma de volumen sobre M, y
L' (M) = {ueL(®) /SL(w)> 0}, 17(M) ={uel(M) /L (w)¢ 0} sus dos
oomponentes conexas, Sea G: L(M) — R una primitiva de w en L(M)
entonces ~G es tambien primitiva de w en L(M) por 3.4.2, y la fun-

cién F1 L(M) — B, definida por:
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- G(u) si ue L7(M)
F(u) =
(~G)Y(u) 81 ueclL (M)

es diferenciable (pues LT (m) y L7(M) son componentes conexas de L(M))

y dF = w, Ademas:

]
[

si uel (M) es F(~u) = (~G)(~u) = G(w) = Flu) y

G(~u) = (~@)(u) = F(u)

8i uel (M) es F(~u)

1]

Como consecuencia de 3.4.1 y 3.4.3 se obtiene el siguiente resultado:
PROPOSICION 3.4.4

5i la forma w asociada a un operador divergencia div es exscta,
entonces div es un operador divergencia trivial.
Demostracién:

Sea F: L(M) — R una primitiva de w en L(M) tal que F(~u) =F(u)
para todo usL(M), cuya existencia estd garantizada por 3.4.3. Se
probard que O = exp F ea una densided sobre M y que divg = div.

En efecto, s8i (U,8) es una carta de My f = Fosﬁ, en la demosiracién
de 3.4.2, se vié que 81 {1 = (exp f)j7¢, entonces log|fZ| es ina pri-
mitiva de w en L(U) que coincide con F en L;(U). Pero sdemés si
'1;§L£(Q)’eptqnqes 1ogljl(u)l = 1og‘51(-u)| = F(~u) = F(u), por

10 que F =.1og|Ji|’ eﬁ L(ﬁ)ly’ ijll; exp(F/L(U)) = &U; ' o

Por otra parte y en virtud de 3.3.2, es (U,J.) compatible coa div,
con 10 que se concluye la demostracién.

Los resultados de las proposiciones 3.4.1 y 3.4.4 pucien reunirse

en el siguiente teorema:



TEOREMA 3.4.5

-52 =

1a condicién necesaria y suficiente para que el operador diver-

gencia div sea triviel,

(M),

es que su forma asociada w, pea exacta en
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SECCION 4

OPERADOR PSEUDO-DIVERGENCIA, FORMA ASOCIADA.

Las proposiciones 3.3.1 y 3.3.3, permiten establecer una corres-
pondenci:t blyectiva entre las formas unitarias y cerradas y los ope-
radores divergencia sobre M, definida a traves de 1la condiciém (1)
de 3.3.1. En esta seccidn se hard un estudio paralelo al realizado
con el operador divergencié, de un operador que denominamos operador
pseudo-divergencia, y que se corresponde por medio de la misma regla
con las formas unitarias en L(M),

1. Operador pseudo-divergencia.

DEFINICIUN 4,1.1

Un operador pseudo-divergencia es una aplicacién div: ¥ (M) —3 F (M)
verificando las siguientes condiciones, para X,Y¢€ X (M) y £ ¢ F(M)
arbitrarios
1) div(X+ Y) = div X +div Y
ii) aiv(fXx) = f.div I*-fov
Observess que un operador divergencia es. operador pseudo-divergencia.
PROPOCICION 4.1.2

.Sea div un operador pseudofd;vergeneia y ® 1-forma en M, entonces
div +x es un operador pseudo-divergencia, o
Reciprocamente, g1 div y div’ son dos operadores pseudo-divergencia
div’~ div define una 1-forma sobre M,
Demostracién:

Nos remitimos a la demostracién de 2.2.2 (parte 1) y 2) de 1) y ii)J.
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PROPOSICION 4.1.3

Un operador pseudo-~-divergencia div, es localizable.
Demostracién:

si divo és un operador divergencia, se puede escribir por 4.1.2
div = divo+ % para cierta l-forma & en M, por ser divo localizable
(prop. 2.3.2) y o 1localizable es div = div + & localizable.
DEFINICION 4.1.3

81 div es un operador pseudo-divergencia y (U,d) una carta de M
nos referiremos a w¢= aiv/U - divﬂ, como la l1-forma subordinada

por div, sobre la carta (U,f). Observese que wy = div(éflz) dxi.
x

2. Transporte de formas de volumen respecto & un operador pseudo-

divergencia.

La forma natural de definir dicho transporte viene sugerida por
la proposicién 2.6.9.
DEPINICION 4.2.1

Sea div un operador pseudo-divergencia y @ :[a,b) ——> M una
curva diferenciable a trozos con (r(a) = p. Fijemos sobre M un opera-
dor divergencia divo, y supongase div = d1v°+ u_ para ¢ 1-forma
en M. 31.r1p es una forma de volumen en Tpm, se define el transporte

paralelo de .YZp a 1o largo de T por la férmula

(0570 43,(8) = Coxp o )T 524, [ty

Observese que por la proposicién 2.6.9, dicho transporte coincide con
el definido en 2.5.1, cuando div es un operador divergencia.
Parg eliminar la ambiglieded introducide en la definicién por el

operador divo se precisa del sigulente lema.
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LEMA 4,2.2

Ia definicién anterior es independiente del operador divo ele-
gido.
Demostracién:

Sea div, otro operador divergencia. Denotemos para simplificar

1
= = = ol =i
(o-.s‘zp) atv, (crﬂp) i (1 = 0,1). Supongase div div + div =div,+/3

entonces div.

1= d1v°+r siendo [34 F= & ¥y por 2.6.9 se tiene

(Uﬂp)l(t) = (exp/atd«)(c‘ﬂp)o(t) por lo gque
(exp/atp)(v‘ﬂp)l(t) = (expja7z )(exp/at& )(cr.Qp)o(t) =

= (exp/at/sq Mo J2) (2) = (exp/ato( )(vﬂp)o(t).

Las proposiciones 2,5.6 , 2.5.8 y 2.6.9 siguen siendo vdlidas
(con las modificaciones obvias) para el operador pseudo-divergencisa,
¥y las demcstraciones son practicemente las mismas,

3. Forma asociada 8 un operador pseudo-divergencia.

Al tretar de asociar a un operador pseudo-divergencia, una l-forms
sobre el fibrado de bases, de manera endloga 8 como lo haciemos ocon
un operador divergencia se llega al siguiente resultado:

TEOREMA 4.3.1

Asooiaéla a un operador pseudo-divergencia div sobre M, existe una
¥nica 1-forma w en L{M) verificando la siguiente condicién:

(1}: para toda seccién local S: U —=> L(U) es div/U = divg+ s'w

Por otra parte, esta 1-forma resulta ser unitaria.
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Demostracidng
a) Construccién de w.
See (U,#) una carta en M con g = (xl,...,xn). Teniendo en cuenta

que S;w ha de ser igual a ',d = div( a-?—i) dxi ¥ Que w ha de ser unita-
x

ria, parece natural 8efinir w en L(U) por la férmula

= div( 'ii) dxis (x_l)g d.xi
x

"u
Tenemos que comprobar que w/L(U) es independiente del sistems de coor-
denadas § utilizado. Tomemos entonces (U, ), otra carta con

2 -
W= (Yl...-..‘in) ¥ comprobaremos que la forma w’ = div(;—i) dyi-l-
' y

+ (y-l) 3 dy; coincide con 'U' para 1o cual es necesario escribir

en coordenadas CF « Las ecuaciones del oambio de coordenadas son

"u
i . k
1 kox a3, ~1. 39y
Xy = ¥y -——-a ¥ ¢ ¥ por tanto (x7 )y = (y ) g por lo que

-1 1 k 31
dx dyp Yy d! dyp+ ese =¥ dyp+ LY
3)' y'p 3ayP 5

en donde los puntos suspensivos representan terminos que contienen dy;‘

3y ox 33r% x _9x' -
Asi pues wU:div(axi)ayp ay® + (3~ ) 130 1Y Tk 3 25k ay?+ ... =
J ¥~ oxl
ai 1
[-v(aiayp aiaypak]yp-‘- (1)
2 axt 9., oxt p) 9 It
tra parte div(—) = div(==-,—) = Z==div( )+——-——-=
por otra parte vayp 3P I ayp vax SHo,
i
<1:1.v(a)‘;’x é—-‘l- ‘9 (11)

axt IyP Ixt ka

Comparando (I) y (II), se tiene "y = div(sé-p) ayP+ ....
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Finalmente se ha comprobado ya, en el final de la demostracién del

teorema 3.l1.4 que la parte vertical de WU sigue siendo de la forma
(y_l); dy; , ¥ puede construirse una l-forma unitaria w en L(M) de

forma que w/L(U) = w, para U dominio de una carta de M.
b) Comprobecién de que w verifica la condieién (1).
Es claro, por la construccién de w que para oualquier carta (U,d)

’ *
se tiene que div = div,+ S_w, la demostracién de que esta propiedad
g g

tambien se verifica para una seccién loeval S: U -——> L(U) y de que
w e8 tYnica es la misma que se realizé en 1a demostracién de le propo-
sicidén 3.3.1 (Wltima parte).
Reciprocamente:
PROPOSICION 4.3.2
Si w es une 1-forma unitarias en L(M), existe un dnico operador
pseudo-divergencia div de forma que, para toda seccién local
St U-— L(U) es div/U = divgt $"w.
Demostracidn:
Fijemos (U,@) carta de M con @ = (xl,...,xn), w se escribird en

coordengdas P de 1la forma w/U = fi(x) 6;14-(x-1)2 dxg . Se define

divU = div¢-+ S;w. Se comprueba de la misma maners que en a) de 4,3,1
que divb es independiente del sistema de coordenadas # utilizades
para definirlo, y por tanto es posible obtener un operador pseudo—
divergencia div sobre M de manera que div/U = divU, cusndo U sea do-

minio de una carta, Dicho operador div des lugar por la proposicién

¥ ¥
anterior a una forme w’ unitaria y se tiene S¢W'= Sﬂw para toda curta
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(u,8), por el corolario 3.2.3 es w = w’,

Finaliza el capitulo con el siguiente teorema ouya demostracién
es inmediata:
TEOREMA 4.3.3

Sea div un operador pseudo~-divergencia, cuye forma asociada es w,
Entonces, la condicién ﬁecesaria y suficiente para que div sea un -
opérador divergencia es que la formé w sea cerrada,
'Demoatraeién:

Sea (U,ﬁ)_una carta de M, entonces div/U = divb-+ s;w. Si w es

cerrada entonces 8;w es cerrada, y por la proposicién 2,2.2, div/U
es un operador divergencia en U. Por suceder esto en un entorno U
de cgde punto de M, se concluye que div es un operador divergencia

en M, El reciproco ha sido ya probado en 3.3.2 .



CAPITULQ II

APLICACIONES A LA TEORIA DE

CONEXIONES LINEALES
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SECCION 1
. PRELIMINARES
La teoria de operadores divergencia desarrollada en el capitulo an-
terior , se aplica en este capitulo a ciertos espectos de la teoria.
de conexiones lineales y la tecoria de sprays . Esta seccidn estd de-
diceda a establecer los elementos ecsenciales de cada una de ellas ,
con motivo de fijar la terminologia , y'resaltar los resultados bé-
sicos que més adelante serdn utilizados.,
ée mantiene la notacidn establecida al principio de la seccidn 3
(CBp.I)‘g 1=L(M) , es el fibrado de bases de la variedad M ¥y
N 3L(M) ——»M , es la proyeccidn canénica . Se denota por 77 ,la
aplicacibn de L(M) en T(M) que hace corresponder a cadas elemento
u= (u;,...,un) de L(1) el vector u; . Si («'....,&") es la base
dual de (uqy...,u,) , N°(u) denota a ot . ¥ resulta ser apli-
cacién de L(M) en T(Mz . Finalmente , si u€L(ll) se denotard por Tl
a 1s aplicacidn tangente.Tun :Tu(L)-————+ﬂ%m#ﬁ) y ypor f a la
aplicacién de GLn(l) en L(m) talvque fy(a)=ua para a GIL, .
La réfereqcia general en esta seccidn es [3] y [6] en lo que se re-
fiere a la teorf{a de conexiones lineales, y [6] R (7] ’ [8] , y[10],

para la teoria de sprays .
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1.Campos candnicos verticales en L(ii)

Para cada u £ L(li) se define Vu , subespdcio de vectores verticales en

) » . . ’ R -
Tu(L), como el nicleo de la apliecacidn 7, :T, (L) —> gﬂuj(w) , que es

subespdcio de dimensién n?

.u0S subespdcios Voru €Ll definen una dis-
tribucidn involutiva en L, cuyas subvariedades integrales scn las sub-

variedades L = nN¥m) (mei). Ls pocible obtener una base global en
m

L de esta distribucidn candnica vertieal definiendo para i,ij=1...n

. i - i - i I
1o campos Ej(u)-Te(fu)(Xﬁce))-(fu)*(Xj(e)) , donde e es la matriz
identidad de GL, , ¥y los campos K% definen la base candnica del 41-
cebra de Lie del prupo de Lie GLy.
31 (U,¢) es una carte de i con ¢=(x1,...,xn) , la expresidn de Ei

- . d
en coordenadas es Bl=xH P .
4 J JIdxr

2. Proyecciones horigzontalec

Se llaman proyecciones horizentales a las j-formas w1,...,wn defini-

. das en L por 3 wi(xu)= ﬂf(u)(77u(Xu)) » para X, &€T,(L). La expresién

i i

J

local de v} en coordenadas ¢=(%1,...,%x",x* ) es wi=(x‘1)§dxj

51 S: U ~»L(U) , es una seccidn local, las 1-formas en U

. w

(S“w1,...,5 w) definen una base local que es dual de la base loeal

de campo: (T;3,...,M,5).
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3. Distribucidn horizontal subordineda por una conexidn .

Una conexidn /" definida sobre M permite de una manera natural, ele-
var curvas diferenciables a trozos en i , al fibrado de bases L(})
por trensporte paralele 3 si o :I—il (I , intervalo cerrado de R)
‘es una curva diferenciable a trozos, y uekl con 1 (u)= G'(’co) para
t, €1, una elevacidn horizontal de 0" por u, es una curva diferen-
ciable a trozos en L , 0; sI—>L de forma que T7.T¢ = @

y los vectores ’7,-3.'. se desplazan paralelamente a lo largo de U res-
pecto & 1a conexién " . Se prueba que esta elevacidén extste y es (ni-
ca} Este proceso lleva a definir lé distribucién horizontal subordi-
nada por [ en L de la forma quB sigue : para uéL con n(u)=m ,
sea h, 1T;(M)——7T,(L) , la eplicacién definida de la siguiente
forma, para X € T (M) sea o:I,—> M (I£=(— E,€) , €0 ) una curva
diferenciable por X,, es decir,0 (0)=m y a'(0)=X_. Por definicidn
h,(x,) = a,:'(0) i La aplicacidn h, asf definida ( que por supuesto

es independiente de‘ la curva U'vtoniada pt;r xl.n) s €8 un monomorfismo
cuya i.:magen H, se llamard subespdcio horizontal (subordinado por / en u)

Obgervese que ”u/ﬂu = h;1 s ¥ que los subespédcilos Hu , verificans

1) H,@V, = 7,(1)
2) (Rg)H, = Hyqy o Vaecl, ,y VueL.

Rec{procamente, se prueba que una tal distribucidn Hu verificando las
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propiedades 1) y 2), subordinan una dnica conexidén /° sobre la varie-

dad M

, cuyos subespacios horizontales son precisamente les Hu .

Un campo X de vectores en L , se puede descomponer de forma inica,en
suma XH'*')Q, , siendo KH(u)éHu y Xv(u)évu Vuel . Si X, =0,

se dird que X es horizontal , y si XH=0 , 56 dird que X es vertical.
tas curvas horizontales en L , son aquellas cuyo vector tangente es '
horizontal en cada punto , y las curvas elevadas de curvas de M , son
en este sentlido horizontales.

La técnica de elevacidn de curvas , permite también una elevacidn de
campos X de M , obteniendose asi un campo #X horizontal ¥y R-invariante.

4. Base slobal de campos horizontales

Puede construirse una base global de campos para la distribucidn ho-
rizontal subordinada en L por una conexién / , (E{""’En) tomando ,
Ei(u) = hu(rk (u)) para uel , y el sistema (E1,...,En,E: ,...,Eﬁ)
constituye una base global de campos en L ,

‘La expresidn de cada'Er en coordenadas ¥, es de la forma

j_9

H ax!;) (1.4.12

" i, 9 k
b= xr(;;—(’;j.'n)x

. 1 .
donde C;- representan los simbolos de(kristofﬁer de la conexion
respecto a la carta (U,f), y se tiene para cada n€GL , Ei(ua)=a§Ei(u),

para cuslquier ué L
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5. Proyecclones verticales . Base clobal de 1-formas en L

1

1,E;,...,E§) se denota por

La base dual de (E1,. ..;En,E
(w}....,w’l,w},wﬁ,...,vf‘;‘) , donde ww!,...,w! , son precisamente las pro-
yecciones horizontales definidas en el §2. A las formas w?l' se les de-—
nomina proyecciones verticales, y su significado geométrico es el si-
guientes si X,¢€ T,L , entonces vX "’(fu), (wé(u)xi'(e)) » siendo VX,
la componente vertical de Xu. La matriz W=(w?’-) define entonces una
i-forma en L evaluada sobre el dlgebra de Lie GL,. Si X es un campo
en L , se verifica la equivalencia : X es horizontal & W(X)=0.
En coordenadas @ se puede escribir:

wi= (x")li) (x}f (;F m)ax®s+ dx?} (1.5.1)
Si 8 1+ U —>L(U) es una seccién local con S = (e4,...,e,) , se tiene
para todo campo X definido en U 'Vx(°3)= (s w:;:)(x)ei . En particular
i S = S¢ para cierta carta (U,d) se tiene : Sﬁws‘: -—r;;‘ axi (1.5.2)
por tanto:Vy V)“a I'(Sg' j)(-—f)_“lt = id _"'"IE 1.5.3)

$. Transporte paralelo

1.6.1 Si o:(a,b]—»M es una curva diferenciable a trozos , y
Xme Tm(M) .(m—_ 0(a) ), se denotard por (G’Xm)r‘ (+) el transporte para-
lelo de Xm a lo largo de 0 . Cuando 'la imagen de O est’ conte-

k

nida en el dominio U de una carta ¢ = (x1,...,xn) s 81 QJ son los

si{mbolos deCkristoFEer de la conexién | en (u,¢) , las ecuaciones
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diferenciesles del transporte paralelo pueden escribirse en cada tro-

« ‘ -k a i
zo diferenciable de 0O : -g—‘;——- = - —g'{— XJ I’i‘§‘ s siendo xi = xi(t)

. i )
o o =
las ecuaciones de en coordenadas @ , y ( Xm)P(t) X (t)(;._;i)u(t}

la Yinica solucién tal que (O o) (a) =X .

En ocasiones cuando no haya necesidad de hacer referenciz explicite
a ", se denotard (U'Xm'),_ por (O’Xm) . Por otra parte si t , t,
pertenecen a [a,b], se denotar'a por T:: el isomorfismo cané-
nico subordinado entre los espacios Tﬂ_(t_)(M) ¥y Tm_‘\{M) , por el
transporte paralelo a lo largo del trozo de curva determinado por los
puntos ¢ (t,) yo(t,)

Neczsitaremos mds adelante utilizar el siguiente lema

LENA 1.8.2

Si X € P (1) y siYe ¥ (1i) , la derivada covariante V' (Y)respec—

. m

to a la conexién [ , puede definirse de la forma que sigue:

Para £>0 , sea © $I, —> i , una curva diferenciable por X ,
NI - PSR B t

entonces ' § vxm( Y)= -—dft-lt=o [7:',, (¥ o (t)’)]'

1.6.3

El tranSpor"te paralelo de vectores a lo largo de una curva , respec-—
to a una conexinSn r s Subordina en gen=ral un transporte de tensores

y de formas. Estamos particularmente interesados en el transporte pa-

ralelo de formas de volumen , por lo que nos detendremos un instante
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en este punto:

si O’_:[a,b]-—-’m » €3 ung curva diferenciable a trozos, y fL(t) as
una forma d.e volumen definida a lo largo de T , 5L (t) se desplaza—
ré paralelamente a lo largo de T respecto & la conexidn r s, 81 paras
todo ué€lL, (m=0(a) ) es ﬂ(a'u(t)) constante . (Cbservese que es
suficiente que la condicidn se cumpla para algin uce¢ Lm s ya que

L (&ua(t)) =ﬂ(C-Tu(t)a) = (deta)ﬂ(a'u(t)) .

Se denotard por (Vﬂm)r(t) 6 simplemente por (U _Q_m)(t) al trens-
porte paralelo de I"Lm a lo largo de o respecto a la conexidn .
1.6.4 Geodésicas

Las geodésicas de una conexidn " son por definicidn curvas diferen—
ciables , tales gque su vector tangente se desplaza paralelamente res-—
pecto a ™ . Las geodésicas satisfacen en coordenadas ¢ =(x1,...xn)

una ecuacidén diferencial de segundo orden de la formas

k 1 axd
gix =_Gk dx- idx

Fijado un vector X, € Tp(M) existe una dnica geodésica Ty , verifi-
: m

d0x
cando las ceondiciones iniciales 3 O;{ (0)=.m y — =X .
m at t=0

(La unicidad estd entendide en el sentido usual)
7. Spreys
1.7.1 Notaciones

Se denota por T el fibrado tangente & la variedad M . Si (U,¥) es
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una carta de i con ¢=(x1,...,xn) , 9¢ construye la carta de triviali-
zacidn local (TU,T¢) tomando T;Z:(x1,...,xn,5t1,...,in) siento para

X €T , X

o =1-c§1:(2{m)(—5é;i-)m . Se denota por T:T —= 1 a la proycccidn

canénica.

DEFINICICN 1.7.2

Sea # un campo de vectores en Ti; se dird que ¥ define ma ecuacion
diferencial de se; undo orden sobre i , si las curvas integriles de £

se obtienen elevando al fibrade Th curvas de M, es decir s fijado

X, € T.(l) existe ¢ :I—>1i con ¢(C)=u ¥y s =0(0)X,
at {t=0
v - 49 & ;1 — Wi, es curva integral de ¥ . Ademds O es
dt

dnica , en el misme sentido de la unicidad de soluciones para una ecma-
cidn diferencial.

PROFO3ICION.1.7.3

La condicién necesdria y suficiente pura que un campo € en ™ defi-

na una ecuacibn diferencial de sesundo orden en M y @3 gue respecto

a cualquier carta(U,#) , £  adopte en coordenasdas T¢ , wms expresidn
del tipo : xt 2_ 4 £3(x,%) 9. , v de &ste manera las curvas intesra-

2 xi éic.’l

les de —? ‘en U habr’n de verificar el sitema de ecuaciones

- . I
. dx* _ f'j(x,x) ; dx? _ x3J
o dt dat j=1...n



‘DE!IHIOION 1.7.4

Una ecuacién difere.ncial £ ae segundo orden en M, se dird que
es un spray si verifica la siguiente condicibn: #i gt I — N es
una ourva integral de & (en el sentido de que U 1o es) parametri-
zada respecto a t'la curva C((at+b) (a,b&R), tambien es curva
integral de &€ .
PROPOSICION 1.7.5

f es un spray, si y solo si, para cualquier carta (U,d), X adopta

en coordenadas TP una expresién del tipo:

4 D kgt 3
£ =x axi-[;jxxaxk (1)
¥ las ecuaciones diferenciales que habrén de satisfacer las curvas
integralea de ¥ perén:

2.k

a“x F a3 ( )
—_—— - k=1,..n X4 = _._...
dtz 1)

Los coeficientes ril;, quedan unfvocamente determinados por la

carte (U,%) y la condicién Gl; = Fjl;_‘.

Una conexién [ subordina sobre la variedad un spray Y cuyas
ourvas integrales son precisamente sus geodésicas, Intrineecamente

dicho spray viene definido por la condicién:
2y =g ( dy )= Tx (0.

81 /7 es una conexién simétrica (con torsién nula), la expresién

del spray de geodésicas coincide con (1) de la proposicién anterior,
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siendo r;‘[]{ , 1o sinbolos de Christoffer de r respecto a (U,d) .
Reciprocamente, los coeficientes fuuncionales r‘ig subordinados en
(u,4) por un spray £ , pueden considerarse simbolos de Christoffer
de una énica conexidn simetrica [ cuyo spray de geoddsicas coinci-
de con ¥ .

DEFIKICICIH 1.7.6

Un tensor T covariante de orden 2 y contravariante de orden 1, puede
interpretarse como una aplicacién F (li)-bilineal , de ¥ (M)y ¥ (M)
en ¥ (i), Se dird que T es un tensor de torsidn, si T(X,Y) =-T(Y,X)
para X,Y € ¥ (ii).

PLHOFOSICICN1.T7.7

Dado un spray  sobre ii y un tensor T de torsién , existe una dnica
conexidén I s con spray de reodésicas £ y tensor de torsién T .
Adends , si r es una conexidn con spray £ de geoddsicas , entonces:

una conexién [N sin torsién , y con el mismo spray de geodésicas pue-

de obtenerse. por medio de la formulsas

Velx)= T l1)- 3 ™x,1)

para X,Y & ¥ (u) , elendo V y V 1las derivadas coveriantes respec—

tivas de "y T, y T 1a torsibn de I .
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SECCION 2

CONEXIONES LOCALMENTE VOLUMETRICAS

En esta seccién se van a estudiar , las conexiones gue conservan lo-
calmente una forma de volumen por transporte paralelo , por medio de
la traze de la conexidn (8 2) y a través del tensor de Ricci (2 3)

1. Definicionqs ‘

En toda esta seccidn r representa una conexidén lineal definida so-
bre i con proyecciones verticales (w%).
DEFINICICH 2.1.1

a) Se diré que ' es una ccnexién localuente volumétrica , si para
todo punto m de I exist;a una pareja (U,S1 ) , donde U es un abierto
conexo que contiene a m y J2 es una forma de volumen definida sobre
U , tal que cualquiera que sea la curva diferenciable a trozos
7sla,b] > U, es (0fl(m)) (+) =52 (0 (t)) (o(a) =m) . En
este caso se dird que el par (U,S52 ) es compatible con /7 .
b) Se dird que ' es conexién volumétrica , si el par (N, Sl ) es compa-—
tible con " , para alguna 1‘orr;1a 51 de volumen definida sobre M.
DSFINICICH 2.1.2
Sea div un operador psudodivergencia sobre M . Se dird que la c.nexién
r es compatible con div, si pera cualquier curva diferenciable a tro-
zos O :[a,b) ~¥1 , y para toda forma de volumen $2 = en T (i)

(m=0(a) ) se tiene (0 SL )giy (t) = (O'Qm)r(t) .
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Idtese gue es suficiente con que la condicidn anterior se verifique

para alsuna forma de volﬁmen en T (i)

DEFINICION 2.1.3

Se llamari traza w de la conexidén [ a la 1-forma en L(M) definida por
v = w}-p cea+WR .

PLCPCSICICHT 2,1.4

La traza w de la conexién [/ es una 1-forme unitéria .

Demostracidn:

En 1.5.1 (Cap. II) se habia ectablecido que en coo;denadas ¢ se puede

escribir w; = (x")% [xg( BS¥ ”)dxs4'dx§] . Diagonalizando queda :
w= ( r;g .n)dxs4-(x'1); dxg .

En virtud de 3.1.4 y 3.1.6 (Cap.I) , w es unitdris,

2 COperador pseudodivergencia asociado a una cenexidn N

La traza w de la conexidn [ por ser unitdria da luzar (4.3.2.(Cap I))
a un operador pseudodiver_encia div , verificando la condicidn 1

div/ﬁ - divé-* $*w ,' péré 51U —> L(U) seccidn local .

Se comprobard que tal operador div es compatible( en el sentido esta-
blecido en 2.1.2 (Cap II) ) y que e:te es el dnico operador pseudodiver-
gencig , que verifica tal condicidn. Se dtendrén , finalmente consecuen-

cias de este rezultado cowo corolérios de 2,6.1C,3.4.5,4.3.3 (Cap I)
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PROPOSICION 2.2.1.
El operador pa;ldo—divergancia div asociado a la 1-forma unitaria w ,
traza d; la conex16n [, es compatible con .
Demostracidn:
Sea (U,#) una carta dé M y sea o 3:(a,b] —U una curva diferenf:ieble,
Cy S2(t) una for;na de volumen que se desplaza paralelamente a lo lar-
go de U respecto a I, se puede escribirs
"S2(t) = F-(E)Qg (0 (t)) para clerta funcidn F: [a,b]— R* diferen—
oiable. Sea u€L , siendo m =0 (a) , ¥ 5’a la elevacién horizon-
tal de 0‘ por u . Se tendré s Q(&u(t)) = cte, v/tc[a,b] , es decir
5—:—- 51 (&u(t)) =0 . Impongemos esta condicidén en coordenades ¢ s
si ﬁ'u(t) = (u1(t),...,un(t)) (u1(0)=u1 ) podemos escribir ,
ui(t) = xg(t)(-a-a;}) y ¥ n(b—‘u(t)) = get(xg)F(t) . Llamando a

it

det(xi(t)) = detx , se tiene:

k
dxh

at

4 (raet(x)) = IE. got(x)+ F adet(gl , pero x}:(t) verificen
at at -

X

las ecuaciones del transporte 1.6.1 (Cap II} luego :

dx i . :

-—‘-g = - 4% x,g r;_;c s donde xt = xi(t) son las ecuaciones de T
en coordenadas @ ; asi pues »

d r Ky _jdfk _,a axt _
E;(F.det(x)): .g_é.det(x)—F a.d;j(xh) xﬂ;—’t’ 13 =(E-E - F v Qj)iet(x)-o ,

rig = 0 , es decir -::(logF) = qg -g—i:—- ,

’

i
con 1o que IE . g 2X_
at dt
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t
Log(#(+)) —f ]9 at + 10a(®a) , ¥ P) = Ba)eoxpf [

t . 7.8

(=}
Qa'ﬁo
o K

Cbservese que por 1.5.2 (Cap II) es S, w = .4 ax® econ lo que
] iJ

i}

t »*
F(t) = F(a).exp/ Sg w ; llamando —rlm F(a)ﬂd (m) , se tendrd ,
a

(V'-S-Zm)r,(t) = exp(LtS& w)_fzd(o(t)) (o5 nldiv (t) , ya que en
U es div = divgt s; w .

Se couprende que la conclusidén es también vilida cuando se tome O di-
ferenciable a trozoa , aplicando en trozos suficientemente pequefios

de O 1la conclusidn anterior . Como consecuencia de esta proposicidn
puede enanciarse el sisuilente teorena:s

TEORENA 2,2.2

Sea div un operador pseudo-divergencia con 1-forma asociada w', ¥y

sea w la traza de la conexién I .La condicidn necesdria y suficiente

para que 4div cea compatible con es que se verifique la igualdad

Demostracidn:

La condicidn w.= w’ es por la proposicidn 2.2.1 suficiente para que -
div sea compatible con r , que la condicidn es necesaria se deduce in-
mediatament.e del siguiente 1lema !

LEGA 2.2.3

Si div y div’son dos operadorcs pseudo—-divergeuncia tales que cualquie-

ra que sea la curva G @ [a,b] ~».i aiferencianle a trozos se tlene @

i

at
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(U_nm)div (%) = (U'-Qm)div:(t) , para J—Zm forma de volumen en
Tm(lﬂ) (0(a) =m ) , entonces div = div’.
Demostracidns

Por 2.6.9. (Cap I) aplicado a operadores pseudo-divergencia , se tiene

que 8i div’=div+0o¢ para cierta 1forma © en M es

t
(0 52,)q4,°(t) (BXP_[ o J(oS25)4;,(t) « Como por hipétesis es
a

((r.ﬂm)div,(t) (U‘ﬂm)div(t) , necesfriamente es Atu =0,y es-
to para cualquier curva diferenciable a trozos T, de donde se dedu-
ce que & es idénticamente nula , y por tanto div = div’,

De acuérdo con las definiciones del anterior 2 1 y el teorema 2.2.2
se pueden demostrar los siguientes resultados :

TEORELMA 2.2.4

Si w es la traza de la conexién , entonces:

a) f" es localmente volumétrica si y solo si w es cerrada,

b) Si i es orientable , f" es volumétrica si y so.lo si w es exacta

¢) " conserva una densidad o por transporte paralelo ' s1 y solo si
w es exacta.

Demostracidns

El apartado a) es consecuencia de 4,3.3 (Cap I) y b) y ¢) consecuen-
cia de 3,4.5 (Cap I) .

For otra parte se tiene :



-1
TROREIA 2.2.5

La condicidn necesaria y suficimte para que toda conexidén / local-
mente volumétrica delinida sobre i. , sea volumdtrica , 89 que N
sea orientable , y ¢l primer grupo de cohomolgzle de de Rham ul(u) y
sea identicamente nulo .

Denostracidn:

Es consecuencia inmadiate de 2.6.10 (Cap I)

DEFINICION 2.2.6

Al dnico operador pseudo-divergencia quc existe compatible con la
conexidn ', se denotard por div. , y e le denominarid operador

pseudo-divergencia ascciudo a la conexidn /.

dtese que en virtud de la definicidn 2.5.1 (Cap I) , es posible
para cone.:iones localmente voluwétricas transportar formas de volu-

men a lo largo de curvas continuas .

3 . Conexiones simetricus con tensor de Riecel simétrico

En este pardgrafo se suroudrd que la conexidn /" es simétrica .
Deiu:08trar.ios que la conaicidn necesaria y suficiente para que la
conexidn 7 ses localmente voluwétiica e¢s que su tensor ds Ricel sea
ggmetrieo . (Las referenciss son [6) y [11])

2.3.1 Preeliminores

51 tensor it de curvatura de la conexidn fﬂ, viene definido por

MXZ = VeVy 5 29,7, o ~Vi,y)(2) » vara £,Y.2 € ) .
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Se demuestira que R es un tensor , y por tanto su valor en un punto
mde M , solo depende de los valores de X , Y , 2 en el puntom .

Ademés R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z . S1 5 :U —YL(U) es una seccién local con

8 = (91,...,en) , llamando S'wl = ol , S*w;“ = ozj , 8e tiene

para campos X , Y definidos en U R(JC,Y)e:j = RS‘(I,Y)ek , siendo

Rsi (Xx,Y) = uk[R(X,Y)eJ], y R;‘ gon foruas de grado 2 definidas en

U ,llamadas formas de curvatura subordinadas por la seceidn S respec-
to a 1a conexién I .

La sesunda formula estructural de Cartan, establece que

R;' = du;'-}—wt AW;‘ y ¥ las formas R; s bueden elevarse al fibra-

do definiendo E?f = dw%-& wi/\ w%‘ , de manera que S*ﬁg = Rt .
Si (U,Z) e® una carta de li y Rg son las formas de curvatura subor-
dinadas en U por S se tiene: R ( 2 2 2 =
| g Ixi ’ Ix 5 dxk
P P 2 h 2 2 h
R(Qxi'aj)=nijk’

-_-Rg(m,m)s;-ﬁ » ¥ tomando
queda ¢ R = Rfll;]k dxiodx;’@dxk@é.% r ¥ Rh ?jk dxi,\ axJ .

El tensor de curvatura , asi{ "interpretado " suele denominarse ten-
sor de Riemann .

2.3.2 Cont.racciones del tensor de tiiemann,

51 (U,d) es una cartabde il en donds el tensor de Ricmann viene repre-

sentado - por R = dx @de ®@dx @2.5 , se estudiarédn todas sus

13&

posibles contracciones
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1
a) tr: R=R, ad®ax®=_tr) R= _jok axt@ax® ( ya que Ry =

1jk

"R}jlik ) , dicha contraccidn representa para cada méU , la apli-
cacifn bilineal de Tm(r.l), Tm(m) en R , que hace corresponder a cada

(Xm,Ym) (Tm(m) me(M) , la trza de la aplicacidn lineal :

R(Xm . )Ym H Tm(r.i)u—»mm(m)’ ,» que se denota por K(Xm,Ym) y § €1

tensor K = Ri';]k dxJ axX. se denomina tensor de Ricci.
b) trj’! R = Rlicdk dxi dx:j representa la 2-forma que para cada meM

aplica le pareja (X ,Y ) en la traza de la aplicacién lineal 1

R( : Tm(m)-—-éTm(:}) . A dicho tensor se le denomina traza

m)
del tensor de curvstura y se denotea por tr R . Observese que

trR = Rl+ ... 408 .

PROPOSICION 2.3.3

La condicifn necesiria y suficiente para que el tensor K de curvatu-
ra de Ricei sea simétrico, es que el tensor trR sea identicamente
nulo .

. Demostracién:

Para una conexidn siwmétrica es wiida la primera identidad de Bianchi
R(X,Y)Zz+ R(Z L)Y+R(Y,Z)X = 0 , y &sta identidad puede escribirse
“en coordenadas ¢ coumo Rle-P Rk;}i R ji= O « Sean X = Xis—;

Y = vd —9-—3- campos diferenciables definidos sobre U , entonces @

X
K(X,Y)-K(Y,X) + tri(x,Y) = &5, %3 ryy, YRSaf,, xivd -
3 i J i J
= &}y, XI5 /Y YR Ry, 000 = (R 4 RE Rjki] X3 =

con lo qu2 queda probzdin la proposicidn .
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TEOREMA 2.3.4

La condicidn necesérig ¥y suficiente para que la conexidén /~ sea local-
mente volumé%fica , €8 que su tensor K de curvatura de Ricci sea
simetrico.

Demostracién

En primer lugar una observacidn : tomando trR = §}+ ...J-ER , 8e
tiene , para toda seccién local S :U—>L(U) , S*(é;ﬁ) = trR . Por
otra parte como ﬁ% = dw§4-wi;\w§ , se tendrd trR = dw%+-wi.~w¥ =dw (1)
siendo w la traza de la conexidn . Utilizando la igualdad (1) y
2.3.3 (Cap I) se prueba inmediatamente la equivalencia entre las
siguientes afirmaciones :

1) E1 tensor de Ricci K,es simétrico

ii) trR = 0 , para toda seccidn local S

111) trR = ©

iv) w es cerrada

v) " es localmente volumétrica.

En efecto ¢ 1)&ii) por la proposicién 2.2.3 (Cap I) . 1ii)=>iii) por
3.2.3 (Cap I) , ya que la 1-forma O en L(ii) y frR verifican ’

s; 0= s&(ﬁ?h) = trR = O parz toda carta (U,¥) . i1i)=®1i) es trivial .

1ii)&iv) por la i ualdad (1) d= la demostracidn; y iv)edv) por 2.2.4

(capl1)
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SZUCION 3

bl
ta
Q

SPRAYS Y DIVERGENCIA

i1. Sprays equivalentes .
EFINICIEN 3.1.1
Dados b4 y E dos sprays sobre iIl , se dice que son equivalentes , si
para cada curva integral U (t) de & , existe-un cambio de parémetro
t = t(s) de forma qus C—T.(s) = 0 (t(s)) es curvé integral de L .
Geométricamente esto significa que las "imagenes " de las curvas
integrales de £ y 2 coinciden .
NOTA : Une curva constante ( que se redace a un punto) ss , estric-
tamente hablando, una curva integral de cualquier spray » No obB-
tante, en e.ts paradgrafo, para cvitar situaciones triviales , y rei-
teraciones innecesdrias , no serd considerada como tal.
La relacién anterior define clarament: una relacidn de equivalencia .
Este pard;rafo estd dedicado & establccer criterios précticos que per-
witan decidir , €i dos sprays estén § no en la misma clase.
Lﬂ\'gﬂ:il. 1’. 2‘
Si (U,£) es una carts de . , ce define en coordenades T¢ =

1 .

=(x ,...xn,x1,...,xn) el campo !f¢ en T(U) por la identidad :

'\)¢= xi ;—a-)-i- . 81 (U, ) es otra carta con T =y, ...y, o™
- .

entonces l)d = L)-;» .



Demostracidn:

i 1,.1 23 +1 9xd ck_zj 5%
Si = s ne t ce = t t =X
x x(y', ,y") entonces x y-a—;{,ypor anto y a_ia.,
-k

x
.y 2 .Lc-‘l F) 3 _ 1 oxd 9% o
se tiene entonces : x axﬂ yi 5T é_i;E ‘F{ ij 5_&

4 0

= yiéi 9 =E - yi ;F , como queriamos demostrar.
DEFINICION 3.1.3

. 9 .1 3
El campo V en T(M) definido por V/U = x a—1- s, para cada carta

g . - %
(0,F) , se denomina campo de Liouville .
Si & es una i~-forma en M se denotard por © v el campo definido en
T(M) por (N\) X)) =u(xm)v‘(xm) » para X ¢ T(H) . En coordenadas

coe ) cor, kixk 2 o = o gyl

T4 se puede escribir : § x'x 5IE si idx .
PROPOSICION3. 1.4
Sea » un spray sobre L y % una 1-forma en M , entonces el campo:
XY o J define un spray sobre M que es equivalente a #£ .
Para la demostracidén de la prposicidén se requiere del sigulente lema 3
LEMA  3.1.5
Sea E un spray que respecto a una carta (U,¢) adopta una expresidn

: k j 9
de la forma : ¥ = xi 2 F (x)xixd 2 (véase 1.7.3 (cap 1I))

' 3&1 J“k

Si x1=xi(t) es una curva integral de 4 parametrizada respecto a t ,
en un intervalo que conticne al origen , y s = s(t) es un cémbio de

pardmetro ( t=t(g) , es su aplicacidn inversa) , entonces :

xK = x%(4(c)) = xK(s) , verifiea las relaciones ,



a2xk _ r'k axt axd (d2t 8 ) ax’
- 1j e e 4 (e —= T .
ds2 s ds ds at ds

Demostracidn 3

k k LK axk k .2
dx  dx dtyg__c_t_g_=§_,_(ﬂx,)g_1_;+dx dact

Se tiene - 5 con lo
ds dt ds ds as ds 4t ds dt ds
2,k 2.k LK 2
que 9——’—2‘, = 31...?2& 5 4t 4 dx ds g—%’- s ¥y teniendo en cuenta que
ds dt ds ds ds dt ds
2.k i 3 2.k i b
X - QFEC X gueas , | Lo - [ (& db)(dxn,dt
at Jat at ds dt ds dt ds
2 k i 3 2 k :
y At dsdx’ _ _ [;‘: ax7 dx” 51..5: 88 ZX_ | como queriamos demostrar.
ds® dt ds J ds ds ds® dt ds

Demostracidn de 3.1.4 :
sea (U,¢) w carta de i , ¢g=(x!,...,x*) y supbngese & = Nidxi

y P=xi 3‘?-1- - ri'l:f sdxi 5—%-,— . E1 campo P+oV =X tendré por-s
ar le

“n

Y - 5 3
ecuaciones en coordenadrs T , £ + & Vo xt 59;{ - G? xixd 5—-1-: +

*is k 8 Y
o/ 4XTX :;:E y ¥y PO 1.7.3 , es tambicn un spray .

Las curvas integrales de # aeben satisfacer por tanto en U ecuacio-

2.k P 1 3 i k
nesdeltipo:%:—f.‘l‘g—‘f—g’f—*&’ ax” dx |
ds 1J gs as ds ds

51 x¥ = xK(t) son les ecuaciones de una curva :lnt%gral ,o (%) , de £
( cuyo intervale de paramctrizacidn contiene al orien) , se va a
. . l _ Lk s s &m
comprobar que las ecuaciones x" = x(s) , definidas por el cdmbio

. t r
de pardmetro s = s(t) =/ (e:cp/ -o)dt ( on donde la integral ,
o )
T , -
/ -t estd tomada a lc lurgo de O ) determinan una curva U (s) =
)

=0{t(s)) , que es curv.. intesral de £ . Obsérvese en primer lugar
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t
que ‘g% = exp/ (-v/>0 ¥ %, por lo que s = s(t) define reslmente
o

la ecuacidén de un cambio de pardmetro ( se denota como es usual t=t(s),

t(s)
la aplicacién inversa) . Se tendrd entonces %—g = expf & ¥
)
t(s) 'd.xi
por tanto = 3. exp o dt =
ds ds ° i dt
t(s) i st 1 i
dt (cxp/ oy == L. Salg )i-/ oy 8X at = (22)20(1.@_=
at 0o at ds dt
i 2 i
- S — 0 SX 9x_ | es decir 4Lt - 4t oy S ax’ .
ds ds ds ds ds

Teniendo shora en cuenta el Lema 3.1.5 antrior , se tiene

a2xk r‘k axt dxj 4t dsy axt fkax_ ax! dxj Y ax® ax¥
eyt ) ey e
ds ds ds ds? dt’ ds ds ds ds ds

por lo que T (s) es curva integral de € .
Se probaré a continuacidn el reeiproco de 3.1.4 .
PRCPOSICION 3.1.6

—

Si » y 4 éon sprays equivalente s , existe una 1-forma™en i tal
que E = P-J- NV'.

La demostracién de 3.1.6 requiere del sélguiente lema

LEFA 3.1.7

Si F es una forma cuadrdtica ( vzlorada en R) definida sobre un espé-
cio vectorial E de dimensidn finjita, y L es forma lineal en E , tales
que F(x) = 0 cucndo L(x) =0 , entonces existe una forma lineal T ,

sobre E tal que 7(x) = L{x).T(x) parz todo xe¢E
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Demostracidén
Se eligird primero una base (u1,...,un) en E , de manera que la
expresidn en coordenadas de L respecto a dicha base sea :

L(x1,..., ) = x1 ., La forma cuadrética F , se escribird respecto

a dichas coordenadas , F(x1,...,xn) = {%_.aijxixj donde a4 = ajié R .

For hipbtesis F(C,x2,...,x") = f__, aijxixj.gpara cualquier x2,.,.,x0 ,
jl;l‘
lo cual implica que a,. = O para 1>1, J>1 , por lo que quedas

i3
1 1,2 1,2
F(x ,...,Xn)=a11(§§ ) + 2312X X ...+281nx1xn =
= xil(a1 1x1+ 2a12x2+ eset Zamxn ) ¥y la aplicacidn lineel T definide
por T(x1,...,xn) =8, 1x1 2a12x2+ ...4231nxn , verifica las condicio-
nes requeridss .
Demostracidn de 3.1.6

Sea (U,£) una carta de i. , & =(x',...,x) en donde £y £ , se escri-

ban de la forma :

J

b= xi ;.i - M(x,%) 53T , siendo [™(x,x) = f;;{ xtxd
x X
= 5(1 ;i—-i- - ]:IC(X,X) 2—)%1‘? y slendo F'k(x,x) = {;:;‘ xixvj

S1 ¥ es una curva ints 1ral de € en U , de ecuaciones x! = xi(t) , B8
podrd dste:minar vor hin’tesis un cdmbio de pardmetro s = s(t) , tst(s)
de wanera que la curva G (<) = ¢ (t(s)) , de ecuaciones xi=xi(s)

. T .
sea curva integral de s y €5 decir :
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J
-d—’z‘ = _ n-;( :x -3—-’5— « Por otra parte en virtud de 3.1.5 (cap II) se
ds 8 8

2.k 3 2 k
d°x k dx dxc 4% dx

tiene t —< = - r ) Y se puede escribir @
ds? 1) 36 ds ds d52 ; ds ’

2 3
at 1 ax® _ i&_@_c_
( asl dt/ds) ds ¢ riﬁ G ds (1)

Esta expresién nos sugiere que la funcidn homogénea de grado 2 res~
pecto & x , definida por Hx,x) = Fk(x,l'c) -T"k(x,;c) , 8e anula cuan—

do ik = 0 ., Para probar esto ( y otras cuestiones) se fija la siguien-

te notacidn : (xo,:'co) =(xg,...,x§,fcg,...,5:2)&T(U) s silendo J'co £0,

y T(8) es una curva integral de P de ecusciones x! = xi(s) tal que
. ‘ 4
x1(0) = xg- » _d_x_, ex! , yt=t(s), s=8(t), son las ecuacho-
ds Is=o0

nes del ¢ambio de pardmetro que permiten pasar , de 1la curva integral
T (s) de b a la curva intezral o(t) = G (s(t)) de £ ; Lntonces :
a) Si J'cg = 0 , particularizando la igualdad (1) para s = 0 , se ob-
tiene Hk(xc,io) =0 ’por ei :lemg 3.1.7 anterior se tendrd :
HE(x,%) = J'c'k.hk(x',ft) , slendo hlf una funcidn lineal respecto & x ,

y la ecuacidn (1) se puede escribir ashora :

2
(:_gg ;t/ds ) x¥(s) = x¥(s).h¥(x(s),x(s)) (2)

b) Cuando k_’é Ao, ig # 0 (r # k) , particulerizando en (2) para s = 0,
se tiene @ hk(xo,f{o) = hr(xo,;co) , ¥ por tanto , se puede llemar
h(x,x) a la funcidn ( 1lineal respecto a x ) tal que h(xo,fco) =
= hk(:»:o,;co) cuando }'cg 0 , ¥y la iguasldad @

2

5 1 niu(s).x
-3 Toas n(x(s),x(s)) (3)
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1}

es vdlida en un entorno de s = 0, cuando io # 0. La funoién h(x,x),

puede escribirse de la forma : h(x,;:) = 0 ixi, para clertes funciones

& 1:’ U —— R. Recapitulando, se tiene que lae curvas integrales

-—

de & han de satisfacer ecusciones del tipo:

% proatad, o, ol
dsz - ij ds ds . 1 ds ds

6 10 que es lo mismo, la igualdad £ -Le+w v es vdlida en T(U),

siendo K = txidxi.

Finalmente la misma igusldad (3) nos muestra que la funcién
h: ™(U) —> R, es independiente de las coordenades f tomadas sobre
U, ya que la ecuacién t = t(s) del cédmbio de pardmetro qué hay que
tomar para pasar de una curva-integral G(t) de Y a une curva
integral T (8) = G(t(s)) de E , 63 claramente independiente de
las coordenadas P tomadas sobre U. Puede definirse globalmente h en

T(M), tomando:

_at 1 ‘
h(Xm) - ‘d32 at/ds | e=o

giendo t = t(s) la ecuacién del cambio de pardmetro, que hace pa-

 Gs). P ag -
sar de C(s), curva integral de < con is | e=o _xm y &8

¢(t) = O(8(%)) curva integral de £ .
La apllcecién h: (M) ——> R (lineal en las fibras Tm(M)),

interpretada como una l-forma 0« sobre M, permite escribir la

igualdad: L= Py o U con validez sobre toda la variedad M.
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2. Operador pseudo-divergencia asociado a un spray

DEFINICIUR 3.»2.1

Dado *? spray sobre M , se llamard operador pseudo-divergencia div, ,
asociado a £ , al operador div, esociedo & la dnica conexidn simé-
trica I’ que tiene a b por spray de geodésicas

Este pardgrafo estd coniagredo a la demcstracidn del siguiente teorema:
TEORENMA 3.2,2

Dado un spray £ sovre M ’ y un operador pseudo-divergencia div , exis-~
te un dnico spray :@. equivelente 8l spray b sy ¥ tal que su operador
pseudo—divergencia\div‘E asociado , coincide con div .

Por razones de tipo téenico , se probard primero la unicidad , por me-
dio de la sigsuiente proposicidn @

PROPOSICION 3.2.3

Dado # spray sobre M y div operador psgudofdivergencia y Supongase
que kP ¥y £’ son sprays sobre li equivalentes a 2 cuyo operador pseudo-
diver;encia asociado es div . &ntonces E =l’.’.

Demostracidng

.

Localmente en terminos de una cart: (U,d) ¢ = (x1,...,x0) las curvas

integrales de £ satisiacen ¢cuaciones de la forma @

dzxk e dxi d.x'j

a? e

por ser £ equivelente a ) 4 s vnt virtud de 3.1.6 (capll) , existe 3
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1-forma en . , de manera que las curvas integrales de € contenidas

en U satisfacen en coordenad:s ¢ , ecuaciones de la forma
2 k

k
= r‘ ke d}‘ d“ + dx dx ciendo A =Aaxt (1)
ds2 1j g5 ds /5 ds ds ’ /3 /31

Sea [ 1la conexién simfrica asociuda al spray £ , cuya derivada cova-
riante denotamos por v y ¥ ea I 1a conexidn cuya derivada covarian-

-~

te V viene definida por ia ecusciéu:( X ¢ Y , siempre son cempos

en 1) Y = Ty¥ - ploy (2)
T 2 _®xd _Pk_d
observese que @ V — = 35 =13 Yy poxr
8507 HIGET 1 5E T =
tanto fa‘ F Jla’ﬂl , v las -eoddsicas de /| satisfacen ecuacio-
2k ~ L j g k
nes s d7x_ G}_{ dx” dx- '1 dY _@g_ /31 d}.. dx
as? J as  us J ds ds ds

y por (1) su cpray de :.odéoicas coincide con £ .
51 T oo la dnice conszidn  oia tor.i6n con spray & ontonces (véase-
~ ! —~

1.7.7 ( ¢an II)) se tisna @ v'_},’ = \7‘;;‘{4»% T(X,Y) (3)

iendo T la tor idn e L oconsxidn T, y por (2) y(3)- se llega a:
V.Y Y+ (4, r)+(s(x) (43

7 la torsida TL_‘ de la couexiin I . .ird cxpresarce de la forma @
CIK,Y) = VT - Vya - (5,Y)= 2(x, )+ A(X)Y - AX , ya que

¢ . Como por hiunbtezis ez © = O se tiene

n

1(4,Y)

T(X,Y)

1t

[5(1').:; -/&(:;)1’ , v de esta maacra (4) pucde escribirse :
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Tyt = Vxn-;- (AODX =~ A (XY )+ BI)Y s decir

Uyt = Tgr+ (Ap)x+ (L p)ns (5)

El sipuiente lema probari por otu parte que la i-forma /3 queda total-
mente determinada por ¢l operador pseudo-divergencia div , con lo que
queda garant‘izada la unicidad del spray .

LENA 3.2.4

Sea> r wia conexién de sprayP y div un operador pseudo-divergencia -
sobre M , Existe entonces una Unica 1-forma ¢ sobre ii de manera
que la éonexién (simetrica ) I:‘ cuya derivada covariante 6 viene
definida por la férmula: -V:.{Y = VXY + (Y)x+ (X)Y , tenga como
operador pseudo-divergencia asociado el operador div.

Demostracidn:

Sea & la 1-forma en N tal que div = div + ” y sea (U,Z) una carta
de M con ¢ =(x?,...,x") , ¥ I;_IJ‘ R [-;5{ los simbolos respectivos

de Christoffer de las conexiones r y r s, ‘tomando r= ridxi , S€

v Jd_Fk 4 x 2 2o o
tie H — = = . 1 s
tene + VWS sm Mism byt g ooconto e

=i yitogs - Mi+tenyp; .

S1 wy W von las trazas respectives de [ y [, se tendrd (véase

X - =3 . N . »
1.5.2 (cap I1)) Sgl/ W= ‘ig axt = l’;g axt+ (n+ 1)r = Spf w4 (n-tf)r



- 88 -

div.= divy + 8y W = (Qivy+Sy w ) +(n+1)} = div_+ (
y lVF— v¢+ ¢w— 1v¢+ g v n J"‘ V. n+1)r,
si se impone diVF = div queda,o‘1v/{,’=divp+ (n+ )} = div = div+ &
luego o = (n+ 1) 3 ()—=(—-1—)0( (1)
n 1
La férmula (1) de 3.2.4 y 1a (5) de 3.2.3 , permiten completar 1la
demostracidn del teorcma 3.2.2

Demostracidn de 3.2.2 :

Sean /[ ¥y r las conexiones siudtricas asociadas a £ yf respec
tivamente y supdnguse div = divp + ®, para cierta 1-forma ¢ en I,

La definicidn de la conexidn ﬁ viene ya condicionada. En efecto:
por la férmula (5) de la demostracidn de 3,2.3 es

ﬁxY = VXY+(-;-(3)(K)Y4 (-;-p)(Y)X , 3iando /S 1la 1forma en M tal

que J?:t’*/s v y ¥ vor la férunula (1) del lemz anterior es

.1_/3, = A , es declr = —%— o, con lo que el teorema serd cier-
2 n+1 n+1
to , si y solo si 1la conexidn definida por :

4

Bt = CNzes: J
Tt = Dore - [ ()74 o (0)x
a+1
tiene un spray de seodésicas £, que satisface las condiciones del

znunciado. ror el leuwa 3.2.4 es claro que divF = div y por la demos-

tracidn dz le propo~icidn 3.2.3 se vé que $=¥-2 «V s ¥ por
n 1

) :
tanto # Vi £ son equivalentes .
Se concluye esta seceidn con el sisuicnte resultado que es consecusn—

cig inmedigta del tecrcriw 3.2.2
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COROLARIO 3.2.5
La condicidm neceséris y suficiente para que dos conexiones simétricas
con sprays de geoddsicas equivalentes coincidan , es que céincidan

sus operadores pseudo-divergencia asociados.

T et
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SECCION 4

CONEXIONES 9 ~CONFORMES.

1. Preeliminares.
DEFINICION 4.1.1

Sea § wuna métrica riemannimna sobre My /" una conexién. Se
dira que r es una conexién § -conforme {6 simplemente conforme, si
se sobreentiende 3 ) 8i se satisface la siguiente condioién:
Para toda curva (:l[a, b]——-‘> M diferenciable a trozos y todo par

X Y eT M (m=0(a)), s8i Xm(t), Ym(t) representan los transportes

paralelos respecto a /@ de X e Y respectivamente, & lo largo de 7,

se tiene que la funcién:
< X (4), Y, ()

es una funcién constante, donde hemos denotado a
1x (en ny ()

5(1,]{) por ¢X, Y, y Ixll = \/<;:X—> .

En otros términos, la conexién I conserva el angulo entre los
vectores que se desplazan r -paralelamente.
DEFINICION 4.1.2

Una conexién [ se dira métrica si conserva una métrica rieme.nniana‘
por transporte paralelo. Si 4 es una métrica riemanniane se llamard
conexién riemanniana asociada & 9, & la unica conexiby métrica y
simetrica F, respecto a 3 .

Mas ad.elante se tendrd en cuenta el siguiente resu.ltado.
'PROPOSICION 4.1.3

Dado un tensor T de torsién y una métrica Riemanniana 5 sobre
M, existe una idnica conexién g-métrica con torsién T, (cuya demostra—

cién puede verse en [9))
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4.1.3 NOTACION

En el resto de 1a secciém se considerard definida una métrica
Riemanniana 4 sobre M cuya actuacién se denotard en la forma
g (X,Y) = ¢X,Y) para X,Y< £(M) y se escribird frecuentemente
{X,Y> p 0 luger de {(X(m),¥(m)> .

2. Construcién de conexiones conformes.

En este pardgrafo se obtendrd un procedimiento para construir to-
das las conexiones conformes respecto 8 una métrice riemanniena )
dada sobre la variedad. Se necesita previamente la siguiente propo-
sicién,

PROPOSICION 4.2.1
Sea /" una conexién sobre M y ¥ una l-forma, existe entonces una

dnica conexién [ verificando la condicién (parsa todo t)
/t
a = -
(X (8) = (exp/y - ) (T X (¥) (2)
t
en donde la integral ‘/a - esta tomada a lo largo de una curva
g :ra,b} —=——> M diferenciable & trozos con 0(a) =m y xm-r_- TmM.

Por otra parte, la derivade covariante de la conexién /" viene
definida por la férmula:

Ty ¥ = Uy Y +X(DY para X,Ye X (M) (2)

en donde V representa la derivada covariante de la conexién .

Demostracién:
Comenzaremos demostrando la unicidad:

Sea | una conexién en M que verifica la condicién (1) de la propo-

gicibn, y sea Xmé TmM. si ¢ IE=(—£ & ) —> M es una curva tal que
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Jg(0) =my df It— =X ¥ 'L‘z ':Eo (aplicaciones de T (t)m-—-—— T, M )

denotan loa transportes subordinedos respectivamente por r y /_'
( vease notacién introducida en 1.6.1), para cuslquier Y €¥ (n) se

tiene por (1):

o
‘Ef,(Y(cT(t))) = (exp/t -O’)'E:(Y(U‘(t))) es decir

- t
-c';(r(v(t))) - (exp/oo« )THW@ () ¥ por tanto

& (EHH @ () = g2 [expf ¥ )T trlo (4)))4 (exp o }gd =z b en

Aplicando ahora el lema 1.5.2, la igualdad anterior se convierte para

— t
t = O en: Vx Y = -5%~A$gexp/od YY(m)¢ Vx Y (3)

¥y teniendo en cuenta que - (axp/N ) -0‘( ) 91P/°’ v por

t
tanto que (exp/bl ) =o((xm), la expresién (3) se transforms en

dt

—f]x Y=Y+ (X )¥(m).
m m

—— ——

Por tanto si la conexién /" existe, su derivada covariante V ha de .1
estar definida por la férmula:

VX =YX+ (XY  para Y ¢ (M)

Se comprueba inmediatamente que v asi definida es una derivada
covariante que subordine cierta conexién l: . Queda por ver que
verifica la condicién (1):

Sea V:(a,b] — M, una curva diferenciasble a trozos, y sea X(t)
un campo que se desplaze paraleleamente a 1o largo de U respecto a

la conexién /. Se probard que el campo (a lo largo de T ) definido



-92-
por la ecuacién:

t -
X(t) = (exp /a -l )X(t) se desplaza paralelamente respecto a /',
con 10 que quedard concluida la demostraoién:

t
81 P(t) = exp/ ~% (a4t <b) se tendrd (o = a7,
a dat

- _ ) _ ap .
V=0 (/) = (3, M1+KT X) = 5 X+Fo(T)X  ya que por
hipétesis es Vd’ X = 0, Teniendo en cuenta que %:L = -x(J)F

queda 73X = 0 que es 1o queriamos demostrar,

NOTACION 4.2,2

A la conexién /” construida en la proposicién anterior se la deno-
tard por [ .
PROPOSICION 4.2.3

84 I es una conexidén conforme y o es una 1-forma en M, la cone-
xién ,:,' es tambien conforme.
Demostracién:

Sea 0 :[a,b]—> M, una ocurva diferenciable a trozos (o (a) = m).
Para xm,Ymé Tmlﬂ se tiene:

t
X (0. (e 10 () (exp )], o) 2¢ (T X (4),(0 1) (42 _
o Elg T (O (axp /5 o) 2z (0] K oxy) ()]

S SR AN
= le’lll‘ ﬁ;‘ i » Y& que por hipbtesis r es confornme,
m m

1La proposicién 4.2.3, permite, a partir de una conexién métx;ica.f’ ’
construir conexiones conformes [J por medio de 1~formas o en M;
Se va a establecer mds adelante, que por este procedimiento pueden
construirse, todas las conexiones conformes y para ello son necesarias

algunas consideraciones previas:
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La métrica 3 subordina de forma natural sobre M una densidad &
definida por las condiciones:
1) 9(uw) =1, i u= (ul,...,un) es base ortonormal.
11) O (ua) = @ (u)|det a] para u€ L(M) aé& GL .

Obviamente, sl /" es una conexién métrica entonces div,_ = divg .

Conservando esta notacién se demostrard el siguiente lema:

LEMA 4.2.4

st ' ea una conexién conf‘orme y div, = divy , entonces " es
conexién métrica.

Demoatracién:

Sea méM y O: (o,l] ——> M un lazo (diferenciable a trozos) por

m, Le aplicacién 'C; H TmM —_— TmM subordinada por el transporte

paralelo respecto a " es un isomorfismo lineal, que por hipétesis

conserva los angulos entre los vectores, por tanto si u ==(u1,...,un)
es una base ortonormal en T M y u(t) = (ul(t)”"'“n(t)) denota el
transporte de u a 1o largo de U (respecto a [ ), existe v =(v1,..,vn)

base ortonormal de T M y A#Z 0 tal que Av = u (1), siendo

Av=(Av,,..., AV.). Por otra parte, si S1_ es la forma de volumen .
1 n ' m

i

en T M tal que nm(u) ly ﬂm(t) denota el tramnsporte (respecto
al) de S?_m a 1o largo de O se tendrd nm(t)(u(t)) = 1 para todo
t €{0,1] , en particular para t = 1 se tiene 1 =52 _(1)(u(1)) =
=.S'2m(1)( Av) = Anﬂm(l)(v) y por ser div, = div, se tendrd

Inm(l)(v)| = O(v) =1 conloquel=2)\" es decir 1 =|A} y
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claramente /| es entonces oonexién métrica.
PROPOSICION 4,2.5
Si F es una conexién couforme, existe /" conexiénl métrica y or ,
1-forma en M, tales que [ =[] .
Demostraciéni
Sea O la densidad canénicamente subordinads por § , y ses8 div
el operador divergencia subordinado por la conexién ﬁ + Supongase
div = d:lvo.;.l'g para cierta 1-forma /3 definida en M, y sea final-
mente /7, la conexién oﬁya derivada covariante viene definida por
va = §XY - &(X)Y donde & es una l-forma que habremos de deter-
minar imponiendo la condicién divr, = div& . P.or la proposicién 4.2.3
y el lema 4.2.4, la determinacién de & concluye esta demostracién.
S1T ¢+ I —~——> M, es una curva diferenqiable a trozos con o< I inter-
valo de B’y T(0) = m, entonces: se tiene por 4.2.1
‘C%X):(exp/g( )f°(x) donde X. ¢ T M yto T° denotan
t''m o t "m mm t’ t

los transportes a lo largo de O respecto a las conexiones r y rn

respectivamente, y para JL o forma de volumen en TmM se tiene
t n_
TAZ) = (exp [, -2)TASL) ¥
t
"f':( S7m) = (exp‘[)/s )(Uﬂm)8(t) por 2,6.9(cap.I) con lo que
. t t
T Az, = exp [, - (exp [ o W52, ()

Como es necesario que T :(J’Zm) sea igusl a (U*JZm)a(t) se tendrd

t t t
- O n / = - =
(exp/o ) . exp 0/; exp J, ( n(w/s) 1 6 lo que es lo mismo
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t .
j; (-no(+/5) = 0. Como esto se verifica para toda curva T diferen~-
ciable a trozos con origen en ¢l punto m, se concluye que /’: -nxX = 0

é biencx—-:%ﬂ.

3. El1 Spray de una conexién conforme.

Como consecuencia de los resultados obtenidos en 2 2 anterior, se
van a eetudiar ciertas conclusiones relativas al Spray de geodesicas
de una conexién conforme.

PROPOSICION 4.3.1

El Sprey de geodesicas de una conexién conforme T es equivalente

al de alguna conexién métrica /" , .
Demostracién:
Por la proposiciédn 4.2.5 existe " conexién métrica y o 1-forma en

M de menera que /" =/ . Si 7 ¥ V representen las derivadas coverian-

tes de I’ y [ respectivamente, entonces VXY = VXY* & (X)Y, y res~

pecto a una carta (U,P) las geodesicas de /° han de satisfacer las

2. k i J i k
dx k dx~ dx dx” dx i
= - — e - —_— =0
ecuaciones dt2 lij it _azt 1 3t az siendo & i(b: vy

r'il; los simbolos de Christoffer de la conexién /" respecto a la
carta (U,@). Si £ ¥y ~t-’_ son los Sprays de geodésicas de n Y I: res-
pect‘iménfe sé tendi‘é, E ‘== 'l'a_ 0( l)" y por‘ la j)rOpbsioidh 3.1.4
ambos Sprays son equivalentes,

Por otra parte se tiene:
| PROPOSICION 4.3.2
Si 7 es una conexién métrice y E‘- es un Spray sobre M equivalente

al Spray de geodesicas de el , existe una conexién conforme r cuyo

Spray de geodesicas es ¥,
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Demoatracién:

Por ser los Sprays r y E equivalentes, existe o/ l~forma sobre
M, de menera que E =8 oV (por 3.1.6). E1 Spray de geodésicas de la
conexién F = ': coincide (por la demostracién anterior) con el Spray

& , vy [ es conforme por 4.2.3.

4, Operadores pseudo-divergencia y conexiones conformes.

Comprobaremos finalmente que un operador pseudo-divergencia deter~
mina de forma univoca una conexién conforme y simétrice segun ese pre-
cisa en 8l siguiente teorema:

TEOREMA 4.4.1

Dado un operador pseudo—-divergencia div sobre M, existe una unica

conexion conforme y simétrica compatible oon div.
Demostraoién:
Supongase div = div&-#/) , donde O es la densidad canénica aso-

cieda a 9 ¥y /5 es una l1-forma en M, Sea (¢ =»%/! . Por la proposicién

4.1,3, existe una tnica conexién métrica /7, cuye torsién vale

MX,Y) = ¢ (Y)X =x(X)Y, (1)

y sea finalmente F = , por la demostracién de 4.2.5 es di\lr__' = div
y por otra parte, la torsién T de /° val_e: (recuerdese que

VXY = VXY + N(X)Yo)
T(X,Y) = U,Y - ﬁyx -[X,Y) = M(X,T)+ & (X)Y =X (Y)X = 0, por (1).

Finalmente, si I’ es otra oonexién simétrica compatible con div y
conforme, la conexién Ii =r es una conexion compatible con div
y conforme, por 4.2.4 es métrica, y su torsién T’ vale:

T(X,Y) = v;(Y - V;.x - [5,Y] = P(X,Y) = (X)Y+ (V)X = (Y)X =~
- (X)Y = T(X,Y) (pues T=0) nuevamente por 4.1.3 es rers Eu

¥ por tanto f’-.-f;:l"

-
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