4. Estadistica descriptiva bidi-
mensional. Regresion lineal

4.1. Tablas de doble entrada

De la misma manera que a partir de una poblaciéon se puede tomar
una muestra de tamano n para observar una variable, es posible obser-
var varias variables para cada individuo de la muestra. Si observamos
r variables (Xi, ..., X,.), obtendremos para cada individuo un vector de
r valores correspondientes a los valores de cada una de las variables
para ese individuo. A = (X1,...,X,) se le llama vector o varia-
ble estadistica r-dimensional. A la variable (unidimensional) X} se
la denomina la componente k-ésima del vector. Asi, nuestros datos
ahora seran de la forma (211, ..., %1,), ..., (Tn1, ..., Tny), donde z;; denota
el valor de la variable X; para el individuo ¢-ésimo de la muestra. Si
tenemos solamente dos variables, es méas usual la representacion (X,Y)
en lugar de (X1, X3). En este capitulo trataremos el caso bidimensional,
pero el estudio para tres o mas variables se realiza analogamente.

El interés de estudiar varias variables simultaneamente radica en
que es posible que los valores de las variables estén relacionados entre
si, de forma que los valores de una variable nos den informacién sobre
los valores de otra u otras variables.

Ejemplo 44.

Consideremos nuevamente el ejemplo de las crias de conejo del capi-
tulo antertor. En dicho capitulo habiamos estudiado el numero de crias
de 35 camadas. Supongamos ahora que observamos también el nimero
de crias vivas después de dos meses. En este caso tenemos dos varia-
bles: X = numero de crias, e Y = niumero de crias vivas dos meses
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después. Para la camada i-ésima tenemos entonces dos valores (x;,y;).
Supongamos que los valores que tenemos son los que aparecen en la tabla

4.1,

Camada | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X o 1 2 3 4 6 0 1 2 3 4 6
Y o o 1 2 4 4 0 1 1 3 3 5
Camada | 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
X 1 2 3 4 6 2 3 4 6 2 3 4
Y o o 2 3 4 2 3 3 6 1 1 2
Camada | 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
X 6 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
Y 4 1 3 1 2 0 3 1 2 0 3

Tabla 4.1. Datos correspondientes al ejemplo 44.

Notese que en el ejemplo anterior no tenemos 70 datos, sino que
tenemos 35 pares de datos, que son los 35 datos correspondientes al
numero de crias inicialmente y los 35 datos correspondientes al niimero
de crias vivas dos meses después; en definitiva, siempre el ntamero de
datos es n (nimero de individuos) y no 2n.

El primer problema que nos planteamos es el de obtener una repre-
sentacion tabular de los datos. Podriamos considerar los distintos pares
que aparecen y actuar como en el caso unidimensional, pero esto trae
varios problemas:

» Las modalidades no pueden ordenarse de menor a mayor de ma-
nera natural y esto hace que la representaciéon no sea tan clara,
incluso aunque las dos componentes sean cuantitativas. Asi, si te-
nemos los resultados (0,1) y (1,0), no tenemos ninguna razéon para
suponer que el primero de ellos es menor que el segundo. En con-
secuencia, habria que tratar la variable bidimensional como una
variable cualitativa. Sin embargo, en muchas ocasiones nos va a
interesar estudiar valores numéricos de cada componente, y esta
forma de actuar complicaria el tratamiento.
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= En muchas ocasiones, interesa estudiar las variables por separado,
ademas de las relaciones que existen entre ellas, y esto no puede
hacerse de forma eficaz a partir de la tabla de frecuencias.

Por ello, se plantea otra representacion tabular més apropiada, la
tabla de doble entrada. Esta tabla se construye de la siguiente ma-
nera: Se hace un cuadro en el que en la primera columna y la primera fila
(que seran la columna y la fila 0) se dan las modalidades de las variables
X e Y respectivamente, en orden creciente si es posible. Si la variable
X tiene r modalidades diferentes y la variable Y tiene s modalidades
diferentes, se obtiene una tabla de r filas y s columnas. En el cuadro
interseccion de cada fila y cada columna se da la frecuencia (absoluta
o relativa) del par correspondiente; si es el valor correspondiente a la
modalidad ¢-ésima de la variable X y la modalidad j-ésima de la varia-
ble Y, se denota este valor por n;; en el caso de frecuencias absolutas
y fij para las frecuencias relativas. Dicho de otra manera, el nimero o
proporciéon de individuos de la muestra para los que simultaneamente
X vale z; e Y vale y; aparece en la posicion (7, j) de la tabla. Tendremos
entonces r X s valores.

Una vez obtenida esta tabla, se anaden una tltima fila y una tltima
columna. En ellas se dan los valores suma de todos los valores de la
columna o fila correspondiente. Denotaremos esos valores por ny , ..., n,.
para las filas y por n1,...,n, para las columnas. Por ejemplo, si consi-
deramos frecuencias absolutas, en el primer valor de la tdltima columna,
se da el valor

Ny, = N1 + Nig + ... + Nys.

De la misma manera, en el primer valor de la ultima fila aparece el
valor

ni=mnm + n21 + ...+ Npq.

Si utilizamos frecuencias relativas en lugar de absolutas, los valores
anteriores se denotan por f;. y f1, respectivamente. En la posicién in-
terseccion de estas dos columnas se da el valor n (también denotado
por n_) si hemos utilizado frecuencias absolutas, o 1 si hemos utilizado
frecuencias relativas. Notese que
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n=ny +..+n. =ny1+..+ng,

es decir, que este valor sigue el mismo criterio que se utilizé en la cons-
truccion de los otros valores de esta ultima fila y columna.

Ejemplo 45. (Continuacion del ejemplo 44)
En nuestro caso, la tabla de doble entrada con frecuencias absolutas
se da en la tabla 4.2.

X\Y

2
3
10
10
)
)
35

DW= O

N[O OO W NO
N O = O = O
DO~ == O O
0O W ot O O OoOWw
=W = OO O O
== 0 O OO oL
0 OO0 oo

Tabla 4.2. Tabla de doble entrada con frecuencias absolutas para los datos
del ejemplo 44.

Con frecuencias relativas la tabla de doble entrada seria la dada en

la tabla 4.5.

X\Y [ 0 1 2 3 4 5 6

0 |23 0 0 0 0 0 0 |2/35
1 |2/35 1/35 0 0 0 0 0 |3/35
2 [3/35 6/35 1/35 0 0 0 0 |10/35
3 0 1/35 4/35 5/35 0 0 0 |10/35
1 0O 0 1/35 3/35 1/35 0 0 | 5/35
6 o 0 0 0 3/35 1/35 1/35| 5/35

7/35 8/35 6/35 &/35 4/35 1/35 1/35| 1

Tabla 4.3. Tabla de doble entrada con frecuencias relativas para los datos
del ejemplo 44.
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Como se ve en las tablas anteriores, tenemos casillas con valor 0. En
las tablas de doble entrada no es extrano que esto suceda. Al contrario
que en el caso unidimensional en el que intentdbamos evitar esta situa-
cion, esta informacion si es relevante para el caso bidimensional, puesto
que nos indica combinaciones de modalidades de X eY que aunque pue-
dan haber aparecido por separado en la muestra, no han aparecido en
un mismo dato.

Notese también que a partir de esta tabla es posible obtener conclu-
stones sobre posibles relaciones entre las variables. Por ejemplo, parece
que cuando X es grande, hay una tendencia a que Y sea grande, porque
los valores mas alejados de la diagonal son nulos y casi todos los datos
se identifican con modalidades que estan cerca de esa diagonal.

En el caso de que alguna de las componentes del par sea continua o
tome muchos valores diferentes obtendriamos, como pasaba en el caso
unidimensional, una tabla muy grande en la que la mayor parte de los
valores serian cero. Al igual que en el caso unidimensional, esto resta
visibilidad a la tabla. Para evitar este problema, las modalidades de
estas componentes se agrupan en clases, de la misma manera que en
el caso unidimensional y tratando cada una de ellas por separado. Las
distintas clases se tratan como si fuesen las modalidades de la variable.

Ejemplo 46.

Supongamos que estamos estudiando los individuos de una poblacion
de estudiantes. Se han seleccionado al azar 16 estudiantes sobre los que
se ha medido el peso (X ) y la altura (Y ), obteniéndose los datos que
aparecen en la tabla 4.4.

Individuo | 1 2 3 4 5 6 7 8

X 68 72 69 &8 60 63 90 86
Y 1.7 1.8 175 184 165 1.64 18 1.94
Individuo | 9 10 11 12 13 14 15 16
X 60 67 76 T4 73 8 80 63

Y 1.6 1.70 1.76 1.72 1.81 192 195 1.61

Tabla 4.4. Datos correspondientes al ejemplo 46.

En este caso, agrupando X en las clases
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1,6,1,7),[1,7,1,8),[1,8,1,9),[1,9,2)

eY en las clases

[59,5,69,5),[69,5,79,5), [19,5,89,5), [89,5,99,5),
se obtiene la tabla de doble entrada dada en la tabla 4.5.

X\Y | [1,60,1,70) [1,70,1,80) [1,80,1,00) [1,90,2,00)
59,5, 69.,5) 4 3 0 0 7
69,5, 79.,5) 0 2 2 0 4
[79,5,89,5) 0 0 1 3 4
[89,5,99,5) 0 0 1 0 1

4 5 4 3 16

Tabla 4.5. Tabla de doble entrada con datos agrupados para ambas variables
de los datos del ejemplo 46.

Notese que se han tomado cuatro clases para cada componente y no
dos clases para cada una de forma que en total haya cuatro clases. Esto
es debido a que tenemos 16 datos para cada componente.

4.2. Diagramas de dispersion

Pasemos ahora a las representaciones graficas de una variable bidi-
mensional. De entre todas las representaciones de distribuciones bidi-
mensionales que existen, nosotros trataremos solo los diagramas de
dispersion, que nos seran de utilidad en la segunda parte del tema, la
dedicada a regresion lineal.

Esta representacion necesita que las dos componentes del par sean
cuantitativas. Esta especialmente pensada para cuando ambas compo-
nentes son continuas o, al menos, no haya pares repetidos. Consiste en
situar en dos ejes coordenados los distintos puntos de la muestra; es
decir, la observacion muestral (x;,y;) se representa por el punto (x;, y;).
Si tenemos muchos datos esta representacion adopta la forma de una
nube, de ahi que se llame también nube de puntos.
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Ejemplo 47.

Consideremos la situacion en la que se estd estudiando la eficacia de
dos métodos para medir el rendimiento de un medicamentos, los métodos
X eY. Para ello se selecciona al azar un grupo de individuos que estan
tomando el medicamento, y se mide con ambos métodos el rendimiento.
Las mediciones obtenidas vienen dadas en la tabla 4.6.

Individuo | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 19 08 11 01 -01 44 46 16 55 34
Y 0.7 -10 -02 -12 -0.1 34 00 08 3.7 2

Tabla 4.6. Mediciones del rendimiento de un medicamento segtn los métodos
X e Y para 10 individuos.

El correspondiente diagrama de dispersion viene dado en la figura

4.1,

Xx

Figura 4.1. Diagrama de dispersion correspondiente a los datos del ejemplo
47.

Esta representacion no solo indica el comportamiento de cada com-
ponente (sin més que ver sus valores en los ejes coordenados), sino que
da una idea de posibles relaciones entre las mismas.
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Ejemplo 48. (Continuacion del ejemplo 47)

En este ejemplo, la disposicion de los puntos en el diagrama de dis-
persion parecen indicar que hay una tendencia a que valores grandes de
X conduzcan a valores grandes de'Y.

Aunque es raro que aparezcan puntos repetidos, en el caso de que la
observacion (z,y) se repita p veces, junto al punto (x,y) se escribe en
ocasiones el valor p.

Queda la situacion en que alguna variable o ambas estan agrupadas
en clases. Supongamos en particular que ambas variables estan agrupa-
das en clases. Entonces, si solo tenemos la tabla de doble entrada, no
conocemos los valores de cada dato, sino que sabemos en qué intervalo
esta el valor de X y en qué intervalo esta el correspondiente valor de
Y. Si representamos cada combinacién de clases, entonces tendremos
una serie de rectangulos. Consideremos la clase i de la variable X, que
viene dada por el intervalo (a, b) y la clase j de la variable Y, que vendra
dada por otro intervalo (c,d). La tabla de doble entrada nos indicara
entonces que en el rectangulo de vértices (a,c), (a,d), (b, ), (b,d) (esto
se suele escribir mateméaticamente como el rectangulo (a, b) X (¢, d)) hay
n;; datos, pero no sabemos exactamente donde se sittian esos puntos.
Como al agrupar en clases asumimos que los valores se distribuyen de
forma uniforme en cada clase, lo que se hace en esta situacion es di-
bujar n;; puntos en el rectangulo, procurando que dichos puntos estén
uniformemente distribuidos en toda la superficie.

Ejemplo 49. (Continuacion del ejemplo 46)
En este caso, el diagrama de dispersion seria el que aparece en la

figura 4.2.

4.3. Distribuciones marginales y
condicionadas

En muchas ocasiones no nos interesa toda la informacién que nos
da el vector estadistico, sino solamente una parte del mismo. En esta
seccion veremos dos distribuciones unidimensionales que tienen gran
importancia derivadas de la distribuciéon bidimensional.
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2.0
XX
X
1.9 ><
X X
X
1.8 S —
X
X X
1.7 =
X
1.6 X

59.5 69.5 79.5 89.5 99.5

Figura 4.2. Diagrama de dispersiéon correspondiente a la distribuciéon agru-
pada del ejemplo 46.

4.3.1. Distribuciones marginales

En este caso, suponemos que no nos interesa el resultado de una
de las variables del vector, sino que solo nos interesan los resultados
de uno de ellos. Por ejemplo, en el caso del nimero de las crias de
conejo, puede interesarnos estudiar el nimero de crias inicialmente; en
este caso, solo nos interesa la informacién proporcionada por la primera
componente del par. Por tanto, podriamos obviar los datos referentes a
la segunda componente y trabajar solamente con los datos muestrales
correspondientes a la primera. Asi, tendriamos la situacion

(xlayl) — X1, (x27y2) — Ta, ...

Ejemplo 50. (Continuacion del ejemplo 44)
En el caso de las crias de conejo, tenemos la situacion de la tabla

4.7

Ast, tenemos la muestra
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(0,0) (1,0) (2,1)

+ 1 +
0 1 2

Tabla 4.7. Obtencién de datos cuando solo interesan los datos de X para los
datos del ejemplo 44.

0123460123461 234¢6 2
346 2 3462323232323
que corresponde a los valores muestrales de la primera componente.

Tendremos entonces una variable unidimensional, que se llama dis-
tribucién marginal. En el caso de una distribucion bidimensional ten-
dremos dos distribuciones marginales (una para cada componente).

Como las distribuciones marginales son variables unidimensionales,
podemos realizar el mismo estudio que se habia realizado en el tema
anterior. Por ejemplo, podemos construir la tabla de frecuencias. Esto
puede hacerse directamente, considerando los datos muestrales, pero
también puede hacerse més rapidamente a partir de la tabla de doble
entrada. Consideremos la distribuciéon marginal de X. Sea la modalidad
x;; el nimero de veces que X toma el valor x; serd el nimero de veces
que X toma el valor x; e Y toma el valor y;, que es n;;, més el niimero
de veces que X toma el valor x; e Y toma el valor y5, que es n;s, y seguir
anadiendo las correspondientes cantidades para todas las modalidades
de Y. En otras palabras, la frecuencia marginal de la modalidad z; viene
dada por

s
i1 + ...+ Nis = E nz-j,
j=1

y precisamente este era el valor n; que aparecia en la ultima columna
de la tabla de doble entrada. Por tanto, esta columna nos da los valores
de las frecuencias marginales de la primera componente. De la misma
manera, los valores de la distribucién marginal de Y vienen dados en la
ultima fila de la tabla de doble entrada.
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Ejemplo 51. (Continuacion del ejemplo 44)
En nuestro ejemplo de las crias de conejo, las dos distribuciones
marginales vienen dadas en las tablas 4.8 y 4.9.

1 2 3 4 6
3 10 10 5 5

2

Tabla 4.8. Distribucién marginal de X para los datos del ejemplo 44.

y; |01 2 3 4
n; |7 8 6 8 4

5 6
1 1
Tabla 4.9. Distribucién marginal de Y para los datos del ejemplo 44.

Anéalogamente, para cada componente se puede calcular su media,
varianza... Por ejemplo, en términos de las frecuencias marginales, las
formulas de las medias marginales vienen dadas por:

r S
E T, § :yjn.j
i=1 =l

n Y n
Ejemplo 52. (Continuacion del ejemplo 47)

En el caso del ejemplo de las mediciones de la eficacia de un medi-
camento se tiene

T =

1,94 ... +34 074 ..+ 2
T 10 ,33, ] 10 0,8
— 3,614 .. +11,56
xTr< =
10

=9,037. = v(X) = 9,037 — 2,332 = 3,6081,

— 049+ ...+4
Yy = ——5
10
Este mismo estudio puede hacerse en el caso de que alguna de las
componentes del par esté agrupada en intervalos.

= 3,287 = v(Y) = 3,287 — 0,81% = 2,6309.
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4.3.2. Distribuciones condicionadas

Supongamos ahora que lo que nos interesa es cémo se comporta una
de las componentes cuando el valor que toma la otra componente esta
fijado; por ejemplo, supongamos que lo que nos interesa es ver como
se comporta la evolucion de las crias de la camada cuando la camada
inicial era de dos crias.

En situaciones como esta, no nos interesan todos los datos, sino solo
aquellos que verifican la condicién; en nuestro caso, solo nos interesan
los datos en los que X = 2; es decir, los datos que nos interesan son los
pares en que x; = 2. Estos pares son los que aparecen en la tabla 4.10.

Camada |3 9 14 18 22 26 28 30 32 34
X 22 2 2 2 2 2 2 2 2
Y 1 1.0 2 1 1 1 0 1 O

Tabla 4.10. Datos que se utilizan para el ejemplo 44 cuando X = 2.

Maés atin, lo que en realidad nos interesa de los datos seleccionados
es el valor de la componente cuyo valor no esta fijado (aquella que no
condiciona), puesto que los valores de la otra variable ya estan fijados.
Notese que entonces esta distribucion es una distribuciéon unidimensio-
nal.

Ejemplo 53. (Continuacion del ejemplo 44)

En nuestro caso, si condicionamos por X = 2, tenemos que conside-
rar solo los datos que verifican esta condicion. Como el valor de X queda
fijado, observamos solamente los valores de la sequnda componente, con
lo que la nueva muestra seria

1,1,0,2,1,1,1,0,1,0.

Si queremos estudiar la distribucion de X cuando Y = y; se dice que
queremos hallar la distribucién condicionada de X por Y = y;. De
la misma forma podemos tratar el caso de la distribuciéon condicionada
de Y por X = z;, que es la que se considero en el ejemplo anterior. Para
determinar la distribucién del primer caso, basta considerar la primera
componente de los datos en que Y = y;. Esto, como en el caso de las
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distribuciones marginales, puede hacerse directamente a partir de los
datos, tal y como se hizo en el ejemplo anterior, pero también puede
hacerse a partir de la tabla de doble entrada. Para ello basta notar que
los datos que consideramos ahora (en los que Y = y;) son exactamente
los datos que estan en la columna j-ésima. Asi, la distribucién condicio-
nada toma las mismas modalidades que X y tiene como frecuencia de
x; el valor n;;. Notese que en este caso el tamano de muestra es n ;. En
el caso de tener frecuencias relativas, el problema es ligeramente mas
complicado; en este caso la frecuencia relativa no es f;; sino %, pues es
necesario que la suma de frecuencias relativas de la distribucion condi-
cionada sea 1. De esta manera puede construirse la tabla de frecuencias
y a partir de ella podemos realizar todos los calculos realizados en el
capitulo anterior.

Ejemplo 54. (Continuacion del ejemplo 44)
Para el ejemplo anterior, la distribucion condicionada por X = 2 en
términos de frecuencias absolutas viene dada en la tabla 4.11.

yis |0 1 2]
njss |3 6 110

Tabla 4.11. Distribucién condicionada por X = 2 para la distribucion bidi-
mensional del ejemplo 44 en términos de frecuencias absolutas.

La distribucion condicionada, en términos de frecuencias relativas
viene dada en la tabla 4.12.

yj/g ‘ 0 1 2

fis | 503 5=06 0.1

Tabla 4.12. Distribucién condicionada por X = 2 para la distribucién bidi-
mensional del ejemplo 44 en términos de frecuencias relativas.

En el caso en que la variable que condiciona esté agrupada en clases,
se condiciona por una clase y se hace analogamente al caso anterior.



116 Estadistica Béasica

Ejemplo 55. (Continuacion del ejemplo 46)

En el ejemplo de las alturas y pesos de los alumnos, supongamos
que solo estamos interesados en estudiar las alturas de los alumnos con
peso en el intervalo [59,5,69,5). En este caso estamos condicionando por
X € [59,5,69,5), y se obtendria la distribucion de alturas que aparece
en la tabla 4.13.

yj/l ‘ [1767177) [1777178)

Tabla 4.13. Distribucion condicionada por Y € [59,5,69,5] para la distribu-
cién bidimensional del ejemplo 46.

Finalmente, no es necesario condicionar por un solo valor de la varia-
ble, sino que puede considerarse cualquier condiciéon. Por ejemplo, para
el ejemplo 44 podemos considerar que X sea al menos 2, o que X tome
valores entre 2 y 4, ambos incluidos. En estos casos el procedimiento
es igual: Se consideran los datos en los que esta condicién es cierta,
que seran una o varias filas de la tabla de doble entrada, y luego nos
quedamos solamente con los valores de esos datos correspondientes a la
segunda variable.

4.4. La covarianza

Pasemos ahora a dar un valor que mida la relacion entre las compo-
nentes. La covarianza es uno de los llamados momentos bidimensionales.
Este momento se aplicara en la parte de regresion lineal. Solo tiene sen-
tido su aplicaciéon en el caso de que ambas componentes del par sean
cuantitativas.

Sea la variable bidimensional (X,Y’). Se define la covarianza entre
X e Y,y se denota cov(X,Y) como el valor

cov(X,Y) = (z—7)(y — 1),

donde T e 7 se refieren a las medias marginales de cada componente.
Veamos como se desarrolla esta expresion en cada caso.
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Si tenemos la muestra (x1,y1), ..., (Tn, Yn), se tiene que

cov(X)Y) = =1 —
(731 _E) (y1 _y)+---+(xn_f)(yn _y) .

Esta es la expresion que usaremos con més frecuencia, puesto que es
la que se usa casi siempre en regresion lineal.

Supongamos que X toma los valores x1,...,x, e Y toma los valores
Y1, ..., Ys, y tal que la frecuencia absoluta del par (z;,y;) es n;;. Es decir,
supongamos que tenemos la tabla de doble entrada. Entonces, la féormula
anterior se puede escribir como

S w— Bwy T
COU(X’ Y) _ i=1 j=1 -
(@1 =) (Y1 =Yni1+...+(@r =) (Ys—Y)nrs .

Si utilizamos las frecuencias relativas f;; de cada par, entonces la
expresion anterior se escribe como

cov(X)Y) = ZZ(% —T)(y; —Y)fij

= ( —f)(y;:— é;fll + o+ (2 = T)(Ys — T) frs-

Al contrario de lo que pasaba con la varianza, es interesante notar
que la covarianza puede ser negativa.

Al igual que la varianza, la covarianza puede calcularse alternativa-
mente como

cov(X,)Y) =Ty —T x 7,

donde

. Tiy1t . T TpYn
Y o )
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si tenemos los datos en forma de muestra (z1,y1), ..., (Tn, Yn),

77 = T1Y1n11 + T1Y2ni2 + ... + Tay1Nor + TaYoNoo + .. + T YsNys
n )

si tenemos los datos en forma de tabla de doble entrada con frecuencias
absolutas o si utilizamos frecuencias relativas,

7Y = r1y1fu1 + 21y fiz + oo+ oy for + Tayafoo + oo A T Ys frs-

Ejemplo 56. (Continuacion del ejemplo 47)

En el ejemplo de las dos formas de medir la eficacia de un medi-
camento, se tendrian los siguientes resultados: T = 2,33, = 0,81, que
ya fueron hallados anteriormente en el ejemplo 52. Entonces, ahora se
tiene

1,9-0,7+...+34-2 4359
10 10

T = = 4,359.

Luego la covarianza vale
cov(zx,y) = 4,359 — 2,33 - 0,81 = 2,4717.

En el caso de que alguna de las componentes esté agrupada en clases,
se utilizan las marcas de clase.

Ejemplo 57. (Continuacion del ejemplo 46)
En este ejemplo, se tendrian los siguientes resultados:

64,5 X 7T+ 74,5 x4+845 x4+94,5 x 1

T = = 73,875

’ 16 R
1,66 x 441,75 x5+18x44+1,95x3

g2 X T LOXOoF L8 XEH LI XS rgrs,

16
Entonces, ahora se tiene
45-1,65-4+ ... 45-1,85-1  2126,2
77— 64,5-1,65-4+...4+94,5-1,85 _ 6, — 132.80.

16 16
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Luego la covarianza vale

cov(X,Y) = 132,89 — 73,875 - 1,7875 = 0,84.

La covarianza da una medida de la relaciéon entre los valores de las
componentes del par. Supongamos que existe una cierta tendencia a que
valores grandes (consideramos grandes si son superiores a la media mar-
ginal) de la primera variable aparecen en pares en que los valores de la
segunda componente son también grandes; y reciprocamente, existe una
tendencia a que valores pequenos de la primera variable (menores que
la media marginal) aparezcan en pares en que los valores de la segunda
componente sean también pequenos; en este caso decimos que existe
una relacion directa entre las dos componentes. En este caso, si ob-
servamos la expresion de la covarianza, veremos que hay una tendencia
a términos de valor positivo, en el sentido de que cuando tenemos el par
(x;,y;) tal que x; sea grande, el valor (x; — T) serd positivo, y también
lo sera casi siempre (y; — ) por lo que el producto seréd positivo. De la
misma manera, si en el par (x;,y;) tenemos que x; es pequeno, el valor
(x; — T) sera negativo, y también lo sera casi siempre (y; — ) por lo
que el producto sera positivo. De esta forma, casi todos los términos de
la covarianza seran positivos y entonces la covarianza tomara un valor
positivo.

Anéalogamente, si hay tendencia a que valores grandes de la primera
variable aparezcan en pares en que los valores de la segunda componente
son pequenos; y valores pequenos de la primera variable en pares en
que los valores de la segunda componente son grandes, decimos que
existe una relaciéon inversa entre las dos componentes. Si observamos
la expresion de la covarianza, veremos que en este caso la covarianza
toma un valor negativo. Los diagramas de dispersion de las relaciones
directa e inversa se pueden ver en la figura 4.3.

Ejemplo 58. (Continuacion del ejemplo 47)

En el ejemplo de la medida de la eficacia de los medicamentos, ya
habiamos visto en el diagrama de dispersion del ejemplo 47 que parecia
haber una tendencia a que valores grandes de X se correspondian con
valores grandes de Y. Es decir, parece existir una relacion directa. Esto
se comprueba con el valor de la covarianza que hemos hallado en el
ejemplo 57, que es positivo.
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Relacion directa Relacion inversa
Figura 4.3. Representacion gréafica de relaciones directas e inversas.

Es importante notar que si las variables no estan relacionadas entre
si (son independientes), entonces la covarianza se anula. Sin embargo,
si la covarianza se anula, esto no significa que las variables no estén
relacionadas, tal y como se puede ver graficamente en la figura 4.4.

X x X &

X X X X
X & x XX x X

X ¢ X X X

X X X X X X o o X
X w X X X X
X X X X

X X

Independencia Relacién no lineal

Figura 4.4. Ejemplos en los que la covarianza se anula.

4.5. Regresion lineal

Veamos ahora el modelo mas sencillo de regresion. La regresion es
una de las técnicas mas importantes de la estadistica. Se aplica en mul-
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titud de situaciones practicas y por ello es importante tener claro su
funcionamiento general.

Supongamos que tenemos una poblaciéon en la que se estan estu-
diando dos caracteristicas cuantitativas. Entonces nosotros tendremos
una muestra de tamano n dada por (z1, ¥1), ..., (Tn, Yn). Supongamos
ahora que nosotros creemos que estas dos caracteristicas pueden estar
relacionadas. Por ejemplo, parece 16gico suponer que una persona alta va
a tener més peso que una persona baja. El objetivo de la regresion es
estudiar esta relacion y poder luego hacer predicciones sobre otros
valores. Asi, en nuestro ejemplo, podemos preguntarnos cual seria el pe-
so normal de una persona de 1.80 m sin tener que buscar una persona en
estas condiciones. Logicamente, estas predicciones estaran sujetas a
error, ya que no todas las personas de la misma altura tienen exacta-
mente el mismo peso. En general, en nuestras predicciones tenemos que
tener en cuenta que habra un error debido a la aleatoriedad o por defi-
ciencias del modelo, y el valor predicho serd una aproximacion del valor
logico o esperado.

Ejemplo 59. (Continuacion del ejemplo 47)

Consideremos el ejemplo de las mediciones de la eficacia de un me-
dicamento. Parece logico que exista una relacion entre las variables X e
Y, ya que si un individuo tiene una medida alta para uno de los métodos
de medicion, es de esperar que también tenga una medicion alta para el
otro método.

Hay dos aspectos que es importante tener en cuenta cuando se con-
sidera un modelo de regresion:

= A priori se espera que exista una relaciéon entre las componentes,
es decir, nosotros pensamos que el conocer el valor de una de las
variables nos da una informacién sobre como es el valor para la otra
variable. No estamos pensando en que el modelo siempre obtenga
el valor correcto, pero si a que haya una cierta tendencia. Por
ejemplo, no todos los individuos altos pesan mucho, pero pensamos
que hay una tendencia a que pesen mas que los individuos bajos.

Sin embargo, desde un punto de vista numérico, nosotros esta-
mos hallando una férmula numérica entre las dos variables. Esto
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significa que se pueden encontrar relaciones muy buenas mate-
méaticamente entre variables que no tengan ninguna relaciéon real,
simplemente porque sus valores numéricos estan ordenados de ma-
nera lineal por puro azar o porque exista una tercera variable que
influya sobre ambas. Por ejemplo, se puede comprobar que hay una
relaciéon numérica casi perfecta entre el nimero de asnos salvajes
y el presupuesto del Ministerio de Educacion y Ciencia, mientras
que lo que ocurre realmente es que es la variable tiempo la que
influye sobre el numero de asnos (cada vez hay menos) y sobre el
presupuesto del Ministerio de Educacion y Ciencia (cada vez es
mayor).

Supongamos que hemos hallado un modelo de regresion que nos
da predicciones para Y conocido el valor de X. Hay que tener en
cuenta que las predicciones que se pueden realizar sobre Y deben
corresponder a valores de X entre el minimo y el maximo valor de
X en la muestra. Si nos salimos de este intervalo las predicciones
ya no son fiables pues es posible que la relacién cambie fuera del
intervalo y esto conduciria a conclusiones erréneas. Por ejemplo, si
estudiamos la cantidad de luz en el mar en funcién de la profundi-
dad y tenemos profundidades pequenas, es posible que al intentar
predecir la luminosidad de una profundidad grande se obtenga un
valor negativo, que es imposible.

Si creemos que existe una relacién entre las variables, el siguien-

te paso es buscar un modelo para encontrar dicha relaciéon. Nosotros
buscamos una relacion matematica entre X e Y del tipo Y ~ f(X).
En general no vamos a tener una igualdad porque esto implicaria que
hay una relaciéon total entre las variables y entonces no tendriamos dos
variables, sino solamente una escrita de dos formas diferentes. De esta
forma, lo que tenemos nosotros es una férmula del tipo

Y = h(X) + e(X),

donde € se llama error aleatorio y es una funciéon que mide el error que
puede aparece debido a que tenemos fenémenos aleatorios. Es lo que
ocurre por ejemplo entre altura y peso, donde individuos con la misma
altura no tienen exactamente el mismo peso.
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Hallar la funciéon h en las condiciones anteriores no es sencillo. Por
ello, lo que se hace es fijar a priori qué tipo de funcion es h. Por ejemplo,
podemos suponer que h sea un polinomio de grado 3, o que h sea una
funcién exponencial. En el caso en que tengamos dos variables, una
forma gréafica de ver el tipo de relacion es a partir del diagrama de
dispersion.

Ejemplo 60. (Continuacion del ejemplo 47)
Observando el diagrama de dispersion, parece que el modelo
lineal, es decir, una funcion del tipo

F(X) =aX +0b,

aproxima bastante bien esta relacion.

Y

Figura 4.5. Determinacion grafica del tipo de relacion entre las dos variables
del ejemplo 47.

Entonces, si llamamos f a esa funciéon del tipo fijado, esperamos que
se tenga una relacion del tipo

Y = f(X) +e(X).

Debe tenerse en cuenta que en general f no coincide con h ni e
coincide con € y, por supuesto, es posible que escojamos un modelo que
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no sea el adecuado, en el sentido de que los errores que se cometen al
aplicarlo sean muy grandes. En la proxima seccién veremos como decidir
si un modelo es bueno o, por el contrario, no aproxima bien la relacién.

Por otra parte, es posible que tengamos varios modelos que funcio-
nen bien para los datos que tenemos. Por ejemplo, puede ser que las
relaciones

Y =nX+ XY —tgX —e¥, YV =X*—2X34+3X2+10X —4,

sean buenas aproximaciones de la relacion entre X e Y. En general,
nosotros queremos encontrar la relacion maés sencilla que nos dé buenos
resultados.

En esta seccion, nosotros tomaremos un modelo lineal

Y = aX +b,

que es el mas sencillo y ademés es facilmente interpretable. Sin embargo,
todos los desarrollos que haremos a continuaciéon valen para cualquier
otro modelo, y la dificultad de otros modelos radicara en resolver los
sistemas de ecuaciones que determinan el modelo.

Consideremos entonces una variable bidimensional (X,Y’) de la que
se tiene una muestra aleatoria simple de tamano n que viene dada por
(21,Y1), vy (T, Yn). Nosotros queremos encontrar la recta que mejor se
aproxime a estos datos, es decir, la recta

Y*=aX +0,

de forma que Y™ sea «lo més préoxima posible» a Y para los elementos
de la muestra. Tenemos entonces que decidir cuéles son los valores de a
y b en la expresion anterior. Una vez fijados esos valores de a y b, por
ejemplo a = 3,b = 1 podemos hacer predicciones sobre el valor de Y.
Por ejemplo, si sabemos que X = 4, entonces nuestro modelo predice
que el valor de Y serd 3 x 4+ 1 = 13. Ahora bien, si cogemos un par de
la muestra (z;, y;), nuestro modelo hace una predicciéon

y;k = ax; +b7

y en realidad sabemos que para ese valor x; el correspondiente valor de
la variable Y es y;. Entonces nosotros consideraremos que el modelo es
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bueno, es decir, que hemos escogido unos buenos valores para a y b si y;
e y; son valores parecidos. Aunque hay diversos criterios para medir esta
proximidad entre Y e Y™, el criterio méas habitual es el conocido como
«criterio de minimos cuadrados», que consiste en medir la distancia

mediante (Y —Y*)2. Una representacion gréfica del criterio de minimos
cuadrados se puede ver en la figura 4.6.

Figura 4.6. Interpretacion gréfica del criterio de minimos cuadrados.

Notese que podriamos pensar en otros criterios alternativos a hallar
las distancias en vertical, como por ejemplo considerar las distancias
desde los puntos a la recta. La razéon de considerar distancias entre
la prediccion y el valor real estriba una vez mas en que nosotros no
queremos que los valores de Y estén proximos a la recta del modelo,
sino que la predicciéon sea buena, o sea, que Y e Y* estén proximos.
Y esto lo vamos a hacer para todos los puntos de la muestra. Notese
ademas que esta proximidad se mide con las diferencias al cuadrado para
evitar compensaciones de diferencias positivas y negativas (lo mismo
que ocurria por ejemplo con la definicion de varianza). En definitiva,
buscamos valores a, b de forma que se minimice la expresion
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n

> (i — az; — b)*.

i=1

Queremos entonces resolver el problema

min Y (y; —ax; — b)%

Si resolvemos este problema de minimizacién, se obtiene que la so-
luciéon es

b=7— — 7.

Sustituyendo, la mejor recta viene dada por

Y'—y= 7002(();;/) (X —7).

Para que esta formula pueda aplicarse es necesario que v(X) # 0;
notese que si v(X) = 0, esto implica que X toma siempre el mismo valor
y no tiene sentido ver como se comportan los valores de Y a partir de
los valores de X, pues la componente X no aporta ninguna informacion.

Esta recta se conoce con el nombre de recta de regresion de Y
sobre X. Analogamente, se puede calcular la recta de regresion de X
sobre Y, en la que se intenta hacer predicciones sobre X conocido el
valor de Y. En este caso tenemos que hallar los valores a, b tales que

Ahora estamos midiendo las distancias entre z} y x;. Entonces, gra-
ficamente estamos considerando las distancias en horizontal. Esto sig-
nifica que no vamos a obtener los mismos valores que antes, puesto que
la funcién a minimizar es diferente. Pero para hallar los valores de a, b
no hace falta rehacer las cuentas, ya que basta intercambiar los valores
de X e Y. De esta forma, esta recta viene dada por
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. _— _cou(X)Y) B
X' —7T= W(Y—y).

Hay que insistir, nuevamente, en que estas dos rectas no coinciden
en general, pues en el primer caso estamos midiendo las diferencias
«en verticaly, mientras que en el segundo caso estamos midiendo las
diferencias «en horizontal». La elecciéon de una u otra recta dependera de
si deseamos predecir valores de la primera componente o de la segunda
componente.

Ejemplo 61. (Continuacion del ejemplo 47)
En el ejemplo de las medidas por dos métodos de la eficacia de un
medicamento ya habiamos calculado en los ejemplos 47 y 57

T=233,7=08L, 22 = 9,064, v(X) = 3,6081,
Ty = 4,359, cov(X,Y) = 2,495.

Luego, la recta de regresion de 'Y sobre X es

2,495

Y* — 081 =
08 3,6081

(X —2,33) = Y* — 0,81 = 0,69(X — 2,33).

4.6. Correlacion

Una vez obtenidos los valores (a,b) para nuestro modelo lineal, es
interesante tener una medida de lo bueno que es dicho modelo, pues no
nos interesa un modelo sencillo si sus predicciones no se aproximan a la
realidad. Para estudiar la bondad del modelo, hay que tener en cuenta
que los errores de prediccion vienen dados para los pares de la muestra
por

(yi — ;) = (yi —az; —b)*i=1,..,n,

y entonces tiene sentido considerar como medida del error que se comete
el valor
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n
Z(yz- —y;)*.
i=1

Entonces, si la expresion anterior es grande, tendremos que el modelo
no es bueno, mientras que si ese valor es pequeno concluiremos que el
modelo es bueno. Queda sin embargo determinar los limites para los que
el valor de la expresion anterior puede considerarse grande.

Para estudiar si el modelo es bueno, utilizamos el siguiente argumen-
to: Consideremos la variable que tiene que ser explicada (Y); los datos
de la muestra de Y tienen una variaciéon. Y las causas de esta variacion
son dos:

» Por una parte, existe variaciéon porque X tiene variaciéon, y como
X influye sobre Y, esto se traduce en una variacion de Y.

= Por otra parte, Y proviene de un experimento aleatorio, por lo
que Y tiene una variaciéon propia que no proviene del modelo de
regresion, ya que este modelo no explica perfectamente el funciona-
miento de Y; por ello, dado X no podemos predecir con exactitud
el valor de Y, sino que entre Y e Y* hay diferencias.

La variacion total de Y se puede medir por

n

Z(yz - y)27

i=1
término que se conoce como suma de cuadrados del total (SCT).

Notese que este valor es n veces la varianza de la distribucion marginal
de Y. Puede demostrarse que

n n n

S wi—9=> (wi—y)+ Z(y? -7)%

i=1 i=1
n

El término Z(yZ — y})? mide la importancia de los errores y se
i=1

llama suma de cuadrados del error (SCE). El término Z(y;k —7)?
i=1
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se llama suma de cuadrados de la regresion (SCR) y es debida
tanto a variaciones provocadas por el modelo (puesto que es n veces
la varianza de las predicciones) como a errores aleatorios (puesto que

X proviene de un fenémeno aleatorio). De esta forma, si dividimos la
n

expresion anterior por E (y; — )?, obtenemos
i=1

dwi—u)? D (i -9)?
1_ i:nl + iil

Z(yi —7)? Z(yz- - 7)?

i1 i=1
Entonces, como los dos términos suman 1, el término

n

Z(yz‘ —y;)?

i=1
n

=2
E (vi —79)
i=1
representa la proporcion de variacion de Y que no explica el modelo, y
de las misma manera, el término

n

> (wr-7)?

=1
n

Z(yz' - )
i=1
representa la proporcion de variacion de Y que si explica el modelo.
Este ultimo valor se llama el coeficiente de determinacion, de-
notado 72, y puede demostrarse que puede calcularse alternativamente
en el caso lineal por

s cov(X, Y)?
Cu(X)u(Y)

Puesto que es una proporcion, este coeficiente toma valores entre 0
y 1. Veamos coémo se interpreta este coeficiente.
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» Sir? es pequetio (cercano a (), entonces la proporcion de variacion

de Y que explica el modelo lineal es muy pequena y concluimos
que el modelo no explica bien la relaciéon entre las variables. En
particular, para que valga 0 es necesario que la covarianza se anule
y, por tanto, la recta de regresion sera una constante. Esto es lo
que pasa cuando las variables son independientes (conocer una de
ellas no nos da informaciéon sobre el posible valor de la otra), tal
y como vimos al estudiar la covarianza, pero recordemos que hay
otras situaciones en que también obtenemos r? = 0 sin que lo sean,
puesto que tal y como hemos visto anteriormente, la covarianza
también se puede anular aunque las variables estén relacionadas.

Si 7? es grande (cercano a 1), entonces la proporcion de variacion
de Y que explica el modelo lineal es muy grande y concluimos que
este modelo explica bien la relacion entre las variables. En parti-
cular, cuando el coeficiente de determinacion vale 1 el ajuste es
perfecto y no se esta cometiendo ningtn error en las predicciones;
esto no implica que en las predicciones para otros individuos no se
cometa ningun error, pero si es de esperar que estos errores sean
muy reducidos.

En general se considera que el ajuste es bueno cuando supera el valor

0.5, aunque depende del nimero de datos de la muestra. Si el coeficiente
de determinacion vale 1, entonces puede demostrarse que las dos rectas
de regresion coinciden.

Supongamos que r? es grande y concluimos que el modelo lineal es

bueno. El coeficiente de determinacion tiene el problema de que no nos
da ninguna informacién sobre si la relacion lineal entre las componentes
(que ahora sabemos que existe) es directa o inversa. Puesto que es el
signo de la covarianza lo que nos indica si la relacion es directa o inversa,
definimos el llamado coeficiente de correlacién por

_ cov(X)Y)
Cd(X)d(Y)

En realidad, el coeficiente de correlacion es la raiz cuadrada del co-

eficiente de determinaciéon con el signo de la covarianza. Por lo tanto
toma valores entre -1 y 1. Entonces este coeficiente se interpreta de la
siguiente manera:
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= Un valor cercano a 0 implica una relaciéon lineal muy mala.

= Un valor por debajo de -0.7 o por encima de 0.7 implica una
relacion lineal buena.

e Si el valor es positivo, la relaciéon entre las componentes es
directa.
e Si el valor es negativo tenemos una relaciéon inversa.
Ejemplo 62. (Continuacion del ejemplo 47)
En nuestro ejemplo, el coeficiente de determinacion vale
,  cou(X,Y)?
-~ u(X)u(Y)

Por tanto, la aproximacion lineal es reqular y hay que desconfiar algo
de las predicciones.

= 0,66.

4.7. Modelos derivados del modelo lineal

Todo lo visto hasta ahora se basa en que consideramos que el modelo
lineal es el adecuado para modelar la relacion entre las dos variables. Si
suponemos otra relacion funcional, como una relacién de tipo cuadratico
Y = aX?+bX +c, entonces las formulas para los coeficientes del modelo
lineal ya no son véalidas y es necesario volver a plantear el problema de
minimizacioén y resolver el correspondiente sistema de ecuaciones. Esto
puede ser complicado para algunos modelos, incluso es posible que no
haya formulas y tengamos que resolver el sistema a partir de los datos
concretos de la muestra.

Sin embargo, hay situaciones en las que es posible aprovechar los
calculos de la parte de regresion lineal. En esta seccion plantearemos
otros modelos que se derivan del modelo lineal y que permiten establecer
otros modelos alternativos al lineal sin tener que volver a desarrollar
las formulas. Se resuelven mediante un proceso llamado linealizacion,
que consiste en hacer una transformacién que pase el modelo que nos
interesa a un modelo lineal; esto se consigue haciendo un cambio de
variable sobre X,Y o ambas variables. Veremos dos ejemplos de este
proceso.
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4.7.1. Modelo logaritmico

En este caso, el modelo que se considera adecuado es de la forma

Y*=aln X +0b.

Entonces tenemos que hallar los coeficientes a,b de forma que Y*
se acerque lo méas posible a Y. En lugar de reproducir todo el procedi-
miento de minimos cuadrados para este caso, podemos hacer Z = In X.
Entonces el modelo a resolver seria Y = aZ + b, que es un modelo lineal
para el que conocemos los valores de a y b. En definitiva, basta hallar
la recta de regresion a partir de los pares

(Inzy,41), ., (N2, yn)-

Entonces, segun el modelo lineal,

. cov(Y,Z)  cov(Y,InX) -
ST elmxy 0 7Y

_cov(YInX)_
v(InX)

4.7.2. Modelo exponencial

El modelo que se considera adecuado es de la forma

Y* =bexp (aX).
Se trata de hallar los coeficientes a, b de forma que Y* se acerque lo
mas posible a Y. Para resolver este modelo basta con tomar logaritmos
de forma que se obtiene

nY =lnb+aX =b +aX.

Y ahora basta hallar la recta que mejor explica InY en funcién de
X, es decir, la recta de regresion a partir de los pares

(x1,Iny1), ..., (x,, Iny,).

Entonces, segun el modelo lineal,

cov(InY, X) Y — T cov(InY, X) _
= - @@ @@ — R 1
o(X) IeY
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Una vez hallados los coeficientes a, b/, basta tomar b = exp /.

Ejemplo 63.
Consideremos la muestra bidimensional de la tabla 4.14.

z; |[-6 -3 0 3 6 9 12 15 20 25
yi | 2 28 39 42 58 62 75 82 93 109

Tabla 4.14. Datos originales para el ejemplo 63.

Vamos a hallar los coeficientes del modelo exponencial. Para ello,
por lo visto anteriormente, tenemos que considerar las variables X vy
InY, con lo que los datos que tenemos que trabajar son los que aparecen
en la tabla 4.15.

T -6 -3 0 3 6 9 12 15 20 25
Iny; | 069 1.03 1.36 144 1.76 183 2.02 210 223 2.39

Tabla 4.15. Datos transformados para el ejemplo 63.

Entonces tenemos que calcular la recta de regresion que explica InY
con X. Operando,

T=281, Iny=1,684, cov(X,InY)=4,7696, v(X)=90,89,
luego a = 0,0525,Inb = 1,259 y los coeficientes que buscamos son

a = 0,0525,b = 3,522,

con lo que nuestro modelo final serd

y = 3,522e"0°%7





