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COHOMOLOGIA DE DE RHAM Y FIBRACIONES DE ESFERAS

RODRIGO CASADO NOGUERALES

RESUMEN. En este trabajo desarrollamos con detalle la cohomologia de de Rham, desde
la orientacién de variedades, la integracién de formas o el teorema de Stokes, pasando
por la sucesién de Mayer-Vietoris, hasta la dualidad de Poincaré. Todo ello se hace tanto
para las formas diferenciables con soporte compacto como no compacto. En concreto, nos
detenemos a estudiar en profundidad el Lema de Poincaré y su formulacién en el caso con
soporte compacto, obteniendo a partir de él la invarianza homotépica de la cohomologia
de de Rham. Con estas herramientas calculamos la cohomologia de algunos espacios con-
cretos significativos, como las esferas. De ahi pasamos a definir el invariante de Hopf de
una funcién diferenciable entre esferas, cuyo calculo permite probar la esencialidad de las
fibraciones de Hopf. Concluimos probando la esencialidad de estas fibraciones de forma
més general como consecuencia del teorema de elevacién de homotopia y del teorema de
Ehresmann para sumersiones propias.

Palabras clave: variedades diferenciables, cohomologia de de Rham, lema de Poincaré,
soporte compacto, secuencia de Mayer-Vietoris, invariante de Hopf, fibraciones de Hopf,
elevacién de homotopia, teorema de Ehresmann, sumersién propia.

ABSTRACT. In this project we carry out a detailed study of the de Rham cohomology,
from mannifold orientation, forms integration and Stoke’s theorem, including the Mayer-
Vietoris sequence, up to Poincaré’s duality. We do so for both compact support and non-
compact support differentiable forms. We take special care to prove Poincaré’s Lemma
and its equivalent version for the compact support case. With these tools we calculate
the cohomology of some significant concrete spaces, like that of spheres. From there we
define Hopf’s invariant for a differentiable function between spheres, which allows us to
prove these fibrations’ essentiality by calculation of this invariant. We conclude proving
this essentiality in a more general fashion as a consequence of the homotopy lifting theo-
rem and Ehresmann theorem for proper submersions.

Keywords: smooth mannifolds, de Rham cohomology, Poincaré’s Lemma, compact sup-

port, Mayer-Vietoris sequence, Hopf’s invariant, Hopf’s fibrations, homotopy lifting, Eh-
resmann theorem, proper submersion.
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INTRODUCCION

Un problema central de las matematicas es la clasificacion de objetos, en nuestro caso
de las variedades diferenciables. En este punto se enmarca la cohomologia de de Rham,
debida al matematico suizo George de Rham, donde se definen espacios cocientes de
formas diferenciales pero que son invariantes topoldgicos (de hecho, de homotopia) que
distinguen variedades y proporcionan mucha informacion topoldgica. Historicamente, el
estudio de las formas diferenciales de una variedad surgié en 1895 con el Analysis situs
de Henri Poincaré y prosiguié con los Integral Invariants de Elie Cartan de 1922. Fue en
1928 cuando un joven de Rham logré probar en su tesis una serie de conjeturas de Cartan
empleando formas diferenciales, naciendo asi la rama que nos ocupa.

En este trabajo se aborda la cohomologia de de Rham de variedades diferenciables
haciendo un esfuerzo en incluir desde el inicio una formulaciéon general que no excluya
las variedades con borde. Comenzamos revisando en las secciones 1, 2 y 3 la asignatura
Variedades Diferenciables del grado, fijando la notacion y demostrando algunos resultados
importantes adicionales, como el reciproco del teorema de Stokes para variedades sin
borde. En la seccién 4 introducimos la teoria algebraica general de la cohomologia, en
especial la sucesion exacta larga. Esta seccion lleva a la definicién de la cohomologia de
de Rham en la seccién 6, que incluye las primeras observaciones y ejemplos. Antes, en la
seccién 5 fijamos las definiciones pertinentes de homotopia e introducimos los resultados
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de aproximacion que permitirdn ver la cohomologia de de Rham como un invariante
homotdpico continuo (luego topolégico) y no sélo diferenciable.

En la seccién 7 introducimos el operador de Poincaré, que nos permite probar un resul-
tado clave que implica el Lema de Poincaré. En la seccién 8 construimos una importante
técnica de cdlculo de cohomologias de de Rham: la secuencia de Mayer-Vietoris. En este
punto hacemos un alto y en la secciéon 9 encontramos la cohomologia de algunos espacios
concretos de gran importancia, como las esferas S™. Proseguimos en la secciéon 10 con la
cohomologia con soporte compacto, y revisamos todo lo anterior en este nuevo contexto.
La seccién 11 desarrolla el lema de Poincaré, que en el caso compacto tiene un tratamiento
muy distinto. Igualmente hay una variacién significativa al establecer Mayer-Vietoris para
soporte compacto, que se obtiene en la seccion 12.

El resto del trabajo esta dedicado a los fibrados de esferas y las fibraciones. En la seccién
13 se introduce el invariante de Hopf, que es un modo de reconocer si una fibracién es
esencial. En la seccién 14 definimos los fibrados de Hopf sobre S?,S* v S%, y en la seccién
15 calculamos el invariante de Hopf del primer fibrado, advirtiendo de la dificultad de
calcularlo para los otros dos. Por este motivo en las secciones siguientes estudiamos otro
método alternativo. En la seccién 16 se demuestra el teorema de elevacion de homotopias
para fibrados, con un argumento novedoso hasta donde sabemos, y concluimos el trabajo
con la seccién 17. En ella se demuestra el teorema de la fibracién de Ehresmann, lo que nos
permite concluir que una sumersién entre variedades sin borde que parte de una variedad
compacta y orientada es esencial, resultado final que incluye los tres fibrados de Hopf.

1. VARIEDADES

Comenzamos con algunas definiciones y resultados elementales. Asi fijaremos notaciones
segun la bibliografia de la asignatura Variedades Diferenciables del grado, fundamental-
mente la referencia [GR20)].

Definiciones 1.1. (1) Una aplicacién f : U — R™ definida en un abierto U C R" se
llama diferenciable si tiene derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes en todo
punto. Mas generalmente, f : X — Y, con X C RP e Y C RY arbitrarios, se llama
diferenciable cuando para cada p € X existe una extension local diferenciable F' : U — R”
en un entorno abierto U C R? de p: F|xnv = f|xnu. Escribiremos f € C*(X,Y).

(2) Una aplicacién f : X — Y es un difeomorfismo cuando es biyectiva y tanto ella
como su inversa son diferenciables; una aplicacion f : X — Y es un difeomorfismo local
en p € X si es un difeomorfismo entre un entorno de p y un entorno de f(p), y es un
difeomorfismo local cuando lo es en todo punto de X.

Trabajaremos en todo momento en variedades sumergidas en espacios afines, aunque
la mayoria de los argumentos seran validos para variedades abstractas. Esto no supone
ninguna pérdida de generalidad, pues toda variedad abstracta puede sumergirse en un
espacio afin (véase [ORR20, §11.7.4]).

Definicién 1.2. Un conjunto M C R? es una variedad diferenciable o simplemente una
variedad cuando cada punto p € M tiene un entorno U C M junto con un difeomorfismo
p: W — U donde W C H™ es un abierto de un semiespacio afin:

H" ={z = (21,...,2,) € R™ 12y > 0}.

La aplicacién ¢ se denomina parametrizacion local de M en p. El difeomorfismo inverso
x : U — W se llama sistema de coordenadas (locales) de M en p. Un conjunto de sistemas
de coordenadas locales cuyos dominios U recubren todo M se denomina un atlas de M.
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Notese que las variedades tienen las propiedades topoldgicas locales de los semiespacios
afines: local conexién por caminos diferenciables, local compacidad, etc; y heredan de los
mismos la separacion 75 o el II axioma.

El calculo diferencial se extiende de forma sencilla a abiertos de H™ sin mas que trabajar
con extensiones diferenciables a abiertos de R™, y en particular se puede definir la derivada
de una aplicacion diferenciable entre semiespacios. De la regla de la cadena se sigue que
la dimensién m de la definicion es localmente constante, luego constante en componentes
conexas. Cuando sea igual en todas, diremos que una variedad tiene dimension m, y en
ocasiones escribiremos M™ o m = dim(M).

Es equivalente usar semiespacios mdas generales H” = {z € R™ : A(z) > 0} para
cualquier funciéon afin no nula A, y en ocasiones se hard asi, pero no merece la pena
complicar la discusién con estos A. El borde de H™ es su frontera topoldgica {x € R™ :
Az) = 0}, denotada por OH™. Se demuestra que los difeomorfismos de semiespacios
conservan el borde, y eso permite definir:

Definicién 1.3. El borde OM de una variedad M estd formado por los puntos cuya
imagen por unas (luego cualesquiera) coordenadas de M esta en OH™. El interior de M
es el complementario Int(M) = M \ OM. M es una variedad sin borde si OM = @.

El borde OM es una subvariedad cerrada de M y el interior Int(M) es una subvariedad
abierta, ambas sin borde. Ademads, dim(0M) = dim(M) — 1, dim(Int(M)) = dim(M).
Dadas dos variedades M™ C R?y N™ C RP, N sin borde, su producto M x N C R7"? es

una variedad también. En efecto, se parametriza con el producto de coordenadas x : U C
M—-WcH"ey:VCN—-WCR" xxy:UxVCMxN-—WxW cH"™

Para ajustarnos a la definicién, hemos de excluir el borde en uno de los factores. En
realidad, el desarrollo de la teoria conduce de modo natural al concepto més general de
variedad con borde anguloso. Aqui no haremos tanto, pero inevitablemente si deberemos
considerar productos del tipo M x [0, 1], que no son variedades con borde. No obstante, este
caso tan particular se puede tratar facilmente con parametrizaciones de la forma ¢ x id,
que permiten realizar las mismas construcciones formales que una variedad con borde:
espacio tangente, derivada, localizacion, espacios de formas, etc. Todo lo que digamos se
referird pues a variedades con borde o a lo sumo a estos productos M x [0, 1].

Recordamos ahora un concepto necesario para muchas construcciones.

Teorema y definicién 1.4 (Particiones diferenciables de la unidad). Sea {U;}; un recu-
brimiento abierto de una variedad diferenciable M. Entonces existe una familia {6;}; de
funciones diferenciables definidas sobre M tales que:

1.0<6; < 1.

2. Son una familia localmente finita, o sea, cada punto p € M tiene un entorno en el
que se anulan todas las 0; menos una cantidad finita.

3. La suma ), 0; estd bien definida y es igual a 1.

4. Son una familia subordinada al recubrimiento, esto es, sop,;(0;) C U;.*

Como decimos, mediante particiones se construyen:

Corolario 1.5. (1) Funciones meseta: dados un cerrado A de M y un entorno abierto U
de A en M, existe una funcion diferenciable 6 : M — [0,1] tal que 0|4 =1 y 0|ynv = 0.

1Recordemos que el soporte de una funcién f 1 X — Y respecto del subconjunto Z C X se define
como sopy(f) ={z € Z: f(x) # 0}, donde la adherencia se toma en la topologia inducida de Z.
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(2) Funciones separantes de Uryshon: dados dos cerrados disjuntos A y B de M, existe
una funcion diferenciable 0 : M — [0, 1] tal que 8|4 =1 y 0| = 0.

Dada una aplicacién continua (resp. diferenciable) entre variedades f : M™ — N" y
un punto p € M, siempre hay coordenadas localesx : U Cc M — W,y:V C N - W'
en entornos U de py V de f(p) con f(U) C V. Se llama localizacion de f a la aplicacién
continua (resp. diferenciable)

g=yofox W —W.

El espacio tangente T,M a una variedad M™ C R? en un punto p € M es la imagen
de la derivada de cualquier parametrizacién ¢, pues todas tienen la misma. Dada una
parametrizacion ¢, la base mas natural de T,,M estd formada por derivadas parciales:

0 dp i)
CZdX €; , € = 0,...,1,...,0.
o), = Bweled) = 5o (x(0)) ( )

La derivada de una aplicacién diferenciable f : M — N entre variedades es la restriccién
a T, M de la derivada de cualquier extension local F:

dpf = dpF |z, TyM — dp F(T,M) C Ty N.

Esta definiciéon es consistente y el calculo diferencial bésico se extiende a variedades
automaticamente. Digamos sélo que el teorema de inversion local para variedades con
borde requiere de la conservacién del borde ademas de la biyectividad de la derivada.
Dada f : M — N, y coordenadas x de M e y de N, la matriz asociada a la derivada
en términos de las bases de derivadas parciales respecto de esas coordenadas es la matriz
jacobiana de su localizacién respecto a dichas coordenadas.

Los espacios tangentes forman el fibrado tangente de M™ C R?, que es el conjunto
TM ={(p,u) e M xRI:pe M, ueT,M}.

equipado con la proyecciéon m : TM — M, (p,u) — p. Este conjunto es una variedad
diferenciable de dimensién 2m con borde 7~ (9M). Cada parametrizacién ¢ : W — U de
M define la siguiente parametrizacién del fibrado T'M

To:TW =W xR™ — TU =7 Y(U), (x,)\) /\

0 ), 0.3 M@

Esta parametrizacién de toda la imagen inversa 7! (U) conmuta con las proyecciones y
es una trivializacion del fibrado.

Definicién 1.6. Un campo tangente a una variedad M es una aplicacion X : M — TM
del tipo p — (p, X,,). Se llama continuo (resp. diferenciable) cuando lo es como aplicacién
entre variedades. Cuando no se especifique, se supondra diferenciable.

El conjunto de campos tangentes diferenciables de M se denota X(M). Es un moédulo
sobre C*(M,R), en particular es un espacio vectorial real. Todo campo se expresa en
coordenadas locales x de forma univoca

X, = ZX axz

y X es diferenciable si y sélo si lo son los coeficientes X;(x). Tenemos el endomorfismo

X :C®(M,R) — C*(M,R), Xf(p)=d,f(X,),

de forma que los coeficientes anteriores son X; = X (x;).
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Recordamos que, como consecuencia del teorema de Picard para EDOs, los campos de
variedades sin borde X(M) estan en biyeccién con los flujos. Un flujo es una aplicacion
diferenciable ¢ : W — M, (t,z) — ¢;(x) definida en un entorno abierto W de {0} x M
en R x M que cumple:

» po(z) =z para cada x € M.

» Paracadaa € M, I(a) ={t e R: (t,a) € W} = (a(a),S(a)) C R es un intervalo
posiblemente infinito con a(a) < 0 < 5(a).

» Si s € I(a), entonces I(ps(a)) = I(a) — s.

» Sisel(a)yteI(ps(a)), entonces pi(ps(a)) = prrs(a).

Asi, ¢ es el flujo asociado al campo X € X(M) sic: I(a) = M,t — c(t) = ¢i(x) es la
curva integral maximal de X tal que ¢(0) = x, para cada x € M. Es decir, es la tnica
curva de dominio maximal cumpliendo:

c(0) =z, (t) = Xew.

En particular, todo flujo es el flujo maximal del campo dado por X, = %|S:0g05(x). A
la imagen de estas curvas maximales, c¢(I(a)), se les llama drbitas, y se dice que son
completas si I(a) = R, o sea, si a(a) = —o0 y B(a) = +oo. Todas las érbitas conforman
una particién de M. Cuando toda orbita es completa, el campo es completo. En tal caso,
toda 6rbita es o bien un sélo punto, difeomorfa a S' o una curva diferenciable de Jordan.
Finalmente, nos seré ttil el siguiente resultado, conocido como Lema del Escape:

Lema 1.7. Una drbita de dominio mazimal ¢ : I = (o, B) — M del campo X € X(M)
con < 400 (resp. a > —o0) siempre escapa de cualquier compacto K C M. Es decir,
para todo t € I suficientemente grande (resp. pequeno), c(t) ¢ K.

Dada M™ C R?, denotamos por N,M al complemento ortogonal de T,M en RY, que
tiene dimension ¢ — m. El fibrado normal de M™ C RY es

NM ={(p,u)e M xRI:pe M, ue N,M},
equipado con la proyeccién v : NM — M, (p,u) — p. Es una variedad de dimensién ¢
con borde v~1(OM). Esto se prueba mediante un difeomorfismo x : W C R? — U C R?

adaptado a M, esto es, tal que M NU = {x; = 0 : i > m}, porque en esa situacién los
gradientes V,x; para ¢ > m, son una base de N,M.

El fibrado normal facilita la siguiente construccion de los denominados entornos tubu-
lares (véase [ORR20, §Cap. II1]).
Proposicién 1.8. Sea M™ C RY una variedad sin borde y NM su fibrado normal. En-
tonces la aplicacion diferenciable
e:NM —RI, (pu)—z=p+u
es un difeomorfismo de un entorno abierto @ C NM de M x{0} sobre un abierto W C R9.

Idea de la demostracion. Por argumentos de dimension, e tiene derivada biyectiva en todo
punto de M x {0}, luego es difeomorfismo local en un entorno de M x {0}. Se concluye
probando que ese entorno contiene otro €2 en el que e es inyectiva. 0

Ahora recordemos una nocién topoldgica.

Definicién 1.9. Una retraccion de una variedad M sobre otra N C M es una aplicacion
continua p : M — N tal que p|y = idy. Diremos en tal caso que N es un retracto de M.

Volviendo al entorno tubular anterior, M x {0} es un retracto de NM via la retraccién
(p,u) — u, y podemos definir la retracciéon w : W — M que hace conmutativo el diagrama



6 RODRIGO CASADO NOGUERALES

QCNM ——— WCR'  (pu) —— ptu

u\\/ V\/

Esta retraccion es diferenciable. Para variedades con borde hay que utilizar otro recurso,
y s6lo se pueden obtener retracciones continuas.

Proposicién y definicion 1.10. Sea M C R? una variedad con borde. Se llama collar
de OM a un entorno U de M en M equipado con un difeomorfismo ¢ : U — M x [0, 1)
tal que p(p) = (p,0) para cada p € OM. Todo entorno abierto U de OM en M contiene
un collar.

Idea de la demostracion. Se considera un entorno tubular del borde en RY y se restringe a
M para tener una retraccién « : U — 0M desde un abierto U de M. Después se construye
una ecuacién regular b : U — [0, 1) tal que OM = h='(0) y se define ¢ : U — M x [0,1)
por p(z) = (n(x), h(z)). A partir de aqui se imita la demostracién de 1.8. O

Finalmente:

Proposiciéon 1.11. Una variedad M C RY con borde es, salvo difeomorfismo, un conjunto
cerrado de una variedad sin borde N C R? y es retracto de un entorno suyo U en M.
Componiendo esa retraccion con otra de un entorno tubular W de N en R? se obtiene
una retraccion continua w: W — M.

Idea de la demostracion. Mediante un collar U de OM en M podemos suponer U =
OM x [0,1), y aqui tenemos el difeomorfismo

h:U— oM x [%, 1) CU,(x,t) — (x,0(1)),
donde 6 es una meseta: § = % sit < %, yo =tsit > %. Este h se extiende por

la identidad a un difeomorfismo de M sobre un subconjunto cerrado de su interior.
O

2. FORMAS EN VARIEDADES

Sea E un espacio vectorial real de dimensiéon m. Un forma alternada de grado r es
una forma multilineal o de grado r tal que para toda permutacién o de r elementos con
signatura denotada por (—1)? se tiene:

% (v1, ..., 0) 1= Vo), - - Vo)) = (=1)7(v1, ..., vp).

Estas formas son un espacio vectorial, A"(F). La alternacion de una forma multilineal o
es la forma alternada, donde ¢ recorre todas las permutaciones de r elementos:

Alt(e) = 23~ (-1)7a”.
El producto tensorial de dos formas alternadas de grados r y s,
a® B(ur, ..., Up,v1,...,0s) = (g, ..., u)Bv,...,0s),

no es alternado, asi que consideramos el producto exterior
aAp =" Al ® B).

Es asociativo y antisimétrico: a A 8 = (—1)’“36 A a. En particular a Aa =0 sir = 1.
Dada una base {¢1,...,pn} del espacio dual E*, los productos

i, N AN 1< <L <4, <,
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son una base de A"(E), que es trivial si r > m. Si {¢1,...,m} es la base dual de
{e1,...,em}, cada o € A7(FE) se escribe

a= Zlalcp[, ar =afe;, ..., 6,),
donde abreviamos con I el multi-indice 1 <41 < ... <%, <m, o5 =@, A+ A\,
Si f : E — F es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales, su pullback f* :
A"(F) — A"(F) esté definido por
ffa(vy,...,v) = a(f(v1),..., f(v)).

Teorema 2.1 (del determinante). Dada una aplicacion lineal f : E — F entre espacios
vectoriales E y F' ambos de dimension m, con bases asociadas {u;} y {v;} respectivamente,
duales de {¢;} en E* y de {1;} en F*, entonces

Fri Ao Aipm) = det(fpr A=+ A prm.
Para definir las formas diferenciales de una variedad M consideramos
w0 =, i) x A7 (5),

Definicién 2.2. Una forma diferencial de grado r o r-forma de M™ es una aplicacién « :
M — A"(M) del tipo p — (p, o). Se dice que « es diferenciable cuando para cualesquiera
campos XM, ... X € X(M) es diferenciable la funcién

aXW, LX) M — R, pr— (X, X,
Denotamos por I'"(M) el conjunto de las r-formas diferenciables de la variedad M.

Siempre supondremos las formas diferenciales diferenciables. Si r > m = dim(M) todos
los A"™(T,M) son triviales, luego I'"(M) es trivial. Las operaciones con formas se definen
punto a punto, y se heredan todas las propiedades que tenia para formas alternadas.

La diferencial de una funcién diferenciable f : M — R es la 1-forma (diferenciable)
df : M — A' (M), p+——df, =d,f

Dadas unas coordenadas x : U — W en p € M, la base dual de las derivadas parciales
%]p estd formada por las diferenciales dx;, de las coordenadas. Por tanto, cada r-forma

a € I'"(M) se expresa
aly = Z apdxy,  dxp=dx; A Adx,,

ICN,
donde los coeficientes son las funciones diferenciables

— _ 0 0 .
oy = Qg = Of(ﬁ, RN m) U — R.

Asi, una forma es diferenciable si y sélo si lo es su actuacion sobre las derivadas parciales.

Una forma de grado cero es una funcion diferenciable, y ya hemos definido su diferencial.
Para grados arbitrarios se tiene:

Teorema y definicién 2.3. FEziste una tunica aplicacion lineal d : T"(M) — T" (M),
denominada diferencial exterior, que cumple:

1. Parar =0, d es la diferencial de funciones.
2.dod=0.
3. d(aANB)=daAp+(=1)aANdB, para a € I7(M).
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Definicién 2.4. FEl pullback de una aplicacién diferenciable entre variedades f : M — N
es el homomorfismo

fPiT"(N) — T"(M), (fa),= (dpf)*af(p)‘

Se verifica: (i) id}, = idrr(ar), (i) f¥og* = (go f)*, (iil) f*(aAB) = ffa A f*B, y (iv)
f*od=do f*. Es inmediato que el pullback de una inclusién j : M C N actia como la
restriccién asociada, y denotamos a|y = j* .

Usaremos el siguiente operador con un campo tangente X € X(M) para p > 1:

ix : TP(M) — TPY(M), w(...) — w(X,...).

Completamos la seccién con un breve resumen sobre orientacion. Una orientacion en
un espacio vectorial ' de dimensién m es una clase de equivalencia para la relacién entre
bases de E de tener positivo el determinante del cambio de base asociado. Denotaremos
la clase de equivalencia de una base {u;} por { = [u;], y la tnica clase distinta por —(.
En el caso m = 0, se conviene en que orientar F consiste en escoger un signo +1 o —1.
Cuando E = R™, se denota por (™ = [e;] a la orientacién estdndar determinada por la
base estandar {e;}. Fijada ¢, diremos que cualquier elemento de { es una base positiva.

Definicién 2.5 (Orientacién de variedades). Una orientacion en una variedad M™ es
una eleccién (yr = {(, : p € M} de orientaciones ¢, de T,M en cada p de M, tal que cada
p € M tenga un entorno coordenado x : U — W cumpliendo, para cada a € U:

0 0
] =G

[a—Xl a,...,@ﬂ

Diremos entonces que x es compatible con (,;. Una variedad M se llama orientable cuando
exista una orientacion (y; se llama orientada cuando tal orientacion se ha fijado.

En variedades de dimensién m > 2, mediante una simetria en la coordenada x», siempre
se pueden conseguir parametrizaciones compatibles sobre abiertos de H™ = {x; > 0}.
Analogamente en puntos del interior. En cambio, esto no se puede hacer en un punto del
borde si m = 1. Por otro lado, dado que la jacobiana de la localizacion de un cambio de
coordenadas es precisamente la matriz del cambio de base, se tiene que:

Proposicién y definicion 2.6. Una variedad es orientable si y solo si existe un atlas
cuyos cambios de coordenadas tienen todos determinante jacobiano positivo. Un tal atlas
se llama un atlas positivo.

Mediante formas también se determina la orientabilidad:

Proposicion 2.7. Una variedad M™ es orientable si y solo si tiene una forma diferencial
de grado mdzximo m nunca nula.

Dadas dos orientaciones en una variedad, los conjuntos donde coinciden o no son abier-
tos, luego su coincidencia o no en componentes conexas esta determinada por la de cual-
quier punto. De forma similar, una variedad es orientable si y sélo si lo es su interior.

Dado un difeomorfismo local f : M — N su derivada en un punto a es un isomorfismo
lineal d, f : ToM — Tty N y laimagen de una base positiva de T, M define una orientacion
dof(Ca) de Ty N. Si (fa) = daf((e) decimos que f conserva la orientacion en a, en otro
caso que la invierte. Esto se ve por el signo del determinante de d,f respecto de bases
positivas. Decimos que f conserva o invierte la orientacién cuando lo haga en todo punto.

Para enunciar en la seccion siguiente el teorema de Stokes, recordamos cémo orientar
el borde de una variedad orientada. En primer lugar, dado a € M y unas coordenadas
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locales x : U — H™ = {z; > 0}, diferenciando se obtiene un isomorfismo lineal
dox tu—>t = (t1,ta, ..., ty)

del par T,(OM) C T,M sobre el par OH™ = {0} x R™! C R™. Asi, la conservacién
del borde nos dice que t; = 0 si y sélo si t € T,(OM). Pero dado que cualquier cambio
de coordenadas y o x~! va de un abierto de H™ a H™, se prueba que t; < 0 también
es independiente de las coordenadas. Definimos los vectores salientes como aquellos tales
que t; < 0 para algin, y por tanto cualquier, sistema de coordenadas. Con todo ello:

Definicién 2.8 (Orientacién del borde). Dada una variedad M™ orientada y a € OM,
definimos una orientacién 9¢, en T,0M tomando cualquier base {us,...,u,} de T,OM
tal que para algin vector saliente u; € T, M se tenga (, = [u, ug, ..., Up].

3. INTEGRACION EN VARIEDADES

Para la integracién necesitamos introducir:

Definicién 3.1. Dada una variedad M, denotaremos por I';(M) C I'"(M) al conjunto
de formas diferenciales con soporte compacto.

Es decir, aquellas que se anulan fuera de un compacto K C M. Empleando particiones
de la unidad, junto con el teorema de cambio de variable del célculo integral para abiertos
de H™, se prueba de modo constructivo:

Teorema y definicion 3.2. Dada una variedad orientada M™, existe una unica aplica-
cion lineal, denominada integral,

/:FZL(M)—HR, wr—)/w,
M M

que cumple: St una parametrizacion ¢ es compatible con la orientacion, y una forma w €
[ (M) tiene soporte compacto contenido en el dominio de coordenadas asociado, entonces

/wz—i—/ h, donde ¢*w = hdxy A --- Adzy,.
M x(U)

Se indica el signo 4+ porque si ¢ no es compatible con la orientacion, la integral se
precede de un signo —. De la unicidad resulta el teorema del cambio de variable:

Corolario 3.3. Si f : M — N es un difeomorfismo entre variedades orientadas que
conserva (resp. invierte) la orientacion, entonces

oL Con [ e )

Fijados un atlas positivo {U;} y una particién diferenciable de la unidad {6;} subordi-
nada, una férmula explicita de cédlculo es

w=» ©; (Ow).
[,

Noétese que al tener w soporte compacto, la suma es finita. Después de localizar con esta
formula, un calculo en H'™ proporciona la célebre generalizacién del teorema fundamental
del calculo (regla de Barrow):
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Teorema 3.4 (de Stokes). Dada una variedad orientada M™, con borde orientado segin
la orientacion inducida, entonces si w € T "Y(M) se tiene

/dw—/ wlans-
oM

En particular, si M no tiene borde fM dw = 0.

Terminamos con el resultado que en ocasiones se denomina el reciproco del teorema de
Stokes para variedades sin borde.

Teorema 3.5. Dada una variedad orientada, conexa y sin borde M™, y una forma w €
L7 (M) con integral nula [, w =0, entonces existe k € I (M) tal que w = dk.

Su demostracion se divide en dos partes, que recogemos en dos lemas por comodidad.
Lema 3.6. El resultado anterior es cierto para el caso especial M = R™, m > 1.

Demostracion. En este supuesto especial, tenemos w = f(x)dzy A --- A dx, para f €
IYR™) y tal que me x)dx =0, y se trata de encontrar k € '~ 1(]Rm) tal que w = dk.
En primer lugar, siempre podemos escribir

:Z ]1fj Ydxy A - - /\Ex\j/\---/\dxm,
7j=1

para ciertas f; € T'Y(R™), donde Ex\] significa que dicho factor no estd presente en el
producto alternado. Por tanto, resulta que

<Z af;

dk = 9z,

)dxl A ANdz,,.
=1
Asi, dada f € TY(R™) con [g,, f(z)dz = 0, se trata de encontrar f; € I'Y(R™) tales que

f=>mr 0f; =2, Para ello, probaremos por induccién sobre n < m que:

j=1 Ox;
Sea f € TYR™), f(x) = f(x1,...,%m), y denotemos x = (y,2) cony = (z1,...,2y,),
z = (Tpy1,...,Tm). Entonces, si [g, f(y,z)dy = 0, existen funciones f; € T'2(R™) con
g =1,...,n tales que

0 f]
f= Z 835]
Para n = 1 basta definir

fi(z) = fi(w1, 2) /ftz

que tiene soporte compacto pues teniéndolo f, para x; suficientemente pequeno el inte-
grando es = 0, mientras que para x; suficientemente grande se tiene
+oo

filz) = f(t, z)dt = 0.

Supongamos ahora que lo sabemos paran—1, con n > 2, y escribamos ¢ = (1, ...,2y_1)
de forma que z = (3, 2y, 2). Sea ¢ € T2(R™') tal que [,,.., ¢ = 1. Entonces definimos

o) = f2) =ha). W)= o) [ Sl

La funcién g tiene soporte compacto por tenerlo f y ¢, y es diferenciable por serlo h (ya
que podemos diferenciar bajo el signo integral, por tener f soporte compacto). Mds atn,
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por construccion resulta que [p,. 1 9(y', 2, 2)dy’ = 0, luego podemos aplicar la hipdtesis
de induccién a g, lo que nos proporciona funciones f; € T?(R™) tales que

para f, definida segin

) = ) =000 [ ([ st o)

@‘

Por otro lado, podemos escribir h = 8f -

Lo que probaria lo que buscamos si comprobamos que f,, € T9(R™). Pero f, es diferen-
ciable, razonando como antes, y ademaés tiene soporte compacto pues:

» Si ||y|| es (suficientemente) grande, ¢(y') = 0;
= si ||Z/]| es grande o x,, pequeno, el integrando f(u, t,z) =0;
= si x, es grande, entonces f = 0 y podemos reemplazar x,, por +00, quedando

h@) = o) [ ([ )=o) [ 2o

o0

0

Probado el resultado para R™, se obtiene para variedades arbitrarias a partir de la
siguiente consecuencia.

Lema 3.7. Dado un abierto W C M no vacio de una variedad orientada, conexa y sin
borde M, y w € T'™(M), entonces existe k € I (M) tal que sop,,(w — dr) C W.

Demostracion. Directamente del resultado que acabamos de probar en R™ se concluye
este lema si tanto W como sop,,(w) estan contenidos en un abierto U difeomorfo a R™.
En efecto, trabajando en R™, consideramos cierta w; € I'7*(R™) tal que sopgm(w1) C W

Y Jgm w1 = 1. Entonces
/ (w—awy) =0, sia:/ w.

Luego existe k € I 1(R™) de manera que w — aw; = dk, de donde

SOPgm (W — dK) = SOpgm (aw;) C W.

Supongamos ahora que s6lo tenemos w € I'7"(M) con sop,,(w) C Uy para cierto abier-
to Uy difeomorfo a R™. Por conexién, existe una cadena finita {Uy,...,Us} de abiertos
difeomorfos a R™ tales que U; N U4 # () para cada j = 0,1,...,s — 1y tal que U, C W.
Utilizando lo que acabamos de probar en cada abierto U;, con W’ = U;NUj 44, escogemos
sucesivamente k; € '™ (M), j =0,1,...,s — 1 tales que

J
SOP s w—dei cU;nUjt, j=0,1,...,5s—1
i=0

Luego basta tomar k = Ef;& ki, ya que al cabo de los s pasos obtenemos

SODP s w—dZ/@i cUs_1NnU, CW.
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Para concluir, si ahora w € I'""(M) es arbitraria, escogemos un atlas cuyos dominios
coordenados sean difeomorfos a R™, y una particion diferenciable de la unidad subordi-
nada a dichos dominios, {6;}. Entonces, al tener w soporte compacto, se tiene

k
W = E Giw = E Wy
i j=1

para una cantidad finita £ de formas w; = 6;w cuyo soporte estd contenido en abiertos
difeomorfos a R™. Por lo probado, existen x; € T 1 (M), j =1,...,k tales que
S0P s (wj — d/ij) cWw,

luego tomando k = Zle

w—dfﬁ—w—dZﬁ] Z i — dr;j).

7j=1

k; obtenemos el resultado, ya que

O

Demostracion del teorema 3.5. Con estos dos lemas se concluye facilmente. Dada w €
I'7"(M) con [,,w = 0, consideramos un abierto difeomorfo a R™, W C M. En virtud del
lema 3.7, existe k € T (M) tal que sop,,(w — dk) C W. Pero entonces se tiene

/w—dfi /w—/d/f—O 0=0,

la segunda integral nula como consecuencia del teorema de Stokes y de ser M sin borde.
Aplicando ahora el lema 3.6 en W a la forma w — dk, resulta que existe kg € T~ (M)
tal que w — dk = dkg, luego finalmente

w = d(k + Kg).

4. COMPLEJOS DE COCADENAS Y SU COHOMOLOGIA

En esta seccion introducimos una serie de conceptos algebraicos generales: la cohomo-
logia de cocadenas y algunos de sus resultados elementales. Ello permitira sistematizar el
analisis de los grupos de cohomologia de las formas diferenciales de una variedad.

Definiciones 4.1. (1) Una sucesién de espacios vectoriales A® y de aplicaciones lineales
d': A" — A" para i € Z, que denotaremos por A* = {A? d'};, es una cocadena cuando
d™! o d* = 0 para todo i.

(2)Una cocadena A* = {A? d'}; es ezacta cuando ker ™" = im d* para todo i.

Es frecuente escribir las cocadenas como:
P N NS R
De forma que d”™ od’ = 0 es equivalente a im d* C ker d™'. A no ser que queramos hacer
referencia explicita al superindice 4, escribiremos simplemente d, por ejemplo d od = 0.

De especial relevancia son las cocadenas cortas:

Definicién 4.2. Una cocadena se dice exacta corta si es exacta y sus Uinicos espacios no
triviales son de la forma

0—ALsB 20 o,

o, equivalentemente, f es inyectiva, g suprayectiva y ker g = im f.
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En ese caso ¢g induce un isomorfismo:
g:B/im f— C, [b] — g(b).
El espacio cociente B/im f se suele denominar conicleo de f, denotado coker f. Nétese
que al ser f inyectiva, también se tiene f : A = im f. Por tanto:
Lema 4.3. Dada una cocadena exacta corta0 — A L B % ¢ = 0, entonces B = AgC.

En particular, B es de dimension finita si y solo si lo son A y C.

Observacién 4.4. Cualquier cocadena exacta A* = {A’ d'}; induce, para cada i, una
cocadena exacta corta de la forma

0 — imd’ < A4 5 i gitt s,

donde j : imd’ < A™! es la inclusién. Por tanto, tenemos el isomorfismo via d™!
AT/ im d’ =5 imd™, [a] — d"(a);

y en particular se cumplird que A = imd’ @ imd“*.

Definiciones 4.5. Dada una cocadena A* = {A’ d'}; definimos para cada p € Z su
p-ésimo grupo de cohomologia como el espacio vectorial dado por el cociente

HP(A*) = kerd?/imdP .

Los elementos de este cociente H?(A*) se denominan clases de cohomologia. A los elemen-
tos de kerd se les llama cociclos. A los elementos de imd se les llama cobordes.

Por ejemplo, una cocadena A* es exacta si y sélo si su cohomologia es nula, o sea,
HP(A*) = 0 para cada p. Definimos a continuacién los morfismos que actian convenien-
temente sobre las cocadenas:

Definicién 4.6. Un morfismo de cocadenas entre dos cocadenas A* = { A, "}y B =
{B? d’;}; es una sucesién de aplicaciones lineales f*: A® — B tales que d’zo f' = f*lod,
para cada i € Z. Se denota simplemente por f: A* — B*.

Es decir, f conmuta con d: do f = f od. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

da d

L g g A g
L
Bz’

dp Bi-1 dp dp

d .
Ly Bttt L

g

El interés, como ya se intuye, es que preservan la estructura de los grupos de cohomologia.

Lema 4.7. Un morfismo de cocadenas f : A* — B* induce para cada p un homomorfismo
lineal entre los grupos de cohomologia p-ésimos de la forma:

P HP(A*) — HP(B"), [a] — [fp(a)].

Normalmente escribiremos f : HP(A*) — HP(B*).

Demostracion. Veamos que la definicién dada de f es consistente. En primer lugar, no
depende del representante escogido: dados a;, as € kerd” tales que as — a; = di_la’ ,

ambos arrojan la misma clase de cohomologia via f pues

fPlaz) — fP(a1) = fPlag —a1) = fPo di_l '= d%_l o fPla’ € im d%_l.
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Por otro lado, dada una clase [a] € HP(A*), o sea, [a] = a+imd% ' con d%a = 0, entonces
df o fP(a) = fr* o dha = f771(0) = 0,
luego [fP(a)] pertenece a HP(B*). O
Podemos introducir a su vez las cocadenas de cocadenas:

Definicién 4.8. Una sucesion de cocadenas (resp. una sucesion exacta de cocadenas) es
una sucesion de cocadenas {4}, y de morfismos de cocadenas {f, : Ay — A} tales
que para cada ¢ la sucesion

i fli—l S i f;i i
i i k ) +1 )
‘..HAk].HAk’—)Ak—) k.2—>...

es una cocadena (resp. exacta). Es decir, {A}, fi}r es una cocadena (resp. exacta), o
sencillamente, f; ., o fi =0 (resp. im f} = ker f;, ) para cada k e i.
Definicién 4.9. Una sucesién de cocadenas es exacta corta si es exacta y de la forma
0— A" L B* 2y 0 —0.

Como vemos, en las sucesiones de cocadenas nos fijamos en la direccién transversa a la
direccién de d para buscar nuevas cocadenas. Su interés es:
Lema 4.10. Dada una sucesion exacta corta de cocadenas, entonces se tiene para cada
p la cocadena exacta

HP(A*) -Ls HP(B*) —% HP(C™).
Demostracion. Dado que ¢' o f* = 0, la sucesién es de hecho una cocadena:
go f(la]) = [¢" o f(a)] = [0].
Pero también es exacta: dada [b] € kerg C HP(B*), se tiene g?(b) = df.c para cierto
c € CP71. Dado que gP~! es suprayectiva, existe b’ € BP~! con ¢ = gP~1(/), luego
g'(b) = A o g (V) = g o iy (V).
Y por tanto b— d% ' (¥) € ker g”. Dado que ker g? = im fP, existe a su vez a € A” tal que
fP(a) =b—d% (V) y a es un cociclo pues fP*! es inyectiva y tenemos
frlody(a) =d% o fP(a) = dy(b—d ' (b)) =0—0=0.

Finalmente f([a]) = [f?(a)] = [b] ya que b — fP(a) = az i (vy). O

Uno pudiera esperar que la anterior sucesion de cohomologias fuese de hecho exacta
corta, pero esto no es asi en general. En concreto, g : HP(B*) — HP(C™") no es nece-
sariamente suprayectiva a pesar de si serlo ¢?, ya que dada [¢] € HP(C*) no podemos

asegurar que exista b € BP tal que ¢g”(b) = ¢ y que sea ademds un cociclo, y similar con
la inyectividad de f. La solucién a este fenémeno se halla con la siguiente definicion.

Definicién 4.11. Dada una sucesién exacta corta de cocadenas 0 — A* % B* % ¢* - 0
se denomina morfismo de conexrion a las aplicaciones lineales 0P

ap : Hp(c*) N Herl(A*), [C] N [(fp+1)—1 (d%((gp)_l(c)))],
Donde por la imagen inversa (gp) _1(0) nos referimos a cualquier punto de la preimagen de
c por g”, ya que de acuerdo con el siguiente resultado, esta arbitrariedad sélo es aparente.

Antes de ello, vemos que se tiene el siguiente diagrama conmutativo, donde la flecha

diagonal indica el morfismo de conexién d, que se puede entender como d ~ f~todog
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0 —— Artl Ly pgert _ 9 L ovil 4
1 N ol

0 > AP LN Bp\g> cr > 0
dAz\ \P:\ ) dcz\

Lema 4.12. El morfismo de conexion O estd bien definido.

Demostracion. Sea [¢] = ¢ 4+ imd% " € HP(C*), con d%(c) = 0. Por ser g? suprayectiva,
siempre existe algin b € B? tal que gF(b) = c¢. Se trata de comprobar una serie de aspectos:

(1) Para cualquier preimagen b € (gp)_l(c), d,(b) estd contenido en im fP = ker gP!:
gt o dy(b) = dg. 0 g7(b) = di(c) = 0.

(2) Siempre se obtiene una clase de cohomologia, esto es, a = (fp“)_l(d%(b)) es un

cociclo: si fP(a) = di(b), esto se desprende de la inyectividad de f y de que
o dt () = dif o 74 () = 5o diy(b) = 0.

(3) La clase obtenida no depende de la preimagen de c¢ escogida: dados by, by €
(gp)_l(c), sean también a; = (fp“)_1 (d%(b;)). Entonces, by — by € ker g = im f?, luego
existe a’ € AP tal que fP(a’) = by — by y

—1 —1
az —ar = (fr*) (3 (f7(d))) = (f77)  (f7 o di(d) = (o).

(4) Finalmente, la clase obtenida no depende del representante de [c] escogido: sean

c1, 2 € kerd?, tales que co — ¢ = d%_l(c/ ) para ¢ € CP~!. Sean con la notacién anterior

(b)) = ¢, a; = (fi”“)_1 (d(b;)). Como gP~! es suprayectiva, existe b’ € BP~" tal que
g"~ (V') = . Entonces,

b=t —dy ' V) =co—cr —dl o g" H (V) = — e — dB(c) =0,
luego existe a’ € AP tal que fP(a’) = by — by — d% *(¥'). Para terminar, resulta que
S (= ar) = dip(by = by) = dip (A7 () + f7(a))
= dpody (V) + o f(a) = 0+ djo () = f7 o dj(a),

y usando de nuevo la inyectividad de fP*! concluimos que ay — a; = d%(a’). O

El morfismo de conexién 0 actia como escalén, engarzando los grupos de cohomologia
para construir una sucesion exacta de cocadenas a partir de las cocadenas involucradas.

., J g
Lema 4.13. Dada una sucesion exacta corta de cocadenas 0 — A* = B* = C* — 0, la
siguiente sucesion de espacios y aplicaciones lineales es una cocadena exacta:

HP(B*) -4 HP(C*) -2 HPH (A7)
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Demostracion. Se trata de una cocadena: dog = 0, ya que dado [b] € H?(B*) con d%,b =0

—1 —1

90g(lb]) = 0(lg"®))) = [(/) ~(dx®)] = [(/"") (O] = [0}
Reciprocamente, veamos que es exacta. Supongamos que tenemos 9([c]) = [0] para [c] €
HP(C*) y sea [b] € HP(B*) con g*(b) = c. Por hipétesis existe a € AP tal que

(77) 7 (dh (1) = ()
luego si consideramos b’ = b — fP(a) € BP, se tiene
W) =g"(b) =g’ o ffla) =c—0=c.
Pero ahora ' si es un cociclo, luego define una clase de cohomologia preimagen de [¢]:
dp(b) = di(b) — dp o fP(a) = dj(b) — f7* o dy(a) = d}5(b) — d(b) = 0.
U

., J g
Lema 4.14. Dada una sucesion exacta corta de cocadenas 0 — A* = B* = C* — 0, la
siquiente sucesion de espacios y aplicaciones lineales es una cocadena exacta:

mr(c*) -2 gri(At) L grty(BY)
Demostracion. En primer lugar, f o d = 0 ya que dado [c] € HP(C*) se tiene

-1
fod(ld) = [dp((s") ()] = [0
Reciprocamente, sea f([a]) = 0 para [a] € HPY(A*), es decir, fP!(a) = d5(b) para cierto
b € BP. Entonces, ¢ = ¢g¥(b) € C? proporciona una preimagen de [a], pues es un cociclo:
de:(c) = dg o g (b) = g" o dip(b) = g" o f77N(a) = 0,
y claramente

a([c]) = [(f71) " (d(0))] = [a].
]

Resumimos estos lemas, junto con el lema 4.10, en la siguiente sucesion exacta larga.

., J g
Teorema 4.15. Dada una sucesion exacta corta de cocadenas 0 — A* = B* = C* — 0,
la siguiente sucesion de espacios y aplicaciones lineales es una cocadena exacta:

L gy e 2% mrAn L BBy S Bty <L B AT L
El siguiente lema nos serd ttil al estudiar las formas diferenciales con soporte compacto.

Lema 4.16. Consideremos una cocadena ezacta A —5 B —% C. Entonces, también es
exacta la sucesion dual

At Ll it & e
donde A% es el espacio dual de A; y f¢: BY — AY B+ f4(B) = Bo f, y andlogo para g*.

Demostracion. De ser im f C ker g, o sea, go f = 0, se concluye que f?og? = (go f)? =0,
es decir, img? C ker f¢. Reciprocamente, sea € ker f¢ es decir, 3 € B? tal que
f4(B) = Bo f = 0. Esto es equivalente a tener Blims = 0. Ahora bien, por hipétesis
kerg C im f luego en particular |k, = 0. Entonces el ntimero (g’l(c)) para cierto
¢ € im g no depende de qué elemento de la preimagen de ¢ escojamos, luego podemos
definir v € O segtin y(c) = f3 (g_l(c)) para cada ¢ € im ¢, y arbitrariamente? sobre algtin
complemento directo de im g. De esto resulta que g%(y) = yo g = 3, luego 8 € img? y

2Este paso requiere usar alguna forma del Lema de Zorn si la dimensién de C es infinita.
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efectivamente ker f¢ C im ¢%. O

Definicién 4.17. Dos morfismos de cocadenas f, g : A* — B* son homdtopos si existen
morfismos lineales sP : AP — BP~! tales que para cada p se cumple

d%_losp—i—sp"“lodi:fp—gp:Ap—>Bp.
Al operador sP : AP — BP~! se le llama operador de homotopia.

La propiedad do s+ sod = f — g significa que en los siguientes diagramas es lo mismo
descender hacia B via las flechas verticales de f — ¢ que mediante la suma de las dos
diagonales adyacentes dadas por s.

d da

Lo p day pi day g _da
/ lffs);/ lf/ lffg
s S
LK e, pi-t 98, pi 48, piv1 4B,

La elecciéon del término homotopos se entendera en la secciéon 7. Baste de momento:

Lema 4.18. Dos morfismos de cocadenas homdtopos f, g : A* — B* inducen la misma
aplicacion entre grupos de cohomologia

f=g:HP(A") — HP(B").
Demostracion. Dados s @ AP — BP~' con d% ' o s? + sPT1 o P = fP — g, resulta
f(la]) = g(la]) = [(f* = g")(@)] = [(dF " o s + s** o d)(a)] = [0+ s**1(0)] = [0].
O
Para terminar esta seccion, recogemos en el iltimo lema la siguiente observacion tutil.

Lema 4.19. Dadas cocadenas { A, : a € A}, se tiene que

B A =@ H(A).

Demostracion. Sea B* = @, A% . Definimos de la tnica manera natural
dy : B — B (aa)a — (A4 aa)a,
obteniendo la cocadena {B’,d’;};. Por tanto, observando que para cada p se cumple
ker d?, = @a kerd) , imdj= @a imd, ,
se establece facilmente un isomorfismo mediante la aplicacién

HY(BY) — (D HP(A2). [(aa)a] — ([aa]),,

5. HomoTOPiA

En esta seccion se recogen las definiciones usuales de homotopia entre aplicaciones
continuas y de equivalencia de homotopia entre espacios. Su importancia en el contexto
de la cohomologia de de Rham es que, en virtud de los resultados de aproximacion,
las definiciones en términos de continuidad topoldgica son equivalentes en términos de
diferenciabilidad. Esto permite ver a la cohomologia de de Rham como un funtor de las
aplicaciones continuas entre variedades, y no sélo diferenciables.
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Definiciones 5.1. Sean X, Y dos espacios topoldgicos.

(1) Una homotopia es una aplicacién continua H : X x [0,1] — Y. En ocasiones serd
conveniente ver el argumento ¢ € [0, 1] como pardmetro, para obtener las aplicaciones
continuas Hy : X =Y, v — H(z,t).

(2) Dos aplicaciones continuas f, g : X — Y son homdtopas via H cuando se tenga una
homotopia H tal que Hy = f,y H; = g.

(3) Dos aplicaciones continuas f,g: X — Y son homdtopas cuando lo sean via alguna
homotopia. Escribiremos simplemente f ~ g.

Recordemos que la homotopia entre aplicaciones continuas establece una relaciéon de
equivalencia. Mas aun, dadas aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos f, : X —
Y,g9,:Y — Z, pararv =0, 1, tales que fy ~ f1y go = g1, entonces también gyo fo =~ g10 f1,
sin mas que considerar la composicién de las respectivas homotopias.

Se ha de distinguir la nocién de homotopia estandar de la siguiente.

Definicién 5.2. Dos aplicaciones propias® f,g : X — Y son propiamente homdtopas
cuando sean homotopas via una homotopia propia.

Ambas nociones son claramente distintas, puesto que la homotopia propia no esta defini-
da entre aplicaciones que no sean propias. Més aun, dos aplicaciones propias y homotopas
no son necesariamente propiamente homotopas. Por ejemplo, R con la topologia usual
tiene el tipo topoldgico de un punto luego todas las aplicaciones R — R son hométopas,
mientras que existen 4 clases de homotopia propia (una aplicacién continua f : R — R
es propia si y sélo si su limite cuando x — £00 es 00, y dos aplicaciones propias son
propiamente homdétopas si y sélo si sus limites en +00 coinciden).

Definiciones 5.3. (1) Una aplicacién continua (resp. propia) f : X — Y es una equiva-
lencia de homotopia (resp. propia) cuando existe otra aplicacién continua (resp. propia)
g:Y = X tal que go f ~idx y f o g ~ idy (resp. con homotopia propia). A una tal
aplicacion g se le llama inversa homotopica de f.

(2) Dos espacios topolégicos X e Y tienen el mismo tipo de homotopia (resp. propia)
cuando existe una equivalencia de homotopia (resp. propia) entre ellos.

Como es sabido, la equivalencia de homotopia entre espacios topolégicos, propia o no,
es una relacion de equivalencia. Especial interés tiene el tipo de homotopia trivial:

Definicién 5.4. Un espacio topoldgico X es contrdctil cuando la identidad del espa-
cio es homoétopa a una aplicacion constante. Equivalentemente, cuando tiene el tipo de
homotopia de un punto.

Ejemplo 5.5. Un subconjunto X C R" se llama estrellado si existe un punto xg € X tal
que para cada x € X el segmento [z, x] = {\x + (1 — M)z : A € [0, 1]} estd contenido en
X. Todo subconjunto estrellado equipado con la topologia inducida de R™ es contréctil,
ya que se tiene la siguiente homotopia entre la identidad y la aplicacién constante xq:

H:Xx[0,1] —X, (zt)—te+(1—1)zo.

Definicién 5.6. Sea p : M — N una retraccion. Si ademas j o p ~ id,; para la inclusién
j N — M, entonces diremos que p es una retraccion de deformacion, y que N es un
retracto de deformacion de M.

La aplicabilidad de estas nociones puramente topoldgicas a las construcciones diferen-
ciables asociadas a la cohomologia de de Rham estriba en los siguientes resultados, que

3Una aplicacién continua es propia si la imagen de un conjunto compacto es a su vez compacta.



COHOMOLOGIA DE DE RHAM Y FIBRACIONES DE ESFERAS 19

extraemos de [ORR20]. Consideremos un conjunto localmente cerrado de un espacio afin,
X, y una variedad con borde M. Usando particiones diferenciables de la unidad, junto
con la existencia de collares 1.10, se consigue primero probar que toda aplicacién conti-
nua f : X — M puede ser aproximada de forma arbitrariamente buena por funciones
diferenciables X — M. Después, empleando la proposicién 1.11, se consigue obtener que
todo par de aplicaciones continuas f,g : X — M suficientemente préximas son homoéto-
pas, y por una homotopia propia si eran propias. En particular, obtenemos las siguientes
importantes consecuencias para nosotros:

Teorema 5.7. Sean M, N dos variedades.

(1) Dada una aplicacion continua (resp. propia) f : M — N, eziste una aplicacion
diferenciable (resp. propia) g : M — N (resp. propiamente) homdtopa a f.

(2) Dadas dos aplicaciones diferenciables f,g : M — N (resp. propiamente) homdtopas,
entonces son homdtopas via una homotopia diferenciable (resp. propia).

6. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

En esta seccion introducimos ya la cohomologia de de Rham, siguiendo la construc-
cién algebraica de la secciéon 4. Como ya recordamos en la seccién 2, dada una variedad
diferenciable M las formas diferenciales de grado p > 0 sobre M, I'"(M), junto con la
diferencial exterior, d, forman una sucesién de la forma:

s ) Y5 T ) - e ) U e () s

tal que dod = d”*!' o d” = 0. Por tanto, es una cocadena que denotaremos I'*(M)
(siendo absolutamente precisos, hemos de extender esta sucesion a todo p € Z definiendo
I'’(M) = 0 para p < 0). Es usual llamar, redefiniendo los cociclos y cobordes de la seccién
4 para el caso particular de las formas:

Definiciones 6.1. (1) Una forma diferencial w € I'?(M) se llama cerrada si w € ker d”,
es decir, es un cociclo. Se denota el conjunto de las formas cerradas de orden p por ZP (M),
que coincide con el nicleo ker d.

(2) Una forma diferencial w € T?(M) se llama ezacta si w € imd”™!, es decir, es un
coborde. Se denota el conjunto de las formas exactas de orden p por BP(M), que coincide
con la imagen im d.

Como d od = 0 toda forma exacta es cerrada: BP(M) C ZP(M).

Definicién 6.2. El p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de M es
HP(M) =kerd”/imd*~! = ZP(M)/BP(M).
Es decir, los grupos de cohomologia de la cocadena I'*(M), que denotaremos conjunta-
mente por H*(M). Los elementos del cociente H?(M), las clases de cohomologia, son
w] = w+ BY(M)

con w € I'’(M) tal que dw = 0.

En particular, para p = 0 resulta H°(M) = kerd/{0} = Z°(M) C T°(M) = C(M,R),
es decir, el conjunto de funciones diferenciables definidas sobre M cuya derivada es nula,

que son localmente constantes. Esto nos proporciona:

Lema 6.3. H°(M) es el espacio vectorial formado por las funciones constantes sobre las
componentes conexas de M. En particular, dimg H°(M) es el nimero de componentes
conexas de M, que puede ser un entero positivo o infinito (numerable).
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Notese que las variedades, al ser segundo axioma y localmente conexas, tienen a lo sumo
una cantidad numerable de componentes conexas.

Ejemplo 6.4. Por el lema que acabamos de probar, se tiene que H°(R) = R. Dado que
HP(R) = 0 si p # 0,1, sélo falta encontrar H!(R). Pero dada w € T''(R), serd w = fdx
para cierta f € C*(R), y la funcién

/‘f

es una primitiva de w, dg = w. Es decir, H'(R) = 0, de forma que:
R, sip=
HP(R) — Y Sl p 07
0, sip#0.

Terminamos la seccién con unas construcciones. Dada una aplicacién diferenciable f :
M — N entre variedades, su pullback f*: TP(N) — I'’(M) conmuta con la diferencial

fred=dof,
que es precisamente la condicién 4.6 para ser un morfismo de cocadenas. Asi, los pullback
inducen morfismos de cocadenas f* : I'*(N) — I'*(M), con diagramas conmutativos

s iyN) 4 Ti(N) —4 Tiry(N) s

r r I

—4 v 4 Tl —4 T (M) —4s L

En virtud del lema 4.7, inducen homomorfismos lineales bien definidos en cohomologia:
ffrHP(N) — HP(M),  [w] — [f*w].
Si go f =idy entonces f* o g* = idg«(ar) con lo que f* serd suprayectiva y g* inyectiva.

De forma similar, el producto exterior A de formas diferenciables pasa a cohomologia
de forma natural definiendo

A HP(M) x HY(M) — HPY(M), (w1, [wa]) — [wi Awa).
Se comprueba facilmente que esta definicién es buena: si 7y — & = dw; en I'P(M), y
— & = dwy en T'Y(M), resulta que
MmAn =& NE=mAme—E&)+ (m—&) ANé=m Adwy +dw A&
= (—1)pd(771 A wz) + d(wl A fz) = d((—l)pm ANwy +wi A 52)7

donde ademés hemos usado que dn; = d§; = 0 por representar clases de cohomologia.

7. EL LEMA DE POINCARE

En esta seccién introducimos el operador de Poincaré, que permite estudiar la construc-
cién de la cohomologia de de Rham y los pullback entendidos como funtores. De hecho,
mediante los resultados de la seccién 5, hay funtorialidad con aplicaciones continuas entre
variedades diferenciables. Comenzamos probando el resultado central de la seccién:

Teorema 7.1. Sea M™ wuna variedad y consideremos la variedad producto M x [0, 1].
Sea mpr 2 M x [0,1] = M, (x,t) — x la proyeccion sobre M, y oy, la inclusion a tiempo
fijo to € [0,1], es decir, oy : M — M x [0,1], x — (x,ty). Entonces, 3, : HP(M) —
HP(M x [0,1]) y of : HP(M x [0,1]) — HP(M) son isomorfismos mutuamente inversos.
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L . ) . . e
Demostracidn. De ser myro0y, = idyy, se desprende inmediatamente que of omy, = idgs(ar)-
Por tanto, debemos demostrar que también 73,007 = idgr(arxo,1), Para lo que definimos:

Definicién 7.2. El operador de Poincaré es el operador R-lineal
t
LP:TP(M x [0,1]) — TP"YM x [0,1]), w+— / (iagw)(m,s)ds,
to v

donde llamamos t a la proyeccién sobre el factor [0, 1].

Hay que comentar un par de aspectos de esta definicién. En primer lugar, dadas unas
coordenadas locales x : U — W de M y teniendo en cuenta las observaciones realizadas
en la seccién 1 para considerar el producto M x [0, 1], entonces

(x,8) 1 U [0,1] — W x [0,1], (p,t) — (x(p),1)
son coordenadas locales de M x [0,1], donde abusamos ligeramente de la notacién al
escribir x = x o 7y, Nétese ademds que 2 estd definido en todo M x [0, 1].

En segundo lugar, estamos definiendo una integral de formas en M x [0, 1] respecto a t
como se sigue: localmente, integramos los coeficientes de cualquier desarrollo en derivadas
parciales de unas coordenadas locales y : U — W de M x [0, 1], de forma que:

t t
/to w(x,s)ds‘U = Z (/t fi(x, s)ds)dyl,
I 0

para los coeficientes f; = w(aiyl). Entonces, por la linealidad de la integral esto es inde-

pendiente de las coordenadas, ya que al cambiar de coordenadas se lleva a cabo la misma
transformacién lineal sobre los coeficientes antes que después de la integracion.

Pues bien, se trata de demostrar que id y 73, o o7 son operadores hométopos de la
cocadena H*(M x [0,1]) via el operador de homotopia dado por L, es decir, que

id—my, 00, =doL+ Lod,
lo que, de acuerdo con 4.18, nos daria lo buscado.

Para verlo, consideramos cualquier dominio de coordenadas de la forma U x [0, 1] aso-
ciado a un sistema de coordenadas x : U — W de M. En este entorno, toda p-forma se
escribe como combinacion lineal de factores de la forma

flo, t)dx, Ao Adxg, 6 fla,t)dt Adxy Ao Adxg, ),

con f € C®(U x [0,1]). Por linealidad de las expresiones, podemos trabajar individual-
mente para cada tipo de factor. Estudiemos primero la actuacion de £. Por un lado,

L(fdx; A Adxg,) =0

puesto que dxi(%) = 0, mientras que al ser dt(%) = 1 se tiene

¢
£(fdt/\dXi1/\"'/\dXip,1) :/ (f(:c,s)ds)dxil/\.../\dxipfl.

(z,t) £

Por otro lado, dado que o} compone las formas con d,oy, = 0y, resulta que o7, (dt) = 0,
mientras que o}, (dx;) = dx;, de donde obtenemos que

(mhroop ) (fdxiy A A dxip)(m,t) = f(a, to)dx;, A--- Adxy,,

asi como
(mhr 0 0fy) (fdt Adogsy A= A, ) =0,
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Consideremos w = fdx;, A -+ Adx;,, y calculemos:
(do L+ Lod)w = L(dw)

of
Z (adeXZ/\dX“ A dxg ) +adt/\dxi1 Ao Adx;,

=1

a—fmsds)dxil/\---/\dxip

= (f(ﬂf t) f(SC to)) dXi1 /\"'/\dXip IM—W&OO':()(CU).
Luego se tiene lo pedido. Sea ahora w = fdt Adx;, A--- Adx;,_,. Calculamos

(doL+Lod)w=d(Lw) + L(dw)

=d (/t (f(x, s)ds)dxi1 ARERNA dXip1>

+L 2:8—Xl_cb<;i/\tholxil/\---Aolxim1

i=1

m t
_ Z/ (gf (=, s)ds) dx; A, A Adg, + fdb Adsg, A Ads,
X

—Z/ ( ( sds)dxi/\dxil/\---/\dxip_l

= fdt Adxy, Ao Adxg, | =w=w —my 00} (w).
O
Si en la anterior demostracién en lugar del factor [0, 1] trabajamos sobre un producto

M x (a,b) con la posibilidad de que sea a = —o0 0 b = 400, exactamente los mismos
argumentos y calculos son validos. En particular, nos interesa el corolario:

Corolario 7.3. Sea M™ una variedad y consideremos la variedad producto M x R. Sea
M xR — M, (z,t) — x la proyeccion sobre M, y oy, la inclusion a tiempo fijo
to € R, es decir, oy : M — M xR, © — (x,ty). Entonces, 7y, : HY(M) — HP?(M x R) y
oyt HP(M x R) — HP(M) son isomorfismos mutuamente inversos.

El primer corolario que obtenemos es la siguiente versién del Lema de Poincaré.

Corolario 7.4. La cohomologia de de Rham de R™ estd dada por

R, sip=20

Hp(Rm) — Y . p Y

0, sip#0.
Demostracion. Conocido el caso m = 1 dado por ejemplo 6.4, se obtiene inmediatamente
para m arbitraria razonando por induccién y empleando el corolario 7.3. [l

Otra consecuencia esencial de 7.1 es que por ser el tiempo ¢, arbitrario, o}, = (m},) " =
o}, para cualesquiera t1,2; € [0, 1]. Esto implica:

Teorema 7.5. Dos aplicaciones diferenciables f,qg : M — N homdtopas via una homo-
topia diferenciable verifican

ff=¢g"H(N) — H*(M).
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Demostracion. Dada una homotopia H : M x [0,1] — N tal que Hy = f, H; = g,
consideramos su pullback

H* :TP(N) — T'"(M x [0, 1]).
Observando que of o H* = (H o 0y)* = H/, se tiene
[f=Hy=0loH" =00 H"=H{ =g".
U

Obtenemos ya la mencionada funtorialidad con aplicaciones continuas. Como toda apli-
cacion continua es homotopa a una aplicacién diferenciable por 5.7, podemos definir:

Definicién 7.6. Dada una aplicacién continua ¢ : M — N entre variedades, se define su
pullback como el morfismo de grupos de cohomologia

ffrH*(N) — H*(M)
para cualquier aplicacién diferenciable f homodtopa a .

Teorema 7.7. El pullback de aplicaciones continuas entre variedades diferenciables estd
bien definido. Ademds, dadas variedades M, N y @, se verifica:

1. Si o~ : M — N son aplicaciones continuas homaotopas, entonces
" =" H*(N) — H*(M).
2.8 p: M — N,vy: N —= Q son aplicaciones continuas, se tiene
proyt = (Yoyp).
3. El pullback de la identidad es la identidad, idy, = idg-(ar)-

Demostracion. Ya sabemos por 5.7(1) que siempre existe una f : M — N diferenciable
para la definicién de ¢*. Ahora bien, si tenemos dos fi, fo : M — N, dado que ambas son
homdétopas a ¢, entonces son hométopas entre si. Por 5.7(2), entonces f; y fo de hecho
son diferenciablemente homotopas, luego por 7.5 resulta f{ = f5, y ¢* estd bien definida.
Por el mismo argumento, se concluye también 1, ya que los representantes diferenciables

f >~y g~ son hométopos, f ~ g.
Para terminar, 3 es inmediato, y 2 se concluye observando que la composicién de los
representantes diferenciables f ~ ¢ y g >~ 1 cumple que go f ~ 1 o . U

Corolario 7.8. Una equivalencia de homotopia o : M — N induce un isomorfismo
©*: H(N) — H*(M).

Demostracion. Se desprende inmediatamente de 7.7, ya que si ¢ : N — M es la inversa
homotépica de ¢, o sea, 1 o p ~idy; y @ o1 =~ idy, entonces por 7.7 resulta:

e oyt = (Yoy) =idy =idp-r), Yo" =(poy)" =idy =idy-v);
de forma que ¢* es un isomorfismo, con inversa *. 0
Su principal consecuencia es la invariancia homotépica de los grupos de cohomologia:

Corolario 7.9. Dos variedades con igual tipo de homotopia tienen cohomologias de de
Rham isomorfas. En particular, si N es un retracto de deformacion de M, entonces

H*(M) = H*(N).
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Demostracion. La primera parte se desprende inmediatamente de 7.7. Para los retractos
de deformacion p : M — N, si j : N < M es la inclusion, basta observar que al ser
jop~idy y poj=idy, py j son homotépicamente equivalentes. 0

En particular, dos variedades homeomorfas tienen espacios de cohomologia de de Rham
isomorfos. Esto hace un guino al Teorema de de Rham, que nos dice que la cohomologia
de de Rham de una variedad es isomorfa a su cohomologia singular (con coeficientes R).

Observacion 7.10. Otra forma de obtener el corolario 7.3 para R y para cualquier
intervalo de la recta real a partir de 7.1 es observar que cualquier intervalo I = |a, b|, donde
a y b pueden ser infinitos y el simbolo | puede denotar intervalo abierto o cerrado, tiene
una retracciéon p de deformacién sobre un intervalo cerrado difeomorfo a [0, 1]. Entonces,
7.9 aplicado a la retraccién de deformacion idy; X p nos da el resultado.

Ejemplo 7.11. La esfera S* C R™"! es retracto de deformacién de R™™! \ {0}, luego
H*(S™) = H*(R™™ \ {0}). Para ello, definimos el retracto
p: RN\ {0} — S, xt—)ﬁ
T
Para ver que es de deformacién, construimos la homotopia
H:R™N\ {0} x [0,1] — R™\ {0}, (2,t) — (1 — )z +tp(x).

Concluimos con una versién més fuerte del Lema de Poincaré.

Corolario 7.12. Si M es contrdctil, entonces

HP (M) = R, sip=0,
0, sip#0.

Demostracion. M es contractil si y sélo si la identidad es homoétopa a una aplicacién
constante, digamos igual a cierto punto xo € M. Aplicando el teorema 7.5, se concluye

idy, =5 H* (M) — H*(M).
Ahora bien, para p > 0, x5 = 0, puesto que la derivada de esta aplicaciéon es nula. Por
tanto, idge(ay = 0 y se concluye que HP(M) = 0. Por otro lado, el caso p = 0 viene
dado por 6.3, donde H°(M) = R™ con n = 1 al ser la variedad conexa por ser contractil.

En realidad, recuperamos ahora ese mismo resultado, ya que para p = 0 la aplicacién z
consiste en evaluar las funciones de H°(M) en el punto zg:

xh s HO(M) — HO (M), wr— (Tjw)s = Wy

Dado que xj = idgo(ar), toda forma de grado 0 es constante, y puesto que siempre existen
formas de grado 0 no nulas, se concluye que dim H°(M) = 1. O

8. LA SUCESION DE MAYER-VIETORIS

En esta seccion se introduce una técnica fundamental de calculo de la cohomologia de
de Rham: la sucesién de Mayer-Vietoris. Esta permite calcular H? (M) de una variedad M
expresada como unién de dos subvariedades abiertas, M = M; U M,, en términos de las
cohomologias de los " factores”, es decir, de HP (M), HP(Ms) y HP(M1NMs). Por iteracion,
esto nos permite calcular H?(|J! M;) en términos de HP(M,), donde a = {iy,... 0.}
recorre los subconjuntos de {1,2,...,n} y M, = (),c, M;. Si por ejemplo se consigue que
los factores M, sean uniones disjuntas de abiertos contractiles de M, entonces se puede
aplicar el Lema de Poincaré 7.12 junto con 8.3 para averiguar H?(M,,).
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La construccion consiste en observar que las inclusiones entre los subconjuntos propor-
cionan una cocadena exacta corta, que por 4.15 proporciona una sucesion exacta larga.

Teorema 8.1. Sean M wuna variedad diferenciable, y M,, v = 1,2, dos abiertos de M
tales que M = My U Ms. Sean las inclusiones i, : M, — M y j, : My N My — M,,.
Entonces la sucesion

0 — (M) -1 T (M) © T*(Mg) -5 T*(M; N My) — 0,
es una sucesion exacta corta, donde I(w) = (tjw, —isw), y J(w1,ws) = jiwi + jiws.

Demostracion. En primer lugar, el pullback i* : IT?(M) — I'?(N) de una inclusion i :
N < M es la restriccién de las formas de I'’(M) a N. En particular, M, y M; N M, son
abiertos de M luego se trata de una restricciéon puntual (como aplicacién alternada siguen
actuando sobre T,M). Es decir, i*(w) = w|y para el abierto U adecuado.

Dicho lo cual, se comprueba inmediatamente que es una sucesién de cocadenas, pues:
J o l(w) = J(ijw, —izw) = ji({jw) + ja(—iaw) = j'w — j'w = 0,
ya que j, o, = j: My N My — M para cada v. Reciprocamente, J(w;,ws) = 0 significa

que wi|ana, = —wa2|mna luego podemos definir bien w € I'P(M) segin
w1 en My,
w =
—wy en Moy;
que es diferenciable por ser los M, abiertos. Dado que if(w) = w; y i5(w) = —ws, conclui-

mos que [(w) = (wy,ws). Por otro lado, la inyectividad de I es clara: I(w) = 0 significa

i*(w) = w|p, = 0 para cada v = 1,2, y al ser M = M; U M, esto equivale a que w = 0.

Por tltimo, J es suprayectiva: dada w € TP(M; N M;) tomamos una particién de la
unidad subordinada a {M;, Ms}, digamos {6;,0} con sop 8, C M,, y definimos
Oow en My N Ms, Oiw en My N M,
W = =
! 0 en M \ sopby, 2 0 en M\ sopb.
Claramente w, € I'’(M,) serdn diferenciables, una vez visto que estdn bien definidas.
Pero sop#, C M, implica que para p # v resulta M, \ M, C M, \ sop#6, luego de hecho

estamos recubriendo cada M,. Ademads en la interseccion de estos dominios de definicién
ambas expresiones se anulan, luego coinciden. Para terminar, es una preimagen de w:

J(w1,wa) = (O2|a1,n05,w0) + (01 ar s, w) = (02| arnngy + 01| anoan Jw = w.

Dado que estamos trabajando con pullbacks, tenemos morfismos de cocadenas:
I:T"(M) — T*(M;) & T"(My),
J T (My) @ T (My) — (M N My).
Por tanto podemos pasar a cohomologia de de Rham. Una vez en cohomologia, usamos
el lema 4.19 para escribir
HP(T*(M;) & I*(Ma)) = HP (T*(My)) @ H? (T (My)).
Asi, en virtud del teorema 4.15, hemos probado el resultado central de la seccion:
Teorema 8.2 (Mayer-Vietoris). Sean M una variedad diferenciable, y M,, v = 1,2 dos

abiertos de M tales que M = My U My. Entonces, se tiene la sucesion exacta larga

D mru) L BP(My) @ HP(My) —Ls HP(M, 0 M) -2 B (M) L
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donde usamos las notaciones del teorema 8.1 para I y J, y del teorema 4.15 para O:

17 HPY(M) —s HP(M)) & H?(My), w] — ([Fw], [ —i5w]),
JP - HP(My) @ HP(Msy) — HP(My N Ma), ([wi], [wo]) — [{'ikwl + j;wlz},
o« H?(My N My) — HPH(M), [w] > [(177) 7 (dP(J7) " (w))].

A la vista de las preimagenes de I” y de J?, podemos describir explicitamente 0. Dada
[w] € HP(M; N My), al tenerse dw = 0, resulta (notando que df;, + df; = d1 = 0)

8([&)]) = [—d91 /\W] = [—Fdeg/\W}
donde se entiende que se extiende por cero fuera de M; N Ms.

Las técnicas desarrolladas en esta seccion proporcionan la siguiente observacion.

Corolario 8.3. Dada una variedad M igual a la union disjunta de abiertos {M, C M :
a € A}, entonces tenemos el isomorfismo

11 () M) — @ H (M),
con I dado por la formula de 8.2 en cada factor a (excluyendo signos).

Demostracion. Se comprueba facilmente observando que si las variedades son disjuntas
117 M) — @D TP(M,),  w— (ifw)a
es un isomorfismo, y empleando de nuevo 4.19. ([l

Por tanto, al calcular la cohomologia de de Rham podemos reducirnos a variedades
conexas. Concluimos con resultados que proporcionan condiciones para la finito generacion
de la cohomologia de de Rham e ilustran la potencia de la sucesiéon de Mayer-Vietoris.

Corolario 8.4. Sea U = J;_, U; una union finita de abiertos convezos U; C R?. Enton-
ces, los espacios HP(U) son de dimension finita.

Demostracion. Veamoslo por induccién en el nimero de factores convexos. Para n =1 el
resultado se desprende del lema de Poincaré, 7.12, pues convexo implica estrellado y en
particular contractil. Supuesto el resultado para n— 1, n > 1, consideremos V' = U;:ll U,
de forma que U = V U U,,. En virtud de 8.2 se tiene la secuencia exacta larga

Ly wnu,) % BHYU) L BY(V) @ HP(U,) L

[

La observacién 4.4 nos da que HP(U) = im 9?~! @ im I?. Ahora bien, por hipdtesis de
induccién dim H?(V) es finita para todo p luego también dim (HP(V) & HP(U,)), pues
HP(U,) es el caso n = 1. Més atn, V NU, = U#n (Ui N Un) con U; N U, convexos por
serlo cada U,, luego por hipédtesis de induccién dim HP(V N U,) es finita. En resumen,
dim(im 9P~ !) es finita por serlo la del espacio de partida y dim(im I?) por serlo la del de
llegada, y concluimos que dim H?(U) es finita. O

Corolario 8.5. Dada M compacta, entonces los espacios H*(M) son de dimension finita.

Demostracion. Consideremos, en virtud de 1.11, un entorno V' C R? de M con una retrac-
cién continua p : V' — M. Por ser M compacta, podemos encontrar una cantidad finita
n de bolas abiertas U; C R? tales que M C U = U? U; C V. Si consideramos la restric-
cion ply : U — M, también es una retraccion. Por tanto, si j : M < U es la inclusién,
g* + H*(U) — H*(M) es suprayectiva al tenerse j* o p|j; = (ply 0 j)* = idy, = idg«(an).
Dado que U es una union finita de abiertos convexos, el corolario anterior nos dice que su
cohomologia es finito generada, luego también la de M. 0
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9. ALGUNAS COHOMOLOGIAS IMPORTANTES

Los resultados de la seccion 7 junto con la secuencia de Mayer-Vietoris 8.2 ya nos permi-
ten calcular de forma sencilla los grupos de cohomologia de muchos espacios importantes.

Ejemplo 9.1. Calculemos H*(R*\{0}) para el plano perforado M = R?\{0}. Dado que la
dimension es 2, sélo hemos de calcular para grado p = 0, 1, 2. Por conexién, H°(R?*\ {0}) =
R, y consideramos los abiertos

U=R>\{(z1,29) € R? : 7, < 0,259 = 0},

V =R*\ {(z1,22) ER*: 27 > 0,25 = 0},
de forma que M = U U V. La secuencia exacta larga queda

S L HU) e HY(V) S HY U N V) S
Tanto U como V son estrellados, luego podemos aplicar el lema de Poincaré 7.12. Mas
aun, UNV = H, U H_ es la unién disjunta de los abiertos estrellados Hy = {3z > 0},
luego podemos usar de nuevo 7.12 para HP(H, ) junto con 8.3 para escribir H?(UNV) =
HP(H,)® HP(H_), de forma que
0 H (M =RLReRLIRaR S H' (M) L0502 HA(M) S0,

de donde se concluye facilmente que H'(M) = R, H*(M) = 0. En efecto, dim H*(M) = 0
pues O es una biyeccién por exactitud. Para H'(M), observamos que al ser I° inyectiva,
1 = dimim I° = dimker J° luego 2 — 1 = 1 = dimim J° = dimker 9°. De nuevo 2 — 1 =
1 =dimimd° = dimker I', y finalmente se tiene ker I'' = H'(M). Es decir,
R, sip=0,1,

HP(RE\ {03) = {0 sip#£0,1.

Observacion 9.2. Podriamos haber usado la expresién explicita de los operadores I, J,
d. Por ejemplo, J° : HO(U) ® H*(V) — H°(UNV) es [j}(w1) — j5(w2)] para funciones
constantes w; = a;, y se puede expresar como J°(ay, as) = a; —as con im J° = R = ker J°.

Visto un primer ejemplo del uso de Mayer-Vietoris, obtenemos un resultado méas general.

Proposicién 9.3. Sea un conjunto cerrado propio A & R™, y sea M = R™ 1\ A, donde
se identifica A= A x {0}. Entonces

HPPHR™\ A) = HP(R™\ A), p > 1,
HY(R™"\ A) = H(R™ \ A)/R,
HO(R™\ A) >~ R.

Demostracion. Consideremos los abiertos de R+

Uy =R™ x (0,400) UR™\ A x (—1,400),

Uy =R™ X (—00,0) UR™\ A x (—00,+1).
que verifican M = UyUUy, UyNU; = R™\ Ax(—1,+1). Es facil ver que U; son contréctiles,
por ejemplo mediante una homotopia en dos pasos: desplazamos una unidad arriba en U; y
abajo en U, la coordenada x,,,1, y una vez en {£x,,.1 > 0} contraemos por interpolacién

lineal a cualquier punto fijo tal que +z,,1 > 0. Por otro lado, UyNU; = R™\ Ax (—1,+1)
tiene la cohomologia de R™ \ A, pues tenemos el retracto de deformacién

p:R"\Ax (-1,41) — R™\ A x {0}, (z,2p11)+— (,0),
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que es de deformacién pues podemos interpolar linealmente el punto (x, z,,.1) y el (z,0).
Es decir, se tiene que H*(U; N Uy) = H*(R™\ A).

Calculemos ya H*(M). Dado que A # R™, R™™ \ A es conexo, luego H'(M) = R,
mientras que H*(U;) nos lo da el Lema de Poincaré. Aplicamos Mayer-Vietoris:
0— H(M)=R 5 H(U)) ® H(U,) = R& R 5 HOYR™\ A)

SH (M) L0s0L HH®R N\ A) S H2 (M) 50005 H2(R™\ A) S H30M) S -
Razonando como antes llegamos a que im J° = R = ker 8°. Dado que 9° es suprayectiva,
concluimos que H'(M) = imd" = H'(R™\ A)/kerd® = H°(R™ \ A)/R. Finalmente,
vemos que para p > 1 se obtiene siempre

0% HP(R™\ A) S B (M) L o.

Por tanto, 0 es un isomorfismo, y se concluye lo pedido. 0

Corolario 9.4. La cohomologia de un espacio perforado R™\ {0}, m > 2, estd dada por

R, sip=0,m—1,

HP(Rm\{O}):{O sip#0,m—1.

Demostracion. Se obtiene inmediatamente por induccién en m, conocido el caso m =2y
aplicando la proposicién 9.3 con A = {0}. O

Observacién 9.5. El caso especial m = 1 estd dado por H(R\ {0}) =R? y 0si p # 0,
en virtud de 8.3 y 6.4. Por tanto, una vez conocido el resultado 9.3, el caso m = 2 se
obtiene también a partir de esta observacion.

En virtud del ejemplo 7.11, a la vez hemos obtenido:

Corolario 9.6. La cohomologia de las esferas S™ para m > 1 estd dada por
Hp(Sm) _ R) S’Z‘ b= Oama
0, stp+#0,m.

En particular las esferas no son contrdctiles.
De hecho, se obtiene facilmente la cohomologia del espacio varias veces perforado.

Corolario 9.7. Dados {a;}}_, C R™ todos distintos, la cohomologia del espacio n veces
perforado R™ \ {a;}7_,, m > 2, estd dada por

R, sip=0,
HP(R™\ {a;}j_,) = ¢R", sip=m—1
0, sip#0,m—1.

Demostracion. Conocido el caso n = 1, se razona por induccion. Supongamos el resultado
paran—1,n > 1,ysean V = R™\{a;}1_,, Vi = R™\{a;}1=], Vo = R™\{a,}. La hiptesis
de induccién proporciona H*(V7), y H*(V3) es el caso n = 1. Dado que V; UV, = R™ y
V1NV, =V, por Mayer-Vietoris resulta para cada p
S E R L HY (W) @ HP(Vy) S HP (V) S 0.
Que para p = 0 queda
0RLRaR S H(V) S0
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que proporciona directamente H°(V') = R. Para p > 1, al ser H?(R™) = 0 es
05 HP(Vi) @ HP(Va) 5 HP(V) 5 0
luego J es una biyeccién y se concluye el resultado. 0

No entraremos en este trabajo a analizar las aplicaciones usuales de la cohomologia de
de Rham por preferir dedicar espacio a otros contenidos. S6lo comentamos que como ya se
dijo, la cohomologia de de Rham encierra una rica informacién topoldgica de la variedad,
lo que permite probar teoremas clasicos de la topologia como el teorema del punto fijo
de Brouwer, el de la bola peluda, y usando el teorema de extensién de Urysohn-Tietze,
también el teorema de separacion de Jordan-Brouwer, la invariancia de la dimension y del
dominio, el de la aplicacién abierta... Los detalles pueden consultarse en [MT97, §7]. Por
ejemplo, como corolario inmediato se obtiene:

Corolario 9.8. Si dos abiertos afines U C R™ y V. C R™ son homeomorfos, entonces
m =n.

Demostracion. Sea W C U un entorno de un punto cualquiera a € U y D C W una bola
cerrada de centro a. Las inclusiones D \ {a} C W\ {a} C R™\ {a} inducen la sucesién

H"H(R™\ {a}) = H™ (W \ {a}) = H" (D \ {a}).
Pero D\ {a} C R™\ {a} es un retracto de deformacién, luego
H™ YR {a}) — H™ (D {a}) = R

es un isomorfismo que factoriza a través de H™~(W\{a}). Concluimos que H™1(W\{a})
no es trivial. Si existe un homeomorfismo h : U — V C R” aplicamos esto a W = h~'(B)
donde B C V es una bola abierta de centro h(a). Por la invarianza por homeomorfismo de
la cohomologia deducimos que H™ (B \ h(a)) no es trivial, lo que sélo ocurre si n = m.

l

10. COHOMOLOGIA DE DE RHAM CON SOPORTE COMPACTO

En esta seccion introducimos la cohomologia de formas con soporte compacto. La cons-
truccién es paralela a la que venimos haciendo, y la detallamos aqui por completitud
senalando las diferencias. Nos permitirda concluir enunciando la Dualidad de Poincaré.

Denotamos el conjunto de p-formas con soporte compacto de la variedad M por I'2(M).
Claramente, la diferencial de una forma con soporte compacto tiene de nuevo soporte
compacto, luego se tiene la cocadena I':(M) de la forma

o M) =S T S Tt () =S TR (M) —

Se definen las formas cerradas y exactas con soporte compacto como en la seccién 6,
denotadas por Z?(M) y B?(M) respectivamente, de forma que B?(M) C ZP(M).

Definicién 10.1. El p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham con soporte compacto de
M es
HE(M) = ZZ(M)/BE(M).

Notese que una forma exacta con soporte compacto es la diferencial de otra forma con
soporte compacto, que no es lo mismo que una forma con soporte compacto que ademas es
exacta. Es decir, si bien ZP(M) = ZP(M)NI?2(M), en general BP(M) C BP(M)NI2(M).
Esta distincion no es trivial, pues el contenido puede ser estricto. Por ejemplo, en M = R
consideramos w = fdr = dg donde g : R — [0, 1] es una funcién diferenciable escalén
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tal que g(z) = 0 para z < 0, y g(x) = 1 para z > 1. Entonces, w € BY(M) tiene
soporte compacto contenido en [0, 1], pero no existe ninguna otra funcién diferenciable y
con soporte compacto h : R — R tal que w = dh.

Naturalmente, si M es compacta toda forma tiene soporte compacto luego I'*(M) =
(M), y en particular H*(M) = H}(M). Asi, H. es relevante en el caso no compacto.

Igual que en el caso no compacto, para p = 0 resulta HY(M) = ZO(M) C T2(M), es
decir, son las funciones diferenciables de M con derivada nula, luego localmente constan-
tes. Ahora bien, ahora ademas han de tener soporte compacto, lo que obliga a que sélo
puedan ser no nulas sobre componentes conexas compactas de M. Esto nos proporciona:

Lema 10.2. H°(M) es el espacio vectorial formado por las funciones constantes sobre
las componentes conexas compactas de M. En particular, dimg H°(M) es el nimero de
componentes conexas compactas de M si hay una cantidad finita.

Existe una pequefia diferencia, puesto que una forma de H°(M) s6lo puede ser no nula
sobre una cantidad finita de componentes conexas compactas. Por tanto, en el caso de
que M tenga infinitas componentes de este tipo, H?(M) es isomorfo al subespacio de
RY formado por aquellos vectores con una cantidad finita de coordenadas no nulas, a
diferencia de ser HY(M) = RN en el caso de que M tenga infinitas componentes conexas.

El teorema de Stokes 3.4 y su reciproco 3.5 proporcionan:

Corolario 10.3. Dada una variedad orientada, conexa y sin borde M™, se tiene el iso-
morfismo dado por la integral de formas

/M H™(M) — R.

Demostracion. El enunciado es equivalente a comprobar que la secuencia

=t <5 reor) 2 R —s o
es una cocadena exacta. En primer lugar, [,, es suprayectiva, pues siempre existen formas
con integral no nula (basta trabajar en un entorno coordenado). Ademads, por la observa-
ci6n final del teorema de Stokes 3.4, [ 1 ©d = 0 ya que M no tiene borde, y el reciproco
del teorema de Stokes nos proporciona la exactitud. 0

Ejemplo 10.4. Por los resultados que acabamos de ver, se tiene que H?(R) = 0 mientras
que H!(R) = R (como se ve también mediante argumentos como los del ejemplo 6.4).

Al igual que en la cohomologia usual, las operaciones de pullback y producto exterior
pasan a cohomologia, pero hemos de asegurar que el resultado tiene soporte compacto.
Esto es claro para el producto A, donde de hecho al ser

sopy;(w A1) C sopy(w) Msopy(n),

basta con que uno de los dos factores tenga soporte compacto. Ahora bien, dada f : M —
N diferenciable, se tiene por continuidad

sopy(f'w) = @ € M (Jw)s 20} C F 1y € N 1wy 03 € £~ (s0py ().

Por tanto, para que el pullback f* esté bien definido al restringirnos a formas con soporte
compacto hemos de exigir algo més; en concreto, se pide que f sea propia, en cuyo caso
induce un morfismo de cocadenas f* : T''(N) — T'*(M) y pasa a cohomologia:

f*HE(N) — HZ(M).
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Nuestro objetivo ahora es reproducir los resultados obtenidos en la seccién 7 para el caso
compacto. En realidad, sélo tenemos que observar lo siguiente. Atendiendo a la definicion
del operador de Poincaré £ de 7.2, se comprueba inmediatamente que preserva el soporte
compacto, es decir, al restringirlo se obtiene:

t
LP|:TP(M x [0,1]) — T2 Y(M x [0,1]), w+—> / (i 2W)(z,5)ds,
to t

ya que el integrando se anula fuera de cierto compacto. Mas aun, tanto my, : M x [0, 1] —
M como oy, : M — M x [0, 1] son propias, 7y, en virtud de la compacidad de [0, 1]. Asi,
sus pullback operan entre espacios de formas con soporte compacto. En fin, llevando a
cabo los mismos argumentos de la demostracién de 7.1, conseguimos probar que:

Corolario 10.5. Sea M™ una variedad y consideremos M x [0, 1]. Sea mp la proyeccion
sobre M, y oy, la inclusion a tiempo fijo ty € [0, 1]. Entonces, ©}, : H?(M) — HP(M x

0,1]) y of, : HE(M x [0,1]) — HE(M) son isomorfismos mutuamente inversos.

En consecuencia se repiten para aplicaciones y homotopias propias los resultados de
la seccion 7, con las mismas demostraciones. Noétese la utilidad de obtener homotopias
propias en 5.7 cuando las aplicaciones de partida lo son. Obtenemos:

Teorema y definicién 10.6. Dos aplicaciones diferenciables, propia y diferenciablemen-

te homdtopas, f,g : M — N inducen el mismo morfismo f* = g* : H¥(N) — H}(M). En

virtud de 5.7, estd bien definido el pullback de una aplicacion continua propia ¢ : M — N:
frrHI(N) — HZ(M)

para cualquier aplicacion diferenciable f propiamente homdtopa a ¢. Ademds, dadas va-
riedades M, N y Q, se verifica:
(1) Sip~1p: M — N son aplicaciones continuas propiamente homdtopas, entonces

p" =" HI(N) — HZ(M).
(2) Sip: M — N,p: N — Q son aplicaciones continuas propias, se tiene
Propt = (o)
(3) El pullback de la identidad es la identidad, idy; = idg=(ar)-
En particular, recuperamos:

Corolario 10.7. Una equivalencia de homotopia propia ¢ : M — N induce un isomor-
fismo

@ HI(N) — HI(M).
Por tanto, dos variedades con igual tipo de homotopia propia tienen cohomologias de de
Rham con soporte compacto isomorfas.

11. EL LEMA DE POINCARE PARA SOPORTE COMPACTO

El Lema de Poincaré para variedades contractiles 7.12 también se recupera para la
cohomologia con soporte compacto, pero no aporta nada nuevo: una variedad propiamente
contrdctil ha de ser compacta, luego H*(M) = H}(M) y nos vale 7.12. En particular, asi
no obtenemos la cohomologia con soporte compacto de R™, pues no es compacto. De
hecho, el corolario 7.3 es falso para el caso compacto: H"(R™) = R por 10.3 y veremos
que H"(R™ x R) = {0}. Vemos asi lo crucial de que el factor [0,1] tenga borde, pues
requerimos de su compacidad. Para conseguir un anélogo a 7.3 en soporte compacto hemos
de buscar un isomorfismo en el que tenga lugar cierto decalaje del grado, a diferencia de
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lo que ocurre con 7}, : HP(M) — HP(M x [0, 1]). Concretamente este decalaje ha de ser
en una unidad, como veremos a continuacion siguiendo el esquema de [AT11].

Sea M una variedad, y consideremos una funcién e € T'2(R) tal que [p e(t)dt =1, y sea
€ = [edt]; es decir, un generador de H*(R). Definimos
ey : TP(M) — TP (M x R), wr— ew Adt.

Entonces, e, es un morfismo de cocadenas, pues d o e,(w) = d(ew A dt) = edw A dt =
e, o d(w). Por tanto, pasa a cohomologia e induce un morfismo

ew : H' (M) — HP"Y (M x R), [w] — [ew Adt] = [w] Ae.

Estamos cometiendo un leve abuso al escribir w = 7w y € = mpe y omitir los pull-
back de las proyecciones. Ademads, mantendremos el mismo convenio de notacién de la
demostracion de 7.1 para los sistemas de coordenadas.

Teorema 11.1. Dada M™, el morfismo e, : HP(M) — HPT™Y(M xR) es un isomorfismo.

Demostracion. Deseamos encontrar una inversa de e,, que encontraremos en la siguiente
versién modificada del operador de Poincaré de 7.2:

+o00
LP TP (M x R) — T27Y (M), wr— w, = (—1)”‘1/ (i.2W)(,5)ds,

—00
donde definimos la integral en ¢ € R como en 7.1. De nuevo, hay un ligero abuso de
notacién, ya que en realidad hablamos de la integral de o} o4 2W, que nos da la actuaciéon
t

sobre el espacio adecuado, T, M. Que el operador esta bien definido es claro razonando
como en 7.1 y observando que el integrando se anula fuera de cierto compacto.

El primer paso es demostrar que £ es un morfismo de cocadenas. Razonando localmente,
consideramos un sistema de coordenadas de M, x: U C M — W C H™. Dado que toda
p-forma w € I'?(M x R) se escribe como combinacién lineal de factores de tipo

flo, t)dxy A---Adxy, 6 f(o,t)dt Adxy, A--- Adxy,
con f € I'Y%U x R), podemos trabajar individualmente para cada tipo de factor:
L(fdx;; A---Adx;) =0
pues dx; () = 0, mientras que dt(Z) = 1 luego
+o0

— 00

L(fdtAdxy, A Adxg, ) = (—1)P ( f(x, s)ds) A, A Adxg, .

Entonces calculamos

Lod(fdx;, A---ANdx;,)

— (9f of
=L Z(a—XdXZ/\dXH/\/\Xmp)—l—adt/\dX”/\/\dxzp
i=1 v

+o0o
= (-1)? (/ g—{(x, s)ds) dx;, Ao Adxg, =0=do L(fdx;; A---Adx,),

oo

ya que al tener f soporte compacto es

+oo af ) /
/_oo gt (& 8)ds = lim fle,t) = lim f(z,8)=0-0=0.
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Por otro lado

)
Lo d(fdt VAN dXZ‘1 VANRIERIVA dXZ‘p71> =L Z a—}{dXZ Adt A dXZ’1 VANRERIAY dXZ’ZF1

m 400
_1)p+1 ZZ_; (/ g}]; (z, s)ds) dxg Adxgy, Ao Adxg,

oo

+oo
=d (_1)p71 ( f(l’, S)dS) dXi1 VANERIVAY dXZ'p_1 =do [,(fdt A\ dXi1 VANCEIVAN dXip_l)'

O sea, do L = Lod y se trata de un morfismo de cocadenas, luego pasa a cohomologia
L: H (M xR) — H'(M). Veamos ahora que e, y L son mutuamente inversos en
cohomologia. Por un lado, es claro que £ o e, = idr:(ap), ya que dada w € I'2(M):

+0o0

“+oo
Loe,(w)=L({ewANdt) = (—1)p/ (—1)Pe(s)w,ds = (/

[e.o] o0

e(s)ds) Wy = W.

Por tltimo, vamos a construir un operador de homotopia S : T?(M x R) — I'?~1(M x R)
entre e, o E y idrr(arxr)- Este operador, también inspirado en el de Poincaré, es:

t
(Spw)(m,t) = / (i%w)(w)ds — E(t) / (i@w)(m)ds,

—0o0 o0

para la funcion diferenciable

El operador S esta bien definido pues para t suficientemente grande ambos sumandos
coinciden, en virtud del soporte compacto de e y de w, y por tanto Sw tiene soporte
compacto. Vamos a demostrar que Sod+d oS = idrp(arxr) —€« 0 £ mediante las técnicas
anteriores, o sea localmente y para los dos tipos de factores. Se tiene

S(fdxi, A+ Adx;,) =0

como antes, mientras que

S(fdt Adx, A Adxg, ) :</ f(x,s)ds — () f(a: s)d )dxil/\n-/\dxipl.

Comenzamos con w = fdx; A--- Adx,:

(doS+Sod)w=S(dw)

Z (6){1 dx; Adx;, A=+ A dxip) + %dt Adxi, A Adxg,

¢ 0 +ooa
— </_wa—{($,s)ds — E(t) /_OO a—{(m,s)ds) dxsy A Adxg,

= f(z, t)dx;; A--- Adx;, = w = (id —e, 0 L)w,
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razonando como antes para lim_,+ f(,t). Por otro lado, paraw = fdtAdx; A---Adx;,_;:

+o00

(id —ey 0 L)w = w — e(t)(—=1)P! ( f(z, s)ds) dxg A-es Adxg,  Adt

+oo
=w —e(t) ( f(z, s)ds) dt Adxg, Ao Adx, .

Noétese que actua £, no S. Por otro lado

(doS)w=d (/ f(z,s)ds — () f(xs) >dxi1/\---/\dxip_1

+oo
=w —e(t) ( f(x, S)ds> dt Adxy, A Adxg,

t af “+o00 af
/_ 8_XZ($’ s)ds — E(t)/_ G_Xz(x’ s)ds | dx; Adxgy A Adxg, -

[e.e]

junto con

ox

=1 v

(Sodw S(Zafdxmdt/\dx“ cAdx,

Z / (x,s)ds — E(t) /+Ooﬁ(x s)ds | dx; Adx;, A Adxg
— aXZ C 8XZ ? 1 11 Ip—1"°

Juntando todo, (d o S)w + (S o d)w = (id —e, o L)w, luego hemos terminado. O

La consecuencia fundamental que obtenemos es el lema de Poincaré para la cohomologia
con soporte compacto.

Corolario 11.2. La cohomologia de de Rham con soporte compacto de R™ es

R, sip=m,
HI(R™) = { Y
0, sip#m.
Demostracion. Conocido el caso m = 1 dado por ejemplo 10.4, se obtiene inmediatamente
para m arbitraria razonando por induccién y empleando el teorema 11.1. 0

Observacion 11.3. Se ve que para cada 0 < p <m

HP(R™) = H™ P(R™).
Este fenémeno no es mas que la Dualidad de Poincaré, que no demostraremos por preferir
estudiar las fibraciones de esferas, pero que ya esta al alcance de la teoria. De hecho, es

muy facil de enunciar con lo que ya tenemos. Sea M™ una variedad orientable sin borde,
condicién que permite usar la integral en cohomologia como ya sabemos.

Por lo comentado en la seccién 10, podemos definir
A HP(M) x HI(M) — HPT(M), [(wi], [wa]) — w1 A ws].

Si ¢ = m — p podemos integrar la forma w; A wy y definir la forma bilineal real:

HP(M) x H™ (M) — R, [(wy], [ws]) — /M o A ws.
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Ocurre que esta forma bilineal es no degenerada y define un isomorfismo

/M:HT(M)—>H;”"“(M)*, [w]l—>/Mw/\-.

Esta es la dualidad de Poincaré.

12. MAYER-VIETORIS PARA SOPORTE COMPACTO

Veamos ahora cémo se obtiene una sucesion de Mayer-Vietoris para sopporte compacto.
La construccién de la seccion 8 no sirve, pues el pullback de las inclusiones no esté definido
en (M), ya que las inclusiones de abiertos claramente no son propias. Asi, en lugar del
pullback, dada una inclusién i : U < M de un abierto U de M, definimos

we, T €U,
0, z € M \ sopy(w).

Por su parte, esta aplicacion sélo esta bien definida entre formas con soporte compacto.
Ademas, es un funtor covariante y no contravariante como los pullback. En concreto,
si tenemos inclusiones U <; V —; W, entonces (j 0 4), = j. o i.. Ademds, también
son morfismos de cocadenas entre I':(U) y ['(M), pues es indistinto aplicar d antes que
después de iy, o sea, 17, od = d o 7,. El resultado clave, analogo al de la seccion 8, es:

C

i N(U) —THM), w+— {

Teorema 12.1. Sea {M;, My} un recubrimiento abierto de la variedad M, y las inclu-
stones i, : M, — M y g, : My N My — M, v=1,2. Entonces la sucesion

0 — I3 (My N M) —55 TH(My) @ T(My) — TH(M) — 0,
es una sucesion ezacta corta, donde J(w) = (j1uw, —j2uw), Y I(wi,ws) = i1wi + ity
Demostracion. La comprobacién es analoga a la de 8.1. Es una sucesién de cocadenas:

[0 J(w) = T(j1aw, —fizaw) = i14(J1aw) — inu(foutw) = futw — juw = 0,

donde i, o j, = j : My N My — M. Reciprocamente, I(wy,ws) = i1.w; + loswe = 0
implica que sop(i,swy,) C M, para v # pu, luego de hecho sop,, (w,) C My N M, con
lo que wi|anar, es una primitiva via J de (wy,ws). La inyectividad de J es inmediata, y

finalmente el argumento para la sobreyectividad de I también requiere una particién de
la unidad subordinada a {M;, Ms}, digamos {6;,02}. Dada w € T2(M), definiendo

w1 = (91W)|M1, Wy = (92w)|M27

entonces claramente I(wy,w;) = w, y w, € I?(M,) pues sopyy, (fhw) C M,. En efecto,
{r € M, : 0,w # 0} C sop,,(6,) Nsopy(w), luego el conjunto donde w, es no nula esta
contenido en el compacto de M, dado por sop,,(6,) N sop,,(w). O

En virtud del teorema 4.15 y el lema 4.19, obtenemos:

Teorema 12.2 (Mayer-Vietoris para soporte compacto). Sea {M;, My} un recubrimiento
abierto de la variedad M. Entonces, se tiene la sucesion exacta larga

< HP(M) < HP(My) @ HP(Ms) < HP(M; 0 M,) <2 HP Y (M) «— ...
donde usamos las notaciones del teorema 12.1 para I y J, y del teorema 4.15 para 9.

Aqui, 9 es la aplicacién borde de esta cocadena, distinta de O de 8.2. Nétese que el
sentido de las flechas es el inverso del de 8.2. La expresion de 9 es, dada [w] € HPT(M):

O([w]) = [(+d01 A w)laias] = [(=ds A w)|anoa -
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Asi, si j @ My N My < M es la inclusion, en términos de los pullback y las extensiones
por cero tenemos que, para [w'] € HP(M; N M) y [w] € HPTH(M):

([w']) = [j*(—db; Aw')], O([w]) = [7:(+df; Aw)].

Aplicando el lema 4.13 a la anterior cocadena exacta larga, se obtiene:
Corolario 12.3. En las hipotesis de 12.2, se tiene la sucesion exacta larga

D v (M) LS HP (M) @ HP(M,)* -2 HP (M 0 M,)* 2 HP (M) L
donde * denota aplicacion o espacio dual.

La version para soporte compacto de 8.3 es:

Corolario 12.4. Dada una variedad M igual a la union disjunta de abiertos {M, C M :
a € A}, entonces tenemos el isomorfismo

[:HY(F*) — H2( ) M),
con I dado por la férmula de 12.2 y la cocadena F* dada por la diferencial d y los espacios

FP ={(wa)a € @ I'"(M,) : wa =0, excepto una cantidad finita}.

Demostracion. El resultado esta dado por el morfismo de cocadenas
[:F — FIC’(U M), (wa)ar— Z Tl

donde la suma esta bien definida pues a lo sumo sumamos una cantidad finita de términos
no nulos, todos con soporte compacto. El resultado se sigue al ser la inversa de I también
morfismo de cocadenas, bien definida en virtud del soporte compacto,

(| M) — 7, wie— (iw)a,
para las inclusiones i, : M, < M. ]

La sucesion de Mayer-Vietoris para soporte compacto es similar al caso no compacto,
pero invierte la posicion de H*(M) y H*(M; N M,). Alternativamente, la sucesiéon dual
toma la misma forma, pero invierte el orden en el que se recorre el grado p. Si la dimensién
de los espacios de cohomologia compacta es finita, entonces son isomorfos a sus duales.

Para concluir, ejemplificamos las técnicas de calculo de la seccion 9 en el caso compacto,
pero empleando 10.7, 11.2, 12.4 y 12.2, asi como 10.3 en caso de que no haya borde.

Ejemplo 12.5. Veamos que el cdlculo de H*(R?\ {0}) es anélogo al de 9.1. Dado que la
dimension es 2, s6lo hemos de calcular para grado p = 0, 1, 2. Consideramos

U :R2 \ {(-’13'1,1'2) S RQ A S O,;C2 = 0}7

V =R\ {(z1,22) € R*: 2, > 0,25 = 0},
de forma que M = U U V. Tanto U como V tienen el tipo de homotopia propia de R?,
luego podemos aplicar 11.2. Mas atin, U NV = H, LU H_ es la unién disjunta de los

abiertos Hy = {#x; > 0}, que también tienen el tipo de homotopia propia de R? y por
12.4 resulta H?(UNV) = H?(H,)® H?(H_). Entonces, 12.2 da la cocadena larga exacta

0005 HM) 200050005 H(M) 2ReR L RER & B2 (M) 2 0.
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De aqui, o de haber una tinica componente conexa que ademés es no compacta, se concluye
que HY(M) = 0. Por 10.3, H3(M) =R, y de aqui H}(M) = R. Es decir,

mwwmzﬁswﬂ’

sip=1,2.

De hecho, mediante exactamente la misma argumentacién de 9.7, se obtiene:

Ejemplo 12.6. Dados {a;}7_; C R? todos distintos, se tiene

0 sip=0,
HY(R*\{0}) = {R" sip=1,
R sip=2.

Razonamos por induccién. Conocido n = 1, supongdmoslo para n — 1 y sean V = R? \

{a;}7_1, Vi = R*\{a;}"—], Vo = R?\ {a,}. La hipdtesis de induccién proporciona H;(V4),

y H*(V3) es el caso n = 1. Dado que V; UV, =R? y V; NV, =V, por 12.2 obtenemos
o & HIRR) (V) @ HE (V) & HE(V) &

y esta cocadena acaba con p = 2, quedando
0& HXR?) =R & HA(Vy) @ H2(Vs) =R R & HA(V) & H'(R?) = 0.

Esto proporciona directamente H2(V) = R. Para p < 1 es

0L HY (V) @ HP (V) & HY(V) &0,

luego I es una biyeccién y se concluye el resultado al ser H!(V;) = R*', H!(V3) = R.

13. EL INVARIANTE DE HoOPF

Cerramos el trabajo aplicando algunos de los resultados de la Cohomologia de de Rham
para comprobar que las fibraciones de Hopf, que se introducen en la siguiente seccion,
son esenciales, esto es, no nulhométopas. La primera conexién con la cohomologia de
variedades, concretamente de las esferas, esta en el siguiente concepto. Trabajaremos con
la orientacién usual de las esferas como borde: tomamos como positivas las clases de las
bases {u;}; de T,S™ tales que [z, uy,. .., Uy, es la orientacién estandar de R™ 1.

Consideremos una aplicacién diferenciable f : S?"~! — S™ para m > 2 y el pull-
back inducido f* : I™(S™) — I'™(S?™~1), junto con un generador (recuérdese 9.6) de
H™(S™) =R, wy, € T™(S™), tal que [, wn = 1. Entonces f*w,, € T"™(S*""!) es cerrada
por ser dw,, = 0 por la dimensién, y dado que 0 < m < 2m — 1 entonces H™(S*"~1) =0
y existe a € T 1(S*"1) tal que

da = ffw,.

Definicién 13.1. El invariante de Hopf de la aplicacién diferenciable f : 2~ — S™ es

Invy(f) :/a/\da.
S

2m—1
Proposicién 13.2. Invy(f) estd bien definido y es invariante por homotopia.

Demostracion. Ya hemos visto que siempre existe alguna primitiva a de f*w,, para definir
Invy(f). Veamos que ademas no depende de la primitiva ni del representante w,, escogidos.
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Sean «a, 3 € I 1(S*1) tal que da = df = f*w,,. Entonces d(a — ) = 0, luego al
igual que antes existe v € I'"™2(S*"!) con dy = a — 3. Aplicando el teorema de Stokes
a la esfera S*™~1 que no tiene borde, y usando que d(f*w,,) = 0, se concluye lo buscado:

0= [dtyn o) = [(@=BIA P+ (1" [y nd(rn),

Sean ahora w,w’ € ['"™(S™) con integral igual a 1. Por el reciproco del teorema de Stokes
3.5 existe B € I"™1(S™) tal que w’ —w = dfj, y si como antes da = f*w, se tiene

o' = f(w+dB) =d(a+ [B),

y una primitiva de f*w’ es o/ = o+ f*f. La independencia del generador resulta de ser:

/o//\do/:/(a+f*ﬁ)/\d(oz+f*ﬂ):/oz/\doz—l—/oz/\df*ﬁ+ f*BAd(a+ f*B)
S s S S

2m—1 2m—1 2m—1 2m—1 SQm—l
:/a/\da—l—(—l) /( (anfB)y—danfB)+ [ fF(BA(w+dp)).
§2m—1 S§2m— §2m—1

Todos los términos distintos de fSQm_l aAda son nulos: A (w+df) = 0 pues es una forma
de S con orden mayor que m, y andlogo para daA f*g = f*(wAB) = 0. Ademas, aplicando
de nuevo el teorema de Stokes en S*”~! sin borde, se ve que [, d(a A f*3) = 0.

Visto que estd bien definida, sea una homotopia diferenciable H : S*™~1 x [0,1] — S™.
Como antes, H*w,, € T™(S*"~! x [0, 1]) es cerrada luego exacta (usando 7.1 junto con
9.6), con primitiva 8 € T 1(S*"~! x [0, 1]). En el producto S*™~! x [0, 1] (ambos factores
orientados de la forma usual), con borde M x {0, 1}, podemos aplicar el teorema de Stokes
con la orientacién inducida en el borde: la orientacién de M en M x {1} y la opuesta a

lade M en M x {0}. Al ser d(f AdB) =dB AdS = H* (W A wp) = 0 conseguimos

5/\(16 6/\dﬁ B/\dﬁZIHVH(Hl) —IHVH(H()),
§2m=1x10,1] S2m—1x{1} S2m=1x{0}
puesto que con la inclusién o; : S*™~1 — §2"~1 % [0,1],x + (x,t) se tiene d o o} =
of odf = o} o H*w,, = Hwy,, luego off es primitiva de H;w,, para cada t € [0,1].
O

Ahora que ya sabemos que Invg(f) es invariante por homotopia diferenciable, podemos
proceder como se hizo para el pullback de aplicaciones continuas, es decir:

Definicién 13.3. El invariante de Hopf de la aplicacién continua ¢ : S*™~1 — S™
Invy(p), es Invy(f) para cualquier f:S?*™~1 — S™ diferenciable hométopa a .

Por los resultados 5.7, siempre existe tal f, y junto con este lema, la definicién es buena
e invariante por homotopia continua. Asi, cualquier aplicacién nulhométopa ¢ : S?™~1 —
S™ cumple Invy(p) = 0, y esto da una herramienta para probar la esencialidad de las
fibraciones de Hopf: Invy(f) # 0 implica que son esenciales. Hemos de decir que esto sélo
sirve si m es par, pues en caso contrario Invy (f) = 0 (en efecto, serfa a Ada = 2d(aAw),
y aplicamos el teorema de Stokes), y por supuesto Invy(f) = 0 no implica que f sea
nulhométopa. Pero este invariante es muy importante en topologia algebraica cuando m
es par, y en particular en las dimensiones que nos ocupan aqui: m = 2,4, 8.

Observamos por tiltimo que si tenemos un generador de H*™~(S?™~1) digamos wy,_1 €
#m=H(S*1) con [qpm-y Wam—1 = 1, entonces se tiene, para la primitiva a de f*wp,,

la Ada] = Invg (f)[wam—1],

como se comprueba inmediatamente escribiendo [ A da] = A|way,—1] e integrando.
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14. Fi1BRADOS DE HOPF

En lo que resta de trabajo vamos a estudiar un ejemplo concreto de:

Definicién 14.1. Un fibrado es una aplicacién continua suprayectiva f : £ — X tal que
cada punto de X tiene un entorno U con un homeomorfismo h : f~*(U) — U x F tal que

E > [fYU)—LSsUxF

| [l]f | /

X >

es conmutativo, donde 7 es la proyeccién sobre el primer factor. A tal entorno U se le
llama trivializante, y a h una trivializacion local; E es el espacio total, X es la base y F
la fibra. Abreviaremos diciendo simplemente que tenemos un fibrado F' — E —; X.

Es terminologfa usual llamar fibras a f~'(z) para cada z € X en contextos mas ge-
nerales. Con este lenguaje, las fibras de un fibrado son homeomorfas a F' y se organizan
localmente en E' como en el producto U x F', pero no necesariamente de forma global, si
no que pueden estar "torcidas”, como en una banda de Mobius ([0,1] — M — S') 0 en
una botella de Klein (S! — K — S').

Definicién 14.2. Los fibrados® de Hopfson fibrados donde todos los espacios involucrados
son esferas. Se puede probar que sélo hay tres (ejercicio 5 de [Hat01, §4.D]): son aplica-
ciones como las de la seccién anterior, f : S*™~! — S™ con fibra S™!, para m = 2,4, 8.

En realidad, si entendemos como esfera a S° = {—1,+1} tenemos un cuarto fibrado de
Hopf en el que m = 1. Este caso corresponde a trabajar en la recta proyectiva real RIP!,
que se puede ver como cociente de S' identificando puntos antipodales. La proyeccién
St — RP! es el fibrado tras componer con un homeomorfismo entre RP! y S!, pero éste
es un caso muy trivial, que de hecho es un recubridor.

El resto de fibrados, que al tener m > 2 si permiten hablar de su invariante de Hopf,
se obtienen mediante las R-4lgebras® de los complejos C, cuaterniones H y octoniones Q.
Para cada anillo de divisién F = R, C,H, O se toma el plano F2, que al coincidir con R?™
para m = 1,2,4,8 puede ser dotado de topologia. Tras eliminar el origen de cada plano,
la recta proyectiva FP! es el cociente de F? \ {0} por la relacién de equivalencia:

-1 =1 : ! —1 =1 : /
. 2020 =2 %y siz,2 #0, 2y 2 =2y 2 s,z #0,
(20, 21) ~ (20, 21) == —

21 =21=0 en c.c. 20=25=0 en c.c.

Se comprueba facilmente que es una relacién de equivalencia. Para ver que las dos ca-
racterizaciones mostradas son la misma hay que emplear que en estas algebras se cumple
(zw)™' = w™'2z7! para cualesquiera z,w # 0. De hecho, para las comprobaciones alge-
braicas que siguen recordamos que en F = C, H, O se tiene:

m rz=2zr,paratodor e RCFyzel,
» 22 = 22" = 2*2 y es la norma usual de R™, luego 27! = 2*/|z|* si 2 # 0,

= [zw]| = [z]|w],
» (zw)* = w*z*, luego (zw) ™t =w 27t sl z,w #£ 0,
v 2(2'w) = (229w y (w2)z* = w(zz2%), luego z(z7'w) = w y (wz)z7! = w.

4Probamos en las siguientes secciones que son fibraciones, de ahi la denominacién usual como fibracion
de Hopf, pero hasta que no lo probemos mantenemos la terminologia de fibrado.

Estas algebras se obtienen a partir de R por el procedimiento de Caley-Dickson, que proporciona
algebras duplicando el nimero de coordenadas y definiendo un producto y una involucién, la conjugacion.
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Recordamos a su vez que el producto de H y de @ no es conmutativo, y més atun tampoco
asociativo en (. Por este motivo se ha definido como se ha hecho la relacién que da el
cociente de FP!, ya que la prescripcién habitual (2o, z1) ~ (2§, 21) si y sélo si existe A € F\
{0} con (2o, 21) = A2, #}) no da una relacién transitiva en @ por su no asociatividad. En
particular, no podemos definir OP" para n # 1. En cualquier caso, esto da la identificacion

p: F2\ {0} — FP', (20, 21) > (20 : 21),

y decimos identificaciéon porque equipamos FP! con la topologia imagen directa de p. Es
facil comprobar que FP!' con esta topologia es separado. Mds atin, la restriccién de p a
la esfera unidad S*™~! C F? sigue siendo suprayectiva luego se obtiene una identificacién
cerrada, puesto que una aplicacién continua entre el compacto S*™ y el espacio separado
FP! es cerrada. En particular, la recta proyectiva FP! es compacta y se obtiene anadiendo
a IF un punto. Por tanto, FP! es homeomorfa a la compactificacién de Alexandroff por un
punto de F, digamos F* = F U {co}. Lo vemos explicitamente a través de la biyeccién

Y FPY — F*, (201 21) + 27 'z, 27 20 := 00 si 21 = 0,

que de hecho es un homeomorfismo por ser los espacios compactos y separados, y ser 1
continua (por la propiedad universal del cociente). Finalmente, es bien sabido que F = R™
tiene por compactificacién de Alexandroff a la esfera S™, luego tenemos un homeomorfismo
@ : F* — S™ facil de explicitar por proyeccion estereogrifica (como se verd en la siguiente
seccién). De esta forma, los fibrados de Hopf son:

f:¢o¢op:S2m_1—>Sm.

Una fibra f~!(z) es una recta vectorial con coeficientes en F de F? cortada con S*™~1,
luego es un subespacio real R™ cortado con S?™ 1, es decir, una esfera S™ !, como dijimos.
Esta fibra son los coeficientes que dan la proporcionalidad “residual” que aun queda en
las fibras de S*"~! C F?\ {0} cuando restringimos la identificacién p.

Dado que ¢ y 1 son homeomorfismos, sélo falta ver que p : S*™~! — FP! es un fibrado.
Para ello, se define el recubrimiento de FPP! dado por los abiertos U; = {z; # 0}, i = 0,1,
junto con las aplicaciones h; : p~H(U;) — U; x S™ 1y g; : Uy x S™ 1 — p~Y(U;), i = 0, 1:

ho(z0,21) = ((2’0 : 21)720/|ZOD7 90((20 : 21);)\) = (>\>)\(25121))/“)\7)\(Zalzl))ﬂy

hi(z0,21) = (20 : 21), 21/ |20), g1(20 2 21), A) = (M= 20), A) /(A2 20), A) -
Noétese que el orden tanto de los factores como de los paréntesis es importante en H y
0. Se comprueba algebraicamente que cada h; es una biyeccién con inversa g;, ambas
bien definidas (en particular se ve explicitamente que las g; no dependen del represen-

tante de (2o : z1)). Dado que son continuas entre compactos separados, cada h; es un
homeomorfismo luego una trivializacién local, y asi p un fibrado.

En resumen, tenemos los tres fibrados complejo, cuaterniénico y octoniénico:
S' =8 —;8 §$$—-8 —;8 §T-S% ;S5

No podriamos reproducir la construccién para los sedeniones (m = 16) y en adelante,
ya que todas las sucesivas algebras a partir de @ contienen divisores de 0.

14.3. Fibrado de Hopf complejo. Si se restringe p : C? \ {0} — CP! a S? se obtiene
la identificacién cerrada p : S* — CP!, el cociente de S* médulo proporcionalidad via
coeficientes A € S c C. El fibrado de Hopfes f = popop:S* — S? con fibra S!'.

Se puede entender bien qué esta ocurriendo mediante coordenadas polares. Antes de
tomar la proyeccién estereogréfica ¢, es ¥ op : (29, 21) = (roe®,r1e?) = ry/rie’0=01)
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con 72 + r? = 1. Para un ratio fijo p = ry/r; € (0,00), los dngulos 6; recorren indepen-
dientemente S' luego forman un toro en S?, digamos T,. Dejando variar p € (0, 00) estos
toros rellenan todo S? excepto los casos limite Ty y Th, donde al ser respectivamente
20 = 0 6 z; = 0 degeneran en los circulos unidad de cada factor {0} x C y C x {0} de
C2. Si hacemos una proyeccién estereografica de S* sobre R3 desde (0,1) € C x C, T,
se corresponde con el circulo unidad del plano xy en torno al eje z, mientras que Ty se
convierte en el eje z. Los toros T, varfan continuamente entre Ty y T, llenando R?. Cada
T, esta formado por todas las fibras donde |29/21| = p, cada una de ellas asociada a un
valor fijo de 6y — 6. Estas forman circulos que se enrollan dando una vuelta longitudinal
y una vuelta meridional, generando asi todo T},.

A

FIGURA 1. Proyeccién estereografica de S* sobre R3 desde (0,1) de los
toros formados por las fibras del fibrado de Hopf S* — S* —; S? (imagen
extraida de [Hat01, Example §4.45]).

15. LAS FIBRACIONES DE HOPF SON ESENCIALES

En esta seccién hallamos la férmula explicita de los fibrados de Hopf f : S?™~! — S™,
para con ella calcular el invariante de Hopf. Pero hacemos ese céalculo sélo para m = 2
pues para m = 4, 8 la complejidad algebraica es exagerada. Nos conformamos aqui con el
caso complejo pues en las siguientes secciones probamos la esencialidad de los tres fibrados
por otro método que no requiere calculos.

Proposicién 15.1. Los fibrados de Hopf f : S*™~1 — S™ estdn dados por la férmula:
f(20,21) = (|20 = [21]%, 227 20),
entendiendo S*™~! C R?>™ = F? y el producto y conjugacion z — z* de F = C,H, Q.

En particular, f es diferenciable pues el producto de F es bilineal y la conjugaciéon
lineal.

Demostracion. Como hemos visto, f es la composicién f = ¢ o1 o p de tres aplicaciones:

» La identificacion p : S*™~ 1 — FP!, (29, 21) = (20 : 21).
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» El homeomorfismo ¢ : FP! — F*:

2z, siz #0,

vl

w:<zO:z1>H{ {(z:l), i 2 £ 00,

00, stz =0, (1:0), siz=o0.

» La proyeccién estereogréfica desde (1,0) € S, ¢ : F* — S™:

(2P —1,22) :

—F— =, sl z# 00, , sit#1,
prze g 2P0 7 e (tw) e gLt 7

(1,0), si 2 = oo, oo, sit=1L

Utilizando las propiedades del dlgebra F y componiendo las tres férmulas:

(Jzr 202 — 1,227 20)  (|20)? — |21)?, 225 20)
W= T T P rap = (l el 2

férmula también valida si z; = 0. L]

1

f(z0,21) = (21

Pasamos ya al invariante de Hopf:

Proposicién 15.2. El invariante de Hopf de los fibrados de Hopf S™1 — S$*~1 —, §™
es Invy (f) =1, luego son aplicaciones esenciales.

Demostracion para m = 2. Como decimos, solo lo probamos para F = C. Escribimos
(20,21) = (z + iy, u + ) = (z,y,u,v) y tenemos

flz,y,u,v) = (2% +9° —u® — 02, 2(zu + yv), 2(yu — av)).
Como en S? es 22 + y* + u? + v? = 1, tenemos que 2% + y* — u? —v? = 2(2* + y?) — 1.
Necesitamos un generador wy de H2(S?) con integral igual a 1, que serd un miltiplo de
la forma de volumen de la esfera,
Q, =det(x,...) = xydes A das — xodzy A dxg + z3day A xo.

Entonces wy, = %Q, porque 47 = fSQ Q) es el volumen de la esfera. Ahora recubrimos
el abierto x3 # 0, cuyo complementario tiene medida nula y de cara a integracion es
irrelevante, con los dominios de coordenadas U. = {#z3 > 0} y parametrizaciones ¢* :

D? — Uy, (1, T2) — (xl, Ty, +4/1 — 2% — x%) (D? es el disco unidad). En esta situacién:

wy = 20 =LO(GE, 2 )dz Aday

4 %’ Oxo
_ 1 o™ 9t — _1
= ;- det (m, o D )dxl Adxy = Tros dz; A dxs.

Calculamos f*ws con (f1, fo, f3) = (2(3:2 +9%) —1,2(zu+yv), 2(yu — xv)), y operando:

1
[fwy = 47rf3df1 Ndfs =

cuya primitiva evidente oo = %(zdy +udv) vale en todo S* por continuidad. Finalmente:

—_

1
— _d(«? Had = ——d(zd d
e p—— (% 4+ y°) Ad(zu + yo) - (zdy + udv),

aANda = L (zdy + udv) A (dz Ady + du A dv) = 5 (zdy A du A dv + udv A dz A dy).

Al integrar, por simetria ambos sumandos dan el mismo resultado:

2
InVH(f):/a/\da:— xdy A du A dv.
S3

7T2 S3
Resolvemos la integral con las coordenadas angulares a € (0,2m), 5,7 € (—7w/2,7/2):

(x,y,u,v) = (cos~ycos [ cos a, cos 7y cos [ sin o, cos y sin 3, sin ).
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De forma que

92 2 /2 /2
Invg(f) = ﬁ/ / / / / cos? v cos® 3 cos? o drydBdo.
0 —7m/2 J—m/2

Recordando la relacién entre la funcion Gamma de Euler, T'(s) = [ a*'edz, y la
funcién beta, S fo P 1( Y ldz:
L))

w/2
B(p,q) = = 2/ sin??~1 0 cos® 1 0db,
0

L'(p+q)
junto con que I'(1/2) = /7 y T'(s+ 1) = sT'(s), concluimos

Invy(f) = %2

En particular, Invy(f) # 0 implica que f es esencial. Mas atin, o A da es un generador
de H3(S?) con integral 1, por lo comentado al final de la seccién 13. U

16. FIBRACIONES DE HUREWICZ

El objetivo de esta seccién es demostrar que todo fibrado es una fibracién de Hurewicz,
y con ello probar sin calculos que los fibrados de Hopf son esenciales. Antes introducimos
la siguiente terminologia: dados espacios topoldgicos F, X, Y,y aplicaciones f : £ — X
y h:Y — X, decimos que h:Y — E es una elevacion de h si foh=h, o sea, si 1 hace
conmutativo el triangulo:

Definicién 16.1. Una aplicacion f: E — X es una fibracion de Hurewicz o simplemente
una fibracion si toda homotopia H : Y x [0,1] — X con una elevacién Hy de Hj tiene
una elevacién H tal que (H)o = Hy.

Ejemplo 16.2. El ejemplo més sencillo de fibracion es el de un producto F' = X X F'y
la proyeccién asociada, 7 : X x F — X pues dados H : Y x [0,1] = X y Hy = (Hy, g0) :
Y — X X F basta definir H : Y x [0,1] = X X F,(x,t) — (H¢, go)-

El resultado central es:
Teorema 16.3 (Elevacién de homotopias). Todo fibrado F — E —; X es una fibracion.

Demostracion. Este resultado es valido con gran generalidad (véase [Der59)), pero aqui lo
vamos a utilizar para variedades asi que supondremos que Y es segundo axioma y tiene
particiones continuas de la unidad para simplificar la técnica de demostracién habitual
(por 1.4 las variedades las tienen de hecho diferenciables).

Se trata de conseguir Ha partir de H y ﬁlo, haciendo conmutativo:
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Y><{0}—>E > fYU) LS UXF

N

Yx[0,1] 25X > U f(@)

En un conjunto S C Y x [0,1] tal que H(S) C U para cierto entorno trivializante, el
homeomorfismo h permite trabajar en U x F y el problema es trivial, como se ha visto en
16.2. Con esta idea se va a descomponer Y x [0, 1] en conjuntos de este tipo sobre los que
ir extendiendo HO, con cuidado de que encolen bien para dar una H continua globalmente.

Fijado y € Y, {y} x [0,1] es compacto y dado que los entornos trivializantes recubren
X, existe una cantidad finita n(y) de abiertos W/ C Y y V/ C [0,1] tales que {y} x
[0,1] C U;iyl) W/ x VY y HW} x V) C U} para un entorno trivializante U;. Tomamos
WY = ﬂ?iyl) WY, de forma que H(WYx V) C U/ para cada j y [0,1] = U;Liyl) V. De nuevo
por la compacidad del espacio métrico [0, 1], existe un nimero p¥ > 0 de Lebesgue tal que
O<t' —t<py implica que [t,t'] C ij para algtin j. Por tanto, escogemos una particién
{to =0<t{ <<t =1} tal que para cada i =1,...,m(y) es tf — t;_; < p¥, luego
WY x [t/ |, t] C WY x Vy para cierto VY.

Los WY recubren Yy por ser segundo axioma tenemos Y =  J;-, W* para ciertos W* =
WY cada uno con una particién {tf}ﬁ(g); denotamos m(k) = m(yy), tF = t¥*, VF = V¥,
UF = U. Sea por tltimo {¢y}r una particién continua de la unidad subordinada a

W*},. Definimos las aplicaciones 1y = 0 junto con 1), = k: ¢;. Entonces, ¢ 1 Y —
=1
[0, 1] son continuas y cumplen g = 0 < tb < 41 < 1. Definimos los cerrados

Ze ={(y,1) €Y x [0,1] - t < n(y)},
que verifican:

(1) Zy =Y x {0} C Zy C Zy41 para todo k.

(2) Y x [0,1] = U;Zy Zx. En efecto, por local finitud de {¢y}, cualquier y € Y tiene un
entorno €, con cierto ko tal que yi|ov = 0 para k > kg, luego ¥y = ¢y, = 1 en QY.
Entonces, ¥ x [0,1] C Z, y los Zj recubren Y x [0, 1].

(3) Zk\ Zi—1 = {(y, 1) * ua(y) <t <u(y)} < {(y, 1) : wrly) > 0} = sop(ex) x [0, 1].
Dado que sop(pr) C W, tenemos la particién {tF}" (]f ) Correspondiente. Entonces,
para cada i se tiene ademds W* x [tF | tF] c WF x VF c HY(UF).

(4) (y,t) € Zi \ Zy—1 implica que ¢y_1(y) < ty que (v, Yx_1(y)) € Zi \ Zy—1. En efecto, al
ser Y segundo axioma tendremos una sucesion (y,, t,) — (y,t) tal que ¥x_1(y,) < t,, <
Ui (yn). Por tanto, directamente 1, _1(y) < ¢, y ademds existe una sucesién creciente de
naturales m,, tales que ¥g_1(yn)+1/my, < Ur(y,), porlo que (y, ¥r_1(y)) € Zx \ Zk_1-

(5) Zr = Zr_1UZy \ Zx_1 por ser los Zj, cerrados y crecientes, y ademés Zy_1NZy, \ Z_1 C
{<y7t) = ¢k—1(y7t)}7 por (4>

Vamos a construir la elevacién H a partir de H, mediante elevaciones parciales H” :
Zr = B tales s que H o 7 = H #=1_ Conseguidas las H* como ahora veremos, obtenemos

H tomando H (y,t) = H *(y,t) para cualquier k con (y,t) € Z, que siempre existe por
(2). También por (2) H asf definida es continua: toda y € Y tiene un entorno (2, y cierto
ko tal que Q¥ x [0, 1] C Zy,, luego H = H* en QY x [0, 1] C Z,, en donde H* es continua.

Para construir H* razonamos por induccién. Ponemos HO ::~I:f0 definida en Zy =
Y x {0} y suponemos definida H*~!, k > 1. Por (5), basta definir H* como H* ! en Z;_,
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y extenderla en los puntos de Z; \ Zx_1, y esto lo haremos para cada cerrado

FF =2\ Zpa 0 (Y x [t5, 1)), i =0,...,m(k).

1—1 "4

De nuevo por induccién, definimos ﬁgf = H"':7,_, > E y suponemos dada ﬁlf_l :
Zia U (Z\ Zy—a N (Y x [0,884])) — E, i > 0. Entonces, por (3) se tiene

Ff Csop(px) x [tiy, 1] € WEx VF € HTY(UY)
para el abierto trivializante UF. Se tiene el diagrama conmutativo, denotando x = f(%):

FUUF) s UF X F s (B @)

Ul;/ If/

Sea (y,t) € FF. Se tiene (y,¥r_1(y)) € Zx_1, luego podemos calcular ﬁf_l(y,wk_l(y)).

Més atin, por hipétesis es tF | <t < 9 (y), luego por la construccién flffl esta definida
en {y} x [0,t¥ ;] y podemos evaluar HF |(y,tF ;). En cualquier caso, estd bien definido:

F=HE (it {e (), 11, 0k()}),
donde int{a, b,c} = b sia < b < ¢, es el valor intermedio. Nétese que podemos suponer que

el valor intermedio no es ¥y (y) pues ¥p_1(y) < Ur(y) v t¥ | < u(y), y que int{f, g, h} es
una funcién continua si lo son f, g, h. Finalmente, gracias al homeomorfismo h¥ definimos:

(hf)il (H(yat)a Czk(‘i')) Si (yat) € sz = Zk \ Zlcfl N (Y X [tf—bt?])a

Hi \(y, 1) st (y,t) € Z1 U (Z \ Zea N (Y < [0,874])).
Esta prescripcién es continua en FF por estar contenido en W x V¥ y ser todas las apli-

caciones compuestas continuas. Para terminar, sélo queda ver que H ¥ est4 bien definida en
la interseccion de los dos cerrados donde la hemos definido, lo que también da su continui-
dad. Dado un tal (y,t), si (y,t) € Z;_; por (5) cumple ¢ = 1,1 (y), lo cudl unido a t¥ | <t
por estar en FF da t = int{¢._1(y), Ye(y),t5 |} ya que t¥ | <t =1 (y) < ¥i(y). Pero
si (y,t) ¢ Zy_1 entonces (y,t) estd en Z; \ Zp_1 N (Y x [0,¢F,]) y en F}, luego ha de ser

t =ty de nuevo es t = int{er_1(y), Yr(y), i1} ya que ¢p_1(y) <t =t < Y(y).
En cualquiera de los dos casos resulta que:

(h)H(H (y,1), ¢ () = (b))~ (2, ¢ (7)) = (b)) 7 (hi (%)) = & = H . (y. ).
0

Por tanto, como las esferas son segundo axioma y tienen particiones de la unidad, los
fibrados de Hopf son en realidad fibraciones de Hopf, como se las suele denominar.

17. SUMERSIONES ESENCIALES

Dedicamos la tultima seccion a probar un teorema muy general de homotopia, que
implica que los fibrados de Hopf son esenciales. En primer lugar:

Definicién 17.1. Una sumersion es una aplicacién diferenciable entre variedades f :
M — N cuya derivada es en todo punto suprayectiva.

Las sumersiones nos interesan aqui porque:
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Teorema 17.2 (de Ehresmann). Una sumersion propia entre variedades sin borde f :
M™ — N"™, con N conezxa, es un fibrado, luego por 16.3 una fibracion.

Demostracion. La afirmacion es local en N (por conexién de N, la fibra no dependera
del entorno), luego basta tratar el caso N = R"™. Vamos a probar que es suprayectiva y
que existe un difeomorfismo ¢ : R™ x f~1(0) — M tal que f o g es la proyeccién sobre el
primer factor. Adaptaremos el argumento de [Dunl8; Theorem §8.5.10]

Dado que f tiene derivada suprayectiva, para cada a € M podemos encontrar un
entorno coordenado a € U C M adaptado de forma que las coordenadas x : U — W C
R™ x R™™™ verifiquen f = wox, m la proyeccién sobre R". Para ello basta localizar f en un
entorno coordenado auxiliar, extender R" a R™ x R™™" y sumar a la localizaciéon de f una
aplicacion lineal que complete el rango de la derivada hasta ser m. El teorema de la funcion
inversa nos da entonces las coordenadas buscadas. Nétese que f(U) = (W) es abierto en
R™. Con dominios de este tipo U; recubrimos todo M, con coordenadas x(¥. Empleando
una particién diferenciable de la unidad {6;}; subordinada a {U; };, construimos los campos
tangentes:

XD =3 005 1<j<n,
i J

que estan bien definidos por la local finitud de {6;}; y ser sop(6;) C U;. Consideremos una
curva integral maximal de X, ¢ : (a, 8) — M. Se tiene:

(Fo0)(t) = degiy (¢ (1) = dogy f(X)) = deiy Z 9z'axi§n

c(t)) :

Pero en cada punto ¢(t) a lo sumo una cantidad finita de ¢; son no nulas, luego podemos

9 ) _ Ofo(x)~1 _ Oom
6X§.i) z/ Ox; X(i)(x) o Ox;

sacar el sumatorio fuera. Mds ain, d, f( = ¢;, luego:

<) (z)
(Foef(t) =3 bile(te; = .

Es decir, f(c(t)) = f(c(0)) + te;. Supongamos que f < +oo (para a > —00 se razona
igual), entonces ||f(c(t)) — f(c(0))|| < B parat > 0, o sea f(c(t)) nunca abandona la bola
compacta K centrada en f(c(0)) de radio § para tiempos grandes. Pero f era propia luego
c(t) nunca abandona el compacto f~!(K), y esto es imposible por el Lema del Escape 1.7.

Asi, todos los flujos ) de X son completos. Més atin, f(M) es un abierto por ser
unién de los f(U;), pero también es un cerrado por ser propia, luego de hecho f(M) = R™.
En particular f~1(0) es una variedad no vacfa y sin borde, de dimensién m —n. Definimos
g:R"x f71(0) = M por la férmula diferenciable:

1 n
g<t1a ce 7tn>$) = (p;) ©---0 QO;}(ZE)

Dado que ¢ (2) = ¢(t) cumple fo ¢ (z) = f(z) + tej, fog(ty,... . tn,x) =tie1 + fo

gog)o- : ~og0§:)(aj') =tiey+- - +tpen+ f(x). Pero x € f71(0), luego efectivamente fog = 7.

Mas aun, g tiene inversa diferenciable, ya que dada y € M, definimos

ti=fiy), 1<j<n, z=¢") 000" (y).

Esto define bien una inversa pues z € f~1(0): f(z) = f o 90(_7? 0---0 90(_121 (y) = —tne, +

n—1 1
fogli ool (y) = —(tier + -+ + tuen) + f(y) = 0, puesto que t; = f;(y).
En particular, las fibras f~*(a) son una familia de variedades parametrizada por a € R",

donde todas las variedades son difeomorfas: basta definir, para la anterior preimagen z
de y tal que y = g(f(y),x), el difeomorfismo ¢ : M — M, ¢(y) = g(f(y) + a,z) que
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transforma f~'(0) en f~!(a) (difeomorfismo por ser una composicién de ). O
Visto lo anterior obtenemos:

Proposiciéon 17.3. Sea f : M™ — N" una sumersion propia nulhomdtopa entre varie-
dades sin borde, y F' = f~'(y) la fibra sobre un punto y € f(M). Entonces la inclusidn
F C M induce un morfismo inyectivo H*(M) — H*(F).

En particular dim HP(M) < dim HP(f~*(y)) para cada p > 0, luego HP(M) = 0 para
p>m—n.

Demostracion. Por hipdtesis tenemos una homotopia H : M x [0,1] — N tal que para
cierto yo € N es Hy = f y Hy = yo. Podemos suponer que N es conexa y que yo € f(M),
ya que la imagen de H estd contenida en una componente conexa de N: los caminos
t — H(x) conectan los puntos de H(M x [0, 1]) con yy. Por tanto, 17.2 dice que f es un
fibrado con fibra F' = f~!(y) para y € f(M), que tomamos como g, luego una fibracién.

Dado que Hy = [ tiene la elevacion Hy = idyy, existe una elevacién H : M x 0,1] - M
tal que Hy = idy y fo H = H.En particular, es fo H, = Yo, luego Hl(M) estd contenido
en la fibra F' = f~'(yo). Entonces, Hy es hométopa a la identidad como aplicacién de
M en M, luego induce la identidad en cohomologia y tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

Hi=idgp(ar)

H”(M)

HP(F)

HP(M)

donde j es la inclusién F' C M. De aqui se concluye que j* : HP(M) — HP(F) es inyectiva.
0

En la situacion anterior, por ser f propia podemos plantear que f sea ademés pro-
piamente nulhométopa, pero entonces M = H;'(y,) es compacta y en tal caso toda
sumersion es propia. Por tanto:

Proposicion 17.4. Toda sumersion f : M™ — N™ entre variedades sin borde, con M
compacta y orientada, es esencial.

Demostracion. Si f fuese nulhométopa, entonces por 17.3 H*(M) = H™(M) = 0 (puesto
que m > m — n). Pero dado que M es orientada y sin borde, 10.3 dice que H"(M,) =R
para cada componente conexa M, de M, luego H"(M) # 0 y esto es una contradiccién.

O

Terminamos esta seccion y la memoria viendo que el resultado anterior se aplica a las
fibraciones de Hopf, de manera que las tres son esenciales:

Proposicién 17.5. Las fibraciones de Hopf f : S*™~ 1 — S™, m = 2,4,8,

f(z0,21) = (|20]* = |21]%, 227 20),
son sumersiones, luego esenciales.

Demostracion. Se trata de ver que la derivada d, f : T.S*™"! — Ty,)S™ es suprayectiva
en cualquier z = (20, 21) € S*™~1. Dado que f es la restriccién a S*™~1 de la aplicacién
diferenciable F' : R*™ — R™"! dada por la misma férmula, ker(d. f) = T.S*" ' Nker(d. F)
y basta comprobar que la dimensién de esa interseccién es (2m — 1) —m = m — 1. Para
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ello derivamos:

o= (58 aha) ()~ Caalan).

donde en la primera fila tenemos el producto escalar usual y en la segunda las operaciones
de F, que son lineales. Dado que (u,v) € T.S*™! si y sélo si ((20,21), (u,v)) = 0, las
ecuaciones de (u,v) € T,S*™ ! Nker(d,F) son:

(z0,u) + (z1,v) =0, (z0,u) =0, (1 ecuacién),
(zo,u) — (z1,v) =0, < (z1,v) =0, (1 ecuacién),
Zu+vz =0, Ziu+v*29 =0, (m ecuaciones).

Para que ker(d, f) tenga dimensién m —1 hemos de tener 2m —(m—1) = m+1 ecuaciones
independientes de entre las m + 2 recogidas, y es claro que m + 1 es el nimero maximo
pues la dimensién de T(.)S™ es m. Si zp = 0 entonces es z; # 0 y multiplicando la segunda
ecuacién por (27)7! se consigue:

(z1,v) =0, (z1,v) =0,
<~
zju =0, u =0,
es decir, m 4 1 ecuaciones independientes. Si zp # 0 es:

(z0,u) =0,

(o0) = 0 (z0,u) =0,

21,0) =V, — N\ %

* * v+ ((ZIU)ZO 1) = 07

Ziu+ vz =0,

necesariamente por tener el segundo sistema m + 1 ecuaciones independientes y no poder

haber més en el primero. Asi, en ambos casos se sigue lo que queremos y hemos terminado.
U
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