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¢ CUANTOS CLUSTERS HAY EN UNA POBLACI ON?

JUAN JOE PRIETO MARTINEZ*

Sea una poblaéin cerrada formada por uninmero desconocido K y finito
de clusters. El r@todo bootstrap es utilizado para estimar éimero de
clusters que constituyen una poblaiei Se propone un estimador para K,
el cual es ajustado y corregido por su sesgo estimado mediantetetim
bootstrap de Efron (1979). La varianza dedstimador bootstrapse cal-
cula por el nétodo jackknife agrupado. Mediante simufatj el estimador
es comparado con el de Bickel y Yahav (1985).

How many clusters are there in a population?
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1. INTRODUCCION

Existe una gran cantidad de trabajos en la literatura estadistica sshme&todos de
estimacion del nUmero de clusters en una poblacién, pero la mayoéHodehan
sido desarrollados en torno a la idea de que las probabilidades de ad&arde los
distintos clusters son iguales. Ver, por ejemplo, Lewontin y Pro85§), Darroch
(1958), Harris (1968), Jonhson y Kotz (1977), Marchand y Schrod®RZ), Darroch
y Ratclif (1980), Holst (1981) y Esty (1985).

Existe un concepto que esta muy ligado con el de nUmero de clustera geliacion,

gue es el cubrimiento muestral. Se define como la suma de las probabilibabbes
clusters observados en una muestra. En el caso de clusters igualmentegsobabl
el cubrimiento viene dado por el nimero de clusters observados en unaanigst
dividido por el niumero de clusters que constituyen la poblacioldtroch y Ratclif
(1980) utilizaron exactamente la idea del cubrimiento muestral para estimar

Ahora bien, considerar la hipotesis de que las probabilidades deéstogab clusters

son iguales es, en principio, un caso muy particular y poco frecuente. Por ejempl

no existe una misma cantidad de animales para cada especie en un ecosistema; no se
repite con la misma frecuencia cada una de las diferentes palabras que genstitu

un texto; no se acufia la misma cantidad de las distintas monedas utilezadas

pais durante un centenario, etc. La mayoria de los trabajos realizadopghdaa

ciones heterogéneas (es decir, constituidas por clusters no equiprobabfeanach
enfoque paramétrico. Por ejemplo, Fisher, Corbet y Williams (1943nesuque

para cada cluster, el nUmero de observaciones en la muestra se distablpeusa
distribucion de Poisson, y el parametro de dicha distribucitassene que sigue una
distribucion Gamma. Muchos otros articulos sobre modelos de ahaiadde espe-

cies en un ecosistema también hacen consideraciones paramétricas. Ver, por ejemplo,
McNeil (1973), Engen (1978), Efron y Thisted (1976). Fue Esty8B)9el primero

en estimar el nUmero de clusters en una poblacion heterogénea mediante etcconcep
de cubrimiento muestral, aunque bajo un modelo paramétrico. Chao (d8g®)ne

una técnica de estimacion no paramétrica, pero utilizando también la etlealti-

miento muestral. Bickel y Yahav (1985) propone un método no paraméigouna
poblacion heterogénea sin utilizar el concepto de cubrimiento muestral.

La propuesta de este articulo es justamente plantear una técnica de éstimaci
parameétrica alternativa al estimador de Bickel (1985), sin necesidad deagamt
modelo de probabilidad ni de recurrir al concepto de cubrimiento mued&alps-
trandose por métodos computacionales que el estimador propuesto essesgado
gue el estimador de Bickel y Yahav (1985).

Por tanto, considérese una poblacion cerrada en la cual las observacianesgest”
padas erK clusters. El significado de cerrada hace alusioén a que durante el estudio
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no se producen entradas o salidas de clusters existentes. Se proponaeénigain
estimador sesgado, el cual es corregido por su sesgo estimado mediante @ métod
bootstrap de Efron (1979). En el apartado 2 se describe detalladamemtenditddo,

el cual es aplicado en el siguiente apartado para obtener el estimador ajustado. Tam-
bién se calcula su esperanza matematica y su varianza, esta Gltima mediasttedel m”
jackknife agrupado. En el Gltimo apartado se refleja un estudio realizadsimola-

cion para el estimador propuesto. Ademas de dar su valor, es comparado ator el v
del estimador de Bickel y Yahav (1985), bajo distintas distribuciongsaleabilidad.

Se presentan seis casos posibles de una poblacion que pasa de ser @®thtment
mogénea a ser heterogénea, comprobando la eficiencia del estimador prapmésto f

a la del estimador de Bickel y Yahav. Finalmente se da el valor de su desviacio
tipica aplicando el método jackknife generalizado.

2. METODO BOOTSTRAP
Efron (1979) desarrolla el bootstrap como un método afin al jacklelifajal requiere
métodos de simulacion para la estimacion de un parametro y de suzearian

Considérese quey, X2, ... , X, Son observaciones independientes e idénticamente dis-
tribuidas de una funcion de distribuci®hdesconocida. El procedimiento bootstrap
sigue los siguientes pasos:

1. Construir la funcion de distribucion de probabilidad eniegiponiendo masa/h
en cada una de lag, parai=1,...,n.

2. Extraer una submuestra de tamafioon reemplazamiento de la muestra inicial,
denominandose muestra bootstrap.

3. Calcular el estimador d& basado en la muestra bootstrap.

4. Repetir los pasoll veces hasta consegir estimadores dé, denotandolos por
B, i=1,...,N.

5. Calcular:

. 1 N 2
V (Bn(8)) = m; (e(i) - Bn(e)) :

Efron sugiere queN sea un valor del interval@s0,200 para generar estimadores
adecuados dé.

71



3. ESTIMACI ON NO PARAM ETRICA DEL N UMERO DE CLUSTERS

3.1. El estimador

Sea una poblacién constituida gérclusters. Se extragnmuestras de tamafiocada

una con reemplazamiento de dicha poblacion. La probabilidad de observastel cl

j en cualquiera de lasmuestras epj, con j =1,... K. Se considerara como una
sola muestra inicial la union de I@s-t) observaciones procedentes detlasuestras.

El Gnico fin que tiene extragrmuestras es para saber con qué probabilidad estimada
un cluster es observado. Nétese que:

namero de muestras en que el clustes observado
namero total de muestras

pj =

SeakK; el nimero de clusters diferentes observados en fagestras. Naturalmente
K1 es un estimador sesgado. El objetivo principal es corregir y ajstanediante
su sesgo estimado. Para ello se extrae una submuestra de tamafioon reem-
plazamiento de la muestra inicial (se denomina muestra bootstrapyidécamdo la
variable aleatoria indicatriz:

1 si el clusterj es observado en la submuestra.

I' =

i
0 en otro caso.

se define
Ka
Ky = Z lj.
j=1
como el nUmero de clusters observados en la muestra bootstrap.

Bajo el muestreo bootstrap, el valor esperadd&geiene dado por:
K1 K1
Eg(K2) =E (Z I,-) = Z Eg(l}).
=1 =1

Ahora, como lag muestras se realizan con reemplazamiento,
Es(lj) = Prols(lj =1) =1 Proks(l; = 0) = 1— (1 (n;/t))™,

donden; es el nUmero de muestras en que el clugtes observado. Obsérvese
que esta expresion es un valor muestral y no la esperanza matematica dab&evari
aleatoria indicatriz, la cual participa en el calculo del sesgo producidduoiPor
consiguiente, un estimador del sesgo producido viene dado por:

K1

S(Ko) = 3 (1= (/)™

=1

72



y el estimador bootstrap pakaes:

(1) K=Ki+y (1-(nm/t)"

Notese que el valor mas pequefio lees Ky si y solo si cada cluster de ld§;
es observado en Iatsmuestras(nJ =t). En cambio, 3|nJ =1 (paraj =1,...,Ky),
entonces el valor maximo dé esKy + Ky (1(1/t))™ = Ky (1(t1/H)™).

3.2. La esperanza materatica de K

Tomando esperanzas en (1),

E(K <K1+Z —(nj/t)) )

K1
E (Z (1—(n,-/t))”t> = E< 1j (1= (nj/1)) ) -
=1 =1

K t
=53 - () a-p)

J=lr=1

Por otro lado, si

1 si el clusterj es observado en alguna de tasiuestras iniciales.
@ =
0 en otro caso.

K K K
E(Ke) = E(Z cm) S e —1= Y (1-ple=0)—
=1 =1 =1
K K
(2) =y @-@-p")=K-y @-p".
=1 =1
Asi,
ER) = K- 3 (- p)™+ Y T (- (/)" (1) piamt =
j=1 : J=1r= J :
< o« [t - o
@) - K—J_l{(l—pn‘—r_l(,)(1—<r/t))tpj(1—pj>t }



3.3. LavarianzadeK
Cada muestra de tamaiicse divide erng grupos de tamafb de manera que se van

eliminando observaciones en bloque de cada muestra; es decir, primero sarelimi

xl) xz).... xh de la prlmera muestrav(2 th) de la segunda muestra, etc;

luego se eI|m|nan<h+_1,_._.. ,x2h de la prlmera muestra(zhll,... xgz1 de la segunda
muestra, etc; en definitiva, se elimina de cada muestra uno cualquiera depos g
y se recalcula el estimador propuesto denotadokper Definiendo

1
= 62 Kiiys
|
la varianza de&K viene dada por

g-— 2
V. _J -
ar(K g Iz

Este procedimiento de calculo de la varianza se denomina método jecgniipado.
Ver Efron (1982).

4. RESULTADOS NUMERICOS

Considérese una muestra aleatoria de tanmafidefiniendo

| 1 siX; >0
1o sixy=0"

dondeX; es el numero de veces que el clusiars observado, se tiene que:

D=

M=

i
es el numero de clusters observados; y
K
fi:ZI(Xj:|), i=0,1,...,n,
=1

es el nimero de clusters que son observados exactaimestes en la muestira
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Entonces, una cota inferior pakaobtenida por Bickel y Yahav (1985) es

1 -1
K n1i

> X
=i

KBy:D+(f1/n) f

Entonces, para comprobar la eficacia del estimador propHestm respecto al esti-
madorKgy, se han evaluado mediante métodos computacionales por simulacion. La
evaluacion d& ha sido llevada a cabo simulantimuestras aleatorias (en particular
1y 5 muestras) de tamafio 50 y 100 de una poblacion de 200 clusterprdles
bilidades de observar los diferentes clusters han sido consideradas pertesealien
intervalo [0,0020;001]. Se han considerado 6 casos posibles. En el primer caso se
han considerado las probabilidades iguales. En el segundo los primerctig@ds
tienen probabilidades 0,004 de ser observados y los 100 siguientds Q,08 si-
guientes casos se van considerando poblaciones mas heterogéneas. Cada caso se ha
simulado 50 veces y se han tomado el promedio de los resultados. Se hagidsstr

los tamafios de la muestras a 50 y 100 por motivos que se comentanraaoion.

Para saber si el método para el calculo de la varianza del estimador propsesto
apropiado para conocer su error estandar, también se han realizado métodas com
tacionales tales que los grupos en que se ha dividido las muestras de tathg”™

100 son de 5y 10 elementos respectivamente.

Los resultados obtenidos indican que:

— Para poblaciones con probabilidades de observacion iguales, la estikizesle
preferible a la dégy.

— En poblaciones heterogéneas es preferible utifzaue Kgy, donde éste siempre
infraestimak, y en cambidK, cont = 1, no siempre da un valor por defecto o por
exceso. Sin embargo, cuantdg/o n crece el sesgo es por defecto. Su justificacion
viene a continuacion.

— Para cualquier poblacion, el sesgo estimadokpotiando se toma pocas muestras
es siempre menor que cuando se toman muchas muestras. Ademast, fgado
preferible no considerar un tamafio muestral excesivamente grande. Estides deb
a que el segundo sumando ideesta formado por sumas de valores comprendidos
en el intervalo (0,1) con exponentext). Ver (1).

— Para cualquier poblacion, el sesgo cometido gy cuandon = 50 es siempre
mayor que cuanda = 100.

— El sesgo de cada estimador aumenta cuando la poblacion es mas heterogénea,
aunque par& (cont = 1) lo hace mas débilmente. Por otro lado, obsérvese que
es preferible utilizaK (cuandot crece) queKgy.
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— La varianza de& cuandon = 50 es ma pequefia que cuanie 100. A medida
que la poblacion es mas heterogénea, la varianza es ligeramente mayor.

Tabla 1
Casos| n Pj Key N° de Estimador | V(K)
muestras Bootstrap
1 50 p; = 0.005 130.15 1 211.05 29.36
j=1-200 5 152.60
100 156.69 1 219.98 34.36
5 172.74
2 50 pj = 0.004 128.67 1 195.26 28.12
j=1-100 5 145.97
p; = 0.006
j =101 200
100 154.35 1 210.09 31.35
5 142.35
3 50 pj = 0.0035 126.90 1 197.56 25.56
j=1-90 5 149.23
pj = 0.0045
j—91-180
pj =0.014
j— 181 200
100 143.04 1 203.81 30.54
5 141.79
4 50 pj =0.01 131.15 1 212.32 29.63
j=1-10 5 166.32
pj = 0.004
j—11-100
100 pj = 0.003 149.33 1 224.36 33.71
j=101-190 5 155.97
pj = 0.023
j —191-200
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Tabla 1 (cont.)

Casos| n Pj Key N° de Estimador | V(K)
muestras Bootstrap
5 50 p; = 0.0035 128.47 1 209.36 32.23
j=1-50 5 155.86
p; = 0.006
j— 51— 100
pj = 0.002
j—101 125
100 pj = 0.009 144.73 189.49 39.36
j =126—150 5 148.21
pj = 0.005
j = 151— 200
6 50 pj = 0.006 149.52 216.52 36.23
j=1-25 5 174.25
pj = 0.0025
j—26-50
p; = 0.009
j—51 75
100 pj = 0.008 162.19 222.89 42.97
j = 76— 100 172.12
p; = 0.001
j—101 125
pj = 0.002
j = 126— 150
pj = 0.005
j—151 175
pj = 0.004
j = 176— 200
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ENGLISH SUMMARY

HOW MANY CLUSTERS ARE THERE
IN A POPULATION?

JUAN JOE PRIETO MARTINEZ*

Let a closed population with a unknow finite number K of clusters. The
bootstrap method is used to estimate the number of cluster in agutigrul

An estimate for K is proposed, adjusted and bias corrected by mean the
bootstrap. Grouped jackknife is used to calculate its variance. Enfop
mance of the proposed estimator is investigated by means of Monie Car
simulations and it is compared with Bickel and Yahav (1985).
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Assume that there is unknown numieof different clusters in a population. Suppose
t samples of sizen are taken with replacement. Dengte the probability that any
observation belong to thgh cluster,j =, ... K, 25‘:1 p=1. If (nxt) observations
is only one sample, then an estimatormfis:

number of samples where the clusjeis observed

Pi = number of samples

Let beK; the number of distinct clusters observed in theamples.K; is a biased
estimator. Now the goal is correct and adjlstfor its estimated bias.

Then a subsample of siZe x t) with replacement is taken of thesamples. This is
name«the bootstrap sample If

| 1 if the clusterj is observed in the bootstrap sample.
"1 o ifthe clusterj is absent.
K1

Ky = Z lj is the number of clusters observed in the bootstrap sample.
=1

Under bootstrap sampling the expected valu&pis given by:
Ky )
n
Es(Ko) = 3 [1—(1—(nj/t)"],
j=1
with nj the number of samples where the clustes observed.
The estimator of the bias is then:

Ky
SKa)= 3 (1 (/)"

j=1

and a (bootstrap) estimator &fis:

The expectation oK is:

s K - t nt .r t—r
E(K)—K—zl{u—pj) -3 (1) a-eorea-m }
=

=1

and its variance is calculate using the grouped jackknife.
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The performance of the proposed estimator is investigated by means ¢ I@¢anio
simulations and it is compared with Bickel and Yahav (198&jy). The simulations
results indicate thd is better tharKgy.
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