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PROLOGO

La presente memoria recoge el desarrollo de una metodologia
para la discriminacién de 2 o mias grupos entre si, cuando estos es-

tdn descritos en funcidén de variables cualitativas o categdricas.

Si tuvieramos que clasificar en el conjunto de té&cnicas de
tratamiento de datos a esta metodologia, la asignariamos al conjun
to de &étodos que algunos autores han convenido a llamar Andlisis
de datos en sentido estricto y que comprenderia aquellas técnicas
estadisticas que no se apoyan en modelos probabilisticos; frente al
conjunto de técnicas 8 métodos de la estadistica clidsica 8 técnicas
probabilisticas. Esta clasificacidn no es totalmente excluyente, pu
diendo existir m@todos de tratamiento de datos que compartan ambas
concepciones por lo que seria prefefible englobarlas bajo el nombre

comin de andlisis de datos en sentido amplio § tratamiento de datos.

La presente memoria consta de una introduccién y tres capi-

tulos.

En la introduccidén se hace un breve resumen de los resulta-
dos alcanzados, en este campo, fundamentalmente, metodologias basa-
das en la segunda clase de métodos, poniendo de relieve las dificul

tades que presentan, sobre todo en su aplicacién.

En el primer capitulo se trata de la caracterizacidn, de 1la
solucifn a un problema de discriminacidn y se introducen los elemen
tos que van a permitir definir la solucidén Sptima, entre ellos el
concepto de bondad de una solucién. Se estudian las funciones bon-
dad, que llamamos Bl o funciones bondad compatibles con la relaccidn
de orden parcial definida en el conjunto de soluciones, y se da una

condicidn suficiente para la existencia de estas.

En el segundo capitulo, se trata el problema de la capacidad
descriptiva de las soluciones. Se introducen los conceptos de hipédte
sis y ambiguedad de una hip8tesis que servirdn para explicitar dicha

capacidad descriptiva. Se estudian las relaciones entre las funcionesy



bondad y ambigiiedad, caracterizando las bondades basadas en la ambi
giedad. Por filtimo, nos centramos en el problema de la caracteriza-
cidén de las funciones bondad que sean de tipo Bl y que est&mn basadas

en la ambigledad.

En el tercer capitulo se trata el problema del cdlculo de la
solucidn. Se introducen los conceptos de segmento cartesiano y seg-
mento terminal, que nos permiten caracterizar miAximas locales, para
funciones bondad sobre el conjunto de soluciones cartesianas. Se de
sarrollan tres algoritmos, basados en la idea de gegmentacidn, para
la localizacidn de un m@ximo local. En la segunda parte de este ca-
pitulo, se generaliza la definicién dada de solucidn a un problema
de discriminaci8n, generalizacifn que surge de forma natural del con
cepto de segmento terminal, y se propone un algoritmo para calcular

una solucidén generalizada que sea mdximo local.
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El desarrollo creciente que en estos filtimos afios ha experi
mentado el andlisis de datos cualitativos se debe fundamentalmente
al desarrollo experimentado a su vez por los ordenadores. Estos han
influido en el estadistico en dos aspectos distintos y confluyentes.
En primer lugar la potencia de cidlculo y de manejo de grandes masas
de informacidn que tienen los actuales ordenadores han permitido, a
investigadores provenientes en general de campos de las ciencias so
ciales, bioldégicas & del comportamiento tratar situaciones que an-
tes escapaban a sus posibilidades. Muchas de estas situaciones esta
ban descritas en términos de variables cualitativas y requerian metodologias
en el tratamiento que se amoldasen a dichas caracteristicas y que
en general no respondian a los resultados rlisicos de la estadisti-
ca. Esta incapacidad de la estadistica de contestar a.pteguntas con
cretas planteadas en dichas situaciones llevaba consigo a tratamien
tos 'pobres' limitados casi exclusivamente a recoger los aspectos
descriptivos del problema o lo que era peor a la aplicacidn de mode
los mds complicados tipo prediccifn etc., a situaciones para las
que inicialmente no fueron concebhidos. La abundancia de estos pro-
blemas y de los pobres tratamientos que se les daban fue una de las
causas que motivaron el inter@&s por parte de los estadisticos en el

egtudio de esgte tema.

Los ordenadores, no solo sirvieron de iman a los problemas
y por tanto a sensibilizar a los estadisticos en ellos, sino que a
su vez, posibilitaron a los estadisticos su resolucién. El ordenador
empezd a estar presente en la generacidn de las nuevas metodologias

que requerian dichos problemas no ya solamente a la hora de aplicar



a situaciones concretas resultados tedricos, si no que empezaron a
jugar un papel importante en la misma concepcidn de las nuevas teo-
rias y en particular del anidlisis de datos, pudiendo decir que el
desarrollo de este es inseparable del desarrollo de los ordenadores.
Sobre este tema pueden consultarse las obras citadas en esta mono-

grafia.

Las dreas que mayor inter&s han despertado dentro de los in
vestigadores en el tema han sido el andlisis de las tablas de contin
gencia miltiple y los modelos log-linear, pudiendose consultar sobre
el tema las obras de Bishop, Fienberg y Holland (1978), Haberman
(1978), Goodmnan (1278). E1l anilisis de conglomerados, Hartigan
(1975), Anderberg (1973), Benzecri k1973), Jambu (1978), Diday (1982)
y el anidlisis de Correspondencias y Correspondencias Miltiples, Ben-

zecri (1973), Lebart (1977).

FEl tema que estudiamos en el presente trabajo, el anilisis
discriminante en variables cualitativas, no ha recibido hasta la fe
cha tanta atencidn como los temas anteriormente sefialados, no exis-
tiendo monografias dedicadas exclusivamente al tema, exceptuando la
de Goldstein M., Dillon W.R. (1978). Sin embargo, y dada la impor-
tancia del tema, sobre todo desde el punto de vista de sus aplicacio
nes son cada dia mds numerosas las publicaciones que aparecen sobre
€1, y debido a esta razén dichas publicaciones no se concentran en
una Gnica drea sino que aparecen desperdigadas en publicaciones es
tadisticas, bioldgicas, investigacién de mercados, ingenieria, ci-

bernética, inteligencia artificial, etc.



Tampoco el nombre con que nos referimos al tema del trabajo,
discriminacidn en variables cualitativas es el {inico nombre que ha-
ce referencia a dicho tema. Alguno de los nombres con los que apare
ce en la literatura son Diagnosis, Reconocimiento de formas, clasi-

ficacién, asignacidén, segmentacidnn, ver Gupta R.P. (1980).

Todo problema de discriminacidn en variables cualitativas

puede exponerse en los siguientes términos

Sean N individuos repartidos en k grupos, descritos por
p variables cualitativas gl,gz,...,gp de momy .. mp catego-
tias cada una que llamaremos variables explicativas, y una variable
N, que llamaremos variable grupo con k categorias que se desea
explicar basandonos en la informacifn proporcionada por las p va

riables explicativas.

Dos son los aspectos que se contemplan en todo problema de
discriminacidén y en particular en el que tratamos; siguiendo a Rome
der (1973) podemos hablar del aspecto descriptivo del problema, que
trata de dar respuestas a preguntas del tipo: iCon la informacidn re
cogida se pueden seperar los grupos de individuos?, (son todas las
variables explicativas igualmente importante a la hora de separar
dichas clases? (hay alguna variable o conjunto de variables que in
Fluya de forma especial en la definicifn de una clase?, es decir tra
ta de describir las clases a partir de las variables explicativas

Ep et Epe

El segundo aspecto, que llamaremos de asignacién o clasifica

cidn trata el tema de la asignacidn de nuevos individuos 8 individuo



no etiquetados, de los que se dispone solamente informacidn sobre
sus valores en 51 SN Ek deseando agregarles a alguna de las cla-
ses. Resolver este problema lleva consigo la construccidn de reglas

de decisidén o asignacién que denominaremos clasificadores.

Aunque los dos aspectos estan muy relacionados, no aparecen
asiren la literatura sobre el tema,. versando en su mayor parte ca-
si todas las publicaciones sobre el aspecto decisional del problema.
Bien es verdad que el primer aspecto quedaria cubierto dependiendo
del poder descriptivo del clasificador generado y este es el caso de
alguno de los clasificadores. Sin embargo es de lamentar que muchos
de los resultados conseguidos hasta la fecha no aborden el primer as
pecto y lo que es peor no tengan en cuenta la capacidad descriptiva
del clasificador que proponen. Ver Luchenbruch (1979), Dillon y Golds

tein (1978, 1).

Entre los resultados obtenidos hasta la fecha, podemos citar

los siguients

En primer lugar se aplicaron los clasificadores lineales,
lo que resultaba forzado pues en definitiva lo que se hacia era impo
ner una codificacidén numérica a las variables cualitativas. Sobre
las desventajas que presentan dichos métodos puede consultarse Dillon

y Goldstein (1978,1), Saporta (1979).

La mayoria de los autores a la.hora de tratar el tema han
supuesto que la informacidn de que se dispone sobre los grupos o
clases a discriminar es de tipo probabilistico y generalmente supo-

nen que los datos corresponden a observaciones de las variables
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El""’gp a través de un muestreo aleatorio simple, entre ellos con

sideraremos la solucién bayesiana.

] Si designamos por fi(x) la funcidén de densidad de
Ey - &

ma viene dado, supuesto que la funcidn de pérdida es aquella que pe-

en la clase i-é&sima, el clasificador bayes para el proble

naliza con 1 unidad cada vez que hacemos una mala clasificacidn, a
través de las funciones discriminantes gi(x) =,Ei(x).pi donde P;

es la probabilidad a priori de la clase i-&sima.

El inconveniente que tiene la solucifn bayesiana bajo estas
hipoétesis es de tipo prictico dado que generalmente el nfimero de va
riables explicativas suele ser relativamente elevado lo que provoca
que el niimero de estados del espacio muestral se haga muy grande dan
do lugar a que en muchos estados del espacio muestral no hays obser-

vaciones y se tenga que hacer una asignacidén al azar.

A la hora de paliar el problema que presenta la solucidn ba
yesiana, y restringiendo el campo a situaciones en las que las varia
bles explicativas sean dicotdmicas, diversos autores han propuesto
métodos basados en representaciones de las densidades a través de me
nos pardmetros de los que necesita el modelo completo, entre estos
destacaremos los modelos propuestos por Bahadur (1961), Martin y

Bradley (1972) y Ott y Kronmal (1976).

El modelo de Bahadur consiste en truncar la funcidn de densi

dad conjunta basandose en la repregentacidn:

P xj l—xj
gx) = g(x; ... x )= 1 06.° (1-9.) {1+ § oo
! L I i i<k

ik z.zk +...
j ] J

ooz }

e et z
plZ...p_ 1 p



_ . - ” _ 1/2
donde ej E(Ej), Z. (gj eJ.) / (ej(l ej))

pjk = E(Zj zk) S e e plZ...p = E(Zl che zp)
asi por ejemplo si aproximamos g(x) truncando las interacciones de

orden 2 o superior a dos tendremos

B = 1+ jZk Pik %3%K

este tipo de solucidn, resuelve el problema de la asignacidn en esta
dos donde no hay observaciones pero presenta grandes inconvenientes

como son la arbitrariedad de la aproximacidn, dado que en el ejemplo
anterjior supondria la no existencia de efectos interactivos, hipdte

sis en principio demasiado fuerte y la nula capacidad descriptiva

del clasificador.

Los modelos propuestos por Martin y Bradley y por Ott y
Kronmal estin basados en representaciones de densidades mediante com
binaciones lineales de polinomios ortogonales. Estos modelos asi co-
mo el de Bahadur tienen la ventaja de permitir aproximaciones de
densidades en funcidn de un niimero menor de pardmetros pero adolecen

de los mismos inconvenientes mids arriba mencionados.

El inconveniente que presentan las aproximaciones anteriores
puede evitarse utilizando la metodologia de los modelos log-linear
para tratar tablas de contingencia mfiltiples. En primer lugar este
método no estid restringido al caso de que las variables explicativas
sean dicotdédmicas, adem3s a la hora de considerar si los té&rminos que
representan interacciones de un determinado drden son cero no se ha-

ce de forma a priori como en los métodos,anteriores si no que se uti



lizan tests para contrastar la bondad del ajuste, 2 la hora de coms-
truir modelos que se dajusten a los datos y reduzcan el niimero de pa
rédmetros en la estimacidn de densidades, permitiendo salvar el pro-
blema de la asignacidn en celdillas o estados del espacio muestral
para los que no hubiese observaciones. Este método contempla el pro
blema de la discriminacidn suponiendo queé los datos de que dispone-
mos forman una tabla de contingencia miltiple de éimensiﬁn

my X m, X...X mp x k generada bajo un modelo de Poisson & multino-
mial que corresponde a un problema de p+1 variables de las cuales
las p primeras son las vatiabies explicativas y 1a p+!l &sima es

la variable grupo.

Si designa la probabilidad tedrica del estado

Pij...Let

j...Lt, se cumple:

e

12...p p+l +

- 2...p pt+l
Tog Pis...ee = %55...0¢

j.o..2¢

1 2...p

teeet 85 2

6 +

1 pt+l
+ ...+ 0, +...4 Gt + 90

i
donde:

1 2...p p+l +1
I ... ] eij‘_.L:" -o;...;ze't’ =0

Un determinado modelo reducido que represente la matriz de datos se
construye igualando a cero un subconjunto de pardmetros 6. Se uti
lizan estimadores de mixima verosimilitud para estimar los pardmetro
8 del modelo reducido y se contrasta la bondad del modelo utilizan
do tests del cociente de probabilidad. En este sentido pueden consul
tarse las obras de Goldstein y Dillon (1978); Lachenbruch y Golds-

tein (1979) y Andersen (1980).
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En otra linea de trabajo, pero, persiguiendo el mismo fin,
es decir, obtener representaciones parsimoniosas de la situacidn y
asi salvar el problema de la desproporcidn, entre el nfimero de es-
tados del espacio muestral sobre el que se basan los clasificadores,
y, el nimero de observaciones de las que se dispone. Hay que mencio
nar aquellos métodos que disminuyen el niimero de estados basindose
en una eliminacidén de variables. Estos mé&todos se conocen como méto
dos de discriminacidn por pasos y se basan en la introduccidn de va
riables de forma secuencial § 'hacia adelante' o eliminacidn de va
riables de forma secuencial o 'hacia atrads'. Estos métodos, en efec
to, consiguen representaciones parsimoniosas de los datos dado que
los criterios de inclusidén de variables pueden ser tan restrictivos
como se desee y ademids presentan la ventaja de temer un gran poder
descriptivo al seleccionar aquellas variables que realmente impor-
ten a la hora de diferenciar los grupos. Ll gran inconveniente que
presentan estas soluciones es gue generalmente el n° de variables
finales que consideran es tan pequefio c;mparado al n° total de va-
riables explicativas, que se tiene el peligro de no considerar in-
formacidn clave a la hora de caracterizar los grupos. Asi por ejem
plo el método debido a Lachin (1973) es similar a los de regresidn
por pasos buscando la inclusidn de variakles en el estadistico de
independencia con la variable grupo,teniendo en cuenta la informa-
cién proporcionada por las variables ya incluidas. Sobre este méto
do y aquellos debidos a Dillon y Goldstein, Glick, Rcriffa puede

consultarse el capitulo 4 de Dillon y Goldstein (1978).

»



Un aspecto que no tienen en cuenta estos métodos y que pro
porcionan buenos resultados a la hora de salvar los inconvenientes
que presentan es la posibilidad de reducir el n° inicial de estados
del espacio muestral en base a una seleccidn de variables y a una
reduccidén del n° de categorias de las variables de forma que entren
aquellas categorias que realmente diferencian los grupos y al mismo
tiempo permitiendo el juego a mds variables. La reduccidn de cate
gorias se hace en geuneral en base a solapar diferentes categorias
de una misma variable de forma que constituyan una nueva categoria

siempre que estas den informacifn gsimilar sobre la variable grupo.

Este aspecto ha sido estimado por Messenger y Mandell (1972),
Morgan y Messenger (1972), Kass (1975) y Sdnchez (1980) su metodolo
gia toma diferentes nombres, entre los mds corrientes estan los de

segmentacidén, THAID y Tipologia.

En esencia todo proceso de segmentacidn consiste en parti-
cionar el conjunto de individuos observados de forma que cada ele-
mento de esta particién describa de forma Sptima la variable grupo.
Los elementos de esta particidn se definen en base a subconjuntos
de valores de las variables explicativas y a partir de estos subcon

juntos se procede a hacer predicciones sobre la variable grupo.

La gran potencia que tienen estos métodos a la hora de tra-
tar grandes conjuntos de variables explicativas unido al hecho de
tener un gran poder descriptivo, los hacen muy recomendables desde
un punto de vista prdctico y serdn una base importante para el desa

rrollo del presente trabajo.



Este mismo aspecto ha sido tratado por Saporta (1977, 1979,
1981)., Donde propone un método de discriminacidn eminentemente des-
criptivo y que desarrolla en dos etapas. En la primera etapa hace
una seleccidn progresiva de las variables basandose en el coeficien
te de asociacidn de Thchuprow (1), sobre estos realiza un modelo
Log linear con el fin de detectar las interacciones existentes en-
tre estas variables, realizando al mismo tiempo un agrupamiento de
categorias para cada variable en base a un criterio de comportamien

to similar de estos respecto de la variable grupo.

En la segunda etapa y respecto de las variables creadas en
la primera etapa realiza un anilisis factorial de correspondencias
miiltiples de forma que sobre los factores extraidos selecciona aque
llos que mejor diferencian los grupos (maximizan la varianza inter-

grupos) y sobre estos lGltimos procede a la asignaciédn.

Este método, contempla muchas de las exigencias que impone
mos a todo buen método de discriminacién, tiene gran poder descrip-
tivo, tanto por el proceso utilizado en la primera etapa, uma mezcla
del ataque por pasos, segmentacidén y metodologia log-linear los
tres con gran capacidad descriptiva, c;qo por la té&cnica utilizada
en la segunda etapa eminentemente descriptiva como es el andlisis
de correspondencias miGltiples. Un defecto importante que puede apre

ciarse en el método es, que dado que el anilisis de correspondencias

(1) Para una visidn amplia de coeficientes de asociacidn entre variables cualita
tivas, recomendamos la obra de Reynolds (1977).



miltiples, es un método que no tiene en cuenta las interacciones de
orden mayor o igual a 2 entre las variables explicativas, a la hora
de proceder a la clasificacidn basada en los factores si las varia-
bles creadas en la primera etapa tienen efectos no lineales sobre

la variable grupo estos pueden quedar obviados.

Por filtimo, para terminar con este abanico de las diferen-
tes metodologias utilizadas para resolver el problema de la discri
minacidn en variables cualitativas, estan, los métodos basados en
las distancias. Estos métodos, por su esencia, son métodos que tie
nen un nulo poder descriptivo sobre la situacidn que traten, tenien

do Ginicamente un sentido decisional o de asignacién.

En general estos métodos estdn basados en distancias entre
distribuciones. En principio estaban disefiados para la asignacidn

de un grupo de individuos en bloque a algiina de las clases, como en

‘Matusita (1955), Goldstein y Dillon (1978) proponen un procedimien

to de asignacidn de individuos, uno a uno, utilizando la distancia
de Matusita pero restringiendo su aplicacidn al caso de tener Gni-

camente dos clases.



CAPITULO I

»



1.1, Caracterizacidn de la Solucidn

1.1.1. Elementos de un problema de discriminacidn en variables
cualitativas. Definicién del problema.
Designaremos por P a un problema de discriminacifn que

vendrd definido por la terna (I,n,E) donde:

I = {il,...,iN} es el conjunto de individuos o items ob-

servados.

n, variable grupo o variable dependiente 8 variable crite
rio N es una variable cualitativa que puede tomar k

posibles valores,

E, conjunto de variables explicativas, E ={E1,...,Ep},

VEi 6 E, &,

; ©s una variable categbrica con m, cate

gorias.
Denotaremos por KE, siendo & wuna variable cualitativa,
al conjunto de cateogrias de esta.

Para todo conjunto, A finito, representaremos por |A] su car

dinal. Asi con la notacidén mids arriba definida, tendremos:

IKEi| = m.3 lKn' =k

i
1.1.2, Definicidn de solucidn de P.

Definicién 1.1.2.1.- Diremos que S es una solucidén de P, si

S es una aplicacidn:
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donde

k
A=((pl,...,pk)GRk/ T p, =1, 0<p. <1

1

i=1,...,k}

Hemos elegido esta caracterizacidn de la solucidn al problema P,
debido al mayor poder descriptivo que tiene frente a otras carac

terizaciones, en efecto:

Las 3 caracterizaciones que podemos dar a una solucidn de

P, vienen dadas por:

- Solucidn de tipo 1: .

Tiene sentido cuando T se puede descomponer en:

1=1, V1, / N 1,=6; I, 46, 1I,+9¢

Los conjuntos Il e I2 designan respectivamente al conjun
to de individuos o items etiquetados y no etiquetados respectiva-

mente y

¥i 6 I, conocemos el valor de Ej en i,Ej(i), ¥ij=l,...,p y el

valor de n en i, n(i)

¥i 6 I2 conocemos el valor de Ej en i, Ej(i), ¥j=1,...,p

y desconocemos el valor de n en i, n(i).

Definicidn 1.1.2.2.- Toda aplicacién S1 : 12 — Kn es una so

lucién tipo 1.

- Solucidn de tipo 2:

|4
Definicién 1.1.2.3,- Toda aplicacidén S, : 1



una solucidn de tipo 2.

- 8olucidn de tipo 3:

Viene dada en la definicién 1.1.2.1.

Dado que las soluciones de tipo ! no hacen referencia'ex—
plicita en su definicidén a las variables explicativas, en general
estas soluciones no tendran un poder descriptivo grande, si por
este entendeﬁos la capacidad que tiene la solucién a contestar
preguntas sobre el comportamiento de estas variables. Este tipo
de caracterizacidn serd vdlido cuando solo nos interese el aspec

to decisional del problema.

Las soluciones de tipo 2, responden al aspecto decisional
del problema y mejoran el aspecto descriptivo frente a la solu-
cidn de tipo 1, dado que 52 se genera a partir del conjunto E.
Asil toda solucidn de tipo 2 puede contemplarse como una solucidn
de tipo 1 y ademds provoca en HKEi una'partici6n en k conjun
tos que nos describen los subconjuntos de valores de variables

explicativas que favorecen una determinada clase.

La solucidn que hemos elegido corresponde a las soluciones
~de tercer tipo, estas mejoran el aspecto descriptivo de las de tipo
dos pues las particiones a las que dan lugar hacen referencia al
grado de favorabilidad de las clases y no solamente ven si son o

no favorables a una determinada clase.



1.2. Admisibilidad de la solucidn

1.2.). Funcidn de semejanza S asociada a P.

Supondremos que la informacidén que 1 proporciona a la
hora de explicar las relaciones existentes entre E y n viene
representada a través de una funcidn de semejanza, S, entre los

conjuntos partes de Il’ P(II) y Kn.

Definicién 1.2.1.1.- Una funcidén de semejanza S asociada al

problema P es una aplicacidn
o+
S : P(1;) x kn — RV {0}
que cumple con las siguientes propiedades:

P.1:
si { £ 6 kn y 11 ¢ I, /S(1',£) = 0 entonces

S(1",e) =0 vi"c 1!

¥£ 6 Kn .S(Il,l) >0

El suponer que a todo problema P podemos asociarle una
funcidn S, no supone una restriccidn fuerte desde el punto de
vista prdctico pues es bastante'natu;al pensar que podemos dar
una medida de asociacidn entre un conjunto de items etiquetados
y una determinada clase, dado que una forma de generar estas fun

ciones es mediante funciones de asociacidn entre item y clase.

Sea

v 1, x kn ——— R U {0} [1.2.1]



cumpliendo: V£ € Kn 3 ie I / $(i,e) > 0.

Pp(i,£) representa el grado de asociacidén 8 semejanza en-
tre el item i y la clase £, en general la funcidn ¢ vendrd

definida por:

P(i,g) = 0 si n(i) 4 ¢

[1.2.2]

PCi, L) =1 si (i) = £

es decir, la funcidn ¢ serd la funcién de pertenencia del indi
viduo a la clase. Esta funcidn representa una forma bastante na-
tural de medir estas asociaciones en la mayoria de los problemas,
donde sobre los elementos de Il’ items etiquetados, sabemos con

seguridad su pertenencia a alguna de las clases.

No siempre la informacién que disponemos sobre los indivi-
duos etiquetados, serid tan precisa como la mds arriba sefialadsa,
pudiendo pensarse en una funcidn ¢ que mida 1la difusidad o am
biguedad de la pertenencia de un individuo a una determinada cla
se. Estas situaciones se dan generalmente cuando a la informacidn
proporcionada por I, afiadimos la informacién proporcionada por
un conjunto de items, inicialmente no controlados, a los que se
les ha aplicado un clasificador de tipo 3 y se desea utilizar es

ta informacidn a la hora de genera la solucidn.

A partir de una funcidn 1 definida como en [1.2.1] po-
demos genera una funcidn de pertenencia S asociada a2 ¢ de 1la

siguiente forma:

Sp(1'e) = § w0 [1.2.3]



cuando ¢ viene definido por [1.2.2]; s, (1',2) =

]
= |{i 6 1 / n(i) = £}} .

S, cumple con las propiedades de la definicién 1.2.1.1.

P.1.
Vi'e 1"C 1, = SW(I'.K) < Sw(l".t) < Sw(Il,U
¥£ € Kn, en efecto:
S, = T v, = I v+ ] V(i e >
iGIl iel' iGIl—I'
> T bG8 = S,(rt,e) = I w0+
iel' ie1"
+ 1 e, > s,any

ier'-1"

Es consecuencia del hecho de cumplirse la propiedad exigi

da a la funcidn V¢.

Centraremos la biisqueda de la solucidn al problema P, su-
puesto que tenemos definida una funcidn de semejanza S8 asociada

a P. A este par lo designaremos por (P,S).

1.2.2. Coherencia en (P,S).

Entre todas las posibles soluciones que cumplen con la
definicién 1.1.2.1. vamos a limitarnos a aquellas soluciones de
P que sean coherentes con la informacidn que tenemos y que vie

ne definida por la funcidon S.

Toda S que cumple con la definicién 1.1.2.1, provoca en

HKEi una particidn que designaremos por (DI’DZ""‘Dr) defini



da por:

P
M R, / S(ij,...,i) = cte} [1.2.4]

D, = {(il,...,ip) 6 X

y que denominaremos segmento,
Si VDC_IIKEi designamos por il(D) a:
I, ={i61, /E...£ (i) €D} [1.2.5]
y por p, a:
Pp = S(is..epi )y (dy)...1) €D [1.2.6]

luego ¥D C HKEi / fl(D) 4 @ podemos definir una medida de aso
ciacidn con la clase L a través de la funcidn S de la siguien

te forma:

Definicidn 1.2.2.1.- ¥S asociada a P que cumple con la defini-

cién 1.2.1.1, definimos:

: PUIKE,) x Kn R U 1o}

s
ag(D,£) = S(I,(»),8) ¥p / I, (D) ¢ ¢
aS(D,L) no estd definida para los D t.q. il(D) = ¢

La coherencia de una solucidén de P del tipo 3 con la
funcién S 1la haremos a través de la funcidn ag de la siguien

te forma:

Definicién 1.2,2.2.- Sea S una solucidénde P que cumple con

la definicidén 1.1.2.1. Sea (DI’DZ""’Dr) su particidn asocig

da.



Diremos que S es coherente con S si se cumple:

ag(n,,8) < ag(d,,m) <= (PDi)li (Pp ) Lam=l,... K [1.2.7]

Cuando:

I,(,) # ¢, i=l,...,r [1.2.8]

donde por (PD )£ designamos la f-&sima componente del vector PD .
i i
A partir de la definicién 1.2.2.2 puede pensarse en varias

formas de generar S a través de S de forma que las soluciones sean

coherentes con S, 1la mids inmediata es:

Dado que toda solucién S que cumple con la definicidn
1.1.2.1 estid caracterizada por una particién de HKEi, (DI’DZ""’Dr);
a la hora de definir uma solucidén de P, 1lo haremos a través de su par

ticidn asociada.

Designamos por 5 1la solucién de P que vamos a generar a

través de S si (D

[1.2.8].

1""’Dr) es su particidn asociada cumpliendo con

vi, i=1,...,r, construimos el comjunto AD, = {aq(Di,l),..

...,aS(Di,k)}.

Sea r(al(Di,l)) el rango del elemento AS(Di,l) en el con

junto ADi.

k
Sea r, = ) r(as(Di,l))
i £=1
y la solucidén S queda definida por:
r(ag(p.,£))
S*Ui?
(l’D ):E = Y [1.2.9]

i AD.
i

»
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Es trivial comprobar que la S asi definida cumple con

[1.2.7].

Designamos por C(P,S) al conjunto de soluciones de P cum

pliendo con la definicidn 1.1.2.1 y que sean coherente con S.

1.2.3. Soluciones admisibles.

Entre todas las soluciones de C(P,S), nos interesa caracte
rizar aquellas soluciones que ademds de wantener el orden que la fun-
cidn ag proporcionaba a los pares (Di,L) conserve tambi&n la dis-
tancia en esa ordenacidn. Entenderemos que una solucidn es admisible

cuando conserve dichas distancias; definiendo:

Definicidn 1.2.3.1.~ ¥S 6 C(P,S) S es admisible cuando:

((PD )1'(PD )2,.-- (PD_)k) es proporcional a
i i i

(BS(Di’l)""’BS(Di’k)) vi=1l,...,r

Donde (Dl""'Dt) es la particidn asociada a S.

Al conjunto de soluciones admisibles lo designamos por

A(p,S).

1.2.3.1. Propiedades de A(P,S).

P.1. ¥5 6 A(P,S), S viene definida por las relaciones:

) - aS(Di’D =1
Dyt g .. 0) vt [1.2.10]
ARE L=1,...,k
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donde (Dl""’Dr) es la particidn asociada a S.
Es consecuencia inmediata de la definicidn

P.2. A(P,S) + @.

Demostracidn: Consideramos la solucién de P cuya particidén asocia
da contiene un {inico elemento, HKEi. Esta solucidn es admisible para
(P,S) ¥S cumpliendo con la definicién 1.2.1.1.

En efecto:

i‘l(_n KE,) =1, # ¢
i=1

S(Il.ﬂ) > 0 ¥ 6 Kn por la P.2 de la definicidén 1.2.1.1.
k

luego Z a (HKEi,ﬁ) > 0 pudiendose aplicar [1.2.10].
£=1

1.2.4. Soluciones g-admisibles.
1.2.4.1, Funcidn peso.

Definicifén 1.2.4.1.~ Diremos que f es una funcién de peso si f es

una funcidn:

£: P(IKE,) RV U (0}
cumpliendo con las propiedades:
P.1 ¥D,,p, C NRE, si |I,(D)| < |I,(D,)| entonces

£(0) < (Dy)
P.2 f(MKE,) < =
P.3 f(D) = 0 o= il(n) = ¢

P.4 vp,,p, C NKE, / D} D, = ¢ = f(Dlu D,) = £(D;) + £(D,»



- 12 -

Entre estas funciones f podemos considerar como mds corrientes:

£, = |T,(m] [1.2.11]
[T, (]

£,(0) = BEE [1.2.12]

£,(0) = k[T, (®]; K e&=r [1.2.13]

La introduccidn de la funcidn de peso en P(HKEi), nos va a
servir para considevrar la importancia de los segmentos que definen las
soluciones como factores a tener en cuenta a la hora de encontrar 1la
solucidén Sptima. Asi introducimos el concepto de solucidn g-admisible
como aquella solucidn adm@qible cuyos segmentos tienen peso mayor o

igual a una cierta cota. Asi definimos:

Definicién 1.2.4.2.- E1l conjunto de funciones g-admisibles lo designa-

mos por Ag(P,S) y viene definido por:

Ag(P,S) = {s 6 A(P,S) / f(Di) > 8, (Dl""’Dr) es la particidn

asociada a S} donde g € rY

A partir de la definicidn 1.2.4.2. se deducen las siguientes propieda

des:

Pl Ay (B C A (2.9 vg, < &,
P.2  A_(P,S) = A(P,S)

P.3 A(P,S) =@  ¥g > £(IKE)
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1.3. Sobre la solucidn Sptima

Una vez delimitado el conjunto dg posibles soluciones al proble
ma de discriminacidn (P,S), se trata de encontrar entre todas las po-
sibles aquellas solucidén que sea 1la mejoé. El concepto de mejor solu-
cién 3 solucidn Sptima dependerd del criterio que fijemos para decidir
cuando una solucidn es mejor que otra. En definitiva se tratari de do-
tar de una relacidn de orden al conjunto Ag(P,S) y de encontrar el
medio de llegar al maximo. Entre todas las posibles formas de dotar de
una relacidn de orden a Ag(P,S) nos cefiiremos a considerar aquellas
que vienen definidas mediante funciones de Ag(P,S) en R y valernos
de la relacidn de orden definida en R. Estas funciones las denomina-

remos funciones bondad.

Definicidn 1.3.1.~- Toda aplicacién .

.

B : Ag(P,S) ————3 R
es una funcidn bondad para (P,S).

La funcién B provoca en Ag(P,S) una relacidén de orden defi

nida por:
VSl,S2 [ Ag(P,S), Sl es preferido o indiferente a S2 si

B(S,) > B(S,).

Definicién 1.3.2.- Diremos que S* € AB(P,S) es B-6ptima para (P,S)
si
B(S*) = Max B(S)

S 6 Ag(P,S)
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Otro elemento que nos servird para caracterizar a la solucidn
dptima, serd el cardinal de la particidn asociada a esta, y que denomi

naremos tamaio,

Definicidén 1.3.3.- ¥s ¢ Ag(P,S) / (Dl""’nr) es su particidn asocia-
da, definimos tamaiio de S, T(S):
T(S) = |{Dl,...,Dr}| = r

El tamafio de una solucidn nos servird para elegir entre las so
luciones con la misma bondad aquella que tenga menor tamafio. El tama-
fio y 1a bondad de la solucifn constituyen lo que denominaremos Parsimo

nia de una solucidn.

Definicidn 1.3.4.- ¥S 6 Ag(P,S), definimos parsimonia de S, M(S)

M(S) = (B(S),t(8))

Identificaremos mejor solucidn o solucién Sptima como la solu-

cidén mas parsimoniosa.

Varios son los caminos que utilizaremos para encontrar dicha so
lucidén, entre estos consideramos:
1) Encontrar el conjunto de soluciones B-3ptimas y para este

conjunto la solucidn con tamafio minimo.

2) Fijar un tamafio mdximo y encontrar lags B-Sptimas para dicho
tamafio.
3) Definir una funcidn real de la parsimonia y encontrar la so

lucidn que maximice dicha funcidn.

Al desarrollo del primer punto y a la seleccidn de distin

tas funciones B dedicaremos el resto de la memoria.
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1.4, Funciones Bondad Bl.

A la hora de establecer criterios que nos generen funciones bon
dad, uno de los mis naturales estd basado en el siguiente principio:
"cuanto mis informacién tengamos sobre las variables explicativas
mediante S, mejor serd la capacidad predictiva de S y por tanto la
bondad de S". Este principio 1o traducimos en términos de funciones
bondad, a través de la siguiente relaccidn de orden definida en

Ag(P,S).

Definicidn l.4.1.- Para todo S118, 6 Ag(P,S), diremos que 32 es

preferido o indiferente a Sy» 8y £ $,, cuando la particidén asociada
a s, se deduce de la particidn asociada a 5§, wuniendo dos o mis ele

mentos de 1la sz.

Esta relacidn de orden es un orden parcial en Ag(P,S).

Bajo este criterio el problema de encontrar la solucidn &ptima
estaria resuelto siempre que exista el elemento miximo de (Ag(P,S),é).
La siguiente propiedad, de demostracién inmediata a partir de la defi-

nicién 1.4.1 nos ilustra este aspecto:

Propiedad 1.4.1.~ Si la particién ({il,...,ip}; (il,...,ip) [+ HKEi)

define una solucidn de Ag(P,S) entonces dicha solucidn es maximo de

(Ag(P,S),é ) y por tanto define la solucidn Sptima.

En general dicha solucidn no existird en el conjunto AS(P,S)
y por tanto el problema de localizacién del Sptimo se tendrd que formu
lar en los términos del apartado 1.3, teniendo que definir funciones

bondad que sean compatibles con el orden, %, definido en Ag(P,S).



- 16 -

L ]

En caso que exista la solucifn Sptima obtenida directamen
te a partir de €%, no siempre esta serid la més parsimoniosa pues pue-
de que su tamafio, que en este caso ccoincidirfa con IHKEi[ fuese dema
siado grande, interesandonos atacar el problema de obtencién del Gpti-

. ~ P . 2
mo, fijando un tamafio md@ximo a las soluciones. En este caso también

aparece necesaria la introduccidn de la funcidn bondad que sea compati

ble con £ .

V4

A las funciones bondad que sean compatibles con £ las denomi-~

naremos funciones Bl.

Definicidn 1.4.2,.- Toda funcién bondad, B, que cumple con la defini-

cién 1.3.1 es Bl cuando se cumple:

VSI,S2 6 Ag(P,S) / Sl £ S2 == B(Sl) < B(Sz)

A partir de la definicidn 1.4.2 es inmediata la siguiente propie

dad:

Propiedad 1.4.2.- Si existe el mdximo de (Ag(P,S),é), este coincide

con la B-8ptima para cualquier B que sea Bl.

1.4.1. Caracterizacidn de las funciones Bl
Centraremos nuestra atencidn en aquellas situaciones (P,S)
donde 8 viene definida comwo en [}.2.3] generada a partir de una fup

cién @.

1.4.1.1. Conjunto Mr’ M.
Designaremos por Mr el conjunto de las matrices en
R+-\) {0} de dimensidn r x k tales que no tengan filas ni columnas

nulas, -
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ke, |
Sea M = \j Mr'
r=1

¥S 6 Ag(P,S) le asociamos un elemento de M a través de la co

rrespondiencia ¢ definida por:

Definicidén 1.4.1.1.- ¢ Ag(P,S) —_— M

¢(s) = M_ 6 Mt / T es el tamaiio de S
y M viene definida por:

Sea (Dl""’Dr) la particidn asociada a S, el elemento

(i,j) de Ms viene definido por:

4

mij = aS(Di,J); i=l,...,r

h.s.1]

i=l,...,k
La definicidn de la correspondencia ¢ nos va a permitir carac

terizar las funciones bondad Bl a partir de funciones definida en M.

La relacidén de orden £ definida en AB(P'S)’ se traduce en

M de la siguiente forma:

VSI,S2 (] AgYP,S) / S1 é S2 se cumple que s, se deduce de s,
uniendo elementos de la particidén asociada a S2 para formar la parti
cifn asociada a Sy debido a [1.6.1], ¢(Si) se deduce de ¢(SZ)

sumando las filas de ¢(Sz) correspondientes a los elementos que se

unen de la particidn de SZ' para formar las filas de la matriz ¢(SIL

1.4.1.2. Operadores X y X'

En Mr definimos los siguientes operadores
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Definicién 1.4.1,2.- ¥¢ < r, xiiiz"'il : Mr — ”:-(L—l)
M Xy i, ...4 M
172
Donde Xi i M se deduce de M, eliminando las filas
IEEREY)
il"'it y sustituyendolas por su suma, y dejandola como fila
r-(fL-1)-ésima.
El operador X, ge designaréd por X cuando
11'.'i£
no haya necesidad de hacer referencia explicita a los indices
il"'ll'
Asociado al operador X , definimos el operador X:
il"'it i
Definicidn 1.4.1.3.- vxil"‘lz definido de Mr en Mr—(L—l) defi-

nimos el operador:

X, . M —— M

il"'ll r L
M ———— X, .M
Y /
donde X; . M estdi formada por la matriz cuyas filas son las

il""iL de M.

Andlogamente a X, designaremos por X', el operador
L
X .
il...lz

dices que lo definen.

cuando no sea necesario hacer referencia explicita a los {

Un caso particular importante de estos operadores y que desig

remos por U viene definido por:
vr < |NKE,|; UM — M

El @inico operador posible que se aplica en Ml es el X, ,

2 ... r [1.4.2]

luego ¥r < IHKEiI; v =X,
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Son inmediatas las siguientes propiedades

P.} VM 6 M U'M = M
[1.4.3]

P.2 ¥5,,5, € AB(P,S); Ud(s,) = Ud(s,) = ¢({er;i})

De las definiciones 1.4.1, 1.4.1.1, 1.4.1.2 es inmediato el si

guiente resultado:

¥s,,5, 6 Ag(P,S) / 5, £ s, 3 una sucesidn de operadores
xhoox™ ege eesp = xPafc g,y Lo {1.4.4]

1.4.1.3. Conjunto W

Definimos en M el conjunto de funciones @ definido por

Definicidn 1.4.1.4.- W = {w : M —— R+\J {O}} que cumplen las propie

dades P .P,P }

3
P.1 W{XM) < W(M) M 6 M f
P.2 VM 6 M / 8i X'M tiene todas sus filas proporcionales

entonces W(XM) = w(M)

P.3 le,Hz e M/ M1 es igual a M2 salvo una reordenacidn

de filas, entonces "(MI) = W(Mz).

Teorema l.4.1.1.~- La condicidn necesaria y suficiente para que exista

B de tipo Bl es la existencia de W 6 W.

Demostracidn: Es condicidn necesaria:

Sea B funcidén bondad Bl, es ficil comprobar que: »
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vM 6 MJ(P,S) t.q. 35 6 Ag(P,S)/$(5) = M
entonces, definimos W:

w(M) = B(s)
y la W asi definida es de W.

En efecto veamos que cumple con las propiedades:

P.1 YM 6 M y VX, operador como el definido en 1.4.1.2 ge
si S es t.q. ¢(S) = M entonces 3 Sl/S1 £ 8 y

$(5;) = XM, 1luego W(M) = B(S) > B(S;) = W(XM)

P.2 VM 6 M si.3 X / X'M tiene todas sus filas proporciona-
les, s8i S es t.q. $(S) = M, entonces ¢(5) = xM, por

definicidn 1.4.1.1 y [1.2.10] y [1.2.4].

Luego W(M) = B(s) = W(xM)

P.3 Es evidente a partir de la definicifn de W.
Es condicifn suficiente:

Sea (P,S), y consideremos S € Ag(P,S)

Si ] W6 W JB 4a¢ tipo Bl para AS(P,S)-

¥S 8 AS(P'S)' definimos B(s) = W(d(s))

La B asi definida cumple con ser de Bl.
En efecto, por [1.4.4]

(h 1

vs),5, / 5,4 s, F x o x™ el 4(8,) = x (..

h
e (X d)(sz)...)

Por ser W 6 0 gse tiene:
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B(sp) = wiocs) = wxP @ axMecs,ny Lo <

w(x(2 .o (x(h

A

0(s,0) .o < ..o < wxMecs, <

|A

W($(S,)) = B(s,).

El resultado anterior, nos serd de gran utilidad a la hora de

caracterizar las funciones Bl; bastard con caracterizar el conjunto de

funciones W.

1.4.1.4. Variabilidad interna de una matriz.
Sea W 6 W, definimos la variaﬁilidad interna de M 6 M, vy
la designamos por V(M) a la funcidn:

vV:M ——nRr
V(M) = W(M) - W(UM)

donde U es el operador definido en [1.4.2].

Es inmediata la siguiente ©propiedad:
P.1 V(M) > 0 ¥M 6 M

Esta definicién de la funcidén, V, va a representar la variabili
dad interna de la matriz M, y en términos de la solucién nos va a re
presentar el ‘aumento experimentado en la bondad de una solucidn, res-
pecto de la bondad de la solucién trivial, que viene definida por’
{HKEi}, esto es la solucidn que tendriamos para (P,S) sin utilizar

l1a informacidn de la variables explicativas.

Nos centraremos en aquellas funciones W de W cuya V asocia

da cumpla con la siguiente ecuacidn: tH)
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¥YM 6 M, ¥ operador X.
V(M) = V(XM) + V(X'M) [1.4.5)

La justificacidn de esta restriccidn impuesta a , reside en
el significado de la anterior igualdad. Esta nos dice que la variabi-
lidad interna de una solucidn se puede descomponer em la variabilidad
de 1a solucidn obtenida de la unidn de dos o mis segmentos de la prime

ra mids la variabilidad interna de dichos segmentos.

Designaremos por W* el subconjunto de [ cuyos elementos tie

nen asociados funciones V que cumplen con [}.4.5].
Se cumple el siguiente resultado:

Lema 1.4.1.1.- ¥W 6 W, vM ¢ M, ¥ operador X [1.4.6].

W e W <==> W(M) = W(XM) + W(X'M) - W(U(X'M)).

Demostracifn.- W 6 W* <= V(M) = W(M) - W(UM) = V(XM) + V(X'M),
¥M 6 M, ¥V operador X <=> W(M) = W(XM) - W(U(XM)) + W(X'M) -

- W(U(X'M)) + W(UM) <«=s W(M) = W(XM) + W(X'M) - W(U(X'M) +

+ (W(UM) - WCU(XM))) <= W(M) = W(XM) + W(X'M) - W(U(X'H)) por

[1.4.3], ¥M 6 M, operador X.

El resultado del lema anterior nos va a permitir caracterizar

las funciones de W* en funcidn de los valores que tomen Ml y M2.

En efecto:

Lema 1.4.1.2.- %W 6 W*, W queda definida conociendo sus valores en

Ml y Mz.
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Demostracidn.- Supongamos que W definida en M que cumplen con 1las
propiedades que caracterizan W*, veamos que ¥M 6 Mr W(M) aparece
en funcién de elementos de Ml y MZ'

1) Para r = 3, M 6 M3

. _ '
Construimos: M, = XlZM 6 MZ’ X oM € Mz

L]

y se cumple: W(M) W(x,,M) + W(xizﬂ) - W(U(Xizﬁ))

W(MP) o+ (XM - W(U(xg,H)) .

2) Supuesto que se cumple para r = £ 1lo veremos para £+1
Sea M 6 M£+1

entonces:

XM 6 Mt

XM 6 M,

Luego estan definidas W(xlzﬂ), W(xiZM), W(M(XizM)) en funcidn
de elementos de Ml y "2'
Y se cumple:
WO = WK M)+ WO, - WU K] M)

De 1) y 2) podemos deducir que W(M) puede ponerse en funcidn de ele-

mentos de Ml y M2.

El resultado del lema anterior, lo hemos utilizado para pregun
tarnos, i{cuiles son las condiciones que tendrid que cumplir umna funcidn

definida en Ml LIMZ para que pueda genetar una funcidén W de W*?7,

La contestacifén a esta pregunta la damos en el lema 1.4.1.3, »

donde la caracterizacidn de W* se hace a través de funciones aditi-
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vas, sugeridas a la vista de los resultado del lema 1.4.1.2.

Lema 1.4.1.3.- Sea V = {v: R'¥ -{0} — RY U {0}/ v(xty) < v(x) +v(y)}
v(ix) = Av(x) VA 6 s

Entonces 3 una aplicacidn Y:

Y : V—— W*

Demostracidn.- ¥v €6 V definimos vy(v) = W donde:
¥M 6 M ; W) = v(M)

YM © Mr’ designamos por WMy, ..., las r filas de M y defini-
mos:

V(M) = v(m)) + v(m,) +...+ v(m) (1.4.7]

La W asi definida es de W%, dado que cumple con las propie-

dades de W*, como vemos a continuacidn:

P.3 Si Ml’"z € M son iguales salvo una reordenacidn de sus fi

las. Entonces W(Ml) = W(HZ), es inmediato debido a D.&.ﬂ.

P.1 W(XM) < W(M) ¥ M6 M, ¥ operador X.
Serd guficiente con demostrarlos para X9

r
W(XIZM) = v(ml+m2) + v(m3) +...+ v(mt) < 121 v(mi) = W(M)

P.2 ¥M 6 M si 3 un operador X / X'M tiene sus filas pro-

porcionadas, W(XM) = W(M)

Supongamos sin pérdida de generalidad que M 6 Mr y las £

primeras filas son todas proporcionales, entonces J ApsAysaendy 6 gt

2,
t.q. m o= Am  visl,...,L.
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W(Xyq g = v(m1+...+m£)+v(m£+l) oot v(m)

L
= v( L Am o+ ovimp ) 4.4 v(m_)
i=1

= v(m.ZXi) + v(m£+l) +...+ v(mr) =
r
= EAiV(m) + v(m£+l) tooot vim ) = izl v(mi) = W(M)
Luego la W definida por [1.4.73 es de W, veamos que cumple

con la ecuacién [1.6.6)

¥yM €6 M, ¥ operador X de M, que supondremos X,

11-..i£
ME M. ] i,
W(X. . M) = v(im.) + v ( m,)
11...1£ izl i jzil i
igli,...,ip)
ig
Ww(x! . M) = vim,)
11-..12 J.Zil J
ie
W(U(X; L M)) = v ( m,)
11. 'll Jzi ]
, 1
y se cumple:
r 1
wm) = 1 ov(m) =} vim) + b v(m) =
i=1 i=1 j=1i, J
it{il...iz}
. ip ig ip
= 1 vim) +v(] m) -v(l m)+ b vm)
i=1 j=i, 3 j=i, 3 j=i J
ie{i ip) 1 1 !
procce £
= w(xil...ign) - w(M(xil...iLM)) + “(Xil...iz")

Luego . ¢(v) € W%,

Lema 1.4.1.4.- E1 conjunto Y(V)C W* queda caracterizado por el con
)
junto € donde C = {C : & —— R+\) {0}, coanvexas}.
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Demogtracidn.- Demostraremos que existe una correspondencia biunivoca

I, entre C y V

1)yveecC 3 vev/r( =v.

k
¥x € (R+) , sea x = (xl,...,xk)

Definimos:
r(c)(x) = c(ff—) . Ixg
i

r{(c) 6 ¢, en efecto:

Vx,y € (R+)k

T(E) (xty) = C(Eh=) (Tx+iy) =

Ix o x, Iy |y,
Ix+Ly Ix Ix+Iy Iy’ —

= (Ix+Iy) C(
X Yy . '
< Ix C(E)) + Iy C(5p) = T(O(x) + T(C)(y)
2 wev,Fcec/r il -c
¥x 6 A definimos:
-1
r "(v)(x) = v(x)
P-l(v) € C, en efecto:
VA 6 [O,f], Vx,y 6 A se tiene:
"l Ox+(1-0y) = vOx + (1-2)y) <
< v(Ax) + v((I-2)y) = av(x) + (1-2)v(y)
Con este resultado hemos comseguido caracterizar un subconjunto

de W* a través de las funciones convexas en A y nos permite enunciar

el giguiente teorema
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Teorema 1.4.1.1.- Para toda situacidén (P,8) t.q. S venga definida

por [1.2.j], una condicidén suficiente para la existencia de una funcién

bondad de tipo Bl es la existencia de una funcidn convexa en A, C t.q.

r k -
B(S) = B((D,...,D.)) = ] ('zl ag(p;,i)).clpy ) [1.4.8]
3= i

i=1

Demostracidn.- Inmediata a partir de los lemas 1.4.1.3 y 1.4.1.4.

1.5. Dos casos particulares de funcidn Bl.

1.5.1. Funcidén Bondad basada en la Entropia.
Si consideramos la funcidn entropia, H, definida en A

log p.

K
H(p) = - ] p. P

.
es cbncava en A.

Tomamos como funcidn bondad aquella definida en El.h.g] siendo
1a funcidén C:
C(p) = 1log k - H(p), ¥p € A

que es funcidn convexa en A, 1luego
vS € Ag(P,S) /'s = (Dy,...,D)

r k
B(s) = § (] ag(p;,j)).(log k - H(P, ))
i=1 j=1 i

es una funcidén bondad Bl.

Se tiene:

T k r
B(s) = ( (D.,.)).(log k + ( ). 1log( )))
s i£1 jzl ag (D, j 8 jgl pDi j og Ppi j

El maximo valor, M que puede tomar esta funcidn es:

r k "
M = log k J I ag(p., i)
izl j=1
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y por [l.2;§]
k k
M= log K. ] ag(NMKE,,j) = log k . [ S(I,.j) [1:5.1]
j=1 j=1
Egste valor es alcanzado para aquellas situaciones (P,S) tales

que existe un S 6 AS(P,S), s = (Dl....,Dr)/r <k vy PDi es un vér-

tice del simplex A.

Este resultado no es soprendente pues era de esperar que la so-
lucién Sptima tienda a dirigir los valores de sus segmentos asociados

en los puntos de minima ambigliedad, esto es, los vértices del simplex.
El minimo valor, m, que puede tomar esta funcidén es m = 0.

Este valor se alcanza en aquellas situaciones (P,S) tales que

. 1
existe un S 6 A (2,S), 5= (D),...,D)/r =1 y Pp = G .o P

Estag situaciones corresponden a aquellasg en que la funcidn de

semejanza cumple:
S(I,,1) = 8(1,,2) =...= S(I,,k) [1.5.2]

Y la solucidn que da este valor para dicha situacidn es la par

ticidn constituida por un solo elemento, MKRE, .

Este resultado, tiene tambi&n una interpretacidn muy intuitiva,
pues establece que la sgituacion peor o con mencs informacidn inicial
en ausencia de la informacidn proporcionada p;r las variables explicati
vas, es la definida por [1.5.{], o que da la misma importancia a cada

uno de los grupes; y que equivale a que el valor de esta solucidn en A

sea el centro del simplex.
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1.5.2. Funcidn bondad basada en el maximo.
Si consideramos la funcidén mdximo en A definida por:

c(p) = max »p

4 VPGA y P=(P1v---;Pk)
1<3<k

h]
Es trivial que € 6 V, 1luego la funcién bondad definida por:

vs 6 Ag(P:s) / S = (Dls-'-:Dr)
be k
B(S) = [ (] ac(D,,3)).C(Py ) es de tipo Bl.
. . S Ui D.
i=1 j=1 1
El miximo valor que toma C, es, andlogamente a la funcién basa

da en la entropia,en los vértices del simplex A. Siendo el méximo va

lor M que toma B:

r k k
M= ] ] ag(p;35) = ) S(I,i) (1.5.3]
i=1 j=1 =1

Que corresponde al mismo tipo de interpretacidn dada para la fun

cién definida en 1.5.1.
El minimo, m, que toma esta funcidn, viene dado por:

1 k
m = E .Zl S(Il)j) [1‘5‘4]
j=

Que corresponde, andlogamente a la funcidn basada en la entro-

pia, a aquellas situaciones donde se cumple [1.5.2].

1.6. Conclusiones

En este apartado vamos a exponer alguna de las ventajas que la
solucibén dada al problema de discriminacidn, tal y como la hemos plan
teado, basada en la optimalidad de las funciones bondad Bl, presenta,
respecto de las soluciones dadas por la estadistica clisica cuando su-

ponemos que los datos corresponden a observaciones de las variables a

»
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través de una muestra aleatoria simple.

Congideremos la situacidn (P,S) donde S venga definido por

medio de [1.2.3] a través de una funcidn ¢ definida en [1.2.2].
Se tendri:
vi'o o1, S(1',8) = ] (i) = [{i 6 I'/n(i) = L£}]
N N
ieJ
La solucidn, S, (DI’DZ""’Dr) viene definida por [1.2.1@]

G e 3, /8,...,.(3) € D, n(i) = L}]
6 s Jllgl...gp(j) € o

(p =
p)¢

iuego PDi representa la distribucidn de la variable n condicionada

al segmento Di’ estimado a partir del conjunto de elementos observa-

dos Il‘

La solucifn bayesiana, en nuestro esquema vendrd dada por:
P{il"‘ip} si {j 6 H/E‘.;..,EP(J) = il,...,ip} + 0
S(il""’ip)

G..on D si Qe Ly /Epsee b (3) = dppeeni ) = 8

y su clagificador asociado, C,

Cs(i)-jol si Max (S(El""’gp(i))i = (S(El"'gp(i))i ; 16 I-Il

J o
La desventaja que tiene esta solucidén es la existencia de va-
lores de nxgi en donde no se han observado individuos. En este caso
dicha solucidn no entraria dentro del conjunto de soluciones coheren-
tes al problema (P,S) y por tanto, evitariamos en nuestro esquema el
inconveniente que tiene la solucidn Bayesiana, E1 Gptimo vendria dado

en este caso por aquella particidn entre las admisibles que maximiza

-
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r
B(S) = izl lIl(Di)lC(PDi) = |1, E(C(Pp )) [1.6.1]

es decir las funciones bondad en este caso vienen dadas como la esperan

za matemitica de C(Pp.) respecto de la distribucidn marginal de la
i

particidn (Dl""‘Dr) multiplicada por el cardinal del conjunto de in

dividuos etiquetados.

Cuando en todos los estados se han observado individuos, si

cemos

min Iil({il,...,ip})l
(11...136HKEi

Entonces la "solucidn bayes" coincide con la Sptima en Bl y

ciden con {(il,...,ip}, (il,...,ip) 6 eri} e Ag(P,S).

Otra ventaja que presenta la solucidn propuesta frente a la
sica es que g puede fijarse a priori; y por tanto podemos buscar

6ptima entre las significativas.

ha-

coin

cla-

la



22

CAPITULO 11X
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2.1. capacidad descriptiva de las goluciones

La definicidn 1.1.2.1 de solucidn al problema de discrimina-
cidn P quedaba justificada frente a otras posibles caracterizacio-
nes de la solucién debido a su poder descriptive. Nos interesa estu-
diar como podemos explicitar esta capacidad descriptiva del tipo de
gsoluciones que manejamos. Para ello introducimos los conceptos de hi

potesis y de segmento compatible con una hipdtesis.

A partir de estos elementos podremos contestar a preguntas a
la solucidn acerca de su comportamiento respecto de determinadas hipd

tesis sobre los valores de n.

Definicidn 2.1.1.- Diremos que H es una hipdtesis de P cuando

HC A,

Definicidén 2.1.2.- Sea S 6 Ag(P,S) y D un segmento de S, dire-

mos que D es compatible con la hipStesis H de P cuando pp € H.

Estas dos definiciones nos permitirdin establecer aquellos sub-
conjuntos de HKEi que favorecen determinadas hipdtesis sobre los va
lores de la variable grupo. Asi podemos estar interesados en compro-
bar si una solucidn define algiin estado de n, dicha pregunta a la

solucidn S 1la podemos formular en los siguientes t&rminos:

Dada S 6 Ag(P,S), texiste algiin segmento D de S que sea

compatible con la hipdtesis H, = ((0,0,...,1(i,0,...,0)} < A?.
i

Definicidn 2.1.3.~ Sea S € AS(P,S), diremos que D C HKEi, define

el estado j de N cuando D es un subconjunto de un segmento com
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patible con Hj =

Diremos que S 6 Ag(P,S),

algilin segmento de S

Sean S

Teorema 2.1.1. 1

»5,

estado j de n entonces S

Demostracidn.~ Sea D,

n <= sll({o,...,l(j,o,...,o})

<=> ¥D'C D, sS(p',g) = 0 =>

_mento de S y Slé S entonces

= {0,...,1(1

y Py yeess0} => s,

Este resultado vdlido para

deseable que lo cumplan todas las

define el estado j

6 Ag(P,

2 define el mismo estado

segmento de

{(0....,1(3,0,...,0)}ca.

define el estado j de n cuando

de n.

S), si S, £ S2 y Sl define el

de 1.

S1 que define el estado j de
D = S(D,p) = 0 Vg # j o=
¥S 6 Ag(P,S) si D'¢Cc D es seg-
D' =D = D es segmento de S2
define el estade j de n.
funciones bondad de tipo Bl, serd

funciones bondad que generemos, y

por tanto lo utilizaremos mds adelante como una propiedad a comprobar

a partir de los diferentes criterios de bondad que introduzcamos.

Definicidn 2.1.4.~ Diremos que S € Ag(P,S)/S = (DI’DZ""'Dr)’ defi
ne totalmente el estado j de n si 3 i 6 {1,2,...,t}/
-1 3
/7o, .., 10, 0 = b,y
PDn 6 {(Plspzy-'~7pk) € A y Pj = 0} ¥n # i.
Consecuencias inmediatas de la definicién 2.1.4. son las si-

guientes propiedades:

P.1 Si S 6 Ag(P,S) define totalmente el estado j de n

entonces S define el estado j de n.
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P.2 Si 8, 6 AS(P,S) define totalmente el estado j de n
entonces ¥S, € Ag(P,S) / s, k,sl se cumple que S, define el mismo
estado j de n.

de

Demostracién de P.2.- Por P.1 y el teorema 2.1.1 se tiene que 5, e

fine el estado j de n.

Sea S2 = (DI’DZ""’Dr) y supongamos que Dj es el segmento
que define el estado j de n y ademis Djl egs segmento de Sy se

tiene:
vi 6 {1,2,...,r}; 4i ¢ jl’ 3 un segmento D' de $, ¥
D' D D D'.
¥ jl/ ; C
Si D' es segmento de S, se cumple que aS(D‘,jl) = 0 1lue-

go as(Di,jl) = 0, por tanto Pni (] {(pl,...,pk) €A y Py = 0}

luego §, define totalmente el estado de j de n.

Definicidn 2.1.5.- Diremos que S 6 Ag(P,S) define totalmente n

cuando todos los segmentos de § definen algin estado de 1.

A partir de la definicién 2.1.5. tenemos las siguientes propie
dades:

P.1 Si S € Ag(P,S) define totalmente n entonces T(S) < k
P.2 Si S € AS(P,S) define totalmente a n entonces

¥s'2 S, S* define totalmente a 7.

Luego si existe una solucidn admisible que defina totalmente a

n se tendrd que es la solucidn Sptima para el conjunto de soluciones
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admisibles relacionadas con dicha solucidn a través de la relaccidn

de orden parcial £ .

Estos resultados nos muestran la importancia que tiene el con-
siderar como hipdtesis a estudiar los vértices del ximplex A. Dado
que en general las situaciones a las que nos enfrentamos no admiten
una solucidn que cumpla con la definicién 2.1.5, dirigiremos nuestra

atencidén a hipdtesis menos restrictivas que los vértices.
Introducimos una funcidn de desemejanza d, en el simplex

que nos va a servir para establecer un método que nos permita relajar

la hipdtesis que fijemos sobre A

d: A x A Y U {0}

P.l d(x,y)

]

d(y,x)

[2.1.1]

P.2 d(x,y) 0 &= x =y

En particulér podremos tomar como d, una métrica definida en

A.

Procedimiento para relajar hipdtesis

Consideremos H € A, hipdtesis para (P,S).

Supondremos que H viene definida por un punto de A.

Sea S 6 AS(P,S) representamos por S—I(H) los segmentos de
S compatibles con H. si S_l(H) = @, construimos una hipdtesis
H'D H t.q. sl ¢ 4.

sea nt - {p 6 & /a(p,H) < £}, s r* [2.1.2]

Calculamos:
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£, = min (& : sTtn) £ @) (2.1.3]
Teniendo que HL° es la hipdtesis mds cercana a H de forma
que exista al menos un segmento de § que sea compatible con ella.
Denominaremos por HL° la hipdtesis relajada de H a través de la

solucidén §S.

Fuerza de una hipdtesis

Definicidén 2.1.6.- Sea S 6 Ag(P,S) y H una hipdtesis para (P,S),
denominaremos fuerza de una hipdtesis H a través de § y lo desig-
naremos por FS(H) a la suma de los pesos de los segmentos compati-

bles con ella a través de la solucidn S.

A partir de la definicién 2.1.6 son inmediatas las siguientes

propiedades:

P.1 ¥s ¢ AB(P'S)' la fuerza Fs es una funcidn:

Fg ! P(A) rt J (o}

H————— Fo(B) = £(s™ (M)

P.2 ¥S 6 Ag(P,S)
¥H,,H, € A / 8, ¢ B,
Se cumple que FS(“I) < FS(HZ)

P.3 La condicidn necesaria y suficiente para que una solucidn
S 6 Ag(P.S) tenga alglin segmento compatible con una hipStesis H es

que FS(H) $ 0.
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Ambigiiedad de una Hipdtesis.

Definicidn 2.1.7.- Sea S 6 Ag(P,S), y sea H una hipdtesis de (P,S)

que supondremos que es un punto de A y sea Dj un segmento de S,

definimos ambigiiedad de H por Dj y la designaremos por AD_(H), co
J

mo la desemejanza de Pp, a H
hj

ADj(H) = d(pp 1) [2.1.4]

Aunque la anterior definicidn de ambigliedad de una hipdtesis
por un segmento solo es vidlida para hipdtesis de (P,S) que puedan
expresarse como puntos de A, siempre es posible generalizarla a
cualquier tipo de hipdtesis, bastaria con definir una desemejanza de

punto a conjunto en A a partir de la desemejanza definida en
[2.1.1]. .

A partir de las definiciones 2.1.7 y 2.1.8 se tienen las siguien

tes propiedades:

P.1 Sea S € Ag(P,S) y D un segmento de S.
L]
Sea H wuna hipdtesis para (P,S).

D es compatible con H <= AD(H) =0

P.2 Sea S 6 Ag(P,S),, s = (Dl,DZ,...,Dr).

Sea H una hipdtesis de (P,S).
Si H © es la hipdtesis relajada de H a través de S,

definida en [?.1.2 y [2.1.3] entonces £ _ = min A
1> [.1d] °  ie{l,...,r} Pi

(H)

‘P.3 Sea S 6 Ag(P,S),

Sea H wuna hipdtesis de (P,S).



FS(H) ¥ 0 &= 3 un segmento D de S / AD(H) = 0
P.4 VH,,H,C A, ¥5 6 Ag(P,S)

Si HIC' H2 s ADi(Hl) 1'ADi(H2) VDi segmento de §

Definicién 2.1.8.~- Sea S 6 AS(P,S)' y H hipStesis de (P,S), defi

nimos ambigdedad de H por § y lo designamos por AQ(H) at
AS(H) = h(ADI(H)"..’ADZ(H))’ s = (Dl,-..,DL)

donde cada h es una funcidn monStona creciente en cada componente y
giendo
h(0) = 0

Un caso particular importatite y que consideraremos mis adelan-

te es:
+
h(Anl(H),...,ADL(H)) =% a A,,i(u). a, e R J {0} [2.1.5]

En la definicidn anterior, hemos utilizado la notacién h para

designar a la familia de funciones definidas de R£ en R V£ 6 N ¥y

£ < w, que caracterizan la ambigiedad de soluciones de tamafioc £.

En lo que sigue nos referiremos a esta familia de funciones co

mo funcidn h.

Definicidn 2.1.9.~ Sea S 6 Ag(P,S), y sea H una hipdtesis de

(P,S). Diremos que S define la hipBesis H s8i y sdlo si Ag(H) = 0.
Supongamos que § viene definida a través de y por [1.2.3].

¥2 6 Kn, obtenemos (Pl’sl) a partir de (P,S) definiendo

sus componentes:
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Definicidén 2.1.10.- Sea P = (I,n,E) definimos P = (Il’hl’El) don

de:

Il = I .

EZ = E

“£ es una variable categdrica que se deduce de n solapando
en una dUnica categoria todas las categorias de n salvo la "£" que

a su vez define la 2 categoria de nt.

Definicidén 2.1.11.- Sea S asociada a P, y sea Pl cumpliendo con

definicidn 2.1.10 definimos S£ asociada a P£:

r

Sp(r',1) = T S(1',i) VI'C I
j=1
i#E

SZ(I"Z) = S(I',l’:) yi' ¢ 1

Si en Kn, consideramos la particién Kfn, se pueden obtener
los subproblemas (PK'n’SS'n) a partir de (P,S) definiendo sus com

ponentes:

Definicién 2.1.12.- Sea P = (I,n,E), definimos PK'n =

= (IK'n’SK'n’ E'K.n) donde:
IK'n =1
EK'n = E
nK% es una variable con 'KB[ categorias que se deduce de

en la siguiente forma:

Toda categoria de Ng se deduce de solapar las categorias de

n
que pertenecen al mismo conjunto de la particidn K&.
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Definicién 2.1.13.- Sea S, asociada a P y sea Pyt cumpliendo
n

con la definicidn 2.1.12, definimos S_t+ asociada a P,
Kn kn

Spr(1',8) = I S(1',i), vw¥i'c 1, wLse Ny !
n jeL n

donde L C Kn es el elemento de K'n que define la {-&sima catego
ria de n,.
Kn

Son inmediatos los siguientes resultados:
Rl P F Pgn-{2), 21}

R2 P2 Pia,12),.. ., (60}

Teorema 2.1.2.- 3 5 € AB(P,S)s que define totalmente el estado j de

n si y sdlo si 3 Sj 6 Ag(Pj,Sj) tal que A, (H) = 0 para

J

s
H = {(0,1), (1,0)}.

Demostracidn.~ Es condicidn necesaria:

Sea S € Ag(P,S), S = (DI’D2"°"DI) cumpliendo con defini-

cidn 2.1.4,
p
Sabemos que ¥y 6 TN Kg;, J& 6 {1,2,...,r} / y 6 Dy
i=1

Definimos Sj : HKEi — A y AC Rz, donde Sj(y) queda

definido a través de [1.2.9] estando Sj definida por [2.1.6].
Sea H = {(0,1), (1,0)}, se cumple que AS(H) = 0.

Si y 6 DZ’ como S definte totalmente el estado j, de la

definicisn 2.1.4 By = ©0,...,19 0,...,0) & bien
Ppp = (Fpseses0seeisry) 68, AC Rk,

Por tanto Sj(y) = (0,1) & bien Sj(y) = (1,0).
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Luego ¥y 6 HKEi Sj(y) 6 H y ademis Sj tiene tamafio 2.

i pdy = : - =
Sean (DI’DZ) Sj t.q. PDj (0,1), PDj (1,0).
1 2
Se tiene: A .(H) = 0, 1i=1,2, 1luego Ag (n) = 0.
Di i

Es condicidn suficiente:

Sea S. € Ag(Pj’sj) t.q. AS.(“) = 0.

I J
Asj(ﬂ) = 0 = Sj es de tamaifio 2, sea Sj = (DI’DZ) _se cumple:
PDI = (0,1); PD2 = (1,0) = la solucidén de (P,S), asociada a

(DI’DZ)’ cumple con la definicidn 2.,1.4.
En efecto:

Si S8 = (Dl’DZ) es admisible entonces S viene definida a

partir de [1.2.10] y se tiene:

ag (D) 25, P>

(P. ) = = =1
D : k Y4
L3y aqm,) T ag (0,0

=1 S g2 S !
. a (D 92)

& ) as(Dz,J) Si 2 ~
p,’. k T2 =0
23§ a0,,8)  J ag (D,,0)

=1 S 2 e=1 S 2

que nos dice que S = (DI’DZ) [4 Ag(P,S) y cumple con la definicidn

2.1.4.

De forma andloga demostrariamos el siguiente resultado:
Teorema 2.1.3.- Existe S € Ag(P,S) que define totalmente los esta
dos il’iz""’ir de n si y sdélo si
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35t 8 APy ka1 0, ST Y, ) K
-{11,...,ir}} tal que Ag(H) = 0 para

Ho= {€0,..nay1)y €0,...,1,0),5.,01,0,...,0)).

Corolario 2.1.1.- Pada (P,8); 8 € Ag(P,S) define totalmente a

n e A (R) =0 para H = {¢0,1,...,1),(0,...,1,0),.%.,¢1,0,...,00}.

La demostracidn es inmediata 4 partir del teorema 2.1.3.

2.2. Funciones Bondad basadas en la ambigiiedad.

Definicién 2.2.1.- bDada (P,8), siendo d una desemejanza en A

cumpliendo con [2.1.1] y B una funcidn bondad para Ag(P,S), dire
mos que B es compatible con la hipdtesis H de (P,S) si se cum-

ple:

V5125, € Ag(P,S)/Ag (1) < Ag, () == B(s)) > B(s,)  [2.2.1)

La definicidn 2.2.1. nos va a permitir caracterizar las funcip
nes bondad y por tanto la solucidn 8ptima al problema, condicionado a
la hipdtesis que fijemos a priori sobre los estados de la variable de

pendiente 1.

En general la hip8teais que se fijard vendrd definida por los’
vértices del simplex A, debido a que, caso de que exista alguna so
lucidn al problema que defina totalmente los estados de n, esta serd
éptima para toda funcién bondad que cumpla con la condicidn 2.2.1. Es

ta hipStesis la designaremos por Hl 2 kK
32y ey

No siempre, serd Hl 2 k la hipdtesis que fijaremos, dado
325000,
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que esta dependeri de las conclusiones que sobre la situacién estudia
da pretendamos sacar. La ventaja que presenta trabajar con funciones
bondad que cumplan con la definicidn 2.2.1 reside en la versatilidad

que tiene respecto de los objetivos que estudiemos y que vienen expresa
dos mediante las hipdtesis que pretendemos contrastar. Asi, nos podra
interesar obtener aquellos segmentos de la poblacidén que favorecen un

determinado valor de la variable dependiente n.

Supongamos que sea la categoria i-&sima de n sobre la que es
tamos interesados. Para obtener la solucidn a dicho problema conside-
raremos el problema (Pi’si) definido a partir de la definiciédn
2.1.10 vy [2.1.6] y sobre este problema la hipdtesis le. La solu-
cidén que buscamos vendri dada como aquella que optimice una funcidn

bondad compatible con la hipdtesis le.

Una aproximacidn descriptivalal problema (P,8) <consiste en
obtener las soluciones a los problemas (Pi’si) i=l,...,k como indi
camos en el parrafo anterior. Del analisis de estas soluciones obten-
driamos qué segmentos son los que favorecen cada una de las categorias
de la variable dependiente aungue el conjunto de estos no nos darian

una solucidn que pertenezca a Ag(P,S).

A veces interesar3i estudiar cudles son los segmentos que favo-

recen una determinada categoria de 1n en detrimento de otra catego-

ria, estos seran los segmentos que favorecen la oposicidn entre dos
categorias. Para determinar la solucidn que aplicar dicha oposicidn,

definimos ( a partir de (P,S), suponiendo que quere-

Pl Siey)

mos estudiar la oposicidn entre las categorias 1 y 2.



© Sean

Prev2 = Trigr Mg Bigp)

P = (I,n,E)
Donde:
Ij,, = {161 /(i) 6 {1,2}}
LPPIRP queda definida por las categorias 1,2 de n

E1++2 = E

Para definir Sl«+2’ supondremos que S viene definida a par

tir de [1.2.3] mediante una funcién ¢ definida en [1.2.2].
Definimos: .

S1er2 (X5 = F (i,0); L= 1,2
i61 I’ 1
€ o2
Considerando Hl,2 para (P1«+2, $1*+2), la solucidn que ex
plica la oposicidn entre las clases ! y 2 vendrd dada como aquella
que maximice una funcidn bondad que cumpla con la definicién 2.2.1

para (P s

102 S1ea2) Y Hl,z'
De forma anadloga obtendriamos la solucidn que explique la opo
gsicidén entre 2 conjuntos de categorfias de la variable n. Y de forma

mis general la oposicidén de mds de 2 conjuntos de categorias de n

-
entre gl.

La obtencidn de las soluciones que determinen oposiciones nos
va a permitir definir una funcidn de desemejanza entre las categorias

de la variable n en la piguiente forma:
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Definicign 2.2.2.- ¥S € Ag(P,S) y para toda funcién bondad definida

en Ag(P,S), definimos poder discriminante de S, y lo designamos

PDB(S) a:
B(S) - m

—‘Tr—f:—ﬁg [?.2.2]

PD,(8) =
B B B

donde:

MB representa el midximo valor que puede tomar la funcidn bon-

dad B.

m, representa el minimo valor que puede tomar la funcidén B.

Definicién 2.2.3.- ¥(P,S) y para toda funcidén bondad definida en

AS(P,S), definimos poder discriminante de (P,S) y lo designamos

por PDB -az:

[2.2.5]
PD v 2.2.3
B My - my
donde:
M* = Max B(5) & en su defecto el valor de la funcidn

SGAg(P,S)

bondad para la solucidn que tomemos como Gptima.

De las definiciones anteriores se deduce inmediatamente:
P.1 ¥S 6 Ag(P,S) y para toda funcidén bondad B definida en

Ag(P,S). Se cumple:
0 < PD,(8) <1

P.2 ¥(P,S) y para toda funcidén bondad B definida en

Ag(P,S) se cumple:

0 < PD

< Pbg 21
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Dado que el poder discriminante de ﬁna solucidén depende de la
funcién bondad sobre la que esta basada, la principal ventaja que
presenta ;rabajsr con poderes discriminantes en vez de con funciones
bondad es que en estos sabemos su rango de variacidn. Esta propiedad
resulta particularmente interesante cuando consideramos poderes dis-
criminantes de problemas o situaciones distintas pues nos va a permi

tir su comparacidn.

Definicidén 2.2.4.~ Sea (P,S); consideramos las categorias i y j

de la variable n de P definimos la desemejanza entre iy j y lo

designamos por SB(i,j) a:
§pi,3) = PDB(PiHj,SiHj)

donde B es una funcidn bondad para (P compatible con -

jergrSiey)

la hipdtesis H . : -
po 1,2

Si GB(i,j) = 0 quiere decir que las clases i,j tienen una

oposicidn minima y vamos a poder identificarlas dependiendo de la

funcidén bondad que tomemos.

La desemejanza dada por la definicidn 2.2.4 nos va a permitir
realizar un proceso de clustering sobre las categorias de la variable

N en la siguiente forma:

En la primera etapa las categorias 'i' y 'j' de n se sola

pan en una {inica categoria que designaremos por t; si se cumple:

§_(i,j) = min s (L,s)
B £,86Kn B

redefiniendo la desemejanza entre las nuevas categorias por:
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- < : :
8p(Kol) = PDR(Pr, 3 p2S(i,j1es &) VLSRN, L4, L4

y es facil comprobar que coincide con la desemejanza definida en
2-2.4 para el problema (Pryy 4y 1) {2),...,{k})°5004,5),{1},(2),...
{k}})’ a este problema lo denominaremos problema generado en la

etapa 1.

En etapas sucesivas se procede como en la primera etapa sobre

el problema generado en la etapa anterior.

El proceso concluye en 1la etapa k-1 donde el problema gene
rado en dicha etapa la variable dependiente contiene una {inica cate

goria.

El objetivo principal del proceso de Cluster sobre las catego
rias descrito mids arriba es poder reducir el niimero de categorias de
la variable dependiente con la consiguiente simplificaéi&n del proble
ma de estimar esta a partir de E, ademds de hacer un estudio des-
criptivo sobre las similitudes entre las diferentes categorias de 7

basindose en como E explica a estas.

Una forma sencilla de obtener las funciones bondad que cumplan
con la definicidn 2.2.1 es encontrar una funcidn real estrictamente
decreciente, este tipo de caracterizacidén nos viene dada en el si-

guiente resultado

Teorema 2.2,1.- pada (P,S8), si ¥S 6 Ag(P,S) tenemos definida
AS(H) para H, hipotesis de (P,S), que cumple con la definicién
2.1.8 si J wuna funcién V real de variable real mondtona decre-

ciente estrictamente entonces V(AS(H)) es una funcidn bondad com
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patible con H,

Demostracidén: Es inmediata a partir de la definicién 2.2.1,

2.3. Funciones basadas en la ambiguedad y que sean Bl

Un conjunto particularmente interesante entre las funciones
bondad compatibles con alguna hipdtesis de (P,S) son aquellas que

ademds sean Bl.

Consideraremos la hipdtesis le k" H y sea d 1la dese-

mejanza que genera la ambiguedad de H; sea:

M = max win d(p,v,); V, es vértice A [2.3.1]
peA 1<i<k

Se cumple el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1.- VS & AS(P,S), s = (Dl,nz,...,n ), AS(H) =
= h(ADl(H),...,AD (H)). Si es h una combinacidn convexa de sus
componentes entonces ld funcidn bondad B(S) = h(M—ADI(H)""

-~'“‘ADL(H)) es compatible con H.

Demostracidn: Sean Sl,S2 (4 Ag(P,S) t.q. Sl = (Di,...,D;),

2 2

S =(D1,...,D£2), veremos:

2

As (W) < Ag (1) <=> B(S) > B(S;)

=)
L,

B(S,) = h(M-A (H),...,M-A | (W) = [ ai(H—A L)) =
Dl DL] je=1l Dl
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M

= § al-zala m=m-na w,..a @) >
j=1 1 i Dl Dl D1
r i 1 2,
£2 £
- 2 i -
>M-h(A ,(H),...,A , () =M .Z ay - _2 a, A ,(0) =
D D i=1 i=1 D,
1 lz i
= h(M-A 2(H),...,M—A 2 (H)) = B(Sz)
D D
1 22

&) es analoga a = ).

Teorema 2.3.2.~ Para cualquier (P,S) tal que S venga definida a
través de [1.2.1], sea la hipdtesis HIZ...k' y d 1la desemejan
za definida en A que genera la ambiguedad de la hipdtesis
H12...k’ si se cumple que d(p,H) es concava respecto de p, en

i tonces se puede construir una funcién h que genera segiin el teore

ma 2.3.1 una bondad de tipo Bl.

Demostracidén.- Sea S € Ag(P,S) y 8§ = (DI’DZ""’D )

: 4
; A.(H) = h(A, (W),...,A  (H)) = r. A, (H)
5 b, Dp iz; i7py
con k
jEI aS(Di,J)
r, = [2.3.2]
Z aos(D.,3)
i=1 jzl s+
entonces:
£
B(S) = ] r,(M - Ay (W) [2.3.3]
i=1 1

donde M viene definido por [2.3.i].

Evidentemente cumple con las hipdtesis del teorema 2.3.1 y
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como consecuencia la funcifn bondad definida es compatible con H.

Veamos que es de tipo Bl:

Por el teorema 1.4.1.1, sabemos que cuando S8 viene defini-
da por [I.Z.i] las funciones representadas por [l.&.i] son funciones
Bl, ademas si 3 B que sea Bl, ¥L 6 R+ se tiene que LB sigue

siendo Bl, es decir:

Lk
L (] a0, . clpp) : 2.3.4
1Z=1 j-z-l s Dy (.2.4]

es Bl, para C convexa en A y L € R+.

L k -1
Si tomamos L = ( } )) as(Disj))
i=1 =1

3
que es una constante real positiva para toda gituacién (P,S) y
como C(P) = M - d(p,H) que es convexa en A por ser d(p,H) con
cava en A, se tiene que [?.3.4] coincide con [?.3.5] y por tanto

es compatible con H.

Una particularizacidn importante del resultado del teorema
2.3.2, ge tiene cuando tomamos como funcidén 1, generadora de 1la
funcién 8, 1la definida por [1.2.{], pues las a, definidas por
[2.3.2] coinciden con los pesos de los segmentos D, cuando la
funcidn peso viene definida por [I.Z.lg s luego la bondad puede ex

presarse como:

£
B(S) = ] £(Dy) . (M - Ap (H)) [2.3.5]
1

i=1
La importancia del resultado del teorema 2.3.2 y en particu
lar de la expresidn [2.3.5] radica en las restricciones que se im-

ponen a la caracterizacidn de la ambigiledad a la hora de generar
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funciones bondad que sean compatibles con H12...k y al mismo
tiempo sean Bl. Reciprocamente a este resultado vamos a establecer
cuando podemos generar una funcién de ambiguedad a través de una
funcién bondad Bl. de forma que dicha funcidn bondad sea compatible

con la hipdtesis H a través de la ambiguedad generada.

12...k

Corolario al Teorema 2.3.2.- Sea C convexa en A con valor cons-

tante K, en los vértices v de A y d(p,H) = Kl - C(p), enton

ces la funcidén bondad definida como en [2.3.€] es compatible con

H

12...k°
Demostracidén.- Es trivial ver que d{(p,H) estd bien definida pa-
ra H=4H y d{(p,H) es <cdncava en A pues C es convexa.

12...k

Luego estamos en las hipbtesis del teorema 2.3.2 y por tanto la fun

\

cién bondad definida por [2.3.4] es compatible con HiZ..:g'

Un caso particular interesante se tiene cuando la funcidn

C 6 C viene definida a partir de una distancia sobre A ¢ R,

Sea 6, wuna métrica definida en A que cumple:
1) 8§(cy,v) = cte. ¥v, vértice de A.
gsiendo ¢ el centro de 13 ¢ = (1/k,...,1/k) [2.3.6]

2) 6(c,p) es funcidn convexa de p.

Si definimos la funcidn:

C: A —R

c(p) = §(c,p)



. . - 53 -

¢ cumple con las hipdtesis del corolario al teorema 2.3.2

y aplicando la caracterizacién dada por [2.3.5] tenemos:

L
B(S) = 121 f(Di)G(pDi,c) vS 6 A (P,S), S = (Dy,...,D,) [2.3.7)

es una funcidn bondad Bl compatible con le K siempre que la fun
cién peso esté definida por [l.l.lz] y estemos en las condiciones

del teorema 2.3.2.

2.4. Casos particulares de funciones bondad Bl compatibles con
Hiz...x
2.4.1. Ambiguedad basada en la Entropia.

Si tomamos como funcidn C, la definida en 1.5.1, es trivial
comprobar que C cumple con las condiciones del corolario al teore
ma 2.3.2 luego ¥D CLHKEi /! £(p) > g, definimos ambigiedad de D

como:
P " H
AD(H) iél (pn)i log(pn)i. H = 12

K [2.4.1]

que hace que la funcifn bondad definida en 1.5.1 sea compatible con

LTS

H12...k‘

2.4.2. Ambigiiedad basada en la funcidn m&ximo.

Tomando como funcidn C; 1la definida en el apartado 1.5.2,
es fdcil comprobar que dicha fuficidn cumple con las hipdtesis del co
rolario al teorema 2.3.2 luego ¥D (¢ RKEi ! £(D) > g definimos la

funcidn ambigiiedad como:

A (H) =1 - max ((p,);), H =#H 2.4.7]
D 1<j<k D’ 12...k [
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que hace que la funcidn bondad definida en 1.5.2 sea compatible con

H12...k'

2.4.3. Ambiguedad Euclidea.

Si tomamos como funcidn € la definida por:

k 1.2
cp = ) (p;-3) . p6A
i=1

esta cumple con las hipdtesis al corolario del teorema 2.3.2.
En efecto:

1) cse C

2) C(v) = Eil ¥v, vértice de A,

Luego ¥D C HKEi / £(pD) > g, definimos:
k
k12 1,2 kel g 2L L g o2
apm = (K7 - Lo -ptettaal - oo

y por el teorema 2.3.2, definimos la funcidén bondad B(S)

£ k L
B(s) = J a, (] (. -pP? seA(2,8)/s=(D,...,0) [2.4.3
i=1 ji=1 7 8

i
j=
donde los a; vienen definidos por [2.3.{}, que es Bl y compati-

ble con HlZ...k'

Operando en [2.4.3] se tiene:

a1 o) -1
B(S) = a. p:) - ¥
i=1 1 o321 3 k

que respecto de las soluciones tiene el mismo comportamiento que la
funcién:

r k
B(s) = ) a. (] pJ?) T2.4.4]
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pues son iguales salvo una constante y dan lugar a la misma ambigie

dad.

En [2.4.4] la funcidn convexa C que genera la ambigiiedad es:

e N

k
c(p) = ¥ P
i=1

que es la energia informacional y que hemos visto que proporciona la

misma ambigiedad que la distancia euclidea.



CAPITULO II1



3.1. Algoritmos basados en la segmentacidn

Entre las té&cnicas mds adecuadas para la prediccidn de una va
riable dependiente y en funcidn de un conjunto de variables explica-
tivas, cuando estas son categdricas y la variable dependiente puede
ser de intervalo, ordinal o categdrica, estan las té@cnicas de segmen
tacifn. En este sentido puede consultarse a Sonquist y Morgan (1964),

Messenger y Mandell (1972) y Sanchez (1980).
Todo proceso de segmentacidn se basa en la siguiente idea:

Se toma una variable explicativa y se divide la poblacidn o
conjunto de individuos observados en k subconjuntos -normalmente
se suele tomar k=2- de forma que se maximice el objetivo previa-
mente fijado. Este procesoc se realiza con cada una de las variables
explicativas, tomando aquella que haya maximizado la funcidn objeti
vo. En cada uno de los k segmentos en qie ha quedado particionado
el conjunto de individuos observados se procede de forma similar con
el conjunto de variables explicativas que no han participado en di~
cha particidn. El proceso se repite siempre que los conjuntos a par

ticionar tengan un nfimero de elementos superior a un valor prefijado.

Esta idea es la que sirve de base a los algoritmos que a con
tinuacidn se desarrollan para obtener la solucidn al problema de dis

criminacidn tal y camo 1o hemos planteado.

p

Definicién 3.1.1.- ¥p &€ I Kgi, diremos que D es un segmento car
i=1

tesiano cuando D puede expresarse como:
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D= A & x Ay &) xeoux A& [3.1.4
donde:
A; E,C RE,, i=ly...,p

A toda solucién S de (P,S) que esté formada por segmen-

tos cartesianos, la llamaremos solucidén cartesiana.

Dado un segmento cartesiano D = Al El X...X Ap Ep diremos
que D es g-{-segmentable cuando J Ej 6 E / 3 una particidn pro

pia de Aj gj; (Ajl Cj,...,AjL Ej) que cumple:

£(D N (K &) x...x A; E X...x xgp)) > g ¥r=l,,,.,2 [3.1.2]
r J
donde f es la funcidn peso.
Es inmediato comprobar que si D es un segmento g-f--segmen

table entonces es gl-ﬂl-segmentable V£1 <l y g, < 8.

En general diremos que un segmento es g-segmentable cuando
4 alglin £ 6 N tal que sea g-L-segmentable y de aqui en adelante
nos referiremos indistintamente a la g-segmentabilidad como segmen-

tabilidad y viceverssa.

El concepto de segmentabilidad para segmentos nos lleva de
forma natural a la idea de segmentacidn de soluciones y diremos que
una solucidn cartesiana S puede segmentarse & es segmentable cuan

do tenga algiin segmento segmentable.
Sea S una solucidn cartesiana, designamos por T(S):

T(S) = {S'/S' se obtiene de S segmentando un solo seg-

mento de S}.
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Evidentemente se cumple:

S es segmentable <= T(S) ¥ ¢.

Definicidn 1.3.2.- S, eolucidn cartesiana es terminal para la fun-

-

cidn bondad B s8i se cumple que T(S) = ¢ & B(S') ¢ B(S)

¥s' 8 T(S).

La definicidn anterior caracteriza maximos locales para
las funciones bondad en el sentido de que habremos llegado a un mi-
ximo local para la funcién B a través de la segmentacidn cuando

no se pueda mejorar esta mediante la segmentacidn.

Habiendo precisado el concepto de miximo local para las fun-
ciones bondad, el objetivo de aqui en adelante serd encontrar el mo
do de llegar a las soluciones terminales que me dan dichos midximos

lecales.

La forma mds facil serd caracterizando los segmentos de una

solucidn terminal.

Sea S, solucidn cartesiana y S = (Dl""’Dl)’ designamosg
por:

TD (8) = {8'" & T(S), S' se obtiene de S segmentado Di}
i

se cumple:

£
U 1, () = T(5)
1

i=1

[
A
(%

Tp (YN T, (S) = @,
1 k|
Introducimos la nocidn de segmento terminal en una solucidn

S mediante la siguiente definicibn:
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Definicidén 3.1.3.- Sea S, solucidén cartesiana y § = (Dl""’Dt)’

diremos que ])i es un segmento terminal de S para la funcién bon

dad B si se cumple que TD (S) =@ 8 B(S') < B(S) ¥%S' e Th (s).
i i

|

! De la definicidn anterior se deduce de forma inmediata que si

; una solucidn cartesiana S tiene todos sus segmentos terminales di-

; cha solucidn es terminal. Es claro por tanto que si se encuentra un

método que determine soluciones cuyos segmentos sean todos termina-

les este método encontrard soluciones que sean mdximos locales.

Distinguiremos dos gituaciones dependiendo de la funcidn bon

dad.

3.2. Algoritmos para funciones de tipo Bl.

En el caso de que las funciones bondad sean de tipo Bl, se

cumplen las siguientes propiedades:

i
i

P.1 S, solucidn cartesiana es terminal para B <= T(S) = ¢

Demostracifn: Supongamos que S sea terminal para B y T(S) # ¢
=> ¥S§' 6 T(S) es .B(S') < B(S).

I - - 8i 8' 6 T(S) == 5% S' y por ser B de tipo Bl ==

=== B(S) < B(S') 1llegando a una contradiceidn.

.
.

i Anilogamente demostrariamos:

P.2 BSea S solucidn cartesiana y S = (DI""’DZ)’ se tie
ne que Di es un segmento terminal de S para B s8i y sélo si

T, (5) = ¢.
1



La consecuencia mids importante de estas propiedades es que po
demos caracterizar a los segmentos terminales independientemente de

l1a solucidn a la que pertenezcan. En efecto:

Sea D un segmento terminal de 5, segiin la propiedad P2 se
tiene que TD(S) = @ y esto quiere decir que no va a existir ningu-
na solucidn que se deduzca de S segmentando D, es decir, que D
no es segmentable. Luego los segmentos terminales de una solucidn §'
cuando las funciones son de tipo Bl coinciden con los segmentos no

segmentables, en cuya definici8h no se hace referencia a la solucidn.

Este resultado es de suma importancia a la hora de buscar las
soluciones terminales pues bastarid con encontrar segmentos que no se
puedan segmentar y que formen una particidn de HKEi. Y es debido a
este resultado por lo que él siguiente algoritmo llega a una solucidn

terminal.
Utilizaremos la siguiente notacidn:

Sea S = (DI’D2""’DZ)’ unda solucidn cartesiana, por

[3.1.9 cada segmento de S puede expresarse por:

i i .
D; = Al El X...X Ap Ep’ i=1,...,2

Por analogia a determinados lenguajes de programacién repre-

sentaremos a S por:

%]
)
o
-
(=Y
~
L]
b
[

Ej’ i=1,...,¢
i=l,...,p
Si designamos por Pt(S(i,j)) al conjunto de particiones de

s(i,j), ¥A 6 P _(S(i,j)) t.q. A= (AI,AZ,...,AIA') denotamos por
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SA € Tp (S) a la solucidnm obtenida de segmentar S por A y la de
i

finimos de la siguiente forma:
(8(21,22) si Zl < iy £2 = 1,...,p

s(£1+1,£2) si i< tl <f y lz =1,...,p

S,(£,,2,) = <A£1_£+1 si 2, £,...,0 + |Aa]-1 L, = j
s(i,2,) si &, = £,...,8 + |A]l-1 y £, =1,..

ceesj-l, J+l,...,p

Para ver si la solucidn S, pertenece al conjunto de soluciones g-ad
misibles serd suficiente con, comprobar que el segmento i-&simo es segmen

table a través de A es decir:

b .
S, € Ag(P,S) > f(£ 21 S(L,.2,)) > 8 ¥£; = £,...,L + jal-1
2

Sea
P g(5(i,3)) = {A 6 P (5(i,§))/s, 6 A (P,S)}

Si Ptg(s(i,j)) # @ designamos por A(i,j) 1la particién

de S(i,j) que cumple con:

) = Max B(S,)

A(i,j) € P__(s(i,j)) / B(S
tg Asptg(s(ifj))

A(i,§)

El algoritmo que se propone, en base a la anterior notacidn

queda en los siguientes té&rminos:

Algoritmo 1.

Pago 0 (De inicializacidn)
. " -

TOT(s) =1 '

I = {1}
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J(i) = {1,2,...,p}, w¥wise1l
$(i,j) = KEj, i < T(S) y j§=1,2,...,p

F=20

Ic=¢

Pagso 1 se hace ¥i 68 I, ¥j 6 J(i)
Calculamos P _ (S(i,3))
tg
Si: Ptg(S(i,j)) = ¢ entonces J(i) = J(i) - {j}

Ptg(s(i.j)) $ @ se calcila SA(i,j)

Paso 2 Se hace ¥%¥i 6 1

Si J(i) = ¢ entonces I = I - {i}

S8i: I = @, entonces parar, (q,...,DF) es solucidn terminal

I ¢¢ ir a Paso 4

Paso 4

Se busca (io'jo) con i 6 I vy jo (] J(io) que cumpla:

B(S,,. . .) = Max Max B(S,,. .\)
Al ,d,) i€  jeJ(i) AL, 5)

Paso 5 Se hace W¥i & I

i i 61 y i< i  entonces 1C = IC U {i}
si i €I y 1> i entonces IC = IC Vi{i-1} y J(i-1)=

= J(i)



Paso 6

1 =1c U {T(s), T(S)+1,...,T(S)+|A(io,jo)|~1}
J(i) = {1,2,...,p} wvi e {T(S),T(S)+l,...,T(S)+|A(io,jo)|-l}

S = 8§ . .
A(lo,_]o)
IC = ¢

T(S) - T(S) + |A(io,jb)l -1

Ir a paso 1

EL anterior algoritmo, aunque basado en los algoritmos de seg
mentacidn, presenta dos variaciones sobre &stos, lo que supone una

generalizacidn en su concepcidn, éstas variantes viene dadas por:

IE) El niimero de segmentos en que en cada etapa se particiona
el conjunto de items observados, no es fijado a priori, si no que va
ria dependiendo de la particidén de la variable que da lugar a dicha
segmentacidn. (En el algoritmo anterior vienme dado por |A(i0,j°)|,

calculado en el paso 4).

22) cuando una variable ha provocado la segmentacidn en una
etapa, dicha variable puede generar una nueva segmentacidén, a dife-
rencia de lo que ocurre en los algoritmos de segmentacidén. (En el al
goritmo anterior, esto se debe al hecho de ser J(i) = {1,2,...,p}

vi 6 {T(s),...,T(s) + |AGi_,i )] - 1D).



3.3. Algoritmos para funciones bondad separables.

En el pdrrafo anterior se ha visto que una de las ventajas
desde el punto de vista algoritmico que presentan las funciones Bl
se basa en el hecho de que la caracterizacidn de los segmentos termi
nales se haga independientemente de la solucidn a la que pertenezcan.
En este sentido vamos a demostrar que para el conjunto de funciones
bondad que sean separables se obtiene un resultado andlogo al obteni

do para las funciones de tipo Bl.

Definicidén 3.3.1.-Diremos que una funcidn bondad B es separable

cuando B puede expresarse:

b 4
B(S) = 1-2-1 z(py), S 6 Ag(P,S)/s = (D;,...,D))
donde:
z: 6 —— vV VU {0}
y

¢ = (p/p cnKrg,, £(D) > g}.

La condicidn de separabilidad parece bastante natural desde
un punto de vista prictico y puede comprobarse que las funciones bon
dad consideradas en los apartados 1.5 y 2.4 cumplen con dicha condi

cién. Para estas funciones se cumple el siguiente resultado:

Teorema 3.3.1.~ Si D es un segmento terminal de S para B y B
es una funcidn separable entonces D es segmento terminal para B

de cualquier solucidn S' que 1o tenga como segmento.
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Demostracidn: Sean S = (D’Dl""’nr) y S8' = (D,D;,...,D;) se
tiene:

TD(S) =8 = T, (s')=¢

y si T, (s) # ¢, entonces:

r A
¥s" 6 T (S) es B(S") < B(S) = hzl Z(D,) + hZIZ(D") <

r L h L h
<z(p) + [ z(p) e ] z(D") < z(p) <= ] (D) +
h=1 h=1 h=1

A

r' r
+ 1 +zD<z(® + ] z(p)) == B(s"') < B(S)
h=1

h=1

donde:
s" = (Dl,Dz,...,DZ,Dl,...,Dr) 6 TD(S)

1 2 £
s"'= (p ,D°,...,D ,Di,...,D;,) 6 TD(S'). P

Anjlogamente a como definimos el conjunto TD(S), definimos

el conjunto T%(S) de la siguiente forma:

Sea S8, solucidn cartesiana y S = (Dl""’DL)’ ¥j=1,2,...,p
es:
Tg (s) = {s' 6 TD(S) / S' se obtiene de S segmentando D
i

a través de la variable Ej}

Se cumple:

B oad sy = ()
j;l Di D

iy i, . i
TD‘(S)f1 TD.(S) = ¢ si i # iy
i i
Introducimos la nocién de variable que es terminal para un

segmento D de una solucidn S mediante la siguiente definicidn:



Definicidén 3.3.1.- Sea S, solucidn cartesiana y D un segmento de

S, diremos que la variable Ej es terminal para D en S para la
funcidén bondad B s8i se cumple que T%(S) =@ & B(S') < B(S)

' i
¥s' & TD(S).

Pl

De la definicidn anterior se deduce de forma inmediata que un
segmento D es terminal en S respecto de B si y sdlo si todas

las variables son terminales para D en S respecto de B.

Anﬁlogamentg al teorema 3.3.1 se demuestra el siguiente teore

ma:

Teorema 3.3.2.~ Si Ej es terminal para D en S respecto de B y
B es una funcidn separable; entonces Ej es terminal para D en
S' respecto de B para cualquier otra solucifn S', cartesiana

que tenga a D como segmento.

Los resultados anteriores nos permiten desarrollar algoritmos
que nos determinen soluciones terminales a través de la localizacidn
sucesiva de segmentos terminales y la posibilidad de no tener que pro

bar variables que se hubiesen rechazado en la localizacidén de estos.

Lo anteriormente dicho justifica el paso 1 del siguiente algo

ritmo que es idéntico al algoritmo 1 salvo en el paso 1.

Algoritmo 2
Se hace igual que en el algoritmo 1, quedando el 1° paso en

la siguiente forma:
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Paso 1. Se hace ¥i 6 I, ¥j € J(i)

Calculamos Ptg(S(i,j))

Si ch(S(i’j)) = @ entonces J(i) = J(i) -~ {j}

Ptg(s(i,j)) # 0 se calcula SA(i,j)
Si B(SA(i,j))) < B(S) entonces

J(i) = J3(i) - {5}

3.4. Algoritmo general

Describimos aqui, un algoritmo que nos permita calcular solu-
ciones terminales para cualquier funcién bondad. Este algoritmo es

idéntico al algoritmo uno salvo que el Paso 4 toma la siguiente forma:

Paso 4

Se busca (io,j ) con i 6 I y j_ 6 J(io) que cumpla:

o o o
B(S,,. . ) = Max Max B(5, ,. .,)
ACi .3 ) i61  j6J(i) A(i,})

Si B( < B(S) Parar, S es solucidén terminal

Satinig)]

B( > B(S) ir a paso 5

Satig,ig)’

3.5. Generalizacidén de 1la solucidn y algoritmo.

En el apartado 3.3 introducimos la nocién de segmento termi-
nal, este venia asociado a una solucidn y dependia de la funcidn bon
dad que se tomaba. El1 hecho de que para las funciones bondad separa-
bles estos fuesen independientes de la solucidn sugiere, el determi-
nar estos sin necesidad de ir asoéiados a sclucién alguna a diferen-

cia de lo que se hace en el algoritmo dos. Determinar segmentos ter-



minales sin tener en cuenta la solucidn a la que pertenecen conduce
a la in;roduccién de una funcién valor de segmento ya que la termi-
nalidad de un segmento depende de la funcidn bondad y esta solo es-
taba definida para soluciones, lo que obligaba ir arrastrando una so
luci8n cuando determindbamos los segmentos terminales. La funcidm va
lor nos permitird desligarnos de las soluciones para la determinacién

de dichos segmentos.

Supuesto que tenemos determinada una coleccién de segmentos
terminales para una situacién (P,S) y que estos, no vengan asocia-
dos a ninguna solucidn, cuando estos forman un recubrimiento de
IRE,, esta coleccidn nos define un tipo de solucifn mis gemeral que
las congideradas hasta ahora, pues admite la posibilidad de que di~
chos segmentos no sean disjuntos. Esta propiedad de dichas solucio-
nes generales es la que justifica su determinacidn pues es muchas
veces una visidn mds realista del problema dado que los solapamien-
tos entre los segmentos que definem dicha solucidn van a dar infor-

macifn sobre la ambigliedad inherente al problema.

Considerar este tipo de soluciones ademfis de acarrear proble
mas de tipo algorfitmico a la hora de determinar los segmentos que
la definen, nos lleva a la generalizacién de las funciones bondad -
hasta ahora consideradas, para que englobando a dichas soluciones po
damos compararlas, y al problema de generacidn de clasificadores a

partir de dichas soluciones, que tengan en cuenta la ambiguedad dada

por los solapamientos.

El objetivo que nos hemos propuesto en este apartado es dar

una solucidn a dichos problemas.



3.5.1. Funcidén valor para segmentos.

.

k

Sea B una funcidn del simplex A C R en los reales posi

.

oS
. tivos

Bt A rY U {0}

Definimos valor de un segmento D, asociado a la funcién B8,

y lo designamos por U(D) a:

U:oe T MRVET))

D ~—— U(D) = B(PD)

donde G es como en la definicidn 3.3.1 el conjunto de segmentos con

peso mayor o igual a g.

La definicidén anterior nos da una idea precisa -dependiendo
del tipo de funcidn B elegida- de la importancia que tiene un seg
mento a la hora de estimar el valor de n a través de dicho segmen

to.

Un caso particular de funcionmes valor que podemos considerar
es el que viene generado por la ambigiliedad de los segmentos visto

en el capitulo dos, en este caso la funcidén U viene definida por:
U(p) = M - AD(H). D 6 G

Otra especificacidn de U, 1y con relacidén a los resultados
obtenidos en el capitulo primero sobre las funciones bondad Bl, es
la proporcionada cuando la funcidédn B asociada es una funcién con-

vexa en A.

A toda funcidn valor U podemos asociarla una funcidn bondad

BU definida por:



B,(S) = Fﬁiﬁ iil £(0)U(D,), S = (Dy,...,Dp) [3.5.1]
Se cumple que 8i, la funecidn ¢ que genera la funcidn S vie
ne definida por [1.2.1], y las funciones pesos por [1.2.12] la fun-
cibn BU tiene el mismo comportamiento que las funciones bondad de
tipo Bl caracterizadas en el teorema 1.4.1.1 cuando la funcidén 8
asociada a U es una funcidn convexa en A, ya que ambas coinciden
salvo la constante de prohorcionalidad ?TE%E;T' Con lo que conecta

mos este tipo de funciones con las estudiadas en los capitulos ante-

riores.

3.5.2. Generacidn de funciones valor a través de funciones bondad.

pDada la situacién (P,8) con P = (I,E,n), supondremos en
1o que gigue que la funcidn peso f asociada a (P,S) viene defi-
nidad por [1.2.12] y que 14 funcidn 8 viene generada a través de

la funcidn ¢ definida en [1.2.1].

Para todo subconjunto de items 1I' ¢ I designamos por

(PI,,SI,) al subproblema definido por: PI. = (I'",E,n) vy SI' de

finida por [1.2.3] a través de .

La funcidn peso asociada 4 (PI, S.+) 1la designamos por ana
b4

Il

logia con f y viene dada por [I.Z.Ii].

1!
Andlogamente a 1la definicidn de AS(P,S), designamos por

Ag(PI',SI') al conjunto de soluciones admisibles para (PI,SI) con

la funeidn peso £,.

Supondremos que dada una funcidn bondad B =sobre Ag(P,S),
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podemos restringirla a Ag(PI"SI’)’ designando por B(I',S) el
valor de la funcidn bondad B para S 6 Ag(PI,,SI,). Anidlogamente
para la funcidén U, wutilizamos la motacién U(I',D) para precisar

sobre que subproblema consideramos el valor del segmento.

Dada (P,S), respresentamos por SP a la solucidn de
Ag(P,S) que contiene un {nico segmento, es decir aquella que estima
N a partir del conjunto de items sin basarse en la informacidn pro

porcionada por E.

Bajo estas consideraciones, demostramos el siguiente resulta-

do para las funciones BU definidas en [3.5.1].

Teorema 3.5.1.- Toda funcidn bondad B,, definida como en [}.5.1]

puede expresarse como:

.

r f(Di) n

), 8=(Dy,...,0) [3.5.7]

Demostracidn.- Serd suficiente con demostrar que:

By(I(m),s,, ) =u(1,p) v mKE; y £(D) > g
1(D)

En efecto:
_ iy (TKEY)

KE ) U(I(n), NKE,)

B, (1(p), S
v > TPE T3 oy ¢

y como se cumple:
u(i(p), MKEy) = U(L,D)

pues D de (P,S) y HKEi de (PT(D)’ T(D)) se aplican en el

mismo punto de A ya que S vy ST(D) vienen definidas a partir

de [1.2.3]. Teniendo por tanto que dan el mismo valor para la fun

cidén B.



Se tiene:

BU(I(D), SPA ) = u(1,D)
1(D)

Este resultado nos permite generar funciones valor de segmen
tos a través de cualquier funcidn bondad B que tengamos y que de-

signaremos por UB'

vg(®) = B(i(®), s ) DCHRE, y £(D) > g [3.5.1]
B P23 i -~
1(D)

Sean B el conjunto de todas las funciones bondad y U el
conjunto de todas las funciones valor de segmentos las relacciones
[3.5.1] y [3.5.i] nos condicen a definir una aplicacién suprayectiva
p entre B y U definida por:

p ¢t B—m 1l

p(B)(D) = B((D), 5,, ') W¥BEB y DCIKE,
1(p)
Evidentemente la p asi definida es aplicacién.
Es suprayectiva:
yuelU, JB G B [/ p(B) =U
En efecto:

Sea U 6 U, definimos BU(S)v como en [3.5.1], y por el teo

rema 3.5.1 se cumple que p(BU) = U.

Esta aplicacidn nos establece en B una relacidn de equivalen-
cia, que relacciona dos funciones bondad cuando su imagen a través

de p es la misma y puede expresarse por:



)

B.,B, 6 B, B rB <==>Bl(i(n),s
ID)

1 2 ) = BZ(I(D),S

P

P
WD IKE, t.q. £4D) >g

Tomaremos como representante de la clase la definida por E3.5.2].

La aplicacidn mas importante del resultado anterior es que dada
una situacidn (P,S) -a esta la podemos dotar de una bondad definida
en Ag(P,S) 6 de una funcidn valor definida en G- si suponemos
que tenemos definida uma funcién valor y queremos atacar el problema
a través de funciones bondades bastar3d con construir una bondad a
partir de la funcidén valor definida por [3.5.1]. De forma similar
hariamos si partimos de una funcién valor. Se tiene ademis 1la posibi
lidad de contrastar la coherencia del punto de partida cuando este
consiste en una funcidén valor y una funcidén bondad, podemos decir
que son coherentes cuando la funcidén bondad deducida a partir de la
funcidn valor pertenece a la misma clase de equivalencia que la fun

cidn bondad de partida.

3.5.3. Segmentos terminales.

Anidlogamente a lo hecho en el apartado 3.5.2, denotaremos por

TD(I',S) el conjunto TD(S) para el subproblema (P SI')' Para

Ilv
(P,S), wutilizamos indistintamente TD(I,S) o TD(S).
El siguiente resultado vidlido para funciones bondad que pue-
dan expresarse por [3.5.3], y en particular por el teorema 3.5.1
vdlido para las funciones bondad definidas a partir de funciones va
lor mediante [3.5.1], nos va a permitir caracterizar los segmentos

terminales para funciones valor.
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Teorema 3.5.2.- Para cualquier funcidn bondad B € B de (P,S),
que pueda expresarse como en [3.5.1], se cumple que D 6 G es seg-=
mento terminal para B <= § eg solucifn terminal para B de-

o Pt (p)
finida en AR(PQ(D)’Sf(D))'

Demostracifn.- Por ser B separable y aplicando el resultado del
teorema 3.3.1 puede hablarse de terminalidad de D independientemen
te de la solucidn a la que pertenezca, en particular D es terminal

para (D, HKEi - D).
Sea S = (D, nxgi - D), se tiene:

D es terminal para S a través de B <= TD(S) =¢ &

B(S') < B(S) ¥s' 6 TD(S).
Se cumpla:

Tp(s) = ¢ == T(I(D), 5,, ) =9

I1(D)

si T (s) #8, ¥s' 6T (5) J s3 6 T1dm, s ) que se ob-

Py
tiene de S segmentando JIKE. a través de la misma variable
Pi(m) *
y por la misma particidn con la que obteniamos S' a través de S.

Andlogamente VS% e T(T(D), S ) JIst e TD(S) que se obtiene

(D) D)

segmentando S a través de D  por la misma variable y por la misma

P3¢

particidén con la que obteniamos Sé(D). Con este resultado estable-
cemos una correspondencia biunivoca entre los conjuntos TD(S) y

T(i(Dp), s ).

P2 (D)

Para demostrar el teorema serd suficiente con ver:

Si TD(S) ¢ y D es terminal a través de B entonces
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vsé(n) 6 T(i(p), SPA ) se cumple que B(i(n), s

2 ) <
1(D) 1(D)

< (I, s,, .
1(D)

En efecto:

¥s4 ¢ T(i(p), s,, * ) 3 s' 6 T _(S) obtenido con la mis-
1(0) P1(m) P
ma particifén de la misma variable que la que obtiene Sé(n). Sean

(Dl""’DZ) los segmentos que resultan de segmentar D, se tiene:

f(HKEi—D) .
B(S) = ¥TﬁEE;7~— B(l(HKgi-D), SP?(HKE._D)) +
i
f(D) &
¥ Take ) B(1(D), Spi(n)
i £(IKE -D)
B(S ) = —m@— B(I(HKEi—D), SPE(HKE.—D)) +
i
£ f(Di) .
+ ——— B(I(D.), S )

I(Di)

Por ser D terminal de S para B se tiene que B(S5') <

< B(S) luego:

2 £(D.) R £(D) A~

s ), S ) Trery B(I(D), S,
Ly Fawey PECD Sep ) FawED P4 (o)
g £ .

—— B(I(D.), S ) < B(I(B), Sy, )
L TFoy PO Pi(n) "1 0)

y como f(D) = f (HKEi)

1(D)

= . D.
f(Di) fi(D) (Di) pues D, CC
Tenemos:

i A , S .
B(I(D), SI(D)’< B(I(D) Pi(n))



Una consecuencia importante del anterior teorema es que en el
caso particular de que las funciones separables puedan expresarse co
mo en [3.5.1] la terminalidad de cualquier segmento D se caracteri

za por la terminalidad de SP“ . Con lo que podemos desligarle de
(D)

cualgquier solucidn.

Asi mismo, este regultado nos lleva de forma natural a defi-
nir lo que entendemos por segmento terminal a través de una funcidn
valor Uy, =sin tener que asociarlo a ninguna solucidn, consiguiendo

uno de los objetivos propuestos.

Definicidn 3.5.1.- Diremos que D 6 G es terminal a través de la

funcidn U cuando S es terminal para la funcién bondad B
P2 (p) v

relativa a (Pf(D)’ si(n)) y By definida por [3.5.1].
Consecuencia inmediata de esta definicién y del teorema

3.5.2 es que cuando B es expresable como en [3.5.3] un segmento

D es terminal para B s8i y 88lo si D es terminal para la funcidn

valor p(B).

3.5.4. Generalizacidn de la solucidn,

Si suponemos que en (P,S) tenemos definida una funcidn va-
lor de gegmento U, por el parrafo anterior podemos caracterizar
los segmentos terminales para Uj; esto nos induce a considerar solu
ciones que estan basadas en segmentos terminales para U, y al no
tener que ir asociados estos segmentos a particiones, no tienen por

que formar ellos a su vez una particifn, generalizando el concepto
. @M’ Ly &

de solucidn de (P,S) a considerar que estos pueden basarﬁf&g _&ﬁ&g
S5 G
Y

oRIVER
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brimientos de HKEi ¥y no unicamente en particiones.

Definicidn 3.5.2.- Diremos que ¥ determina una solucién de (P,S)

. .

si, VP es una familia de subconjuntos de HKEi cumpliendo:

1 U b= kg,
. ped - e .

. .
.

Z)j Dl,DZGD/le\D2¥¢ y ch_ D2 8 DZCDI'

La definicifn anterior generaliza el concepto de solucidn en
el sentido eén que D no determina de forma finica la solucidn ya que
si existen elementos de la familia con interseccidn no vacia los pun
tos de dichas intersecciones no se aplican en un {nico punto de A,
dejando cierta difusidad en ia determinacién de esta, razdnm por la
cual esta forma de generar la solucidn responde de manera mds realis

ta a las situaciones practicas.

Una forma de determinar una selucién de (P,S) a partir de
una familia ¥ cumpliendo con la definicidn 3.5.2 viene dada por

S -

p
r f(Di)
S5p(x) = .Zl T P, (3.5.4]
3 ] £(n.) 3
j=t
donde:
p r
x 6 NI KE. y x 6 (J D.. con D. ,...,D, €D y
i=1 j=1 1J ' Ty
PDj_j cumple con [1.2.8]

Evidentemente esta forma de determinar la solucidn a partir

de D no es la {inica posible, pero cumple con una condicidn desea
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ble en toda determinacidn pues cuando 0 es una particidn de HKEi,

SD coincide con las soluciones hasta ahlora consideradas.

Otra forma de expresar esta generalizacién, es que la SU
determinada por (}.5.4 y puede tener una particidn asociada que no
sea admisible aunque 1la familia D esté formada por segmentos que
pertenezcan a G que es la condicifn que impondremos a la hora de

buscar una familia 0 g-admisible,

Anilogamente, si queremos dar una bondad a la solucidn deriva
da a partir de una familia 0, consideraremos aquella que cuando 7
sea una particidn de nxgi con todos sus elementos de G y por tan
to solucidn g-admisible, coincida con la funcidn bondad B, defini-
da en [3.S.k]. Esta funcidn bondad para SD viene dada por:

r
BA(D) = —t DERLLRLILE
=1
£(p,)
Jy 1

y evidentemente cumple con [3.5.1] cuando D es una particidn g-ad

misible de HKEi.

A la hora de determinar una familia 0 que sea mdximo local
para U, nos cefiimos a buscarla entre las familias formadas por seg
mentos cartesianos de G. Esta por el parrafo anterior, vendrd dada
por aquella que tenga todos sus segmentos terminales para U y que
por el teorema 3.5.2, cuando P sea una particidn de HKEi y por
tanto una solucidn de AS(P’S) es a su vez un miximo local pa

ra la funcidn bondad BU definida en [3.5.1].



3.5.5. Algoritmo para determinar segmentos terminales para una

funcidén valor.

En el desarrollo del algoritmo que se describe en este aparta
do necesitamos introducir el concepto de segmento cartesiano U-termi
nal.

Sea D6 G y D segmento cartesiano, designamos por t(D)

t(D) = {D' 6 t(D)/D' se obtieme de D segmentando D}

Diremos que un segmento D es U-terminal cuando ¢t(D) = @

6 bien U(D') < U(D) ¥D' 6 t(D).
Es facil comprobar el siguiente resultado:
“"Si D es U-terminal entonces D es terminal para U".

Como consecuencia de lo anterior si obtengo una familia
de segmentos U-terminales, esta, estara formada por segmentos termina

les para U y por tanto serd un maximo local.

El siguiente algoritmo, encuentra una familia de segmentos

-terminales, y utiliza la siguiente notacidn:

Designaremos por D* = {(il’jl)""(i ’jl)} al segmento car-
tesiano D = A E, Xx...x Apgp tal que Aigi = KEi ¥i @ {11,...,1£}
R . . . x
y Airgit {Jr} vi_ € {11,...,11} y por U(D*) a la valor de

la funcién U para el segmento D.

Dado (Dl"°"D£)’ designaremos por (Dl,...,Dz)C al seg-

mento nxgi - U Di'

i=1

Con estas consideraciones el algoritmo toma la siguiente for
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Algoritmo 4

Paso 0 (de inicializacidn)

Paso 1

Calculamos (il,jl) cumpliendo con:

U (D* LI{il,jl}) = max max U(D* J {i,3})
ie{l...p} JERE,

Paso 2
Si U(D* y {il,jl}) > u(D) ir a paso 3.

U(D* U {il'jl}) < U(D) ir a paso 4.

Paso 3
D* = px y {i,j}

ir a paso 1

Pasgo_4
F=7F+1
*

= *
DF D

Paso 5
8i f(HKEi—D*) > g D* = ¢
I=1I-1(m

ir a paso 1

f(HKEi-D*) < g ir a paso 6



Pagso 6
F=F +1
* _ C
Dp = (DyseneyDp y)
Paso 7

(Dl”"’DF) es una familia 0 terwminal para U, parar
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