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Prefacio

Comosueleocurriren la investigacióncientíficaactual,los resultadosfinalesdeun proyecto
puedendiferir considerablementedel planteamientoinicial. Mis interesesse centraronen
un principio en el estudiodel agua. El empleode un modelode fuerzascentralesparecía
bastanteatractivo,ya que encontextosteóricossesimplifica notablementeel estudiode un
sistematancomplejo.Sin embargolas víasconvencionalesno permitenllegaraunasolución
razonabledel problema,y frecuentementeseha de recurrir a aproximacionesempíricasque
no son deseablesen un tratamientoteórico. En realidadel modelo de fuerzascentrales
considerael aguacomounamezclaen la queno tieneporquéexistir a priori la moléculade
agua. Hechoque por otrapartehasido~asumidocomocierto por diferentesautores.En tal
casoelaguasepodríaconsiderarcomoun casoparticulardeun problemamásgeneral,el de
unareacciónde asociación,de formaquelas moléculasde aguaseríanun productode dicha
reacción.Esteenfoqueconectacon un áreaaparentementepoco relacionada,comoesla de
los sistemasasociativos,que haobservadoun interéscrecienteen los últimos años,gracias
entreotros, a los trabajosde Wertheim. Así teniendoen cuentamodelosasociativosse
puedetratar unafenomenologíamuy rica, característicade sistemasmuy diferentes,en los
quela asociaciónesel nexoquelos une, y de los queel aguaes un ejemplorepresentativo.

Duranteestos añoshe tenido la suertede colaborar con colegasmuy valiosos, tanto
personalcomo profesionalmente,cuya experienciay enfoqueshan enriquecidomi visión
de la mecánicaestadística.En primer lugar me gustaríacitar a. mis mentores,JoséLuis
FernándezAbascaly EnriqueLombaGarcía,quemeintrodujeronenelmundodela simula-
ción y de las ecuacionesintegrales.Estetrabajosehadesarrolladoenun climade estímulo
y libertadparaescogerlos problemasaestudiar,lo quesin dudaharedundadoen el resul-
tadofinal del mismo. En estecaminoqueesla cienciahe tenidocomocompañerosde viaje
a, JuanCarlos Gil Montoro, EduardoEncisoRodríguez,Carlos Vega de las Heras,Bj0rn
Hafskjold, Signe Ratkje,y otros muchaspersonasque he encontradoen diferentesestacio-
lles, y con quienesme une la suertede disfrutar resolviendoproblemascientíficos. Quiero
mencionarespecialmentea JoséManuel BresmeFernández,cuyasvaliosasobservaciones
en diferentesaspectosmehan sido muy útiles.

Buenapartede estetrabajoha sido posiblegraciasa la concesiónde unabecaPredoc-
toral de la UniversidadComplutense,así como al proyectode investigaciónPB93-0085,de
la DGICYT de España.Mis estudiosde DinámicadeNo equilibrio hansido generosamen-
te financiadospor NAVF y por el “Center of Light Metalsof Excellence”pertenecienteal
“Norwegian Institute of Technology”. Estosestudiosserealizaronen el Departamentode
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Química-Físicade la UniversidadNoruegade Cienciay Tecnologíade Trondheim. Quie-
ro agradecerla hospitalidaddispensadadurantemi estanciaen dicho Departamento,que
hicieron de la mismaunabellaexperiencia.

Por último quiero dedicarestetrabajoa mis padres,Emiliano y Avelina, que siempre
mehan apoyadoy creídoen mi trabajo.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 Motivación

Los sistemasasociativossonaquélloscuyoscomponentessepuedenorganizaren estructu-
rasmás complejas.Estasestructuraspuedenestarconstituidaspor unos pocaspartículas
o por muchas,conlo queengeneralconsideraremossistemasmolecularessimplesy políme-
ros. Así pueshablarde sistemasasociativoses hablarde enlacequímico. En principio
el tratamientorigurosodel enlacequímico es un problemade origen mecano-cuántico.
Sin embargola mecánicaestadísticaproporcionaun contexto clásicoen el que se puede
tratar esteproblema. Para.ello tan solo seprecisala definición de un modelo que incor-
pore la posibilidad de que las partículasse asocienentresí, alternativaconsideradapor
Boltzmann haceun siglo [Boltzmann(1898)], y de la. que se puedenencontrarejemplos
representativos[Andersen(1974), H0yey Olansaen(1980)]. Pero, ¿porquéestudiarmode-
los asociativos?. La asociaciónentresespeciesda lugar a la agregación,fenómenoque
apareceen muy diferentescontextos. Nucleación,gelificación, vulcanización,polimeri-
zación, asociaciónquímica, ..., etc. Muchos sistemasen los que la asociaciónestápre-
sentemuestranuna rica fenomenología.Por ejemplo,en el caso de sistemascoloidales,
la faselíquidasepuedetornarinestableen determinadascircunstancias[Gag y col. (1983),
Lekkerkerkery col. (1992),Leal Calderóny col. (1993),Puseyy col. (1994)]. Los sistemasióni-
cos,al igual quealgunosmetaleslíquidosy ciertossistemaspoliméricos,muestranunagran
asimetríaen la curvade coexistencia,al contrariode lo queseobservaen la mayoríade los
sistemassimples,como el argén [Kirshenbaumy col. (1962),Johanny(1978), Hensel(1990),
Levelt-Sengersy Given (1993), Pitzer (1995)]. Ademásen determinadasdisolucionesdeelec-
trolitos, se observala. apariciónde un mínimo de conductividad[Bockrisy Reddy (1970)1,
cuyaexistenciaestádirectamenterelacionadacon el fenómenode la asociacióniónica. A
priori no esfácil imaginarun medioque permitatratar la fenomelogíacaracterísticade sis-
temastan diferentes,empleandouna mismabase.No obstanteestatareaesrelativamente
simple, si el problemaseplanteaen el contextode la asociaciónquímica. Consideremos
un sistemade doscomponentesA y E, que sepuedenasociarentresí paradar moléculas
di atómicas,

A+B#AB (1.1)

1
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Si las especiesA y B no reaccionanentresí, esdecir no seasocian,el modeloconsiderado
seríaeí de un sistemaatómico,como por ejemplounamezclaargón ¡ xenón. Supongamos
que la reacciónsedesplazacompletamentehacia los productos,en tal casoel modelosería
representativodeun sistemamolecular,como porejemploel 14. En el casoque la reacción
no sedesplacecompletamentehacialos productos,el sistemaresultanteseríauna mezcla
de especiesatómicasy moleculares.Se puedeir más allá, y considerarla posibilidad de
polimerizaciónde las especiesen estructurasmayoresque el dímero. Un modelode este
tipo permiteconsiderarsistemaspoliméricos,queen generalseránpolidispersos.Así pues,
pareceen principio posible,modelaren términosde reaccionesde asociaciónun amplio
rangode sistemas,desdesistemasmoleculares,comomoléculasdiatómicaso el agua,hasta
sistemaspolimericos.

Paradescribirlas reaccionesde asociaciónintroducidasmásarriba seprecisaun mo-
delo. Quizá los modelos asociativosmás extendidosson los del tipo centros asociativos,
empleadospor Wertheimen el desarrollode sus teoríassobredimerizacióny polimeriza-
clon [Wertheim(1984), Wertheim(1986)]. Estetipo de potencialesha sido consideradopor
cierto número de autores[Ja.cksony col. (1988),Chapmany col. (1988),Johnsony Gubbins
(1992),Walshy Gubbins(1993),Seary Jackson(1995)],desdeunaperspectivapuramenteteóri-
cay desimulación.Unasegundafamiliademodelosesla denominadade fuerzascentrales.
El atractivode estos modelosresideen que el cálculo de la interacciónentrepartículas
dependeexclusivamentede la distancia,en contrastecon la dependenciamáscomplejade
los potencialesde centrosasociativos. Quizá el modeloparadigmáticodel tratamientode
fuerzascentraleses el propuestopor Lemberg y Stillinger (1975) para describirel agua
líquida. El tratamientode sistemasasociativospresentadoen estetrabajo sebasaen su
totalidaden modelosde fuerzascentrales.Es importantedestacarque estosmodeloshan
merecidohastael momentopocaatenciónen comparacióncon los de centrosasociativos.

En la discusiónanteriorestácontenidadeuna maneraimplícitala naturalezadel pro-
blemaa tratar. Nos referimosa que el tratamientode fuerzascentralesesde tipo atómico.
Los problemasatómicospresentanventajasindudablesen el contexto de la mecánicaes-
tadística.En particularel empleode métodoscomo las ecuacionesintegraleso simulación
setorna tremendamentesencillo. En estesentidolos sistemasasociativosrepresentanuna
alternativaeleganteparaestudiarsistemasmolecularesen el contextode la ecuacióninte-
gral Ornstein-Zernike(1914) atómica.En particular,estetratamientoresultaequivalente
a aproximacionesque consideranla moléculaexplícitamente,como la ecuaciónintegral
Ornstein-Zernikecentro-centro[Hanseny McDonald (1991)],tambiénconocidacomoRISM-
OZ; La diferenciaesencialentreestasdos metodologíasresideen que en el tratamiento
asociativo,las correlacionesintramolecularesestánincorporadasen el potencialde inte-
racción, mientrasque en el tratamientoRISM-OZ, éstasestáncontenidasen la ecuación
integral. En lo que respectaa los métodosde simulación,en concretola dinamíca.mo-
lecular [Halle(1992)], las simulacionesde sistemasmolecularesno requierenel empleo de
métodosespecíficosdestinadosa conservarla geometríamolecular.El estudiode las reac-
cionesde asociación,precisael empleo i - un método que permitatratar el sistemaen el
mínimo de energíalibre. En estesentidolas simulacionesbasadasen el método de Monte
Carlo [Alíeny Tildesley (1987)], y los métodosde ecuacionesintegralesse revelancomo la
alternativaidóneaparaalcanzarestefin.
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1.2 Objetivos

El objetivo de estetrabajo se puedeconsiderarque es doble. Por un lado sesetrata de
estudiarla influenciade la asociaciónen las propiedadesestructurales,termodinámicasy
de coexistenciade sistemassimples. Asimismo se consideranmodelosde electrolitos,en
concretoel modeloprimitivo restringido(RPM), en lasproximidadesdel punto crítico. Los
sistemasiónicospresentanunafenomenologíamuy ricaen estaregióndel diagrarnade fa-
ses. Con esteestudiopretendemosentenderentreotrascosas>quédiferenciarealmentea un
sistemaiónico de un sistemasimple, o porquésistemascomolos halurosalcalinos,metales
líquidos,o sistemaspoliméricos,cuentanentresuscaracterísticasmásrelevantesconcurvas
decurvasdecoexistenciamuy asimétricas.Asimismoseconsiderael tratamientomediante
ecuacionesintegralesdel RPM en la región crítica, parael que hastala fecha,no existe
una alternativateóricaadecuada. Otro objetivo del trabajo consisteen tratar sistemas
moleculares(desdesistemassimplesa sistemasfuertementeanisotrópicos)desdeunapers-
pectivaatómica. En concreto,se considerala posibilidad de tratar teóricamentesistemas
molecularessimples,como el nitrógenoy los halógenos,asícomosistemascomplejos,como
el agua. En esteúltimo casoel término asociacióntieneun doblesignificado. Por un lado
seconsiderala asociaciónquímicaque conducea moléculasde agua. En segundolugar se
considerael aguacomo líquido “asociado”. Estetérmino serefiere a la capacidadde la
moléculade aguade formar enlacesde hidrógenocon otras moléculas,hechoque confiere
al líquido propiedadesúnicas. Como sehamencionadoanteriormenteel rasgocomún que
une a sistemastan aparentementediferentesen un estudiocomún,es el carácterasociativo
de los mismos.

Paraabordarel estudiode los problemasarribarmencionados,se ha escogidouna al-
ternativaclásicabasadaen el formalismode la MecánicaEstadística.En la resoluciónde
cualquierproblemamecano-estadísticoseprecisaen primerlugar establecerlas leyesque
gobiernanlas interaccionesdel sistema. Paraello se ha de definir una función hamilto-
níana. En lo que respectaa la notación hemosempleadoa lo largo del texto el término
hamiltonianoparadefinir ésafunción. Se hadeentenderen cualquiercasoquecon ello nos
referimosa la función clásicay no cuántica. En cuantoa la funcionalidadde los poten-
ciales de interaccióna utilizar, estospresentanuna contribuciónasociativa,que permitela
formaciónde enlacesentrepartículas.Normalmenteseconsideraque los potencialesque
dan lugar a un enlacequímicoson tremendamenteenergéticosen comparacióncon inte-
raccionesde carácterdispersivo. En estetrabajo se utiliza el término asociaciónquímica
en un sentidomásamplio y seconsiderantambiénpotencialesasociativoscuyainteracción
es del orden de kBT. La interacciónasociativaque consideraremoses del tipo oscilador
armonico lo que permitecontemplarlos gradosde libertad intramoleculares(vibración)
de una forma sencilla. Una peculiaridadimportantede estospotencialesresideen que
las contribucionesasociativasy no asociativasestánseparadasde forma inequívoca. Es-
te hechoes la basede un tratamiento,propuestoen estetrabajo, que combinadocon la
ecuaciónintegralOrnstein-Zernikeatómica,permitealterar el equilibrio de las reacciones
de asociaciónde una forma simple. En estetrabajo propondremosmodelosasociativos
sencillosque permitandar respuestaa las preguntasplanteadasmásarriba. Se considera
un potencialLennard-Jonesasociativo(LJ/asoc)querepresentaunaextensiónnatural del
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modeloLennard-Jones,ampliamenteutilizado en el estudiode sistemasatómicos. En se-
gundo lugar consideramosun modelo de fuerzascentralesdel agua. Puestoque el aguaes
un sistemasingular,esdifícil proponerun hamiltonianoque no seaen sí mismoespecífico.
Así uno de nuestrosobjetivosesplantearun modelo del tipo descritomás arriba,y queal
mismotiempopermitadescribircuantitativamenteel agualíquida. Queremosrecalcarque
no existenhastala fechamodelosde fuerzascentralesparael aguacomparablesa modelos
rígidos comoel SPCEo el TIP4P. Sinembargola alternativadeun modelode fuerzascen-
traleses atractivaen sí mismapuespermiteconsiderarentreotras cosas,las vibraciones
intramoleculares,así comola disociacióny la polarización,éstaúltima a un nivel efectivo,
de la moléculade agua.

1.3 Esquemade esta Tesis Doctoral

Antes de discutir el esquemade estetrabajo convienehaceralgún comentariosobrela
notaciónempleadaen el mismo. En lo que respectaa las siglas empleadas,se han es-
cogido las denominacionesmás comunesen la bibliografía. Por ejemplopara referirnos
a potencialesde fuerzascentraleshemosempleadoCFM, que correspondea la denomi-
nacion inglesa, central force modet En éstemismosentido se han empleadolas siglas,
MD (dinámicamolecular),NEMD (dinámicamolecularde no equilibrio), o RPM (modelo
primitivo restrigido).

En el capítulo2 sepresentanlos fundamentosen quese basaestetrabajo. En primer
lugar se recogenideas básicasde mecánicaestadística. He tratado de resumiral máxi-
mo el formalismo,que por otro lado sepuedeencontraren excelenteslibros [Hill (1956),
McQuarrie(1976), Hanseny McDonald (1991), March y Tosi (1976), Friedman(1962)), y mu-
chos otros que he consultadocon menor asiduidadque los anteriores. Asimismo en el
capítulo2 se recogenconceptosfundamentalesen el tratamientode sistemasasociativos.
Las definicionesdeconceptoscomo saturaciónestérica,límite de asociacióncompleta,reac-
ción homogéneao reacciónheterogéna,queseránempleadasa lo largo deltexto, serecogen
en la sección2.2. El primer capítulose cierracon una brevediscusiónde Termodinámica
de No Equilibrio. Aunqueestetrabajo no trata en particularde éstetema,sí se emplean
herramientascomo la DinámicaMolecular de No Equilibrio. Puestoqueestosmétodosson
bastanterecienteshecreídoconvenienteintroducir la baseteóricade los mismos.

Los capítulos3 y 4 describenlos métodosde ecuacionesintegralesy simulaciónem-
pleadosen estaTesis Doctoral. En lo que respectaa ecuacionesintegralesse explican
conceptosbásicoscomo la ecuaciónintegralOrnstein-Zernike,y la relaciónde cierre. Asi-
mismo,el capítulo3 incluye los métodosnuméricosempleadospararesolverlas ecuaciones
integralesque enestetrabajo,sebasanen el procedimientode Newton-Raphsonpropuesto
por Gillan. Dado quese trata con sistemascargadosse explicael procedimientode la
renormalización,que es importanteno solo en la resoluciónprácticadel problema,sino
tambiénen la definición de las aproximacionesteóricas. En el capítulo 3 hemosincluido
una secciónque sehade considerarun resultadode estetrabajo. Describimosun método
numériconuevo,basadoen un procedimientodel tipo Newton-Raphson,que permiteestu-
diar la reacciónde asociaciónquímicaen el límite de asociacióncompleta.Deestamanera,
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es posible resolversistemasmolecularesdesdeun enfoqueatómicoy como se veráen el
capítulo 3, en determinadascircunstancias,el tratamientoes equivalentea uno del tipo
RISM-OZ. En el capítulo4 serevisanconceptosy técnicasempleadosen simulación. Se
consideransimulacionesde MonteCarloenel colectivocanónicoy enel colectivodeGibbs,
y se comentanlas especificidadesde las mismasenel casode sistemasasociativos.Asimis-
mo se hautilizado DinámicaMolecular de Equilibrio y de No Equilibrio. En esteúltimo
casoseexplicael algoritmode intercambiode calor, y su utilidad en el cálculode propie-
dadescomo la conductividadtérmicaasí como en la obtenciónde la ecuaciónde estadoy
generaciónde interfases.Estemétodoserevelacomouna alternativaidóneaparaobtener
diagramasde coexistenciade sistemascomplejoscomo el agua. Partede la informacion
cotenidaen estecapítulose puedeencontraren textos clásicoscomo Theoryand simula-
tion of simple liquids de Alíen y Tildesley (1987),y otros menosconocidoscomo Computer
simulation and the statistical mechanicsof adsorptionde Nicholson y Parsonage(1982),
Molecular Dynamicssimulations:Elementarymethodsde Hayle (1992) y Computational
StatisticalMechanies(1991) de Hoover. Asimismo seha incluido informaciónprocedente
de otrasfuentes,fundamentalmenteartículos,e ideasbasadasen mi propiaexperienciaen
la simulaciónde fasescondensadas.

Los capítulos5-7 recogentrabajo-originalsobresistemasasociativos.En los mismosse
trata de respondera algunasde las preguntasplanteadasanteriormente.El capítulo5 se
dedicaal análisisde la reacciónde asociación,modeladamedianteun potencialLennard-
Jonesasciativo(LJ/asoc). Se analizanexhaustivamentemediantesimulacionesMC, las
propiedadestermodinámicas,estructurales,así como el tipo de productosresultantesde
la reacciónde asociación.Seconsiderancuestionescomo el cumplimientodel principio de
congruencia,y la validez de] conceptodelímite de asociacióncompletacomodefinición de
un estadoen el que el sistemapresentapropiedadessimilaresa las de un fluido molecular.
No menosimportanteseinvestigala convenienciade unaaproximaciónteóricasencillacomo
la teoríade la cadenahiperreticulada(HNC), en la descripcióndel modeloLJ¡asoc. En el
capítulo6 nosocupamosde un casoespecialde asociaciónquímica,nosreferimosal modelo
RPM. En estecasoinvestigamosmediantesimulacionesMC laspropiedadesdel RPM en la
regióncrítica, con especialénfasisenel análisisde la agregaciónque presentaéstemodelo
enésascondiciones.El capitulocontieneun estudiodetalladodediferentesaproximaciones
teóricas,basadasen la ecuaciónintegralOrnstein-Zernike.Con esteestudiose pretenden
encontraralternativasteóricasque permitanconsideraruna regióndel diagraxnade fases,
donde la mayoríade las aproximacionesson incapacesde dar soluciones. El capítulo 7
considerala influenciade la asociaciónen el equilibrio de fases.Sepuedeconsiderarcomo
un capítulounificadorde los dosanteriores,y en el mismosemuestraqueen lo querespecta
a las propiedadesdecoexistenciael modeloRPM no esradicalmentediferentede un modelo
LJ¡asoc. Se proponeunaexplicacióna la asimetríade la curva de coexistenciaobservada
en sistemasiónícosy metaleslíquidos.

En lo quesepuedeconsiderarunasegundapartedeltrabajonosocupamosde un sistema
degran importancia,el agua. Esteestudioseextiendea lo largo de los capítulos8-10. En
el primero de ellos sejustifica la elecciónde un sistemacomo el aguay se proponeun
modelode fuerzascentralesparadescribirlas propiedadesdel líquido. Estasseinvestigan
en el capítulo9, dondeseconsideranpropiedadesestructurales,dinámicas,dieléctricas,de



6

coexistencia,y cuestionescomola existenciao no de un máximode densidaden el modelo.
En el capítulo10 seinvestiganmodelosdel agua. Estecapítuloabordaelproblemadel agua
desdela ópticadeunareacciónquímica,y en tal sentidosuponela conexiónnecesariacon la
filosofíadel trabajo. Se investigala validezde la alternativateóricaatómicaen la resolución
de sistemasmolecularesanisotrópicos.En particularsistemasque presentaninteracciones
deenlacede hidrógeno.Finalmenteseexplorael límitedeasocíacioncompletacomomedio
pararesolverun problemaque seremontaa los primerostrabajosde Lembergy Stillinger
(1976). Nos referimosa la incapacidadde la teoría HNC para predecircorrectamentela
geometríade la moléculade agua.

El resumeny conclusionesmás relevantesobtenidasen esta Tesis Doctoral finalizan
estetrabajo.



Capítulo 2

Fundamentos

2.1 Fundamentos de Mecánica Estadística

La MecánicaEstadísticaproporcionaun formalismoque relacionalas propiedadestermo-
dinámicasy estructuralesde un sistemacon su hamiltoniano. Consideramosun siste-
ma compuestode N partículasque ocupanun volumenV, por lo tanto a una densidad
p = N/V, y aunatemperaturaT, es decir,consideramosel colectivocanónico.Seconsidera
asimismoqueel sistemapuedeestarcompuestodeun númerocualquieradeespecies,y que
éstaspuedenestarcargadas.En tal caso la condición dc electroneutralidad,imponeuna
restricciónsobrelas densidadesde cadauna de las especiesde forma que, Ea Pr, Za = 0.
En lo que sigue no haremosreferenciaexplícita a las especiesdel sistemani a sistemas
cargados,por lo quela deducciónseconsiderageneralparacualquiersistema,exceptoque
se indiquelo contrario.

Dentro del colectivocanónicose define la densidadde probabilidadfN(rN, pH) ~, que
esfunción de la posición~ = {ri>...,rN} y los momentos~0 = {P1,...,PN},

fN(rN PH) = exp (~nXrN,pN)/icnT)) (2.1)
f.. .fexp(..H(rNpN)¡kET)drdP

La integralde fN sobreposicionesy momentos,representalaprobabilidaddequeel sistema
seencuentreenun determinadopunto del espaciode fases,estandoéstedefinidopor todos
los posiblesvaloresde posicionesy momentosquepuedeadoptarel sistema.Consideremos
el hamiltoniano,

IV 2

H(r,p)= ?~. ~ IV N (2.2)
2u1/r¿,r5)

~ =1
dondeseconsideraqueel potencialtotal sepuededescomponerenunasumade potenciales
pares. En lo que siguenos referiremosal sumatoriosobrepotencialesparesde la expre-
sión (2.2) comoUN(rí, ..., ríq). En la expresión(2.2) no sehanconsideradogradosinternos
de libertad, ya que éstos son irrelevantesparanuestradiscusiónposterior. Deducimosa

‘La densidadde probabilidadpresentauna dependenciatemporalqueestagobernadapor el Teorema
de Liouville. En lo que sigueno incluimosdichadependencia.

7
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continuaciónexpresionesexplícitaspara la energíainterna,función de distribución par y
presión. Teniendoen cuentaque en un líquido monoatómicoa temperaturaT, la energía
cinética por grado de libertad es kaT/2, la energíatotal del sistemase puedeexpresar
como,

E=4k~T+<U> (2.3)
2

donde < U > denotala energíapotencialmedia(o energíaconfiguracional)que sepuede
obtenera travésde la relación,

< a->— ~ .fexp(~UN(rí rr4/k~T)UN(r
1rp4dr1 . drv (2.4)Z

siendo Z la función de partición, definida por el denominadorde la expresión(2.1). Te-
niendo en cuentaque el potencial de interacción se puedeexpresarcomo una sumade
interaccionesparesla expresiónanteriorsepuedereescribiren la forma,

<u>= N(N—l) JJU(r12) [f. . .fexpQ.U~V(ra,...,rN)/kBT)drs... drivj¡ dr,dr2

(2.5)
dondeel término N(N — 1)/2 tieneencuentatodaslas interaccionesparesquecontribuyen
de igual formaa< U>. Laexpresión(2.5)relacionalaenergíadeexcesocon elpotencialU.
De la mismamanerasepuedeestablecerunarelaciónentreestepotencialy la concentración
local del sistema,que vienedadapor la función de correlaciónpar, g(r). Según Zernike
y Prins (véase[Marchy Tosi (1976)]), g(r) se define mediantela relación, pg(r)dr, que
representael númerototal de átomosen una capaesféricade radio r y anchodr, centrada
en un átomo quese tomacomo origen. La función g(r) se puedeexpresaren términos
del potencialde fuerzamediaw(r), que representael trabajo necesariopara acercardos
partículasdesdeuna distanciainfinita hastauna distancia,r,

g(r) = exp (—w(r)/knT)) (2.6)

luego a distanciar —* oc, g(r) -~ 1. Aunque la función g(r) seha representadoexclusiva-
menteen términosde la distanciaentrepartículas,r, en el caso de sistemasmoleculares
seríaprecisoen general,incluir coordenadasdependientesde la orientación. No obstante
puestoquela discusiónposteriortrata con potencialesdel tipo de fuerzascentralesse in-
cluirá únicamentela dependenciacon r. La ecuaciónfundamentalque relacionag(r) con
el modelo depotenciales (paraun sistemahomogéneo),

p2g(r~~) = (N—2)!Íexp(’U~(rn...,rn>¡Ic»T>dr, .. . dr,v (2.7)

Si en la relación anterior se sustituyeg por su valor, dado en la ecuación(2.6), resulta
una expresiónmuy similar a la que se obtendríapara la energíalibre [Friedman(1971)],
lo que ponede manifiestoque w es una energíalibre local de la mismaforma que pg es
una concentraciónlocal. La función de correlaciónpar, g(r), juegaun papel importante
en la mecánicaestadística,dadasuestrechavinculacióncon el experimento.En particular
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éstasepuedeevaluarindirectamentea partir de difracciónde rayos-X o experimentosde
difraccióndeneutrones(véansereferenciascontenidasen [Marchy Tosi (1976))). En el caso
concretode sistemasdevariasespecies,las funcionesde correlaciónpar sepuedenobtener
combinandodifracción de rayos-X y de neutrones,o recurriendoen esteúltimo caso al
método de la sustituciónisotópica [Enderbyy Neilson (1980)). A partir de la función de
correlaciónpar sepuedenobtenerlas propiedadestermodinámicasdeuna manerasencilla.
Por ejemplo,la energíainternasepuedeexpresarcomo,

<u > N(N—1) JJ~(N~2Y2~dd = ~p2Vj u(r)g(r)4irr2dr (2.8)

En el caso en que se considerenvarias especiessellega a la siguienteexpresióngeneral
para la energíaen términosde la función de distribución,

V ,o,.qjn,u~n,r,o~n,rj±1rru.r (2.9)

2 ¿.~.rJ.r~t.-.rN~

De una forma similar se puedeobtenerla ecuaciónde estadoutilizando en estecaso el
teoremadel vinal, que relacionala energíacinética,Eh, con el vinal de las fuerzas.En el
casode una gas ideal 2Ek = 3PV. La expresiónfinal parala presiónen términos de la
función decorrelaciónescomo sigue,

P2PXkBTÁf2PaP~J~ Ou;p(r)gr,
9(r)r

3dr (2.10)

A partir de la energíainternaesposibleobtenerla energíalibre de Helmholtzy sus mag-
nitudestermodinámicasderivadas,como la entropíay la presión,

A = —JPdV=TJEd(1/T) (2.11)

(2.13)

La presión obtenidade estamaneray a travésde la ecuación(2.10), se puedeutilizar
comotestde consistenciaen tratamientosteóricos.Por ejemplola ecuaciónintegralHNC
es consistenteen ésesentido,mientrasque otras teoríascomo la PY o RHNC no lo son.
Algunas teoríascomo la HMSA [Zerahy Hansen(1986)] se basanen la imposiciónde una
relación de consistenciaqueno cumplede por sí ningunarelaciónde cierrehabitual. Esta
consisteen la consistenciaentrela rutadel vinal (ec. 2.10) y la rutade la compresibilidad
isoterma,deducidadel teoremade fluctuación(ver (2.17) másabajo).

Existe aún una deducciónmásfundamentalparala ecuaciónde estado,queno requiere
el conocimientode g(r) y de u(r). Además no es precisosuponerque el potencialde
interacciónesparaditivo. Estadeducciónqueintroducela compresibilidadisotermautiliza
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el colectivogran canónicoen lugar del canónicoempleadoanteriormente.La función de
distribución de probabilidaden el colectivogran canónicovienedadapor,

wcc = exp((9 + Np — HÑ)/kBT)) (2.14)

donde9 = —pV, ji esel potencialquímicoy esel hamiltonianodefinidoanteriormente.
Las densidadesmediasen el fluido vienen dadaspor, ~cp(rí) >=c N > ¡V = p y
< p2(ri, r

2) >= p
2g(r,

2), que cumplenlas condiciones,

Jdríp(rí> = N (2.15)

Jvfvdr,dr2p2(rlj2) = N
2—N (2.16)

Promediandola expresión(2.16) se llegaa,

1 +pJh(rn)dV — <N > — <N> (2.17)

dondeh = g — 1 es la función de correlacióntotal, y la expresión(2.17) representael
factor de estructura,.9(k), en el límite le —* O. La fluctuación del número de particulas
estárelacionadacon las propiedadestermodinámicasdel sistemaa travésde la función de
partición,

exp(—9/ksT) 2 exp(Np— A(N,V,T))/ksT (2.18)
N~O

La diferenciaciónde estaexpresiónrespectoal potencialquímico,ji, permitenobtener,

tan~
= — (2.19)

(2.20)

Teniendoen cuentala siguienterelacióntermodinárhica,

(~) ~(~)
p2Vxr (2.21)

dondexi’ es la compresibilidadisoterma. Relacionandolas expresiones(2.21) y (2.17) se
llegaa la relaciónde Ornstein-Zernike,

.9(0) = pkaTxr (2.22)

En el caso demezclas.9(k) vienedadopor,

Sc,q(k) Xaóap + zaziipkp(k) (2.23)
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donde zr, = NalN, y h representala transformadade Fourier de la función de correlación
total. La expresión(2.22)parael casodemezclaspasaa ser [Hanseny McDonald (1991)J,

= PkSTXT (2.24)

siendo, S(0)jr,g el cofactor de Sag(k), en el determinanteIS(k)). La expresiones(2.22)
y (2.24) admiten una interpretacióndinámica,que estábasadaen el hecho de que las
excitacionesde longitud de ondalargaquesedanenel fluido sonen realidadondassonícas.
En el casoparticularde sistemascargados,las fluctuacionesen el fluido han de producirse
de forma que se verifiquea nivel local la condición de electroneutralidad.Estehechoesel
origende lo que sedenominaapantaflamiento,de formaque la interacciónefectivareal en
sistemascargados,decaemásrápidamentequeel potencialculómbico. El apantallamiento
requiereel cumplimientode unas reglas, las condicionesde primer y segundomomento
propuestaspor Stillinger y Lovett (1968b). Consideremosel factor de estructuracarga-
carga, r 1

Szz(k) = ~ZaZ0 ¡jaSais + 47rpxax0j setkr)haa(r)r2drl (2.25)

Se trata de evaluar la respuestade un fluido a un campoproducidopor unadensidadde
cargaexterna.La respuestaa estepotencialexternosepuededescribiren términosde la
constantedieléctricalongitudinal estática«le) 2

1 ~ “%2~~Szz(k) (2.26)

Como Szz es positiva por definición (ecuación(2.25)) se sigueque 1/4k) =1 V’ le. Se
sabeexperimentalmenteque un fluido conductores capaz de apantallar completamente
una distribución de cargaexterna. Quieteesto decir que la densidadtotal de cargadebe
desaparecerenel límite le —*0, lo quese traduceen la siguientecondición,

limc(k) = 0 (2.27)

k—*O

o bien,

Hm ~ Szz(k)= Zxr,Z~ (2.28)
a

siendo>CD la inversade la longitud de Debye,

4 = 24ir~pr,e
2 (2.29)

a

La expresión (2.28) describeel comportamientodel factor de estructuracarga-cargaen
el límite le —+ 0. Supongamosque la función de correlacióntotal h decaesuficientemente
rápidoa largasdistancias,de forma que la integraldeFourier dadaen la expresión(2.25)

2Existeun análogodinámicode ¿(k), ¿(kw>, quepermiteestudiarlosprocesosde relajacióndieléctrica
en sistemasdipolares. En el capítulo9 se calcule.el espectrode relajacióndiel¿ctricadel agua.
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sepuededesarrollarenunaseriedepotenciasdele. Si sehaceestoy seidentificane] primer
y segundotérmino de estaseriecon la expresión(2.28) se llegaa,

3zcyZapf~xpZpga0(r)dr = ~-2xaZ~ (2.30)
a a

t 6
2XaZaPj xgZ0gr,g(r)r

2dr = —-~y~ xaZ~ (2.31)a

que son las condicionesde primery segundomomentoenunciadaspor Stillinger y Lovett.
Cadauno de los términosen la expresión(2.30) representauna condición de electroneu-
tralidad local, PfEg xgZ

0gr,pdr= Zr,, y expresaquela cargade un ion dado, debeser
canceladaexactamentepor la cargatotal distribuidaen torno a dichoion. Estacondición
de electroneutralidadlocal, seaplica sólo a potencialesque varían asintóticamentecomo
r con 1 < u < 3. La condición de segundomomentose cumple exclusivamenteen el
caso depotencialesculómbicos.Estehechotiene interesantesconsecuenciasen el contexto
de fenónemosde transporte.Dadoque la tendenciade un sistemaculómbicoa polarizarse
desapareceen el límite de longitudesde ondalargas,desdeun punto de vistaformal unasal
iónica purano experimentaefecto Soret [deGrooty Mazur (1984),Bresmey col. (1996b)3.

2.2 Reaccionesde asociaciónquímica

El estudiode la asociacióndebidaa enlacequímicofue iniciadopor l3oltzmann,siguiendo
unalínea argumentalque hasido desarrolladaa lo largo de los años,y de la quesepueden
encontrardiferentesejemplos[Andersen(1974), H0yey Olaussen(1980)]. En estetratamien-
to la asociaciónentrepartículases posiblegraciasa la existenciade potencialesde corto
alcancefuertementeatractivos. Se han descritodiferentestipos de modelosútiles parael
estudiode líquidosasociativos.En cuantoa su origensepuedenclasificaren dosgrandes
grupos, modelosdc centros asociativosy modelosde fuerzas centrales. También existen
modelosque incorporancaracterísticasde los dosanteriores,pero aquíno nosocuparemos
de ellos. La figura 2.1 ilustra las diferenciasmásimportantesentrelos modelosantesmen-
cionados.En los modelosde centrosasociativos(Fig. 2.1-a),el centroo centrosasociativos
estánlocalizadosa unacierta distanciadel centrode la partícula. En estarepresentación
se encuadranlos modelosde Wertheimutilizadospara estudiardimerízaciony polimeri-
zación [Wertheim (1984), Wertheim (1986)]. En la literatura se pwedenencontrargran can-
tidad de estudiosbasadosen estos modelos [Jacksony col. (1988), Chapmany col. (1988),
Johnsony Gubbins (1992), Walsh y Cubbins (1993), Seary Jackson(1995)]. El segundotipo
depotenciales,denominadode fuerzascentrales(Fig. 2.1-b), derivande los del tipo centros
asociativos,y son el resultadode la deslocalizacióndel centro asociativo,de forma que
estepierdela dependenciaangular,y esfunción únicay exclusivamentede las distancias
entrepartículas. Estos modelosson especialmenteadecuadospara sertratadosmedian-
te ecuacionesintegrales. Como veremosen el capítulo 10, la combinaciónde modelosde
fuerzascentralespermite contemplarinteraccionesanisotrópicas,tales como el enlacede
hidrógeno. En comparacióncon los modelosde centrosasociativos,los modelosde fuerzas
centralesse hanconsideradoen menor medida. Cabedestacarno obstantelos trabajosde
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fdu

(a) (b)

Figura 2.1: Tipos de modelosasociativos: (a) Centrosasociativosy (b) Fuerzascentrales.El
áreaen negrorepresentala región asociativaque permitela asociaciónquímicaentrepartículas.

Cummingsy Stell (1984,1985),asícomoel potencialde fuerzascentralesdel agua,propues-
to por Lemberg y Stillinger (1975). El enfoquequeutilizaremosa lo largo de estetrabajo
se basaen modelosde fuerzascentrales.

Paraque dospartículassepuedanasociarquímicamentelo únicoque seprecisaesuna
contribuciónasociativa,Ua,oc, como la representadaen la figura 2.l-b. Adicionalmentese
puedeconsideraruna contribuciónno asociativa,~ que decuentapor ejemplode las
fuerzasdispersivas.Así definimos un potencialasociativode fuerzascentralestal que,

uq(r) — f u~,0~(r) si r =Rtniace (2.32)
u~0~,00(r) si r > Ren¡ace

donde~ sirveparadistinguir el carácterde la interacción,asociativao no asociativa.
En la figura 2.2 seilustraun potencialde fuerzascentralesrepresentativode los empleados
en estetrabajo. En estepunto conviene introducir algunasdefiniciones, tales como la
distanciade enlaceL, quedeterminalaposiciónde lacomponenteasociativa,laprofundidad
delpozoasociativo,D~, y el diámetrode lapartículaa (véaseFig. 2.2). Consideraremosen
una primeraaproximaciónque las contribucionesU~so., y U~0~~00estánseparadaspor una
barreratérmicainfinita ~. Queremosdestacarque la forma funcional de la contribución
asociativaqueutilizaremosesdel tipo osciladorarmónico,el cual permiteincluir gradosde
libertadvibracionalesde formasencilla.

La descripciónde la reacciónde asociaciónrequiereel conocimientodela concentración
de las especies,monómeros,dímeros,..., etc.,queseformanenel transcursode la reacción.
Es precisopor tanto disponerde algúncriterio quepermitadecidir si dospartículasestán
o no asociadas.Se puederecurrir en estesentidoa criterios energéticoso estructurales.
En lo que respectaa estosúltimos, se consideraque dospartículasestánasociadassi la

3Desdeun punto de vista práctico se consideranpotencialesen los que la barreraes finita. Véase
capítulo5 paraun ejemplo.
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Figura2.2: Ilustraciónde un potencialasociativo.
véaseel texto.

Paraunaexplicaciónde lasdiferentesvariables

distanciaentresuscentrosesmenorqueunaciertaseparación,R5. En el casodel potencial
representadoen la figura 2.2 una distanciaválida paraR~, seríacualquieraqueestuviere
entrelas contribuciones~ y u~0~30~, esdecirL < R~ < a. En el casoconcretoquehemos
representadoen la figura 2.2 unaelecciónadecuadaseríaR~ = ~ Unavez fijada esta
distanciasepuedecalcularel numeromedio de enlacespor partícula, queno esmás queel
númerode coordinaciónhastala distanciaR~,

nc
<Na¡ >= 4n~aJj gag(r)r

2dr (2.33)

dondep
0 esla densidadtotal departículasde la especie¡3. Luego Nao representael número

medio de partículasdel tipo ¡3, cuyadistanciade una del tipo a esmenorque Re. En el
caso deun sistemamonocomponente,p~ seríala densidadtotal departículas.La definición
de Nap dadaen la expresión(2.33), es adecuadaen el casomostradoen la figura 2.2, ya
que el potencialasociativoestáperfectamentediferenciadodel no asociativo.Existeun tipo
de sistemas,los sistemasiónicos,en los que la atracciónentreiones de cargaopuestada
lugar al fenómenode la asociaciónquímica. En estecasono esfácil definir una distancia
R~ inequívoca,ya quelas contribucionesasociativay no asociativano estándiferenciadas.
Un criterio quetrata de resolveresteproblemaes el sugeridopor Guggenheim(1960),

<Nag >=4zrpgJfagr2dr (2.34)

donde fao = exp(—Ñuap(r))— 1, es la función de Mayer. Sin embargoen estecasoestán
másextendidaslas definicionesde tipo geométrico,en las que en lugar de un solo valor de

0.5 1.0 1.5 2.0
rio
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seempleaun rango de distancias,y seevalúa la dependenciade las propiedadesdel
sistemacon la distancia(véasecapítulo6).

Es interesanteanalizarel tipo de reaccionesde asociacióna las que puededar lugar
un potencialcomoel de la figura 2.2. Consideramosen una primerainstanciaun sistema
monocomponente,parael quesepuededefinir el siguienteequilibrio,

(2.35)

caracterizadopor la formación de especiespoliméricasde diferentestamaños,es decir,
un sistemapolidisperso. La proporción relativade las especies,monómeros,dímeros,y
agregadosde mayor tamañoestádictadapor la variable D~, mientrasque los tipos de
especiesdependen,como severámásadelante,de la distanciadeenlace. Denominaremos
a la reaccióndefinidapor el equilibrio dadoen la expresión(2.35) reacción homogénea.De
forma análogasepuededefinir el equilibrio parauna reacciónheterogénea,

~ (2.36)

Queremosaclararquelos términoshomogéneay heterogénea,empleadosparaclasificar las
reacciones,aludenal númerode especiesinvolucradasen lamismay no al númerode fases,
como ocurrenormalmenteen el contexto de cinéticade reacciones.Un caso especialde
reacciónheterogéneaes aquéllaen que la polimerizaciónterminaenuna especiedefinida,
es decirla reacciónsólo puedeevolucionarparadar comoproductouna solaespecie,donde
utilizamosel término especieparareferirnosa un dímero,trímero, ..., etc,

A+B ~ AB (2.37)
A-i-2B $ AB2 (2.38)

Estasreaccionesse dan sólo bajo ciertascircunstancias.El harnitonianodebecumplir lo
que se da en llamar saturaciónestérica. En el caso concretode la reacción (2.37) esta
propiedaddeterminaque las especiesAA y BB, no esténpermitidas. Un hamiltoniano
basadoen el representadoen la figura 2.2, que cumple la condición de saturaciónestérica
esel siguiente,

Ua~ (r) = f u,0~(r) si r < ~ si a ¡3
L u~0~30~(r) si r > ~

uap(r) = UflQ~30~ si a (2.39)

siempreque L c a/2. Es importantenotarqueparaL> a/2 el potencialpierdela propie-
dad de saturaciónestérica,ya que sepodríanformar cadenaslinealesdel tipo ABAB~.
Vemosaquíel papelimportantequejuegala distanciade enlaceen e] modeladodereaccio-
nesde asociación.Así, un sistemacuyasespeciesinteraccionanmedianteun potencialdel
tipo dadoen la expresión(2.39) conduceexclusivamentea dímeros.En el casoque la reac-
ción estédesplazadacompletamentehacialos productos,esdecir, cuandola constantede
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equilibrioseainfinita, el sistemaestarácompuestoexclusivamentede moléculasdiatómicas,
AB. Estelímite de la reacciónde asociaciónse denominalímite de asociacióncomp/eta
(bAC), y comoseverá a lo largo de estetrabajo,juegaun papelmuy importanteen la
descripciónde sistemasmolecularesdesdeunaperspectivaatómica.Normalmenteel IJAC
sedefineen términosde Nag. En el casoconcretode la reacciónde dimerización,el bAC
es aquélestadoque verifica la condiciónde asociaciónde comp/eta,es decir,NAB 1. De
formaanálogaenel casode la reacción(2.38>, querepresentapor ejemplounareacciónque
conducea moléculasde agua,la condiciónde asociacióncompletavienedadapor, ATAn = 2
y N~3 = 1. En generallos hamiltonianosde fuerzascentralesno verifican la condición de
saturaciónestérica,por lo queel limite de asociacióncompletano estádefinido demanera
inequívoca.En tal caso la condición de asociacióncompletacobraun sentidode prome-
dio, en lo que se refiere al númeromedio de enlacespor partícula. El seguimientode la
reacción de asociaciónse puederealizara travésde la evolución de Nao. En el caso de
potencialesque cumplenla condiciónde saturaciónestérica,esposiblecalcularla densidad
deespecies,por ejemplodemoléculasdiatómicas,PAR = PA < NÁR >, y la demonómeros,

Px = — PAR, dondeX A, o B, y ~9,representala densidadtotal de especiesX.
Antesde concluir estasecciónqueremosdestacar,queen los tratamientoshabitualesde

reaccionesquímicasseutilizan como informaciónde partidalas constantesde asociacióny
actividadesde las diferentesespeciesque participanen la reacción. Por~el contrario enel
tratamientodescritomásarribay que analizamosen estetrabajo,la reacciónsedescribe
en términos de un potencialde interacción. En estecaso la exponencialde Boltzmann
determinael equilibrio de la reacción,y permiteobtenerla constantede asociacióndesde
una basemecano-estadística.

2.3 Fundamentos de Termodinámica de No Equilibrio

El conceptodeentropíajuegaun papelesencialen el contextode la Termodinámicade no
equilibrio. La entropíapuedecambiarpor dosrazones.En primerlugar por la interacción
del sistemacon el entorno,y ensegundolugar por la producciónde entropíaen el interior
del sistema,debido a la existenciade procesosirreversibles. La producciónde entropía
es siemprepositiva en estetipo de procesosy nula en el caso de procesosreversibles.
La termodinámicade no equilibrio trata de relacionarla producciónde entropíacon los
diferentesprocesosirreversiblespresentesen el sistema. Paraello se utilizan diferentes
relacionesmacroscópicasdeconservaciónque introducenconceptoscomo la difusión, flujo
de calor o el tensorde presiones.Seguidamenteveremosuna deducciónde una expresión
para la producciónde entropíaen términosde magnitudesrelacionadascon los procesos
irreversiblesque puedeexperimentarel sistema. En concretopresentamosla deducción
para el casode la conducciónde calor, que esbásicoparauna aplicaciónposterior(véase
sección4.6).

Consideremosun elementode volumen V, que contieneunamasaM, distribuida de
acuerdoa la densidadp, queesfunciónde la posicióny el tiempo. Las ecuacionesdeconser-
vaciónde masa,momentoy energíainternatienela siguenteforma[deCroot y Mazur (1984),
Evansy Morris (1990>]
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dp _ _

dt — (Vv (2.40)
dv

— —VP + ~pX~ (2.41)

du
p~j-——VJq — : Vv (2.42)

dondey representala velocidad,P esel tensorde presionesdel medio, y F1 es la fuerza
por unidad demasasobreel componentei. Por otro lado u representala energíainterna,

es el flujo de calor,y P Vv = rag Poa
8Val <9x

0, siendox las coordenadascartesianas.
Consideremosa continuaciónla variaciónde entropía¿9 en un sistemadevolumen V,

ds
= —V(J3,~0t— psv)+ o’ (2.43)

dondeJ,,t0~ representael flujo total de entropíapor unidad de áreay unidadde tiempo,y
a es la producciónde entropíapor unidadde volumen y unidad de tiempo. Paraobtener
la expresión(2.43) seha hechouso de unahipótesisde localidad,que en estecaso tiene
el siguientesignificado. Como hemosdicho anteriormentela variación de egtropíaen un
sistemasepuededescomponerendoscontribuciones,unadebidaa laentropíasuministrada
al sistemapor el entorno,y otra debidaa la entropíageneradadentro del sistema. Esta
descomposiciónestáreflejadaen laecuación(2.43) queeslocal. Nóteseques esla entropía
por unidaddemasay estárelacionadacon la entropíatotal a travésde,

S= JpsdV (2.44)

Si consideramosqueunapequeñapartedel sistemarepresentaadecuadamenteunpromedio
macroscópico,tienesentidohablarde valoreslocalesde u y de laentropía,quesonconceptos
macroscópicos. Una vez definida la producciónde entropía,el siguiente pasoconsiste
en relacionaréstacon las propiedadesdel sistemaintroducidasa través de las leyes de
conservacion.La relaciónde Gibbs es el puentequepermiteconectarambaspartes,

n

Tds = du + pdv — Zpídci (2.45)
t= 1

dondep representanla presiónde equilibrio y ~zj y e1 representanrepectiva.rnenteel poten-
cial químicoy fracciónmolardelcomponentei. Laexpresión(2.45)esválidaen condiciones
de equilibrio. Una de las hipótesisfundamentalesde la termodinámicade no equilibrio es
la hipótesis de equilibrio local. Se suponea priori que las propiedadeslocales s, u y cj,
correspondientesa una regióndeterminada,son representativasde estasmismaspropieda-
desen el estadode equilibrio. Veremosen el capítulo4 que la hipótesisde equilibrio local
estálegitimida. Teniendoen cuentala derivadatemporalde la expresión(2.45) junto con
las expresiones(2.40), (2.41) y (2.43) se llegaunaformulaexplícitaparaa,

1 1
= —- — ~ 2~.~VgI)T — F¿1

1=1
(2.46)
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dondesesuponequeel sistemano estásujetoa fuerzasde cizalladura,camposmagnéticos
externosy que no seproducenreaccionesquímicas.

El flujo decalor,Jq, estárelacionadocon el flujo de energíainterna,Ju, a travésde la
siguienteexpresión,

7~

3qJu>3hkJk (2.47)
i=1

dondeh1 representala entalpíaparcialespecíficadel componentei. La expresión(2.47)es
algo másque unarelaciónentredoscantidades,representaunarelaciónentreunacantidad
macroscópica,

3q~ y unamicroscópica,3u~ Suutilidad severámásadelanteen la discusión
sobresimulaciónmedianteDinámica Molecular de No Equilibrio (Sec. 4.6). Hemosvisto
que la termodinámicade No equilibrio introducecomopostuladola hipótesisdeequilibrio
local. De formaadicionalintroducimosun segundopostuladorelacionadoconla producción
de entropía,a [deCrooty Mazur (1984)j,

a = >3J
1X~ (2.48)

donde J~ son los flujos termodinámicos(flujo de calor, difusivo, ...) y 2<1 son las fuerzas
conjugadascorrespondientes(gradientede temperatura,concentración,...). En condiciones
cercanasal equilibrio, esrazonablesuponerquela relaciónentrelos flujos J1 y las fuerzas
X eslineal ~,

= >3L~X~ (2.49)
.7

donde L15 son los coeficientesfenomenológicos.En realidadla expresión(2.49) tiene una
baseempírica,siendosimilara la Ley de Ficl< o la Ley deFourier. En tal casoLíj representa
la difusividado la conductividadtérmicarespectivamente.Utilizandolas expresiones(2.48>
y (2.49) junto con la ecuación(2.46),sepuedenescribirlas siguientesecuacionesfenome-
nológicas,

Jq = VR “‘ V’r(pí — ji,,.) — F~ + F~ (2.50)
— ~ Lqt T

— S7T — V~LVT® ~ —F5 + F~ (2.51)
L1q77 4¿’i T

.7

dondese ha consideradoun sistemaisotrópico. Por consiguientelos coeficientesfenome-
nológicos son magnitudesescalares. Siguiendolas relacionesrecíprocaspropuestaspor
Onsagerse verifica que Liq = Lqi. En resumen,podemosconcluir que la producciónde
entropíaesun medio quepermiteencontrarlos flujos y sus fuerzasconjugadas,necesarias
paraobtenerlas ecuacionesfenomenológicascuyos coeficientescumplenlas relacionesde
Onsager. Si tenemosen cuentaun sistemaen el que no hay flujo de materiani fuerzas
externas,obtenemosempleandola relación (2.50) una expresiónparael flujo de calor en
términosdel gradientede temperatura,que no esotraque la ley deFourier,

VR
= Lqqyj = —.XVT (2.52)

4Por lo generallas reaccionesquímicassiguenrelacionesno lineales.
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dondeA esla conductividadtérmica.El estadoestacionariosecaracterizapor la constancia
de los coeficientesfenomenológicosy la validez de las relacionesde Onsager. En estas
condicionesel sistemaestácaracterizadopor un mínimo en la producciónde entropía,y
VRes una constante.





Capitulo 3

Métodos de la Mecánica Estadística:

EcuacionesIntegrales

3.1 Introducción

El desarrollode teoríasmecano-estadísticasque seanmanejablessin que ello supongauna
mermaa la capacidadpredictivade las mismassiguesiendoun reto en nuestrosdías. En
particularel empleode ecuacionesintegralescomo la de Ornstein-Zernikeha permitido
un rápido avanceen diferentesáreasde investigación,tanto en sistemashomogénoscomo
inhomogéneos.La principalventajade estosmétodosresideen laposibilidadde explorarun
hamiltonianocon relativopocoesfuerzo,asícomo evaluarel papelquejueganlos diferentes
parámetrosque lo componen.Perosin lugar a dudaslo que hacede la alternativateórica
un herramientaatractivade investigaciónes su aspectoformal, que permitesepararde
forma inequívocalas diferentescontribucionesrelevantesa la física del problema. Este
capítulosecentraen la ecuaciónintegralOrnstein-Zernike.Se repasabrevementesuorigen
y significado y se explicanlos métodosnuméricospara resolverlaen el caso de sistemas
atómicos.Una de las áreasen las que estamosinteresadoses el estudiode hamiltonianos
asociativosdestinadosa modelar reaccionesquímicas. Puestoque el problemasepuede
plantearen un contextoatómico,laecuaciónOZ sepuedeemplearparaanalizarla evolución
de la reacciónde asociacióny un casoparticularde esta,el límite de asociacióncompleta
(LAC). Las propiedadesdel sistemaen estelímite sonmuy similares a las de un sistema
molecularreal, por lo que su estudio presentaun interésespecial. En este capítulose
proponeun métodonuméricosencillo que permiteevaluarlas propiedadesdel sistemaen
el LAC. Asimismosedemuestraqueen determinadascircunstanciasel LAC conducea una
ecuaciónde OZ que esidénticaa la queseempleaen aproximacionesbasadasen modelos
de interaccióncentro-centro,como la teoríaRISM.

3.2 Ecuación Integral Ornstein-Zernike

Estaecuaciónfué introducidaen la MecánicaEstadísticapor Ornsteiny Zernike (1914)
en conexióncon la teoríade fluctuaciones.Se puedever esencialmentecomo la definición

21
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de una nuevafunción, la función de correlación directa e2, dondeel superíndice2 denota
el carácterpar de c. Desarrollosposterioresutilizando técnicasde diferenciaciónfuncional
han demostradoque el conjunto de funcionesde correlacióndirectasde n-particulas,se
puededefinir de forma similar a las funcionesde distribución de n-partículas,y que
se comportanormalmente,en lo que a su alcanceserefiere, como un potencialpar. La
obtenciónde ¡a función de correlacióndirectamediantediferenciaciónfuncional sepuede
encontraren textosclásicoscomoel de Hanseny McDonald(1991). Aquí prescindiremosde
estademostracióne introduciremosla funcióne a travésde la ecuaciónde Ornstein-Zernike
(OZ).

Primeramenteconsideramosla función de correlaciónpar gca(r12), y la función de
correlacióntotal, hap(r

12) = g00(r12)— 1. En lo querespectaa. la notación, los subíndicesa
y ,G hacenreferenciaa la especiede las partículas1 y 2, queestánseparadaspor la distancia
r12. La función de correlacióndirectase defineen términosde h mediantela ecuaciónde

Ornstein-Zernike,queextendidaal casodemezclassepuedeescribiren la forma

h~g(rn) = cw~(rí2)+ EP>~ ¡ c~¿~(ríg)h,~g(r32)dra (3.1)

donde p~. es la densidadde partículasde la especiea. Podemosdefinir aún una nueva
función, la función de correlaciónindirectay, en términosde c y h, -y = h — e. La expre-
sión (3.1) muestraquela funciónde correlacióntotal secomponede doscontribuciones,(a)
la correlacióndirectaentredos partículasy (b) la correlacióntransmitidaindirectamente
a través de una tercerapartículaen el fluido. Asimismo se debeteneren cuentaque la
tercerapartículapuedeencontrarseen cualquierposiciónenel fluido y que el númerode
partículasde tipo A por unidad de volumenen r3 espVrs).

En generallaecuaciónde OZ incÑ~vecorrelacionesorientacionales,asícomo traslaciona-
les. En el caso de sistemasmolecular s sepuederecurrira métodoscomolos desarrollados
por Cray y Gubbins[Cubbinsy Cray b)72>, Gubbinsy col. (1973),Hanseny McDonald (1991)1
Es éstauna aproximaciónde naturalezaperturbativa,en la que la contribuciónno esféri-
ca al potenciadse trata como una perturbacióna un término de referenciaisotrópico.
Estaformulación ha demostradoser adecuadaen la resoluciónde gran cantidadde pro-
blemas[Hanseny McDonald (1991)]. Otra alternativaes la consideraciónexplícita de los
gradosde libertad orientacionales,medianteel empleode desarrollosen armónicosesféri-
cos[Hanseny McDonald (1991)). No obstantesepuedeprescindirde los gradosorientaciona-
lesy conservarúnicamentelacoordenadaradial,en el casoquelas interaccionessedescriban
en términosdecorrelacionesátomo-átomo.En estecasoel problemasesimplifica notable-
mente. Estavíaesla empleadaporotrasteoríascomo la RISM [Chandíery Andersen(1972),
Hanseny McDonald (1991)1 basadasen modelosde interaccióncentro-centro.Comoveremos
másadelantela basedel tratamientoRISM es la separaciónde los gradosde libertadintra
e intermoleculares,lo que permitela consideraciónde las correlacionesentrepartículasa
través no solo de las interaccionesintermolecularessino tambiénintramoleculares.Una
alternativadiferenteconsisteen incorporaslas correlacionesintramolecularesen el propio

1La ecuaciónintegral OZ sepuedededucira partir de la teoríade la cadenahiperreticuladapropuesta
por Abc, quesuponeunaaproximacióna la teoríadeBorn-Green.Véasereferencia[March y Tosi ~ Vb))
paraunadiscusiónal respecto.
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hamiltoniano,esdecirun ha.miltonianoquecontemplela posibilidaddeasociaciónquímica.
En el caso particularqueel modelo seadel tipo de fuerzascentrales,seevita tenerque re-
formularla ecuaciónde Ornstein-Zernikeparatratarexplícitamenteel problemamolecular
2~ En realidadel sistemamoleculares un casoparticulardel problemamásgeneralatómi-
co. En términosde las reaccionesde asociaciónintroducidasen el capítulo 2, el sistema
molecularno esmás queel límite de asociacióncompletade la reacciónquímica.Veremos
en estecapítuloquebajodeterminadascircunstanciasel métodoRISM ~ y el deasociación
químicasonequivalentesen el tratamientode sistemasmoleculares.

Por último resaltar que la extensiónde la ecuaciónOZ para tratar sistemasmho-
mogéneosesrelativamentereciente.En estesentidocabedestacarlos trabajosde Perram
y White (1975),Percus(1976) y Hendersony col. (1976).

3.3 Resolución de la ecuación Ornstein-Zernike: La re-
lación de cierre

Como hemosvisto la ecuaciónOZ relacionalas funcionese y h. En realidadestaecua~.
ción carecede utilidad a menosquese conozcaalgo másacercade la función e. Se trata
puesde elegir una forma funcional parae, ya seamedianteuna expresiónanlítica cono-
cida o bien en términosde h y el potencial u. En estesupuestola ecuación(3.1) sería
una expresióncerraday por tanto resoluble. A partir de técnicasde diferenciaciónfun-
cional [Hanseny McDonald (1991)] sedemuestraque el rango de interacciónde e es apro-
xímadamenteel mismoqueel del potencial.Por consiguientela aproximaciónmassimple
es considerare = —¡Su, para todas las distancias,que es la basede las teoríasMSA
(Mean sphericalapproximation)y Debye-l-l{ickel ~. Aunqueestasteoríano dan resultados
cuantitativos,son especialmenteatractivasdado que es posible la solución analíticadel
problema,siempreque la funcionalidadde it tengala forma adecuada. Van Leeuweny
col. (véase[Ha.nseny McDonald (1991)))obtuvieronmediantetécnicasde diferenciaciónfun-
cional una expresiónexactaque relacionae con Ji, u y una claseespecialde integrales
denominadasfuncionespuente[Montae Hiroike (1961)], B(r),

/¿00(r12) exp [—Puap(rn)+ 1~ag(rl2)+ B~i(rn)] — 1. (3.2)

La expresión(3.2) sedenominahabitualmenterelaciónde cierre. Puestoquelas funciones
Ji y e de estaexpresiónestánrelacionadascon la ecuaciónOZ, la relación de cierre se
transformaríaen una ecuaciónintegralpara Ji si se conocierala forma funcional de B.
Stell (1964) ha demostradoque la desarrollode E en términosde funcionesde Mayer se

2Existenotros hamiltonianosquepermitentratarel problemade la asociaciónquímica. No obstantees-
tos incluyencentrosasociativoslocalizados>de formaquesu tratamientorequierela consideraciónexplícita
de gradosde libertadorientacionales.

3En rigor habríaquehablarde teoríasOrnstein-Zernikecentro-centro(SSOZ). Sin embargola notación
RiSM estámuy extendida,y emplearemoséstaa lo largo del texto.

4La teoríaMSA imponeunafuncionalidada g(r) a cortasdistancias,incorporandoel efectode tamalio
finito de las partículas. Por el contrario en las teoríasde DE aquéllasse suponen puntuales. Véase
apéndiceE paraunamayor informaciónaesterespecto
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puedereemplazarporunaexpresiónqueimplicasólo convolucionesdela funciónh. Aunque
la teoríaresultanteesexactalaecuaciónintegrala queda lugaresintratable,yaque, con el
desarrolloen términosde h seintroduceunaserieinfinita de integralesmultidimensionales
deproductosde h. La necesidadde aproximarde algunamanerala función 3 da origena
las diferentesteoríasdeecuacionesintegrales,siendola mássencillala teoría de la cadena
hiperreticulada(HNC) en la que 3 = 0. A diferenciade teoríascomo la MSA mencionada
anteriormente,la teoríaHNC, u otras que aproximenla función puentede algunamanera
no sepuedenresolverhabitualmentede forma analítica. Esto obliga a recurrir a métodos
de tipo numéricoque seexplicaránmásadelante.

3.4 Renorrnalización de la ecuación Qrnstein-Zernike

La consideraciónteóricade hamiltonianosque incluyen una contribuciónculómbicare-
presentaun problemaadicional en el contexto de ecuacionesintegrales. La naturaleza
de largo alcancedel potencialculómbicohaceque ciertascontribucionesconsideradasen
la relaciónde cierre seandivergentes.Mayer (1950) resolvióesteproblemaconsiderando
en lugar del potencialculómbicoun potencialrenormalizado,que elimina la divergencia
introducidaporel largo alcancede u. Estaideafué utilizadaporAllnat (1964) pararesolver
la teoríaHNC, en el casodel modeloprimitivo restringidode electrolitos,dondesustituyóel
potencialculómbico por el potencial de fuerzamedia del tipo Debye-Hñckel. Así todas
las funciones implicadasen la resolucióndel problemason de un rango suficientemente
corto para permitir una soluciónmedianteun método numérico. Esta aproximaciónha
sido empleadapor diferentesautores[Ra.saiahy Priedman(1968),Rasaiahy Friedman(1969),

Ichiye y flaymet(1988), Duh y Haymet(1992), Bresmey col. (1995), Bresme(1997b)] y es el
queexplicamosa continuacion.

En primerlugar sedescomponeel potencialen dos contribuciones,una de cortoalcance
(SR) y otra de largo alcance(LR) %

uag(r) = u~(r) + u~(r) (3.3)

dondeel largo alcanceseexpresacomo,

— Pu~S(r)=—I3ZaZ0e (1 — exp(—4’r)) (3.4)
4,re0r

siendoZa la cargadel ion deespeciea, e lacargadel electróny a=lapermitividaddel vacío.
El término de tipo Yukawa, (exp(—br)), en la expresión(3.4) se introducecon el fin de
evitar lasingularidadquesurgiríaen la transformadade Fourierdelpotencialculómbicoen
el límite k —* O [H0yey col. (1992), Springery col. (1973)]. El parámetro~‘, que determina
el rango de interaccióndel término Yukawa, sedeterminaempíricamentecon el objetivo
deminimizarerroresen la transformda(véasereferenciajLombay H0ye(1992)]), si bien ha
de quedarclaro quesu elecciónno escrucial y en la prácticala ecuación(3.4) representa
esencialmenteun potencialcoulómbico. Los valoresque adoptamosparael parámetro,?~

son los siguientes,

comodidadse prescindede ahoraen adelantedel subíndicede r12.
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sitCD>l

donde lcD esla inversade la longitud de Debye

ICD= ¡3 (3.6)
a

De la misma forma que seha dividido el potencial par en dos contribuciones, expresamos
la función de correlacióndirectacomo,

cSR(r)= cop(r) — ~ao(r) (3.7)

siendo~ao(r) = —flt4~(r). Sustituyendola expresiónparac en la ecuaciónOZ seobtiene
unadescomposiciónanálogaparala función decorrelacióntotal h,

(r) = hg4r) — q~~dr) (3.8)

dondeq representael potencialde fuerzamediade Debye-Hiickel(Dli) (Debye-Húckelchain
bond)6,

qa~(r) = ¡3iIAZaZi.~e2 (c4rek.r) (3.9)4rco(k~. — k

donde k+... vienedado por,

= 0.5 (4,2 4,’ — 4(levvot) (3.10)

Los valoresde 4’ definidosen la expresión(3.5) cumplenel requerimientodeque k+... debe
serrealy positiva. UnavezdefinidascSR y hsRsepuededefinir la funciónde correlaciónin-
directadecortoalcance,

7SR — hSR~cSR.Estopermiteplantearel problemaen términosde
funcionestodasellasdealcancesuficientementecortocomoparapoderresolver laecuación
de OZ por métodosnuméricosdirectos. Antesde escribirla expresiónrenormalizadade la
ecuaciónde OZ, convienedefinir dos nuevasfunciones,

ik’(k) — k) (3.11)

y

p4(k)p = 9(k) — p (3.12)

dondela tilde representala transformadade Fourier de la funcióncorrespondientey seha
introducidoflotación matricial (funcionesrepresentadasen negrita). Los componentesde
la función9 y la funciónescaladacon las densidades,V vienendadospor,

6Hay quepuntualizarqueel potencialdefuerzamediadeDI-! noes la únicaposibilidadpararenormalizax
la ecuaciónintegrad.Se puedenhacerotraseleccionescomo un potenciadde fuerzamediatipo MSA. En el
capítulo6 sedaun ejemplode ambosesquemasde descomposición.
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/3 ap¡yZaZ0t,b
2 e2

= (papa7~1~%ao(k) = Pa — eo(k4+ k24,2 + k%4,2) (3.13)

y la matriz de densidadP, Pat? = Pc~¿af3. Con esto essuficienteparaexpresarla ecuación
OZ en su versión renormalizada. Así teniendoen cuentaque el término integral en la
ecuación(3.1) esuna convolución,y aplicandola transformadade Fourier obtenemos,

haa(k) = ¿
00(k)+ Zpxhcá(k)4p(k) (3.14)

Sustituyendoen estaexpresiónlas relaciones(3.7-3.9) y (3.11-3.12)seobtienefinalmente
la ecuaciónde Ornstein-Zernikerenormalizada,

ÉSR(k) — k
2 [kt—’(k) — C~~(k)]’ — kV(k) — CSR(k) (3.15)

dondelos símbolosen negritadenotanmatricescon componentes,

= Ñ~—Ó~ . (3.16)

= kV~7ñ~h~ (3.17)

= k ~~
0¿SR (3.18)

y de formasimilar en el espacioreal,

Fap(r) = rya~(r) (3.19)

Hcxp(r) = rhag (3.20)

Ca0(r) = rc0~g (3.21)

Deforma análogasepuedeobtenerunaversiónrenormalizadade la relacióndecierre,

c~(r) = exp [—¡Su~(r) + ~rS,~I(r)+ qap(r) + Baa(r)] — yf~(r) — qao —1 (3.22)

con lo queseobtieneun sistemade ecuacionesno lineales,quesepuederesolverempleando
métodosnumerícos. El resultadode estesistemano tiene en cuentalas componentesde
largoalcancedelasdiferentesfunciones.En lo queserefierea laspropiedadesestructurales,
las funcionestotalesserecuperanmediantelas expresiones(3.7) y (3.8). Unavez obtenidas
estas,se puedencalcular las propiedadestermodinámicas,tales como, presión, energía
interna,compresibilidadisoterma, ..., etc.

Antes de terminarestasecciónconvienedecir que las expresionesdadasmás arribas
son tambiénválidasparaun sistemaneutro. En tal caso y = p y ¡STAR no es más que el
potencialtotal, con lo queserecuperalaecuaciónOrnstein-Zernikeenel espaciode Fourier
parasistemasno cargados.
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3.5 Métodos numéricos

Existengran cantidaddemétodospararesolverel sistemano lineal deducidoen la sección
anterior. Quizáel métodomássimpleesel de Picard,bienconocidoenel campodel análisis
numérico [Ortegay Rheinboldt(1970)]. La. utilidad de éstemétodose limita al régimende
bajadensidad,siendodivergenteen condicionestípicas del estadolíquido. Esteproblema
seremediaenparteconel métododesarrolladopor Broyles(1960),que permiteresolverla
ecuaciónintegralencondicionesde altadensidad,siemprequela solucióninicial seaadecua-
da. Noobstanteladesventajadelmétodoresideen la relacióndeconvergenciaala solución,
que esmuy lenta, en especiala altasdensidades[Hanseny McDonald (1975)]. Sin duda la
alternativamásutilizadaenestosmomentosesladesarrolladapor Gillan (1979)a finalesde
los setenta.El tratamientonuméricode laecuaciónintegral requierela discretizacióndelas
distancias,r, demaneraquelas funcionesinvolucradassetabulanenun en un conjunto de
puntosequiespaciadostalesque r¿ = i&r, = 0, ...N. Gillan considerala ecuaciónintegral
comoun sistemade N ecuacionesalgebraicasacopladas,sistemaque seresuelveemplean-
do el métodode Newton-Raphson(NR) [Ortegay Rheinboldt (1970), Pressy col.(1992fl con
ciertas matizaciones.Consideremosla solución exactaparala función de correlaciónin-
directarepresentadapor el conjunto {y~’~}, y consideremosasimismolas perturbaciones
a estasolución talesque, yt = V~ + ¿-yj. El problemade métodoscomoel de Picard,
resideen que si la perturbaciónrespectoal valor exactoesmuygrandeel métododiverge.
Gillan propusodescomponerla función y en dos contribuciones,una quetendríaen cuenta
las perturbacionesmásgrandesa la función medianteun desarrolloen serieque emplea
unas funcionesbaseque denominaremosP, y otra partecorrespondientea perturbacio-
nespequeñas,es decir, y¿(r) = 21a¿P¿(r)+ 3y(r). En el trabajo original de Gillan los
coeficientesa se determinanmedianteel métodode Newton-Raphson,y la segundacon-
tribución medianteel método de Ficard. Uno de los problemasdel método es el cálculo
del Jacobianoen cadaiteraciónqueestremendamentecostoso. Ademáslas iteracionesde
NR requierenel cálculode transformadasde Fourier directase inversas.Esteproblemafue
resueltoen partepor Labfk, Malijevsk~y Vonka(1985) (LMV). La. principalaportaciónde
estosautoresesel empleode funcionessenoparaP~ en lugar de las funcionestipo “teja”
utilizadasinicialmentepor Gillan. El uso de funcionessenoes más natural ya que en el
métodode soluciónde la ecuaciónOZ estánimplicadastransformadasde Fourier,y el pro-
cesoiterativo de NR se restringeal espaciode Fourier. Ademásel esquemaLMV reduce
el empleodel métodode Newton-Raphsona unascuantasvectoresde onda(i = 1.45) en
el espaciok, en concretoa los vectoresde onsamás pequeños,mientrasque el cálculodel
resto de la función correspondientea distanciasmáslargassepuederealizarmedianteel
métododePicardo el de Broyles. Unamejoraadicionalen lo quea velocidadde cálculose
refiereconsisteen conservarel .Jacobianoconstantea lo largo de las iteraciones.Diferentes
autores[Kinoshitay Harada(1988),Lomba (1989)] han demostradoquelos elementosdel ja-
cobianopermanecenesencialmenteinalteradosen función de la densidady/o temperatura.
La combinaciónde todasestasmejorasconducea un métodomuy eficientepararesolverla
ecuaciónOZ y esel que describimosa continuaciónenmayordetalle.

La resoluciónde la ecuaciónOZ selleva a cabonormalmenteen el espaciode Fourier.
Esto tieneindudablesventajas,principalmenteen la evaluaciónde la convoluciónque apa-
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receen la ecuaciónOZ. Partimosde la ecuaciónOZ renormalizada(3.15). Si bien esta
expresiónes específicade sistemascon potencialescoulómbicosqueremosresaltarque la
discusióndel métodoes general,puescomo ya hemosdicho estaecuaciónseconvierteen
la OZ habitualcuandosetrata de sistemasneutros.

El sistemano lineal de ecuacionesa resolveresel siguiente,

= É~(k5)~k2[kV1 ~CsR)] >ks) + Ú~(k5) + k1&0(k~) = 0 (3.23)

junto con la relaciónde cierre (3.22),

C5~(r) — F[P
5~] (3.24)

Como es habitual,los espaciosr y k sehan discretizadoen la forma, r¿ = iSr y k
1 = 16k,

tal que i = 1,...,N. Sr y 6k verifican que, Srók = ir/N, requerimientointroducidopor
Lado (1971), paragarantizarla. ortogonalidadde las transformadasde Fourier directae
inversa. La descomposicióndel espaciono tiene porquéser necesariamentelineal, tam-
biénpuedeser logarítmica[Rosskyy Friedman(1980)]. Las transformadasde Fourierde las
funcionessepuedeobtenermediantela relación,

Óa~i(kj) = 4irSr~¡%~ ~ Ga~ sen(—u) , (3.25)
¿ti

tal que j = 1,...,N — 1. Esta tranformadase puederealizar empleandoel algoritmo
propuestopor Lado (1986),basadoen el uso de transformadasrápidasde Fourier. Valores
típicos paralas variablesimplicadasen la expresionesdadasmás arribason, N = 2048
Sr = 0.01 Á para el caso del modelo de fuerzascentralesdel agua,o N = 2048 y Sr/a
= 0.01-0.02parapotencialesasociativosLennard-Joneso el Modelo Primitivo Restringido
(RPM) de electrolitos. En estoscasosa representael diámetrode las partículas.

Siguiendoel métodoLMV los primerosM componentesde la transformadade Fourier
£ seresuelvenmedianteel métodode NR. Consideremosla desarrollode Taylor de primer
ordende la función EfE],

C0g(r¿) = C~13(r¿)+ ~(r¿)(E~~(r~) — FZp(r¿)) (3.26)

donde

C%,(r¿) F[E~~(r¿)] (3.27)

— (3.28)

El objetivo ahoraesresolverbaa = E~ — rg~= O , esdecirla expresión(3.23),que como
vemosesla tranformada.de Fourier del segundotérminoen la expresión(3.26). Paraello
seprecisaconocerel Jacobianoasociadoque vienedado por,
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Jag,srrs,¡ — dap(k,) = 6ay6p~6j¡ + (6ay6g6 k2[31]air1]so)Dy&;ji (3.29)
dI4~(k¿)

tal que,

— kVl~CSR (3.30)

— k4s(¿— ») — 4s(1 + 5)] (3.31)

45(1) = Z(di~Yt~)___ cas (iii) (3.32)

La derivadadG/df se puedeevaluar a través de la relación de cierre, que es igual a
en el casode las teoríasHNC y RHNC Si la funciónpuente,B, presentaalguna

funcionalidadrespectoa 1’, la expresiónsecomplica,si bienenmuchassituacionessepuede
aproximarpor su valor en la HNC. Unavezobtenidoeljacobiano,secalculael nuevovalor
para1’ aplicandola iteraciónde NR,

(3.33)

donde los superíndicesa y ti denotanla función antigua y nuevarespectivamente.La
eficienciadel método radicaen que el procesodescrito sólo se aplica a los primerosM
componentesde la función 1’. El valor de M oscilade unos sistemasa otros. DesdeM
= 25-30para sistemasmodeladoscon un potencialLennard-Jonesasociativo,o el RPM>
hastaM = 70 — 80 parael modelo de fuerzascentralesdel agua. El restode las ecuaciones,

= M + 1,..., N, seresuelvenempleandoel métodode Broyles,

a/Y

donde a y ti tienen el mismo significado que en la expresión (3.33). El parámetroa
puedeadoptardiversosvaloresaunquepor lo generalse emplea0.5. El procesodescrito
anteriormentees iterativo y serepitehastaconseguirla convergenciade la soluciónnueva,
segúnla condición,

•s~4(rSRIfl() rSR.a(r fl2 .~c 6 (3.35)a/Y — a/Y ‘/9

donde 6 = ío~. La solucióninicial paracomenzarel ciclo iterativo sepuedeobtenerde
algunateoríaanalíticacomo la MSA o la Percus-Yevick,o bien emplearla solución final
obtenidaen otras condicionesde temperaturay/o densidad.

Aunqueaquíseha presentadoun procedimientobasadoen el método de NR, cabede-
cir que esteno esel único posiblepararesolverla ecuaciónde OZ. Más recientementese
han desarrolladoalgoritmostambiénrelacionadoscon el de NR, como el de Fries y Cos-
nard (1987), o métodostipo Euler [Busigin y Fhillips (1992)]. Asimismo caberecordar el

método propuestopor Ng (1979), que si bien no conducea una convergenciacuadrática
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como los del tipo NR, esbastantemáseficientequeel métododeBroyles y esextraordina-
riamentemássimple desdeel punto de vista de programación,que los algoritmosde NR,
al obviar la contruccióndel jacobiano. En cualquiercaso el empleode estosmétodosno
aportanadanuevo en la resoluciónde los sistemasasociativoso del potencialde fuerzas
centralesdel agua.

3.6 Tratamiento de la asociación química mediante la
ecuaciónOrnstein-Zernike

El estudiode reaccionesde asociaciónquímicamedianteecuacionesintegralesno presenta
una problemáticaespecial.La posibilidad de que los componentesde un sistemapuedan
reaccionarpara dar especiesmolecularesesuna característicadel hamiltoniano, comose
ha explicadoen la sección2.2. Si el hamiltonianoesde fuerzascentrales,lo quesignifica
que la interacción es en principio isotrópica ~, el problemaes meramenteatomíco. Por
consiguienteel problemade la asociaciónquímicasepuederesolverempleandolos método
númericosexplicadosen estecapítulo.

Teniendoen cuentalas definicionesintroducidasen la sección2.2, el seguimientode la
reacciónquímicaserealizamedianteel cálculodel númeromedio deenlacespor partícula,

u0 — 4irp&Jg(r)r2dr (3.36)

dondeR~ representanel límite máximo de integracióndefinido en la sección2.2. La de-
finición de R~ estárelacionadacon el tipo de potencial. En particular consideramosha-

miltonianosen los que las contribucionesasociativasy no asociativasestánperfectamente
diferenciadas,de forma que el valor de R, se puedeescogerde forma inequívoca. Un
hamiltonianotipo que cumpleesterequerimientoes,

UTOT(r) = uaaoc(r)t(r) + unoasoc(1— t(r)) (3.37)

dondeuc,~c, representala contribuciónasociativao intramoleculary u,~0400~ es la contribu-
ción no asociativaal potencialtotal u. La función 1 determinaparauna distanciadada,
que contribucion,~ o ~ contribuyeal potencialti ~. Empleandola notaciónintro-
ducidaen la sección2.2, D~ representala profundidaddel pozo asociativo,mientrasque e
serefiere a. la contribuciónno asociativa.La relaciónentreestasdosvariablesdeterminala

extensiónde la reacciónde asociación.Así puesvariandoD0, se puedealterarel equilibrio
de la reacciónsin modificarla contribuciónno asociativadel potenÁat

9.En estasecciónse

7La interacción netapuedellegar a ser anisotrópicacomo consecuenciade la formación de especies
moleculares. En el capítulo 10 se da un ejemplo de estehechoen el estudio de potencialesde fuerzas
centralesparala descripcióndel agua.

5En el capítulo 5 seda unaformafuncional adecuadaparai.
9Hay otros factoresque puedendeplazarcl equilibrio de la reacciónde asociación.En el casode un

potenciadasociativode tipo armónicola distanciade equilibrio o la constantede fuerzason variablesque
tienen cierta incidenciasobrela reacción.Véasecapítulo5 paraunadiscusiónde estetema.
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presentaun métodoquepermitealteraresteequilibrio paraobtenerel límite de asociación
completa.

En el caso de hamiltonianosrealistascomoel de fuerzacentralesdel agua,el problema
es de tipo numérico. Otros modelosasociativosmás simplesadmitensolución analítica,
como han demostradoCummingsy Stell [Cummingsy Stell (1984)]. El procedimientoque
aquípresentamosestábasadoen el métodode Newton-R.aphson.En primer lugarsedefine
el vector fln, con componentesAn¿ = n~ — n~, i = 1, ..., n~, dondetib representael número

de enlacesa ajustar. Por ejemploen una reacciondel tipo 2H + O -4 H20, ti6 = 2,
= ~ou y ti2 = ~h-H•Para la reacción A + A —* A2, nñ = 1, n1 = ~AA Por otro lado

es el númerodeenlacescalculadomediantela expresión(3.36),y n~ representael valor
teórico,es decir la condición deasociacióncompleta. El vectorán es nulo cuandotodos
los enlaceshan sido ajustados.Deformasimilar sedefineel vectorparala profundidaddel
pozo asociativo,1? y el jacobiano,J, con componentes,

(dAn1) ¿~ (3.38)

El nuevovalor de D se obtieneempleandoel métodode NR,

= — J’án’ (3.39)

dondeti y a denotanla solución nuevay antigua. El procesofinaliza cuandose verifica
— Dfl < 6, donde6 varíaentrelO~ — lOt El procedimientogeneralparaobtenerel

límite de asociacióncompletaseresumeen los siguientespuntos:

1. Generarsolución inicial para E. Para estefin se puedeemplearalguna solución
analíticacomo la MSA o Percus-Yevick.

2. Aplicar la relaciónde cierre:

= exp{—~u4,+ Ya/Y + B0p}

De aquí seobtieneh = y + c. Calcular¿, h, %.

3. ResolverecuaciónOZ en el espaciode Fourier,empleandoel métodoexplicadoen la
sección3.5. Se obtienela nuevasoluciónparay (ecuaciones(3.33) y (3.34)).

4. Se aplicacriterio de convergenciasegúnexpresión(3.35). Si no severifica criterio de
convergenciavolver al punto 2.

5. Cálcular númeromediode enlacespor partícula:

= ~ 1Re(~ (r) + l)dr.

Construir vector án.

6. Se obtiene nuevo valor paraD medianteel métodode Newton-Raphson:

= Dc+Jt~n~.
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7. Si ID~ — D~ c 6 terminael proceso. En caso contrariose comienzael procesodesde

el punto 2.

El método descritoparaobtenerel límite de asociacióncompleta(LAC) esgeneralpara
cualquiernúmerode especies,y su implementaciónes muy sencilla, como se apreciaen
el esquemaprecedente.En cuantoal costecomputacional,es proporcionalal módulo y
dimensióndel vectorfln. Si el númerode enlacesporpartículadifieremuchodela condición
de asociacióncompletaserequeriráun mayornúmerode iteraciones.Una vez alcanzado
estelímite paraun estadodado, la resoluciónde la ecuaciónintegralen el LAC a lo largo
de una isócorao un isóbarano esmuy costoso,puesel valor de D experimentapequeñas
variacionessi el cambiode densidado temperaturano es muy grande.

3.7 Equivalencia entre el límite de asociacióncompleta
y el tratamiento RISM

En el capitulo 2 se han discutido los modelosmecano-estadísticosútiles para el estudio
de reaccionesde asociaciónquímica. En este capítulo se ha presentadoun método que
habilita una rutateóricaparaestudiarun límite de estasreacciones,el límite de asociación
completa. En estasecciónsemuestraque en determinadascircunstanciasel tratamiento
asociativoy el basadoen modelosde interaccióncentro-centro,es decir la aproximacion
RISM [Chandiery Andersen(1972)], son totalmenteequivalentes.Hay que puntualizarque
la aproximaciónRISM inicial considerabaun fluido molecularcompuestode agregadosde
esferasdurasinterpenetradas.Estehechono modificaen absolutola equivalenciaentrelos

dos tratamientos,pueséstaseda a nivel de la ecuaciónOrnstein-Zerníke.

El ingredientefundamentalde la aproximaciónRISM es una ecuaciónde Ornstein-
Zernike que relacionafuncionesde correlacióncentro-centrocon las funcionesde correla-
ción directa. En la ecuaciónOZ atómica,la correlacióntotal entredos partículas1 y 2
es el resultadode la sumade todas las posiblescorrelacionesdirectase indirectas,estas
últimas a través de otras partículas,3, 4 En el casode interaccionescentro-centroes
precisoincluir la posibilidadde que setransmitanlas correlacionesa travésde funciones

de distribución intra.moleculares,s~/Y(r). La ecuaciónde Ornstein-Zernikepara estecaso,
que denominamosde ahora en adelanteRISM-OZ (también se denomina SSOZ Site-Site
Ornstein-Zernike) sepuedeescribir como,

h(k) = C’(k)~(k) [1—pa’(k)¿(k~’ C<k) (3.40)

donde 1 esla matriz indentidad,~p esla transformadade Fourier de la funciónw0g(r) =

‘
5a/Y + Sa/3(r), siendo6a/Y la delta de Kronecker. La función w representalas correlaciones
intramoleculares,mientrasque c y h son funcionescon significadoexclusivamenteintermo-
lecular.

Paraprobarla equivalenciaentrela ecuación(3.40) y el límite de asociacióncompleta
en reaccionesde asociación,consideramosel siguienteequilibrio,A + B # AB, modelado
medianteun hamiltoniano del tipo dado en la ecuación(2.39), es decir que verifica la
condiciónde saturaciónestérica,y por lo tantoel LAC estácaracterizadoinequívocamente



3.7 Equivalencia entreel límite de asociacióny el tratamientoRISM 33

por la existenciaúnica y exclusivamentede dímerosAB. Reescribimosla ecuaciónOZ
atómicaen la forma,

(1 + pfi’)(I — p’¿) = 1 (3.41)

donde h’ y ¿ representanen el contextoatómico las funcionesde correlacióncompletas,
es decir, incluyendola parteasociativao intrainolecular. ,o’ es la densidadde las especies
A y B. Aunqueaquíse distinguecon unaprimarepresentauna cantidadanálogaa la p
introducidaen la expresiónRISM-OZ, y no suponeningunapérdidade generalidaden la
discusiónsubsiguiente.Stell y col. [Stelly col. (1981), Cummingsy Stell (1982),Stell (lQQeb)]
han mostradoque existeun relaciónentrelas funcionesde correlacióncentro-centroy las
funcionesh’ y c’. En particular h’ sepuededescomponercomo,

p’AZ/Y(r) = p’haa(r) + ~a/Y (3.42)

esdecir, h esla contribuciónintermoleculara la función /V mientrasques esla contribución
intramolecular.Empleandola relacióndadamásarribaCi = 1 + ~ y teniendoen cuentala
transformadade Fourier de la expresión(3.42) se llega a,

1+ p’h’ = C’ + p’h (3.43)

En virtud del hamitonianoconsiderado(ecuación(2.39)) se verifica que, Wa/Y = 6 para
a = fi, es decir 5a/Y = 0, y Wa/Y 5a/Y paraa ~ fi. Asimismo se puedeescribir una
descomposiciónparac’ análogaa la vistapara/V,

1— ~‘¿‘ = Ci-’ + p’¿ (3.44)

y se verifica que, w~
0 = 6 para a = fi. w

1 representala contribuciónintramolecular
de 1 — p’c’, mientrasque e es la contribucióndebidaa átomosde diferentesmoléculas.
Sustituyendolas expresiones(3.43) y (3.44) en la ecuación(3.41) seobtiene,

fi(k) = &(k)~(k) [1— p’Ci(k)¿(k)]’ Co(k) (3.45)

quecoincidecon la ecuación RISM-OZ (3.40). En el tratamientoRISM la función w tiene
la formafuncional,

= ¡ sen(kLaa) (3.46)

k k Lap

donde La/Y representala separaciónintramolecular de los centros de especiesafi. En
términosde los hamiltonianosasociativosla tranformada(3.46),secorrespondecon un pozo
asociativoinfinitamenteestrecho,esdecir unafunción delta. No obstanteen el contextode
reaccionesde asociaciónla forma funcional puedesermás compleja, con el fin de incluir
la vibración de los átomosque forman la molécula. Si el movimiento de las átomoses
armónicola función & asociadaseríauna Gaussiana.

Empleandola definición de las funcionesintroducidasmásarriba podemosenunciarel
LAC de la siguientemanera(parael caso de la reacciónde dimerización),
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Pf.sa/Ydr = 1 (3.47>

Convienepuntualizarque en el caso de hamiltonianosno estéricos,las reaccionesno se
detienenen la formación de dímeros,sino que el sistemaesesencialmentepolimérico. En
tal casola distinciónentrecontribucionesintra e interinolecularesempleadaanteriormente
no seríarigurosa, y la descomposiciónempleadaparaestablecerla equivalenciaentre el
tratamientoRISM y el LAC no esválida.



Capítulo 4

Métodos de la Mecánica Estadística:

Simulación

4.1 Introducción

Uno de los objetivos fundamentales~dela mecánicaestadísticaconsiste.en proporcionar
una explicaciónmicroscópica,en términosde una descripcióndeterministadetallada,del
mundomacroscópico.Los métodosde simulaciónhan demostradoserun medio idealpara
cumplir esteobjetivo. En primer lugar porqueel hamiltonianosetrata de forma exacta,
y en segundopor la cantidady nivel dedetallede la información queseobtieneacercade
estehamiltoniano.

Métodos de simulacióncomoel de DinámicaMolecular (MD) son la respuestaa una
vieja ambicióndel hombre,comoeslade describirel movimientode un sistemacompuesto
de N partículas. El tratamiento de estos métodoses deterministay está basadoen la
mecánicaNewtonianao la de Lagrange.A finales del siglo XIX y principios deestesiglo,
no existíala posibilidadde abordaresteproblema,a menosqueel sistemafueraadecuado,
ya quelos mediosdesolucióneranpurai-nenteanalíticos.Gibbs resolvióesteinconveniente
replanteandoel enunciadodel problema.Así en lugar de integrarun númeroenormemente
grandede ecuacionesde movimiento,Gibbs demostróquelas propiedadesdel sistemase
podían obtenerde forma equivalenterealizandoun promediadoadecuadosobreestados
microscópicos.Lo único quese necesitaparaobtenerestaspropiedadeses el pesorelativo
de cadauno de los estados. Si el háxniltonianose puedeescribir en la forma H(r, p) es
decir dependientede las coordenadasy momentos,los pesosrelativosvienendictadospor
la ecuaciónde Liouville ~• El método de Monte Carlo (MC) representauna traducción

‘La evolucióntemporalde la. densidadde probabilidaddel espaciode fases,f(p, q,i) estágobernada
por la ecuación de Liouville. Si el espaciode faseses incompresiblela ecuaciónde Liouville viene dada
por,

df = 0 (4.1)
di

Para mayor información sobre el teorema de Liouville se remite al lector a las referen-
cias[Alíeny Tildesley (1987),Evansy Morris (1990),Hanseny McDonald (1991),Hoover (1991)1.
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directade la ideaintroducidapor Gibbs.
En sistemasfueradel equilibrio la teoría de la respuestalinead representauna herra-

mientaútil y bien establecida.Ésta sedebefundamentalmentea Creeny Kubo, quienes
consiguieronestablecerla relación queexisteentrelos modelosmacroscópicosde no equi-
librio y la mecánicaestadísticadeequilibrio deCibbs. Al contrarioqueen los procesosde
equilibrio paralos queexistenalternativasteóricas,el estudiodeprocesosde no equilibrio
estábasadofundamentalmenteenmétodosde simulación. En estecapítulosediscutenlos
métodosde Monte Carlo y DinámicaMolecular así comométodosde DinámicaMolecular
de No equilibrio (NEMD), que permiten medir la respuestadel sistemaa un gradiente
térmico. En estecasoconcretosediscutela utilidad de la NEMD endiferentescontextos,
comoesla obtenciónde propiedadesde coexistencia.

4.2 Aspectos Generales

4.2.1 Condiciones de Contorno Periódicas

Los métodosdesimulaciónde Monte Carlo y Dinámicamolecularseaplicannormalmente
a sistemasqueconstandevarioscientoso miles departículas.Debidoa 145 interaccionesde
los átomoscon lasparedesdel recipienteen el queestosestáncontenidos,las propiedades
están dominadaspor efectos de superficie. En un sistemadenso modeladopor esferas
Lennard-Jones,el efecto de la pared se extiendemás allá de 5 diámetros moleculares.
Supongamosque estamosinteresadosen simular agualíquida a temperaturaambi” a
(T=298 K y p 0.9S7gr¡cm3>.Un sistemade 256 moléculassuponeunacajade simul
de 19.73 A. La pertubacióninducidapor laparedde lacajasepuedeextenderenel sen tel
líquido hastadistanciasdel orden de 5 A [Vosseny Forstmann(1994), Booth y col. (1994)].
Esto significa quelas propiedadesobtenidasde estamanerano seríanrepresentativasdel
líquido. En simulacionesen las que los efectosde superficie no son de interés,estos se
puedeneliminarempleandocondicionesde contornoperiódicas2~ Consideremosunacelda
primaria en la que estáncontenidasN moléculas.Como se muestraen la figura 4.1 esta
celdaestárodeadade réplicas de sí misma, imágenes,de forma que las moléculasquese
encuentrencercade la paredde la caja interaccionancon ottas moléculas,imágenesde
las presentesen la celdaprimaria, y no con la paredde la caja. Si una moléculadejala
celdacentrala travésde unadeterminadacarade la cajadesimulación,una imagende la
mismamoléculala sustituyeen la caraopuesta,con lo queel núffiero de partículastotales
seconserva.En definitiva el sistemainfinito resultantedereplicai la celdaprimariaesuna
representaciónmacroscópicade la muestrade interés.Estaperiodicidadseextiendea las
posicionesy momentosde las imágenesy celdasimágenes.

Una cuestiónimportantees la referentea la posible incidenciaquela intoducción de
condicionesde contornoperiódicas,tienesobrelos resuitadosde simulación. En lo queres-
pectaapropiedadestermodinámicasy estructuralessehademostrado[Pratt y Haan (1981)3
que la influenciaes muy pequeña.No obstanteestosefectoscobranimportanciaal tratar

2Las simulacionesde no equilibrio frecuentementerequierencondicionesde contornomassofisticadas
que las que se estudianen estasección. Véasepor ejemplosec.4.5 en estecapítulo.
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Figura 4.1: Ejemplo de
marcadaen trazogrueso

condicionesde contornoperiódicasen dosdimensiones.La celdacentral
es la celdaprimaria,y el resto las celdasimágenes.

con propiedadesdinámicas. Existe un tiempo,que llamaremosde correlaciónperiódico,
ttor, que representael tiempo quetardaunaondalongitudinal (sónica)en recorrerla celda
de simulaciónde longitud L. Este tiempo estárelacionadocon la velocidad sónica, y

3,
mediantetcdr = L/v.. Para el casodel aguaconsideradoanteriormente,teniendoencuenta
una velocidadsónicade 1500 mIs [Wojciky Clementi(1986)] seobtienet~r = 1.32 ps. Nor-
malmentenuestrointerésen las funcionesdecorrelación,en concretola de autocorrelación
de velocidades,no va másallá del picosegundo,por lo queen un sistemasuficientemente
grandeel tcor no planteaun problemaespecial. No obstanteen sistemaspequeñostiene
efectosmensurablesy da lugar a efectosespúreosen el comportamientode las funciones
de correlacióntemporalesa tiemposlargo [Hemey Harp (1970)].

Otra cuestiónde interés se refiere a la influencia de las condicionesde contornoen
los principios de conservación.Ya hemosvisto que el númerode partículasseconserva,
ya que una partículaimagensustituyea la partículaque abandonala caja central. La
energíatotal se conservatambiénya que posicionesy momentosno se ven afectadospor
las condicionesde contornoperiódicas. Estaconservacióndel momentosin embargoda
lugar a que en dinámicamolecularno sesimuleun colectivomicrocanónicoreal (energía
total, E, constante),sino otro en el que E y el momentolineal sonconstantes.En rigor
habríaque teneren cuentala pérdidade gradosde libertadque suponela constanciadel
momentoa la hora de calcularpropiedadescomo la temperaturadel sistema.No obstante
paraun númerodemoléculassuficientementegrandela correciónesdespreciable(256/255).
En cuantoal momentoangularcabedecir que no seconservacuandounapartículadejala
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caja y essustituidapor su imagen,aunqueen promedioel momentoangularescero

4.2.2 Truncamiento del potencial de interacción. Correccionesde
largo alcance

En la secciónanterior hemosintroducido el uso de las condicionesde contornoperiódicas
paraeliminarel efectode superficie.Es obvio queunapartículaqueseencuentreen la caja
central puedeinteraccionarconsigo misma al hacerlocon unaimagen de sí misma. Este
efectosepuedeevitar si el potencialde interaccióntieneun rangomenorquela mitadde la
cajadesimulación.Estegeneralmentenoesel caso,asíquesepuederecurriral criterio dela
imagenmCnimapara resolver este problema. Segúnestecriterio unapartículainteracciona
sólo con una de las infinitas imágenesde otra partícula, en concretocon la imagen que
esté más cercanaa la partículaoriginal. Por ejemplo la partícula 1 de la figura 4.1, no
interaccionaríacon la partícula 2 sino con la imagen de esta,la partícula 2’. En lugar
de teneren cuentatodas las partículasdel sistemaparacalcular la interacción,se puede
recurrir al truncamientoesférico,queconsisteen calcularlas interaccionesentrepartículas
cuya distancia,de acuerdoal criterio de la imagenmínima sea< nL, siendo n < 0.5.
Esadistanciamáxima, en este casonL se denominaradio de corte, R~ (ver figura 4.1).
Puestoque imponer un radio de corte implica el truncamiento de las interaccioneses
preciso teneren cuentala contribucióna la energíade las interaccionescorrespondientesa
distanciasmás allá de R~. Paraello serecurrenormalmentea la aproximacióng(r) = 1
parar > & [McDonald y Singer(1972)],con lo quelacorrecciónde largoalcancevienedada
por,

ULR — ~Vp2¡ 4iru(r)r2dr (4.2)

En un fluido Lennard-Jonesasociativocon un radio de corte R
0 = 2.Sa y densidadp~ =

= 1.0, U’~’~ suponeaproximadamenteun 8 % de la energíapotencialtotal. Esta
contribución es especialmenteimportanteen simulacionesen las que la densidadno es
constante,como las simulacionesenel colectivo isotérmico-isobárico(NPT) o simulaciones
Monte Carlo en el colectivo de Gibbs (GEMC). En tal casola no inclusión de este término
conducepor lo generala resultadoserróneos,dadoque sefavorecenlas configuracionesde
menordensidadrespectoa las demayordensidad.

La imposiciónde un radio de cortetiene efectosespecialesen el caso de simulaciones
medianteDinámica Molecular. En concreto la discontinuidadde la energíapotencial en
la distanciade corte se traduceen unadiscontinuidadde la fuerza. Normalmenteeste
problemase resuelvemodificando el potencial original, ya sea mediantefunciones que
alteranla energíapotencialen todo el rango de distanciaso bien otras funcionesque se
aplicansólo en el rango de distanciascercanoa la discontinuidad[Alíeny Tildesley (1987)].
En el caso de moléculasno esféricashay que teneren cuentaademásel efecto espúreo
que puedeapareceral aplicar el criterio de la imagenmínima. Supongamosque estamos
evaluandola interacciónde la moléculaqueestásituadaen el centrode la celda primaria

3pasauna mayor discusión sobre estos temasse emplaza al lector al capítulo II de la referen-
cia [Haile(1992)].
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con la molécula2 de la mismacelda (ver Fig. 4.1). Si la molécula2 atraviesala caja
sin cambiarapreciablementela orientación,la interacción 1-2 seríadiferentede la 1-2’.
Estadiferenciasepuedetraducir en el caso de simulacionesde MD en un calentamiento
del sistema[Pangally col. (isso>]. No obstantesu efecto es en la mayoríade los casos
despreciable.

4.2.3 Correccionesde largo alcanceen sistemascargadas. Método
de las sumasde Ewald.

La consideraciónde sistemasen los que están implicadasfuerzaselectrostáticas,supone
un problemaadicional enel tratamientode las correcionesde largo alcance.Esto se debe
por unaparteal largo alcancede los potenciales(rango infinito) y en segundolugar al
alto carácterenergéticoasociadoa estetipo de interacciones.Supongamosque se desea
estudiarun modelodeunasal fundida, comoel NaCí y seconsideraun sistemacompuesto
de 216 iones (108 cationesy 108 aniones). El valor del potencialde interacciónpara
una radio de corte fi0 = L/2 sería~ 7 Nk8T, que supera con mucho la energíacinética
del sistema. Claramentelas alternativasvistas anteriormenteno son válidasen el caso
particularde potencialescoulómbicosy en el caso generalde potencialescuyo rango de
interaccióndecrezcaen la forma 1/ra siendoti =~ (n=1 parapotencialesinteriónicos,y
3 para potencialesdipolo-dipolo). El hecho de que el potencialtengauna rango infinito
podríaconducir a pensarque la energíano estádefinida. No obstanteestacontradicción
es tan solo aparente,puesla electroneutralidadda lugar a la cancelaciónde términosque
de otra maneraseríanel origende una divergencia. En el caso de sistemasdipolaresla
convergenciaestárelacionadacon el hecho de que la interaccióndependeno solo de la
distanciaentredipolos sinoademásdelánguloentreellos. En potencialesqueno presenten
una dependenciaangular un exponenten=3 daría lugar a divergencia,de forma queun
potencialconvergenterequeriríaun valor paran mayorque 3. La utilización de la imagen
mínimaessuficienteen el caso de sistemasiónicos poco concentrados,pero no en el caso
de salesfundidas,o en el caso particulardel agua. Se haverificadoen diferentestrabajos
(ver [Hafskjold y StelI (1982)] y referenciasahírecogidas)queelempleode la imagenmínima
como único medio para calcularlas interaccionesculómbicas,conducea la violación del
límite mínimodeenergía,establecidopor Onsager(1938) hacemásde cincuentaaños.

Sin dudaalgunauno de los métodosmásextendidosparael tratamientodepotenciales
de largo alcancees el propuestopor Ewald (1921), conocido como método de las sumas
de Ewald. Esteprocedimientofué extendidaporKornfeld (1924)paraconsiderarsistemas
dipolares. En lo que respectaa estossistemasse han desarrolladootros métodoscomo
el de campode reacción[Barkery Watts(1973),Tironi y col. (1995)], queesmenoscostosos
que el deKornfeld. El métododel campode reacciónestábasadoen el resultadoobtenido
por Onsager(1936) parala interacciónde un dipolo con el medio dieléctricoque le rodea,
siendosimilar desdeun punto devistaconceptualal métododesarrolladopor Born (1920)
paratratarionesen un dieléctrico.En lo quesiguenoscentraremosenelmétododeEwaid.

En el método de Ewald se considerael sistemarodeadopor un número infinito de
réplicas,o imágenes,queformanunadistribuciónesférica.Ewa.lddemostróqueel potencial
coulómbico,
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sepuedeexpresarcomo la sumade dosseries,una en el espacioreal y otra en el espacio
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donde r~
5 = Ir5 — r¿I y erfc(z) = 1 — erf(x), dondeerf(x) es la función error y a esun

parámetroquecontrola la importanciarelativade las dos contribuciones,real y recíproca,
al potencialtotal. El signo primadel primersumandoen la expresión(4.4) indica que los
términosi = 5 no seincluyenen la suma,mientrasqueel signo primadel segundosumando
indica que el término h = O se omite. h es un vector tridimensionalIi = {h~, h~,h5},
dondeh¿ son enterosy tomanlos valores h~ = 0, ±1,±2 El vectorrecíprocok sedefine
como, k~ = 2irh¿/L¿, siendo L~ es la longitud de la celda de simulaciónen la dirección

E El último término en la expresión(4.4) tiene en cuentala interaccióndebidaal medio
de permitividad relativaCm, querodea a la esfera. Normalmentese consideraque Cm —

oc, o lo que es lo mismoque el sistemaestárodeadopor un conductorperfecto,con lo
que ~med¿o desaparece.De Leeuw y Perram(1980) han mostradoque las propiedades
termodinámicasdel sistemason insensiblesa la naturalezadel medio. La variaciónde ~»

tiene como efectoprincipal el cambio del factor g de Kirwood de forma que para evaluar
la constantedieléctricadel sistemase ha de tenerpresenteestehecho ~. Estosmismos
autores EDe Leeuw y Perram(1981)] han mostradoque las propiedadesdinámicaslocales
son independientesde la naturalezadel medio. Sin embargoen el casoque la longitud de
onda de las fluctuacionesseacomparableal tamañodel sistema,por ejemplofluctuaciones
de carga,la naturalezadel medioesdeterminante.

Si sedeseaemplearel métodode Ewalden simulacionesde MD esprecisoobteneruna
expresiónexplícitapara el cálculo de las fuerzas.Teniendoen cuentala expresión(4.4) se
obtiene,

4erf(x) = 2/VWj exp(—t2>dt.
5La fórmulageneralparacalcularla constantedieléctricavienedadapor,

3(2¿m+ E) 9

dondeg es el momentodipolar.
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~Y5 ¡ 2ar¿5
F¿(r¿) = —Z~c(Z--s- kerfc(crrÚ) + —2=-ezP(—a r<5)) &

dondeunavez másel primer términose calculaen el espacioreal y el segundoen el espacio
recíproco.

La utilización del método de las sumasde Ewald requiereunaelecciónjuiciosa de los

parámetrosimplicados, con el fin de obtenerresultadoslo más cercanosposibles a los
realesy al menor coste. El parámetroa antesaludido tieneun efectocontrapuestoen la
convergenciade la sumaen el espaciorealrespectoa la contribucióndel espaciorecíproco.
Así, paraun valor de a pequeño,la suma en el espacioreal es dominantemientrasque
un valor grandede a haceque el término recíprocoseael más importante. Normalmente
esteparámetroseescogede forma quela sumasobreel espacioreal (primer términode la
expresión(4.4)) seadespreciableparadistanciasmayoresque0.5 L, dondeL representala
longitud de la caja. Análogamenteen el espaciorecíprocoseaplicaun radio de corte~
al vectorh de forma que setruncala serieinfinita. Habiendofijado a el valor óptimo de
h~,tar se obtienea partir de una configuraciónrepresentativadel sistemade interés. En la
figura 4.2 se muestraun ejemplode la variación de la energíacoulómbicaen función del
parámetroa paradiversosvaloresde h~5. Parael mayorvalor de h%,~,, considerado,la
convergenciadela energíaculómbicaes esencialmenteindependientedel valor de a, siempre
queésteseamayorque4. El valorde la energíaculómbicaobtenidode estamaneraese] que
sehaempleadoparacalcularel error representadoen la figura 4.2. Unaelecciónadecuada
de los parámetros,a y ~ es la queresultaen un error aceptableen la energíaculómbica
con un balo costecomputacional.Por ejemplo,paraunacaja cúbicauna combinaciónde
valoresaL=5.6 y ~ = 27 cumpliríaestedoble requerimiento.En el caso de celdasno
cúbicasesprecisotenerencuentaestehechoconsiderandoel númeroadecuadodevectores
en cadadirección. En unacaja elongadacuyalongitud en la dirección x seati vecesla de
las direccionesy, z,sehabríade considerarel vectorh = {nh~, h,, h5j}. En cuantoal radio
decorteparaestevector,h45, estesepuedeobtenerempleandoel métodocomentadomás
arriba,o alternativamenteutilizando la reglaempírica~ — (nh1, )2 +2, válida paraaL
~ 5.6.

Una de la ventajasdel método de Ewald es la pequeñadependenciaque tienenlos re-
sultadoscon el tamañode la muestra. Su mayor inconveniente,sin embargo,radicaen
su costecomputacional,en especialcuandose consideransistemascompuestosde miles
de partículas. No es extrañopues quese hayan estudiadoalternativascon el fin de ha-
cer menosgravosoel uso de estemétodo, conservandoal mismotiempo la exactituden
los resultados.La forma mássimple de procederes simplementeignorar la parterecípro-
ca. La contribuciónde éstaen disolucionesde electrolitosen la representaciónMcMillan-
Mayer es despreciable,y el posible error que surge de su no inclusión está dentro del
error estadístico. Sin embargo,en sistemasmás concentrados,como salesfundidas,di-
solucionesde electrolitosen aguaexplícita, y el aguamisma,estaaproximaciónes más
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Figura 4.2: Convergenciade la contribución conlómbica & la energíapotencialen
parámetrode convergenciaaL paraun sal fundidaen unacajade simulacióncúbica.
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función del
Círculos, h

cuestionable,problemaqueya ha sido consideradopor diferentes autores. Andersen y
col. [Linsey Andersen(1986), Andreay col. (1983)] han estudiadolas consecuenciasdeelimi-
nar estacontribuciónen el casode disolucionesprimitivas deelectrolitos,salesfundidasy
del modelode fuerzascentralesdel agua[Lembergy Stillinger (1975)]. En general,estetrun-
camientode la sumade Ewaid, conducea resultadosestructuralesque estánde acuerdo
con la consideraciónde un potencialculómbico. Otros autorescomparanla influencia de
distintosesquemas,campode reacción,funcionesde suavizado,..., etc,sobrepropiedades
estructurales y dinámicas de modelos rígidos del agua y disoluciones en el límite de dilu-
chin infinita [Prevosty col. (1990), Pereray col. (1905)]. Las propiedades dinámicas, como
el coeficientede difusión, no cambianapreciablementeen función del potencial, siempre
queseevite la discontinuidadasociadaal radio de corte. El truncamientodel potencialsin
tomar estaprecauciónda lugar a errores severosen propiedadesestructuralesy dinámi-
cas. Clarke y col. (1986) demuestranque la utilización de un potencialefectivo de corto
alcancees válidapararepresentarlas propiedadestermodinámicasy estructuralesde sales
fundidascomoel cloruro potásico.No obstante,paraobtenerla energíapotencialtotal del
sistemaesprecisoincluir de algunamanerala contribuciónde largo alcance.Esto sepuede
hacerempleandouna ideafundamentalen las teoríasde perturbaciones,que consisteen
descomponer el potencial en dos contribuciones,

zz(r) uo(r) + An (4.7)

a

a

- ~ .z-
o

dondeel potencialU0 total estádado por (4, = E~< uo(rq), y representala contribución
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del término que en el contexto de teoríade perturbacionesse denominade referencia,y
es la perturbación. En estascondicionesla energíalibre de Helmholtzviene dada

por [Zwanzig(1954)],

A=Aa+Ai+A2+Ars+... (4.8)

siendoA0 la energíalibre del sistemade referencia,y el restode los términosvienedados
por,

A1 = <AU>0 (4.9)

<txU
2 >

0<AU>0 (4.10)
2!

3!

Los subíndicesO indican que los promediosse han de tomar sobrelas configuracionesdel
sistemade referencia.Estaseriesueletenerunaconvergenciabastanterápida,por lo que
es lícito retener únicamente el primer término de la misma, A1. Así, en términos de un
desarrollodeprimer orden la energíay la presiónse calculanempleandola expresión,

u = u0+<áu>0 (4.12)

( dV (4.13)d.cAU>o

)

El tratamientopeturbativoqueacabamosde ver tomaunaformaespecialmentesencillaen
el casodel métodode las sumasde Ewald. Así U0 se correspondecon la partereal de la
sumadeEwaldmáslos términosde potencialde corto alcance,mientrasquela contribución
proveniente del espacio recíproco se identificaría con áU. Este término se puedeobtener
calculandola perturbacióncadacierto númerode configuraciones,con lo que se ahorra
tiempo de computaciónsin introducir por ello errores importantesen los resultadosde
propiedadestermodinámicas.

De lo expuestosepodríaconcluir queen el métodode las sumasde Ewald essuficiente
con considerarúnicamentela contribucióndebidaa la sumaen el espacioreal. Esto en
generales así,peroexistenunaseriede propiedadesen las queun tratamientodeestetipo
conducea resultadosdiscrepantes.Ya se ha introducidoen parteestetemaal discutir el
término Umedío queaparecíaen la expresión(4.4). RecientementeBresmey col. (1996b)
han estudiado la conducciónde calor en sales fundidasen regímenessupercríticos. Es-
tos autoresdemuestranquepropiedadescomo la conductividadtérmicason insensiblesal
rangodel potencial,mientrasque otrascomo el factor de difusión térmicapresentanuna
dependenciamuy acusadaal mismo. En el casode la conductividadtérmica,el transporte
estádeterminadocasiexclusivamenteporcolisiones, luego dependeen buenamedidade la
estructuralocal del fluido, queefectivamentees independientedel alcancedel potencial. El
factordedifusióntérmica,por otra parte,mideelgradientede concentracióndeunaespecie
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de masam respectoa otra de masami en respuestaa un gradientetérmico. Un gradiente
deestetipo implica necesariamenteunaseparacióndeespecies.Sin embargoenun sistema
cargadorodeadodeun conductorperfecto (recuérdeseque éstasson las condicioneshabi-
tualesen el métodode las sumasdeEwald) las fluctuacionesdecarga,que representanen
estecasola tendenciadel sistemaa polarizarse,tiendena desapareceren el limite de longi-
tudes deonda comparablesal tamañodel sistema.Esto no esmásque una manifestación
de la condiciónde segundomomentoenunciadapor Stillinger y Lovett, e introducidaen la
sección2.1. Por lo tanto, en este supuesto,un gradientetérmico no es capazde inducir
unaseparaciónde especiescargadasde masasdiferentes~. En la figura 4.3 se ejemplifica
esta,idea representandolas frecuenciasde los picos de las corrienteslongitudinalescorres-
pondientesa las fluctuacionesdensidad-densidad(S3vpj(k,w))y carga-carga(Szz(k,w))de
dos potenciales. En uno deellos se considerala sumade Ewald con el término recíproco
y el otro éstese ha sido suprimido. Nóteseque en esteúltimo caso la supresiónde la
contribución recíproca se traduce en una variación de la constante dieléctrica del medio e,,,.

Como era en el límite le —* O. En el caso de un potencialculómbico,los picos de esperar
estecambiono tiene ningún efecto sobrela fluctuación densidad-densidad,mientrasque
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Figura 4.3: Posición de los picos de las corrientes longitudinales densidad-densidad(SNN(k,tu))

y cargas-carga(Szz(k, tu)) parael potencial de Pauling, en función del vector de ondas le)., donde
~ representael diámetroefectivodel potencial(véasereferencia[Hanseny McDonald (1975)) para
detallesen estesentido). Los círculos negrosrepresentandatosparael potencialque incluye la
contribuciónrecíprocade la sumade Ewald, y los blancosdatosparael mismo potencialperosin
considerarla contribución recíproca.

6En realidadsíes posiblepolarizar la muestra,siemprequela cargaestésuficientementeapantalladao
el gradientetérmicosealo suficientementegrande.
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la fluctuacióncarga-cargapresentaun comportamientobien diferenciadotienenel carácter
óptico de los cristalesiónicos,dadoque son no dispersivosparavalorespequeñosdel vec-
tor de ondasle. Por el contrario,en el potencialde corto alcanceno operala condición
desegundomomentoy las fluctuacionesde cargano sesuprimennecesariamente.Esto se
traduceen un pico óptico que terminasiendodispersivoen el límite de le —4 0.

En definitiva, la no inclusión de la contribuciónrecíprocaen las sumasde Ewald, es
equivalentea considerarun sistemainmersoenun mediodeconstantedieléctricadiferente
a la de un medio conductor,por tanto el métodoseríaconceptualmenteel mismo que el
del campode reaccion. Así el cálculo de propiedadesestructurales(locales) y temporales
(tiemposcortos) sepuedehacersin introducir la parterecíprocay teniendoen cuentael
tratamientoperturbativomencionadoanteriormente.

El métodode Ewald haservidode inspiracióna otros autoresparadesarrollarmétodos
similarescon el fin de tratar las interaccionesde largo alcance[Ladd(1978), Heyes(1981),
Cichoki y col. (1989)]. Es importantedecir asimismo,queel métodode las sumasde Ewald
sehaextendidoparatratar sistemasinhomogéneos(Hautmany Klein (1992), Lekner (1991)].
En lo querespectaa métodoscon basediferenteal de Ewald, cabemencionarel método
de la hiperesferade Caillol (1992), que estámenosdifundido pero conducea los mismo
resultadosque el de Ewald.

4.3 Método de Monte Carlo

4.3.1 Simulación Monte Carlo en el colectivo canónico

Gibbssustituyóel problemamecánicodeN-cuerpos,consistenteen integrar lasecuaciones
del movimiento, por la tarea más manejableen su época,de promediar sobre estados
del espaciode fases. El método de Monte Carlo esuna aplicación directade la ideade
Gibbs. En mecánicaestadísticaclásicala función del espaciode fasescorrespondientea un
observabledado seha de promediarsobreun númerode microestadosteniendoen cuenta
la contribuciónrelativade éstosala función departición. ConsideremoslapropiedadX de

un sistemacompuestode N partículasdistribuidasen un volumen,V, y a la temperatura,
T, talesque estasvariables seanconstantes,es decir vamosa centrarnosen el colectivo
canónico.El valor promediodeX viene dadopor,

<X >= JX(e)W(e)de (4.14)

dondeel vectore representalasposiblescoordenadas(posicionesy momentos)del sistema
de interés,y Wes la probabilidadde un microestadoparticular. En el casodel colectivo
canonico la probabilidad está dada en términos del factor de Boltzmann exp(—U¡kaT)
siendoU la energíainterna. Por tanto,

= exp(— U(e)¡lesT

)

kej fexp(—U(e)/le5T)de (4.15)

El medio más directo para obtenerla propiedad< X > seríapromediarsobretodos los
estadosposibles. En este método todas las configuracionescontribuyen por igual a la
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integral de configuracióntotal, y es desdeun punto de vista práctico inviable, dado el
númerode estadosque habríaque considerar.Sin embargo3puestoque X esproporcional
al factor de Boltzmann,estedeterminaqueenlaprácticasólo algunasde lasconfiguraciones
contribuyande formasignificativa a. la integral de configuración. Metropolis y col. (1953)
inventaronen Los Alamos un método que permitía realizareste promediadode forma
eficiente,y con el mismoobtuvieronla ecuaciónde estadode discos duros. El muestreo
del espaciode fasesen el colectivo canónicomedianteel métodode Metropolis sebasaen
generarun cadenade Markov ~. El desarrollosecuencialde la cadenaestágobernadopor
la matriz de probabilidades, cuyoselementosPO representanla probabilidadcondicionalde
que el estado(1 + 1)-ésimodel sistemasea uno concreto digamosb, dado que el estado
i-ésimoes a, La matriz p esuna matriz estocásticay verifica que,

Bp=B (4.16)

dondeB representala distribucióncanónica,es decir la distribución de Boltzmann. Un
esquemaque permiteobtenerunamatrizp queverificalas condicionesde matrizestocá.stica
y la dadapor la relación (4.16), es el propuestopor Metropolis y col. (1953) 8,

fi (U5—U4)<O
Pab OC exp(—fl(Us — Ud)) (U~ — (-Ja) (3 (4.17)

¡i~4 = 1— ~p~g (4.18)

Empleandola expresión(4.16) se puedecomprobarque la matriz p satisfaceel principio
de reversibilidadmicroscópica~,

Sapas = SbPba (4.19)
El empleodel métodode Metropolissepuederesumiren los siguientespasos:

1. Se generauna configuracióninicial y secalculalaenergíapotencialde la misma U~.

2. Se seleccionauna partículaaleatoriamente,y se muevedesdela posición inicial a
otra cuya direccióny distanciarespectoa la primerase escogentambiénde forma
aleatoria.

7En una cadena de Markov la probabilidadde ocurrencia de un estado en un punto particular en la.
secuenciade eventosestádeterminadaúnicamentepor el estadoinmediatamenteanterior.

5Fara discusión de esquemas diferentes al de Metropolis véase [Alíeny Tildesley (1987),
Nicholson y Parsonage(1982)1.

9Tolmandiscutidel principio de reversibilidadmicroscópicaen su libro PrincipIes of StatisticoiMecho-
nies, publicadoen 1938. Seguidamentereproducimos este principio en palabras del autor:

Li a system at equilibrium any molecular procees, ana the reverso of that proceas,
occur cii the average at the sanie rato.

Otro principio relacionadocon el anteriores el de balance detallado, descritopor Fowler en eí clásico
Statisticai Thermodvnamics:

Iii a system at equilibriuz .ach collision has its exact counterpart iii tho revene
direction, so that at equilibrina the rato of every chemical procese is exactly equ&2.
te the rate of tite revene procees.
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3. Se calculala energíade la nuevaconfiguración14 y se aceptael movimiento según
las probabilidadesdadaspor (4.17) y (4.18).

4. Si tJ~ =L% se aceptala nuevaconfiguracion. Si U,, > (4 se aceptael movimiento
con probabilidadproporcionalal factor de Boltzmann, f — exp(—fi(v,, — va)). Para
aceptarel movimiento con estaprobabilidadse generaun numeroaleatorioen el
intervalo (0,1). Si esmenor que f seaceptael movimiento. El sistemapermanece
en el mismoestadode acuerdocon la probabilidaddadapor laexpresión(4.18). En
estecaso se cuentala configuraciónantiguacomo un nuevoestadode la cadenade
Markov.

5. Se vuelveal paso1.

El procesoserepitedurantevariosmillonesde movimientosde formaquesepuedanobtener
promedioscon una precisiónestadísticaadecuada.En cuantoa los desplazamientosde
las partículas,éstos se realizannormalmenteen coordenadascartesianas,de forma que,

= m¿1—2x),siendo~uunnúmeroaleatorio10 distribuidouniformementeene] intervalo
(0,1). A¿ representael desplazamientode la partículadesdesu posición original en la
dirección~, y comovemoséstesedaentre—m¿y m¿. El valor m sesueleajustar de forma
que la relación configuracionesaceptadas¡ configuracionesgeneradasseade un 50 75,
si bien esteesquemapuedevariar, como veremosmás adelante,en el caso de sistemas
asociativos.

4.3.2 Simulación Monte Carlo en el colectivo de Gibbs

El conocimientodel diagramade fasesde cualquiersustanciarealo modeloposeeun interés
científicointrínseco,apartede la importanciaen el ámbitotecnológico. Deentrelas posibles
técnicasque proveela simulaciónpararealizarestatareasepuededecirque el métododel
colectivo de Gibbs (GEMC), desarrolladopor Panagiotopoulos(1987) es de las que ha
contadocon mayor aceptaciónentrela comunidadcientífica. Partedel éxito del método
GEMC, radica en la baseintuitiva del mismo y en la facilidad de traducir estaidea en
un programade simulación~ Son muchoslos tipos de sistemasque se han estudiado
medianteGEMC, desdeBuidos simplesy mezclashastafluidos asociativosy reacciones,
pasandopor líquidos polares tan importantes como el agua. Para una mayor información
en estesentidoserefiere al lector a [Panagiotopoulos(1995)]. En lo que sigueexplicamosla
basedel método con el detallenecesarioparadiscusionesposteriores.

El método de MC en el colectivode Gibbsestádiseñadoparasimulardos fasesnormal-
mente,líquido y vapor, en coexistencia,esdecirmismapresión,P, igual potencialquímico,
ji, y temperaturaT. Seconsiderandos cajasde simulaciónquecontienenN1 y ¡‘4 partículas
distribuidas en los volúmenes1¿ y V~, dondelos subíndices1 y y aludena la faselíquiday

‘
0Existen gran cantidad de métodos que permiten generar números aleatorios, véase por ejem-

plo [Press y co141992)]. Parauna discusiónsobrela posibilidad real de generarnúmerosaleatorios
empleandounamáquinavéase[Knuth (1981)].

11La simulaciónde interfaciesempleandoDinámicaMolecular del No Equilibrio cumpletambiénestos
requerimientos.Véasesección4.6 en estecapítulo paraunadiscusiónal respecto.
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la devapor respectivamente.Severifica queel númerototal de partículas,N, y el volumen
total, V, son constantes,esto es, N1 + N0 N y y1 + 14 — V. La simulaciónimplica
movimientosde tres tipos:

e Desplazamientosde las partículas: El método en estesentido es equivalentea la
simulaciónMC en el colectivo canónico,de forma que las partículaspresentesen las
cajas ¿ y u se desplazansiguendoel métododiscutido en la secciónanterior, y los
movimientosse aceptande acuerdoal criterio de Metrópolis.

e Cambiode volumen: Se consideraque los sistemaspertenecenal colectivo isotérmico
isobárico (NPT) 12~ Un movimiento consisteen alterar el volumen digamos V~ una
cierta cantidad4V, cuya magnitudse escogede forma aleatoria. El volumende la
otra caja, 14, hadevariar de forma queseverifique Vi + 14 V. Los movimientosse
aceptande acuerdoal siguientecriterio,

Vol
— exp[— /JPáV — /it.U1 + NL ln(Vy + áV) — N1 ln(Vy)] (4.20)

donde f representala faselíquida o de vapor y áUJ = U~p,,, — U1,4, dondehemos
empleadola notación introducidaen la sección4.3.1. La probabilidadglobal del
cambiodevolumen en las cajas 1 y u vienedadapor P~~b ><

pVOL = mm {l3exp {—PAU¿— =11V + N¿ln VH-t~V + NVIn VV -.4V] } (4.21)
VI

dondemm se refiere al mínimo. Siguiendoa Panagiotoponlosel muestreose realiza
tomandoun númeroaleatorio, x~ de la distribución uniforme (0,1), tal que ay =

x >< mV4 x min(1/1, Vp), donde m~0¡ es el máximo cambiode volumen permitido, y
comoen el casodel desplazamientoseajustaparaobtenerunarelacióndeaceptación
de movimientosadecuada.

e Intercambiode partículas:Estetercery último movimientoestádestinadoa cumplir
el requerimientode igualdad de potencialesquímicos. La transferenciade partículas
se aceptacon probabilidad,

1 (4.22)~t;afls= miii 1, N1N~ — nAFTA
(N1 +1)14 exp[—/3aU1

Paraverificar el principio dereversibilidadmicroscópicala transferenciadepartículas,
que se traduceen intentosde creacionesy destruccionesdepartículas,sehade realizar
con igual probabilidad en las fases 1 y u. En cuanto al número de transferencias
éste se sueleajustar de modo que 1-3 % de estosmovimientosseanaceptados.Un
porcentajemayor produceresultadoserróneosdebidoa la imposibilidadde equilibrar
conveniententementelos sistemas. El intercambiode partículasse puedeemplear
paracalcularel potencialquímicosiguiendoel métodopropuestopor Widom (1963),

t
2Véase[Alíeny Tildeslay (1987),Nícholsony Parsonage(1982)3paradiscusión de otros colectivos.
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= ~knTlnKexP~ (4.23)

dondep~ es el potencialquímico de exceso,referido al gas ideal, y U) representa
la energíade interacciónde la partículaque ha sido transferidacon el resto de las
partículasde su nuevafase, f. Smit y Frenkel(1989) han propuestootra expresión
quetieneencuentala posibilidad de queexistan sistemasen los que rio haypartículas,

VI —U

)

Í~=—lenTln(N +1 exp (ksT)> (4.24)

En laprácticalas expresiones(4.23)y (4.24)conducenalos mismoresultados,excepto
enel caso de quehayamuy pocaspartículasen una de las dosregiones.

Las probabilidadesexpresadasenlos puntos1-3 sonválidasparaunsistemaenel queN,
y y T sonconstantes.Se puedenintroducir cambiosparacontemplarcambiode identidad
de las partículas, útil en el estudio de mezclaspolidispersas,o para el estudio de la presión
devapor, dondeseconsideranN, P y T constantes.Paraunamayordiscusiónserefiereal
lector a [Panagiotopoulos(1995)].

En cuantoa la frecuenciacon quesehacenlos tres tiposdemovimientosen unasímw
lación, normalmenteun ciclo se componede N-desplaza.rnientos,N,, cambiosde volumen,
normalmente1, y ~ ~ N intentosde transferenciade partículas.Unasimulacióntípica
puederequerir5000 ciclosde equilibradoy 10000 ciclosde producción,aunqueestosvalores
cambiandependiendode las característicasdel harniltoniano. Un aspectoimportanteen
CEMO es la consideraciónde la correcionesde largo alcance. Como se ha comentadoen
la sección4.2.2 el despreciarestascorreccionesfavorecela aceptaciónde configuraciones
cuyadensidades menorque la real.

4.3.3 Simulación Monte Carlo en sistemasasociativas

El método de MC es especialmenteadecuadoparaestudiarsistemascuyo hamiltoniano
estácaracterizadopor varios pozos de potencial,estandoéstosseparadospor barreras
térmicas. El carácteraleatoriodel métodopermitetransicionesentreestospozossin que
seprecisequela energíacinéticaseasuficientementegrandeparaposibilitaruna transición
entreminimos. Los hamiltonianosde modelosasociativosson precisamentede estetipo
(ver figura 2.2), por lo que el uso del método de MC es especialmenteadecuadoen la
obtenciónde los resultadosen el mínimo de energíalibre ~ En otros casosdonde no
existenestasbarreraspero en los queestánimplicadospozosdepotencialmuy profundos,
comoen sistemasiónicos, el método de MC es tambiénpreferible sobreel de Dinámica
Molecular.

13Es importanteresaltarque el método de DinámicaMolecular no permiteobtenerresultadosen el
mínimo de energía libre, debido a la baja probabilidad, a efectos prácticos nula> de que las partículas
superen la barreras térmicas que separan las contribuciones asociativas y no asociativas.
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En el casode potencialesasociativostipo centroslocalizados(figura 2.1-a) se requiere
conocerla distanciaentrepartículasasí como la orientaciónrelativade las contribuciones
asociativas.En el caso de modelosde fuerzascentralesla contribuciónasociativadepende
sólo de la distancia,con lo que el cálculo esmenoscostoso. Uno de los problemasasocia-
dos a la existenciade contribucionesasociativasesque el muestreode las contribuciones
no asociativasserealizamásdetalladamenteque el de las contribucionesasociativas.Las
característicaspropiasdel hanniltonianoimponenquese hayande considerardos desplaza-

mientoscaracterísticosparalas partículas,el primeroesel habitualen un sistemaatómico,
mientrasque el segundodebeserlo suficientementegrandecomo para permitir la asocia-
ción y disociaciónde las partículas.Se podríaemplearuna sola distancia(la másgrande)
parateneren cuentaestehecho,pero estaelecciónredundaríaen un muestreopobrede las
contribucionno asociativas,apartede la reduccióndrásticaen el númerodeconfiguraciones
aceptadas. El método de desplazamientomás eficiente dependede las característicasdel
potencial,aquíexplicamosun métodoqueesadecuadoparapotencialesde fuerzascentra-
les 14 y en especialen el régimende alta densidad. En sistemaspoco densosse emplea
habitualmentela mitadde la caja de simulacióncomo desplazamientomáximo m¿.

El esquemaempleadoparael desplazamientohade cumplirel principio de reversibilidad
microscópica,querecordamosestablecíaqueel estadob ha de seraccesibledesdeel a si el
a es directamenteaccesibledesdeb. Esto sepuedeexpresarde la forma,

a E D(b) sí y sólo sí b E D(a) (4.25)

dondeD(a) representaeldominio delestadoa, esdecirel espaciode probabilidadasociado
a a que determinalos estadosaccesiblesdesdeesteestado. Un método que verifica la
condición (4.25) se basaen seleccionardos distanciasmáximas de desplazamientom~,
de forma que los movimientosrealizadoscon una distanciao la otra seade un 50 % 15

Valores típicos de rn~ para un modelo Lennard-Jonesasociativoson 0.15 a y 0.7 a. En
simulacionesenel colectivoNVT estosvaloresconducenaaceptacionesen el rango10-30 75,
paramedias-altasdensidades.Estasrelacionesdeaceptaciónpor lo generalbajas,imponen
simulacionesrelativamentelargas.Valores típicosparasistemasde N = 216 partículasson
2000-5000xNmovimientosparala fasede equilibradoy 5000-lOOOOxNmovimientospara
la de producción. En estoscasossepuedeemplearcomo criterio de equilibradoel número
medio de enlacescalculadomediantela expresión(2.33). En la figura 4.4 se presenta
un ejemplo de la evolución del númeromedio de enlacesduranteel equilibrado de un
sistemaencondicionesde densidady temperaturatípicas. A pesarde que la configuración
inicial (formadapor moléculasdiatómicas)difiere considerablementede la deequilibrio se
requierentan sólo ~ 300 ciclos paraobtenerun valor cercanoal real. El métododel doble
desplazamientomáximodescritoanteriormentesepuedeextenderparateneren cuentamas
de dosdistanciascaracterísticas,por ejemploen el casodel modelode fuerzascentralesdel
agua,que implica dos pozosasociativos,OH y HH.

Las simulacionesdemodelosasociativosmedianteGEMC no introduceunaproblemática

14Véase [Kolafa (1988), Walsh y Gubbins (1993), Kaliuzhnyi y col. (1994), Busch y col. (1996)]
paradiferentesesquemasde desplazamientoen sistemasasociativos.

i5La probabilidad puede ser diferente de un 50 96 siempre que se siga verificando que O(a) = D(b).
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Figura4.4: Evolucióndel númeromedio de enlaces,energíapotencialy presiónparaun potencial
Li asociativoen las condicionesT = 2.0, p = 0.75. La configuraciónde partidaconsisteen
moléculasdiatómicasen una red cúbicacentradaen las caras.

especial.Simplementeesprecisotenerencuentalo dichoanteriormenteen lo queserefiere
al desplazamientode las partículas. El equilibradosuelerequerir unos 15000 ciclos, y
su evoluciónse puedeseguir a través de las propiedadestermodinámicasy el númerode
enlaces.

4.4 Dinámica Molecular de Equilibrio

El método de la Dinámica Molecular (MD) y de Monte Carlo (MC) son equivalentesen
lo quese refiere a la. obtenciónde propiedadestermodinámicasy estructurales,si bien la
simulaciónMD poseela ventajaadicional de proporcionarinformaciónsobreel comporta-
mientodinámicodel sistema16 A estohabríaqueañadirquela presenciadel tiempo como

variablepemmiterestimarla longitud queha de teneruna trayectoria,basándoseparaello
en datosde la relajacióntemporaldel sistemaen consideración.Estainformaciónes más
difícil de trasladaral contextode simulacionesMC. Otra ventajadel métodoresideen su
carácterdeterministalo queunido al mayornúmerode restriccionesexistentes(principios
de conservación),facilita la correcciónde posibleserrores durantela puestaa punto del
método.

Los primeroscálculosde MD fueronrealizadosporFermi,y Alder y Waunwrigth(véase
por ejemplo [Hoover(1991), Alder y Wainwright (1959))) en la décadade los cincuenta. La

~~Sehan ideado algunos esquemas de MCque permiten deducir el comportamiento dinámico del siste-

ma [Binder(1986)).



52 Capítulo 4: Simulación

teoríahabíasido establecidapor Newtoncasi tressiglosantes[Newton(1686)] paraexplicar
las órbitas de los planetas,por lo queel problemaerabásicamentede tipo computacional.
Así puesel métodode MD surgió como una aplicacióndirectade las ideasde Newton a
escalaatómica.Los primeroscálculosquerealizaronAlder y Wainwright (1959)empleando
un sistemade discos y esferasduras, confirmaron la correspondenciaentre la mecánica
estadísticade Gibbs y la dinámicaNewtoniana17

4.4.1 Generación de la trayectoria

La mecánicade Newton proporcionaunaecuacióndiferencialde segundoordenque esun
buenpunto de partidaparadescribirel movimientodeunapartícula,

mÉ$ = f + f~ (4.26)

dondeseha incluido el caso generalen el que existeunafuerzaexterna,que puederepre-
sen-tarun termostato,un pistón o algunafuerzarelacionadacon condicionesdecontorno
corno las queaparecenen los algoritmosde no equilibrio. En lo que sigueasumimosqueel
sistemaestáaislado,esdecir queno untercambiaenergíacon el entorno,por tanto ~ = O.
En particular,consideramosel colectivomicrocanónico,parael queN, V, E sonconstantes
siendoE la energíatotal. Paradescribirel comportamientodinámicodel sistematodo lo
que senecesitaes conocerlas fuerzas,f, que derivandel potencial,

f = —VU(r) (4.27)

El problemaendefinitiva consisteen resolverla ecuacióndiferencial (4.26)junto con (4.27)
para el caso de N cuerpos. Un requisito pararesolver cualquierecuacióndiferencial es
establecerlas condicionesinicialesy las condicionesde contorno. Paraestablecerlas con-
dicionesinicialeses precisodefinir 3N coordenadasy 3N momentos. Por otro lado las
condicionesde contornoya seintrodujeronen la sección4.2.1. La resoluciónde la ecuacion
diferencial se realiza entoncesempleandoalgún método,quedado el tamañodel sistema
lineal en consideración,ha de serde tipo numeríco.En el campode la MD frecuentemente
se recurre a algoritmosbasadosen los métodosdediferenciafinita [Alíeny Tildesley (1987)].

Uno de los más conocidosesel algoritmo de Verlet [Verla (1967), Gear (1971)] que esuna
solucióndirectade la ecuaciónde segundoorden (4.26),

1
r(t ±St) = r(t) ±vSi + —a(t)8t2 (4.28)

2
(4.29)

i7La mecánica estadística de Gibbs y la dinámica Newtoniana están relacionadas por el teorema de

Liouville. Este garantiza que para cualquier movimiento que experimente un sistema, en el caso que la
dinámica del mismo esté descrita por las ecuaciones de hamilton> la función de densidad f(p, q, 1) que
describe el espacio de fases es estacionaria> f(p, q,t) = f(p, q). Sólo un colectivoestacionariocomoéstees

válido paraobtenerlas propiedades de equilibrio. En tal caso los promedios temporales y sobre estados
son idénticos [Hoover (1991), Evans y Morris (1990)3.
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donder, y y a representanlas posiciones,velocidadesy aceleracionesrespectivamente.La
sumade las expresionesparat + St y t — St proporcionala ecuaciónque permitecalcular
las trayectorias,

r(t + St) = 2r(t) — r(t — St) + Sa(t)t2 (4.30)

La velocidaden el tiempo t sepuedeobtenermediante,

r(t + St) — r(t — St) (4.31)
28t

El métodoconocidocomoal9oritmo de Verlet de velocidades[Swopey col. (1982)], estába-
sadoen el de Verlet pero conlíevaciertasventajasrespectoa este. Por una parte,para
generarla trayectoriaempleavaloresde r, y y a correspondientestodos ellos al tiempo t.
Otraventajaesque reduceel error de redondeoasociadoal truncamientodel desarrolloen
serie,con lo que la estabilidadde la trayectoriaesmayor. El métodosepuederesumiren
los siguientespasos,

1. Calcularlas posicionesen el instantede tiempo t + St y las velocidadesen t + St/2

r(t + St) = r(t) + v(t)St+ ka(t»5t2 (4.32)

v(t + ~St) = v(t) + ~a(t)St (4.33)

2. Empleandolas nuevasposicionesr(t + St) calcularlas aceleracionesa(t + St).

3. Completar el cálculo de las velocidadesen t + St

v(t + St) = v(t + ~St) + ~ja(t+ St) (4.34)

Estealgoritmo es muy estableen función de la temperaturay el paso de tiempo St
(véasetabla 4.1 en la siguientesección). Los pasosde tiempo típicos empleadoscon este
algoritmo son 3.0 xlO””6 segundos,para el caso del potencial de fuerzascentralesdel
agua,o 2.0 x1O”~’5 paramodelosrígidos de aguacomoel SPCE. En esteúltimo caso la
versióndel algoritmoque incorporala conservaciónde lageometríamolecularsedenomina
RATTLE [Andersen(1983)].

4.4.2 Método del Paso de Tiempo Múltiple
Por lo general las simulacionesen las que estáimplicado un gran número de partículas
y/o simulacionesdesistemascargadosque empleenun métodocomo las sumasde Ewald,
suelensermuy costosasen términosde tiempo de cálculo. Esteproblemasepuedealiviar
en parteaprovechandola insensibilidadde propiedadestermodinámicasy estructurales
al largo alcancedel potencial. Pero incluso en estos casosla reducción de tiempo de
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cálculo es insuficiente,debido a la longitud de la trayectoriaque se ha de generarpara
obtenerestadísticasapropiadas.Un ejemplode ello esel cálculodela constantedieléctrica,
que implica en el casodel aguaa temperaturaambientedel order de O.5-2x106pasosde
simulación. Otrosejemplosson las simulacionesde disolucionesde electrolitoscon agua
explícitao las simulacionesde no equilibrio. FA tiemporequeridopararealizarsimulaciones
deestascaracterísticassepuedereduciren gr3mmedida,hastaen un factorde 3, empleando
métodoscomoel del pasode tiempo demúliple (MPTM) queexplicamosseguidamente.

El MPTM [Streety col. (1978a), Streety col. (1978b)1 se basaen que las interacciones
entrepartículasque se encuentrancercavaríanmuchomás rápidamenteque las interac-
cionesentrepartículasalejadas. La esenciadel métodoradicaen utilizar estaideapara
descomponeren dos contribucionesla fuerzainstantáneasobreunapartícula.Una dees-
tas contribucionesse denominafuerza primaria, fP, y repesentalas interaccionescon las
partículasmáscercanasa una dada. El segundotérminoesla fuerzasecundariaV, y con-
templalas interaccionescon el resto de la partículasdel sistema. Siguiendoestaidealas
partículasvecinasseclasificancomoprimariaso secundariasdependiendode su distancia
a unapartículadada. Pararealizarestaclasificaciónseempleaun radio de corteRMPTM
similar al introducidoen la sección4.2.2. La eficienciadel métodosedebea quelas únicas
fuerzasque secalculanexplícitamenteGn cadapasode tiemposon las primarias,fP, mien-
trasque las fuerzassecundariasseestimanmedianteun desarrolloen seriede Taylor. El
MPTM se puederesumiren los siguientespuntos:

1. En el tiempoto secalculanlas fuerzasprimariasfP, lassecundariasf’, y las derivadas
de estaúltima,fsI(to), fs/’(t

0), .. .,etc. Segeneraasimismola listade vecinosprimarios
paracadapartículaempleandocomocriterio el radio decorte RMPTM.

2. A lo largo de los u — 1 pasossiguientesse recalculanlas fuerzasprimarias de la
forma habitual,empleandola información de la lista de vecinosprimariosgenerada
anteriormente.Las fuerzassecundariasseestimanmedianteun desarrolloenseriede
Taylor,

jSt (jSt)
2

fgto+jSt) =ty(t
0)+ff(t0)—+fg”(t0) 2! ~ = l,2,...,n— 1. (4.35)

1!

Como sedesprendedel punto 2, el MPTM empleaefectivamentedospasosde tiempo,uno
primariode longitud St y otro secundariode longitud it xu. Deaquíprovieneel nombreque
recibeel método. El desarrollode Taylor expresadoen (4.35) setruncanormalmenteen el
segundoorden. Emplearmástérminosharíandel MPT-M un algoritmo ineficientedadala
cantidadde derivadasde f’ a calculary almacenar.La obtencióndeestasderivadaspuede
llegar a sermuy costosasi el potencialde interacciónescomplejo,por ejemploel potencial
de fuerzascentralesdel agua. Una forma de eliminar la dependenciadel MPTM y de la
simulaciónMD con el tipo de hamiltonianoconsisteen tabularéste,de formaque el valor
del potencialo de una derivadadel mismosepuedeobtenermedianteinterpolaciónde los
datos contenidosen la tabla. En el apéndiceA serecogenlas expresionesnecesariaspara
calcularlas derivadasde la expresión(4.35) de formaexplícita y medianteinterpolación.
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Hastaahoraseha dado unaexplicacióngeneraldel MPTM, sin embargola utilización
del mismodependeen buenamedidadelmétodoempleadoparagenerarla trayectoria.Para
introducir estadiscusiónesinstructivoexaminarla formafuncionalde laexpresión(4.35),
enparticularla correspondientea fa’ y f”, dadapor las ecuaciones(A.6) y (AS) respecti-
vamente.La primeraderivadadependede r y r’, mientrasquela segundaderivadadepende
ademásde r’. Por construccionen el algoritmo de Verlet paraun tiempo determinadot se
conoce,r(t), rQ — St) y r’(t). La obtenciónde r’(t) requiereconocerprimeror(t + St), lo
quesignifica que no esposibledetrminarrigurosamentef” y f” en el momentodecalcular
las fuerzas. Este problemase reproduceen el algoritmode Verlet de velocidades,si bien
ahoraparael tiempo t se conocer(t), r”(t) y r’(t — ~5t/2). Esteinconvenientese puede
resolverrecurriendoa la aproximacióntrivial,

r’(t) = r’(t — St/2) (4.36)

o emplearen su lugar

St
r’(t) = r’(t — St/2)+ -~-r”(t — St) (4.37)

que esequivalentea considerarque r”(t + St) ~ r”(t). La experienciaha demostrado que
una aproxímaciontan simplecomo (4.36) conducea una trayectoriaestable.

La eficaciadel MPTM dependede una eleccióncuidadosade los parámetrosRMPTM
y u. Es puesnecesariorealizarun estudiopreliminardel sistemade interéscon el fin de
encontrarun juego de parámetrosóptimo, talesque permitanel mayorahorro de tiempo
posible sin que ello redundeen una mala conservaciónde la energíatotal. La tabla 4.1
ejemplificaun estudiodeestetipo parael modelo de fuerzascentralesdel aguapropuesto
por Stillinger y Rahman(1978).

Un valor de RMPTM demasiadocortono es adecuadoporqueconducea trayectoriasque
soninestables.Naturalmentecuantomayores el valor de RMPTM mejoresla conservación
de la energíatotal, aunqueesto redundaen ahorrode tiemporelativamentemodesto.Una
solución intermedia,RMPTM = 5.0 y u = 10 permiteun ahorro de ~ 2.4 veces sobre
un método convencionaly la conservaciónde energíase mantienedentro de los límites
permisibles.

El métodode pasode tiempomúltiple estáespecialmenteindicadoen la simulaciónde
potencialesde corto alcance, como el Lennard-.Jones. Se puede emplear asimismo en el
estudiode sistemascargadosencombinacióncon el métodode las sumasde Ewald, pero en
estecaso convienehacerciertasconsideraciones.La alternativamássencillaparaemplear
simultáneamenteel MPTM y el métodode Ewald consisteen prescindirde la contribución
del espaciorecíproco.Ahorabien hay casosen los queno sepuededespreciarestacontri-
bución. La forma másrigurosade haceréstoescalcularla contribuciónrecíprocaen cada
pasode tiempo. Forestery Smith (1994) hanpropuestootrasalternativas,comoincorporar
la contribucióncadacierto númerode pasos. Estemétodono es aceptablepuesel efecto
sobreel sistemaesequivalentea introducirunafuerzaqueno correspondecon la dinámica
real del mismode formaqueestafuerzaactúaen realidadmáscomo unaperturbaciónque
comouna corrección. Forestery Smith proponenunasegundaalternativaque consisteen
evaluarlas interaccionesprimariasmediantela ley de Coulomby las secundariasmediante
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Tabla 4.1: Resultadosde la Energíatotal, E, parael aguaa temperaturaambientey p = 0.997
gr/cm3. El tiempo total de las simulacioneses2.0 ps, >St = 3 >< l0’~ segundos, R

0 — O.5x L,
con L=19.73A. La energíaestádadaen Kcai/mol, tiempo en ps, temperatura en 1< y distancias

en A. to/t~ es la relaciónentrelos tiempos de ejecuciónde simulacionesempleandoel método
convencionaly el MPTM.

RMPTM n t0/t~ <E> os dccE>/dt <T> <U>
0 1.00 —140.740 0.001 0.001 298.10 —143.400

5 1.61 —140.726 0.012 0.025 298.1 —143.391

3.0 1015 2.783.59 —140.780—141.167 0.0190.222 —0.041—0.512 298.5279.6 —143.448—143.668

20 4.21 —141.671 0.470 —1.083 250.8 —143.913

5 1.48 —140.739 0.002 0.000 297.9 —143.402

5.0 1015 2.362.92 —140.743—140.771 0.0000.010 0.003—0.020 301.3298.1 —143.437—143.437
20 3.26 —140.809 0.024 —0.055 295.6 —143.452

5 1.37 —140.740 0.001 0.002 302.4 —143.445
10 1.91 —140.736 0.006 0.013 299.2 —143.41115 2.10 —140.734 0.007 0.015 297.8 —143.396

20 2.44 —140.722 0.010 0.024 301.1 —143.420

la sumade Ewald. Esta opción tiene
pasosde tiemposecundario

la desventajade presentarciertasdivergenciaspara
del ordenu = 10. Porconsiguienteconsideramosqueel cálculo

de la contribuciónrecíprocaen cadapasode tiempo semuestracomo la más adecuada.
Cabedecir que una elecciónjuiciosade los parámetrosconducea ahorrosen el tiempo de
ejecucióndedos a tres vecessobreprogramasconvencionales.

4.5 Análisis de las configuraciones. Obtención de pro-
piedades de equilibrio

4.5.1 Propiedadesestructuralesy termodinámicas

Las propiedadesdel sistemasepuedenobtenerpromediandosobrelas configuracionesob-
tenidas,ya seaa travésdel método de MC empleandola cadenade Markov, o de MD,
mediantela trayectoriatemporal. El promedio de una determinadapropiedadX viene
dadopor,
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(4.38)
<X>~rj~jZXm

tnI

dondeXm representael valor de la propiedaddeunaconfiguraciónconcreta.En la expre-
sión (4.38) sesuponeque M -~ co y quelos valoresde lapropiedadX estándistribuidos
uniformementea lo largo de la trayectoria.En un caso realla estimaciónde < X > seha
de realizar empleando un número limitado de configuraciones. Para.ello se calcula < X >

utilizandosubpromedios,de formaque la trayectoriatotal sedivide en un cierto número,
~sub, de subtrayectorias de M8~6 configuracionescadauna, talesqueM — X ~nb, para
lasque se calculael promedioquellamaremos< X >~. Para una variable estocásticaque
sigueuna distribuciónnormalobtenemos<X > mediante,

fl*ub
(4.39)

~subn1

La varianzade cX> seobtienemediante,

= 1 ~aubE(< X >~ — <X >)2 (4.40)~sub n—í
y la desviaciónestándard,dstd = a / ,41]¡ Estacantidadseempleaparaestimarel error
asociadoalacantidad< X >,X =< X> ±dstd.Lavarianzatieneunsignificadoespecial
comofluctuaciónde las propiedadesdel sistema.Obviamenteparaestecálculola varíanza
seha deobtenersobrela trayectoriacompleta.En particularla fluctuaciónde energíain-
ternaa(U)

2 en el colectivocanónicoestárelacionadacon la capacidadcaloríficaa volumen
constante,0v~ Análogamenteestapropiedadsepuedeobteneren el colectivomicrocanónico
atravésde la fluctuacióndelaenergíacinética(véase[Alíeny Tildesley (1987),Halle (1992)]).
No obstantela convergenciade las fluctuacioneses bastantelenta,por lo que en muchos
casoses preferible calcularlas funcionesde respuesta,como la capacidadcaloríficaantes
citadau otrascomola compresibilidadisoterma,el coeficientede expansióntérmicao la ca-
pacidadcalorífica apresiónconstante,mediantederivacióndirectade resultadosobtenidos
de dos o más simulacionesen torno a las condicionestermodinámicasde interés.

Las propiedadestermodinámicasdel sistema,energíainterna,temperaturay presiónse
puedencalcularmediantelas expresiones,

U ~~U(rq) (4.41)
1 5>1

2Uk _ 1
(4.42)T = 3(N—1)Ics — 3(N— 1)k

5 ~ ni¿

PV = NksT+<W>NkaTj!ZZW(rq)> (4.43)

donde U(r15) es potencialde interacciónentrepartículasi y j, Uk es la energíacinética
del sistema,p. = m1v1 el momento de la partícula ¿ de masa m1, y W(rq) es el vinal,
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queestárelacionadocon la energíapotencialmediante,W(r) = rdU(r)/dr. En el caso de
esferasdurasla presiónse calculautilizandola expresiónalternativa,

PV = NIcBT+ <~> 2ir (4.44)3 + —NknT3papfsgap(ua/g+)a~p

dondea esel diámetrode la esferadura,g(a+) esel valor de la funcióndecorrelaciónpar
de “contacto” y sepuedecalcularextrapolandoa partir de valoresde g cercanosa a. Un
ajustede segundogrado a los tres puntos más cercanosa a permiteestimarel valor de
“contacto” con exactitudsuficiente~ La función de correlaciónpar sepuedecalculara
partir de lasposicionesde las partículas.Concidasestasg secalculacontandoelnúmerode
partículas,Anap,de la especiefi queseencuentranenel intervalor + ár de otrapartícula
de la especiea,

V Afla0
= Norm4irr

2ár (4.45)

La variableNorm,es la constantedenormalización,Norm= Na si a ~ fi y Norm Na — 1
sí a = /3, siendoNa el númerode partículasde la especiea. Una función relacionadacon
g es la función de conectividad[Coniglioy col. (1977)], Pca’ Estafunción tiene en cuenta
aquéllaspartículasque se encuentrana unadeterminadadistanciade una daday además
estánenlazadascon éstaya seadirectamenteo atravésdeotraspartículasqueformanparte
del mismoagregado. Parala construccióndel agregadosedefineuna distanciade enlace
que determinaquépartículasestanasociadas.Estafunción esinteresanteen el estudiode
sistemasasociativosy poliméricos,puessuministrainformaciónmicroscópicaacercade la
estructurainternade los agregados.

4.5.2 Propiedadesdinámicas
Seguidamentenos ocupamosde un conjunto importantede propiedadesque se pueden
calcularmedianteMD, las funciones de correlacióntemporales.Algunas funcionesde co-
rrelación se puedenemplearpara obtenerpropiedadesde transporte,como el coeficien-
te de difusión, conductividad térmicao viscosidadempleandolas relacionesde Creen-
Kubo [Creen(1954),Kubo (1957)]o las relacionesde Einstein (véaseporejemplo[McQuarrie
(1976)]).

La función de autocorrelaciónde una ciertavariable del sistema,A, se puededefinir
como,

C(t) = hm ~ ¡ AQr )AQ + r)dr (4.46)
t’—*oo t o

C(t) = < AQr)AQr + t) > (4.47)

Estafunción esindependientedel origen de tiempoelegidoen la medida,es por tanto una
propiedadestacionaria.Esto significa que la función es invariantefrentea una traslación

‘8En el caso de electrolitos a baja densidad y baja temperatura el empleo de la expresión (4.44) conduce
a un valor de la presión erróneo. Para el uso de otras alternativas véase sección 6.5.
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del origende tiempo,esdecir,

< A(r)A(r + t) >=< A(r .1- 6)A(r + 6 + t) > (4.48)

Cuandola traslación,5, esnegativa,la invarianciaseverificasi la funciónespar, esdecirsi
el hamiltonianoes insensibleaunainversiónespacial~ Los valoresposiblesde la función
de autocorrelaciónoscilanentre< A2 > a tiempo to y < A >2 a t —* oc, es decir el valor
de A en el tiempot

0 estádecorrelacionadocon el valor de la propiedada tiempo t.
La transformadade Fourier de la función de correlación0(v) vienedadapor,

¿‘(u) = j C~(t)exp(—i2rrvt)dt= 2¡ ¿P(t)cos(2~n’t)dt (4.49)

siendovía frecuencia,y C(t) = C(t)/C(t0). La funcióndeautocorrelaciónde velocidades,
A = y, es una de las más analizadasen simulacionesde MD. La transformadade Fourier
de la mismapermiteobtenerel espectroinfrarrojo del sistema,así como el coeficientede
autodifusión,dadopor 0(0). Estesepuedecalcularalternativamentemediantela fórmula
de Einsteindel desplazamientocuadráticomedio,que en el límite t -4 oc’ estárelacionada
con la función de autocorrelación,

D= íim<(A(t>Á(O)Y> _ 1 r~
6t — 3./o < A’(0)A’(r) > dr (4.50)

siendoD el coeficientede difusión y A = r. La eficienciade la fórmula de Einstein o
la de Green-Kuboes esencialmentela mismaen la mayoría de los sistemas,si bien se
prefiere la relación de Einsteinen sistemasa bajas densidades.Asimismo, el uso de las
relacionesde Einstein es preferible en el caso de potencialestipo esferasduras. Otras
propiedadesdinámicascomo la conductividadtérmicao la viscosidadse puedenobtener
medianteel formalismo de Green-Ruboo la ecuaciónde Einstein indistintamente. En
estecaso sin embargola función A es más complejay presentaun caráctercolectivo, es
decir no es una propiedadindividual de unapartículacomo la velocidad. Las expresiones
necesariasparacalcularestaspropiedadessepuedenencontraren ~Alleny Tildesley (1987),
Hanseny McDonald (1991),Halle (1992)].

Las funcionesde correlaciónpresentanel mismotipo de erroresestadísticosque las
propiedadesestructurales.Existendiversosprocedimientosparaestimarla incertidumbre
de los resultados. Por ejemplo,en el caso de la función de autocorrelaciónde velocidades
se puedenevaluarlas tres componentescartesianasindividualmente. Parauna sustancia
isotrópicalas tres componentesdebenseriguales,con lo quelas diferenciasentreellasson
un indicativo de la incertidumbreasociadaa las funciones de correlación. Otro procedi-
miento esel propuestopor Zwanzigy Ai]awadi (1969),en el que sesuponequela variable
dinámicaesuna variablealeatoriaquesigueuna distribucióngaussiana.La incertidumbre
de la funciónde correlaciónsecalculacomosigue,

2t,.
a(t) = + —(1 — C*(t)) (4.51)

t
19En el casode modelosde esferas duras las derivadas temporales de C no est¿nbien definidasy la

función de correlación temporal puede ser par o impar.
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dondet representala longitud temporalde la trayectoriaempleadaparacalcularla función
de autocorrelación,y t,. esel tiempode relajación[AMeny Tildesley (1987)],

tr = 2j[C(t)]2dt (4.52>

Supongamosuna simulacióndel aguaa temperaturaambiente. El tiempo de relajación
de la función de autocorrelaciónparalos oxígenoses de 0.045 ps, mientrasque paralos
hidrógenoses0.011 Ps. En simulacionestípicasdel aguasesuelenemplear2 >c íO~ pasos
de tiempo, tomandoun pasode tiempo de 3.5 x i~Y4 ps seobtieneun tiempo total t = 70

pa. Por consiguienteao(oo) = ±0.036,uíi(oc) = ±0.018.Esteerror esen realidadmás
pequeñopor un factor de ../N, dado quela función de autocorrelaciónde velocidadeses
el resultadode promediarsobrelas Na partículasde la especiecx. Antes de finalizar con
el apartadode funciones de correlaciónesconvenienterecordarla cuestióndel tiempo de
correlaciónperiódico,introducidaen la sección4.2.1 al discutir las condicionesperiódicas
de contorno. Cuandolas correlacionestemporalessuperanestetiempo se sueleobservar
unaestructuraartificial periódicaqueestáimpuestapor las condicionesdecontorno. Este
problemapuedetenergran importanciaen el cálculo de propiedadescolectivascomo las
fluctuacionesdensidad-densidad.

4.6 Dinámica Molecular de No Equilibrio

La descripciónde los estadosde No Equilibrio carecede unabasecomola desarrolladapor
Gibbsparael análisis de sistemasen equilibrio. El formalismoteórico para el estudiode
fenómenosde transportese basafundamentalmenteen la aplicaciónde la teoríacinética
desarrolladapor Boltzmann[Hirschfelder y col. (1954)]. Sin embargola ecuaciónde Boltz-
mann es correctasólo en el caso de gases,por lo que se precisaalgunaalternativapara
estudiarfluidos densosy sólidos. El modelode Enskogpermitecorregir lasprediccionesdel
tratamientode Boltzmannen el estudiode fenómenosde transporteen fluidos densos,si
bien su principal desventajaradicaen la inexistenciade una basequehabilite un mediode
mejorasistemáticade la teoría. Sepuedeconcluir queno existeunateoríaanalíticaadecua-
da paradescribirlos fenómenosde transporteen fasescondensadas.La alternativateórica
másempleadaparatratar estos temases la simulación,a travésde la solución formal de
la teoríadel transportelineal obtenidapor Oreeny Ruto [Oreen(1954), Ruto (1957)]. En

pocaspalabrasel formalismode Oreen-Rutoempleainformaciónde equilibrio paraprede-
cír propiedadesde no equilibrio. En cualquiercasoestostratamientosestánrestringidos
a situacionesmuy cercanasal equilibrio,por lo que laúnicaalternativaposiblea procesos
de no equilibrio es la consideraciónexplícitadeestos,mediantemétodosde simulación.

En comparacióncon lassimulacionesMC y MD vistasanteriormente,el desarrollode las
técnicasdeno equilibrio (NE),enparticularDinámicaMoleculardeNo Equilibrio (NEMD),

es relativamentereciente[Evans y Morris (1990), Hoover (1991), boyer (1993)3. Estaalter-
nativaha demostradoser de gran utilidad en el estudiode propiedadesde transportede
diversaíndole, viscosidad,conductividadtérmica,conductividadeléctricay difusividaden-
tre otras (véasereferencia[Cummingsy Evaus(1992)] parauna revisión). Los métodosde
no equilibrio sonbastanteintuitivos. En generalsetrata de establecerun campoy medir
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la. respuestadel sistemaal mismo. E] coeficientede transportevienedado normalmente
como la relacióncampo/respuesta.En el casode la ley de Fourierel campoexternosería
equiparableal gradientede temperatura,mientrasquela respuestaseríael flujo de calor a
lo largo del sistema. Ahora bien, tambiénse podríaoperarde forma inversa,imponiendo
un flujo de calorcon lo que la respuestaseríaun gradientede temperaturacuyamagnitud
estádeterminadapor la conductividadtérmicade lamuestra.La consideraciónde un cam-
po externoen el sistemase puedehacer,bien introduciendonuevasvariablesa travésde
lasecuacionesdel movimiento20, que denominaremostipo 1, o bien mediantecondiciones
de contornoespecíficasdel fenómenode transporteque se deseaestudiar,tipo II. Esta
especifidadsetraducepor un lado, en quela definición del sistemacomocolectivohayade
incorporarademásde las propiedadeshabituales,T, P, N, V, ..., el flujo o campoexterno.
En segundolugar no esposibleplantearuna discusióngeneralsobremétodosde NR. En
estasecciónnuestradiscusiónse centraráen el estudiode conducciónde calor mediante
NEMD.

Los procesosde no equilibrio tienenuna incidenciadirectasobreel cumplimientodel
teoremade Liouville, queen generadya no sesatisaface.Estoesuna consecuenciadirecta
de la dinámicadel sistema,queno deriva exclusivamentede un hamiltonianocomoen el
caso de equilibrio. No obstantehay determinadoscasosen los que la introducciónde un
campoexternono conlíevanecesariamenteun incumplimientodel teorema,por ejemploel
casode camposquedependensolamentede las posiciones,como e] campogravitatorio.

4.6.1 El algoritmo de intercambio de calor

La Termodinámicade no equilibrio proporcionaun formalismoparaobtenercoeficientesde
transporteen términosde flujos y gradientesde las variablesconjugadas.En la sección2.3
seha introducidouna expresión(2.52), la ley de Fourier,

Jq = (4.53)

que permiteobtenerla conductividadtérmicade un sistemaconocidoel gradientede tem-
peraturay el flujo de calor producidopor éste, o viceversa. Se puedenproponer di-
versosalgoritmosparaemular la situación representadapor la ]ey de Fourier. Seguida-
menteseva a explicarel propuestopor Hafskjold y colaboradores[Hafskjoldy col. (1993),
Ikeshoji y I-fafskjold (1994), Bresmey col. (1996b)]. Este algoritmoes del tipo definido ante-
riormentecomo II, y consisteen imponerun flujo de calorJq al sistema.Comorespuesta
se obtieneun gradientede temperaturaS7T, y la conductividadtérmicaresultade apli-
car (453) 21• El flujo de calor Jq es una magnitudmacroscópica,por lo que se precisa

20Recu¿rdese que en la introducción de la ecuación del movimiento (4.26) sehaNa incluido un término
querepresentabala fuerzaexterna.

21E1 empleode camposexternosen NEMD lleva inevitablementea la cuestión de si la respuestadel
sistemaes o no lineal en el casode campossuficientementegrandes.Estodeterminaen granmedidahasta
que punto se puedenemplearlas ecuacionesfenomenológicasen su versión linealizada. Se ha observado
que incluso en condiciones extremas, por ejemplo gradientes de temperatura del orden de íQ~ }< cm1 la
respuesta del sistema sigue siendo lineal. Cuando esto no sucede así es preciso hacer una extrapolación de
la respuesta a campo cero.
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algún medio que permita relacionarésta con la información microscópicadisponible a
travésde la simulación. La relaciónnecesariaentreestasdos cantidadesvienedadapor
la expresión (2.47). Paraque estaseaoperativase requiereque en el estadoestacionario
no hayaflujo de masa,con lo que se verifica que Jq = Ju, siendoJu el flujo de energía
interna[Evansy Morris (1990)],

Ju = JA-fN. + JPOT. + JCOL. (4.54)

donde,

JA-fN. + 3 ~m~(v~— v)2(v~ — y) (4.55)
LECV

-~ 3 U¿(v
1 — y) (4.56)

¿ECV

JCOL. = —2#¿Z 2((v.—v).F1~)rú (4.57)
.eCV ,~1

En las ecuaciones(4.55)-(4.57),V representael tamañodel volumendecontrol CV 22, m¿y
y1 son respectivamentela masa y velocidadde la partícula 1, y is the velocidadbaricéntrica
del sistema,U1 es la energíapotencialde la partícula con el resto de las partículasdel
sistema,~ representala fuerzasobrei debidaa j, y N es el númerototal de partículas
del sistema.

Enla figura 4.5 semuestranunascondicionesdecontornoadecuadasparael cálculode la
conductividadtérmicamedianteNEMD, y quetienenlaventajadequeel sistemaesperiódi-
co en todasdirecciones,incluidala del flujo de calor. Estehechofacilita el tratamientode
sistemascargadosmediantemétodoscomo el de las sumasde Ewald [Bresmey col. (1996b)].
La caja de simulaciónespor lo generalelongada,Lr = nL~ = nL,, y el flujo de calor se
imponea lo largo de la direcciónde mayorlongitud, x enestecaso. La celdasedivide en
un cierto númerode subceldas,n~, y de estasdos, denominadasceldasfrías, seemplean
paraeliminarencadapasounaciertacantidadde energíacinética,tU~, y otras dos,celdas
calientes,par,aañadirla. En el estadoestacionariolos componentesdel flujo de enegía
internadebencumplir la condiciónde continuidad,

= {±~§%,o,o} (4.58)

dondeS es el áreade la secciónperpendicularal flujo L~L~. La expresión(4.58)seemplea
normalmentecomotestde consistencia,de formaque el flujo calculadodeestamaneraha
de coincidir con el dadopor la expresión(4.54) en el estadoestacionario,dondeseverifica
quediv Jq = 0.

La adición o sustracciónde energíacinética se realizaescalandolas velocidadesdel
sistema,de formaqueel momentototal del mismoseconserve.El procedimiento se puede

resumiren los siguientespasos:
22Ndtese que estas expresiones tiene carácter local.



4.6 DinámicaMolecular de No Equilibrio 63
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Figura 4.5: Condicionesde contornoempleadasen la simulaciónde NE utilizando el algoritmo
de intercambiode calor. O y F serefieren a las celdascalientey fría respectivamente,y seha
indicadola direccióndel flujo de calor.

1. En cadapasode tiempo 6t seclasifican las partículasdeacuerdoa su pertenenciaa
las celdascalienteso frías.

2. Las velocidadesde las partículasen la regióncalientesereescalandeacuerdocon la
energíacinética+AU~. Las de la región fría sereescalande acuerdoa —AU~. El
reescaladono debeafectarel momentototal del sistema,por tanto las velocidades
antes,v~, y despuésdel escalado,td, han de verificar,

Vd = (1+a)v~+b
aP (4.59)

dondeP y M son el momentoy las masatotalescorrespondientesa las partículas
presentesen las celdascalienteo fría.

3. El valor especificadode AU
0 se utiliza para obtenerla constantea y completarel

reescaladode las velocidadessegún(4.59),

E 2M]
±AU0=a(2+a) U~———— (4.60)

donde U~ es la energíacinéticade las partículasen las celdascalienteso frías. El
signo ±seaplica a caliente(+) o fría (—).

L
1<
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Esteprocedimientose aplicaen cadapasode tiempo. La trayectoriatemporalse puede
generarempleándopor ejemploel métodode velocidadesdeVerlet,quedemuestrasermuy
estableen estecasoparticular.

En la figura 4.6 sepresentanresultadosde la conductividadtérmicacalculadamediante
el algoritmode intercambiode calor [Bresmey col. (1994)] para una sal fundidamodelada
con el potencialde Pauling. Estosdatossecomparancon los obtenidosmediantedinámica
molecularde equilibrio [Sindzingrey Cillan (1990)] (formalismo de Green-Kubo),para un
hamiltonianodel tipo Tosi-Fumi. Dejandoaparteel hechode quela conductividadtérmica
espocosensiblea laspeculiaridadesde los modelos,la figura 4.6 muestraque ambosméto-
dos,equilibrio y no equilibrio sonequivalentesen el cálculode la conductividadtérmica. El
método de NR tiene la ventajade proporcionarresultadoscon menor incertidumbrepara
trayectoriasde longitud similar.

0.8
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— 0.6
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0.4

0.3
800 1000 1200 1400 1600 1800
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Figura 4.6: Dependencia de la conductividad térmica de NaCI en el régimende sal fundidacon
la. temperatura a. presión constante.Los puntosnegrosrepresentanresultadosobtenido mediante
NEMD utilizando el potencial de Pauling [Bresme y col. (1994)]. Los puntos blancos resultados

obtenidos mediante MD&áñ un potencialtipo Tosi-Fumi [Sindzingre y GiBan (1990)]. Los rombos

son resultadosexperimentalesparael NaCí [Nagasakay Nagashima(1983)].

4.6.2 Equilibrio local y ecuaciónde estado

La existenciade un gradientetérmico en el sistematieneconsecuenciascomo la aparición
de ondassónicas,en definitiva un gradientede presión. Sin embargoel comportamiento
naturalesevitar estasondassónicas,y estoseconsiguevariandola densidad,y por tanto
el potencialquímico, en la dirección del gradientetérmico. Estehechosepuedeexpresar
en la forma,

iiiMO

e

o
o

Exp. e
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dInT dlnp _ dSP (4.61)

dx — dx
es decir la presión es constante a lo largo de la celdadesimulación. Estotieneconsecuencias
importantesya quelos paresde valores(T,p) a lo largo de la celdarepresentanen realidad
la ecuaciónde estadodel sistemaa lo largo de una isóbara. Asimismoen la figura 4.7 se
ha representadoel perfil de presión,que efectivamentemuestraserconstantea lo largo de
la celda,exceptoen las celdascalientey fría

En la figura 4.7 serepresentanlos gradientesdetemperaturay densidadparaun poten-
cial del tipo Lennard-Jones,en concretoun modelo propuestopor Holian y Evans (1983)
denominadoLennard-Jones/spline(LJ/s). dondeseobservanpequeñasdesviaciones.La
ecuaciónde estadogeneradapor el método de NF se ha representadoen la figura 4.8.
Los resultadosse comparancon datos procedentesde simulacionesMC realizadasen
el colectivo isotérmico-isobárico [Alíen y Tildesley (1987)] y con datos de la teoríaHMSA
[Zerahy Hansen (1986)], ambos a la misma presión que la simulación de NF. Vemos que

efectivamentelos gradientesde temperaturay densidadevolucionanverificandolaecuación
de estado del sistema a presión constante, salvo por desviaciones en las proximidades de

las celdascalientey fría, debidasal comportamientoobservadopara la presiónen estas
regiones. El cumplimiento de la ecuaciónde estadorespaldala hipótesisdeequilibrio local,
que recordamos es un punto de partida fundamental en la construcci¿n del formalismo de

la termodinámica de no equilibrio.
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Figura 4.7: Perfiles de densidad, temperatura y presión a lo largo

ción paraun fluido LJ/s en la proximidadde su punto crítico. Datos
cia [Bresmey col. (1996b)].
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0.8

p 0.4

0.2

0.0
0.6

Figura 4.5: Ecuacionesde estadodel potencial LJ/spline a. dos
círculos blancos son resultados obtenidos de simulaciones NEMD, y
simulacionesde MD en el colectivoNPT y las líneas resultados de

Datostomadosde la referencia[Bresmey col. (1996h)].

presiones.superaíticas.Los
los negros son resultados de
la ecuaciónintegral HMSA.

4.6.3 Generación de Interfases. Diagrama de Fases

El equilibrio de fasesde un sistemasepuedeevaluarde diferentesmaneras. En la sec-
ción 4.3.2 se ha revisadouna de las más extendidas,la simulaciónMC en el colectivo
Gibbs. Este método sin embargo es inviable en el estudio de la coexistencia liquido-sólido
ya que en este caso la probabilidad de inserción en la fase sólida es a efectos prácticos nula.

Han surgidono obstantemétodosalternativoscomo el de Kofke (1993) que consistebási-
camente en integrar la ecuación de Clausius-Clapeyron a lo largo de la línea de saturación.

Una alternativa que no presenta problemas asociados al carácter de las fases implicadas
es la simulación de la interfaz in situ. El único inconveniente de este método radica en

la propia generación de la interfaz que no suele ser trivial, precisando generalmente varias
simulacionesdeequilibrio de las fasesseparadas.No obstantela interfazsepuedegenerar
de un modo elegantea la par que intuitivo empleandoel métodode intercambiode calor.
Consideremos el diagrama de fases P — p representado en la figura 4.9-a que corresponde
a la ecuaciónde Van da Waals. Dado queel métodooperaa presiónconstantey los gra-
dientes de temperatura y densidad verifican la. ecuación de estado, los valores de densidad
vendrán dados por los puntos de corte de la línea de presión constante con las isotermas.
Supongamos que el estado termodinámico del sistema antes de imponer el flujo de calor

se encuentra en el interior de la curva de coexistencia, es decir, es un sistema inestable.
La imposición del campo externo se traduce en la formación natural de una interfaz que

P2o

pl

0.8 1.0 1.2 • 1.4 L..~ 1.8 2.0

T
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Figura 4.9+ (a) DiagramaP/p correspondientea la ecuaciónde Van der Waais. Se
tado con líneasdiscontinuas diversas isotermas. (b) Variación de la temperatura y
largo de la celdade simulaciónen presenciade unainterfazlíquido-vapor.

han represen-
densidada lo

separa dos fases estables, en estecaso líquido y vapor (véasefigura 4.9-b) 23 Puesto que
el sistemaestásujeto a un gradientetérmico, la obtenciónde las fasesen equilibrio, es
decir a T constante, requiere homogeneizar la temperatura en la celda de simulación. Esto
se puede llevar a cabo reduciendo el flujo de calor de forma gradual hasta eliminarlo por

completo. Al final del proceso se obtienen una interfaz que separados fasesen equilibrio,
cuyas densidades son las de coexistencia para la P y T escogidas.

Paraterminar cabedecirque estaalternativaparala generaciónde interfacieshasido
empleada por el autor para el estudio de interfacies líquido-sólido en sistemas iónicos y por

Hafskjold (1996) paraevaluarel 4iagramade fasescompletode un potencialtipo Lennard-
Jones.Asimismolavalidezdela simulacióndirectade la interfazcomométodoparaobtener
diagramas de fase ha sido con~fr4stada por algunos autores, en el caso concreto del agua

SPC [Alejandre y col. (1995)], con resultados obtenidos mediante GEMO.
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23En el capítulo 9 se puedever un ejemploparael casodel modelode fuerzascentralesdel agua.





Capítulo 5

Asociaci6n química en sistemassimples

5.1 Introducción

El estudio de sistemas que contemplan la posibilidad de que los componentes que los in-
tegran se asocien en estructuras más complejas posee un interés intrínseco además de ser

relevante en diferentes áreas, como en tecnología de polímeros, coloides, gelificación, vul-
canizacon o asociación química. Por consiguiente es importante disponer de modelos que

incorporen esta característica de una forma simple. Como se ha discutido en el capítulo 2
la contribución asociativa al hamiltonia.no puede ser altamente atractiva y anisotrópica,

contituyendolo que se denominanpotencialesde centrosdeslocalizados.La dependencia
orientacional se puede eliminar sin más que deslocalizar el pozo asociativo, se obtienen

entonces los potenciales de fuerzas centrales. Este hecho no impide que se puedan modelar
sistemas con fuertes interacciones anisotrópicas, como es el caso de líquidos que presentan

cierto grado de enlace de hidrógeno. Sin embargo, en este caso la interacción anistrópica
surgede la combinaciónde interaccionesisotrópicas.

Lo que diferenciaa la familia de hamiltonianosasociativosbasadosen el modelo de
fuerzascentralesde otras alternativas,esque el problemaa tratar espuramenteatómico.
Quiereésto decir que aproximacionesteóricas,como las ecuacionesintegrales,se pueden
aplicara la resolucióndel problemasin necesidadde introducirmodificacionesque contem-
plendeformaespecíficalanaturalezaasociativade] problema1 El potencialLennard-Jones
(U) juegaun papelimportanteen ladescripcióndegrancantidadde sistemas,tantoatómi-
cos como moleculares. Parece pues deseable disponer de un modelo similar a éste en el
contexto de la asociación química. En este capítulo se aborda el estudio de la reaccion
de asociación para un modelo U asociativo, empleando simulación y teoría de ecuaciones

integrales. Asimismo se analiza el límite de asociación completa, y la equivalencia entre
el sistema resultante de esta reacción y un sistema molecular de diatómicas homonucleares

representativo de N2 y halógenos en la fase líquida.

‘La imposición del limite de asociación completa discutida en la sección3.6sehadeentendercomo un
métodoparadeterminarlos parámetrosde un potencialquecumplenunacierta condición.
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5.2 Modelado de la asociaci6nquímica

En primer lugar se ha de definir un potencial que dé cuenta del enlace químico 2, que
posibilitafinalmentela reacciónde asociación.Unaformafuncional adecuadaesun modelo
de oscilador armónico,

Uasoc(r) = ~k(r — L>2 + D~ (5.1)

dondek, L y D~ representanla constantede fuerza,la distanciade enlacey la profundidad
del pozo de potencialrespectivamente.Eleccionesalternativascomo un potencialtipo
Morse serían igualmente válidas, si bien esta funcionalidad incorpora los grados de libertad
vibracionadesde una maneramas compleja. Ademásde estainteracciónintramolecularo
asociativa,sedefine unaintermolecularo no asociativa,descritapor el potencialLennard-
Jones,

ULJ(r) = [(o)12 — (o)6J (5.2)

donde a y e definenel diámetrode la partículay la profundidad del pozo de potencial,
respectivamente.Estos parámetrosse puedenutilizar para representarlas propiedades
termodin~nicasy parámetrosde potencialqueserecogenen la tabla5.1.

Tabla 5.1~ Propiedadestermodinámicasy parámetrosde potencialLennard-Jones
términos de unidades reducidas.

Propiedad
Densidad
Temperatura
Presión

Tiempo

Energía
Constantede fuerza
Distanciade enlace
Pozo asociativo

El potencialLennard-Jonesasociativo,
nes (5.1) y (5.2). Con el fin de conseguir
expresiónquepermitaunatransiciónsuave
Una función que cumple este objetivo es la

asociativoen

Definición

= knT/c
=

= (t/a> e/m

U = U/e
= ko2/c

L/a
= D~/c

Utjia*oc es el resultadode las dos contribucio-
un potencialque seacontinuo se precisauna
entrela contribuciónasociativay la dispersiva.
siguiente,

2Normaimentese entiendepor enlace químico una interacción que es altamenteenergética. En este
casoseempleaestaterminologíaen un sentidomAs amplio, incluyendopozosasociativoscuya energíaes
comparablea k

5T.
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Los parámetros 1? y w regulanla localizacióny pendientede la función t(r). Cuantomás
grandeseael parámetrow más suaveresultarála transiciónde una contribucióna otra.
Un conjunto de valoresadecuadoparael potencialUJ¡asocesR = 0.75o y w = 0.015a.
Teniendoen cuentalas definicionesintroducidasanteriormente,e] potencialtotal sepuede
escribircomo [Bresmey col. (1996a)],

= Uasoc(r) x (1 — t(r)) + ULJ(r) x t(r) (5.4)

Este potencialestá caracterizadopor la existenciade una barreratérmicaque separa
las contribucionesasociativay no asociativa(ver figura 5.1). Esta barreraposeeuna
altura finita, h, por lo que en principio podría influir sobre el equilibrio de la reac-
ción de asociación. No obstantecabeesperarque la reacciónsea insensiblea estehe-
cho para un valor de h suficientementegrande. Un valor razonablepara la barreraes
h > SkaT (Curnmingsy Stell (1984),Cummingsy Stell (1985)], parael quea todos los efectos
se puedeconsiderarque éstaesinfinita. En el caso concretodel potencialLJ/asoc,para
temperaturasen el rango T* = 1 — 4 estosuponeun valor de h de 5 — 20 que esmucho
menorqueel asociadoa la definición del potencial~ lSOc (ver figura 5.1). Por lo tanto el
equilibrio de la reacciónde asociaciónestarádeterminadopor la profundidadrelativade
los pozos asociativo (Da) y no asociativo(e).

En la sección 2.2 se introdujo e] concepto de saturaciónestérica. Un potencial que
verifica la condición de saturación estérica garantiza que en la reacción de asociación tiene

2

2

~tot 1

o

—2.
0.0 2.0 2.5 3.00.5 1.0 1.5

Figura 5.1: Ilustracióndel modelodefuerzacentralesUJ/asoc.V = 0.6, D = 0.0 y k = 15000.
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lugar de forma que seobtieneuna sola especiecomo producto. De estamanerael término
saturación estérica alude a. la incapacidad del producto para asociarse con otros productos
o reactivos.Los potencialesasociativosde fuerzascentrales,al contrarioquelos decentros
localizados,no cumplen por normageneralla condición de saturaciónestérica. Este es
el caso del potencialdefinido en (5.4). No obstantees posibleproponer un potencialde
fuerzas centrales que sí verifique la condición de saturación estética, aunque para ello hay
que tratar necesariamente con una reacción heterogénea,

UÁB{ ~ si&fi (5.5)

Existe una condición geométrica adicional que caracteriza inequívocamente al potencial (5.5)

como estéricamente saturado; esta condición es 1/ c 0.5. El hamiltonianoasí definido
presenta un interés teórico especial, pues en el limite de asociación completa la teoría

OZ-atómica es equivalente a la teoría R.ISM-OZ, como se demostró en el capítulo 3. De
forma más específica el modelo (5.5) conduce en el límite de saturación completa a un
sistema formado exclusivamente por moléculas diatómicas homonucleares. Nótese que las

interaccionesintermolecularesAA y AB son idénticas.

5.3 Influencia de los parámetros del potencial en la reac-
ción de asociación

La potencialasociativoU~,00 (5.1), involucra en su definición las variables, le, ¡1 y D..
Las dos últimas tienen un significado especial en la definición del sistema, 14 determina

la distancia de enlace, mientras que D~ permitealterar el equilibrio de la reacción de
asociación. Por otro lado Je determina, dentro de una aproximación armónica, la constante
de fuerzade daspartículasque se han asociadomedianteel potencial(5.1). El problema
fundamental consiste en asignar un valor a le. Puesto que la reacción heterogénea conduce a

moléculasdiatómicascomoúnicoproductoparecequelas constantesdefuerzade moléculas
como N2 puedeser un buen punto de partida. Los valores de Jet oscilan en estecas&
entre5 x para el N2 y 9 x IO~ paraél B?~ (ver tabla 5.6). El efectode le sobrelas
propiedKdesdel sistemay la reacciónde asociaciónseilustra en los resultadospresentados
en la figura 5.2, obtenidos mediante la teoría UNO. Se ha considerado para este ejemplo
una reacción homogénea con los parámetros L* = 1/3, D = 0.0 y dos valores parakt
5 x 10~ y 1.5 ío~.
La influencia de 1? varía de unas propiedades a otras. La energía interna muestra ser
bastante insensible a esta variable, mientras que la presión presenta cambios significativos.
En particular un valor de k menor (pozo armónico de mayor amplitud) conduce a una
reducciónde la presión. Los cambiosexperimentadospor P se amplifican en el caso de la

función respuesta correspondiente, la compresibilidad isoterma,

Xo — (5í3P) = ZPaP~¿a0(0) (5.6)

XT OP r
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Figura5.2: Prediccionesdela teoríaHNC paraunareacciónhomogénea.Se presentanresultados
para la energíainterna, presión, inversade la compresibilidadisotermay el número medio de

enlacesparalaisotermaT = 2.0. Los parámetrosdelpotencialasociativosonD = 0.0,1/ = 1/3,

1? = 5 x i05 (línea continua) y le’ = 1.5>< i0~ (líneadiscontinua).

dondexo = fi/p. El primermínimo que presentala función estárelacionadocon la diver-
genciade XT al aproximarsea unaregióncrítica,quesecorrespondeenestecasoparticular
con elpunto crítico del potencialU. Sin embargoseobservaunatendenciaa la divergencia
adicionalenel régimende altadensidad,queesmásacusadaenel caso = 1.5x íO~. Este
comportamientodenotaqueen la región de altasdensidadesexisteuna zonade inestabili-

dad, cuyo origen quedaráclaro másadelante(ver capítulo 7). El efecto de la constantede
fuerza sobre la reacción de asociación se resume en la figura 5.2, que representael núme-
ro medio de enlacespor partícula,< N >, calculadode acuerdoa la expresión(2.33),
utilizando R

0 = 0.75. Estevalor seempleaa lo largo de todo el capítulo. La asociación
entreespecies,caracterizadapor el valor de c N >, estámenosfavorecidaen el casode
potenciales asociativos más estrechos (mayor valor de k). No obstanteesinteresantenotar
que a altas densidades los valores de < N > crecen paralelamente, síntoma indicativo de

que en estaregión la asociaciónesproporcionala la disminucióndel volumen del sistema,
lo que implica un incremento en la probabilidad de encuentro entre partículas ~. Si el
cambio que induce Je* sobre< N > es la causaprincipal del comportamientoobservado
en propiedadescomo XT, cabeesperarque estadiferenciadismi.rwyacuandoel valor de
< N > sea insensible a Jet Es fácil ver que el límite de asociación completa (LAC) es
un estadoideal paraplantearestacuestión.En la tabla5.2 serecogenresultadosdepro-
piedadestermodinámicasparaun estadorepresentativop = 1.0 y W = 4.0 y diferentes
distanciasdeenlace. Paraobtenerestosresultadosse haempleadoel métodointroducido
en la sección3.6. Efectivamente,el LAC estácaracterizadopor una débil dependenciade
las propiedadescon el valor de Je*~ Nótesequeen el caso de la energíainternase han de

3E1 comportamientolineal de < N > con se puedeexplicar enel casode un sistemaidealparael que
se verifica,

4 3 (5.7)~cN>=

corno el volumen 4/3orR~ es constantese deducequeque < N > x p es decir, crece linealmentecon la
densidad.

4.

4.

4.
.1

4.
4.

4.
4.
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compararlos valoresAU= ULJ/480C— ~ ya quediferentesvaloresde k dan lugar a
distintos. Es intersante observar que los resultados para k finitos son esencialmentelos

mismos quelos correspondientesal límite k —* ~. Por lo tanto un potencialqueverifique

la condición desaturaciónestéricase puedeconsideraren buenamedidacomo un modelo
de centroslocalizados,con lo que la equivalenciadel tratamiento asociativo y la teoría

RISM-OZ seríacompleta.
A modo de conclusiónpodemosdecir que si bien la variablele’ tienecierta incidencia

sobre la asociación del sistema, ésta no altera la imagen física generalcorrespondientea
la reacciónde asociación. A la vista de éstodecidimosemplearun único valor de Je para
realizar análisis posteriores,con lo que la asociacióndel sistemaes función de ¡2 y D~
exclusivamente.En cuantoal valor concretode le’ seha escogido1.5 x itt En comparación
con le’ mayores,estevalor presentaciertasventajasen la resolucióndel problema median-

te ecuacionesintegrales. Dado que la resolución numérica de la ecuación OZ implica la
discretizacióndel espacio(ver sección3.5), el númerode puntosde integraciónnecesarios
para contemplarel pozo asociativoes menorparavaloresde le’ pequeños.

Tabla 5.2: Dependenciade las propiedadestermodinámicascon la constantede fuerza le en el
límite de asociacióncomplete.. p = 1.0 ~r W = 4.0. n~ y dr representanrespectivamente,el
númerode puntosy anchodel intervalo empleadoen la resoluciónde la ecuaciónintegral (véase
capítulo3).

—i¡2 k’10
3 n~ ¿Y U’ ¿xU e

15 2048 0.01 —7.901 —5.822 4.893 0.838 6.180
1/3” 125 8192 0.0025 —10.107 —5.824 4.871 0.836 10.577

500 16384 0.00125 —11.520 —5.828 4.867 0.836 13.390

15 2048 0.01 —4.202 —4.934 10.126 4.502 0.532
3/5’ 125 8192 0.0025 —6.320 —4.937 10.129 4.503 4.767

500 16384 0.00125 —7.709 —4.940 10.132 4.504 7.537

15 2048 0.01 —18.715 —5.779 2.915 0.858 27.933

1¡3b 125 8192 0.0025 —21.291 —5.787 2.795 0.806 32.999
500 16384 0.00125 —22.757 —5.785 2.780 0.800 35.914

‘ Reacciónhomogénea.
Reacciónheterogénea.

5.4 La reacción de asociaciónen el caso = O

El número de especiesque se forman como consecuenciade unareacción de asociación
estádeterminadofundamentalmentepor la magnituddel pozo asociativoD~. No obstante,
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intuitivamentees evidenteque la distanciade enlace,L, determinala topología de las
especiesresultantes. Por ejemplo, el valor de L determinaque un potencialverifique la
condicióndesaturaciónestérica(ver sección2.2). SepuededecirquemientrasD0 establece
el aspecto cuantitativo de la reacción de asociación, determinando la extensión de la misma,

L incideesencialmenteen el aspectocualitativo,esdecir, determinala conformaciónde las
especiesmolecularesresultantes.

Quizá el casomás simple en el que se puedeevaluarel efecto real que tiene L so-
bre la asociaciónquímica,es = 0. En estecaso la asociacióna bajasdensidadeses
esencialmente nula, por lo que el sistema es atómico, A altas densidades, sin embargo, la
probabilidadde que dospartículasseasocienes muy alta, por lo que el sistemaesmole-
cular,ya seamonodispersoo polidisperso.Sepuedeesperarpues,que laspropiedadesdel
sistema cambien paulatinamente desde las típicas de un sistema atómico a las de uno mole-

cular. Seguidamenteanalizamosla influenciade la distanciade enlacesobrelas reacciones
deasociaciónhomogéneay heterogéneaparael caso = 0.

5.4.1 Análisis de la reacción homogénea

La reacciónhomogéneasedefinemedianteel conjunto de equilibrios,

A+A#A2

A2+A # A3

(5.8)
A,,...1+A # A,, (5.9)

Paraconocerla topologíade los productosresultantesdel equilibrio (5.8) es precisopor
lo general recurrir a métodosde simulación, que permitenobtenerconfiguracionesque
se pueden analizar en detalle. Existe no obstante un caso en que se puede deducir esta
información sin más que recurrir a argumentos geométricos. Para distancias de enlace
¡2 < 0.5 el agregadode mayor tamañoestácompuestode cuatro partículasen una
configuración tetraédrica. En realidad en este caso las únicas especies posibles son n-

meros,talesque ti < 4. El incrementode la distanciade enlacerelaja los impedimentos
estéricoscon lo que el número y conformaciones de los agregados puede aumentar en
gran medida. Todo esto serefleja en el númeromedio de enlacespor partícula, < N >,

variablequesepuedeemplearparaevaluarla extensiónde la reacciónde asociación.En
la figura 5.3 se muestrala dependenciade < N > con la densidada lo largo de dos
isotermasT = 2.0 y T’ = 4.0, para las distanciasde enlace 1/ = 1/3, 1? = 1/2 y
¡2 = 3/5 ‘k Los datosde Monte Carlo muestranquela asociación,medidaen términosde
< N >, aumentacon la densidady con la distanciade enlace,tendenciasque reproduce
incluso cuantitativamentela teoría HNC. El primer efecto se debe al incrementode la
probabilidaddeencuentrode dospartículasa medidaquedisminuyeel volumendisponible.
El segundoreflejaporotro ladola disminucióndelimpedimentoestéticoentremonómerosy

4Los resultados numéricos de éstasy otraspropiedadesserecogenen el apéndiceU.
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Figura 5.3: Númeromedio deenlacesporpartícula,< N >, paralasisotermas(a) T = 2.0y (b)
= 4.0. Las líneasrepresentanlos resultadosde la teoríaHNC paraJI’ = 173 (línéa continua),

¡2 = 1/2 (líneadiscontinua)y JI’ = 3/5 (líneas discontinuas y puntos). Los símbolos representan
los resultadosde MC, círculos (JI’ = 1/3), cuadrados(JI’ = 1/2) y triángulos (¡2 = 3/5).

especiesmoleculares,lo quefavorecela asociaciónen especiesmayoresqueel dímero~. Una
maneradecomprobarqueéstoesefectivamenteasí,es estudiandola poblaciónde agregados
del sistema, es decir la fracción de productos que resultan de la reacción de asociación.

Tomadauna configuraciónrepresentativadel sistema(obtenidamediantesimulaciónMC)
y definidaunadistanciadeagregación——0.75 a en estecaso—— elprocedimientoconsiste
en contar el número de agregados de diferentes tamaños. Este análisis extendido sobre un
cierto númerode configuraciones,por ejemplo500-1000,da como resultadola población
promediodeagregadosenel sistema6.El análisisde los productosde la reacción(tabla5.3)
muestra efectivamente que el incremento de la distancia de enlace se traduce en una mayor
asociacionde las partículasen agregadosde tamañou > 4, en definitiva se trata de un
sistemapoliméricopolidisperso.En el caso de la distanciadeenlacemáscorta,¡2 1/3,
la población se distribuye casi exclusivamenteen monómerosy dímerosrecordandoen
este sentido el resultado de una reacción heterogénea. Estos dos extremos se ilustran
en las gráficas 5.4 y 5.5, que muestran configuraciones representativas de los sistemas

¡2 = 3/5 y ¡2 = 1/3 a T’ = 2.0 y p = 1.0. Por último, el incrementode la temperatura
ensanchaaparentementela función de distribución de agregados,formandoti-meros u
3 que resultande la recombinaciónde agregadosde menortamaño. En cualquiercaso
las diferencias no son lo suficientemente importantes como para plantear una conclusión

5Cuandodospaxtículasse asocianla superficiedisponibleparaestablecerenlacesadicionalesdisminuye
drásticarnente,tanto máscuantomenores JI’.

6Paraunamayor informaciónsobreel procedimientoempleadovéase[Bresme y Abascal (1993)].
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definitiva en estesentido.
Ha quedadoclaro quela distanciade enlacedeterminala topologíade las productosde

la reaccióndeasociación.Estehechoseha de reflejar asimismoen la estructurapromedio
del sistema, representada por la función de correlación par, g(r). En la figura 5.6 se
recogeun ejemplo de la g(r) para un estadotermodinárnicorepresentativo,T’ = 2.0 y

= 1.0. El estudiode estadensidadesespecialmenteinteresante,dado el alto nivel de
asociaciónque presentael sistema,< N » 0.7 para todas las distanciasde enlace,por
lo tanto se trata de estadoscercanosal límite de asociacióncompleta. La teoría HNC
conduceaexcelentesresultadosparala funcióng(r), y muestraqueestapropiedades muy
sensibleal cambio de la distanciade enlace,comportamientomuy similar al observado
en sistemascompuestosde moléculasdiatómicas. La naturalezamolecular del sistema
asociativo se manifiestaen la existenciade máximos secundariosen gfr), a distancias
r ~ L + a, como ocurre en el casoantesmencionadode las moléculasdiatómicas. No
obstantees importanterecalcarquelos rnáximosobservadosa ~ JI + a se debenenpartea
correlacionesintrarnoleculares,posiblesparadistanciasdeenlaceJI’ > 0.5, e inexistentesen
un sistemamolecularreal. Estascorrelacionessepuedeninvestigarmediantela funciónde
conectividadpar, p(r), queessimilar a g(r) pero tieneen cuentaúnicamentelas partículas
enlazadasdirectao indirectamentea unadada [Bresmey Abascal(1993)]. En realidad da
cuenta de la estructura de los agregados presentados en la tabla 5.3, por lo que para
su definición se requiere igualmente la elección de una distancia de agregación, 0.75a en
este caso. Teniendo encuenta los argumentos geométricos anteriores, se desprende que

Tabla 5.3: Poblaciónde agregadosexpresadacomola probabilidadde que unapartículaperte-
nezcaa un agregadode tamañoti.

JI’
T’=2

¡9 n=1 n=2 n=3
T’=4

1—E$1 n=1 n=2 n=3 ~
0.10 0.994 0.006 — — 0.993 0.007 0.000

1/3 0.50 0.885 0.1141.00 0.349 0.596 0.0010.055 —
—

0.875
0.373

0.124
0.575

0.001
0.052 0.000

1.00’ — — — — 0.245 0.504 0.228 0.023

0.10 0.990 0.010 0.000 — 0.984 0.016 —

0.50 0.863 0.134 0.003 0.000 0.828 0.166 0.006 0.000
1/2 1.00 0.317 0.546 0.115 0.022 0.336 0.482 0.144 0.038

0.50’ — — — — 0.329 0.347 0.238 0.086
1.00’ 0.218 0.505 0.240 0.037 0.232 0.446 0.238 0.084

0.10 0.986 0.014 0.000 — 0.977 0.022 0.000
0.50 0.845 0.138 0.015 0.002 0.797 0.175 0.024 0.004

3/5 1.00 0.290 0.303 0.178 0.229 0.294 0.293 0.173 0.240
0.50’ — — — — 0.337 0.249 0.160 0.254
1.00’ 0.274 0.284 0.185 0.257 0.276 0.278 0.176 0.270

‘ Límite de asociacióncompleta.
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Figura 5.4: Ilustraciónde unaconfiguraciónrepresentativadela reacciónde asociaciónhomgénea
paraJI’ = 1/3, T’ = 2.0 y ¡9 = 1.0.

t5

4

p(r) es nula paradistanciasmayoresque la de agregaciónen el caso JI’ < 0.5. Quiere
ésto decir que todas las características observadas en la función correspondiente a JI’ =

1/3, comoel “hombro” localizadoen ~ 1.3o, representancorrelacionesintermoleculares.
Sin embargo,en el caso JI’ > 0.5, p(r) puedepresentaruna estructuracon un cierto
largo alcance,como semuestraen la figura 5.7. En estecasola función de conectividad
está caracterizada por un máximo en ~ a, indicativo de la presencia de trírneros, lineales
en el caso JI’ = 1/2, y angularesparaJI’ = 3/5. En esteúltimo sistemala mayordistancia
entrelas partículasqueconformanel agregadopermitequeéstassedispongana distancias
compatiblescon laposicióndel mínimodel potencialU, 21/Sa. La presenciademáximosen
p(r) a distanciasmayores,~ L+a, se debe a correlaciones intramoleculares entre elementos

del agregado separados por al menos dos partículas. En definitiva, la topología de los
agregados para JI’ > 0.5 esbásicamentelineal, mostrandoalgunasdesviacionesdel patrón
generalevidenciadaspor las variacionesenamplitudy posiciónde los máximosobservados
en p(r). El número de coordinación condicional permite obtener la fracción de partículas

Figura 5.5: Igual quela figura5.4 pero JI’ = 3/5.
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Figura5.6: Dependenciade la funciónde correlaciónpar con la distanciade enlaceparael estado
= 1.0 y T’ = 2.0. Las líneasrepresentanlos resultadosde la teoríaHNC y los símboloslos

datosde la simulaciónMC.
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Figura 5.7: Función de conectividad par obtenidamediantesimulación MC
JI’ = 3/5 (líneassólidas)y JI’ = 1/2 (líneasdicontinuas).T’ = 2.0 y p’ = 1.0.

paralos sistemas

que a una distancia dada están unidas a una partícula central. La contribución real de

las correlacionesintramolecularesal máximo ~ 2L’ esmuy pequeña,aproximadamenteun
3 % para ¡2 = 1/2 y 6 % paraJI’ = 3/5, del númerototal de partículaspresentesa esta

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50
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distancia.

Hemosmostradoque la distanciade enlacetiene un efecto muy importantesobrela
estructura del sistema, y que la teoría HNCes muy precisa en la descripción de esta de-
pendencia. Previsiblemente,la influenciade la asociaciónha de ir más allá de aspectos
puramenteestructuralesy reflejarsetambiénen las propiedadestermodinámicasdel sis-
tema, Sin duda, en estecontexto, la presiónes la propiedadde mayor interés. En una
reacciónde asociaciónla densidadefectivadel sistemaexperimentauna reducciónimpor-
tante. Puestoquela presióndependede la densidad,un efecto inmediatode la asociación
es la disminución de la presión. A ésto hay que añadir los cambios inducidos por el valor
concretode la distanciade enlace,que implican una presióndel sistemamenor a medida
que decrece JI’. En la figura 5.8 se representan resultados de la presión para estados re-

presentativosde los sistemasL’ = 1/3 y JI’ = 1/2 (veáseapéndiceparadatosnuméricos).
Efectivamente la presión sigue las tendencias apuntadas más arriba: disminuye como conse-
cuenciade la asociaciónquímicay de la distanciadeenlace.Esteefectoesmásevidenteal
compararla presióndel sistemaasociativocon el valor de estapropiedadparaun sistema
U, incluido asimismoen la figura. Siguiendola línea ya apuntadaen el análisis de los
aspectosestructurales,la teoríaHNC representauna alternativaexcelenteparael estudio
de propiedades termodinámicas y estructurales de los sistemas asociativos considerados en
estasección. Todo ésto contrastacon la inexactitud de estateoría en la descripciónde
hamiltonianos relacionados como el U (véase figura 5.8). Esto recuerda en cierta forma el
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FIgura5.8: Energíainternay presiónparaisotermas(a) 2” = 2.0 y (b) 2” = 4.0 con = 0. Las
líneasrepresentanlos resultadosde la ecuaciónintegral HNC paraL’ = 1/3 (sólida) y JI’ = 1/2

(discontinnatrazoscortos>,Li (discontinnatrazoslargos). Los símbolosrepresentansimulaciones
de MC paraL’ = 1/3 (círculos blancos), JI’ = 1/2 (cuadrados)y Li (círculosnegros).
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comportamientode la HNC en sistemascargados,dondeestateoría representauna exce-
lente aproximación.Hay que teneren cuentano obstantequeel efectode la asociaciónse
traduce en la disminución de la densidad efectiva del sistema, con lo que es previsible que
en estas condiciones la teoría 1-INC sea más exacta, para una densidad dada, en el caso de
sistemas asociativos que en potenciales no asociativos tipo U.

Antes de finalizar queremos puntualizar que el comportamiento de la presión observado
a altasdensidadespara¡2 = 1/3, y que indica la apariciónde una inestabilidaden esta
región (véasefig. 5.2), no es un artificio de la teoría, como lo demuestranlos datos de
simulación. Este hecho tiene interesantes consecuencias en el diagrama de fases de este
sistema.No obstantela discusiónde esteaspectosetrataráenprofundidaden el capítulo7,
que se dedicaen su totalidad al estudio de las propiedadesde coexistenciade sistemas
asociativos.

5.4.2 Análisis de la reacción heterogénea
Quizá el caso mis representativoy el de mayor interésde la reacción heterogéneaes el
correspondientea JI’ ct 0.5. Estacondición garantizala saturaciónestéricadel potencial,
de formaque los únicosproductosresultantesde la reacciónson dímeros.Por consiguiente
consideramosel equilibrio,

A+B#AB (5.10)

modeladomedianteel potencial(5.5). Un ejemplode sistemareal representativode esta
reacción es 2N02 ~ N204. En estasecciónseanalizaráun sistemaequimolarde especies
A y 13, con una distanciade enlaceJI’ = 1/3. El análisis teórico del potencial (5.5)
presenta un atractivo especial ya que es posible calcular la proporción de productos y por
tanto la constante de equilibrio de la reacción. En el estudio de la reacción homogénea se
demostróquela teoríaHNC esbastanteprecisaen el contextode reaccionesde asocíacion.
La figura 5.9-ademuestraquelabuenaconcordanciaentreteoríay simulaciónsereproduce
en el caso de la reacciónheterogénea. No obstantela presión presentauna diferencia
importantea lo largo de la isoterma2” = 2.0 parap’ > 0.75. Estadiferenciasedebeen
realidada la existenciade una transiciónde faselíquido-líquido, que semanifiestaen la
presiónobtenidade lasimulaciónen formadeun cambiodependiente,o en otraspalabras,
en un aumento de la compresibilidad isoterma. Aunque esta cuestión se analizará en más
detalle en el capítulo 7, se puede avanzar que la existencia de esta transición es un reflejo de
un proceso importante, como es la variación de las propiedades del sistema desde aquéllas
característicasde un fluido atómico a las propias de un sistemamolecular,en este caso
compuestode moléculasdiatómicashomonucleares.

El número medio de enlaces, c N >, permiteestudiarla extensiónde la reacciónde
asociación.En estecasoec N > es una medida directa del número de moléculas diatómicas,
AB, presentesen el sistema,PAB = PA < N >. La teoríaIINC predicecorrectamenteel
númerode moléculasdiatómicas.Es interesantenotarquela transiciónde fase comentada
anteriormenteno tiene ningún efectoen la evoluciónde c N > a lo largo de la isoterma.
La funcionalidadde c N > a altas densidadesse apartadel régimen lineal observadoen
las reacciones homogéneas y toma la forma de una sigmoide. En el caso de la reacción
heterogéneano existeposibilidadde que unaespeciemolecularse asociecon otra especie,
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Figura 5.9: Resultadosde (a) Energíainternay presióny (b) número medio de enlacespor
partícula,parala reacciónheterogéneacon distanciade enlaceJI’ = 1/3y temperaturas2” 2.0
(círculosblancos-líneascontinuas)y 2” = 4.0 (círculosnegros-lineasdiscontinuas).

ya seaun monónerou otraespeciedel mismotipo. La bajaproporciónde monómerosen
el régimende alta densidadexplica la débil dependenciade < N > con p, quese traduce
finalmenteen el hábito sigmoideoaludido anteriormente.Desdeestepunto de vista se
ve que las reaccioneshomogéneay heterogénason conceptualmentemuy diferentes. La
homogénearepresentauna reacciónen la queno seagotanlos centrosde reacción~, y por
lo tantola reacciónpuedesuperarel límite de asociacióncompleta,< N > = 1, mientrasque
en la reacciónheterogéneaestelímite es infranqueable.Porúltimo decir que el incremento
de temperaturase traduceen una disociaciónde las especies,que es el comportamiento
esperado.

En la figura 5.10 se presentanlas funcionesde correlación9AA = ga~ y gAs para el
estado ¡9 = 1.0 y T’ = 2.0. Las funcionesde correlaciónYAÁ y g~s han de ser idénti-
cas para distanciasmayoresque la de enlace. Esta condición se verifica sólo en el caso

L’ < 0.5, ya que para distanciasde enlacemayoressepuedenformar agregadosdel tipo
-A-B-A-B-, lo que sereflejaríaen que gAs 9AA. Las funcionesde correlaciónno mues-
tran apenasdiferenciascon las correspondientesa la reacciónhomogéneaen las mismas
condicionesde densidady temperatura. La teoría HNC exhibeuna buenaconcordancia
con los datos de simulación, lo que demuestrasu utilidad en el estudiode las reaccio-
nes heterogéneas.Sorprendentementela teoría HNC no cumple la condición, 9Ás = gAA.
Este efecto es apenasdiscernibleen la escalade la figura, por lo quese ha ampliado la

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50

PS

7Estoesestrictamentecierto en el supuesto1/ > 0.5.
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Figura 5.10: Función de correlaciónpar parala reacciónheterogénea,en las,condiciones2” =

2.0 y p’ = 1.0. Las líneas continuasy las lineas discontinuasrepresentanlas funciones9ÁB

Y YAA respectivamente,obtenidasmediantela teoríaHNC y los símbolosdatos procedentesde
simulacionesMC (se ha representadosólo 9Án, ya queL4Á = gAs parar > JI’). La ampliación
correspondea la zonaseñaladapor la flecha.

región de interés(véasefigura 5.10). Estainconsistenciaseha atribuido en algunosmo-
delosanalíticos[Cummingsy Stell (1984),Kaliuzhnyi y col. (1994)] a la formafuncional de la
función de correlacióndirectae que seríainadecuadaen el límite de asociacióncompleta
(LAC). Aparentementeestaidease puedetrasladara sistemasque no estánen el LAC
peroque presentanun alto grado de asociación.Kaiyuzhnyiy col. (1994)han demostrado
que la inconsistenciaobservadaen las funcionesYÁÁ y g~s para distanciasmayoresque
JI’, sepuederesolverempleandola aproximación,g = 0.5(gÁA + gAs). En lo sucesivose
emplearáestaaproximaciónen el análisisde laspropiedadesestructuralesde las reacciones
heterogéneas.

5.5 La reacción de asociaciónen el límite de asociación
completa

A lo largo de los capítulos2 y 3 se ha discutido la importanciadel límite de asociación
completa(LAC) comoestadoen el que las propiedadesdel modelosonsimilares a las de
un sistemamolecularreal. En la reacciónheterogéneaconsideramosel LAC comoel límite
de la reacciónen el quelas únicasespeciespresentesson dímeros,esdecir ~zN > = 1. Por
tanto la especiemolecularde referenciaen el LAC es unamoléculadiatómicahomonuclear.
En lo que respectaa la reacciónhomogéneael valor, c N > = 1, no indicaque el sistema

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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Figura 5.11: Evolución de la variableD con la densidadparalas isotermas(a) 2” = 4.0 y (b)
2” = 2.0. Las líneassólidasrepresentanJI’ = 1/3, discontinuasL’ = 1/2 y discontinuasy puntos
A’ — 3/5.

estácompuestoexclusivamentede dímerosy tieneun significadode promedio.

El equilibrio de la reacciónde asociaciónse puededesplazarvariandoalguno de los
parámetrosimplicadosen el potencialLJ/asoc. La distanciade enlace,¡2, y la constante
de fuerza,k’, sepuedenconsiderarconstantesya que definencaracterísticaspropiasde la
molécula.Quedapuesla profundidaddel pozo asociativo,D, comola variablea emplear
paramodificar el equilibrio de la reacción.Esto significaque seha de resolverun hamilto-
mano del tipo ULJ,a*oc(r, Da), tal que severifique la condición < N > = 1, para cualquier
valor de la densidady temperaturadel sistema. ULJ,aSOC es en realidadun potencialefec-
tivo que dependedel estadotermodinámicoa travésde la variable D~. En el capítulo 3
se introdujo un método que permiteresolverel problemaen el contexto de la ecuación
..QZ atómica,y es el que se ha empleadoa lo largo de estasección. En la figura 5.11 se
ilustra la dependenciade los valoresde D con la densidadparadiferentestemperaturasy
distanciasde enlaceen el caso de la reacciónhomogénea.El pozo del potencialasociativo
puedetomar valorespositivoso negativos,exceptoqueel potencialcumplala condiciónde
saturaciónestérica,en cuyo casosólo puedenser negativos.De acuerdocon la definición
del potencial(5.1), cuantomásnegativoseaD~ másatractivaesla contribuciónasociativa.
Todas las isotermaspresentadasen la figura 5.11 terminanen la líneade no soluciónde la
teoría1-INC. Las densidadesque sepuedenanalizarmediantela teoríaHNC corresponden
a estadostípicos de la faselíquida de moléculascomo el N2 o los halógenos.

La teoríaHNC proporcionaunmétodoparadeterminarun potencialefectivo vt~rifica
el LAC. En la tabla5.4 secomparanresultadosde las propiedadestermodinámicasvnumero
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medio deenlaces,obtenidosmediantela teoríaHNC en el LAC y mediantesimulaciónMC,

Tabla 5.4: Propiedadestermodinámicasy númeromedio de enlacespor partículaen el límite de
asociacióncompleta. Los resultadosse refieren a, la reacciónhomogéneaexceptoque seindique
otracosa. Los subíndicesrepresentanel error asociadoa la cantidaddondeaparecen.

JI’ ¡9 2”
U’ P’

MC NNO MC HNC MC HNC

1/3
LO 4.0

4.0
—8.03~~
—l8.57~

—7.90
—19.72

5.6~
5.24

4.9
2.9

1.034
O.96~

1.00
1.00

—6.18
—27.93

0.5 4.0 —7~5424 —7.60 3.2~ 1.3 0.994 1.00 —11.86
1.0 4.0 —6.15~ —6.17 11.0~ 7.8 0.98~ 1.00 —4.19

1/2
1.0
os«

2.O
4.0

—6.83~
—12.0929

—6.86
—12.23

2.45
5.34

1.6
0.8

0.983
1.002

1.00
1.00

—2.51
—21.21

1.0’ 4.0 —9.0612 —9.14 12.46 7.3 0.98~ 1.00 —10.18
1.0’ 2.0 —8.267 —8.41 3.5~ 1.3 0.952 1.00 —5.66

0.5 4.0 —6.30~ —6.40 3.42 1.3 0.984 1.00 9.35
1.0 4.0 —4.247 —4.20 11.5~ 10.1 0.98~ 1.00 —0.53

3/5 1.0
0.5’

2.0
4.0

—5.72~
—8.9022

—5.69
—9.01

3.3~
3.8~

3.1
1.2

0.974
0.993

1.00
1.00

—0.38
—14.52

1.0’ 4.0 —6.23~ —6.17 11.3~ 9.9 1.003 1.00 —4.45
1.0’ 2.0 —6.6S~ —6.67 3.26 2.9 0.99~ 1.00 —2.36

‘ Reacción heterogénea.

utilizando en estecaso
valor para D~ próximo

el valor de D dadopor la teoría. Se deduceque éstaprediceun
al real, comosedesprendede

En lo referente a las propiedades termodinámicas, la
los resultadosde MC para <

energíainternaseestimacon
N>.
gran

exactitud,sin embargolapresiónmuestradiferenciassignificativas,másacusadasenel caso
heterogéneo,con respectoa los datos de la simulación,que contrastancon los resultados
teóricosobtenidosparaestapropiedadfueradel LAC. En cualquiercaso, la teoríapredice
a nivel cualitativola dependenciacon la densidady la distanciadeenlace,queesla misma
quepresentanlos sistemasa = 0.

La imposicióndel LAC tiene efectosimportantesen los productosde la reacciónho-
mogénea(ver tabla 5.3). Por un lado favorecela formaciónde grandesagregados,lo que
es una consencuencialógica de la existenciade unapozo asociativomás atractivo. Si-
multáneamentese observaun disminuciónen la población de dímeros.Estoscambiosson
poco importantes,enespecialenel régimende altadensidad.En cualquiercaso,enel lími-
te de asociacióncompletaestossistemasestán lejos de parecersea un sistemamolecular
de diatómicashomonucleares,a pesarde que en amboscasos.c N >= 1. El efectode la
densidadesnotable.

En concretoen el sistemaJI’ = 1/2 y T’ = 4.0, el númerode trímerosy agregados
de tamaño n > 4 es bastanteinsensibleal aumentode la densidad. Por el contrario el
númerode monómerosy dímerosdifiere. En particularel aumentode la densidadda lugar
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Figura 5.12: Configuraciónobtenidade unasimulactonMC del potencialLJ/asocen las condi-
clones: JI’ = 1/2, ¡9 = 0.5 y 2” = 4.0 en el LAC y para el caso homogéneo. Sólo se representan
agregadosde tamaño>2.

a la formacióndemásespeciesdiméricasquecontribuyena queel sistemaalcanceel LAC.
Puesto que el número de estas especies es menor a baja densidad, el LAC se ha de alcanzar
en estascondicionesa través de la formación de agregadoscíclicos. Esta idea seilustra
en la figura 5.12, donde se muestra una configuración representativa del sistema JI’ = 1/2,
¡9 = 0.5, y 2” = 4.0 enel LAC.

A la vista del carácterpolidispersode los sistemasen el LAC, sepodríaconcluir quela
descripcióndela estructuradeun sistemamolecularreal serábastantepobre. Paradiscutir
apropiadamenteestacuestiónesprecisodisponerde resultadosparael sistemamolecular.
Éstesepuedegenerarfácilmentemedianteunasimulacióndel potencialLJ/asocmediante
dinámicamolecular(MD) deequilibrio. Paraello seempleacomo configuracióninicial una
compuestade moléculasdiatómicas. La probabilidadde que estasmoléculasse disocien
es a efectos prácticos nula, por lo que los resultados estructurales son representativos de
un sistemamolecular real. En la figura 5.13 se presentanlas funciones de correlación
par obtenidas mediante teoría HNC, simulación MCy simulación MD. Recordemos de
nuevo que al contrario que las simulaciones MD, las simulaciones MCpermiten estudiar
la asociacióny disociaciónde especiesentresí, y por tanto es posibleanalizarel sistema
en el mínimo absoluto de energíalibre. La excelenteconcordanciade las funcionesMC y
HNC muestraque la teoría conservala capacidadpredictivaya vista en el casoD = 0.
Las funcionespresentancaracterísticaspropias del sistemamolecular (datos de MD), si
bien se observan diferencias significativas localizadas en ~ 21/Sa, y ~ JI + a. La función
de conectividadpar demuestraque estasdiscrepanciassedebenen partea la existencia
de especies mayores que los dímeros, como trímeros y tetrámeros. Por consiguiente las
discrepanciasentreel sistemapolidispersoy el molecularcrecende forma consistentecon
la distanciadeenlace.Las diferenciasobservadasentreíos sistemasasociativoy molecular
en el régimen de alta densidad, aumentan a densidades menores como se muestra en la
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Figura5.13: Funcionesdecorrelaciónpary funcionesdeconectividadpar,desistemasenel límite
de asociacióncompleta,parala reacciónhomogénea.2” = 41) y p’ = 1.0. Las líneasdiscontinuas
representanresultadosde MC; líneascontinuasprediccionesdela teoríaHNC, y líneasdiscontinuas
y puntos,simulacionesde MD.
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Figura 5.14: Funcionesde correlacióny de conectividadparen el límite de asociacióncompleta,
parala reacciónhomogénea.T’ = 4.0 y p’ = 0.5. Las lineasdiscontinuasrepresentanresultados
de MC; líneascontinuas,prediccionesdela teoríaHNC, y discontinuasy puntos,simulacionesde
MD.
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figura 5.14. La función deconectividadparpresentaun máximoen torno a 21/So.,reflejando
la existencia de trímeros angulares, imagen que está de acuerdo con las configuraciones
representadasen la figura 5.12. A estas densidadeslas diferenciasrespectoal sistema
molecularestánoriginadascasien su totalidadpor las correlacionesintraagregado.

El análisis presentadoen estasecciónse puedeconsiderarcomo un caso extremoen
la comparaciónde sistemaspolidispersosy moleculares. Las densidadesy temperaturas
típicasdelíquidosdiatómicoshomonuclearessonrespectivamentemásaltasy bajas. Quiere
estodecir queel incrementode la asociacióndebidaa la disminuciónde T’ y el incremento
de impedimentosestéricos,son factoresque favorecenla formación de especiesdiméricas.
Parauna discusiónen detallede estossistemasserefiere al lector a la sección5.7 en este
capítulo.

5.6 Efecto de la polidispersidad en las propiedades ter-
modinámicas del sistema

La ecuacióndeestadopropuestapor Flory y Huggins[Flory (1941),Huggins (1941)] juegaun
papelimportanteenel campode la mecánicaestadísticade sistemaspolimericos.Establece
que paraun valor concretode la longitud mediade la cadenapolimérica~ la ecuaciónde
estadoes insensibleal grado de polidispersidaddel sistema, Los sistemasasociativosse
puedenconsideraren buenamedidasistemaspoliméricospor lo quela ideadesarrolladapor
Flory y Hugginsdebepodertrasladarseaestecaso.EfectivamenteWertheim(1987)predice
en el contextode su teoríadesistemasasociativos,quelas propiedadestermodinárnica.sde
una mezcladecadenasen la quelasesferasduras(tangentes)quelas constituyentienenel
mismotamaño,dependeexclusivamentede la longitud mediade la cadena.Esteenunciado
se puede resumir en la siguiente expresión propuesta por Chapman y col. (1988),

donde ~7= rrp’/6 y m representala longitud media de la cadena. La idea conteni-
da en la teoría de Wertheim se correspondeen realidad con el denominadoprincipio
de congruencia,empleadopor Br~nsted y Koefoed en el estudio de mezclasde alca-
nos [Rowlinsony Swínton (1982)]. Cabe preguntarse pues si estas ideas son aplicables a
los sistemasestudiadosen las seccionesprecedentes.En estecasoel valor de < N> hade
jugar un papel similar al de la longitud media de la cadena. En realidad ambas propiedades
están relacionadas a través de una expresión que se deduce en el contexto de la teoría de
percolaci6n[Coniglioy col. (1977)],

S= l+pJp(r)dr (5.12)

dondeS representael tamañomedio de los agregados,y p la función de conectividadpar.
Si p(r) es nula para distancias mayores que JI’, comosucedeen el casoJI’ < 0.5, severifica
que el segundotérmino de la expresión(5.12) esjustamente< N >. Parael resto de los

5La longitud de la cadenase mide en términosdel númerode monómerosque la componen.
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Tabla5.5: Comparaciónentrel~ longitud mediadela cadena,3, y la aproximaciónaestacantidad
dadapor 1 + < N >. Ambos resultadosse obtuvierona partir de análisisde configuraciones
generadasmediantesimulaciónMC.

casos JI’ > 0.5, p(r) es en general no nula para distancias i- > ~‘, si bien en los sistemas
estudiadosesta contribuciónes muy pequeña(véasesección5.4) en comparacióncon la
contribuciónr c JI’, por lo quela aproximaciónpf p(r)dr =< N >, estájustificada. En
la tabla 5.5 secomparanlos valoresMC del tamañomedio de los agregadosobtenidos
empleandola aproximación1 + <N>, y el valor exacto,S, calculadoa partir de análsisde
agregados.A medidaqueaumentala distanciade enlacela expresión1 + <N>, sevuelve
másinexacta,efectorelacionadocon el incrementoconcomitantede agregadosde mayor
tamaño, cuyoscomponentesse encuentranrespectoa una partícula dada, a distancias
mayoresque JI’. Por lo tanto, en el caso dedistanciasde enlacesuficientementegrandes,
JI’ > 0.5, la condición.cN> = 1, conducea la formaciónde agregadoscuyo tamañomedio
es en general superior al de una molécula diatómica.

En lo que sigueanalizamosla influenciade la polidispersidaden las propiedadester-
modinámicas del sistemas para un tamaño medio de cadena 2, es decir < N > = 1, que
no essino el límite de asociacióncompletaestudiadoen la secciónanterior. Comenzamos
nuestradiscusiónanalizandola dependenciade la presióncon el gradode polidispersidad.
El casomássignificativo esquizáJI’ = 1/3, ya que paraéstesepuedencompararun sis-
temamonodisperso,resultadode la reacciónheterogénea,con uno polidisperso,resultado
de la reacciónhomogénea.Los datosde simulaciónMC representadosen la figura 5.15-b
muestraque efectivamenteambossistemaspresentanla mismapresión,a pesarde que la
distribucióndeagregadosesmuy diferente(véasetabla5.3). La teoríaNNO essinembargo
incapazde reproducirestehechoparaestadistanciade enlace. Paradistanciasde enlace
mayores,JI’ > 0.5, la teoríamuestraquelapresiónespocosensiblea lapolidispersidaddel
sistema,al igual quesucedecon los resultadosde MC. Por otro lado prediceconvergencia
entrela presiónde reaccioneshomogéneasy heterogéneas,es mayorconformeaumentala
distanciade enlace.

Es interesanteanalizarel cumplimientodel principio de congruenciaen algunade las
funcionesrespuestadel sistema,como la compresiblidadisoterma. En la figura 5.16 se
representanlos resultadosde la teoríaparala inversade estacantidad,a lo largo de la
isotermaT’ = 4.0. En contrade lo observadoen la predicciónde la teoríaparala presión,
la derivadade estapropiedadesinsensibleal gradode polidispersidaddel sistema.Como
severáen el capítulo7 estehechotiene importantesrepercusionesen la localizaciónde la
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Figura 5.15: Variaciónde la presióncon la densidadparadosisotermas(a) 2” = 2.0 y (b) 4.0, en
el límite de asociacióncompletaparalas reaccioneshomogénea(líneasdiscontinuas)y heterogénea
(líneascontinuas).Los símbolosnegrosrepresentandatosde MC parala reacciónheterogéneay
los blancosdatosde la reacciónhomogénea.JI’ = 1/3 (círculos),JI’ = 1/2 (cuadrados),JI’ = 3/5
(rombos).

regiónde inestabilidadmecánicadel sistema.
En lo quesiguesemuestraquela energíainternasatisfaceel principio de congruencia.

En la figura 5.17-aserepresentala evoluciónde laenergíainternaa lo largo de la isoterma
2” = 4.0, calculadamediantela teoríaNNO. Aparentementeno existeningunacorrelación
entrelos diferentessistemas,si bien hay que decirqueestaenergíaincluye la contribución
intramolecular.Si consideramosexclusivamentela contribuciónintermolecular(Fig. 5.17-
b) se demuestraque efectivamentela energíainternasecomportade acuerdoal principio
de congruencia.
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Figura5.16: Evolucióndel inversodela compresibilidadisoterinaconla densidadparala isoterma
2” 4.0. Las líneastienen el mismosignificadoreferidoen la figura 5.15. La diferenciaentrelas
curvasparaJI’ = 1/3 no sedistingueen la escalade la figura.
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Figura 5.17: Energíainternaen función de la densidadparala isoterma2” = 4.0. (a) energía
internatotal (b) contribuciónno asociativa.Las líneastieneel mismosignificado que en la figu-
ra 5.15.
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5.7 Comparación con sistemasmolecularesreales

A lo largo de estecapítulosehananalizadohamiltonianosasociativosválidosparamodelar
reaccionesde asociaciónquímica. Un caso particular de la reacción de asociaciónes el
límite de asociacióncompleta,en el queel sistemapresentapropiedadesestructuralesca-
racterísticasdesistemasmoleculares.Sehavisto asimismoqueen general,las propiedades
termodinámicasson insensiblesala polidispersidad,lo queestádeacuerdocon el principio
de congruencia. Todo esto pareceindicar que el LAC representaun estadoen el que las
propiedadesdel modelosonsimilares a las de un sistemamolecularreal. Por otro lado se
ha demostradoque en el caso particularde un potencialque cumplala condiciónde satu-
raciónestérica,la ecuaciónOZ atómicasepuedereescribiren términosde contribuciones
intra e intermoleculares,y quela expresiónresultantecoincidecon la ecuaciónRISM-OZ.
Por todo ello parecerazonableinvestigar las reaccionesde asociaciónen el LAC, como
alternativaal estudiodesistemasmolecularesreales.

En la tabla 5.6 serecogenparámetrosadecuadospara describirmoléculasdiatómicas
homonuclearestalescomo N2 y halógenos.Se ha incluido la constantede fuerza,k, si bien
sepuedeprescindirde estavariable,ya que en el LAC las propiedadesdel sistemason en
buenamedidainsensiblesal valor de /e. (ver sección5.3). Los estadostermodinámicosque
se consideran(ver tabla5.7) estánpróximosa la ramalíquida de la curvade coexistencia
de los sistemasarriba mencionados. Las densidadesy temperaturasimplicadasson, res-

Tabla 5.6: Parámetrosdel potencialLJ/asoccorrespondientesa moléculasdiatómicasreales.

Molécula (c/kn)/K o/A JI’ /e’
37.3 3.310 0.329 487903
52.8 2.825 0¿0S 51744

C1~ 173.5 3353 0.608 15140
Brt 257.2 3.538 0.630 8673

‘ valoresa y e tomadosde la referencia[Cheungy Powles(1975)].
valoresa y e tomadosde la referencia(Singer y col. (1977-1980)].

Tabla 5,7: Estadostermodinámicosde sistemasreales.

Molécula T/K T’ p/(gr/cm
3) p’ D

N
2 66.4 1.780 0.8541 .3319 2.30

N~ 66.4 1.780 0.8541 319 5.90
N2 77.0 2.064 0.8080 ~oo0.72

C12 200.0 1.153 1.6600 1.ú631 0.64
C12 290.0 1.671 1.4188 0.9086 -1.46

‘ Resultadosparaun potencialquecumple la condición de saturaciónestérica.
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Figura 5.18: Diferenciasentrelas funcionesde correlaciónpar obtenidasempleandoun trata-
miento asociativoy la teoríaRISM (datostomadosde la referencia[Martín y.col. (1995)]), para
N2 líquido a la temperaturaT=66.4 1< y densidadp = O.SS4lgr/cm

3.Las líneascontinuasy dis-.
continuasrepresentanresultadosde la teoría1-INC parael potencia.!estérico(ec.5.5) y no estérico
(ec. 5.4>.

pectivamente,mayoresy menoresque las consideradaspreviamenteen estecapítulo. Así,
la combinacióndel mayorefectoasociativocon el tambiénmayorefectoestérico,favorecen
la formación de un mayornúmerode moléculasdiatómicas,en comparacióncon los casos
estudiadosanteriormente.Es evidenteque estefactor afectasolamentea los potenciales
que no cumplenla condiciónde saturaciónestérica. De ahoraen adelantenos referimos
a estos modeloscomo potencialesestéricoso no estéricosen función de que cumplan o
no dichacondición. En la tabla5.7 se han incluido los valoresde D obtenidosmediante
la teoríaNNO, que verifican el limite de asociacióncompleta. En el caso particulardel

se ha incluido asimismoel resultadoobtenido para el potencialestérico. El estudio
de la distanciade enlaceJI’ .c 0.5, es decir la correspondienteal N

2 permitecomparar
tres aproximacionesteóricas. La primeracorrespondea la solución de un hamiltoniano
no estérico,en segundo]ugar un potencialqueverifica estacondición,y por último la de
un modelocentro-centro,quesepuederesolverempleandola ecuaciónintegralRISM-OZ.
El tratamientoasociativoconducea unasfuncionesde correlaciónque sonprácticamente
indistinguiblesde los resultadosde una teoría molecularcomo la RISM. Sólo una repre-
sentacióncomo la de la figura 5.18, en la quese comparanlos resultadosestructuralesde
los sistemasasociativosreferidosa los datosde la teoríaRISM-OZ, permiteobservarlas
pequeñasdiferenciasentrelos dos tratamientos.Recordamosque la teoría 1-INC conduce
a la inconsistencia9ÁÁ gAR, en el supuestodel potencialestérico,por lo que sehaem-
pleadola aproximacióng = 0.5(gAÁ + gAB) enestecaso. Quizá lo mássorpredenteesla
coincidenciaentre los resultadosdel potencialestéricoy el no estérico, que muestranla
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mismadesviación,salvo detalles,respectoa la teoríaRISM. La diferenciarepresentadaen
la figura 5.18 podríaestarrepresentandola incertidumbrenuméricaen la obtenciónde las
funcionesde correlación.En tal caso las funcionesRISM y asociativasseríanidénticas.

La equivalenciadel tratamientoRISM y el atómicoen el LAC sereproduceen otras
condicionesde temperaturay densidad,e inclusoparadistanciasdeenlacecorrespondientes
al 012. Estos resultadosse comparanen la figuras 5.19 y 5.20 con simulacionesde MD
del potencialLJ/asoc,que comose hadicho en seccionesprecedentesson representativas
de un sistemamolecularreal. De hecho las funcionesde correlaciónasí calculadasson
idénticasa las obtenidaspor otros autoresmediantesimulacionesMC de modeloscentro-
centro [Martín y col. (1995)]. En el caso de potencialesno estéricosse puederecurrir al
caracterpolidispersodel sistema,como explicaciónde las discrepanciasobservadascon las
simulacionesde MD. La poblaciónde agregadosrecogidaen la tabla S.S muestraque el
modelo no estéticoconduceen el casodel N2 a un sistemacompuestocasiexclusivamente
pordímeros,mientrasqueparael 012 el sistemadifiere significativamentedeuno compuesto
exclusivamentede moléculasdiatómicas.Por tanto,la función de correlaciónpar esmuy
poco sensiblea la polidispersidaddel sistema,lo queestáde acuerdocon el cumplimiento
del principio de congruenciaestudiadoen la secciónanterior.

En resumen,la ecuaciónOZ atómjca,junto con el conceptode límite de asociación
completa,representaunaalternativainteresanteparael estudioteórico de la estructurade
sistemasmolecularesen el estadolíquido. En lo quea moléculasdiatómicashomonucleares
se refiere, estaaproximaciónes similar a tratamientosque consideranexplícitamentela
espéciemolecular,como la teoría RISM. En estesentidolos sistemasasociativospueden
ser útiles para avanzaren el entendimientode la problemáticaasociadaa la teoríastipo
RISM. Una cuestiónimportanteeshastaqué punto una aproxímacioncomo la estudiada
aquí es válida en el tratamientode sistemasmolecularescuyo potencial de interacción
presentauna ciertadependenciaangular. En el capítulo 10 veremosque la aproxímacion
esigualmenteválida en sistemascon interaccionesfuertementeanisotrópicas,talescomo la
interacciónde enlacede hidrógeno.

Tabla 5.8: Poblaciónde agregadosparalos estadostermodinámicosconsideradosen la tabla5.7.

Molécula T/K n=1 n=2 n=3 1—Et.~
7V2 66.4 0.113 0.779 0.108
N2 77.0 0.154 0.679 0.159 0.008

012 200.0 0.282 0.279 0.163 0.276
012 290.0 0.295 0.268 0.158 0.279
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Figura 5.19: Función de correlaciónparparaAl2 líquido en la vecindadde la ramalíquidade la.
curvade coexistencialíquido-vapor. (a) T=66.4K, p = 0.8541gr/cm

3;y (b) T= 70 1<, p = 0.8080
gr/cm3. Las líneascontinuasrepresentanresultadosparael modelo LJ/asocno éstérico. Cua-
dradosy líneasdiscontinuasrepresentanrespectivamenteresultadosde MD y RISM-HNC, estos
últimos tomadosde la referencia[Martíny col. (1995)]. En estaescalalos resultadoscorrespon-
dientesal potencialasociativoson indistinguiblesde los de la teoríaRISM-HNC.
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Capítulo 6

Un casoespecialde asociaciónquímica.
El modelo primitivo restringido en las
proximidades de la región crítica.

6.1 Introducción

El modeloprimitivo de electrolitosha jugado una papelesencialen el estudiode siste-
mas iónicos, siendo una extensiónnatural del modelo de esferasduras. A pesar de su
sencillez,estemodelo ha sido empleadoen gran número de trabajospara analizarlas
propiedadestermodinámicasy estructuralesde salesiónicas ~. La mayorpartede los tra-
bajos de simulaciónse han centradoen el régimende sal fundida [Hafskjoldy Stell (1982),
Can] y Valleau (1970), Larsen (1976), R.asaiahy col. (1972)]. Paralelamentese han desarro-
llado una cantidadconsiderablede tratamientosteóricosbasadosen la ecuaciónintegral
Ornstein-Zernike[Waismany Lebowitz (1972)], o en tratamientosperturbativos,paralos que
el modeloprimitivo es especialmenteadecuado[Hafskjoldy Stell (1982)]. Un casoparticu-
lar del modeloprimitivo esel modelo primitivo restringido (RPM>, en el que se suponen
iones del mismotamañoy la mismacargaen valor absoluto. Este modeloha sido ana-
lizado en profundidad,incluso seha obtenido el diagramade coexistencialíquido-vapor
y fluido-sólido. Los primerosindicios de las posiblesfasesimplicadasen el equilibrio de
fasesdel RPM, sedebena Stillinger y Lovett (1968b>, quienesbasándoseen argumentos
heurísticos,propusieronpor vez primeraun diagramade coexistenciaque incluía las fa-
sesque presumiblementeapareceríanen el equilibrio fluido-sólido. Poco despuésStell y
col. (1976) confirmaronmedianteteoríay datosde simulaciónMC la existenciadeequilibrio
líquido-vaporen el RPM, resultadoavanzadoun año antespor Vorontsov-Vel’yaminovy
Chasovskikh(1975)apartir desimulacionesMC. Simulacionesrecientesmedianteel método
de MC en el colectivoGibbs [Orkoulasy Panagiotopaulos(1994), Caillol (1994)1,han demos-
trado que las teoríaspredecíantan solo a un nivel cualitativoel equilibrio líquido-vapor.
Estos cálculoshan permitidoestimarel punto crítico del sistemaen torno a 27 0.057

Paxaun estudio sobrela validezdel modeloprimitivo restringidoen la descripciónde salesde batutas
alcalinosse refiere al lector a [Larsen (1976)].
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98 Capitulo 6: El RPMen la región crítica

y j4 0.030 2~ En lo que se refiere al equilibrio líquido-sólido cabecitar el trabajo de
Barrat (1987)empleandola teoríadel funcional de la densidad,que desempeñanen cierto
sentidoel mismopapeldedescripcióncualitativaque jugaronlos estudiosinicialesde Stell
y colaboradores.Recientementeseha calculadola coexistencialíquido-sólido mediantesi-
mulación[Smit y col. (1996),Vega,O. y col. (1996)] y teoríade celda~Vega,O. y col. (1996)).
Estaúltimaeshastael momentola alternativateóricamásprecisaen la descripcióndeesta
zonadel diagrarnade fases.

El estudiode la criticajidadde los sistemasiónicosha sido un temade crecienteinterés
en los últimos años [Levelt-Sengersy Given (1993), Fisher (1994), Stell (1995), Pitzer (1995),
Caillol y col. (1996)]. El modeloprimitivo restringidoesprobablementeel mássimpleen el
quesepuedenllevar a caboestetipo de estudios. Buenapartedel interésseha centrado
en la fasedevapor del RPM. Estaesunaregióndondela mayoríade las alternativasteóri-
casfallan, por lo quesehanllevado a cabogrannúmerode estudios[ValLeany col. (1980),
Guían (1983), Bresmey col. (1995), Caillol y Weis (1995)] tratandode encontrarla razónque
hacede estemodelo en esascondicionestermodinámicasun sistematan peculiar. Es-
tos trabajoshan demostradoque un rasgocaracterísticodel sistemaes la existenciade
asociaciónquímica, caracterizadapor la formación de agregados. Es previsible que el
carácterasociativoconllevela apariciónde efectosque son específicosde estetipo de sis-
temas. Recientementesehan propuestoteoríasbasadasen las ideas de Debye-Húckely
Bjerrum, destinadasa considerarla asociacióniónica. [Fishery Levin (1993)]. En lo .e
respectaa teoríasbasadasen la ecuaciónintegral OZ, la relación de cierre por exceh :a
en sistemascargados,HNC, carecede solución realpara la mayorpartede la fasedú .-

por del RPM [H0yey col. (1992)3. La exploraciónde diferentesrelacionesde cierre como
la aproximaciónMSA [MedinaNoyola (1984), GonzálezTovar y col. (1991)], crossover,o la
MSA híbrida(HMSA), conducena resultadosbastanteinciertosen la regióncrítica.

En estecapítulosepresentaun estudiodetalladodel modeloprimitivo restringidoen
las cercaníasdel punto crítico. La simulaciónMC permite dar una imagenmicroscópica
del sistema,bien promediadamediantelas funcionesde correlaciónpar, o más detallada
mediantelos análisis de agregados.Asimismo esposibleemplearla informaciónMO pa-
ra calcularlas funcionespuentedel modelo,y de estamanerajustificar la inexactitud de
ciertasteoríasy a la vezservir depunto de partidaparaproponeraproximacionesmásade-
cuadas.Los estudiosactualesdeecuacionesintegralesno pretendendescribirexactamente
las propiedadesdel modelo,sino másbienexplorar las peculiaridadesesencialesquehacen
del RPM un modelosingularen muchossentidos.

6.2 Diagrama de Fases del Modelo Primitivo Restrin-
gido

Antes de comenzarla discusión del RPM en la región crítica convieneconocerla im-
portanciade éstaen el diagramade fases. En la figura 6.1 se representael diagrama
de fasescompletodel RPM ~ adaptadode un trabajo recientede Vega, Bresmey Abas-

2Véasesección6.3 parala definición de estaspropiedades.
3Parala definición de las variablesreducidasT y p se refiere al lector a la sección6.8.
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Figura 6.1: Diagramade fasesdel RPM. Las lineas representanel equilibrio de acuerdo
con la teoría 1222’ parael equilibrio líquido-vapory la combinaciónde estateoría (faseflui-
da) con la teoría de celda (fase sólida) para el equilibrio fluido-sólido. Los círculos represen-
tan resultadosde simulación tomadosde diversasfuentes: simulacionesMC en el colectivo de

Gibbs (Orkoulasy Panagiotopoulos(1994)1, y en el colectivo canónico (Vega,O. y col. (1996)]
(equilibrio líquido-vapor), y simulacionesMC en el colectivo canónico [Smity col, (1996),
Vega, O. y col. (1996)] (equilibrio fluido-sólido). Se han indicado asimismolas diferentesfases
en coexistencia,líquido (1), sólidatipo OsCí,y red cúbicacentradaen las caras(fcc). La escalaen
gradosKelvin y concentraciónmolarcorrespondeaunasustanciareal,en particularseha escogido
el OsCí.

cal [Vega,O. y col. (1996)]. Quizá una de las característicasmásimportantesdel diagrama
de faseses la gran asimetríade la curvade coexistencialíquido-vapor. En particular la
relacióndensidaden el punto triple / densidaden el punto crítico es del orden de 27,
muchomayorque la observadaen el modeloLennard-Jones,~ 2.8. Estecomportamiento
implica que el cambiode densidada lo largo de la líneaortobáricaesmuy grande,hecho
conocidoexperimentalmente,y que ha despertadounagran controversiasobrela clasede
universalidadque presentanlos sistemash5nicos [Pitzer(1995), Pisher(1996), Stell (1996a.)].
Otro rasgocaracterísticodel diagramade faseses la relacióntemperaturaenel puntotriple
/ temperaturaen el punto crítico, T~/T0 ~ 0.4, en comparacióncon ~ 0.53 en un modelo
Lennard-Jones.Algunas de las diferenciasobservadas,como la mencionadarelación de
temperaturasT~/T~, sepuedenexplicar teniendoen cuentala fuerteatracciónentreiones
decargaopuestadebidaa la interacciónculómbica.Laasimetríade la curvade coexistencia
es un temacontrovertidoquehasido el origen de diversaspolémicas.Como veremosen el
capítulo7, estaasimetríasepuedeexplicarsin necesidadde recurriral carácterculómbico
de las interacciones.En el diagramade coexistenciarepresentadoen la figura 6.1, sehan

0.25 0.50 0.25

p
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indicado con abreviaturaslas aproximacionesteóricasque predicenmásexactamentelas
propiedadesdel RPM. Así por ejemploen el régimende sal fundida las aproximaciones
másexactasson la aproximación122T [Hafskjoldy Stell (1982)] y la teoríaHNC, si bien esta
última esmenosadecuadaque la primeraa temperaturascercanasal punto triple. Teorías
mássofisticadas,comola HMSA o la denominada“crossover”conducenengenerala peores
resultadosquelas dosanteriores.En lo que respectaa las fasessólidas,a alta temperatura
la teoría£22’ suponeunabuenaaproximación,mientrasquea bajastemperaturasla teoría
decelda[Barker(1963)3demuestraserlaalternativateóricamásapropiadaenel tratamiento
de sólidos iónicos.

La situaciónen lo queserefiere a la fasede vapor no estátan clara. A la vista de la
curvadecoexistencia6.1 esobligadopreguntarseporquéocuparsede unaregiónquerepre-
sentauna contribuciónapenasdiscernibleen el diagramade fasestotal. Sin embargoesta
región presentauna fenomenologíamuy rica, motivadaprincipalmentepor la capacidad
que tienen los ionesde asociarsequímicamenteen especiesque, comoveremos,van mas
allá de la imagenhabitualdel par iónico. En la figura6.2 sepresentaendetalleelequilibrio
líquido-vapor.Al igual queenel casoanteriorsehanindicadolas diferentesaproximaciones
teóricasadecuadasparadescribirel comportamientodel RPM en función de la densidady
la temperatura.Comosesabeenel límite p —* O y altatemperaturaseverificala ley límite
de Debye-Hiickel [Robinsony Stokes(1959)]. En el límite de altastemperatura,1/T —+ 0,
y densidadesfinitas las teoríasMSA y liNO conducena los mismosresultados.A tempe-
raturasmásbajasla teoríaHNC essuperior, y en la región l/T 7.0 ‘ ~ 0.01 éstaes
superadaúnicamentepor teoríasmássofisticadascomola INV, quesediscutenen la sec-
ción 6.8. La teoríade Debye-Huickel(DR) haexperimentadoa lo largode los añosnumerosas
modificaciones,motivadasfundamentalmentepor hechosexperimentalescomo el mínimo
de conductividadque apareceen disolucionesde electrolitoscuandoel disolventeposeeuna
constantedieléctricabaja~. Bjerrum [Robinsony Stokes(1959),Bockris y Reddy (1970)] fue
uno de los primerosen introducirrefinamientosen la teoríadeDR. Laapo’taciónfundamen-
tal de esteautor es el conceptode asociaciónjónica, representadapor Lna entidad,el par
iónico. La teoríade Bjerrum,al igual quela de DR, sirvió de baseparadesarrollosposterio-
resentrelos que cabedestacarel tratamientode Fuoss y Kraus [Robinsony Stokes (1959)3,
que contemplala formaciónde trímeroses disolventesde bajaconstantedieléctrica. Re-
cienternenteFishery col. [Fishery Levin (1993)] han empleadounateoríabasadaen la idea
de Bjerrum que representala aproximaciónteóricamás exactaal equilibrio líquido-vapor
del RPM.

En este capítuloseexplora la región que hemosdesignadocomo Asoc. en el diagra-
ma representadoen la figura 6.2. Estase caracterizapor una mayor densidady menor
temperaturaque las regionescontempladaspor las teoríatipo Bjerrum, por lo que previ-
siblementelos efectosoriginadospor la asociaciónquímicaseveránincrementados.Este
hechohaceespecialmenteatractivoun análisismediantesimulación,eí cual permiteobte-
ner unaimagenmicroscópicadetalladade la estructuradel sistema[Abascaly Turq (1991),
Bresmey Abascal(1093),Abascaly col. (1994)3. Es ademásunaregióndesconocidaen lo que

4Un valor típico para un electrolito 2:2 disueltoen aguaya temperaturaambientees 1/T* ~ 7
5Un ejemploclásicoen el queseobservaun ininimo deconductividades el nitrato detetraisoamilamnonio

disuelto en unamezcladioxano/agua,de constantedieléctrica¿ 2.56.
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Figura 6.2: Equilibrio líquido vapordel RPM. Los círculosblancostienen el mismo significado
dadoen la figura 6.1, y la cruz indicala posicióndel puntocrítico. Laslíneascontinuasrepresentan
la curvade coexistenciasegúnla teoría 122T, y las líneasdiscontinuasdelimitan la región de no
soluciónde la teoríaUNO. El significadodel restode símbolosseaclaraen el texto.

serefiere a tratamientosbasadosen la ecuaciónintegralOZ. Estehechosedebeen partea
la incapacidadde teoríascomolaHNC paraproducirsolucionesen estaregión. El restodel
capítulosededicaal estudiodel RPM en condicionesde densidady temperaturacercanas
al punto crítico.

6.3 Simulación MC del RPM en la región crítica

Consideremosun sistemacompuestode N partículas,N/2 cationese igual número de
aniones,contenidosen un volumen V. El potencialde interacciónRPM paraestesistema
venedadopor,

f ~ si r<a
~a9 Z0Z5e

2 ~ r>o. (6.1)

La interacciónentreespeciesa~secomponede dostérminos,un potencialdeesferasduras,
y una contribuciónde largo alcancedefinida por el potencialcoulómbico. La variable e
representala constantedieléctricadel medio, Za la cargade los iones pertenecientesa
la especiea, y o el diámetrode la esferadura. Empleandoargumentosutilizados en la
deducciónde la ley de estadoscorrespondientesparasistemasiónicos [Reissy col (1961)],
sepuededefinir una temperaturay una densidadreducidasen términosde las variables
implicadasen el potencial(6.1),

1&—04 le—03 J~e—02 1,—Dl

p



102 Capítulo 6: El RPM en la región crítica

= 1 _ ZaZaIe2

2” 4rrcok
5Tca (6.2)

= pa
3 (6.3)

dondep = N/V representala densidadtotal del sistema.
Enla figura 6.2 sehanrepresentadolos estadostermodinámicasconsideradosenestees-

tudio,g 0.001— 0.01 y fl = 0—21. Las simulacionesserealizaronempleandoel método
de MC en el colectivocanónico(NVT). La simulacióndel RPM en el régimende bajatem-
peraturay bajadensidadno esfácil debidoa la tendenciade los ionesa asociarseendímeros
y agregadosde mayor tamaño. Estehechopuedehacerque el métodode Metropolis sea
ineficiente,y queel sistemapuedaconvergeramínimoslocalesde energía.Esteproblemade
ergodicidadsemanifiestanormalmenteen laausenciade convergenciaen la energíainterna.
Algunos autoreshan empleadométodosmáso menossofisticadosen los que serecurrea
movimientosde agregadoscompletos[Orkoulasy Fanagiotopoulos(1994),Caillol (1995)3,que
implican traslacionesy rotacionesde estos,junto con los movimientosde las partículas
individuales.En trabajosprevioshemoscomprobadoque el movimientoindividual de las
partículasessuficienteparaobtenerresultadosrepresentativosdel sistema.El númerode
ciclos necesariosparaobtenerunaestadísticaadecuadaen las funcionesde correlaciónpar
sueleserbastantegrande,del orden de 20000-50000movimientosporpartícula.Estoper-
mite que hayauna difusión suficientede los iones, con lo que en la prácticael problema
de la ergodicidadno se manifiesta[Bresmey col. (1995), Caillol y Weis (1995)1. Así los des-
plazamientosmáximosde los iones oscilanentrem¿ = 2o — 4a para los sistemasa alta
temperatura(,? = O — 12) y 0.2 a-D.4 a paralas bajastemperaturas(~ = 12 — 21). Con
estosdesplazamientosel númerodeconfiguracionesaceptadassobrelas totalesoscilaen el
rango30 % - 50 %. Un esquemacomoel indicadoconducea unaenergíapotencialestable,
comosemuestraenla figura 6.3 paradostemperaturas,?= 7 y,? = 18. Esteúltimo caso
sepuedeconsiderarcomoun testriguroso,ya queenestascondicionesel sistemapresenta
unaalta tendenciaa laagregación.En el casode temperaturasmásaltasfi’ = 0—4 sepue-
deemplearla mitad dela caja desimulacióncomodesplazamientomáximode la partícula.
No obstanteesto incide negativamenteen la estadísticacon quese obtienenlas funciones
de distribución, y especialmenteen el valor decontactodeestas,quees fundamentalpara
calcularla presióna travésde la expresión(4.44).

En cuanto al tratamiento de las interaccionesculómbicas,se puedeemplearel método
de Ewald descritoen el capítulo4. No obstanteen sistemasa baja. densidad,como los
consideradosaquí, es factible recurrir a métodosalternativoscomo la imagenmínima, o
bienprescindirde la contribucióndel espaciorecíprocoen el empleode las sumasde Ewald
(ver sección4.2.3). Estos procedimientosconducena los mismos resultados,dentro del
error estadístico,que el métodode Ewald, con la ventajaadicional del Thorro en tiempo
de computacióncon respectoa esteúltimo. El cálculo de las propiedadestermodinámicas
como la energíainternaasícomolas propiedadesestructuralessehacede la formahabitual
promediandosobrela cadenade Markov (ver sección4.5). Como hemoscomentadocon
anterioridad,dado queel potencial es del tipo esferasduras,la presión(o factor de com-
presibilidad), Z, se hadeobtenerapartir del valor de contactode la función de correlación
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Figura 6.3: Energíainternaen función del númerode movimientosparalas temperaturasredu-
cidas¡3’ = 7 y 18 a densidadp = 0.005.

parmediantela expresión(4.44). Sin embargoestaalternativano esválida a temperaturas
bajas, ,? > 12. La presión en estascondicioneses esencialmentecero, y resultade la
cancelacióndedoscontribuciones,energíainternay volumenexcluido,muchomayoresque
el valor al que dan lugar. Por otro lado la función de correlaciónpar 9+— alcanzavalores
del ordende 2000-3000en el rango dedistanciaspróximo a. o, por lo quela extrapolación
deestafunción en el contactoconílevagranincertidumbre.Existeun procedimientoalter-
nativo para calcularla presiónbasadoen la tendenciade los iones a asociarseen especies
de diferentetamaño. Estaalternativasediscuteenseccionesposterioresdondeseanaliza
en detalle la agregacióndel sistema, Otraspropiedadestermodinámicascomo la energía
libre sepuedeobtenerintegrandola energíainternaa lo largo de una isócora,

/JF ___ ____ r13/JU
— I3F~d(~./

3.)~ N (p)+j—(pIfl—— (6.4)

dondelacontribucionesideal, f3Fid¡Ny laenergíalibrede excesode esferasduras,~Fg~/N,
vienendadaspor,

¡3Fíd ín(Cl~í+ ln (Ah (6.5)
N = k2./ \a~)

— 3~2 (6.6)
N

q 9

5.Oe+0E 1.0.407 1.5.407

14. de movimientos
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siendoA la longitud de ondatérmicade Broglie 6, y y = ir,&/6. La expresión(6.6) resulta
de la integraciónde la ecuaci6nde estadode Carnahan-Starling.El tercertérmino que
apareceen (6.4) se puedecalcular integrandoa lo largo de una isócora,o bien ajustando
la energíainternaa una formafuncional conociday obtenerasí la energíalibre integrando
esta expresión. Una forma funcional adecuadaparaeste propósitoes la propuestapor
Larsen[Larsen (1976)3,

+ c2/.P’
12 + cg,? (6.7)

— ¡
3*3/2c1

e4 +

dondelos coeficientese1,...,e4 sepuedenobtenermedianteregresiónno lineal. La energía

libre vienedadapor,

N ~c1ln (c4 +p*3f2) — — cl—cae)1 fe (e+Bt¡2)22c2P1¡2 cafi + ( 2 — e/31¡2+ t

+ c3e) [arctan (2P”/
2—. e)ij (6.8)

siendo e = 4/3, y ¡3Ft”’/N ¡3F¡N — ,3Fíd/N. Hemosempleadolas expresiones(6.7)
y (6.8)pasa.obtenerlaenergíalibrea lo largodelas isócorasp = 0.005y 0.01. A densidades
másbajas,0.001, la expresión(6.7) es inadecuada,con lo que seha. de recurrir al método
habitualde integrar la energíainternadirectamente.Unavez conocidala energíalibre se
puedeobtenerel potencialquímico total empleando,

,BF
(6.9)N

El coeficientedeactividadestárelacionadocon la expresi6n(6.9) mediante,

PF~C
(6.10)N

dondesehaempleadoparaZ el símbolo #, máshabituaden estecontexto. La discusiónde
las propiedadestermodinámicasseda en la sección6.8, junto con los resultadosobtenidos
medianteecuacionesintegrales.En lo quesiguenos ocupamosdel análisisde la estructura
del RPM en el régimende bajadensidad.

6.4 La estructura del RPM en la fase de vapor

El modelo primivitivo restringidoes un sistemaque presentaimportantescambioses-
tructuralesen función de la temperatura. En las figuras 6.4 y 6.5 se representanlas
funciones de correlaciónpar entreiones de la misma carga,~ = g~., y cargaopues-
ta, g.~, para la isócora ~9 = 0.01. Esta densidadrepresentaaproximadamente1/3
de la densidadcrítica predichapor Orkoulasy Panagiotopoulosempleandosimulaciones
GEMO [Orkoulas y Panagiotopoulos(1994)]. Las funcionesg~. presentanen el régimen de

— fih2/(2irm), siendo h la constantede PIancl< y m representala masa.
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Figura 6.4: Función de correlaciónpar paraionesde cargaopuestapara.laisócorap = 0.01.
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Figura 6.5: Variacióncon la temperaturadela función de distribución par
signo9++ = 0.5(g~~+ gj. Resultadosparala isócorap = 0.01.

paraionesdel mismo

bajatemperaturavaloresde contactomuy grandes,que aumentanal disminuir la densi-
dad. Por ejemploparala isoterma¡3 = 18, g~4a+) ~ 226,475,2310, paralas densidades
0.01, 0.005 y 0.001. Estecomportamientosepuedeconsiderarcomo un ejemplode enlace
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5 6 .7

Figura 6.6: Energíaelectrostátivarelativa de diferentesagregadosiónicos.~
referidosa la energíade dosionesdel mismosigno en contacto.

Los Vajores están

químicomotivadopor la fuertetendenciade los ionesde cargaopuestaa asociarseentresí.
La asociaciónno sedetieneal nivel del dímero,sino que seformanestructurascomplejas
queestánmásfavorecidasa menorestemperaturas.Estehechoseilustra claramenteen las
funcionesdecorrelaciónpresentadasen las figuras 6.4 y 6.5, caracterizadaspor el máximo
en a la distancia 2o y el máximoeng~- localizadoen ~ 2.5 — 3a. Estos máximos
sonbastanteanchos,lo que indica la variedadde conformacionesque puedenadoptarlos
agregados.El segundomáximode la función9+— sedesplazaa menoresdistanciasconforme
disminuyela temperatura.Todoestoconducealaconclusiónque laagregaciónestáfavore-
cida a bajastemperaturas,y quela los agregadospresentanenestascondicionesunagran
variedadde conformaciones.Esteefectode la temperaturasereproduceen todo el rangode
densidadesestudiado.Buenapartede los cambiosobservadossepuedenexplicarconside-
randola estabilidadenergéticadebidaa la formaciónde agregadosde diferentestamaño.La
figura 6.6 ilustra laestabilidadrelativade los agregados,basadaen cálculospublicadospor
Vaheany col. (1980). Estosresultadosmuestranquela formacióndeagregadosde tamaño
mayor quecuatroestáfavorecidaenergéticamente,y que la energíadependeen pequeña
medidade la topologíadel agregado.Teniendoestoen cuentaesrazonablepensarque los
agregadospresentenunaentropíaconformacionalsignificativa, por lo queesesperableuna
gran variedadde agregadosde diferentestamaños. Estaimagenestáde acuerdocon la
forma y evolución de las funciones de distribución par, presentadasanteriormente. En
las figuras 6.7-6.9serecogeninstantáneasde configuracionesrepresentativasdel RPM a lo
largo de la isócora¡9 0.005. Un análisisvisual permiteanticiparqueel númerode iones
libres estásujeto a unadramáticareduccióncon la disminuciónde la temperatura.Esto
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Figura 6.7: Configuración correspondiente al estado p = 0.005y /3

t

Figura 6.8: ¡9 = 0.005,,? 15.

Figura 6.9: p’ = 0.005, /3 21.
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podríahacerpensaren la posibilidad de una transiciónconductor-noconductor,análoga
a las transicionesmetal-aislanteobservadasen metaleslíquidos. Caillol [Caillol (1995)] ha
investigadola posibilidadde una transiciónconductor-noconductor,lo que supondríala
violación de la condicióndesegundomomentode Stillinger-Lovett (ver sección2.1). Caillol
concluyeque estacondiciónefectivamenteseviola paralos tamañosde muestrasconside-
radosen las simulacionesMC, pero quea valoressuficientementebajos delvectorde ondas
k -~ O, la constantedieléctricase ajustaa una expresióndel tipo Debye-Hiickel. Esta
expresiónpermiteextrapolaren el límite k -~ O, y el autor concluyeque Ct(k) -4 0, es
decir el sistemaes conductor. Las instantáneas6.7-6.9 confirmanla conclusiónapuntada
anteriormentesobrelasconformacionesde los agregados.En particularla figura correspon-
diente a = 21 muestraque los iones seasocianen grandesagregados,separadosentre
sí por grandesdistancias.A modo de comparacióndigamosquelas configuraciones6.7-6.9
corresponderíana disolucionesde electrolitos2:2 a temperaturaambiente,conun disolvente
cuyaconstantedieléctricaestaríaenel rango 78 (/P = 7)- 26 (? = 21). Estasconstantes
dieléctricasson representativasdedisolventescomo el aguay el etanol.

Los resultadospresentadosanteriormentedescribena un nivel cualitativo las carac-
terísticasesencialesdel RPM cercadela regióncrítica. No obstanteesinteresantedisponer
deinformación cuantitativasobrelos diferentestipos de entidadespresentesen el sistemay
su evolucióncon la temperaturay densidad.Estosresultadossepresentana continuación.

6.5 Análisis de la agregación del RPM en la fase de
vapor

El fenómenode asociacióniónica ya fue consideradopor Bjerrum en la décadade los
20 [Robinsony Stokes(1959)3. Bjerrum introdujo un criterio que le permitía identificar la
proporciónde paresiónicospresentesy de estamanerala proporcióndemonómeros.Esta
teoríasupusoun gran avanceen la explicaciónde ciertasvariacionesen la conductividad,
observadasen disolucionesde iones altamentecargados(electrolitos 2:2). En nuestros
días seadmiteque la imagenmicroscópicaproporcionadapor el RPM, caracterizadapor
una agregaciónque va mucho más allá del dímeroes la adecuada[Bresmey col. (1995),
Pitzer (1995),Caillol y Weis (1995),Stell (tOOea)]. No obstantela ideadeBjerrum esun mo-
tivo recurrenteen teoríasrecientesdel RPM [Fisbery Levin (1993)], que proporcionanuna
visión correctade la curvade coexistencialíquido-vapor,apesarde tenerunabasecuestio-
nable [Yehy col. (1996),Cuillot y Guissani (1996)]. El conocimientoexactode las entidades
presentesen el sistemaesesencialparadesarrollarteoríasquetenganen cuentalas nuevas
interaccionesqueaparecencomoconsecuenciade la existenciade estasespecies.Un ejem-
pío simpledeestaideaesla interacciónion-dipolo quesurgeal asociarselos iones en pares
neutros,y que sin dudajuegaun papel importanteen la configuraciónde las propiedades
finales presentadaspor el RPM [Stell (1996a),Shelleyy Patey (1995)3.

Las técnicasde simulación se revelan como herramientaspoderosaspara emprender
análisis microscópicosdetalladosde diferentessistemas.En particularla obtenciónde la
poblaciónde agregadosconsistesimplementeen “contar” el númerode especiesdiferentes
presentesen el sistema. Las especieso agregadosse construyende acuerdoa un cierto
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criterio, de forma que tomadosdos ionesse consideraque estosestánasociadossi la dis-
tanciaentreellosesmenorque un cierto valor, la distanciade agregación.En el capítulo5
se realizóun análisis de las especiesmolecularesresultantesde la reacciónde asociación,
modeladamedianteel potencialLJ/asoc.En estecasolas contribucionesasociativasy no
asociativasestánperfectamentediferenciadas,lo que permiteproponer una distanciade
agregaciónque defineinequívocamentecuandodospartículasestánasociadas.En el caso
del RPM no esposiblehacerestadistinción,por lo quela agregaciónseestudiaempleando
un cierto númerode distanciasde agregación.Parauna explicaciónmásdetalladadeeste
métodose remiteal lector a la referencia[Bresmey Abascal(1993)]. En estetipo de estu-
dio serequierendel orden de 250 configuraciones,si bien esposible obteneruna imagen
correctade la agregaciónempleandoun númerorelativamentemodestode configuracio-
nes[Bresmey col. (1995)].

En la figura 6.10 sepresentanresultadosde la poblaciónde agregadosparala isócora
= 0.005, considerandodos distanciasde agregación,1.5 a y 2.5 a (para consultade

datosnuméricosvéaseapéndiceC). Estarepresentaciónse puedeconsideraruna imagen
cuantitativade la imagencualitativaobtenidade las configuracionespresentadasen las
figuras 6.7-6.8. El empleode una distanciade agregaciónmayorsetraduceen una ligera
disminucióndemonómerosy un pequeñoaumentode grandesagregados,peroesimportan-
te recalcarque el comportamientocualitativoobservadoen función de la temperatura,no
varía. El efectode la temperaturaesparticularmenteevidenteen la poblaciónde monóme-
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Figura 6.10: Distribución de agregadosexpresadacomo la probabilidadde que una partícula
formepartede un agregadode tamaños, es decir sn,/N,donden, es el númerode agregadosde
un tamañodado. Los númerosrepresentanlas temperaturasen unidadesde ,?, y los símbolos
indican las distanciasde agregaci6n,1.5 o (círculos blancos)y 2.5 a (círculos negros).Los datos
correspondientesa ¡3* = 7.0 y ¡3 = 15 se han desplazadoa lo largodel ejey, 0.5 y 0.25 unidades
respectivamente.
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ros, quea,? = 21 esmuy próximaa cero (ver apéndiceO), lo queestádeacuerdocon las
conclusionesapuntadasen la secciónanterior. Quizá el resultadomás interesantees que
a temperaturassuficientementebajasla poblacióndeagregadoscargadoses muchomenor
(prácticamentecero) que la de agregadosneutros,comolo demuestrala formapeculiaren
dientesde sierra de la función de distribución de agregados. Los dímerosson la especie
neutradominante,si bien a temperaturasdel orden de /P = 21 la probabilidad de los
tetrámerosy dímeroses aproximadamentela misma. En realidadhay una razónde peso
que favorecela formacióndeespeciesneutrasa medidaqueel sistemaseacercaa la región
de coexistencia.Como sesabela aproximacióna la región crítica estácaracterizadapor
la divergenciade la longitud de correlación(véasepor ejemplo[Thompson(1988)]). En un
sistemaneutrono hay impedimentoalgunoparaque existanfluctuacionesde densidadde
extensióninfinita. Por el contrarioen un sistemajónico, como el RPM, la condición de
electroneutralidadlocal imponerestriccionesa estasfluctuaciones‘~, con lo que la forma-
ción de agregadosneutrosseríaun posiblemecanismoque permitegrandesfluctuaciones
de densidadsin violar la condición de electroneutralidad,Como han señaladoalgunos
autores[MedinaNoyola y col. (1978), GonzálezTovar y col. (1991)], la existenciade grandes
fluctuacionesde densidades posible, siempreque se preservela electroneutralidadden-
tro de un volumen y oc ¿c~, donde¡cfl’ representala longitud de Debye. Aunque de lo
dicho anteriormentesepodríaconcluir que el sistemapodríaexperimentarunatransición
conductor-aislanteconcomitantecon la transiciónlíquido-vapor,hay que puntualizarque
desdeun punto de vista formal, la condición de segundomomentode Stillinger-Lovett se
verifica siempreen el RPM, por lo que el sistemaseguiríasiendoconductorincluso en la
fasedevapor. Desgraciadamenteestacuestiónno sepuedeinvestigarmediantesimulacio-
nes,ya que la aparicióndel comportamientopredichopor Stillinger y Lovett puedeestar
relegadoenestossistemasa vectoresde ondas,/e, muy pequeños.Estoexplicaríalas obser-
vacionesde Caillol (1994) referidasmás arriba. El análisisde laagregaciónen funciónde la
densidadconducea conclusionessimilaresa las expuestasen el párrafoprecedente.A altas
temperaturas(figura 6.11-a), el incrementode densidadsetraduceen una disminuciónde
los monómerosen favor dedírnerosy agregadosde mayortamaño.Porel contrario,abajas
temperaturas(figura 6.11-b), la poblaciónde paresjónicos crecea medidaque disminuye
la densidad,si bien esteefectosedebea la tendenciade los sistemasde mayordensidada
formar agregadoscomplejosque involucranmásde dos iones.

7Comosediscutid en la.sección4.2.3las fluctuaciones de carga tienden a ser apantailadas en un sistema
jónico, de formaque propiedadescomoel factorde difusión térmicopuedesernulos en sistemascargados
mientrasqueesdistinto de cero en sistemasneutros.
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Figura 6.11: Distribución de agregados, sn,/N, para las isotermas ¡3* = 7.0 y = 15.0 y

distanciade agregación1.Sa. Los símbolosrepresentandiferentesdensidades;círculos blancos,
¡9 = 0.001; círculos negros, p~ = 0.005, y cruces, ;~* = 0.01.

El reconocimiento de la agregación como característica fundamental en la descripción
de las propiedadesdel sistema,ha desempeñadoun papelcrucial en el desarrollode di-
ferentesteoríasdestinadasal cálculo de la energíalibre en la fasedevapor [Guían(1983),
Tani y Henderson(1983), Laria y col. (1990),Given (1992), Given y Stell (1992)]. Siguiendoa
Taniy Henderson[Taniy Henderson(1983)], las propiedadesdel fluido sepuedenescribiren
términosde la poblaciónde agregadosdel sistema.Básicamenteel vapor setrata como un
gasidealdeagregadosy secontruyeunaexpresiónparalaenergíalibrequeesun funcional
de las densidadesde estosagregados. Parauna descripcióndetalladadel formalismose
remiteal lector al artículo original. La teoríamás simple de estetipo es e] modelo de
agregadoindependiente(MAl) de Gillan (1983), dondese consideraque las interacciones
entreagregadossepuedendespreciaren unaprimeraaproximación.Teniendoen cuentalas
densidadesque nosocupan,0.001-0.01,estosuponeuna simplificaciónbastanterazonable.
La energíalibre vienedadapor,

I3FMAZ —

N c,aP
(6.11)

dondep~ = N~,~a3/Vesla densidadde agregadosde tamaño.s = c+a, siendoc el número
de cationesy a el de aniones,y p representael númerodemonómeroso ioneslibres. Esta

L
~1~—7.O

0

t~’ 15 . O
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últimamagnitudestárelacionadacon el potencialquímicop¿

= In~: (6.15)

relacionadoa su vezcon la energíalibre a travésde la expresión(6.9) En el contextode la
aproximaciónMA! el factor de compresibilidadvienedado por,

ZMÁI = 2Pta (6.16)
CA

Así pues,conocidop~ sepuedeevaluarel potencialquímicoy la presióndel RPM em-
pleandolas expresiones(6.15) y (6.16). Ya seha dicho anteriormenteque el cálculo de la
presiónen el régimen de baja temperaturay bajadensidadse complicadadala incerti-
dumbreintroducidapor los elevadosvaloresde contactoqueexhibenlas funcionesge.... La
aproximación(6.16)presentacierto gradode incertidumbre,dadoque la distribuciónp~
no esúnica, sino que comohemosdicho antes,dependede la distanciade agregación,r~.
En la figura 6.12 sepresentala evoluciónde Z en función de estadistanciaparadiferentes
estadostermodinámicos.En generalZ no presentaun valor constantecomoseríadeseable.
No obstanteparalas temperaturasmásbajas,¡3* =15, la dependenciacon la distanciade
agregacióndisminuyeen gran medida. En estoscasossehan tomadolos valoresen torno
a R4 = 2o comounaaproximacióna los valoresde Z. Se estima que el error asociado a la

presiónobtenidade estamaneraes del ordende 0.02. Una manerade obteneruna conver-
genciamayor de Z en función de r5 consisteen recurrir a aproximacionesmáscomplejas
que involucranla energíade interacciónintrae interagregado[Pitzery Schreiber(1987)3. No
obstanteconsideramosque la aproximaciónMAL es suficienteparapredecirel valor de Z
con unaexactitudrazonable.

8Estaexpresiónha sido obtenidaen un contexto diferentepor H0ye y Olanssen(1989). Estos autores
consideranunareacciónquímicadel tipo A + B # O, cuya constantede equilibrio, 1<, viene dadapor,
1< = f f(r)dr siendof en unaprimeraaproximaciónla función de Mayer. La densidadtotal de partículas
de unaespeciea = A o B es simplemente,p~, = Pa + KPÁPB, donde las densidadessin el signo prima
representanlas densidadesde partículaslibres. La energíainternaconfiguracionaltiene la forma habitual,

U ~ 2~Z~3 J&apurxtdr (6.12)

siendo~at el potencialpar. La derivadade la energíalibre de Helmboltz respectoa la temperaturaconduce
a la expresión(6.12),por lo que,

2

= — p~lnp0)+ KpÁPR (6.13)
a

dondese han empleadolas expresionesdañasmásarriba para1< y p’. Diferenciandola expresión(6.13)
respectoa p’seobtieneel potencialquímico,

= lnp~ (6.14)

que eslamismaexpresiónqueseobtieneen un gasidealexceptoqueladensidadtotal p’ sehareemplazado
por la densidadefectivap, que representaen estecasola densidaddepartículasno asociadas,o densidad
de monomeros.
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Figura 6.12: Variación de Z con la distancia de agregación, r~, según la expresión (6.16). p~
0.001 (círculosblancos),~ = 0.005(círculosnegros).Los númerosrepresentanvaloresde ¡3. Las
líneashorizontalessonlos valoresde presióncalculadosmediantela expresióndel vinal (ec. (4.44)).

El númerodemonómerosesunapropiedadespecialmenteinteresantedadasu relación
con la conductividad eléctrica de la muestra. Por ejemplo, en la teoría de Bjerrum, ésta es
directamente proporcional a la concentración de especies individuales. La expresión (6.15)
summnistra un medio de calcular esta propiedad, y su aplicabilidad se centraen especial
en teoríascomo las de ecuacionesintegrales,que permitencalcularel potencialquimico.
Utilizandolas simulacionesde MC esposiblecomprobarla validez de la expresión(6.15).
En la tabla6.1 secomparael potencialquímicoobtenidomediantelaaproximaciónMA! con
los resultadosdadospor la expresión(6.9). El potencialquímicopresentaunadependencia
importantecon la distanciade agregaciónlo que indica que la aproximaciónMA! no es
del todo adecuada. Los valorespara el potencial químico son entre un 5 - 10 % más
altos que los obteniddsmediantela expresión(6.15), por tanto el númerode monómeros
serátambiénmásalto en comparaciónconel real. Por consiguienteun cálculomás exacto
de ¡3p¿ requeriríala introducciónde contribucionesquetenganen cuentalas interacciones
electrostáticasy efectosdevolumenexcluidode los agregados[Pitzer y Schreiber(1987)3. En
cualquiercasola aproximaciónMA! es unaalternativainteresanteparaobtener,al menos
de forma de cualitativa, informaciónsobrelapoblacióndemonómeros.

Una de las consecuenciasde la asociacióniónica es la observaciónexperimentalde
un mínimo en la conductividad de diferentessistemas,como por ejemplo el nitrato de
tetraisoarnilamonioen la mezcladioxano/agua[Bockris y Reddy (1970)3. La información
obtenidade la poblaciónde agregadospermiteestimarel comportamientocualitativo de la
conductividad. Estase puederelacionarcon la poblaciónde agregadoscargadosmediante

3
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Tabla6.1: DatosdesimulaciónparaIn p~ en funcióndeladistanciade agregaciónparalasisócoras
= 0.001, p~ = 0.005 y p = 0.01. Se haceasode la aproximaciónMA! en la comparacióncon

el potencialquímicototal

7.0

obtenidomediante¡3¡í = ¡SF/N+ Z.

lnpt
= 1.5 R~= 2.0 R~ = 3.0 R~=4.0

—7.18 —7.29 —7.46 —7.67 —8.56

0.001 15.0
18.0

—9.28
—10.44

—9.73
—11.06 —11.30 —11.42

—11.45
~12.88~

21.0 —11.76 —12.86 —13.30 —13.41 —14.38’

7.0 —5.80 —6.08 —7.57

0.005 10.0
15.0

—6.40
—7.93

—6.83 —7.40
—8.66 —9.33

—8.04
—9.91

—8.69
—10.93’

21.0 —10.31 —11.73 —12.83 —13>32 —14.09’

7.0 —5.25 —5.67 —7.21
0.01 10.0

15.0
—5.88
—7.30

—6:50
—8.17

—8.44
—10.75

18.0 —9.12 —10.41 —12.35

Calculadoempleandola expresión(6.16) paraZ.

Tabla 6.2: Densidadde agregadoscargadosparalas
de ag3~egación es 2.0 u.

y *

0.001
0.005

0.01

isotermasr= 7.0 y ¡9* = 15.0. La. distancia

Pot
0.682 6.05 . ío—~ 5.98 . 1V5 0.688

7.0 0.456 2.80 . 1V2 2.15 . l0~ 2.30 . i0~ 0.486
0.347 4.10~ 102 6.86 10~ 5.83 . 10—6 0.395

0.001 5.97 10~ 1.20 . ío~2 1.38 . ío—5 1.78 . i0~ 7.32 í0~2
15.0 0.005 3.46 . 102 2.00 . 102 8.03 10~ 5.46 . 10~ 6.81 . 1V2

0.01 2.83 . 10—2 2.10> 10—2 1.03 . 1V2 1.20 . 10—2 7.16 . 102

la siguienteexpresión,

A/A
0 cx (6.17)

que representala relaciónentrela conductividadobservaday la conductividaden el límite
de dilución infinita. La expresión(6.17) suponequetodaslasespeciescargadascontribuyen
con el mismopesoa la conductividadtotal [Pitzery Schreiber(1987)]. En la tabla 6.2 se
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recogenlas densidadesde monómeros,trímerosy agregadoscargadosde mayor tamaño,
referidasa la densidadtotal de la muestraparados isotermas,/9 = 7.0 y ¡3 = 15.0. Esta
última isotermapresentaun mínimo que segúnla expresión(6.17) indicaríala existencia
de un mínimo de conductividad.Paraobservarel mínimo no es suficientecon considerar
solamentelapoblaciónde monómeros.Comosemuestraenla tabla,otrasespeciescargadas
como los trímeros, contribuyen al valor total con un 15-30 %, pero es la consideración de
todos los agregadosla que determinala existenciafinal del mínimo. Comocomparación
digamosque la teoríade Fuosey Kraus [Bockrisy R.eddy (1970), Robinsony Stokes(1959)3
predice un mínimo de conductividad en las condiciones p ~ 0.005 y /9 ~ 10.

6.6 Funciones puente del RPM en el régimen de baja
densidad

La descripción teórica de sistemas jónicos en el régimen de baja densidad y baja tempe-
raturacontinúasiendoen nuestrosdías un reto. Se puedeafirmar que no existeninguna
aproximación basada en el formalismode la ecuaciónintegralOZ que describaadecuada-
mente esta región del diagrama de fases. A esto hay que unir la incapacidad de teorías
como la HNC, que recordemos es la más exacta globalmente, de proporcionar soluciones

para temperaturas y densidades cercanas a la región crítica. En cuanto a las razones que
motivan estecomportamientocabemencionarpor un lado el carácteraproximadode las
teorías,y en segundolugar los problemasque conlíevauna solución numéricaen la que
estánimplicadasfuncionesde correlaciónquetienenunafuertetendenciaa divergeren las
proximidades de la zona crítica.

Al introducir la ecuaciónde OZenel capítulo3 secomentóqueéstapuedeproporcionar
resultadosexactospara el modelo, si la relaciónde cierre con la que se acoplapara su
resoluciónesexacta.En la teoríaHNC sedespreciaun conjunto importantede integrales
denominadasfuncionespuente,B00. En la mayoría de los casos esto representa una buena
aproximación,perono en el régimende densidady temperaturaconsideradosaquí. Rossky
y col. (1980) demostraron que en condiciones de baja densidad y alta carga existen una
seriede correlacionesquejueganun papelfundamentalen la estructuradel fluido iónico.
Estascorrelacionessurgencuandocuatroiones, dos de signo positivo y otros dosde signo
negativo,seencuentrana distanciascercanas.Las funcionespuentecontemplanla repulsión
entre iones de la misma carga, mientrasque la teoría HNC no, lo que da lugar a un
comportamientoincorrectoen las funcionesde correlación,~ = g....... Por consiguiente,
demostrada]a necesidadde incluir la función puenteen la teoría,parecedeseableconocer
la forma exactade ésta, con el fin de facilitar desarrollosteóricosfuturos. Paraello se
puedeemplearinformaciónexactade las funcionesde correlaciónpar obtenidasmediante
métodosde simulación.

La relaciónde cierre (3.2) acopladacon la ecuaciónOZ permiteobtenerdirectamente
por sustitución la función puente sin más que conocer la función de correlación total h,
siendoésteun resultadode la simulaciónMC. No obstanteesteprocedimientoes en ge-
neral inadecuado,dado que la función It no alcanzasu valor asintóticoparael rango de
distanciasestudiadohabitualmenteen las simulaciones. Incluso con funciones h de muy
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largoalcance,23o-, comoesel casode algunode los sistemasestudiadosaquí, los pequeños
erroresestadísticosen las funcionesde correlaciónqueseobservana largasdistancias,dan
lugar a inestabilidadesde tipo numéricoque impidenun cálculoexactode la transformada
de Fourier It a k -~ 0. Así pues,es más adecuadoutilizar para cortasdistancias,que
esla región de mayor interés,la funcionalidadexactade It proporcionadapor la simula-
ción, y suponerque a largasdistanciasla función de correlaciónsigueel comportamiento
asintóticopredichoteóricamente[Hanseny McDonald (1991>3. El procedimientonumérico
paraobtener3 consisteen resolverla ecuaciónOZ acopladacon la siguienterelación de
cierre [Verlet (1968),Duh y Haymet(1992),Bresmey col. (1995)3,

(r) h~MC(r) si r <r (6.18)
SR’’ _ n SR’~cao ~r; — ~PtLaO~r>si r > r, (6.19)

donder~ representaun radiode corte,quedeterminael rangode distanciasen queseemplea
la función h00(r) exacta. El método paraobtener3 es iterativo y el criterio de conver-
genciaquedeterminala soluciónfinal de esteprocesoestádado por la expresión(3.35).
Los resultadosdependendirectamentedel radio de corteempleado,que hade escogersede
forma quega.rantizela continuidadde la función de correlaciónpar a travésdel radio de
corte. Unamanerade comprobarla calidad del ajusteconsisteen conípararlos resulta-
dos de simulacióncon las propiedadestermodinámicasobtenidasa partir de la ecuación
integral OZ, incluyendo en la relación de cierre la función puenteobtenidaa travésdel pro-
cedimientoanterior. En la tabla 6.3 serecogenresultadosparaun caso representativodel
RPM para la isócora p = 0.01, y en la gráfica (6.13) se representanlas funcionespuente
correspondientes.Las funcionespuente~+÷ = B.... sonsiemprenegativas,mientrasque
las B~ son siemprepositivas. Teniendoen cuentael papelde la función puenteen la
relacióndecierreestosignificaqueel potencialdefuerzamediaesmásatractivoenel caso
de interacciones +— que el potencialpar, representadopor el modelo RPM, mientrasque
esmásrepulsivoen lo queserefierea las interacciones——. Estehechoestádeacuerdocon
las ideaspresentadasen los trabajosde Rosskyy col. (1980),y ademásponede manifiesto
el carácterno universalde la función puente.Carácterque por otro lado se haempleado
para justificar teorías como la RHNC~. En cuantoa la forma funcional de las funciones
puente el hecho más destacable es el rango de las mismas, que para las temperaturas más
bajasseextiendea distanciassuperioresa 5 ~. Esto suponeuna distanciabastantegrande,
pero es compatible con la estructura de este sistema estudiada a lo largo de las secciones 6.4
y 6.5, que muestraque lapresenciade agregadosde gran tamañono esde ningunamanera
despreciable.Otra característicainteresantede estafunción es la singularidada 2a que
apareceen la función ~++~ Estasurgecomo consecuenciade la formafuncional de g.~. en
la regióndecontactoque sepuedeconsideraren buenamedidacomounafunción delta de
Dirac. Si tenemosen cuentala ecuaciónde OZ (3.1) sepuedecomprobarque,

p... ¡h4.jrta)k.4(r32)dra+ (6.20)
9Una formulacidn más reciente del principio de universalidad[Rosenfeld(1996)1,introduce¿staen la

funcionaldela función puentey no sobrelapropiafunción puente.
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Tabla 6.3: Comparaciónde los resultadostermodinámicosdel RPM obtenidosmediantesimu-
lación MC y mediantela ecuaciónOZ acopladacon unarelaciónde cierre que incluye la función
puente.p~ = 0.01.

2.5

1.5

0.5

<UB~> ¡~

—0.5

—1.5

—2.5

/9
ra/a

OZ-4-B MC

flUIN f3P¡p ¡3U/N flP¡p
7.0 4.5 -2.220 0.608 -2.219 0.60

10.0 5.0 -3.917 0.439 -3.918 0.43
12.0 7.0 -5.213 0.395 -5.191 0.40
15.0 7.0 -7.283 0.310 -7.226 0.32
18.0 9.0 -9.496 0.205 -9.405 0.23

Figura6.13: Evoluciónde lasfuncionespuente,¡9fi/¡9*, conel inversodela temperatura,r, para
= 0.01. Los valorespositivos correspondena interacciones+— y los negativosa interacciones

La convoluciónde dos funcionesdelta, 6(r — a>, da lugar a una función “paso” con una
discontinuidaden 2a, H(r — 2v). PuestoqueIt no diverge realmente en a la discontinuidad
se manifiesta en una singularidad que presenta la función de correlación indirecta j’~+ =

-y y tambiénla función puente.
En cuanto al efecto de la temperaturaes importantedestacarque si bien la magni-

tud de las funcionesaumentacon la misma, éstano altera la forma funcional de B. La
representaciónen términos de ¡YB¡/9 indica que aparentementees posible proponeruna
funcionalidadúnicapara3, pero éstano escalade una formasimple con la temperatura.
En el resto del capítulo seestudiandiferentesaproximacionesa las funcionespuenteque

U?

3 5
rio
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se han presentado en esta sección.

6.7 Teoría de ecuacionesintegrales para el RPM

Una de las líneas más fructíferas en lo que al estudiode sistemascargadosserefiere esla
iniciada por Debye y Hiickel en 1923 (véase [Bnbinsony Stokes (1959)]). Esta aproximación
ha servido de basea otras teoríascomoDHX o DH3, que han tratadode corregirciertas
deficiencias presentes en la versión original, por ejemplo incorporando la simetría correcta
de las funciones de correlación g+— y ~++s respectoa la unidad. Otros desarrollosdebi-
dos fundamentalmentea Kirwood (1934), inciden sobrelas limitacionesde la ecuaciónde
Poisson-Boltzmann,basede la teoríade Debye-Hiickel. Estanuevaaproximacióndenomi-
nada Poisson-Boltzmann modificada, muestra un éxito relativo en la predicción de propie-
dadestermodinámicas.A bajas concentracionesreproducecualitativamentelas funciones
de correlación, si bien no es capaz de reproducir correctamente el comportamiento de corto
alcancede las funciones~‘~+ 10 Una alternativadiferentees la basadaen el conocimien-
to de las funcionesde correlacióndel sistema,lo que permitededucirel comportamiento
termodinámicodel modeloprimitivo de electrolitosa travésde la formulaciónde McMillan-
Mayer [McMillan y Mayer (1945),Friedman(1971)]. Algunas de estasteoríasestánbasadas
en las ecuacionesdeBogoliubov-Born-CreeneYvon (BBGY) [Hanseny McDonald (1991)] o
las de Kirwood (1935), pero sin dudala másempleadaesla ecuaciónde Ornstein-Zernike.

La teoríamássencillaenel contextode laecuaciónintegralOZ esla queseconocecomo
MSA (Mean sphcrica! approximation) [Waismany Lebowitz (1972)] (véaseapéndiceB). El
gran mérito de estaaproximaciónes que sepuederesolveranalíticamente.Debido a la
naturalezade la teoríaMSA las funcionesde correlaciónparainteracciones++ y -i-— son
simétricasrespectoa la función de correlaciónde esferasduras.Esteesun comportamiento
remíniscente de la teoría de Debye-Húckel, donde el desarrollo en serie de la exponencial
de Boltzmann da lugar a un comportamientosimétrico de las funciones de correlación,
pero en este caso en torno a la unidad. El efecto principal de la simetríaen la teoría
MSA eslapredicciónde funcionesdecorrelación++ quesonnegativasa cortasdistancias.
Este comportamientono impide sin embargoque estaaproximaciónpredigaresultados
estructuralesa un nivel cualitativo.

Unade las teoríasde ecuacionesintegralesmásutilizada en el campode sistemascar-
gadoses la teoría de la cadenahiperreticulada(HNC). Se puedeconsiderarde hechoco-
mo la teoría más exactaen la descripciónde propiedadesestructuralesy termodinámi-
cas en un amplio rango de condicionesde densidady temperatura. La exactitudde esta
teoría se extiendea electrolitosaltamentecargados,si bien en el caso de baja densidad
y baja temperatura(temperaturaambientey baja constantedieléctrica, o temperatura
ambientey alta carga), la descripiciónempeoranotablemente. Teniendo en cuenta el
análisis presentadoen la secciónanterior, es evidenteque la teoría HNC es una apro-
ximaciónbastanteburda dado que las funcionespuenteno son de nigunamaneradespre-
ciablesen estaregión del diagramade fases. Dejandoa un lado la línea propuestapor

‘0Parauna discusiónsobreel tratamientoteórico de sistemasiónicos se remiteal lector a las referen-
cia [Friedman (1971), Valleau y col. (1980)1.
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R.ossky y col. [Rosskyy col. (1980), Bacquety Rossky(1983)] para incluir la función puen-
te, la alternativamás común es aproximaresta función medianteun funcional local ~
que dependenormalmentede la función de correlaciónindirecta, y. De acuerdoa los
trabajosde diferentesautores [Duh y Haymet(1992), Llano Restrepoy Chapman(1994)] es
posible encontrarun funcional “universa]” tal que permitarepresentarla función puente
en términosde -y. Un ejemplode estetipo esla aproximaciónPercus-Yevickrenormaliza-
da [Percusy Yevick (1958>3 propuestapor Allnat (1964)(PYA),

B’yÁ= ín(í +.>.SP)~rSR SR ~ (6.21)

RecientementeDuh y Haymet (1992) han propuestouna funcionalidadpara B, basada
en un análisis de resultadosde simulación, e inspiradaen la aproximaciónde Livshits-
Martynov (1989). Estaaproximaciónrecibeel nombrede INV,

= l+2y~fr—y~— 1 si ySR >~ (6.22)

B~íV = ~~00expQ— SR 5~~g <o (6.23)

En el caso de sistemascargadosla formafuncionalde B depende del esquema de descom-
posición empleadopara renormalizarla ecuaciónOZ, a travésde la función gR~ Allnat
fue el primeroenabordarestacuestióny pararesolversu aproximación,PYA, empleóun
potencialculómbico.Estaesjustamentela descomposiciónque seha. utilizado en la renor-
malizaciónde la ecuaciónOZ presentadaen la sección3.4. Empleandoterminologíatípica
de teoría de perturbaciones,el potencialconsideradopor Allnat consisteen un término
de referenciaUSR, que es decorto alcancey estárepresentadopor el potencialdeesferas
duras, URS,más una segunda contribución, ULR, la perturbación,debidaa la interacción
culómbica.Podemosescribirentonces,

JIS
= (6.24)

LR _ ZaZge
2

UaiY — ci- (6.25)

que es la descomposiciónempleadaen la sección3.4. Siguiendolo explicadoen ésasec-
ción, se descomponela función de correlacióndirecta e, en en dos contribuciones. Si
el término de largo alcance,~, correspondientea la función c es del tipo culómbico,en-
toncesel término de largo alcance,q, de la función de correlación total, h, no es más
que el potencialde fuerzamediade Debye-Hiickel (DH). De ahoraen adelantenos referi-
mos a estadescomposicióncomo culómbtca. En el caso de potencialesduros Anderseny
Chandíer[Anderseny Chandíer(1972),Friedman(1971)3handemostradoquela elecciónmás
convenientees aquéllaque considera,q = O para r c a (véaseapéndiceB), estoes, en
q seincorporael tamañofinito de las partículas.Estaesla teoríaconocidacomo ORPA
(OptimizedltandomPItase Approzirnation). El resultadofinal de estaelecciónes la con-
sideraciónde un potencialde fuerzamediadel tipo MSA en lugar del tipo DH comentado

“En la formulaciónde Rosenfeldíos funcionalesno son locales.
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más arriba. El potencialrenormalizadoy e] de largo alcanceestánrelacionadospor una
expresiónsimilar a la ecuaciónOZ [Duhy Haymet (1992)),

(6.26)

que acopladocon la relacióndecierre del tipo MSA,

(6.27)qag(r) = Osir’za

= ZaZ,3 e
2 si r > a (6.28)

permiteobtenerel potencialq óptimo parael modelo primitivo restringidodeelectrolitos.
En lo quesiguenosreferiremosal esquemarepresentadopor las ecuaciones(6.26)y (6.27),
como descomposiciónoptimizada.En la figura 6.14 secomparanlas funcionesq obtenidas
empleandolos dosesquemasde descomposiciónparaun estadorepresentativodel RPM,

= 0.01 y /9 = 7.0. A largasdistancias,r > 3 el potencialrenormalizado,q, esindepen-
dientedel esquemade descomposición.Por el contrarioa cortasdistanciasla alternativa
culómbicasetraduceen unafuncióndivergente,mientrasque la descomposiciónoptimiza-
da conducea unaq finita en todo el rangode distancias.Tambiénes interesanteobservar
que, en lo que respectaa esteúltimo esquema,el potencialde largo alcancerenormalizado,

es ceroa distanciasr < a, lo que sepuedeinterpretarcomo que el potencialde largo
alcanceno perturbala función de correlacióntotal paradistanciasmenoresque a.

10

$

o

—5

—‘o
0 2 3

rAs

Figura 6.14: Potencialrenormalizado,q, parap

(líneas continuas) y optimizada (líneas discontinuas).
— 0.01 y ~ = 7.0 en sus versionesculómbica
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Los primerostrabajosque tienenen cuentala utilización de un potencial optimizado
en lugar del culómbico se debena Rogde y Hafskjold (1981, 1983), que lo emplearon
para resolverla teoríaPY renormalizadaparael RPM, en el rango de densidadesp =

10~ — 0.3 y temperatura /9 ~ 7. En estas condiciones de temperatura y baja densidad
la teoría¡ZINC presentaciertasdiscrepanciasen lo queserefierea la funcióng++, quehan
sido objeto de estudiodurantelargo tiempo. Trabajosposteriores[Ichiyey Haymet(1990),
Duh y Haymet (1992), Babu e Ichíye (1994), Bresmey col. (1995)3empleandoel modeloRPM
o modelossimilaresa éste,muestranquela combinaciónde un potencialoptimizadojunto
con unafunción puenteadecuadapermitencorregiralgunosde los problemasquepresenta
la teoría¡ZINC. No obstantela mayorpartede estosestudiosserestringena condiciones
lejanasal punto crítico por lo que no seconoce,en primer lugar, el rango de solución de
estasteorías,y ensegundolugarlaconvenienciade emplearunadescomposiciónoptimizada
frentea una culómbicaen condicionesde alta asociacióniónica. En la siguientesecciónse
estudia en profundidadestetema analizandodiversasteoríasy empleandolos dosesquemas
de descomposición mencionados.

6.8 Resultados teóricos del RPM cerca de la región
crítica

Seguidamentese analiza la capacidadpredictivade diferentesteoríasen la descripción
de las propiedades termodinámicas y estructurales del RPMen las proximidades de la
región crítica, Como semostrarála teoríaMSA es la másinexactade las aproximaciones
estudiadas,pero tieneel indudableatractivodesersolubleen todoel rango dedensidades
y temperaturas. Las teorías mas exactas tienen la desventaja de no presentar soluciones
realesa bajas densidades,excepto en el rango de altas temperaturas.Veremos que la
incorporaciónde las funcionespuentepaliaenparteesteproblema,permitiendopor un lado
obtenersolucionesen estadostermodinámicosmuycercanosal punto crítico, y en segundo
lugar mejorandola descripciónteóricade las propiedadestermodinámicasy estructurales
de electrolitosaltamentecargadosen condicionesde temperaturaambiente.

6.8.1 Funciones de correlación par y funcionespuente.

A lo largo de este capítulo se ha tenido ocasiónde comprobarque el RPM muestrauna
estructuramuy complejaen la regióncrítica,lo queinvalidaaproximacionessimplescomo
la MSA, o la ¡ZINC. En lo que se refiere a estaúltima,estehechohaquedadoespecialmente
claro en el estudiode las funcionespuentepresentadoen seccionesanteriores.En cuanto
a las aproximaciones posibles a las funcionespuentese han presentado alguna de ellas,
como la PYA, o la ¡Ny, que estudiaremos seguidamente. En función del esquemade
descomposiciónempleadonos referiremosa estasaproximacionescomoPYA, INVC, para
la opción culómbica y PYO, INV, para la optimizada.

En la figura 6.15 se recogenlas prediccionesde diferentesteoríaspara las funciones
puente del RPMa la densidad p 0.01. Globalmente la mejor aproximación es la INV,
en particular es notable el comportamiento de esta teoría a /9 = 7.0. Parte de este éxito se
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Figura 6.15: FuncionespuenteobtenidasmediantesimulaciónMC juntocon resultadosobtenidos
de diversateorías,FYA, INVO, FYO e INV.
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Figura 6.16: Funcionespuentedel RFM¶arala isoterma3 7.0. Los círculos representan
resultadosde simulación MC, y las líneas prediccionesobtenidasde las teorías, INVO (líneas
continuas>e INV (líneasdiscontinuas).Los números0.01 y 0.001hacenreferenciaalas densidades
consideradas.
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debea su origensemiempírico[Duhy Haymet(1992)]. A temperaturasmásbajas,/9 = 10,
la teoríaINV sobreestimalas funcionespuentemientrasqueel restode las aproximaciones
son incapacessi quierade predecir correctamenteei signo de las mismas. En cuanto
al efecto de la densidad,éstese ilustra en la figura 6.16 para un estadorepresentativo,
/9 7.0. La disminuciónde la densidadimponeun drásticoincrementoen la magnitudde
las funcionespuente,que daorigena un problemade carácternuméricoen la extracción
de estas funciones mediante el método referido en la sección 6.6. Así para p = 0.001 y
temperaturasbajas,no se obtienensolucionesconvergentes.La teoríaINV demuestraser
una vez más la más exacta en la descripción de las funciones puente, si bien hay que hacer
notar que las diferenciasentreéstay la INVC sonmenoresen regímenesde densidaddel
orden de p~ = 0.001. Por lo tanto en lo que respecta a las aproximaciones INV e INVC,
queda claro que en el régimen de alta densidad la descripción adecuada de las funciones
puente requiere un esquema optimizado, mientras que a bajas densidades ambos esquemas,
optimizadoy culómbico,sonequivalentes.Esto resultacomprensibleya que los efectosde
tamañofinito de las partículassonmenoresa densidadesmásbajas. Las funcionespuente
teóricas son por lo general de más corto alcance que las E de simulación. Este efecto se
ilustra claramente en el caso, /9 = 7, p = 0.001 (Fig. 6.16), dondeademásse aprecia que
las teoríasINV en INVC convergenentresí a distanciasmayoresque 4 o, lo que estáde
acuerdocon el comportamientoapuntadoanteriormenteparael potencialrenormalizadoq
(véasefigura 6.14).
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0.5

0.0

1.0

0.5

0.0
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— PYA
---— I,Yo
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0.5 —-— INV
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0.0
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Figura 6.17: Funciones de correlación par para la isoterma/y = 7.0 y densidades0.01-0.001.Se
incluyen datos de MCy predicciones de las teorías HNC, ¡‘YA, ¡‘YO, INV e INVC.
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En cuantoa la estructuradel sistemarepresentadapor la función de correlaciónpar,
se puede adelantar que los resultados seguirán un patrón similar al visto en el caso de
las funciones puente. En la figura 6.17 se recogen los resultados de las funciones de co-
rrelación par ++ del RPMpara la isoterma /9 = 7.0. De acuerdo con la figura 6.15 la
teoría INV es la más exacta en todo el rango de densidades estudiado. A densidades bajas
es especialmenteevidentela inexactitud de la teoría ¡ZINC, que prediceun máximo ~++

en r = 2o. Este comportamientono es más que una sobreestimación de la existencia de
trímeros, y como se desprende de los resultados se puede eliminar empleando funciones
puente bastante inexactas. De acuerdo con lo apuntado anteriormente, a bajas densidades
las teorías se tornan independientes del esquema de descomposición.

La disminución de la temperatura se traduce en que la mayoría de las teorías son
incapacesde proporcionarsoluciones. Sólo las aproximacionesPYA e INVC permiten
llegarhasta/9 = 18 paradensidadesdel ordende 0.01. En cualquiercasohayque decirque
independientemente de la funcionalidad de E y del esquema de descomposición empleado,
las funcionesde correlaciónteóricasmuestrangrandesdiferenciasrespectoa las obtenidas
mediantesimulaciónMC (ver Fig 6.18). No obstantela formafuncional es muy similar a
la correspondiente a los resultados de simulación. Este hecho se ilustra en la figura 6.18-b,
que corresponde a la temperatura /9 =15, donde se ha incluido como ejemplo la función
de distribución par resultado de la teoría INVC, pero a la temperatura /9 23. A la vista
de este resultado parece interesante examinar la forma funcional de la función puente en
este estado (figura 6.19). La función puente teórica sólo contiene información cualitativa
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Figura 6.18: Funcionesde correlación par parala isócorap~ = 0.01. Se incluyen datos de
simulacionesMC y resultadosde las teorías¡‘YA , PYO , INVC e ¡Ny. Las líneasdiscontinuasy
puntoscorrespondea resultadosde la teoríaINVC a la temperaturafi = 23.
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Figura 6.19: Función puente según la teoría INV para p~ = 0.01 y ~3*=23 (líneas) comparada
con datosde simulaciónMC a = 15 (línas discontinuasy puntos).

de la función real, comosedesprendede la comparacióncon los datos de simulación.En
cierta manera se puede decir que su papel principal es estabilizar la solución de la ecuación
integral en la región de baja temperatura. En este sentido y dada la magnitud de B teórica,

sepuedeconsiderarqueesteresultadoesrepresentativode teoríascomo la HNC quecomo
seha comentadoanteriormenteconsideranque E esnula.

6.8.2 Energía interna, factor de compresibilidad y coeficiente de
actividad.

En esta sección se discuten las propiedades termodinámicas del modelo primitivo restrin-
gido empleando las ecuaciones integrales estudiadas en la sección anterior, y la teoría
MSA. Puestoquelas propiedadestermodinámicasderivande las funcionesde correlación
par, es evidente que los resultados se corresponderán en buena medida con las tendencias
observadasanteriormenteparasus homólogosestructurales.

La energíade excesosepuedecalculara partir de las funcionesde correlaciónemplean-
do la expresión(2.8). Los datospara estapropiedadsepresentanen la figura 6.20 y los
resultadosnuméricosserecogenen el apéndiceE. A temperaturasintermedias,/9 ~ 7,
la teoríamás precisaes la INV (ver tablasapéndiceB), lo que estáde acuerdocon los
resultadospresentadosen la secciónanterior. Sin embargola disminuciónde la tempe-
raturaincrementalas diferenciascon los datosde simulación,comportamientoobservado
por el restode las teorías, ¡‘YO, INVC y HNC. No sehanincluido los resultados¡‘YA ya
que a bajasdensidadescoincidencon los de la aproximación PYO, y a altas densidades

3 4 5
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Figura 6.20: Energíaconfiguracionalreducidadel RPM
0.01. Se comparanlos resultadosde las simulacionesMC
diversasteoríasMSA, HNC, ¡‘YO, INVC, INV.

paralas isócoras 9 = 0.001, 0.005 y
(círculos) con los obtenidosmediante

sonsimilaresa los de la ecuaciónintegral INVC. Todasestasteoríassuponenunamejora
importanterespectoa la aproximaciónMSA, queprediceen todos los casosenergíasdema-
siado altas. Algunasde las teoríasarribamencionadas,INV e INVC, tambiénsemuestran
superioresa la MSA en la reproduccióndel hábito de las curvas, que a bajadensidades
de tipo sigmoideo,mientras que altas densidadesy altastemperaturases esencialmente
lineal. Con respectoal esquemadedescomposición,ésteconducea resultadosdiferentesa
alta densidad,mientrasquea bajasdensidadesla energíainternaesinsensibleal esquema
empleado(ver apéndiceB). En cuantoal factor de compresibilidad,Z, las predicciones
teóricaspresentanun comportamientosimilar al de la energíainterna,y comonormagene-
ral conducena valoresmásbajosquelos de simulación,como sedesprendede la figura 6.21.
Las prediccionesteóricaspara la energíainternay la presiónvan en sentidoopuestoen
lo querespectaa los datosde simulación. Estehechoconduceal resultadorecogidoen la
figura 6.22, quemuestraqueel coeficientede actividad,ln -ye, sepredicecuantitativamen-
te. Vénaseen concretolos resultadosde la teoríaINVC parala isócora0.01. Teniendoen
cuentala relaciónde la energíainternay el coeficienteosmóticocon el coeficientede activi-
dad (ecuación6.10),esobvio quelos resultadospresentadosparaye... son la consecuencia
deuna cancelaciónafortunadade errores,de la quesebeneficiatambién,aunqueen menor
medida,la teoríaMSA. Los resultadosdel coeficientede actividadsepodríanemplearen
principio paraobteneruna propiedadimportantecomo es la densidadde monómeros.No
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Figura 6.21: Factor de Compresibilidad del RPMpara las
líneas tienen el mismo significado en la figura 6.20.
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Figura 6.22: Coeficientede actividaddel RPM paralas isócorasp = 0.001, 0.005 y 0.01. Los
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obstantecomosehamostradoen la sección6.5, la aproximaciónMAl sobreestimael valor
del potencialquímico y por tanto el número de monómeros,de forma que se precisaría
una alternativateóricamásrigurosaqueincluyerainteraccionesintere intra-agregado,que
previsiblementeson importantesen estecontexto.

En resumen,sepuedeconcluir queciertasteoríascomo la ¡Ny, predicencorrectamente
laspropiedadesestructuralesy termodinámicasde sistemascargadosencondicionesdebaja
densidadperolejos de la regióncrítica. En realidadla utilidad de estasaproximacionesse
restringea un pequeñorango de temperaturasy densidades.Las únicasteorías,no siendo
la MSA1 que permitenobtenersolucionesen la regióncrítica son la ¡‘YA y la INVC. Sin
embargo los resultados presentan inportantes deficienciasen comparacióncon los datosde
simulación.Curiosamenteestasteoríassonmuy exactasen la descripcióndel coeficientede
actividad,aunqueestehechoestámotivadopor unacancelaciónde errores.En definitiva,se
puedeconcluir quela descripciónteóricade las propiedadesestructuralesy termodinámicas
de sistemas cargados en las proximidades del punto crítico es un tema abierto. En este
sentido teorías como la de Ebeling-Crigo ~Ebelingy Crigo (1982), Yeh y col. (1996)] basadas
en al teoríaMSA y que incorporaelementosde asociaciónquímicamedianteteoríascomo
la de Bjerrum,puedenservir de baseparaaproximacionesfuturas.



Capítulo Y

Influencia de la asociaciónen el
equilibrio líquido-vapor de sistemas
simples

7.1 Introducción

El estudiodel comportamientocrítico dediversossistemas,enespecialdesistemasiónicos,
hasido un temarecientedediscusión[Levelt-Sengersy Given (1993), Pitzer (1995)]. Normal-
menteseconsideraquelos sistemasiónicos pertenecena la clasede universalidaddel tipo
clásico ~, si bienexisteunaconsiderablecontroversiaenel sentidode si cercadelpuntocríti-
co serecuperael comportamientoIsing, que espor otra parteel observadoen la mayoría
de las sustanciassimples,comoel argón. Estecambiodeclasede universalidades lo que
sedenominaen la bibliografíacrossouer, y sehaobservadoexperimentalmenteen diferen-
tessistemas[Chieuxy Sienko (1970),Narayanany Pitzer (1994a),Narayanany ?itzer (1994b)].
Unadelas característicasquedistinguealos sistemascargadosdelos no cargados,eselbajo
empaquetamientoquepresentanlos primerosen el puntocrítico. Asimismoel cambiode la
densidada lo largodela líneadecoexistenciaesmuygrande.La relacióndedensidadesen el
puntotriple y en el punto críticoesdel ordende ochoparael ¡<Cl [Kirslxenbaumy col. (1962)],
mientrasque es sólo del orden de tres para sustanciasno cargadascomo el argón. Este
hechose traduceen una desviaciónde la ley de estadoscorrespondientesque no es ex-
clusiva de los sistemasiónicos,sino que se ha observadoexperimentalmenteen sistemas
aparentementepocorelacionados,comometaleslíquidos[Hensel(1990)] o sistemaspoliméri-
cos [Johanny(1978)]. Otros sistemasque presentanun comportamientointeresanteen lo
que se refiere a las propiedadesde coexistenciason los coloides. En concreto,el cam-
bio de la fuerza iónica del medio puedehacerque la fase líquida se vuelvainestabley
que el sistemapresentefinalmenteuna transicióndirectafluido-sólido [Gasty col. (1983),
Lekkerkerkery col. (1992), Leal Calderóny col. (1993),Puseyy col. (1994)]. Recientementese
hanrealizadodiversosanálisismedianteteoríay simulaciónutilizandomodelosdepotencial
talescomoYukawa, Stockmayero Lennard-Jones.Estos estudioshan permitido concluir

‘Véase sección7.4 paraunamayordiscusiónsobreel temade criticajidad.
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que paraun rangode interaccióndel potencialsuficientementecorto (Leeuweny Smit (1993),
Weis y Levesque(1993),Hageny col. (1993),Lombay Almarza(1994), Hageny Frenkel (1994)]
el fluido experimentauna transicióndirectahaciael sólido, esdecir,no existefaselíquida
estable.

A lo largo de los capítulos 5 y 6 se han presentadodiversosejemplos de sistemas
asociativos,es decir, sistemasen los que sus constituyentesse puedenasociarquímica-
mente.Estehechoesel origen de importantecambiosen las propiedadestermodinámicas
así como en la estructuradel sistema. En el caso de modeloscargadostambiénda ori-
gen a la disminuciónde la conductividadeléctrica,y eventualmentea la apariciónde un
mínimo en estapropiedad. A pesarde la rica fenomenologíaque presentanlos sistemas
asociativos,el estudiodel equilibrio líquido-vaporde los mismosharecibidopocaatención
en comparacióncon modelosno asociativos. Cabedestacarno obstantealgunos traba-
jos EChapmany col. (1988), Johnsony Gubbins(1992), Seary Jackson(1995)] que han anali-
zado estacuestiónempleandomodelosasociativosdel tipo centroslocalizados,o modelos
de fuerzascentrales[Bresmey col. (1997a)].

En estecapítulo se estudianlas propiedadesde coexistenciade un sistemaasociativo
modeladomedianteel potencial de fuerzacentralesLennard-Jonesasociativo (LJ/asoc)
introducidoen el capítulo 5. Allí seobservóque en determinadascircunstanciasaparecen
indicios de inestabilidaden el sistemaque aparentementeestánrelacionadoscon el carácter
asociativodel mismo. Seguidamenteprofundizaremosen estacuestióncon el objetivo de
evaluar la influenciade la asociaciónen el equilibrio líquido-vapor de sistemassimples.
Veremosque estainformaciónesútil parainterpretarel comportamientoobservadoexpe-
rimentalmenteen sistemascargadosy metaleslíquidos.

7.2 Análisis de la estabilidad de sistemasasociativos

En lo quesigue consideramosla estabilidadde un sistemamodeladomedianteel hamilto-
mano LJ/asoc,que recordamos,estádefinido por la expresión,

1
= (~k(r — L)2 — De](1 — t(r)) + U

1j(r)t(r) (7.1)

En el capítulo 5 se han introducidolas variablesque conformanel modelo y discutido su
influenciasobrelas propiedadestermodinámicasy la asociacióndel sistema,por lo que se
refiere al lector a ése capítulo para cualquier discusión en este sentido.

La líneaespinodalmarcala fronteraa partir de la cual el sistemapierdela estabilidad
mecánica.Matemáticamente,la líneaespinodalestádefinidaporel conjunto depuntosque
verifican,

1Xo (OPP) ~, — E papp3ag(0)= 0 (7.2)
pato

por lo que es fácil de determinarsi se disponede un medio para calcular la función de
correlacióndirectadel sistema,por ejemplomedianteuna teoría de ecuacionesintegrales
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como la HNC. En el capitulo 5 seha demostradoque éstaes una aproximaciónque pre-
dice correctamenteaspectosestructuralesy termodinárnicosde modelosasociativoscomo
el LJ/asoc. Sin embargo,diferentesautoreshan apuntadoquela teoríaHNC no presen-
ta unalíneasespinodalreal [Watts(1969),Kinoshitay Harada.(1988), Kinoshitay col. (1990),
Brey y Santos(1996)] en el caso de potencialesdel tipo U. RecientementeBelloni (1993)ha
extendidoesteestudioa diversossistemas,Yukawa,RPM, ..., etc,y concluyeque lo que
normalmentesetoma como línea espinodalestácaracterizadoen la HNC por una cuasi-
divergenciaen la compresibilidadisotermaque esfinita, y por la presenciade una doble
soluciónde la ecuaciónintegralquelimita la regiónde solucionescomplejas.Asimismolas
funcionesde correlaciónson de corto-medioalcance.Estas observacioneshan sido confir-
madasen trabajosposteriores[Rulí (1996)]. Sin embargoa efectosprácticosla diferencia
entrela líneaespinodalrealy estaotra,que llamaremospseudoespinodal,espequeña,por
lo que sepuedetomarcomoindicativade la presenciade unainestabilidaden el sistema.

7.2.1 Influencia de la distancia de enlace

Ladistanciade enlacedeterminaenbuenamedidalageometríadelos agregadosmoleculares
que se puedenformar comoresultadode una reacciónde asociación.Por consiguientese
puedeesperarque estavariable tengauna influencia significativa en la estabilidaddel
sistema. En la figura 7.1 sepresentanlas lineaspseudoespinodalesdel potencialLJ/asoc
parak* = 1.5 x lOt D~ = 0 2 y diferentesvaloresde la distanciade enlaceLfi. El análisisse
ha realizadotanto parala reacciónhomogéneacomo parala heterogénea.Recordamosque
en el caso particularL <0.5 la reacciónheterogéneaconduceexclusivamentea moléculas
diatómicas. Paradistanciasde enlacemayoresque éstasepuedenformar otras especies
pero en cualquier caso, el númeroy conformacionesde las mismases menor que en la
reacciónhomogénea.Antesde continuarhay que puntualizarque en el régimen de baja
densidadno esposibleobtenerla líneapacudoespinodalde la teoríaHNC ya queantesde
llegar a ella sealcanzala líneade no solución.Por lo tanto las líneasde la figura 7.1 en la
zonadebajadensidadrepresentanla líneade no solucióny no la líneapseudoespinodal~.

En la regiónde bajadensidadel gradode asociaciónes pequeño(véasecapítulo5), de
forma quelas diferenciasentrelos sistemasasociativosy no asociativos(representadopor
el potencialLennard-Jones)han de ser pequeñas.En efecto, las curvasde no solución de
los diferentessistemasconvergena una valor único a medidaque disminuyela densidad.
Sólo paradensidadesrelativamentealtas,< ~ 0.15, seobservaunadiferenciasignificativa.
El incrementode la densidadfavorecela asociaciónentrepartículasy las diferenciasentre
los distintos sistemasse hacenmáspatentes. En primer lugar, la asociaciónda lugar a
regionesde estabilidadmis asimétricas.Si éstasserelacionancon la región de estabilidad
termodinámicasepodríaconcluir quela asociaciónimponeunmarcadocarácterasimétrico

2Parauna discusiónsobrela elección de estosvaloresvéasecapítulo5.

3Ladistinciónes no obstanteun tanto sutil. Paradensidadestípicasdel líquido esposibleobtenerla línea
pseudoespinodalqueverifica quex’ = 0. Sin embargoen la región de bajadensidadla ecuaciónintegral
no permitealcanzarestacondición.Aunqueconceptualmentela líneade no solucióny la pseudoespinodal
son similares,ya que ambasestáncaracterizadaspor valoresde la susceptibilidadmuy elevados,en este
trabajopreferimosmantenerla diferenciaciónentrelos doscasos.
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Figura 7.1: Líneaspseudoespinodales(alta densidad)y lineasde no solución (bajadensidad)
parael potencialLJ/asoccon distanciasde enlace17 = 1/3 y L5 — 1/2 segúnla teoríaHNC.
Las líneascontinuasrepresentanresultadosparala reacciónhomogéneay las líneasdiscontinuas
parala reacciónheterogénea.AmbasseobtuvieronparaD = O y k5 = 15000. Se incluyen como
comparaciónlas líneascorrespondientesal potencialLennard-Jones.

a las curvasde coexistencia.
Otro punto a destacares que, en el caso de la reacciónhomogéneano existeaparen-

tenientefas líquida para el sistema17 = 1/3, mientrasque para ésamisma distancia
de enlace, la reacciónheterogéneasí la presentaría.Por otro lado, la forma de la curva
pseudoespinodaldeestaúltima, sugierela existenciade dospuntos críticos. La diferencia
fundamentalentrelas reaccionesheterogéneasy homogéneas,en el caso 17 <z 0.5, consiste
en quelas primerassólo puedendar lugar a moléculasdiatómicas,mientrasquelas últimas
permitenuna asociaciónmayor, hastaagregadostetraédricos.Por consiguiente,la reduc-
ción de la densidadefectivadel sistema,y por tanto de la presión,esmuchomayoren la
reacciónhomogénaqueen la heterogénea,y cabeesperarqueesteefectoimpidaestabilizar
la faselíquida. Esta ideaes consistentecon los resultadosobtenidospara distanciasde
enlacemayores,U = 0.5, dondela reacciónheterogéneaincrementala zonadeestabilidad
de la faselíquidarespectoa la reacciónhomogénea.

En resumen,la asociaciónla densidadefectivade partículasen el sistema,que conlíeva
unareducciónde la presión. El acortamientode la distanciadeenlaceapuntaen el mismo
sentido,puesal restringir la geometríade los posiblesagregados,modificael volumenex-
cluido de los mismosy por tanto la presión. Esto último estáde acuerdocon el hechode
que a pesarque las reaccioneshomogéneaspara17 = 1/3 y L5 = 1/2 conducena valores
muy similares del númeromedio de enlacespor partícula,las regionesde estabilidadde
susfaseslíquidasson muy diferentes.Trabajosteóricosrecienteshan tratadode explicar
la desapariciónde la faselíquidaque seobservaensistemascompuestosdeesferasduras

— /

U L*=i/2
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dipolares[Weísy Levesque(1993), Leeuweny Srnit (1993)]. La formaciónde la. fase líquida
conlíevauna reduccióndel volumen libre respectoal vapor, que se ha de compensarpor
unareducciónde la energíainternaparaconseguirunafaselíquidaestable. Los sistemas
dipolarestienentendenciaa formar cadenas,lo quepodríaimpedir la existenciadeestruc-
turasmáscompactas,que permitenuna disminuciónmayor de la energíainterna. En tal
casola faselíquida terminaríasiendoinestable[Sear(1996),Rnij (1996)].

7.2.2 Dependenciacon la profundidad del pozo asociativa

La profundidaddel pozo asociativo,D~, regula la extensión de la reacciónde asociación,es
decirdeterminalacantidadde especiesmolecularesqueseformanenfunciónde ladensidad,
por lo que es previsibleque tengauna gran influencia sobrela región de estabilidaddel
sistema.La figura 7.2 ilustra estehechoparaunadistanciadeenlaceintermedia,17 = 0.5.
La región de inestabilidadsedesplazaa mayorestemperaturasconformeaumentaD~. Un
incrementode laprofundidaddel pozoasociativosetraduceen un aumentode la asociación
(véasevariación de <N> en figura 7.2) es decir en un aumentodel tamaño medio de
las cadenas(recuérdesela relaciónentreestetamañoy <N> dadaen el capítulo5). El
desplazamiento de la región de estabilidad a mayores temperaturas recuerda en cierta forma
a lo observadoen fluidos compuestosde cadenaslineales,dondeel aumentodel tamañode
lacadenasetraduceenun desplazamientode las curvasdecoexistenciaatemperaturasmás
altas[Chapmany col. (1988)]. Al incrementodel tamañomediode la cadenahay queañadir
la disminuciónde la densidadefectivadel sistema.En virtud de los resultadospresentados
en la secciónprecedente,es lícito suponerque es ésteúltimo factor el que tiene mayor
influenciaen el comportamientoobservado.

En el casodistanciasdeenlaceL5 <0.5 aparecenefectosinteresantes,como la posible
existenciade dospuntos críticos. Aunquesepuedepresuponerque estecomportamiento
es independientedel carácterde la reacción,homogéneao heterogénea,su explicaciónes
particularmenteevidenteen esteúltimo caso. El modelode interacciónparala reacción
heterogéneaverificala condiciónde saturaciónestérica,por lo tantolasúnicasespeciesmo-
lecularesquesepuedenformarsondímeros.A medidaqueaumentaladensidadaumentala
proporcióndedímerosy esrazonablesuponerquelas propiedadesdel fluido, incluidas las
de coexistencia,seacerquena las del fluido diatómico. En la figura 7.3-asehan represen-
tado las líneasde no solucióny pseudoespinodalesparael caso de la reacciónheterogénea
con unadistanciade enlace17 1/3. Por otro lado la figura 7.3-bmuestraresultadosde
la presiónpara la isotermaT* = 2.0, calculadamediantesimulaciónMC en el colectivo
canónico.A altasdensidadespt > 1.2 el sistemaestádimerizadocompletamentepor lo que
sepuedeesperarla existenciade una transiciónfluido-sólido. Estaideaestáapoyadapor
el comportamientode la presión(fig. 7.3-b) y por datos de la transición fluido-sólido en
moléculasdiatónicasduras[Vega,C. y col. (1992)], queapareceen estaregión. La presión
(ver Fig. 7.3-b) muestraun intersantecomportamientoen la región, p’ = 1.0 — 1.1, rela-
cionadocon un incrementode la compresibilidadisoterma,indicativo de la proximidadde
una región crítica. Estaideaestáapoyadapor la línea de no solucióndeestesistema,re-
presentadaen la figura 7.3-a, y quesugierela existenciade un punto crítico en estaregión,
junto con otro punto crítico queapareceríabajasdensidades.El punto crítico que aparece
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a alta densidad,debecorrespondera una transiciónlíquido-líquidoentreunafase,a baja
densidad,compuestade monómerosy especiesdiméricasy un líquido, a alta densidad,
que consistefundamentalmenteen moléculasdiatómicas. El comportamientoque hemos
descritomásarribasepuederesumiren el siguienteequilibrio,

{A,B}~ # {A,B,AB}¿# {AB}z @ {AB}, (7.3)

Este equilibrio es bastantelábil y se puedemodificar alterandola profundidadde] pozo
asociativo, D~, que como se apreciaen la figura 7.3-a, puede inducir la separacióndel
equilibrio líquido-líquido. La reacciónhomogéneapresentabastantessimilitudes con la
heterogénea,si bien laposibilidaddequelas partículassepuedanasociaren mayorgrado,
determinauna reducciónde la densidadefectivadel sistemamuy notable. El sistemaque
aparecea altasdensidadesya no seráenestecasouno compuestodemoléculasdiatómicas,
sino otro que determinaráde igual maneraque en el caso de la reacciónheterogénea,la
localización y evolución de la líneapseudoespinodal.La región de estabilidaddepende
directamentedel gradode asociación.La figura 7.4 muestraque alterandoel valor de D,
es posibleinducir la aparicióno desapariciónde unafaselíquida.
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7.3 Estabilidad del sistema en el límite de asociación
completa

El límite de asociacióncompleta(LAC) representaun estadoen el que la estructuradel
sistemaes muy similar a la de un sistemamolecular. En lo que sigue consideraremos
que el sistemamolecularestáconstituidode moléculasdiatómicashomonucleares.Una
característicaimportanteasociadaal LAC esquesecumpleaproximadamenteel principio
de congruencia,es decir, las propiedadestermodinámicasdel sistemason poco sensibles
al grado de polidispersidaddel sistema. De entrelas propiedadestermodinámicasque
verifican esteprincipio, la más relevanteparala presentediscusiónes la compresibilidad
isoterma,propiedadque determinala localizaciónde la líneapseudoespinodal.

En la figura 7.5, serepresentanlascurvaspseudoespinodalescorrespondientesal LAC,
obtenidas mediante la teoría 1-iNC. Para una discusión del tratamiento del bAC mediante
teoría de ecuaciones integrales se refiere al lector a la sección3.6. En la mismafigura se
hanincluido comoreferencialas líneaspseudoespinodalescorrespondientesal caso = 0.
La imposicióndel bAC conducea un aumentode la estabilidadde la faselíquida. Estos
cambiosson especialmentesignificativos parala distanciade enlaceL5 = 1/3. Un efecto
relevantees que el principio de congruenciaseverifica tambiénen lo que se refiere a las
curvaspseudoespinodales,en concordanciacon el hechoque la compresibilidadisoterma
seainsensiblea la polidisersidaddel sistema.Unaconsecuenciade la imposicióndel LAC,
en estecaso de tipo numérico,es que la líneade no soluciónse extiendea temperaturas
muyaltasen el régimendebajadensidadlo queimposibilitaunanálisisdeesaregión. Este
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problemarecuerdaal observadoen la resoluciónde la teoríaHNC, en el caso del RPM.
Al igual que en ésecaso,la combinaciónbajadensidad-altaatracciónson factoresque se
conjuganparaimpedir la soluciónde la ecuaciónintegral.

La ecuaciónintegral 1-INC enel límite deasociacióncompletaesuna alternativateórica
que permiteestudiarla estructurade un sistemamolecularreal. Como seha demostrado
en el capítulo5, los resultadosobtenidosde estamanerason prácticamenteindistingui-
bles de los porporcionadospor una teoríamolecularcomo la R.ISM-HNC. Es interesante
analizarsi la concordanciaentreel sistemaasociativoy el molecular,en lo quese refiere
a los aspectosestructurales,se puedeextendera las propiedadesde coexistencia.En la
figura 7.6 se representanlas líneaspseudoespinodalesparaparámetrosdepotencial(5.6),
adecuadospararepresentarlas propiedadesde sistemasmolecularescomoel N2 y halóge-
nos. En la figura 7.6 sehan incluido resultadosexperimentalesde la ramalíquidade estos
sistemas[Singery col. (1977-1980)].La coincidenciaentrelas lineaspseudoespinodalesy la
líneaortobáricaesaltamentesignificativa,en especialteniendoencuentaquelas reacciones
homogéneasconducena sistemasquedifierende unamaneraimportantede los moleculares.
Estosresultadosapoyanel significadofísico dela curvapseudoespinodalcomoindicadorde
la regióndeestabilidaddel sistema,y muestranquela combinacióndeuna teoríacomola
HNC con la ideade límite de asociacióncompleta,permitenpredecircon bastanteexacti-
tud la regiónde coexistenciade sistemasmolecularescompuestosdemoléculasdiatómicas
homonucleares.
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variasmoléculasdiatómicashomonucleares(círculos).

1.0 2.0 3.0
p/ (gr/oii’)



138 Capítulo 7: Influenciade la asociaciónen el equilibrio líquido-vapor

7.4 Obtención de la coexistencialíquido-vapor median-
te simulación MC en el colectivo Gibbs

El análisis de las líneaspseudoespinodalesy de no solución permitedescribircualitativa-
mentela dependenciade las propiedadesde coexistenciacon los parámetrosdel modelo.
Sin embargouna discusióncuantitativay la comparacióncon sistemasreales,precisaun
conocimiento más preciso del diagrama de fases. La técnica de MCen el colectivo Gibbs
(GEMO), representauna alternativaadecuadapara alcanzaresteobjetivo. En cuantoa
las especificidadesde lasimulaciónquesurgenprincipalmentepor el carácterasociativodel
hamiltoniano,nos remitimosa la discusiónque enestesentidosepresentóen el apartado
sección 4.3.3.

El análisis de las líneaspseudoespinodalessugierequela asociaciónquímicainduceuna
alta asimetríade la región de estabilidaddel sistema. Parecepuesinteresantecomprobar
si efectivamentela característicade la asimetríaaparecetambiénen el diagramade fases
del modelo. Paraesteestudioseha escogidoun casorepresentativodel modeloLJ/asoc,la
reacciónhomogéneaparaD = 0. La elecciónestábasadaen las conclusionesalcanzadas
en seccionespreviasde estecapítulo,dondeseha demostradoque D~ modifica aspectos
cuantitativosasociadosal modelopero no alterala físicaesencialdel problema.

En la figura 7.7 se representala evoluciónde la densidaden una simulaciónGEMC
típicade un sistemasasociativo.En estassimulacionessehan empleadomuestrasde 300-
500 partículas. En el apéndiceE se recogenresultadosnuméricosde las densidadesde
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Figura 7.7: Evoluciónde lasdensidadadesdel liquide y del vaporparaladistanciade enlace¡7 =

0.7 y reacciónhomogénea,a la temperaturaT = 1.10. Cadapunto representaun subpromedio
sobre200 ciclos y las barrasde error la desviaciónestándarasociadaal subpromedioen que
aparecen.
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coexistencia,así como de otras propiedades.La figura 7.8 muestralos resultadosde la
curvade coexistenciaparadistintasdistanciasde enlace. Sehan incluido comoreferencia
las líneaspseudoespinodalesy de no solución predichaspor la teoría HNC. Los datos
de simulaciónconfirman la tendenciaapuntadaen la secciónanterior por los resultados
teóricos. El acortamientode la distanciade enlaceconducea una disminuciónde la zona
de estabilidadde la faselíquida. Aparentementela línea pseudoespinodalda una buena
descripciónde la ramalíquida de algunos sistemascomo el ¡7 = 0.7. No obstanteeste
resultadosehade interpretarmáscomounacoincidenciaquecomounavirtud de la teoría.
Nótesepor ejemplocomola curvapseudoespinodalseencuentraporencimade la curvade
coexistenciapara 12 = 0.45 mientrasque estápor debajoen el caso del sistemaLi. Hay
queresaltarencualquiercasoquela curvapseudoespinodalreproducea un nivel cualitativo
todaslas tendenciasobservadasen las curvasde coexistencia,comoel cambiode pendiente
observadoen la la rama líquida del sistema1/ = 0.7 para temperaturasmenoresque
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Figura 7.8: Curvasde coexistencialíquido-vaporen función dela distanciade enlace,12, parala
reacciónhomogéneay D = 0. Los símbolosrepresentanresultadosdesimulaciónGEMC; círculos,
modelo Lennard-Jones;cuadrados,¡7 = 0.7; diamantes,1 0.5 y triángulos,1/ = 0.45. Las
lineasrepresentanlas curvaspseudoespinodalesy de no soluciónpredichaspor la teoríaHNC para
el sistemaLennard-Jones,y sistemascon distanciasde enlace,L = 0.7, L = 0.5, ¡7 = 0.45 y
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La simulación(JEMC desistemascon distanciasdeenlace12 = 1/3 estácaracterizado
por la ausenciade convergencia en las densidades,que semanifiestaen un crecimientoy
decrecimientocontinuadode las fasesdensay de vapor. El análisisconjunto de los datos
de simulacióny teóricospermiteconcluir que muy probablementeestesistemano presenta
faselíquida estableen el rango de densidadesaquíestudiado.No se puededescartarla
existenciade unafaselíquidaa unadensidadmuy elevada,p > 1.6, queestaríaconstituida
fundamentalmentepor moléculas(trímeros y tetrámeros)de forma que la inestabilidad
apuntada por la curva pseudoespinodalsería indicativa de una transicióna ése líquido
molecular. Este idea parecebastanterazonableteniendoen cuentael comportamiento
observadoen la reacciónheterogénea,dondese produciríauna transiciónlíquido-líquido,
siendoel líquido de alta densidadun sistemamolecular.

7.4.1 Leyes de escala

El comportamientocrítico sepuedeexpresarmatemáticamenteen términosde un desarrollo
en serie cuyos exponentes determinan la clase de universalidada la que pertencenlos
sistemas. Una expresiónque relacionala diferencia de las densidadesde coexistencia,

= (pi — ptO/pc con la distanciade la temperaturaa suvalor crítico,=Tr= (T — Tc)/Te

esla propuestapor Wegner(1972),

áPr = CoiáTrI~(1 + Ci~TriÁ + C2~áTr~
2~+ ...) (7.4)

donde 1 y y hacen referencia a la fase líquida y a la fase de vapor, y el subídice c de-
nota las propiedadesen el punto crítico. El exponentecrítico fi adoptalos valores 0.5
y 0.325 para las clasesde universalidad,clásicae lsing respectivamente.Posteriormente
se emplearánestos valores para el ajustede las curvas de coexistenciamediantelas le-
yes de escala. El estudiode la regióncrítica medianteGEMC esbastantedifícil, así que
el análisis se ha de restringir a una zona relativamentealejadade la crítica. Sin em-
bargo, en estascondicionesla serie de Wegneres divergente(Pitzer (1995)1, por lo que
normalmenteésta se trunca en el primer término. En tal caso fi no representael ex-
ponentecrítico verdadero,si bien la expresiónresultantees útil para describirdiferen-
tes sistemassimples (véasepor ejemplo [Johnsony Gubbins (1992), Vega, L. y col. (1992),
Oreen y col. (1994)]). Así pueslas ecuacionesa emplearse reducena la conocidaley del
diámetrorectlíneo[Rowlinsony Swinton (1982)],

=A+BT (7.5)

2

y a la ley de escalaparala densidad[Rowlinsony Widom (1982)],

1
— = C — DT* (7.6)

donde 27 CID. La figura 7.9 muestrala ley de escalade la densidad(ecuación7.6)
obtenidaempleandolos datosdecoexistenciade la simulaciónGEMC. Sehanutilizado los
exponentes,6 = 0.5, correspondientea la clasede universalidadtipo clásicao de campo
medio, y fi = 0.325 parala del tipo Ising [Pitzer (1995>]. Los coeficientes,A, B, C y O,
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obtenidosde los ajustes de los resultadosde GEMO a las ecuaciones(7.5) y (7.6), se
recogenen la tabla7.1. En lo que respectaa distanciasde enlacecortas,12 = 0.45-0.5,el
exponente tipo Ising da lugar a un hábito para la ley de escala que claramente se aparta del
lineal. Por el contrario la aplicación de la ley de escalacon un exponenteclásicomuestra
que los datos de simulación siguen el comportamiento lineal esperado. Comocomparación
digamosqueel potencialU cumplela ley de escala(7.6) parael exponente¡3 = 0.325 y no
parael fi = 0.5. En lo que respectaa la distanciade enlacemásgrande,La = 0.7, ambos
exponentesdan lugar a un comportamientolineal. El punto a temperaturaT5 = 1.0,
se desvíasignificativamentedel hábito rectilíneoy seha ignorado en la regresión. Esta
desviaciónestárelacionadacon el cambiode pendienteque presentael sistemaen la rama
líquiday pareceindicarqueexisteun cambioimportanteen laspropiedadesdecoexistencia
a bajastemperaturas.La conclusióngenerales queun exponenteclásicoesadecuadoen la
descripciónde la curvade coexistenciaparadistanciasdeenlacecortas,si bien a mayores
12, ambosexponentesdescribenadecuadamentela curvadecoexistencia.Hay queteneren
cuentaque la definiciónde las leyesde escalaestábasadaen un desarrolloen serieque es
correctoestrictamenteen las proximidadesdel puntocrítico. Los exponentesaquíobtenidos
no representanlos exponentescríticos reales,paracuyaobtenciónseríaprecisoexaminar
la curva de coexistenciaen la vecindadinmediatadel punto critico, análisis que no es
posibledesdeun punto de vista prácticoempleandola técnicaGEMC. En cualquiercaso
los exponentesempleadosmás arribadan información sobrela asimetríade la curva de
coexistencia,y en estesentidomuestransermuy útiles.
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Tabla 7.1: Valoresde las constantesde la ley de diámetrorectilíneo (7.5) y la ley de escala(7.6),
obtenidosa partir de las simulacionesGEMC de los sistemasrepresentadosen la figura 7.8.

L A B
fiz~0.5 /3=0.325

O D 2’: 0 D ~‘:
Li 0.51 -0.14 — — — — 1.26 0.97 1.30 0.33
0.7 0.58 -0.14 2.74 1.98 1.38 0.39 2.42 1.83 1.32 0.40
0.5 1.63 -0.90 7.71 5.78 1.33 0.43 11.63 9.05 1.29 0.47
0.45 2.54 -1.49 13.60 10.09 1.35 0.53 20.00 15.16 1.32 0.57
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Figura 7.10: Datosde coexistencialíquido-vaporobtenidosmedianteGEMC y curvasde coe-
xistenciacalculadasempleandolas expresiones(7.5> y (7.4) y los coeficientesde la tabla 7.1.
Se consideranlos exponentesj3* = 0.325 (líneasdiscontinuas),fi = 0.5 (líneascontinuas)y las
distanciasde enlace(a) ¡7 0.7, (b) LA = 0.5, (c) 12 = 0.45.

Teniendoen cuentaslas leyesde escala7.5 y 7.6 y los valoresde las constantesobte-
nidos a partir de los datosde GEMO, sehan representadoen la figura 7.10 las curvasde
coexistenciade los diferentes sistemas. En estagráfica aparecemás claramentela depen-

denciade la curvaortobáricacon el exponentefi. Como era de esperar,para distanciasde

enlacecortas,12 = 0.45y 0.5, el exponente1/2 reproducecorrectamentelos resultadosde
simulación,mientrasque un exponentetipo Ising da lugar a diferenciassignificativas.Esta
mismarepresentaciónparael sistema12 0.7 muestraque ambosexponentesreproducen
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Figura 7.11: TemperaturareducidaT~/27 en función de la densidadreducidap4/p~. Las líneas
continuasrepresentanel sistemaLi (¡3 = 0.325),trazoscortosL* = 0.7 (¡3 = 0.325),trazoslargos
12 = 0.5 (/3 = 0.5) y trazos-puntos¡7 = 0.45 (¡3 = 0.5).

correctamentela curva de coexistencia.En lo que respectaa las propiedadescríticas,a
la vista de la tabla 7.1 se puedeconcluir que el aumentode 12 conducea unadisminu-
ción de la densidadcrítica. Sin embargo,el efectomás importantede la variaciónde LA,
estárelacionadocon la asimetríade la curvade coecistencia,tanto mayorcuántomenores
12.

Conocidoslos valoresde la temperaturay densidadcríticas sepuedenrepresentarlas
curvasde coexistenciade unaforma alternativa,que pone de relieve las diferenciasentre
los distintos sistemas.En la figura 7.11 semuestranlas lineasortobáricasde los modelos,
Li y LJ/asoc. Parael modelo Li y el caso 12 = 0.7 del LJ/asoc,se ha empleadoun
exponenteIsing, mientrasqueparaLA 0.45 y 0.5, sehautilizado el exponenteclásico. Se
hanincluido asimismolas curvasdecoexistenciadediferentessistemasreales;gasesnobles
Ar, Xe; metaleslíquidos, Rb, Cs y sistemasiónicos, KCl. Se ha representadotambiénun
puntode la curvade coexistenciadel RPM [Orkoulasy Panagiotopoulos(1994)]. El potencial
LJ/asocconducea curvas decoexistenciasimilaresa las de sistemastan disparescomo los
mostradosen la figura 7.11. El hechoqueunade las característicasesencialesdemetales
líquidosy sistemasiónicos,seala importanciade los efectosasociativosincita a pensarque
la asimetríade las curvasde coexistenciaestá,relacionadacon el carácterasociativode los
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sistemas.RecientementeTarazonay col. [Tarazonay col. (1996)) hanestudiadoel diagram
de fasesdel Cs. Estosautoresconcluyenquela asimetríasedebeal carácterno aditivo de las
interaccionesconsideradasen el sistema. En nuestrocasoobtenemosun comportamiento
similar al del Cs, pero empleandoun potencialpar aditivo. No se puededespreciarsin
embargola importanciade los efectosaditivosen metaleslíquidos,queefectivamenteestán
presentes.Sin embargocomoreconocenestosmismosautoreslos efectosde agregaciónson
más importantesen metaleslíquidosque en sistemassimples,hechoque sí contemplael
potencial LJ/asocpropuestoen estetrabajo.

La violación de la ley de los estadoscorrespondienteses un fenómenobien conocido
en el campode los metaleslíquidos[Hensel(1990>). Henselha observadoqueen el caso de
sistemascomo el Cs o el Lib, que presentanun alto grado de dimerizaciónen la fase de
vapor, las curvas de coexistenciapresentanunagran asimetríarespectoa sistemassimples
(véasefigura 7.11). En el casode otrosmetaleslíquidoscomoel Hg enel quela agregación
es poco importantela curvaes muchomássimétrica.

En definitivael modeloLJ/asocesun potencialsencillo,quepermiteestudiarla influen-
cíade la asociaciónen el equilibrio líquido-vapor de sistemassimples. Nuestrosresultados
muestranque la incorporaciónde un término asociativoconducea unafenomenologíamuy
rica. Desdediagramasde fasetípicos de sistemasatómicosy moleculares,hastadiagra-
mas de fase con dos puntos críticos, pasandopor curvas de coexistenciaque presentan
similitudesnotablescon las observadasen metaleslíquidosy sistemasiónicos.



Capítulo 8

El agua

8.1 Introducción

Probablementede todas las sustanciaspuras, el aguaha sido el sistemamás estudiado
dadasu importanciay su carácterindispensablecomamedio en el que se desarrollala
vida. Lógicamenteestecarácterde medio vital se debea su abundada,presenteen la
Tierra en sus tres estados,vapor, líquido y sólido. La enormeabundanciadel aguaha
hecho de la mismaun objeto centrad de la filosofíadel hombrea lo largo de los siglos.
Los Pitagóricosdefinieron los “elementos” constituyentesde la materiaen términos de
cinco sólidos regulares,el aguaseidentificó con uno de estossólidos. Por otro lado en el
contextode las religionesnaturaleshasido objetofrecuentede culto. Entrelos babilonios
seconsiderabaque el aguaera la representacióndel dios Enki.

El aguaha sido y esrelevanteen diferentesáreascientíficascomopor ejemplo,quími-
ca, geologíao física por citar algunas. Es por tanto un sistemaideal paraser analizado
desdeun punto de vista pluridisciplinar. La investigacióndel aguase ha prestadoen
ocasionesa anécdotascuriosascomo la existenciadel poliaguapropuestapor el científi-
co soviético Deryaguin. Este llamémoslodescubrimientomotivó una enormecantidad
de teoríasque explicabanunos resultadosexperimentalesque a la postre resultaronser
erróneos ‘. Desdela primera interpretaciónde estelíquido dadapor Bernal y Fowler
haceseis décadas[Berna]y Fowler (1933)], su estudiose ha visto enormementeenriqueci-
do tras el desarrollode las técnicasde simulación,en especialla Dinámica Molecular.
Otras alternativascomo las teoríasde celda o de red, o modelosde percolaciónhan si-
do muy útiles en la explicaciónde propiedadesque son únicasdel agua, si bien su ma-
yor debilidad resideen que cadamodelo resalta sólo algunos de los múltiples aspectos
presentesen el agua. A lo largo de estosaños seha generadouna enormecantidadde
información sobreal agua. Los trabajosmás representativosse recogenen referencias
clásicascomo The structure and propertiesof water de Eisenbergy Kauzmann(1969),
la monografíaWater a Comprehensivefl’eatise [Franks(1972)], o monografíasmás recien-
tes [Neilsony Enderby(1985), Franks(1985), Dore (1991), Ohminey Tanaka(1993)]. Paraen-

‘En la edición dc 1970 del excelentelibro Modern .&ectrochemistryde Hockris y ¡teddy se puede
encontrarunanata (pág. 76 Valí) que hacereferenciaa la existenciade un tipo de aguaque tendríaun
puntode ebullición másalta y un puntode fusiónmás bajo que el aguanormal.
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tenderrealmenteel enormeesfuerzoque se ha dedicadoy que aún sehabráde dedicara
estesistema,convieneen estepunto hacerbalanceacercade las propiedadesquehacendel
aguaun sistemasingularen muchossentidos.

8.2 El agua, un líquido anómalo

En esteapartadodarnoscuentadealgunasde las propiedadesquehacendel aguaun líquido
único.

e Numerosasformaspolimorfasde hielo. [Eisenbergy Kauzmann(1969),Ross(1985)]
La congelacióndel aguaa presiónatmosféricada lugar a la fasede hielo conocida
como hielo exagonad(Ib). La condensacióndel vapor a bajastemperturasconducea
la fasecúbica(Ic) un polimorfo muy similar al exagonal,quepresentaesencialmente
la mismadensidadqueéste. El incrementode la presiónresultaen un grannúmerode
polimorfosquesedenominanhielo II, III, V, VI, VII, VIII y IX. La variedadde hielo
IV fue encontradapor Bridgemanen el caso del D20, pero no ha sido confirmada
posteriormente.

Quizá la característicamás importantede todosestasvariedadesde hielo esel bajo
empaquetamientoen el que se organizanlas moléculas. Como ha apuntadoSti-
llinger [Stillinger(1975)] no seríararo que se encontraranotras fasesbajo presiones
extremadamentegrandes. El gran númerode fasesde hielo sugiereque las interac-
cionesimplicadasen el aguadebenserbastantecomplicadasen comparacióncon las
correspondientesa sistemassimplescomo el argón.

• Temperaturade fusión, ebullición y temperaturascriticas. El aguapresenta
valoresanormalmentealtosde éstaspropiedades,encomparacióncon otrassustancias
de pesomolecularsimilar tales como, nitrógeno,dióxido de carbono,metano, ...,

etc. Asimismo en términosde las fuerzas de dispersiónel punto de ebullición del
aguaseríadel ordende -75 ~ C, en comparacióncon el observadoexperimentalmente
100 “ C [Luck(1991)]. Buenapartede estecomportamientoanómalose debea la
interaccióndeenlacede hidrógenocuyacontribucióna la energíadevaporizaciones
del ordende 7.4 Kcal/rnol, esdecir 2/3 de la energíatotal. A esto hay que añadirel
pequeñotamañode lamoléculadeaguaquesetraduceen un alto contenidoenergético
por unidad de volumen.

• Contracción del líquido respectoal sólido durante la fusión y máximo de
densidad del agua. En condicionesde presiónatmosféricael sólida experimenta
durantela fusión una contracciónde ~s 1.64 cm

3 al pasar de hielo a agualíquida.
Estapropiedades poco corrienteaunquese haobservadoen otros sustanciascomo
el germanio,bismuto y en 4He paraunatemperaturaproxímaa O 1<. La contracción
observadaal fundir el hielo se sigueexperimentandoen el líquido hastauna tempe-
ratura de 4.0 0C [Lide (1990)], al que sigueun incrementodel volumen molar. La
temperaturaa la quese observael máximo de densidaddecrecepor efectode la pre-
sión. Por ejemploa 190 baresaparecea O oE~ Otro factor queinfluye es la sustitución
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isotópica. Parael D20 el máximo seobservaa 11.19 oc, mientrasqueparael T20
aparecea 13.40

0C. La sustituciónisotópicaconílevaun fortalecimientodel enlacede
hidrógenoque da lugar a temperaturasdefusión ligeramentemásaltas[Luck(1991)].

• Variación de la viscosidadbajo presión. Por debajode 30 ~Oel efecto inicial
de la compresiónes incrementarla fluidez del líquido, lo que sereflejaen una mayor
conductividadelectrolítica,comportamientoqueestáen contrade lo observadoen la
mayoríade los disolventes.

• Mínimo en la compresibilidadisoterma.Ante un aumentode la temperaturaun
líquido normalmentesevuelvemás compresible.Sin embargoa presiónatmosférica
el aguapresentaun mínimo en la compresibilidadisotermaaproximadamentea 46
0C. A alta presiónestefenómenodesaparece.

• Alta capacidadcalorífica. El aguapres~ntacaloresespecíficosmás altos que la
mayorfade las sustanciasde su tamaño. Por ejemploa 20 0 0 C, = 4.18 .J/g para
el aguaen comparacióncon 2.39 del metanol. Como ha indicado Luck (1991) los
mamíferossomostermostatoseficientesgraciasa. una combinaciónadecuadade una
alto calor de evaporacióny alta Cl,.

• Alta constantedieléctrica, e = 78.3. [Robinsony Stokes (1959)]. Estavalor resul-
ta de la tendenciade las moléculasa alinear sus momentosdipolares,y de efectos
de polarización entremoléculasvecinas. Es importantedestacarque la constante
dieléctricaconfiereal aguamuchasde las característicasimportantesqueposeecomo
disolvente.No obstantehay queteneren cuentaqueexistenotrassustanciasquepre-
sentanconstantesdieléctricassimilarespero unaestructuraquímicamuy diferente.
Ejemplosde talesdisolventesson la formarnida(109.5),N-metilacetamida(165.5) o
cianurode hidrógeno(118.3) [Robinsony Stokes(1959)].

8.3 Propiedades de la molécula de agua

La moléculade aguaesangulary presentala simetría02v~ Los tres núcleosseencuentran
en los vérticesde un triángulo isóscelescon unadistanciaentreel O y el H de 0.9576 A y
un ángulo HrH de 104.48 0 [Buckigham(1985)]. La proximidad de estevalor al ángulo
tetraédrico,109.470, esfundamentalen la constitucióndela redtridimensionaldeenlacesde
hidrógenoqueescaracterísticadelagua. El centrode masasde lamoléculaestádesplazado
0.06563 A en la direcciónde la bisectrizdel ángulo IIVH. La distribuciónde cargasen
la moléculaviene dictadapor el teoremade Hellmann-Feynman[Atkins (1989)]. Esto se
traduceen que la cargase distribuye a lo largo de los enlacesOH y en el interior del
triángulo isósceles.El momentodipolar del aguaen fasedevapor es ji = 1.8546±0.0004
Debyes[Dykey Muenter (1973),Cloughy col. (1973)],y apuntaen ladirecciónde labisectriz
del ánguloHOH.

Dadoque el aguaesuna moléculatriatómicano lineal, éstapresentatres modosnor-
malesde vibración. Dos de estosmodosson simétricos,de tensión(Fig. 8.1-b) y flexión
(Fig. 8.1-a), y alteranel ánguloy distanciasdeenlace,peroconservandola simetría02v de
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Figura 8.1: Ilustraciónde ¡os tres modos normalesde vibración de la moléculade agua. (a)
Flexión simétrica(1594.6cm’), (b) Tensiónsimétrica(3656.65cm’) y (c) Tensiónasimétrica
(3755.79cm~) [Benedicty col. (1956)].

la molécula. El tercermodo normal,tensiónasimétrica(Fig. 8.1-c), implica movimientos
a lo largo de las direccionesde enlaceOH, si bienestossedan fuerade fase, El incremento
de la masadel isótopo de hidrógenotieneel efectode disminuir la frecuenciade vibración
y la sustituciónincompleta,HDO, eliminael caráctersimétricode los modos.

La superficiedeenergíapotencialqueda lugara las vibracionessepuedeexpresardentro
de la aproximaciónde Born-Oppenheimer,en función de los cambiosde las coordenadas
notmales,representadasporel ángulode enlace(AP) y lasdistanciasde enlace(ári, Ar2).
Teniendoen cuentaqueel desplazamientorespectoa la posiciónde equilibrio es pequeño,
es lícito procedera un desarrolloen seriede la energíapotencial,

1 1
U = ~fr[(Ari)

2 + (Ar
2) 2] + ~fp(r~AP)

2 + frrzSritr
2 + fr~(reAP)[Art + ¿Xr2] + ... (8.1)

siendo re la distanciade equilibrio OH, 0.9576 A. Los valores de las cuatro constantes
armónicasson los siguientes(en mdinas/Á)[Meistery Clevleand (1946)],

fr 8.428
= 0.768

frr -0.105
= 0.252

En la expresión(8.1) no sehan consideradolas contribucionesanarmónicas.Sin embargo
dadalapequeñamasade los isótoposde hidrógenono sepuededespreciarestacontribución
si se requiereun tratamientoexacto. En el capítulo 9 consideraremosla inclusión del
término anarmónico,

+ ár~) (8.2)

con el valor frrr = -9.977mdinas/Á2(ver porejemplo[Janesáy Bopp (1983>]). Unacuestión
interesantees la referenteal estadode vibración en que seencuentranlas moléculasde
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aguaa temperaturaambiente.La energíacorrespodientea estatemperaturaesdel orden
de 207 cm1 que esmuchomenorque las frecuenciasde vibración de la moléculade agua
(ver Figura 8.1). Esto significaque las moléculaspermanecenen el estadofundamentala
temperaturasdel orden de 250 0. En lo que serefiere a los modos rotacionalessepuede
considerarque a temperaturaambientela molécularotalibremente.

8.4 El enlace de hidrógeno

El estudiodel dímero(1120)2esespecialmenterelevanteya quepresentauna de las carac-
terísticasque explican muchasde las propiedadesreferidasen la sección8.2, el enlace de
hidrógeno. La estructuradel dímeroha sido analizadaexperimentalmentepor diferentes
autores[Bolandery col. (1969),Gebbiey col. (1969),Odutolay Dyke (1980),Fillery-travis y col
(1983)]. Los cálculosab initio [Stillinger(1975),Kim y col. (1992)] coincidencon las observa-
cionesexperimentalesen la existenciade un enlacede hidrógenoprácticamentelineal con
pequeñadistorsiónde la geometríamolecular.En la figura 8.2 semuestrala configuración
deequilibrio de mínimaenergíadel dímerode agua. Los protonesde la moléculaaceptora
seencuentraen un planoperpendicularal píanodesimetríadel dímerocon un ánguloO
570, y a ~ 60.

La energíade interaccióndel dímeroen la configuraciónóptima es del orden de 5.5-7
Kcal/mol que es bastantealta si tenemosen cuentaque la energíade vaporizacióndel
líquido es del orden de 9.9 Kcal/mol. Una de las característicasmás importantede la
interacciónde enlacede hidrógenoes su fuertecarácteranisotrópico. Precisamenteeste
carácterhaceque la configuración representadaen la figura 8.2 no seala únicaque da
origena un dímeroestable[Luck(1991)].

Hastaahora hemos visto que una propiedadtan importanteen el aguacomo es el
enlacede hidrógenosurgeal nivel del dímero. Sin embargoel estudiocuantitativode las
fasescondesadasdel aguarequierela consideraciónde efectosno aditivos. Basándoseen
datosde difracciónde rayos-X,Narten[Narten(1972)] propusoel modeloque seilustra en

Figura 8.2: Configuraciónde mínimaenergíadel dímero (H
20)2.

a
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Figura 8.3t Ilustraciónde la estructuratetra~dricaexistenteen el agua;

la figura 8.3. Las moléculasse disponenen unaestructuratetraédrica,en la que cuatro
moléculasocupanlos vérticesdel tetraedroy formanenlacesdehidrógenoconunamolécula
adicionalsituadaen el centrodel mismo. Las moléculasqueseencuentranen los vértices
puedenformarenlacesdehidrógenoadicionales,participandotodasellasde cuatroenlaces
de hidrógenoen la mismaforma que la moléculacentral. De estamanerase forma una
estructuratridimensionalinterconectadamedianteenlacesde hidrógeno.Sehacomprobado

ta introducciónde una interacciónde tres cuerpos(no aditiva en pares) estabilizala
estructuradeenlacesdehidrógeno.De hechoestainteraccióndacuentadel fortalecimiento
de subsiguientesenlacesde hidrógenouna vez que el primeroha sido formado. Esto es
lo que frecuentementese denominaefecto cooperativo,que fue introducido por Frank y
Wen [Franky Wen (1957), Frank (1958)1. En cualquiercasola descripciónde la estructura
del dímeroy del trírnerode aguase puedehacerde forma bastantefidedignaempleando
potencialesparesefectivos,comohan demostradoLembergy Stillinger (1975), resultado
bastantealentadorsi se pretendemodelarel líquido utilizando exciusivamentepotenciales
deestetipo. En las siguientesseccionesseproponeun potencialpar aditivo quesigueesta
filosofía.

8.5 Modelado mecano-estadísticodel agua

Uno de los primerosestudiosde la estructuradel aguasedebea Bernaly Fowler (1933).
Estos autorespropusieronun modelodelaguabasándoseen informaciónexperimentalobte-
nidamediantedifracciónde rayos-X.El modelode Bernaly Fowler consideraquetodaslas
moléculasforman partede la redde enlacesde hidrógeno.Diferentesautoresintrodujeron



8.5 Modeladomecano-estadísticodel agua 151

mejorassobreestemodelo [Morgany Warren(1938)] pero conservandoel aspectoesencial
de la existenciadeuna red de enlacesdehidrógenoextendidaa todo el sistema.En cierta
formaestostrabajosson los precursoresde los denominadosmodeloscontinuosque estu-
diaría en detallePople (1951). Franky Wen (1957) sentaronlas basesde los modelosde
mezcla,que consideranel aguacomounamezclade monómerosy unidadesmolecularesen
cuyaconstituciónintervienenenlacesde hidrógeno.El equilibrio entreestasdos especies
dependedel estadotermodinámico,es decir, de la presióny temperatura.Frank y Wen
postularonque la formaciónde los enlacesdehidrógenoesun procesode tipo cooperativo.
Así, cuandoun enlaceserompe,el agregadodel queformabaparteéseenlacese disgrega.
La presenciade solutos ya seancargadoso neutros,alteranla estructuray por tanto favo-
receno desfavorecenla formaciónde enlaces.De estaideaprovienela clasificaciónde los
ionesen promotoreso destructoresde la estructura.La ideapropuestapor Franky Wen
fue desarrolladapor Nemethyy Scheraga(1962)quienesla emplearonparacalcularporpie-
dadestermodinámicasdel líquido. Otros trabajosrelacionadosse debena Pauling (1959)
quienpusode relievela importanciade los clatratosen la estructuradel agua.

Otras aproximacionesque sehan aplicadoal estudiodel aguason las basadasen las
teoríasde red. Las moléculaspuedentomar una seriediscretade orientacionesy posi-
cionesque determinanla interacciónconsideradaen la teoría. La teoríafue diseñadaen
principio parael estudiode transicionesde fasede moléculasesféricaso altamentesimétri-
cas [Leey Yang (1952)]. En estasúltimas, la esfericidadsurgecomo consecuenciade la
rotaciónde las moléculas.Entre los formalismosbasadosen la teoríade red cabemencio-
nar las aproximacionesdeFleming-Gibbs(1974a,1974b),Belí (1972)junto con aplicaciones
másrecientes[Sastryy col. (1993),Besselingy Sheutkens(1994)]. En muchasdeestasaproxi-
macionesla característicaquesetratade reproducires la ilustradaen la figura 8.3, dando
cuentade estaforma del enlacede hidrógeno. Sin lugar a dudasel méritodeestasteorías
resideno tanto es su capacidadde prediccióncuantitativacomoen la posibilidad de aislar
fácilmentelos efectosque dan origen al comportamientoanómalodel agua. Por ejemplo
la teoríade Belí, que introduceinteraccionesde tres cuerposen su formulación,permite
proponerdesdeun punto de vistatermodinímicoun mecanismoque explicaporquéfases
como la del hielo VII estánrelegadasa condicionesdealta presión. Asimismo reproduce
cualitativamenteel máximo de densidady el mínimo decompresibilidaddel agua.

Las teoríasde celdapermitenavanzaren la descripciónteóricadel líquido y obtener
una representaciónque se aproximaal continuo. Estos modelosintentan contemplarla
rápidavariación que experimentanlos potencialesintermolecularescuandolas moléculas
semuevenfuerade las posicionesde red. Unaventajaasociadaa estostratamientosesla
posibilidad que ofrecende investigarel carácterdinámicodel sistema,en especialel refe-
rentea tiemposcortos. Normalmenteestasteoríasdescribenlas interaccionesmoleculares
de forma detallada. Un ejemplo de ello es la teoríade Weres-Rice(1972) que empleael
potencialpar efectivoBNS (ver por ejemplo [Stillingery Rahmnan(1974)3). Estaaproxima-
ción reproducela evolucióncon la temperaturade la energíalibre de Gibbs,así comode la
entalpíay entropía,en algunoscasosincluso aun nivel cuantitativo.

Stanleyy Teixeira(1980) han propuestouna alternativadiferente,basadaen la teoría
de percolación,quepermiteestudiarlaconectividadde la red deenlacesde hidrógeno.Con
estateoríasehan podido reproducirvarias anomalíasdel líquido ademásdeservir de base
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paraexplicarciertosaspectosdinámicosque dependenen gran medidade la coordinación
de la moléculade aguaen el líquido. No obstantealgunosautoreshan notadoque este
modelo no contemplalas correlacionesde largo alcanceasociadasa la red de enlacesde
hidrógeno.Estascorrelacionesjueganun papelesencialen el agua,en el régimendebajas
temperaturas[AngeIl(1983),AngeIl (1988),Wairafeny Chu (1992)].

El estudiomecano-estadísticodel aguacambiódrásticamentea partir de la primerasi-
mulaciónquerealizaronRahmany Stillinger (1971),empleandoDinámicaMolecular. En
este trabajo se demostróque buenapartede las propiedadesdel aguase puedenrepro-
ducir empleandoun potencialsimple par aditivo. Así mismose demostróque el aguano
estácompuestade diferentesespeciesmolecularessino que la mayoríade las moléculas
de aguaestánconectadasentresí medianteenlacesde hidrógeno. Existen otras aproxi-
macionesque han sido menosexploradas,fundamentalmentepor la dificultad de tratarun
hamiltonianocomoel queconílevala descripción¿el agua.Estamoshablandode las técni-
cas de ecuacionesintegrales.En el capítulo10 se muestrauna alternativateóricabasada
en la ecuaciónOZ que puedeserútil en el estudiodel aguamedianteestastécnicas.

Antesde terminarestasecciónconvienedecirquelassimulacionesab initio, iniciadaspor
Car y Parrinello(1985),representanla alternativamásrigurosaparaanalizarel problema
del agua. Tienenlaventajade proporcionarpropiedadeselectrónicas[Laasoneny col. (1993)]
apartede las queseobtienenmedianteuna simulaciónde dinámicamolecularconvencio-
nal. Aunqueestastécnicasestáncadavez más extendidas,son todavíamuy costosasen
comparacióncon simulacionesclásicasempleandopotencialesefectivos.

8.6 Modelos efectivos de interacción para el agua

Las aproximacionesmásutilizadasen el estudiodel agualíquida sebasanen potenciales
paresefectivos.Desdeel potencialBNS queseempleóen los primerosestudiodel aguame-
dianteDinámicaMolecular [Ralunany Stillinger (1971)], sehan propuestogran cantidadde
modelos. Los másrepresentativossonlos modelosrígidos, ST2 [Stillingery Rabman(1974)],
TIPS [Jorgensen(1981)], SPC [Berendseny col. (1981)], SPCE [Berendseny col. (1987)). La
mayoríadeestosmodelosseparametrizaronparadarunadescripciónadecuadade laspro-
piedadestermodinámicasdel aguaa temperaturaambientey 1 atmósferade presión. Un
ejemploesel TIP4P [Jorgenseny col. (1983)]quejunto con el SPCEseconsideraactualmen-
te comouno de los másexactosen la descripciónde las propiedadesdel agua,no sólo en las
condicionesdepresióny temperaturareferidasmásarriba,sino tambiénen un amplio inter-
valo deestasvariables[Levesquey Weis (1995>]. Los métodosab initio permitencalcularun
potencialpar empleandouna baserigurosa. Sin embargoen estaaproximaciónseacusade
maneraespecialla no inclusiónde correlacionesdemásde dos cuerpos,queenel agualíqui-
dajueganun papelimportante.Debidoa estehecholos modelosab mujo conducennormal-
menteaunadescripciónbastantepobre del líquido. No obstantesehanpublicadopotencia-
les ab indio queincorporanefectosde tres y cuatrocuerpos[Wojciky Clementi (1986)], que
permitenmejoranladescripcióndel líquido si biensuempleoen simulaciónesbastantecos-
toso. Sehanestudiadootros modelosqueincorporanunacaracterísticaimportantedel agua
como es la polarización [Stitlingery David (1978), Sprik y Klein (1988), Halley y col. (1993),
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Wallqvist y Reme(1993), Dang(1992), Rick y col. (1994)] En algunos de estos modelosse
empleancargasquesonvariables,de formaqueesposiblela transferenciadecargadeunas
moléculaa otras.

La mayoría de los modelosde aguase construyende forma que la geometríade la
moléculaesrígida, con lo que no se contemplaun áreaimportantede estudiocomoes el
espectrovibracional del líquido y los posibles cambiosque ésteexperimentaen función
del medio, es decir, por efecto de solutos, adsorción,...,etc. Se han propuestodiferen-
tes modelosque incorporanla flexibilidad conservandoen muchoscasosla distribuciónde
cargasde modelosrígidos. Ejemplosde éstossonlos basadosen el modelo SPCo SPCE
[Toukany Rahman(1985),Alejandrey col. (1995)]o el MCY [Liey Clementi (1986)]. Algunos
autores[Barrat y McDonald (1990),Wallqvist y Teleman(1991)] hancomprobadoquela flexi-
bilidad conducea unaenergíadevaporizaciónmásnegativa,asimismodisminuyelapresión,
seproduceuna mayor localizaciónde las moléculas,disminuyeel coeficientede difusión y
aumentael tiempo de correlaciónorientacional. Por otro lado el momentodipolar en el
líquido seincrementarespectoal valor de la moléculaaislada. No obstanteen lo que se
refiere a propiedadescomo el coeficientededifusiónsepuedenencontrarresultadoscontra-
dictorios [Smithy Haymet(1992)],esdecir,la difusividadaumentacon la flexibilidad. En lo
queserefierea propiedadesdieléctricas,la flexibilidad conducea constantesdieléctricamás
bajasy a tiemposde relajacióndeDebyemáscortos[Smithy Haymet(1992)]. En cualquier
caso estosresultadoshan de tomarsecon ciertasreservas,ya que sonmuy sensiblesa las
peculiaridadesdel potencial.

Una alternativadiferentea las expuestasmás arriba es la propuestapor Lemberg y
Stillinger (1975). Ninguno de los modelosestadísticos,teoríasdecelda, modelosde red, y
los potencialesefectivosempleadosen DinámicaMolecular, permitenla disociaciónde la
molécula,es decir el pH es infinito. Es bien sabidoque a temperaturaambienteel agua
estádébilmenteionizadasegúneí equilibrioH~ + OH— # H20,siendoel pH = 7. Lemberg
y Stíllinger consideranun modelode electrolitosparael agua,en el quelas especiesFI y O
sonentidadesindividualesquepuedenasociarsequímicamentede formaespontáneadando
lugar a moléculasde agua. Asimismo el procesode disociaciónestápermitido, de hecho
esun procesofavorecidode formanaturaldesdeun punto de vistatérmico. El interésde
estemodelo no resideúnicamenteen la capacidadde disociaciónde la molécula,sino que
tieneventajasmuy importantesbasadasen la naturalezaatómicadel problema.Los grados
de libertadvibracionalesde la moléculase puedenincluir a través de la curvaturade los
potencialesefectivosOH y MII. La molécula,puestoque esflexible, puederesponderde
formanaturala los cambiosinducidospor el entornoen que seencuentra.Por otro lado
secontemplaa un bajo nivel efectosde n-cuerpos,como la polarización.Las correcciones
cuánticas[Stillinger(1975)] se puedenconsiderarde una forma mucho más simple, dado
que la interacciónes del tipo de fuerzascentrales2• El hechode tratar únicamentecon
potencialesde fuerzascentralespermiteaplicar teoríasconvencionalesdel estadolíquido,
comola ecuaciónintegralde Ornstein-Zernike.En estecasoel problemaa resolveresel de
unamezclabinaria2:1, enel quelas especiespuedenasociarseparadar moléculas.Estees
un problemadel mismotipo quelos estudiadosen los capítulos5- 7, por lo que sepuede

2La introducciónde correcionescuánticasen teoríasque tratancon moléculasrígidasesmáscomplica-
da [Kurharskiy Rossky (1985)].
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emplearel métododescritoen la sección3.6 en conjuncióncon la ecuaciónOZ.
En definitiva, los modelosde fuerzascentralesrepresentanuna alternativainteresante

paratrata problemasdeasociaciónen generaly, enparticular,sistemasmolecularescomo
el agua. En la siguientesecciónpresentamosun modelode fuerzascentralesdiseñadopara
describirlaspropiedadesdel agualíquida.

8.7 Potencial de Fuerzas centrales para el agua.

Todos los modelos de fuerzascentralesque se han propuestohastael momentose han
inspiradoen el artículooriginal de Lembergy Stillinger (1975). Entreestosmodeloscabe
destacarel propuestopor Stillinger y Rahman(1978) (CFMSR) quees unareparametriza-
cióndeun modeloanterior[Rahrnany col. (1975)]diseñadoparacorregiralgunasdeficiencias
observadasen esteúltimo. El potencialCFMSRdescribecorrectamentelaenergíadevapo-
rizacióndel líquido a temperaturaambientey densidad1.0 gr/cm3. No obstanteAndreay
col. (1983) demostraronqueestemodeloconducea unapresióndemasiadoalta, 3.4 Kbar,
encomparacióncon 0.001 Kbardel experimento.Unapropiedadquesereproducede forma
particularmenteexactaesla constantedieléctrica,77±14[Smithy Haymet (1992)],frenteal
valor experimental78.3 [Bertoliniy col. (1982)]. El coeficientededifusiónesdemasiadobajo,
1.44 cm/s2 [Smithy IIaymet (1992)] comparadocon 2.3 cm/s2 [Krynicki y col. (1978)] obte-
nido experimentalmente.Otraspropiedadescomo el tiempo de relajaciónde Debye, que
mide la correlaciónorientacionalcolectiva,es del orden de 18 Ps [Smithy Haymet (1992)],
mientrasque en el aguaéstevale 8.27 Ps [Kaatzey Uhlendorf (1981)]. El modelo CFMSR
describecorrectamentela estructuradel líquido, si bienhay que destacarque sobreestima
ligeramentela estructuratetraédricay debidoa la funcionalidaddel potencialHH el primer
máximointermoleculargo» presentaunadesviaciónimportanterespectoa datosobtenidos
de difraccióndeneutrones.En lo queserefiereal espectrode vibración, el modo de flexión
símetricose reproducecorrectamente,mientrasque los de tensiónsimétricay asimétri-
ca aparecena frecuenciasdemasiadoaltas. Este es un problemainherenteal modelo de
fuerzascentrales,en el que sedisponede sólo dosconstantesde fuerza,paraajustartres
modos vibracionales. Bopp y colaboradores(1983) resolvieronesteproblemaempleando
un potencialintramolecularde tres cuerpos. Sin embargocon estaalternativasepierden
las ventajasasociadasal tratamientode fuerzascentrales,en especialen lo que se refiere
al tratamientomedianteecuacionesintegrales.Entre las modificacionesmas recientesdel
CFMSR cabemencionarel trabajo de Duh y col. (1995) que proponenuna pequeñamo-
dificación en los parámetrosdel potencialdestinadaa mejorarla predicciónde la presión.
Aunqueobtienenuna mejor representaciónde estapropiedad,0.12 Kbares,la utilidad de
estaversiónesun tanto limitada,puessiguemanteniendolamayoríade las deficienciasque
presentabael potencialCFMSR. RecientementeDavid (1996) hamodificadoel modelode
Stillinger y Ralimanincluyendoun términoquepermitela transferenciadecargay deesta
forma se trata de forma rigurosala disociación. Convienerecordarque si bien el modelo
contemplala posibilidadde disociación,las especiesresultantesde la misma,0H26 y HS+,
no presentanlas cargascorrectas,-2 y +1 repectivamente.

A pesar de las mjeorasdel potencial, introducidaspor diferentesautores,se puede
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asegurarque no existeun potencial de fuerzascentralescomparablea modelos rígidos
comoel SPCEo elTIP4P. Ademáslaformafuncionaldel CFMSRno esdel todoadecuada
paraun tratamientomediantemétodosde ecuacionesintegralescomo los presentadosen
la sección3.6. Así pues,parecedeseabledisponerde un modeloque permitapor un lado
beneficiarsede las ventajasde un tratamientode fuerzascentrales,y ensegundolugar que
resuelvalas deficienciasde íos modelosvistos más arriba. A continuaciónsedescribeun
potenciadquecumpleesteobjetivo.

8.7.1 Descripciónde la molécula

Consideramosque la moléculasecomponede tres cargaspuntuales,situadasen el centro
de masasde los átomosde hidrógenoy oxígeno. La cargaparcial sobrecadauna de las
partículasconstituyentes,seajustade formaqueelmomentodipolar,ji, coincidacon el dela
moléculaenel estadodevapor. Teniendoencuentaqueu = 1.86 Debyes,r011 = 0.9586ky
el ángulo de enlaceHOH P = 104.450 3 seobtiene,

ji
Z2rj

2rOH cos(I?/2) — 0.32983e (8.3)

Puestoque la moléculaeseléctricamenteneutrasesigueque Za = —2Z».
Unavezdefinidala geometríay momentodipola.rde la moléculaesprecisodarexpresio-

nesparalas interaccionesintramolecularesOH y HM. Unade la razonesquehan motivado
la elecciónde un modelo de fuerzascentrales(CFM) parael estudiodel agua, es la po-
sibilidad de resolveréstemedianteteoríade ecuacionesintegrales.Paraestefin conviene
que la contribuciónintramolecularsea “adecuada”, Con “adecuado”,queremosdecir que
las contribucionesintramolecularese intermoleculareshan deestarbien diferenciadas.El
potencialintramolecularpara las interaccionesOH y HH se componede dos partes,una
culómbicay otra del tipo osciladorarmónico,destinadaa contemplarlos gradosde libertad
vibracionalesde la molécula,

2

Uintr
4(r) ~k5(r — r0)

2 — D
5 + ZaZ0e (8.4)4rf0r

expresiónsimilara la componenteasociativadel potencialLJ/asocintroducidoenelcapítu-
lo 5. Comoen ésecaso,k~, r~ y D6 representanla constantedefuerza,posicióndel mínimo
y profundidaddel potencialarmónico. El valor de D~ no jueganingún papelen el caso de
simulacionesdeDinámicaMolecular, Sin embargo,enel casodesimulacionesMonte Carlo
o ecuacionesintegrales,el problemaa tratar se convierteen el de una reacciónquímica,
y en estecontextoD~ determinala proporciónde las especiesresultantesde la reacción
de asociación ‘. Las constantesk~ y r~ se puedencalcularconsiderandolas siguientes
relaciones,

3Enlo queserefiere a la geometríamoleculary al momentodipolaren la fasedevapor, sehanescogido
los valoresempleadospor Lembergy Stilhinger (1975).

4Véasecapítulo 5 paraunamayorextensiónde estetema.
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= k2 ZaZar

?

4irco(r9~ (8.5)
= , _ ZaZ/~e2 (8.6)~

donde < y r representanla constantede fuerzay la distanciade equilibrio de la molécula
de aguaaislada. Los valores de r estándefinidos por la geometríamolecular,~40» =

0.9584 A y ra»» = 1.5151 A. Paradefinir k sepuedeemplearinformaciónexperimental,
peroes necesariorecurrir a algunaaproximacion.Como seha comentadoanteriormente,
el aguapresentatres modos normalesdevibración. Sin embargoen el modelode fuerzas
centralesse disponesolamentede dos pozos intramoleculares,OH y HM. Puestoque el
modo de tensiónasimétricodependeexclusivamentede la curvaturadel potencialOH en el
mínimo, r~, la constantek%» sepuedeobtenera partir de la constantearmónicaexperi-
mental,fi, definidaen la sección8.3. Quedapuesun solo pozo intramolecularparadefinir
los dosmodosdevibración simétricos.Lembergy Stillinger (1975) llegarona una solución
de compromisoparak»<, de formaque el error en la frecuenciasesde aproximadamente
un 14 9’o paracadamodo normal. En la tabla 8.1 serecogenlas frecuenciasde vibración
segúnel modelode fuerzascentrales[Rahmany col. (1975)], paralas constantesde fuerza,
kQoH = 7.973 y k,»~ = 1.7872 mdinas/A.

de fuerzasTabla 8.1: Modos normalesde vibración de la moléculade aguasegúnel potencial
centralescomparadocon datosexperimentales.

“20 D
20

Modo CFM Experimento CFM Experimento
TensiónAsimétrica 3805.10 3755.79 2788.05 2788.05
Tensiónsimétrica 4266.01 3656.65 3057.09 2671.46
Flexión simétrica 1369.33 1594.59 1008.20 1178.33

Teniendoen cuentala aproximaciónintroducidaparaajustark~HH sepuedeavanzarque
las frecuenciasdevibración en el líquido no coincidiráncon las experimentales.Como se
mostraráen el capítulo9, las frecuenciasdevibración sepuedencorregiren buenamedida
introduciendoconstantesanarmomcas.

Enesteapartadosehadefinidoun potencialintramolecularque,enprimerlugar,conser-
va la geometríade la moléculade agua,y ensegundolugar, contemplalos modosnormales
de vibración, con las limitaciones introducidaspor las aproximacionesya comentadas.Se-
guidamentesecompletala definición del potencialde fuerzascentrales,introduciendola
contribuciónintermolecular.

156
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8.7.2 Contribución intermolecular

La eleccióndeuna formafuncional que contemplela interaccióninterxnolecular,no estan
directacomoen el casointramolecular.En esteúltimo casolas posibilidadesestánlimita-
daspor diferentesfactores,lageometríay cargasdela molécula,asícomolas frecuenciasde
vibraciónde la misma. En el casode la contribuciónintermolecularsepuedeemplearcomo
punto departidala interaccióndel dímero(1120»disponibleapartir de cálculos ab indio.
Sin embargoestainformaciónpor si sola no es suficienteya que despreciacontribuciones
importantes,que provienendel caráctercooperativodel enlacede hidrógeno. Por consi-
guiente,es más adecuadoemplearinformacióndel líquido, ya seade carácterestructural
o termodinámico. Estees el procedimientoque se ha empleadoparaobtenerpotenciales
efectivoscomoel TIP4P, SPCo SPCE.En unaprimerainstanciaparecerazonableescoger
un potencialLennard-Jonesparadescribirla interacción00. Sin embargoestaelecciónno
esmuy afortunadaen el casodel modelo de fuerzascentrales. La causade ello resideen
quelacargaparcialdelhidrógenoesdemasiadopequeña,lo queimpidedescribiradecuada-
mentela estructuratetraédricatípicadel agua~. Esteefectoseobservaen potencialesdel
tipo TIPS y SPC. En el casoque nosocupaes precisoincluir una contribucióndispersiva
que contempleel fuerte componentetetraédricode la estructuradel agua. Con estefin
hemosoptadopor una seriede contribucionesintermolecularesbasadasen las propuestas
por Stillinger y Rahman[Stillingery Rahman(1978)],

Uinter,oc(r) = — 0.25exp(—4(r— 34)2) — Bcoexp(—1.5(r— 4.5)2) +

Z0Z0e
2 (8.7)

4rre
0r

—4
Uinter,ojri(r) = 1 + exp[5.49305(r — 2.2)] + Z0Z»e

2 (8.8)
4irc

0r
Uinter,nu(r) = ZHZHC

2 (8.9)

4,rc
0r

Nóteseque la interacciónOH incluye una componenteatractiva,destinadaa contemplar
adecuadamentela interacciónde enlacede hidrógeno. En modelosde potencialcomoel
SPCE,dondela cargaZH es mayorque en el CFM, el enlacede hidrógenosereproduce
adecuadamentesin necesidadde teneren cuentainteraccionescomola mencionada.El po-
tenciadtotal esel resultadode la combinaciónde las contribucionesintrae intermoleculares,

UTOTaP(r) = Uintra.ao(r)[l — t(r)] + Uinter,cqyt(r) (8.10)
siendot(r) la función que determinala transiciónentrelas dos contribucionesy presenta
la mismafuncionalidadqueen el modeloLJ/asoc,

- Nl
taa(r) = ~ [í + tanh (8.11)

5La estructuratetraédricaen el aguase manifiestaen la función de distribución 00 en un máximo
localizado 4.5 A. Véasecapitulo 9 paraunamayorextensiónde estetema.



158 Capítulo 8: El agua
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Figura 8.4: Potencialintrarnoleculardel modelo de fuerzascentrales.Se ilustra la estabilidad
relativade las configuracioneslineal y angularde la moléculade aguaen función del parámetros
Rgg implicado en la función t (ec. (8.11)).

dondeR y w fijan la posición y pendientede la función t.

El potencialde fuerzascentralesgarantizala existenciade la configuraciónangularde
la moléculade agua. No obstantepuedenestarpermitidasotrasconformaciones,como la
lineal. En la figura 8.4 serepresentalaenergíadeunamoléculadeaguaen funcióndel ángu-
lo ROL!, parados valoresdistintos de la variable RHH introducidaen la expresión(8.11).
La variable RHH determinala posiciónde la barreraque separalas contribucionesintra
e intermoleculares,correspondientesa la interacción1111. Se observaque en determinadas
circunstanciasla conformaciónlinealpuedeestarmásfavorecidaenergéticarnentequela an-
gulas. En el casodesimulacionesdeDinámicaMolecularestehechono suponeun problema
en absoluto,puesla posibilidaddequeunamoléculaangularadoptela configuraciónlineal
es esencialmentenula, dadala barreratérmicaentreambas.No obstanteen simulaciones
MC o en teoríasdeecuacionesintegralesla profundidadrelativade los pozosde potencial
determinala poblaciónde moléculasque adoptanuna u otra conformación. Así pues,en
estecaso concretose ha de garantizarque la configuraciónmás favorablees la angular.
En cualquiercaso prescindiremosdeestacuestiónhastael capítulo 10, dondeseestudiael
CFM medianteecuacionesintegrales.

En la figura 8.5 se representael potencialde fuerzascentralesdel aguapropuestoen
este capítulÑ empleandolos parámetrosdadosen la tabla 8.2. A distanciascortasel
potencialculémbicoOH crecemás rápidamentequeel potencialarmónicolo queconducea
una divergenciaen el limite r -4 0. Esteproblemaseha resueltoimponiendoun potencial
de esferasduras a distanciasr < 0.5 Á. Los parámetrosA00 y Bco son ajustablesy se

60 80 100 120 140 160 180
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Tabla 8.2: Valores
Energíaen Kcal/mol

de las constantes
y distanciasen Á.

Parámetro
A00

koH
kH»
r0oH
r~~Jj

utilizadasen el potencialde fuerzascentralesdel agua.

Valor
23700
0.20

1311.77
236.52
1.01837
1.44856

Parámetro
De,OH
D~,HH
ROH

RHH

WOH

WHH

Valor
0.0
0.0
1.45
1.88
0.02
0.02

200

150

100.

o

—50

—100

Figura 8.5: Ilustracióndel modelode fuerzascentralesparael agua.

han optimizadode formaque la descripciónde la energíade vaporizacióny de la presión
del a~ualíquidaa temperaturaambiente,sealo másexactaposible.

El análisis del dímero (1120)2 es relevanteya que proporcionainformación sobrela
interaccióndel enlacede hidrógeno. Dadoque el CFM seha ajustadoparareproducirlas
propiedadesdel líquido, es interesanteinvestigarla validez del potencialen la descripción
del dímero. En la siguientesecciónseanajizaestacuestiónen detalle.

0 1 2 3 4 5

r lA
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8.7.3 Análisis del dímero (1120)2

En estasecciónse abordaun problemade tipo numérico, como esencontrar la configu-
ración óptima,es decir la que conduceal mínimo de energía,del dímero(H20)2. Es bien
sabidoenel contextodel modeladomolecular,quela obtencióndel mínimo de energíay lo
que esmásimportante,la garantíaqueésteesel mínimoabsoluto,representaun problema
cuyasoluciónestádificultadapor la existenciade numerososextremoslocalesque difieren
poco, en términosenergéticos,del mínimoabsoluto.La mayoríade los métodosdeminimi-
zaciónestánbasadosen algoritmosdel tipo Newton-R.aphson,comopor ejemploel método
de los gradientesconjugados[Pressy col.(199’2), Grant y Richards(ioQs)]. Estos algoritmos
son denaturalezaiterativay la obtenciónde la configuraciónóptimarequierevarios pasos
de minimización,dondeun pasorepresentaun cierto movimientode los componentesde
la estructuraa minimizar. EL métodode los gradientesconjugadosrepresentaunaalter-
nativa elegantede minimización,que presentaventajassobremétodosrelacionadoscomo
el del descensomás rápido. En concreto empleala información de pasosanterioresde
la minimización para modificar los movimientosen pasossubsiguientes.Lo que hacedel
métodode los gradientesconjugadosun métodoidóneo de minimización es que reducelas
posibilidadesde maximizaren lugar de minimizar, problemafrecuenteen los algoritmos
del tipo Newton-R.aphson.Por consiguienteshemosempleadoel métodp de los gradientes
conjugadosparaobtenerlas configuracionesóptimasde diferentesmodelosde potencialdel
agua. En concretohemosinvestigadoel modelo de fuerzascentralespresentadoen este
capítulo,así comoel modelo rígido SPC,y el modelo de fuerzascentralesde Stillinger y
Rahman(1978). Estos resultados,junto con los correspondientesa otros modelosy datos
experimentalesserecogenen la tabla 8.3.

Los potencialesde fuerzascentralestiendenengenerala dar configuracionescercanasa
la experimental,aunquepresentanalgunasdiferenciassignificativas.El ángulo 9 es menor
que el experimental,y el ángulofi es negativo,una característicaque compartenmodelos
tan popularescomo el SPC. La distanciaoxígeno-oxígeno,r12, en los modelosefectivoses
menor que la obtenidamediantecálculos ab initio o con potencialesefectivos ajustados
parareproducirlas propiedadesdel dímero(caso4 de la tabla8.3). En cuantoa la energía
del enlacede hidrógeno,los modelosefectivostiendena sobreestimarel valor real,mientras
que los cálculos ab initio la infraestiman. En cualquier caso las desviacionesde unos y
otros son del mismoorden.

En la tabla 8.3, hemosincluido resultadosparael potencialCFM, pero considerando
que la geometríade la moléculano sealterapor efectode unasegunamolécula. Es decir,
consideramosmoléculasrígidas(caso2b tabla8.3). La relajaciónde los gradosde libertad
intramoleculares,que semanifiestaen variacionesdel ángulo R~R y distanciade enlace
OH respectoa los valores de equilibrio, conducea una estabilizaciónmayor del dímero,
~ 0.2 Kcal/mol, con respectoa unamolécularígida (casos2a y 2b). Los mayorescambios
estructuralesen lo que serefiere a la geometríaintrarnolecularse dan en la molécula1,
que juega aquí el papel de donante,frente a la molécula2, aceptora. En conjunto, se
puedeconsiderarque la geometríapredichapor los potencialesefectivoses satisfactoria,
enespecialteniendoen cuentaqueestosseajustaronen condicionesbastantediferentesde
las que implican dosmoléculasaisladas.
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Tabla 8.3: Configuracionesóptimasparael dímero (H20)2, obtenidasempleandodiferentesmo-
delo de interacciónparael agua,comparadascon resultadosexperimentales.Lasdistanciassedan
en Á, ángulosen gradossexasegima.lesy energíaen Kcal/mol. Los ángulosO y a sedefinen de

8.2. El ángulofi representael ángulointramolecularHOH y r12 la distanciaacuerdoa la figura
oxígeno-oxígeno.

O a Pi roH UH6

0.9714
0.9605

2.7924 26.74 -2.709 101.91 103.32 0.9719
0.9600
0.9584

27925 23.01 -3.467 104.45 104.45 0.9584

1.02.763~ 24.85 -1.816 109.47 109.47 1.0

2.868~ 62.3 1.67 102.28 103.8 0.9601
0.9711
0.96682.958~ 58 4 104.37 104.86 0.9591

2.986 57±10 1±10

1.0 -6.20

0.9603 -6.73

0.9613 -4.99

-5.45

Modelo
2a Modelo

de fuerzascentralesde Stillinger y R.ahman(CFMSR).
de fuerzascentralespresentadoen estetrabajo.

25 Modelo de fuerzascentralespresentadoen estetrabajo,peroconsiderandimoléculasrígidas.

~Modelo SEO.
~CFM del aguaajustadoparareproducirlaspropiedadesdel dímero[Lembergy Stillinger (1975)].
~ Resultadosab ¿niUo [Kim y col. (1992)].
6 Experimental[Odutolay Dyke (1980)].

En la figura 8.6 se ilustra el potencialde interacciónH20-H20 para la configuración
de mínimaenergíade los modelosSPC y de fuerzascentrales. En esteúltimo caso se
consideraquelas moléculasno se distorsionanpor efectode la interacción(caso 2b de la
tabla8.3). Las diferenciasmásimportanteentrelos dospotencialesseobservanadistancias
~ 3.5 Á, siendoel potenciadSPC ligeramentemás atractivoque el de fuerzascentrales.
La dependenciacon el ángulo a’, que representaaquí el ángulo entreel vectormomento
dipolary el vectorr12, presentadosmínimosseparadospor unabarreraenergéticacentrada
en a’ = 0. El máximo correspondea la configuraciónen la que el momentodipolar de la
moléculadonanteapuntadirectamenteal oxígenodela moléculaaceptora.Porotro ladolos
mínimosno sondeltodosimétricos,lo queponede manifiestoel carácteranisotrópicodelas
interaccionesH20-H20y por tanto del enlacede hidrógeno.La dependenciacon el ángulo
a’ esbastanteinsensibleal modelo, ya seade fuerzascentraleso SPC. Las diferenciasmás
notablesentreestos dos potencialefectivosse ilustran en la figura 8.6-c que representa

2.82’ 27.07 -3.953 101.82 103.47

Mal1

0.9610 -5.69

0.9614 -6.03

0.9584 -5.88
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Figura 8.6: Energíade interacciónentredos moléculasrígidasde aguamodeladasmedianteel
potencialde fuerzascentralespresentadoen estecapítulo (líneascontinuas)y el potencialSF0
(líneasdiscontinuas).(a) Variacióncon ladistancia00 (b) Variacióncon el ángulode la molécula
donante.Se harepresentado& quees el ánguloformadopor el vectormomentodipolary el vector
r12 (c) Variacióncon el ángulode la moléculaaceptora6.

la dependenciade la energíapotencialcon el ángulo O. El modeloSPC presentaun sólo
mínimoa O = 24.850, mientrasque el modelo de fuerzascentralesestácaracterizadopor
la existenciade un mínimo absoluto más otro mínimo relativo localizado ~ l80~. Este
mínimo debesu origenal potencialHH asociativo,que garantizael enlaceintramolecular
en la moléculadeagua.Estapeculiaridadespor tantoconsustanciala la definiciónde los
potencialesde fuerzascentrales. Convieneresaltarque la existenciadel mínimo local es
irrelevanteen simulacionesde DinámicaMolecula, siempreque la configuraciónde partida
no contengamoléculasconunaorientaciónrelativainadecuada.En tal caso,la probabilidad
de que algunasmoléculasadoptenla configuracióncompatiblecon O ~ 1800, es a efectos
prácticosnula. No obstanteen simulaciónMC o en teoríade ecuacionesintegraleses el
factor deBoltzmannel quedeterminael pesorelativode las dosconfiguraciones.Conviene
mencionarque la diferenciaentreel mínimorelativo y el absolutoes de ~ 5.8 Kcal/mol.

U(r)

2. 5 .7

r/A

U(r)

—60 0 60 120 180
a’
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Aunqueestadiferenciano esmuy grande,es suficienteparaque a temperaturasdel orden
de 300 1< estémásfavorecidala configuracióncon O = 23.010.





Capítulo 9

Simulación mediante Dinámica
Molecular de un modelo de fuerzas
centrales para el agua

9.1 Introducción

Las técnicasde simulaciónde DinámicaMolecular y Monte Carlo hanpermitidoprofundi-
zar en el entendimientode las interaccionesintermolecularespresentesen un sistematan
complejocomo el agua. Desdelasprimerassimulacionesde Rahmany Stillinger (1971),el
numeroy calidad de los modelosdestinadosa reproducirlas propiedadesdel agualíquida
ha aumentadosignificativamente.Sin dudalos modelosmás empleadosen la actualidad
son los rígidos, como el SPC [lBerendseny col. (1981)] o el TIP4P [Jorgenseny col. (1983)].
En lo que serefiere a modelosde fuerzascentrales(CFM), su uso estámenosextendido,
puesaunquesehanmejoradolas versionesinicialesdelmodelo,los cambiosintroducidosno
permitendarunadescripciónadecuadadellíquido. Sepuedeasegurarquehastala fechano
sedisponede un potencialde fuerzascentralesque seacomparable,en lo quea capacidad
predictivaserefiere,a los modelosrígidos. En el capítulo8 sehan comentadolas ventajas
queconlíevaun tratamientode fuerzascentralesparael agua,y en los capítulos5 y 7 seha
estudiadoun modelo de estetipo válido parala representaciónde moléculasdiatómicas.
Estecapítuloestádestinadoa cubrir la carenciaque existeen la descripcióndel agua,en
términosde potencialesde fuerzascentraié~.Seguidamentesepresentaun estudioexhaus-
tivo del aguaque incluyepropiedadestermodinámicas,dinámicas,dieléctricas,así comoel
equilibriolíquido-vapordel modelo y las propiedadescriticasdel mismo.

9.2 Propiedadesa temperatura ambiente

La mayoríade los estudiosde simulacióndel agua se han realizadoen condicionesde
temperaturaambiente,y 1 atm. de presión. Esteestadotermodinámicoha sido asimismo
la referenciapor excelenciapara el ajustede potencialesefectivosdel agua. La razón de
ello estribaen que la mayoríade los sistemasde interés,en los que el aguaestápresente
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corno medio se encuentranen estascondiciones. Además es una región especialmente
interesantedel diagramade fases,primeramentepor la proximidadal puntotriple del agua
(O OC) y en segundolugar porqueen estaregión seobservauna de las peculiaridadesmás
interesantesdel agua,como es el el máxio de densidadque aparecea 4 C. Por si esto
fuerapoco, existenunagran cantidadde resultadosexperimentalesparaesteestado,tanto
termodinámicoscomo estructurales,estos últimos procedentesde difracción de Rayos-X
y de difracción de neutrones. No obstante,hay que decir que es particularmentedifícil
obtenerun potencialpar queajusteperfectamentelas propiedadesdel aguaa temperatura
ambiente. Esto sedebea la importanciade las interaccionescooperativas,el enlacede
hidrógeno,quelos modelostienenen cuentatan solo a un nivel efectivo.

Así puessehaescogidoel estadodel aguaa temperaturaambientecomoreferenciapara
optimizarel potencialefectivode fuerzascentrales.Puestoqueempleamossimulacionesen
el colectivomicrocanónico,la variablea ajustaren nuestrocaso esla presión. En lo quese
refierea aspectostécnicos,sehautilizado el algoritmode pasode tiempomúltiple explicado
en la sección4.4, junto con un termostatotipo Berendsen[Alíeny Tildesley (1987)], desti-
nado a mantenerel sistemaa la temperaturadeseada.El tratamientode las interacciones
culómbicasse hizo empleandoel método de las sumasde Ewald. En estecaso sepueden
emplearlas simplificacionesexplicadasen la sección4.2 respectoa estemétodo, puesla
contribucióndel espaciorecíprocoa la energíapotencialtotal esmuy pequeñaparael es-
tado termodinámicoarribaindicado. No obstante,parael cálculo de ciertaspropiedades,
como la constantedieléctrica,esnecesarioconsiderarel métodode Ewald completo.

Una de las peculiaridadesdel modelo de fuerzascentralesesla posibilidadde que una
moléculasepuedaasociara otraa travésdel potencialintramolecularHH (ver figura 8.6-c),
formandode estamaneraun dímero,queno sedisociaríaen el transcursode la simulación.
En estesentidoes precisotomar ciertas precaucionesa la hora de generarla configura-
ción inicial con el objeto de evitar la dimerizaciónde moléculasde agua. La dimerizacion
estámásfavorecidaa altasdensidades,por lo queesaconsejableconsiderarunaconfigura-
ción inicial a unadensidadsuficientementebaja, ~ 0.7 gr/cm3,de formaquela probabilidad
dequesolapendoshidrógenospertenecientesa moléculasdiferentesseanula. Partiendode
estaconfiguraciónla densidaddel sistemaseaumentade forma gradualhastala densidad
deseada.Duranteesteprocesolas moléculasadoptanla orientaciónadecuaday se evita
la formaciónde dímeros. Estepreequilibradopuederequerirunos cientosde pasosde si-
mulación(con los pasosde tiempo dadosen la tabla 9.1) y es por tanto poco costoso. El
equilibradodel sistemaa la dénsidady temperaturasdeseadasse extiendeentre 5 x ío~ -

1 x í0~ pasos,reescalandolas telocidadesde laspartículasa la energíacinéticaapropiada.
Esteequilibradoesquizáun tantoelevadoen comparacioncon el empleadonormalmenteen
simulacionesde modelosrígidos,pero esnecesariodadoel pasode tiempode integración,
del orden de 3 femtosegundos,que seprecisaparateneren cuentala pequeñamasade los
hidrógenosy fundamentalmentelos gradosde libertad intramoleculares.A esto hay que
aAadir el carácterde líquido asociadoque confiere al aguael enlacede hidrógeno. Este
ralentizala dinámicacolectivadel líquido, por lo queserequierenequilibradosmás largos
queen líquidosqueno presentanestaparticularidad.En cuantoa la fasede producción,los
valorestípicososcilanentre2x105 y 5x105 pasosde tiempo. En la tabla9.1 serecogenlas
condicionesde simulacióntípicasempleadasen el estudioque sepresentaenestecapítulo.
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Tabla 9.1: Condicionesde simulación del modelo de fuerzascentralesdel agua.
dela cajade simulación,19.73 A parala densidad0.997gr/em3

.

Número demoléculas 256
Tipo de caja cúbica
Pasode tiempo primario~Z 0.0003 Ps
Pasode tiempo secundarios 0.003 Ps
Radio de corteparavecinosprimarios~ ~.5 A
Constantetermostatode Berendsen 0.40 Ps
Númerode vectoresen direcciónx, y o 5
Radio de corteparavectores6
Parámetrode convergenciaespaciorealb 5.6 L
Radio de corteparala energía~ 0.5 L
Númerodepasosde equilibrado S-10><1¡J~
Númerodepasosde producción 2-5x

L es la longitud

‘MPTM.
Métodode Ewald.

9.2.1 Propiedadestermodinámicas
Las simulacionesse han realizadoa una temperaturade 298 1< y densidad0.997 gr/cm3,
que son los valores experimentalesdel aguaa la presión de 1 atm. En la tabla 9.2 se
comparandatosexperimentalesde propiedadestermodinámicas,dinámicasy dieléctricas,
con resultadosdesimulación,empleandodiferentesmodelosdepotencialparael agua. Uno
de los problemasasociadosa versionesanterioresde modelosde fuerzascentralesparael
agua,es el valor de la presión,exageradamentealto comparadocon el experimental.Por
ejemplo, uno de los modelosmejoradosde Stillinger y Rahman(1978) da un valor para
estamagnitudde 3230 bares.MásrecientementeDuh y col. (1995)reajustaronligeramente
el potencialde Stillinger y Rahmany consiguieronuna presiónde 120~0.O3 bares. El
potencialpresentadoen el capítulo8 junto con los parámetrosrecogidosen la tabla 8.2,
conducea unapresiónde 69 + 0.05 bares,quesuponeunamejorasustancialsobremodelos
anteriores.Es importantenotar que no esposibleen generalajustarexactamenteel valor
de la presiónsin poneren compromisootraspropiedáAescomo la energíadevaporización.
En cualquiercaso,estasvariacionesenla presiónrespectoal valor experimentaltienenpoca
incidenciaenel diagramade fasescomo veremosmásadelante.La energíade vaporización
representala energíaintermoleculardel líquido y se puedeobtenerdirectamentede la
energíapotencialtotal resultantede la simulación,t1TOTÁL, mediante,

= —

3
UINTR4 = 2UoH(roH) + UHH(rIIH) + -lc~T

2

(9.1)

(9.2)

dondeUJNrp~ representala energíaintramolecularcorrespondientea la configuraciónde
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equilibrio. El factor cinéticotiene en cuentalas vibracionesarmónicas. La contribución
intramolecularse puedecalcularalternativamentea lo largo de la simulación. Parauna
temperaturade 298 1< seobtieneU¡Nrn¿ -120.77Rcal/mol que coincidecon el valor
-120.81 Kcal/mol obtenidomediantela expresión(9.2). En lo sucesivoempleamosel va-
lor UINTp~ obtenido mediantedichaexpresión. La energíade vaporizacióndel modelo
de fuerzascentralesresultaser —10.05 ±0.05 Kcal/mol, en buenaconcordanciacon el
valor experimental—9.92 Kcal/mol [Motakabbiry Berkowitz (1990)]. En lo que se refiere
a otraspropiedadescomo la capacidadcalorífica o la compresibilidadisoterma,el nuevo
potencialCFM predicevaloresquemuestranbuenaconcordanciacon los experimentales
(ver tabla 9.2). Estasmejorassehacenextensivasa propiedadesdinámicasy dieléctricas
coeficientede difusión y tiempo de relajaciónde Debye,como sediscutirámásadelante.

Tabla9.2: Comparacióndel modelodefuerzascentralespresentadoenestetrabajo,conresultados
de otros modelosy datosexperimentales.T representala temperaturaen 1<; p la densidaden
gr/cm3; U’~’P, energíade vaporizaciónen Kcal/mol; E’, presiónen Kbar; C~ capacidadcaloríficaa
volumen constanteen cal/(mol FC); xr, compresibilidadisotermaen x106 barí; D, coeficiente
de difusión en x105 cm2/s; ji, momentodipolar en Debyes; TD, tiempo de relajación de flebye
en ps; e, constantedieléctrica.Las entradascon líneasdoblesbatenreferenciaal rangode valores
obtenidoo estudiadopor diferentesautoresparaunaciertapropiedad.

Modelo de fuerzascentralespropuestoen estetrabajo.
2flesultadosexpeimentales[Eisenbergy Kauzmann(1969),Krinicki y col. (1978),Kaatzey lib-
lendorf (1981), Bertolini y col. (1982),Carniey Patey (1982), Motakabbiry Berkowitz (1990),
Trokhymchuky col. (1993)].
~ Modelo de fuerzascentrales[Rahmany col. (1975)].
~ Modelo de fuerzascentrales[Stillingery Rahman(1978),Andreay col. (1983),Smith y Hay-
met (1992),Duh y col. (1995)].
~‘ Modelo de fuerzascentrales[Dub y col. (1995)] y estetrabajo.
~Modelo rígido [Stillingery Rahman(1974)].
6 Modelo rígido ab juitio [Impeyy col. (1982),Neumann(1985),Wojcik y Clementi (1986)].
~Modelo rígido ab initio [Wojciky Clementi (1986)].
~ Modelo rígido ab inÁtio + interacciónde trescuerpos[Wojciky Clementi (1986)].
a Modelo rígido [Jorgenseny col. (1983),Jorgenseny Madura (1985),Neumann(1986),l{eddy y
Berkowitz (1987),Watanabey Klein (1989), FUck y col. (1994), Liu e Ichiye (1996)].
9’Modelo rígido + polarización[Rácky coL ‘(1994)].
ID Modelo rígido [Berendseny col. (1987),Watanabey Klein (1989),Alper y Levi (1989),de Pablo
y col. (1990),Liu e Ichiye (1996)].
ilrnes cuerpos[Andersony col. (1987),Barraty McDonald (1990)].
12Modelorígido + polarización[Ahlstromy col. (1989),Smith y Dang(1994}j.
13Modelorígido + polarización(Rick y col. (1994)].
“‘Modelo de fuerzascentrales+ 3 cuerpos[Trokhymchuky col. (1992)].
‘5Modelo rígido [Berendseny col. (1987), Motakabbir y Berkowitz (1900), Svishchevy Kusar
lik (1993),Smith y Dang(1994),Duh y col. (1995)].

‘6Modelo rígido [Wallqvisty Berne (1993)].
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i6’Modelo rígido + polarización[Wallqvisty Berne(1993)].

‘7Modelo rígido + polarización[Cieplaky col. (1990)].

Modelo
CFM’
Exp.2
CFM3

CFM”

CFM”’

ST25
MCY6

MCYL7

MCY(3c)8

11P4P9

TIP4PFQ~’

SPC’0

SPCfiexíl

PSPC’2
SPC-FQ’3

BJI-I’4

SPCE’5

RER’6
RER(pol)16’
CKL’7

T p
298 0.997 10.05
298 0.997 9.92
295 1.000 9.20
298 1.000 9.80

10.20
296 0.997 10.82
298 0.997 8.69

8.58292 1.000 6.76
296
301 0.997 6.76

9.1
304 0.999 8.10

P
0.07
0.00
3.54

Cv
22.5
17.9

Xi’ D
39.7 2.08
45.2 2.30

0.73

3.54

0.12
0.62
8.5
8.4

ji E

2.01 13.0 82
2.6 8.27 78.3

1.44 1.98 19 77

45
25.6

25 1.45 2.00
60 2.9 2.35

69

35
16.9 21.5 2.3 2.19 3.0 5017.6

27

0.2 17.9

298 1.002 10.10 0.00

298
298
308

300

298
298
292
298
298
306
300
300
298

1.0 9.9
0.963 9.01

1.0 10.18
7.84

1.0 9.8
1.0 9.1
1.0 9.9

0.972 9.71
1.13 10.07
0.998 9.89
1.01 9.90
1.0 9.94
1.0 9.85

0.964 9.97

—0.16
—0.00

0.3

1.5

2.0
0.03
0.00
1.70

—0.08
0.00

—0.10
—0.20
0.00

22.0 27

23.8
2.8

16 67 3.6

1.9
3.3

21.7 4.3

2.54
3.0
2.9
1.7

33
18.3 41.4

2.14
41.4 2.5

2.4
2.8

195

2.18
7

2.62 8

53

79

2.27 11 68

2.43 11 83

2.83 9 116
79

2.2 1.99 10.6 88
67

2.35 10 89

2.2

9.2.2 Resultadosestructurales

La reproducciónde la estructuradel aguaha sido y continúasiendoun retoparala mayoría
de los modelos. Convienedecir que durantebastantetiempo se ha carecidode informa-
ción experimentalsuficientementeprecisacomoparapermitir una comparacióncuantitati-
va con los datos de simulación. Quizá los resultadosexperimentalesmásrepresentativos
de la estructuradel aguaa temperaturaambienteson los publicadospor Soper y Phi-
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Figura 9.1: Funcionesde correlaciónpar 00, OH y HH obtenidasempleandoel modelo de
fuerzas centralespropuestoen estetrabajo (líneascontinuas). Se incluyen resultadosparael
modelo rígido de aguaSECE (líneas discontinuas)y datos experimentalesobtenidosmediante
difracción de neutrones~Sopery Phillips (1986)1 (puntos). Laslíneasdiscontinuasde trazocorto
correspondientesa la función gHH, representanresultadosobtenidoscon el modelo de fuerzas
centralesde Stillinger y Rahman(1978).

llips [Sopery Philips (1986)] ~. En la figura 9.1 serepresentanlas funcionesde distribución
par del CFM y se comparancon resultadosdel modelo SPCE y los datosexperimentales
de Sopery Phillips.

El modelo de fuerzas-centtalésda úñ~déscripcióríbastanteprecisade la estructuradel
agua. Se observanalgunasdesviacionesen el segundopico intermolecularde la función
OH, que es un poco bajo. Por otro lado, la descripciónde la función dR suponeuna

‘RecientementeSopery col. [Sopery col.(1997)] han revisadolas funcionesde correlación par del
aguaobtenidasapartir de datosde difracción de neutrones.Los cambiosrespectoa análisisprevios son
modestos,por lo queno consideraremosaquíestosresultados.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

r/A
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mejorasobreotros modelosde fuerzascentralesque predecíanun máximointermolecular
HH pocorealista(ver figura 9.1). El modelorígido SPCEreproducemuy bienlos datos de
neutrones,si bienla estructuratetraédricareflejadaen la funcióngoo estámenosmarcada,
al contrario que el CFM, que exageralas peculiaridadesasociadasa la misma, comoel
mínimoen ~ 3.3 A o el máximoa ~ 4.5 A. En el casodel CFM estaestructuratanmarcada
esconsecuenciade la formafuncional del potencialde interacción00 (expresión8.7) que
incluyecontribucionesatractivasenposiciones3.4 y 4.5 A. Tambiénesimportanteeneste
sentidoel potencialOH, que incluye una contribuciónatractivadestinadaa resaltarla
interacciónde enlacede hidrógeno.En cualquiercaso, las comparacionescon los datosde
neutronessehan de tomarcon ciertasreservas,ya quela alturade los picos estáafectada
deciertaincertidumbre,asociadaal métodoexperimental.La posiciónde los picos muestra
un error menor,y constituyepor tanto unareferenciamásfiable.

El númerode coordinación(Figura 9.2) mereceuna interpretaciónsimilar a la dada
para las funcionesde correlaciónpar. La coincidenciaentre los resultadosde nuestro
modelo y los datos experimentaleses notable. Los númerosde coordinaciónnoo y noH
(correspondientesal mínimode las funcionesgco y go») son4.47 y 4.07 respectivamente,
deacuerdocon los valoresexperimentalesy con la existenciade unaestructuratetraédrica
comola representadaen la figura 8.3.

a

E

n4c) 4

2

o
2.0

Figura 9.2: Númerode coordinacióndel aguasegúnel modelo de fuerzas
estetrabajo. Las líneastienen el mismosignificadoqueen la figura 9.1.

centralespropuestoen

El cálculo del factor de estructurapermiteobteneruna representaciónalternativade
las correlacionesdel líquido enel espaciode Fourier. Estafunciónpermiteresaltaralgunos
detallesque no se aprecianfácilmenteen la función de correlaciónpar. El modelo de
fuerzascentralesprediceun doblepico en la función S00(k) en torno a 2.5 Á’, aunque

2.5 3.0 3.5 1.5 2.0 2.5 3.0 1.5 2.0 2.5 3.0

dA CA r/A
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Figura 9.3: Factoresde estructuraparcialesdel CFM (líneas continuas)comparadoscon resul-
tadosde difracción de neutrones(líneasdiscontinuas)[Sopery Phillips (1986)].

ésteestámenosmarcadoqueel experimental.El doblepico es unacaracterísticapeculiar
del aguay sedebea la red tridimensionaldel líquido, originadapor las interaccionesde
enlacedehidrógeno.En cuantoa los factoresde estructura5o» y Sg»,elmodeloreproduce
aceptablementelos resultadosexperimentales.

Es interesanteexaminarlos cambiosde la geometríamolecularen la fasecondensada
respectoa la moléculaaislada.Experimentalmenteseobservaqueel efectomásnotablees
la disminuciónde la distanciaOH y del ánguloRON. Una consecuenciainmediatade este
hechoeslavariacióndel momentodipolax de lamolécula.El CFM muestraun éxito relativo
en la descripcióndeestoscambiosestructurales.Sepredicenadecuadamenteel enlaceOH
y ángulode enlace,mientrasqueel momentodipolar presentaun valor demasiadobajoen
comparacióncon el valor experimental(ver Tabla9.3). En cualquiercasohay que resaltar
que la posibilidad de que la moléculaalteresu estructuraen la fasecondensadapermite
a los modelosCFM contemplarde formaefectivaefectosde polarización. Modelos rígidos
comoel SPCEobviamenteno cuentancon estaposibilidad.

La característicaesencialde la interacciónde enlacede hidrógenoconsiste,apartedesu
valor energético,en su carácteranisotrópico.Esteimponeanafuertecomponenteorienta-
cional a la estructuradel líquido, quesepuedeanalizarevaluandofuncionesde correlación
angulares. En particularaquí consideramosla función de correlacióndipolo-dipolo, re-
presentadapor < cos6(r) >, donde O es el ángulo entre los dipolos de dos moléculas
separadaspor una distanciait La función cos& estárelacionadacon el invarianterotacio-
nal ‘b”0 [Hanseny McDonald (1991)) y con el factorde Kirwood [Hanseny McDonald (1991)3,
9K, mediantela expresión,
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Tabla 9.3: Geometríay momentodipolar de la moléculade
condicionesT = 298 FC y p = 0.997gr/cm3, ambiente

.

CFM’
L

0»/Á HOR/grados g/D
0.97 100.36 2.01

Exp
2 0.98 105.48 2.6~

Exp” 0.997 102.8 2.6~

1 Estetrabajo.
2 Referencia[Sopery Pbillips (1986)].

~ Referencia[Carniey Patey(1982)].
~ Referencia[Thiesseny Narten(1982)].
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Figura 9.4: Función de correlaciónorientacionalparael aguaatemperaturaambientesegúnlos
modelosCFM (líneascontinuas)y SPCE(líneasdiscontinuas).

= 1 + 4irpj <cos(6)(r) > r2dr (9.3)

El análisisde < cos& > (Figura 9.4) muestraqueel ordenorientacionalseextiendea lar-
gasdistancias,7-10 Á, dondeseobservantodavíaremanentesde las fuertescorrelaciones
existentesa cortas distancias. El modelo SPCE presentacambiossimilares, si bien, la
estructuraestáalgo menosmarcada. Los dipolos de moléculascuyaseparaciónes com-
patiblecon el primer máximo de la función goo, formanen promedioun ángulode ~ 70
grados. Como comparaciónrecordemosque éstemismoángulo en el caso del dímeroen
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su configuraciónde mínimaenergía,es ~ 74 grados. Este resultadoapoyala ideaque el
enlacede hidrógenoen la estructuratetraédricaes esencialmentelineal. Es interesante
notarque existeuna cierta independenciaentrela posición de los máximos de la función
de correlaciónorientacionaly la función de correlaciónpar. Por ejemplo el máximo que
aparecea 5 A, no coincidecon el segundomáximo de la función goo, situadoen ~ 4.5 A.
Resultadossimilares seobtienenen otros modelos,como el TJP3P [Jorgensen(1981)] que
no muestraapenasestructuraen la función goo, mientrasque la función de correlación
orientacional,<z cos& >, essimilar a las presentadasen la figura 9.4. Claramentelas fun-
cionesorientacionalesson sensiblesa correlacionesmolecularesque quedanobscurecidas
en el casode la. función de correlaciónpar, dadoel carácterpromediadodeésta.

9.2.3 PropiedadesDinámicas

Un aspectoimportantedel aguaes el relacionadocon elespectrovibracionalde la molécula
y los cambiosque ésteexperimentaen función del medio en quese encuentra.A priori se
puededecir que el potencialde fuerzascentraleses inadecuadoparadescribir los modos
devibración de la moléculade agua. Esto sedebea que sólo sedisponede dospotenciales
intramolecularesparaajustarcuatroconstantesde fuerza(ver capítulo8). El espectrode
vibración infrarrojo de lamoléculasepuedeobtenerapartir de la transformadade Fourier
de la función de autocorrelaciónde velocidades(ver sección4.5). En la figura 9.5 sepresen-
ta estafunción parael modeloconsideradoen esteestudio. La función de autocorrelación
de velocidadespara los hidrógenospresentauna estructurabastantecomplejaen la que
sesuperponenmodosde alta frecuencia,característicosde tensionesintramoleculares,con
modos de flexión y libración. Partede las contribucionesa estafunción se puedenver
en la función de autocorrelacióncorrespondienteal oxígeno,que presentaunaestructura
similar a la observadaen líquidos atómicosen el régimende alta densidad. En la mis-
ma figura seha representadola integral de la función de autocorrelaciónde velocidades
correspondienteal oxígeno,cuyo límite a tiempo infinito no essino el coeficientede difu-
sión (ver expresión4.50). El coeficientede difusión de la moléculadeaguaasí calculadoes
2.08±0.01x i0~±cm2/s,querepresentaunamejorasobrepotencialesde fuerzascentrales
anterioresy presentabuenaconcordanciacon el resultadoexperimental(ver tabla 9.2).

La transformadade Fourierde las funcionesde correlación(ecuación4.49) presentadas
en la figura 9.5, permiteobtenerel espectroinfrarrojo de la moléculade aguaen el líquido.
El espectrodel oxígeno,fo(w) presentadosmáximoscaracterísticosa 45 cm” y 195 cm’1
(ver figura 9.6 y tabla9.4) queestánde acuerdocon lo observadoexperimentalmente.El
máximo a altasfrecuenciasse atribuye a vibracionesde tensióndel enlacede hidrógeno,
O-H.•~O,en la dirección H~ .0. El modo de bajafrecuenciaseha consideradohabitual-
menteque estáoriginadopor la flexión de la red de enlacesde hidrógeno. En concreto,
se deberíaa la flexión del trímero O-O-O, formado por moléculasde aguaunidas entre
sí a travésde enlacesde hidrógeno[Walrafeny col. (1986)]. No obstante,en trabajosre-
cientes[Martí y col. (1996)] seha estudiadoen detalleel origen de estemodo,y los autores
concluyenque sedebea la vibración de las moléculasde aguaen la celdaformadapor las
moléculasvecinas.En lo querespectaal espectrodel hidrógeno,figura 9.6-b, la región de
bajafrecuenciamuestrauna buenaconcordanciacon los valoresexperimentales,incluso
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Tabla 9.4: Frecuenciasdel H20 en el estado líquido.
zas centralesconsiderandounaconstanteanarménica.
do de las referencias[Dowingy Williams (1975),Jancsó
Hastedy col. 1985 J.

Frecuencia/cm’

CEMA se refiere al modelo de fuer-
Los datos experimentalesse han toma-

y Bopp (1983),AngeIl y Rodgers(1984),

CFM(vap.) Exp.(vap.) CFM(líq.) CFMA(líq) Exp.(líq.)

TensiónSimétrica 4266 3657 4303 3996
3345
3225

TensiónAsimétrica 3805 3756 3835 3464
3455
3440

Flexión 1369 1595 1575 1553 1645
Rotación 419 413 570

Intermolecular 195
45

185
43

¡170
50

el modo de flexión simétrica,que recordemosfue ajustadojunto con el modo de tensión
simétrica empleando una sola constante de fuerza (ver capitulo 8). Los modos de tensión
muestran sin embargo una desviación importanterespectoa los datosexperimentales,in-
cluso el desplazamientorespectoa las frecuenciasen fasede vapor van en sentidoopuesto
al experimental(ver tabla9.4). Jancsóy Bopp (1983) han demostradoque la inclusión de
una constanteanarmónica,frrr, en la tensiónOH tiene una influenciaconsiderablesobre
las frecuenciasde vibración de la molécula.La constantede anarmonicidaddel CFM, que
sedebeal potencialculómbicoexclusivamente,es0.59 mdinas/Á2.Unamaneradecorregir
el efectode la anarruonicidadesconsiderarel siguientepotencial(en coordenadasinternas),

U=~IOH (árg», + Ar%»2) + {fn»zSrk»+ fo»,a(A7iHl + Arg,,,2) ±~ (9.4)

dondefo» y fmi sonlasconstantesde fuerzaarmónicasy fo»,~ esla constanteanarmónica.
Hemosrealizadoun estudio preliminar incluyendo una constanteanarmónica,fon4 =

~9.55 mdinas/M [Buckigham(1985)] similar a la empleadapor Jancsóy Bopp en el caso
de aguadeuterada[Jancsóy

8opp (1983)]. En la figura 9.6 se ilustra la influencia de la
constanteanarmónicaen el espectrovibracional. Los modos de tensiónse desplazana
frecuenciasmásbajas,acercándosea los datosexperimentales.Por otro lado, los modos
de bajafrecuencia,incluido el modo de flexión (ver tabla9.4), muestranuna dependencia
muy pequeñacon la constanteanarrnónica.Por lo tanto, concluimosque la inclusión de
una constanteanarmo ica permitecorregirel espectrovibracionaldel modelo de fuerzas
centralesen el rangode altasfrecuenciassin alterarsignificativamenteel modo de flexión.
Estapodríaserunavía de mejorasistemáticaquehabríaqueanalizaren másdetalle.

En el caso de sistemascargadosse puederecurrir al formalismode Green-Kubopara
obteneruna expresiónque permitaobtenerla dependenciade la conductividadcon la fre-
cuencia.Definimosprimeramenteel momentodipolartotal del sistema,M, y su derivada,
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Figura 9.7: Espectro de la función de autocorrelaciónde la función velocidad del dipolo.

la. función develocidaddel dipolo M’,

2N fi
M~) = ZziZr¿(t)+ZoZr,(t) (9.5)

t=1 5=1

2N fi
M’(t) = Z¡iZv¿(t)+Zo~vs(t) (9.6)

1=1

donder¿ y y
1 representanla posicióny velocidadde la partículait La función de autoco-

rrelacióndeM’ vienedadapor,

<M’(t) M’(0) >= 4 < VJJ(t)VJ,T(O)> +4 <Vo(t)Vo(0)>

+ZOZH (< Vo(t)V»(0) > + c V»(t)V0(0) >) (9.7)

siendoV~(t) = ESv5(t), y N0 el númerode partículasde la especiea. El estudiodel
espectroasociadoa la función de autocorrelación(9.7) esde particularimportancia,pues
estárelacionadacon la constantedieléctricadependientede la frecuencia.Es por tanto un
medio idóneodeobtencióndel espectroen la regiónde altasfrecuencias(ver másadelante).
El espectroasociadoa c M’(t) . M’(0) > (figura 9.7) essimilar al espectrode los átomos
individualesvisto anteriormente.Algunasdiferenciassurgenno obstanteen la región de
bajasfrecuencias.Puestoque la conductividaddel CFM es nula 2, f(0) = 0. El modo

2Formalmentelas moléculasse puedendisociar,peroesteeventoa temperaturaambienteno ocurrepor
lo que pH = a,.

1000 2000 3000 4000
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que aparecea 419 cm1 (ver fig. 9.6) estádesplazadoa mayoresfrecuenciasen estecaso,
541 cm1 . Teniendoen cuentala funcionalidadde < M’(t)M’(0> > estehechose puede
atribuir a correlacionescruzadas,OH, que puedentener importanciadadala naturaleza
colectivaasociadaal modo de libración. Los modosde tensiónde altasfrecuenciasaparecen
en la mismaposición que los correspondientesal espectrodel hidrógeno. Sin embargola
intensidadde los picos esdiferente. Estadiferenciasedebeala naturalezadel modo quelos
origina. El modo asimétricoconlíevaun cambioen la direccióndel dipolo de la molécula,
mientrasque en el modo simétricolo que cambiafundamentalmentees el módulode éste.
Esto explicaque en el espectrode la función < M’(t) . M’(0) > aparezca un modo, el de
tensiónsimétrica,con menorintensidad.

9.2.4 Propiedadesdieléctricas

Unadelaspropiedadesquehacendel aguaun líquido anómaloessualtaconstantedieléctri-
ca, c = 78.6, a temperaturaambiente.Este hechoconfiereal aguapropiedadessingulares
comoentornoen el que sedesarrollanprocesosfísico-químicosy biológicos. El cálculo de
la constantedieléctricamediantesimulaciónes conceptualmentesimple. Sin embargoes
probablemente una de las propiedades más exigentes en lo que a recursos computacionales
se refiere. La convergenciadel momentodipolar total de la muestraes muy lento, y se
suelenprecisardel orden de 300-1000ps paraobtenerun resultadoadecuado. Teniendo
en cuentalos pasosde tiempo implicadosen la simulacióndel CFM esto se traduceen
simulacionesque superanel millón de pasosde integración.

Las expresionesparael cálculo de la constantedieléctricadependende las condiciones
de contornoempleadasen la simulación. En el caso particularde las sumasde Ewald, y
considerandoque el sistemaestárodeadopor un conductorperfecto,sepuedeemplearla
siguienteexpresión[DeLeeuw y Perram(1980)],

— ~ff[<M2> — < M >2] (9.8)

donde V esel volumende la caja de simulación, y M es el momentodipolar total de la
caja de simulación dado por la ecuación (9.5). El momento dipolar medio de la caja de
simulacióndebesercero, .c M >= 0, en los sistemasisotrópicosqueestamostratando,por
lo quela expresión(9.8) sereduceal primer término. Como seha comentadomás arribala
dificultad másimportanteenel cálculode e resideenla lentaconvergenciadeéstacantidad
al valor límite. La convergenciade las propiedadesdieléctricassepuedeevaluarmediantela
relaciónO =< M 2 ¡ < M2 > [Smithy Haymet(1992)], queha de tendera ceroa t —* xj.
Normalmenteconsideramosque un valor en torno a 0.05 es adecuado. En la figura 9.8
serepresentael promedioacumuladode la constantedieléctricay del momentodipolar de
la moléculaen función del tiempo de simulaciónEl empleode simulacionescortas,200 Ps
presentauna convergenciapobre, C = 0.3, en comparacióncon simulacionesmás largas,
500-600 ps, para las que C ~ 0.05. La lenta convergenciade la constantedieléctrica,
así como las bruscasvariacionesque éstaexperimenta,son particularmenteevidentesen
una de las trayectorias,dondeen torno a 125 Ps se observauna variaciónen e desde43
a 82 en un intervalo de escasamente50 ps. Estasvariacionestan bruscashacenque a la
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Figura 9.8: Promedioacumuladodel momentodipolar de la moléculade agua,ji, y de la la
constantedieléctricaestática,E, en funcióndel tiempode simulación.

horade asignarun error a la constantedieléctricadel sistemahayaqueserconservadores.
En los casosconsideradosestimamosque el error puedeser del orden de un 20 %, con
lo que la constantedieléctricadel CFM a temperaturaambientees 82 ±16, que estáen
excelenteacuerdocon el resultadoexperimental,78.3. La mayoríade los potencialespares,
salvoalgunasexcepcionescomoel MCY o el TIP4P,conducena una valor adecuadode la
constantedieléctricadel agua(ver tabla9.2). Quizálo mássorprendenteesquela constante
dieléctricaestáticaes poco sensibleal valor del momentodipolar. El modelo de fuerzas
centralespresentaun momentodipolar en el líquido de 2.07 Debyeslo que representaun
aumentodealgo másdeun 8 %respectoal valorde la moléculaaislada.Estevalor contrasta
con el observadoen otros modeloscomo el SPCE,2.351 Debyes,TIP4PFQ,2.62 Debyes,
o el resultadoexperimental2.6 Debyes.En realidadel valor de la constantedieléctrica,del
aguano se debeexclusivamenteal alto momentodipolar de la molécula ~. El enlacede
hidrógenoexistenteen el aguaimponeun fuerteordenamientoorientacionalque setraduce
en el largo alcanceque presentanlas funcionesde correlacióndipolo-dipolo (fig. 9.4). Es
estaestructurapeculiarla responsablede la alta constantedieléctrica,nóteseque a cortas
distanciaslas orientacionesantiparalelasentredipolos estánfuertementeimpedidasdebido
a la geometríamolecular. En moléculaslineales,por el contrario, estasconfiguraciones
estánmásfavorecidas.

La constantedieléctricalongitudinal estática,CL(k), juegaun papelrelevanteen teorías
sobre la dinámicade solvatación y en el cálculo de la energíalibre de un ion en un

3Por ejemploel acetonitrilotieneun momentodipolarde unos4 0, y la. constante dieléctrica es tan solo

¼
1~~~
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disolventepolar [Bagchiy Chandra(1989), Chandray Eagchi (1989), Kornyshevy col. (1989),
Wei y Patey(1990), Raineri y col. (1991)]. Consideremosuna carga inmersaen un medio
dieléctrico, ct(k) mide el apantallamientodel campoasociadoa la carga. La constante
dieléctricalongitudinal se puedeevaluara partir de la expresión,

1 Szz(k

)

CL(k)
(9.9)

dondeel factor de estructuracarga-carga,Szz(k), vienedado por,

Szz(k)= 22 ZcxZn [Pa3a~ + PaPaXaa(k)] (9.10)

En la figura 9.9 secomparanlos resultadosparaestapropiedadcon los datosexperimentales
deSopery Phillips [Sopery PhilIips (1986)1. En esteúltimo caso,el factordeestructura8zz
se hacalculadoconsiderandouna cargaZn compatiblecon la geometríade la moléculade
aguaen el estadolíquido (datosde Soperrecogidosen la tabla 9.3) y el momentodipolar
experimental2.6 Debyes. La cargaresultantees ZH = 0.456e. Ambasfuncionespresentan
el comportamientohabitual en sistemasde alta polaridad caracterizadopor la existencia
de unaregiónen la que CL(k) esnegativa.En el límite k -~ O severifica eL(O) = e, es decir
se alcanzael valor macroscópicode la permitividadrelativa. Sin embargoestaregión no
es accesibledado el rango de las funcionesde correlaciónempleadas.En cualquiercaso
es notablela similitud entrelos resultadosdel CFM y los experimentales.Estos últimos
presentanuna mayor intensidad,aunqueesteefectoesun consecuenciatrivial de la carga

o
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Figura 9.9: Resultadosde la constantedieléctricalongitudinal estática
continuas)y experimentales(líneasdiscontinuas). Estosúltimos obtenidos
recogidosen la referencia[Sopay Phillips (1986)] (véasetexto).

parael CFM (líneas
a partir de los datos

2 4 5 8 10 12 14

k lA



9.2 Simulacionesdelmodeloa temperaturaambiente 181

empleadaen el cálculo de la CL(k) experimental. De hecho un reescaladoutilizando las
cargasdel CFM, da lugar a la función quetambiénhemosincluido en la gráfica9.9, y que
muestrauna excelenteconcordanciacon las prediccionesdel CFM. Quiereésto decirque
el apantallamientodel campogeneradoporuna cargapuntual,escualitativamenteidéntico
en amboscasos.

Hastaahorahemosanalizadopropiedadesestáticasrelacionadascon el momentodipolar
de lamuestra.El estudiodela dependenciatemporalde lascorrelacionesdel momentodipo-
lar total, M, suministrainformaciónrelevante,en particularsobrela relajacióndieléctrica
del sistema. La constantedieléctricadependientede la frecuencia,<ca), se puedeobte-
ner a partir de la función de autocorrelacióndel momentodipolar total de la muestra,
«t) [Neumanny col. (1984), Neumanny Steinhauser(1983)1,

#t) = <M(t).M(0) > (9.11)cM2>

a travésde la relación, c(w)—1 = £~~[—~‘] = 1 — iwCú4~] (9.12)

e— 1

dondeseha consideradoque el sistemaestárodeadopor un medio conductor. La función
es dck/dty £~4f] representala tranformadade Fourier-Laplacede la función f,

= ¡ exp(—iwt)f(t)dt (9.13)

En la figura 9.10 se ilustra la evolución de la función «t). A tiemposcortos, 0-0.1 Ps,
estafunción presentaciertaestructura,cuyo origenseatribuyea los movimientosde tipo
libracionalque experimentaunamoléculaenel campoeléctricocreadopor susvecinosmás
cercanos.El comportamientoa tiemposcortos,determinael espectrode altasfrecuencias,
del que hemos visto un ejemplo en la figura 9.7. A tiempos largos (no se muestra)la
función presentaun comportamientode tipo exponenciallo que significa que a bajasfre-
cuenciazel sistemasecomportacomo un dieléctricodel tipo Debye, hechoque seobserva
tambiénexperimentalmente[Kaatzey Uhlendorf(1981)]. El decaimientode la exponencial
estáreguladopor el tiemposde relajación,

#t) A x exp(—t/rr) (9.14)

= Jtte)dt (9.15)

donde tr y r~ representanrespectivamenteel tiempo de relajacióny de correlación. Estos
tiemposhan der ser igualesentresí, y, en el caso particularque el sistemaestérodeado
por un conductor,son iguales al tiempo de relajaciónde Debye. El modelo de fuerzas
centralesprediceun valor r~ = 13.0 ps, que suponeuna vez másuna mejoraimportante
sobremodelosde fuerzascentralesanteriores(véasetabla 9.2). Conocido r~, se puede
evaluarel comportamientode e(w) en el casode un dieléctricode Debye,
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Figura 9.10: Funciónde autocorrelación
gr/cm3.
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Figura 9.11: DiagramaCole-Coledel modelo de fuerzascentralesdel agua
semicírculoscaracterísticosde procesosde relajación de alta frecuencia. e’ y
partesreal e imaginariade la expresión(9.16).

Las flechasindican
e”, representanlas

c(w)—1 _ 1
c—1 l+tWTD

(9.16)

Las desviacionesde la función «t) respectodel comportamientode Debye, se pueden
distinguir mejor calculandola transformadade Fourier-Laplacede ~(t), empleandola ex-
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presión(9.12). La evaluaciónde la tranformadase ha realizadoempleandola función ~
obtenidade la simulaciónparatiempos .c 2 Ps, y paratiemposmayoresse ha considera-
do la relación(9.14). La función ¿(ca) se componededos contribuciones,una real y otra
imaginaria,talesque,

«ca) = ¿‘(ca) — i¿”(w) (9.17)

Normalmentelaspartesreale imaginariaserepresentanenun solo gráfico,quesedenomina
diagramade Cole-Cole. En la figura 9.11 semuestraestediagramaparael caso del CFM.
Éstepresentaen su mayorparteel comportamientode Debye, si bien las libracionesse
manifiestan en la aparición de un pequeño semicírculo (curlycue), característico de un
procesode resonancia. La existenciade modos intramolecularesse manifiestaen otro
semicírculoapenasdiscernible,localizadoen ¿‘(ca) ~ 0.15.

En la figura 9.12 sepresentala parteirnagina.riade la constantedieléctricadependiente
de la frecuenciacomparadacon resultadosexperimentales.El CFM dacuentade los modos
del el espectroexperimentalen la región de alta frecuencia,500-600 cm1 y 1500 cm1.
Estoestádeacuerdocon lo observadoen el análisisdel espectrode los átomosindividuales
(ver figura 9.6). Una región másinteresantedel espectrode relajación dieléctricaes la
correspondientea ~ 150 cmi dondeel espectroexperimentalpresentaun máximo. Estese
atribuyenormalmentea los movimientosqueexperimentaunamoléculaenla celdaformada
por sus vecinas. En modelosrígidos no se observaseñal algunaen estaregión lo que es
un tanto contradictorio. Neumann(1986) ha señaladoque, si el sistemaestácompuesto

4

3

2

O
10

Figura 9.12: Parte imaginaria del espectrode relajación dieléctrica del modeJo de fuer-
zas centrales (lineas continuas) comparadascon resultadosexperimentales(líneas disconti-
nuas)[Rusky Querry(1971),Afsar (1977)].
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influenciadirectasobreel momentodipolar, M, de la muestra.Podríainfluir no obstante
indirectamentea travésde rotacionesqueestuvieranacopladasa las traslaciones.Por otro
lado, en sistemaspolarizables,el movimiento tra.slacionalpuedeinducir un cambioen el
momentodipolar. R.ick y colaboradores(1994) han publicadorecientementeun estudio
de la relajación dieléctricadel aguaempleandoun modelo que contemplala posibilidad
de polarización,y observanque en estecasoexisteun máximo localizadoen torno a 150
cm1. Estosautoresconcluyenqueúnicamenteen el casode modelospolarizablessepuede
observarestacaracterística.El espectropresentadoen la figura 9.12 no permitedecidir si
el modelo de fuerzascentralespresentao no estemodo, aunquehay ciertos indicios que
apoyaríanla existenciadel mismo. En realidadel modelo de fuerzascentralescontemplaa
un nivel efectivola polarizaciónde la molécula.Puestoquela geometríamolecularpuede
variar, esto permitiría un cambio en el momentodipolar que emularíade algunaforma
la polarización. Seríainteresanteestudiarmodeloscomo el SPCE-flexiblecon el fin de
comprobarsi estacaracterísticaapareceen ésecaso.

9.3 Diagramade fasesdel CFM del agua

El conocimientodel diagramade coexistencialíquido-vaporde cualquiersustanciaposee
un interésintríseco. Estesi cabeesmayor en el caso del agua,dadasu importanciatec-
nológica. La descripcióncorrectadel diagramade fasesy propiedadescríticas del agua
utilizando modelos efectivoses un reto en sí mismo. Esto se debefundamentalmentea
que la mayoríade los potencialessehan ajustadoparareproducirlas propiedadesde un
estadotermodinámicoconcreto,en generalel del aguaa temperaturaambiente.Entrelos
trabajosde simulaciónquehan abordadoel cálculo de las propiedadesde coexistenciadel
aguacabemencionarlas simulacionesGEMC de los modelosSPC [dePabloy col. (1990)] y
TIP4P[dePabloy Prausnitz(1989)],realizadasporde Pabloy colaboradores.Otrosautores
hanempleadoel métododeintegracióntermodinámica[Guissaniy Guillot (1993)1paraobte-
ner el diagramade coexistencialíquido-vapordel modelo SPCE.Recientemente,Alejandre
y col. [Alejandrey col. (1995)] han calculadolas densidadesortobáricasde estemodelosimu-
landola interfazlíquido-vapor. Empleandoestemismométodootros autoreshan calculado
las densidadesde coexistenciade modelosab initio [Matsumotoy Kataoka(1988)]. De todos
estos trabajosse desprendeque el modelo SPCEes el más exactoen lo que refiere a la
predicciónde la curvade coexistenciay de las propiedadescríticasdel agua. Los modelos
SPC y TJP4P predicendensidadesparael líquido demasiadobajas,mientrasque en el
casode potencialesde origencuánticola descripcióndemuestrasermuy pobre. En lo que
respectaa modelosde fuerzascentralesno tenemosconstanciade la existenciade cálculos
previos de la coexistencialíquido-vapor.

La metodologíaparael cálculode la curvade coexistenciade un sistemaestábien esta-
blecida. Sin dudaen estesentidola técnicadesarrolladapor Panagiotopoulos(1987) es la
que ha cosechadomayoresfrutos. En el capítulo7 hemosvisto un ejemploprácticode su
aplicaciónenel caso de un sistemaasociativo.Ahorabien, estemétodopresentaproblemas
cuandola densidaddel líquido en equilibrio con el vapor es muy alta, comoocurrecercadel
punto triple. En tal casola inserciónde moléculasen la fasedensano esunatareafácil. A
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estohayque añadirlaspeculiaridadespropiasdelmodelodefuerzascentrales.En el capítu-
lo 8 seha comentadola posibilidadde que seformendímerosasociadosa travésdel pozo
intramolecularI-IH. A altadensidadla inserciónde unamoléculapuedellevar a la formación
de un dímero,siendoprevisibleque estasituación seamás una regla que una excepción.
Otrosmétodoscomoel de integracióntermodinámicano sufrenestosproblemas,si biense
requierenun gran númerode simulacionesparaobtenercon detallela ecuaciónde estado.
A modo de ejemplo, digamosque Guissaniy Guillot (1993) precisarondel orden de 100
simulacionesparaobtenerlasdensidadesortobáricasdel modeloSPCE. La terceraalterna-
tiva, esa nuestroparecer,la máseleganteparacalcularel equilibrio defasesdeun modelo.
Esta consisteen la simulaciónexplícita de las faseslíquido-vapor y la interfaz que las
separa.Esta metodologíano presentalos inconvenientesde las simulacionesGEMC. Adi-
cionalmente,sepuedencalcularpropiedadesasociadasa la interfaz,comola tensiónsuper-
ficial [Wilsony col. (1987),Matsumotoy col. (1993),Lie y col. (1993),Alejandrey col. (1995)],
que no se puedeobtenerempleandolas alternativascitadasmásarriba. No obstante,en
estetrabajono haremosreferenciaa dichaspropiedadesy noscentraremosen la obtención
de la curvadecoexistenciadel modelo de fuerzascentrales.

La interfazsepuedegenerarde diferentesmaneras.La másusualconsisteenequilibrar
las fasespor separadoy posteriormentecolocar éstasen contacto. Alternativamentese
puedesituarla faselíquida,previamenteequilibrada,enel centrodela cajade simulacióny
posteriormenteaumentarel tamañode la cajadesimulación.Deestamanera,lasmoléculas
de la superficiesepuedenevaporary condensar,formandoeventualmenteunainterfaz. Los
métodosde no equilibriopermitengenerarunainterfazdeunaformasencilla. Consideremos
un estadotermodinámicoqueesmecánicamenteinestable.Comoseexplicóenel capítulo4,
la presenciade un campo externo,por ejemplo un gradientede temperatura,provoca
una separaciónnatural de la muestraen unafase líquida (que seencontraráen la región
fría de la celda de simulación),y una fase gas (en la región caliente),y entreellas una
interfaz. Estaseparacióndefases,seproduceapresiónconstante(versección4.6),de forma
quelo único que se requiereparaconseguirlas condicionesde equilibrio es homogeneizar
la temperaturaen el sistema. En la figura 9.13 se representauna configuracióninicial
empleadanormalmenteen la obtenciónde la interfaz líquido-vapordel modelo de fuerzas
centrales.Las moleéulassehan dispuestoen unaredcúbicacentradaen las carasy sehan
desordenadoorientacionalmente.Como la anchurade unainterfaz en el caso concretodel
agua,puedellegar a ser delorden de 8 Á a 500 1<, parapoderobtenerfasesen coexistencia
que seanrepresentativasdel líquido y del vapor es necesarioemplearcalasde simulación
cuyalongitud en la direcciónnormala la interfazseasuficientementegrande.Normalmente
serecurrea celdasprismáticas,en nuestrocasosehaescogidoLZ: L: L = 5 1 :1,donde

= L¿/L, siendoL~ la longitud de la celdaen la dirección~y L la longitud de la celdaen
la direcciónmáscorta. L esdelordende 21 Á parasistemascuyasdensidadescorresponden
a un estadomecánicamenteinestable,por ejemplo0.324-0.35gr/cm3. Unavezconstruida
la configuración inicial, se someteel sistemaa un fujo de calor,empleandoel métodode
intercambiode calor explicadoen la sección4.6. Un flujo del orden de Ju = 5.5 x lO~
W/m2 conducea gradientesdel ordende 5 x108 K/cm. Tras unos50000 pasosde tiempo,
aparecela faselíquida en el centro de la celday rodeandoa éstala fasegas. Finalmente
sesometeal sistemaa otro equilibradodurante50000 pasosde tiempo, con la finalidad
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Figura 9.13: Ilustración de unaconfiguracióninicial parael agua.
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Figura 9.14: Ilustraciónde una interfaz liquido-vaporparael modelo de fuerzas
agua. Se haseñaladola existenciade un dímeroen la configuraciónóptima.

centrales del

de homogeneizarla temperaturaen todo el sistema. En la figura 9.14 se representauna
configuraciónresultadodel procesodeequilibradocomentado.En la misma,sehaseñalado
la existenciade un dímero(H

20)2en la configuraciónde mínimaenergía(véasecapítulo7
paraunamayordiscusión).El periodode producciónrequieredelordende 1-l.Sx íO~ pasos
de tiempo. El cálculode las interaccionesculómbicassepuedehacerempleandoel método
de lassumasdeEwaid. Debidoa la geometríade laceldade simulaciónelmétodode Ewald
es algo costoso,si bien la combinacióndel mismocon el métodode pasotiempomúltiple
permiterealizarestassimulacionesde forma razonable. Los detallesde la simulaciónse
resumenen la tabla9.5.

En lo que respectaal cálculo de propiedades,sedivide la celdade simulaciónen sub-
celdas,48-64 típicamente,en la direcciónnormala la interfaz. El cálculode los promedios
serealizadividiendola trayectoriaen bloques,de unos ío~ pasos de tiempo cada uno. En
la figura 9.15 semuestraun perfil de densidadrepresentativo,correspondientea la tempe-
ratura375 K. Estafigura demuestraquela interfazestábiendefinida y que la faselíquida
ocupauna región de aproximadamente24 Á entrelas dos superficies. El perfil de densi-
dadsehaajustado(líneacontinuaen la figura 9.15) a unafuncionalidaddel tipo tangente
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Tabla 9.5: Condicionestípicasde simulaciónde la interfaz líquido-vapordel modelo de fuerzas
centralesdel agua. L es la longitud de la cajade simulación 21.52Á

.

Númerode moléculas 540
Dimensionesde la celda (x,y,z) = (5,l,1)x L
Pasode tiempoprimario’ 0.0003Ps
Pasode tiemposecundario’ 0.0015 Ps

4
Radio decorteparavecinosprimarios 6 Á
Númerode vectoresen direcciónx, y o 25,5,5

Radio decorteparavectores6 227
Parámetrodeconvergenciaespacioreal6 5.6 L
Radio decorteparala energía 0.5 L
Númerode pasosde equilibrado ‘ 5x104
Númerode pasosde producción i5>úo~

‘MPTM.
Métodode Ewald.

hiperbólicaLAlejandrey col. (1995)],

p(x) = ~(pL + Pv) ~(pl — Pv)tanh (Z dxo) (9.18)

dondep¡ y Pv sonlasdensidadesde las faseslíquiday vaporencoexistencia,x
0 representala

posicióndelasuperficiedeGibbs[Robinsony Stokes(1959)],y desunparámetrorelacionado
con el espesorde la interfaz. En la figura 9.16 seilustrala variacióndel perfil dedensidad
con la temperatura.Estos resultadosponende manifiestola necesidadde emplearceldas
de simulaciónde tamañoadecuado,en especiala altastemperaturas,dondeelespesordela
interfazesimportante.El espesorde la interfaz,e, estárelacionadocon la función tangente
hiperbólica(9.18) en la forma e = 2.1972d [Alejandrey col. (1995)], que correspondeal
criterio habitual “10-90” (Laird y Haymet(1992)]. Este criterio correspondea la distancia
en que el valor de una propiedad,en estecasola densidad,cambiade un 10 % a un 90 %
desdeel valor del líquido al del gas,a travésde la interfaz. En la tabla 9.6 se recogen
valorescalculadospara el espesorde la interfaz calculadosde estaforma, junto con las
densidadesortobáricas. Existendiferentestécnicasexperimentalesque permitenobtener
deformaindirectael espesorde la interfaz,comola elipsometría,experimentosde rayos-Xo
difracción de luz [Matsumotoy Kataoka(1988),Schwartzy col. (1990), Simistery col. (1992),
Bilgram (1982)], lo que permiteuna comparaciónadicionaldel modelo con el experimento.
Hay que decir no obstanteque existengrandesdiferenciasentrelos datos procedentesde
diferentesfuentespor lo quela discusiónseve relegadaaun nivel cualitativo. La figura9.17
representala variación del espesorde la interfaz con la temperaturapara los modelosde
fuerzascentrales,SPCEy MCY, junto con resultadosexperimentales.

Los modelosde fuerzascentralesy SPCEpredicenespesoresmenoresque potenciales
ab inWo, como el MCYy el potencial de Caravetta-Clementi. El éxito de los modelos ab
initio sedebea quepredicendensidadesde coexistenciademasiadobajasparael líquido y
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Tabla 9.6: Densidadesde coexistencialíquido-vapory espesorde la interfaz parael modelode
fuerzascentralesdel aguapropuestoen este

12

lo

a,u’

0

‘a,
-4

4>

o
0

o’

a

E

4

2
250

trabajo.
T/K p¡/(gr/cm3) p~/(gr/cm3) Espesor/A
325 0.987 0.0003 3.52
350 0.969 0.0008 3.63
375 0.946 0.0027 4.39
405 0.921 0.0043 4.89
425 0.898 0.0054 5.49
450 0.854 0.0115 6.50
475 0.816 0.0208 7.35
500 0.784 0.0276 7.91

540 0.702 0.0494 9.67
570 0.640 0.080

350 - T/X 450 550

Figura 9.17: Espesor de la interfaz en función de la temperatura. Las lineas con-
tinuas y discontinuas representanrespectivamenteresultados del modelo de fuerzas cen-
trales y del SECE (ref. [Alejandrey col. (1995)]). Los círculos blancos y negros se re-
fieren a los potenciales ab ¿nitio MCY (ref. [Liey col. (1993)]) y CarravettarClementi
(ref. [Matsumotoy Kataoka(1988)]). Finalmentelos rombosrepresentanlos datosexperimentales
tomadosde la referencia[Mataumotoy Kataoka(1988)].
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demasiadoaltasparael vapor, con lo queel espesorde la interfazesmayor. Deestaforma,
los resultadossehan de interpretarmáscomo una coincidenciaquecomo indicativosde la
validezdel modelo.

700

600 ¡ o
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T/I<
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200
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p/<gr cm3)

Figura 9.18: Curva de coexistencia líquido-vapor para el CFM del agua (círculos ne-
gros). Se incluyen resultadospara el modelo SF0 [dePabloy col. (1990)] (rombos),SECE
[Alejandrey col. (1995)] (círculos blancos),asícomodatosexperimentales(líneacontinua).

En la figura 9.18 se representala curvade coexistencialíquido-vapordel modelode
fuerzascentrales(CFM) comparadacon resultadosexperimentales[Alejandrey col. (1995),
de Pabloy col. (1990)]. Se hanincluido los diagramasde fasecorrespondientesa los poten-
cialesSF0 [dePablo y col. (1990)] y SPCE[Alejandrey col. (1995)]. En lo querespectaa la
ramalíquida,el EJEM prediceesencialmentelos mismosresultadosqueel potencialSPCE.
Aunquela descripciónde estos dosmodelosesmejor que la de otros como el SF0, ésta
empeoraen las proximidadesdel punto crítico. En lo que serefiere a las propiedadesdel
vapor, el CFMpredice densidades más altas que las experimentales en el rango de altas
temperaturas.En estesentidolas prediccionesson bastantesimilaresa las del potencial
SF0.Finalmente,hemosestimadolaspropiedadescríticasdel CFM empleandolaecuación
de Clausius-Clapeyron[Rowlinsony Swinton (1982)], para describirla presiónde vapor en
condicionescercanasal punto crítico (T > 550 K). Asimismo hemosempleadola ley del
diámetrorectilíneojunto con la ley de escalaparala densidad(ver capítulo7), empleando
un exponentecrítico de tipo king ¡3 0.325. Las propiedadescríticasobtenidasde este
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análisisson Pc = 0.337 gr/cm3, T~ = 630.4 1< y P~ = 337 bar, quemuestranbuenacuerdo
con los resultadosexperimentales[Haary col. (1984),Levelt-Sengersy col. (1985)] Pc = 0.322
gr/cm3,T~ = 647.13 1< y fi = 220.55 bar.

9.4 Propiedadesdel líquido en la línea de saturación

9.4.1 Aspectosdinámicos y estructurales

El estudiode las propiedadesdel aguaa altas temperaturases un temade crecientein-
terés.Esto sedebeen parteal papelquejuegael aguaen la industria,ya seaen procesos
de separacióno comomedio de reacción(véasepor ejemplo [Cunnnirgsy col. (1991)] para
referenciasen este sentido). Las propiedadesdel aguapresentancambiosimportantescon
la temperatura. Como han mostradoPostorinoy col. (1993), a temperaturasdel orden
de 4000 C, las funciones de correlaciónpar no muestranla estructuratípica asociadaa
la existenciade enlacede hidrógeno. Recordemosque el enlacede hidrógenose mani-
fiestaa temperaturaambienteen un máximo en torno a 1.8 A en la función gag. Las
simulacioneshan demostradoque modelosefectivoscomo el SPC [Fostorinoy col. (1993)],
SPCE [Guissaniy Guillot (1993)] o TIP4P [Mountain(1989)] predicenuna dependenciadel
enlacede hidrógenocon la temperaturaque estáde acuerdocon el experimento,si bien
enestoscasosel fluido muestrauna fuertecomponenteorientacional,que no seríarealista,
comosedesprendedel análisisde las funcionesde correlaciónprocedentesdedifracción de
neutrones.

En estasecciónestudiamoslaevoluciónde diferentespropiedadesdel modelode fuerzas
centralesa lo largo de la ramalíquida de la curva de coexistencia. En las figuras 9.19
y 9.20 secomparanlas prediccionesdel modelo de fuerzascentrales(EJEM) con resultados
experimentalesa lo largo de la línea de saturación,y en la tabla 9.7 se recogenvalores
numéricos.El modelo de fuerzascentralesprediceun coeficientede difusión menorqueel
experimentalen el rangodetemperaturas,298-500K. Sin embargoa temperaturaspróximas
al punto crítico la situaciónseinvierte. La menordensidadde coexistenciadel del CFM en
estaregión (ver figura 9.18) esprobablementela causaprincipal de estecomportamiento.
Otrosmodelos,comoel SPCE[Cuissaniy Guillot (1993)],presentanunadependenciasimilax
a la del CFM. Tanto los resultadosexperimentalescomo los del CFM se apartandel
comportamientodel tipo Arrhenius,representadopor la ecuación,D = D

0 exp(—E~/T).
En el casodel modelo EJEM la desviaciónesmuypé~jueñay seproducede forma continua.
Utilizandopartede los datosde difusividad correspondientesatemperaturas298-4051<, se
puededar unaestimaciónde la energíade activacióndel CFM, queresultaser, E~ = 13700
.J/mol, menorque el resultadoexperimental,19200 J/mol, parael rango de temperaturas
273-328K [Eisenbergy Kauzmann(1969)]. Como comparación,la energíade activacióndel
SPCEen el intervalo 240-330K, es 14820 J/mol [Báezy Clancy (1994)].

El cálculodela constantedieléctrica,¿, seharealizadosiguiendola discusiónpresentada
en la sección9.2.4. A altas temperaturasel tiempo de relajaciónorientacionalde las
moléculasde aguadisminuye considerablementepor lo que la obtenciónde la constante
dieléctricaes menos costosa que atemperaturaambiente.Por ejemploa 500 K essuficiente
una trayectoriadel orden de 150 ps para obtenerc con un error ~ 10 %. En la tabla 9.7
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Figura 9.19: Dependenciadel coeficientede difusión con la temperaturaa lo largode la líneade
saturacióndel líquido. Los puntosnegrosse refieren al modelo de fuerzascentralesy los blancos
a resultadosexperimentales(véaseref. [Guissaniy Guillot (1993)]).
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Figura 9.20: Dependenciade la constantedieléctricacon la temperaturaa lo largode la líneade
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Tabla 9.7: Constante
centralesa lo largode

T/K
298.4
352.0
405.4
450.3
500.5
550.7
601.2

dieléctrica,momentodipolary coeficientede difusión del modelodefuerzas
la líneade saturacióndel líquido.
p/(gr/cm3) ¡uD c D x 105/(cm2/s) nEH n

00
0.997 2.006 82 2.08 4.07 4.47

0.969 2.002 58 4.82 4.02 4.46

0.921 1.998 40 8.94 3.92 4.52
0.854 1.992 36 14.2 3.80 4.38
0.784 1.984 19 21.9 3.64 4.24
0.699 1.976 15 32.0 3.47 4.15
0.585 1.963 10 48.0 3.26 3.95

serecogenlos valoresde la constantedieléctricay el momentodipolar de la moléculaa lo
largode la línea desaturacióndellíquido. El análisisde la constantedieléctricasuponeun
test rigurosoparacualquiermodeloque pretendaser representativodel aguareal ya que
estapropiedaddependedelas correlacionesdelargoalcancedipolo-dipolo. El CFM predice
una disminución importantede e con~ la temperatura.Estadependenciaestáde acuerdo
con lo observadoen el experimento,incluso, en algunoscasosa un nivel cuantitativo. La
disminuciónde la constantedieléctricacon la temperaturasepuedeexplicar enocasiones
recurriendoa un sistemadipolarideal en el queno existecorrelaciónentredipolos, esdecir,

= 1. Entonces
4~r

e —1 = y/3m? (9.19)

En ese caso,laconstantedieléctricadeberíavariardesde14.65 a 298.4K hasta4.81 a 601 K.
Estosvaloresestánmuy lejos de los presentadosen la tabla 9.7 lo queindica que inclusoa
altastemperaturas,las correlacionesorientacionalesno son en ningún modo despreciables.
Claramente,en lo queserefiereal agua,el valor delmomentodipolar dela moléculajuega
tan solo un papelsecundarioen la determinaciónde la constantedieléctrica.

En las figura 9.21 se presentanlas funcionesde correlaciónpar segúnel modelo de
fuerzascentralesen el intervalo de temperaturas298-600 K. El efectomás notablede la
temperaturaes modificar la configuracióntetraédricacaracterísticadel agua. Estehecho
semanifiestaen la disminucióndel primermáximointermolecularde la funcióngog, loca-
lizado en 1.9 A. Asimismoestemáximosedesplazaa mayoresdistancias,desde1.87 A a.
298.4 1< hasta1.97 A a 601 K, lo que estáde acuerdocon observacionesexperimenta-
les (Sopery col.(1997)]. El númerode coordinaciónasociadoal mínimode goH (a distancia

2.41 A) es un indicativo del númerode enlacesde hidrógeno,ng¡,’, de una moléculacon
susvecinasmáscercanas.Aunquesepuedenemplearcriterios mássofisticadosparadefinir
estapropiedad[Luzary Chandíer(1993), Martí y col. (1996)], la evaluacióndel númerode
coordinaciónesmásquesuficienteparaunadiscusióncualitativa.El númerodeenlacesde
hidrógeno decrecea lo largo de la línea de saturacióndesde4.07 (298.4 K) a 3.26 (601.2
K). No obstante,estadisminuciónes pequeñaen comparacióncon lo observadoen otros
modelos.Por ejemploGuissaniy Cillot (1993) obtienenparael modeloSPCEun cambio
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Figura 9.21: Dependenciade las funcionesde correlaciónpar del
con la tempertatura.Laslíneascorrespondea los estados:T= 298.4
(0.921),500.5 (0.784),601.2 (0.585).Las flechasindican las posición

modelo de fuerzascentrales
K (p = 0.997gr/cm3),405.4
de puntos isosbésticos.

en nsy que va desde~ 4 a 300 1< hasta~ 2.25 a 575 1<. Sopery colaboradores(1997) han
publicadoresultadosden~» obtenidosa partir de una simulaciónMC inversa,empleando
funcionesde correlaciónobtenidasmediantedifracción de neutrones. A 298 1< obtienen
nEH = 3.58 mientrasque a 573 1< nsn= 1.80. Los restítadosexperimentalesseñalanque
el modelode fuerzascentralessobreestimael enlacede hidrógeno en el régimen de altas
temperaturas.Esto probablementesedebea que la contribuciónde corto alcanceque in-
cluida en el potencialOH paracontemplarel enlacede hidrógeno(ec. 8.8),seríainadecuada
en condicionesde temperaturasdiferentesa la temperaturaambiente.

La rupturade la estructuracaracterísticadel aguasemanifiestatambiénen la función
de correlacióngoo. El primermáximoseensanchasin variar apreciablementesu posición.
El máximo característicosituadoen ~ 4.5 A sedespla.zaa distanciasmayores~ 5 A al
aumentarla temperatura.El númerode coordinaciónncc correspondientea la primeraes-
fera decoordinación(tabla9.7) decrececon la temperatura.Pareceque existeun maximo
enestapropiedaden torno a 400 1< lo queestaríade acuerdocon resultadosexperimenta-
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les [Gorbatyy Demianete(1983)] obtenidosenun régimendealtapresión(1000 bares)y con
resultadosdesimulaciónempleandoel modelo SPCE[Guissaniy Guillot (1993)]. Como han
discutido algunosautores,el máximo puedeaparecercomo resultadode dos efectosque
operande formaopuesta.Por una lado la disminuciónde la densidadconílevaunadismi-
nuciónnaturaldel númerode coordinación.Al mismotiempo la rupturade los enlacesde
hidrógenopermiteun mayorempaquetamientode las moléculas,con lo que aumentan~0.

0.6

0.4

<cosO>

0.2

0.0

Figura 9.22: Dependencia de la función de correlaciónorientacionaldel modelo de fuerzascen-
traJes,con la temperatura.Las líneascorrespondena los estadostermodinámicosreferidosen la
figura9.21.

El análisisde las funcionesde correlaciónorientacionales(Fig. 9.22) confirma algunas
de las conclusionesbasadasen las funcionesde correlaciónpar. Aunquecomoes de es-
perar,el aumentode la temperaturasetraduceen un desordenorientacionalmayor,éste
es sin embargomenorde lo que cabríaesperara temperaturascercanasal punto crítico.
Es interesanteobservarque el segundomáximo se desplazaa distanciasmayorescon el
aumentode la temperatura.De hechoconvergeal valor del segundomáximode la función
goo. Esto demuestraque a bajastemperaturasexistendeterminadascorrelacionesentre
moléculasque quedanocultas en un análisis de la función de correlaciónpar. Una de-
mostraciónde que estascorrelacionesexistenes la presenciadepuntosisosbésticosen las
funcionesde correlaciónpar (véaseflechasen la figura 9.21),comportamientoque ha sido
observadotambiénen otros modelos [Sciortinoy col. (t992), Shih y col.(1994)]. Svishchev
y Kusalik (1993) han estudiadolas funcionesde correlaciónangularesdel modelo SPCE.
Estos autoresconcluyenque puedenexistir al menosdos tipos de estructurasintermole-
cularesen el intervalo, 3.2-4.4 Á. De hecho,el modelo de fuerzascentralespresentaun
pequeñohombroen ~ 3.6 Á, quesedeberíaa moléculasqueinteraccionanfuertementecon
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la moléculacentral,perosin formar enlacesde hidrógenolineales.
En resumen,el modelo de fuerzascentralespresentauna dependenciacon la tempe-

ratura,similar a la observadaen otros potencialesefectivos,que estáde acuerdocon los
hechosexperimentales.La estructuraa altastemperaturasse sobreestima,de forma que
el sistemapresentaun grado deenlacede hidrógenodemasiadoalto. Esto aparentemente
se debea la inclusión del potencialde corto alcance(ec. 8.8), necesarioparareproducirel
enlacede hidrógenoa. temperaturaambiente.

9.4.2 Dinámica de no equilibrio del agua

En este capítulo se han empleadosimulacionesde no equilibrio (NEMD) para generar
la interfaz líquido-vapor del agua. En estasecciónse empleanlas simulacionesNEMD
paraobtenerotraspropiedadescorrtc la conductividadtérmica,A. Es interesantecomentar
que el número de estudiosde éstapropiedadempleandomodelosefectivosdel agua, es
muy reducido[Blumhageny col. (1996),lnouey col. (1996)], encomparacióncon los artículos
destinadosal estudiode otraspropiedades.

Las simulacionesde noequilibrio sehanrealizadoempleandoel algoritmode intercambio
decalor,explicadoenel capítulo4. Brevemente,ésteconsisteen imponerun flujo de calor,
‘-‘u, a la muestra.Como consecuenciael sistemadesarrollaun gradientede temperatura,
S7T,cuyamagnitudestádictadapor la conductividadtérmicade la muestra.El gradiente
de temperaturaestáacompañadode un gradientede densidad,quejunto con elprimerove-
rifican la ecuaciónde estadodel sistemaa lo largo de unaisóbara.Esto permiteanalizarla
ecuaciónde estadodel sistemade unaformaequivalentea un colectivoisotérmico-isobári-
co. Más adelanteveremos un ejemplode la ecuaciónde estadodel aguaobtenidade esta
manera. En lo que respecta a las condiciones de la simulación, se ha utilizado una, celda
prismática con dimensiones L,, = 4 : 1 : 1, coincidiendola dirección de mayor
longitud con la direccióndel flujo de calor. Las muestrasconsistenen 432 moléculasde
agua,y la densidadde partidacorrespondea un estadode la curvaortobárica.La imposi-
ción del flujo decalor da lugara un gradientede temperaturay densidada lo largo de una
isóbara,cuyovalor corresponde,en principio, con la presióndelestadoinicial escogido.Los
resultadosque presentamosenestasecciónson representativosde la líneade presióncero,
que a bajastemperaturascoincidecon la líneaortobárica.No obstantehay que decir,que
la presiónesun resultadodel sistema,por lo queno sepuedefijar a priori. La presiónde
los sistemasestudiados,seencuentrael rango (—0.07,0.07)Kbares.Este rangodevalores
es suficientemente cercano a la presión cero, como para considerar que las propiedadesson
representativas de éstaisóbara.En cuantoa1 cálculo de las interaccionesde largo alcance,
o el empleode métodoscomo el MPTM, serefiere al lector a la tabla9.5, parauna recopi-
la.ción de los valoresquepuedentomarlas diferentesvariablesimplicadas.El flujo de calor
empleado es del orden de Ju = 5.5 x 1O~o W/m2 que conduceaun gradiente~ 10~ 1</cm.
En el casoque nosocupaestosetraduceen un diferenciade temperatura entre las celdas
calientey fría de ~ 250 1<. En la figura 9.23 semuestraun ejemplotípico de gradientesde
temperatura para el EJEM. Lo más destacablede estosgradienteses su carácterlineal, lo
queindicapequeñasvariacionesde la condutividadtérmica.Conocidoel gradientede tem-
peraturay el flujo de calor, la conductividadtérmicano esmásquela relaciónentreambas
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cantidades, dada por la Ley de Fourier (expresión (4.53)). En la figura 9.24 se presenta la
dependenciade la conductividadtérmicacon la temperaturapara el EJEM, y se compara

con resultadosexperimentales[Sengersy Watson (1986)] paraestapropiedad. El CFM re-
producecualitativamentela dependenciacon la temperaturay magnitudde A, que es del
mismo orden que la observadaen salesfundidascercadel puntotriple, y aproximadamente
cuatro veces mayor que la del argón en condiciones similares.Sin embargolas predicciones
del CFM empeoranenel régimende bajas temperaturas, es deciren las cercaníasdel punto
triple. En el EJEM no hay rastro, sin embargo,de la aparicióndel punto triple en estas
condiciones de temperatura.Queremos hacer notar que si el EJEM estuvieraen unaregión
de inestabilidad mecánica esto se manifestaría en las simulaciones de no equilibrio en la
aparición deunainterfaz. En ningunode los casosanalizadosse observó dichoefecto. En lo
que respecta a otros modelosde potencial,el EJEM representaunamejora sustancialsobre
potencialesdel tipo ab mujo, comoel MCYL [Wojciky Clementi (19S6)] (véasefigura 9.24).
Blumhageny col. (1996) han calculadola constante de difusión de la conducciónde calor
¡c, que está relacionada con la conductividadtérmicamediante,

A (9.20)

pCp

Estos autoresobtiene16 Á2/ps parael modelo TIP3P/E a 300 K, que reproduce adecua-
damente las propiedadesdel agua. EmpleandoC~, = 22 cai/(mol 1<), )~ = 675 mW/(K
m),. y p 0.997 gr/cm3, obtenemos para el EJEM 13.2 ¿42/ps. El valor experimentalpara
esta propiedades, íc = 14.8 Á2/ps, lo quedemuestraqueel modelode fuerzascentraleses
comparablea modelosrígidos como el TIP3P/E.

Unade las característicasquehacendel agua un líquido anómalo, es la. existencia de un
máximo de densidaden torno a 4 0 EJ. La aparición del máximohasido discutidapor dife-
rentes autores, inclusose hadadounainterpretaciónmicroscópica[Dahíy Andersen(1983)].
El máximo de densidades el resultadode dos efectoscontrapuestos.En primerlugar el
enlacedehidrógenoimpone una estructura tetraédrica, es decir un bajo empaquetamiento
de las moléculas.Porotro lado las fuerzasrepulsivasdecorto alcancefavorecen estructuras

másempaqúetadas.A bajastemperaturasla interacciónde enlacede hidrógenojuega un
papelimportante,con lo que unadisminuciónde la temperaturapuedeconducira un incre-
mento del volumen. Asimismoel aumentode la densidadconlíevaunarupturaparcialde la
reddeenlacesde hidrógeno,con lo queel aguasecomportaríacomoun líquido normaly las
anomalíasdesaparecerían.Dadala relaciónentreel máximode densidady la interacción de
enlacedehidrógeno,la predicciónpor partede un modeloefectivode un máximode densi-
dad, indica quelas características esenciales de la interacciónsecontemplancorrectamente.
Sonvarios los autoresque han tratadode evaluarla posicióndel máximo de densidaden
diferentes modelosefectivos.A partir de simulacionesa presiónconstante,sesabeque los
modelosTIP4P [Jorgenseny Madura (1985)] y SPCE[Báezy Clancy (1994)] presentandicho
máximo. Las simulacionesdenoequilibrio operana presiónconstantey permitenobtener,
apartede la conductividadtérmica,la ecuaciónde estadodel sistema.En la figura 9.25 se
presentanresultadosde la ecuaciónde estadodel EJEM obtenidasa partir de simulaciones
deNEMD. Comosehaapuntadomásarribala presiónmediade las simulacionesseencuen-
tra en el tango(—0.07,0.07)Kbares.A bajastemperaturasla NEMD conducea gradientes
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Figura 9.25: Dependenciade la densidadcon la temperaturaa presiónatmosférica.Los puntos
negros representan resultados para el modelode fuerzas centrales, obtenidos mediante simulaciones

de no equilibrio. Los puntosblancosrepresentanlas densidadesortobáricasobtenidasmediante
simulacionesde equilibrio de la interfa.zlíquido-vapor.

de densidady temperaturaque estánde acuerdocon los datos de la líneade saturación
del líquido. Esto demuestraque la ecuaciónde estadodel aguaen estascondicionesde
densidady temperaturas,espoco sensiblea pequeñoscambiosdepresión. Los resultados
de no equilibrio sugierenla existenciade un máximo de densidada ~ 230 1<, cercanoa
235 1<, observadoenelmodeloSPEJE.Queremosresaltarquelos resultadosde no equilibrio
presentados en la figura 9.25 sehanobtenidosobretrayectoriasdel orden de 400 ps, mucho
más cortas que las simulacionesde otros autores[Báezy Clancy(1994)], que oscilanentre
450-12000ps. Además,el métodode no equilibrio permiteobtenerla ecuaciónde estado
a partir de una sola trayectoria, mientras que las simulacionesisobáricasconvencionales
requierenuna trayectoriapor temperatura.En lo que respectaa la posición del máximo
del EJFM respectoal valor experimental,cabedecir que la diferenciaes máscuantitativa
que cualitativa. Wallqvist y Ástrand(1995)han demostradoquela aparicióndel máximo
de densidades un efectobastantesutil, y quepequeñoscambiosen el hamiltonianohacen
que éste aparezca a temperaturas más bajasquelas observadasen el experimento.
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Capítulo 10

Teoría de modelosdel agua

10.1 Introducción

La descripciónteóricadel aguaes un problemade gran interés,dadoel papelque juega
éstaen numerososprocesosfisico-químicosy biológicos. En el capítulo 8 se ha introdu-
cido un modelo de fuerzascentrales(CFM) que describemuchasde las propiedadesdel
agua: estructurales, termodinámicas, dinámicas así como dieléctricas(ver capitulo9). El
EJFM considerael aguacomo una mezclade oxígenose hidrógenosqueinteraccionanentre
sí mediantepotencialesde fuerzascentrales.Quiereésto decir queel problemateórico se
puedeenunciarde forma equivalenteal de una mezclabinaria 2:1 de hidrógenosy oxíge-
nos. La ecuaciónOrnstein-Zernikeen su versión atómicaproveeel formalismonecesario
paraabordaresteproblemaen un contextoteórico. Un tratamientodeestetipo conlíeva
ciertasventajasrespectoa aproximacionesque consideranla problemáticamolecularde
forma explícita. En concretose evita la separaciónde correlacionesintra e intermolecula-
resasí como la consideraciónde gradosde libertadorientacionales.Esteúltimo aspecto
suele requerir, en el casode sistemascomplejoscomolos queconsideraremosaquí,un gran
esfuerzo tanto teórico como a nivel de recursos de computación.

Los primerosestudiosdel EJFM delaguamedianteecuacionesintegralessedebena Lem-
berg y Stillinger (1976). Sin embargolos primeros autores que obtuvieron la solución del
modeloencondicionesde temperaturaambientefueronThuraisinghamy Friedman(1983).
Estostrabajosmostraronla insuficienciade la teoríaHNEJ paradescribir la complejaes-
tructuradel agua, dominadapor la interacciónde enlacede hidrógeno,que impone una
fuertedependenciaorientacionala lascorrelacionesmoleculares.Sin lugara dudaslamayor
desventajade la teoríaHNEJ resideen la incapacidadde éstaparapredecircorrectamente
la geometríamolécula.r.Así seobtienen2.8 y 1.8 enlacesparalas correlacionesintramole-
cularesOH y HH, en comparacióncon los valores2.0 y 1.0 de la moléculade agua. En lo
que refiere a correlaciones intermoleculares, el máximoen torno a 1.9 A que seobservaen
la función de correlaciónOH, tanto enel experimentocomo ensimulación(ver capítulo9),
y que es característicode la existenciade enlacede hidrógeno,estáausenteen la teoría.
Thuraisinghamy Friedmanatribuyeron estas discrepancias a la naturalezade laaproxima-
ción HNC, que al no considerarlas funcionespuenteestaríadespreciandocontribuciones
fundamentalesparala correctadescripcióndel númerodeenlacesde la molécula.Algunos
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autores[Ichiyey Haymet(1988)] han intentadoresolveresteproblemaempleandolas funcio-
nespuentede modelosde esferasduras. En estecaso los diámetrosde las esferasduras
seoptimizaroncon el fin de obtenerel númerocorrectode enlacesparalas correlaciones
OIL Estudiosmás recientes[Vosseny Forstmann(1994)] han ajustadoel enlaceHH, intro-

duciendofuncionespuentedecarácterempírico. Estas aproximaciones permiten mejorar la
estructura del líquido, en especiallas funcionesde correlaciónOH, pero dadosu carácter
empíricono esfácil realizarmejorassistemáticas.Por otro lado la descripciónde ciertas
propiedadestermodinámicas,en particularla presión,es bastanteinexacta.

Unavía deaproximacióndiferenteeslabasadaen la doblealternativateoría/simulación.
En estecasoel ha.miltonianose divide en una contribuciónde corto alcance,término de
referencia, y otra de largo alcance,que seconsideracomo una perturbación~. En esta
aproximaciónel términode referencia se determina mediante simulación, mientras que la
perturbaciónse trata mediantedesarrollosen serie como los referidos en el capítulo 6,
o bien medianteecuacionesintegrales. EmpleandoestadescomposiciónTrokhymchuky
col. (1992) obtuvieronlas funcionespuentedel sistemade referencia.Estasmuestranun
carácter“repulsivo” parainteraccionesentrepartículasdel mismosigno, y “atractivo” para
lasdesignoopuesto,resultadoqueestáen contradiccióncon las teoríasqueempleanesferas
durascomoreferenciaparaaproximar la función puentedel sistema.En la figura 10.1 se
presentanlas funcionespuentedel potencialde fuerzascentralesde Stillinger y Rahman.
Es evidenteque la aproximaciónde estasfuncionesno es tareafácil, dadasu complejidad
y magnitud.
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Figura 10.1: Funciones puente (contribución interinolecular) para el modelo de fuerzas centrales
de Stillinger y Rahman(1978).
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‘V¿asesección6.7 pasaunamayordiscusiónde estetratamientoteórico.
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Unaalternativaa los métodoscomentadosmásarriba,esla consideracióndel problema
en términos de una reacciónquímica [Bresme(1997b)]. En estecontexto se puedehacer
uso del conceptode límite de asociacióncompleta,quees un casoparticularde la reacción
química,y querepresentaun estadodondelas propiedadesdel sistemason similaresa las
de un sistemamolecularreal. En realidad, el problemadel modelo de fuerzascentrales
no difiere esencialmente de la resolucióndel modeloasociativoLJ/asoc,y en estesentido
se puedenemplearlos mismométodosde ecuacionesintegralesutilizadosen ésecaso. En
particular, estarnos interesados en identificar el origen de las discrepanciasentre teoría
y simulación,que se han expuestomás arriba. Un aspectoimportanterelacionadocon
la complejidaddel agua, consisteen la presenciasimultáneade dos términosdifíciles de
tratar inclusopor separado:el fuertecarácteranisotrópicodebidoal enlacedehidrógeno
y la magnitudy alcancede las interaccionesculómbica.s. Un objetivo de estetrabajo es
diferenciarlos efectos introducidospor ambos términos. Este análisis se puederealizar
empleandoun modelo sin cargas,evitandode estamaneralos problemasque introduce
el estudio de sistemascargados. En lo que restade] capítulo se analizanéstasy otras
cuestiones.

10.2 Modelado de la reacción de asociación

Consideramosunareacciónde asociaciónque sepuedeescribiren términosdel equilibrio,

2W~ + Q25 # 140+0 (10.1)

donde8+ representala cargaparcial asignadaal hidrógeno,que en el casoque se consi-
derenreactivosneutroses idénticamentecero. Los productosde la reaccióndeasociación
dependendelaspeculiaridadesdel hamiltoniano.Si el hamiltoníanoverificala condiciónde
saturaciónestéricael únicoproductode la reacciónseríanmoléculasde agua, con lo cual
el término O de la expresión(10.1) querepresentaotras especiesdistintasde la molécula
de aguaseríanulo. El limite de asociacióncompletasepuedeexpresaren términosde la
condicióndeasociacióncompletaqueen el casodel aguaesnay = 2 y nHH = 1, siendon~0
el númerode enlacesde la especiea con la ¡3. En la mayoríade los casoslos hamiltonianos
no sonsaturadosestéricamentey la reacciónpuedeconducira otrasespecies,enparticular
O = HtO, dondex seencuentrageneralmenteenel rango1-3. Enestepunto queremosde-
jar claro que,en lo que respectaal equilibrio (10.1),consideramosproductosde la reacaon
únicamenteaquéllasespeciesdel tipo H~O. Cuandoel potencialno esestérico,la condición
de asociacióncompletatomael significadode condiciónpromedio,al igual queocurríaenel
tratamientode las reaccioneshomogéneasdel modelo LJ/asocpresentadoenel capítulo5.

El estudiode las reaccionesde asociaciónque sehapresentadoa lo largo de estetra-
bajo se basaen la definición de un hamitonianoadecuado. Como se ha discutido con
anterioridad,es conveniente que las contribucionesdel potencial,intra e intermoleculares,
estén separadas de forma inequívoca. Así sepuedemodificar la parteintramolecularsin
alterarla intermolecular,lo que proporcionaun medio para desplazarel equilibrio de la
reacciónde asociación. El modelo de fuerzascentralesestudiadoen los capítulos8 y 9, es
adecuadoen éstesentido.Por consiguientemodelamosla reacciónde asociaciónmediante
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el hamiltonianointroducidoen ésoscapítulos(ec. 8.10). Sehan tomadolos valores de las
constantes presentados en la tabla8.2, exceptoen lo queserefierea RHH dondesehaesco-
gido 1.97 Á en lugar de 1.88 A. Estevalor más restrictivo tiene comofinalidad desfavorecer
la formaciónde moléculastriatómicaslineales(véasesección8.7). Este cambio altera la
presión del modelo,por lo que se han reajustadolas constantesAoo = 22975 Kcal/(mol
Á~) con n=8.88591y B00 = 0.24 Kcal/mol (ecuación(8.7)) con el fin de obteneruna
buenaconcordanciade estapropiedadcon el valor experimentala temperaturaambiente.
Estos parámetrosconducena -10.69Kcal/mol y 7 baresparala energíade vaporizacióny
la presión,en comparcióncon los resultadosobtenidosenel capítulo9, -10.05 Kcal/mol y
69 bares. La diferenciade presiónentreambosmodelosno introducegrandesdiferencias
en lo que serefiere a la ecuaciónde estado.Sin embargola energíade vaporizacióntiene
ciertainfluenciasobrelaentalpíadevaporizacion.Respectoa las propiedadesdinámicas,el
coeficientededifusión del modeloconsideradoenestecapítuloes 1.41x10

5cm2/s,menor
queel obtenidoutilizandoel modelomásexacto2.08x105cm2/s. Esto demuestraqueen
algunoscasosel hamiltonianoesmuy sensiblea pequeñoscambiosde los parámetros.

En estecapítuloseconsiderandosmodelos,uno cargadoy otro sin cargas.Esteúltimo
difiere del cargadoen queno incluye las interaccionesculómbicas,por lo demáslos términos
no culómbicosson idénticos(véasefigura 10.2). El potencialOH incorporaunainteracción
no asociativa,que trata de emular de una La variable¡l~¡, determinala profundidadde la
contribución de enlacede hidrógeno. forma efectivael enlacede hidrógenoy que viene
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Figura 10.2: Modelo neutrode fuerzascentralesparael agua.DC,OH = 6.0 Kcal/mol, DC,HH =

0.0 Kcal/mol, y Aeh = 4.0 Kcal/mol (véaseec.(10.2)).
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dadapor (ver ec. (8.8)),

— 1 + exp!5.49305(r— 2.2)] (10.2)

En estecapítulo analizaremosdiferentesvaloresparaestavariablejunto con el valor origi-
nal, 4.0 Kcal¡mol, adoptadoen la definición del potencialrecogidaen el capítulo8.

La. extensiónde la reacciónde asociaciónestácontroladapor la profundidadde los
pozosde potencialasociativosD~,ou y D61HR. Los cambiosque experimentaestavariable
no modificanni la curvaturani la posiciónde la contribuciónasociativa. Por otro lado,
las contribucionesintermolecularesal potencialson insensiblesal valor de D0. Teniendo
éstoen cuenta,el límite deasociacióncompletasepuedeobtenerenel contexto de la ecua-
ción integral Ornstein-Zernikeempleandoel procedimientointroducido en la sección3.6.
Recordamosqueestemétodosebasaen el cálculodel numeromediode enlacespor partícu-
la, o númerode coordinación,que precisafijar un límite máximo de integración,R~ (ver
ec. (3.36)). Los valores ReOH 1.3 Á y RC,HH 1.93 .4 son adecuadosparael caso del
modelode fuerzascentralesdel agua.

Los modelosde potencialconsideradosen estetrabajono sonestéricos.Por lo tanto,
la reaccióndeasociaciónpuededa lugar a un sistemapolidíspersoenel que las moléculas
de aguano son los únicos productos.La reacciónde asociaciónsehaanalizadoempleando
simulacionesde Monte Carlo. La simulaciónapartede dar informaciónqueno esaccesible
a travésde la teoría, sirve de referenciapara evaluarla exactitudde la ecuaciónintegral
en la descripcióndel sistema.Las simulacionesse realizaronen el colectivocanónicoem-
pleandoel métodode Metrópolis paramuestrearel espaciode fases. Referimosal lector
a la sección4.3 para una revisiónen mayor profundidadde estetema. La densidaddel
sistema,compuestode N=768 partículas,256 oxígenosy 512 hidrógenos,es 0.1000684
pa.rtículas/Á~que correspondea una densidadde 0.997 gr/cm

3, la densidaddel aguaa
T = 298 K y presiónatmosférica.En lo que serefiere al desplazamientoaleatoriode las
partículassehan empleadodos distanciasmáximas,3 = 0.1 .4 y 6 = 0.8 .4 . Nóteseque
estaelecciónessuficienteparacontemplarlas contribucionesasociativasde los potenciales
OH y I-IH. La aceptaciónde movimientosen estascondicioneses de un 20-40 %. Como
configuracióndepartidasehaescogidounaen la. quelas partículassedisponenaleatoria-
mente.Con estosetratade evitarcualquierposiblecorrelacióninicial entrepartículas.Las
simulacionesserealizanentoncesalo largodela isócorareferidamásarriba,comenzandoa
altastemperaturas,2500 K. Las configuracionesfinalesdesimulacionesa altastemperatu-
rasseemplearoncomoconfiguracionesinicialesa temperaturasmásbajas. Los períodosde
equilibradotípicos sondel orden de 7-10x i0~ movimientospor partícula,y la producción
se extiende durante 1-1.5x io~ movimientospor partícula.En el casode sistemascargados
seempleóel métodode las sumasde Ewald paracalcularla interacciónculómbica.

10.3 Estudio de un modelo neutro del agua

En estasecciónconsideramosel límite de asociacióncompleta(bAC) de la reacción de
asociación,empleandoelmodelosin cargasreferidoenla secciónanterior. El LAC estáca-
racterizadopor la condiciónno~ = 2.0 y IIHH = 1.0. Como seha mostradopreviamente
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(véasereferenciaIBresmey col. (1996a)] y capítulo 5), las propiedadestermodinámicasy
estructurales del sistemaenel LAC reproducenadecuadamentelas correspondientesa sis-
temasmolecularescomo nitrógeno y halógenos. Así pues, hemosempleadoel método
descrito en la sección3.6 paraencontrarlos valoresde D~ paralos queel modelosin cargas
cumpleia condiciónde asociacióncompleta.El procedimientoescompletamenteanálogoal
utilizadoenel casodel potencialasociativoLennard-Jones,si bienen estecasolas variables
a ajustarson dos,D~,ou y D~gu. La tabla 10.1 recogelos valoresde D~ que conducenal
LAC, obtenidosmediantela teoríaHNC. Los valoreede D~ asíobtenidossehan empleado
pararealizarsimulacionesmedianteel métodode Monte Carlo. El númeromedio de enla-
cesobtenidodeestamanera(ver tabla 10.1) muestrabuenaconcordanciacon la condición
deasociacióncompleta.Porotro lado las propiedadestermodinámicasobtenidasmediante
simulacióny teoríamuestranbuen acuerdo,aunquelas diferenciasseincrementana bajas
temperatura, siendo la presiónla propiedadquepresentamayoresdiscrepancias.En lo que
respecta a los resultados estructurales la teoríaHNC presentaun excelenteacuerdocon
los datosde simulaciónMC (Fig. 10.3). No obstanteseobservanalgunasdesviacionesen
la función g~ a distancias~ 2 .4, dondela teoríaprediceun pico demasiadoalto. Es de
destacar la estructurarepresentadapor la función de correlación go¡¡, que es similar a la
del agua real (compárese con datos presentados en la figura 9.1). Por ejemplola integra-
ción del máximointermolecularlocalizadoen 2 .4 conducea 2.21 y 2.3 hidrógenos para las
simulacionesMC y la teoríaHNC, queestánde acuerdocon el númerode hidrógenos,1.9,
observadoenel aguareal. La similitud entreel modelosin cargasy otrosmodelosrealistas
del aguatienesuorigenen la contribucióndecortoalcancequeincluyeel hamitonianocon
el fin deemularde una forma efectiva el enlacede hidrógeno.

Una de las grandesventajasde las simulaciónes que permiteestudiaren detalle las
especies que resultan de la reacción de asociación. El criterio que hemosseguidopara
identificar las diferentes especies es el siguiente. Se consideraque dospartículasO y H
están asociadas si la distancia entre ellases< 1.3 .4. Deestamanerase obtienen las especies

del tipo HO, H20, ..., y H~>2O.

Tabla 10.1: Propiedadestermodinámicasparael modeloneutrode fuerzascentralesdel aguaen
función de la temperatura,en el LAC ~oH = 2, ~HH = 1. La energíaestádadaen unidadespor
partícula. Los subíndicesrepresentanel error asociadoa la cantidaddondeaparecen.

T/l<
HNC MC

¡3U IYUir¿trc. IJP/p ¡3DOH /YDHH flU I3U~ntra ¡9P/p ~OH ~HH

1000 -6.77 -6.66 1.78 3.85 -0.49 -6.583 -6.393 l.80~ 1.95~ l.14a
700 -8.12 -7.81 1.83 4.44 -0.53 -7.87~ -7.473 l.78~4 1.94~ 1.15~
400 -11.49 -10.54 1.85 5.88 -0,68 -11.144 -1O.08~ l.67~7 1.93~ 1.122
300 -14.27 -12.73 1.84 7.05 -0.83 -l3.80~ -l2.17~ 1.5022 1.93k 1.12~
250 -16.60 -14.52 1.82 8.01 -0.96 -l6.0l~ -13.78~ 1.4020 1.91k 1.113
200 -20.27 -17.28 1.77 9.51 -1.18 -19.534 -16.48~ 1.25~~ l.92~ 1.07~

206
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Figura10.3: Funcionesdecorrelaciónparparael CFM sin cargasa 1000 1< y 300 1<, en el LAC.
Líneascontinuasrepresentanresultadosde la teoría HNC, discontinuassimulacionesMC y los
círculossimulacionesMD a 300 1<.

Tabla 10.2: Porcentajede productosresultantedela imposición del LAC parael modelo neutro
de agua,expresadocomola probabilidadde queun oxigenoformepartede unaespeciedada.(a)
y (1) serefieren respectivamentea moléculasangularesy lineales

.

T/K HO 1120(a) 1120(1) H30 W,>aO
1000 15.04 70.80 4.01 10.09 8.2x10

5
700 14.42 74.18 2.29 9.05 2.8x1tY4
400 11.92 82.15 0.59 5.29
300 11.05 84.66 0,23 4.05
250 11.77 84.97 0,16 3.11
250 9.27 88.86 1.84

Anteriomentehemossehacomentadola posibilidadde que aparezcanmoléculas1120
lineales,y cómoestehechoobliga a modificar ligeramentelos parámetros del potencial.Pa-
ra distinguir entremoléculaslinealeso angularesseprecisaúnicamenteevaluarla distancia
entre los hidrógenos unidos al mismo oxígeno. Si estadistanciaes < 1.93 .4 la molécu-
la es angular,en otro caso serálineal Los resultadosde ésteanálisis (ver Tabla 10.2)

2 4 6
rIA
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muestranqueel sistemaen el LAC estáconstituidofundamentalmentepor moléculasH20
angulares,siendopor tanto similar a un sistemamolecularreal. Es notable la pequeña
proporciónde moléculastriatómicaslinealesque incluso llegan a desaparecera tempera-
turassuficientementebajas. Asimismo esde destacarque las poblaciones de las especies
HO y H30 difieren significativamente. Por consiguiente el sistemaasociativoen el LAC es
esencialmenteun sistemamolecular,por lo que pareceinteresentecompararla estructura
deéstesistema,con la de uno constituidoúnicamentepor moléculasangulares.El sistema
molecularparael modelosin cargasse ha obtenidoempleandosimulacionesde dinámica
molecular. Recordamosque para unaconfiguración inicial compuestade moléculas,las
barrerastérmicasque separanlas contribucionesasociativay no asociativaimpiden que
estas moléculas se disocien, de forma queen estascondicioneslas simulacionesde MD son
representativas de un modelode moléculastriatómicas con la geometríade la moléculade
agua. Las propiedadesobtenidasmediantela teoríaHNC y simulacionesMC comparan
bien con las de dinámicamolecularen las mismascondicionesde densidady temperatu-
ra: I3áUMC/N —1.63, IIáUHNC/N —1.55, /JáUMD/N = —1.30; I3PMC/p = 1.50,
/JP»pw/p 1.84, /

3PMD/p = 1.66. DondeAU = UTOTAL — UZNTTOI, siendo UINTIM la
contribución intramolecular a la energíapotenciadtotal. En lo queserefierea las propieda-
desestructurales,los resultadosde MD muestranexcelenteacuerdocon los resultadosde
simulacionesMC y la teoríaHNC (Fig. 10.3). Porotro lado seconfirmaquela discrepancia
en la función gzjg en torno a 2 .4, quemuestranla simulaciónMC y teoría HNC, se debe
a unadeficienciade la teoria.

Anteriormente hemos llamado la atención sobre el notableparecidode la función goH
del modelo sin cargasy la correspondientea modelosrealistasde agua. El enlacede
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Figura 10.4: Funciones de correlación orientacionales para el CFM sin cargas(círculosnegros)
y cargado(círculosblancos).Las crucesrepresentanresultadosparael modelo SPCE.
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hidrógenoimponeenel aguaunafuertedependenciaorientacionalpor lo queel estudiode
las funcionesdecorrelaciónangularescobraaquíparticularimportancia.Paraestecálculo
se han empleadoconfiguracionesobtenidasde las simulacionesde dinámicamolecular.
Consideramospuesel ángulo, 9, formado por los «dipolos” de dos moléculasseparadas
por unadistanciar. Paracalcularestapropiedaden el modelo sin cargashemosasignado
etiquetasa los oxígenose hidrógenos,a modo de cargas. Estas no obstante,no tienen
ningún efectosobreel hamiltoniano.En la figura 10.4 serepresentala función < cos(O) >
junto con resultadosparael modelode fuerzascentralescargadoy el modelo SPCE.En
esteúltimo potencial,el enlacede hidrógenosurgeúnicamentepor efectode la carga,es
decir,no seincorporanal hamiltonianocontribucionesefectivascomoocurreen los modelos
de fuerzascentrales.El modelo sin cargasmuestrarasgoscualitativostípicos de modelos
cargados.Esteresultadomuestrael pape]importantequeunainteracciónefectivadecorto
alcancepuedejugar en la constituciónde la estructurade un liquido que presentaenlaces
de hidrógeno.

Hemosvisto que una interacciónde corto alcancees suficientepara generarunaes-
tructuraquepresentarasgoscaracterísticosde un sistemacomo el agua. Asimismoseha
demostradola utilidad de la teoríaHNC en la descripciónde sistemasanisotrópicos.La
combinaciónde un hamiltonianoy de una teoríaadecuadospermiteanalizarla incidencia
que tieneel enlacede hidrógenoen la estructuradel sistemadeuna manerasencilla. En
la figura 10.5 se ilustra la “respuesta”estructuraldel líquido, a cambiosen la magnitud
del enlacede hidrógeno(ec. (10.2)). Paraun enlacede hidrógenopoco importante,zt4
pequeño,el máximocaracterísticode la función gou localizadoen ~ 2 .4 desaparece.Este
comportamientoestáacompañadode cambiossignificativosen la función goo que presenta
una estructurasimilar a la de un fluido simplecon un segundomáximolocalizadoa ~ 2
vecesla distanciaa la que apareceel primermáximo. Ademásla relajaciónde la interac-
ción de enlacedehidrógenoincrementael númerode coordinación00 (obtenidomediante
integraciónhastael primer mínimo 00) desde8.9 paraA~h = 5 Kcal/mol hasta9.6 para
Aeh = 1.0 Kcal/mol, claramanifestacióndel menorimpedimentoque tieneel sistemapara
alcanzarel máximoempaquetamientoposible. Al mismotiempo, aumentala distanciaa
la que apareceel primermáximo, así como un estrechamientodel mismo. Es interesante
observarquelas función de correlacióngoo de un sistemacon fuertecomponentedeenlace
dehidrógeno,Aeh = 5 Kcal/mol oscilafuerade fasecon respectoa la deun sistema sim-
píe”, A~h = 1 Kcal/mo]. Así la ausenciade estructuraobservadaen algunos modelosde
agua, comoel TIP3P,áebebeen partea la interferenciaentrela tendenciadel sistemaa
alcanzarel máximoempaquetamiento(sistema“simple”), y la formacióndeunaestructura
con un bajo númerode coordinacióncomo la que existeen un líquido asociado,comoel
agua. Estasconclusionesestánde acuerdocon las observacionesde Pettit y Rossky (1982)
en el caso deun modelo centro—centro(SPC) del agua.

En definitiva el empleo de modelosneutros que incorporande una forma efectiva la
interacciónde enlacede hidrógenopuedeser de utilidad en el estudiode sustanciasque
presentanenlacesde hidrógeno,comoalcoholeso elagua. Comosehamostradolaecuación
integradHNC representaunaaproximaciónexcelenteparaestudiarestetipo demodelos,y la
introduccióndel enlacede hidrógenono suponeunacomplicaciónespecialenel tratamiento
teórico.
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Figura 10.5: Dependenciade la estructuracon la interacciónde enlacede hidrógenopara el
modeloneutrode fuerzascentrales.Líneascontinuas,discontinuasy líneasy puntoscorresponden
a A~h = 1, 3, 5 Kcal/mol, siendoA~h la variableintroducidaen la expresión(10.5).

10.4 Análisis del modelo cargado

En estasecciónestudiamosla reacción de asociaciónde modelocargadode fuerzascentrales.
La introducciónde la cargaen el sistematiene como consecuenciainmediatael incremen-
to de la asociaciónentreoxígenose hidrógenos. Las simulacionesMC (ver tabla 10.3)
muestranquea bajastemperaturas,300 1<, el harniltonianoconducea los númerosdecoor-
dinación intramolecular,nou = 2.00 y nHH 0.98, compatiblescon el númerode enlaces
de la moléculade agua. Las funcionesde correlaciónpar, representadasen la figura 10.6,
son muy similares a lasdel aguareal. Esto es particularmente evidente al compararlas fun-
cionesobtenidasmedianteMonteCarlocon lasobtenidasmediantedinámicamolecularque
presentanuna coincidenciaexcelente.Recordamosque los resultadosobtenidosmediante
esteúltimo métodoson representativosde un sistemamolecularreal, es decir, la única
especie presente es la moléculade agua. Porconsiguienteel modelode fuerzas centrales es
adecuado pues el conjunto departículas individuales reaccionan para dar un sistemaquees
similar al molecular.Estosresultadosseconfirmanal analizarlos productosde la reacción
de asociación(véasesecciónanteriorpara una explicación del método). Como antesse
consideran productos las especiesdel tipo OH,,. El trímero 1120 es la especiedominante
en todo el rangode temperaturasconsiderado(véasetabla 10.4). A temperaturaambiente
el 95 % de los oxígenosforman partede moléculastriatómicas, Aun cuandoel potencial
se parametrizócon el fin de evitar moléculasH20 lineales, los resultadosmuestranque
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Tabla10,3: Propiedadestermodinámicasy númerodecoordinacióndel modelocargadodefuerzas
centralesen función de la temperatura./iDC,OH = 3.354 y ¡3D~,HH/N = O. Los subíndices
representanel error asociadoa la cantidaden queaparecen.

T/K ________HNC

PP
1.235
0.782
0.646
0.486
0.363

PUIN flOR URH ¡YU/N IIP/p ~OH ~RH

2500 -8.250 1.680 1.079 -8.223 1.23~3 1.664~ 1.0802
1000 -23.801 2.297 1.363 -22.842 0.93~3 1.9911 1.112
800 -30.456 2.422 1.476 -28.863 0.79~~ 1.998 1.102
600 -43.656 2.565 1.640 -38.983 0.4820 2.00 1.022
400 -64.183 2.736 1.905 -59.414 0.0023 2.00 0.99~
300 -86.882 0.404 2.839 2.111 -80.014 -0.3024 2.00 0.98k
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Figura 10.6: Funcionesde correlaciónparparael modelo cargadode fuerzascentrales,a tem-
peraturas T=2500 K, 1000 1< y 300 1<. La densidadtotal es p = 0.1000684partículas/Á

3. Líneas
continuasy discontinuashacenreferenciaa la teoríaHNC y a simulacionesMC. Los símbolos
representanresultadosde dinámicamoleculara300 K empleandoel mismohamiltoniano,con una
configuracióninicial en quelas partículasformanexclusivamentemoléculasde agua.

2 4 6
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Tabla 10.4: Poblaciónde especiesen el equilibrio parala reacciónde asociacióndel modelo de
fuerzascentralescargado,expresadacomola fraccióndeoxígenosqueformanpartede una.especie
molecular. (a) y (1) hacenreferenciaa moléculasangulareso lineales

.

T/K H06 H
20(a) H20(l) 1{aO~+ H,,>aO(z

2)&+
2500 36.11 50.59 6.08 5.56 5.1x104
1000 7.31 77.12 9.14 6.44
800 6.12 79.55 8.39 5.94
600 4.17 80.24 11.49 4.08 1.1x104
400 2.74 85.42 9.10 2.74
300 2.43 86.18 8.96 2.43
250 1.98 87.23 8.82 1.98

una pequeñafracción (~ 10 %) se asocia en esta conformación. Estacontribuciónsere-
lieja en las funcionesdecorrelación8HH obtenidasmedianteMC. En particularseobserva
una pequeñadesviaciónen torno a 2 .4 respectoa la simulaciónde MD, dondeno exis-
ten conformacioneslineales. En lo referentea otras especies,HO~ y H

3O~, la primera
estáclaramentefavorecidasobrelaúltimaene1régimendealtatemperaturas,2500K. Estas
diferencias disminuyen con la temperatura,y a 300 K la poblaciónde ambas especies es la.
misma(ver tabla 10.4). Esteresultadoes unaconsecuencianatural de la estequiometrfade
la reacción,ya que a bajas temperaturas todos los hidrógenosestánformandoenlacescon
los oxígenos. Previsiblementeun decrecimientode temperaturaconduciríaa la formación
de más moléculasH20 en detrimentode las especiescargadas.Sin embargoestasespecies
cargadashan de existir en cualquiercircunstancia,ya que el modelode fuerzascentrales
es culómbico,y debecumplir las condicionesde Stillinger y Lovett.

La teoría HNC muestrauna excelenteconcordanciacon los resultadosde simulación
en el régimen de altas temperaturas. Sin embargoa temperaturaambientela descrip-
ción de las propiedadestanto termodinámicascomo estructuraleses muy inexacta,lo que
estáde acuerdocon lasobservacionesde diferentesautores[Thuraisighamy Friedman(1983),
Ichiye y Haymet(1988)3en el estudiode hamiltonianossimilaresal empleadoaquí. En con-
creto el nivel de asociaciónpredichopor la teoríaes demasiadoalto, 2.839 y 2.111 para
enlacesOH y HH, encomparacióncon el resultadoMC, 2.00 y 0.98. Estecomportamiento
recuerdaen ciertamedida las deficienciasque estamismateoríapresentaen la descrip-
ción dedisolucionesde electrolitosen las proximidadesde la región crítica,dondelos iones
muestranunagran tendenciaa asociarseenspeciesmolecularesneutras.Comovimosenel
capítulo6, los términosqueno considerala teoríaHNC, representadospor la función puen-
te, no sonen modo algunodespreciables.En estemismocapítulohemosvisto un ejemplo
de la función puentedel agua(Fig. 10.1),queilustraestamismaidea.En el casodel RPM,
la función puentejuegaun papel esencialal determinarel pesoreal de configuraciones
en las que intervienendos ionesy dos cationes a distancias próximas entre sí. El modelo
de fuerzascentralesestácompuestode cationesy anionesque se asocian,dando lugar a
configuraciones similares a la comentadamás arriba. Parecepuesquesepuedeatribuir



10.5 El modelode fuerzascentralesdel agua en el LAC

partede la discrepanciaal carácterculómbicodel potencial. Como se ha mostradoen la
secciónanteriorotros factores,como la altaasociacióno las interaccionesanisotrópicas,no
conllevanunaproblemáticaespecia]en la resoluciónde la teoríaHNC.

10.5 El modelo de fuerzas centrales del aguaen el límite
de asociacióncompleta

10.5.1 Resultadostermodinámicosy estructurales

El estudiode modelosneutros,comoel presentadoen seccionesanteriorespermiteexplicar
cualitativamentelos diferentesefectosintroducidospor una interaccióndel tipo de enlace
de hidrógeno.No obstantela descripcióncuantitativade un sistemacomoel agua,precisa
el empleodemodelosde potencial realistas. Es importantepuntualizarque el modelocar-
gadoestudiadoen la secciónanteriorcumpleen buenamedidala condiciónde asociación
completaa temperaturassuficientementebajas.Por ejemploa 300 1< el númerode enlaces
OH y HH obtenidosmediantesimulaciónMC son 2.0 y 0.98, respectivamente.Asimismo
la estructuradel sistemaobtenidavía MC esesencialmentela mismaque la obtenidame-
diantesimulacionesde MD. Estosresultadosestánapoyadospor los p~oductQsresultantes
de la reacciónde asociación,compuestosmayoritariamentede moléculastriatómicas(ver
Tabla 10.4). Por consiguientela resoluciónde la ecuaciónintegral HNC junto con la con-
dición de asociacióncompleta,estádestinadaa corregiruna deficienciade la teoríaen la
prediccióndel número de enlacesde la moléculade agua. En lugar de resolverun solo
potencial,consideramosunaseriedepotencialesefectivosquedependendel estadotermo-
dinámicoy que verifican la condiciónde asociacióncompleta.En lo sucesivoempleamos
la abreviaturaHNCLACparadesignarésteesquema,con el fin de distinguirlo de la teoría
HNC convencional En la tabla 10.5 serecogenresultadostermodinámicosNo obstante
el resultado obtenido mediante la teoríaHNCLÁC paraestapropiedadobtenidosmediante
la teoríasHNCLAC y HNC así como resultadosde simulacionesMC y MD, parael agua
a temperaturaambiente.Los resultadosteóricosparala energíainterna, áU, del líquido
presentan una desviación significativa respecto a los datos de simulación. No obstanteel

Tabla10.5: Propiedadestermodinámicasdel modelocargadode fuerzascentralesaT = 300 K y
p = 0.1000684partículas.43,

Método flAU/N ¡YP/p fiDo¡j/N I3DHH/N
HNCLÁC’ -8.08 0.11 -3.151 0.0648

HNCb 6.31 0.40 3.354 0.0
MDa -6.01 0.00 3.354 0.0
MC0 -5.81 -0.30 3.354 0.0

‘~~-OH = 2.0, ?i4HH = 1.0.

~OH = 2.839,~HhI = 2.111.

= 2.00,~HII = 0.98.
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resultadoobtenidomediantela teoría HNCLÁO, suponeuna mejoraimportantesobre la
teoríaHNC, donde/3¿XU/N = 6.31. Estevalor contrastacon el publicadopor otros auto-
res [Thuraisighamy Friedman(1983), Ichiye y Haymet(1988)], quienesemplearonla energía
potencialintramolecula.rdeunamoléculade aguaenla geometríade equilibrioparaobtener
la energíadevaporización.A lavistadenuestrosresultadosparecequeestaelecciónesalga
inconsistente, a menos que se cumpla la condición de asociacióncompleta.La predicción
de la teoría HNCLÁC parala presiónsuponeuna importantemejorasobreotras teorías.
Porejemplola ecuaciónintegralRHNC predice~P/p = —11.25 [Vosseny Forstmann(1994)]
para una potencial similar a éste. A esto hay que añadirque la teoríaHNCLÁC es consis-
tente desdeun punto de vista termodinámico,en el sentidode que la ruta del vinal y de
la energíalibre conducenal mismovalor de la presión. Otras teoríascomo la RISM, que
fueron diseñadaspara resolversistemasmolecularesson básicamenteinconsistentesdesde
el punto de vista termodinámico. Dejandoapartepropiedadestermodinámicascomo la
energíay la presión,es posible evaluar funcionesderivadasde éstas,como la capacidad
caloríficaa volumenconstante.El resultadode la teoríaHNCLÁC a temperaturaarflQiente
es20.14 cal moh’ IQ’, que estáde acuerdocon el valor obtenidomediantedinamicamo-
lecular, 22.0 cal mok’ K1, y suponeuna buenaaproximaciónal valor experimentaldel
aguaa temperaturaambiente,17.9 cal moh’ K’.
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Figura 10.7: Funcionesde correlaciónpar parael CFM cargadoa temperaturaambientey p =

0.1000684partículas/A
3.Las líneascontinuasserefieren a la teoríaHNCLAC, líneasdiscontinuas,

teoría1-INC y círculossimulacionesde dinámicamolecular.
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En la figura 10.7 se analizanlas funcionesde correlaciónpar del modelo de fuerzas
centrales del agua. La teoría HNCLÁC predicela contribuciónde enlacede hidrógenoen
la función goH, localizada~ 1.8 .4, característicaque estáausenteen la teoría lINO. El
número deenlacesde hidrógeno,n~, sepuedecalcularapartir del númerodecoordinación
correspondienteal máximomencionadoanteriormente.Así la teoríaHNCLAC predice2.11,
enexcelenteacuerdocon lo obtenidomediantedinámicamolecular,2.04. Estosresultados
muestranque a pesarde la forma peculiar del máximo intermoleculargo¡¡, estecontiene
un númerode enlacesde hidrógenopor monómerode agua,compatiblecon la estructura
tetraédrica local que presenta el aguareal. En realidadla diferenciaentrelas funciones
de teoríay simulaciónes cualitativa,y comoseilustra en la figura 10.8, ambasfunciones
reflejan la mismacoordinaciónestructural. Es importantereseñarque la forma del pico
característicodel enlacede hidrógenodependede la forma funcional y localizaciónde la
barrera repulsiva que separa las contribuciones intramoleculares e intermoleculares de la
interacción OH. Efectossimilaresseobservanen el tratamientode modelosrígidos tales
como TIPS, SPCo MCY [Pettitt y Rossky (1982)] utilizando el formalismo RISM.

Las funciones decorrelaciónHH (ver figura10.7) predichaspor la aproximaciónHNCLAC
presentan cambios importantes en comparación con los resultados de la teoríaHNC. La
descripción global de la estructuramejora respectoa los resultadosde la aproximación
HNC, aunque las predicciones a distancias ~ 2 .4 difieren de los datos de simulación. Esta

desviación es similar a la observadaen el caso del modelosin cargas(véasefigura 10.3).
En lo referentea las correlaciones00 no seobservamejorarespectoa la teoríaHNC. Al
igual que éstaúltima,existendiferenciasimportantesrespectoa los resultadosde dinámica
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Figura 10.8: Número de coordinación para el modelo de fuerzas centrales del agua a tempe-
raturaambiente.Líneascontinuasy discontinuasrepresentanresultadosde la teoría HNCLÁC Y
simulaciones de dinámica molecular.
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Figura 10.9: Factoresde estructuraparael modelo de fuerzascentralesdel agua. Se cornpa-
ran resultados teóricos obtenidos mediante las teorías HNCLÁC(líneas continuas) y HNC (líneas
dicontinuas),con resultadosde dinámicamolecular(puntos).

molecular. La estructura del sistemase puedeanalizarde forma alternativaa travésdel
factor de estructura, el análogo de la función de correlación par en el espacio de Fourier. En
el capítuloanteriorseha discutido estafunción al estudiarmediante dinámica molecular

el modelo de fuerzas centrales del agua. Una de las característicasde la función Soo(k) es
la existenciade un doble máximolocalizado~ 2.5 h’, peculiaridad que aparece en los
resultados de dinámica molecular, mientras que en la teoría HNCLÁC, se manifiesta tan solo
como un hombro (ver Fig. 10.9). Curiosamentela aproximaciónlINO reproduceel doble
máximo. Las mejoras introducidas por la imposición del LAC se manifiestan en los factores

de estructuraSOR y
5RH~ En particulares notablela descripciónde estaúltima función

en el rango 1—5 .4I~ Partede estamejorasedebea que la estructuraintramoleculardel
agua está mejor representada en la teoría HNCLÁC.

Hasta ahora nos hemos centrado en la discusión de las propiedades del agua a tempe-
ratura ambiente. En lo que sigue nos ocupamos de las propiedades a lo largo de la línea de

presión cero. A bajas temperaturas esta línea coincide con la ramalíquidadel diagrama de
fases líquido-vapor, por lo que su estudio posee un interés intrínseco. La línea de presión

cerosepuedeobtenermedianteel métodode no equilibrio discutidoen la sección4.6, y del
cual hemosvisto un ejemploen el capítulo9. En la figura 10.10-aserecogenlos resultados
de simulacióny teoríaparala densidada presióncero. Como comparaciónsehanincluido
datos experimentales para el agua a presión de 1 atm [Kell (1975)1. Los resultados de simu-

lación reproducen el comportamiento experimental, especialmente a altas temperaturas. A
bajas temperaturas se observa una ligera desviación, presente también en otros modelos,

SPCEo TIP4P. La teoríaHNCLÁC describe cualitativamente los resultados de simulación,

2 4 E 8 10 12 14
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Figura 10.10: Variación de la (a) densidady (b) calor de vaporizacióncon la temperatura
a lo largo de la línea de presióncero. Los círculosnegrosrepresentanresultadosexperimentales,
círculosblancosresultadosde NEMD y las líneasla teoríaHNCLAC. Los resultadosexperimentales
parala densidadse tomaronde la referencia[Kell (1975)], y los caloresde vaporizaciónde la
referencia[lDorsey(1940)].

y prediceun comportamientolineal de la temperaturacon la densidad.La variaciónde la
densidadcon la temperaturase puedeexpresaren términos del coeficientede expansión
térmico,a,

1/8p1—
p~8T),,

(10.3)

En la tabla 10.6 serecogenresultadosteóricosy experimentalespara estapropiedad. La
teoríaHNCLÁC presentaunexcelenteacuerdocon la simulación.Estaa suvez muestraque
el modeloprediceun valor demasiadoalto en comparacióncon el experimento,de forma
análogaa lo quese observaen otros modelosefectivosdel agua,TIP4P o SPCE.

A partir de los datos a lo largo de la línea de presión cero es posible estimar el calor de
vaporización,queestárelacionadocon la energíaintermolecularmediantela expresión,

áHvap ~AU+P(V241>+Q (10.4)

donde P es la presión, V. es el volumen de la fase i y O representacorreccionesadi-
cionales, tales como contribucionescuánticaso la diferencia de entalpíaentre los gases
ideal y real, Este término suele ser pequeño del orden de un 3 %, por lo que se puede
despreciarsin introducir demasiadoerror [Jorgenseny Madura(1985)]. El trabajo de ex-
pansióndadopor el segundotérmino de la expresión(10.4) se ha obtenidoempleandola.

4
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Tabla 10.6: Coeficientede expansióntérmico y capacidadcalorífica del aguaa temperatura
ambiente.

Método a/(xlt5 deg’) C~/(J mor-’ x’>
NEMD4 51 79.5
HNCÉÁC 52.46 95.72

SPCE6 56 88.24
TIP4P0 93 83.7

Exp. 75.24e

~‘ presióncero.
1 bar de presión [Báezy Clancy (1994)].

0 1 atm de presión(Jorgenseny Madura (1985)1.

~ Obtenidoapartir de la derivadadedatos experimentalesa 1 bar de presión[Lide(1990)].

t referencia[Lide (1990)].

ecuacióndeestadode un gas ideal, que representauna buenaaproximaciónal valor exac-
to [Jorgenseny Madura(1985)]. Los resultadosparael calordevaporizaciónasíobtenidosse
recogenen la figura 10,10-b. Los datos de simulación reproducencorrectamenteelcompor-
tamientoexperimental,si bien se sobreestimanligeramenteestosvalores. Estadiferencia
sedebefundamentalmentea la energíade vaporizaciónque prediceestemodelo, que en
condiciones de temperatura ambiente es un 8 % más negativa que la experimental. La

teoría HNCLACsobreestima el calor de vaporización en un 30 7/6. Estecomportamientoes
compatiblecon el valor obtenidopara la energíade vaporizacióna temperaturaambiente
(véaseTabla 10.5). No obstantees interesanteobservarque la desviaciónque presenta
la teoríarespectode la simulaciónes sistemáticaen el rango de temperaturasestudiado.
Por último en el apartadode propiedadestermodinámicashemoscalculadola capacidad
calorífica a presiónconstante,64, (Tabla 10.6). Los valoresde la teoría son un 20 7/o más
altos que los de simulación, hecho que contrasta con la buena descripción teórica de la

capacidadcalorífica a volumenconstantey del coeficientedeexpansióntérmico. En lo que
se refiere al modelo, las simulaciones de MD muestran que éste es bastante preciso en la

descripción de esta propiedad a temperatura ambiente.

10.5.2 Constantedieléctrica longitudinal estática

En el estudio de sistemas cargados, y en el caso particular de sistemas dipolares tales

como el agua,el comportamientode la constantedieléctricalongitudinal es especialmen-
te relevante. Esta función juega un papel importante en el cálculo de la energía libre de
solvataciónde un ion ev. un fuido polar [Chandray Bagchi (1989), Bagchiy Chandra(1989),
Raineri y col. (1991)], y su comportamiento tiene importantes consecuencias en teorías sobre

dinámicadesolvatación[CbandrayBagchi (1989),Kornyshevy col. (1989),Wei y Patey(1990),
Raineri y col. (1991)]. Las figuras 10.11-a y 10.1l-b muestran el factor de estructura carga-
cargay la inversade laconstantedieléctricalongitudinalparael agualíquidaa temperatura
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Figura 10.11: (a) Factor de estructura carga-carga e (b) inversa de la constante dieléctrica

longitudinal parael modelo de fuerzascentralesa temperaturaambiente.Las líneascontinuasy
discontinuasserefierena los resultadosde la teoríaHNCLÁC y HNC respectivamente.Los puntos
representandatosde simulación mediantedinámicamolecular.

ambiente, calculadas empleando las expresiones (9.9) y (9.10). La aproximaciónHNCLÁC
se revela como una teoría bastante exacta en la descripción de Szz(k),comosedesprende
de la comparaciónde la mismacon resultadosde dinámicamolecular(MD). La ecuación
integralHNC presentaciertasdeficiencias,principalmenteen la región 2.5 hí (nóteseque
2.5 .41 corresponde a correlaciones de unos2.5 .4, esdecir correlacionesde tipo intermole-
cular). Estehechosereflejaen la predicciónde la constantedieléctricalongitudinal (véase
figura 10.11-b). Recordamosaquíqueestafunción tieneunos limites bien establecidos.El
valor de l/crjk) enel límite k = O debe ser cero, es decir la constante dieléctrica es infinita.
Estehechoseconfirma en la funcionalidaddel factor de estructuraSzz(no semuestra),
proporcionala en el límite k —* 0, lo que indicaque secumplela condiciónde segundo
momento de Stillinger-Lovett (se refiere al lector a la sección 2.1 para mayor información
sobreestetema>. Parael sistemamolecularreal(resultadosdedinámicamolecular)el valor
cij0) ha de ser el compatible con la constante dieléctrica del medio, es decir del orden de 80
para el modelo considerado. No obstante la finitud de la caja de simulación empleada en la
simulaciónMD no permiteobtenerla función c(k) a le -4 0. En el límite opuestode k, es
decir le —* cc, severificaCL(k) —* 1. La función CL(k) secaracterizaa valoresintermediosde
le por una región negativa, hecho que ya observamos en el capítulo 9. Las predicciones de
la teoría HNCLACenestaregión son excelentes.Es notablela mejora introducida por esta
aproximación en comparación con la teoría HNC. La región negativa está flanqueada por
dos valores de k para los que se verifica que er/k) = co. Estos valoresse puedenemplear
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como referencia para una comparación cuantitativa entre teoría y simulación. Debido a la

finitud de la caja de simulación esta comparación se ha de restringir al valor másalto de
le. La teoría HNCLACpredice12.51 Á’, 11.23 L’ y 9.88 As’ paratemperaturas300, 400
y 500 K respectivamente.Estos valoresmuestranuna concordanciaexcelente con los de la
simulación,12.5 A’, 11.2As’ y ~.9 3c’ paralas mismastemperaturas.

Sepuedeconcluir quela teoríaHNCLÁC representaunaexcelentealternativaal estudio
de propiedadesdieléctricasestáticas. Este resultadoes de importanciaen el estudiode
disolucionesdeelectrolitos,dondea concentracionesmedia-altaladiscretituddel disolvente
juegaun papelesencialen la constituciónde la estructurainterionica.



Capítulo 11

Resumeny Conclusiones

En estetrabajo sehan analizadodiferentestiposde sistemasasociativos,medianteteoría
de ecuacionesintegralesy simulación: desdemodelossimplesbasadosen potencialestipo
Lennard-Joneshastasistemasmolecularescomplejos,como el agua,pasandopor modelos
como el RPM, representativode sistemasíonícos. La característica fundamental que dife-
rencia a un sistema asociativo de otro sistema, es que los constituyentes que integran éste,
se puedenasociarpara dar estructurasmás complejas. Este hechotiene una influencia
importanteen las propiedadesestructurales,termodinámicasy de coexistencia.Además
permiteconsiderarsistemasmolecularesdesdeuna perspectivaatómica. En estetrabajo
s~ han estudiado sistemas como el nitrógeno y los halógenos, o el agua mencionada ante-
riormente. Hemosempleadomodelosde fuerzascentralesparadescribirlas interacciones
entrepartículas.Estaelecciónpresentangrandesventajasen tratamientosya seamediante
simulacióno teoríade ecuacionesintegrales.

Hemospropuestoun modeloun potencialasociativo,LJ/asoc,quesuponeunaextensión
natural del modelo Lennard-Jones. La contribución asociativa de este modelo depende de
dosparámetros,D y L*, que fijan la profundidady localizacióndel pozo asociativo. La
variaciónde estos parámetrosnosha permitido analizarla influenciade la asociaciónen
las propiedadesestructurales,termodinámicasy de coexistenciadesistemassimples.

• La distanciade enlace,L*, determinala estructurade los agregadosque seforman
como consecuencia de la reacción de asociación. El incrementode L conlíeva una
menor restricciónen cuantoa la topologíade las especiesmoleculares,que sonpor
lo generallinealesen el régimen de altadensidad.En ésteregimen,las funcionesde
correlaciónpar muestranunaestructuracaracterísticade sistemasmolecularescomo
el 1V2 y halógenos, y ]as variaciones de éstas funciones con L, son análogasa las
observadasen modelosmoleculares.

• La asociacióntiene una gran influenciaen la presión. Estos estánmotivadospor
dos factores:en unaprimerainstanciala asociacióndeterminauna disminuciónde la
densidad efectiva del sistema. En segundo lugar la formación de enlaces conlíeva una
reduccióndel volumenexcluido. Consecuentementevariacionesen D que conduzcan
a una mayorasociaciónsetraducenen una disminuciónde la presión,mayorcuanto
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menores 1/. Estoscambiostienenconsecuenciasimportantessobrelas propiedades
de coexistenciadel sistema.

• La ecuaciónintegralOrnstein-Zernikeacopladacon la relaciónde cierreHNC, mues-
tra sermuy precisaen la descripciónde los cambiosestructuralesy termodinámicos
debidosal carácterasociativodel sistema.No obstante,enel casoparticularde reac-
cionesheterogéneas,la teoríaalgunasinconsistenciasen lo que serefiere a la función
de correlaciónpar.

Un caso particular de la reacción de asociaciónes el Umite de asociacióncomp/eta
(LAC). El LAC se definerespectoa un sistemamolecular. El primer sistemaque hemos
consideradoestácompuestode moléculasdiatómicashomonucleares,por lo que el límite
de asociacióncompletaconsisteen n.~ = 1, rLAA = 1, para reaccionesheterogéneasy
homogéneasrespectivamente.Hemos&señadoun métodonuméricoque permitela inclu-
sión del LAC en el contexto de la ecuaciónintegral Ornstein-Zernike. El procedimiento
permiteobtenerlos parámetrosdel potencial,enconcretoD, que verificanla condiciónde
asociacióncompleta.

- O orfltI...o e~ uu npuiuienwdel
T4.nniosdJ~. A principio de congruenciaque~esLaoíecela insen-

sibilidad de las propiedadesdel sistemaa la polidispersidaddel mismo. En general
la presiónes poco sensibleal grado de polidispersidad.En lo que se refiere a otras
propiedades,la compresibilidadisotermay la energíainternacumplenel principio de
congruencia.Unaconclusiónimportantequesedesprendedeestosresultados,es que
las propiedades termodinámicas de un sistema compuesto de agregados de diversos
tamaños,sonmuy similaresa las de un sistemamolecular,siempreque en el primer
casoseverifique el LAC.

• Hemos consideradola combinaciónde la ecuaciónintegral Ornstein-Zernikejunto
con el conceptode límite de asociacióncompleta,como alternativaal estudiode
sistemasmoleculares.En lo que a moléculasdiatómicashomonuclearesse refiere,
los resultadosobtenidosde estamanerasoncomparablesa los proporcionadospor
aproximacionesque consideranexplícitamentela especiemolecular,tales como la
ecuación RJSM-OZ. Este hecho demuestra, en primer lugar que el tratamiento atómico
de un potencial adecuado, junto con una condición como el LAC, es una alternativa
válida para estudiarsistemasmoleculares. En segundolugar se demuestraque la
estructurapromediodel líquido asociativoes poco sensiblea la polidispersidaddel
sistema.

Un temade importanciacentral en estetrabajo ha sido el estudio de la influencia
de la asociaciónen el equilibrio liquido-vapor de sistemassimples. Hemosobtenido las
regiones de estabilidaddel potencial LJ/asoca partir de las curvas pseudoespinodales
calculadasmediantela teoríaHNC, y las curvasde coexistenciaempleandosimulaciónMC
en el colectivode Oibbs. Nuestrosresultadosdemuestranque a pesarde la sencillezdel
modelo LJ/asoc,éstepresentauna fenomenologíamuy rica. Estehechoestárelacionado
con la capacidadde asociacióndel sistema,quejunto con la formación de nuevasespecies
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molecularesconlíevalaaparicióndeunafenomenologíadiferentea laobservadaensistemas
atómicos.

• La asociacióntieneel efectofundamentaldereducirla regióndeestabilidaddel líqui-
do, respectoa un modelono asociativo.Esteefectosedebepor unaladoa la reducción
de la densidadefectivadel sistema,y en segundolugar a una reduccióndel volumen
excluido, que es mayora menor distanciade enlace,Lt En cuantoa la fenomeno-
logia a la que antesaludíamos,en algunoscasos,comoen la reacciónheterogénea
con = 1/3, seobtienendos puntos críticos. Este efectoes una consecuenciadel
carácterpeculiar de los sistemasestudiados,que puedenpresentarpropiedadesde
coexistenciatípicasde un sistemaatómicoo de un sistemamolecularen función del
estadotermodinámico.

• La posibilidadde queel sistemapresentepropiedadestípicasde sistemasatómicosy
moleculares,da lugar finalmentea la asimetríade la curva de coexistencia. Así en
función de L, el modelo LJ¡asocconducea curvasde coexistenciaque sonsimilares
a las de sistemasatómicos,metaleslíquidos o halurosalcalinos.En función de estos
resultadosproponemosquela asimetríade las curvasde coexistenciasepuededeber
al carácterasociativode los sistemasrealesque la presentan.

• Un resultadointeresantede estetrabajoesquelas curvaspseudoespinodalescumplen
el principio de congruenciaen el límite de asociacióncompleta. Hemos mostrado
que estascurvaspsuedoespinodalespermitenestimarde forma muy precisala línea
ortobáricadel líquidosmolecularessencillos, como el nitrógenoy halógenos.Estos
resultadosestánde acuerdocon los correspondientesa las funcionesde correlación
par y muestranuna vez más la utilidad del tratamientoatómico, en el estudiode
sistemasmoleculares.

Hemosconsideradoun caso particular de sistemaasociativo,el modelo primitivo res-
tringido (RPM), en las cercaníasdel punto crítico. El estudiomediantesimulaciónMC, ha
permitidoprofundizaren el análisisde la estructuramicroscópicadel RPM. Asimismo se
haninvestigadoalternativasteóricasque permitandescribirel RPM en condicionesdonde
la mayoríade las teoríasde ecuacionesintegralesson incapacesde dar soluciones.

• El RPM presentaun alto grado de asociación,caracterizadapor la formación de
agregadosdegran tamaño,queglobalmentesonneutros. Estaimagendifiere consi-
derablementede la dadapor aproximacionesqueconsideranla asociacióna nivel del
dímero.

• Hemos evaluadolas funcionespuentea partir de datos de simulación MC. Estas
funcionespresentanuna magnitud importante,son de largo alcancey asimétricas.
La forma de las funcionespuenteesbastanteinsensiblea cambiosde temperaturay
densidad,lo que hacepensaren la existenciade unaformafuncional únicaparaeste
sistema.
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• Paraaproximarlas funcionespuentehemosexploradola validezde diferentesteorías;
HNC, PYA, eINV, empleandocomo esquemasde descomposicióndel potencial,una
alternativaculómbicay otra del tipo MSA, u optimizada. A altas densidades,la
teoríaINV en la descomposiciónoptimizadaeslamásprecisaen la descripciónde las
funcionespuentedel RPM. Consecuentementeestambiénla teoríamásprecisaen lo
querespectaa las funcionesde correlaciónpar y propiedadestermodinámicas.Las
teoríasPYA e INV, en su versiónculórnbica,sonmenosprecisasque la INV, pero
tienenel indudableatractivodepresentarsolucionesen las cercaníasdel puntocrítico.
Estas teorías mejoran notablemente los resultados de aproximaciones analíticas como
la MSA, y en el caso concretodel coeficientede actividadpermitenreproducirde
forma cuantitativalos resultadosdesimulación.

• El éxito relativo de las teoríasPYA e INV, en su versión culómbica,no sebasaen
susprediccionesde la función puenteque difieren en gran medidade los resultados
reales. Creemosqueestecaso,el papelesencialde las funcionespuenteesestabilizar
la solución de la ecuaciónintegral. Los resultadossugierenque la correcciónque
seprecisaparaevitar la región de no solución que surgeen la teoríaHNC esmuy
pequeña,información que puedeser relevanteen el desarrollode aproximaciones
futuras.

En una segundapartedel trabajose ha estudiadoel agua,un sistemade importancia
fundamentalen procesostanto físicos como químicos.

• Hemospropuestoun nuevopotencialdefuerzascentrales(CFM) para.el agua,basado
enparteenelpotencialde Lembergy Stillinger. Las simulacionesMD deestemodelo,
hanpermitidoconcluir que conduceunarepresentaciónfidedignade las propiedades
termodinámicasy dinámicasdel agualíquida a temperaturaambiente,siendocom-
parablea modelosrígidos como el SPCE,consideradouno de los más precisosen el
estudiodel agua.

• El espectrode vibración del CFM reproducerazonablementela región de bajasfre-
cuenciasmientrasque los modosde tensiónde alta frecuenciasedesvíanconsidera-
blementedel resultadoexperimental.La consideraciónde unaconstanteanarmónica.
corrigeen parteestadiscrepancia.

• El modelo CFM prediceun espectrode relajacióndieléctricaque, a altasfrecuen-
cias, muestraun acuerdoaceptablecon el experimental.No obstanteno reproduce
correctamentela región de bajas frecuenciascaracterizadapor la existenciade un
máximo a unos 150 cm1 y cuyo origense atribuye a la capacidadde polarización
de la moléculade agua. El CFM permiteconsiderara un nivel primitivo el efecto
de la polarización. Sin embargonuestrosresultadosno permitenafirmaro desmentir
la hipótesisantesmencionadasobreel origen del máximopor lo que parecedeseable
realizarun estudiomásprecisode estaregión.

• Hemosobtenidoel diagramade coexistenciadel agua,simulandode forma explícita
la interfazlíquido-vapor. El CFM reproducecorrectamenteel di-agraana~expériiife%tal

—
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a bajastemperaturassi bien la descripciónempeoraen las proximidadesdel punto
crítico. Los resultadosde la ramalíquida son muy parecidosa las prediccionesdel
modeloSPCE.

• Sehananalizadolaspropiedadesdelaguaa lo largo dela líneadesaturacióndel líqui-
do. El coeficientede difusión esligeramentemásbajo que el experimental,excepto
a altastemperaturasdondeseproduceunainversión del comportamiento,motivada
probablementepor la diferenciaen las densidadesde coexistenciadel CFM y ex-
perimentales.El CFM reproducela dependenciade la constantedieléctricacon la
temperatura. En lo que respectaa la estructura,se sobreestimala estructurate-
traédricaen el régimende de altastemperaturas.Creemosque esteefectosedebea
la funcionalidaddel potencial,en particular la correspondientea la interacciónOH,
que seríainadecuadaen condicionesalejadasde las de temperaturaambiente.

• Sehanrealizadosimulacionesde no-equilibrio,utilizandoel algoritmode intercambio
de calor,paracalcularla conductividadtérmicadel aguae investigarla posibleexis-
tenciade un máximodedensidaden el CFM. El modelode fuerzascentralespredice
correctamenteel comportamientode la conductividadtérmicacon la temperaturasi
bien sobreestimaligeramentelos resultadosexperimentales.Esteefectopareceque
estárelacionadocon las diferenciasde densidadentremodelo y experimentoobser-
vadas a bajastemperaturas.En lo que respectaal máximo de densidaddel CFM
ésteapareceaproximadamentea ~4QO C mientrasque en el aguareal se observaa
40C. La existenciadel máximo de densidady las implicacionesque éstetiene sobre
la estructuramicroscópicadel sistemapermitenconcluir que el CFM contemplalas
característicasesencialesde las interaccionespresentesenel agualíquida.

Una de las razonesque noshan motivadoa proponerun potencialde fuerzascentrales
parael agua,ha sido la posibilidadde resolveréstedesdeun punto de vista atómico. Así,
hemos estudiado la reacción de asociación entre oxígeno e hidrógeno que interaccionan
de acuerdoa modelosde fuerzascentrales. Se han consideradodospotenciales,uno sin
cargas,que contemplala interacciónde enlacede hidrógeno,y otro con cargasdestinadoa
reproducirlas propiedadesdel agualíquida.

• Hemosconsideradoel límitede asociacióncompletadelmodelosin cargas. Los valores
de los pozosasociativos,DC,OH, y DCHH, sehan calculadoempleandola teoríaHNC
juntocon elmétodopropuestoen estetrabajo. Las simulacionesMC empleandoestos
valoresmuestranquea temperaturaambientela mayorpartede los oxígenosforman
parte de moléculasde agua. La estructurade estesistemaasociativomuestraun
excelenteacuerdocon un sistemamolecular,obtenidoempleandoel mismopotencial
de interacción,pero en el que no hay moléculasdisociadas.Las funcionesde corre-
lación orientacionalesde éste sistemamolecular, muestranunagran similitud con
las correspondientesa modelosdiseñadosparareproducirlas propiedadesdel agua
líquida. La descripciónteórica del modelo neutro,empleandola ecuaciónintegral
HNC, junto con la condición de asociacióncompleta,muestraun acuerdoexcelente
con los datosde simulación.Por consiguiente>éstateoríarepresentauna alternativa
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interesanteparael estudiode fluidos quepresentaninteraccionesanisotrópicas,como
el enlacede hidrógeno, apartede seren sí mismauna aproximaciónelegantepara
estudiarsistemasmoleculares.

• El análisis de la reacciónde asociacióndel modelocargado,empleandosimulación
MC, muestraque las especiesQ2~ y H6+ reaccionana bajas temperaturaspara
formar fundamentalmentemoléculasde agua. A 300 K, el 95 % de los oxígenosfor-
man partede moléculas ‘120, y de éstas,~ 10 % son lineales. La estructurade
éstesistemacoincidecon la de uno molecular,obtenidomediantesimulacionesMD
del mismohamiltoniano. A altas temperaturasla teoríaHNC describela reacción
de asociacióncorrectamente.Sin embargoa bajastemperaturassobreestimala aso-
ciacion entreoxígenose hidrógenos. La causade estecomportamientopodría ser la
mismaqueconduce,en el caso del electrolitosa bajadensidady temperatura,a una
mala descripciónteoríca.

• Se ha empleadola idea de límite de asociacióncompleta,paracorregir un problema
asociadoala teoríaHNC, comoes,laprediccióndel númerode enlacesen lamolécula
de agua,en el casoparticularde un modelo cargado.La resoluciónde lo que hemos
denominadoteoríaHNCLAC, conducea una mejoraen los resultadosestructuralesy
termodinámicos.En particularla teoríaHNCLÁC esbastanteprecisaen lapredicción
de la capacidadcaloríficaa volumenconstantey el coeficientedeexpansióntérmica.
Sin embargolos resultadosempeoranen lo querespectaa la entalpíadevaporización
y la capacidadcalorífica a presión constante. La teoría HNCLÁC describecorrec-
tamenteel comportamientode la constantedieléctricaestática. Este resultadoes
bastantealentadorpara emprenderestudiosteóricosde disolucionesde electrolitos,
dondela discretitud del disolventejuega un papelimportanteen la configuraciónde
las correlacionesion-ion.
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Apéndice A

Expresionespara el empleo del Método

de Paso de Tiempo Múltiple
En esteapéndicesedan las expresionesnecesariaspara.el usodel MétododePasodeTiem-
PO Múltiple (MPTM) introducidoen la sección4.4.2. En el MPTM la fuerzasecundaria,
U, se estimadurantelos pasosprimariosmedianteunaseriede Taylor del tipo,

f~~(t + r6t) ~ t7(t) + r6tf~”(t) + ~(r3t)2f.5<t(t) + ... (A.1)

dondeconsideraremosel desarrolloen seriesólo hastael segundoorden. En el tiempo ¿ se
calculala fuerzasecundaria17 y sus derivadas.Definimos en primerlugar los operadores,

d _ d, (A.2)
dt —

¿12 ¡2 (A.3)

dt2 ~—
1r ~wr

y a continuación,

ftj=——1 duq (A.4)rq k dr0)

tal que f1~ = fqrq. La primeraderivadade la fuerza,f”, se obtieneaplicandola expre-
siónes(A.2),

d(fqríj) ,
= = f~5r~ + rrísrís (AS)

¿1,-ii

de formaque,
= f~r~ -j- gij(rij . (A.6)

dondeseha empleadola expresi6n9ij = 1/r~y(df¿j,fdr~~>. La segundaderivadaseobtiene
operandode forma análoga(ec. (A.3)),

ff/ = , 2 df~~” (A.7)
+ ¿1

2SS



256

Resolviendoestaexpresiónsellegaa,

17,” = [hq(r~j . r§)2 + g~r
0’ . nf + rq . ró”)] r~ + 2gí5(rq . r¿j’)rq’ + fíjr¿f (AS)

donde
1 [1 d

2ft _ 1 dfG 1
— — — dr~ 1 (A.9)

La obtenciónde la fuerzasecundariay sus derivadasprecisaconocerla primera,segunda
y terceraderivadadel potencialde interacción.En el casodepotencialescomplejos(véase
porejemploel potencialde fuerzascentralesdelaguapresentadoenel capítulo8), el cálculo
de las derivadases muy costoso,a pesarde que ésteno seha de realizaren cadapasode
tiempo. Unamaneradeoptimizarel cálculoconsisteen tabularel potencialde interacción
y algunade sus derivadas,por ejemplola prinira, de forma que las derivadasde mayor
>rden seobtienena partir de los datostabulados.Supongamosqueseconstruyeunatabla
que contieneel valor de la derivadadel potencial,u’, paralas distanciasr~. Paraevitarel
cálculo de la raíz cuadradade r, setabula la función de acuerdoa r2. Así definimos las
variablee~ 4 y su derivadadr = ds/(2fi). La segunday terceraderivadasdel potencial
seobtienena partir de u’ de la siguienteforma,

du’(s) —
20-du’(s)

u”(r) =Éú— dr ds
dr (Alo)

¿11/Nl 2du’(s) 4d
2u’(s)

u”’(r) = ¿12u’(r) = ~ _____ = + de2 (Ah)
dr2 dr da de

Dadaunadistanciae = r2 entredos partículaslaprimeraderivadadel potencialvienedada
por la fórmulade interpoiacit$n,

u’(s) ~ — ~ + (1 — ~2)u~+ ~4(¿+ l)u~~~ (A.12)

donde i es la parteenteradel cocienter2/5~ y ~ = (e —. s~)/&s. La expresión(A.12) da
comoresultadola primeraderivaday por tanto el vinal y la fuerza. La segunday tercera
derivadasseobtienenmediantederivaciónde estaexpresión,

s, (2~ 1 _ 2 ‘~ Su’ (~4~ ii\u”(s) = ) + u

parala segundaderivaday,

u•Zu

parala terceraderivada.



Apéndice B

Desarrollo en serie de la energía libre.

Aproximaciones ORPA y MSA
Los desarrollosen seriediagrmáticos(cluster exparzeioras)[Andersen(1977)] sepuedenem-
plear para representarde forma exactala energíalibre de un sistema, las funciones de
correlacióno cualquierotra propiedad,en función de un númeroinfinito de términosque
implican una serie de integralesdenominadascluster irategrale. Las contribucionesa es-
tos desarrollossepuedenagruparde diferentesmanerasdando lugar a diferentestipos de
teorías.Mayer (1950) dedujouna expresiónparala energíalibre de sistemascargados,en
términosde los coeficientesdel vinal,

áiÁtEpflBQc) (El)
V 12,r n>2

Considerandola función de Mayer, f(r) = exp(—~u(r)) — 1, los coeficientes22 y 33 se
puedenexpresaren la forma,

= ~Jf(r)dr (B.2)

BaQc) = ~jJ f(rI~)f(rJk)f(rk¡)dr~drs (B.3)

En estaexpresión3 esfunciónde la temperaturacomoeshabitual,peroademástambiénlo
esdela densidad.Mayer (véase[Friedman(1962)]) demostróqueestadependenciaproviene
de la expresiónparau, que vienedadapor el potencialde fuerzamediade Debye-Hfickel.
Estedesarrolloconvergemuy lentamenteparaconcentracionestípicasde electrolitos,dado
que los términosindividualesson en sí mismosdivergentesy sólo su sumaesconvergente.
Porconsiguienteestosdesarrollosno tienenunautilidad práctica.Ahorabien, consideremos
que el potencialpar sedescomponeen la forma,

(B.4)

donde U0 es el término de referencia,la esferadura en el caso del RPM, y U~~a es el
potencialculómbico. Esta descomposiciónse puedeemplearpara otras propiedadester-
modinámicasdiferentesde la energíalibre, asícomo paralas funcionesde correlación.En
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definitiva seobtieneuna ¿eor(a de perturbacionesde largo alcanceen la que el fluido de
esferasdurasesel sistemade referencia.Las contribucionesde la perturbación,el potencial
culómbico,sepuedenrepresentarde diferentesmaneras.Una de ellasesla propuestapor
Anderseny Chandíer[Anderseny Chandíer(1972), Hanseny McDonald (1991)] en la teoría
OCT (Optimizedcluster titeory), que considerala siguienteserie,

~A _ /3A0

y —17--+aHTA+aRING+B2+.... (fis)
dondeA0 eslacontribucióndel sistemade referencia(esferadura) y aHTA (higit temperature
approximatiora)representalaperturbacióndeordenmásbajo(véase[Hanseny McDonald (1991)]).
Los termínosaRINO y B(~ son sumasinfinitas que sepuedenevaluarexplícitamente(ver
ref. [Andersen(1977)]). Consideremosuna esferadura de diámetro,a. El valor asignado
a la perturbaciónU~1 en el interior de la misma es arbitrario, y aunqueno afectaa la
sumainfinita contenidaen la expresión(fis), sí lo haceen lo que se refiere a los térmi-
nos individualesde la misma. Anderseny Chandíerutilizaron estehecho para acelerar
la convergenciade las series,procedimientoque se da en llamar optimización. La idea
de estos autores consisteen escogerel potencialde referenciaU~~¿ para r < a, tal que
minimice aRING. Esto se traduceen que g dentro de la esferadura es cero, o de forma
equivalenteq = 0. Esta teoríase conocecomo Optimizedraradoin pitase approximatiora
(O1{PA) [Hanseny McDonald (1991)]. En esteconexto la función de correlacióntotal se
puedeexpresarcomosigue,

h~(r) = ho(r) + q«p(r) (B.6)

Teniendoen cuentaqueq = O paradistanciasr < a, esfácil ver que la expresión(B.6) no
es sino la función de correlaciónpar segúnla teoríaMSA, que verifica,

hap(r) = —lsir<cr (B.7)

cap(r) = ¡3Z«Zg si r > a (B.8)
r

Dada la simetríadel RPM, se puedenconsiderarlas funciones de correlación it,(r) =

(h++ (r) +h...—(r))/2 y itd(r) = (it+.>. (r) — it.1....(r))/2, esdecirlas correlacionesde la densidad
numéricay densidadde carga.Así la relaciónde cierre tomala forma alternativa,

it,(r) —1, si r < a, c,(r) = O si r > a (B.9)
~,6*

hd(r) = O, si r < a, cd(r) =— (B.10)
r

donde la primera de las expresioneses la aproximaciónPY paraesferasduras. La va-
riable ¡3* que apareceen la expresión(filO), no es más que la temperaturareducida
¡3* ¡3e

2/(4ircoa).Análogamentesepuededefinir la densidadreducida,~?= pa3. Si iden-
tificamos it. con it

0 vemosque la aproximaciónMSA es una casoparticular de la ORPA
en la que la esferadura de referenciasereemplazapor su aproximaciónPY. Dentro de la
esferaduracd estádadapor {Hanseny McDonald (1991)],

4(r) = 0* (2— §11) F (B.11)
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donde F = (4’ + 1 — (1 + 24’)1/2)/4’, y 4’2 = = 4irp/P. Las relacionestermo-
dinámicaspara la energíainterna, y la energíalibre tienen la siguiente forma analíti-
ca [Hanseny McDonald (1991)],

— /3*F (B.12)
N
/3A _ -l

N l27r¿?(34’2 + 64’ + 2 — 2(1 + 24’)3¡2)

¡3Ad /3FED
(B.13)N N

Las contribucionesideal y de esferasdurasa la energíalibre vienendadaspor,

¡3A~ _ *
— ln 1 (B.14)

N 2
¡YFED _ 4~ —3~2 (E.15)

N (1~tj)2

donde~ representala fracción de empaquetamiento,‘1 = rp/6, y seha omitido la contri-
bución de la longitud deonda térmicade Broglie. En cuantoa la contribucióndeesferas
durasseha escogidola de CarnahanStarling. Hay quematizarque en el caso de la teoría
MSA la consistenciaimponela utilización de la aproximaciónPY paraestacantidad.





Apéndice C

Resultadosde propiedades
termodinámicas y estructurales del
RPM en el régimen de baja densidad.

Seguidamenteserecogenen formatabularlos resultadosdepropiedadestermodinámicas,
energíade exceso,factor de compre~ibi1idad,y población de agregadospara el modelo
primitivo restringidode electrolitosestudiadoen el capítulo6.

Tabla C.i: Energíade exceso,-¡3U/N
subíndicesque aparecenen la
la cantidaciasociada.

0.50
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00
6.00
7.00
10.0
15.0
18.0
21.0

MC
0.M9h
0.05153
0.14369
0.2667~4
0.430416

0.649543
0.936795
1.32012

3 .05426

6.53152
8.52445

10.50735

MSA
0.0184
0.0505
0.1375
0.2455
0.3694
0.5062
0.6540
0.8114
0.9773
1.3318
2.3250
3.6724

del RPM paralas isócoras
columnacorrespondientea los datos

HNC
0.0184
0.0509
0. 1420
0. 2655
0.4264
0. 6313
0. 8796
1.1672

PYA
0.0184
0.0509
0.1420
0.2655
0.4263
0. 6294
0.8669
1.1194

INVC

0.0509
0. 1420
0.2655
0.4273
0.6377
0.9074
1.2513

= 0.001, 0.005y 0.01. Los

de MC, representael error de

PYO
0.0184
0 .0511
0.1421
0.2656
0.4265
0.6290
0.8639
1.1109

INV
0.0184
0 .0509
0. 1421
0.2659
0.4289
0.6430
0. 9216
1.2858

(Continúa en la siguientepágina)
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(Continuación página anterior)

MC
0.0386~
0.10274
0.27509
0.4976~
0. 769332
1.099645
1.490696
l.946~
3.65821

7.00548
O.OS94j
11.36953
0.05803
0. 14144
0.3581~~
0.6284~~
0.949123
1.3 18344

1.739347
2.219
3.918
5.191
7.226

MSA
0.0379
0.1012
0.2664
0.4650
0. 6876
0.9289
1.1858
1.4560
2. 3310
3.9508
4.9957
6.0845
0.0560
0.1332
0.3438
0.5929
0. 8689
1.1655
1.4790
1.8068
2.8586
3.6055
4.7800
5.5933

9.405 6.0079

HNC
0.0379
0. 1020
0.2743
0.4949
0.7613
1.0712
1.4191
1.7995

PYA
0.0379
0. 1020
0.2743
0.4949
0. 7613
1.0696
1.4107
1.7729
2.9140

INVC
0.0379
0.1020
0.2743
0.4959
0.7615
1.0743
1.4330
1.8390
3.5045

Pyo
0.0380
0. 1021
0.2747
0.4958
0.7624
1. 0689
1.4036
1.7537
2.8269

INV
0.0380
0.1021
0.2748
0.4970
0.7691
1.0946
1.4786
1.9312

0.0507 0.0507 0.0507 0.0508 0.0508
0. 1342
0.3523
0.6227
0.9385
1.2947
1.6861
2.1073

0.1342
0.3523
0.6226
0. 9383
1.2940
1.6824
2.0948
3.4497
4.4164
5.9283
6.9681
7.4961

0.1341
0.3522
0 .6226
0. 9383
1.2942
1.6868
2.1148
3.4541
4.4259
5 .9519
7.0077
7.5460

0.1343
0.3531
0.6245
0.9412
1.2960
1.6790
2.0801
3.3307
4.1760

0.1343
0.3533
0.6262
0. 9488
1. 3208
1.7436
2.2213
4.2216

¡3*
dio
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00
6.00
7.00
10.0
15.0
18.0
21.0
0.50
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00
6.00
7.00
10.0
12.0
15.0
17.0
18.0
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Tabla C.2: Factor de compresibilidadparalas isócorasp = 0.001, ¡9 = 0.005 y ¡9 = 0.01.
El superíndiceMAl indica que la presión MC se ha obtenidoempleandoel modelo de agregado
independiente(ec.

0.50
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00
6.00
7.00
10.0
~

0.50
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00
6.00
7.00
~
150MÁ1

18.0
21,0MÁI
0.50
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00
6.00
7.00
10.0
12.0
15.0
17.0
18.0

(6.16»S
MC

0.996
0.986
0.958
0.926
0.872
0.84
0.77
0.75
0.64
0.49
0.43

error estimadoen
MSA

0.9962
0.9861
0.9594
0.9270
0.8903
0.8504
0.8079
0.7630
0.6173
0.3472
0.1731

0.39 -0.0080
1.000 0.9989
0.980 0.9802
0.934 0.9336
0.883 0.8796
0.822 0.8207
0.74 0.7584
0.68 0.6934
0.66 0.6262
0.52 0.4147
0.36 0.0405

-0.1925
0.23 -0.4300
1.00 1.0061
0.98 0.9827
0.91 0.9263
0.86 0.8626
0.79 0.7945
0.73 0.7233
0.64 0.6497
0.60 0.5744
0.43 0.3407
0.40 0.1805
0.32 -0.0644

-0.2298
0.23 -0.3130

HNC
0.9962
0.9860
0.9587
0. 9244
0.8841
0.8389
0.7905
0.7404

0.9989
0.9801
0.9330
0.8781
0.8189
0. 7576
0.6958
0.6341

1.0060
0.9826
0. 9259
0.8625
0.7961
0.7289
0.6621
0. 5962

los datosde

PYA
0.9962
0.9860
0.9587
0.9244
0.8840
0.8388
0.7905
0.7397

0.9989
0.9801
0.9329
0.8781
0.8188
0.7572
0.6943
0.6300
0.4210

1.0060
0.9826
0.9259
0.8624
0. 7960
0.7283
0.6609
0.5931
0.3758
0.2302
0.0034

-0.1553
-0.2374

simulación es del

INVC
0.9962
0.9860
0.9587
0.9244
0.8838
0.8378
0.7874
0. 7345

0.9989
0.9801
0.9330
0.8781
0.8186
0.7565
0. 6935
0.6317
0.5109

1.0060
0.9826
0. 9259
0.8624
0. 7959
0.7281
0.6590
0.5911
0.3778
0.2328
0.0054

-0.1547
-0.2377

PYo
0. 9962
0.9860
0.9587
0.9243
0.8840
0.8387
0.7903
0.7391

0.9989
0. 9801
0.9329
0. 8779
0.8183
0. 7559
0.6912
0. 6231
0.3765

1.0060
0.9825
0.9257
0.8620
0.7950
0.7262
0.6555
0.5817
0.3227
0.0947

orden de 0.02.

INV
0.9962
0.9860
0.9587
0.9243
0.8836
0.8373
0.7865
0. 7334

0.9989
0.9801
0.9328
0.8778
0.8182
0.7576
0.6955
0.6390

1.0060
0.9825
0.9257
0. 8621
0. 7955
0.7289
0.6647
0.6066
0.6063
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Tabla C.3:
propabilidad

Poblaciónde agregadosparala isócoras¡9 =

de queun ion formepartede un agregadode

¡3*

7.0 rs
2.5
1.5

15.0 2.5

1.5
18.0 2.5

21.0 1.5
2.5
1.5
2.5
1.5
2.5
1.5
2.5
1.5

_________ 2.5

7.0
2.0

1.5
2.0
1.5

10.0’ 2.0

1.5
15.0 2.0

1.5
2.0

1.5
18.0’ 2.0

nl

0.766
0.625
0.094
0.051
0.029
0.013
0.008
0.002
0.604
0.353
0.331
0.161
0.072
0.024
0.007
0.001
0.524
0.347
0.52
0.34
0.23
0.15
0.067
0.028
0.066
0.027
0.006
0.011

ri2
0.226
0.3M
0.7~
0.71
9.74,
0.697
0.623
0.585
0.342
0.391
0.527
0.468
0.544
0.421
0.281
0.223
0.363
0.375
0.37
0.38
0.48
0.42
0.413
0.327
0.41
0.32
0.21
0.25

0.007
0.033
0.036
0.037
0.025
0.018
0.017
0.011
0.039
0.118
0.075
0.107
0.080
0.051
0.023
0.008
0.072
0.122
0.069
0.12
0.11
0.18
0.097
0.064
0.098
0.068
0.02S
0.028

7.0

10.0

15.0

21.0

0.001,0.005y 0.01,expresadocomo la
tamafio s.

0.001
0.009
0.071
0.113
0.158
0.191
0.290
0.317
0.012
0.075
0.050
0.131
0.164
0.192
0.220
0.194
0.031
0.082
0.035
0.088
0.083
0.13

0.172
0.170
0.17
0.17
0.15
0.16

1 — u,
0.000
0.001
0.011
0.031
0.048
0.081
0.062
0.085
0.003
0.063
0.017
0.133
0.140
0.312
0.469
0.574
0.010
0.074
0.006
0.072
0.047
0.12

0.251
0.411
0.256
0.415
0.609
0.551

Datostomadosde la referencia[Bresmey col. (1995)]



Apéndice O

Resultadosde propiedades

termodinámicas del modelo LJ/asoc
En esteapéndiceserecogenresultadosseleccionadosde propiedadestermodinámicasdel
potencialasociativo LJ/asocdescritoen el capítulo 5. Se han consideradolos valores

= 1.5 x io~ y D~ = 0. Los subíndicesrepresentanel error asociadoal valor en el que
aparecen.

Tabla DA~ Propiedadestermodinámicasy númeromedio de enlacesporpartículaparadistancia
de enlaceL* = 1/3 y reacciónhomogéneamodeladacon

T*

0.10
0.25

2.0 0.50
0.75
1.00

0.10
0.25

4.0 0.50
0.75
1.00

-o7ét¿3
—1.61315
—3. 13420

—4.632~~
—6.15243

—0.5403
—1.327~
—2.551~~
—3.676~~
—4.81359

or&0.405ii

0.90245
1.52~~
1.59~~

0.4172
l.l73~
3.22154
6.2117
9.2348

el potencial

nc
0.00564
0. 0247
0.11517
0.37523

0.70627

0.0074
0.0282
0.126~
0.367~~
0.67824

% acept.

50
40
23
11

64
51
40
26
16
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Tabla D.2: Propiedadestermodinámicasy númeromedio de enlacespor partículaparadistancia
de enlaceL* = 1 /2 y reacciónhomogéneamodeladacon el

T’ p~
0.10
0.25

2.0 0.50
0.75
1.00

0.10
0.25

4.0 0.50
0.75
1.00

—0 .6604
—l.6OO~
—3.07815
—4.45422

—5.697~~

—0. 5324
—1.3O5~
—2.477~~
—3.428~~
—4.17954

o .791

0.40012

0.9154~
1.9419

3.644~

0.4182

1.17714

3.20955
6.8423

12.4146

Tabla D.3: Propiedadestermodinámicasy númeromedio de enlaces
de enlaceL* = 3/5 y reacciónhomogéneamodeladacon el potencial

T* ¡9 ~* nc
0.10 0.01527
0.50 0.1629
1.00 0.92125

por partículaparadistancia

% acept.
56
37
8.8

—0.658~ 0.1792
2.0 —3.052~~ 0.92562

—5.54452 3.4454

0.10 —0.5264 0.4192 0.02139 65
4.0 0.50 —2.42120 3.23979 0.212~ 40

1.00 —3.97961 11.8669 0.93023 11

potencial
nc

0.01116
0.0394
0. 1419
0.388~~
0.75621

0.0152~
0.0512
0. 174~
0.420~~
0.75722

(5.4).
% acept.

50
o,

64
51
40
26
16
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Tabla D.4: Propiedadestermodinámicasy
de enlaceL* = 1/3 y reacci6n

*

j2
0.10
0.25

2.0 0.50
0.75
1.00

0.10
0.25

4.0 0.50
0.75
1.00

heterogénea
y;;

-O~64~
—1.6108

—3.13
—4.62926
—6. 13544

—0.543~
—1.3417

—3.66637
—4. 80860

númeromedio de enlacesporpartículaparadistancia
modeladacon el potencial(5.5).

0.4049
0.96247
1.97~~
2.4l~~

0.4162
1. 1719

3.33950

7.1521

11.2546

nc
0.00293
0.012k
0.0689

0. 28720
0.6O2~

0.00373
0.0 1459
0.0757
0.270~~
0.562~~

% acept.

25
41
24
13

64
32
43
28
15





Apéndice E

Resultadosde propiedades de

coexistenciadel modelo LJ/asoc
Seguidamenteserecogenresultadosde las propiedadesdecoexistenciadel modeloLJ/asoc
estudiado en el capítulo 7, obtenidas empleando simulaciones MC enel colectivo de Gibbs.
En todos los casos,D = O y 1? = 1.5 >< ío~ y la reacciónesdel tipo homogénea.

Tabla E.1: Resultados de simulación para 1/ = 0.45. Los subíndicesrepresentanel error en los
datos tomado como una desviación estándar dela media. Todaslassimulacionesserealizaron con
un número total de partículas, N = 500.

/4 u,: u; ‘7 t~ /4
1.20 O.l35~ 1.387~7 —1.098 —8.71~~ 0.0888 0.085 -3.50 -3.98
1.21 0.140~ 1.34119 —l.13~ —8.42~~ 0.091~ 0.070 -3.52 -3.58
1.22 0.15514 1.29025 —1.2512 —8.1314 0.094~~ 0.110 -3.52 -3.57
1.24 0.172~~ 1.18322 —1.369 —7.52ia 0.099~~ 0.110 -3.52 -3.66
1.25 0.191~~ 1.148~~ —1.5214 —7.3423 0.09914 0.074 -3.55 -3.46
1.27 0.22416 1.094~~ —1.71~4 6.9918 O.106~ 0.110 -3.56 -3.62
1.30 0.23924 0.98619 —1.8119 —6.34~~ 0.11525 0.121 -3.56 -3.51
1.31 0.26325 0.90552 —1.9517 —5.86~í 0.11720 0.108 -3.58 -3.54
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E.2: Resultadosde simulaciónpara2 = 0.5. Número

¡4 U,:
0.039514 1.42016 —0.368~~ —S.77~ 0.0314~~
0.0464~~ 1.35920 0.412s~ 8.38~~ 0.037833
0.063028 l.202~ —0.558a~ —7.569 0.050024
0.082840 1.11827 —0.711~~ —7.0916 0.064331
0.083147 1.11430 —0.71547 —7.0617 0.064030
0.0957~o 0.95337 —0.799s~ —6.1321 0.075245
0.12519 0.93243 —1.0115 —5.9825 0.089374
0.17022 0.83845 —1.3616 —5.4426 0.101954
0.242ío 0.71233 —1.82697 4.6720 0.11720

de partículas,N

0.044 -3.64
0.038 -3.68
0.059 -3.64
0.073 -3.62
0.071 -3.62
0.077 -3.66
0.089 -3.59
0.091 -3.57
0.100 -3.59

Tabla E.3: Resultadosdesimulación para2 = 0.7

u,: u; F,: P; ~
1.00’ 0.0356 0.97420 —0.31464 —6.2O~ 0.0294 0.057 -3.71 -3.66
1.10’ 0.054S~ 0.79620 —0.45771 —5.2012 0.046~ 0.049 -3.71 -3.72

110b 0.0671~~ 0.82320 —0.59250 —5.34~~ 0.05052 0.059 -3.62 -3.72
1.15” 0.08714 0.75920 —0.7212 —4.95~~ 0.0657 0.061 -3.59 -3.65

0.094í4 0.70520 —0.79~g —4.6313 0.0737 0.063 -3.67 ..3.66
1•22b 0.12912 0.70620 —1.0510 —4.6114 0.0888 0.079 3.59 3.58
1,24b 0.13123 0.67520 —1.03~~ —4.4212 0.09111 0.082 .1.60 .1.58
1.25” 0.16417 0.63930 —1.27~4 4.2020 0.1O3ío 0.091 -3.55 -3.58
125b 0.14220 0.66720 —1.1217 —

4.37n 0.096k 0.097 -3.58 -3.61

126b 0.144~~ 0.65320 —1.12~4 —4.28~o 0.10112 0.098 -3.59 -3.58
1.27’ 0.l83~ 0.635~~ —1.3812 —4.16~~ 0.10822 0.082 -3.53 -3.55
1,27b 0.18120 0.65420 —1.4016 —4.28~~ 0.104k, 0.109 -3.57 -3.58
1.28’ 0.22922 0.60530 —1.71~7 —3.98~~ 0.10534 0.090 -3.55 -3.52
1~29b 0.19314 0.6263g —1.46~~ —4.11~~ 0.11320 0.099 -3.57 -3.58

270

Tabla

1.00
1.05
1.10
1.15
1.15
1.20
1.23
1.25
1.30

— 500.

/4
-4.04
-3.95
-3.51
-3.48
-3.52
-3.76
-3.69
-3.57
-3.61

N=300.
b N—500.
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