1. Introduccion a las EDPs

Para las EDOs se suelen plantear problemas de valores iniciales, casi siempre de solucién
Unica. Para resolverlos (cuando se puede) se suele hallar primero la solucién general e
imponer después uno o varios (dependiendo del orden) datos iniciales.

En este capitulo describiremos los problemas anédlogos para las EDPs y veremos los
métodos que permiten hallar sus soluciones a través de integraciones. La variedad y
complicacién serd mucho mayor que en las ordinarias. Por ejemplo, casi nunca se podrd
hallar la solucién general de una EDP.

Comenzamos en la seccion 1.1 tratando las EDPs lineales de primer orden en dos
variables, es decir, ecuaciones del tipo:

[1] A, y)uy+BXx, y)ux =H(X, y)u+ F(x,y),

con pocas aplicaciones fisicas, pero que plantean de forma sencilla los problemas de
las de segundo orden. Seran resolubles si es posible hallar las soluciones de una EDO
de primer orden, llamadas curvas caracteristicas de [1]. En la solucién general de [1]
aparece una funcién p arbitraria (como en el ejemplo ux=0, de solucién u(x, y)=p(y),
para cualquier p). Para precisar esta p fijaremos el valor de la solucién a lo largo de una
curva G del plano xy (problema de Cauchy). Un caso particular serd el problema de
valores iniciales, si imponemos u(x, 0)=f(x). La solucién quedara determinada si G
no es tangente a las caracteristicas.

En 1.2 abordamos las EDPs lineales de segundo orden en dos variables:
[2] L[u] = Auyy + Buxy + Cuxx + Duy + Eux + Hu = F(x, y)

Aungue no es mucho mas complicada la teoria para coeficientes variables, nos limitare-
mos a considerar que A,...,H son constantes. Para intentar resolver [2], se escribir3,
mediante cambios de variables, en la forma mas sencilla posible (forma canédnica)
en las nuevas variables &, n, lo que llevara a su clasificacién en ecuaciones hiperbdli-
cas, parabdlicas y elipticas.

En pocos casos, a partir de la forma candnica, se podra hallar la solucién general, que
dependerd de dos funciones p y g arbitrarias, que se pueden fijar con datos de Cauchy
o iniciales analogos a los de [1]. La Unica de las EDPs clasicas resoluble por este camino
es la ecuacion de ondas uit — cZuxx =0, para la que seran:

ugn=0 [forma candnica]
u(x, t) = p(x+ct) + g(x—ct) [solucién general]

Partiendo de esta solucién general se deducird la férmula de D’Alembert que expresa
su solucién en términos de la posicion y velocidad iniciales:

u= %[f(x+ct)+f(x—ct)] + % Jx_m g(s)ds

x—ct

{utt—czuxx=0,x,teR .
u(x, 0)=£(x), ut(x, 0)=9g(x)

Los datos iniciales puros solo se imponen a las ondas, pues no tienen sentido fisico y
plantean problemas matematicos en las otras dos ecuaciones clasicas. Las condiciones
iniciales y de contorno ligadas a un problema real son diferentes para cada uno. No hay
teoria general de EDPs que abarque todas las posibilidades. En cada caso hay que com-
probar que el problema estd “bien planteado”, es decir, que tiene solucién tnica que
depende continuamente de los datos (es facil verlo para las EDOs). La seccién 1.3
describe los diferentes problemas asociados a las EDPs clasicas, interpreta fisicamente
el significado de las diferentes condiciones adicionales y precisa su unicidad. Todos ellos
tendran solucién Unica, excepto el lamado “problema de Neumann” para Laplace.
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En la seccién 1.4 nos dedicaremos a sacarle jugo a la citada férmula de D'Alembert que
da la solucién del problema puro de valores iniciales para la cuerda infinita. Veremos que
la solucién u(x, t) resulta ser la suma de dos ondas que se mueven en sentido opues-
to a velocidad c. Daremos también una férmula para las soluciones de la ecuacidén
no homogénea [con fuerzas externas F(x,t)]. Comprobaremos cémo, extendiendo
de forma adecuada los datos iniciales a todo R, podemos abordar problemas con
condiciones de contorno. Primero para la cuerda semi-infinita (a la que se pueden
reducir las ondas en el espacio con simetria radial) y luego para la acotada. Al estar
manejando funciones con expresiones distintas en diferentes intervalos, dar la solucién
explicitamente lleva, en general, a largas discusiones. Nos conformaremos muchas ve-
ces con hallar su expresién para valores de t o x fijos o con los dibujos de la solucién.

En 1.5 definiremos la transformada de Fourier F de una funcién f:
— =L [ i kx
FIAK =)= 7 [ Foeax

y veremos algunas de sus propiedades que permitirdn resolver unas cuantas EDPs en
intervalos no acotados (en ellos no se podra utilizar la separaciéon de variables del
capitulo 4 por no aparecer problemas de Sturm-Liouville).

Las transformadas de Fourier de derivadas haran desaparecer las derivadas:
FLf1=—ikFLfl, FIf'1=—k*FLf].

Por eso, aplicando F a un problema de EDPs en dos variables obtendremos otro para una
EDO. Resuelto este segundo problema, para hallar la solucién habrd que encontrar una
transformada inversa. En particular (ademas de otros problemas que sabiamos resolver
por otros caminos), la F nos permitird dar la solucién del problema para la ecuacién
del calor en varillas no acotadas (no resoluble con las técnicas de 1.2):

{ut—uxx=0, xeR, t>0

1 ,
- = —(x—s)/4t
u(x, 0)=f(x), uacotada — YV =37% f_m f(s)e ds

De ella se deducird que, segln nuestra ecuacién matematica, el calor (a diferencia de
las ondas) se transmite a velocidad infinita y que las discontinuidades desaparecen aqui
instantdneamente. También se veran problemas en los que aparece la “delta de Dirac”
6(x—a), que serd introducida informalmente.
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1.1. EDPs lineales de primer orden

Sea [E] ]A(x,y) uy +B(x, y)ux = HO, Y)u+ F(x, y) |, u=u(x,y).

dy A(x,y) | ecuacién

Para resolverla usaremos la EDO de primer orden [e] dx = B(x,y) | caracteristica

Suponemos que A y B son de Cl (con parciales continuas) y que no se anulan a la vez
en una regién del plano. Entonces [e] tendra en ella unas curvas integrales:

E(x,y) =K| curvas caracteristicas de [E]

(que se podran hallar explicitamente si [e] es separable, lineal, exacta...).

E=8&(x,y)

n=y (0 bien n=x) ' [Else convierte en:

Haciendo el cambio de variable {

Uy = UE Ey + Url
Aup +[AEy + BEx]luse =Hu+ F
W 2o = Aup+ 148, + BEug
Y como sobre las soluciones y(x) definidas por §(x, y) =K se tiene:

B y()) =K — Ex+& % =1[AE +BE]=0,
[E] pasa a ser una ecuacion en las variables (&, n) en la que no aparece ug:

[E*]|A(E, Mup=H(E, nNu+F(E,n) |, u=u(g,n).

Si en vez de n=y hubiésemos escogido n=x se llegaria a [E«] | Buy=Hu+F |.

(Como vemos, tras el cambio queda el término con la variable elegida).

[E*] (o [E«]) es una EDO lineal de primer orden en n si consideramos la § constante,
resoluble con la férmula de variacién de las constantes, por ejemplo. En su solucién hay
una constante arbitraria para cada &, es decir, una funcién arbitraria de &:

[o] U(E, n) = p(E)el 79N 4 ef%dnfge_f%d” dn, con p funcién arbitraria de CI.
Deshaciendo el cambio queda resuelta [E] en funcién de x e y. En la solucién, como se

observa, aparece una funcidn arbitraria p de las caracteristicas.

{Cémo determinar una unica solucién de [E]?, es decir, icémo fijar
esa p? Cada solucién describe una superficie en el espacio. Definimos
inspirandonos en el problema de valores iniciales para EDOs:

El problema de Cauchy para [E] consiste en hallar la solucién
u(x, y) que tome unos valores dados sobre una curva G del plano
Xy, o de otra forma, que contenga una curva dada I del espacio.

En particular, cuando G es unarecta x o y=cte [por ejemplo, si se pide u(x, 0)=f(x)],
se tiene lo que se llama un problema de valores iniciales.

Pero un problema de Cauchy puede no tener solucién o que no sea unica.

Analicemos lo que ocurre en un caso sencillo de la EDP [E]:

La solucién general de (o) Auy + Bux =0 pasa a ser u(Xx, y)=p(£(x, y)).
Cada solucién toma valor constante sobre cada caracteristica §(x, y)=K.
Si la curva G donde se dan los datos es una de ellas se debe exigir que I
esté en un plano horizontal z=C. Entonces habrd infinitas soluciones [una
para cada funcién peC! con p(K)=C]. Pero si " no tiene z constante,
caso H=F=0 no hay ninguna solucién que contenga a .

Observemos de paso que (o) se puede leer como que es 0 la derivada de u(x, y) segun el

vector (B, A), de pendiente B/A. Debe u ser constante en esa direccién y esto lo cumplen
las soluciones de la ecuacién caracteristica (e), que aparece aqui de modo natural.
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Ej. 1. | (2x—y)uy+Xxux=—yu % +2 es lineal — y——+ f2xdx——+x
Las caracterlstlcas son hipérbolas: x(y—x)=C.
L Ux=y—2x,U=xy—x2+p(y)

) dy _ 21l
También exacta: (y—2x)+xz,=0. Uy=x, U=xy+q(x) , Xy—X

I
M,=1= NX ' i
Obien: y=xz— [2=—[224C, In(z-1)=C-2Inx, z—1=£-1=5 |
= xy—x2 5_
{g;iy *, ufl=_§U=_(1+n£2)U' u=p(§)en ", u(x,y)=p(xy—x2)e¥=2x (solucién general).

lineal homogénea

[Peor: {f}:y’_xz, N?—48=(y—2x)> = up= 25 u= hu—»u =p(E) eV1’—48 =p(xy— xz)ey—zx]

Impongamos ahora diferentes datos de Cauchy a esta EDP y veamos lo que nos sucede:

) [u(l, y)=e¥| = p(y—=1)e¥—2=eY, p(y—1)=e2. Es p(v)=e2 Vv y asi u(x, y)=ey=—2x+2

Estos célculos han determinado una Unica solucién del problema de valores iniciales.

i) |ulx,x—1)=1| —» p(—x)=eXt1 7 p(v)=el=V, u(x, y)= eX*¥+y=2x+1 también Gnica.

Aqui parece claro, pero para precisar la p despejariamos en general (si se puede)
la x en funcién de v vy la sustituiriamos: —x=v —» x=—v

i) | u(0, y)=eY |y iv) |u(0, y)=1 | dardn problemas por estar dados sobre una caracteristica.
[x=0 es clara curva integral, aunque no venga recogida por la primera solucién general de arriba].

Para iii): p(0)eY=eY — p(0)=1. VpeC! que lo cumpla tenemos una solucién. Hay infinitas.
Por ejemplo, tomando p(v)=1 es u=e¥Y=2X, con p(v)=eV es u= eXy—x Hy-2x
Paraiv): p(0)e¥Y=1, p(0)=e Y es imposible. No hay solucién con ese dato.
Datos sobre caracteristicas dan siempre 0 o o soluciones
[pues se acaba en p(cte)=algo, que puede ser constante o no].

Veamos la unicidad en general. Suponemos que se busca la soluciéon que cumple el dato
[d1|u(g(s), h(s))=f(s)|, g, h y f derivables [curva G=(g, h) y dato son suaves].

Sustituyendo [d] en [e] y despejando p: p(E(g(s), h(s)))=R(s), con R conocida. Como sugerimos
arriba, llamemos v =§(g(s), h(s)). Si se puede despejar s en funcién de v de forma Unica s=
s(v), la p(v):R(s(v)) queda fijada y habra una Unica solucién de [E] satifaciendo ese dato.

Sabemos que esta funcién inversa existe seguro en un entorno de cada s, para el que sea:

P oms, = o[E(9(5), h(5))]s_s, = VE((50), h(50)) - (9" (S0), h(50)) £ 0.

Como V& es perpendicular a las caracteristicas y (g’, h’) es tangente a la curva G, deducimos:

Si G no es tangente en ningln punto a las caracteristicas hay
solucién Unica del problema de Cauchy en un entorno de G.

La tangencia se puede ver sin resolver la EDO [e], a partir
de su campo de direcciones: el vector (B, A) es tangente a sus /gendi te A/B
soluciones y (A, —B) es perpendicular. Resumiendo todo: !

Sea G=(g, h) y llamemos T(s)= g’(s)A(g(s), h(s))— h’(s) B(g(s), h(s)).
Teor. | Si T(s)#0 Vs existe solucién Unica de [E] cumpliendo [d]. G es tangente
a alguna caracteristica en un punto (g(so), h(so)) si y solo si T(sp)=0.

[T(S)EO Vs = G es una caracteristica, puesto que es tangente en cada punto].

Estudiemos de nuevo la unicidad del ejemplo 1, ahora que tenemos teoria general:

Para i) el dibujo ya mostraba que x=1 no era tangente a las caracteristicas.
Exactamente lo mismo lo asegura T(y)=0-(2—y)—1-1=—1#0Vy = unicidad.

Para ii) tampoco es tangente y=x—1 y ademases T(x)=1-(x+1)—1-x=1#0.
Para los otros: T(y)=(—y):-0—0-1=0, lo que confirma que G es caracteristica.
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Veamos mas ejemplos. En los dos primeros no hay problemas de unicidad, y ademas la ecuacién
[E*] o [Ex] que aparece se limita a un simple integracién.

. Ur+cux=0 | ay 1 o - e 0
Ej. 2. u(x, 0)=f(x) | &x—¢ — X — ct =K (caracteristicas) — u=p(x—ct) solucién general.

u(x, 0)=p(x)=f(x) — u(x, t)=f(x—ct), solucién Unica del problema de valores iniciales.

Para dibujar la grafica de u en funcién de x para cada t=T fijo
basta trasladar la de f(x) una distancia cT (hacia la derecha
si ¢>0). Se puede interpretar la solucién como una onda que
viaja a lo largo del tiempo.

[Situacién similar se dara en la ecuacién de ondas].

Ej. 3. Szazy’;):{:éx:y dy _Y2X |y CeX42x+2 — (y—2x—2)e~*=C y/=2x+2
{gziyaazi(e:ezr)nij:r) — Up=y =§e"+2n+2 — u=p(§)+&e1+n?+2n, /\
u=p([y—2x—2]e )+ y+x2-2. .
[Escogiendo n=y no se podria despejar la x de §=(n—2x—2)e™> ]. %
p(y—2)+y—2=y—2, p(y—2)=0 - p(v)=0 Vv, u=y+x%2-2. /\
Solucién Unica porque x=0 nunca es tangente a las caracteristicas,

o, lo que es lo mismo, porque T(y)=0-y—1-1=—1#0Vy.

En los siguientes si tenemos que resolver lineales en n y ademas imponemos unos datos con
solucién Unica y otros sin ella:

Ej. 4. ’3yuy+xux=3u—3‘ Z_§=3;(_y “n—eaJy=Cx3, {—3=C-

. E:yx_3 { uy = X_?’Ug + Up _ _ _u-1
Haciendo {n=y = e =3yt 3yun=3u—3, up=-"7p-.

Resolviendo la lineal (y separable): u=p(E)n+1=p(L)y+1.
a 0jo \
(més largo —n[n=2dn=1)
, u=q(E)N*+1=q(H)x>+1.

= —3
O bien: {g;ix SOGPVIE VS B TS
Y

[Las expresiones con p y g dan la misma solucién, pues q()%))% es otra p arbitraria de = ]

Imponemos un primer dato ‘bueno’:

u(=1,y)=y| = —p(=y)y+1l=y, p(v\)=1+% — u(x,y)=y+x3+1 [0 g(v)=1+V].

Solucién Unica pues x=—1 no es tangente a las caracteristicas como se ve en el dibujo. O porque en
el proceso de célculo queddé p(v) precisada de forma Unica Vv. O porque T=0-3y—1-(—1)=1#0.

Ahora un ‘mal’ dato: |u(x,x3)=x| - p(1)x3+1=x [0 q(1)x3+1=x].

Imposible. No existe ninguna solucién de la EDP que cumpla ese dato de Cauchy.

T

Imponemos tres datos distintos a la solucién general u(x, y)=p(%)y?:

3 3 7 7 .
uix,1)=x3| - p(%)=x3, p(v)=%, u=;—3y2= "7 Solucién Unica.

[Pero definida solo si y>0, la solucién de un problema de Cauchy, en principio, solo es local].

’u(x,l—x)=2x—1‘ - p(%—l):%, v=r2—1, X=r1, p(v)=%—l, u=x2%—y?.

[De nuevo la solucién es Unica por estar dados los datos sobre una recta no caracteristica o
porque T(x)=1-(1—x)—(—1)-x=1#0.Y en este caso la solucién es vélida en todo Rz].

u(x, x)=0 |. Dato sobre caracteristica que dara lugar a infinitas o ninguna solucién.

[Nos confirma que es caracteristica el hecho de que T(x)=1-x—1-x=0].

Imponiendo el dato: p(1)x2=0 — p(1)=0. Infinitas soluciones. Hay una para cada
peC?! que se anule en 1. [Por ejemplo son soluciones: u=0, la u=x2—y? de antes... ].
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Las dificultades de la unicidad, en los problemas que se han visto hasta ahora, se han limitado a ver
lo que sucedia al imponer datos sobre caracteristicas. En los dos siguientes aparecen problemas
de tangencia, que dan dificultades de andlisis mas sutiles y complicadas de precisar.

Ej. 6. ’ 2XUy — Ux = 4xy Z—Z =—2x — y+x?% =K caracteristicas.

= 2
{E;J};H — 2XUp=4xy ; Up=2n — u=p(8)+n*=p(y+x?)+y?.

— 2
{5247 — —up=axy=agn—an* -
n=x
u=q(§)+n*—28n?=q(y+x?)—2yx?>—x*.
Imponemos diferentes datos de Cauchy a la ecuacién y analizamos la unicidad:

ply+ 1)+y2=0; P(V)=—(V—1)2 2 4 2
1,y)=0| — - u=2y—2 — 2x<—1.
U N=0]= G(y41)—2y—1=0, q(v)=2v—1 ~ U= 2YTXITXTH2xX

[p o g fijadas Vv; x=1 no es tangente a las caracteristicas].

u(x,—x?)=0|— p(0) + x* = 0. Imposible, no hay solucién.

Cada peCl con p(0)=0 da una solucién
diferente, con lo que existen infinitas.

Solo queda fijada p(v)=0 para v=0, pero
—0l — 2y —
Hps W=t ple)=, no hay ninguna condicién sobre p si v<O0.
Podemos elegir cualquier peC! que valga 0 para v=>0, con lo o(v)
que existen infinitas soluciones en un entorno de (0, 0): v

u(x,—x?)=x*|— p(0)=0.

p validas

u(x, y)=y? si y>—x2, pero esté indeterminada si y <—x2.
[En (0,0) es y=0 tangente a las caracteristicas. Lo confirma T=1-2x—0-(—1) ].

’u(x,x3—x2)=x4—2x5‘ — p(x3)=—x%, p(V)=—Vv2 Vv — u=—2x2y—x* V(X,y).

Hay solucién Unica pese a ser la curva de datos tangente a una caracteristica
en el punto (0,0) [es T =1-2x—(3x2—2x)-(—1) =—3x? ]. A veces hay tangencia y
existe solucién Unica. La no tangencia es suficiente pero no necesaria.

Ej. 7. [(+ Duy+xux=0| =L2 — y=Cx—1- u=p(51). y
Dara solucién Unica este dato inicial: \ l/
=P(3) = u=f(F1) s caracterisicas. \
x=0 caracteristica (T=0, cumple g-;:%).

Sabemos que debe tener infinitas soluciones. Para precisarlas

reescribimos u=q(%) » q(0)=1. [u=1, u=cos 7, ...son soluciones con ese dato].
u(y?,y)=0|, T=2y(y+1)—y*=y(y+2)=0, y=0,—2 = 7
cerca de (0,0) y (4,—2) quizas no Unica. i
u(yz,y)=p(y;—21)=0 solo precisa p(v)=0 para v>—7z, b
pues la grafica de g(y)=)%21 es la de la derecha. z z__A B 7y

4y+x+4
X

Por tanto, solo podemos asegurar que es u=0 para >0 (en la zona coloreada).
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1.2. EDPs lineales de segundo orden. Clasificacion

Consideremos [E] L[u] =|Auyy +Buxy + Cuxx+Duy+ Eux+Hu=F(x,y)

Nos limitamos en estos apuntes al caso de que A, B, ..., H sean constantes (A, By C
no nulas a la vez). Como en las EDPs de primer orden, quizds un cambio de variable
bien elegido elimine términos de [E] y aparezca una ecuacién que sepamos resolver.
Hagamos un cambio genérico y analicemos la expresién de [E] en las nuevas variables:

& =px+qy , .
{n —rxtsy ' ONPATS constantes y jacobiano J=ps—qr#0. Entonces:
Uyy = q°Uge + 2qSUgn + S2Uny
Uxy = pqueg +(pS+qgr)ugn + rsupy ,

Uxx = pZUEE + 2pr‘u§n + qu,m

Uy = qQUg + Sup
Ux = pug+rup ’

[q2A+pgB+p?Cluse + [2gsA+(ps+qr)B+2prClugy + [s?A+rsB+r?Clup, + -
=A*uge + B*ugn+ C*upp +--- =F(E, n)
[los puntos representan los términos en ug, uy y uJ.

g2A+ pgB + p2C=0

* * .
Intentemos hacer A*=C*=0. Para ello debe ser: 2A+reB 4 r2C=0

Si B2—4AC>0 y A#0 podemos elegir p=r=1vy q,s= %[—B:F\/BZ—4AC] .
[Si A=0y C#0 tomamos g=1, p=0y s=1, r=—§; A=C=0 es caso trivial].

Si B2—4AC=0, g y s coinciden y seria J=0.Ysies <0, q y s serian complejas.

Ademads, es facil comprobar que (B*)2— 4A*C* =[B2—4AC] J? vy, por tanto, el signo de
B2—4AC no varia con los cambios de coordenadas. Todo lo anterior nos lleva a definir:

>0 hiperbdlica
Si B2Z—4AC =0 se dice, respectivamente, que la EDP [E] es parabdlica
<0 eliptica

Encontremos la forma mas sencilla en que podemos escribir [E] (forma candnica) en
cada caso. Si es hiperbdlica, arriba hemos visto que se convierte con el cambio

2A

n=x— B+4/§Z—4Acy forma canodnica de las hiperbdlicas: | ugy+---=F*(§,n)|.

A las dos familias de rectas E=K, n=K se les llama rectas caracteristicas de [E].

{ £=x— B=v/B=8AC, | en B*ugy+---=F.Como (B*)?2>0, podemos escribir la

Si [E] es parabdlica, solo tenemos & =x — %y [una familia de rectas caracteristicas].

Con esta & conseguimos que A*=0, y como (B*)2—4A*C*=0 también es B*=0. Para
n podemos tomar cualquier r y s tales que J#0. Se suele tomar n=y . Asi haciendo

{g:x_ 2.y | y dividiendo por C* se obtiene Ia

n=y forma canonica de las parabdlicas: | upp+---=F*(§,n)|.
: P : . - . J/4AC—B2
Si es eliptica, las &, n son rectas complejas conjugadas: ZA’Z‘ABV +i 422 B y (no hay,

pues, caracteristicas reales). Y no es dificil comprobar que el cambio:

{E= 2AxBY_ | jjeva [E] a la

V/4AC-B? i i
n=y forma candnica de las elipticas: | ugg+ upy+---=F*(§,n) |.

[Para A, B, C no constantes, si es B(x,y)2—4A(x,y)C(x,y)>0,=0 o <0 en cada (x, y)eQcR?,
se dice, respectivamente, que [E] es hiperbdlica, parabdlica o eliptica en Q. Las caracteristicas
en este caso general son curvas integrales de EDOs de primer orden (quizds no resolubles)].
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Ej. 1. | uyy —4uUxy + Suxx+u=0 | - B?—4AC=-4 <0, eliptica.

Copiando el ultimo cambio de la pagina anterior:
Uyy = 4UEE + 4uEn + u”n
— ny — ZUEE + UEr]

{E=x+2y _, U =2ugtuy
Uxx = Ugg

n=y Ux = Ug

Llevandolo a la ecuacién se llega a la forma canénica de la EDP: | uge + upp+u=0 |.

Ej. 2. ’ 4uyy — 4Uxy + Uxx =0 | — B?—4AC = 0 — parabdlica en todo R?.

El cambio en este caso seria & =x+§, 0 quizds mejor (son las mismas caracteristicas):

Uyy = Ugg+2Ugn+Unn

E=2x+y _ Uy=ug+up - R - —

uXX = 4UEE
Esta forma canénica que se resuelve facilmente: up =p(§) — u=np(§)+q(§) .
Por tanto, la solucién general de la ecuacién es:

Ut ) = y px+y) + q2x+Y)

, con p y g funciones C?2 arbitrarias.

Como en este caso, a veces es posible hallar elementalmente la solucién general de
[E] tras ponerla en forma candnica (en la mayoria, como en el ejemplo 1, serd imposible).
Identifiquemos las formas candnicas resolubles:

Si solo hay derivadas respecto a una variable: | uy, + D*up+ H*u=F* |.

Esta lineal de orden 2 con coeficientes constantes, ordinaria si la vemos como funcién
de n, se integra viendo la § como un parametro (analogo a las de primer orden). Un par
de constantes para cada & dan lugar a dos funciones arbitrarias de & en la solucién. La
ecuacién, como vemos, debe ser parabdlica.

UEFI+E*U‘S=F*

Si solo aparecen ug, y una de las derivadas primeras: * N
Ugn + D Ur’ - F

Haciendo en la primera ug=v se obtiene la EDP lineal de primer orden v, + E*v = F*,
resoluble viendo & como parametro. La v contendrd una funcién arbitraria de &. Al
integrarla para hallar la u aparece otra funcién arbitraria (de n). Todo es analogo si solo
aparece up .Y mas sencillo aln si no esta ninguna de las dos. La ecuacion es hiperbdlica.

[En las EDOs de segundo orden aparecen dos constantes arbitrarias; aqui hay, en los
dos casos, dos funciones arbitrarias (evaluadas en las caracteristicas como ocurria en
las EDPs de primer orden). Se ve que ninguna ecuacién eliptica, ni la del calor ut— uxx
son resolubles por este camino].

[Otras pocas ecuaciones mds pueden llevarse a estas formas resolubles con cambios de
variable adicionales del tipo u=ePYe%w que hacen desaparecer alguna derivada de
menor orden o el término con la u].

Ej- 3- Uyy+ 5qu+4uXx+3Uy+ 3UX=9 i BZ—4AC=9, hlpel’béhca

Uyy = UEE ar SUE[’] + 16Ur]r]
— qu =—UEE—5uEr]—4u”n

B«/B?—4AC _ 1 _| { E=Xx=y _ Uy=—ug—4up
2A -
uXX = U}_—:E + ZUE[] + u”n

4 n=x—4ay Ux = Ug + Up
Entonces: ugp+up=—1, del segundo de los tipos citados. Para resolverla:

up=v = vg=—v—1 - v=p*n)e5-1 - ugn=pn)es+q(E)—n.

La solucidén general es: | u(x, y) = p(x—4y)eY=>+ g(x—y)+4y—x |, p, q arbitrarias.

[La ecuacion similar uyy+ 5uxy+ 4Uxx+ 3Ux=9 — ugn—%un—%u,g =—1, no es resoluble].
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¢Qué datos adicionales proporcionan problemas bien planteados para una EDP de se-
gundo orden en dos variables lineal [E] L[u] = F? En primer lugar, écdmo aislar una
Unica solucién? Para una EDO de segundo orden se fijaba el valor de la solucién y de
su derivada en el instante inicial para tenerla. En una EDP de primer orden ddbamos los
valores de u en toda una curva G (no tangente a las caracteristicas). Hemos visto que
en los pocos casos en que [E] era resoluble aparecian dos funciones arbitrarias en la
solucién. Todo ello lleva a plantear el problema de Cauchy para [E]:

Hallar la solucién que tome unos valores dados de u y de la
derivada up a lo largo de una curva dada G del plano xy .

[Geométricamente: hallar la superficie solucién que contenga una curva
dada y tenga a lo largo de ella una familia de planos tangentes también
dados. La derivada normal un sera habitualmente ux o uy 1.

En particular, al tomar como G el eje x se tiene el problema de valores iniciales que
consiste en hallar la solucién de [E] que cumple u(x, 0)=f(x), uy(x, 0)=9g(x).

Como ocurria en las de primer orden se puede probar que:

Si los datos son suaves y G no es tangente a las caracteristicas en ningln punto,
el problema de Cauchy tiene solucién Unica en las proximidades de G.

y
Uyy+ 2Uxy + Uxx—Uy—Ux =0 2_ = B y—x_y=
Ej. 4. Sea [P]{ vy CExy T BT By BT—4AC=0 x—zy=x—y=K
u(x,0)=x, uy(x,0)=0 parabdlica,  5racteristicas.

Como y=0 no es tangente a ellas, el problema [P] tiene solucién Unica. /‘ /

La ecuacién resulta ser resoluble y podemos comprobarlo:

{ ,E,:;_y — Upp—uUp=0 — u=p(E) +q(§) e = p(x—y) + q(x—y)e.
Imponiendo los dos datos iniciales [ uy =—p’ + (gq—q’) e |:
u(x, 0) =p(x) + q(x) = x } p’(x)+q'(x) =1 }
uy(x,0) =—p’(x)—q’(x)+q(x) =0 p’(x)+q’(x) = q(x)

[p’ y q’ representan la misma derivada ordinaria en ambas ecuaciones]

- g(x)=1Vx - p(x)=x—1Vx — ’ u=x—y—1+eY ‘

solucién determinada de forma Unica por los célculos anteriores.

[Imponiendo datos de Cauchy sobre una caracteristica, por ejemplo u(x, x)=f(x), uy(x, x)=g(x),
nunca tendriamos solucién Gnica o tendriamos infintas, pues solo aparecerian p(0) y q(0) ].

iSerd el problema de Cauchy adecuado a todas las EDPs de segundo orden? No, no lo
es. En los problemas reales aparecen condiciones mucho mas variadas: en unos casos
condiciones iniciales y de contorno a la vez, en otros solo de contorno...

Por otra parte, unos datos de Cauchy pueden dar lugar a problemas mal planteados para
las EDPs no hiperbdélicas. Ademas de la unicidad, debe haber dependencia continua:
variando poco los datos, deben variar poco las soluciones. Se pueden dar ejemplos de
problemas de Cauchy para Laplace (de solucién Unica, pues sin caracteristicas reales
no puede haber tangencia con la curva de datos), para los que no se tiene la citada
dependencia continua.

En la préxima seccién describiremos los principales problemas asociados a las tres EDPs
clasicas en dos variables [solo el primero para ondas serd de Cauchy]. Para cada uno
de ellos habria que probar que ‘estd bien planteado’. Demostraremos solo parte de las
afirmaciones. Para més variables las cosas son analogas y poco mas complicadas.
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1.3. Los problemas clasicos. Unicidad

Ondas. Tiene solucién Unica dependiente continuamente de los datos el

0
problema puro de |, ) Urt—C2Uxx = F(X, t), x, teR "%
valores iniciales: Y ux, 0) =f(x), ur(x, 0) = g(x) ifx)

| X

para la cuerda infinita (de sentido real cuando t es pequefo y estamos lejos de los extremos).
Hallemos su solucién (es la Unica ecuacién clasica resoluble por este camino) para F=0:

— 2 =
{Utt CoUuxx =0 B2—4AC = 4c?, hiperbdlica.

u(x, 0)=f(x), ut(x, 0)=9(x)

A partir de las expresiones halladas en la pagina 19: {

E=x+ct . {Uxx = Uge + 2u§n + Unn
n=x—ct utt=c2[u55—2u§,7+u,m]

— —4c%ugy =0 — o ca — Ut =p*(§) = u=p(&)+q(n).

Luego la soluciéon general de la ecuacién de ondas homogénea es:

’ u(x, t) = p(x+ct)+ g(x—ct) |, p y q funciones arbitrarias de C2.

Imponemos los datos para aislar la solucién del problema de valores iniciales:
PG +q0) =f0) POI+a' =) _ 5 sy 1

{ P’ (X)—cq’ () =g(x) {p’(x)—q’(x) = £9(x) 2P ) =170+ 29()

= p0) =30 + 52 [ 9(S)ds + k = q(x) = 3f0) — 5 [ 9(s)ds—k —

formula de
D’Alembert

_1 1 [t [Para que u sea C?,
ulx, )= [fOc+ct) + fix—ct)] +5: f_ 9()0s | Gepe fec?y gect].

t La unicidad del problema de Cauchy (P1) la asegura el hecho de que
imponemos los datos sobre la recta t=0 no caracteristica.
Probemos, si F=0, la dependencia continua. Las soluciones u(x, t) y u*(x, t)
para datos iniciales préximos son cercanas en intervalos de tiempo finitos:
Si [f(X)—f*X)I<6é y |g(x)—g*(x)| <6 Vx, para te[0, T] se tiene:
lu—u*| < SUFOc+C)—F*Oc+ct)] + SIf(x—ct)—fF*(x—ct)| + 2 [ lg(s)—g*(s)l ds

T .
<&+ zicf)’:;_ ds=6(1+T)<e€e Vx y Vte[0,T], si 5<1i—r-

Otro problema bien planteado es el de la cuerda acotada cuyos extremos se mueven
verticalmente segun ho(t) y h.(t) dadas (que estén fijos es un caso particular). Hay
entonces dos condiciones de contorno adicionales:

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) =g(x)

ust — C2uxx = F(x, t), x€[0,L], teR
(P2) {
u(0, t) = ho(t), u(L, t) = h.(t)

Demostremos su unicidad (veremos que la solucién existe, como en otros casos, halldndola
explicitamente [en la seccién 1.4 mediante extensiones o en 4.2 por separacién de variables];
no probamos la dependencia continua). Sean ui y uz soluciones de (P2) y sea u=ui—u.

Utt — C2uxx =0, x€[0, L], teR

Entonces u cumple: (Pg) { u(x, 0)=ur(x, 0)=u(0, t) =u(L, )=0

Probemos que u=0. Integremos la identidad u¢[ Usr — C2Uxx] = %%[uf+c2ui] —c? 2 urux]
para x entre 0 y L y t entre 0 y T cualquiera, suponiendo u solucién de (P,):

L T T Lt L
3 oluz+c? ui]&ogdx —c?f, [uf“X]Eo,r))dt =3 [ [uc0x, T)?+c2ux(x, T)?]Jdx =0
pues urt—C?uxx =ut(x, 0)=ux(x, 0)=ut(0, t)=ur(L, t)=0.

El Ultimo corchete es >0 y es funcién continua de x. Para que la integral se anule debe ser
ut(x, T)=ux(x, T)=0 si 0<x<L y para cualquier T. Por tanto u(x, t) es constante y como

u(x, 0)=0 debe ser u=u;—u=0. Hay unicidad.
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Calor. Para la varilla infinita se prueba que esta bien planteado:

(P3) ur— kuxx = F(x, t), xeR, t>0
371 u(x, 0) = f(x), uacotada

Basta un solo dato, la distribucién inicial de temperaturas, para fijar las posteriores.

[No podemos dar arbitrariamente la ut(x, 0) pues debe ser ut(x, 0)=kf"’(x)+F(x, 0) si
u es solucién (t=0 es caracteristica y (P3) no es buen problema de valores iniciales)].

Para la varilla acotada hay condiciones de contorno, que pueden ser de varios tipos,
con diferentes significados fisicos cada uno. Si los extremos toman a lo largo del tiempo
las temperaturas dadas ho(t) y h.(t) se tiene:

u(x, 0) =f(x)

us—kuxx = F(x,t), x€(0,L), t>0
(P4) {
u(0, t) = ho(t), u(L, t) =h.(t)

Si lo que fijamos es el flujo de calor en los extremos obtenemos:

u(x, 0) =f(x)

ur— kuxx = F(x, t), xe€(0,L), t>0
(Ps) {
ux(0, t) = ho(t), ux(L, t) =hc(t)

[En particular, si ho(t)=h,(t)=0, los extremos estan aislados].
Un tercer tipo de condiciones de contorno combina u y ux:

’ u(0, t)—aux(0, t)=ho(t) o u(L, t)+bux(L,t)=h.(t), con a,b>0

Expresan la radiacion libre de calor hacia un medio a temperatura dada (si el extremo
x =L estd mas (menos) caliente que h; entonces se irradia (chupa) calor puesto que
ux=(h—u)/b<0 (>0) y el flujo de calor es siempre en sentido opuesto al gradiente de
las temperaturas; lo mismo sucede con el otro extremo).

(P4) o (Ps) (o cualquiera de los otros 7 problemas que aparecen combinando los 3 tipos
de condiciones descritos) son todos problemas bien planteados.

Probemos que todos tienen solucién Unica. Sean uj y uz soluciones. Entonces u=u;—u;
satisface el problema con F=f=hg=h;=0. Nuestro objetivo es deducir que u=0.

Multiplicando la ecuacién por u e integrando respecto a x entre 0 y L se tiene:

(L.t)

(oo +kfouZdx=0= & [;[ux, )] dx <0

L L L
fo uurdx—k [, uuxxdx = %%fo u?dx—k[uux |
[si u=0 o ux=0 en los extremos la Ultima implicacién es clara, ya que k>0 ; es también
facil verlo si u—aux=0, a>0 o si u+bux=0, b>0; no se puede dar ese paso ni probar
la unicidad para a<0 o b<0 (fisicamente inadmisible)].

La Ultima integral es una funcién U(t) no creciente (U’ <0), que cumple U(0) =0 (pues
u(x,0)=0) y es U(t) =0 (integrando positivo). De las tres afirmaciones se deduce que
U(t)=0= u=0. Unicidad.

Una forma alternativa de probar la unicidad de algunos problemas (que ademas permite
atacar la dependencia continua) es utilizar un principio del maximo que se ajuste a ese
problema. Por ejemplo, es cierto este principio que no demostramos:

Si u es continuaen [0, T]x[0, L] y satisface ut—kuxx=0 en (0,T)x(0, L), los valores
mdaximo y minimo de u se alcanzan o bien en t=0, o bien en x=0, o bienen x=L.

[Si la temperatura inicial en la varilla y la de sus extremos no superan un valor M, no se
puede dar en su interior una temperatura mayor que M (sin fuentes externas). La prueba
a partir de esto de la unicidad y la dependencia continua de (P4) seria similar a la que
veremos para Laplace y no la hacemos. Si quisiéramos demostrar la unicidad para los otros
problemas de la ecuacién del calor, necesitariamos otros principios del maximo diferentes].
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Laplace. Los problemas son de contorno. Los dos méas importantes son:

Problema

Au=FenD Problema Au=FenD

d d -
Diricﬁlet: (Pp) {Ll=f en oD Neumeann: (Pn) {Un =fenaD [ dominio

acotado

Donde D es un abierto conexo acotado de RZ, 3D es su frontera y un
es la derivada en la direccién del vector normal unitario exterior n.

Si vemos la ecuacién describiendo una distribucién estacionaria de temperaturas en una

placa, en (Pp) imponemos las temperaturas en el borde y en (Py) fijamos el flujo de calor
en direccién normal al borde.

Si F, f y aD son regulares, el (Pp) es un problema bien planteado. Lo resolveremos en
recintos sencillos en el capitulo 4. Probemos ahora su unicidad por dos caminos.

Mediante la férmula de Green (generaliza la integracién por partes a R?):

Sea ueC?(D)nC}(D). Entonces H uAudxdy=j€ U Un ds—ﬂ IVull? dxdy
D oD D

[Identidad uAu=div[uVu]—||Vu||2 y teorema de la divergencia ff divfdxdy =§ f. nds].
D oD

Si u1 y uz son soluciones de (Pp), u=uj3—uy verifica el problema con F=f=0.
La férmula de Green dice entonces que:

jj IVull? dxdy =0 = Vu=0 = u=cte = u=0 (pues u=0 en aD).
D

Probamos de otra forma la unicidad de (Pp), y también la dependencia continua, con el
siguiente principio del maximo para Laplace (intuitivamente claro: la temperatura de
una placa no supera la méxima de su borde) que no demostramos:

Si u satisface Au=0 en un dominio acotado D y es continua en D entonces
u alcanza su méximo y su minimo en la aD.

Au=0enD
u=0enoD’

O=minu<minusmdxu<maxu=0=u=0
aD D D aD

Como u=uj—uz, con ui, uz soluciones, verifica { se tiene:

Sea u* solucién de (Pp) con u=f* en aD y sea |f—f*|<e€ en aD. Entonces:
Av=0enD

v=f—f*enaD
Si la diferencia entre datos es pequefia, lo es la diferencia entre soluciones.

v=u—u* — =>—€e<minv<v<maxv<e = |[u—u*l<e en D.
D D
F) F)

Para el (Py) la situacién se complica. En primer lugar, para que (Py) pueda tener
solucidn es necesario que F y f satisfagan la relacidn:

_ [basta aplicar el teorema de la
JL Fdxdy—ﬁofds divergencia a Vu para verlo].

Ademés, si (Py) tiene solucién, esta contiene una constante arbitraria [lo que podiamos
esperar, ya que ecuacién y condicién de contorno solo contienen derivadas]. También
se ve que si queremos repetir la prueba de la unicidad con la férmula de Green, se
pueden dar todos los pasos excepto la Ultima implicacién. Se dice que el problema de
Neumann (Py) tiene unicidad salvo constante.

[Ademas se imponen a Laplace condiciones de contorno del tipo u+aun=f, a>0, y también
tienen interés los problemas en que en parte de aD hay condiciones tipo Dirichlet, en
otra tipo Neumann... (todos son problemas bien planteados). También se trataran en 4.4
problemas en D no acotados. Para tener unicidad, ademas de los datos en 8D, habra que
exigir un ‘adecuado comportamiento’ en el infinito].
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1.4. Ecuacion de la cuerda vibrante

En secciones anteriores vimos que para el problema puro de valores iniciales:

Urt—C?uxx =0, X, teR ux0|  g(x)
(o) { e F | ¥
u(x,0)=f(x), ut(x,0)=9(x) ()

X

las caracteristicas eran x+ct=K, la solucién general

’ u(x, t) = p(x+ct) + g(x—ct) |, p y g funciones arbitrarias de C2,

y la solucién Unica de (P1), satisfaciendo ya los datos iniciales:

xtet formula de

. g(s)ds D’Alembert

[1] | u(x, t) = 3[fOx+ct)+f(x—ct)] + 2_1Cf

X—Ci

[Para que u sea C2, debia ser feC2y geCl (entonces es solucién cldsica o regular).

Si u es continua pero no C2 se llama ‘solucién débil’, concepto tipico en EDPs. En cada
caso habria que precisar que se admite como solucién débil y comprobar que el problema
sigue bien planteado (si mas funciones valen como soluciones, éseguira la unicidad?)].

La solucion de (P1) es la suma de dos ondas que viajan a velocidad ¢, una hacia
las x crecientes y otra hacia las decrecientes. A |a vista de [1]:

q(x) = %f(x)—G(x) va hacia la derecha

Llamando G(x)= = [Xg(s)ds :
2¢ fo p(x) = %f(x)+G(x) va hacia la izquierda

Para obtener un dibujo de la solucién u(x, t) en diferentes instantes t, una vez identificadas estas
ondas viajeras, bastara trasladar sus graficas y sumarlas (graficamente). Esto es especialmente
sencillo cuando solo hay f (si no hay velocidades iniciales).

Ej. 1. Supongamos f=0 salvo una perturbacién en forma de triangulo
en torno a 2 y que soltamos la cuerda sin impulso (g=0).
Dibujemos la solucién para distintos t. Bastara trasladar las dos
ondas que viajan en sentidos opuestos [aqui ambas son %f(x) ]:

| 112 — 712

Ha costado muy poco hacer los dibujos y predecir la evolucién de esta solucién débil
[bastante mds costaria dar la expresién analitica de la solucién para todo x y todo t].
Los picos de la f inicial siguen indefinidamente y viajan también a velocidad c.

Las cosas se complican cuando viaja la G:

Utt—Uxx =0, x,teR — G)=G(=x) |14 ()
Ej. 2. { _ _ ]_, |X|S1/2 : :g -----7.; ..... -
utx, 0)=0, ur(x, 0)= {0 x|>1/2 : E : /|'~ SN
Viajan a izquierda y derecha: -z |12
e . 1 X uixl) A
u=G(x+t)—G(x—t), con G(x)=7fo g. _\\

z
o127 A2 | 12 ~3]2

Moviendo G dibujamos la cuerda para t=1,2y 3:
1/2

Es sencillo dibujar también la evolucién de x=3: u(x,2)

u(3, t) = G(3+t)—G(3—t)= G(t+3)+G(t—3). =50 KT
u(3,t)
1 ,3 12
Ir u(x/):

N
- 4 . B
52. . 72 I 52 52 02

-1/4
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Supongamos ahora que hay fuerzas externas. El problema y su solucién seran ahora:

) { Utt — C2uxx = F(x,t), x, teR
27 L u(x,0)=f(x), ut(x,0)=g(x)

(21 | ulx, t) = L[fx+ct)+flx—ct)] + & J Tgsyds+ £ tf T s T dsdt

x—c[t—T]

Se puede comprobar que la integral doble proporciona la F(x,t) al llevarla a la EDP utilizando esta
extensién del teorema fundamental del calculo (regla de Leibniz de derivacién de integrales):

Si H(x)= fb((:))f(s x)ds es H'(x)=f(b(x), x)b’(x) — f(a(x), x)a’ (x)+fb((;())fx(s,x) ds (a,b,fecl).
Observemos que u(x, t) solo depende de los valores de f en x—ct y x+ct
[puntos de corte con el eje x de las caracteristicas que pasan por (x,t)]
y de los de g en el intervalo [x—ct, x+ct]. A este intervalo se le llama E
dominio de dependencia del punto (x, t). Se comprueba también que el i
recinto descrito por la integral doble es el tridngulo del plano st limitado x-ct X x+ct
por el eje T=0 y las caracteristicas citadas. Asi pues, para hallar la solucién
u en un punto (x,t) se necesita exclusivamente: i) los valores de F en dicho tridngulo, ii) los de
g en toda su base, iii) los de f en los dos puntos x—ct y x+ct.

Ej. 3.

— =2 . .
{ T Utilizando directamente [21]:

u(x,0)=x, ut(x,0)=3

X+[t—T]

u={x+t+ =]+ f_ 3ds+3 ftf

x—[t—1]

t
2dsd'r=x+3t+2J [t—T] dT = x+3t+t2.
0

A veces es facil hallar una solucién v de la ecuacién no homogénea y evitar el calculo de la
integral doble, pues w=u—v conduce a un problema con F=0, resoluble con [1] (cuando
haya condiciones de contorno, deberan seguir siendo homogéneas). Si F depende solo de
X o de t se puede buscar una v(x) o una v(t). En este caso:
; Wit — Wxx =0
—Vxx=2 = V=—X2+Cx+K — si v(x)=—x2, w cumple
XX ) P w(x,0)=x+x2, w¢(x,0)=3

X+t

— w= 1[0+ )+ 00+ )2+ (=) + (x=0)2]+ [ ¥ 3ds = x+x2+£243t, u=x+3t+t2,

Wit — Wxx =0

- = — = 2
w(x,0)=x, wt(x,0)=0 W=X — U=x+3t+t<.

vir=2 — v(t)=t24+3t — {

Empecemos a resolver problemas con condiciones de contorno. En primer lugar, el
problema homogéneo para la cuerda semi-infinita y fija en un extremo:

(P3) { ut—C2uxx =0, x>0, teR [para que no esté rota,
37 ulx,0)=f(x), ur(x,0)=g(x), u(0,t)=0 debe ser f(0)=01.

La formula [1] exige funciones definidas Vx y ni f ni g estdn definidas si x<0. éCOmo
extender estas funciones a todo R? Si llamamos f* y g* a sus extensiones y se debe
cumplir la condicién de contorno:

u(0,t) = 3[f*(ct) + f*(=ct)]+ = [, g*(s)ds = 0

es claro que f* y g* han de ser impares Fog" fog
respecto a 0, es decir, N J_/\ /N
FX=X)=—f*(x) ; g*(—x)=—g*(x) . “--et

Asi pues, la solucién de (P3) es la del siguiente problema (para la cuerda infinita):

u(x, 0)=f*(x) s | Ul =[x+ ct)+fH(x—ct) ]+ Zicf““g*(s) ds | [3]
ur(x, 0)=g*(x) i
pues u cumple la ecuacién, las condiciones iniciales para x>0, y la de contorno. Pero

las dificultades practicas del uso de esta solucidon es que f* y g* tendran, en general,
diversas expresiones en distintos intervalos.

{ Utt—C2Uxx =0, x, teR
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utt—uUxx=0, x=>0,teR 7
Ej. 4. { sen2nx, x€[2, 3] el H_a”a_r u(6'4).
u(x, 0)={0, x€[0,2]U[3, 00y » Ut(X, 0)=u(0, t)=0 | b) Dibujar u(x,2) y u(x, 4).
La solucién es u(x,t)=%[f*(x+ t+f*(x—t)], LA sen?mx
con f* extensién impar respecto del origen. -3 -2 31/6
[ f* es funcién Cl. Seria —sen?mx en [—3,—2], ‘}f J t 2 3 4 5
pero no lo necesitamos para lo que se pide]. \coooosooos -1
7 1 31 17 u(x,2)
a) u(§, 4)=3[r(G)+r(-¥)] 12l g VAN
1[ (31 17 1 17 1 G T 2 3 4 5
. ?i[f(?)—f(?)]=—§Se“Z(T")=—§- e
f*impar wx4)
I . IR 2 i —>
b) Para hacer los dibujos basta llevar rigidamente " ™ 12 / \
la grafica de %f* hacia la izquierda y derecha 2 V—» & 7
unidades en un caso y 4 en el otro y sumarlas. [dibujo 3d en la portada de los apuntes]

En t=2, la onda que se mueve hacia la izquierda esta llegando al origen; en t=4 se ha
reflejado e invertido y ahora viaja hacia la derecha.

[Esta reflexién e inversién siempre se dard en los extremos con la condicién u=0, lo que
permite predecir facilmente la evolucién de estas perturbaciones localizadas en la f. Si
la f fuese no nula, por ejemplo, en todo [0, o) o si la perturbacién fuese en la g, las
cosas, graficamente, se pueden complicar muchol.

utt—uxx=0, x=>0,teR ) Hall | aaller G 3.6)
- — a allar el valor de u o .
Ej. 5. | { u(x,0)=0, ue(x, 0)={ 720D, xeL2:4]

0, resto de [0, o) b) Hallar u(3,t) para t>7 y para 1<t<5.
u(o,t)=0
. g
Para aplicar D'Alembert extendemos g a PN 1
una g* impar definida en todo R: '/ S 2 3 4
=T 2

_ 1 x+t oy . = -3
Entonces u(x, t) =5 t 9 (s)ds sera la # _________ szm

solucién del problema para todo X, t.
=1 = Ll(%2_ —[l3_321% 4-_13 4__1
a) u(3,6)= 2f_3g*im_par2f3(s 65+8)ds=[5s’—5s?[; +4=—F +4=—3 .
b) Para t>7 es 3—t>—4 y 3+t>10.

1 3+t
2J3-t

Para 1<t<5 es —2<3—t<2 y 3+t>4,yasi g* soloesnonulaen[2,4]:

Por tanto, u(3,t) = g* =0, pues las areas se cancelan.

u(3,t)= 1 [ (s?—6s+8)ds =—2 [el doble de la de arribal.

Gracias a la imparidad no se ha necesitado, para hacer los célculos anteriores, conocer
la expresiéon de g* para x<0, pero esta es facil de escribir:

Para xe[—4,—-2] serd g*(x)=—(x+2)(x+4) y claramente es 0 en el resto.
(cambiando x por —x y el signo)

Con esta expresién se obtendrian (trabajando mas) los mismos resultados, por ejemplo:

=3 4
a) u(3,6)= %f_93 g* =—%J_3 (52+6s+8)ds+%f2 (s2—65+8)ds= %—% —% .

Veamos cdmo se debe extender si la condicién de contorno u(0,t)=0 de (P3) se sustituye por la

ux(0,t)=0| (describe el hecho de dejar al extremo de la cuerda subir y bajar libremente).

ux(0, t) = 3[F*(ct)+f*'(—ct) ]+ 5[ g*(—ct)—g*(ct)] = 0, f*' impary g* par =
se deben extender f y g de forma par respecto a 0. Observemos, por ejemplo, que en este
caso las ondas siguen reflejdndose en los extremos con ux=0, pero que no se da la inversiéon
(pues las ondas que se encuentran en el extremo tienen el mismo signo).
[Anticipandonos a lo que veremos: también se extenderia par respecto a x una F(x, t)#0,
y en la cuerda finita se extenderia par también respecto a x=L si fuese ahi ux=0 ]
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Siguiendo con la cuerda semi-infinita, veamos cémo se resuelve el problema mas general
con fuerzas externas y extremo movil:

Utt—C2uxx = F(x, t), x>0, teR
(Pa) { u(x, 0) =f(x), ut(x, 0) = g(x)
u(0, t) = ho(t)

[debe ahora ser

f(0)=ho(0) ].

Primero debemos hacer la condicion de contorno homogénea, encontrando una v
gue la cumpla y haciendo el cambio w=u—v, ya que entonces serd w(0, t)=0, aunque
probablemente se complicardn la ecuacién y el resto de condiciones.

La v mas clara (no siempre la mejor) es: v(t)=ho(t).

Una vez que tenemos la condicién de contorno homogénea, la solucién del problema en
w la da[2] sisustituimossus f, gy F por f*, g*y F*, siendo esta Ultima la extension
impar de F mirdndola como funcién de x:

1 1 x+ct 1 t px+c[t—1]
w(x,t):5[f*(x+ct)+f*(x—ct)]+2—Cf g*(s)ds+2—CJJ F*(s, T)dsdT.
x—ct 0Jx—c[t—1]
Utt—Uxx=0, x=0,teR
Ej. 6. u(x, 0)=ut(x,0)=0 Hallemos primero la solucién para un x y t fijos: u(1,2).
u(o, t) = t2
Para anular la condicién de contorno podemos usar la v citada: 2|--on. 2
Wit— Wxx =—2 _ _ [ 2, x<0 2
W=u—t2—) {W(X, 0)=Wf(xr 0):0 — {th WXX_{—Z,X>0 —_
w(0,t)=0 w(x, 0)=wi(x, 0)=0

w(1,2)=1 [ F* =3[ (2) 4rea M +(~2) érea( \]=—3 — u(1,2)=—3+4=1.

[Por ser constantes las F a integrar, nos hemos ahorrado el cdlculo de integrales dobles.
Pero como esto no se podra hacer en general, vamos a perder un poco el tiempo en hallar
w(1, 2) sin este atajo. El valor que estamos calculando es:

w(l,2)=3 [[AF*= 1 [2[2T F*(s, 1) dsdt
Sobre el tridngulo pequeno la integral viene dada por:
1 fyfe 2dsdTr= [  (1-T)dr=1.
Para el otro cuadrilatero hay que dividir en dos el recinto de integracién:
12T (=2)dsdT+ 2 [2[2 T (=2)dsdT = [y (1—3)dT+ [} (21—4)dT=—1 .
Sumando ambos resultados obtenemos w(1, 2)=—3 como antes].

También podriamos conseguir un problema sin F, haciendo el cambio con una v mejor.
Tanteando un poco se ve que v=x2+t2 cumple la condicién y también la ecuacién:

Wet— Wxx =0 Wit—Wxx =0, X, teR
wW=u—v — { w(x, 0)=—x2, wi(x,0)=0 — {w(x, 0) =F*(x)
w(0,t)=0 wi(x,0)=0

- w(l,2)= %[f*(3)+f*(—1)] =—4-> u(l,2)=5—-4=1.

Con este segundo cambio no es dificil dar la u(x,t) para todo x,t> 0 (con el primero
nos costaria muchisimo mas). Esta claro que hay que considerar dos posibilidades, pues,
aunque x+t es siempre positivo, x—t puede ser también negativo, y la f* tiene expresiones
distintas para valores positivos y negativos:

—1(x+1)?+ F(x—t)2=—2tx, x<t L 6 ) {(X_t)z, Seen
—3(x+ 12— (x—t)2 =212, x>t ' 0, x=t

W=%[f*(X+t)+f*(X—t)]={

[Como las ondas viajan a velocidad c=1, los puntos a distancia >t
debian estar parados en el instante t |.
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Estudiemos la cuerda acotada y fija en los extremos [la volveremos a ver en 4.2]:

Upt—C2uxx=0, x€[0,L], teR [debe ser
M e { w00 oo 2 | ro=rw=0]

Para hallar su solucién Unica con la férmula de D'Alembert extendemos f y g a [—L, L]
de forma impar respecto a 0 y luego de forma 2L-periddica a todo R, es decir,
llamando f* y g* a estas extensiones:

FX=)==*) , f*x+2L)=f*(x) ; g*(—x)=—g*(x), g*(x+2L)=g*(x) .

:-.. . f :"o‘
P e f o, .
N (JM S (entonces f* y g* también

BT D T D .. seran impares respecto a L).

Como para (P3), la solucién de (Ps) se obtiene aplicando [3] al siguiente problema (por
la imparidad de los datos se cumplen también las condiciones de contorno):

{ Utt—C%Uxx = 0, X, teR

u(x, 0)=f*(x), ut(x, 0)=g*(x)

Para que la u dada por [3] sea C2 (regular) deben feC?2[0,L] y geCl[0,L] y ademas:
FO)=f(L)=f"(0)=f"(L)=9g(0)=g(L)=0 [f’ y g’ existenen 0 y L por la imparidad].

utt— uxx =0, x€[0,1], teR u(x,0)
. _ [ x, 0&x<1/2 (Puede representar la pulsacién f
Ej. 7. u(x, 0) = { 1-x, 1/2<x<1 de la cuerda de una guitarra). A X
ut(x, 0)=u(0, t)=u(L, t)=0

—1—x, —3/2<x<-1/2
wron_ | x, —12<x<1/2
P =4 1y 12<x<32
X—2, 3/2<x<5/2

Hallar u(x, t)=%[f*(x+t)+f*(x—t)] exigirfa discutir en qué intervalos se mueven x+t y
x—t, lo que seria muy largo (para hacer estas discusiones conviene dibujar los dominios
de dependencia). Algo mas facil es hallar la solucién para un t o x fijos. Por ejemplo:

ulx, ) =3[+ P+ F*(x—1)] »
SR T T AT T T T T T
i 8+§_§=XI OSXS% o' \)4';"~“\ ‘ :0"‘ S
3 x 1_1 1_.,.3 s A ‘~‘« »” X
"= 7+§ 8= 74, 3SX=7 00000c £ £ - e e
3_x43 x-1y, Jexsl -1/2 o 1/4 1/2 3/4 1

Si es muy facil hallar u para un (x, t) dado. No se necesita siquiera la expresién de f*.

Por ejemplo: u(%,3)=3[f*(3)+r*(- 11)]T =2+ (-2 ]?—f(%)=—‘

f* es 2-periddica f* esimpar
Tampoco se precisa la expresién de f* para hacer dibujos: basta trasladar ondas y sumar.

Dibujemos: u(%,t):%[f( +t)+f*(3- )]:%[f*(%+t)—f*(t_%)]

La gréﬁca tiene periodo 2. Esto es general: por las propiedades de f* y g* la u dada por
[3] es ?—perlodlca [Lo que sera evidente en la serie solucién de 4.2].
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Si queremos resolver el problema mas general:

urt—C2uxx = F(x, t), x€[0,L], teR
(Pg) { u(x,0)=f(x), ut(x,0)=g(x) (hay fuerzas externas y
u(o, t) = ho(t), u(L, t) =h.(t) movemos los extremos)

primero, como en (P4) y otros problemas que veremos, hay que hacer las condiciones de
contorno homogéneas, hallando una v que las cumpla y haciendo w=u—v. Tanteando
con funciones v=a(t)x+b(t) se ve facilmente que una posible v es:

v(X, t)=|:1—>L—<:| ho(t) + %hL(t) [a veces serd mejor buscar otral.

La solucién del problema en w la da de nuevo [2], poniendo en vez de f, g y F, las
extensiones impares y 2L-periddicas f*, g* y F* (vista F como funcién de x).

utt—Uxx=0, x€[0, 2], teR | Estydiemos la evolucién de la cuerda para te[0,2].

Ej. 8. | { u(x, 0)=ut(x,0)=0
! uEO, t))=t,tt(1(2, g)=0 Primero usamos la v de arriba v=t(1—3%) =Y

Wit—Wxx=0, X€[0, 2] Wit—Wxx =0, Xx€R /‘ /

{ w(x,0)=0, wi(x,0)=35—-1 — { w(x, 0)=0 '

w(0, t)=w(2, t)=0 we(x, 0)=g*(x) 2
x+t g* / V /

La solucién del ultimo problema es w(x, t)_ 5

Sea T€[0, 2] fijo. Como [x—T,x+T] no contiene valores negativos a partir de x=T:

300 (5+1)ds+3 [X*T(5-1)ds=x(3-1), xe[0, T]

w(x, T)=
1 rx+T
2 Jx—T 2 1)d5 T(>—(—1) x€l[T, 2] =0 T t=T<2 ? =2
(0 T) = T—x, x€[0,T] B
ulx, )= 0, x€[T, 2] > T | 2

La perturbacién viaja a velocidad 1. La cuerda debia estar en reposo para x>T .

Acabemos la seccién viendo que las ondas ui—c2Au=0 en el espacio con simetria
radial se reducen a cuerdas semi-infinitas. Pasando el laplaciano a esféricas (en 4.4 esta
su expresion) y quitando los términos con derivadas respectoa 6 y ¢ se llega a:

(P { uet— c2[urr+2ur]=0, r=0, teR
" utr, 0) =£(r), ue(r,0) = g(r)

Haciendo el cambio , la ecuacién pasa a ser la de la cuerda: vit—c2vyr=0.
Y como u debe ser acotada, aparece la condicién de contorno: v(0,t)=0-u(0,t)=0.
Asi pues, el problema en v es del tipo (P3) que vimos antes:

{vtt—czvrr =0, r>0, teR
v(r,0)=rf(r)=F(r), ve(r,0)=rg(r)=G(r), v(0,t)=0

Si F* y G* son las extensiones impares de F(r) y G(r) la solucién de (P,) sera:

u(r, t) = Z[F*(r+ct)+FH(r—ct)] + o= [ G*(s)ds

—ct

que podemos escribir en la forma u(r, t) = %p(r+ ct)+ %q(r—ct) e interpretar como
la suma de dos ondas esféricas, cuyos radios decrecen o aumentan a velocidad c.
La magnitud de la perturbacién propagada es inversamente proporcional al radio.
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1.5. Transformadas de Fourier

Sea f(x) definida en R y absolutamente integrable [f_°°oo |f] < oo].

La transformada de Fourier de f es la funcién: f(k)=%f f(x)elkxdx.

Si f es ademéas C! se puede recuperar a partir de f usando la formula de inversién:

Teor. 1 | feCL(R) y absolutamente integrable zf(x):%f f(kye kxdk ¥xeR.

[Algunos libros no ponen la constante % en la definicién de f y ponen 2—111 en la férmula

de inversién; también se puede ver en la primera férmula e~'%% y en la segunda e'k* ].
[Como otros resultados (algunos se probardn en problemas) no la demostramos].

Se llama a f transformada inversa de Fourier de f. Vamos a denotar
también F[fl1=Ff y F ![f]=f.Es evidente que F y F~1 son lineales.

Veamos otras propiedades. La F hace desaparecer derivadas:

FLf 1=—ikF[f]
FLf"1==k2FIf]

FIF00]= 74z [ 2 F/ () edx= = 00 ] — 2 [ f0x) elkdx = =ik F[f(x)],

pues f—0 si f_°°°o |f] converge. F[f"(x)]|=—ik F[f'(x)]=—k?F[f(x)] .

Teor. 2 | f, f/, f”€C(R) y absolutamente integrables =

Estas transformadas nos apareceran resolviendo EDPs (probamos las 2 primeras):

17k eika]= : _ (1, xela,b] _ 1 elkb_glka
reon 3| 5 [fkyeika]=f(x—a). si h(x)_{0 et reto  FLh1 == S—=¢
—ax2\_ _1 _—k?/4a 1(p—ak?Y_ _1 _—x2/4qa
./T(e )—me f ]'—_(e )_1/2_ae , a>0.
FH(felk)= == [2 f(k) e~k dk = f(x—a). F(h) = %fﬁ el X dx = %ei“’i—ke‘k"
La convolucién de f y g es la funcién: (f>|<g)(x)=1/L_foo f(x—s)g(s)ds.
Teor. 4 . . 27 | .
Se tiene fxg=gx*f, y F(f*g)=F(f) F(g), si las transformadas existen.

Hallemos la transformada de la ‘funcién’ delta de Dirac, cuya
definicién seria exige la llamada ‘teoria de las distribuciones’, pero
que es facil de manejar formalmente. La 6(x—a) se puede ‘definir’
intuitivamente como el ‘limite’ cuando n — co de

f (X)={n si xe[la— 5=, a+ 5]

5(x—a)

0 en el resto a a

31

Esta 6(x—a) tiene las siguientes propiedades (que nos bastardn a nosotros para trabajar con ella):

f(a) sia€[b,c]

§(x—a)=0 si x#a; fbcf(x)é(x—a)dx={ , f continua; [* §(x—a)dx=1.

0 siaé¢[b, c]
i 1
5(x—a)=%ua(x), donde uq es la funcién paso ua(x)={(1) : );<>C; . | u,(x)
La transformada de la delta es muy facil de hallar: o a
- =1 (*® _ kX 4y — | _L_ aika
Flo(x—a)] | = mf_oo s(x—a)e™dx=| —e

[Obsérvese que formalmente esta funcién de k (que no tiende a 0 en +o0) no tiene transformada
inversa, pero con la F se suele ser riguroso justificando los resultados al finall.
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Aplicando a una EDP en dos variables la F en una de ellas aparece una EDO (en la otra
variable) para la (. Resolviendo la EDO se halla G. Identificando la u de la que proviene
o con el teorema 1 se puede a veces dar explicitamente la solucién, pero en muchos

casos hay que dejar u en términos de integrales no calculables.

x5k En cada uno de los pasos anteriores, se debe tener claro

EDP en Xt — e > EPOent  y4les son las variables y cuales las constantes. En lo que

kc‘ei sigue, haremos lo esquematizado a la izquierda, ya que

solucién x& g . nuestras ecuaciones seran en (x,t) y siempre haremos
ux Foonstante (<D la transformada en la x.

Aplicamos la F en la variable x (se supone que u, g y f son ‘buenas’,
de modo que se pueden usar los teoremas).

Utilizando la linealidad, el teorema 2 y el hecho de que Flut]=0;:

*© 3 *© - . ar—ika=g(k
I[Ut]=%f_w—a“f,’§’t) e'kxdx=%%f_wu(x, t)elkxdx = a; — { ! g(k)

Ej. 1. { ut+ux=9(x)

u(x, 0)=£(x)

ack, 0) = f(k)

Esta lineal de primer orden en t tendrd solucién con una constante distinta para cada k:
atk, )= p(k) etkt—9% con p arbitraria 4 o= ek eikt & _c}(k)[eikit—k—l] .

Por tanto, a la vista de las dos primeras transformadas del teorema 3, y el 4:

1 si x€[0,t]

u(x, t) = f(x—t) + ¥2mg(x) * h(x) siendo h(x)= { 0 en el resto

Como fg g(x—u)du = —f;(_tg(s) ds, concluimos que | u(x, t) = f(x—t) +f;:_t g(s)ds

Obsérvese que la expresién anterior nos da la solucién del problema si feCly
g continua, aunque no sean absolutamente integrables, que era necesario para
aplicar la transformada. Esta situacién es tipica utilizando la F.

[La solucién la podemos calcular también con las técnicas de la secci6n 1.1:
dt =x—t X
Hx=1— {gzx — up=9g(n) = u=px—t)+[;g(s)ds —

p(x)+fg g(s)ds =f(x) — u=f(x—t)—fg_tg(s) ds +fg g(s)ds como antes]|.

Qe — i ke + 2k20=0
a(k, 0)=f(k), ar(k, 0)=0"

Utt + Utx — 2Uxx =0

Ej. 2. { u(x, 0)=f(x), tr(x, 0)=0 Aplicando F: {

Las EDOs lineales de orden 2 con coeficientes constantes de coeficientes complejos se
resuelven igual que las de coeficientes reales. A través del polinomio caracteristico:

u2—iku+2k?2=0 — u=2ik,—ik — a(k, t) = p(k)e?ikt4 g(k) ekt

p(k) = 3 f(k)

Imponiendo los datos iniciales: 3 2
q(k) = 3f(k)

— A(k, t) = 3 F(k) eIkt + T F(k) eIkt

Y como FI[f(k)e'k?]= f(x—a), concluimos que |u(x, t) = %f(x+t) + %f(x—Zt) :

[Solucién valida VfeC?, tenga o no transformada].

De nuevo el ejemplo es resoluble también por otros caminos. Los descritos en 1.2:

2 hiperbdlica de E=x+t Uxx = Ugg+2Ugn+Unpp
B<—4AC=9 cc%%f;(é;enr}t:ss — n=x—2t — { Uxt = Uge—Ugp—2Upp — Ugp= 0

Utt = Ugg—4Ugn+4uUpp
— u(&, n)=pE)+qn), u(x, t)=p(x+t)+q(x—2t), solucién general.
{u(x, 0) = p(x)+q(x) = f(x) q(x)=%f(x)T§ .
ue(x, 0)=p’(x)—2¢’(x)=0, p(x)=2q0)+C" p(x)=3f(x)+5

ulx, t) = 3f(x+t) + 3 f(x—=2t) |.

[Hay similitudes entre las formas de trabajar con la F vy las caracteristicas. En ambos casos
se ‘matan’ derivadas, se resuelven EDOs en una variable mirando la otra como constante y
aparecen entonces funciones arbitrarias].
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Mds interés que los ejemplos anteriores, ya que no conocemos ningudn otro método para
resolverlo, tiene el problema para el calor en una varilla infinita:

P) {ut—uxx =0, xeR, t>0
u(x, 0)=f(x), uacotada

Supongamos que u y f son suficientemente regulares y que tienden a 0 en +oo lo
suficientemente rapido como para poder utilizar los teoremas anteriores. Aplicando la F
en la variable x a la ecuacién y al dato inicial se tiene el problema:
{ at + kza =0
a(k, 0)=f(k)
La solucién serd la convolucién de las transformadas inversas de cada uno de los factores
(la del segundo la tenemos en el teorema 3):

cuya solucién es a(k, t) = f(k) ekt

u(x, t) = 5= f F(5) e~(x—9)%/4t gs = f Gx, s, O)f(s)ds | [1]

2 . s .z
G(x,s, bt)= %me—(x—s) /4t es |a llamada solucién fundamental de |a ecuacién del calor

[es la temperatura del punto x en el tiempo t debida a una f inicial de la forma §(x—s) ]

Una vez deducida [1], en vez de justificar los pasos que llevaron a ella, se prueba que
proporciona realmente la solucién de (P) con hipdtesis mas amplias de las que permiten
aplicar la F. En concreto, para cualquier f acotada y continua a trozos, [1] nos da la
solucién Unica acotada de (P) que es continua para t>0 a excepcién de los puntos de
t=0 en que f es discontinua.

De [1] se deduce también que, segln este modelo matematico, el calor (a diferencia de
las ondas) se transmite a velocidad infinita: si f>0 en un entorno de un x, y es nula
en el resto, es claro que u(x, t)>0 por pequefio que sea t y grande que sea |x—Xo]|.

También se comprueba que u(x, t) es C* para t>0 aunque f sea discontinua (iaunque
sea f(x)=6(x—s)!). En las ondas se conservaban los picos iniciales.

Ej. 3. Apliquemos [1] para resolver un par de problemas particulares.

Sea primero | f(x) = ug(x) = { 0, x<0 |, ix,t)=—L J“’ e—(x—5)2/4t gs
0

1, x>0 24/mt
. —ﬂ . z. _i oo _VZ e
Haciendo v= 57 &n la integral sera: u(x,t) = ,/ﬁf—x/zft e~ V" dv, que podemos escribir:

u(x, t) = %fg/z’ﬁe—"zdv+ %fgo e Vv = %[1+¢(2Lﬁ)] donde ¢(s)= %f; e~ Vidv

es la ‘funcién error’ que aparece a menudo en la teoria de las
probabilidades y hemos usado la conocida integral:

f e_"zdv=4, j e~ Vidv=JT.
0 —00

lt-»oo

Como se observa, la solucién, suave si t>0,
tiende hacia % para todo x cuando t — .

Sea ahora | f(x) = e | Completamos cuadrados y hacemos un cambio de variable:

X
51/4t+1—ﬁ

% 2 _ (x=s)? _ X2 e 2
u= % j eS’e” @ ds=-—1_e 4r+1f e (*)ds con e=

24/mt 24/mt R 24/t
2 0 2
o q 1 24/t . _ 72 1 =2
— . = 4t+1 = 1+4t
Haciendo z = e se obtiene: u(x,t) >/ VAT e+ LOe dz = € .
Pero se llega a la solucién mucho mas réapidamente aplicando directamente la F:

at=—/<20 R 1 _k2(+4p 1 _ X2
A 2 - U=——e 4 — U= e 1+4t ,
ack, 0)=% e—k/4 2 JI+at
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{ Ut— Uxx + 2tu=0, x€R, t>0 | Hallamos la solucién para una f(x) general y de ella
u(x, 0)=f(x), uacotada deducimos la solucién para f(x)=1.

[Como F(1) no existe, no se puede resolver directamente el problema con u(x, 0)=1 ]
{at+(k2+2t)a =0
ack, 0)=r(k)

= Uk t) = pk) ekt Lb ¢y = fk) et ekt

42 o
u(x, t) = e~tf(x) * F~l(e K*t) = _zeJt;th f(s)e~(x=9)*/4t gs

2 =2 [ 2
e—(x=s)/4tqs — eﬁ e~ UWdy=e-t

(5—x)/(2vVt)=u

. : _ _ et
En particular, si f(x)=1, u= v Al

Wt_ WXX = O
w(x,0)=f(x) ’

[1] nos da nuestra férmulay w=1 es solucién clara para f(x)=1 (la varilla sigue a 1° )].

. . 2
[Parece que seria adecuado hacer un cambio de la forma u=we™t — {

En los ejemplos anteriores podiamos dar la transformada inversa (lo que no es habitual). Hacemos
uno, primero con la delta de Dirac 6, para él solo sabremos hallar la solucién para x=0:

. Ur—Uxx = 6(x), XER, t>0 k20 =-1 _~—k2t [que no es identificable con
Ej. 5. { t= U= 6(X) At 2, G(k,t) = 12e— la transformada de ninguna
u(x,0)=0 a(k,0)=0 k“¥/2m  funcién conocidal.
Rl P —k2¢ i s .
Acudimos al teorema 1: u(x, t)_— 1%e_'k"dk, dificil en general, pero no si x=0.
1—e¥’t t [© k2 V[ =2 t
u(0, t) = [partes] = —=5— }_oo+ ﬁf_m e kKtgk = TLH e Sds=|/ ¢

Podriamos evitar la § utilizando esta v=%|x| que satisface v//=6(x):

1 * —(x—s)?/4t
i mﬁw Is| e ds.

__1 (- —s/at e — 1 (T —s¥atye __ [T —sz/4t:|°°= [T
YW _wlsle ds 2JHL se ds = 0 — -

Resolvamos para acabar un problema (algo largo) para la cuerda infinita con una F=§ (empujamos
hacia arriba en el punto central de la cuerda):

Haciendo w=u+ %"

|X| {Wt_Wxx=o - w(x, t) =

w(x,0)=|x|/2

w(O0, t)

0“ + szl =
a(k, 0)=d¢(k,

Ej. 6. {““_uxx=5(x), x€R, t>0

1
J__
u(x,0)=ut(x,0)=0 0

)=

Aplicando la F: {

La solucién general (A==£ki y up a simple vista) es:

g k
~ ai . _ l—coskt _ 2 rsenzty2
ack, t) = (k)coskt+q(k)senl<t+‘/_k2 aCk, t) = 22048 = m[ =1
En la h del teorema 3, cuando a=—b se tiene como caso particular:
. _[1, xe[—b, b] _ 1 elkb_e"ikb /7 senbk
= h(x)_{o enelresto * 7 (M= ik T /m k-

La u sera, por tanto, la convolucién de una h de este tipo consigo misma. En concreto:

(" (1, xe[—t/2,t/2]
_?L h(x—s)h(s)ds, donde h(x)={ g X<~/

Discutiendo en qué intervalos el integrando es 1 o 0 segun los valores de x se concluye:
Si x<—t osi x>t es u=0

] . 4 . . 1 t t 1
W2 ) U2 xt2 x xR Si xe[—t, 0], U=—[X+§— ——)]=—[x+t]
e Si xe[0,t], u=3[£—(x—5)]=3[t—x]
Y20 u(x,t), t>0 fijo 0, si [x|>t
Es decir, u(x, t) ={ e . .
- 51 . - s[t=Ixl], si Ix|<t

Para hacerlo sin transformadas, mejor utilizamos la v=%|x| del ejemplo anterior:
Wit — Wxx =0
w(x,0)=|x|/2, wt(x,0)=0

Discutiendo los valores absolutos se llega a la solucién de arriba.

Con w=u+V se obtiene: { — u(x, t)=%[|x+t|+|x—t|]—%|x|.





