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Resumen:

Vivimos en un Universo con geometria plana, en expansion acelerada y dominado dindmicamen-
te por una energia oscura que no comprendemos. Los datos observacionales nos ayudan a entender
cémo es el Universo actualmente y como era en el pasado. Sin embargo, y como es légico, estos no
aportan ningun tipo de informacién sobre el futuro. Al no ser capaces de ver el Universo tardio,
lo tnico que pueden hacer los fisicos a dia de hoy es especular sobre él. Las teorias que surgen
sobre el destino del Universo tienen base cientifica, y aunque no se puedan apoyar en evidencias
observacionales, si siguen los célculos y las hipétesis de la Relatividad General y la Cosmologia
moderna.

La energia oscura es la responsable de la expansion acelerada del Universo. A diferencia de lo que
ocurre con la gravedad de la materia, el efecto de la energia oscura es repulsivo. Las observaciones
apuntaban a que el pardmetro de la ecuacién de estado de dicha energia era practicamente w ~ —1.
Para que la teoria de campos cuanticos fuera estable, w £ —1. No obstante, los datos observacionales
proporcionaban errores demasiado grandes como para despreciar ese caso prohibido, y no fue hasta
finales del siglo XX cuando se propuso un tipo de energia oscura que revolucionaria por completo la
fisica fundamental moderna. Se le apodé con el nombre de energia fantasma, la cual efectivamente
se regia por una w < —1, dando lugar a un Universo con una expansién super-acelerada. Fue la
responsable de abrir la puerta a una serie de finales del Universo desconocidos hasta el momento.

Abstract:

We live in a Universe with flat geometry, in accelerated expansion and dynamically dominated
by a dark energy that we do not understand. Observational data helps us to figure out how the
Universe is today and how it was in the past. However, as it is logical, observations cannot provide
any information about the future. As we are not able to see the late Universe, all physicists can
do today is speculate about it. Theories that arise about the fate of the Universe have a scientific
basis, and although they cannot be supported by observational evidence, they follow the calculus
and hypothesis of General Relativity and modern Cosmology.

Dark energy is responsible for the accelerated expansion of the Universe. Unlike the force of
gravity due to matter, the effect of dark energy is repulsive. The observations pointed out that
the parameter of the equation of state of said energy was practically w ~ —1. For quantum field
theory to be stable, w £ —1. However, the observational data provided too large errors to disregard
that forbidden case, and it was not until the late twentieth century that a type of dark energy was
proposed that would completely revolutionize modern fundamental physics. It was called phantom
energy, which was effectively governed by w < —1, resulting in a Universe with a super-accelerated
expansion. It was responsible for opening the door to a series of unknown Universe endings.



Indice
1. Introduccién

2. El modelo ACDM
2.1. Principio cosmolégico . . .. . ..

2.2. Métrica de Friedmann-Lemailtre-Robertson-Walker . . . . . . . . .. ... ... ...

2.3. Expansiéon acelerada . . . . . . ..
2.4. Contenido del Universo . . . . ..
2.5. Parametro de la ecuacién de estado

3. Energia oscura
3.1. La constante cosmolégica . . . . .
3.2. Modelos de materia modificada . .
3.2.1. Quintaesencia . . . . . . ..
3.2.2. Fantasmas. ... ... ...
3.2.3. Gas de Chaplygin . . ...

4. Finales del Universo
4.1. Muerte térmica . . . . . . ... ..
4.2. BigRip ... ... ... ... ...
4.3. Big Freeze . . . . . .. ...

5. Sistemas dinamicos
5.1. Sistemas dindmicos en Cosmologia

5.2. Aplicaciéon a modelos especificos .
5.2.1. Modelo estandar . .. . ..
5.2.2. Modelo de quintaesencia . .

5.2.3. Modelo de energia fantasma

6. Conclusiones

10
10

11
11
13
13
14
18

20



1. Introduccion

El modelo cosmolégico que a dia de hoy mejor explica las propiedades observadas del Universo a
gran escala es el modelo ACDM. Establece que la expansion acelerada del Universo es consecuencia
de la constante cosmolégica, un tipo de energia oscura sin dindmica. A pesar de que este modelo es
el aceptado mayormente por la comunidad cientifica, se han propuesto otros cuya fuente de energia
oscura es distinta, o que incluso se atreven a modificar la propia teoria de la gravedad como se cita
en los capitulos 7, 8 y 9 de la referencia [1]. El destino final del Universo depende de la expansién
de este, y por ende esta ligado a la energia oscura. Los modelos con una energia oscura que se
diluye con el tiempo o que permanece constante como en el modelo estandar llevan al Universo a la
muerte térmica. En cambio, si tenemos modelos que predicen una expansién todavia mas acelerada
que en los casos anteriores, el Universo puede presentar singularidades futuras como se explica en la
referencia [2]. Esto ocurre con un Universo gobernado por energia fanstasma, que hace que la teoria
de campos cudnticos sea inestable [3] y por ello haya problemas de divergencias en el futuro. En
algunos casos, estos Universos se comportan asintdticamente como el descrito en el modelo ACDM,
y dan lugar a eventos abruptos como los comentados en la referencia [4].

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 2 hacemos un repaso del modelo
estandar. Hablaremos de la hipdtesis fundamental en la que se sustenta, asi como de la métrica
que rige el espacio-tiempo en el que vivimos y su dindmica. En la Seccién 3 presentamos distintos
tipos de energia oscura. Entre ellos estdn la constante cosmolégica, que es el tipo de energia oscura
propuesto en el modelo ACDM; la quintaesencia [5], que es el modelo més simple de energia oscura
dindmica; la energfa fanstasma [6], que tiene propiedades exdéticas; y el gas de Chaplygin [7], que
segun sus parametros puede tener naturaleza fantasma o no. Cada tipo de energia oscura puede
conducir al Universo a un final distinto, definidos en la Seccién 4. Se presenta la muerte térmica
[8, 9, 10, 11] y dos tipos de singularidades futuras: el Big Rip [12] y el Big Freeze [13, 14]. Por
ultimo, en la Seccion 5, estudiamos dos de los finales presentados en la seccidn anterior a través de
sistemas dindmicos [15], utilizando tanto el modelo estandar como otros modelos de energia oscura
a través de campos escalares y un potencial exponencial.

2. El modelo ACDM

El modelo cosmoldgico estandar se basa en los principios de la teoria del Big Bang, que dicta que
el Universo comenzé en una singularidad con ese mismo nombre hace aproximadamente 13,8 Ga y
que desde entonces se ha estado expandiendo y enfriando. Se caracteriza por una serie de variables
como los pardmetros de densidad 2; la constante de Hubble Hj y la constante cosmoldgica A, que
define la energia oscura; utilizadas para describir el ritmo de expansion del Universo, su curvatura
y la densidad de materia y energia.

2.1. Principio cosmolégico

La mayor parte de los modelos de la Cosmologia moderna parten del principio cosmoldgico
[16]. Es una ampliacién del principio copernicano, que aceptaba que la Tierra no ocupaba ninguna
posicién privilegiada en el Universo. Segin este principio, a escalas suficientemente grandes (unos
1000 Mpc), el Universo es homogéneo e isétropo (se ve igual en todos los puntos y direcciones).

Diferentes misiones han podido confirmar estas hipdtesis. Las observaciones que mas luz han
arrojado han sido las del fondo césmico de microondas (CMB). La radiacién de este encajaba
perfectamente con la de un cuerpo negro a T' = 2,72548 4+ 0,00057 K segun la referencia [17]. Las
fluctuaciones de temperatura son del orden de 10~° [18]. Al hablar de perturbaciones tan pequefias,
se concluye que a grandes escalas el Universo es extremadamente homogéneo e isétropo.



2.2. Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

La métrica de FLRW se basa en el principio cosmolégico. Es por ello que se toman las propie-
dades fisicas del propio espacio en ciertas coordenadas como no dependientes de la posicion ni la
direccién. Atendiendo a esto, la descripccion geométrica mas sencilla que podemos tener es aque-
lla que venga dada por las coordenadas de los observadores coméviles (que ven el Universo como
homogéneo e isétropo):

ds? = g (2") - da* - dx” = goo - dt* + 2 - go; - dt - da’ + g;; - da’ - da?. (1)

El tener un Universo isétropo implica que no hay una direccién privilegiada. Eso hace que
go; = 0. Por otro lado, es interesante utilizar el tiempo propio para los observadores coméviles de
tal manera que ggg = —1:

ds? = —dt* + g;; - dz" - da? . (2)

Si el espacio es maximalmente simétrico por ser homogéneo, también serd esféricamente simétri-
co. Para la zona espacial, eligiendo coordenadas esféricas:

Gij - dz' - da? = a®(t) - [)\2(7‘) cdr? + % (d02 + sen?d - dgp2)] , (3)

con a(t) el factor de escala. Al calcular la 3-curvatura de la métrica y sabiendo que al tener un
espacio homogéneo debe ser constante (ademas de evitar singularidades para r = 0), tenemos que:

3R_a2(j.r2'czﬂ'[r'<1_/\21(7”)>]:>>\2(T)_1_]1€'7"2’ (4)

donde k denota el valor de la constante. Asi pues, nos queda la métrica de FLRW:

2
a”(t)
ds* = —dt* + ———— - [dr® + 1% (d6* + sen0 - dp?)] . 5
il ( %)) (5)

La curvatura del espacio se da a través de k. El capitulo 5 de la referencia [19] se extiende

en estos cdlculos, y muestra que k representa un Universo abierto si su valor es positivo, cerrado
si es negativo y plano si es nulo. Las observaciones del CMB de la referencia [20], por su parte,
demuestran que el Universo es practicamente plano con un parametro de densidad de curvatura

+0,0038

2.3. Expansién acelerada

En la carrera por medir objetos cada vez mds lejanos, los cientificos de finales del siglo XX se
toparon con una realidad que no les gusté: el Universo estaba en expansion acelerada. A pesar de los
intentos de imponer un Universo que se expandiese deceleradamente como el modelo cosmolégico
correcto, nada podia llevarle la contraria a las supernovas de tipo Ia que hacian de candelas estdandar
[21].

Es intersante ver lo que implica mateméticamente un Universo de estas caracterisitcas. Para
ello partimos de las ecuaciones de Einstein, que describen cémo la materia y la energia interactian
con la curvatura del espacio-tiempo. Estas vienen dadas por la siguiente expresion:

1
GW:8-7T-G-TW:RW—§-R-9W. (6)

La expresién general para las componentes no nulas del tensor de Ricci en la métrica de FLRW
plana y su parametro de curvatura son:
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Rgo— 3 7 RU—gw <a+2 a2), R—RM—G <a—|—a2>, (7)
donde el punto ser refiere a la derivada con respecto al tiempo t. En cuanto al tensor energia-
momento de un fluido perfecto, este se describe como:

T#:diag(_pv b, P, p)v (8)

con p la densidad de energia y p la presién. Sustituyendo todo en (6), obtenemos las ecuaciones de
Friedmann. Estas describen la evolucién de los pardmetros de densidad y curvatura del Universo:
. 2 . . 2
8-7-G- :
@ g2 P 2.9 9. Hy3. H2=-8-7-G-p,  (9)
a? 3 a a?
donde hemos introducido el pardmetro de Hubble H. Restando las ecuaciones de (9) nos queda:

i

) 4om-G
a:H+H?:—WT-(er?,-p). (10)

En un Universo en expansiéon acelerada a > 0. Por lo tanto, la ecuacién anterior toma valores
positivos, y por ello se debe violar la condicién de energia fuerte, que impone p+3-p > 0. El lector
interesado en las condiciones de energia puede consultar la referencia [22].

2.4. Contenido del Universo

Actualmente los pardmetros de densidad de radiacién, materia y energia oscura son €2, ~
1074, Q,, = 0,3103 & 0,0057 y Qp = 0,6897 + 0,0057 segtin los datos de la referencia [20]. Para
poder entender el decaimiento de la radiacién y la materia, resulta extremadamente 1til obtener la
ecuacién de continuidad. Esta viene de la conservacién del tensor energia-momento:

T =0, Ti = 0. (11)

La segunda ecuacién es trivial, de tal manera que no se puede sacar ningun tipo de informacion.
No obstante, la primera nos lleva directos a la ecuaciéon de continuidad:

p+3-H-(p+p)=0. (12)

La ecuacién de continuidad se puede seguir desarrollando utilizando la ecuacién de estado de
un fluido bariotrépico perfecto (suponemos que el Universo estd dominado por un fluido de estas
caracteristicas) p = w - p con w constante. Sustituyéndola en (12), la relacién de p con el factor de
escala es:

poc a3 14w, (13)

Los pardametros w de la ecuacién de estado para la radiacién y materia son w, = 1/3 y wy, = 0.
Mientras que la constante cosmoldgica A se puede entender como un fluido con wy = —1 y, por

tanto, py permanece constante, la radiacién y la materfa decaen como p, < a™* y pp, o< a73.

2.5. Parametro de la ecuacién de estado

El hecho de tener un Universo en expansion acelerada restringe los valores para w. Como se
debe cumplir que p+3-p < 0, hay una cota superior con w < —1/3. Aunque en el apartado anterior
se ha supuesto que w es una constante, nada impide que haya otras ecuaciones de estado para la
energia oscura. Si el fluido fuera dinamico, la ecuacién de estado se puede expresar en funcién del



factor de escala como p(a) = w(a)-p(a). Tomando una expansién a primer orden entorno al presente
(ap = 1), el pardmetro de la ecuacién de estado depende de dos constantes wy y wq:

w(a) =wy+ (1 —a) - wq. (14)

El modelo ACDM es aquel donde wyg = —1 y w, = 0. No obstante, los datos observacionales de
la referencia [20] nos dicen que fijando w, = 0, tenemos una wy = —1,03f8ﬁ?, por lo que por el
momento no podemos asegurar que w = —1. Ks més, debemos notar que se permite la posibilidad
de que wy < —1. Esto supondria la violacién de otra condiciéon de energia: la de energia nula,
que impone que p + p > 0. El hecho de violarla tiene consecuencias que van més alla de efectos

semicldsicos o despreciables [3].

3. Energia oscura

El Universo se esta expandiendo de forma acelerada. La responsable de ello es la famosa energia
oscura. Hay diferentes candidatos para poder explicar la naturaleza exdtica de dicha energia: desde
la constante cosmoldgica, introducida por Einstein en 1917, hasta modelos que modifican el tipo
de materia e incluso la propia teorfa de la gravedad (en el capitulo 9 de la referencia [1] se habla
de ellos, pero en este trabajo no se desarrollardn).

3.1. La constante cosmoldgica

Cuando Einstein resolvié por primera vez las ecuaciones de campo de la Relatividad General, vio
que el Universo se expandia. Esto iba totalmente en contra de la idea preconcebida que tenia de que
el Universo era estatico. Por aquel entonces, la falta de evidencia observacional sobre la expansién
del Universo y los prejuicios filoséficos acerca del Universo como entidad inmutable hicieron que
FEinstein alterase sus ecuaciones para incluir la constante cosmolégica, obteniendo como solucién
un Universo cerrado que no evolucionaba con el tiempo. Esta modificacion alterd las ecuaciones de
la siguiente forma:

Guy— A g =8-7-G-Tp. (15)

Poco después las observaciones de Hubble evidenciaron que el Universo se expandia, con lo que la
constante cosmoldgica ya no era necesaria. Sin embargo, con el paso del tiempo, se demostrd que
Einstein tal vez no estaba equivocado del todo ya que el Universo estd expandiéndose de forma
acelerada. El hallazgo situd a la constante cosmolégica como el mejor candidato de energia oscura.
Se interpreté como un fluido perfecto que satisfacia la ecuacién de estado p = —p. Sin embargo,
que su valor fuera tan pequefio (segin la referencia [20] es de A = (2,846 £ 0,076) - 107122 m?2,)
hizo sospechar sobre esta posibilidad. Adn asi, a dia de hoy describe los datos satisfactoriamente
y, de hecho, el modelo ACDM se basa en ella para explicar la dindmica de expansién acelerada del

Universo.

3.2. Modelos de materia modificada

En los capitulos 7 y 8 de la referencia [1] se hace un amplio repaso de estos modelos. En ellos
la energia oscura no viene dada de la mano de una constante cosmoldgica A. El tensor energia-
momento de (15) (donde A = 0) contiene una fuente de materia exdtica cuya presién es negativa.
Se estudian fluidos perfectos cuya ecuacion de estado viene dada de la forma maés sencilla como
p = w - pdonde w < —1/3 es una constante, aunque hay modelos mas avanzados donde se asume
una p = f(p) més general.



Otro candidato para usurpar el puesto de energia oscura viene de la mano de campos escalares
(en lugar de un fluido) como se estudia en [1, 15, 23, 24, 25]. Estos se entenderan realmente como
una posible explicacién fundamental subyacente al modelo de fluido.

3.2.1. Quintaesencia

Por abuso del lenguaje, la quintaesencia [5] se conoce como energia oscura que viola la condicién
de energia fuerte pero no la de energia nula. Esto se traduce en un parametro de la ecuacion de
estado comprendido entre —1 < w < —1/3, dejando fuera el valor de w = —1 por no tratarse
de la constante cosmoldgica. A diferencia de lo que ocurria con ella, la densidad de energia de la
quintaesencia no permanece constante: decae con el tiempo como la radiacién y la materia, pero
mas lentamente que estas.

Al igual que hacen en el capitulo 7 de la referencia [23], podemos hacer uso de los campos
escalares para describir la quintasencia. Estos vienen dados por ¢ canénicos con un potencial V().
El lagrangiano £ interacciona con todas las componentes del Universo solo gravitacionalmente. La
accién y, por consiguiente, el lagrangiano de los modelos de quintaesencia vienen dados por las
expresiones:

1 Lo

donde usamos el subindice M para referirnos al resto del contenido del Universo.

3.2.2. Fantasmas

Estos modelos son mas complejos, pero tienen propiedades muy interesantes. El primero en
proponer este tipo de modelos fue Starobinsky en una conferencia que dio a finales del siglo XX,
aunque fue Caldwell quien se llevé toda la gloria por su articulo [6] de 1998. La energia fantasma
viola la condicién de energia nula, por lo que w < —1. Ya no tenemos un fluido cuya densidad de
energia decae con el tiempo, sino que crece. Ademas, la expansién del Universo es més acelerada
que en los casos anteriores.

Como veiamos en los modelos de quintaesencia, la energia fantasma también puede venir dada a
través de un campo escalar (capitulo 8 de la referencia [1]). Sin embargo, estos presentan marcadas
distinciones con su companero canénico: hablamos de campos escalares no candnicos, y en la Seccion
5.2.3 estudieramos el caso donde el término cinético es negativo:

L= g™ 000, 0- V(o). (17)

Aqui lo que preocupa es la estabilidad inherente a este tipo de campos [3]. Para evitar las ines-
tabilidades, necesitamos considerar teorias donde la interaccién entre los campos fantasma y los
campos normales sea lo méas débil posible.

3.2.3. Gas de Chaplygin

Los dos casos anteriores pueden ser descritos mediante distintas ecuaciones de estado si w no
es constante. Como ejemplo de interés consideraremos ahora un fluido con la ecuacién del gas de
Chaplygin. Este modelo se basa en el uso de una ecuacién peculiar para fluidos perfectos [26], dada
de forma general por:

(18)



Por la conservacién del tensor energia-momento, la densidad de energia es:

B \Tis
p= (A + W) ; (19)

donde A y B son constantes y a un parametro. Si en (18) a = 1, tenemos el gas de Chaplygin
generalizado (GCG) [7]. Para tener un GCG fantasma (PGCG), se debe violar la condicién de
energia nula (suponiendo siempre que la densidad de energia p es positiva). Esto da lugar a una
serie de posibilidades entre los valores de A, B y a como se estudian en la referencia [27].

4. Finales del Universo

Cuando se estudia el final del Universo, tanto la radiacién como la materia son despreciables
frente a la energia oscura porque sus densidades de energia decaen méas rapidamente. En la seccion
anterior se presentaban varios candidatos de energia oscura, y el final del Universo dependerd de
cudl de ellos gobierne el Universo.

Para entender el Universo en tiempos tardios, es importante saber cémo evoluciona la distancia
fisica frente al tamafno de la esfera de Hubble. La esfera de Hubble es la regién del Universo que
somos capaces de observar, y mds alld de la cual no recibimos nada de informacién porque las
velocidades de recesién de los objetos superan a la de la luz. Es una medida aproximada de la
zona que en un momento dado puede emitir seniales que nos acabardn llegando. Mientras que la
distancia fisica es proporcional al factor de escala (d x a), el radio de la esfera de Hubble Ry es
inversamente proporcional al pardmetro de Hubble:

3-(1+4w) =3-(14w)

1 3-(14w)
— H xa 2 — H " xa 2

H? x poca (20)

4.1. Muerte térmica

Antes del hallazgo de la expansién acelerada actual del Universo, la muerte térmica se entendia
como un estado donde todo en el Universo acababa diluyéndose y dando lugar al vacio. La evolucién
de esta idea hasta el nuevo concepto de muerte térmica se desarrolla de forma extensa en la referencia
[8]. El nuevo concepto implementado a finales del siglo XX habla de la muerte térmica como el
futuro del Universo donde se alcanza el estado de maxima entropia. En este estado ya no hay
energia disponible para continuar con los procesos que se llevan a cabo en el Universo. No es un
final abrupto, sino una tendencia en la que el Universo ha agotado sus reservas de energia interna
y alcanza el equilibrio termodindmico [9].

En los modelos con quintaesencia, la densidad de energia disminuye con el paso del tiempo
como ocurre con la radiacién y la materia, aunque de forma ma&s lenta. Un Universo dominado
por quintaesencia tenderd a un Universo vacio. Es un Universo en expansién acelerada, donde la
distancia fisica evoluciona como d o a mientras que el radio de Hubble crece como H~!  a™ con
0 <n<1,pues —1 <w < —1/3. Dicho Universo acaba en una muerte térmica porque, al no haber
nada contenido en él, tampoco hay actividad [10].

Si la energia oscura viene dada por la constante cosmoldgica, el Universo acaba dando lugar
a un Universo de De Sitter. Este fue formulado poco después de la teoria de la relatividad y
asume un Universo plano vacio solo con constante cosmolégica. La evolucion del factor de escala
es exponencial, mientras que el parametro de Hubble y su derivada se mantienen constantes:

a(t) = e\/gt, H= \/§ H=0. (21)



Ahora el horizonte de Hubble permanece constante mientras que la distancia fisica entre objetos
crece exponencialmente.

El espacio-tiempo de De Sitter es un espacio maximalmente simétrico. Es homogéneo e isétropo
no solo espacialmente sino también temporalmente. Nada cambiara cualitativamente, simplemente
con la expansién acelerada del Universo cada vez habrd menos galaxias dentro de la esfera de
Hubble (cuyo radio permanece constante, mientras que la distancia fisica entre objetos aumenta)
y por ende la entropfa alcanzard un limite asintético constante como se ve en la referencia [11].

4.2. Big Rip

A diferencia de la muerte térmica, este final del Universo solo ocurre cuando tenemos energia
fantasma de por medio. Aqui el destino del Universo no es una tendencia suave, sino una singulari-
dad (como se explica en el capitulo 9 de la referencia [19]) del escalar de curvatura R, que diverge.
En una singularidad Big Rip (singularidad de tipo I segin la referencia [2]) tanto el factor de escala
como el parametro de Hubble y su derivada tienden a infinito en un tiempo finito:

t— ts, a — 0o, H — o, H — . (22)

Consideramos por simplicidad un modelo de energia fantasma con ecuacién de estado p = w - p,
donde w es una constante. La primera ecuacién de Friedmann para un Universo donde solo hay
energia fantasma con w constante es:

= Qpp - a3, Qpio = T (23)
3. HZ

Estudiando la evolucion del factor de escala, vemos que este diverge en un tiempo finito que
dista del tiempo actual ¢y una cantidad:
2 Hy! 1
3 NM+wl VQpr

trip — to = (24)

En este modelo la distancia fisica entre objetos crece mas rapido que el radio de la esfera de
Hubble, pues H~! o a™ con n < 0 (ya que en energia fantasma w < —1). Aqui hay una diferencia
importante con respecto a los modelos de quintaesencia y constante cosmoldgica, y es que el tener
un Ry — 0 implica que todas las regiones del Universo dejan de tener contacto causal. Todo a
nuestro alrededor comienza a desaparecer en el horizonte de nuestro Universo observable, puesto
que H~' — 0. Finalmente, el hecho de no tener una distancia finita separando dos puntos del
espacio hace que se desgarre dicho espacio. Al principio, las galaxias desaparecerian mas alld del
horizonte de la esfera de Hubble, dejando un Universo practicamente oscuro. A pesar de ello, las
estructuras ligadas gravitacionalmente como el Grupo Local seguirian intactas. Conforme avanzase
el tiempo, la gravedad dejaria de ganarle la batalla a la expansién y comenzarian a romperse dichas
estructuras, como se estudia en la referencia [28]. El Sistema Solar se desligaria gravitacionalmente,
las propias moléculas comenzarian a romperse y a disociarse: todo seria hidrégeno. Finalmente, la
velocidad de expansion alcanzaria la velocidad de la luz, y ninguna particula podria interactuar
con otra, ni siquiera la propia luz [6].

4.3. Big Freeze

A diferencia del Big Rip, en el Big Freeze (singularidad de tipo III segin la referencia [2]) la
distancia fisica entre objetos es finita:

t— ts, a— as, H — oo, H — . (25)
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Un candidato para llevar al Universo a un Big Freeze es el PGCG. Como se veia en la Seccion
3.2.3, esto afectaba a A, By « de (18) y (19). Los unicos valores que pueden tomar para tener
una singularidad Big Freeze en el futuro son los del caso II y caso IV segun la referencia [27]. A
grosso modo, podemos decir que la singularidad Big Freeze se produce para un gas de Chaplygin
fantasma cuya ecuacién de estado satisface la expresién (18) con A >0y a < —1, y cuya densidad
de energia dada en (19) tiene ademds un B < 0. La densidad de energia se dispara al infinito para
un valor maximo del factor de escala dado por:

Bt 06
Amax = Z ( )
Cerca de esta singularidad, la evolucién del factor de escala [13] se puede expresar como:
1 n 9 2-(14a)
- 1+2-« 1 1 2-(14a)
S [2<1+a>] AT (3 (14 Q)| T - [ty — 1] 1770 |, (20)

donde t;,q, — t mide el tiempo que pasa desde que el Universo tiene un factor de escala a préximo
al maximo hasta que este realmente alcanza dicho méaximo, es decir, hasta que ocurre el Big Freeze.

Al tratarse de un Universo dominado por energia fantasma, el horizonte de Hubble se contrae
hasta H~' — 0. La zona que puede seguir teniendo contacto causal es cada vez menor y, al igual
que en el Big Rip, todo acaba escapando de nuestro horizonte observable. La diferencia aqui es que
la distancia fisica entre dos puntos del Universo es finita (en el Big Rip, era infinita). Aunque aqui
sigue habiendo desgarro de estructuras, el hecho de que la distancia fisica sea finita harda que no
todo acabe como en el Big Rip. Acabamos con un Universo cuya evolucién estd congelada, nada
puede moverse por estar saturado de energia fantasma (p o« H — o). Es una singularidad més
suave que la anterior y, de hecho, se habla del Big Freeze también en las referencias [13, 14] como
otra posibilidad del Universo para no acabar en un Big Rip.

5. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico [15] es un sistema con un espacio y una serie de reglas mateméticas que
describen la evolucién de los puntos que conforman dicho espacio. Tener una regla matematica que
describa lo que ocurre en un sistema complejo parece practicamente imposible. No obstante, es
viable si tomamos dichas reglas como entrada y elegimos un conjunto de variables para caracteri-
zarlo. Elegir bien esas variables es imprescindible para obtener un sistema dimensionalmente finito
y continuo al reparametrizarlo.

5.1. Sistemas dinamicos en Cosmologia

En Cosmologia, los sistemas dindmicos son especialmente utiles a la hora de estudiar la evo-
lucién del Universo. Uno puede caer en la tentacion de utilizar las densidades de energia como
variables para caracterizarlo, sin embargo estas no suelen ser buenas candidatas para ocupar dicho
puesto. Para estudiar los distintos modelos que presentamos, recurriremos a las referencias [1, 15]
principalmente.

Sean las variables & que pertenecen a nuestro espacio X. De forma general, un sistema dinamico
se escribe como:

z = f(2). (28)
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El punto se refiere a la derivada de nuestra variable con respecto a algin parametro temporal.
Ademads, f: X — X es una funcién que se ve como un campo vectorial f(f) = (f1(Z), ..., fu(2)).
Esto implica que hay n ecuaciones que describen el comportamiento dindmico de n variables. Para
que dicho comportamiento esté bien definido, necesitamos que la funcién f no presente singulari-
dades, que generalmente sea una funcién suave en practicamente todos sus puntos. En ocasiones la
funcién no cumple esto, y en esos casos habra que compactificar el espacio de fases.

Una vez hemos definido bien nuestras variables y tenemos nuestro sistema de ecuaciones, cal-
culamos los puntos fijos Zy. Estos son aquellos que hacen que f (Zp) = 0. Nos informan sobre dénde
el sistema esta en reposo. El objetivo sera saber si ese reposo es permanente o, por el contrario, es
inestable frente a pequenas perturbaciones. La forma maés sencilla de estudiar la estabilidad de los
puntos fijos es mediante la teoria de estabilidad lineal. Se basa en la idea de linearizar el sistema
cerca del punto fijo a estudiar. Con esta premisa, uno puede expandir f (Z) como una serie de Taylor
alrededor del punto fijo Zy:

N

N , 2
@) = i@+ S0 i) g+ Z I )yt (29)
g=1 """

azjﬁa:k

donde i = ¥ — . Al trabajar en estabilidad lineal, no se consideran derivadas de orden 2 o superior
de f (Z). Seran por tanto de suma importancia las derivadas a primer orden, y por ende la matriz
jacobiana. A través de sus autovalores uno puede evaluar la estabilidad de los puntos criticos. Se
distinguen tres tipos:

= Punto inestable (repulsor): Si todos los autovalores son reales y positivos, el punto fijo repele
las trayectorias en el espacio de fases.

» Punto estable (atractor): Si todos los autovalores son reales y negativos, el punto fijo atrae
todas las trayectorias de alrededor.

= Punto de silla: Si al menos dos de los autovalores son reales y con signos opuestos, el punto
fijo atrae las trayectorias en algunas direcciones pero las repele en otras.

Como se ha comentado anteriormente, es posible que para sistemas complejos la funcién f
presente alguna singularidad en su dominio. Esto acarrea problemas porque puede haber atractores
en el infinito que no estemos teniendo en cuenta. Es necesario compactificar el espacio y traer todos
los puntos fijos a un entorno donde podamos estudiarlos. Hay varios métodos para lograrlo, aunque
en este trabajo se utilizara el método de Poincaré. Para poder entender este método, definimos la
esfera de Poincaré X2 4 Y2 + Z? = 1 cuyas variables se relacionan con las del plano zy a través de
los siguientes cambios de variable:

1
X=zZ Y=y-Z, Z = (30)

V14 x4 y?

Nuestro sistema dindmico vendra dado de la siguiente manera:

&= P(z,y), y=Q(z,y). (31)
Tanto P como () son funciones polindmicas en x e y. Los puntos criticos en el infinito se encuentran
en el ecuador de la esfera de Poincaré X2 + Y2 = 1 y cuyos dngulos polares 6; y 0; + m satisfacen:

Gm+1(0) = cos - Qu,(cosh, senf) — senb - Py, (cosb, senf) = 0, (32)

donde m es el grado méximo polinémico. Para sacar los angulos 6 es necesario que Gy,+1(0) no sea
idénticamente cero. Si lo es, estudiamos Gy,+1(0) considerando el grado anterior a m. En cuanto a
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la estabilidad de los puntos, esta se estudia con la direccion del flujo en el ecuador de la esfera: el
flujo es horario (antihorario) en los puntos correspondientes a dngulos polares 6 donde Gy, +1(0) < 0

(Gyni1 (6) > 0).

5.2. Aplicacién a modelos especificos

En esta seccién estudiaremos con sistemas dindmicos la evolucién del Universos para diferentes
tipos de energia oscura. En particular se evaldan Universos que siguen el propio modelo ACDM,
un modelo de quintaesencia y un modelo de energia fantasma. Estos dos tltimos vendran dados a
través de campos escalares.

5.2.1. Modelo estandar

En el modelo estdndar la energia oscura viene dada por la constante cosmolégica A, cuya
densidad de energia asociada es constante y satisface py = —pa. Al igual que hacen en la seccion
3.3 de la referencia [15], empezamos con la primera ecuacién de Friedmann. Esta la podemos escribir
de forma explicita con sus distintas componentes de densidad de energia de la siguiente manera:

8- m-G- 8- m-G- 8- m-G-
_ Pr + Pm + PA .
3 3 3
Elegiremos como elementos de nuestro sistema las siguientes variables, que coinciden justo con los
pardametros de densidad de radiacién, materia y constante cosmoldgica:

H? (33)

8- 71-G-pm 8- 71-G-pr 8-m-G-pa
i P A LYY =Ty B
Con ellas la ecuacion de Friedmann presentada anteriormente se convierte en una ligadura:
l=z+y+ Q. (35)

Como z e y dependen de las densidades de energia de radiacién y materia y estas toman siempre
valores positivos, restringimos nuestro espacio de fases al plano zy donde > 0 e y > 0. Ademss,
por la ecuacion anterior, vemos que z+y = 1 —Q, de tal manera que si tomamos 24 > 0, entonces
x4y < 1. Es por ello que la dindmica se restringe al interior de un tridngulo cuyos vértices son el
origen de coordenadas (0,0), el punto (1,0) y el punto (0, 1).

Si diferenciamos las variables escogidas con respecto al tiempo conforme 7, donde dn = H - dt:

. dxr dx dn , , 1 . 8 7-G . 16-7- G- pm
T Ty @ " TP E T T 3 ! 3. HA (36)
, 1 . 87 G 16-7-G-pyr -
y=759= hr— M.
H 3-H3 3. H4

Sabiendo que la ecuacién de continuidad es p+3-H - (p+p) =0, que p, = 1/3 - p, y que p,, =0,
obtenemos las siguientes expresiones:

pr=—4-H:-pp, pm = —3-H - pp. (37)

La segunda ecuacion de Friedmann también se puede escribir de forma explicita con sus distintas
presiones p;. Si ademas introducimos las ecuaciones de estado de cada fluido, tenemos que:

1

=3 (y+3-0-3).  (39)

W=

2 f8 = 8 G () -8 x G () =
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Sustituyendo los resultados de (37) y (38) en el sistema (36), y sabiendo que Q) = 1 — x — y, nos
queda que:

¥=x-3 - x+4-y-3),

v=y-B-xz+4-y—4). (39)

Es interesante, ademas, conocer el régimen donde nuestro sistema total acelera. Para ello nece-
sitamos conocer el pardmetro de la ecuacion de estado efectivo, definido como:

Dot 1 4
Weff = =-x—QQr=—-14z+ -y 40
ikl Ptot 3 3 ( )
Ya sabemos que la frontera entre un Universo en expansion acelerada y otro en expansion decelerada
ocurre cuando wers = —1/3. Tenemos por tanto que esa frontera se representa como 3-x+4-y = 2.

Todo lo que esté por debajo de esa recta tiene una dindmica en aceleracion.

En la Tabla 1 estdn dispuestos los puntos criticos del sistema y su dinamica. En la Figura 1
tenemos el grafico del espacio de fases. El punto R corresponde a un Universo donde solo hay
radiacion, el punto M a uno donde solo hay materia y el punto O es el Universo de De Sitter,
donde solo hay constante cosmolégica. R es un repulsor y O un atractor, lo que significa que
al final el Universo descrito por este modelo acaba desembocando en un Universo de De Sitter
independientemente de sus condiciones iniciales, y por tanto, el final que le espera sera la muerte
térmica. Notese también la importancia de que la época dominada por radiaciéon sea un repulsor,
que dejan atras todas las trayectorias, y la época dominada por materia un punto de silla, por el
que hay que pasar antes de llegar a la época de expansién acelerada.

T |y | weps | Autovalores | Estabilidad
R|O0|1] 1/3 {1,4} Inestable
M|{1]|0| O {-1,3} Punto de silla
O]0]|]0] -1 {-4,-3} Estable

Tabla 1: Puntos criticos del sistema (39) y su estabilidad

Figura 1: Espacio de fases del sistema (39) representado en [15]. La zona amarilla se refiere a la
regién donde la dindmica del Universo se corresponde con una expansién acelerada.

5.2.2. Modelo de quintaesencia

Por abuso del lenguaje, la quintaesencia se relaciona con un fluido cuyo parametro de la ecuacion
de estado estd comprendido entre —1 < wg < —1/3. De nuevo, podemos realizar un analisis similar
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al anterior a base de asumir una wg constante, como hacfamos con la constante cosmoldgica (donde
wp = —1). No obstante, la quintaesencia de forma més ortodoxa se interpreta como un campo
escalar canénico ¢ con un potencial V(¢) como se puede leer en el capitulo 7 de la referencia [1].

Ya veiamos en la seccién de energia oscura cémo se construia la accion y, por ende, el lagrangiano
de un campo escalar candnico. El tensor energia-momento que se deriva de ahi es:

1 (0%
T;S,(lz/)) Zap-qb-(?,,-d)—gw- <2'g 6-8a'¢'8@-¢—|—V(¢)>. (41)
A través de él podemos obtener la densidad de energia py y la presién py de tal manera que:
1 . 1 i 1 .
po= 13" = 5 & +V(9), po=3 T =5 = V(o) (42)

Las ecuaciones de Friedmann para un Universo plano pasan a ser:

_8‘7T'G.
3

1 .
2-H’+3-H2:—8-7r-G-<2-¢2—V(¢)—I—pM>,

? <1~¢2+V(¢)+pM),
2 (43)

donde pps y par son la presion y la densidad de energia de un fluido M cualquiera respectivamente,
relacionados mediante la ecuacion de estado pyr = wyys - par- Ademds, la variacién de la accién con
respecto al campo escalar ¢ nos da:

o+3-H §+Vy=0. (44)

Por otro lado, el parametro de la ecuacion de estado de un campo escalar ¢ queda como:

9
wd):@:w_ (45)

Py ¢*—2-V(9)

Vemos que este toma valores en el rango [—1,1]. Asimismo, la energia oscura viola la condicién
de energia fuerte y por tanto wy < —1/3. Esto fija la condicién de que P? < V(¢). Sin embargo,
para evitar que wy = —1 (v por tanto evitar volver a tener una constante cosmoldgica como energia
oscura) el potencial tiene que ser lo suficientemente superficial como para que el campo ¢ evolucione
de manera lenta a lo largo de él: ¢2 < V(¢), pero no ¢? < V().

Para estudiar la dindmica de los modelos con quintaesencia, usaremos las siguientes variables
adimensionales:

:\/S.W‘G~¢‘)’ y:\/8'7'("G.\/V7 QMZSWE
V6 - H V3-H 3-H

donde asumimos una sola componente de materia, por simplicidad, y V(¢) > 0. Podemos por tanto
escribir la primera ecuacién de Friedmann como:

“PM; (46)

1=2>+y* + Qu. (47)

Como el pardmetro de densidad del campo escalar es Qg = z2 + 92, la ecuacién anterior se puede
escribir como Q4 + Q) = 1. Tanto Q4 como €2, estdn definidas positivas, de tal manera que
Qp+Qy > 0= 0<Qy+ Q) < 1. Esto, en término de las variables x e y se interpreta como:

0<a?+¢y>=1-Quy < 1. (48)
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La dinamica se restringe al interior de un circulo de radio unidad. Si ademads se impone que y > 0,
la restriccién avanza hasta solo tomar la mitad superior de ese circulo. Justo la frontera donde
x? + 3% = 1 corresponde a una densidad 24 = 1, un Universo dominado por el campo escalar.

Al derivar las variables escogidas con respecto al tiempo conforme 7, donde dn = H - dt:

.1 S.7-G - V8S-n-G . .
H V6 - H? V6 - H3 (49)
, 1 . V8-7-G 1 . V8T G .
Y == 9= . -V¢-¢—7-\FV-H.
H V3-H2 2.V V3. H3
Obteniendo el valor H/H? de de la segunda ecuacién de Friedmann:
H 2 3 2 _ .2
=3 *5-(1+WM)-(1*SU —-y7). (50)

Por otro lado, para simplificar atin més la expresion, definimos la variable A (que caracteriza la
pendiente del campo potencial) como:
v
A= (51)
V8- m-G-V

Con todo esto, nos queda que la dindmica viene expresada a través de las siguientes ecuaciones:

6 3
56/2\2[-)\'3]2—3-%'—.1" (—3-x2—2-(1+wM)-(1—x2—y2)>,
(52)
6 3
y':—\g')\-x-y—y- (—3~x2—2-(1+wM)~(1—x2—y2)>.
A es otra variable dindmica que se rige por la siguiente ecuacién:
dX V-V
N="C=—V6-(0—1)-\2- 2, r=—_*% (53)
dn Vs

Es interesante conocer el régimen donde nuestro sistema total acelera o no. El parametro wy
descrito en (45) se puede reescribir en términos de las variables del sistema como:

2,2
r=—Yy
We 22+ 12 (54)
Asi, el pardmetro de la ecuacion de estado efectivo es:
Weff = imt :wM-QM+w¢'Q¢=fU2—3/2+WM‘ (1—552—3/2)- (55)
tot

Sabiendo que para que el Universo se expanda de forma acelerada wefr < —1/3, podemos definir
una frontera descrita por la expresién (1 —wy) - 22 — (1 +wyr) - y? = —1/3 — way.

Llegados a este punto, cabe preguntarse qué potencial es el indicado. La eleccién del potencial
nos fija tanto A como I'. Estas variables pueden ser constantes o no. Si elegimos un ejemplo sencillo
donde )\ sea constante, al resolver (51) tenemos que el potencial es de tipo exponencial [24]:

V(g) = V- e VETEN?, (56)
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En este caso tenemos I' = 1. El sistema dindmico presentado en (52) es invariante bajo la trans-

formacion y — —y. Esto implica que para valores negativos de y, la dindmica del sistema sera

exactamente igual que para valores positivos. Ademas, este sistema también es invariante bajo la

transformacion simultdnea de A — —A y ¢ — —x. Esta simetria nos permite estudiar el sistema

para valores positivos de A, pues los valores negativos nos daran los mismos resultados dindmicos.
En la Tabla 2 estan dispuestos los puntos criticos del sistema y su dinamica:

» El punto O corresponde a un Universo donde solo esta presente el fluido M (que, por simpli-
fidad, supondremos que es materia y que por tanto wys = 0).

» Los puntos A4 son Universos dominados por el término cinético de ¢ donde €2, = 1. Aqui no
hay aceleraciéon pues wfyr = 1. Recordamos que 24 = z? 4 9% donde 22 se relacionaba con el
término cinético e 32 con el potencial, y en estos casos y = 0.

= El punto B se relaciona con un Universo que evoluciona tanto por la influencia del fluido
M (suponemos materia) como la del campo ¢. Aqui wys = wy, y puede considerarse que se
expande como si fuera un Universo completamente dominado por el fluido M (materia). La
diferencia entre B y O es que en O no hay ningin tipo de campo escalar ¢, y 13 = 0. Pero
en B, a pesar de haber campo escalar (y, de hecho, tener una Q4 = 3 - (1 4+ wys)/A?), este
influye de igual forma en el Universo que la materia y sus ecuaciones de estado coinciden.
Notese que si A — oo, el punto B coincide con O.

= Kl punto C es un Universo donde solo hay campo escalar ¢. Al igual que los puntos A4, en
el punto C' tenemos que {1y = 1. La diferencia aqui es que tanto el término cinético como el
potencial tienen influencia, al contrario que lo que ocurria en A4+ donde solo actuaba la parte
cinética. Nétese que si A — 0, el punto C' corresponderia exactamente a un Universo de De
Sitter.

El problema es que B y C no siempre van a existir, estan restringidos a ciertos valores de .
En el caso del punto B, este solo existe si A> > 3 - (1 4+ wys). Para C, su existencia se acota para
valores que cumplen que A? < 6. Si tomamos wys = 0, tenemos tres rangos para estudiar el sistema
en funcién de A como podemos ver en la Figura 2, donde se muestran los diagramas de fase para
un caso de cada tipo:

= El primer rango corresponde a A < /3 (por ejemplo, A = 1). En este rango el punto B no
existe. Tenemos los puntos A4 como inestables y O como un punto de silla. El punto C' es
un atractor que esta en la regién acelerada. Para tiempos tardios representa un buen modelo
de transicién entre materia y energia oscura, acabando en muerte térmica. No obstante, para
tiempos tempranos el Universo estd dominado por un fluido rigido con w = 1, por lo que no
parece muy favorable fenolégicamente hablando.

= El segundo rango se encuentra en v/3 < A < v/6 (por ejemplo, A = 2). En este rango, tanto los
puntos B como C' existen. O y A1 son un punto de silla y puntos inestables respectivamente.
B siempre es un punto estable y C aqui es un punto de silla. Ninguno de los puntos estan en la
regién acelerada, aunque ello no impide que para muchas trayectorias el Universo experimente
un periodo corto de expansiéon acelerada. Para tiempos tempranos tenemos el mismo problema,
que en el rango anterior. El futuro césmico, por otra parte, es aquel donde hay influencia tanto
de materia como de campo ¢ y sin aceleracién. Con el paso del tiempo, el decaimiento de
estas componentes lleva a un Universo vacio.
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= El tercer rango existe para A > /6 (por ejemplo, A = 3). Aqui no existe el punto C, y el
tnico punto inestable es el Ay. Tanto O como A_ son puntos de silla, y el atractor B es el

mismo.
T Y Weff Autovalores Estabilidad
O 0 0 0 %, —% Punto de silla
Inestable si A < /6
A 1 0 1 { _ \/5 : } CSAS
+ 3,3 2 A Punto de silla si A > V6
Inestable si A > —/6
A | 41 0 1 { 3 } =
33+ 4/3-A Punto de silla si A < —/6
3 1 3 3
)
A T | a2 {ﬁ_ 9 } Estable si A\ < 3
C 6 1-3% 5 1 z A3 Punto de silla si 3 < A2 < 6

Tabla 2: Puntos criticos del sistema (52) y su estabilidad para el caso donde wps = 0. Se ha utilizado

A =+/—7-)2 — 24 como abreviacién.

Figura 2: Espacio de fases del sistema (52) representado en [15] para A = 1, A =2y A = 3
respectivamente y wys = 0. La zona amarilla se refiere a la region de expansiéon acelerada.

5.2.3. Modelo de energia fantasma

La energia fantasma se puede entender como un fluido que, ademas de violar la condicién de
energia fuerte, viola la condicion de energia nula. Esto lo que hace es que su densidad de energia
crezca con el paso del tiempo. Otra manera de entender la energia fantasma, al igual que con la
quintaesencia, es con campos escalares. En este caso nos encontramos ante un campo escalar no
canodnico. Su lagrangiano es idéntico al candénico salvo por el signo negativo de su parte cinética.
Sabiendo que la unica diferencia entre (16) y (17) es dicho signo, las ecuaciones de Friedmann que
estudidbamos en la seccién de la quintaesencia (43) solo cambian por ese signo. La densidad de
energia del campo, su presion y su parametro de la ecuacién de estado ahora son:

1 . 1 . 242V
po=—5 ¢ +V(®), po=—5 0" = V(9), %ZM- (57)

Siguen siendo utiles las variables de (46). La primera ecuacién de Friedmann en este modelo repa-
rametrizada queda algo distinta a (47) por ese signo menos en la parte cinética:

1= —22+4% + Q. (58)
De nuevo, tanto Q4 = —22 4+ y? como Q estan definidas positivas, de tal manera que, suponiendo

y > 0, el sistema se restringe a la mitad superior de la hipérbola cuya ligadura viene dada por
0< —224+9y>=1-Qu < 1.
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El sistema dindmico es muy similar a (52) cambiando algunos signos. Este sistema también es
invariante bajo transformaciones y — —y y la transformacion simultanea A - -\ y o — —x:

:U,:—\éé-)\ v —3.x—x (3 xz—% (1+wn) (1+x2—y2)>,
59
y':—\gé-)\.y.x—y.<3 22— (14 wy) (1+x2—y2)> i
Es interesante definir el régimen de expansién acelerada a través de:
et =P g O sy 0 = 2 g - (L ). )

Hay que diferenciar una expansién acelerada dada por energia fantasma de una aceleraciéon mas
clésica (donde no se viola la condicién de energfa nula). Sabiendo que el limite entre la region

fantasma y la region de aceleracién clasica estd en wery = —1, podemos definir una frontera descrita
por la expresion (wy—1)-22 — (14+wy)-y? = —1—wyy. La frontera que divide la zona de aceleracién
con la de deceleracién es (wy — 1) - 2% — (1 +wyy) -2 = —1/3 —wyy.

El objetivo de estudiar un sistema dindmico para este caso es comprobar que efectivamente
obtenemos como atractor uno de tipo Big Rip. Segun las referencias [24, 25], el potencial (56) nos
puede dar una singularidad de este tipo. Por lo tanto, volvemos a asumir que A es una constante.

En la Tabla 3 estan dispuestos los dos tinicos puntos criticos del sistema y su dindmica:

» El punto O corresponde con un Universo donde solo esta presente el fluido M (que, de nuevo,
supondremos materia con wys = 0).

» El punto C' es un Universo dominado por energfa fantasma, donde w.rr < —1 y ademés
{14 = 1. El punto estd en el régimen fantasma y se comporta como un atractor de tipo Big
Rip como se demuestra en la referencia [25]. N6tese que si A = 0, tendrfamos un Universo
de De Sitter puesto que, a pesar de que €0y = 1, en este caso w.yy = —1. El punto pasaria a
estar en (0, 1), en la zona de expansién acelerada pero no en el régimen fantasma.

El problema es que el sistema dado por (59) no es compacto. Necesitamos estudiar el sistema
en el infinito para ver si hay algin atractor méas que no estemos teniendo en cuenta. Para ello
utilizamos el método de Poincaré. Necesitamos calcular G3 ya que G4 = 0 idénticamente y no se
puede sacar informacion. Asi:

Gz = —\éé “X-cos(2-0)-sen(f) = 0. (61)

Las soluciones son los dngulos ¢ = 0, 6o = 7/4, 03 = 3-7/4 y 04 = w (correspondientes a los
puntos Ay y By, los posibles atractores del sistema). La funcién G3 es negativa en los intervalos
[01,02] v [03,04], por lo que el flujo tiene sentido horario.

En la Figura 3 podemos ver el espacio de fases original y el corregido con el método de Poincaré.
Nétese que en cada diagrama se usan un tipo distinto de coordenadas, (z,y) para el original y (X,Y)
para el de Poincaré:

= En la grafica de la izquierda se puede observar la transicion de un Universo dominado por
materia a uno dominado por energia fantasma. El punto C' siempre sera un atractor Big Rip
futuro mientras que el punto O serd un punto de silla describiendo un Universo dominado
por materia. La zona verde representa la regiéon fantasma (wers < —1), donde el Universo
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estd dominado por esta energia. La zona amarilla es la regiéon con una aceleraciéon estandar
(=1 < weff < —1/3) y la blanca del centro, la de deceleracién. Como el espacio de fases
para el campo escalar fastasma no es compacto, las trayectorias se extienden hasta el infinito.
Esto deja claro que los atractores pasados del espacio de fases deben estar representados por
puntos en el infinito.

= En la gréifica de la derecha se ha compactificado el espacio de fases. Los puntos situados en
el circulo unidad provienen del infinito, entre los cuales se encuentran Ay y By (posibles
atractores pasados). El flujo tiene sentido horario y las trayectorias acaban en C. La linea
constante Y = 1/4/2 del circulo por encima de la cual no hay nada dibujado corresponde a
la zona superior de la parabola del sistema no compacto, la zona prohibida.

Aunque un modelo con energia fantasma sea viable a la hora de explicar el Universo tardio (el
Universo acaba en una singularidad Big Rip), no tiene la misma suerte con el Universo temprano.
La fenomenologia del campo escalar fantasma en el Universo temprano presenta singularidades que
claramente indican que este modelo no es viable durante ese periodo. La densidad de energia del
campo escalar diverge a —oo y la de materia a +00. Este comportamiento implica que el campo
escalar siempre presentard energias negativas en el Universo temprano, y estas divergencias se
relacionan con los problemas de estabilidad de los campos con energias negativas [3].

x Y Weff Autovalores Estabilidad
O] 0O 0 0 {0,-3} Punto de silla
A A2 A2 A2
cl-2 | i+ | 1-% [ {3-% 3-2}| Bstable

Tabla 3: Puntos criticos del sistema (59) y su estabilidad para el caso donde wy; = 0.

ViV ULUAY

Figura 3: Espacio de fases del sistema (59) representado en [15] para A = 1 con wys = 0. La zona
verde es la regién fantasma y la amarilla la de aceleracién mas cldsica (no super-acelerada).

6. Conclusiones

El destino final del Universo dependera del tipo de modelo cosmolégico que lo describa. A
través de los sistemas dinamicos en Cosmologia hemos podido estudiar la evolucién del Universo
en algunos de estos modelos.

Un modelo cuya energia oscura viene dada por una constante cosmolégica (como ocurre en el
modelo ACDM) acaba dando lugar a un Universo de De Sitter, un Universo vacio solo con A, y
desembocando en muerte térmica. Se alcanza el estado de maxima entropia, no se puede sustraer
energia de ningiin mecanismo y el Universo esta en perfecto equilibrio termodinamico.

Por otro lado, en un modelo de quintaesencia también alcanzamos la muerte térmica, aunque en
estos casos su definicién se corresponde con la muerte térmica clasica donde tenemos un Universo
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vacio sin actividad. Se ha estudiado este modelo especificamente para campos escalares candénicos
con el potencial més sencillo: uno de tipo exponencial, donde A y I permanecen constantes. Aunque
no consigan explicar de forma satisfactoria la dinamica del Universo temprano, pueden acertar a la
hora de hablar del Universo tardio. Los tinicos valores de A que llevan al Universo a una dindmica
de expansién acelerada futura son aquellos para los que A < v/3. De hecho, si A — 0 volvemos a
tener un Universo de De Sitter como en el caso del modelo ACDM.

En cuanto al modelo de energia fantasma, este al ser estudiado mediante campo escalares (ahora
no canénicos) también requiere de la eleccién de un potencial. Al querer encontrar un atractor tipo
Big Rip, se ha demostrado que el potencial exponencial utilizado para los modelos de quintaesencia
también vale. A diferencia del caso anterior, el espacio de fases de este modelo se ha de compactificar
para poder estudiar también los posibles atractores pasados. El Universo acaba en un Big Rip,
entrado en la regién fantasma donde la expansién del Universo es super-acelerada y se produce el
desgarro del espacio-tiempo. Tanto el factor de escala como el parametro de Hubble y su derivada
divergen al infinito en un tiempo finito. Como pasa con los modelos de quintaesencia, los modelos
de energia fantasma no logran explicar bien el Universo temprano, y por tanto se asumen como un
fenémeno emergente en el futuro.

Aunque no se ha dedicado ninguna seccién a estudiar el modelo de PGCG con sistemas dindmi-
cos, se ha demostrado que este da lugar a una singularidad en un tiempo finito donde el factor
de escala es finito, y donde el pardmetro de Hubble y su derivada divergen al infinito: el Universo
acaba en un Big Freeze, que al igual que el Big Rip ocurre por tener energia oscura que viola la
condiciéon de energia nula y por tanto su densidad de energia crece con el paso del tiempo, pero
a diferencia de él en el Big Freeze no hay un desgarro del espacio-tiempo, simplemente llegard el
momento donde nada en el Universo se pueda mover debido a la saturacion de densidad de energia
fantasma, produciendo una congelacién para toda la eternidad.
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