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Abstracto

En este trabajo de fin de master, estudiamos un tipo especial de solucién a las ecuaciones
de Yang-Mills denominado instantén. Los modelos més clasicos de este tipo de solucion son
los monopolos, que viven en un fibrado principal con variedad base la esfera bidimensional
y grupo estructural U(1). Mas adelante, se generalizo este concepto a un fibrado con grupo
estructural SU(2) y la esfera tetradimensional como variedad base, naciendo el concepto de
instanton.

La teoria de instantones ha sido generalizada exitosamente en varias direcciones. Por una
parte, trabajando con variedades base de holonomia especial, se han considerado variedades
base de dimension diferente de 4 pero dotada de alguna estructura geométrica modelada por
grupos excepcionales (G, Spin(7),...), de forma que el instantén solucién conviva con esta
estructura. Veremos un enfoque moderno que nos permite construir este tipo de variedades
e instantones con ecuaciones de evolucion.

La otra direccion que nos interesara en este trabajo toma fibrados principales con cualquier
grupo estructural sobre H", y explora la construccion de instantones utilizando las ecuaciones
de Nahm.

In this master thesis, we study a special type of solution to the Yang-Mills equations
called instanton. The most classical models of this type of solution are monopoles, which live
in a principal bundle with the bidimensional sphere as its base manifold and structural group
U(1). Later, this concept was generalized to a bundle with structural group SU(2) and with
the 4-sphere as its base manifold, thus creating the concept of instanton.

The theory of instantons has been successfully generalized in several directions. On the
one hand, working with base varieties of special holonomy, researchers have considered base
manifolds of dimension other than 4 but endowed with some geometric structure modeled
by exceptional groups (Ga,Spin(7),...), so that the instanton solution coexists with this
structure. We will see a modern approach that allows us to construct such varieties and
instantons with evolution equations.

The other direction that will interest us in this thesis takes principal bundles with any
structural group over H", and explores the construction of instantons using the Nahm equa-
tions.






Introduccion

Para poder abordar la teoria de instantones, es fundamental definir el concepto de fibrado
principal con grupo de Lie estructural G, y aspectos geométricos de esta estructura como lo
son las conexiones y la curvatura asociada a una conexion. A parte de dar estas definiciones,
daremos varios resultados sobre la teoria de fibrados que nos permitiran trabajar mejor con
estos conceptos geométricos. Como tltimo apartado sobre fibrados, hablaremos de las clases
caracteristicas, subconjuntos de las clases de cohomologia del fibrado, que nos permiten me-
dir cuanto se aleja un fibrado de ser trivial.

Desde su introduccién en la década de los 50 del siglo pasado por Yang y Mills, las ecua-
ciones diferenciales sobre las conexiones de un fibrado principal (los potenciales en el lenguaje
fisico) han jugado un papel central en los modelos de la Fisica Tedrica. Poco tiempo después
se comprobd que las soluciones de estos modelos podian, ademas, proporcionar informacion
relevante a nivel topoldgico y geométrico de las variedades involucradas. La busqueda de so-
luciones a estas ecuaciones ha sido, desde entonces, un objetivo de relevancia en estos ambitos
cientificos.

Las famosas ecuaciones de Yang-Mills, son unas ecuaciones diferenciales sobre la curva-
tura, que surgen como las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas al minimizar un funcional
sobre esta. Este funcional de alguna forma nos permite encontrar conexiones de curvatura
“minima”, ya que como veremos, no existe una forma canoénica de seleccionar una conexion.

Si tomamos como variedad base una variedad riemanniana de dimension 4 y grupo es-
tructural G = SU(2), los instantones se definen como conexiones de manera que su curvatura
coincide con su propio dual de Hodge (médulo un signo). Es facil ver que este tipo de cone-
xion es solucién a la ecuacion de Yang-Mills. Daremos también la construccion del famoso
instantén BPST en el fibrado de Hopf sobre la esfera tetradimensional.

No sera hasta el tltimo capitulo cuando veamos una definicién de instantén para un gru-
po estructural cualquiera G. Para ello generalizaremos el concepto de auto-dualidad de la
curvatura, necesitando hacer uso de una G-estructura de holonomia especial en la variedad
base. Para poder construir estos instantones vamos a ver como crear estas estructuras y los
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propios instantones utilizando técnicas de ecuaciones de evolucion. Por ultimo describiremos
un método para crear instantones con variedad base H" sin la necesidad de una G-estructura,
haciendo uso de las llamadas ecuaciones de Nahm.

Para poder entender este material, es fundamental conocer las definiciones y resultados
bésicos de teoria de grupos y algebras de Lie. También sera necesario dominar conceptos
basicos de geometria diferencial como pueden ser las formas diferenciales, las métricas y su
holonomia, el dual de Hodge o la cohomologia. Para entender comodamente las demostracio-
nes del ultimo capitulo del trabajo, puede ser necesario conocer algunos rudimentos de teoria
de representaciones de las dlgebras de Lie y G-estructuras, aunque esto no es completamente
necesario.
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e» PRIMER CAPITULO &

Preliminares

1.1. Fibrados

La nocién de fibrado nace de la idea de un espacio topolégico que localmente es un espacio
producto, aunque globalmente no lo sea. En ese caso hablamos es un espacio de alguna forma
“retorcido”. En este trabajo, ademas pediremos cierta suavidad en nuestras definiciones, por
lo que vamos a trabajar directamente con variedades diferenciables.

Definicién 1.1.1. Un fibrado es una tupla (E, 7, M, F,G), donde:

1. E es una variedad diferenciable llamada el espacio total.
2. M es una variedad diferenciable llamada el espacio base.
3. F es una variedad diferenciable llamada la fibra.

4. m: E — M es una aplicacion sobreyectiva llamada proyeccion tal que 7 (p) = F,
donde I, = F se llama la fibra en p

5. G un grupo de Lie, llamado el grupo estructural, que actia en F por la izquierda.

6. Hay un recubrimiento de abiertos {U;} de M equipados con difeomorfismos ¢; :
U; x F — 7= YU;) de forma que 7o ¢;(p, f) = p. A los ¢; los llamaremos triviali-

zaciones locales.

7. Si denotamos ¢; ,(-) = ¢i(p,-), entonces para dos abiertos U; NU; # O las llamadas
funciones de transicion t;;(p) = gb;; o ¢jp : UiNU; — Difeo(F) deben ser

elementos de G que actian sobre la fibra tal que:

oi(p, f) = ¢i(p, ti(p) f)




1.1. Fibrados

Las funciones de transicién deben cumplir ademas las siguientes condiciones para poder
pegar entre si los abiertos:

ti(p) = id(p) (p € Us)
tij(p) =t (p) (peUiNUy)
tix(p) = ti;(p) - tjr(p) (peU;nNU;NU)

Por motivos de comodidad con la notacion muchas veces denotaremos un fibrado como
s . . . .
E — M, o incluso solo haciendo referencia al espacio total E.

Ejemplo 1.1.2 (Banda de Mdebius)
Podemos ver la banda de Moebius M, como un fibrado sobre S* tal que (M, ,S!, R, (R, +))

como se ve en la siguiente figura:

Donde estd claro que la trivializacién ¢; nos envia p~(U;) a el espacio producto de

dos intervalos.

Como vemos, esta claro que un fibrado no tiene por que ser un producto de dos
espacios, ya que si la banda de Méebius fuera producto de dos variedades de dimension
uno, entonces seria orientable.

El ejemplo anterior muestra la definicién de fibrado de manera muy clara. Y muestra
como la banda de Moebius es algo distinto a un producto de variedades. Si el espacio total de
un fibrado puede ser escrito como E = M x F', entonces diremos que es un fibrado trivial.
A continuacién uno de los ejemplos mas clédsicos de fibrado, en este caso trivial.
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Ejemplo 1.1.3 (Fibrado tangente)

El fibrado tangente a una variedad M de dimension n, usualmente denotado T'M se define
como:
T™ = | J{p} x T,M
peEM

Es facil comprobar que este fibrado se compone de las siguientes partes:

= Su espacio total es T'M » Su proyeccién es 7(p,u) = p
= Su espacio base es M » Su grupo estructural es GL(n,R)
» Su fibra es T,,M » Sus trivializaciones son la identidad.

A continuaciéon vamos a definir el concepto de seccién, que no es mas que una inclusiéon
de nuestro espacio base (o parte de el para las secciones locales) en el espacio total.

Definicién 1.1.4. Sea E = M un fibrado principal. Una seccion s : M — E es una

aplicacion diferenciable que cumple ™o s = idys. El conjunto de las secciones de M
ab

es denotado como U'(M, F). Si U C M, entonces podemos hablar de secciones locales

definidas solo en U. Donde denotaremos I'(U, F') al conjunto de todas las secciones locales
de U.

Es importante remarcar que no todos los fibrados admiten secciones globales. Si el fibrado
es trivial, entonces admite secciones globales dadas por la inclusion

spMx{ft—=E feF

Mas adelante estudiaremos un tipo especial de fibrado, donde su grupo de estructura coincide
con la fibra, y veremos como para este tipo de fibrados, el hecho de poseer o no una seccién
global caracteriza el ser un fibrado trivial.

1.1.1. Morfismos y Pullback de un fibrado
Definicién 1.1.5. Un morfismo entre dos fibrados (E, M, 7, F),(E', M', 1, F') consiste

en dos aplicaciones (f, f) de forma que hacen el siguiente diagrama conmutativo:

E—1 g
MT>M/
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Obsérvese que f determina f, ya que para cada z € M, tomando f restringida a las fibras

~

foria) = 77 H(f(2)

Y ahora tomando dos trivializaciones (U, ¢p), (U, py), de forma que f(U) C U’ obtenemos
que ) )
fU’U/IQDU/OngO&IZUXF%UXF

Vemos claramente que fU’U/ es de la forma (f, f ).

Como tenemos una composicién de morfismos, (f, f)o(g,§) = (fog, f o §) entonces tiene
sentido definir la nocién de isomorfismo:

Definicién 1.1.6. Un isomorfismo entre dos fibrados (E, M, 7, F), (E', M', 7, F") es un
morfismo (f, f) de forma que existe otro morfismo (g, g) entre (E', M', 7, F"), (E, M, m, F)

de forma que:

idg

fog=idy foj
gof=idy gof=idp

Definicién 1.1.7. Sea (E, M, 7, F) un fibrado, y f : M' — M una aplicacién continua.
Definimos el pullback de E a través de f como el fibrado (f*E, M’ 1, F) donde:

J'E={@'e)e M'"xE| f(z') =m(e)}

T f*E —M

(o e) —a'

Ademas, se cumple que existe un morfismo de fibrados entre (f*E, M’ 7, F)y (E, M, m, F).

1.1.2. Reconstruccion de Fibrados

Veamos ahora como podemos reconstruir un fibrado dados M, {U;},t;;, F,G. Para ello
necesitamos encontrar el espacio total E, la proyeccién 7 y las trivializaciones ¢;. Primero
construimos el siguiente conjunto:

@@::UUZ-XF

Y sean (p, f) € U; x F'y (q, f') € U; x F construimos la relacién de equivalencia en & dada
por:

(2, )~ f)ep=qay [ =t;p)f

4
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El espacio base se define entonces como
E=8&/~

Sea [(p, f)] € E, la proyeccién se define como 7([(p, f)]) = p, v las trivializaciones ¢; son
las siguientes:

¢i : Uy x F =7 1(U))
(v, ) =[(p, )]

Definicién 1.1.8. Un fibrado vectorial es un fibrado E = M cuya fibra es un espacio
vectorial. Sea R* y M una variedad p-dimensional. A k se le denomina la dimension de

la fibra y se denota como dim E' como en teoria de representaciones.

El grupo de estructura serd un subgrupo de GL(k,R). Si F' es C* se suele denominar

fibrado vectorial complejo, y cumple que G < GL(k,C).

1.2. Fibrados Principales

Definicién 1.2.1. Un fibrado principal es un fibrado P = M con la fibra F idénti-
ca al grupo estructural G. También nos referiremos a esta definicion como G-fibrado

principal sobre M.

Ademds definimos una accion de G en F' por la derecha (para no obstaculizar la accién
de las funciones de transicion, que actian por la izquierda como antes). Sea ¢; : Ui x G —
7~ (U;) una trivializacion local de forma que ¢;*(u) = (p,g:), donde u € 7 (U;) y
p=m(u). La accién de a € G en la fibra 7= (U;) se define como ¢; ' (ua) = (p, g;a)

ua = @; (p, gia)

para cualquier u € 7= *(p). Como hemos dicho esta accién conmuta con las funciones de

transicion, por lo que es independiente de la trivializacion escogida.

Por lo tanto, la accion por la derecha P x G — P se define sin recurrir a la trivia-
lizacion escogida, y se denota como (u,a) — ua. Véase que la proyeccion es invariante
respecto de esta accion, w(ua) = w(u). Ademds dado que la fibra es difeomorfa al propio

grupo de Lie, la propia accion es transitiva y libre.
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Dada una seccién local cualquiera s(p) sobre U;, podemos definir una trivializacién canéni-
ca ¢; de la siguiente forma. Para cada u € 7~ !(p),p € U;, existe un tnico g, € G tal que
u = 8;(p)gy. Definimos entonces la trivializacién ¢; como ¢; ' (u) = (p, g,). En esta triviali-
zacién, la seccién s;(p) es:

si(p) = ¢i(p, e)

El ejemplo fundamental de fibrado principal, es el fibrado de referencias o fibrado de
marcos, que guarda en un solo objeto los puntos de una variedad, y todas las bases posibles
de el espacio tangente a ese punto.

Ejemplo 1.2.2 (Fibrado de referencias)

Sea M una variedad diferenciable y sea F' (M)
F(M)=A{v, v={v, ... ,v,} base de T,M parap € M},

y la proyeccion 7 : F(M) — M, n(v) = p. Tomando un entorno coordenado (z,U) de

p € U C M, entonces toda base v = {vy, ..., v,} de T,M se escribira como

0

vV = aij(v)%}ﬂ(v)

de manera (a;;(v)) esta en GL(n,R). Por supuesto, cada matriz de GL(n,R) determina
una base de T,M parap € U.

Ahora tomando la siguiente trivializacion
¢ : 7 HU) =(z,U) x GL(n,R)
v = (m(v), aij(v))

estd claro que F'(M), es variedad diferenciable. Ademds los cambios de carta nos generan

las funciones de transicion gy de la siguiente forma
oy (UNV) x GL(n,R) =(UNV) x GL(n,R)
(x, A) = (z, guv(z) - a;j(v))

Con ello vemos que efectivamente F(M) = M es un fibrado principal con fibra GL(n, R),
idéntica al grupo estructural.

Si M fuese una variedad Riemanniana, esta construccion se podria hacer también tomando
bases ortogonales con el producto dado por la métrica, con la que obtendriamos un fibrado
principal con grupo estructural O(n). Este concepto de reducir el grupo de Lie de un fibrado
principal a otro mas pequeno, se generaliza facilmente con el concepto de reduccion.
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1.2.1. Reducciones y G-estructuras

Definicién 1.2.3. Sea P 5 M un G-fibrado principal, y sea H < G. Una reduccién
(de G a H) suya consiste en un H-fibrado principal Q = M y un encaje ¢ : Q — P,

de forma que si i es la inclusion de H en G, el par (¥,1), es un morfismo de fibrados

principales.

Ahora nos interesa aplicar este concepto al fibrado de referencias de una variedad F'(M),
para obtener una estructura geométrica en la variedad base asociada a un subgrupo H <
GL(n,R) que no cambie por las transformaciones dadas por H.

Definicién 1.2.4. Sea H un subgrupo cerrado de GL(n, R), llamamos H -estructura

en una variedad M a cualquier reduccion del fibrado de referencias F'(M) a un H-fibrado

principal.

Asi, para los subgrupos H < GL(n,R) usuales, es facil demostrar que se obtienen las
siguientes correspondencias.

Dar una GLg(n, R)-estructura corresponde a dar una orientacién en M.

Dar una SL(n,R)-estructura corresponde a dar una forma de volumen en M.

Dar una O(n)-estructura corresponde a dar una métrica Riemanniana en M.

Dar una U(1)-estructura corresponde a dar una estructura Kéhler en M.

Dar una SU(2)-estructura corresponde a dar una estructura hyper-Kéhler en M.

Ejemplo 1.2.5 (SU(3)-estructuras)

Las SU(3)-estructuras se consideran en una variedad M de dimensién 6. Si tenemos

una estructura de este tipo, existen referencias locales (g, ...€%) de covectores, del fibra-
do cotangente de forma que se pegan entre ellas con funciones de transicion en SU(3).
Explicitamente, si introducimos una referencia (z*, 2%, %), con sus respectivos conjugados
(z',22,23) en el fibrado cotangente complexificado como:

ot =l +ie?, =+t 2P =& +ief,
entonces una SU(3)-estructura corresponde a las transformaciones de estas referencias

2% — Uy pa® con U € SU(3). Entonces estd claro que las formas

_3 a —a 1 2 3
0—2;33 AT Y=z ANx"ANzx

7
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son SU(3) invariantes y por lo tanto bien definidas en todo M. Ademads 1 nos define

@/A) una forma tal que ¢ + u@ es una (3,0)-forma. Finalmente, la métrica asociada a esta

SU (3)-estructura es:

De forma alternativa, se puede demostrar que una SU(3)-estructura en M viene ca-
racterizada por (o,1) donde o es una 2-forma real definida positiva en todo M, y 1 es

una 3-forma en M de forma que satisfacen:

3i -
0/\0/\0251&/\2&, oAy =0.

1.2.2. Fibrado asociado y fibrado adjunto

El fibrado asociado es una estructura que nos permite cambiar la fibra de un fibrado
principal, con otra fibra distinta de forma que se mantengan las funciones de transicién como
elementos del grupo estructural.

Definicién 1.2.6. Sea un G-fibrado principal P = M con G actuando sobre una varie-

dad F' por la izquierda. Definimos una accion de g € G en P X F' como:

(u,f) = (ug,g™" - f) ueP fEF

Entonces el fibrado asociado PxgF es el cociente Px F/ ~, donde (u, f) ~ (ug,g ' f)
para todo g € G.

Sea F' = espacio vectorial k-dimensional V. Sea p una representacion k-dimensional
de G. El fibrado vectorial asociado P x,V se define identificando

(u,0) ~ (ug,p(9)"'v) w€P geG veV

La estructura de la fibra del fibrado asociado & = P x,V wiene dada de la siguiente
forma. La proyeccion T : E — M esta definida por 7(u,v) = w(u), la cual estd bien
u’

definida ya que 7(u) = 7(ug) implica 7 (ug, p(g)~*v) = 7(ug) = 7(u,v).

Las funciones de transicion de E wvienen dadas por p(t;;j(p)) donde t;;(p) son las

respectivas funciones de transicion de P.
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Definicién 1.2.7. Definimos el fibrado adjunto ad P de un G-fibrado principal P =

M como el siguiente fibrado vectorial:

adP =P Xaq 9

i.e. ad P es el cociente P x g/ ~, donde (u, A) ~ (ug, g~*Ag) para todo g € G.

1.3. Conexiones y Curvatura en Fibrados Principales

En un fibrado principal P = M, existe una forma canénica de definir un subespacio de
T,(P), de forma que todos sus vectores sean tangentes a la fibra que pasa por y. Para ello
tomamos la derivada de la proyeccion

dym: T,P — T,(y)B

y definimos este subespacio, que denominaremos subespacio vertical V;, como V,, = ker(d,).
Por construccion, este subespacio es tangente a la fibra, ya que la derivada de la proyeccion
se anula en todos los vectores que lo forman.

Sin embargo, no existe una forma canoénica de definir un “subespacio horizontal” que sea
complementario al vertical. Para poder realizar una eleccion, nace el concepto de conexion,
que basicamente es una asignacion de un subespacio horizontal a cada punto, de manera que
se comporta bien con la acciéon de G sobre P.

Definicién 1.3.1. Sea P = M un G-fibrado principal, y para cada v € P sea V, el
subespacio vertical de T,(P). Una conexion I' en el fibrado, es una asignacion de un

subespacio H, de T,,(P) a cada u € P de forma que se cumple:

1. T,(U) =V, & H,
2. Hyy = (Ry):H, (donde R, denota la accion por la derecha de g)

3. H, depende diferenciablemente de u

Llamamos a H, el subespacio horizontal de T, (P).

Para un vector x € T,,(P), diremos que es vertical si x € V,, y diremos que es horizontal, si
x € H,, y por 1), siempre podremos dividir un vector = € T, (P) en su parte vertical y en
su parte horizontal de forma que (denotando x como la parte vertical y 2" como la parte
horizontal):

r=x"+2z" z*eV, 2"eH,
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Sea X un campo vectorial diferenciable, entonces podemos separarlo en dos campos vectoria-
les diferenciables hX y vX, de forma que el primero esta formado por vectores horizontales
y el segundo por vectores verticales.

Ahora definamos utilizando una 1-forma el concepto de conexién, asi nos serd mas facil
trabajar con ella. Para ello refrescamos el concepto de campo fundamental.

Definicién 1.3.2. Sea P = M wun fibrado principal, w es la forma de conexidn
asociada a I', si es la unica I-forma en P con valores en g que se define de forma que
para cada x € T,(P), w(z) = A de forma que (A*), = z¥. Donde A* es el campo vectorial

fundamental inducido por la accion del subgrupo uniparamétrico:

(A = (- exp(14)

Véase que w(z) = 0 si y solo si z es horizontal.

Lema 1.3.3.
Sea A* el campo vectorial fundamental de A € g. Para cada a € G, (R,), A* es el campo
vectorial fundamental de (ad,~1)A € g.

Demostracién:
. d
(Rg)+A")y.q :a}t:ORg(Rexp(tA)y)
d
:&}t:(]Rg(chp(tA))Rg—lRg(y)

d .
:a}tzoRg‘l-exp(tA)-g(y ~g) = (Adg-1 Ay, m

Proposicién 1.3.4.

La forma de conexion w de una conexion satisface las siguientes condiciones:

1. w (AZ) =A para cada A € g
2. (Ry) ow=Ad,1 w.

Ademds, dada un 1-forma w con valores en g que satisfaga las condiciones 1) y 2), existe

una unica conexion I' tal que su forma de conexion es w.

Demostracion : La idea de la demostracion es utilizar que podemos descomponer un vector X
como parte horizontal y vertical, y este vector vertical escribirlo como su campo fundamental

asociado.

10
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Reciprocamente, dada una forma w que satisfaga 1) Y 2), definimos
H, = kery, (p)(w)-

Es fdacil comprobar que cumple la definicion de conexion. |

Gracias a esta proposicion nos es posible referirnos a una conexion cualquiera dando una
1-forma que cumpla 1) y 2).

1.3.1. La forma local de la conexién

Ahora, dada esta conexion, nos seria muy util poder proyectarla de alguna forma en M.
Esto generalmente no es posible, pero si que podemos definirla en los abiertos U; que recubren
nuestra variedad.

Definicién 1.3.5. Sea un P = M un fibrado principal con forma de conexion w, y
sea {U;} un recubrimiento abierto de M y o; secciones locales respectivas a cada Us;.

Definimos las formas locales de conexion A; como:

.AZ' = U:OJ

Ahora veamos que de forma inversa, dadas A; y o; para un U; podemos reconstruir una
forma de conexién w de forma que el pullback de w por la seccién nos devuelva A;.

Teorema 1.3.6. Sea A; una I1-forma con valores en g definida en U;, y una seccion local
o; + Uy = 7 YU,), entonces existe una forma de conexidn w en m*(U;) de forma que

.AZ' = ofw.
Demostracion : Definimos una 1-forma en P con wvalores en g como:
| * A g ~14a.
wi =g, T .Aig t+g; dg;
donde d es la diferencial y g; € G es la trivializacion candnica definida como (;Si_l(u) =

(p, i) con u=0i(p)gi-
Veamos primero que A; = o;w;, sea x € T,M
o wi(z) = wi(oi,x) =n*Ai(0;,x) + dgi(oi, )
=A;(my0i,x) + dgi(0;,x)
Pero ahora bien, o o; = idy, por lo tanto m.o;, = idp,nm, y el sumando de la derecha se
anula, puesto que g; = e en o;,x. Por lo tanto ofw; = A;.

Nos falta comprobar que en efecto w; es una forma de conexion, para ello veamos que

satisface las dos condiciones de la proposicion 1.3.4:

11
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» Sea x = A}, € V,P con su respectivo A € g, es facil ver que mox = 0 ya que x es un

vector vertical. Por lo tanto:

wi(A}) =g; ' dgi(A})

=07 (u) Sgluexp(t4))

t=0

=A
t=0

=g (w)gi) 5 (exp(t4)

w Sea x € T,P yh e G. Tenemos:
Riwi(z) = wi (Rpsx) = g5 Ai (T Rps) Giun + 95,7, dGiun (Rps)
Como giuh = givh y T« Rpsx = mex (ya que la accion no afecta a ), tenemos
Rjwi(X) = h™"g;,' Ai () giuh + 95, iun (Ris)
donde ahora el sumando de la derecha

_ 4 d
giu}ldgiuh (Rh*m) = giu}bagiw(t)h

Donde ~(t) es una curva de forma que ¥(0) = u y 7'(0) = . Volviendo a la ecuacion

general tenemos:

Riwi(x) = h g, Ay (ma) giwh + bt g; tdgiu(x)h = A wi(2)h = Ady—1 w(x) -

Ahora veamos que condiciones de pegado necesitan cumplir las A; entre ellas, para poder
crear una forma de conexién global. Para ello demostramos un lema técnico antes.

Lema 1.3.7.
Sea P = M un G-fibrado principal y o; (resp. o;) una seccién local sobre U; (resp. U;) tal
que U;NU; £ 0. Para x € T,M (p € U; N U;) ,0ux y 0.2 se satisface

- #
OjxX = Rtij* (O'l*l’) + (tijl dt”(ﬂf))
Donde t;; : UyNU; — G es la funcion de transicion.

Demostracion : Como antes, tomemos una curva v en M tal que v(0) = p y 7/ (0) = =x.

Como o;(p) y 0j(p) estan relacionadas con la funcion de transicion de forma que oj(p) =

12
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oi(p)tij(p), se tiene

s = rO0)| = GlobOm )|
= %Ui(V(t)) “tii(p) + oi(p) - %%‘(7@)) o
= Ry« (0ixx) + Uj(p)tij(p)*létij(v(t)) .

Donde ahora el seqgundo término
~1 1 d d -1 ~
tij(p) " dtij(x) = ti;(p) atz'j(’V(t)) T [t (p) ™ i ((1))] €T.(G) =g
t=0 =0

Véase que t;j(p)~ti;(v(t)) = e ent = 0, por tanto ese término representa el campo vectorial
*
|

fundamental ti_jl dtij(l') en aj(p).

Aplicando ahora este Lema en la forma de conexién w, y utilizando la propiedad (2) de
la proposicién 1.3.4, obtenemos la condicién de compatibilidad que buscabamos:

(z) =R}, (w(oiw)) + t;jl dt;;(x)

oiw

J

Que utilizando la definicion de las propias A;, se escribe como:

1.3.2. Curvatura
En esta seccién estudiaremos el concepto de curvatura de una conexiéon asociada a un

fibrado principal. Primero veamos la definiciéon y un par de resultados, antes de dar intuicién

a este concepto.

o o s ™ . . .,
Definicién 1.3.8. Sea P — M un G-fibrado principal y una conexion I', con su res-
pectiva forma de conexion asociada w. Definimos la derivada covariante d* de una

i-forma o € QY(P, V') con V un espacio vectorial, como:

d“alur, ug, ..., u;) = do(ur™ us™, ..., u;™)

Definimos la curvatura Q como la 2-forma Q € Q*(P, g):

Q=d“w

Maés adelante tomaremos la convencién fisica de denotar F,, como la curvatura asociada a una
conexién w, pero por ahora preferimos seguir con la convencién matematica para simplificar

la notacion.
13
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Recordemos que para una p-forma § = £* ® T, y una g-forma 6 = 6° ® Tj, siendo {7}
una base de g, se define el conmutador [, 0] (también denotado en otros textos como [£ A6))

como:
[€,6] = [T, Ts] @ € A 6°

Si ademas el algebra de Lie es matricial, podemos definir el producto cuna como:
ENO =T, Ty NO°
donde - es el producto de matrices, de donde obtenemos la igualdad:

[§,0] =EN0—(=1)"O N

Teorema 1.3.9 (Ecuacién de estructura de Cartan). Sea P = M un G-fibrado principal
y una conexion I', con su respectiva forma de conexion asociada w y sea 2 la curvatura,

entonces se da la siguiente 1gualdad:
Qu,v) = dw(u,v) + [w(u),w(v)] Yu,v e T,(P)
Que también suele escribirse como:
1
Q=dw+ i[w, W]
Q=dw+wAw

Demostracién: Usaremos la identidad (que a veces se tomo como definicién) de una forma

actuando en campos vectoriales X,Y € X:

dw(X,Y) = X (w(Y))) = Y (w(X)) - w([X,Y]) (1)

Como en la demostracién de 1.3.4, nos dividimos a tres casos:

» X e Y son horizontales. En este caso w(X) = w(Y) = 0, el corchete se anula, y en la

ecuacién nos queda la propia definiciéon de la curvatura.

» X e Y son verticales. Entonces por definicién Q(X,Y) = 0. Ahora, asumimos que
ambos son campos vectoriales fundamentales X = A*, Y = B* con A, B € g. Entonces
por definicién de w. w(X) = A, w(Y') = B, ahora bien entonces Y (w(X)) = Y(A) =
0=X(B)=X(w(Y)). Por lo tanto nuestra ecuaciéon queda de la forma:

w([X,Y]) = [w(X),w(Y)]
Lo cual es cierto ya que:
w([X,Y]) = w([A%, BY]) = w([A, B]") = [A, B] = [w(X),w(Y)]

14
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s X es horizontal e Y vertical. Asumimos que Y es un campo vectorial fundamental
Y = B*, con B € g, por lo que w(X) =0y w(Y) = B, y por la ecuacién se anula a

ambos lados, ya que:

Y (w(X)) =0 X(w(Y)) = X(B) =0
[w(X),w(Y)] =[0,w(Y)]=0 w([X,Y]) =0

Donde w([X,Y]) = 0 se da por las propiedades de la derivada de Lie:
d d
YV, X]=LyX = &‘tzomexp(—m))*X - a‘t:OZt =2

Donde Z; y Z son horizontales, ya que como la conexién es equivariante bajo la accion
de G, la diferencial de R, lleva vectores horizontales a vectores horizontales. Por lo
tanto w([X,Y]) =w(Z) =0

Si el g es matricial, se tiene:
[w,w] =2wAw

Y ademas se tiene que:

w, w](X,Y) =[Th, Tglw™ A w”
[T, Tp) [w®w? — wPuw]
[w(X),w(Y)] = [w(Y), w(X)]
=2[w(X),w(Y)]

Por lo que 2(X,Y) = (dw+w Aw)(X,Y) [ |

Ademds tomando vectores horizontales en el teorema anterior obtenemos facilmente el
siguiente corolario.

Corolario 1.3.10.

St X eY son campos vectoriales horizontales sobre P:

_w([X> Y]) =Q(X,Y)

Gracias a la ecuacion de estructura y al anterior corolario, podemos dar una idea de lo
que representa la curvatura, y es que la curvatura mide como de vertical es el corchete
de las proyecciones horizontales.

Ahora veremos que la curvatura tiene derivada covariante nula, que es lo mismo que decir
que la derivada covariante se comporta con w como lo harfa la derivada exterior (ddw = 0).

15
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Teorema 1.3.11 (Identidad de Bianchi).
d’d“w =d*Q =0

Demostracién: Por la definicién de d¥, basta ver que dQ(z,y, z) = 0 cuando x, y, z son vecto-

res horizontales. Aplicando la derivada exterior a ambos lados de la ecuacién de estructura:
0 =ddw = —d[w,w] + d2
Pasando el termino del corchete al otro lado de la igualdad

dQ =d[w, w]
—([dw, ] — [, dw])
=2[dw, w]
dQ(z,y, z) =2[dw, w](z,y, 2)

Usando la siguiente propiedad de los corchetes
[dw, w](z,y, 2) = [dw(z, y),w(2)] + [dw(z, z), w(y)] + [dw(y, 2), w(z)]
Y que como z,y, z son vectores horizontales entonces w(z) = w(y) = w(z) =0

d2=0

1.4. El espacio Q*(M,ad P)

1.4.1. La curvatura como una forma en Q?(M, ad P)

En general, no es posible ver la conexién w de un G-fibrado principal P = M en su
espacio base, ya que depende de la parte vertical. Pero como la curvatura €2 es una forma
horizontal, podemos descender la curvatura hasta M, como una 2-forma F' € Q(M, ad P)

de la siguiente forma

F, =y, Qy(Xg, Yyh)] paray € p *(z), X,Y € g.

La forma F estd bien definida, ya que si escogemos cualquier otro 3’ € p~'(x), entonces

y' = yg para algin g € G. Por lo tanto:

(9, Uy (Xﬁg,Yh)} [yg,Q Ry), Xy, (Ry), Y]
v, (79), (X0 v
[y%Ad (9 (X, Y))]
= [.Q, (X, 7))]

16
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El reciproco también se cumple, si escogemos un elemento ¥ € Q*(M, ad P), podemos
asociarle un elemento en vy € Q?(P, g) Ad-equivariante y que se anula en vectores verticales.
Tomando un abierto U; de forma que 7= (U;) & U; x G, tenemos que ad P]Ui ~ U; xg. La
forma i|Ui puede ser vista como tomando valores en g y con ello definimos:

V) (X, Y) = 3 (m(X), (V)
donde como (z,g) = (z,€).g tenemos
(X,Y) = Ady-1 Y,y (Bg1), (X), (By1), (V)
= Adg-1 Y(a,e) (1 (X), T (Y))

(w 9)

Estas formas locales 7" definen una global 4. Debemos ver si en las intersecciones U; N Uj,
con funciones de transicién ¢;;, se cumple que:

Qﬁj (%‘ ) = 71‘
lo que es el caso, ya que
¢;kj ( ) R* ’?z Adg;jl Vi =
donde la ultima igualdad se da puesto que en el punto (z,e) :

3(X.Y) =3 (. (X), (1))
= Ady1 % (m(X), 7 (Y)

= Adg;jl (X, Y)
Una k-forma « en P con valores en g Ad-equivariante y horizontal es llamada una forma
bésica de tipo ad (a € QF (P, g)). Hemos demostrado que existe una biyeccién entre:
Qbas(P7 g) — Qk(M7 ad P)

Y es por eso por lo que podemos ver la curvatura como una forma en el fibrado adjunto, ya
que la curvatura es una forma bésica de tipo ad, mientras que la conexién no lo es, ya que
se ve afectada por la parte vertical.

Por 1ltimo, si el fibrado es trivial, entonces el fibrado adjunto también lo es. Lo que
implica que Q € Q*(M, P x g) y a su vez la forma es invariante por la izquierda. Existe una
correspondencia canodnica entre este tipo de formas y las 2-formas en M con valores en el
propio algebra de Lie g, por lo que podemos ver a €2 como una 2-forma en Q2(M, g)

1.4.2. Aplicaciones de QF, (P, g) +— Q'(M,ad P)

Esta correspondencia induce una derivada covariante para formas en Q*(M, ad P)
d“ : QF(M,ad P) — Q" (M, ad P)

esta derivada covariante nos sera ttil mas adelante. Veamos una propiedad que nos permite
calcularla cémodamente.

17
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Proposicién 1.4.1 (Expresién alternativa de la derivada covariante).

Sea w una conexion y ¢ € QO (P, g). Entonces si X,Y € T,P

bas

d“p(X,Y) = dp(X,Y) + [p(X), w(Y)] + [w(X), o(Y)]

Que puede ser escrita alternativamente como:
d“p = dp + [w, ¢]

Demostracion :
En este trabajo solo se va a ver la demostracion para 1-formas. La demostracion para k-
formas es similar, pero extensa, y utiliza una propiedad para la derivada de k-formas que

generaliza (1)

De forma similar a dos de las demostraciones anteriores, es suficiente probarlo para tres
casos. El dnico no trivial, es para cuando X es vertical e Y es horizontal. Sea X = A* el
campo fundamental en u, donde A € g. Extendemos Y a un campo horizontal en P, denotado

también como Y, de forma que es invariante por Ry, a € G.

Por lo tanto [A*,Y] = 0. Como A* es vertical, d“¢ (A*,Y) = 0. Veamos que el lado

derecho se anula también. Por la propiedad de las derivadas usada antes (f), se tiene:

dp (A% Y) = (A%(p(Y)) = Y (¢ (A7) — ¢ ([4%,Y])) = A™(p(Y)),

ya que A* es vertical. Por lo tanto falta ver que

A% (p(Y)) = =AY — [w(A"), ¢ (V)] = —[4, o(Y)]

Si az es el subgrupo uniparamétrico de G generado por A, entonces:

AL (V) = T+ [pua (V) = oulV)] = T < [(Re,0),, (V) = gulY)]

t—0 ¢ t—0
c 1 -
= lim = [ad () (pu(1)) = @u(Y)] = = [A (V)]
porque Y es invariante por R, . |

Es importante denotar que esta proposicién se utiliza para formas en Q'(M,ad P), sim-

plemente habrd que verlas como formas en ], (P, g) para aplicar la proposicién.

Dado que vamos a querer minimizar un cierto funcional relacionado con la conexion y la
curvatura, veamos que el espacio de todas la conexiones es un espacio afin lo cual nos sera
de mucha utilidad mas tarde.

18
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Proposicion 1.4.2.
El espacio de todas las conezxiones de un fibrado principal A es un espacto afin modelado

por QY(M, ad P).
Demostracion : Para ello veamos que si tenemos dos conexiones w, 0 € A entonces
w—0 € O, (P.g)
Y también hemos de ver que
w+reA Yo e Q) (P, g)

La primera afirmacion se da ya que w y 0 son Ad-invariantes, por lo tanto su resta ha de

serlo también. Ademds si X es un vector vertical X = A*, entonces:
(w—0)(X)=w(A")—0(A")=A—-A=0

Por lo tanto es una forma horizontal. Por ultimo se tiene que w + v satisface las dos pro-

piedades que caracterizan ser una conexion, ya que w y v son Ad-equivariantes y:

(w+ V)(A*) = w(A*) + v(A*) = w(A*) = A

1.5. Clases Caracteristicas

Las clases caracteristicas son una herramienta que podemos utilizar para ver cuanto se
aleja un fibrado de ser trivial. Estas son subconjuntos de las clases de cohomologia del fibrado.

1.5.1. Construccién de Weil

En primer lugar vamos a ver el teorema de Weil, que de alguna forma generaliza el famoso
teorema de Gauss-Bonnet.

Para ello nuestro objetivo sera poder integrar la curvatura para obtener una constante.
Si queremos intentar generalizar este teorema utilizando fibrados principales con M como
variedad base, entonces necesitaremos encontrar una forma relacionada con la curvatura que
poder integrar, ya que €2 es una 2-forma, que no es integrable sobre M.

Ademas, el verdadero problema reside en que 2 vista en M da valores en ad P. Ambos
problemas pueden ser solucionados en el caso de dimensién par, si encontramos cierta clase
de funciones invariantes por Ad.
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1.5. Clases Caracteristicas

Definicién 1.5.1. Sea G un grupo de Lie con dlgebra g. Definimos I*(G) como el con-

jJunto de todas las aplicaciones multilineales y simétricas de la forma
frgx® xg—>R

que cumplan f (Adg(t1),...,Adgy(ty)) = f(t1,...,tx) para todo H € g y t1,..., 1 € g.

Es fdcil comprobar que, I*(G) es un espacio vectorial sobre R.

Nos interesa dotar a el conjunto de todas estas aplicaciones de una estructura de algebra,
para poder definir un homomorfismo de dlgebras de I(G) a H*(M;R)

Definicién 1.5.2. Ahora definimos

1(G) =P 1(G).

Para f € I*(G) y g € I'(Q),definimos fg € I*7Y(G) por
1
fg(te, .. tey) = ] zg:f (to()s s totr)) 9 (Eo(er1)s o to(or))

donde la suma se toma en todas las permutaciones o de los (1, ...,k +1). Extendiendo a

I(G) de la forma natural, hacemos que I(G) sea un dlgebra conmutativa sobre R.

Tomamos una conexién en nuestro fibrado principal, tomamos w su forma de conexion,
y Q su curvatura. Sea X1, ..., Xo, € T,,(P), para cada f € I*(G), definimos f(QA ... AQ) la
2k-forma en P definida por

1
f(Q AN Q) (X17 "'7X2k‘) - W ;EO’f (Q (XO'(l)vXO'(Q)) PIREER) Q (XO'(Qkfl)vXO'(Qk)>)

donde €, el signo de la permutacion o.

El siguiente teorema tratara de construir el homomorfismo de dlgebras comentado ante-
riormente.

Teorema 1.5.3. Sea P 5 M un G-fibrado principal. Para una cierta conexion del fibrado
principal, sea Q0 su forma de curvatura. Para cada f € I¥(G) la 2k-forma f(Q A ... A Q)
cumple que:

1. Puede ser proyectada en M, i.e es el pullback de una 2k-forma en M.
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2. Es cerrada.
3. La clase de cohomologia de la proyeccion en M no depende de la conexion.

Demostracién:

1. Vamos a construir una forma en M tal que su pullback es f(QA ...AQ ). Para f € I*(G)

definimos

f: adPx...xadP—R
([yaAl]""?[yvAkDHf(Al""aAk)

que esta bien definido ya que:

([yg, Adg71 Al] sy [yg, Adg71 Ak]) — f (Adgfl Al, NN ,Adgfl Ak) = f (Al, c ,Ak)

Cracias a esta f, podemos definir una 2 -forma f(Q,...,€Q) en M como:
f( ) (Yla .- Y2k Qk' Z 5Uf ( O’ )s 0(2)) 7Q (Ya(2k—1)7 YJ(?k)))
UESQk

conY; e T,MyQe 02(M,ad P) la curvatura en M.

Finalmente, calculando su pullback por p, utilizando que Y; = p, X;:

P 9) (X, Xap) = 22,f(9 ) (X, pXon)
- % Z eof (2 (Vo) Yorz) - (Yorr—1)s Yo2r)))
=fQAN...AQ)

2. Por definicién, f(Q2 A ... A Q) es una forma horizontal ya que estd definida con 2. Por

lo tanto:
dfFAN...AQ)=dYfF(QNQ...Q)
=fA*QA . AQ+ FIQANDYQA )+ ...+ FQN...ANDYQ) =

por la identidad de Bianchi.

3. Si tomamos wg,w; dos conexiones de P, estardn relacionadas con una forma A €
QY (M,ad P), tal que w; = wy + A. Consideramos ahora la familia uniparamétrica de

conexiones w; = wg + tA. Sus curvaturas son:

Q = dwy + [wy, wy)
= dwp + tdA + [wo + tA,wy + tA]
= Qo+ t(dA + [A,w]) + 12 [A, A]
= Qo +t(d¥A) +1?[A, A]
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Donde hemos utilizado la ecuacién de estructura para g y 1.4.1. En particular:

%Qt =dA+ [A,wt} = d;)A

Queremos ver que la clase de cohomologia no depende de la conexién, por lo tanto
vamos a ver que f(Q A...AQ) — f(QA...ANQy) =dH. Vamos a definir

! (k—1)
H:k/ FlAANQ A AQ ) dt
0

Y en efecto comprobamos que su derivada exterior coincide con lo que buscamos.

1
dH:k/ df (AN ... A\Sy)dt
0
1
:k/ dfyf (AN AQy)dt
0
1 1 1
:k/ f(d;JAA...)dt+/ f(AAdetA...)dt+.../ FAN O ANDYQ)dt
0 0 0

L 7dQ
k/ f<dt/\ﬂt/\.../\§2t>dt
0 dt

L
:/0 ST @A)t

:f(Ql/\.../\Ql)—f(Qo/\.../\Qo). [ |

1.5.2. Clases de Chern

Las clases de Chern no son més que un tipo de clase caracteristica facil de construir, que
nos seran utiles mas adelante.

Definicién 1.5.4. Sea E = M un fibrado vectorial con fibra C*. El grupo estructural
G es un subgrupo de GL(k,C), y dada una conexion w y su curvatura Q vista tomando

valores en g. Definimos la clase total de Chern como

iQ
Q)=det | I+ —).
c(Q) e < + 27r>
Como F es una 2-forma, c¢(S2) es una suma directa de formas de grado par,
c(Q)=14+c1(2) + () + - -

donde cada c;(Q2) € Q% (M) es llamada la j-ésima clase de Chern.
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En una variedad M con dim M = p, las clases ¢;(€2) con 2j > p se anulan trivialmente.
Ademas, independientemente de la dimensién, el, tltimo término es

cx () = det(iQ2/2m).

Calculemos ahora las clases de Chern de una conexién A asociada a un SU(2)-fibrado
principal, respecto a la base de su(2) dada por las matrices de Pauli.

Definicién 1.5.5. Sea P = M un G-fibrado principal y una representacion
p:G—U(n).

Se definen las clases de Chern de P = M como las clases de Chern del fibrado asociado

P x,C™ con conerion w, donde U(n) actia sobre C* de la forma natural.

Es importante destacar que gracias al teorema de Chern-Weil ambas definiciones no de-
penden de la conexién elegida.

Ejemplo 1.5.6 (Clases de Chern de un SU(2)-fibrado vectorial)

Sea F un fibrado vectorial complejo con fibra C* sobre M, con grupo estructural SU(2)
y dim M = 4. Sea A la conexion y F la curvatura asociada a esa conexion, que podemos

escribir como:
O-OZ

2

donde o, son las matrices de Pauli, base de su(2):

i 0 0 1 0 i
o1 = O9 = Oq =
! 0 —i ? 1 0 ’ i 0

Entonces la clase total de Chern es:

¢(F) = det (1 _ %Fa (%))

1
F=r(2) P - S P e A da

_ B B+l

=det 4m Am
—F3—ZF2 1 + ﬂ
47 47

. 2
:1+<2i) (FPAF>+F'ANF'+ F> N F?)
™

Asi pues tenemos:

™ s

af)=1  a(f)=0  c(F)= (2—) (F* A F?) = det (Q_F)
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FEcuaciones de Yang-Mills e Instantones en SU(2)

Las ecuaciones de Yang-Mills, son un conjunto de ecuaciones diferenciales sobre el espacio
de todas la conexiones en un fibrado principal. Aunque nacieron motivadas por la fisica, son
de un gran interés geométrico. En un fibrado principal, no existe una forma canénica de
elegir una conexién, es mas, el espacio de conexiones donde elegir es infinito dimensional.
Estas ecuaciones dan una forma de elegir unas conexiones de forma mas natural, eligiendo
las conexiones que cumplan la ecuacion.

Para elegir una conexion de forma natural, podria intentarse elegir una conexién A, de
forma que las formas locales A; sean constantes. La forma méds correcta de formalizar esta
condicion seria pedir que la curvatura asociada a la conexion, que a partir denotaremos como
F4, sea nula.

Sin embargo si una conexién en un fibrado principal tiene curvatura nula, entonces toman-
do esta curvatura para calcular las clases de Chern obtenemos que todas deben ser triviales.
Por lo tanto, la existencia de estas conexiones, tienen que ver con la topologia del fibrado y en
general no pueden encontrarse estas conexiones “planas”para un fibrado principal cualquiera.

Por lo tanto lo mejor que podemos pedir es minimizar la norma de la curvatura, que
definiremos después, obteniendo asi una curvatura lo mas plana posible. El funcional a mi-
nimizar en P = M, siendo A es el espacio de todas la conexiones posibles del fibrado, es la
norma L? de la curvatura:

YM(A) = |[Fal* A€ A

Las ecuaciones de Yang-Mills, son simplemente, las ecuaciones de Euler-Lagrange del
funcional anterior, y son escritas frecuentemente de la siguiente forma:

xdd*xF1=0 Ae A

Para poder entender estas ecuaciones, necesitamos definir tanto un producto escalar en
Q*(M,ad P), como definir el dual de Hodge * de este tipo de formas.
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2.1. Funcional de Yang-Mills

2.1. Funcional de Yang-Mills

Sea G un grupo semisimple y matricial. Sea P = M un G-fibrado principal sobre una
variedad riemanniana M compacta. Para el conjunto de formas Q*(M,ad P), estudiemos la
estructura de algebra de Lie graduada que nos da el conmutador.

Recordemos que el conmutador de formas se define como:

[, ]:QP(M,ad P) x QY(M,ad P) — QPYY(M, ad P)
w, 0] —HwAd— (=10 Aw

Y ademaés si w? € QP(M,ad P) y w? € Q4(M, ad P). Esta operacién satisface:

[wp, wq] — (_1)1+pq [wq’ wp]

y su correspondiente identidad de Jacobi con signo:

(=D [w?, [ W+ (DT W' W7, W]+ (1P [, [, W] = 0

Como la métrica de Killing (,) : gx g — g, es invariante por la accién adjunta, se tiene que
(,) en g induce una métrica Riemanniana en las fibras de ad(P), que se dualiza naturalmente
para definir una correspondencia:

A QP (M, ad(P)) @ QI(M,ad(P)) — QPTI(M)

que simplemente escribimos como w?Aw?. La invariancia de (,) en g implica que

<[ZL‘, y]» Z> = <:B7 [y7 Z]>
y por lo tanto, para u, v, w en Q*(M,ad(P)), se tiene:

fu, vlw = o, u] ()

Supongamos que fijamos una métrica g y una orientacién en M, definimos la estrella de
Hodge %, en Q*(M,ad P) como el tinico operador que cumple que:
OA %0 = (0,0),vol, para 6 € QI(M,ad P),

donde (, ), denota la estructura Riemanniana natural en Q?(M), y vol, es la forma de volumen
que preserva la orientacion M. Con todos estos ingredientes, podemos definir un producto
escalar en Q9(M, ad P) como:

(p,0) = / A * 1 dvol,
M
Definimos ahora el funcional de Yang-Mills Y M : A — R como

Y M(A) = (Fa, Fa)
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Capitulo 2. Ecuaciones de Yang-Mills e Instantones en SU(2)

2.2. Ecuaciones de Yang-Mills

Como hemos comentado, las ecuaciones de Yang-Mills surgen de encontrar las ecuaciones
de Euler-Lagrange del funcional de Yang-Mills. Para poder derivar las ecuaciones, utilizare-
mos el hecho de que el espacio de conexiones es un espacio afin y un pequeno lema previo.

Lema 2.2.1.
Sea P — M wun fibrado principal dotado de una conexion A y sean o € Q" (M,ad P) y
B € QYM,ad P). Entonces se cumple que:

d(aAB) = d*aAB + (—1)" aAd?p
Demostracion :
dAaAB 4 (=1)"aAd? 8 =daAB + [A, a]AB + (=1)"(aAdS + aA[A, B])
=daAB + (—=1)"a ANdB + [A,a]AB + (=1)"aA[A, ]
=d(aAB) + [4,a]AB + (=1)"aA[A4, B]

Y como [A,a] = (—=1)1*"[a, A], los dos 4iltimos sumandos se anulan entre ellos por #. |

Teorema 2.2.2. Las ecuaciones que caracterizan los puntos criticos del funcional Y M son

las ecuactones de Yang-Mills.

Demostracion : Un punto critico es un punto donde d(Y M) se anula. Dado que A es un

espacio afin sobre Q' (M, ad P), se tiene que

d
A es un punto critico <= T YM(A+ta) =0, Ya € Q' (M, ad P)
t=0

Ya que la diferencial se anulard si sus derivadas direccionales lo hacen. Como vimos
anteriormente en la demostracion del teorema de construccion de Weil, la curvatura es:
a b
FA+tw = FA+td w + E[W,W]

Por lo tanto:

YM(A + tw) = / FA—i—ta/\ * FA+ta
M
t2 , t2
= / Fa+ —[a,a] + tdaaA x (FA + —[a,a] + tdAa)
M 2 2
Como estamos tomando el diferencial de primer orden, tomamos solo el término lineal

en t:

dt

YM(A+tw):/ FA/\*dAU+dA7]/\*FA:2(FA,dA77)

t=0 M
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2.2. Ecuaciones de Yang-Mills

Usando 2.2.1 a modo de integracion por partes:

2/ dAw/'\*FA:—Z/ w/\(dA*FA)—i—Q/ d(w/\*FA):—2/ wA (A % Fa)
M M M M

donde el primer sumando se anula por el teorema de Stokes en una variedad compacta.

Ahora, la siguiente expresion debe anularse para toda w:
(w,xd* % Fa) =0  Yw € Q(M,ad P)
Por lo que, como la métrica es no degenerada:

*xd4 % Fq =0

Al operador «d* lo denotaremos como 64, y lo llamaremos la codiferencial. Con esta nueva

notacion las ecuaciones de Yang-Mills son:

04F, =0

2.2.1. Soluciones a YM en U(1)-fibrados principales

Para poder utilizar todos los resultados anteriores pero para U (1) necesitamos adaptar un
poco las definiciones. El problema es que el grupo no es semisimple, y su métrica de Killing es
degenerada. Este inconveniente se resuelve tomando para las definiciones el producto habitual
en su algebra de Lie g = R.

Por definicién de la estrella de Hodge, se tiene que si para una conexién A, se cumple que
*d4%F4 = 0, entonces se cumplird que d*«F,4 = 0. Por lo tanto, gracias a esto y a la identidad
de Bianchi d4F, = 0, las ecuaciones de Yang-Mills son bésicamente una generalizacién no
lineal de el concepto de forma armoénica. Veamos en el siguiente teorema como esto es una
caracterizacion.

Teorema 2.2.3. Sea un G-fibrado principal dotado de una conexion A

A satisface Y M < Fy es armonica

donde nos referimos a armoénica con AF, = 0, donde el laplaciano se define como
A% =544 4 a46!
Demostracion :

» =] A satisface la ecuacion de YM 04F 4 = 0. Se verifica ademds la identidad de Bianchi
d4F4 = 0. Por lo tanto AYF4 = 0.
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Capitulo 2. Ecuaciones de Yang-Mills e Instantones en SU(2)

» <] Como todas las formas de curvatura satisfacen Bianchi dAF, = 0. Se tiene enton-

ces, que para una forma armonica:
0= / AYFQA % Fy = / AAAF A * Fy :/ SAFAA % 04 Fy + | d(6AEAR* Fy)
M M M
=(64F4,6"Fy)

donde el sequndo sumando se anula por el teorema de Stokes en una variedad compacta.
Por lo tanto 64 F4 = 0. u

Sea P = M un U(1)-fibrado principal, y su respectiva dlgebra de Lie g = R. Entonces
la accién por la adjunta es trivial y por lo tanto el fibrado adjunto es ad P = M x R. Dada

una conexiéon A, la clase de cohomologia de la curvatura [F4] es la primera clase de Chern
c1 € H*(M,R).

Por lo tanto, como por el teorema de Hodge esta clase tiene una representante arménica.
Una solucion de la ecuacion de Yang-Mills para este tipo de fibrados, es esta representante
armonica de la primera clase de Chern.

2.3. Instantones

En general, para variedades de dimension n y p-formas, aplicar dos veces la x de Hodge
QP(M) 5 Q" P(M) 5 QP (M)

cumple que:
sox = (— 1)) [y apy

Por lo tanto, para las 2-formas de una variedad 4-dimensional, tenemos que la estrella
es una involucién ** = Idgz( My, y ademds Q%(M) se descompone en los dos autoespacios
asociados al +1, y al —1:

Q* (M) = Q% (M) @ Q2 (M)

ademds, como podemos separar una 2-forma 6 € Q?(M, ad P) como
0=00p3 6cQ*M), B el (M,adP)

Tenemos que:

Q*(M,ad P) = Q3 (M,ad P) & Q2 (M, ad P)

. . . i . .
Sea ahora M una 4-variedad riemanianna, Sea P — M un G-fibrado principal, y sea F4
la curvatura de una conexién A. Entonces la curvatura se descompone como:

1

Fi=
2

(Fa+*Fa) € Q2(M,adP)  Fy = = (Fy — xF4) € Q*(M,ad P)

N —
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Ademas, ambos curvaturas son ortogonales respecto al producto (-, -), ya que como *F; =

—F, se tiene que
(Ff.Fy) = /

FiAxFy = —/FX/\F;
M

Por otra parte:

(Fi Fy) = (Fi, F}) :/

Fg/\*F*:/
M

FgAF*:/ FIAFy
M M

usando que xF{ = F. Por lo tanto
_ / FiAF; = / FIAF; =0

Finalmente podemos escribir el funcional de Yang-Mills como:
YM(A) = (FAvFA) = (FLFX) + (FIZ?FX)
El teorema de Weil aplicado a la forma de Killing de g que denotamos por h(,) y que es

una forma bilineal simétrica e invariante por la accion de la adjunta, nos dice que haciendo
el producto fibra a fibra (que estd bien definido ya que es Ad-invariante) tenemos:

h(Fa,Fa) = F{AF{ + F{AF;
es una clase caracteristica, por lo tanto, integrando sobre M obtenemos que:
/ FiAFY +/ avan :/ FthxFr _/ FrhwFr— K
M M M M
donde K es una constante topoldgica que solo depende del fibrado (y no de A). Sea
YM = (F,F7)  YMy = (Fy,Fy)
tenemos que
YM(A) =Y, +Y,
K=Y} -Y,

Entonces, si K > 0. El funcional puede ser escrito como Y M(A) = K+2Y, > K, usando
que Y, > 0. Asi pues K es el minimo del funcional YM cuando

F, =0
estas soluciones se denominan instantones.

De forma alternativa si K < 0, entonces Y M(A) = —K + 2Y,7 > —K, asi pues —K es
un minimo que se da si
Fi=0

estas soluciones se denominan anti-instantones.
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2.3.1. Instantones BPST en S*

En esta seccién describiremos los instantones BPST, llamados asi en honor a sus des-
cubridores Belavin, Polyakov, Schwartz y Tyupkin que son soluciones a las ecuaciones de
Yang-Mills para un SU(2)-fibrado principal sobre S* con la métrica usual.

Sea P un SU(2)-fibrado principal. Como el grupo de comohologia H? (S*) es nulo, entonces
la primera clase de Chern ¢;(P) también lo es. Si suponemos co(P) = [1] entonces nos
encontramos con que este fibrado es la conocida fibracién de Hopf ST — S*. Veamos como se
define esta fibracion.

Sean H los cuaterniones, dados por:

H={a+bi+cj+dk|i?=j=k=ijk=—-1 abcdeR} =R

equipados con el producto escalar (qi,g2) = Re (q1¢2)-

Con norma
lall = a® +0° +¢* + d

Es bien conocido que podemos escribir S* como los cuaterniones unidad:

SU@2) =S ={peH]||]p|=1} CH

Y que la parte imaginaria de H es isomorfa a su(2) via el isomorfismo dado por las matrices

de Pauli:
N t 0 B
o - )T
N 0 1Y\
J —10 )~
0 1
k’i—>(l 0)—0’3

Sea ahora H?, (donde vamos a meter S7) dotado del producto escalar:

((p1,p2) , (q1,92)) = Re (P1q1 + D2g2)

equivalente al producto euclideo en R®. Por lo tanto ST C H? puede ser definida como los
puntos del espacio anterior con norma 1:

ST={pem||pl =1}

Si consideramos ahora H? un H-espacio vectorial por la derecha SU(2) actia en S C H?
de la siguiente forma:

(p1,p2) - q=(p1-q,p2-q)  (pr,p2) €STCH? ¢eSUQ2)CH
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2.3. Instantones

Sea ahora con el grupo de Lie

= {a= (5 ) e (a()-4Ge)) = (G)-G2)))

de matrices con coeficientes cuaternionicos que preservan el producto escalar. Este grupo
actiia transitivamente en S7, y la accién es compatible con la de S3.

Sea ahora la siguiente 1-forma en S definida punto a punto,
0, = Im {q:1dq: + Godga}
donde (g1, g2) son las coordenadas del punto visto en HZ.

Vemos que esta forma da valores en su(2) por lo tanto estd en Q! (S7, su(2)). Veamos que
cumple las condiciones para ser una forma de conexién. La forma es SU(2)-equivariante, ya
que:

Og1.021¢ = M A{(@19) d (019) + (27) d (¢20)}
= Im{qq: (dg1) ¢ + 442 (dg2) ¢}
=¢ ' Im{q@dg: + Rde} q

Hemos demostrado que © es una conexién para el SU(2)-fibrado principal ST — S*.

La curvatura Feg en el punto (0,1) € S C H? es F@} = Im (dg; A dg1). Veamos que

(0,1)
F@|(o ) solo tiene parte negativa en el punto. Sea x = x1 + x2i + x3j + x4k un cuaternion,

entonces:
Im(dz Adzx) = 2(dxy Adxe + dxs Adzy)i

+ 2 (dxy N dxs — dxg N dzy) j
+ 2 (dIl VAN dl‘4 -+ diCQ VAN dl‘g) k

Y su dual de Hodge para la métrica usual es:

*Im(dz A dx) = — 2 (dzs A dxy + dzy Adxy)i
-2 (—d.TQ VAN diC4 + dﬂ?l VAN dl’g)j
-2 (dZL‘Q A dl‘g + dl’l A dl‘4) k

por tanto Im(dz A dx) = — x Im(dz A dx) y F@‘(o = Fé|(0 D -

La curvatura en cualquier punto cumple que es Sp(2)-invariante, ya que lo hereda de que
la propia conexién lo es. Esto se ve gracias a que hemos definido © con un producto escalar
por lo tanto:

© ‘ Alqi,q2) ‘ (g1,92)

Finalmente, Fg = 0 en toda S7, por lo tanto © es un anti-instantén, y cumple las
ecuaciones de Yang-Mills:

*d® « Fo =xd® x Fg =d°F5; =d®°Fg =0
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Capitulo 2. Ecuaciones de Yang-Mills e Instantones en SU(2)

Calculemos ahora una expresién local de ©. Para ello utilizamos la ”descompactifica-
cién”de H = R* C S*, y la seccién (local) de P dada por las coordenadas estereograficas:

1
reR — ( < = 2)
VIl I+ ]
La conexién © viene entonces dada por el pullback

e xdx
A=ro-mn( )

Veamos como se ve uno de los coeficientes (no nulos) de la conexién para hacernos a la
idea de su geometria:

0.5

-0.5
20

x3 20 .20 x1

Figura 2.1: Coeficiente dxy ® o1 tomando x5, 24 = 0

Ademas, localmente su curvatura, utilizando la ecuacién de estructura de Cartan es:

dz N dx

f@:U*F@:dA+[A,A] :W

Por lo que sus coeficientes, en los casos donde no son nulos, tienen la siguiente expresion:
sdry Ndrg @ oy

(14 [|l][2)
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2.3. Instantones

-5

Figura 2.2: Coeficiente dz; A dzs ® o7 tomando x3, 24 = 0

Los demas coeficientes no nulos tienen el mismo aspecto en ambas formas si tomamos las
secciones de R* necesarias. Como vemos la conexién tiene dos picos prominentes cerca del
origen y tiende a 0 en el infinito. A su vez la curvatura tiene forma de distribucién normal,
tendiendo también a 0 en el infinito.

Finalmente calculamos el funcional de Yang-Mills [, FA x F. Primero calculamos:
(dz A dx)* = —12dx; A dag A dos A doy

Entonces,

. . 2. (=24
/]:/\*.7-":/.7:/\.7:: / (—)Zld:cl/\dxg/\dxg/\dm
H H H (1 + [|z[]?)
& 1
= —48§ — omr3dr asando a polares
/0 (1 +T2)4 (p p )

e}

—872 (1 + 3r?)
(1+72)°

= —8r?

0

Donde hemos utilizado que la métrica de Killing en su(2) satisface ||i|| = ||j]| = |||l = v/2.

Por 1ltimo, como solo hemos eliminado un punto de nuestra variedad base en nuestra
seccién, la integral ha de ser la misma, por lo tanto:

1
(Fo, Fo) = —87* co(P) = —@(F@, Fo)=1
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G-Instantones

Para poder generalizar los instantones a grupos estructurales distintos de SU(2), nos sera
util dotar a la variedad base de una G-estructura. Cuando una variedad viene dotada de una
G-estructura con G C SO(n), dado que podemos identificar las 2-formas en M en un punto,
con so(n) via:

2 ~
A (T, M) = s0(n)
aijdzci A\ dmj = (@ij)
podemos descomponer las 2-formas en:

N(TrM) = so(n) 2 gd gt

Por lo que se nos induce una divisién en las fibras de A?(T*M). Esto nos da una forma facil
de describir cuando una conexién se adapta a la geometria de G.

Definicién 3.0.1. Una conexion w en un fibrado principal es un G-instanton, si su

curvatura Q € Q*(M, ad P), que puede verse como

~

Q=08 QecO(M) Bel(MadP),

cumple que su parte de 2-forma Q) toma valores en el subfibrado que tiene como fibra g.

La situacién mas natural que nos podemos encontrar es cuando tenemos una G-estructura
en M y su métrica tiene como holonomia el propio G C SO(n), lo que se denomina tener
holonomia especial. El teorema de Berger, nos caracteriza este tipo de G-estructuras. Primero
centraremos nuestro esfuerzo en encontrar G-instantones para los grupos SU(2), Gy y Spin(7),
casos esenciales de la lista de Berger, tomando M = R* R” y R® respectivamente. Asi pues
también veremos como se definen este tipo de métricas en estas variedades.

La construccién de estas variedades, es bastante dificil en general. Principalmente, por-
que para hacerlo debemos resolver un sistema no lineal de EDP’s. Sin embargo, existe una
simplificaciéon del problema cuando un abierto denso de M, puede ser escrito como I x N,
donde I es un intervalo.
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Lo interesante de esto es que podemos identificar las G-estructuras en este espacio pro-
ducto con una familia (asociadas a I) de estructuras en N. La condicién de que M tenga este
tipo de holonomia se convierte entonces en una ecuaciéon de evolucién para las estructuras
de N. Ademds, restringiendo nuestro K-fibrado principal P = M a la variedad base I x N,
que podemos siempre asumir que es el pullback de un fibrado Q@ = N. Por lo que como
veremos en el siguiente lema, podemos ver una conexién sobre P = I x N como una familia
de conexiones sobre Q) = N.

Lema 3.0.2.

Sea w una conexion sobre un K-fibrado principal sobre I x N. Entonces, podemos identificar
w con una familia uniparamétrica t — A(t) con t € I, de conexiones en el K-fibrado prin-
cipal sobre N. En particular, si Fa = Fa(t) es la curvatura de A(t) entonces la 2-forma de

curvatura £ de w puede ser vista como
Q=dt\NA' +F,

Demostracién : Un K-fibrado principal P = I x N define un fibrado principal Q — N
componiendo la proyeccion del fibrado con 7 : I X N — N; por lo tanto el fibrado dado

por el pull-back 7*Q) es isomorfo a P.

Gracias a esto, cualquier conexion en P puede ser escrita como adt + A(t), donde A(t)
es una familia uniparamétrica de coneriones en Q. El sumando de la izquierda adt, puede

anularse, si aplicamos la transformacion dependiente de t correspondiente
w e klwk + kK tdk

con k siendo solucion de la EDO
% = ak
ot

Esta transformacion nos devuelve una conexion, ya que respeta las normas de pegado

que vimos sobre las conexiones locales.

Por lo tanto podemos asumir w = A(t), y se cumple entonces la ecuacion sobre la cur-

vatura de la hipotesis. |

Por tanto cuando podemos simplificar M de esta forma, el problema se convierte en
estudiar una EDO, lo cual tampoco es especialmente facil, pero es una herramienta més para
abordar este tipo de problemas, que nos puede dar a su vez informacion de la existencia y
unicidad de este tipo de conexiones.

A continuacién vamos a volver a construir los instantones de SU(2) pero utilizando esta
técnica.
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3.1. SU(2)-instantones, dim M =4

En una variedad M de dimension 4 es bien sabido que una métrica con holonomia en
SU(2), resulta de una estructura hipercompleja. Esta puede ser vista como un triplete J =
(J1, J2, J3) de formas cerradas que satisfacen:

3
1
JiNJj = 55@' Z J,f donde §;; es la delta de Kronecker
k=1

Este triplete define una tinica métrica g de forma que J esta compuesto por formas auto-
duales y la forma de volumen g es igual a %Jf para cualquier ¢. La métrica g tiene holonomia
contenida en SU(2). Si tomamos R* como representacién de SO(4), tenemos que

A R* >~ s0(4) =A, DA,

donde, como antes descomponemos A2R* en el subespacio £1 asociado a la estrella de Hodge.
Segun hemos elegido antes las convenciones, corresponde a elegir su(2) = A_. Por lo tanto w
es un SU(2)-instantén si su curvatura € es anti-auto-dual:

Q=—%x0

Ahora, queremos construir este tipo de estructura en nuestro fibrado principal con varie-
dad base I x N. Para ello asumimos que N es orientable, lo cual siempre podemos hacer,
ya que recordemos que I x N es un abierto denso de nuestra variedad. Tomamos entonces
una base de covectores 0(t) = (0(t),0%(t),03(t)) parametrizados por t € I, de forma que
01 (t) NG (t) A63(t) > 0, con esta familia de covectores construimos entonces nuestro triplete
de dos formas en I x N de la siguiente manera:

J=dt AN +PPNP L=AdtAP+0P A0 Jy=dt AN+ 6 AG?

Que cumplen las relaciones indicadas anteriormente. El hecho de que estas formas sean ce-
rradas y que sean auto-duales respecto a la métrica dt? 4 g(t) nos proporciona las ecuaciones:

dx 0(t) =0 (x¢0) = db (3.1)

donde x; es la estrella de Hodge asociada a la métrica y a la orientacién proporcionada por
01 (t) A 62(t) A 63(t) en cada t.

Ahora sea M =1 x N y Q — N el fibrado tal que su pullback es P — M, utilizando
el Lema visto el introduccién de este capitulo podemos caracterizar la condicién de ser un
SU(2)-instantén aquella conexién w tal que su familia de conexiones asociada A(t) en @ — N
cumple que:

A/(t) = — %y FA(t)

Como esta EDO estd en forma de Cauchy, podemos deducir que si tenemos algin valor inicial
real y analitico, entonces la solucién es unica.

Ahora vemos la construccién de la métrica plana con holonomia SU(2) en R* con este
procedimiento, y sus SU(2)-instantones asociados.
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3.1. SU(2)-instantones, dim M = 4

3.1.1. Meétrica Plana en R*?

Tomando n = (n*,n%,n?) la referencia de covectores invariantes por la izquierda estdndar
en S% = SU(2) que cumplen

At =27 AP di? = 2P At dP = 250 A
y ademds, n* An? An3 > 0.

Es facil comprobar, que la solucién a las ecuaciones 3.1 viene dada por 6(t) = tn. Donde
ahora la métrica de SU(2) viene dada por el triplete J con

Jo=tdt At P A Ty = tdE AP PP At Ty = tdE A+ Pyt AP

Si tomamos P = SU(2) x R%, usando que R*\ {0} es un abierto denso de R* vamos a
descomponerlo utilizando coordenadas polares como R*\ {0} = R* x S3, tomando [ = RT y
N = §3, podemos ver las conexiones A(t) en Q = SU(2) x S? como una familia de 1-formas

en (.

El caso mas simple es cuando tenemos A(t) = a(t)0(t) = a(t)tn, por lo que, fijando t, su
curvatura es:

Fu(t) =dA(t) + A(t) AN A(t)
=ta(t)dn + $t°a*(t)n A
=ta(t)dn + t*a*(t)dn
—ta(t)(1 + ta(t))dn

y por la formulaciéon en EDO para los instantones se tiene:

A/(t) - — *tFA

fty = 2000+ o)

que es una ecuacion de Bernouilli y tiene como soluciones

k
“W="tEw

para k € R. Para encontrar soluciones no triviales y definidas en todo R* tomamos k > 0.

Ahora calculando la curvatura de estos SU(2)-instantones obtenemos:

2k
Q= (m) (dt/\el—62/\63,dt/\62—63/\61,dt/\63—61/\62)

por lo que extiende bien al 0, ya que definimos:

p
0(0,0,0,0) =limQ = >

t—0
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Capitulo 3. G-Instantones

Tomar £ = 1 nos devuelve el instantéon BPST creado anteriormente. Visualmente un k&
mayor nos aplana cada vez mas nuestro instanton.

Como vimos anteriormente, somos capaces de dotar de este tipo de estructura a S*, por
lo tanto todos estos instantones se compactifican adecuadamente si en vez de trabajar con
R* 1o hacemos con S*

Como nota final sobre esta seccién nos gustaria aclarar que existen otro tipo de métricas
interesantes que tienen holonomia SU(2). Estas son, la métrica de Eguchi-Hanson, la métrica
Taub-NUT y la métrica Atiyah-Hitchin. Para ver como se crean estas métricas utilizando
este procedimiento con covectores ver [(].

3.2. Go-instantones, dim M =7

En esta seccion, generalizaremos la técnica utilizada anteriormente a fibrados con variedad
base de dimension 7 que tengan una Ga-estructura. En este caso, una Gy-estructura viene
dada por una 3-forma ¢, de manera que su estabilizador en GL(7,R) es isomorfo (en cada
punto) a Gy. Dada una forma de este tipo ¢, nos caracteriza una métrica con orientacion,
y por lo tanto una estrella de Hodge. Se puede demostrar que esta métrica contiene su
holonomia en g,, si y solo si:

dp=0 dxp=0 (3.2)

Para una demostraciéon de este hecho ver ([3], Prop 10.1.3). Ademds gracias a esta
estructura podemos reescribir la caracterizacién de instanton. Sea W la representacion 7-
dimensional de G5, entonces:

AQW%JW@QQ

Existen dos isomorfismos naturales A2W = A°W, dados por la estrella de Hodge y por
tomar el producto exterior por la izquierda con nuestra forma de estructura ¢. Que coinciden
modulo multiplicar por 2 en el primer subespacio y modulo un signo en el segundo, por lo
tanto la condicién para que la curvatura sea un Gs-instanton es:

PNQY=—%xQ

Es facil comprobar que si se cumple, entonces la ecuacién de Yang-Mills también lo hace,
ya que:
d“*Q=—-d“(pNQ)=—-d¢0ANQ—0pNd“Q=0

donde el primer sumando se anula por la condicion sobre la holonomia y el segundo por la
identidad de Bianchi.

Como en el caso anterior, queremos construir este tipo de estructura en nuestro fibra-
do principal con variedad base I x N con dim N = 6. Para ello tomamos una familia
uniparamétrica de SU(3)-estructuras en N dadas por (o(t),(t)), donde para cada t € I,
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3.2. Gy-instantones, dim M =7

(a(t),¥(t)) € Q*(N) x Q3(N). Gracias a esta familia de SU(3)-estructuras podemos construir
una Ga-estructura en I x N construyendo la siguiente 3-forma:

o=oc Ndt+1
Es facil calcular su estrella de Hodge que resulta en:
xp =P Ndt+ioNa
Por lo tanto podemos escribir la condicién sobre la holonomia como:
dy=0=d(c Ao)
% — do

ot
9ora) — _ody)

ot
Proposicién 3.2.1.

La ecuacion que caracteriza una conezxion w a ser un Ga-instanton en nuestro fibrado con
variedad base M = I x N, y que es pullback del fibrado ) — N, es:

- *t AI - FA VAN ¢
ONFy+xFy=0)NA
ademdas existe una formulacion equivalente:
A =5 (Fa A1)
(FaNoANo)(tg) =0
para un ty cualquiera en I.
Demostracion : Usando el Lema 3.0.2, y la condicion para ser un Go-instantén comentada
anteriormente tenemos que en el lado izquierdo obtenemos:
PAQ=(c Adt+ ) A (dtNA + Fy)
=dt N (o ANFA— 9 NA) + Fa Nt
Y en el lado derecho:
—xQ=— % (dt ANA") — % (Fy)

Por lo tanto, separando ahora los componentes de ambas igualdades para las formas

segun sus diferenciales, tenemos que:
—*tA/:FA/\w Y —*t(FA):JAFA—¢AA/

Obtenemos ast las ecuaciones deseadas. Para ver la demostracion de la formulacion alter-
nativa, ver ([06], Prop 3.7) |

A diferencia de el caso 4-dimensional (y como veremos més adelante del caso 8-dimensional )
existe una restriccién inicial que relaciona la curvatura en N con la SU(3)-estructura.
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Capitulo 3. G-Instantones

3.2.1. Meétrica Plana en R’

En el fibrado principal trivial P = R” x G, podemos descomponer R” utilizando coordena-
das polares, de forma que R”\ {0} = S® x RT. Por lo tanto para construir una G, estructura
que nos de una métrica plana, vamos a tomar primero la SU(3)-estructura estandar en S°
(0,1), que que satisface:

do = 3¢ diﬂ:—Qa/\J

gracias a estas ecuaciones tomando las familias (20, t31)), podemos construir la 3-forma ¢
que nos da una Gy estructura en S® x R*. Explicitamente ¢ y su dual de Hodge son:

p=to Adt+13  xp=tAdt+LoAo

Para construir una solucién explicita de un G-instantén, primero detallaremos la SU(3)-
estructura en S® que ademds cumple 3.2. Equipando S® con la métrica canénica ¢ y una
estructura casi compleja J inducida por la multiplicacion octonidénica tomando la esfera de
radio 1 y con parte real nula. Para z € S%, J viene dada por

J:T,M—=T,M

2Tz,

donde z - Z denota la multiplicacion octonionica ya descrita. Las formas o y ¢ vienen dadas
por
o(X,Y)=g(X,JY)
W(X,Y,Z)=g(Y,(VxJ)Z) para X,Y,Z € X (5°).
ademas gracias a esto podemos escribir la métrica en funcién del radio como:

0 =5 (o ()X, IY) — o (2)(Y, JX))
:?(a(x, JY) — o(Y, JX))

:th

Dada la simetrfa del problema fijamos zo = (0,0,0,0,0,0,1) € S° y denotamos por
(71,...,6) la base canénica de T,,S%. Con esta notacién, nuestro par de formas en el punto

son:
¢ — dI123 _ dI145 + dl‘246 _ d$356

o =dz'% + da® + da?t

Ahora siguiendo ([1], Capitulo 5), podemos escribir un elemento del dlgebra gy como:

0 as —ay as —ay —ay —ag + bg
—as 0 ap ag —a7 + b7 Ay — b4 as + b5
as —aq 0 —b7 b6 b5 b4
—as —0g b7 0 —a1 + bl —as + bg —as + b3
Qy a7 — b7 _bﬁ a; — bl 0 bg —bg
ar —ay + b4 —b5 a9 — bQ —bg 0 bl
g — b(,‘ —as — b5 —b4 as — b3 bg —bl 0
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3.2. Gy-instantones, dim M =7

Donde (Ay,..., A7, By,...,B7) = (e1,...,e14) son base de go. Esta notacion es simple-
mente que la matriz A; es la matriz con a; = 1 y con todas las demds variables igual a
0.

Donde el corchete viene dado por el conmutador usual:

Ne[AT & T & [ A [ & T A [ & ]
Ay —A1— B —A¢—Bs —Ar— By —By As — Bs
As —A; —2Aq 245 Ay
As —As By
Ag B,
Az
N[BT B [ B [ B [ B [ B [ 5 ]
Ay 0 B3 —Bs Bs —By By —2A¢ — 2B
A, | —Bs 0 B, As A+ By A, +B,  As— Bs
Ag B2 —Bl 0 A7 + B7 _Aﬁ —A5 —A4 — B4
A4 A5 —AG + B6 —A7 0 —A1 — B —AQ — By A3 + Bg
A5 —A4 —A7 _Aﬁ + BG —Al — B 0 —A3 _A2 — By
A6 —A7 A4 A5 —A2 Ag 0 Al
A Ag As —Ay —A3—By; —Ay,— By A+ B 0
IN[|Bi | B [ B | B | B | Bs | Br |
By —2B; —A¢ — Bg —B7 Ay + By B
B3 — By Ag + Bs As — Bs By
By 2A1 +2B; —As; — By —DBs
B; A3+ Bs —B;
Bg A
Bq
Tenemos entonces gy < 50(7) ~ A%(R")", asf pues denotamos con (B, ..., B14) los ele-
mentos de A2 (R7)" correspondientes a la base ey, .. ., e

B = —dx?®? 4 dz® Bg = da* + dz57
By = —dz!3 — dz*6 By = dx*® — da®”
53 = —dl'm — d$47 ﬁlO = dl’47 + dl’56
By = —dz'® + dz?S Bi1 = —dx? + dz?7
Bs = —dz** +da*™ P = da* + dz*
Be = —dz'" — da*! Bz = do'" — dz®
Br = dx'® + da® By = —dx®® + do3

Para 1 < 7 < dim G = 14 definimos
aj = 0ta Bjlg € QO (S°),
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Capitulo 3. G-Instantones

donde 9t € X (R7\{0}) es el campo radial canénico. En el punto (0,0,0,0,0,0,1) son:

a; =0 ag = —dxb
ay =0 ag = da’
as = dx? ayg = —dzt
ay, =0 ay = —dx?
as = —dr? oy = —dz?
ag = dr! a3 = —dz!
ay = 0 14 = 0

Ademas las formas 5j|86 en el punto son:

Bl 6 = —d.’L’23 + d1'45 Bg 6 = dx45

BQ s6 —dl'13 - dx46 59 6 _dx46

53 s6 dw12 BlO 6 dx56

54 6 = —d1715 + de‘Zﬁ 511 S6 = —d{EZG

Bs s6 —dz" B2 s6 — +d3°

ﬁﬁ s6 = dSC24 ﬁl?} S6 = —d$35

Brloo = da'® + da®  Buly, = —da® + da™

Ahora buscamos conexiones de la forma:

=ta t)Zaj@)ej € Q' (5% g,).

Usando las propiedades de J es facil ver que

day = d(9,8) = Ly B — QB = 26 -

Por lo tanto la curvatura Fiy € Q2 (59 g5) es

Fa=dA+ 32 [A A

= 2ta(t) Zﬁijg,s ® € + sta(t)? Z (aj A o) [ej, ex]
=1

1<j<k<14

y la derivada en t de la familia de conexiones es
A'(t) = (a(t) + ta'( Z a; ®ej.

Para utilizar la caracterizaciéon del Ga-instantén necesitamos calcular *; (F)4 A 1)), vamos a
hacerlo para el coeficiente de e3 (denotamos como oV = a; A a;):

1
FA — 2ta(t) (deQ) + §t2a2(t) (045/\6 + 2067/\4 + 0414/\4 + a5/\13 + a12/\6 + a7/\11 + a13A12>
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3.2. Gy-instantones, dim M =7

Fa = 2ta(t) (dz'?) + t2a®(t) (da'?)

después calculamos
Fa NP = (2t%a(t) + t°a?(t)) da'*>,

y calculando A’ y su dual dado por la métrica g;:

A = (a(t) + td' (t))dz*
* Al = i—z(a(t) + ta'(t))dz'*

Por lo que dividiendo a ambos lados por t* e igualando coeficientes segtin la condicién de
instanton obtenemos la EDO:

a(t) +ta'(t) = 2a(t) + t*a®(t).
Antes de ver la solucién de la EDO debemos comprobar que se da la condicién inicial
FanoNo(t=1)=0
calculando obtenemos:
Fyno Ao = ((2ta(t) + t2a®(t))dz"?) A (2dx'?C 4 2dz'31° — 2d2%3%5) = 0

Asi pues, resolviendo la EDO obtendremos un instantén. La EDO es de Bernouilli con solu-
cion:
2t
at) = ————
®) 2+ k

donde k£ € R. Por lo tanto vemos que volvemos a obtener el instantén clasico pero ahora
con grupo estructural GG5. Calculando los demaés coeficientes asociados a los e;, uno puede
confirmar que esta misma EDO nace de cada uno de ellos (excepto los que se anulan). Como
antes, tomamos k > 0 para obtener soluciones definidas en (0,00). Su curvatura tiene la
siguiente expresion:

Q = (ta(t)) Z dt A\ o @ e; + 2ta(t) Z @|SG ® e; + 1(ta(t))? Z (o A ag) e, ex] -

1<j<k<14

Por ultimo como:
t—0 ; t—0

ta(t) — 0 'y (ta(t)) —0
podemos extender la conexién como la curvatura a todo R”.

Es importante observar que esta construccién también nos devuelve un instantén tri-
vial tomando k£ = 0, no es para nada extrano, ya que la estructura de nuestro fibrado es
completamente plana, lo que permite este tipo de instantones.
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Capitulo 3. G-Instantones

3.3. Spin(7)-instantones, dim M =8

Por tltimo, vamos a utilizar esta técnica con variedad base de dimensién 8 que tengan
una Spin(7)-estructura. Anédlogamente al caso anterior, una Spin(7)-estructura viene dada
por una 4-forma @, de manera que su estabilizador en GL(8,R) es isomorfo (en cada punto)
a Spin(7). De nuevo @, nos caracteriza una métrica con orientaciéon y una estrella de Hodge.
Ademas es posible demostrar que la métrica contiene su holonomia en el propio Spin(7) si y
solo si:

d® =0 (3.3)

Para una demostracion de este hecho ver ([4], Prop. 3.2). Ademés gracias a esta estructura
podemos reescribir la caracterizacién de instantén. Sea W la representacion 8-dimensional
de Spin(7), entonces:

A*W = W @ spin(7)

Como en el caso anterior, existen dos isomorfismos naturales A2W =2 A®W, dados por la
estrella de Hodge y por tomar el producto exterior por la izquierda con nuestra forma de
estructura ®. Que coinciden ahora modulo multiplicar por 3 (en vez de 2 como en el caso de
(i5) en el primer subespacio y modulo un signo en el segundo, por lo tanto la condicién para
que la curvatura sea un Spin(7)-instantén es:

OPAQD=—%xQ

Utilizando ahora las Go-estructuras, vamos a construir una Spin(7)-estructura en nuestro
fibrado principal con variedad base I x N con dim N = 7. Tomamos una familia unipa-
ramétrica de Gy-estructuras en N dadas por ¢(t) con t € I. Construimos entonces la forma
® de la siguiente manera:

O =opANdt+ x¢p

De nuevo podemos reescribir la condicién para la holonomia como:

9(x9)

=0
ot

do +

Proposicién 3.3.1.
La ecuacion que caracteriza una conezrion w a ser un Spin(7)-instantén en nuestro fibrado
con variedad base M = 1 x N, y que es pullback del fibrado Q) — N, es:

A/ — *t(FA /\ *t¢)

Demostracion : La demostracion es simplemente reescribir ® A Q = — x Q como una fami-
lia dependiente de t, de manera idéntica a como hicimos para los Gy-instantones. Donde
obtenemos de manera similar que estas dos ecuaciones caracterizan el concepto de Spin(7)-
instanton:

A =5 (Fanxp) y  x@eANA =xFa+ @A Fa.
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3.3. Spin(7)-instantones, dim M = 8

En este caso, es posible demostrar que la primera implica la sequnda, el resultado utilizado
para ello es el siguiente. Si denotamos con V' a la representacion 7-dimensional de Go

entonces se puede demostrar que las dos siguientes aplicaciones coinciden:

B xp AX(BAxp) y B xB+oAB.

Tomando B = F4, la sequnda igualdad siempre se cumple si se da la primera. |

3.3.1. Meétrica plana en R®

Para poder construir esta métrica vamos a utilizar la existencia ([5], Def. 2.4) de una
Gs-estructura ¢ en S que ademés cumple’ que dp = —4x . Tomando esta estructura como
base, uno puede construir la familia ¢(t) = 3, que cumple la condicién de la holonomfia. Su
Spin(7)-estructura asociada es entonces:

d=tpAdt +t* g

Si escribimos ¢(t) = ¢y (t)dz¥*, la métrica en cada {t} x S7, g; viene dada por:

1
gi;(t) :m@km(t)(bjln(t)ﬁklmn

klmn

6 1
=t T Pikm Pitn€
:tGQij

donde ¥ eg el simbolo de Levi-Civita De una manera idéntica a la construccién de Go-
instantones en R”, tomamos una familia de conexiones del tipo:

At) =ta(t) Y a; ®¢;

Construimos una base ortogonal (eq, ..., es1) de spin(7) < s0(8) como:
B C
AP —=& —
V3 V6
con las matrices A, B, C' definidas como:
0 —a; —ag as —Qy Qs Qg ay
aq 0 —ar 0 0 0 —as 0
as  ar 0 0 0 0 0 0
A — —az 0 0 0 0 —ay —a; a4
a ay 0 0 0 0 0 0 0
—as 0 0 s 0 0 0 —ag
—ag O 0 a; 0 0 0 —as
—ary 0 0 —Qy 0 ag as 0

1Las Gg-estructuras que cumplen que dy = Ax @ suelen ser denominadas como nearly parallel structures.
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Capitulo 3. G-Instantones

0 —=by by b by —bs  —bg b7
b1 0 by —2bg —2b5; —2by b3 0
—by —b; O 0 0 0 0 0
B_ —bs 2bs 0 0 —2b;  bo b1 —by
—by 2b5; 0 207 0 —2by —2by —2bs3
bs 2by 0 —by 2b; 0 0 be
be —bs 0 —by 2by 0 0 —bs
—b; 0 0 by 2b5  —bg bs 0
0 g —Cy C3 —Cc4 —cC5 Co cr
—C1 0 —C7 —Cg Cs —Cy Cs3 302
Co cy 0 —3cy —3cg —3c3 —3cy —3c
O — —C3 Cg 305 0 Cr Co —C1 Ca
cy —cs5 3cg —c7 0 -1  —Cy C3
Cs Cy 3c3  —Co c1 0 —3c;  —cg
—Ccg —C3 3C4 c1 Co 3¢y 0 —c5
—Cr —302 361 —Cy —C3 Cg Cs 0
con (Al,.. Az, ﬁ,...,%,%,. .,3—%) = (e1,...,e31) € R* y el corchete dado por el

conmutador usual.

~ A% (R®)", asf pues denotamos con (31, ..., B) los
. Para 1 < j < dimG =

Tenemos entonces spin(7) < so0(8)
elementos de A% (R®)" correspondientes a la base ey, ..., e
definimos:

aj = O0ta Bjlg- € Q' (S7) .

Que cumplen que:
daj =

28;.

Con estas definiciones, no es dificil comprobar que (quizés salvo alguna constante) a(t) cumple
la misma EDO que la funcién utilizada anteriormente en R”, por tanto este instantén es
basicamente el mismo que el Go-instantén construido en la seccién anterior.

3.4. Construccion de Instantones cuaternionicos

utilizando las ecuaciones de Nahm

En esta ultima seccién, veremos como construir instantones para un G-fibrado principal
trivial con variedad base M = H", donde GG no es necesariamente un grupo de estructura
de M. Este fibrado principal hard uso de la estructura cuaterniénica canénica (J*, J2, J3) en
H" dada por (i, 7, k).

Ahora, sea {g;} una base de g, U C H" un abiertoy f : U — R vamos a buscar conexiones
del tipo:
w = Z T;(f
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3.4. Construccién de Instantones cuaternidnicos utilizando las ecuaciones de Nahm

donde

dim g

= Z Tk{ ()9
k=1
y las T} (s) son funciones reales con dominio en un intervalo I D rg(f).

Proposicién 3.4.1.
Sea un G-fibrado principal H" x G — H, y una conexion w de la forma (3.4), con la tupla
T = (T1,T5,T3) tal que T; - I — g. Si T satisface las ecuaciones de Nahm:

Ti(s) = [T5(s), Ti(s)]

para permutaciones ciclicas de (ijk) = (123). Entonces:

= La curvatura asociada a w es auto-dual si y solo si f cumple:

o’f  O*f y O f
Oxz, 02, 04,07

=0 para 1 < a < v < 4.
» La curvatura asociada a —w es anti-auto-dual si y solo si f es armonica.

Demostracion : Calculamos la curvatura de w con la ecuacion de estructura de Cartan, y

obtenemos:

Q

S (TUHAF AT + T (F(AF) + [T, Te(H) P (af) A THAP))

=1
donde (ijk) denota una permutacion ciclica de (123). Si df = Z?:l fidx;, con f; = 0f/0x;,

entonces las formas J7(df) son:

JHdf) = — fodxy + frdas — fadws + fadry
J2(df) = — fadxy + fadwo + frdes — fodry
J3(df) = — faday — fsdzg + fodrs + frday

En particular, con unos cdlculos sencillos pero extensos, es posible comprobar que:

*(df A JHdf)) = JI(df) A J*(df)

Por lo tanto, si T satisface las ecuaciones de Nahm.:

+0 = Z * (THAAF A THAS) + T (@) + [T Th(F] F(Af) A T*Af))
3
=Y (T = (df ATHAR) + Tf) #d (JHAF) + TL() = (P (df) A THa))
2> (THATAF) A THAS) + Tlf) = d (J(AF) + TLFAF A TAS))
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Capitulo 3. G-Instantones

Entonces como los sumandos izquierdo y derecho de la ecuacion son idénticos a los de la

curvatura, obtenemos que:
Q=+Q & Y T(Nd(JAf) =+ T(f)d (J(df))

por lo tanto la curvatura es auto-dual. Es mds, si las T; no son constantes, entonces son

funcionalmente independientes, igualando coeficientes obtenemos que:

Q=+Q & d(J(df)) =*d(J'(df)), i=1,23

Para —Q) utilizamos el mismo razonamiento para obtener que:
—Q=—%-Q& d(J(df)) =—*d(J'(df)), i=1,2,3

Utilizando indices, ambas condiciones pueden ser equivalentemente escritas como lo estdn

en la hipotesis. |

Para construir estos instantones, es necesaria una f : HH — R que cumpla las propiedades
necesarias. Una familia de funciones, que cumple el caso necesario para la soluciéon autodual,
es:

f(2) = f(z1, 20,23, 24) = Az - 2+ ZBj:cj + C,
J
y para el caso anti-autodual

A 4

I<i<j<4 J=1
donde A, Ai) Bi) Bm’, C eR.

El otro papel fundamental de este tipo de soluciones viene dado por las ecuaciones de
Nahm. Por lo tanto, es interesante conocer las siguientes dos propiedades sobre ellas:

= Como la funcién:

My (C)? =M,y (C)?
(A, B,C) —([A, B),[B,C],[C, A])

es analitica, entonces las soluciones a las ecuaciones de Nahm son analiticas y tinicas
dada una condicion inicial en un abierto.

= Una solucién para b < g es a su vez una solucién para g. Es mas, si una solucion para el
algebra matricial g estd definida en un intervalo (a, b) de forma que para un ty € (a,b)
se tiene que T;(ty) € b, entonces, dado que b es cerrado por el conmutador, se cumple
que T;(t) € b para todo t € (a,b).
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3.4. Construccién de Instantones cuaternidnicos utilizando las ecuaciones de Nahm

Esta ultima propiedad nos inspira a buscar soluciones mas faciles en subdlgebras de g. La
mas cldsica de este tipo de soluciones viene dada por su(2).

Corolario 3.4.2.
Sea G un grupo de Lie de forma que su dlgebra g contiene una su(2)-subdlgebra con genera-

dores {e1,e2,e3}, que cumplen las relaciones [e;, e;| = —2ey para permutaciones ciclicas de
(123) = (ijk), y sea T; : (0,00) — g:

Ti(s) = —8 ie{1,2,3}.

Entonces (T1, T, Ts) cumple las ecuaciones de Nahm.

Si es posible tomar una su(2)-subélgebra de G, aplicar el corolario anterior, nos devolvera
el instantén clasico, pero sumergido en un fibrado con grupo estructural G. Este instanton
no nos es de mucho interés, ya que simplemente hereda la estructura SU(2).

Mas interés geométrico despiertan las soluciones que se han ido descubriendo recientemen-
te, para encontrarlas se utilizan las simetrias intrinsecas a cada algebra de Lie, para reducir
las ecuaciones de Nahm a algo mas manejable.

Una lectura muy recomendable sobre este tema es [2], donde se utiliza este tipo de técnicas
para estudiar soluciones simétricas (respecto a un grupo de Lie mas pequeno que G) y dar
propiedades sobre este tipo de solucién. Exponemos ahora una soluciéon encontrada en este
articulo, que nos permite crear instantones en SU(3) x H con cierta simetria entre T} y Ts.

Ejemplo 3.4.3 (Soluciones a las ecuaciones de Nahm en SU(3))

Los elemento de su(3) se pueden escribir como:

at 21 Z9
-2 bz z3 con zi, 29,23 € C a, beR

—Z9 —273 —(a+b)z

Asi pues una solucion a las ecuaciones de Nahm viene dada por:

0 0 csch2t—c) 0 0 cscl;(it—c)
T, = 0 0 0 T, = 0 0 0
csch(t—c) csch(t-c)
—— 0 0 — 0 0
— coth(t—c)—k
seothlt=g-k g
15 = 0 0 0

coth(t—c)+k
0 21

donde ¢,k € R
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Capitulo 3. G-Instantones

Generalizacion a H"”

Para poder generalizar la construccién de este tipo de instantones a fibrados de naturaleza
H" x G, utilizaremos conexiones de estructura idéntica a (3.4). Tomamos en este caso, una
funcién f : H® — R y la estructura cuaterniénica canénica en H", dada por (J*, J?,J3).
Estas tres estructuras nos alteran la forma df = f;dz® de la siguiente manera:

n—1
J(df) = Z —f4j+2d$4j+1 + f4j+1d$4j+2 - f4j+4d$4j+3 + f4j+3d954j+4
=0

n—1

Jz(df) = Z —f4j+3d$4j+1 + f4j+4d$4j+2 + f4j+1d934j+3 - f4j+2d374j+4
j=0
n—1

Jdf) = Z — fajada™ T — fiiada? 4 fyda T fy g daT T
§j=0

Para poder definir el concepto de solucién autodual (o anti-autodual), necesitamos definir
una (4n —4)-forma en R = H" por la que, al igual que hicimos en el caso de G5 y Spin(7), la
curvatura producto cuna con ella resulte en el dual de la curvatura. Para ello vamos a definir
la conocida como forma fundamental, una 4-forma que al multiplicarla consigo misma
n — 1 veces nos dard la forma que buscamos. La forma fundamental es la siguiente:

2201/\01+02/\02+03/\03

donde las o; son 2-formas definidas como:

n—1 n—1
o1 = de4j+l A dl‘4j+2 T dx4j+3 A dl’4j+4 oy = de4j+l A dl’4j+3 o dl‘4j+2 A dx4j+4
j=0 Jj=0
n—1
o3 = deélj—i-l A dZL’4j+4 4 d$4j+2 A dl’4j+3
7=0

Definicién 3.4.4. Denominamos instanton cuaternionico autodual (resp. anti-
autodual) a aquella conexion del fibrado H" x G — H" cuya curvatura  cumple lo
siguiente:

QAX=c, xQ

(resp. QAY" T =c % Q)
donde las constantes dadas por la x de Hodge son

GGt o (a1

6n2n—1 ¢ 2n—1
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3.4. Construccién de Instantones cuaternidnicos utilizando las ecuaciones de Nahm

Es facil comprobar que este tipo de instantones cumplen la ecuacién de Yang-Mills, ya
que:
A% Q=d“C"TAQ) = —dE"TAQFE"IALQ =0

Donde el primer sumando se anula debido a que X es cerrada, y el segundo por la identidad
de Bianchi. Ademas esta igualdad corresponde a que, la parte de 2-forma de la curvatura
esté en sp(n), por lo que estas soluciones son Sp(n)-instantones, ya que tenemos que:

sp(n) < so(4n) = A*(R*™).

Proposicién 3.4.5.
Sea un G-fibrado principal H* x G — H, y una conexion w de la forma (3.4), con la tupla
T = (T1,T5,T3) tal que T; : I — g. Si T satisface las ecuaciones de Nahm. Entonces:

La curvatura asociada a -w es anti-autodual si y solo si f cumple la siguiente EDP:

d(JH(df)) AXE = ¢ % d(JHdSf)). (3.5)

La demostracién se omite por ser idéntica a la hecha para el caso n = 1, la tinica dificultad
es computacional ya que debemos comprobar que se da la igualdad

ctx (df ANJUdf)) = —JI(df) A JR(df) A XL

Al intentar generalizar este procedimiento pero para el caso autodual, nos damos cuenta de
que no es posible, ya que no se tiene una igualdad de este tipo. Asi pues, este procedimiento
no nos permite crear instantones autoduales en H™.

Ejemplo 3.4.6

Finalmente damos una familia de funciones f : H? — R de forma que cumplen 3.5,

tomando z = (11, T2, T3, T4, Ts, Tg, T7, Tg) € H>

f(2) =fi(z1, 29, w3, 24) + fos, 76, T7, T8)
+ Cr2125 + Comox + Csx3ry — (C1 + Cy + C3) 7478
+ Dyx127 + Doxong + D3xsxs — (D1 + Do + D3)xyze
+ Eyvyx6 + Eoxoxs + Eswsrs — (Ey + Ey + E3)xgxy
+ Fiwywg + Forowy + Fyaswe — (F1 + Fy + F3)x47s

Donde C;, D;, E;, F; € R y fi1, fo son funciones de la misma forma que las construidas
anteriormente para el caso anti-autodual en H.
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Conclustones y trabajos futuros

En este trabajo hemos explorado el concepto de instantéon y su generalizacién a dimen-
siones mayores que 4. Para ello hemos necesitado utilizar el concepto de fibrado principal,
conexion y curvatura asociada a una conexién; asi como varios resultados sobre estos con-
ceptos que nos han sido de gran utilidad. También hemos definido la ecuacién de Yang-Mills,
una ecuacion diferencial sobre el conjunto de todas las posibles conexiones de un fibrado, y
de como procede de buscar una conexién cuya curvatura minimiza un cierto funcional.

Hemos explorado el caso de instantén cldsico tomando un SU(2)-fibrado principal, donde
la variedad base M tiene dimension 4. En este tipo de variedades, la estrella de Hodge para
las 2-formas divide Q%(M) en suma directa de dos autoespacios, definiendo los instantones
como aquellas conexiones cuya curvatura, mas bien su parte de 2-forma, estd completamente
en uno de estos subespacios.

A su vez hemos generalizado este concepto a dimensién mayor, utilizando el concepto de
G-estructura; una estructura geométrica en la variedad base, que dadas ciertas condiciones
sobre su holonomia, nos permite dividir el fibrado de 2-formas en dos subfibrados, definiendo
el concepto de G-instanton como aquella conexién cuya curvatura vive completamente en el
subfibrado asociado a la G-estructura. Para poder construir estos instantones, hemos explo-
rado un método bastante reciente que consiste en crear este tipo de estructuras via ecuaciones
de evolucién, y hemos detallado a su vez la construcciéon explicita de G-instantones para los
grupos Gy y Spin(7) en el fibrado principal trivial con variedad base R” y R® respectiva-
mente. Ademas este método nos aporta informacion sobre la existencia y unicidad de estas
soluciones, ya que estas se obtienen a partir de EDOs.

Como tltimo punto hemos visto como crear Sp(n)-instantones en G-fibrados principales
triviales con variedad base H", construyéndolos con ayuda de las ecuaciones de Nahm. Lo
importante de esa subseccién es que aqui el grupo estructural puede ser arbitrario, hallando
asi la generalizacién que buscabamos. Por ultimo, hemos dado varios ejemplos de soluciones
a las ecuaciones de Nahm, con los cuales se pueden construir este tipo de instantones.

En cuanto a trabajos futuros, existen varias direcciones interesantes para ampliar y pro-
fundizar en el tema. Uno de los caminos posibles es el de ampliar las construcciones dadas
por ecuaciones de evolucién a los grupos de Lie con holonomia especial restantes. Seria a su
vez interesante investigar mas acerca de las ecuaciones de Nahm y poder encontrar soluciones
para los grupos de Lie que no admiten una construccion de G-instantones via G-estructura.
Por tltimo, podriamos intentar generalizar la construccion que hace uso de las ecuaciones de
Nahm a los octoniones.
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