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INTRODUCCION

Las distintas caracterizaciones de los cerrados y acotados
de la recta real, dan lugar a diferentes tipos de compacidad.
Entre estas destacan; Los espacios compactos, los espacios nu
merablemente compactos, los espacios secuencialmente compactos,
los espacios de Bolzano-Ueierétrass y los espacios de Uelerstrass.

En esta memoria se pretende realizar un estudio detallado
de los espacios topoldgicos numerablemente compactos y se-
cuencialmente compactos. Asf, el Capftulo 111 se dedica al es-
tudio de los espacios nhumerablemente compactos y localmente nu-
merablemente compactos y el Cap{tulo IV a los espacios secuen -
cialmente compactos y localmente secuencialmente compactos.

Por otro lado, es bien comocido la importancia de sumergir
un espacio topolégico dentroc de un espacio compacto, dando lu-
gar al estudio de las compactificaciones de un espacio topold-
gico, tema sobre el cual exist®e una extensa bibliografia.

En relacidn con las cbmpamtificaciones y el estudio de los
M-espacios, K. Morita, en (28), considera el problema de sumer-
gir un espacio topolégico en umn espacio numerablemente compacfo.
Esto da lugar a las numerables compactificaciones .

El capftuloc V de esta memoria, se dedica a las numerables
compactificaciones de un espacio topolégico.

por dltimo, en relacidn con el problema de descripcidn de
terminos topolégicoé, utilizando exclusivamente la teoria de
convergencia de sucesiones, R. BROWN en ( 9), sumerge un espacio
topolégico en un espacio secuemncialmente compacto, obteniendose

lo que denominamos secuencial compactificacidén de Alexandroff
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de un espacio topolégico. C£ste trabajo y el citado anteriormen
te de K. MORITA, nos ha llevado a considerar las secuenciales
compactificaciones de un espagio topoldgico, a las que se de-
dica el Capftulo VI.

En el Capftulo I y primer parrafo del Capitulo I1, se re-
coge el material auxiliar necesario en los capitulos siguientes.,

En los pdrrafos 2,3,y 4 cel Casitulo II, se establecen al-
gunos resultados de los axiomas de separaciér que son indepen-
dientes del resto de la memoria.

A efecto de facilitar la lectura de esta memoria, se ha
incluido, sin demostraciones, los resultados mas conocidcs de
los conceptos que Se tratan en cada capftulo. Ello da lugar,

. + 2
tal vez, a8 una excesiva extension.

A continuacidn se pasa a detallar el contenido de cada
capftulo, haciendo hincapie en los resultados que no hemos
encontrado en la bibliografia existente sobre estos temas.

En el parrafo 1 del Capftulo 1, se estucian algunas

'aneréiiiébionéédél I.A.N..Se enfoca la introduccidn de estos
cénceptos definiendo el rangoc de un espacio topolégico (22). De
algunos de estos axiomas se estudia su comportamiento frente a
la consﬁruccién de topologfas iniciales y finales. De entre es
tos cabe destacar los escacios subsecuenciales, de los cuales
s0lo hemos encontrado en la bibliografia, su definicidn(15).
Estos espacios parecen tener una impgcrtancia anéioga a la de
los espacios de frechet y secuenciales.

También se estudia la relacidn de los espaciocs subsecuen~

Ciales con las distintas generalizaciones conocidas del I.A.N.
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£l estudio de las numerables compactificaciones de Alexzan

droff y secuenciales compactificaciones de Alexandroff, nos ha

w

llevado a definir los espacios isc—sepuenciales compactu

Los parrafos 2, 3 y 4 del Carftilc 1 se dedican 3 estudiar
generalizaciones devlos axiomas: II.A.N. , L*ndeldf vy separa-
ble respecfivamente.'Estas generzalizaciones surgen al sustituir
el cardipal >¢0 por un cardinal estrictamente mayor,

En todas estas ceneralizaciores, se estudian el comporta-
miento de cada uno de los espacios introducicos,en la nonstruc
cidn de topologfas iniciales y finales.

En el pdrrafo 1 dgel Capftulo II, se ccnsideran alcures -
axiomas de separacidn comprendidos entre el Tl y el T2 ya ccro
cidos y se definen los KKC-escacios y SKC-espacios. Se estable
cen proposiciones que relacionan estoas nuevos concentos rcon los
ya conocidos. Estos resultados se utilizan en los Capftulos 111
y 1V,

En el rarrafo 2, se establece el siguiente result~do, sc-
bre extensores entornos absclutos:

" Z:(xi,Ti) es un extensor entorno absoluto, si y solamen

iel :
te si para todo ieI,'(xi,Ti) es un extensor entorno absolutc vy

card(1) £ }¢ o M
o]
. ’ . )
En el parrafo 3, se refina un resultado sobre la caracte-
. . ? . . . .

rizacion de los espacics normales por particiones continuas de

. 7/ . . -
la unidad y se prueba por estas tecnicas el resultado conccido
de que : "Todo espacio seudometrizable es normal',

En el Ultimo pdrrafc de este capitulo,se obtiene la siqgui

. ..' . .
ente caracterizacion de lgs espacios colectivamente normales:
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" Un espacio togolégico (X,T) es colectivamente normal,si

y soclamente si,para toca familia Q; giscreta, {mi}iél , exis-

te una familia de abiertos de (X,T), {Ai}iél , tal que MiC:Ai

para todo i€l vy AiﬁAi = ¢ , para todo i,j€l con i # J.
-

En el parrafo 1 del Capftulo I1l,se refinan,utilizando los

resultados del Capfitulo 1,algunas prcpiedades conocidas ge

espacios numerablemente compactos.

£l parrafo 2 del Capftulo 111, se dedica a un esQucio:Uéfg

, , : { -

llado de los espacios localmente numerablemente compa&tos. Eo-
\ .

tre otros se destacan los siguientes resultados: R

1. Sea (X,T) un US~-espacio secuercial. Entorces se tie s

a) Si MCX es localmente numerablemente compacto en (X,7T),
se verifica que M es interseccidn de un abiertoc y un cerrado
en (X,T) .

b) Si (x,T) es localmente numerablemente compacto y MC X
es interseccién de un abierto y un cerrado en (X,T), se verifi

ca que M es localmente numerablemente compacto.

2. Una aplicacidn f de un espacic topoldgico (X,T) en
(x',T'), (supuesto (x',T') secuencial), es numerablemante propia,
si y solamente si, f es una aplicacidén continua de (X,T) en
(X',T") y si s =ixn}n€N es una sucesidn en X y x%Ang.SOF ,

(o X%LimTLSOf ) existe xef-l(x')f\AQlT

pone de manifiesto que la conagicidn de Ggue (xﬂTﬁ sea secuencial

S. Con un ejemplo, se

es esencial.

For Gltimo, se definen las aplicaciones F-cuasi-numerable_
mente propias.bEste tipo ce aplicaciones son las gue admiten
extensiones continuas a las numerable compactificaciones de 4=~

lexandroff,

[ 4 - . .
Ademas se estudian los tipos de espacics para los cuales



las aplicaciones numerablemente propias, cuasi-numerablemente
jpropias y fF-cuasi-numerablemente propias coinciden.
Se termina el parrafo estudiando el comportamiento de los

iespacios localmente numerablemente compactos en la construccion

«de topologias iniciales y finales.

El Capftulo IV, se dedica a un estudio de los espacios se_

ccuencialmente compactos y localmente secuencialmente compactos,
jparalelo al realizado en el Capitulo 111, para los espacios nu-
rmerablemente compactos y localmente numerablemente compactos.

‘é;>iﬁferésénteiogservar que:

En un espacio numerablemente compacto y no secuencialmen-
te compaéto, toda sucesidn que no tiene subsucesiones conver -
gentes, tiene la propiedad de cue toca subsucesidén suya tiene
infinitos puntos de aglomeracidn.

El parrafo 1 del Capftulo V, se dedica al estudio general
de las numerables compactificaciones de un espacio topoldgico.
Se establece un preorden entre ellas, analogo al de las compac
tificaciones y se establece la incependencia con las compacti=-
ficaciones.

Se destecan los =icvientes resultados:

1. " sea (X,T) un espacin topoldcico y ((X',T'),f) .na nu
merable compactificacidn f3 de (X,T) con (x',T') secuencial.
Entonces f(X) es abierto en (Xf,T'),si y solamente si, (X,T) es
localmente numerablemente compacto ".

2. " Sea (X,T) un espacio topclécico y ((x',T"),f) ,
((x",T"),f') dos numerables compactificaciones de (X,T) cnn
(X'"yT'") T.AN. y (xn,T") T, y secuencial. Entonces las siguien
tes afirmaciones son eguivalentes:

a)  ((xv,Tm),f") L ((x',T1'),f)

tales

b) Para todo C cerragos en (x,T) con le\C

N
1]
A%

1°°Z

que F'(Cl)er'(Cz) = ¢ se verifica que f(Cl)f\f(C

) = 7 .
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£1 pdrrafo 2 de este Capftulo U, se dedica a las numerables
compactificaciones por un solo punto.

Se’construye la numeratle compactificacidén de Alexandroff
ide un espacio no numerablemente compacto y se prueba gue es una
IF-numerable compactificacidn del espacio dado .

Se establece el siguiente resultado, andlogo al Teorema de
Alexandroff, para las compactificaciones por un solo punto:

% sea (X,T) un espacio topoldgico no numerablemente com-
paéto y Tl' Entonces se tiene:

a) (X,T) admite una fF-numerable compactificacidn por un
solo punto.

b) Dos F-numerables compactificaciones Tl por un solo pun
to son topoldgicamente equivalentes., "

A continuacién,se encuentran condiciones necesarias y sufi
cientes para que un espacio topolégico admita fF-numerables com
pabtificaciones pcr un solo punto,que sean Tl, T2, T3 0 T3a .
Resulta que para que un espacio topoldgico admita una F-numera
ble compactificacidn por un solo punto T3 o] TSa’ es condicidn
necesaria que el espacio sea localmente numerablemente compacto,
pero esta condicidn no es suficiente.

7 WAdémég, se establece el siguiente resultado:

" .Sean (X,T), (X',T') espacios topoldgicos no numerablemen
te compactos vy F:X———»X'una aplicacidn. Se considera las numera
bles compactificaciones ce Alexandroff de (X,T) y (x',7'),

((xX*,7%),3) vy ((xX"*,7 *),i') respectivamente y f*:x*— x'*

definida por f*’x = f vy F*(cu) =w', Entonces

. (x*, ) — (xX"*, 7' %) es continua,si vy solamente si,
1]
Fi(X,T)—= (X',T') es f-cuasi-numerablemente propia.
Por ultimo se demuestra que;

“Sean (X,T) un espacio topoldgico no numerablemente compacto

y localmente numerablemente compacto, ((X*,7%) j) 1a numerabie

| A
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ble compactificacidén de (X,T) con (X',T') T3 y secuencial.

Entonces, ((x*,7%),j) ¢ ((x',T"),F) »

En los pérrafos’l y 2 gel Capiftulo VI, se rea
liza un estudio de las secuenciales compactificaciones y se -
.cuenciales compactificaciones por un solo punto, paralelo al
realizado en los parrafos 1 y 2 del Capftulo v, para las numera
bles compactificaciones y numerables compactificaciones por un
solo punto. Se obtienen resultados andlogos a los citados ante

riormente.

En el dltimo pérrafo de esteicapftulo, se aboroa el proble
ma de carepterizar los espacios T38 que admiten F-secuenciales
compactifidaciones TBa' No se ha conseguido una resoclucidr del
problema, aunque se hén obtenico alcunos resultados parciales,
por ejemplo:

1. "Todo espacio TSa y IT.A.N admite une F-secuencial com
pactificacidn Tag “-

Esta condicidn no es necesaria, como se prueba con un ejem
plo.

2. " 5i (X,T) admite una F-secuencial compactificacidn Tas
existe (Xx',T') numerablemente compacto tal que e(x)C x' C P(x)
y para todo cerradc y secuencialmente compacto, C, en (X,T), se
verifica'que e(C) es cerrado en (x',7").

Con esta condicidn necesaria se construye un ejemplo de un
espacio'T38 que no admite una F-secuencial compactificacidn T3a’

Esta condicién, en general, no es suficiente.

3. Un espacio topoldgico T:,)a y, (X,T), admite una F-secuencial
compactificacién T3a nor un solo punto, si vy solamente si,para
todo C, cerrado y secuencialmente compacto en (X,T), existe C'

cerrado y secuencialmente compacto y existe f aplicacion conti

nua de (X,T) en ([0,1] T ) tal cue f(C) :{0}
Co,1]
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S ST S I {l} . (Fet= crraicidn imclicz cue el espacioc (X,7T)
es localmente secuercialwente compacto).

Por Glﬁimo,se pone un ejémplo de un espaclo que admite una
F-secuencial compactificacidn TSa tal que,entre el y su compac-
#ificacidp de Stone—Ee:h, nec existe ningdn espacio secuéncial~

mmerte compacto.

Fara terminar, cese~ rconer de manifiesto mi agra2aecirientic
3ida

tcal Pref, E. OQuterelo cue sin su valicvsa ayuda no hubiers

. . . 2 .
irosible la realizacion «de esta memcria,
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CAPITULO I

AXIOMAS DE NUMERABILIDAD

$1. GENERALIZACIONES DEL I.A.N.

En este parrafo se consideran algunas generalizaciones
del I.A.N. ,destacando los espacios subsecuenciales. Estcs

espacios, constituyen una clase importante en la que la -

numerable compactifibacién de Alexandroff y secuencial compacti-
ficacidn de Alexandroff coinciden

Segun(2%), el I.A.N. se introduce considerando el ran-
go de un espacio topoldgico.

Definicidn I1.1.1

Sean X un conjunto no vacio y.9?un filtro en X. Se con-

sidera Jf(:{g'ﬁ' es base ‘del filtro f/} Se llama rango de
# y se notard rang(¥ ) a :
rang(g ) = ’infimo{card(g )I‘Je‘/f(}

Observacidn I.1.2

Cemo un conjunto de nimeros cardinales con la relacidn
« 2 . . .
de ordenacion de cardinales es un conjunto bien ordenado,
si F es un filtro en X, existe una base Jg; de_?f’tal que

rang( # ) = card( j?o).

Proposicidn 1.1.3

Sea X un conjunto no vacio y_?auh filtro en X. Entonces

se tiene: card(X)

rang(g/) =1 o Koérang(gfy)éZ .



Definicidn I.1l.4

sea (X,T) un espacio topoldgico. Se llama rango de
(x,T) y se notara por‘rang((x,f)) al cardinal supremo
{rang(jg(x))l x € X} ,donde jf(x) es el filtro de entornos
de x. '
( rang((X,T))= supremo{rang(gfx))=infimo[Fard(13)lﬁEJw;
con Jsz{ﬁlﬁ es base del filtr0,~$(x) , de entocrnos de 4

lxex J

Definicion I.,1.5

sea (X,T) un espacio topolSQiCO. Se dice que (X,T)
cumple el I.A.N. si rang((X,T))< }§0 (Esto equivale a que

cada punto de (X,T) tenga una base de entornos numerable).

A continuacidn se estudia el comportamiento de los
espacios de rango menor o igual que c (}koé:c) en las cons-

trucciones de topologias iniciales y finales.

Proposicidn 1.1.6

Sean X un conjunto, ¢ un cardinal con Roéc, (X,'T')
un espacio topoldgico de rang((X;7"))4cy f:x—Xx' una
aplicacidn. Entonces rang((x,F-l(T')) <c.

Demostracidn:

Sea x€EX y WQF(x)) una base del sistema de entornos de
F(x) en (;77) .« como Ux) =[£71¢ uf(xy uf(")ﬂﬂf(x))}

es una base de entornos de x en (X,F-l(T')), resulta que

card(?f(x))é card( (f(x)). Asi pues rang((X,F-l(T')))é-c.

Coroclario 1.1.7

Si (X, T°) es un espacio topoldgico de rang((Xx,T77))<c

y XCx°’, se verifica gue (X,wa) es tal gue rang(x,T]x)ééc.



Proposicidn 1.1.8

sean (X,T) , (X,7°) espacios topoldgicos y fi:X——» X~
una aplicacién continua,abierta y suprayectiva. Entonces, si
rang(X,T)€c se verifica que rang(x, T°) %c.

Demostracidn:

Sean x€ X’ y xeXx tal que f(x) = x'. Teniendo en cuenta

que si (ylx) es uné base del sistema de entornos de x en
(X,T), zr(f(x)) = {F(Vx)l Vxefaix)} es una base del siutema
de entornos de x'= f(x) en (X,T),por ser f continua vy abier
ta, resulta que cerd(%f(f(x))) écard((VYx)). As{ pues,

rang((X,T)) €c.

Las proposiciones 1.1.6 y I.1.8 ponen de manifiesto que
el rango de un espacio topoldgico es hereditario y es una -

propiedad topoldgica.

Propesicidn I.1.9

Sean {(Xi,Ti)}i€I una familia no vacia de espacios to-
poldgicos no vacios .Entonces rang(!?}(xi,Ti))éc si y so-
lamente si se satisfacen las siguientes condiciones:

<
1. rang(xi,Ti) < c
2. card(3={ i€l Icard(Ti)EE} ) £c ( Ro <c).

. P
Demostrac1on

Supongamos que rang(T—r(x Ty ))4 c. Como para todo jel

i€l
T_TX . es continua, abierta y suprayectiva, por la
iel
proposicidén I1.1.8 rang(xj,Tj)ééc para todo jel.
Por otro lado, existe a=( € T—-X tal que para
% 161 i€l

a
. 3 fa)
todo je J exista vy J # Xj. Sea (6(a) base ge entornos ce
a en T1 (X T ) tal gque cazo( Av(a))~ ranc(dg
i€]
rang(Tj-(Xi,Ti)) £ c. SUPONGAINUS GUE ?:(a) ={V2' méﬁ} con
ie] '
card(Mm) £
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. a .
Para todo meM, Hm={ 161[ pi(Um’) # xi} es finito.Por tan-

to, H = UHm es tal que card H = card M, Como JCH, se
meM
tiene que card(Jd) £card(H) £c.

Reciprocamente:

Supongamos que rang(Xi,Ti)éc para todo i€l y que
card(3) $c. Entonces para todo a:(ai)ieI se verifica que
existe T'U’(ai'} ={ U:ilmel"li} , c€on card(mi)éc, base de entor-

))

nos de ai; para todo i€I, tal que card( V(ai)) = rang($-(ai

<rang(X,,T.)%c. (Para todo i¢I-J f(f‘(a.) ={X.} ).
i*'i i i
Se tiense que (@(a) ={ ﬁAi l existe F(CJ,finito, tal
i€l
que Aiz)(i para todo i€l-f y A€ r07(5:1.‘) para todo ieF} es

una base del sistema de entornos de a . Como card(r((’(a))éc

se tiene que rang(ﬁ(xi,Ti))éc.
iel

Corolario I.1.10

Sean {(xi’Ti)}iél una familia no vacia de espacios topo-

16gicos no vacios con card(l)<c. Entonces rang(ﬂ (Xi
iel
si y solamente si rang(xi,Ti):/:c para todo i€l.

,Ti))féc

Corolario I.,1.11

Sean X un conjunto no vacio y:f= {(fi’(_xi’Ti))} i€l
una familia no vacia, tal que para todo itl, f‘i es una apli-
caciérg de X en X, Entonces, si rang(xi,Ti) <c para todo -
i¢el y card(Jd)<£c ,con J={ i€l | card(Ti);\‘S} , se verifica
que rang(X,]:gf ) £c.

La demostracidn es consecuencia de gue , T;f ’ tOpSiogia
inicial para la familia F verifica que 1"7, = ((Fi)iel) (Tp)

siendo T, 1la topologia producto de la familia {(Xi,Ti) }iEI .



€ jemplo I.1.12

El espacio topoldgico (R’Tu) cumple la condicidn de
que rang(R,Tu)55}§0 ,sin embargo él cociente (R/Z,TU/Z) es
tal que tang(R/Z,Tu/Z)ik}ko. Esto pone de manifiesto que -
si rang(X,T)%c , en general rang(X/R,T/R) no tiene por

’

gue ser menor o igual que c.

Proposicidn I1.1.13

Sean {(Xi'Ti)} jequne familia no vacia de espacios to
polSgicos no vacios. Entonces rang( E:;(xi,Ti))é t siy -
iel
salamente si rang(xi,Ti)féc para todo ie€I,

Demostracion:

Basta tener en cuenta que (XJ,T.) es homeomorfo a

J
(ij{j}, g;ITi ) y gue xjx{j}é ;gé T, para todo -

ij{j}
JEI.

Teniendo en cuenta la definicidn de espacio topoldgico
de rango menor o igual que c (c es un cardinal mayor o igual
que }%D), se definen los espacios c-bisecuenciales, cc-bise
cuenciales y c-numerablemente bisecuenciales, que generali-
zan los espacios bisecuenciales.y numerablemente bisecuen -
ciales introducidos por E.Michael en (24).

-" Un espacio topoldgico (X,T) es bisecuencial si de
xDG'Ang97 se deduce que existe {An}neN sucesidn decrecien
te de subconjuntos de X tal que x, es punto de convergencia

del filtro engendrado por {An} y Anf\F # p para todo

neN
neN y todo Fed v,
-" Un espacio topoldgico (X,T) es numerablemente bisecuen

cial o fusrtemente de Frechet si para tcds sucesidn decre -



ciente de subconjuntos de X, {An}neN y todo X, € An para

todo neN se verifica gque existe xne An para todo neN tal
. 3 "

que x_¢€ llmT{xn}nEN .

Definicidn I.1.14

Sea c un cardinal mayor o igual gque }{O .
a). Un espacio topoldgico (X,T) es c-bisecuencial si de -
X, € Ang5f se deduce que existe un filtro ﬂ?',yu ¥, de ran
go menor o igual que c, tal que X € LimTﬁrﬂ y FOFY £ 6,
para todo F‘ejfﬂ .
b). Un espacio topoldgico (X,T) es cc-bisecuencial si de
xoé Anggrl, donde 5f’es un filtro de rango menor o igual
que ¢, se deduce gue existe un filtro.?fl en X, de rango -
menor o igual que c tal que x_¢€ LimTﬁfJ y FNF' ¢ g ,para
todo FGQP y todo F‘g?ﬁl .
c). Un espacio topoldgico (X,T) es c-numerablemente bise-
cuencial, si de xoé Angﬂr ’ donde.gr’es un filtro de rango
menor o igual que c, se deduce gue existe un filtro Ef” ,en
X, de rango menor o igual que ><o tal qgue xoe Lingf’ y
FONF' £ ¢ ,para todo Fe?fl y todo F'g?f' .

¥

Proposicidn I.1.1%

4
%

Un espacio topoldgico es }Qo-bisecuencial si y sola -
mente éi de xoe'Anggf’ se deduce gque existe iAn} nenN? SYT
cesidn decreciente de subconjuntos de X ,tal gue x, €s pun
de convergencia del {iltro engendrado por {An} nEN y
Anf\F # # para todo néN vy todo F¢F .(Por tanto los es-
pacios ,}Qo-bisecuer:iales son los espacios bisecuenciales
de E. Michael).

. .
Cemostracion:
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Supongamos que (X,T) es }(D-bisecuencial y sea

. _
x € Angﬂf . Entonces existe un filtrogf’ en X de rango me-

)
nor o igual que }§0 »tal que x_¢€ Lingf y FNF'# ¢ ,pa=-

'
ra todo Fggf y todo F'E‘f .
(
Por 1.1.2 existe {An} nen tbase de 9%', tal que An+f:An

para todo n€ N .Es evidente que {An} nen cumple las condicio-
nes de la prapasicidn.

£l reciproco es evidente,

Proposicidn 1.1.16

Un espacio topolégico es }Qo—numerablemente bisecuencial,
si y solamente si, para toda sucesidn ’{An}neN’ decreciente
de subconjuntos de X y todo X, € (ﬂ)ﬁn se verifica que exis-

: ne N
te X, € An para todo n€ N tal que xoellm{xn}néN (Por tan-
to los espacios }Qo-numarablemente bisecuenciales son los

espacios numerablemente bisecuenciales de E. Michael Q4)).

. »
Demostracion:

Supongamos que (X,T) es }Qo-numerablemente bisecuen-

cial y sean {An}neN una sucesidn decreciente de subcon jun-

tos de X y x¢ (ﬁ\ﬁn .
neN :

Se considera el filtro 9? que tiene por base {An}neN'
Entonces ran95f25>§o y x,€ Anggf . Asi, por hipotesis,

. ] 1
existe un filtra # , en X, con rang¥ < }Qo tal gue

‘ '
xof Lingf y FNF* £ ¢ para todo Fe9f/ y todo F'€5f; .
' ' '
Como ranggfé:}§0 existe {F;}neN base de 9? tal que

FA+1C:FA para todo né€N,

Para todo néN existe xne F;f\An. Veamos que
xOG llm{xn}neN . En efecto: »
Xp %o

Para todo V existe n €N tal que F! Cuvy .As{ pa



X0

AN c ' '
ra todo n=ng xnC-FnC:FnOCTU .
Reciprocamente: )
Sean # un filtro en X con rangffZ:}QO y x € Anggf.
7 tate {4}
Como rang = }ko existe An neEN base de gftal que An+lC:An

para todo néN .Asi, por hipdtesis, para todo neN existe
;-J}
xneAn tal gue x, € llman nenN *

n}nEN‘

I
Es svidente que 5f’tiene rango menor o igual que }<o‘ For

. ' ) ,
Sea.ﬁf =~72 el filtro asociado a la sucesion S={x

97
1.12.100(a) (18) se tiene que x € Lingr, . Por otro lado,
!
para todo Feﬁf y todo F'éﬁf se tiene que existen nl,noéN
y F':){x

y N

tale e A X ces .Asi i n.
les que F O n n_ ' no+l’ } 1y 81 No=Ngey

1 o}

se verifica que x € FOYF'
2

Proposicidén 1.1.,17

Sean (X,T) un espacio topolégico y € un cardinal es-
trictamente mayor que }%o' Entonces:

a) si (X,7) cumple el I.A.N, se verifica que (X,T) es
de rango menor o igual que c,.

b) si (x,T) es de rango menor o igual gque c, se veri-
fica que (X,T) es c-bisecusncial.
| c) Si (X,T) es c-bisecuencial, se verifica que (X,T)
es cc-bisecuencial.

d) Si (X,T) es c-numerablemente bisecuencial, se verifi-
ca que (X,T) es numerablemente bisecuencial.

e) 5i (X,T7) es I.A.N , se verifica que (X,T) es bisecuen
cial.

f) si (X,T7) es bisecuencial, se verifica que (x,7) es
c-bisecuencial,

g) Si (X,T) es bisecuencial, se verifica que (X,T) es



c-numerablemente bisecuencial.,

h) Si (X,T) es c-numerablemente bisecuencial, se verifi-
ca que (X,T) es cc-bisecuencial,

.’
Demostracion:

a) es consecuencia de la definicidn de rango de un es -

pacio topoldgico.
[d ’ ’

b) Basta considerar en la definicidon I.l.l4(a) Sf/=;g(xo)
(jg-(xo) es el filtro de Qntornoa del punto xo).

c) Es consecuencia de la definicidn I.1.14(b).

d) Es consecuencia de la proposicién I.1.16.

e) Es caso particular de b).

f) Es consecuencia de que todo filtro de rango menor o
igual que }{0 es de rango menor o igual que c.

g) Es inmediato.

h) Es consecuencia de que todo filtro de rango menor o

igual qué }ko es de rango menor o igual que c.

Teniendo en cuenta que los espacios introducidos ante-~
riormente, describen los puntos de aglomeracién de filtros -
por convergencia de filtros, con la propiedad de gue ambos
filtros tienen supremo, se pueden introducir unos nuevas ti
pos de espacios, que generalizan los espacios topolégicos
subsecuenciales definidos por F.0. Tall en (15) .

Definicidn I1.1.18

Sea c un cardinal mayor o igual que }*0 .
a) Un espacio topoldgico (X,T) es sub-c-bisecuencial,
!
si de xOGAngﬁf/, se deduce gue existe Efl, filtro mas fino

que 9f , de rango menor o igual que c, Que converge a Xqe
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b) Un espacio topoldgico (X,T) es sub=cc-bisecuencial,

'
si de XOEAngg( con rangjflé-c se deduce que existe 5f/,

filtro mas fino que~9f; de rango menor o igual que c, que -

converge a X .

c) Un espacio topoldgico (X,T) es sub-bisecuencial, si
de xoeAngSf/ existe 5f4, filtro mas fino que 51; de rango
menor o igual que }Qo » Que converge a Xx_.

d) Un espacio topoldgico (X,T) es sub-c-numerablemente
bisecuencial, si de xOEAnggr con rangsﬁlé:c, se deduce -
que existe 577', filtro mas fino quejgy, de rango mennr o
igual que }{0, Que converge a X .

e) Un espacio topoldgico (X,T) es sub-numerablemente
bisecuencial, si de xOEAngff , COn rang fé Ro’ existe
31y'filtro mas fino que ﬁ( de rango menor o igual que }*0

que converge a x_.
f) Un espacio topoldgico (X,T) es subsecuencial(fF.D.
Tall (15)), si de xoéAng{xn}nEN , se deduce que existe =

una subsucesidn de |x } que converge a x_ .
ni néen o

Proposicidén 1.1,19

Sea (X,T) un espacio topoldgico subnumerablemente bise-
cuencial. Entonces (X,T) es subsecuencial.

. .
Demostracion:

Supongamos que (X,T) es un espacio subnumerablemente
b1§ecuenc1al y sea xOEAngan neN .S5e considera 8l filtro,
9#2 de rango menor o igqual que }Qo asociado a la sucesidn
{xn}néN . Por I1.12.100(b) de (18) se tiene que xOEAngffl.

' 9
As{, por hipdtesis, existe un Filtronglmas fino que & de

rango menor o igual que }Qo que converge a x .
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'
!
}neN una base de 5f’tal que An+l
do néN . Para todo péEN se tiene que {x s X

]
n C:An para to-

Sea {A
oXpe1re-jeF por
tanto‘existe np> p tal que A; C:{xp,xp*l, cos } .
Sea {xnp

’ ’ !
una sucesion cumpliendo que X eAn « Es
evidente que {xnp}pEN es una subsucesion de {xn}neN .

EN
P P

Se ver;fzca gue xngpéN converge a X . En efecto:
]
Dado V 0, como gf converge a X existe noéN tal que -
] ] X [0} .
xn::An;: An;: v para tode p 2 n_ (p 2 n = n>p o2 ng ).

Veamos con un ejemplo que existen espacios subsecuengia-~
- T
& ‘L‘
les gque no son subnumerablemente bisecuenciales. !ﬂ "
[ 1
£ jemplo I.1.20 ' f :
x :

Sea el espacio topoldgico (R’TCN)‘ Se uerifica&qué:

1. (R,TCN) es subsecuencial. En efecta: \%{
Sea x_€ Agl {x } . Entonces existe MOCN i:?fﬂi—‘
o~ TCN njnéeN

to tal que X,= X, para todo meM vya que en caso contrario,
x
. o . o
R~ {xn |xn% xo} seria un entorno de x_, V -, verificando que
o : -
{neNl xneV } es finito,lo cual contradice que x, es punto
de aglomeracion de {xn}néN .

De esta forma {xm}mem es una subsucesion de {xn}neN

que converge a X .

2. (R,T no es sub-numerablemente bisecuencial.tn

CN)
efecto: i
Se considera el filtro 9f={ FC:RI (D,l)CfF} . Se tiene

que O GAng 9f . S5Sin embargo no existe ningun filtro mas
CN

fino que.gfde rango menor o igual que }<o que converja a O,
'
Supongamos que existe 9f de rango menor o igual que }%o,que

~ ’
converge a 0 y es mas fino que # . Sea {An}neN una base de
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'
jfy tal que A;+1C:A; para todo ne€N. Entonces la sucesion

[} .
{xn}neN donde xne An para todo neN converge a 0 y exi

x € (0,1), ((0,1)e %" ),

te noeN tal que para todo n>=n_,

lo cual es absurdo.

Proposicidn l.1l.21

Seé (X,T) un espacio tapolégico. Entonces (X,T) es nu-
merablemente bisecuencial si y sclamente si (X,T7) es subw~ny
merablemente bisecuencial(Por tanto, el ejemplo anterior
muestra la existencia de espacios subsecuenciales que no son
I.A.N.y, ni bisecuenciales, ni c-numerablemente bisecuencia-
les,ni numerablemente bisecuenciales).

Demostracidn:

Supongamos que (X,T) es numerablemente bisecuencial.
~Sean 9’ un filtro en X de rango menor o igual que }ko
y xoé AngS#’. Por hipdtesis existe un Filtro,gf',
de rango menor o igual que }ko gue converge a x
y tal que FOF # ¢ para todo regf' y todo F'eﬁrﬂ .
Sean {An}néN y {dn}neN bases de 9? y gg'respectiva-

1 ]
-
C:An y A, A, Ppara todo né€ N. Se

8]

mente tales que A
n+1l
i i F" ti b A NA
considera el flltrﬁ que tiene por base { n n }neN .
te evidente queﬂfy es mas fino que gf" tiene rangoc menor
o igbal que }<0 y converge a x_, pOTr ser més fino que
!
Reciprocamente: Sea {An}neN sucesidn decreciente de s
subconjuntos de X y x_¢ (N\ ﬁn . Sea 9f el filtro que
neN
tiene por base {'An}’nEN . Entonces xoé Angfr’. Por ?1_
. [
potesis existe & Df , CON rangg'/é R‘O y x € Ling"/ .

. 1 ! ' ]
Se considera { An} neN base de jfy cor An+lC:An para to-
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do né€ N. Para cada n€N, se considera x € AanA; . £s evi

dente que xOE L1mT {xn} nenN *

Proposicidn I.1.22

sea (X,T) un espacio cc-bisecuencial.Entonces (X,T)

es sub-cc-bisecuencial,

Demostracidng:

Sea gf un filtro en X de rango menor o igual que c vy
. !
X, € Angf . Por hipdtesis, existe un filtro, f ,
de rango menor o igual que <Cc que converge a xg Y
ot
tal que FfWF'# $§ para todo F'é\gr y todo F'e¢ ?7 .
1
'
Sean {Ai} jer Y { Ii\‘j }jej bases de 97 y 97 respecti~
mente con cam(I)$c y card(d)<c. Se considera el filitro
"
9f‘ que tiene por base {AirﬁAJ }(i,j)é Ix] * Es evidente -
el
gue :f/ es mas fino que 9r y tiene rango menor o iguzl que

]
C y converge a x_ por ser mas fino que 37 .

Se podria realizar un estudio sistematico de las propie-
dades de cada uno de los espacios introducidos hasta aqui vy
su independencia. Sin embargo, solo se realizara dicho estu
dic para los espacios subsecuenciales, por su utilizacidn en el
capffulo correspondiente a las secuenciales compactificacip
nes de Alexandroff de un espacio topoldgico.

Veamos en primer lugar el comportamiento de los espacios
subsecuenciales en la construccidn de topologias iniciales -

y finales.

Proposicién 1.1.23

Sea X un conjuntao, (X;TU un espacio topolégico subse -

cuencial y f:X—> X' una aplicacidn. Entonces (x,f_l(T'))



-14-

es subsecuencial,

. P
Demostracion:

Sean {xn} nen Una sucesion en Xy xoé Aglf-l(T:){xn}néN’

Entonces f(xo) = xée Angg{f(xn)} nene Como (x',T") es sub

secuencial, existe una subsucesidn {f(xn )} que converge
k JkéEN

X 1

5 el 0y)

a f(xo) = x_. Por tanto {xhk}kEN converge a x_ (v

Asi pues (X, f-l(T')) es subsecuencial.

Corolario I.l.24

si (x',T') es un espacioc topoldgico subsecuencial vy

XxCx' se verifica que (X, T'Ix) es subsecuencial.

Proposicidn I1.1.25

sean (X,T), (X',T') espacios topoldgicos y f:X— X'
una aplicacidn propia de (X,T) en (X',T') .Entonces si (X,T)
es subsecuencial, (X',T') es subsecuencial.

Demostraciodn:

] . ., # ] [} 1)
Sean {xn }néN una sucesion en X vy xoe Ang'{xn,}neN .

Para cada né€N sea x € X tal que F(xn) = x; . Por I1II.4.
42 de (18 ) se tiene que existe x ¢ f—l(x')f\ Agl {x } .
o o TU"n J nenN

Por hipotesis,existe {xnk}kéN subsucesion de {xn }neN que
. ! '
converge a Xxg. Como f es continua, {xnk} ken converge a  x .

as{, (x',T') es subsecuencial.

Las proposiciones I.1.24 y 1.1.25 ponen de manifies
to que el axioma subsecuencial es hereditario y es una pro-
piedad topoldgica.

Para estudiar la subsecuencialidad de un producto topo-
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16gico, se considera el siguiente ejemplo.

£ jemplo I1.1.26

Si cardinal de I es estrictamente mayor gue ><o se ve-
rifica que ({D,l} ,TD)I no es subsecuencial.

. #
Demostracion:

Sea A = {{xn} neN C:Nl x <x_ .| para todo ng N} .
Como card(I):>}§ o» existe ?RA-—*I inyectiva. Para ne N
sea In = {iE I |1= @({xn} neN)’ {xn} néNé Ay n=x,  con K impar}.
Para todo néeN sea fné {U,l}I definida por:
/D,Sl i¢1n
fn(i) =
1,s8i ig In

Como ( {D,l},TD)I es- compacto, existe foé:Angp{fn}neN'

no tiene subsucesiones convergentes.

Sin embargo{ fn_}neN

En efecto:
Sea‘{fnp}peN una subsucesion de {fn }:1(N° Entonces,

{np4}peN es un elemento de A. Sea i= ?({np} peN ).Se

considera pe¢ N ,entonces 1i¢ In y por tanto
, 2p+1

fn (i) = 1 . Analogamente ié I, y por tanto fn (i)=0.
2p+1 , 2p 20

, 1
Asi {piofn }pGN = {fn (1)j DC N no converge en
p p
I
( {O,l},TD) y por tanto {fnp} p¢N NO converge en ({U,l},TD)
Observese que ( { D,l} ,TD) es subsecuencial.

Proposicién 1.1.27

Sean {(Xi’Ti) }i ¢1 une familia no vacia de espacios

tnpol&gicos no vacios.Entonces, si l l (xi,Ti) es subse -
i€l
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cuencial, se verifica que :
1. (Xi,Ti) es subsecuencial para todo i€ I.
2. J={ ie I’(xi’Ti) contiene un subconjunto discreto
con mas de dos puntos } » ©s numerable.,

. #
Demostracion:

1. Es consecuencia de que el axioma subsecuencial es
propiedad topoldgica y hereditaria.

2. Supongamos que J no es numerable. Entunces TT(X.

»T.)
jer 401

contiens un subespacio homeomorfo a ({U,l},TD)J lo cual es

absurdo. (Ejemplo I1.1.26 y que el ser subsecuencial es here-
ditario).

Veamos con un ejemplo gque en general el producto de dos

espacjios subsecuenciales no es subsecuencial.

£ jemplo I.1l. 28

Se consideran los espacios topoldgicos (R,Tu) y (R/Z,TU/Z)

Como (R’Tu) cumple el I.A.N., se tiene que (R,Tu) es subse-
cuencial. Veamos que (R/Z,TU/Z) es subsecuencial.
Se tiene que (R/Z,TU/Z) es de Frechet y T, . Asi, por

1.1.33, se tiene que (R/Z, TU/Z) es subsecuencial.

£1 espacio topoldgico (R/Z,TU/Z)x(R,Tu) no es subse-
cuencial. En efecto: |

Se considera la sucesien ,5, en R/Z x R definida por:

Para todo meN, tal gue existe peN con p>1, p primo y m=pq

S(m)= (n- i , % ) « En caso contrario S(m)= (3,m).

p
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T1/n—1
i
N
HP‘HW 4/n+1
1 n-1 n TN+

Se yerifica que ( [Z] ,0) es punto de aglomeracidn de
S en (R/Z,TU/Z)x(R,Tu)0 Sin embargo no existe ninguna subsu-

. ¢ . ‘
cesion de S que converja a ( [Z] y0) ya gue si 1(xnk,y”k)} Ken

fuese una subsucesidn de S conuergenté a ([z] ,0), esta
no puede contener infinitos terminos de la faorma (x, % ), con
n fijo, puesto que en caso contrario, estos elementos cons=-
tituirian una subsucesidn de la dada que no converge eviden-
temente a ( [Z] y0)e

Entonces {xn | kE’N} constituye un cerrado en R que no
k

[Z]

contiene a 2. Asi, pl(R—{xn | ke N} ) es un entorno ,V

“ [2]

de [Z] en (R/Z, TU/Z) . Como V x yY , cualquiera que sea

\I0 , No contiene a ningun elemento de {(x yY ) } s, SE€
n n KEN

Tk

llega a una contradicidn.

£l siguiente ejemplo prueba que,en general,el cociente

de un espacio subsecuencial no es subsecuencial.

Ejemplo 1.1.29

El espacio topoldgico (R2,T5 )’=(R,Tu)x(R,Tu) es I.A.N

y por tanto subsecuencial. Sea r:(R,TU)-—>(R/Z,TU/2) la
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proyeccién natural., Por V.2.34 de (48), se tiene que
ple:(R,Tu)x(R,TU) -————>(R/Z,TU/Z)x(R,Tu) es una identifi
cacién. Sin embargo, (R/Z,TU/Z)X(R,TU) no es subsecuencial,

segln el ejemplo anterior.,

Proposicidn I.1.30

Sea {(Xi’Ti)}iél una familia de espacios topoldgicos
Entonces )m (Xi,Ti) es subsecuencial si y solamente si
iel
(Xi,Ti) es subsecuencial para todo i€l.

Demostracidn:

Si E: (Xi,Ti) es subsecuencial, se tiene quz para to
i€l -

do ie€l, (Xi,Ti) es subsecuencial por ser este axioma propie

dad topoldgica y hereditaria.
Reciprocamente: 2:

Sean {x } una sucesidn en

i€l

x, € Aglg;ITi{ X }neN . Supongamos que x_¢ Xioxfio} .

omo . i i i cesio
c Xlox{lo} es un abierto, existe {xnk} key Subsucesidn

de {xn} nen tal que X, € X x{lo} pare todo kefy vy

K o]

xoé Agl T {xnk}kéN . Como Xiox {10} es subsecuencial,

X . e
{ nk} keN tiene una subsucesion convergente a x .

A continuacion se estudian las relaciones de los axio-
mas introducidos anteriormente con los espacios de frechet,

secuenciales y c-espacios.

Definicidn I.1.31
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AR) Un espacio topoldgico (X,T) se dice de Frechet (2 )

si de xe MCX se deduce gque existe {xn} neNC:M tal que

x € leT{xn} nen *
B) Un espacio topolégico (X,T) se dice secuencial (2 )

si: G€T si y sclamente si para toda {xn } CX con

nenN

Lim, {xn }neNrﬂ G # ¢ , se verifica que existe n € N tal que
N
xne G para todo n=n_.
C) Un espacio topoldégico (X,T) se dice un c-espacio(26)

si x€M , con MCx se verifica que existe ACM numerable

tal que x€ A .

Proposicidn 1.1.32

A) Todo espacio numerablemente bisecuencial es de fre-
chet.

B) Todo espacio de Frechet es secuencial.

C) Todo espacio secuencial es un c-espacio.

D) sea (X,T) un espacio topoldgica T,+ Entonces (X,7)
es un c~espacio si y solamente si de x€ M se deduce gue
existe { X }neNC:m tal que x¢€ Ang{xn} nen

£) Todo c-espacio subsecuencial y T1 es de fFrechet.

F) (X,T) es un c-espacio si y solamente si MCX vy
ACM para cada ACM numerable, implica que M es cerrado.
Demostracion:

A) vease (31)

B) Vease (16)

C) vease (25)

) (=)

Supongamos x€ M . Entonces existe ACM numerable tal
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que x€A . Se tienen los siguientes casgos:
l. x€ A, En este caso, la sucesidn {x =x} tiene a
n nen
x por punto de aglomeracidn.
2. x¢éA. Como (X,T) es Ty» A es infinito y por tanto
existe una aplicacidn biyectiva S:N—> A. Es evidente que

x¢& Agl,S .

T
(=)

Cm tal que

S5i xe€ M , por hipotesis existe {xn }neN

x € Agl . Asi «xe¢ {xn‘ nENJ .

T {xn }neN
E) Es consecuencia de D.

F) vease (25) pag.123.

Proposicidén 1.1.33

Todo espacio topoldgico de Frechet y T, es subsecuen-
cial.

. P
Demostracion:

Sean {xn‘}néNC:x y x € Ang{xn,}neN . Entonces pueden .
presentarse dos casos:

a) Existe MCN infinito tal que x =x_ para todo neN.
Entonces {xm,}mem es una subsucesion de {xn} neN gue con-
verge a x, .

b) { ne N' xnzxo} es finito. Entonces no se pierde gene-

ralidad al suponer que x0¢'{xn , néN} .

Se tiene que xoé{xnl né¢ N}dC: {xni ne€ N} . Como (X,T)

es de Frechet, existe {ym }méN(:{xn| néN} tal que

' d
x ELim {ym }meN . Como (X,T) es Ty s %€ {xn ]neN} y
X
xoe Lim{ ym} men ? para cada peN , V ° _x- {xl,...,xp} es
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un entornao de x, Y por tanto existe mp)-p y nq>>q tales

Entonces {ym es una subsucesion de {ym} mEN y de

p}pEN

{xn} nen o Por ser x € le[Ym} men S€ tiene gue

X € Lim [Ymp} PEN.

£l siguiente ejemplo pone de manifiesto que, en general

[ 4 . . > . .
el reciproco de la proposicion anterior no se verifica.

Ejemplo 1.1.34

Sea el espacio topolégico (R, T En el ejemplo 1.1.20

CN)'

se demostrd gue (R’TEN) es subsecuencial,

es T,. Veamos sin

Evidentemente, el espacio (R,TCN) 1

embargo que (R,TCN) no es un C~espacio (For tanto no es ni

secuencial ni de Frechet). En efecto:

0€(0,1) vy para todo MC (u,1) numerable U¢'ﬁ ya gue
R-M es un entorno de cero gue no corta a M.

Este mismo ejemplo prueba gue existen espacios subsecuen-
ciales que no son numerablemente bisecuenciales (Vease la

proposicidn 1.1.21).
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observese que por 1.1.32(E£) un espacio secuencial(o
C-espacio) vy Tl que no es de Frechet,no es subsecusncial.

£l siguiente ejemplo prueba gque existen espacios secuen-

ciales T, ( y por tanto C-espacios T2) que no son de Frechet

y por tanto no son subsecuenciales .

Ejemplo 1.1.35 (Compactificacidn de Alexandroff del espacio

\f de Isbell)
Sean 3 una familia inf‘iﬁita maximal de subconjuntos dé
N tal q‘ue la interseccidn de cada dos elementos es finita y
D={wE} EEE un conjunté de slementos distintos. Se considera
\ys NUD vy T(\JI )‘- la topoldgia determinada al conside-
rar como abiertos los puntos de N y como entornos de un pun

to wé cUalqu?ér conjunto conteniendo a u)E y todos los
puntos de E menos un ndmero finito.

Se verifica que (Wlf y T( \][ )) es T, y localmente com-
pactao. En efecto:

Que es T2 se comprueba facilmente y la compacidad lo-
cal 8s consecuencia de que para todo 555 ’ EU{wE} es
compacto. '

En estas circunstancias, si (( \If‘;T( \I/ )*), i) es la
compactificacdn de Alexandroff de (\If ,T(W)) se tiene
que (\I/*,T( \If )*) es compacto vy T,e

El espacio (\If‘,T(\If )*) es secuencial, ya que cual-
quier sucesidn de puntos distintos de D converge a oo (oo

es el punto que se ha afadido a \If) y cualgquier sucesion de

puntos en EEé converge a we o .
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Sin embargo, ( q]*,T(iy )*) no es de Frechet ya que
oo €N y ninguna sucesidén en N converge a oo . (1})
por ultimo ('qf*,T(ﬂqf)*) no es subsecuen-
cial por 1.1.32 (E).
(Sea {xn }néN la sucesion definida por x =n para to

da neN. Entonces Co € Ang(\y)*{xn }néN y por lo dicho an

. . . L H
teriormente, no existe ninguna subsucesion de 1%, }neN que

converja a oo).

Definicidn 1.1.36

A) Un espacio topoldgico (X,T) se dice accesible, si

para todo x¢ Ad , existe ([ ¢ EfT tal que x¢ Cd y

d
x¢ (C=n)%. (3%)
B) Un espacic topoldgico (X,T) se dice fuertemente
accesible, si para toda sucesidn decreciente de subconjun-
d ‘ e
tos de X, {An} neN y todo x eAn spara todo neN, se verifi-
ca que existe C¢ €?T tal que x¢ Cd y )<¢(C-An)d para

todo neN. (31)

Los siquientes ejemplos expresan la independencia entre

los axiomas subsecuencial, accesible y fuertemente accesible.

Ejemplos 1.1.37

accesible( Por tanto no es fuertemente accesible).En efecto:

es Tl y subsecuencial. Veamos que no es

0€ (O,l)d y para todo Cé?é?T con C#£R se tiene que G¢Cd,
d CN

si C=R, vec® y ve(r-(0,1))9 .
B) Sea X=NxN. Se considera la aplicacidn ;S:X——»P(P(X))
definida por:
E((myn))={ ACHNXN| (m,n)e A} N(m,n) # (1,1) ,
E((1,1))={ACNxN]| (1,1)€¢ A y IFCn, F finito tal

que ¥men-r {n | (m,n)¢A}- es f‘inito} .
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La aplicacidn é: satisface las siguientes condiciones:
1) Vxex , g(x) F6 . 11) ¥xex y Yve >é(x) se tiene
que x€V. III) ¥mCx tal que Jue¢ g(x) con MDV se

verifica que Mg gfx). 1V) Si V,uw € 5(x) se tiene que

VN UWE é‘(x) . v) VYve E(x) , Jue (S(x) tal que Yyeu
se tiene que V¢ g(x) . Por tanto existe una Unica topolg
gia T, en X, tal que para todo x¢X , G(x) es el sistema

de entornos de x en (X,T).

Veamos que (X,T) no es subsecuencial.
Sea  S:N—> X la sucesion definida por:
Para todo m¢N tal que existe peN con p>1l, p primo vy
m=p”, S(m) = xm=(p,n). En caso contrario, S(m) =x_ =(2,m).
Se verifica que :
a) (1,1)¢ Agl; S . En efecto:
Ppara todo U(l,l) existe Ff= {nl,...,nq} tal que para

todo m € N-F, el conjunto{ n | (m,n)¢ V(l’l)} es finito.

Para todo neéN sea peN , p primo con p:»méx{n,nl,..,nq}.

Como p€ N-F existe kéN con (p,k)é€ V(l’l). Luego

(1,1) k

k
s(p7) = x , = (p,k)€EV y p =p>n .

p

b) Habremos probado que (X,T) no es subsecuencial, si
probamos que no existe S' subsucesidn de S tal ﬁue
(1,1)€ Lim.s" .

Sin perdida de generalidad se puede suponer que (l,l)%fim(s)
(Pues si S es una sucesidn en X y S una subsucesidn de S,
existe S" subsucesién de S y por tanto de S5, tal gue

im(s")Cim(s) ).
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Si existiese Q€N tal que im(S')rW({ a}l x N) es infi-

nito, se tiene que s' no esta eventualmente en
V(l’l) =(NxN ={g}xN)U(1,1) .

En caso contrario, para todo qeN, im(S' )/M\( {q} xN ) es

finito y s' no estd eventualmente en U(l’l)= NXN - im(S').
For tanto, (l,l)é'LimTS' para toda s' subsucesidn de S.

veamos que (X,T) es fuertemente accesible vy Tye
(X,T) es T,e En efecto:
a) Ssean (m,n) ,(pyq)€ NxN con (m,n) # (p,g) vy ambas
distintos de (l,1). Como {(m,n) }: V(m,n) y {(p,q)}zv(p’Q)

V(m’n)ﬂV{P’Q) = ¢ .

se tiene que

b) Sean (1,1),(m,n) & NxN . Entonces considerando

U(l’l) = X-{(m,n)} y V(m,n) = {(m,n)} se tiene gque

V(ltl)mv(m,n) = ¢

(X,T) es fuertemente accesible. En efecto:

Los dnicos subtonjuntos de X que tienen puntos de acumula-
(cion son los que tienen infinitos puntos en infinitas rectas ver
iticales. Ademas, el dnico punto de acumulacidn de estos subcon-

.juntos es el (1l,1).
Sea {An}néN una sucesidn decreciente de subconjuntos de X

vy (1,1)€ Ag para todo n¢h. Se considera el cerrado C, definido

de la siguiente forma: C=( U {({n } x N)F\An] )Lj{(l,l)} , don-
peN P P

de {np}pGN es una sucesién estrictamente creciente de numeros

inaturales tal que ({np}x N)f\An es infinito. Entonces (l,l)eCd

. p
vy (l,l)gé(C-An)G, para todo neN, ya Gue para todo neN, C - A_

:solo tiene puntos en un ndmero finito de rectas verticales.

(Definicidn 1.1.38

. , . . .
Un espacio topologico (X,T) s¢ dice isosecucnc  al
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compacto, si todo subconjunto numerablemente compacto y ce-
rrado es secuencialmente compacta.

Proposicidn I.1.39

Si (X,T) es subsecuencial se verifica que (X,T) es
iisosecuencial compacto.

. P
Demastracion:

Sea M un cerrado y numerablemente compacto en (X,T) y
{xn} neEN una sucesidn contenida en M. Como M es numerable-

. 4 .
mente compacto, existe x € MMAgl; {xn} nen + Asi existe

{x,

ccuencialmente compacto.

} KEN tal que xoe Lim {xn } KEN y por tanto M es se=-

K k

fProposicidn I.1.40

Todo espacio I.A.N. © bisecuencial o c-numerablemente
tbisecuencial o numerablemente bisecuencial, es isosecuencial
ccompacto.

[Demostracidn:

’Es consecuencia de [.1.17,1.1.19 v 1.1.71 y de la propo -
ssicion anterior.

fProposicion l.1.41

Todo espacio de fFrechet vy Tl €s un espacio isosecuencial

ccompacto.

. P
[Demostracion:

-

Es consecuencia de 1.1.33 y de la proposicién I1.1.39,

(Definicidn 1.1.42

’ !
A) Un espacio topolagico (X,T) es fuertemente K-espacio

. . ® . . .
¢s1 para toda sucesion decreciente de subconjuntos de X,

{An }néN y Yy todo x,€ An para todo néN ,se verifica que



existe un conjunto compacto K tal que x_¢€ (KF\AH) para to-

do né€n.(31)

, '
B) Un espacio topoldgico (X,T) es un K-espacio, si para

todo subconjunto A de X y todo xoé A , Se verifica que

existe un conjunto compacto K tal que xOE (KMA) .(34)

C) Un espacio topoldgico (X,T) es un K-espacio, si para

todo subconjunto A de X y todo xDE A , se veritfica que exis

te un conjunto compacto K tal que x_& Kf\(Kf\A). (10)

Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto la indepan-

dencia entre los espacios subsecuenciales y los espaciocs

fuertements K'—espacios, K'-espacios y K~espacios.
Ejemplos 1.1.43

AV (lo,1) , T

es localmente compacto vy 12,

)R
“{[o, 1
(por tanto fuertemente K-espacio, KLespacio y K-espacio (31))
sin embargo no es subsecuencial ya que es numerablemente com
pacto y no secuencialmente compacto.( Si fuese subsecuencial,
seria isosecuencial compacto y por tanto secuencialmente com=-
pacto).

B) (R,TCN) es subsecuencial, pero no es un K=-espacio
(por tanto no es fuertemente KLeSpacio, ni KLespacio).

En efecto:

Veamos que los conjuntcs compactos de (R,TCN) son finitos.,

pPara {xn }nEN(:R infinito, la familia {H-{xnlnem-{i}}}iem

es un recubrimiento abierto del conjunto {xni nEN}, pero evi=-
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dentemente no eiiste un subrecubrimiento finito de
{R - {xn] nénN -(1}}}16N .

Esta propiedad de (R,T es suficiente para afirmar

CN)

que (R,TCN) no es K-espacio. Basta considerar el conjunto
A = (0,1)CR vy x, = 0€ B ; pues para A no existe subcon
compacto , K, tal que x = 0€ KN(KMNA) ,ya gue para to-

)
do compacto K, G¢Kﬂ(Km(D,l)) = KMN(0,1) .

£l siguiente cuadro resume las relaciones establecidas

. . . ; ’
entre los diferentes espacios consideradous en este parrafc.



mmU. de rang«£ c —————1.A. N

c-bisecuencial <« bisecuencial
y
ub-cc-bisecuen &=—— cc-bisecuencial ¢———==—=—— c~n. bisecuencial
. v . L}
n. bisecuencial =>» fuertemente K-esp.
+ T

fuertemente accesible

sub-n. bisecuencial

= accesible
_ Ej.14.20

_W/,. c_ ,r‘ +.~\N v

Cov + T, Y
subsecuencial =€ frechet > K-espacio

mg 1.1.35 . v 3
secuencial = K-espacio

Y

.isosecuencial compacto

b 1.0.3¢

\'4

c-espacio
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$2 GENERALIZACIONES DEL II.A.N.

£l estudio del II.A.N., puede contemplarse desde un pun
to de vista mas general que consiste en sustituir el cardi -

nal }Qo por un cardinal arbitrarioc «c.

Progosic%én I1.2.1

Sea?(x,T) un espacio topoldgico. Entonces existe,$ base
de T tal que para todo JB' ,base de T, se verifica que
card(ﬁ)écard(f' ).

Demostracidn:

Es consecuencia de que todo conjunto de cardinales es*d
bien ordenado.

Definicidn 1.2.2

sea (X,T) un espacioc topoldgico. Se llama gradc o peso
de (X,T) y se designaréd por gr(Xx,T) al cardinal:
m{nimo{ card(_ﬁ )’&8 es base de T} . (22)

Proposicién I1.2.3

Un sspacio topolégico (X,T) cumple el 1I.A.N. si y so-
lamente si gr(X,T)é:}bo.

.,
Demostracion:

Es consecuencia inmediata de las definiciones de grado

de (X,7) y de II.A.N..

. . ? . .
A continuacion se estudia el comportamiento de los espa
cios de grado menor o idual que c (}?Dféc) en la construc -

cidn de topologias iniciales y finales.
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Proposicidn I.2.4

Sean X un conjunto, (X',T') un espacio topoldgico de
gr(x',T") éc y f:x—>x' una aplicacidn. Entonces
-1
gr (X, 77 (T")) c.

.
Demostracion:

Por la proposicidn I1.2.1, para (X' ,7') existe una base
' t
380 de T' tal que para toda base B de 7' car(_@l}) écard(ﬁg’).

Entonces por la definicidn de grado de (Y,T') se tiene que
A1 - ]
gr(X',T')=card(_$o) 4c. Como f l(‘Bo) es una base d- T vy

—l ' - . - \
card(f (530))= card(jB;), se tiene que gr(x,f l(T'/) £ c.

Corolario [.2.5

si (x',T') es un espaciv topoldgico de gr(x',T'") ¢ c vy

X es un subconjunto de x' , 8e verifica que gr(x,T"X) £ c.

Este corolario pone de manifiesto que el grado de un

espacio topoldgico es hereditario.

Proposicidn 1.2.6

sean (X,T),(x',T') espacios topoldgicos y fix—> X' una
aplicacion continua, abierta y suprayectiva. Entonces, si
gra(X,T) € c se verifica que gr(x',7') £ c.

. P
ODemostracion:

Por ser gr(x,T) ¢ c existe «80 base de T tal que gr(X,T)
= card(_go) £ ¢ . Teniendo en cuenta que por ser “80 base oe
" I !
T, f(jgo) = {f(B)l Be-jgo } es base de T ya que f es conti-
nua, abierta y suprayectiva y card(F(‘Bo)) & card(_ﬁo) resul

ta que gr(x' ,7') ¢ c .
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Proposicion I1.2.7

Sean (X,T) , (Xx',7') espacios topoldgicos vy fiXx— X' una
aplicacién propia suprayectiva. Entonces si gr(X,T) ¢ c se
tiene que gr(x',T' ) £ c.

Demostracidn:

Por ser gr(X,T) € c existe ,hﬁo, base de T tal que
card(;Bo) = gr(Xx,T) € c.
Sea ‘Bo = {Bil iGI} con card(1) = C*FG(;BO) £ o,
' [} .
Veamos que j@:{'x - f(x- %{? Bi)f FC1, con F finito

. .
y no uacxo} y €S una base de 7 .

" _ [] )
lQ._B CT ya que f es, por ser propia, una aplicacicdn
cerrada,

22, Sean G'eT y x€G' . Entonces F-l(x') es un sub-

conjunto compacto contenido en el abierto r"l(u') . Por tanto

existe FC 1 finito tal que f-l(x')C';zL BiCTf‘l(G'). Asi
] U . ] - ]
xeX = f(x - kJ)Bi JCG . For tanto_B es una base de T' .
1eF

Como card(‘ﬁ') £ c , se tiene que gr(x' ,7') ¢ c .

Proposicidn 1.2.8

Sean {(Xi,Ti) }iél una familia no vacia de espacios
topoldgicos no vacios. Entonces gr( T"T(xi,Ti)) £ ¢ sivy
i€l
solamente si se satistacen las siguientes condiciones:

1. gr(xi,Ti) £ ¢, para todo i€l.

2., card(J) € c, donde J ={ iel| card(Ti) 2 3 }.

. o
Demostracion:

Supongamos que gr( T_T(Xi’Ti)) £ c. Como para todo jel
i€l

p.: T_[x;~——7x. es continua, abierta v suprayectiva, npor
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1.2.6 , gr(xj,Tj) € ¢ para tode j€I .
Por otro lado existe una base ;go de la topologia pro-

ducte T,, tal que card(Jgo) = gr( I_T(xi,Ti)) £ c,

i1€1
m
Sea “$o={ B | mem} con card(M) = card(go) < c.
Para todo meM, H_ = { ie1] pi(Bm) # xi} es finito. Por
tanto, H = L,)Hm es tal que card{H) = card{(M) ¢ c. Como

me M
JCH, se tiene que card(l) £ card(H) £ c.
Reciprocamente:

Supongamos que gr(xi,Ti) £ ¢ para todo iel y que

m o A
card(J) £ c. Sea )gi = { By |meﬁnj, con card(mi) £ c, una
base de T, tal que card(_gg) = gr(xi,Ti} ¢ c.( Para todo
ie1-3, = {x.} ).
Se tiene que ﬁ$'={ T_Iﬂ:‘ existe FC J, con F finite,
iel

tal que A = X, para todo i€I-F y Aié&Bi para todo 1er} ,
es una base de T, . Como card(jg) < c , resulta que

or( TT(x,7))) < e,

iel

Corolario 1.2.9

Sean {(Xi,Ti)} icl una familia no vacia de espacios to
poldgicos no vacios con card(I) £ ¢ .Entonces gr( T_I(xi,Ti))
iel

£ ¢ si y solamente si gr(xiﬁi) = ¢, para todo iel .

Corolario 1.2.10

Sean X un conjunto no vacio y \jf;{ (fi,{xi,Ti))} il

una familia no vacia tal que para todo i€l , fi es ura apli

cacidén de X en X;. Entonces, si gr(xi,Ti) £ ¢ para todo iel,

y card(J) € c, donde J ={ i¢l | card(T,) 2 3} , se verifica
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que gr(X,Tf )

Demostraciodn:

ts consecuencia de que, Ef/ stopologia inicial para la
familia & ,verifica gue T = (F ) )-l(T ) siendo T lé
’ x i€l ps P
¢ . .
topologia producto de la familia {(xi,Ti) }iél’

Ejemplo I.2.11

. 7 .2 .
£l espacic topologico (RL,T; ) es tal gue gr(H”,(j) <
ha sin embargo, el espacio cociente ﬁ/// Ti///f
o ' ' rx{o} ' '"“Rx{o]

es tal que su grado es mayor Qque }Qo. Esto pone de manifics-

4

to que si un espacio topoldgico (X,T) es tal que qr(x,T) £ ¢,
el grado del espacio topoldgicc cociente (X/K,T/R) no tiene

por que ser menor o0 igual que c.

Proposicion 1.2.12

Sean {(Xi,Ti) }iél una familia no vacia de espacios

topoldgicos no vacios. Entonces g z: 0Ty )) si vy
iel
solamente si card(l) € c vy gr(xi,Ti) £ ¢ para todo i€l .

.
Demostracion:

Basta tener en cuenta gue (XJ;TJ) es homeomorfo a

(X x{ J} Y T,

)y que X x{j]€ ZT para todo jel.
ie] J

ij{j} iel

Proposicidn 1.2.13 (Generalizacidn del T. de Lindeldf )

sea (X,T) un espacio topoldgico con gr(X,T) £ c, A un

subconjunto de X vy {Vi‘ iel}(:T tal que AC W, Ui. tnton-
i€1

ces, existe JCI1 con card(Jd) ¢ c, tal que AC R
ied

Demcstracidn:
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Como gr(X,T) € c, existe una base de T,_$0={Bm| mem} ,

con card(M) = card(.Bo) = gr(X,T) € c.

sean H = {mem| Jiel con B Cv, y fiH—>I una apli-
cacidén tal que BmC:UF(m) para todo mé€M . Es evidente que

f(H) = 3 es tal que card(f(H)) = card(J) ¢ card(M) £ c.

Veamos que AC U V,.
. i
ied

Para todo x€A , x€ (U V,. Por hipdtesis, existe i€1
i€]

con x€Vi « Como jgo es base de T, existe m&€M con xEHmCIUi .
o o

[ 4
Asi, XEBmCVf‘(m)C lkE)JUlo

Proposicidén l.2.14

Todo espacio topoldgico (X,T) de grado menor o igual que
c tiene rango menor o igual que c.

. #
Demostracion:

Por I.2.1, existe una baser'de T tal que card(ﬁ ) = c.

Para todo x¢X, ?Yx) ={ Béjgl xeB} es una basse del sistema

de entornos de x. Como card(cwix)) £ c, se tiene que
rang(X,T) £ c.
Se tienen las siguientes relaciones entre el grado y el

. ’ .
rango de un espacio topologico:

II.A.N. :_——'—:‘_> I.A.N.

Espacios de grado € ¢ —————-»fspacios de rango £ c

)

(c estrictamente mayor que }§o



- 3 6.. i’ oL M“ e,

B Sk
" <.

=4
[ R 4y

$ 3. GENERALIZACIONES DE LOS ESPACIGS DE LI 1dF.

£l estudio de los espacios de Lindelof y hereditariamen
te de Lindelof puede contemplarse desde un punto de vista mas
general, que consiste en sustituir el caruinal }QO por un car

dinal arbitrario.

Definicidn I.3.1

Sean ¢ un cardinal y (X,T) un espacio topoldgico. Se di-
ce que (X,T) es c-Lindeldf si todo recubrimientc abierto de
(X,T7) tiene un subrecubrimiento ce cardinal estrictamente
menor que c.

Proposicidn 1.3.2

Sea (X,T) un espacioc topoldgico. Entonces se tiene:
a) (Xx,T) es compacto si y solamente si (X,T) es }%0-
Lindeloff,
b) (X,7) es de Lindeld6f si y soclamente si (X,T) es
2 %-Lindeldf.( Se admite la hipdtesis del continuo).

. P
Demostracion:

Es consecuencia inmediata de las definiciones de espa -

cios c-Lindeldf, espacios compactos y espacios de Lindeldf.

Observacion 1.3.3 R

Todo espacio topoldgico de gr(X,T) & }QO es 2 °-Linde-
10f.
Todo espacia topoldgico (X,T) de gr{x,T) # c,<c es

un espacio c~-Lindelof.
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. + ? : . .
A continuacion se estudia el comportamiento de los es
pacios c-Lindeldof en las construcciones de topologias ini

ciales y finales.

Proposicion I.3.4

Todo subespacio cerrado de un espacio c-LindelGf es
c-Lindelof.

.
Qemostracion:

Supongamos que (X,T) es c-Lindeldf y sea C un cerrado
en (X,T). Entonces, si W0= {Vil iGI} es un recubrimientc a-
bierto de (C,TIC), existe {uil iEI} tal que W, €T y
uirWC = Ui para todo i¢€l.

Como Us= {Uil iEI}LJiX-C} es un recubrimiento abierto
de (X,T)iy (X,T) es c-Lindeldf, existe un subrecubrimientao

de U , U(m) {ui | mem} LJ{x—c} con card( YU (M))<c. As{,
7(](M) = { v,

card(°(m)) ¢ card(m) <c . As{ pues, (C, T|C> es c-Lindelif.,

1e)
uifWCI mém} es un subrecubrimienta de 6 con
m m

Observacidn I1.3.5

Sea (X,T) un espacio topoldgico e Y un subconjunto de X.
Entonces (Y,TlY) es c-Lindelof si y solamente si pera tocdo

7l= {Uil iél} CT tal que YC U u; se verifica que exis-
i€l

te JCI1 con card(ld)<c, tal que YC UUi .
i€ J

Ejemplo 1.3.6

£l siguiente ejemplo pone de manifiesto que la propiedad

c-Lindelof no es hereditaria.

Sea el espacio topoldgico (R,T) donde T ={ £ CR [ ugﬁ A}U{H‘}.
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Es evidente gque (R,T) es un espacio de Lindelof. Sin

embargo (R-{D}, T'R—{U}) no es LindelGf ya que TIH—{U} es la
topoldgia 7:scrzs y card(R-1{C})> }§o‘ Luego no existe subre

cubrimiento numerable del recubrimiento abierto, de R=-{0},
{1 x # of xeR-{0}

Proposicion 1.3.7

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y fix —=> '
una aplicacién continua y suprayectiva. Entunces, si (X,7)
es c~Lindel8f, se verifica que (X' ,7') es c~-Lindeldf.

. P
Demostracion:

|}
Sea U= {U;l i€I} un recubrimiento abierto de (x' ,T').
. . . -1, 9 -1, ..
como f es continua, se tiene que f ~( U ) ={ f (Ui)‘ i€
es un recubrimiento abierto de (X,T) .Como (X,7) es c-Lincge-
16f, existe JC I con card(J)<c tal que {F‘l(ug) ]iéj} es
un subrecubrimiento de (X,T). Como f es suprayectiva,
\)

{U;I iEJ} es un subrecubrimiento de (/i con card(J) <c. As{
(x',7'") es c-Lindeldf.

(Por tanto la propiedad de ser c-Lindeldf es una propieocad

topoldgica).

Proposicidn I1.3.8

sean (X,T), (x',T") espacios topoldgicos vy fix— X' una
aplicacidn propia. Entonces, si (X',T') es c-LindelGf, se ve
rifica que (X,T) es c-Lindeldf.

P 4
Demostracion:

Sea 7[={ Ui IiEI} un recubrimiento abierto de (X,T).Co

,’ ! !
mo f es una aplicacion propia, se tiene que &f=f X =f(X= LJUi)
1GF
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| FC1I Finito} es un recubrimiento abierto de (X ,T') . En
efecto:

Como f es aplicacidn propia, es cerrada y se tiene por
tanto que ?1%:T.

para todo x'€x' , f-l(x') es un subconjunto compacto en

(X,T). Por tanto, existe FCI ,finito, tal que f *(x)C U U,
i€F

1
Es evidente que xé€ X - f(X=- U U, ). Asi U es un recubrimiento
1 iep *

abierto de (x',7').

como (X',T') es c-Lindelcf, existe

!
W7= {X'- f(x- U Ui), FmC:I, finito vy mEJ} scon card(J)<c,
i€F

i ! '
subrecubrimiento de & con card( %) = card(J)<c.,
Entonces (V7={ Uil iéFmC:I,finito, m(J} es un subrecu -
brimiento de para (X,T) con card( () = card(J)<c. Por =-

tanto (X,T) es c-Lindeldf .

Definicidn 1.3.9

Sean (X,T), (X',T') espacios topoldgicos y fiX—sX'
una aplicacidn continua y cerrada de (X,T) en (X',T') .se di
ce que f es c-propia, si para todo x'e¢ X', f-l(x') es c-Linde
16f. (Observese que las aplicaciones }Qo-propias son las a-

plicaciones propias).

Proposicidénl.3.10

sean (X,T), (X ,T ) espacios topoldgicos y f:ix—>X
una aplicacidn c-propia. Entonces, si (X',T') es c-Lindelaf,
se verifica que (X,T) es c-LindelBf,

Demostracidn:

Sea Ql={Ui liEI} un recubrimiento abierto de (X,T). Co



-40-

mo f es c-propia, se tiene que

| .
?7: {x'_f(x - LJUi)l JC1I con card(3)<fc} es un recubri
i€l -

miento abierto de (X',T7') . En efecto:
Como f es aplicacdn c-propia, f es cerrada y por tanto
Q[C:T' . Para todo x'€X, por ser f c-propia, f-l(x') es
c~Lindelgf, por tanto existe J(C I con card(d)<c tal que

~lx') ¢ U U;
i€ 3

' !
Es evidente que x'€x - f(x - U Ui)' Luego 2[ es un
ied

recubrimiento abierto de (x',T').
Como (X',T') es c-Lindeldf, existe un subrecubrimiento
' ! '
de U ’ W’={x - f(x- U Ui)l 3, C1,con card(Jm)<c y
i€
m
meEM con card(M)<:c} .

Entonces qf: {Uil i€3,C 1, con card(Jm)<:c y mEM

con card( M)‘<c.}es un subrecubrimiento de Z’para (X, T)

con card(W°)<:c . Por tanto (X,T) es c=-Lindeldf.

Proposicion I.3.11

Sean {(Xi,Ti) }iEI una familia no vacia de espacios no

vacios. Entonces, si T_T(Xi,Ti) es c-Lindelof, se verifica
i€l

que (Xi,Ti) es c-LindelGf para todo iel.

« #
Demostracion:

Es consecuencia inmediata de que para todo jel la apli-

cacidn pP.: T—fxiL—e>x. es continua, abierta y suprayectiva.
' jer J
Por tanto, por la proposicidn I1.3.7, por ser T—T(Xi,Ti)

‘ igl

c-Lindel8f, se tiene que (xj’Tj) es c-Lindelllf para todo jel.



-4]-

Veamos con un ejemplo, que en general, el producto de
espacios c-Lindelof no es c-LindelGf.

Ejemplo I.3.12

Sea Jg={[a,b)CR ‘ a<b, a,b€ R} . Es evidente que Jes
base de una topologia, T(jg), en R.
Veamos que (R,T(JZ)) es de Lindelof. En efecto:

Sea Q(:{ Vil iEI} un recubrimiento abierto de (R,TLﬁ ))

(,»l
A partir de U se construye un recubrimiento abierto VO
de la siguiente forma;
Para todo x&R , existen ier y gxeR+ tal que

. )
1,= [xyx+ € )CV, . Por tanto - {le xéR} es un recubrj
X

miento abierto de (R,T(ﬁ )).

Sea M ={ YER | yé_Ix-{x},ldxeR} . Para y,,y. €1, con

y.# ¥, » se tiene que I NI = g . Por tanto M es un con
T2 Yi Y2 g

junto numerable ya que la aplicacidn \Pnn——,m que hace co-
rresponder a cada ye¢M un nimero racional Iy es inyectiva.
Sea P ={ yeR | existe x€R con yel -{x}} . Entonces

{Ix-{x*l XER} es un recubrimiento abierto de (P’TU'P)'
Como (R,Tu) cumple el II.A.N., existe {xn} n(NC:R tal que

pc U (1, - {xn} ) .« Asi, R=mUP= ( U L) U( U I, )=
- DnEN n xeM neEN n

=( U vy )y U ( vy ) y por tanto (R,T(F)) es de

XEM X néN xn

Lindeldf.
Sea (R,TQﬁ))x(R,T(ﬁ)). Este espacio topoldgico no es

de Lindeldf. En efecto:
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Si fuese de Lindellf, el conjunto Zl’:{ (x,=x) | xeR}

gque es cerrado, . seria un espacio de Lindelof, pero es un

absurdo ya que Z}f tiene la topoldgia discreta y card(éf)>-}§o.

Propasicién 1.3.13}

sean (X,T) un espacio topoldgico compacto y (X',T') un
espacio topoldgico c-Lindeldf. Entonces (X,T)x(Xx',T') es
c-Lindeldf.

.
Demostracion:

Teniendo en cuenta que por ser (X,T) compacto, la proyec
cidn pZ:XxXL——>X' es propia, resulta por 1.38 que (x,T)x(X,T")

es c-Lindelof.

Proposicidn 1.3.14

Sean X' un conjunto, (X,T) un espacio topoldgico y fiX—sX'
una aplicacidn suprayectiva. Entonces, si (X,T) es c-Lindelof,
se verifica que‘(x',Tf),(donde 7 es 1a topologia final en X'
para la aplicacidn f), es c-LindelBf.

. #
Demostracion:

Es consecuencia de que f es una aplicacidn continua vy su
prayectiva de (X,T) en (x',TF) y tener en cuenta la proposi-

Cién 1.3, 70

Proposicidn I1.3.15

Sea {(Xi,Ti)} jep une familia no vacia de espacios topo-

ldgicos no vacios. Entonces Z:(Xi
i€l

solamente si card(I)<c y (xi’Ti) es c-Lindeldf para todo i€1l.

,Ti) es c-Lindeldf si vy

N 4
Demostracion:

Si Z:(Xi,Ti) es c-Lindel&f, como para todo j¢I, ij{j}
i€l .
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es un cerrado en 3 (xi’Ti)’ por la proposicién 1.3.4 ,
i€l

X .x{j T. . es c~-LindelYf .Puesto que (X.,T.) es
( JX{J}Q i%] i XJX{J}) c-L1 q ( j? J)

homeomorfo a (X.x{j}, ST, }) se tiene que (X.,T.) es
. ier * | | 3

X .x1]
3 { ]
c-Lindelof, para todo jel.

Ademds, card(l)<c, ya gue {ij{j}'jel} es una particidn

abierta de Z:(Xi,Ti), y si no fuese card(I)< =z, el recubri
i€l

miento {xjx{j}|j€1} ,n0 admitiria un subrecubrimiento de
cardinal menor que c, lo cual contradice la hipdtesis de que

PN (xi,Ti) es c-Lindelof.

i€l
Reciprocamente:
Sea {U. |j€3} un recubrimiento abierto de Z:(Xi,Ti).
J iel
Se tiene que para cada jed, U.= » A- , donde {A%} . . es
Iy JJ Jed

un recubrimiento abierto de Xix{i} homeomorfo a Xi .
Por ser (xi’Ti) c-Lindel8f, para todo i€I, existe 3°(C 3

i

j }jeji es un subrecubrimiento de

tal que card(3')<c vy { A

X.. Entonces LJ { U-‘jéJlJ‘ es un subrecubrimiento de ) X.
i jer - Y ier t

de cardinal menor gque c. Asi pues, Y (Xi,Ti) es c-Lindeldf.
' icl

Cordlario 1.3.16

' ' . 4 Ly
Sean X un conJunto,.7/-{((Xi,Ti),Fi)}iéI una familia

no vacia tal que card(l)<c.y para todo i¢J, f; es una apli-
cacidn de X, en x' . Entonces si (xi’Ti) es c-Lindelof para
todo i€l y para todo x'¢ X existe i€l y existe x €X, tal que

7

Fi(xi)= x' ,se verifica que (x' ,77 ) es un espacio topoldgico

c-Lindel6f.
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P 4
Demostracion:

Por 1.3.15, Z:(Xi,Ti) es c-Lindeldf. Para la aplicacibn
i€] : '

. ' . .
sobreyectiva f=<if£>,iEI: fglxi——e>x definida por F(xi,1)=Fi(xi)

para toda(xi,i) e'Zﬁ Xi, teniendo en cuenta la proposicidnl.3.l4
il

resulta que (X ,( Z:Ti)f) es c-Lindeldf.
i€l

Teniendo en cuenta la observacion V.4.33 de (1%), resul-
| <6 D> =
ta que ( Z:Ti)fz ( Z:Ti) i71el _ 77 | por tanto (XZTgr)
i€l i€l
. .o f » R . { .
es c=Lindeldf.( T es la topolcagia final en X para la fami-
1ia ).

La proposicion 1.3.4 y el ejemplo 1.3.6 motivan la siqui-

ente definicidn:

Definicidn I1.3.17

Un espacio topoldgico (X,T) se dice hereditariamente c-
Lindelof, si para todo subconjunto Y de X se verifica que
(Y,T[Y) es c-Lindelof.

Es evidente que todo espacio hereditariamente c-Linde-
16f es c-Lindeldf. Sin embargo, el ejemplo 1.3.6,muestra la
existencia de espacios c—LindelHF que no son hereditariamen

te c-Lindelof.

Proposicidnl.3.18

Sea (X,T) un espacio topoldgico.Entonces (X,T) es here-
ditariamente c-Lindelof,si y solamente si, para todo GeT,
(G’T|G) es ce-lLindeldf.

. P
Demostracion:

Dela definicidn se sigue que si (X,T) es hereditariamen
te c~-Lindelof, se verifica que (G,T'G) es c~Lindelof.

Reciprocamente:
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sea YCX y?l { [1€I}CT, tal que YC UU y un recubri
ie]

miento abierto de Y.

Como ( L)U ,T

LJU ) es c-Lindeldf, existe JCI,con
iel

iel

card(3)<c,tal gue |JU, = (JU, . Se tiene que w0={u.|i63}
ier * i€3*t !

es un subrecubrimiento de Zﬁpara (Y,TlY), con card(J):card(TF)
<c. Por tanto, (Y',TIY) es c-Lindeldf. As{ (X,T) es heredita=~

riamente c-Lindelof.

A continuacidn se estudia el comportamiento de los espa-
cios hereditariamente c-Lindeldf en la construccidn de topo-
logias iniciales y finales.

Proposicidn 1.3.19

Sea X unn conjunto, (x',T') un espacio topoldgica here-
ditariamente c~Lindeldf y f:X— X' una aplicacidn .Entonces
(X,f-l(T')) es hereditariamente c-Lindeldf.

Demostracidn:

Sea G€f°l(T'). Entonces existe G€ T tal que sz'l(G').
Sea Eyz{uiliGI}C:f-l(T') un recubrimiento abierto de G. Por

ser Uieffl(T') existe U;eT' tal que Ui=vf°l(ug).

Entonces f(G) = f( LJU ) = LJf(U C U U .
i€] iel i€l

Como (X',T") es hereditariamente c-Lindeldf, existe JC1I
con card(3)<c tal que f(c )C U U AasfcC U f (U ) =
ied i€l
LJU . Por tanto (G,f (T )IG) es c-Lindeldf. Entonces por
i€]

1.3.18, (X,f-l(T') es hereditariamente c-LindelGf.

Coroclario 1.3.20
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si (x'7') es hereditariamente c-Lindeldf y XCX' se ve-
rifica que (X,Tlx) es hereditariamente c-Lindelof.
(Asi pues el axioma hereditariamente c-LindelSf es hereditario).

Proposicidn I1.3.21

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y f:X— X' una
aplicacién'coﬁtinua y suprayectiva. Entohces si (X,T) es he-
reditariamente c-Lindel&f, se verifica que (Xx',T') es heredi
tariamente c-Lindeldf (por tanto la propiedad de ser heredita
riamente c-Lindeldf es una propiedad topoldgica).

Demostracidn:

Basfa probar que para todo G'ET', (G, T'|G:) es c=-Lin-

delaf. ]

1
sea U = {U;]iﬁl} un recubrimiento abierto de G' tal que

. - '
¢'C LJU} . Como f es continua se tiene que f l( 2[) =
i€l
-1, . c : -1,nt
={F (U;) |i€1} es un recubrimiento abierto de f “(G) = G ya

que f1(c")= cCr 1 Uu'i) = U F'l(u'i ).
i€1 iel

Como (X,T) es hereditariamente c-Lindeldf, (G’Tlf) es
c-Lindeldf. Asi, existe JCI con card(J)<c tal que

6C U ). Entonces £(6) = F(F71(6")) = ¢'C (U FTHWY))

i€l ‘ ie J
- Ueemtwl) = ULl
€2 1€3

[ .
Por tanto W)={U;|i€J} es un subrecubrimiento abierto de
1 .
G' de card(%ﬁ )<c. Luego (G',TWG.) es c-LindelGf y por tan-

to (x',T7') es hereditariamente c-Lindeldf.

Ejemplo 1.3.22

El espacio topoldgico (R,T(B)) del ejemplo 1.3.12 es

hereditariamente Linddelof, Sin embargo, el espacio topclégé
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co (R,T(iS))x(R,f(ﬁ )) no es hereditariamente de Lindeldf
ya que ni siquiera‘es-Lindeiﬁf.

Este ejemplo pone ' de manifiesto,qde en general, el pro
ducto de espacios fopolégicos hereditariamente c-Lindelof,no

es hereditaiamente c-Lindelof.

Se tiene no obtante el siguiente reciproco:

Proposicidon 1.3.23

Sea {(xi’Ti)}iEI una familia no vacia de espacios topo-

16gicos no vacios. Entonces, si T_[(x.,Ti) es hereditaria -

. i

€1
mente c-Lindel6f, se verifica que (xi'Ti) es hereditariamen
c-Lindel8f, para todo i€ I. . |

. @
Demostracion:

Es consecuencia de que para todo jél la aplicacidn

pj: T-[xf——+ xj es continua, abierta y suprayectiva.
i€l
Por tanto, por [.3.21, por ser T—I(Xi,Ti) hereditaria-
A C €]
mente c-Lindelof, se tiene que (xj’Tj) es hereditariamente

c-Lindelof para todo j¢lI.

Proposicidn 1.3.24

sean X' un conjunto, (X,T) uh espacio topoldgico y FsX— X'
una aplicacidn suprayectiva. Entonces, si (X,T) es hereditaria
mente c~-Lindeldf, (X',Tf), (Tf es la topologfa final en X' pa
ra la aplicacidn f), es hereditariamente c-Lindel&f.

Demostracidn:

Es consecuencia de que f es una aplicacion continua y su
prayectiva de (X,T) en (X',TF) y tener en cuenta la 1.3.21.

Proposicion 1.3.25

Sea{(xi,Ti)}iEI una familia nc vacia de espacios topold



gicos no vacios. Entonces > (Xi,Ti) es hereditariamente c-
i€1]

Lindelof si y solamente si card(I)<c y (Xi,Ti) es heredita
riamente c-Lindelof para todo i€,

. ®
Demostracion:

si 5 (X.,Ti) es hereditariamente c-LindelGf, como pa-

i€l
ra todo j¢l, sg tiene que (xjx{j}, Z:Ti ) es heredi-
i€ X .x1]
()
tariamente c-Lindel0df.
Puesto que (X.,T.) es homeomorfo a (x.x{j}, X T ) se
3 J J ier

ij{j}
tiene que (xj’Tj) es hereditariamente c-Lindeldf para todo jel.

Ademds, por ser (X;»T;) hereditariamente c-Lindeldf,
’ iel
Zf(xi,ri) es c-Lindelof y por 1.3.15, card(I)<c .
i€l
Recfprocamente:

Sea G un abierto de ) (X.,T.) vy {U.|jéj} un recubrimien

ier tt J N

to abierto de G. Se tiene gue para cada j€J, Uj= Z:Aj donoe
i€l

{Al} . es un recubrimiento abierto de G.x{i} homeomorfo a G,
JJ Jed ' i i

(G S Gi)' Por ser (xi’Ti) hereditariamente c-Lindeldf, Gy

iel
es c-Lindelof, por tanto existe, pafa cada i¢1, 3'C 3, con
card(31)<:c tal que {A} }jEJi es un subrecubrimiento abierto

de G..
l .
Entonces LJ iu‘ljéjl} es un subrecubrimiento de G de
jeg '
cardinal menor que c. Asi, (G, 2 TilG) es c-Linaeldf y por
i1

tanto ) (Xi,Ti) es hereditariamente c-Lindeldf.
i€l
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Corolario 1.3.26

] . . .
Sea X un conJunto,5r={((xi,Ti),fi)}iGI una familia no

vacié tal que card(l)<c y para todo i€lI, fi es una aplica -
cién de X, en x' .Entonces, si (xi’Ti) es hereditariamente

c-Lindel8f, para todo i€l y para todo x'e X existe i€l y exis
x;€Xg tal que Fi(xi) = x' ,se verifica que (x.’Tgf) es un es-

pacio topoldgico hereditariamente c-Lindeldf.

.’
Demostracion:

Por 1.3.25, 2 (Xi,Ti) es hereditariamente c-Lindeldf.

i€]
Para la aplicacidn suprayectiva f =<f.> . : ¥ X, —> X'
17 1¢€] jep i
definida por f(xi,i) = fi(xi), para tado (xi,i)é > X,» por

i€l
l1a 1.3.24 se tiane gue (X ,( Z:Xi)f) es hereditariamente
i€]
c-Lindelof.
F T

Por V.4.33 de (18),resulta que ( ¥ T;) =717 .Por tanto

F i€]
(x',T ) es hereditariamente c-LindelG&f.

£l sigquiente ejemplo pone de manifiesto que el axioma he-
reditariamente c-Lindelaf, no se conserva por imagenes inver-

sas de aplicaciones propias( y por tanto tampoco por imagenes

inversas de aplicaciones c-propias).

Ejemplo 1.3.27

Sea (X,T) el espacio topoldgico definido de la siguiente
forma: X = M{J{w} donde M es un conjunto de cardinal c y
T ={RC:X|U)éA}lJ{X}. se consideran (x',T') espacio topoldgico
unitario y f;X——X la Unica aplicacidn posible.

Como (X,T) es compacto, f es una aplicacidn propia de
(x,7) en (X',T').Evidentemente, (X',7') es hereditariamente

c-Lindeldf, sin embargo (X,T) no es hereditariamente c-Linde
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16f ya que T n es la topologia discreta,

El siquiente ejemplo prueba gue la proposicidn 1.3.13
no es cierta,en general,para espacios topolégicos heredita -
riamente c-Lindelaf.

Ejemplo 1.3.28

Sea (X,T) el espacio topoldgico compacto del sjemplo an
terior y (X',7') un espacio topoldgico unitario, por tanto
hereditariamente c-Linddldf. Evidentemente (X,T)x(Xx',T') no

es hereditariamente c~Lindelof.

£1 siguiente cuadro resume las relaciones entre los espa

cios de LindelGf y los que cumplen el II.A.N..

compactos

IT.A.N. =—————> hereditariamente ——>. Lindeldf
Lindelaf

}

Espacios de =———=——>> hereditariamente =———— c-Lindelof
grado £ c, £ c c-Lindelof

1
Ro

( ¢ estrictamente mayor que 2 )
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® 4. GENERALIZACIONES DE ESPACIOS SEPARABLES

£1 estudio de la separabilidad puede contemplarse desde
un punto de vista mas general que consiste en sustituir el
cardinal}(o por un cardinal arbitrario. Se procede de la si-
guiente forma:
Propoiicién I.4.1

AY

Ssea (X,T) un espacio tcpoldgico. Entonces existe U, sub-

conjunto denso en (X,T),tal que para todo subconjunto, Dn
denso en (X,T) se verifica que card(D) £caro(D').

Demostracidn:
Es consecuencia de que todo conjunto de cardinales estd bien

ordenado.
Definicidn 1.4.2

Sea (X,T) un espacio topoldgico.Se llama grado de separa
bilidad de (X,T) y se designard por gs(X,T) al cardinal
m{nimo{card(D)[D es denso en (X,T)} .(22)

Proposicién 1.4.,3

Un espacio topoldgico (X,T) es separabls si y solamente

si gs(X,T) é}§o.

. P
Demostracion:

Es consecuencia inmediata de las definiciones de grado
de separabilidad de un espacio topoldgico y espacio separable.

Proposicién I4.4

sea (X,T) un espacio topoldgico de gr(Xx,T)4 c. Entonces
gs(x,T) £c.

.
Demostracion:

Por ser gr(Xx,T) £c, existe una base de T,.$L={Bi’iel} R

tal que gr(X,T)= card(ifo) = card(l) £ c.
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Sea D =§xiex] x €8, para todo ieI}. Evidentemente, D es
denso en X ya que para todo G¢T, con G # g, se tiene que

DG # ¢ .

Como card(D) £ card(I) & c 'se tiene que gs(X,T) £ c.

Hay espacios topeldgicos de gs(X,T) € ¢ y sin embargo
gr(Xx,T)>c. Basta considerar el espacio topoldgico de 1.3.12.
Pues (R,T(g )) es separable y por tanto gs(R,T(jg)) é}ko
y sin embargo gr(R,T(ﬁ)) >}":‘0.

A continﬁacién vamos a estudiar el comportamiento del
grado de separabilidad en las construcciones de topologias
iniciales y finales,

Proposicidn [.4.5

Si (X,T) es un espacio topoldgico de gs(X,T) € c y G es
un abierto de (X,T), se verifica que gs(G,T|G) £ c,

Demostracidn:

Por ser gs(X,T7) £ c, existe D ={xiexliel} subcon junto
denso en (X,T) tal que card{(D) = card{(l) =ags(X,T) ¢ c. Como
GET y D es denso en (X,T), DG es denso en (G,TIG). Como
card(DNG) £€ card(D) ¢ c se tiene que gs(G,TlG) £ c.

Veamos con un ejemplo que un espacio topoldgico de grado
de separabilidad menor o igual que c, contiene subespacios de

grado 'de separabilidad mayor que c.

Ejemplo J.4.6

sea (R,T(f)) el espacio topoldgico del ejemplo 1.3.12Z,
£l espacio topoldgico (R,T(& ))x(R,T(B)) es tal que
gs ((R, T( B ))x(R, T(B)) ) éx‘o, pues D = QxQ es denso en
(R,T(JB))X(R,T(j )) y card(UxQ) = >§o‘ Sin embargo[&‘:{(x,-x”
xéR} es tal que gs(ﬁf,Tp *):>}?O, pues su topologia es la

discreta y card( A*)>RO.
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Este ejemplo pone de manifiesto que el grado de separabi-
lidad no es una propiedad hereditaria.

PrOposicién l1.4.7

sean (X,T), (Xx',T') espacios topol6gicés y fix—>x' una
aplicacidn continua y suprayectiva. Entonces, si gs(X,T) € c
se verifica que gs(XtT') ¢ c.( Por tanto sl grado de separa-
bilidad es una propiedad topcldgica).

. P
Demostracion:

Por ser gs(X,T) € c, existe D ={xiexliél} subcon junto den
so en (X,T) tal que card(D) = card(I) = gs(X,T) £ c.

Como f es continua, f(D)C f(D) y como f es suprayectiva
£(B) = F(x) = x'= F(D) . As{ pues F(D) ={F(x;)|ic1} es denso
en X'. Como card(f(D))% card(D) £ c se tiene que gs(X,T) £ c.

Proposicion 1.4.8

’:Bean{()(:.L,Ti)}i(__I una familia no vacia de espacios topo-

ldgicos no vacios. Entonces si gs( T—T(Xi,Ti)) £ ¢ se verifi=-
ie]

que : 19 gs(xi,Ti) ¢ c, para todo i€l.
e =11 i 4 - = =
22 3 ={iel| existen G, »AET ~{#] con 6,MA, ¢} tie
ne de cardinal menor o igual qgue 2°.

. P
Demostracion:

12 E£s consecuencia de que gs( T—T(x T )) £ c, de que pa
eI tir i

ra todo j€I p.: T_IX.———>X. es continua, abierta y suprayec
: i€1 -
tiva y de la proposicidn 1.4.7
22 Por ser gs( T_[(Xi,Ti)) £ ¢, existe D ={ xi€x|iﬁl},
i€l '
subconjunto denso en T_T(X.,T.), tal que gs ( T—f(x.,r.))
. it'i ; it i
. i€l 1el
= card{(D) = card(I) ¢ c.

Para cada icJ, sea D; = Dpr;l(Gi) . Se considera la apli-
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cacidn Y:3J— P(D) definida por Y(i) = D, para todo i€J.

Veamos que w es inyectiva.vEnefectoz

Sean i,jedJ con i # j vy xeDf\p;l(Gi)f\pSl(Aj). Se tiene

-1 1 . E—
que xéDl y X¢DJ ya que DmpJ (Gj)mp_] (AJ) = ¢' ASl’Di ; .t?i

Luego card(3) ¢ card{(P(D)) = z°.
iV

Proposicién 1.4.9

v

Sea {(Xi’T')}ieI una familia no vacia de espaci&% ne vacios -
1 N

tal que card(I1) ¢ 2% y gs(xi,Ti) ¢ ¢, para todo i€l. Entoneas

as( TT(X;,70)) £ oo

i€l

« #
Demostracion:

Sea A un conjunto de cardinal c. Para cadaXx¢A se considec-
ra (Xd,ﬁx), espacio topoldgico compuesto con dos puntos, siendo
T, la topologia discreta.

Se verifica que (Y,Tp) = T—I(XJ’TQ) es compacto, T, y tie-
aEeR
ne una base jg de cardinal c. Como card(l) ¢ 2% y card(y) = 2°,

existe :I—> Y aplicacidn inyectiva. Sea x =(x? . € T“{X.
o] i71el jep b

un punto fijo de T_Txi. Para cada i€] existe Di’ subconjunto
1€]

denso en (xi’Ti)’ tal que card(Di) < c.
Si w, es el menor ndmero ordinal con cardinal c, enton-

ces para todo i€l ,Di se puede bien ordenar,

1 2 w ‘
Di={xi ’ Xi, e e ey xi 'Y to} w<w00
Dada wuna familia finita de elementos de4g disjuntos dos a

dos a dos,{Bl, .o ,Bn}, y una familia de ordinéles{wl,...,wn} ,
con wi<noo para todo i=1,2,..,n, se define

B '..B
le ¢ T X . oe la siguiente forma :
l... wn iEI l
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x* ysi O(j)eB,
. 810008 J 1
J L &) .
1 n : X , €N caso contrario,

Se considera

Bl... 8

= n — . > .
TN wle !81""8n€j§ con B,MB; = ¢ ¥i,ie{1,..,n}

-

con i # j ;wl,..,cun ordinales menores que W/ }.

Se tiene que card(D) £ c. Ademds D es d¢nso en TmT(Xi,Ti).
~ A

En efecto: Sea G un abierto no vacioc de | i(xj,Ti). fntonces,
i€} )
existen i,,...1i_ €1 tales que GO | |A., donde A.€ T, -igt
1 n icp 1+ i i
4
para todo i€l y A, = X, para todo i€l —{il,..in}.

Como T_T(xa s T o ) es T,, existe Bl,...,ane_ﬂ' tales que
xX€AR

?(il)é Bis eve s ?(in)é Bn y Bif)Bj = ¢ para todo i,jé{l,..,ﬂ}

con i # j. W

. K .
Para todo ke{l,?,...,n}, existe (dk con X, € Ai . Es evi
k Kk

B o o0 ® B
dente que X ‘S € GnD . (Comparese con (20)).
* 0 o0 n )

Proposicion 1.4.1C
sean X' un conjunto, (X, T) uﬁ espacio topolégico y f:x— x' una

aplicacidn suprayectiva. Entonces si gs(X,T) ¢ c, se verifica

que gs(X',Tf) £ c (TF es la topoldgia final en X' para la apli-
cacidn f).

. P
Demostracion:

. . . ® .
Es consecuencia de que f es una aplicacion continua y su-

prayectiva de (X,T) en (X',TF) y de L.4.7.
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Proposicidn I.4.11
Sea {(xi’Ti)}iEI una familia de espacios topoldgicos.Enton

gs( Y (X,,T.)) € c si y solamente si gs(X,,T.) ¢ c para todo
jep it ‘ i?'i
i€l y card(1) ¢ c.
Demostracidn:

Si gs( Z:(Xi,Ti) £ c, como para todo je€I, ij{j}es un

i€l

abierto en Z:(Xi,Ti), por 1.4.5 gs(X .x{j}, Z:Ti ) € c,
i€1 J i€l xjx{js

Puesto que (X.»T.) es homeomorfo a (x.x{j}, Y L )
) ) i€1 xjx{jj

se tiene que gs(xj,Tj) ¢ ¢, para todo je¢I.

Ademds, card(l) = c ya que tcdc ccnjunto denso en [:(xi,Ti)
iel

debe contener un elemento de xjxij} para todo je€I .

Reciprocamente:

' £ . . .
Por ser gs(Xi,fi) ¢ para todo i€¢l, se tiene que existen,

para todo i€I, Df: X, subconjuntos densos en (Xi,Ti) y tales que
= < ’
gs(xi,Ti) card(Di) Ce
Como ) D. es denso en o (X.,T.), yaque 2 0, = 5 D. =
. i : i*'i ; i
i€] i€l i€l

= 2: Xi» y card( % D,) € c, se tiene gue gs( > (xi,Ti)) £ ¢
i€l ier * i€l

Corolario l.4.,12
' N ¢ . . .
Sean X un conjunto yﬁf_{((xi,Ti),fi)}iel una familia no

vacia tal que card(l) € c y para todo icl »f; es una aplicacion
de X, en x' . Entonces, si gs(xj,TJ) £ c para todo jel y para
todo xex existe i€l y existe xiéxi tales que fi(xi)=x', Se Ve~
Tjr) £ c.

rifica que gs(x',

. ®
Demostracion:

Por la proposicidn anterior, gs( L (xi’Ti)) £ c. Para la
. .y . i€l
aplicacion sobreyectiva

! .. . ”
fé<:fi:>ielz 5§IX{—~’X, definida por f(xi,l) = f.(x.)
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para toda (xi,i)e Z:Xi, se tiene que gs(X',(
i€]

Como ( ZTi)F = Tgf resulta que gs(X‘,T
i€l

Proposicidn I.4.13

PR IES

i€l

F ) £ c.

Sea (X,T) un espacio topoldgico seudometrizable.Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
logr(x,T)<c .
2. (X,T) es c-Lindeldf.
3. gs(X,T)<fb.

Demostracién:

i,.—>2. Es la observacidn 1.3.3.

2.=>»3, Sea d una seudométrica en X tal que T _.= T. Para

todo neN ‘&H =-{B?/n(x) Ixex} es un recubrimiento abierto de

(X,T). Por ser (X,T) c-Lindeldf, existe 0, =1x; ex’ iel} de

card(D_)<c y tal gque U gY (x*) = x.
n ier £ "
n

Se tiene que D = L)Dn es denso en X, es decir D = X.

nenN
En efecto :

Para todo GeT -{g} , se tiene que existe

les que Bg(x)C:G . Como X = \U B?(xi) , existe
= 1€ =

d iO . iO — /4

x € Bl(xn ) « Es evidente que X eBl(x)L_G. Asi

n n
Como card(D)<c se tiene que gs(X,T)< c.

J.=> 1.

Sea d una seudométrica en X tal que Td= Ty

un subconjunto denso en (X,T) tal gue card(D) =

x¢eGC y neN tg

iOEI tal que

GAD # ¢ .

D =ixi[iél}

gs (X, 7)<c,

Se consideraJ8.=~{Bg(xi) | nen, iEI} . Veamos queﬂg es una base

de T. n
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Sea G€Ty x¢G. Como G es abierto, existe noeN tal gque

) By, (x)CG.

-

1
(8] S— o]

Bf(X)C:G. Sea xiGBf(x)f\D, se tiene que x€ B? (x.
n Zn n

NI
=1

e] o

Asf)g es una base de T. Como card(dg )<c se tiene que gr(X,T)<c.

£l ejemplo | .4.6 que expresa que el grado de separabilidad
no es una propiedad hereditaria, motiva la siguiente definicidn.

Definicidn 1.4.14

Un espacio topoldgico (X,T) se dice hereditariamente de
grado de separabilidad menor o igual gue c, si para todo sub =~
conjunto ,Y, de X, gs(Y,TlY) £ c.

Ubsrvacidn I1.4.15

l.Como todo espacio de gr(X,T)<c es hereditario y tenien

do en cuenta que gr(X,T)<c implica que gs(X,T)<c, resulta

que todo espacio topoldgico de gr(X,T)<c es heieditariamente
de grado de separabilidad menor que c.

2., £s evidente que todo espacio hereditariamente de grado

e separabilidad menor o igual que c es de grado de separabi-

lidad menor o igual que c. El reciproco no es cierto como indl

ca el ejemplo 1.4.6,.
El siguiente cuadro resume las relaciones entre los espa-

. . 3 14
cios introducidos en este parrafo.

IT.A.N. === L, hereditariamente =———>» E. separable
separable.

£E. de gradoé c.=—> E£. hereditariamente =——> E. g3 £ c.
de gs £ c.



CAPITULO I1I

AXIOMAS DE SEPARACION

é l. AXIOMAS DE SEPARACION ENTRE EL Tl Y EL T2

Entre los axiomas T, ¥ T, se pueden definir varios axiomas
de separacidn. Vease por ejemplo (30).

En este parrafo unicamente consideraremos los Us—-esvacios,
los KC~espacios y algunas generalizaciones de estos gue se uti-
lizaran en capitulos posteriores.,

De finicidn II.1l.1

a) Un espacio topoldgico (X,T) es un US-espacio, si toda
sgcesién convergente tiene limite Jnico(iQ).

b) Un espacio topoldgico (X,T) es un KC-espacio, si todo
subcon juato compacto es cerrada(19 ).

c) Un espacio topoldgico (X,T) es un NKC-espacio, si todo
subcon junto numerablemente compacto es cerrado.

d) Un espacio topoldgico (X,T) es un SKC-espacio,si todo
subcon junto secuencialmente compacto es cerrado.

Observacidn I11.1.2

Entre estos espacios se tienen las siguientes relaciones:

NKC-espacip ————=—>>KL=€spacio

== KC-espacio z==—=p US-espacio ——=——p T1
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Proposicion I11.1.3

Sea (X,T) un espacio topoldgico subsecuencial. Las siguien
tes afirmaciones son eguivalentes:

a) (X,T) es un NKC=-espacio.

b) (X,T) es un SKC-espacio.

« P
Demostracion:

a)=>b)
Siempre es cierta,

b)=—>a)
Sea M un subespacio numerablemente compacto de (X,T).

Como sl axioma subsecuencial es hereditario, se tiene que I es
secuencialmente compacto en (X,T). As{ por hipdtesis [ es ce-
rradc.

Proposici6n I1l1.1.4

Sea (X,T) un espacio topolégi;o secuencial. Las siquientes
afirmaciones son equivalentes:

a) (X,T) es un NKC-espacio.

b) (X,T) es un SKC-espacio.

c) (X,T) es un KC-espacio.

d) (X,T) es un US-espacio.

.
Demostracion:

La equivalencia entre a) y d) se ha establecido en (41).

Lé equivalencia entre b) y d) se ha establecido en (11).
aunque el resultado se debe a C.E. Aull.

La equivalencia entre c) y d) es consecuencia de que todo
compacto es numerablemente compacto y de las equivalencias an-

teriores.

Es conocido, (412), que en un espacio topoldgico que cumple

el I.A.N. el axioma US-espacio equivale a T2. La siguiente gro-
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posicion generaliza este resultadd.

proposicidn 11.1.5 (28%)

Sea (X,T) un espacio bisecuencial. Las siguientes afirma-

‘ciones sonbequivalentes:

a) (X,T) es US-espacio.

b) (X,7) es un KC-espacio.
c) (X,T) es Toye

Demostracion:
c)=>»b) =»a) Estan explicitas en la observacidn II.1.Z.

a)==>c) Es suficiente demostrar gue todo filtro convergen
te tiene l{mite Udnico.

Supongamos que existeffl,Filtro en X, tal que\7/converge
a dos puntos distintos f e y. Como Eflconverge a x,y (X,T) es
bisecuencial, existe.gf,Filtro en X, de rango menor o igual gue
kk que converge a x y tal que FfWF'# # para toda Féjr/y to-

o s |
] rd . . . P .
do Fefri . De esta ultima condicion, se deduce que existe un

filtro en X, gf'gtal que 9fcj5f“ y 5f%j9f". Por tanto 57“‘
. '
converge a y e y eAng jg.
Por ser (X,T) bisecuencial, existe ;fﬂ“ ,filtro en X, de

rango menor o igual que }ao tal que tal que 9(m converge a y

y F"NF'# ¢ para todo Fme‘éfy"' y todo ﬂeﬁf".
]
} ne N bases de‘g? y ﬁf"' respec

e

. t
Se consideran {An}néN y{An

‘ ' '
: 3 3 y (11 11} * N
tivamente verificando que An+1C:An y An+1C:An para todo ne¢n,

a : ' W < 1
Para todo ne¢eN existe xné AanAn Es evidente que {Xn}neN

converge a x y a y, lo cual contradice que (X,T) es US-espacio.

Corolario 11.1.5

. 4 . . . - . .
Sea (X,T) un espacioc topoldgico bisecuencial. Las siguien
tes afirmaciones son eguivalentes:

a) (X,7) es Ty
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b) (X,T) es un KC-espacio.
c) (X,T) es un NKC-espacio.
d) (X,T) es un SKC-espacio.
e) (X,7) es un US-espacio.

Demostracidn:

Es consecuencia de I1.1.5, II.l.4 y de que todo espacio

bisecuencial es secuencial.
A continuacidn se déd un ejemplo de un US-espacioc de Frechet

que no es T2( y por tanto no es bisecuencial ni I.A.N.).

Ejemploll.l.6 (17)

Sea X = NxNU{P,G} con r(0,0) y & = (0.1) . Se consicere

la aplicacidn qr:x——a»P(P(X)) definida porg:

qt((m,n)) = {AC:Nle(m,n)E A} para todo (m,n)#(0,0) v (m,n)#(0,1).
T0,00) = {{o,0 Uy, | kenf 4 conde v = U { (1,5) ]5en}
i2k
I j i :
4+ o 6 4] " ¢ ¢
i ! ' i
L .
qu [} < 7’ q‘ ‘l .‘!
| P ! :
; v3 l : : PO
2 . ‘ ’ t ‘ f !
41 © ° 4 T ° ° v
(0,09
(0,4 2 3 4 5 ¢

q(((D,l)) ={{(0,1)}L)uf |F es una aplicacidn de N en N},

dcnde Ue = E?i{ (i,3) Ij > f(i)} .
PN
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La aplicacidn %ﬁ satisface las siguientes condiciones:
1). Para todo xé€X, (HYX) # ¢ .
I1) Ssi Vg qr(x):=>x€v
111) si Uyve Cx)=>Jue r((‘(x) tal que WC UMy
1v) Para todo V€ q{(x),i}UE (Qkx) tal que para todo ye€l, exis
teueqﬁy)cm1UCV.
Por tanto existe una Unica topoldgia T en X tal que para
todo xe X, ?r(x) es una base de entornos abiertos de x en (X,7T).
Se tiene que:

a) (X,T) no es T,» ya que para’todo uP y todo vl ,

vP £ P

b) (X,T) es compacto, ya que dado un recubrimiento abiertc
arbitrario A, el abierto gue contenga a P recubre a tooo X
menos un numero finito de rectas verticales, y el abierto que
contiene a (J recubre todos los puntos de estas rectas vertica-

» . 3
ies menos un numero finito de puntos.

c) (X,T) es un US-espacio.En efecto:

.
lira sucesitn {ix Y }jue' con [ .‘r)fP, Vrieir: ronvercs a
™ 8 ! i RS b ’
el y sclamente si ixﬂ}nEk verifica cue -ara *odo Kén, existe
v y
n_ &N tal gue para toco n 2 n_ , x SK
0 0 r
.’ N / . o~ ~
Una sucesidn {(Xn’yn)}ﬁéh con kxq,yn) # U, Vren converce a  Q
si y solamente si {yﬂ}PEM verifice gue para toco KEn, existe
1SN
n €N tal que para todo n 2, y2¥ o oexiste o €h tal ooge
0 0 n : c
X = X para todc - =2 m
n . 0

Por tanto (X,T) es un US-espacio.

d) (Xx,T) es de Frechet. En efecto:

Sea ACX -{Q}. )

Si para todo i€n, AN ({i}xN) es finito, uﬁ{ﬁ .

Basta tomar como w9 - {(U,l)}LJuF donde f:N —> N es.a



-64-

definida por f(n)> méximo{m(N | (nym) ¢A} .

) Q

Si existe iEN tal gue AM({i}xN) es infinito, existe una

sucesidn en A que converge a (. Basta tomar la sucesidn {(i’yn)}neN

con yn€ AN ({itxn) e {yn}neN estrictamente creciente.

Puesto que cada punto de x-{a}tiene una base numerable de
entornos, X es un espacio de Frechet.

Se podria realizar un estudio sistematico de las propieda-
des ds éada uno de los espacios introducidos en este parrafo y
su independencia. Sin embargo,por su utilizacidn postericr, va-
mos a estudiar el comportamiento de los US~espacios en la cons-
truccidn de topologias iniciales y finales.

Proposicién I11.1.7

Sea X un conjunto, (X',T') un US-espacio topoldgico y
f:X—> X una aplicacién. Entonces (X,f-l(T')) es un US-espacio
si y solamente si f es inyectiva,

. ®
Demostracion:

(=) Supongamos que f es inyectiva.
Si (X,f-l(T')) no fuese un US-espacio, existiria una suce

sidn {xn}nENque convergeria a dos puntos distintos x e y. Enton
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la sucesidn {f(xn)}neN converge.a f(x) y a f(y) distintos, 1lo
cual‘contradice la hipdtesis.
(<==) Supongamos que (X, f _l(T')) és un US-espacio.

Si f no fuese inyectiva, existirian x,y€X con x.# y tales
que f(x) = f(y). Entonces la sucesidn {Xn}néN definida por:

X , 81 n = 2k
converge a x y a y lo cual es absurdo.

2k+1

~<
-
»
[
3
L

Corolario I1.,1.8

Si (X',T') es un US-espacio topoldgico y xC x'se verifica
que (X, flx) es un US=-espacio.
(Por tanto el axioma US-espacio es nereditario )

Proposicidn I1.1.9

sean (X,T7) , (x',T') espacios topologicos y f:X— X' una

",T') .Entonces

aplicacidn abierta y biyectiva de (X,T) en (X
si (X,T) es un US-espacio, (x',T7') es un US-espacio.
(Por tanto el axioma US-espacio es una propiedad topoldgica)

Demostracion:

N )
Supongamos que existe una sucesion {x%}neN , €n X , tal que

converge a dos puntos distintos x' e y! . Como f es biyectiva,
.. !
sea {xn}neN la sucesion ,en X, tal que para todo ne¢N X, = f(xn)

y Xx,y€X tales que f(x) = x' y f(y) = y' . Entonces, por ser f

abierta {xn}neN convergeria a x e y lo cual es absurdo,

Proposicién I11.1.10

Sea {(xi’Ti)}iél una familia no vacia de espacios tupoldgi

cos no vacios. Entonces T—T(Xi,Ti) es un US-espacio si y sola-
1€l
mente si para toda i€l (Xi,Ti) es un US-espacio.
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. &
Demostracions

(==>») Suponemes gue TWE(Xi,Ti) es un US-espacio .Entonces ca-
iel

da (xi,Ti) es un US-espacio ya que el axioma US~-espacio es pro-
piedad topoldgica hereditaria.
(€=) Suponemos gue para todo i€] (Xi,Ti) es un US-espacio. Si

|(xi,Ti) no fuese un US-espacio, existiria una sucesidn {xn}

en T—Txi, convergente a dos puntos distintos x e y. Como x # vy
i€}

existe i €I tal que pio(x) # pio(Y). Entonces {pio(xn)}ﬂéN es

una sucesidn en (Xi T ) que converge a dos puntos distintos,
6 "o

lo cual es una contradicidn.

Corolario IJl.1l.11

Sea X un conjunto y 5f;{(Fi’(xi’Ti»}iEI una familia tal que
para cada i€I, f, es una aplicacidn de X en X,y (Xi’Ti) es un

US-espacio. Entonces (X,Ef/ ) es un US-espacio si y solamente
si la familia {fi}iél distingque puntos.

« P
Demostracion:

Por 111.2.74 de (13) se tiene que T = ((Fi)iél)-l(]'p)

donde T, es la topologia del producto topoldgico T_T(xi,Ti).
i€l

Per I1I.1.10 ( T_Ixi,Tp) es un US-espacio . As{ por 1I.1.7
i€l

(X,Ejz ) es un US-espacio si y solamente si ( fi)iEI es inyec-

tiva lo cual equivale a gque la familia {fi}iél distinga puntos.

El siguiente ejemplo muestra gue en general el cociente de
un US-espacio, no es un US-espacio.

£ jemplo 11,1.12

£l espacio topoldgico (R,Tu) €s un US-sspacio. Sin embargo

el espacio topolégico cociente que resulta de identificsr locs
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K4 . . .
hrumeros racionales a un punto y los irracionales a otro, no ss
evidentementie un US-espacioc ya que este espacio cociente consta
unicamente de dos puntos y la topologia es la trivial.

Proposicidn 1I1.1.13

Sea {(Xi,Ti)}i61 una familia de espacios topoldgicos no va

cios. Entonces 3 (Xi’Ti) es un US-espacio si y solamente si
1€]

para todo i€l, (Xi’Ti) es un US-espacio.,

Demostracifn:

si 3gx(xi,Ti) es un US-espacio, para todo 1¢1, (xi,Ti) gs

un US~espacio por ser este axioma una propiedad topoldgica here-
ditaria.
Reciprocamente:

Sea {xn}néN una sucesion en ggl(xi,Ti) convergente a dos

puntos x e y . Supongamos gque Xx € xi x{io}e y € X, x{il}. Como

0 1

X4 x{lo} y X, X{ll} son abiertos en ;: (X{0T3) Y
0 1 i€l

(Xiox{io})(W(Xilx{il‘) # § si y solamente si i, # i, de la hi-

pGtesis se deduce que i, = i,. Como (Xi » T ) es un US-espacio,
o ‘o
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$ .2 UN RESULTADO SOBRE EXTENSURES ENTGRNOS ABSOLUTOS

En este padrrafo se establece una condicidn necesaria y su-
ficiente para que la suma topoldgica de una familia de extenso=-
res entornos absolutos sea un extensor entorno absoluto.

Los extensores absolutos y extensores enticrnos absclutes
surgen del importante teorema de extensidn dc TIETZE que se
enuntia a continuacidn.

Teorema de Tietze [1.2.1

Sea (X,T) un espacio topoldgico . Las siguientes afir
maciones son equivalentes:

1. (X,7) es normal.

2. Para todo cerradc no vacio, C, de (X,T) y toda aplica-

’

cidon continua,f, de (C,T|C) en (J,TU[J) , donde J es un inter-

valo no vacio en R, existe una aplicaciodn coatinua, f , de
(x,T) en (J’Tulj) tal gue FlC = f.

Este teorema mctiva la consideracion de aquellos espacios,
mas generales gue los intervalos de R, gue resuelven tambien el
problema de extensidn de funciones continuas, definidas en ce-

" rrados de espacios normales y con valores en dichos espacios .

Definicion I11.2.2 (13)

Un espacio topoldoico (X',T'}, se llama extensor absoluto
(y se notara E£E.A), si para todo espacio topoldgico normal (X,T),

todo cerrado no vacio, C, de (X,T) y toda aplicacidn continua,

f , de (C, T'C) en (X',T') existe una aplicacidn continua, f,

de (X,T) en (X',T7') tal que F|C = f.

Definicion I11.2.3 (13)

. . ! 4 .
Un espacio topologico (%X ,7 ) se llama extensor entornc

AY

- . . .. . R
absoluto (E.E.A.), ¢i para todn espacio tcpoiogico rurmal (X, T
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todo cerrado no vacio, C, de (X,T) y toda aplicacidn continua,
f, de (C,TIC) en (x',7') existe un abierto, G ,de (X,T) con
CCG y existe una aplicacidén continua , f , de(G,TlG) en (x',T")
tal que FIC = f,

Cbservacion 11.2.4

1 2
1. (s, T

l) es un ejemplo de un espacio E.E.A. gue no
S

es E.A..

2. Todo espacic t£.A. s E.E.A..

Proposicidn 11.2.5

Sea (X,T) un espacio topologico E.E.A y G un abierto de

(X,T). Entaonces (G,Tlc) es un espacio topoldégico E.E.A.

Proposicidn 11.2.6

5i (X,T) es un espacio topoldgico E.E.A, todo espacio ho-

meomorfo a (X,T) es tambien un espacio E.E.A..

Definicidn 11.2.7

Sea (X,T) un espacioc topoldgico vy Jﬁ:{ui}iEI una familia

de subconjuntos de X, Se dice que :

a)cjﬁ es localmente finita en (Xx,T) si para todo xéX, exis
te vV y existe FC 1 finito tales gue erWDi = ¢ para todo
1€ I=-F.

b) 625 es puntualmente finita en (X,T) si para togo x€X

existe FC 1 ,finito tal que x¢,Di,para todo i€l-F.

Definicidn 11.2.8

Sean (X,T) un espacio topoldgico y925={oi}161 una familia

de subconjuntos de X. Se dice que D es discreta en (x,7), si

para todo x€X existe v tal gue v corte a lo mds a un ele

mento de.d) .
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Observacion 11.2.9

l. Toda familia discreta es localmente finita.

2. Evidentemente o8 = {( *,U),(U,a—)} es una familia local

mente finita,en (R,Tu), que no es discreta,

Proposicidn I11.2.10

sean (X,T) un espacio topoldgico vy 5 ={Di}iél una familia

de subconjuntos de X. Entonces las sicuientes atfirmaciones son
equivalentes:

a) Jé es discreta,

b) aé es localmente finita vy 5ir\5j = ¢ para todo i, j€l
con i # je

Proposicién I1.2.11

Sean {(Xi,Ti)}iéIuna familia de espacios topoldoiccs no

vacios, (X,T) un espaio topoldgico, C un cerrado de (X,T) y f

una aplicacidn continua de (C,TIE) en o (xi’Ti)' Se considera
i€l

(. . -1 . .
J = {1&1 ’F(C)fﬁ(xix{l}) # ¢} . Entonces {Ci=f (xix{l})‘léj}
es una familia discreta de cerrados no vaciogs de (X,T). Ademds

C = k,)ci.
i€d ,
Demostracion:

Como cada Ci es cerrado en C, se tiene gue Ci es cerrado

en  (X,T).

Para todo x¢ C, V¥ =X - C es un entorno de x Que no corta

a ningdn Ci para todo i€ J. Para xe(C, existe iOéJ tal que xeCi .

5e tiene que CiOLJ(X - C) es un entorno de x que sclo corta a C, -
o

Proposicidn 11.2.12

Sea (X,T) un espacio topoldgico .Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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a) (X,7) es normal.

b) Para toda familia numerable y discreta de cerrados de

(x,7), {Ciliél}, existe una familia de abiertos,{Gi'iEI}, de
(x,T) tal qus CiC:Gi para todo i€l vy GifWGj = ¢ para todo

.
Demostracions

a)==>b)
Como 1 es numerable, 1 ={inlneN} .Teniendo en cuenta que
{Ciliél}es localmente finita, se tiene que Fi = \v) }Ci es
i€1- 14,

un cerrddo en (X,T) disjunto de C;, « Como (X,7) es normal,
1

existe G, €T tel que C,C G; vy Ei (\Fl = g .
1 1 1 1
La familia de cerrados {Ei }L)iCi ‘iEI-{iﬁ} es discreta y
1

numerable,

Se considera el cerrado f, = Ei U L_____J C; . Se tie-
‘ 1 iel-{i,,i)

ne que F, es disjunto de Ci2 .Por tanto, como (X,T) es normal,

existe Gi; T tal que Ciéz Gi2 y CiZ(sz = .

Observese que Gi (G. = ¢ y que la familia de cerrados

1 12

{Gil ’ GijLJ{CiIiél-{il,iz}} es discreta.

Supongamos gue existen Gi ,Gi ,...,Gi abiertos tales que
1 2 n

ci;: Gil,... ’ ciéz Gin y {Gil,...,cin}L){cij161-{11...in}}

" es una familia discreta de cerrados.

=(T,U .. UG, )U( R
1

Se considera el cerrado F
n+1
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Se tiene que F es disjunto de C, . Por tanto, como (X,T)
n+1l i
n+l
es normal, existe G, € 7T tal que c, T G, y G, MF =g,
hel Tnel hel Tn+l n+l

Asi, existe {Gi|iél} familia de abiertos de (X,T) tal que
CiCIGi para todo i€l y Gif\Gj =¢ 'para todo i,j€l con i £ j .
b)=>a)

Es consecuencia inmediata de que toda familia finita de ce
rrados es discreta,

El ejemplo que vamos a exponer a continuacidn, debido a
BING, trata de poner de manifiesto que para la demostracidn,

. . & . s
en la proposicion anterior, que a)=—>»b) es esencial que 1 sea

numerable.

Ejemplo 11.2.13 (6)

Sea X un conjunto no numerable. Se considera el conjunto

P(X)
B(X) = {O,l} .Para cada elemento x¢X, se define f ¢ B(X) por:

Jl , si xeM
F (M= |
0, si x& M.

Es evidente que fx # fy para tgdo X,YyEX con x # y. Por
tanto, si B_(X) = {fx|xex}c:a(x) , card(B (X)) = card(x).

Se considera JZ = “f}le B(x) - BO(X)}L)*B(fx,ﬁf )| x € x,
FCrx), Ftdy ffinito} , donde B(fx,gf) ={f‘€8(x)|
f(M) = fX(M), para todo Méﬁr} . Como para todo x,y,z€X tales
que fz€ B(fx, jfl)f\a(fy, §fé) se verificé que

9(fz: 5f1LJ-§f;) = B(fx, 5f1)fWB(Fy, ﬁf;) , es evidente que

es base de una topologia Té , en B(X).
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£1 espacio topoldgico (B(x),Tg ) tiene las siguientes pro=-
piedades:

a) BO(X) es un cerrado en (B(X),Tg ).
b) (B(X),Tg ) es normal. En efecto: Sean C, y C, cerrados
no vacios y disjuntos de (B(X),Té) . Se consideran Fl=le\80(X)

y F, = szﬁBo(X) .51 F, o F, son vacios, se tiene que C; vy

B(x) - C, son abiertos disjuntos conteniendo a L, v C,, respe-

tivamente, ‘en el primer caso, y C,, B(X) - L, son abiertos dis-

juntos conteniendo a C2 y Cl respectivamente, en el sequndo caso.
Supongamos, por tanto, que Fl y F2 son no vacios. S8 caonsi-

dera M, ={x€X‘fx€'Fl} y M, ={ XGX[FXG FQ}. Como FlfﬁFQ = g, se
tiene que er\mz = ¢ . Sean vV, ={feB(x)! F(Ml)=l y F(mz)sﬂ}

y Vv, ={rea(x)| F(Mz) =1y f(ml) = 0} . Se tiene que Ulfﬁuz =g
y Vl’VZ son abiertos ya que Ul = B(fx,{ml,m2}) para todo xeml
y V2 =B(Fx,{Nl,N2}) para todo x€M2 . Entonces,
Gy =(ul - Cz)U(Cl -Fl) y G, = (vz- (:l)U(c2 - r2) son abiertos

disjuntos de (B(X),Tg ) tales que ClC:Gl y C2C262 . As{, (B(X),Tg)

es normal.

X - X
c) (B(X),TB) es T, .Por tanto, (B(X),TB) es T,.
d) Bo(x) = {{f*}!xéx} es una familia discreta no numerable
de cerrados de (B(X),Tg ). En efecto:
. f . .
Sea fe&B(X). Si fﬁ;Bo(x), v ={F} no cocta a ningdn elemen
to de BO(X). Supongamos gque f'eBQ(X). Entonces, existe x¢X tal

que f_ = f. Se considera sz B(fx,{x}). Para todo yeX-{x},

f ’ .
fy¢.U . Asi, BO(X) es discreta.
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e).NQ existe, una familia de abiertos {lexﬁx }verificando
que {fx}C:Gx para todc x€X y fo\Gy>= # para todo x,yéX con
x # y. En efecto:

Supongamos que existe tal familia. Por la construccidn de

Tg , para todo xeX ,existe jf;C:P(X), finito y no vacio, tal
que f_€ B(f , ﬁ)ccx.,

Como X es no numerable y para todo x€X, jf;, es finito vy
no vacio, existe un nimero natural néEN y un subconjunto M de X,

no numerable, tal que jf; tiene n elementos para todoc xeM .
Por otra parte, para todo x,ye¢l se tiene que ﬁf'(j 9f/#¢
[} ’ ! X Ay

ya que si fﬁese jf; f]g#; = g se tendria B(Fx,gf;)(WB(Fy,jf;)
# 8.

Sea x €M, Entonces existe Flé 5f; y existe N;C:M, no nu-
o

merable, tal que rlegf; para toar xeml. En efecto:

En caso contrario, para todo F & jf; y todo M‘C:M, no
0

numerable, existe xFém* tal gque f ¢\7i . Por tanto, pars todo
F

Fé‘éfzo, el conjunto M. = {xéN]Fg jf; } es numerable.
Ademds, como Jf:or]jf/¢ ¢ para todo x€M, se tiene que

m= L_J Me
FE F
(e]

s 1o cual es absurdo puesto que M no es numerable,

]
Ademds ,existe tlé{U,l} y existe NlC:Nl, no numerable,

tal que fx(Fl) = t, para tode x€M,.

Sea x €M) .Como Fxl(Fl) = Fx(Fl) = tl, para todo xefi) vy

{B(Fx, j7;)|xéx} es una familia de subconjuntos disjuntocs dos

1

. ' . LI - .
a dos, ex;ste erlﬁﬁ -{Fl}y existe nzc_hl, no numerable,; tal
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que er jf; para todo x€M2 « En efecto: En caso contrario, pa-

ra todo F € jf; -{Fl}y para todo N*C:Ml, no numerable, existe
1

xrém* tal que fﬁé'&f;r, Asf, para todo Fé’gf;l-{rl},

M =-{x€Ml|Fe Qr)}es numerable. Ademas l | Mg = My, ya
X

F Fe fxl_{Fl}

que si x€M; (‘g;l-{rl})rW(gf; -{Fl}) # ¢ + Como M, no es nume-

rable se tiene una contradiccidn.
Ademds, sxiste t2€{0,l} y existe M2C:m;, no numerable,
tal que f*(Fz) = t, para todo xeM,.

Asf, por induccidn existen Fl’FZ""Fn subcon juntos de X

y ml,mz,,..,mn subcon juntos no numerables ce X con
MnC:Mn_lC: ...C:Ml y existen tl,... ,tnE{D,l} tales que para

todo ‘jé[l,...,n} ’ Fj€ jf; y FX(FJ) = tj para todo xeMJ.

do xeM_, se tiene que ‘7i‘={F1’F2""’Fn} y B(fx, 9&) = G. LoO

cual es un absurdo.

Observacidon 11.2.14

La construccidn del e jemplo anterior, proporciona el si-
guiente resultado:
"Dado un cardinal c con ci>}<0, existe un espacio Ta, (X,T)

: c
de cardinal 22 y existe una familia discreta , {Ciliél }, de

subconjuntos cerrados no vacios de (X,T) con card(l) = c, tal
que no existe una familia de abiertos de (X,T), {GiliEI} , cCum=
pliendo queGif\GJ=¢ para toco i,jélcon i#jy CiC'Gi para todo ieIl

Proposicidn I11.2.15

Sea {(Xi,Ti)}ieI una familia de espacios topologicos no
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vacios, Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) ¥ (X ' Ty ) es un EJE.A.
iel

b) Para todo iEI,'(Xi,Ti) es un E.E.A y card(1l) ERO.

. o
Demostracions:

a)==>»b)

)

Para todo i€, X, x{l fe 2 T,+ Por tanto (x.x{i}, ’
i€l . 161 X, x{i}

es un E.E.A (I1.2.5). Ademads, como la inyeccidn X ~—>2; X
i i€

definida por xr—a-ji(xi) = (xi,i) es inyectiva, abierta y ce-

rrada de (xi’Ti) en L (X ' T ) resulta que j; es un homeomor-
. iel

fismo de (Xi’Ti) en (xix{i} ). Asi pues (Xi’T') es

i€l ‘X x{l} .

un espacio topoldgico E.E.A para todo i€l (I11.2.6).

Supongamos que card(I):>}§o. Por la observacidn anterior,
existe un espacio normal (X,T) y existe una familia discreta,
{Ci|iél}, de subespacios cerrados no vacios de (X,T) , tal que
no existe una familia de abiertos de (X,T) ,{Gi|i€I}, cumplien-
do que GifWGj = ¢ para todo i, jel con i # j vy CiC:Gi para todo
i€l. |

Se considera el cerrado de (X,T), C = \JJC j» Y una aplicacidn,
i€l

C—— (X )T ),tal que gk es constante y g(C JEX, x{1LV&€I Por(v.5.18)
i€1

de (18 ) se tiene que g es una aplicacidn continua de (C’TIC) en

> (X ). Como o (X ,T ) es un E£,E.A, existe un abierto G
i€l i€ ]

)

en (X,T) con CCG y existe una aplicacidn continua, g,

en b (X ,Ti) tal que E‘C = g. Se considera la familia de abier
i€l

tos de (X,T), {Ai = (a)'l(xix{i}){iu} . Se tiene que ¢, C A,
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para todo i€l y AimAj = g para todo i, jél con i # j. Lo cual
es una contradiccion. As{, card(1l) 4 No‘
b)=—>a)

sean (X,T) un espacio hormal, C un cerrado de (X,T) y g una

aplicacidn continua de (C,TIC) en ¥ (Xi,Ti). Se considera
‘ iel

3 ={ier|g(C)N(x;x{i)) # ¢}. Entonces, por 11.2.11 se tiene que

{Ci = g_l(xix{i})l iEJ} es una familia discreta y numerable de

cerrados de (X,T) . Ademds C = U, . Por 11.2.12, existe una
: S i€ ]

familia de abiertos de (x,T), {Gi | iél}, tal que CiC G, para

todo i€J vy Gi('\f.‘\j = g para todo i, j€l con i # j .

Como para todo i€1, (X;»T;) es un E.E.A., existe A €T

con CiCAiC G, v existe , g, aplicacion continua de (Ai,T!Ai)

en (xi’Ti) tal que gi'Ci = g'ci . Se considera el abierto

A= \_A, y la aplicacién g§: A—> Y X. definida por g =3,
. 1 . 1 A. 1
i€ i€l 1

para todo i€J. Se tiene que g es aplicacidn continua,que CCx v

que 9. = g . Asf, ¥ (xi,'Ti) es un E.E.A,
i€l
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_é§.3 UN RESULTADO SOBRE PARTICIONES CONTINUAS DE LA UNIDAD

» . . s
En este parrafo, se obtiene un resultado sobre particiones
continuas de la unidad a partir del cual se obtiene una nueva

. . 2 .
caracterizacion de los espacios hormales.

Definicidn 11.3.1

Sean (X,T) un espacio topoldgico y Q[:{Ui|iél}un recubri -
miento ébierto de (X,T7). Se llama contraccidn de % a todo re-

cubrimiento abierto de (X,T), W”:{uiliel}, tal que UiCIui

para todo i€l.

Definicidn 11.3.2

sean (X,T) un espacio topoldgico y f una aplicacidn de X
en R. Se llama:

a) Soporte abierto de f al conjunto{ xeXIF(x) # 0} y se

designa por SopA(f).

b) Soporte de f al conjunto SopA(f) y se designa por Sop( f).

Definicidn 11.3.3

Sea {xi}iﬁl una familia de nimeros reales (la corresponden-
~cia que asigna a cada i€1 el elemento X;» €s una aplicacidn).

Se dice '‘que {xi}iEI es sumable, si existe s€R tal gue para todo

vS, existe Fé: 1 ,finito,tal que para todo F:{il,..,in} con

'F:)Fo, se verifica que Xi # e ¥X. € v®. A s se le llama suma
1 n
de la familia {xi}iél y se escribird s = L X

i€l

Proposicidn II1.3.4

sean {(X,T) un espacio topoldgico y {Fi}iél una familia de

aplicaciones de X en R. Entonces se tiene:
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a) Si{'SOp(fi)liEI} es puntualmente finita, para todo xeX,

{Fi(x)liél}es sumable., (Todos los elementos de {fi(x)fiél} son
nulos excepto un ndmero finito de ellos).
b) Si’{Sop(fi)liéI}‘es localmente finita y f, es continua

Z: Fi de X en

de (x,7) en (R,T ) para todo itI, la aplicacidn
i€l

R, cefinida por ( X fi)(x) = 3y f.(x) es continua.
i€1 ‘ i€l *

Definicidn I11.3.5(8 )

Dado un espacio topoldgico, (X,T), se llama particidn con-

tinua de la unidad en (X,T) a toda familia {fi}ifl; donde f. es
' ) ;;;lif,‘rai Pl Uy
una aplicacion de X en R para todo i€I; tal que: 7.7 e,

\

l. Fi es una aplicacidn continua ce (X,T) en (R,Tu,,fparé'”

todo i€I. | 1
2. fi(x) 2 o para todo x€X y todo i€1I. 2&}%;13<”,
3. Para todo x€X ,{Fi(x)}iel, es sumable (segln II.3!§§§;MQM’/
> f.(x) = 1.
i€r *

Una particidn continua de la unidad, {fi}iél’ se dice lo-
calmente finita si {SOp(Fi)}ieI es una familia 1localmente
finita.

(Observese que una familia, {Dj}jej’ de subconjuntos de un
espacio t0polégico, es localmente finita,si y solamente si,

{Dj}jéj es localmente finita).

observacidn I1.3.6

Si {fi}iél es una particidn continua de la unidad en (X,7T),

se verifica que {SopA(f‘i)}ieI es un recubrimiento abierto de(X,T).

Definicidn 11.3.7

Sean (X,T) un espacio topoldgico, {fi}iEI una familia oge

- aplicaciones de X en R y {Mi}iéluna familia de subconjuntcs ce X.
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Entonces:

a) Se dice que {fi} estd subordinada a {mi}iél si

i€]
Sop(fi)C:Ni para todo i€l .
il i€l esta debilmente subordinada a
{Mi}iél si Sop,(f;)Cn; para todo icl.

Leéma 11.3.8(8 )

Sean (X,T) un espacio topoldgico y {fi}iél una familia de

b) Se dice que {f }

aplicaciones de X en R tal que:

l. Para todo x€X, {fi(x)}iél es sumable y ) Fi es una
-1€1

aplicacidén continua de (X,T) en (R,TQ).

2. Para todo iclI, fi'esuna aplicacidn continua de (x,T) en
(RyT,)-

3. fi(x) 2> 0 para todo xeX y todo i€l.
Entonces se tiene: |

a) Para todo xeX con )_ Fi(x) # 0, existe, V™, existe un
iel

subconjunto finito de I, Fo y existe £ >0 tales que para todo
yeV™ y para todo i€I-F_ , fi(y)<:£ y supremo{ Fi(y)IiGFO} =
supremo{fi(y)liel} > 2¢ para todo yeyv>.

b) La aplicacion S=supremo{€i}iel:x——+—R es continua

( s(x) = (supremo{fi}iéi)(x) = supremo{?i(x)IiEI} ).

_ .,
Demostracion:

a) Sea x¢X tal que 2 f.(x) = reR'. Entonces existe 1 €l
i€ *
f. (x)
tal que f. (x)>0. Sea €= 1o . Por la continuidad de f
ig — o

en x, existe VI, tal que fi (y) 2 2& para todo yéUI.
o

Teniendo en cuenta que Z:fi(x) = r, existe FOC 1, finito,
i€l
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-

tal gque para todo FC1, finito , con FDCfF se verifica que.

> fi(x)>'r - % . Por la continuidad de las aplicaciones f.,
i€ F .

para todo i€I, existe U; tal que para todo yevg ’

> f.(y)>r- £ . Como Y f. es continua en x, existe VX tal
. i 2 . i 3
1EF0 1€ ]

que L Fi(y)<:r4 %- . Por tanto, para todo i€I-F_ y todo
i€l

yev; F\v; , se tiene que Fi(y)<f€.
sea v = V;fﬁvgfﬁvg . Como para todo i€I-F_ y todo yevx,

fi(Y%<£ y fi (y) 2 26 , se tiene que
)

supremo‘{fi(y)IiEFo}z supremo{?i(y)|iel} > 2€ para todo yev>.
b) Si xeX es tal que f,(x) # 0, la continuidad de S
i€1]
es consecuencia inmediata de a).

Supcngamos que en xeX, > Fi(x) = 0. Entonces, para todo
i€l
3€R+ s por la continuidad de > Fi, existe V* tal que
iel
S fi(Y)E [0,5 ) para todo yev®. Como U £ S(y) £ X Fi(y)
i€l : i€]
para todo yeX, se tiene que S(y)¢ [0,5 ) para todo yeu*, lo

‘cual prueba la continuidad de S en x.

A continuacion se expone un ejamplo en el cual las aplica-

ciones Y Fooy supremo{ﬁi[iél} no son continuas.

i€l

Ejemplo I11.3.9

Sean el espacio topoldgico ( [0,ﬂ T,

la familia
0,1 )Y |

{F } , de aplicaciones de [O,l] en R definidas por
niNnenN

fn(x) = nx(1-x)" . Se tiene qgue:



1. Para todo xé[D,i] ,{fn(xﬁ nen €S sumable y

S o A= sioxe(0,1)
] X = X
neN n

0 , 81 x =20 0 x = 1

( Por tanto, 2 f_ no es continua).
nenN

2. Para todo nen, f_ es una aplicacidn continua de

( [D,ﬂ , Tu'[O,g ) en{(R,TU).

3. Fn(x) 2 0, para todo xe[D,i]‘y todo neN.

4, La aplicacion S=supremo{Fn}n€N: [U,ﬂ-ﬂ-+ R nec es con-

tinua .'En efacto:

i {mid = = Ly ar (Dy=(i-4yo
Se tiene gque llm{.n} neN = 0, s(0) = 0, s( n) -fn(n)-(l n)

y Lim {(l - %)n} nen = e-l>-0, por tanto, S no es continua en 0.

Proposicidn 1I1.3.10

Sean (X,T) un espacio topoldgico y {fi}iél una familia de

aplicaciones de X en R tal que:

l. Para todo i€I, f. es una aplicacidn continua de (X,T)
en (R,Tu)..

2. fi(x) 2 0 para todo x¢X y todo i€l .

3. Para todo xex,{Fi(x)}iEI es sumable con suma mayor que
cero y > fi es una aplicacidn continua de (X,T) en (R,Tu).

i€l

Entonces, existe una particidn continua de la unidad en (X,T),
{gi}iél-’ la cual es localmente finita y estd subordinada a

{SopA(fi) liel} .

. ®
Demostracion:

Sea S=supremo{fi}iEI. Para toda i€1, se considera la apli-
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. P ’ . l . . X
cacion hi=max1mo {co’fi- 75} donde c, es la ap11c3016n constan

te de valor 0. Se verifica que :

1. Para todo i€l, h; es una aplicacidén continua de (X,T)
en (R,Tu), por el Lema 11.3,.8.

I1. hi(x) 2 (0 para todo i€l y todo x€X.

I11. {SoP(hi)}iEI es una familia localmente finita.En efecto:

Por el Lema 11.3.8(a), para todo xéX existe, Ux, entorno

abierto de x, existe un subconjunto finito de I, FO y existe
£ >0 tales que para todo yevx y para todo ieI-FO, Fi(Y)<'£ y

supremo{fi(y)liéFo} = supremo{?i(y)liél}é 2€ para todo yeu”™.
As{, hi(y) = 0 para todo ye\/x y todo iGI-FD. Por tanto

Sop(hi)ﬁ\/x = ¢ para todo i€I-F_, lo que prueba que {Sop(hi)}
ie]

es localmente finita.

IV, Para todo iel, Sop(hi)CSOpA(fi). En efecto:

Como T fi(y)>>D, para todo yéX, se tiene que S$(y)>0
1€1

para todo yeX. Por tanto, por la continuidad de S Yy fi’ para

todo z¢i50pA(fi) existe V% tal que para todo yevuZ,

1 1. 1 ¢
Fi(y) -5 s(y)<0 ( f;(z) - 38(2) = =5(z)<0 ) . Asi, para todo

| yevZ , hi(y) = 0, lo cual prueba que Sop(hi)C:SOpA(fi).

Ve.pPor I1.3.4(b), la aplicacidén h = J_ h, es una aplicacidn
i€l

~continua de (X,T) en (R,TU). Ademds, para todo xéX (con la nota-

cion utilizada en 11.3.8},existe 1,€F tal que S(x)=f; (x)Y>o0.
o]

Asi, hi (x) = %fi (x)>0, lo cual implica que h(x)>0 para todo
o o
XEXe
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para completar la demostracidn de la proposicidn, basta

h.
tomar g, = Fl para todo i€I. ( Sop(gi) =.Sop(hi) para todo i€l),

Proposicidn 11.3.11(8 )

sea (X,T) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

a) (Xx,7) es normal.

b) Para todo recubrimiento abierto y localmente finito,

27={Ui|i£1}, de (X,T) existe una particidn continua de la
unidad, f.}. , subordinada a u.
iji€l

Proposicién 11.3.12

Sea (*,T) un espacio topolégico .Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes: |

a) (X,7) es normal,

b) Para todo recubrimiento abierto y localmente finito de

(XyT), 27={Ui|i€q, existe,{fi}iEI, familia de aplicaciones de

X en R tales qgue:

1. fi es una aplicacidn continua de (X,T) en (R,TU) para
todo i€l.

2. fi(x) 2 0, para todo x¢X y todo i€l,

3. Para todo x€X , {fi(x)}iEI es sumable con suma mayor que O

y 2 Fi es una aclicacidn continua de (X,T) en (R,Tu).
i€l
4, SopAFiCUi para todo i€l.

Demostracidn:

a)=>b)
Es consecuencia de 11.3.11.
b)=>a)
Por la proposicidn iI.3.lU, existe una particidn continua

de la unidad en (X,T),{gi}iEI, la cual es localmente finita y
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estd subordinada a {Sopﬁ(fi)liél} . Asi, {gi}iEI es una parti-

ci5n continua de la unidad subordinada a 22 y por la proposicidn
11.3.11, (X,7) es normal,

Observacidn I11.3.13

. .’ . .
Esta caracterizacion de espacios normales, permite dar una

nueva demostracidn del resultado:

"Todo espacio seudometrizable es normal'.

. &
Demostraciong

Sea ek:{uiliél}un recubrimiento abierto localmente finito

de (X,T,) donde d es la seudométrica en X. Entonces, la familia

de aplicaciones lD(-, X-;Ui)}iél de X en R, definida por
D(*yX=U;)(x) = D(x,X-U,) = inrimo{d(x,z)lzex-ui} para cada i€l,
(si U; =x , se toma O0(x,$) = 0 para tcdo x€x), cumole:

l. Para todo ie¢l, D(-,X-Ui) es una aplicacidn continua de

(X, T4) en (R,T ).
2. D(*,X-Ui)(x) = D(x,X-Ui) 2 0 para todo i€l y todo xeX.

3. SopA(D(',X-Ui)) = U; para todo i€l.

4. Como U es localmente finita, {Sop(D(-,X-Ui))}ieI

es localmente finita, Por tanto, por 11.3.4(b), Z:D(°,X-Ui)
i€l

es una aplicacién continua de (X,Td) en (R,Tu).
Ademds 3 D(+,X-U;)(x)>0 para todo xeX.

i€l

Luego , por la proposicién 11.3.12, (X,Td) es normal,
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®4. SOBRE UNA CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS TOPOLOGICOS
COLECTIVAMENTE NORMALES

Definicidn I1.4.1

Un espacio topoldgico (X,T), se dice colectivamente normal
si para toda familia discreta de cerrados de (X,T) ’{Fi}iél’
existe una familia de abiertos,{ci}iel, tal que FiC:Gi para

todo i€l vy Bif\Gj = ¢ para todo i,j€I con ifj.

Proposicidn 11.4.2 (1)

Sea (X,T) un espacio topolégico . Las siguientes afirmacio
nes son equivalentes:
a) (X,T) es colectivamente normal,

b) Para toda familia discreta cde cerrados de (X,T),{Fi}iel

existe una familia discreta de abiertos ’{Gi}iel’ tales que
FiC:Gi ,hara todo i€l,

c) Para toda familia discreta de cerrados de (X,T),{Fi}iéI
existe una Famllla de ablertOS,iAi}iEI, tal que {Ai}iél es dis

creta y FiC:Ai, para todo ie€l.

Ejemplo I1.4.3

‘Sea el espacio topoldgico (X,T) donde X ={reR|r > O} y
T = {ﬁv- thﬁtxs* )s (x4 )] XEX} . Este espacio es colectiva-
mente normal vy TD pero no es Tl.

Esto sugiére la siguiente definicidn:

Definicidn Il1.4.4

. o . . # . .
Un espacioc topologico, se dice que es Td si es caolectiva=-

mente normal y T

Observacidn I11.4.5
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£l axioma TZ implica el axioma Ta, peroc en general,el axio

. ma T4 no implica el axioma TZ, como pone de manifiesto el ejem-
plo de BING (11.2.13).

proposicidn 11.4.6

Sean (X,T) un espacio tonoldgico y C un cerrado de (X,T).
Entonces:

a) si (X,T) es colectivamente normal, (C,T]C) es colectiva

mente normal.

b) si (X,T) es Tz » (C,T] L) s TZ .

Definicidn I11.4.7

ses (X,T) un espacio topoldgico vy {mi}iEI una familia de
subcon juntos de X. Se dice que {mi}iél es una familia %,—di§

creta en (X,T) si :

1, Para todo ic1I, hi es %_ .

2. Para todo i€l, m.M( U Mm.) = ¢ .
* j#i

3. Fara todo i€l existe {FQ} , familia o0e cerrados de
1J néEN
(X,T) con F?C: F2+l ,para todo nehN vy My = U F? , tal que rara
ne

n

i} i1 ©° una familia discreta en (Xx,7).

todo neN,{F

Observacidn I11.4.8

l. Toda familia discreta de cerrados de {(X,T) es fe —dis-
creta y existen familias QT -discretas que no son familias
discretas de cerrrados.

Basta considerar un conjunto f_ no cerrado .

G

2. Existen familias ﬁy ~-discretas tales que la familia de
las adherencias de sus elementos no es discreta.

Basta considerar en (R,Tu) los 1ntervalos{[U,l),(l,2]}'.

Proposicidn 11.4.,9
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sea (X,T) un espacio topoldgico .Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) (X,T7) es colectivamente normal.

b) Para toda familia Ffy =-discreta ’{Ni}iEI’ existe una

familia de abiertos de (X’T)’{Ai}*el’ tal que MiC:Ai para to-

da i€l vy AifﬁAj = ¢ , para todo i, jel con i#j.

.
Demostracion:

b)—>a)

Es consecuencia de la observacidn I11.4.8.
a)=>0b)

Para todo i€l, se tiene que miCix - kj Mj . Asi, para to

it ]
. . n N~ N~_n T
do n€N y todo i€l existe G, €T tal gue FiC:BiC:GiC'X -\Jawj
J#i

( (X,T) es normal),

n

Como para todo ned, {F.

} ) es una familia discreta de
i ie]

cerrados de (X,T) y (X,T) es colectivamente normal,por I11.4.2(u),

. n o . ) n
existe {Hi }iél familia de abiertos de (X,7) tal gue {Hi}iéi

es una familia discreta en (X,T) vy FZC: Hz para todo iel.

Para todo i€l y todo n¢N, se considera el abierto de (X,T)

n n n . n n nN— N N .
v, = Gi(W H; « Se tiene que V, = GifW hi:)Fi y V;nN Lj = ¢

para todo jel -{i}

n
sea 0" = V" - U ( U
1 . )
=1 j€l=-{

.

V? ) para todo i€l y todoc néiv,
!

1

Se verifica que:

1. Para cada i€l y cada neh, UZ es abierto, ya gue
{V? |jEI-{iw es una familia discreta de cerrados de (X,T) pa

ra todo pé{l,?,....,n} .
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2. Para todo ielI, el abierto Ay = LJ)UZ contiene a Mi,
neN

ya que U? o U F? =My vi N M, = # para todo jel-{i}
neEN nen J

y todo peN .
3. Para todo i, j€l con i#j , se verifica que Aifﬁﬂj = ¢ ,
ya gue U?fﬁ U? = ¢ para todo n,meN .

El siguiente corclario generalize la proposicidn 11.4.€,

Corolario I11.4.,10

sean (X,T) un espacio topoldgico y M un subconjunto Fes

de (X,T) .Entonces:
a) Si (X,T) es colectivamente normal, (N,Tlm) es colecti-

vamente normal,

. * »
b) si (Xx,T) es LA (N,T’m) es T, .
Demostracidn:
a) Sean {Ci}iEI una familia discreta de cerrados de (N,Ttm).
. s T : i
Entonces {Ci}iél es una familia %, discreta en (X,T). [n efecto:

l.Como M es f , M = U F,con F.CF__, vy F_ cerrado

nen
para todo neN . Asi, C; = L)(CifWFn) para todo i€l. For tanto,
néeEN
Ci es Q; para todo i€l ( Cif\Fn es cerrado en Fn y por tanto en
(X,7)).
2. Para todo i€1 c.MN( Uc.) = c.Amn( Ue.) =
i 7.7 i .
J#i J#i
/\, )
=N -%CJ) =c;MN( Ucy) = ¢ .
J#i J#i
. n . .
3. Para todo i€, {Fi = Cirjrn}neN es una familia age

cerrados de (X,T) con Fz C:F2+l para todo neEN vy Ci= k) F? .
neN —
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’ n
Ademas, {Fi}iél ’ i
1€]

Asf, por 11.4.9, existe una familia de abiertos de (x,T),

{Ai}iel’ tal que C,C A, para todo i€l vy Aiﬂﬁj=¢ para
todo i,j€l con i#j. Por tanto, para demostrar gue (M,'T|m)

es colectivamente normal, es suficiente considerar la familia
de abiertos de (M’T'M) ’{Air\m}iEI .
b) Es consecuencia de a) y de que el axioma T, es heredi-

tario.

 Observacidn II1.4.11

A) La demostracidn de la proposicién 11.4.9 prueba que:

" Un espacio topoldgico (X,7) es normal si y solamente

. . . —di \‘ (
si para toda familia QI discreta de (X,T,, {mi}iEI y CON

card(1) & }Qo’ se verifica que existe una familia de abiertos

de (X,T) , {Gi}iél’ tal que MiC:Gi para todo i€l vy
1}

Gi(w Gj = § para todo i,jel con i # j.

B) La demostracidn del corolario I11.4,10 prueba que:

a) Si (X,7) es normal y M es un subconjunto e de (X,T),

se verifica que (M,TIN) es normal,

b) Si (X,T) es T, Y M es un subconjunto Ff. de (x,T) ,se

verifica que (N,T’M) es T, .

es discreta en (X,T) para todo neN.( [ j FTC:FrCf“)'



CAPITILG III

ESPACIOS NUMERABLEMENTE COMFACTUS Y LOCALMENTE NUMERABLEMENTE
COMPACTOS

@ I. ESPACIOS NUMERABLEMENTE COMPACTOS

En este parrafo se exponen los resultados mds conocidos de
los espacios numerablemente compactos y se generalizan algunos
de ellos.

Definicidn 1I1I.1.1

Un espacio topoldgico, (X,T), se dice que es numerablemen
te compacto si toda sucesidn en X tiene un punto de aglomeracion
en (X,T).

Proposicion IIl.1.2

Sea (X,T) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes:

a) (X,T) es numerablemente compacto.

b) Para toda familia numerable de cerrados de (X,T), é?={Cn|n€N}
con M C, = ¢ ,existe FCN, finito, tal que [) C, = g.

nEN ner
c) Para toda familia numerable de cerrados de (X,T)

?:{CnlnEN} tal que para todo FCN, finito, [ C, £ ¢ ,se ve-
ner

rifica que f\Cn # 9 .
neN

d) Para toda familia numerable de cerradcs no vacias de (X,T),
8?={Cn|neN} stal oue Ln+lC:Cn para todo neN se verifica gue

f\cn £ é .

neN v
e) Para toda familia numerable de abiertos ce (X,T), Z(:{un]n EN},
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tal que para todo FfCN, finito, (U U, # X, se verifica que
neF

L)un £ X.

neN

f) Para toda familia numerable de abiertos de (X,T) ,

2?={Uv!n6N} , tal que LJ U = X, se tiene gue existe FCn ,
n nen

finito, con |JU_ = X.
n
ner

g) Para todo Filtro,f?y, en X de rango menor o igual jue

FRO, se verifica que Angﬁf # 9 .

h) Para todo filtro,&?y, en X de rango menor o igual que

/0 ” '
existe un filtro, F , mds fino que gﬁ,tal que Ling( £ g,

R

0’

i) Toda sucesidn en X tiene una sured convergente en (X,T).

_Ubservaci5n 111.1.3

a) si (x,T) es compacto, (X,T) es numerablemente compacto,
b) i (X,T) es numerablemente compacto y de Lindeldf, (Xx,T)
es compacto,

¢

Proposicidn I1I11.1.4 ,

sea (X,T) un espacio topoldgico y M un subconjunto de X.
Entonces, M es numerablemente compacto si y solamente si para
toda familia numerable de abiertos de (X,T) , Q?:{Un]nEN} ,tal

:que MC:AE& Ua y se verifica que existe FCN ,finito, con

wcUu .
neF "

Proposicion I1II1.1.5

sea (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto vy

C un subconjunto cerrado . Entonces, C es numerablemente com-

pacto.
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bservacién II11.1.6
Existen ejemﬁlos de subconjuntos numerablemente compactos
e un espacio topolégico T2’ gue no son cerrados.
Pro osicidn I11.1.7
Sea (X;T) un espacio topoldgico T, cumpliendo el T.A.N.
Entonces, todo subconjunto numerablemente compacto de (X,T) es
cerrado en (X,T).
Proposicidn 111.1.8
sea (X,T) un espacio topoldgico T, cumpliendo el I.A.N. y
{Kiliél} una familia de subconjuntos numerablemente compactos

de (Xx,T). Entonces, /'—\Ki es numerablemente compacto.
i€]

Proposicidén 1I11.1.9

sea (X,T) un espacio topoldgico y {mi}iél una femilia fini

ta de subconjuntos numerablemente compactos de (X,T). Entonces,
L)P& es numerablemente compacto.
iel 7
( En general la unidn de una familia numerable de subcon juntos

numerablemente compactos, no es numerablemente compacto).

Pro osicidn II11.1.10

Sea (X,T) un espacio tOpolégico y M un subconjunto numera-
blemente compacto. Entonces:
| a) Si (X,T) es T, y cumple el I.A.N.,se verifica que M es
numerablemente compacto. |

b) si (X,T) es regular y cumple el I.A.N., se verifica que
1 es numerablemente compacto.

roposicién I11.1.,11

sean (X,T), (X, 7') espacios topoldgicos, f una aplicacidn conti

e (X,T) en (x,7') y M un subconjunto numerablemente compacto

e (X,T). Entonces f(M) es numerablemente compacta en (x',1°).
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(Por tanto el axioma numerablemente compacto es una propiedad
topoldgica).

Proposicién I111.1.12

sean (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto,
(x',7") un espacio T, cumpliendo el I. A. N. v f una aplicaciodn
continua de (X,T) en (x',T7'). Entonces, f es una aplicacidn ce-
rrada de (X,T) en (x',7').

Corolario IJ1.1.13

Sea (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto,
(X',T') un espacio T2 cumpliendo el 1.A.N. Y fix—>X una apli
cacién biyectiva. Entonces, f es un homeomorfismo -e (X,T) en
(x',7') si y solamente si f es una aplicacidn continua de (x,T)

' ]
en (X ,T )o

Proposicidn I11I.1.14

sean (X,T), (x',T7') espacios topoldgicos y f una aplicacidn
propia de (X,T) en (x',T7'). Entonces, para todo subconjunte nu~
merablemente compacto, K', de (x',T7') se verifica gue F_l(KU es
numerablemente compacto en (X,7).

Proposicion I111.1.15

a) Si {(xi’Ti)}iEI es una familia no vacia de espacios to-

'polégicos no vacios tal que Tj-(xi,Ti) es numerablemente compac
i€l N

‘to, se verifica que (xi,Ti) es numerablemente compacto para to-
do i¢l.
b) si (X,T) v (x',7') son numerablemente compactos y (X,T)

cumple el I.A.N., se verifica que (X,T)x(x',T7') es numerablemen

-te compacta.
o &N t -
c) 5i (x,T7) es comcacte y (X' ,7') es numerablemente com-

pacto, se verifica que (X,T)x(X',T') es numerablemente compacto,
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. . Famili .
d) Sll(xn’Tn)}nEN es una familia de espacios numerablemeg

te compactos gque cumplen el I1.A.N., se verifica que T“T(Xn,Tn)
nenN

es numerablemente compacto.

Proposicién III.1.16

Sea (X,T) un espacio topoldgico y R wuna relacidn de equi
valencia en X. Entonces, si existe un subconjunto, M , numerable
mente compacto en (X,T) tal que R (M) = x (R [M] ={xex| Jyer
con (x,y) € R}), se verifica que (X/R,T7/R) es numerablemente
compacto, (Por tanto, el cociente de un espacio numerablemente
compacto,es numerablemente compacto).

Proposicidn I11.1.17

Sea {(Xi,Ti)}iEI una familia de espacios topoldgicos no
vacios. Las sigquientes afirmaciones son equivalentes:

a) (Xi,Ti) es numerablemente compacto.
i€l

b) I es un conjunto finito y (Xi,Ti) es numerablemente
compacto para todo i€lI,.

Corolario I11.1.18

Sea X' un conjunto, 9?={(xi,Ti),Fi)|i€I}una familia no
vacia tal que 1 es finito y f; es una aplicacidn de X; en X' pa-
ra todo i€l., Entonces, si (xi,Ti) es,ﬁumerablemente compacto
para todo i€l y para todo «x'e x' existe xiéxi tal que Fi(xi)=x'
se verifica que (X',Tér ) es un espacio topolégico numerable-
~mente compacto.

Proposicidn III.1.19

Sea (X,T) un espacio topolégico Tl. Las siguientes afirma

cicnes son equivalentes:
a) (X,T) es numerablemente compacto.
b) Si MC X es cerrado vy le es la tupologfa discrets, se
i

verifica que M es finito.
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c) Todo subconjunto cerrado y numerable de (X,T), es com-
pacto en (X,T).

Froposicidn 1I11.1.20

Sea (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto,
T,y cumpliendo el 1.A.N. Entonces, (X,T) es regular. (Existen
espacios numerablemente compactos y T2 gque no son regulares,

vease Ejem. YII1I1.1,112 de (23}, Maes adelante, 'on Yy,7,16, uitili

.
1 2
zando las tecnicas ge las numerable compactificacicones,se comg-

truira otre ejemplo).

. . ? . . . .
A continuacion se +“ereralizarn alcunas [rososicleones anterioraog

La proposicidn 111.1.7, se puede expresar de la siguiende
forma:

"Todo espacio topoldgico T, cumpliendo el I.A.N. es un
NKC-espacio".
Teniendo en cuenta los resultados establecidos en el parrafo

1 del Capitulo 11 se tiene:

Proposicidn I11.1.21 (4%)

sea (X,T) un US-espacio secuencial.Entonces (X,T) es un
NKC-espacio.
El siquiente ejemplo prueba la existencia de US-espacios

que son NKC-espacios y gque no son secuenciales.

Ejemplo 111.1.22(1F)

Sea el espacio topoldgico (X,T) =(U,TUIQ)X(Q/Z'TUIQ[Z )Se
tiene:

a) (X,T) es T, y por tanto (X,T) es US-espacio.

b) (X,T) es C-espacio, por ser numerable.

c) Todo subconjunto numerablemente compacto de (X,7) es
compacto {( por ser numerable) y por tanto es cerrado.

d) (X,T) no es secuencial,
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Proposicién 111.1.23 (comparese con 111.1.8)

Sean (X,T) un US-espacio secuencial y{ Ki|i61} una familia
de subconjuntos numerablemente compactos de (X,T). Entonces
r)Ki es numerablemente compacto.
i€l

. P
Demostracion:

. v ® .
Por la proposicion anterior, Ki es un cerrado en (X,T)

para todo i€I. Por tanto K = [ )K, es un cerrado en (X,T) y as{

K es cerrado en el espacio numerablemente compacto (Ki ’TiK )

o i
o)

donde iOGI. Entonces K es numerablemente compacto en’

(K,

i ) y por tanto en (X, 7).

o T K.

8] 1
o

Proposicidén I11.1.24 (Comparese con 111.1.10)

Sea (X,T) un espacio topolégico y M un subconjunto numera-

blemente compacto. Entonces:

a) si (Xx,T) es US~espacio secuencial, se verifica que M

es numerablemente compacto,
b) Si (X,7) es regular y de frechet, se verifica que M es
numerablemente compacto.

Demostracion:

a) Es consecuencia de que M es cerrado.

- , ' . n
b)}Sea {xn}newz M - M . Para cada néN, existe {yk}keNC:N

, ) n .
tal que anleT{yk}keN . Como M es numerablente compacto. exis

n . o o
te zneAng{yk}kéN con zne M. Se verifica que todo entorno de

Z
2 n .
Vv contiene a xn. En efecto:

Z
n

z
o n . .
5i Vv ;éxn, como (X,7T) es regular, existe U tal cue

4

z z z .
z. eu nC:U nC:V " ., Por tanto X - W ' es un entorno abierto de

z
n ) . -
. Comao converge 38 X existe k €h tal que [Ty I
*n ¢ {yk} keN s nd o o B Y € X-u
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para todo keN con k € k, lo cual contradice que z_es un punto

.’ n
de aglomeracion de {yk}kem .
Se considera la sucesifn {zn}nENC:m' Como M es numerable-
mente compacto, existe zeM(\Ang{zn}neN. sea V° un entorno

abierto de z en (X,T) y peN. Entonces existe np 2 p tal que

z , ; z
Zrkfv « Asi, por lo anterior , xnhéu y por tanto ZeAngl_ixn}néN'
M

Proposicidn I1I11.1.25(Comparese con 111.1.12)

Sean (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto,
(X',T') un US-espacio secuencial y f una aplicacidn continua ge
(x,T) en (x',T') .Entonces f es una aplicacidén cerrada de (X,T)
en (x',T').

Demostracidn:

S5ea C un subconjunto cerrado en (X,T). Entonces C es nume=-
rablemente compacto y por tanto f(C) es numerablemente compacta.
As{, por 111.1.21 f(C) es cerrado .

Corolario I1I11.1,26 (Comparese con I111.1.13)

Sean (X,T) un espacio.topoldgico numerablemente compacto,
(X',T') un US-espacio secuencial vy fix—> x' una aplicacidn
biyectiva. Entonces f es un homeomorfismo de (X,T) en (x',7')

si y solamente si f es una aplicacidn continua de (X,T) en(x',T%).

. .
Demostracion:

Es consecuencia de que, en las hipdtesis del corolario,
si f es continua, entonces f es cerreda.

proposicién I111.1.27 (Comparese con I11.1.15)

a) Si (X,7) vy (X',T') son espacios topoldgicos numerable-
mente compactos y (X,T) es subsecuencial, se verifica que
(X,T)x(X',T') es numerablemente cohpacto.

b) Sl{(xn’TR}neN es una familia de espacios subsecuencia
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les numerablemente compactos, se verifica que 'TT(Xn,Tn) es nu
neEN -

merablemente compactos.

. .
Demostracion:

- )}nEN una sucesidn en XxX'. Por hipdtesis

a) Sea {(xn,x

existe xoekng{xn}néN . Como (X,T) es subsecuencial,existe

, . ' ;
{an KEN tal que xoeleT{xn;}kEN . Puesto gue (X ,T ) es rume

. | I I . .
rablemente compacto, existe x €Agl. . {x . bs evidernte gue
o T nk KE N '

1
(XO’XD ) EAngp{(xn,xn)}nEN.
b) Es consecuencia de que todo espacio subsecuencial numo

rablemente compacto, es secuencialmerte comoactc, y de cue el
producto numerable de espacios secuencialmente compactos es un
espacic secuencialmente compacto. (Iy.1.15(c)) -

Proposicidn I111.1.,28 (Comparese con I1I1I1.1.20)

Sea (X,T) un espacio topoldoico numerablemente compacto

- . . ®
tal que para todo x&X existe una sucesion de entornos cerrados

X

de x, {Un

}néN’ verificando que {x}z r\U: .'Un espacio topold
newn

gico (X,T) que cumple esta Gltima condicidn se dice que es un

espacio El(3 )«C.E.Aull en (4 ) construye un ejemplo de un es

pacio Tz,en el cual todos los puntos son GJ y no cumplen el

"axioma El) . Entonces (X,T) cumple el I.A.N. y por tantc es re

gular (I111.1.20)

, -,
Demostracion:

Sean x€X y U~ un entorno abierto de x en (X,T).

) X . . X ~ . X
Se tiene que {x}z M v” .Se puede sunoner aue V. DV .
nen 1 n n+1

For tanto 2{={Ux}kj{x - Vzl néh} es <n recubrimiento abiertu
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y numerable de (x,T) . As{, x= vV U(x-v* )U...U(x - v; ).
1

p
De esta forma v =U rw...rﬁu , siendo no=méx{n],..,nm},
"a p = +

loc cual prueba que (X,T) cumple el I.A.N.

Observacidén III.1.29

a) E1l axioma £, implica el axioma T, ( y por tanto el axio

1
ma US ).

b) Todo espacio topcldnico 7. y I.A.%. &5 ur espacic ta-
poldgico Ei.

Ejemplo III.1.30

Sea el espacio topoldgico (X,T) = (H/Z,TU/Z). Se tiene que;

a) (X,7) no cumple el I.A.N.

b) (Xx,T) es E En efecto:

l.

Z = f\\/ , donde U LJ) [n- —lT s N+ 1 .

meN nEN m+1

Por tanto [i] = M p(Vm) (p es 1la proyeccién natural ce

R sobre R/Z ). En los puntos distintos de [Z] el resultadn es
trivial ya gue (X,T) es T2 y en cada uno de estos punfos exisg

te una base numerable de entornos.



6)2. ESPACIOS LOCALMENTE NUMERABLEMENTE COMPACTOS

14 . .
En este parrafo se estudian los espacios localmente nume-
rablemente compactos y algunas generalizaciones de las aplica-

ciones propias.

DefinicidnIIl.Z.1

N\

sea (X,T) un espacio topoldgico. Se dice que (X,T) es un
espacio localmente numerablemente compacto, si para todo xex,
existe ck?x), base de entornos de x en (X,T), tal gue para
todo V¥¢ %QX), (Vx,Tlvx) es numerablemente compacto.

Veamos con un ejemplo gque no existe, en general, nincuna
relacidn entre los axiomas localmente numerailemente compacto
y numerablemente compacto.

Ejemplo II1.2.2

a) Sea X un conjunto infinito y T la topologia discreta en
X. Entonces (X,T) es localmente numerablemente compacto y no es
numerablemente compacto.

b) Sea X= QL){VE} y T = TUlQLJ{X} . Entonces se tiene que
el espacio topolégico (X,T) es numerablemente compacto, ya que
" es compacto, pero no es localmente numerablemente compacto.

c) Todo espacio localmente compacto es localmente numerable
mente compacto.

d) Existen espacios localmente numerablemente compactos

. N
que no son localmente compactos; por ejemplo ( [a,f£2 ),T fa fl))
b K

(Vease 111.2.13)

Proposicion 117.2.3

Sea (X,T) un espacio topoldgicc rejular. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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a) (X,T) es localmente numerablemente compacto.

b) Para todc xeX, existe Vxe.jka), numerablemente compac

to en (X,T)( B (x) sistema de entornos de x en (X,T)) .
c) Para todo x¢X, existe U”eT tal que U™ es numerablemen
te compacto.

. P
Demostracion:

a)—>b)

Es evidente.

b)=>c)

Sea x€X. Por hipdtesis, existe v* numerablemente compacto

en (X,T). Como (X,T) es regular, existe U'eT tal que UXC v”.

As{, por III.1.5 , U* es numerablemente compacto.
c)l=—>3a)
5ea x€X y V* un entorno de x. For hipdtesis existe U CT

tal que U es numerablemente compacto.Como (X,T) es regular,

existe WX, con WCVvNu*Cu* . como w® es un cerrado conte

. X X
nido en U~ numerablemente compacto, W" es numerablemente compac

to. Por tanto, (X,T) es localmente numerablemente compacto.

Corolario I111.2.4

Todo espacio numerablemente compacto y reqular, es local-
-mente numerablemente compacto.

Proposicidn 111.2.5

sea (X,T) un espacio topoldgico E, tel gue para toogo xex

. X o X .
existe V'eT verificando que V~ es numerablemente compacto. En

tonces (X,T) es localmente numerablemente compacto.

. P
Demostracion:

Coma (X,T7) es E, vy este axioma es hereditario, se tiene

por 111.1.28 que (VX,T .;) es recular. Por tantc (1,7, es re-

v
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‘gular. Asf, por 111.2.3, (X,T) es localmente numerablemente
compacto,.

Corolario 111.2.6

sea (X,T) un espacio topoldgico E, y numerablemente compac

to. Entonces (X,T) es localmente numerablemente compacto.

Proposicidn I11.2.7

Sea (X,T) un4espacio secuencial y E, (En particular un es-
pacio T, yLI.A.N. 111.1.29) .Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) (X,T) es localmente numerablemente compacto.

b) Para todo xeX existe Vx.numerablemente-compacto.

c) Para todo xeX existe U€ T tal que u” es numerablemen
te compacto,

. ®
Demostracion:

a)=>b)

Es trivial.
b) ==c)

Para todo xeX existe Vxnumerablemente compacto. Por II7.1.
29(a), (X,T) es un uUS-espacio. Asi por I11.1.21 V* es cerrado.

- Por tanto, si UxeT es tal que UXCUx , se verifica que UXC:szvx

y por tanto U* es numerablemente compacto,

v C)@ a’)

Es consecuencia de I11.2.5.

(Observese que el espacio topoldgico de I11.1.30 es El y

éecuencial y no cumple el I.A.N.)

Definicidn I11.2.8.

Sea (X,T) un espacio topolégico y MCx. Se dice que M es
un subconjunto localmente numerablemente compacto de (X,T) si

(N’T|M) es un espacio localmente numerablemente compacto.
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Veamos con un ejemplo que el axioma localmente numerable-
mente compacto no es una prcpiedad hereditaria,

Ejemplo 111.2.9

(R,TU) es localmente numerablemente compacto y (O’Tu‘u)

no es localmente numerablemente compacto.

Proposicién I11.2.10
Seé (X,T) un espacio topoldgico localmente numérablemente
compacto. Entonces se tiene:
a) Todo GET es localmente numerablemente compacto en (K,T7).
b) Todo'cerrado,C, es localmente numerablemente compacto
en (X,T). |

. &
Demostracion:

a) Sea x€G y V* un entorno de x en (G,T|G). Entonces v~
es un entorno de x en (X,T)f Como por hipGtesis (X,T) es local
mente numerablemente compacto, existe W entorno numerablemen
te compacto de x, tal que W Cv*. Por tanto (G’T'G) es local

mente numerablemente compactao.
x
b) Sea xeC y V un entorno de x en(C,T'C). Entonces exis

te w* y entorno de x en (X,T) tal que v = C(\Ux . Como por

hipétesis (X,T) es localmente numerablemente compacto, existe
U* entorno numerablemente compacto de x, tal que u*Cu”. ror

otra parte, por III.l.5 UXF\C es un entorno numerablemente

compacto de x en (CJIC), contenido en V*. Por tanto C es local

mente numerablemente compacto.

Proposicién I1I11.2,11

Sea (X,T) un US-espacio secuencial. Entonces la intersec-
cidn finita de subconjuntos localmente numerablemente compac-

tos en (X,T), es localmente numerablemente compacto en (X,T).
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! '
Demostracion:

Es suficiente hacer la demostracidn en el caso de dos sub
conjuntos localmente numerablemente compactos.

Sean Nl y N2 localmente numerablemente compactos en (X,T),
c X .
xcmlf\mz y V7 un entorno de x en (le\N2, Ttmlr\mz). Entonces

) y existe U; y entorno de

existe V;, entorno de x en (NI,T M
1

‘ X X ‘ . x X~ y
x en (MZ’Tlmz) tales que V" = viMNr NN, y V" = ALITaLIPES

Por hipdtesis, por ser (mi’TlM ) localmente numerablemen
i -

: . . X
te compacto para i=1,2 , existen wl y entorno numerablemente

X
compacto de x en (t"'ll,Tlm )y W,, entorno numerablemente compag
1 2

to de x en (NZ’T" ) tales que UXC: Vis y WX C vX . como (x,T)
N2 1 1 Z Z .
es US-espacio secuencial, se tiene que uzf\u; es numerablemeg

te compacto(I11.1.23) . Ademds,
X X X o~ o y X ,
Wi N, = ﬂuﬁﬁﬁﬂﬂz)F)WQHWuﬂmz)
implica que uzf\ug es un entorno de x, en (le\MZ, T,M A )
: 1 '2
. X ) o
contenido en V™. Por tanto, (hlf)mz, Tlmlr\NZ) es localmente

numerablemente campacto.

 Proposicidn I111.2.12

Sea (X,T) un US-espacio éecuehcial. Entonces se tiene:
a) Si MCX es localmente numerablemente compacto en (X,T),
se verifica que M es intérsaccion de un abierto y un cerrado de
(X,T)e

b) si (x,T) es localmente numerzblemente compacto y n(CX
es interseccion de un abierto y un cerrado de {X,T7), se verifi

ca que M es localmente numerablemente compacto.,
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Y 4
Demoetracion:

vR) Sea C =My G=mnJ(Xx-M) . Como K=2CNC , es sufi-
ciente demostrar que G es abierto en (X,T) .

Sea x€EG. Si x€X=f , x es un punto interior de. G.

Si x€M, como M es localmente numerablemente compacto, por
X

hipStesis, existe,ux, entorno de x en (X,T) tal que UK = v

es numerablemente compacto. Como (X,T) es un US-espacio secuen

cial, por IIl.l.2]1 se tiene que v es cerrado en (x,7T).

Sea AeT tal qgue xeAC:Ux. Vveamos aque ACG.

Si zeA vy 2¢JW, se tiene que zé:vx. As{ UZ Af\(X - Ux)
es un entorno abierto de z en (X,T). Se verifica que
vVIAM = aNx=-vHMCU*N(x- vy Nm = v*N(x - v ) = g.

Luego zél‘-’l y por tantoc zeX - Mo, Asf, todcs los puntos de G
son interiores a G.

b)Es consecuencia de las proposiciones 111.2.10G y I11.2.11.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto, que la condicidn
secuencial impuesta al espacio (X,T),en el apartado (a) de la

. . ® . .
proposicion anterior, es esencial.

Ejemplo I11.2.13

sea (C, £ ) un conjunto bien ordenado,no numerable vy con
Qltimo-elemento b. Sea a el primer elemento de C (£l cual exis-
te por ser (C, € ) un conjunto bien ordenado).

Se considera M = {x€C| [a,x) no es numerable} . £1 con-
junto M no es vacio ya que beM . sea ) el primer elemento de
. Se considera el espacio topoldgico ([a,{27,T), donde T es-

la topologia del orden, es decir, la topologia que tiene por

base,_ﬂ:{[a,x)' xe[a,QJ}U{G,y) | x<y, x,v€ [a.QJ}U
LJ{(x,flJ'xefa,(ll}-
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Veamos que ( [a,{)],T) es compacto y T

l.Seah Xyy£€ [a,fr]con x#y . Supongamos que x<Yy . En el
caso de q'ue exista t€(x,y) , se tiene gue v =[a,t) vy
vy = (t,Q0] son entornos disjuﬁtos de x e y respectivamente.

En el caso de que (x,y) = ¢ , se tiene que V'=[a,y) y vV=(x,Q]

son entornos disjuntos de x e y respectivamente. Asi,
(La,Q27,7) es T,.
2. Sea ?(={ Ui|i€I} un recubrimiento abierto de ([a,(23,T).

Se considera el conjuntoc A -—-{ xe [a,{) J]|existe FXCI ,

finito, con [a,x]C U Ui} . Es evidents que acA y A es un
i€ F, ~
intervalo. Como ( [a,Q0'], ¢ ) es un conjunte bien ordenado y
A esta acotado superiormente, se tiene que existe c= supremoc(A).

£s evidente que a<c .

Supongamos que c<_.Q_ . Como ?l es un recubrimiento de

[a,Q0], existe i €l tal nue ceU; . Por tanto, existen
o

x,y € (a,0) con x<y , c€ (X,Y)CUi . Asi,
)

o}

i€Fx (donde ye U, ), lo cual contra

1 i
dice que c es el supremo de A (c<y B y€A) . Luego, c =0) .

Por un razonamiento analdgo al anterior, se prueba que
) en.
As{ pues, ( [a,Q21,7T) es Ty

El espacio ( [a,00),T ) no es de Lindeldf. En efec

ann)

to:
Se considera el recubrimiento abierto ?Z:i[a,y) ye(a,Q)}
( 9es un recubrimiento de [a,{)), ya que para todo ye(a,()),

xiste y'e (a,Q0) con y<y' e (y,y') = ¢ ). Si el espacic
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fuese de Lindelof, existiria un recubrimiento numerable

qr={[a,yn). neN} ge U . asi, [a,(2) = kg)[a,yn) y como para

nenN
| todo néN [a,yn) es ﬁumerable, se tendrd que [a,{2) es nume-
rable, lo cual contradice la definicidn de {0 .
| ( Ca,Q371,T) es Ts,teniendo en cuenta el siguiente resulﬁadn:
"sea (X,T) un espacio topolégico, donde X es un conjunto
totalmente ordenado'y T la'tOpologia del orden. Entonces (X,T)

es completamente normal',

) 'no es de Lindeldf yse tie

como ( [a,82),T
LapQ)

ne que ( [a,Q noveé compactao.

)’Tlta,m)

Veamos que ([a,fl),T'[ ) es numerablemente compacto.
a,
Sean {xn}neN una sucesion de [a,{)) y M ={x&[a,f1)| exig

te PCN, infinito , con x € [a,x] para todo n&P} . Se tiene
que M no es vacio. En efecto: Como [a,xn] es numerable para tg

do néN y [a,{0) no es numerable, existe x¢[a,{)) tal que
X £ x, para todo nen , Asi , xeM.
Sea xo el primer elemento de M. Se verifica que X, es pun

‘to de aglomeracidn de {x } en ( [a,(L),T ). Asi este
n) néEN [aQ)
. ’
‘espacio es numerablemente compacto.
Como el primer elemento de M es X0 existe PCN infinito

tal que xne[a,xO] para todo n¢P . Por tanto, existe una sub
. 2 . ’ . r. .
sucesion de {xn}neN cuya imagen esta contenida en _a,xo]

Por otra parte, para todo xe[a,xo) se tiene que {neleme[a,x]
es finito. As{ la subsucesidn anterior converge & xo.( Ce he-

" ho hemos probado que ( [a,{))T ) es secuencialmente
i [a’ "-)
ompacto). 2

Se considera el espacio topoldgico (X,T) = ( [a,0],T)VN
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Entonces (X' ,T') = ( [a,Q)),T )N es un subespacio de

[aZ)Q )
(X,T) numerablemente compacto (Vease la demostracidn de

III.l.27(b)‘).

. . ! . . . .
Sin embargo, X no es interseccidn de un abierto y un ce

cerrado de (X,T) ya gque en taso . contrario esto implicaria que
x' seria abierto en (X,7) lo cual es falso.
Observese que (X,T) es un US-espacio por ser T, luego

(Xx,T) no es secuencial.

Veamos con un ejemplo que, en general, la imagen por una
aplicacidn continua de un espacio localmente numerablemente
compacto, no es localments numerablemente compacto.

£Ejemplo I111.2.14

Sean el conjunto de los nimeros racionales, T la topo-

gia discreta en Q vy T' = Ty q ° Entonces:

(Q,7) es localmente numerablemente compacto, lQ, la apli-

cacidén identidad en § es una aplicacién continua de (G,T) en
(@,7'") y (@a,7') no es localmente numerablemente compacto.

Proposicidn 1I11.2.15

Sea (X,T) un espacio topoldgico.localmente numerablemente
- compactao, (x',T') un espacio topoldgico y f una aplicacidn
fcontinué, abierta y suprayectiva de (X,T) en (X',7'). Entonces
,(X',T') es localmente numerablemente compacto.( La numerable
compacidad local es una propiedad‘tOpolééica).

. P
Uemostracian:

. ’
sea x'ex' y VX un entorno de x' en (X' ,T'). Como f es
suprayectiva y continua, existen xeX y v* tales que f(x) = x'

L]
y F(V)C V™ . Como por hipdtesis (x,T) es localmente numerahble
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mente compacto, existe W* numerablemente campacto con UXC:UX .

. Como f es continua y abierta, por III.1l.11 F(ux) es un entorno
1

' contenido en Ux . Asf'pues (X',TW‘

numerablemente cdompacto de x

- es localmente numerablemente compacto.

Definicién 111.2.16(25)

sean (X,T) ,(x',T') espacios topoldgicos y.f:x———>x' una
aplicacién. Se dice que f es numerablemente propia si:

1. f es una aplicacidn continua de (X,7) en (X',7').

2.‘f es una aplicacidn cerrada de (x,T) en (X',T').

3, Para todo xEx', F_l(x') 88 numerablememte compacto
en (X,T).

Proposicidn 111.2.17

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y f:X— X' una
‘aplicacién. Entonces se tiene:
1) Si f es una. aplicacidn propia de (X,T) en (X',7'), f
es una aplicacidn numerablemente propia de (X,T) en (X',T').
II) Si f es una aplicacidén numerablemente propia de (Xx,T)
en (x',T'), f en general, no es una aplicacidn propia de
C(X,T) en (x',T").

"Demostracidn:

I)'Es consecuencia de a) y b) de 1I1.4.42 de (48), y de
que todo subconjunto compacto es numerablemente compacto.

I1) Veamos un ejemplo.
Se consideran el espacio topoldgico numeratlemente compac

to ([&4,Q0),T ) introducido en 111.2.13, el espacio topo
(a,

18gico (x',T') donde x'={y}('x' consta de un solo elemento) vy

f:~[a,fl)4——*x' definida por f(x) = y, para todo x¢[a,{)).
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Es evidente que f es numerablemente propia, sin embargo
f no es propia ya que F'l(y), con yex' ,es [a,{)) el cual no
es compacto;

Proposicidn I111.2.18

sean (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto,
(x',T') un US-espacio secuencial y fiX—> X una aplicacidn con
tinva de (X,T) en (x',7'). Entonces f es numerablemente propia.

‘ .
Demostracion:

1. f es continua por hipdtesis.
2. f es una aplicacidn cerrada por II1I.1.25.
3. Pafa todo x@-X', F-l(x') es un subconjunto cerrado de

(X,T) y por 111.1.5 , f x') es numerablemente caompacto (

US-espacio,implica Tl).

As{ pues queda probado que f es numerablemente propia.

Proposicidn 111.2.19

sean (X,T) un espacio topoldeico, (Xx',T') un espacio topo
16gico numerablemente compacto y F:X———»X'una aplicacidn nume
- rablemente propia de (X,T) sobre (x' ,7'"). Entonces (X,T) es nu

merablemente compacto.

.« P
Demostracion:

Sea U - {Un} ncy ©N recubrimiento abierto de (X,T) . Se

: . < ! t n ' '
considera la familia QQ::{ X - f(x- U Ui)l néN} . Veamos
i=1
fa' P . 1 ' .
que es un recubrimiento abierto de (X ,T ). t£n efecto:

n
a) Para todo nen, X'-F(X - U Ui)€ T' por ser U, abierto
i=1

N . . ?
.y f una aplicacion cerrada.

n
b) U -rx- U u,)) =x . kn efecto:
néeN i=1
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Veamos que para todo x'exrresulta que

n
[}
e U(x'-rix-U b))
nen i=1
Para todo x'éXl, existe x€X, cumpliendo que xGF-l(x').

Como F~l(x')‘es numerablemente compacto, existe nOEN tal que
" n,

- )

f l(x')C U U;. Por tanto, x'€x - f(x - U Ui).
i=1 , i=1

YL
Por ser ¢ un recubrimiento abierto de (X,T') y (x',T')

numerablemente compacto, existen n,,..,n_¢& N tales que
1 ''p

' ' nl , n
X = (x -f(x - U Ui) J oeee UJX =F(x - k,f Ui) ). As{ pues
i=] : i=1
n n )
-1 1 i -1, 3
X = (X = F7F(Xx - g,ﬁui) YU oeeee UX = FTHF(X - _L{ u; ) C
1= 1=

n n
1 p

C ( ﬁ¢gui)LJ ceee UK .kﬂui) . Esto pone de manifiesto que
i= i=

(X,T) es numerablemente compacto.

Proposicién 111.2.20

Sean (X,T), (X',T') espacios topolégicos, Fix—> x' una
aplicacidn numerablemente propia de (X,T) en (X',7') y mCx' .

:f'l(m')——e-m' es una aplicacidn numerablemen

" Entonces f -1
£ (M)

te propia de (f-l(m‘),T ) en (M',T,MJ .

‘l(ml)

.
Demostracion:

1. f -1 es continua por ser f:X—> x' continua de
|f (M)
(x,T) en (x',T").

2. es cerrada por ser F:X——)»x'cerraca de (X,T)

f
lf‘lm')

en (X',T').



-113~

3. Como para todo xem'y (f )—l(x') = f-l(x') y

|f‘l(m')
f—l(x') es numerablemente compacto por ser f numerablemente

propia, se tiene qus fl es numerablemente propia de

F~m")

GG yen (M, T )

f’l(m‘)

Proposicién 111.2.21

Sean (X,T), (x',7') espacios topoldgicos, f:x—> X' una
aplicacidn numerablemente propia de (X,T) en (X',7') vy k' un
subconjunto numerablemente compacto de (X',T'). Entonces
f-l(K') es numerablemente compacto en (X,T).

. P
Demostracion:

Por I11.2.20, es una aplicacidn numerablemente

Flf'l(K')

propia de (F-l(K'), Tl”'l ) en (K’,T!Kc) y por III1.2.19,
f

(k")

como (K',TIKc) es numerablemente compacto y

fl -1 :F-l(K')-—4+ k' es numerablemente propia y sobreyec-

Fro(k")

tiva, resulta que (f-l(K'), Tl -1 ) es numerablemente compac
£ (KY)

to.

PrOposicién 111.2,22

sean (X,T), (x',7'), (x",T") espacios topoldgicos, f:x— X'

" una aplicacién numerablemente propia de (X,T) en (Xx',T') y
g:XF—a»X“ una aplicacién numerablemente propia de (X',T') en
(X",T"). Entonces gof: X—> X" es una aplicacién numerablemen
te propia de (X,T) en (X",TW),

. P
Demostracion:

1. gef es una aplicacidn rontinua de (X,T) en (X",T")
por ser composicién de aplicaciones continuas.
2. gof es una aplicacidn cerrada de (X,T) en (X",T")

s . ® . .
por ser composicion de aplicaciones cerradas.
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3. Para todo x"e X" , por ser g numerablemente propia,de
(x%T1') en (X",T") se tiene que g°l(x") es numerablemente com-
’pacto en (X ,T ) y por III.2.21, F-l(g-l(x"))= (gof)-l(x“) es
numerablemente compacto én (X, 7). Asi gof es numerablemente
propia de (X,T) en (X®",T").

Proposicidn 111.2.23

Sean (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto,
(x',T") un espacio topoldgico T, f:x—X'una aplicacidn con-
tinua y cerrada de (X,T) en (X',T'). Entonces £ es una aplica-
cidn numerablemente propia de (X,T) en (Xx',T').

Demostracidn:

Basta demostrar que para todo x'€ X', f_l(x') es un subcon

 junto numerablemente compacto de (X,T).

Como para todo x'€Xx', {x'} es un cerrado en (Xx',T'), se
tiene que F—l(x') es un cerrado en (X,T) .Teniendo en cuen-
ta II1.1.5, resulta que f-l(x') es numerablemente compacto. For
tanto f es numerablemente propia.

Proposicidn 111.2.24

- 5ean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos, f:X— X'una
aplicacién y (x',T') espacio secuencial. Entonces las siguien
. tes afirmaciones son equivalentes:
a) .f es una aplicacidn numerablemente propia de (X,T) en
(x*,T1"). |
| b) f es una aplicacidn continua de (X,T) en (X',T') vy si
S={xn}n€N es una sucesién en X y x'eAQlT.FOS éxiste
x € f'l(x')r\Angs .

c) f es una aplicacidén continua de (X,T) en (X,T) y si

-Sz{xnanN es una sucesidn en X y xfeLimT.foS, existe
xef-l(x‘)f\Angs. (La condicidn de que (X',T') es secuencial

solo se utiliza en las implicaciones c) a a) o de b) a a) ).
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. .« ¥
Demostracion:

a) =—>b)

4 v '
Sea 5={xn}neN una sucesion en X y x GAQlT.fOS 0 sea

] il ' . - ! id i :
X eAg.T.{f(xn)}HEN . Como f es una aplicacion continua y cerra

da de (X,T) en (X',T') , f(ﬁn) = f(8,) para toda seccidn, B *

de la sucesidn S = ixn}

nen

. : [} .
Teniendo gn cuenta que x eAng.{f(xn)}néN se tiene que

. 1 . » ,
X GF(Bn) para toda seccidn B_ de {xn}néN‘ Luego

-l 1 - . — .
C = {f ,(x )(\Bnl Bn es una seccion de S = {xn}nEN} €s una

)

familia numerable de cerrados no vacios en (f'l(x‘),T

xt)
verificando que para todo {Bn ,...,Bn },subconjunto finito del
, Ty |

conjunto numerable de las secciones, {Bl, ...,Bn,...},

(F-l(x')(WEn.) # # . En efecto:

J —

p
N
j=1
p - P P

N xNE, ) = 7N B DN (e, # 4
j=1 j j=1 "3 j=1 "]

P
ya gque r\B es una seccidn de S ={x } y por tanto
j=1 n‘j nJnenN

——

P
) = f(C (e, ).
3=l ]

P
x'€f( (\Bn
=1 'j

Asi por 111.1.2(c), puesto que (f-l(x'),Tl ) es nu=-

Fl(x")

‘merablemente compacto, se tiene que (F-l(x')f\ﬁn) # ¢
' n€EN :

. -1, ' : ‘
y por tanto existe x€ f ~(x')MN( AZK gn) _f l(x')f\Ang 5.
b)=—>c): Es trivial,
‘c):::>a)

1. f es ,por hipdtesis, una aplicacidn continua de (X,T)

en (X',T').
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2, \Ueamos que para todo x%:x' ’ F-l(x‘) es numerablemente

-1, . .
néNC:f (x'). Esto implica que

{f(xn)}ne';;' x' ' ’ .+ Entonces por

compacto, Sea S = {Xn}

las condiciones de b), existe xef‘l(x1)fWAng5 »1o0 que implij

ca que Agl}s £ ¢ . Asi F-l(x') es numerablemente compactb.

3. Veamos que f es una éplicacién cerrada de (X,T ) en
(x',T') ,siendo (X',T') un espacio secuencial.
Sea C un cerrado en (X,T) . Veamos yue f(C) es tambien un
L] [] [] . t .
cerrado en (X ,T ). Sea {xn}neNCZf(C) tal que x eLlWixn}nEN'
Para cada n¢N sea x €C tal que F(xn) =x;. Se tiene que,
I - . .
S = {xn}nENC C. Como x€L1m{F(xn)}neN se tiense que
x'€Ang.f°S ; as{ por la hipdtesis b), existe,xef-l(x')f\AngS

y como C es cerrado, AngSC:C. Asi pues x'= f(x)€ fF(C). Luego

como (X',T') es secuencial, f(C) es cerrado y por consiguiente

f es numerablemente propia.

Veamos con un ejemplo que la condicidn de que (x',T') sea
. . [4 . . 3 . -
un espacio topoldgico secuencial es esencial en la proposicidn

anterior (apartado: c)=—=>a) ).

Ejemplo II1l.2.25

Sea’( [a,{)),T) el espacio topoldgico del ejemplo I11.2.13
el cual es numerablemente compacto, (R’TCN) el espacio topold-
gico tal que'TCN es la topolog{a sobre R de los complementos

numerables, que no es un espacio secuencial vy (X,Tp ) =
(Z2,00), T)x(Ry Ty )

Se considera la aplicacién Pyt :a,fl)gR———>R, definida
por péi(x,y)] = y para todo (x,y)e [ a,{))xR, que evidentemente

es continua de ( [a,f)),T)x(H,TCN) en (R,TCN).
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Sean S ={(an’xn)}neN una sucesion en [ a,())xR vy

x G leT p2°S = leT {xn}neN . Enton;es se tiene que

EN CN
Dzl(x) = Ea,fl)x{x} .
Como {an}nEN es una sucesidn en [ a,00) y ([ a,f}),T) es

numerablemente compacto, existe una subsucesidn {an }kem de
, k

,{an}n.ém ~tal gue converge a g en (La,(2),T).

Puesto que (g,x)¢ LimT {(an X )} , resulta que
P k k KEN

(a,x) € pgl(X)f\Angs .

Por todo lo anterior, observamos que se satisfacen las
condiciones del apartado (c) de la proposicidn 111.2.24. Sin
embargo, vamos a probar que. p, no es numerablemente propia.
(Con ello habra quedado puesto de manifiesto que la condicidn

de que (X',T') sea secuencial es esencial).

Basta preobar que P, No es una aplicacidn cerrada de

( [a,()),r)x(R,TcN) en (R,TCN).

Sea(?:[:a,fl)-—v-R una aplicacidn biyectiva y
M ={(x,?(x))l xé(a;flﬁ(: [a,fl)xR . Veamos que M es un sub-

conjunto cerrado de (L a,{2),T) x (R,TCN) y que pz(m) es un

abierto (no cerrado) en (R,TCN) .

Vamos a demostrar que M es cerrado probando que el com-
plementério es abierto. .

Sea (x,y)ﬁéﬁllo que implica y # ?(x). Se considera el
elemento x+1, siguiente ai x,en " a,()). Vamos a distinguir dos

casos:

I) que no exista z_e (a,x+1) tal que ?(zo) = y.
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Se considera el conjunto G=(a,x+1l) x (R—pz{(z,?(z))f

ze(a,x+l)} ). Veamos que G es un abierto de ([ a,fl),T5X(R,TCN)

tal que (x,y)€G vy G(\M = ¢ . En efeéto:

(a,x+1) es un abierto en ([ a,()),T). Como x+1<{)ly (Des el
primer elemento tal que L a,fl) es no numerable, se tiene gue
(a,x+1) es numerable, por tanto DZ{(Z’?(Z))I ze(a,X+l)} es
numerable y por consiguiente R - pz{(z,@(z))l z€(a,x+l)} es
un abierto de (R,TCN). Asf pues G es un abierto en

(La,(2),T) x (R,TCN) . Evidentemente (x,y)éG y GNOM = ¢ .

I11) Que exista zoe(a,x+l) tal que Q(zo) = vy.
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(xf'g ,\P(XH))

Sea A = pz{(z,@(z))[ze(a,x+l) y z#zo} . Entonces, nor
razones analogas a las del caso 1), (sx+1l) x (R =A) = UQX’Y)
es un entorno abierto del punto (x,y) gque contiene al punto
(2509(2,)) € 1.

como [a,{)) x R —{(zo,@(zo)ﬂ es tambien un entorno de

(x,y) gue no contiene al punto (zo,?(zo)) y abierto, resulta

que Gl = U(x’y)f\(x - {(20,@(20))}) es un entorno abierto de

(x,y) tal gue Blf]m =@ .
Por tanto M es un subconjunto cerrado de ({.a,fl),T)x(R,TCN).

Gue p2(m) es un abierto no cerrado de (R,T_,) es conse-

CN
‘cuencia de que a,fl\ C R estrictamente y de que si p€R es
)

tal que P(a) = p , p (%) = k -p, que es evidentemente un abier
5 L

to en TCN'
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Definicidn 111.2.26 (27y33)

Sean (X,T), (X',T')‘espacios topoldgicos y f:X— X' una
Aaplicacién .Se dice que f es una aplicacidn cuasi-numerablemen
te propia de (X,T) en (X',f’) si:

1. f es una aplicacidn continua de (X,T) en (X',T').

2. Para todo K'Cx' subcon junto numerablemente compacto de
(x',7") F_l(K') es un subconjunbo numerablemente compacto de
(XyT).

Proposicidn 111.2.27

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y fix—> X' una
aplicacidn numerablamenfe brOpia de‘(X,T) en (Xx',T') .Entonces
f es una aplicacidn cuasi-humeréblemente propia de (X,T) en
(x',7').

. P
Demostracion:

l. Como f es numerablemente propia, f es una aplicacidn
continua de (X,T) en (x',T7').

2, Como f es numerablemente propia, por III.2.21, para to
do K' suconjunto numerablemente compacto de (Xx',T') se tiene
que F-l(K') es numerablemente compacto en (X,T). Asi pues, f
es cuasi-numerablemente propia.

Proposicidn 111.2.28

Sean (X,T) un espacio topoldgico, (X',T') un espacio to-
polégico localmente numerablemente compacto y f:X—=X' una
aplicacidén .Entonces:

a) Si (x,T) es regular y f es una aplicacidn cuasi-numera
"blemente propia de (X,T) en (xX',T'), se tiene que (X,T) es un
espacio localmente numerablemente compacto. |

b) si (Xx',T') es un NKC-espacio (En particular un Us-espa

. . . . P .
cio secuencial), f es una aplicacion numerablemente propia de
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(X,T) en (Xx',T') si y solamente si f es una aplicacién cuasi-
numerablemente propia de (X,T) en (X',7').

—~ . .
Demostracion:

a) Para todo xéX, como (x',T') es localmente numerablemen
te compacto, existe VF(X) entorno numerablemente compacto de

f(x) en (x',T') .Asi, por ser f cuasi-numerablemente propia,

F-l( Uf(x)) @s un entorno numerablemente compacto de x en (X,T)
y por tanto, (X,T) es localmente numerablemente Eompacto,por

111.2.3,
b) si f es una aplicacidn numerablemente propia ce (X, 7T)

] . . . .
en (x',7'), por la proposicidn anterior, f es cuasi-numerable

mente propig de (X,T) en (Xx',T').
Reciprocamente: Sea f cuasi-numerablemente propia de (X,T)

en (x',7'). Como (x',T') es localmente numerablemente compacto,
'
para todo x'e X' existe v entorno numerablemente compacto de

]
x' en (X',T7'). Como f es cuasi~-numerablemente propia, F-l(\lx )

es numerablemente compacto. Puesto gue

”;i ‘

!
f| -1, x' . f (Vx ) —>V” es una aplicacidn continua
£ (v )
. v
del espacio numerablemente compacto (F—l(\lx ), Tl . ) en
. -1, x
fFo(v™ )
]

(v> ,T'| . ) se tiene gue fl -1, x' . &s cerrada de

v Fo )

1
( f—l(\lx )s T ) en  (v* ,T'I L )e por la definicidn de
Y)

J
)
NKC-espacio (o IIl.1.21)

Asi, por V.5.22 de (18), f es una aplicacidn numerablemen

te propia de (x,T) en (x',T') ya que f es cerrada.

befinicidn 111.2,27

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y fix—>Xx' una

. . & . . . . ® .
aplicacion. Se dice que f es una aplicacion f-cuasi-numerable
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mente propia de (X,T) en (x',T7") si :

1. f es una aplicacidn continua de (X,T) en (X',T').

2, Para todo kt:x' subcon junto cerrado y numerablementes
compacto de (x',7') , F—l(K') es un subconjunto numerablemente
compacto de (X,T).

Proposiciénlll.2.30

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y fiX—s X' una
aplicacidén . Entonces se tiene:
Si f es cuasi-numerablemente propia, f es F-cuasi-numera-

blemente propia.

Proposicidn II11.2.31

sean (X,T) un espacio topoldgica, (X',T') un NKC-espacio
y f una aplicacidn de X en X'. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

a) f es una aplicacidn cuasi-numerablemente propia de (X,T)

'

en (x',7').

b) f es una aplicacidon F-cuasi-numerablemente propia de
(x,7) en (x',7%).

. P
Demostracion:

Es consecuencia de la proposicidn anterior y de la defini

cidén de NKC-espacio.

Corolario 111.2.,32

Sean (X,T) un espacio topoldgico , (X',T') un US-espacio
secuencial y f una aplicacidn de X en x'. Las siguientes afir
maciones son equivalentes:

a) f es una aplicacidn cuasi-numerablemente prdpia de (X,T)
en (Xx',T7').

b) f es una aplicacidén F~cuasi~numerablemente propia de

(x,7) en (x',7").
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Demostracidn:

Es consecuencia de la proposicién anterior y de I1I.1.21.

Corolario 111.2.33

sean (X,T) un espacib topoldgico, (X',T') un NKC-espacio
(en particular un US-espacio secuenc;al), localmente - numera-
blemente compacto y f:Xx— X' una aplicacidn. Las siguientes
afirmaciones son equivalentesf

A) f es numerablemente propia de (X,T) en (X',T').

B) f es cuasi-numerablemente propia de (X,T) en (X',7').

c) f és F-cuasi-numerablemente propia de (X,T) en (X', T').

. #
Oemostracion:

-£s consecuencia de 111.2.28 y 111.2.31.

T

Froposicidn I111.2.34

Sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos, (X,T) numerable
mente compacto y f:(X,T)— (X',T"') aplicacidn continua. Enton
ces f es F-cuasi-numerablemente propia.

.
Cemostraciaon:

Es consecuencia de que todo subconjunto cerrado en un es-

pacio tOpolégico numerablemente compacto es numerablemente com

pacto (I11.1.5). -

‘Definicidn 111.2.35

sean(X,T), (x',7') espacios topoldgicos y f una aplicacién
continua de (X,T) en (x',T'). Se dice que:

a) f es una aplicacién cuasi-proria si para cada K' compac
to en (x',7"), se verifica que f-l(K') es compacto en (X,7T).

b) f es una aplicacién F-cuasi-propia si para cada K' com

e -1,
pacto y cerrado en (X',T'), se verifica que f “(K') es compac

to en (X,T) .



Observacidn 1I11.2.36

a) Toda aplicacidn propia es cuasi-prOpia.( I11.4.58 ce(48)).

. < * . - . .
b) Toda aplicacicn cuasi-propia es F-cuasi-propia.

fronosicidn 111.2.37

~ . ’ .

sean (X,T), (x',T') espcacics topoldgicos con (X', T') sub-
secuencial y f une anlicacidn cuasi-prapia de (X,T) en (X' ,T').
Entonces f-es cuasi-numerablemente propia.

-,
[Jemostracion:

Sean K'(CC X' con K' rumerahlemente compacto en (x',T') vy

-1 .
i }neéz f (k') . Entonces { (x )}nCNC:K y por tarto existe
€ K r\Ang.[f(x ,}neﬁ . Como (x',T') es subsecuencial, existe

|
o
{xn }REN subsucesion de {xn}nem tal que {F<xﬂkﬁ.kéw CONVET~

{ U ' + ' !/ e e
ge a x_ en (x",T' ). Entonces {XO}LJ{f‘xnkz}kQN es uUn comia -

, "O7 hipftasis f-l( {xé}L}{F(x” }}kéw) = M,
k i

to en X ,T ). ks
es un compacto en (X,T) y por tanto existe xDQPMWAQIT{xnp}kER,

Caomo MC:f-l(K'} se tiene que anF-l(K‘) y es punto de

.2 -1
aclomeracion de {Xn}nér . Esto prueba que f ~(K') es numeranle
\

mente compacto.

Proposicidn I111.2.38

sean (x,T), (x',T"') espacics topolégicos con (x',T') subse -
cuencial y regular y f una aplicacién F-cuasi propia de (x,T)
en (x',T'). Entonces f es fF-cuasi-numerablemente propia.

- .
emostracion:

- L] ! . )
sean K'C x' ccn K' numerablemerte comracto v cerraco en

! , -1 W o 4 A -t .
,T7) oy {Xn}nehczf (x ). tatonces {f\xn)}DENC:h y nor tan-
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. P e ! ! n .‘ 'Pf
tc existe xOEK F\HC17|{ ’xn)}néh .

N ol 1 . .
Como (X ,T ) es subsecuencieal, existe {x subsuce -
noj kEN
k
iy ' v T
sion  se {x tal que {ffx \} converge a x_ en ( .
s n}néh ' A N k€1 9 0 (X0, Th)

. t \ . - . .
frntonces A = [xD}LJ{F(an)l keh} es un compacto en el espacio
recular (x',T7'). Asf{, & es un compacto en (x',7"') y ACk' .

. . . =1
For hipotesis, f “(A) = H es un ccmpacto en (X,T) v por

tapto existe x € Hr\A;lT{qu}kem .

0

Como HC:F-l(K’) se tiene cue x € F-l(K') y es puntc ae

., -1
aglomeracion de {xn}n€\ . bsteo grueba que f (k') es numers-
! ! N

mlemente compacto.

Observacidn 111.2.309

. . . . .. . .’
5e tiene la sicuiente relacior jara una aplicacion f ce

(x,T) en (xX',7T').

. . P . . .
Aplicacion nropia =3 fzlic. rumerabl. progpis

C
U + £sp. final
C

subsecuencial
Anlic. cuasi-prooia > fplic, cuasi-numer, rropia

+ ftspac, final
o capriifn-1 5}
& ,ub_ew% 1cizl A
y reqgular

tmlic., fF-cuasi--ronia > Aplic, F-cuasi-numer. cropi:
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Los ejemplos siguientes establecen la independencia entre

estos tipos de aplicaciones,

Yamos a establecer:

£J. < £j. 3 .
propia <===€;é=== cuasi-propia &—=%=—=—  F-cuasi-propia
Ej. 1 £Ej. 1 £j. 1
£i.2 £je3
numerablemente <==#£== cuasi-numerable- F-cuasi-numerable-"
propia mente propia mente propia

£jemplos II1I1.2,40

l.numerablemente propia =#=> F~-cuasi-propia

sean ([ a,{2),T ), espacio numerablemente compacto

[ a’Q)
del ejemplolll.2.13, (x',T') donde X' ={y} y f: [ a,0))— X':{y}

la aplicacidn definida por f(x) = y para todo xe[ a,{l).

fs evidente que f es numerablemente propia, (por tanto
cuasi-numerablmente propia y F-cuasi-numerablemente propia ),‘

pero f no es F-cuasi-propia (y por tanto no es cuasi-propia ni
propia). .
2. Lon este ejemplo vamos a probar que:
[cuasi-propia=#£> propia
icuasi-numerablemente propia=s4= numerablemente propia
(Vease 111.4.27 de (18) )
Sea el espacio topoldgico ( X ={a,b},TD) siendo T, la to-
poldgia discreta sobre X.

Formemos el conjunto XR, siendo R el conjunto de los nﬁmg

ros reales y consideremos la siguiente familia de subconjuntos

de

x":
f:{ TTh_|ACx; A X, ¥rew-1; 3CR, 23 numerable} .
reR r r r



‘Jg'es base de una topologia sobre XR,‘TQ$) que no es la
discreta, ya que R no es numerable. |
a) (XR,TL$)) es T,. Es evidente.
b) En (XR{Tﬁﬁ)) se verifica que MC:XR_es compacto si vy
solamente si M es finito (Vvease 111.4.27 de (18))

Se considera ahora el espacio topoldgico (XR,TD), donde TD

R'y 1a aplicacidn identidad

es la topologia discreta sobre X

R R
l RO

XK— X &
x

Entonces se tiene:

1) 1 es continua de (XH,TD) en (XR, Tﬂa )) e

XR .
R compacto en (XR T(F)) se sigue que l-l(K)=K
11) YkC x ’ xF

es compacto en (XR,TD).

As{ pues 1 R ©s cuasi-propia.
X

I11) 1
X

g No es cerrada, por consiguiente, 1 R DO es nume
X
rablemente propia y por tanto no es propia.

I1V) Para todo NC:XR, infinito y numerable se sigue que M

es cerrado y no compacto en (XR,T(53 )). Por tanto los dnicos
subconjuntos numerablemente cOmpactoé son los finitos. (Vease

g es cuasi-numerablemente propia.
X

3) Con este ejemplo se trata de poner de manifiesto que

111.4.27 de (48)). Asi 1

F-cuasi~-numerablemente prOpia?#>cuasi-numerablemente propia.

sea (R,T) donde R es el conjunto de los nimeros reales y

T = {(x,?-)] XER} .E1 dnico subconjunto numerablemente compac
o y cerrado en (R,T) es ¢ . Asi, la aplicacidn identidad

1 (R,Tu)——* (R,T) es F-cuasi-numerablemente propia. Sin

R:
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embargo no es cuasi-numerablemente propia ya que [ 0,+ ) es com

pacto en (R,T)(y por tanto numerablemente compacto) vy

l;l([ 0,=)) = [0, ) no es numerablemente compacto en (R,TU).

Este mismo ejemplo prueba que F-cuasi-prepia no implica

cuasi-propia,

Pr0posic16n 111.2.41

a) Si {(Xi,Ti)}iEI es una familia no vacia de espacios to-
poldgicos no vacios tal gue T (xi,Ti) es localmente numerable
i€l
compacto, se verifica que

1@ (xi’Ti> es localmente numerablemente compacto para to=-

do i€TI. . ‘ ‘ _
29 Existe fC 1, finito, tal que (Xi’Ti) es numerablemen=-

te compacto para todo i€l=~f,

b) Si an’Tn)}neN es una familia numerable de espacios
subsecuenciales no vacios, localmente numerablemente compactns
y tal que existe ©nCn, finito, cusnpliendo que (Xp,Tp) es nume-
rablemente compacto para todo peN - M, se verifica que

TT (xn’Tn) es localmente numerahblemente compacto.
neN

. . 2
Cemostracion:

a):
19, E£s consecuencia de 111.2.15.

29, Sea x€ []X. . Por ser T7T (X.,T.) localmente nume
ier * ier 0t -

. X
rablemente compacto, existe Y~ entorno numerablemente compacto

de x en TT'(Xi,Ti). fsf, existe FC1, finito, tal que
iel

pi(Ux) = X, ¢ara todo i¢l - F. Por tanto, por III.1.11, (Xi,Ti)

es numerablemente compacto para tode i€I=-F .

eTj.Xn y VX un entorno de x en
nei

=
b) Sean x ‘xn>n€N
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T_T(Xn,Tn). se tiene que VX DTT v " tal que existe HC ,
neN neN
X .
finito, con V Iz X. para todo  jEéN -H. Para nen-(HUM), sea

)

X ) X.

o= xn y para todo i€ H{UJM, sea U 1 un entorno numerablemen
: , X,
te compacto de. x,; en (xi,T;) contenico en V ' ., Por 1.1.24 vy
111.1.27(b), W o= T " es un entorro numerablemente compacto
nefy '

de x en Tji(xn,Tn) contenido en v . As{ pues TT (X ,T. ) es
n€ N ‘ ney 0

localmente numerablemente compacto.

Corolario 111.2.42

{
Sea “Xn’Tn)}néN una familia numerable de espacios subse-

cuenciales y tal que existe FC:I, finito, verificando que pa-
ra todo i€I-F , (Xi’T‘> es numerablemente compacto. Entonces
se tiene:

TT'(Xn,Tn) es localmente numerablemente compacto si y sola
nen

mente si (xn’Tn) es localmente numerablemente compacto para to-

do nenN.

Ejemplo I111.2,43

Sea R el conjunto de los ndmeros reales, Tu lé topoldgia
usual en R y Z el conjunto de los nimeros enteros. (R,Tu) es
localmente numerablemente compacto. Se consideraiel espacio to
poldgico cociente (K/Z,T /Z) resultante de identificar en R
el Eonjunto Z a un solc runto. Es evidente que (R/Z,TU/Z) no
es localmente numerablemente compacto.

El ejemzlo anterior,zone. ce manifiesto que en cencral, el

irnte de ur gs-zcio LD;GlégiCO lcralmente numerabiementé

~ompecto, no es lccalmente numerablemente compacto.
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Proposicién 111.7.44

ea { R I }. s : . :
3 (xl’ 1) i€l uvra famrmilia de espacins tepoldoicos . Las
sicuiertes afirmaciones sor. eyuivalertes:

a) Z:(X.,Ti) es localmente nurerablemente compactc.
i€l ’ ‘

b) (Xi,T.) es localmente numerablemente comcacto para to-

1

o 1€]

- . P
Lemostracion:

£s consecuencia oe que para toogo jel, X. x{j} es abierto

broposicidn 111.2.45

sea (X,T) un espacio togeldoicn localmente numerablements
rompacto. Entonces, si (X,T) es un NKC—espaciov(En particular,
si (X,T) es un US-espacio secuencial), se verifica cue (Xx,T)
es regular (En particular,‘Ts).

4
Temostracion:

X . N . . X
Sean x€X y V° un entorno ce x. Por hipotesis, existe L7,

' X X
erntorno numerablerente compacto de x en (X,T) con WC V™ . Comeo

’
1

: . x . X X
x,T) es un NKLC-espacion, W es cerragdo. As (x,T) es regular.

{Ls-espacioc secuercial implica NKC-espacio T, ) .



CAPITULL 1V

ESPACIOS SECUENCIALMENTE COFMPACTOS Y LOCALMENTE SECUENCIAL~

MENTE COMPACTOS.

$1. ESPACIOS SECUENCIALMENTE COMPACTOS

’ 4 .
En este parrafo, se exponen los resultados mas conocidos
de los espacios secuencialmente compactos y se generalizan al-
gunos de elloes.

Uefinicidn IV.1.1

. (4 . . .
Un espacio topologico (X,T), se dice gque es secuencialmen
. .’ ) . .
te compacto, si toda sucesidn en X tiene una subsucesidn conver
gente en (X,T).

Proposicidn IV.1.2

sea (X,T) un espacio topoldgico . Las siguientes afirmacio
nes son equivalentes:
a) (X,T) es secuencialmente compacto.
b) Para todo filtro en X, 9V, de rango menpor o igual aque
}§o’ existe un filtro en x,jf' ,tal que\7dC:5f/‘, el rango de
I 'es menor o igual gue }QO y LimTﬁf/'# g .

Ubservacidn IV.1.3

a) Si (X,T) es secuencialmente compacto, (X,T) es numera-

blemente compacto.

b) si (X,T) es numerablemente compacto y cumple el I.A.N. ,
(X,T) es secuencialmente compacto.

c) 5i (X,T) es compzcto v curple el T.A.h,, (X,T) es secu =-

encialmente compacto.
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d) Existen ejemplos que ponen de manifiesto la indepen -
dencia de los axiomas secuencialmente compacto y compacto. (Vea-
se , (23)).

Definicidn IV.1l.4

sean (X,T) un espacio topoldgico y M un subconjunto de X.
Se dice que M es secuencialmente compacto en (X,T) si (N’T'M)
es un espacio secuencialmente compacto.

Proposicidn IV.1.5

Sean (X,T) un espacio tOpolégico,,M un subconjunto de X y
P un subconjunto de M. Entonces P es secuencialmente compacto
en (M, T|N) si y solamente si P es secuencialmente compacto en
(Xy3T) &

Proposicidn IV.1.6

Sea (X,T) un espacio topoldgico secuencialmente compacto
y C un subconjunto cerrado .Entonces, C es secuencialmente com
pacto en (X,T).

Observacidn IV.1.7

Existen ejemplos de subconjuntos secuencialmente compactos
de un espacio T,, que no son cerrados (Vease, (23)) .

Proposicién IV.1.8

Sea (X,T) un espacio topoldgico T, cumpliendo el I.A.N..
Entonces, todo subconjunto secuencialmente compacto de (X,T) es
cerrado en (X,T).

Froposicidn IV.1.9

sea (X,T) un espacio topoldgico vy {Mi}iél una familia fini
ta de subconjuntos secuencialmente compactos de (X,T). Enton-
ces, U M. es secuencialmente compacto.

ieI'
(bservacion IV.l.1l0

La adherencia de un subcor junto secuencialemente compacto

no es secuencialmente compacto, (Vease, (23)), en general,.
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Proposicién IVel.11

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos, f una aplicacidn
continuade (X,T) en (X',T') y’m un subconjunto secuencialmente
compacto.de (X,T). Entonces ,f(M) es secuencialmente ccmpacto
en (x',7') (Asi pues el axioma secuencialmente compacto es una

oropiedad topoldgica).

Proposicion IV.1.12

Séa (x,T) un espacio topoldgico secuencialmente compacto,
(x",T') un espacio T, cumpliendo el I.A.N y f una aplicaciﬁn
continua de (x,T) en (X',T'). Entonces, f es cerrada de (X,T)
en (X',T').

Corolario IV.1.,13

sea (X,T) un espacio topoldgico secuencialmente compacto,
(x',T'") un espacio T, cumpliendo el T.A.N. y fiXx—> X' una a-
plicacidn biyectiva. Entonces, f es un homeomorfismo de (X,T)
en (X',T') si y solamente si f es una aplicacidn continua de
(x,T) en (x',7').

Proposicidn IV.1.14

sean (X,T), (X',T') espacios topoldgicas con (X,T) I.A.N.
y f una aplicacidén propia de (X,T) en (X',T'). Entonces, para
todo subconjunto secuencialmente combacto, K', de (x',T') se
verifica que f—l(K') es secuencialmente compacto en (X,T).

Proposicidn IV.l.15

a) si {(Xi,Ti)}iEI es una familia no vacia de espacios to

poldgicos no vacios tal que Tj.(xi’Ti) es secuencialmente com

iel :
pacto, se verifica que (xi’Ti) es secuencialmente compacto para
todo i€],

b) E1 reciproco de (a) noc es cierto en general.



c) Sea {(xi’Ti)}iEI una familia de espacios topoldgicos no

vacios tal que card(l) < >§o” Entonces: T_T(Xi,Ti) es secuen-
iel

cialmente compacto si y solamente si (xi,Ti).es secuencialmeote
compacto para todo i€l. |

d) si (X,T) es secuencialmente compacto y (X',T') es nu-
merablemente compactb, se verifica que (X,T)x(X',T') es nume-
rablemente compacto.

Proposicidn IV.1.16

sea (X,T) un espacio topolGgico y R una relacién de equiva
lecia en X. Entonces, si existe un subbonjunto,m, secuencialmen
te compacto en (X,T) tal gue R[MJ= X, se verifica que (X/H,T/R)
es secuenc;almente compacto (Por tanto, el cociente de un espa

cio secuencialmente compacto es secuencialmente compacto).

Proposicién IVelel?
Sea {(Xi’Ti)}iEI una familia de espacios topologicos no
vacios. Las siguientes afirmaciones son egquivalentes:

a) 3 (xi’Ti) es secuencialmente compacto.
i€l

b) I es un conjunto finito y (Xi’Ti) es secuencialmente

compacto, para todo i€l.

Las siguientes proposiciones generalizan alqgunos resulta-

dos anteriores:

Proposicién IV.1.,18 (Comparese con IV.1.3(b))

Sea (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto
y subsecuencial. Entences, (X,T) es secuencialmente compacto.

. @
Demostracion;:

Sea {Xn}nEN una sucesidn en X. Como (X,T) es numerablemen
. [ 4 .
te compacto, existe xOGAQlT{xn}nEN . Asl existe {xn) KE N tal

4
- que {xnk}kGN converge a x_ en {(XyT)a
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Proposicidn 1V.1.19 (16)

sea (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto,

T2 y secuencial, Entonces (X,T) es secuencialmente compacto.

La prOposicién Iv.1.8, se puéde expresar de la siguiente
forma:

“ Todo espacio topoldgico T, cumpliendo el I.A.N., es un
"SKC-espaciot, | |

Teniendo en cuenta los resultados establecidos en el p5-
rrafo 1 del Capftulo Il , se tiene:

Proposicidén IV.1.20 (Comparese con IV.1.8)

Sea (X,T) un US-espacio secuencial. Entonces (X,T) es un
SKC=-espacio,

Proposicidn IV.1,21

Sea (X,T) un US-espacio secuencial y {Mi}iél una familia

de subconjuntos secuencialmente compactos de (X,T). Entonces

M M. 8s secuencialmente compacto.
ie1 +
.« ®
Demostracion:

Basta tener en cuenta, por IV.l1.20, que la interseccidn
es un cerrado en (Mi 2 T M ) ioel . Asf MM, es secuencial-
o i ' iel
o]
mente compacto.

Proposicidn IV.1.22

Sea (X,T) un espacio topoldgico y M un subconjunto secuen
cialmente compacto. Entonces:

a) si (X,T) es un US-espacio secuencial, se verifica que

M es secuencialmente compacto.
b) si (X,T) es regular y de Frechet, se verifica gue
es secuencialmente compacto.

.« &
UCemostracion:

a) Es consecuencia de IV.l.20.
T - ; - n .
b) Sea {xn}nethb M. Para cada neN existe {yk}k€NC:m tal
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‘que X ELim{y:}kEN . Como M es secuencialmente compacto, existe
n .

n .
zneAng {yk}kGN con znem.

pd
. n . , ,
Se verifica que todo entorno V contiene ‘a xn.En efecto;

z : Zn
Si UtW;éxn, como (X,T) es reqular, existel tal que

2

P4 2
n

2 .
zné w"Cuc v ™. por tanto X - es un entorno abierto

n _ .
de xn. Como {yk}keh converge a x _, existe kOEN tal que

—

4

yE € x -y " para todo keépN con k =2 ko , lo cual contradice que

. . n
z, es punto de aglomeracion de {yk}kem .

se considera la sucesidn {zn}nQNCfM . Como M es secuencial

mente compacto, existe {zn } , subsucesion de {Zn}new que

peEN

converge a8 un punto zeM.
Sea V® un entorno abierto de z en (X,T). Se tiene que exis

te poéN tal que para todo p 2 Po? zne vé. asf por lo anterior,
p

n

X €VZ para todo p 2 p_. Por tanto, {x } ~ converge a z,
5 o] np peEN

Froposicidn IV.1.23 ( Comparese con IV.1.12)

sea (X,T) un espacio topoldgico secuencialmente'compacto,
(x'",7') un SKC-espacio(En particulaf,un US-espacio secuencial)
y f una aplicacidn continua de (X,T) en (X’,T').Entonces f es
una aplicacidn cerrada de (X,T) en (X',T').

R 4
Demostracion:

‘Sea C un conjuntc cerrado en (X,T). Se tiene que ( es secuen
cialmente compactc y por tanto, f(C) es secuencialmente compeacto.
As{, por la definicidn de SkC~espacio (o por 1V.l.20), f(C) €s
cerrado. |

Corolario IV.1l.24( Comparese con IV.1.13)

Sea (X,T) un espacio topblégico secuencialmente cumpacto,
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(x',T') un SKC- espacio { En particular,un US- espacio
secuencial ) y f3 X —>= X' una aplicacidn biyectiva.
Entonces f es un homeomorfismo de (X,T) en (X',T') si vy
solamente si f es una aplicacidn continua de (X,T) en (X',T').

. ®
Demostracion:

. . ’ . .
Es consecuencia de que , en las hipotesis del corolario,
si f es continua, es cerrada.

Proposicidn IV.1.25( Comparese con IV.l.14)

sean (X,T), (x',T") esbaciOS tcpoldgices cen (X,T) subse-
cuencial y f wuna aplicacidn propia de (X,T) en (X',T'). En;
tonces, para todo subconjunto secuencialmente compacto K' de
(x',T') se tiene que f-l(K') es secuencialmente compacto en
(X 7 ).

. P
Demostracion:

Por 11I.1.14, f-l(K') es numerablemente compacto en (X,T).

Ast (F-l(K'),T ) es subsecuencial (I.1.24) y numerable

Fhkn)
mente compacto . Por tanto, por IV.l.18, f-l(K') es secuencial
mente compacto.

Proposicién IV.1.26( Comparese con IV.1l.15(c))

Sea {(xi’Ti)}iGI una familia de espacios topologicos secuen

" cialmente compactos tal que card(l) £ 2 0 . }¢l . Entonces

TT'(xi,Ti) es numerablemerte compacto. (29)
i€1]

Proposicidn IV.1.27

Sea (X,T) un espacio topoldgico secuencialmente compacto vy
verificando el axioma £,. Entonces (X,T) cumple el I.A.N., vy
por tanto es reqular.

. P
emostracion:

~

Es consecuencia de 111.1.%3.
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Froposicidn IV.1.28

sean (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto
y {xn}neN una sucesidn con un ndmero finito de puntos de aglo-

. P . 13
meracion en (X,T). Entonces {xn}n€N tiene una subsucesidn con
\ -

vergente en (X,T) .(Por tanto, un espacio numerablemente compac
> . . ®
to y no secuencialmente compacto, contiene una sucesion {xn}nem
. 2 . . . .
tal que toda subsucesion suya tiene infinitcs puntos de aclome-
..
racion).

. P
Demostracion:

- .’ ’ . .
Sea {xn}neN una sucesion con up numero finito de puntos de
. ® | .
aglomeracion yl,...yp. Supongamos que {xn}neN no contiene sub-

sucesiones convergentes., Entonces: y
. 1
omo N0 converge a existe un entorno /

« P
una subsucesion {x }
k

: R4
tal que x_ gV s para todo k.€N.
n 1
L Kq€EN ke

Como (X,T) es numerablemente compacto, {xn
k

} tiene
1 kl€N

. ® .
un punto de aglomeracion cue necesariamente odebe ser alzunc de

los Ygs+e-Y,+ Supongamos gue este punto de aglomeracidn es Yoo

Y
Por el mismo razonamiento anterior, existen V 2 Y 4%
kl k2€N
k

2

tales que X %ﬁ v 2 | para todo k,€N. Como (X,T) es numera-
k
lk

2
blemente compacto, {x tiene un punto de aglomeracidn
n
k k EN
lk 2
2

que necesariamente c¢ebe ser algquno de los y3,..,yp.
Razonando por induccidn, se obtienen un abierto A de (X,T)

tal QUE Y,,....,Y €A y ura subsucesidn |x ge
1 P " k €f
1 | kK €n
.k F
P
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{xn}nem tal?S que X §é A para todo kdEN . Esto es una

kl-

"k
p
. . 2 ’ . . N
contradiccidn ya gue esta (ltima subsucesidn debe tener un pun-

to de aglomeracién, que deberia ser alguno de los yl,...yp .

&.2 ESPACIOS LOCALMENTE SECUENCIALMENTE COMBACTOS

En este parrafo, se estudian los espacios localmente secu

encialmente compactos y las aplicaciones secuencialmente gropias.

Gefinicidn IV.2.1

Sea (X,T) un espacio toroldgico. Se dice que (X,T) es un
espacio localmente secuencialmente compacto, si para todo xé€X,
existe CV%X), base de entornos de x en (X,T7), tal que para.todo
vie qr(x) ,Y(VX,TI x) es secuencialﬁente compacto.

Veamos con unvejemplo, que en gengral, no existe ninguna
relacidon entre los axiomas'localmentevsecbencialmente compacto
y secuencialmente compacto.

Ejemplo 1V.2.2

a) Sea X un conjunto infinito y T la topologia discreta
en X. Entonces (X,T) es localmerte secuencialmente compacto y

no es secuencialmente comsacto,

b) Sea X = CLJIJ?} y T = TUiQL){x}. Se tiene que (Xx,T)
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es secuencialmente compacto y no es localmente secuencialmente
camnactao,

c) Todo espacic localmente secuencialmente éompacto es
localmente numerablemente compacto.

d) Existen espacics localmente numerablemente campactos

que rno son leccalmertr secuencialmente compactos. (Por ejemplo

' N
Proocsicion 1V.2,3

Ssea (X,T) un espacio regular., Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) (X,T) es localmente secuencialmente compacto.

b) Para todo x€X, existe UXE_ﬁ(x), secuencialmente compac
to en (X,T).(jg(x) sistemade entornos de x en (X,T)).

c) Para todo xeX, existe L T tal que UY es secuencial-

mente compacto.

. »
Demostraciocnr:

a)==>b):
Es evidente,
b)==>c):
Sea x€X ., Por hipdtesis, existe v secuencialménte compac

to en (X,T). Como (X,T) es reoular, existe U’€T tal que U C v*.
Como V™ es secuencialmente compacto vy ™ es un cerrado, ﬁor

IV.1l.6, U* es secuencialmente compacto,
c)=>a):

Sea x€X vy v* un entorno de x. Por hipétesis, existe UTe T

X . ]
tal que U” es secuencialmente compacto. Como (X,T) es regular,

existe W CVMIUCuL® . ss! " es un entorno de x en (X,T)
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. X - ’ X .
contenido en V°, Como ademas U es un cerrado contenido en

X . - TX . L
U™ secuencialmente compacto, U es secuencialmente compacto.

Por tanto (X,T) es localmente secuencialmente compacto.
[ ]

Corolario IV.2.4

Todc espacio secuencialmente compacto y regular, es loocal
mente secuencialmente compacto.

. . 2 ~
Proposicion IV.2.5

sea (X,T) un espacin tcpoldgico E, tal que para todo xé€<,

. X_ o P X R 4
existe V€T verificando que V es secuencialmente compacto.

Entonces (X,T) es localmente secuencialmente compacto.

. P
bemostracion:

Como (X,T) es E, y este axioma es hereditarioc, se tiene

1
gue (UX,T'_i) es regular (Iv.1.27). Por tanto (X,T) es regular.
'} .

as{, por 1v.2.3, (X,T) es localmerte secuencialmente compacto.

Corolario IV.2.6

Sea (X,T) un espacio topolégico El y secuencialmente com-
racto. Entonces (X,T) es localmente secuencialmente compacto.

Proposicifn IV.2.7

Sean (X,T) un espacio secuencial y £y (En particular T. vy

N

T.Aote,(111.1.29)).Las siguientes afirmaciones son eguivalentes:
a) (X,T) es localmente secuencialmente compacto.
b)bpara todo xeX,existe e secueﬁciélmente compacto,
c) Para todo x€X,existe u e T tal dqe B‘ es secuencialmen-
te compacto. |

. P
Demostracion: 0

a)=>b):
Es trivial.

B)=—>c):
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Para todo x€X, existe Ux secuencialmente compacto. Por
111.1.29(a), (x,T) es un US~-espacio . As{ por 1V.1.20, V* es ce-

rrado, For tanto, si UXQT es tal que UXC:Ux , se verifica que

uXC X = v y por tanto U es secuencialmente compacto.
c)==>3a):
Es consecuencia de IV.2.5.

Definicidn IV.Z.8

sea (X,T) un espacio topoldgico y MCX. Se dice que M es
un subconjunto localmente secuencialmente compacto de (X,T) si’

(M,le) es un espacio localmente secuencialmente compacto.
H

Veamos con un ejemplo que el axioma localmente secuercial

mente compacto no es una propiedad hereditaria.

- Ejemplo 1V.2.9
(R,Tu) es localmente compacto. Como es I.A.N.,
se verifica que es localmente secuencialmehte‘compacto. Sin

embarqgo, (Q,Tu ) no es localmente secuencialmente compacto.

Q

Proposicidn IV.Z.10

Sea (X,T) un espacio topoldgico localmente secuencialmente
compacto. Entonces se tiene: |

a) Todo CeT es localmente secuencialmente compacto en(X,T).

b) Todo cerrado, C, es lncalmente secuencialmente compac-v
to en (X,T). |

~ . ?
Cemostracion:

a) Sea x€G y V° un entorno de x en (G,T'G). Entonces Y™ es
un entorno de x en (X,T). Como por hipdtesis (X,T7) es localmen-
te secuencialmente compacto, existe w”* entorno secuencialmentev
compacto de x, tal gue UXC:UX. por tanto»(G,TlG) es localﬁente

secuencialmente comgacto en (X,T).
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b) sea x€C y V™ ,un entcrno de x en (C,TIC). Entonces exis-
“te W', entorno de x en (X,T) tal oue v o= cNy” . Como por hif®
tesis (X,T) es localmente secuencialmente compacto, existe UX
entorne secuencialmente compacto de x, tal que UXCUx . Por
otra parte, por Iv.l.6, TR es un entorno secuencialmente
compacto de x en (C;Tlc) contenido er V>, Pér tanto C es local
. mente secuencialmente compacto., |

Proposicién IV.2.11

Sea (X,T) un US-espacio secuencial.Entonces la intersec -
cidn finita de subconjuntos localmente secuencialmente compactos
en (Xx,T), es localmente secuencialmerte compacto en (X,T).

.. Y 4
Demostracion:

3 N . ®
Es suficiente hacer la demostracicn en el caso de dos sub-
conjuntos localmente secuencialmente compactos.

Sean ml y Nz subcon juntos .localmente secuencialmente com-

pactos en (X,T), x€r, (M, y v ertorno de x en (M,(\M,,T ).
1 2 1 2 )
_ MM M,

Entonces, existe VX entorno de x en (M,,T ) y existe X ’
. 1 1" my 2

entorno de x en (ﬁz;T'M ) tales que v o= U;F\(leﬁmz) y
Vi
. X ,
Vo o= v2m(mlmm2).
Por hipGtesis, por ser (P’li,TI[vi ) localmente secuencialmen
‘1

. . . X .
te compacto, para i = 1,2, existen ul s, entorno secuencialmente

compacto de x en (Ml,Tlm )y u;, entorno secuencialmente com
: 1

x X x x
pacto de x en (mz,T|ﬁ2) tales que UlC:Ul y LJZCV2 .

Como (X,T) es US-espacio 59cuencial,»por Iv.1.21, uIr\u; es

secuencialmente compacto. Ademds UT(\u; = (UI(\le\N?)(\

ifw(ungleWNz), implica que u?f\u; es un entorno de x en
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. . ) x
(le]mz, T|M1F\N2) contenido en V", For tanto (Nlr\mz,T er\mz)

es localmente secuencialmente compacto.

Prooosicién IVe2.12

Sea (X,T) un US-espacio secuencial. Entonces se tiene:

a) Si MCX es localmente secuencialmente compacto en (X,T),
se verifica que M es intergeccién de un abierto'y un cerrado de
(X, 7).

b) S5i (X,T) es localmente secuencialmente compacto y MC X
es interseccidn de un abierto y un cerrado de (X,T), se verifi-
ca gque M es 1océlmente secuencialmente compacto.

Demostracidng

Andloga a la realizada en 111.2.12, sustituyendo las refe
rencias IIT.1.21 por IV.1.20 y la I1I.2.10 y 111.2.11 por las

IV.2.10 vy IV.2.11 respectivamente.

£l ejemplo I11.2.13, pruéba que lal:ondicic'm'"secuencirzzl.'l
impuesta al espacio (x,T) en el apartado (a) de la proposicion
anterior, es esencial.

Veamos con un ejemplo que, en general, la imagen FOr una
aplicacidn continua de un espacio localmente secuencialmente
compacto no es localmente secuencialmente @ompacto.

£ jemplo I1V.2,13

Sea Q@ el conjunto de los nimeros racionales, T la topold-
oia discreta en § y T'= TU . Entonces:

(Q,T) es localmente seguencialmente campacto, lU la aplicgc
cién identidad en U, es una aplicacidn continua de (i,T) en

(G,T7'") y (Q,7') no es localmente secuercialmerte compacta.

Proggsicién IV.2.14

sea (X,T) un espacio topoldgico localmente secuencialmente
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compacto, (Xx',T') un espacio topoldgico y f una aplicacién con
tinua ,abierta y suprayectiva de (X,T) en (X',T‘).iEntonces
(x',7') es localmente secuencialmente compacto. (La secuenciai
compacidad local, es unha prOpiedéd topoldgica).

Demostracidn:

' .
sea x'€Xx y V¥ un entorno de x' en (X' ,T') . Como f es su=

prayectiva y continua, existen xé€X y v tales que f(x) = x' y°
F(UX)C:VX' . Como por hipéfesis'(x,T) es localmente secuencial
mente combacto, exi;te Ve secuencialmente compacto con UXCZVXI.
Como f es continua y abierta, por IV.l.1l1, F(u*) es un entorno
secuencialmente compacto de x' contenido en V*' . Aéi, (x',1")

es localmente secuencialmente compacto.

Proposicién IV.2.15

sea (X,T) un espacio tdpolégico Tz y tal que para todo ce
rradb, Cy, v secuencialmente compactq, existen GET vy C' cerrado
y secuencialmente compacto cumpliendo que CCGCC' .Entonces
(X,T) es localmente secuencialmente compacto.

. P
Demeostracion:

Sea x€X. Como {x} es cerrada y secuencialmente compacto,
existen GeT y C' cerrado vy secuencialmente compatto cumplien-
do que {x}C GCC' . Por ser (X,T) T, es regular y por tanto e-
xiste una base de entornos cerrados contenidos en G que es se-
cuencialmente compacta; ( es decir,vcada elemento es secuencial
mente compacto), ya gque estan contenidos en el espacio (C',TIC.)
secuencialmente compacto. Por tanto (X,T) es localmente secuen-
cialmente compacto.

£l siguiente ejemplo rone de manifiesto, que existe un es-
pacio topolégico T3a,lccalmente secuencialmente compacto, para

el cual existe un cerrado secuencialmente compacto, C, tal que
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no existen GET vy C' cerrado secuencialmente compacto de modo que
se verifique que CCGCC' .

f emplo IV.,2,.16

Se considera el espacio topoldgico ([ a,{2],7T) de 111.7.13.
Veamos que es secuencialmente compacto.

Sea txn}néN una sucesidn en [ a,{2]. si existe PCN, P in
finite tal gque «x =) ~ara togo n€F, es evidente que.{x }

n nl NEeR

contiene una subsucesidn gue converge al) « Supongamos por tan
to cue {xn}néNCi.a,fl). Sea W ={ xel 2,02)] IPCn infinito con
xneﬂa,x] para todo nep} . Se tiene que M # # . En efecto;

Como fa,xn] es numerable para todo nenN y[ é,f)) no es nu
merable, existe foa,f)) tal gue X € x para todo PEN. AsiT
x€M. Sea xd el primer elemento de M. Entonces existe POC:N,in—
finito, tal que xnd:a,xoj para tooo nEPO . Por tanto, existe

. . 4 . ’ .
una subsucesion de {x cuya imagen esta contenida en fa,xoj.

n}nEN
Pocr otra parte, para todo XGEa,xO) se tiene que lnEN]an[a,x]}

. . ’ s 2 .
es finito, asi1 la subsucesion anterior ccnverge a Xoe

Por tanto (.Ea,flj,T) es secuencialmente compacto.

)
Ta,00)

Esta demostracidn prueba gue el abierto ( [a,f)),T

gs secuencialmente compacto.

Se considera A =| xé[a,fl]'fa,x] es numerable} . Como aeh,

existew primer elementc ce A. Como _a,w]es un cerrado de

( [a,02],T), se tiene que ([ é,uJ],Tl_ ) es secuencialmente
) L'ayw] ‘
compacto.
Sin embaroo ( fa,u>),T!P ' no es secuencialmente com
iLa,w) -

racto. En efectc:

_ . .’
5e considera la sucesion gxn} gefiniga por Xy = a,

nenN

X, igual al primer elermento del con_junto no vaciu{ x&ia,fl)lx)wﬁ,
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yeees Y igual =1 ~“rimer eleme~’c u2l cnpjunto no vacio
{ - ' .’

| xefa,u))l X =X } . btvidentemznte esta sucesion {x } re
1 ; n-1 nf nen

. . .’ : - r
tiene ringuna subsucesidn convergente en L a,w ), por la ccns-

.4 '

truccion de W,

como (La,007,7) v (fa,w],T ) son espacios secien-

rialmente compactos, el esracio procducto

h—g
4
—~

:
4%
o)
N
.
_._i
\,

r
i

(X,Tp) = ([ a’w]iTi-
. a,w ]

. X r .
es secuencialmente comcacto. Ademas, este espaclio es Ta nGr o ser
compacto vy TZ'

Se considera el espacic topoldcico T3a "Placa de Tychonoff®

(x',Tl)’ donde x' = [a,w]lx [a,02]- {(Cn,fl)} y 1" = T,

Q 4 o(w,Q2)

at . “w
Se tiene aque (X' ,T') no es secuencialmente compacto, ya
.d( : "' . . ro,. )
gue si 1xn neN es la sucesion ccnstruica anteriarmente en _&,W
AY : . B
S, O) . . . -
la sucesidn (xn, M nen MO tiene ninguna subsucesion corver-
! !
cente en (X ,T').
‘. ’ . .
£l espacio tosoldgico (x',T') es localmente secuerncialmen
te compacto, ya cue cOmC (X,Tp) es T,, caoga punto de (x',7')
tiene una base de entornos cerrados en (X,Tp) y Y pOr tantn,
secuencialmente compactos.
Supongamecs que para tocdo cerraco y secuencialmente ccmgac

ta en (X',T') , C, existen (€T y (' cerrauo y secuencialmerte

compacto de (x',T') ae moao fua CCoCcC' .
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Se considera el subconjunto cerrado y secuen?cialmenté com
pacto C = iw}x[ a,{2) en (x',T'). Entonces existen GleT' y

'Cl' cerrado secuencialmente compacto en (X ,T ) cumpliendo 1la

condicidn de que CCGlC Cl' .
. ‘

Se verifica que existe xle[a,w) tal que (xl,Q)é cy

£En efecto:

5i c'lﬂ([a,w? JQY) = ¢, se tiene que %' - ¢, - c

es un abierto que contiene a [a,w) x{ﬂ} y GlmG'l = ¢4 . Co-

-mo [;'l es abierto, para cada (x,{)) con x€[a,w ), existen entor

0 tales gus Ux X V‘O‘

. x
nos abiertos V',:V x

CG'l . Entonces

X

vﬂj{ y lﬂé y>1x con Txﬁ[a,ﬂ)} .

Por la construccidn de {)se tiene que {Y'Q>Y'> 'fx}?‘ .

Sea yx€{ y|ﬂ>y >fx} . Como [ a,w) es numerable, el conjun
to {yxl xefa,u&)} es numerable. Como [é,Q) es no numerable,

existe yot'e[a,Q) tal que y_ >y  para todo x€[ a,w ). Se

_ . y
w
tiene que (w ,yo) €CCGy . Por tanto, existen v, V ° entor-

. w Yo
nos abiertos tales que V x V CGl‘

Por la construccidn de w,existe xoé'[ a,w)ﬂvw . Se veri
. - ' . .
fica que (xo,yD)GGl y (xo,yd)écl (yo> Y, implica que

0
XD B .
(xgsy YE{ (xgay)| QL2 > Yk con Txgi a.Q)}CV'xV?OC G,). Es-

'to contradice que G,NG,y = g . Asi, existe x € [—a;@) tal que

»(xl,ﬂ)GC'l .

1

Sea x el primer elemento de [e,w ) tal cue xy>x,. Se

considera el conjunto cerrado y secuencialmente compacto

c, = Cy -La,x}) x[ a,Q]. se tiene que €5 D6, ([xpw] x 2,072

JCy .
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Per un razonamiento andlogo al anterior, existe x2£[a,w )
. ' 1 1 A

tal que (xz,f))ECQC:Cl y  Xg >xp .
As{ por induccidn se llega a que Cl coﬁtiene a una suce
>xn para todo neN; lo cual

sicn [(xn,f))}neN tal que X0+l

contradice que Ci es secuencialmente compacto y cerrado.

as{ pues, este espacio tbpolégido (x',T{), localmente se-
cuencialmente bompacto y T3' es tal que en el existe un cerra-
do C secuencialmente compacto para el cual no existe un ce -
rrado y secuencialmente compacto c' y un abierto G€T cumplien

do que CCG C.C' .

7 ’—“—Héétémaiémd'ejemplo ﬁrueba que existen—ESpacias Tsa (XST?
localmente numerablemente compactos, para los cuales existse un
cerrato numerablemente compacto,C, tal que no existen GeéT y C'
cerrado numerablemente compacto de modo que se verifique CcCgC (' .
Definicidn 1v.2.17

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y f:X—= X' una a-

plicacidn. Se dice gque f es secuencialmente propia si:
1. f es una aplicacidn continua de (X,T) en (X',T').
2. f es una aplicacién cerrada de (X,T) en (X',T').
3. Para todo x'ex' , f—l(x') es secuencialmente compacto
en (X,T). |
ObservacidnlVv.2.18

. .y . : . . ’
~Toda aplicacion secuencialmente propia es numerablemente propia,
Veamos con un ejemplo, que existen aplicaciones numerable-

mente propias que no son secuencialmente propias

£jemplo IV.2.19

La aplicacidn f:(”G,17] ,TU‘ )R————a (Xx,T) donde
(o,1]

X es un conjunto con un dnico elemento, es numerablemente pro-
‘pia y no es secuencialmente propia (Vease IV.2.21)

‘Proposicién 1V.2,20
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 Proposicidn IV.2,20

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y fiX—» x' una
aplicacién_. Entonces sé_tiene:

1) Si f es una aplicaciGn numerablemente propia de (X,T)‘
en (x',T') y (Xx,T) es subsecuencial, f es una aplicacidn secuen
cialmente propia de (x,T) en (x',7'). (En particular, toda apli
cacién propia de un espacio topoldgico subsecuencial en un es=-
pacio topoldgico arbitrario, es secuencialmente sropia).

"II) si f es una aplicacidn secuencialmente prdpia de (X,f)
en (x',7'), f en genéral, 66 es una aplicacidn propia de (X,T)
en (X',T'). |

..l
Demostracion:

1) Es consecuencia de a) y b) de.111.4.42 de (18) vy ce

' que todo subconjunto numerablemente compacto y subsecuencial

es secuencialmente compacto (I1v.l1l.18).

11) E1 espacio topoldgico ([ a,Q),T - | ) de 111.2.13
_a,

es secuencialmente compacto.

Se consideran los espacios topoldgicos ([ a,fl),T! ),

ITa,)
(x',7'), donde x'={y}y f:[a,QQ)—=x' definida por f(x)= y
para todo x¢[a,()).
£s evidente cue f es secuencialmente propia y sin embargo,

£ no es una aplicacidn propia de (,Ca,f)),T ) en (x',T%)

[a,ﬂ)
L‘-l ' r Q 1 . :
va que f “(y) es " a,{l), el cual no es compacto.
' . P S .
Veamos con un ejemplo gue la condicion subsecuencial que
. . ‘ . « ® .
debe cumplir el espacioc (X,T) en la proposicion anterior,apar-

tado 1, es esencial.
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£iem~lo IV.2,.21

[U,l]
)

Se considera el ecspacio topolégicc (L U,l],Tu| ,
“1T 0 ]]
- b B

el cual es compacto vy TZ' Veamos gue no es secuencialmente com

racto., En efecto:

se representaran los rdmeros del intervalc | D,l] POr su

2 . . . . .
expresion decimal evitando, con objeto oe tener la unicidad ,

las representacicnes er las cuales se repite lz cifra "a' 3
sartir de un determinado lucgar.

R
Se considera la sucesidn [f “C:[O,l][:b’lJ donde ~ara
nlnek ’

todo néenN
£ 2 *r L Xnir-2 *n “n+l
n( Z >: Z —— s + +
r=0 T r=1 T 2 et
10 10 1w 16
La sucesion {F } no tiene ninguna subsucesidn conver-
nrnefp
cente en i D,l]
(foc,1]) ,71 ] ) . En efecto:

[

(o,1]

. .
Supongamos (ue exliste una subsucesion {fﬁ }kér que con-
1R} ‘.
: k

verge a f . Por 111.2.56 cde (148), se tiene que {f (x)}
nk ke M

converce a f(x) npara todo xe[0,1] .

oo X
Sea Xg = a = definido por :
r=0 10
[l, si T = n, corn k impar.
x. = {3, si r = n, o con k rar.
[D, er los casos restantes.
! 1
' ‘H'-?'h' £ ( = o o
Para todo keh, imgar, Xe) i T *




3 .3
Para todo k&N, par, Fnk(xo) =gt v > =T .
(o,1]
Ast, {F (x )}'E* no converce en ( [o,1] ,7 )
n o’ fKEN Il o, 1]
lo cual es un absurdo. - _
‘ -0,!
Se considera la aplicacion f:f [U,l],TU - ) —— (X, 7")
| To,1]
donde X'= {y} y f esté.définida por f(x) = y para tccoo
. {.G,l] = . )
xel 0,1] . (Ctr= forws: ce ne-cstrar oue (LJ,l],Tui_
(0,1]
no es secuencialmente compacto, consiste en observar qgue
Lo,1] |
( {D,l},TD) es un subespsacic cerrade del dado, Gque no es
secuencialmente compacto (I1.1.26) ).
Es evidente gue f es una aplicacién propia de
(:D’l:' ) »
( fG,l?,TU ) en (x',T') pero f no es una aplicacidn
Ilo,1]
S Lu,1] '
secuencialmente pronis de LG’lJ’Tui~ ) en (x',1") ya
| La,1

-1 _ (u,1]
cue f “(y) =0l0,1]

s

no es ur subhcer junte secuencialmente

compacto,.

0,1

Como (FG,11,T ) es rurerablemente comrpacto

U[.E”l]
y no es secuencialmente compacto, no puede ser subsecuencial,
Esto pone de manifiesto que es esencial que (X,T) sez sub

secuencial en IV.2.2C(1).

Frocosicidn IV.2.22

i

Ssea (X,T) unn espacio topoldnico secuencialmente comnactco,
(x',T') un SKC-espacio(En particular,un US-espacio topoldgico
secuencial ) y f:Xx—> X' una aplicacidn continua de (X,T) en

(x' ,7'). Entonces f es secuencialmente propia.
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Denostracion:

1. f es continua por hipdtesis.
2. f es una aplicacidn cerrada de (X,T) en (Xx',T') por

1V.1.23.

3, Para todo x'ex' |, F_l(x') es un subconjunto cerrado

de (X,T) y por 1IV.l.6, f-l(x') es secuencialmente compacto,
Asi f es secuencialmente propia,.

Proposicidn IV,.2.23

Sea (X,T) un espacio topoldgico subsecuencial, (x',T') un
esnacio topolégico secuencialmente compacto y fix—=x' una a-
plicacién secuencialmente propia y suprayectiva de (X,T) en
(x',T') . Entonces (X,T) es secuencialmente compacto.

. ®
Demostracion:

Como (Xx',T') es secuencialmente compacto, (X',T') es nume
rablemente compacto. For ser f una aplicacidn secuencialmente
propia, f es numerablemente propia. As{ por III;2.19, (x,T)
es numerablemente coﬁpacto y como (x,T) es subsecuencial, fe -
sulta gque (X,T) es secuencialmente compacto.

Observacidn IV.2.24

. Y . - . .
Sin la hipotesis de =ubsecuencial, en la proposicidn ante
rior, para (X,T), se deduce de IV.1.?8, que toda sucesidn en
4 . . . 2 N
(X,T) con un nimero finito de puntos de aglomeracion, tiene una
. P
subsucesion convergente.

Proposicién I1V.2.25

sea (X,T) un espacio tepoldgico, (X',T') un espacio fopolé
gico secuencialmente compacto vy f;x———»x' uné aplicacién secuen
cialmente propia de (x,T) er (x',T') tal que para todo x'e x',
f-l(x') es finito (por tanto, f es propia). Entonces (X,T) es

secuencialmente compactec.



. ®
Demostracion:

fos ={f(><n)}n€_N

) " "o , , ; _ )
la sucesidn.en X imagen por f de S. Como (X',T') es secuencial

Sea S = {xn}nEN una sucesion en X y §

i

. ® t
{f(xnk)}keN subsucesion de S que

mente compacto, existe S"

converge en (Xx',T'). Sean Sy = {xnk}kEN y f-l(xg)_={xl,.,xp}

!
donde x im "o,
d o €L T'S
Supongamos que Sl no tiene ninguna subsucesidn convergen

te. Para xléf—l(xa) » S5; no converge a x;. Por tanto, existe

X1 | *1 . X1 1
v ©, abierto y existe Sl subsucesion de Sl tal que-Sl (n)¢5U s
para todo néEN. | |

X X
Como Sll no converge a X, existe V 2, abierto y existe

X Xl

' X., X, o ,
S subsucesidn de S tal gue S é(n)¢iU 2 para todo nén.
1 1 1
X

X
. . . 1 .
Asf, por induccidn , existen V T,...,V P abiertos Yy una

X X
., . . 1
subsucesion S, de 5y tal que Sz(n)¢:u U UV P para

X x
todo néeN. Como F-l(x; yCv lkJ...kJV P | se tiene que

J
X

] i [s)

X
X = f(x - (v lL)... v p) ) es un entorno abierto de

X
:x; tal que f(Sz(n))géV © , para todo nén, lo cual es absurdo
ya que’ f052 es una subsucesidn ce la sucesidn S" que conver
| t
ge a x_ .

Proposicidn IV.2.26

sean (X,T), (x',7') espacios topoldgicos , fix—>=X una

aplicacifn, secuencialmente propia de (Xx,T) en (X',T') y m'C x'.

Entonces f :F-l(m')—~+ m' es una aplicacidn secuen -

F'l(m')

‘cialmente propia de (f-l(m'),T ) en (N',TINJ .

Pt



. O
Demostracion:

1. es continua por ser f:Xx—s X' continua ge (X, T)

F|f“l(m')

en (x',7') .

2. f' 1 es cerrada por ser f:X—» X' cerrada de (x,T)
- . .
fFom)
en (X',T').
3. Como para todo x'e I', (fi -1 )-l(x') = f-l(x') y
£ om)

-1 . .
f~7(x') es secuencialmente compzcto, por ser f secuencialmente

propia, se tiene que fl es secuencialmente propia de

£ mY)

A(f'l(m'),T ) en (M, T

)

Proposicién IV.2.27

sean (X,T), (X',T') espacios topoldgicos, (X,T) subsecuen
cial, f:X— X' una aplicaci6n secuencialmente propia de (X,T)
(x',7') y K' un subconjunto secuencialmente compacto de (x',T7').
Entonces f-l(K') es secuencialmente compacto en (X,T).

. P
UDemostracion:

es secuencialmente

Por la proposicidn anterior, Fl -1
£ (k')
propia de (f‘l(K'),T' -1 ) en (K',TW Ko). Como (K',T"K) es
secuencialmente compacto, (F-l(K'),TI -1 ) es subsecuencial
' fo(K")

(1.1.24) es secuencialmente propia y suprayectiva,

y f' 1
Fhk!)
por IV.2.23 se tiene que F_l(K') es secuencialmente compacto,

Proposicidn 1V.2.28

sean (X,T), (x',T'), (x",T") espacios topoldgicos con
(X,T) subsecuencial, f:x—= x' una aplicacidn secuéncialmentei

propia de (X,T) er (x',7') y g:xX'—= X" una aplicacidn se -
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cuencialmente propia de (X',T') en (x",T"). Entonces’
- gofiX—»= X" es una éplicacién secuencialmente propia de (x,T)
en (Xx",Tv) ,

Demostracidn:

l. gof es una éplicacién continua de (X,T) en (X",T") ya
que es la composicidn ce aplicaciones continuas.

2. gof es Qna'aplicaCién cerrada de (X,T) en (X",T") nor
ser composicién de aplicaciones cerragas.

3., Para todo x"“ex", por ser g secusncialmente propia de
(x',7') en (X“,%"),‘ g-l(x“) es secuencialmente compacto de
(x',T'") y por 1IV.2.27, por ser (X,T) subsecuencial, F'l(;"l(x"))
= (gof)-l(i“) es secuencialmente compacto de (X,T). As{ gof
es gsecuencialmente proria.

proposicidn 1v.2,29

Seank(x,T) un espacio topoldgico secuencialmente compacto,
(x',T') un espacio topolégiéo T, v fix—=x' una aplicacidn
continua y cerraca ce (x,T7) en (X',T'). Entonces f es una apli
cacidn secuencialmente propia de (X,T) en (x',T1').

N e ? '
Cemostracion;

Basta demastrar gque para todo x'€ x' ’ f-l(x') és subcon-
junto secuencialmente compactc de (X,T).
Como para todo rx'EX', {x'} es un cerrado ce (x',1'), se
tiene que F'l(x') es un cerrado en (X,T). Asi,por IV.1l.6 ,
F’l(x') es secuencialmente compacta. For tanto f es secuen-
cialmente propia.

Proposicidn 1V.2.20

sean (X,T), (X',T') espacios tcooldoicos y fiX—s x'ura

o + @ » . . . .
aplicacion. Se consicerar les sicuiertes afirmaciones:
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a) f es secuencialmente propia de (X,T) en (X',T').

b) f es una aplicacifn continua de (X,T) en (X',T') y si
_ . ® ’ . . _
S'{xn}nGN 88 unpa sucesion en X y x €L1mT.fos, existen {xnk}kEN_Sl

y xef-l(x') tales que xELimT Spe
c) f es una aplicacidn continua de (X,T) en (X',T') y si

_ . 1 . _
S'{xn}néN es una sucesion en X y Xx EAng.fos, existen {xnk}kéN-Sl

y xef-l(x') tales que x€Lim_ §
I) c)=>b)

I1) si (X,T) es subsecuencial, a)=>c)=>b).
I11) si (x',T') es secuencial, c)=>b) =>a).

R 4
Demostracion:

«.Entonces se tiene:

T71

1)Es consecusncia de que todo punto de convergencia de una

< @ .
sucesion, es de aglomeracion.
11) Como fsX—> X' es secuencialmente propia, es numerable

mente propia y asi, por 111.2.24 , existe xéf_l(x')(\Ang 5.

Como (X,T) es subsecuencial,’existe {xnk}kEN = Sl tal que
x€LimTSl.
I11) Supongamos que (X',T') es secuencial,
l. f por hipétesis es una aplicacidén continua de (X,T) en
(x',1").
2. Para todo x'ex', f-l(x') es secuencialmente compacto.

En efecto:

-1
Sea § = {xn}nENC-F (x') . Entonces [f(xn)}neN converge
a x' y por tanto existen {x } y xéf-l(x') tales que
N kEN

-1
{xnk}kGN converge a x lo cual prueba que f ~(x') es secuen

cialmente compacto.
3.f es una aplicacién cerrada de (x,J) en (X',T'). En efec

tog
Sea C un cerrado en (X,T). Veamos que f(C) es un cerra-

do en (x',T7').

] t . [] . .
Sea {xn}neNC:F(C) tal que x€ le{xn} Para cada nep,

nen *

] . -
sea x €C tal que f(xn) = x_ . Se tiene que S '{xn}nENC:L’
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' (. . .’
Como Xtle{F(xn)}PEF , se tiene,pgor hipotesis,gue existen

-1 , ) ‘
{Xn?}kEN y x€f (x ) tales gque x€Lim knk}REN Y como C es

cerrado, x€C. Asf x' = f(x)€ f(C). Luego por ser (x',7') se-

~cuencial f(C) es cerradao.

~ Corolarioc IV.2.31

Sean (X,T) un espacio subsecuencial, (X',T7') un espacic se-
cuencial‘y f:x~——-a-xi unz aplicacidn. Entonces las siguientes
afirmaciones son einvalentes: |

a) f es secueﬁcialmente propia de (X,T) er (X',T').

b) f es una aplicacidn continua de (X,T) en (X',7') v si

5 = ﬁiﬁ}”eN »gs una sucesion er X v xféLimT.fos , existen

_ —l ' ) - . . . —— —
ixnk}kéN- 5, v xef (3 )‘t?les que xeLim. S, o

c) f es una aplicacion continua de (X,T) en (X,T) y si
. 2 ! : .

= : 4 f t =
S {XHETGN £s una sucesion en X y X eAng.AoS,exls en{xnk}k€N 5l
~y xef T (x') tales gue xeLimTSl .
Definicidn IV.2.32

sean (X,T), (x',7') espacios topolégicbs’y FaX—mX una
aplicacién. Se dice que f es una aplicacién cuasi-secuencial-~
mente propia de (X,T) en (X',T') si:

i. f es una aplicacidn continua de (X,T) en (x',T').

2. Para todo K'C x' subconjunto secuencialmente compacto
de (x',T7'), f-l(K') es un subconjunto secuencialmente compacto
en (X,T).

Proposicién 1V.2.33

Sea f:(X,T)-—4>(K ,T-) una aplicacidn continua. Las siguien
tes afirmaciones son equivalentes:

a) f es cuasi-secuencialmente propia.
,ven X »tal que {f(xn)}nEN

b) Para toda suc951qn {xn}nEh

converge a x; , se verifica que f—l( {F(xn)l nEN}kJ{X;} ) es

secuencialmente compacto.
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. .
Derostracion:

a)==>b)
' . ' . . :
Como{f( xn)}neN converce a x_ , se verifica qug

K' = {f(xn)l n(N}L){x;} es secuencialmente compacto., En efecto:

. . . ! .
n}nEN una sucesion contenida en K . Entonces:

e '=X
Sas{

t
1. Existe MC N, infinito, tal que S(m) = Xq

para touoo

mem, Entonces SW y €5 una subsucesidn de §' tal que'Sw i x; .
2. Existe MCNnN, infinito,tal que S'(m)é{f(xh)lnew}

para todo meM. Si {é'(m)]mem} es finito, -se sigue que existe

PCH infinito tal que sf|px es constante. Asi S'lp es una

sutsucesidn de §' convergente. Si {S'(m)l,mem} es infinito, se

sicue gue §' es una subsucesidn de {F(xn)}neN y por tanto

M

converge a x; .

Asi, por la hipdtesis f_l(K') es secuencialmente compacta,
b)=—=> a) |

sea K' secuenciaslmente compacto y {xn}néNC F_l(K'). En-
tonces {f(xn)} nENC.K' lo cual implica que existe {F(xnk)}kEN

convergente a xgeK' , pOr tanto {xn }keNC F-l({f(xn)}newtj{x;})
k

. Puesto que por hipdtesis f ({F(xn)}newkj{xét) es secuencial-

mente gompacto ( y contenidoc en F-l(K') ), resulta cue ’x }
n ke N

. ., -1, .
tiene una subcucesion convergente en f K'), cue es subsucesion
o
. -1 t . )
de {xn neh * Asl pues f “(K ) es secuencialmente compacto. Lue-
go f es cuasi-~-secukencialmente propia.

Proposicidn Iv.2.34

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos con (X,T) subse
cuencial y fFex— X' una aplicacién secuencialmente propia ce

. .’ . .
(x,T) en (x',7'). Entonces f es una aplicacidn cuasi-secuencial
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merte procia de (X,T) er [X',T'),

e : 2
Gerostracion:

Come f es secuenrncialmerte pré;ia, f es una aplicacidn con
tinua de (X,T) en (x',7').

Como f es secuencialmente pro:ia, por 1vV,2.27, se verifi-
c3 que fhl(K') es secuencialmente compacto en (X,T), para
todo K' secuencialments campacta er (X',T'). Por tantc f es

cuasi-secuencialmente srogia cge  (x,7) en (X',T').

T

w

5 : .’ ~
Froposicion 1Y.2.3

sean (X,T), (x',T')‘essa:ios topclégicos con (x',T1')
LS-espacio secuencial vy fex—s x' une aplicacién cuasi-secuven -
cialmente procia de (x,T) en (x',T'). Entonces f es una aclica-
cion secuencialmente propia de (X,T) en (x',7').

N . &
lemostracion:

. . . . . 2
£s suficiente cemostrar rue f es una aplicacisr cerraca.

Sea A un cerradc dge (x,T) v {x'}nQNC:F(A), tal que

[a)
)i

{x;}nem converce a x; . Como f_l< {x;| néh} LJ{XB} ) es se-

cuencialmente compacto (IV.2.32), si {xn}néw €s una sucesion

en A tal que f(x ) = x' , se verifica que existe {x }
T n n ) ke
K
. .
subsucesion de {x }né“ contenida en. A (ue converce a un cun
n N e
to xO. ge A,

{ ; ntinuic £
Asi, pcr la ccnt1nu,rad de f, {F(xnk)}kéN converge a f(xo)

. ! ' .
y tambien a Xge Luego como {x ,T' ) s ur US-espacic,

]
X! o= F(x ) EF(R).

. . .. ~
Froposicion IV.2,3606

]
e
Q

Sea (X,T) un “ar topoldgice, (X',T') un espacio topo-

Al
6]
LB

.. . N 1
lcgice localmente secuercialmerte compacto vy fiX—= X unz

. . L
aplicacion. Entonces:
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a) si (x,T) es regular y f es una aplicacidn cuasi-secuen
cialmente propia de (x,T) en (xf,T'), se tiene que (X,T) es
localmente secuencialmente comgacto, .

b) si (x',T') es un SKC-espacic(En pafticular un US-espa-
cio secuenciél) y (X,T) es subsecuencial se verifica que f es
una aplicacidn secuencialmente propia de (X,T) en (X' ,T'),ei vy
solamente si, f es una aplicacidn cuasi—éetuencialmente propia
de (X,T) en (Xx',T').

Uemostracidn:

a) Para todo x€Xx, como (Xx',T7') es localmente secuenciala

. f{x .
mente compacto, existe V (x) entornc secuencialmente compacto

de f(x) en (x',T'). As{ F—l(vf(x)), por ser f cuasi-secuen
cialmente propia, es un entorno secuencialmente compacto de x

en (x,T) y por tanto (X,T) es localmente secuencialmente com-

pacto (IV.2.3).

b) Si f es una aplicacidén secuencialmente propia de (x,T)
en (x',T'), por IV.2.34, f es una aplicacidn cuasi-secuencial-
~mente propia de (x,T) en (x',T').

Reefprocamente:
Sea f cuasi-secuencialmente propia de (x,T) en (x',T').

Como (Xx',T') es localmente secuencialmete compacto, para todo

[

‘x'ex',‘existe v® entorno secuencialmente compacto de x' en
e ) . l

(x', T'). Por tanto f‘ -1, x.) : T U )—v* es una

f v

. . ® . . .
aplicacion continua del espacio secuencialmente compacte,

-1 x' ! .
(F (v ),T y , en (v© ,T'l xu). Entonces f es una a
v 2

Loy
o

1 1
plicacién cerrada ce (f - (V* ),T[F_] . ) en (vF ’T'IUXO ypor

_.(UX )
la definicidn de SKC-espacio (o IV.1l.20).
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Asf, por V.5.22 de (48 ) f es una aplicacidn secuencialmen

te propia de (X,T) en (x',T') ya que f es cerrada.

Definicidn 1V.2.37

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos y fi:X—> X' una
aplicacidn. Se dice que f es una aplicacién F—cuasi—secuencial
mente propia de (X,T) en (x',T') si:

1. f es una ablicacién continue de (X,f) en (x',T").

2. Para todo K'C X' subconjunto cerrado y secuencialmente
compacto de (x\, T , F—l(K')wes un subconjunto secuencialmente
compacto de (X,T).

Proposicidn I1V.2.38

sean (X,T), ‘x',T') espacics topoldgicos y fi:x—= x' una
aplicacidn. Entonces se tiere:

Si f es cuasi~-secuencilmente propia, f es F-cuasi-secuen-
cialmente propia.

Proposicidn 1V.2.39

Sean (X,T) un espacio topoldgico, (X',T') un SKC-espacio
y Ff:X—= X' una aplicacién. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

a) f es una aplicacidn cuasi-secuencialmente propia de
(XoT) en (x',T").

b) f es una aplicacidn F-cuasi-secuencialmente propia de
(xsT) en (x',T1')

. P
Demostracion

. . . P . N . .
Es consecuencia de la proposicion anterior y de la defini
cidn de SKC-espacio.

Corolario IV.Q.AU

sean (X,T), (X',T') espacios togpoldgicos con (X' ,T"') us-es

. . ' . 4 . .
racio secuencial y f:X—= X una aplicacion. Las siguientes



-163-

afirmaciones son equivalentes:

a)lf es una aplicacidn cuasi-secuencialmente propia der
(X,T) en (X',T').

b) f es una aplicacidn F-cuasi-secuencialmente propia de
(X,T) &n (x',T'). |

Demoatracidn:

' s : . . . .
Es consecuencia de la proposicion anterior y de IV.1.20.

forolario IV.2.41

Sean (x,f) un espacio topoldgico subsecuencial, (X',T') un
SKC~espacio( En barticular un US-espacio secuencial), local-
mente.secuencialmente compacto vy £ ox—e X' uﬁa aplicacidn. Las
siguientes afirmaciones som equivalentes:

a) f es secuencialmente propia de (X;T) en (x',T').

b) f es cuasi-secuencialmante pfopia de (X,T) en (x',T').

c) f es F~cuasi-secuencialmente propia de (X,T) en(x',T').

Demostracidn:

£s consecuencia de IV.2.,39, IV.2.40 y de IV.2,36,

Proposicidn IV.2.42

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos, (X,T) secuencial
mente compacto y f:X—=X' una aplicacidn continua de (X,T) en
(x',T'). Entonces f es F-cuasi secuencialmente propia,

. .
Demostracion:

E£s consecuencia de gque todo subconjunto cerrado en un espa
cio secuencialmente compacto es secuencialmente compacto (IV.1
6').

Observacidn 1Y.2.43

Se tienen las siguientes relaciones para una aplicacidn f de

(x,T) en (x',7') :
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- secuencialmente -
propia

+(X,T) subsecuencial

‘cuasi-secuencialmente
“propia

F-cuasi=-secuencialmente
propia

numerablemente
propia

‘cuasi-numerablemente

propia

|

F-cuasi-numerablemente
propia ‘

Los siguientes ejemplos esteblecen la independencia entre/ estos

tipos de aplicaciones:

- SBECUBN. < EJ.C Cuasi-secuen,
. propia praopia
Ej«A Ej.A Ej.D
Numerab. < A Cuasi-numerab.
- propia propia

111.2.40(2)

£ jemploslV.2.44

) sean (X,T) = ( [0,1] ’TU

& EJ°B;/ F-cuasi-secuen.
N 4 propia
Ej.A £Ej.D

F-cuasi-numerab.
propia

A

111.2.40(3)

)R espacio topoldgico nu

(o,1]

- merablemente compacto y que no es secuencialmente compacto(IV.

2.21), (x',T') donde x'= {y} conjunto formado por un solo punto

Ty fix— X' una aplicacidn.

Evidentemente f es numerablemente propia y por tanto cuasi-

numerablemente propia y F-cuasi-numerablemente progia. Sin em-

bargo, f no es secuencialmente propia, ni cuasi-secuencialmen=-

te propia ,ni F-cuasi-secuencialmente propia.
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B) sea (R,T) ;donde R es el conjunto de los nimeros reales
y T = {(xr» ) | XGR} . En este esnacio topoldgico el (nico sub-
conjunto secuencialmente compécto y cerrado es el p .

Por consiguiente la aplicacidn identidad lR:(R,TU)~—+(R,T)
donde T es la topolegfia usual sobre el cuerpo de los ndmeros
reales R, es F-cuasi-secuencialmerte propia. S5in embargo, no es
cuasi-secuencialmente ;ro;ia, ya que [ 0, ) es secuencialmente
compacto en (R,T) v l;l( (c,») =[o, =) no es secuencial -

mente compacto en (R,TU).

c) En el espacio tmpolégico'(R,TEN),los subcon juntos secuen
cialmente compactos, son los finitos, Asi, la aplicacidn icen-

donae T. es la topolougia discre

tigad le(R’Tf)).—-,(H’TC'\) ’ D

. L4 .
ta sobre el conjunto de los nureros reales, 2s cuasi-=gcuen
cialmerte gropia. Sin embargo, rno es secuencialmente propia ya

que 1, no es una aplicacidn cerraoca de (R,TD) en (R’Tfr)'

0) Sean los espacics toroldgicos (X,T) =(N,TD) y (X

)R

) . Como (XﬂT'\ es compacto y no secuencial
Lo,1]

= ([0,1],7U|

mente compacto(IV.Zz.21), existe S:X=N~f——’x' sucesidn tal que
ninguna subsucesidn ce S es convergente,

Evidentemente, la aplicacidn S es continua de (x,T) en
(x' ,7'). Por otra parte, sez K' secuencialmente compacto eﬁ

(x*,T'). Se tiene rue S—l(K') es finito en (X,T) ya que en ca

. . .’ Sy, ]
sno contrario § tendria unz csubsucesion converocente er gk',T'K-)

1 o’ -1 .
v mor tanto en (x ,T')., Asi S (k') es secuencialmente compsc

to en (X,T).

. .’ . .
Por tanto, 5 es une arlicacion cuasi-secuencialmertc pro-
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cia de (Xx,T) en (X',T') .Sin embargo S no es cuasi-numerable
. =1, i
me-te propia ya que S “(X') = X = N no es numerablemente com-
cazto,
Ubservese que S es F-cuasi-secuencialmente propia, gero

qu2 no es F-cuasi-numerabledente grocia,

Procosicidn IV.2.45

2) Si {(Xi,Ti}}iel es una familia no vacia de espacios to
L d . .
nologicos no vacios tal gue TT'(A ) es localmente secuen-
ier *t

ciszlmente compacto, se verifica que:

1. (Xi,Ti) es localmente secuencialmente compacto para to
do iel.

2. Existe FfFC 1, finitoc, tal que (Xi,Ti) es secuencialmen
te compacto para todoc ieI-fF.

b) Sea {(Xi’Ti)}iél una familia de espacios topoldgicos
no vacios, localmente secuercialmente compactos. Supongamos que
existe MC 1, finito, tal aue (Xi,Ti) es secuencialmente compac

to para todo i€I-11 vy carr(l) }kg . Entonces T[] (X es

- l
e —— e — i e —— .. ——— e l ( I
localmente secuencialmente compacto. e S

c)si (X,T) es localmente secuencialmente compacto y (x',T’)
es localmente numerablemente compacto, se verifica que
(X,T)x(x',T') es localmente numerablemente compacto.

Demostr801on'

a) 1. Es consecuencia de 1V.2.14,

2. Sea xé€ TT'X. . Por se T_‘-(X T ) localmente se-
. ie] X i€l
cuencialmente compacte , existe VY entorno secuencialmente

-

’
1

pel

compacto de x en TT-(X vs1, existe F(C 1, finito, tal

161

cue pi(vx) = Xi, cara todo i€I-f., Por tanto, por IV.1.11,

(Xi,Ti) es secuencialments compacte para todo i€I-F .

) \ ‘

‘'  Sean x = (x:);€T€ [Tx«. v % un entorno de > en
RS T G ‘

] {Xi,T.). Se tiere czue v 5> TTv I otal que existe
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X .
HC 1, finito, con V J = Xj , para todo jeI-H . Para cada
X . X,

jer-(HUM), sea u to X; y para todo i€HUM sea W © un entorno

X .
1

secuencialmente compacto de x; en (xi,Ti) contenido en V .
_ X .
Por 1IV.1.15(c), W= TTu * es un entorno secuencialmente
i€l
compacto de x en 11 (X.,T.) contenidd en v* . Asf, T (x.,T.))
jep i : jep 101

es localmente secuencialmente compacto .

]
c) sean (x,x')ex x x' vy u(x,x )= W x W . como (X,T) es

. . X
localmente secuencialmente compacto, existe VYV~ entorno de x con

[
X

Como (Xx',T') es localmente numerahlemente compacto, existe y”,

tenido en W tal que (Ux,Tl x) es secuencialmente compacto.
V

] ] .
entorno de x' contenido en W¥ tal que (\lx ,T" XJ es numera-
v .

‘ 1 .
blemente compacto. Puesto que V* x v es un entorno de (x,x')

2 ]
en (X,7T) x (x',T') contenido en y (X0 X ) y (VX,TI x)x(\/x,T' %),
Y v

por IV.1.15(d), es numerablemente cocmpacto, resulta que

(X, T) x (x',7') es localmente numerablemente compacto.

£l siguiente ejemclo pone de manifiesto que el espacio
cociente de un espacio localmente secuencialmente compacto no
es un espacio localmente secuencialmente compacto, en general,

E£jemplo IV.2,46

El espacio tcpoldcgico (R,T,) es localmente secuencialmente
compacto. Sin embargo, (R/Z,TU/Z) no es localmente secuencial-

mente compacto. En efecto:

Lz] _
Dado V , entorno de [ 7] en (R/Z, TU/Z ), se verifica que
-y, bzl
£ (v )2 U (z - EZ,Z + EZ), donde 0X £z<‘l . (piR—= R/Z )
z€Z
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{
Se considera la sucesidn [ X =N + —sz} nen + Entonces,

(z]

{yn = p(xn)}néN es una sucesién‘en v gque no tiene ninguna

subsucesidn convergente (p( U (z - &,z + Ez) - {xn |nent ) es
ze/7 :

‘ . . { '
un entaorno de Z gqueno contiene a ningun elemento de ﬁyn}néN .

Propbsicidn IV.2.47
Sea {(Xi’Ti)}iEI una familia de espacios topologlcos no
vacios. Las siguientes afirmaciones son eguivalentes:
a) Z:(Xi,Ti} es localrente secuencialmente compacto.
i€l B
b) (xi’Ti) es localmente secuencialmente compacto para to

do i€1l.,

N 4
Demostracicon:

Es consecuencia de que para toco j€I, Xj x {j} es abierto

en 2 (X.,T.).
ier 7

Proposicidn 1V.2.48

Sea (X,T) un espacio localmente secuencialmente compacto.
Entonces, si (X,T) es un SKC~espacio ( En particular, si (X,T)
" es un US-espacio secuencial), se verifica que (X,T) es regular.

( En particualr, TS)’

Lemostracidn:

Sean x€X y V* un entorno de x. Por hipltesis, existe u”,
entorno Secuencialmente compacto de x en (X,T) con UXC v*. Co-
mo (X,T) es un SKC-espacio, U" es cerrado. As{, (X,T) es regu-

lar.

(US-espacio secuencial implica SKC-espacio Tl ).
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CAPITULO V

NUMERABLE COMPACTIFICACION DE UN ESPACIO TOPOLOGICO

$1. GENERALIDADES

En este pdrrafo se definen la numerable compactificacidn
de un eepacio topoldgico y la relacidn de preorden entre ellas.

Ademds se establecen propiedades de caracter general de
estos conceptos.

Definicibn V.1l.1

Sea (X,T) un espacio topoldgico. Se dice que ((Xx',T7'),f)
es una numerable compactificacidn de (X,T) si:

1. (xX47’') es numerablemente compactao.

2. F(x) = x'.

3., f es un homeomorfismo de (X,T) en (f(X), TWF(X))'

si ademds ((x',T7'),f) satisface la siguiente 42 condicidn,
se dice que ((X',T'),f) es una F-numerable compactificacidn de
(X,7T):

4., Para todo cerrado numerablemente compacto, C, en (X,T)

se verifica que f(C) es cerrado en (X' »T')s

Ubservacion V.1l.2

A) Toda F-numerable compactificacién ((x',T'),f) de un es-

pacio T4, (X,T), tal que (X',T') es T,, s una numerable com-

pactificacidn de (X,T) en el sentido de K. Morita (28).

B)Toda compactificacidn ((X',T'),f) de un espacio topold-
gico (X,T) ses una numerable compactificacidn de (X,T).

C) Toda F~numerable compactificacidn ((x', T),f) ce un es-
pacio topoldgico (X,T) es una numerable compactificacién de

(x,7) (por la definicidn).
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D) ((x',T'),f) es una numerable compactificacidn ae (X, T)
tal que (X' ,T') es un NKC-espacio, (En particular un US-espacio
secuencial), (II.1.s1.(c)), ((X,T),f)es una F-numerable compactifi-
cacibn de (X,T). _

E) si (X,T) es isocompacto vy T3a(En particular paracompac-
to o metrizablé)(VI.2.13,VI.2.18) toda compactificacidn Tl ae
(X,T) es una F-numerable compactificacién T, de (X,T). Asi,
todo espacio isocompacto y T3a aamite una F-numerable compacti=-
ficacidn Toe
Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto, relaciones

entre las compactificaciones, las numerable compactificaciones
y las F-numerable compactificaciones de un espacio topoldgico
(x,T), en cuanto a su dependencia.

E jemplos V,1.3

A) Con este ejemplo se prueba que existen ﬁumarable compac
tificaciones de un espacio topoldgico (X,T) que no son compacti
ficaciones de.(x,T).

sea ( [a,{2],T) el espacio topoldgico considerado en III.

2.13. Se demastrd, que ( [a,(2),T ) es numerablemente

EasQ)
compacto y no compacto.

Se considera el espacio topoldgico (Y= [a,()-{w},T v )

=(Y,T|Y) . Veamos que (Y,TIY) no es numerablemente compacto. En

efecto: '
La sucesion {xn}neN definida por xl=a; Xo igual al primer

elementoc del conjunto no vacio {xé[a,u))lx'>xl };....;.xn iqual

al primer elemento del conjunto no vacio{ xel:a,u3)|x:>xn_l} H

cees 5 NO tiene punto de aglomeracidn en (Y,T| ). E1 posible

punto de aglomeracidn de {xn}nEN debe ser un punto y¢ [a,w).

Pero esto lleva a un absurdo, pues si Y€ [a,w), existe nlEN

= Y T
tal que y = xnl . Entonces para Ve = ‘a’xnl+l) y para

= i 7z = < r
N n1+2 no existe néN con ny+2 nasny tal que x € La’xnl+l)
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S pues X = X, = X_ +l+l¢7[a,xn +l)’ donde x_ _,+l es el si-
o 1 1 : 1 1
B 2 = ‘ v
guiente de xnl, y xno € X oo
As{ pues, la sucesiodn {xn}neN no tieme punto de aglomera¥

cidn en (Y,TIY) y pdr tanto (Y,T|Y) no es numerablemente com-

pacto.

En estas condiciones, (( Ea,fl),TIr ),J), donde j es

aof))
la inclusidn j: [a,Q)) ~jw}—> [2,{)) es una numerable compac
tificacidn de (Y,T’Y) ya que:

1. ( La,02),T I‘ ) es numerablemente compacto.
‘a,fl)

2. La inclusidn j: [a,(2 ) ~fw}—— [a,Q2) es un homeomor~

fismo de (Y,T|,) en (j(Y)=Y,TIj(Y)=Y).

3. §(Y) = [a.Q)) -{w} =[a,02) .

Pero (( Catfl)’TI - ),j) no es una compactificacidn de
- 1 le,(2) ,
(Y,TIY) ya que ( [a,(2),T lr ) no es compacto.
La,

B) Este ejemplo pone de manifiesto que existen F-numerable
compactificaciones de un espacio topoldgico (X,T) que no son
~compactificaciones de (X,T).

sea (X,T) = ( La,02),7| ) gue es un espacio topold-
L8,

)s

' gico numerablemente compacto. Es evidente que (([a,()),T

fa,(2)
1 M a (1)) es una F-numerable compactificacidn de (X,T) la cual
- Qy

no es una compactificacidn de (X,T) ya que ( [a,f)),T} _ )
L

a,())

no es compacto.

C) E1 siguiente ejemplo muestra la independencia entre las
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compactificaciones para un espacio topoldégico (X,T) y las F-nu
merables compactificaciones de (X,T).

Sea (X,T7) = ( [a,()),T ) el espacio topoldgico del
| La, )

ejemplo II1.2.13 el cual no es compacto. Se considera la compac
tificacidn de Alexandroff (( [a,(0],7*),j). Es evidente que es-
ta compactificacidn no es una F—numerabledompactiFicacién de

(x,T), ya que [a,()) es cerrado en (X,T),pero j(fa,)))="a,(d)

no es cerrado en ((X‘: Ta, -],T’),j)-

( j: [a,Q))— _2,{0] es la inclusicn).

D) El siguiente ejemplo ﬁuestra la independencia entre las
numerable compactificaciones de un espacio topoldgico (X,T) vy
las F~numerable compactificacioneé para (X,T).

El ejemplo IV.2.,16 muestra que el espaéio ((X,Tp),j) ,que
es la compactificacidn de Alexandroff de (X',T'), es una numera
ble compactificacién de (X',T'). Sin embargo ((X,Tp),j) no es
una F-numerable compactificacidn de (X',T') ya que {w}x[a,())
es cerrado y numerablemente compacto en (X',T') y j({wix[a,0)))
no es cerrado. en (X’TP)'

£l siguiente cuadro resume las relaciones existentes entre
: las compactificaciones, las numerable compactificaciones y las
. F-numerable compactificaciones .

Numerable ;
compactificacion

: s o s 7 =
Compactificidn 7 ~  F-numerable
- 75 compactificacion
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Proposicidn V.1l.4

Sea (X,T) un espacio topoldgico. Se consideran
gi ={((x',T'),f)l((x2T2f)es una numerable éompactificacién de
(6,1 (respe & ={((X*,1),£)[((X*,77),f) es una
F-numerable compactificacidn ce (X,T)} ), vy la relacion binaria,

£, en @k (resp. en ) definida por

= F-N
((x*,T'),f) L ((x",T"),f') si y sclamente si existe una aplica-
cidn continua y suprayectiva, g, de (X",T") en (X',T') tal que

el diagrama

es conmutativo. Entonces <(es‘un preorden en ézv (resp. eng?F_N).

« &
Demostraciaon:

Es evidente que £ cumple las propiedades reflexiva y tran-
sitiva,

Proposicidn V.1.5

sea (X,T) un espacio topoldgico vy (éﬁv:ﬁ) el conjunto
preordenado definido en 1la proposicién anterior (resp.(é?F_N ’
< )). Se considera en f%N(resp. en é?F—N) la relacidn binaria,
P, definida por ((x',T'),f)_Q ((x",T"),f’') si y solamente si
existe un homeomorfismo, h, de (X“,T") en (X',T') tal que el
diagrama |

x' ———————» xw

N

es conmutativo, Entonces se tiene:
. P . .
a),ﬂges una relacion de equivalencia.

(Dos numerable compactificaciones (resp. F-numerable compactifi
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caciones) Je-relaciqnadas, se dicen topologicamente equivalentes.)

b):é es compatible con.Q .Por tanto, < induce una relacidn

€

de preorden en 8&4@ (resp. en F-N/® ) que denotaremos por

4,@'

- . P
Demostracion:

a) £s consecuencia de que la identidad, la inversa de un
homeomorfismo y la composicidn de homeomorfismos son homeomor-

fismos.

b) Es consecuencia de la propiedad transitiva de £ en é%

(resp. en gF-N ) y de que E'C—.é

S5in embargo, veamos con un ejemplo que, en general, =§g ro

N

es un orden en 614£ (resp. en F-NAQ ).

Ejemplo V.l.6

Se considera el espacio topoldgico (X,T), donde X = (2,% )=
{x€R|x>2} y T = {(af>)|a€(2r>)} .

sean X'= xUsl , T’={XUG|G€TS‘ 1}U T, x"= xiUl-1,1]
5

y T ={XUA!A€TU|[_LL—J}UT.

Es evidente que ((X',T'),j) y ((x*,T"),j") , donde j y j'
son las inclusiones de X en X' y de X en X" respectivamente,

son F-numerable compactificaciones de (X,T).
Se tiene gque g:X'—— X" , definida por:
J x'  ,s8i x'¢X

g(x') =

, 1

' . v/ 4
x ,si x'= \xl,xz)ES ’

vl

es una aplicacidn continua y suprayectiva de (X' ,T‘) en (x",T")

tal que goj = j'.
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Analogamente, h:;x%—> X' , definida por
( x® y S1  xVeX
h{x")=
(cosfx", senfx") , si x"e[-1,17,
es una aplicacidn continua y suprayectiva de (X",T") en (X',T')

tal que j = hoj" .

AsL,® ((x',7')5) & ((x",71"),3") v ((x",T"), i) & ((X',7'),])
y sin embargo, ((X',T').J)J‘? ((x",T"),j") ya que (x',T') y

(X",T") no son homeomorfos.
Sin embargo se tiene el siguiente resultado:

Proposicidn V.1.7

sean (X,T) un espacio topoldgico y ((X',T'),f), ((Xx",T"),f")
dos numerable compactificaciones (resp. Fenumerable comp8ctifi~

caciones) de (X,T) tales que:
a) ((X',7'),F) &2 (X", Tm),f') y ((x",T"), ") < ((x',7"),f),

b) (x',T') o (X",T") es un espacio topoldgico T,. Entonces

((x',T),F) & ((xv,7v), £') .

.
‘Demostracion:

Por la condicidn a) se tiene que existe una aplicacidn
continua y suprayectiva ,h, de (X",T") en (X',T') tal que hof=f
y existe una aplicacidn continua y suprayectiva, g, de (x',T"')

'

‘en (X",T") tal que gof = f .

Se tiene evidentemente gqgue

£ (x)

CFxme£' (X)), x"=F' (x)  geh(x") = goh(f' (x)=gef(x)=f'(x) = x" )

Puesto que f'(X) y f(X) son subconjuntas densos en (x",T")
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y en (X',T') respectivamente se tiene que geh =lyy 0 heg = 1,

y puesto que h y g son suprayectivas, se verifica que h y g son
homeomorfismos inversos uno del otro,

Definicidn V.1.8

Una numerable compactificacidn ((x',T'),f) de un espacio
topoldgico (X,T) (resp. F-numerable compactificacidén ) cuyo es-
pacic topoldgico (X;,T') es T,, se dice que es una numerable
combactificacién de Hausdorff (resp. F-numerable compactifica-
cidn de Hausdorff),

Proposicidn V.1.9

oo g -H v
sea (X,T) un espacioc topoldgico, _@?Ns [((x’,T'),f)l
((x*,7"),f) es una numerable compactificacidn de Hausdorff de
(X,T)} (resp. e?-?‘N = {((X' ,T'),F) | ((x'y7*),f) es una Fe=nume_
rable compactificacidén de Hausdorff de (X,T)}) yjz la relacién

de equivalencia dobre @?S (respectivamente sobre ?-N ) defi-

nida en V.l.5. Entonces <, s una relacidn de orden en
%i/,// (resp. sobre %?F -N Je ).
Demostrac1on.

Es Qonsecuencia.de Voelo?

Proposicién V.1.10
sea (X,T) un espacio topoldgico y ((X',T'),f) una numera-

ble compactificacidn T. de (X,T) con (X',T') secuencial. (por

V.l. 2(D) ((x* ,T ),f) es una FEnumerable compactlflca01on de (X T)

ntonces, f(X) es ablerto en (X',T' ) si vy solamente si (X T) es
localmente numerablemente compacto. (La condicidn de secuencial
solo se utiliza para demostrar que si (X,T) es localmente com-

pacto, entonces f(X) es abierto en (X',T') ).
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Demostrac1on'

Supongamos que f(X) es abierto en (X',T'). Como (X',T') es
numerablemente compacto y T,, (x',T') es localemente numerablemente

compacto y as{ por 111.2.10, (F(x),T"f(X)) es localmente nume

rablemente compacto y por tanto (x,T) es localmente numerable-
mente compacto.

Recipronémentet Supongamos que (X,T) es localmente numera-
blemente compacto. Entonces f(X) es localmente numerablemente
compacto. Como (X',T') es Tq y secuenciai, por 111.2.,12, exis~

ten G'€T' y C' cerrado en (X',T') tales que f(x) = GYC'.Como

F(x) = x'se tiene que C'= X' y por tanto f(x‘) = G'eT' .

Ejemplo V,1.,10% sean (x T) y (x,TU los espacios topoldgicos con-
siaeraaos en IIl.2,13, Se tiene que ((x,Tg Jj) es una numerable
compactificacidén de (X,T1). El espacio (X,T') es localmente nume=-
rablemente compacto y sin embargo X' no es abierto en (X,T).As{,

la condicidn de ser secuencial el espaCLO (x T),de la proposi-
cién V.l.10,es esencial.

Propoalcion Velell

Sean (X,T) un espacio topoldgico y ((X',T'),F), ((X*,T"),f)
numerable compactificaciones de (X,T),con (X',T') I.A.N. Yy
(xn,T") T3 y secuencial. Las siguientes afirmaciones son equi=-
valentes:

a) ((x%,T"),f") £ ((x',7'),f)

b) Para todo C C, cerrados en (X, T) con ClﬁC2 = ¢ tales

l’

j que f' ([;l)ﬂf‘l (52) = ¢ se verifica gue f(Cl)ﬂf‘(Cz) =g .

. @
Demostracion:

a)ﬁb)
Por ser ((x",7"),f') £ ((x',7'),f) existe una aplicacidn

continua y suprayectiva, h,de (X',7') en (X",T") tal que hof =f',

asf, de h(F(C;)NF(C,))Chef(c;)Mhof(Cy)= ' (c )N F'(C,)

= g se concluye que F(Cl)rWF(CQ) = ¢

¥

b):a)
. S |

Se considera la aplicacion continua g = f of de
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(F(X)’T.lf(X)) en (X“,T") .
Sea xbex'- f(Xx). Como (X',T') es de Frechet, existe

> 3 . W TH —
{xn}neNC:f(X) tal que x_€ leT&xn}neN' Como (X", T") es nu
merablemente compactb, existe xgEX", punto de aglomeréciéh,
woTH Xk s 4ns
de {g(xn)}neN en (x“",T"). Se verifica que x? es el Unico pup

to de aglomeracion de {g(xn)}nEN . En efecto:
B & . P
Supongamog que yp es punto de aglomeracion de {g(xn)}neN
en (x",T"), distinto de x¥. Como (X",T") es T,, existen

i i

x“ Y“_ x‘ y ‘

v®,v® talesque V°oNv°®=g. asf,por hipdtesis, toman-
— T

do C;= #'1(v °)y y c, = f"l(v ®)y , se tiene que

—=r 7 ST

9 (v ?)Ng (v ®) =4¢ ypor tanto X' = (x'- g7 (v %) Y
y“ y“

( x'- g-l(v ®) ) . Supongamos que xoéx' - g-l(v °). Entonces,

13
existe n €N tal que an'x'- g-l(v ®) , para todo n=n_.
it

y ,
Como V ofj{g(xn)l n;;no}v= ¢ , se verifica que ys no es

punto de aglomeracian Qe {g(xn)}neN . =
De forma analoga se pruesba que si xoe xX'- g (v O), enton

" s & | ¢
ces xg no es punto de aglomeracion de {g(xn{}nEN . Asi,
{g(xn)}neN tiene un Unico punto de aglomeraciﬁn y como (X",T")
es numerablemente compacto, por VIII.1.5(II)(d) de (23), se
verifica que {g(xn)}nEN converge en (X",T").
Veamos que si {yn}nEN es otra sucesidn en f(X) tal que
xoeleT'{yn}néN’ se verifica que {g(yn)}néN converge al mismo

: punto al que converge {g(xn)}nEN . En efecto:
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Se considera izn}néN_ definida por 22n = xn y z?n-l%yn ’

para todo n€EN . Se tiene que {zn}néNC fF(X) vy x € leT'{zn}neN

" Ho e
ASl, leT"{g(z )} EN =2|'€X .Por tanto XO Lim {g(zzn)}nCN _Zg_

= n
- Linga{s (g0 )} penm 8 ¢
Se considera la aplicacidn g:X'— X" definida por:
- ' - : t |
g(x') = leTig(xn)}neN , donde lx } CF(X) y Lim { }nem X .
Por VI1.6.23(b) ce(23), se verifica que g es una aplica-
cién continua de (X',T') en (X",T") tal que §|f(x) = qg.
Ademés; como 3(x') es numerablemente compacto en (X",T"),
por III.l.Zl, se tiene que E(Xi) es cerrado en (x",T"), Tenien-

’

da en cuenta que g(x')Df'(X) se concluye que g(Xx') = x". As{,

((X*'yTH),F) > ((xmyTm), £').
Corolario V.1.12

Sean (X,T) un espacio topoldgico y ((X',T'),f), ((x",T"),f")
numerable compactificaciones T, de (X,T), tales que (Xx',7') y

(x*,T") cumplen el J.A.N.. Las siguientes afirmaciones son equi

valentes:

a) ((X',7"),f) y ((x*,T"),f') son topoldgicamente equiva-

lentes,

b) Para todo C,,C, subconjuntos cerrados en (X,T) y disjun

1772

tos, se verifica que f’(Cl)rW F'(Cz) = ¢ si_ y solamente si

Fc))Mf(c,) = ¢

. P
Demostracion:

Es consecuencia del resultado anterior y de V.1l.7.
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$ 2. NUMERABLES COMPACTIFICACIONES POR UN SOLO PUNTUO

En este pdrrafo, se introduce la F-numerable compactifica-
cidn de Alexandroff y se realiza un estudio paralelo a las com-
pactificaciones de Alexandroff usuales,

Definicidn V.2.1

Sean (X,T) un espacio topolégicoby ((X',T'),f) una F-nume-
rable compactificacidn de (X,T). Se dice que ((Xx',T'),f) es una
F-numerable compactificacidn de (X,T) por n-puntos, si X'- f(X)
consta de n elementos.

Proposicidnv.2,?

sean (X,T) un espacio topoldgico no numerablemente compac-
to., Se considera x¥ = xJ {co} ,donde(x>¢x y T* = TLJ{G*CZX*I
X* -6* s un cerrado y numerablemente compacto en (x,T)} . En-
tonces ((X*,T‘),j) dende j es la inclusidn de X en x* es una F-

numerable compactificacidn por un solo punto de (X,T).

. P
Demostracion:

1. T* es una topologia en x* .

a) ¢ eT(:T* H X*QT* ya que x*- x* = # es cerrado y numerable

mente compacto en (X,T).
, , x
b) Si GysG€T Glf\GzeTC:T .

. S . . —(x*_ *
Si GyeT y Gy = G5 » Llf\b2 = clr\(x (x’ 52))6Tc:T .

. * * * ~ % ¥ %* * x E 3
i 6, = 6] vy G, = Gy , X' =(67MG3) =(x*- Gl)LJ(x -G )

que es cerrado y numerablemente compacto en (X,T). For tanto

* * +
Glf}GZE‘T .
* * . * * *

Supongamos que existe ioéI tal que GZ ¢£T. Entonces
o



x* - LJGz = ) (x*- Gf)C:x‘-— G: ast o x* - U Gf es cerra
i€1 €1 o i€1

do y numerablemente compacto en (x,T); por tanto U G;GZT‘ .
i€1

2 % : N *
. T ‘X =T, ya que si X" - G° es cerrado y numerablemen-

2
te compacto en (X,T), G‘f]x = X -(x - G¥)€T. por tanto, j es
un homeomorfismo de (X,T) en (X,T*lx).

32 X = x* y Ya que {co{é;T* (X* -{CD} = X no es numerable=~
mente compacto).
Q X _X
4, (X*,7T") es numerablemente compacto. En efecto:
Sea {An}neN un recubrimiento numerable de abiertos de(x‘,T’),

Entonces existe nOEN tal que ooenr1 . Por tanto, x* - & es

0 "q
, Q
cerrado y numerablemente compacto en (X,T). Por 2. se tiene

£ _ } Lo .
que { Aan(X Ano) nEN-{nU} es un recubrimiento abierto de

. e . .. £ . _
x* - Ano . Asi, existe FCN —{no}, finito, tal que x% - HnD =

% x _
U [AD(W(X - Al )] - Por tanto x7 = A_ U( LJ Ay )e
ner 0 0 nef
)
5 . Sea C un cerrado numerablemente compacto de (X,T). Se

tiene que j(C) = C es cerrado en (x*,T*), ya que x®-ce T1*.

As{ queda probade que ((x*,7*),j) es una F-numerable com-
pactificacidn de (X,T).

Definicidn.V.2.3

A la F-numerable compactificacidn ((x*,7%),j) de (X,T),
canstruida en V.2.2, se le llama de Alexandroff.

Proposicidn V.2.4

Sean (X,T) un espacio topoldgico no numerablemente compac-

to y ((x*,7*%),j) la F-numerable compactificacidn de Alexandroff.



Entonces se tiene;
(X’,T‘) es'Tl<;::>(X,T) es T, .
Demostracidn:

(=)

Es consecuencia de que Tl es hereditario.
(<<==) En efecto:
Basta considerar, por ser X&€T, el caso en que se tengan
puntos distintos siendo uno de‘ellos o .,

Para todo x€X, como {x} es cerrado y numerablemente compac

to, x‘ - {x} es entorno abierto de 00 que no contiene a x ., A-
demas X es un entorno de x que no cantiene ao ,

Proposicidn V.2.5(Teorema de Alexandroff para las F-numerables

compactificaciones)

Sea (X,T) un espacio topoldgico no numerablemente compato

1
a) (Xx,T) admite una F-numerable compactificacidn T, por

y T,. Entonces;

un solo punto,

b) Dos F-numerable compactificaciones por un solo punto Ty
de (X,T) son topoldgicamente equivalentes.

4
Demostracion:

a) Basta considerar la F-numerable compactificacidn de
ARlexandroff de (X,T).
b) sean ((x',T'),f), ((x",T"),f') dosknumerable compactifi

caciones por un solo punto y T; de (X,T). Sean foo}= X' - fF(x)

y hm'}: X" - £'(x). Se considera la aplicacidn haX—s X" defi

nida por
o hxty  ,sioxt foo .

") =
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Se tiene que hof = f' y h es biyectiva. Veamos que h es
un homeomorfismo,
sea G'€T' . sioo é[f, h(c') =’f3f-l(8') que es un abier-

to en (F'(X),T“l ¥ )) y como f'(X) es abierto en (X",T"), se
£ (X | |

tiene que h(G') &€ T".

si o0'e€c', x'- G'es cerrado y numerablemente compacto en

(F(X),T' ). Por tanto h(x'- G') =f3f'l(x'— G') es cerrado
f(X) :
y numerablemente caompacto en (f'(X),T" » )). Por consiguien-
f* (X
te h(x'- G') = x* = h(G') es cerrado y numerablemente compacto

en (X",T") .As{ h(G') ¢ T".. Luego h es una aplicacidn abierta,

De forma andloga se prueba que h™! es una aplicacidén a-
bierta y por tanto que h es un homeomorfismo.

Proposicidn V.2.6

Sea (X,T) un espacio topolégico no numerablemente compacto.

Entonces se tiene:

a) La F-numerable compactificacidén de Alexandroff de (XyT),y

((x*,7%),3) es T, —> 1) (Xx,T) es Tye I1) Para todo x€X exis-

te v~ cerrado y numerablemente compacto en (X,T).

b) (X,T) admite una F-numerable compabtificacién T, por un
solo punto<=> I) (X,T) es T,. 1I) Para todo x€X existe V”
cerrado’ y numerablemente compacto en (X,T).

R . 2
Demostracion:

a) (=).

*

Como XeT  y (X,T) es T, es suficiente considerar dos pun-

tos distintos con uno de ellos igual a o0,

Sea x¢X. Por hipdtesis, existe v* cerrado y numerablemen
compacto en (X,T). Entonces X - v o= Ua? y Vaa(ﬂ v = g .

b) (=).

sea ((x',T'),f) una F-numerable compactificacidn T, por un
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solo punto de (X,T). Como el axioma T, es una propiedad topold-

gica hereditaria, se tiene que (X,T) es T,.

Sea x¢€X . Como (X',T') es T,y existen

{ t
UF«X) y v ( {05}= x'- (X)) abiertos en (X',T') y tales que

‘ o' SR
UF(X)()Vay = ¢ . Entonces X' - v D Vf(x)3f(x); X' -v® es ce-

rrado en (X',Tf) y por tanto es numerablemente compacto en(Xx',T').

1 - wl
Como X'=- VQDC: f(x), v = f l(X'— v

) es un entorno'ce-
rrado y numerablemente compacto de x en (X,T).

Las otras implicaciones de a) y b), saon consecuencia
de los anteriores. |

Proposicidn V.2.7

sea (X,T) un espacio topolégico .tEntonues se tiene:

a) ((x*,7%),J) es T, <> 18 (X,T) es Ty « 28 Ppara

todo cerrado C y numerablemente compacto, existen GET vy C'cerrg
do y numerablemente compacto en (X,T7) tales que cCGCc' .

(Por tanto, (X,T) es localmente numerablemente compacto).

b) (X,T) admite una F-numerable compactificacidn Tzspor
un solo punto, ((X',7'),f) <> 192 (X,T) es T4e 29 Para
todo cerrado y numerablemente compado C, existen GE€T y c' cerra
do y numerablemente compacto tales que cCcCc' . ( Por tanto,

(X,T) es localmente numerablemente compacto).

. P
Demostracion:

a) (&==)
sea V™ un entorno abierto de o ’ x* - Uoo = C es cerrado
y numerablemente compactoc en (X,T) por la definicidn de T* .
Por hipdtesis, existen GET y c' cerrado y numerablemente
compacto tales gue CC:GC:C' . Por tanto:

e o)

vy

=x*-c'cCcx*-ccCcv® (u‘fcx"- G ).
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X abierto en (X‘,T’) . Como X es abierto en

Sea x€X y V
(x*,7T%) .podemos suponer que V* es abierto en (X,T). Como (X,T)
es localmente numerablemente compacto y regular, existe ux ce=-

rrado y numerablemente compacto tal que W Cv* . asi u¥ es

un entorno cerrado de x en (X*,T*). Luego (x*,7%) es Tze

b) =)

sea ((X',T'),f) una F-numerable compactificacidn T, por
un solo punto de (X,T). Como el axioma T; es una propiedad to-
polégica hereditaria, se tiene que (X, T) es T3. As{ pues se ve-
rifica 1@,

Sea C un cerrado y numerablemente compacto en (X,T). Como

((x'yT"),f) es una F-numerable compactificacidén por un solo pun

ta, f(C) es cerrado y numerablemente compacto en (X',T'); por
tanto x'- F(C):\I‘ds—é-s‘”entorno abierto de o0,

—

Por ser (x',T') Ty , existe V;% tal que v® D v;® D v

Asf £(C) = X'= vECK' - vPCx'- v7, siendo x' - v PC F(X)

abierto en (X',T') vy por tanto en (f(X),T' ( )y x'- Vy
f(x)

cerrado y numerablemente compacto en (X',T').

Entonces tomando G'= f-l(x'- UTS ) abierto en (X,T) vy
c'= fi(x' - V{® ) cerrado y numerablemente compacto en (X,T)
se tiene que CCG'C C'. Luego se verifica 22(b).

Las otras implicaciones de a) y‘b), son consecuencia de

las anteriores.

Proposicién V.2.8

Sea (X,T) un espacio topoldgico. Entonces se tiene:

a) ((x*,7%),) es T,, <> 12 (X,T) es T, . 2° para



todo AC X <cerrado y numerablemente compacto en (X,T) existe

) continua y existe BCX cerra

fr (X, T)—> ( [0,17 ,7
ro,17

u

do y numerablemente compacto en (X,T) tales que f(A) ={D} y
F(x - B) = {1} . (Esta condicién implica 22) de V.2.7(a) y por
tanto (X,T) es localmente numerablemente compacto).

b) (28 ) (X,T) admite una F-numerable compactificacidn

T, POT un solo punto ((X',T'),f) <—=i) ((X,T) es Toge

ii) Para todo AC X cerrado y numerablemente compacto en (X,T),

) aplicacidn continua y
T 0,17

existe h:(x,T)—> ( Lou,1) T,

existe BC' X cerrado y numerablemente compacto en (X,T) tales
que h(A) = {D} y h(x - B) = il} . (Esta condicidn implica
29) de V.2.7(b) y por tanto (X,T) es localemente numerablemen-
te compacto).

Demostracidn:

a) (&==)
sea C* wun cerrado en (X*,7%) y x¢ZC;‘E . Entonces
x* - c* 1%, por tanto x* - c*=cer o x* - ¥ = ¢* .
Supaongamos que X* - E¥ = G

Entonces xeéGCx y Cc*Nx =c* -{cb} es cerrado en (X,T).

)

Par tanto, como (X,T) es T., existe 0: (X, 7)—([0,11,7 ] i
' L0,1]

aplicacidén continua tal que g(x) = 0 y g(c*Nx) = {l} .

Por 292, para k = {x} » Numerablemente compacto y cerrado,

existen B cerrado y numerablemente compacto en (X,T) y

N . . .
) aplicacidn continua tales que

h: (X, 7)== (LU,17,T,
| 20,1

h(x) =0 y h(x -8)=1{1} .
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se tiene que g+h es una aplicacidn continua de (x,T) en

(fc,2] N ) tal quel (g+h)(x) = o y (g+h)(y) 2 1, para
0,2]

todo vy € (x - B)UJ((C™x)

Se considera la aplicacién k: [0, )—>[0,1] cuya gra-

fica es

Entonces la aplicacién continua ko(g+h)‘cumple que

[ke(a+h)](x) = 0 y [ke(asn)](v) ={1}.

Se considera la aplicacidn &:x*—-[0,1] definida por

ulx = ko(g+h) v (o) = 1. Se tiene evidentemente que X es

una aplicacidn continua de (x*,7*) en ( [0,1] ) tal

que x(x) =0y «(c¥) = {1}.

Supongamos gue x* - c* =¢ .

Entonces C* es cerrado y numerablemente compacto en (X,T).

)

Existen fFe(x,T)—=(L0,1]

Lo,1]
aplicacidn continua y BC X cerrado y numerablemente compacto

tales que f(C‘) = {D} y f(X = B) = [l}

sea f; X¥*—— [0,1] la aplicaci’n definida por ?’X = f

Se tiene que T es aplicacidn continua de (x*,T*) en
(lo, l]Tl Dl-J SlXco¢L, ,f(00)=1yf?(cil) =={L:J.

si xé&C*® y xfo vamos a uistinguir dos casos :
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Al) Que x¢ B. Entonces resulta que F(C') = {D}y f(x) =1

ya que x¢ B.

A2) Que x€B. Entonces se considera g:x—> [ 0,1],aplica-

cién continua de (X,T) en ([0,1] ,7 ), tal que g(c*)= {U}

ul

(o,1]
y g(x) = 1. Por tanto f+g es una aplicacidn continua de (X,T)
en ( [0,2],T, ) tal que (g+f)(c*) = {0}y (g+f)(y)=>1

[0,2]
para todo y€(X = B)U{x} . Entonces ko(g+f) cumple que
[ko(a+f)](c®) = {0} y [ke(a+m)]((x - YU} = {1} -

Se considera o :X*— [0,1] definida por :

<>(|x=ko(g+f) y () =1

) -

aplicacidn continua de (x*; T*) en ([U’l]’TuE ]
0,1

Evidentemente se tiene que o(C*) = {0} y o(x) = 1.

as{ (x*,7*) es completamente regular . Como (X,T) es Tys
se tiene que (x*,T*) es T, y por tanto (x*,7*) es LE

b) (=)

i) Por ser TSa hereditario y propiedad topoldgica, se veri

fica que (X,T) es TSa" |

ii) sea ACX un cerrado y numerablemente compacto en (X,T).
Entonces f(A) es cerrado y numerablemente compacto en (X',T7').
existe g:x'— [ 0,1] aplicacidn continua

! ]
Como (X',T') es Taa

de (x',T') en (7 0,1] ,Tulro . ) tal que g(f(A)) = {0} vy

g(v®) = {l} con V® entorno abierto.

Se consideran h = f y B = f’l(x' - v®) . Entonces

ey

]

{1} .

se tiene que h(A) = {0} y h(x - )
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Las otras implicaciones a) y b) son tonsecuencia de las
anteriores,

Proposicién Ve2,9

sea (X,T) un espacio topolégico T, no numerablemente com-
pacto y tal que para todo CC X cerrado y numerablemente com -
pacto, existe GET y existe C' cerrado y numerablemente caompacto

con CCGCC' . Entonces , ((x*,7%),]) es T,.

Demostracidn:

Por la proposicidn v.2.4, (x*,7*) es T, si y solamente si
(X, T) ®&s T, » por tanto, es suficiente demostrar que (x',T‘) es
normal,

sean C;, C, dos cerrados, nb vacios de (x¥,7*) y tales que
C,NeC, =8 .

Se pueden presentar dos casos:

12) si Cl,CQC:X, como T*IX = T’, se tiene que Cl ,C2 son
cerrados y no vacios de (X,T). Puesto que (X,T7) es normal, exis
» .
ten Gy,GeTCT tales que C;C Gy, C,CG, ¥ Glﬂ G, = g . Luego

se verifica,en este caso,la condicidn para que k(X*,T*) sea
normal,

29) Supnngamos que a>€C2. Se tiene que C2F1X = C2 -kn} es
un cerrade en (X,T).

Como Cl es cerrado en (X*,T*), es numerablemente compacto.
Pero ClC:X, luego Cl es cerrado y numerablemente compacto en
(X,T). Por tanto, por la hipotesis, existe GCX - (C,Mx), GeT
y existe C' cerrado y numerablemente compacto en (x,7) tal que

ClC:GC:C' . Puesto que (X,T) es normal, existe A€T tal que
~ ' . ~ . x
c,C ACACGCC"', siendo A cerrado en.la topologia T ,x ,

luego % es cerrado y numerablemente compacto en (X,T).
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[ 4 .
Asl se tiene que :

C,CATCT" y C,Cx® - % € ™ y tales que AN (x*-R) = #.
Luego se verifica tambien para este caso la condicidn para quékx*;T’)
sea normal, ‘ '
Corolario V.2.1G

1

sea (X,T) un espacio topoldgico T, no numerablemente com-
pacto y tal que para todo C(C X cerrado y numerablemente com-.
pacto, existe GET y existe ¢' cerrado y numerablemente compac-
to con CCGCC' . Entonces se tiene que toda F-numerable com-
pactificacidn por um solo punto vy Tl es Td'

Demostracidn:

Por la proposicibn anterior, ((x*,7*),j) es Tye
sea ((x',T'),f) una F-numerable compactificacion por un

solo punto T;. Como ((X*,T*),j) es T,, resulta que ambas com-

pactificaciones son topologicamente equivalentes (V.2.5).

Asi pues, ((X',T'),f) es LA

Observacidn V.2.11

La proposicidén V.2.9 implica el corolario 5.2 de (28), ya

gque para Morita, todos los espacios que considera son T3a y por

tanto la condicidn impuesta en V.2.9, para todo cerrado y nume-
rablemente compacto es ya vdlida.

Proposicgidn V.2.12

sean (X,T), (x'T') espacios topoldgicos no numerablemente
compactos y f:Xx—> X' una aplicaciéh. Se considera las numera-

bles compactificaciones de Alexandroff de (X,T) y (X',7'),

((x*, 1%, 5) y ((X",T'*),j') respectivamente vy
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f’lx'=lf

'* definida por :

f s X— X
F*(w) ='w' .

l¥)

Entonces F*;(x’,T‘)——»—(x'*,T es continua si y solamente si

fi(XyT)—>(X',T') es F-cuasi-numerablemente propia.

. .
Demostracion:

1) f*: (x*, ") — (X"*,7'*) es continua.

a) ¥ =F X

«=f T* . = T vy T'*|' = T' implican que f:(X,T)—(Xx',T")
continua,
b) Para todos K' cerrado y numerablemente compacto en (x',T')

p - 1]
se sigue que v = xX"F o K'e ' * . ks, (£*) l(UUJ ) =
— x‘* - f."‘l(Kl) = VUJET‘ ..
Por tanto F-l(K') es numerablemente compacto. Luego

f:(X,T)—> (X',T') es F-cuasi numerahlemente propia.

I1) f:(X,T)— (X', T' ) es F-cuasi-numerablemerte propia.

Para todo xeX, f* es continua en X, Ya que Xx€T* . veamos

» .
que f~ es continua en w .,

'
w (3

X - Kz con K' ce-

w' [ ,
Para todo Vv € T se deduce que Y
[ 4

) ]
rrado y numerablemente compacto en (x',7'). Asi, (f*)-l(Uu) )=

x* - ffl(K')é T* . Por tanto, f* es continua en w . Luego

F*:(X',T')~—+-(X",T'*) es continua .

Corolario V.Z.1l3

sean (X,T), (x',T') espacics topoldgicos no numerablemente
compactos, (X',T') un NKC-espacio y fix—s X' ‘una aplicacidn.
Se consideran las numerable compactificacibnes de Alexandroff
de (X,T) y (x',7") , ((x*,7%),3i) v ((X’*,T'*),j') respectiva~

mente y f¥: x®— x'* definida por : f* = f o PR w) =w'.

* (x* %
Entonces  f7: (X "l )“—*‘(X'*;T'*) gs continuce si y solamente
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si f:(X,T)— (X',T') es cuasi-numerablemente propia.

Demostracidn:

Es consecuencia de la proposicidn anterior y de 111.2.31.

Corolario V.2.14

Sean (X,T), (X',T') espacios topoldgicos no numerablemente

compactos, (X',T') un NKC-espacio localmente numerablemente com

pacto y f:X— X' una aplicacidn . Se consideran las numerable

compactificaciones de Alexandroff de (X,T) vy (X',7'),

((X*,T*)»i) y ((x"*,7"*),j') respectivamente y f*:x%—s x'*

definida por: F‘,x =f, f¥Y(w) =w' ,Entonces
f‘:(x*,T*)——~>(x",T") es continua, si y solamente si,
F:(X,T)—> (X',T') es numerablemente propia.

Demostracidn:

£s consecuencia de la proposicidn V.2.12 y de 111.2.33,

Proposicidn V.Zz.15

Sean (X,T) un espacio topolégico no numerablemente compacto
y localmente numerablemente compacto,((X*,T*),j) la numerable
compactificacidn de Alexandroff de (X,T) y ((X',T'),f) una nume-
rable compactificacidn de (X,T) con (X',T") T4 y secuencial (For
Vel.2(D), ((X',T'),f) es una F-numerable compactificacidn de(X,T) ).
Entonces, ((x*,T%),j) &« ((x',T'),f). |

Demostracidn:

. . . . ' * .
Se considera la aplicacidn suprayectiva h:X— X ,definica

f-l(x') si x'¢ f(X)

por h{x')= .Es suficiente demostrar que
0o si x?éf(x)

h es continua. Sea AeT™ . Si A = GeT, se tiene que h-l(G)=f(G)

es abierto en (f(x);wa<x)) y por V.l.1G, h_l(G) es abierto en

(x',7'). 5i A=G*¥¢ T*, se tiene cue Xx¥ - 0¥ es cerrado y nume=
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rablemente compacto en (X,T). Asf, f(x*- G*) = h-l(X¥- G¥) |
x' - h_l(G*) es cerrado en (XuTﬁ y por tanto h_l(G')e T'. B .
’ C<‘,</' - ’\_(:".'
Ejemplo V2,16 “{jﬁgv

Se considera el espacio topoldgico (X',T') "“Placa de Tycho-
‘noff", del ejemplo IU.?.iB.'Se tiene que (X',T') es T4, NO nume-
rableménte compacto y localmente numerablemente compacto. Ademas,
(x',T") no cumple la condicidn 28 de V.2.7(a). Asi, por V.2.6(a)
y V.2.7(a), se tiene que si ((x'*,7"®),j) es la numerable com-
pactificacidn de Alexandroff de (X,T7'), (X'*,7'*) es T, y no es
T3 (Se tiene as{ un ejemplo de un espacio numerablemente compac-

to y T, que no es T3(vease I11.1.20)).Esto prueba que (X'¥*,T'*)

es numerablemente compacto y no compacto. Por otro lado,

(({a,w] x[a,n] ,Tp),i) es la compactificacidn de Alexandroff de
(x',T'). Por lo anterior, los espacios (X'*,T'*) y ([a,w]x[é,fll,Tp)
no son homeomorfos. Se tienenasi{ dos numerables compactifica -
ciones T2 y por un solo punto de (X',T') que no son topologica=-
mente equivalentes (comparese con V.2.5(b)). Por dltimo,
((X'*,T'*),j)qé(([a,bJ]x[a,flj,Tp),i) ya que X'*-{w} x[a,0)

es abierto en (X'*,7'*) y sin embargo [a,w] x[a,n)-{wlxla,n)

no es abierto sn ([a,oJ]x[a,flj,Tp).

Veamos por Gltimo otra descripcién de la topologia dé la
numerable compactificacidn de Alexandroff de un espacio dado.

Proposicidn V.2.17

Sea (X,T) un espaciobtopolégico no numerablemente compacto.
Se consideran ((x*,7¥),j) la numerable compactificacidn de Ale-
xandroff de (X,T) y > (X) el conjunto de sucesiones de X que no
tienen punto de aglomeracidn en (X,T). Entonces, 1™ = TLJEU(:X*'
©el, U -{o}eT y todo elemento de Y (X) estd frecuentemente
en U} . Ademds, todo elemento de L (X) tiene a & como dnico pun-

to de aglomeracidn en (x*,7%).
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Demostracidn:

sea GYeTY( G*é;T). Entonces, x*¥- G* es cerrado y numera-
blemente compacto en (X,T) y g0 €G*. For otra parte, G* ~{0}=
x - (x*~6%) eT . Veamos por Glﬁimo que todo elemento de Y (X)
estd frecuentemente en G . En efecto:

Supongamos que {xn}newe S(Xx) y que ixn}neN no esta frecuen-
temente en G*. Entonces, existe noéN tal que 'xné.x¥-G* para to-

x

do n = ng e Como X*-G* es numerablemente compacto y cerrado, exis-

x_ % IV IR v
te  x, € (x*-6%*)MAgl {x } = (x*-G )nAng{xn}new , lo cual

n éno
contradice la definicidn de S (X).
Reciprocamente:

sea UC X*® con oo €U, U -{0}€ T y todo elsmento de Z(x)
esta fraéuentemente en U. Se tiene que X* = U =X =(x-4{00}) es

carrado en (X,T). Por otro lado si , {xn}neN es una sucesidn en
" - >U se tiene qus {x } é X(x). Por tanto {x } tiene
’ n néN ’ nineN ;

un punto de aglomeracién en (X,T) y como x*- U es cerrado, se

concluye guse x¥ -U es numerablemente compacto en (X,T). Asf,

e T .

For 1la descripcién anterior de la topologia ™ , 8s eviden-

te que ooeAng* {Xn}neN para todo {xn}nEN € S(X) . ARdemds por

la construccion de 3 (X), xéAng* {xn}néN para todo xéX vy

todo {xh}neNE S(X), ya que T*]x =T .



-195-~

CAPITULO VI

SECUENCIALES COMPACTIFICACIONES DE UN ESPACIC TOPOLOGICO

® 1. GENERALIDADES

En este pérrafo, se definen las secuenciales compactifica-
ciones de un espacio tOpolégico y la relacidn de preorden entre

ellas,

Ademds, se establecen propiedades de caracter general de

estos conceptos.

Definicidn VI.1l.1

Sea (X,T) un espacio topologico. Se dice que((x',T'),f) es
una secuencial compactificacidén de (X,T) si:
12, (x',T7') es secuencialmente compacto.
e ]

290 f(X) = X .

32, f es un homeomorfismo de (X,T) en (f(x),TW F(x))‘

Si ademds ((x',T'),f) satisface la condicidn 48 siquiente,
se dice que ({(X',T7'),f) es una F-secuencial compactificacidn de
(X,T) =

42, Para todo cerrado secuencialmente compacto, C, en (X,T),

se verifica que f(C) es cerrado en (X',T').

Observacidn VI.l,.2

A) si ((x',T'),f) es una secuencial compactificacidn de
(x,T) tal que (X',T') es un SKC-espacio,(En particular un US-

espacio secuencial), (II1.1.1(o)), ((x',T'),f) es una F-secuen-
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cial compactificacidn de (X,T).

B) Por la definicidn de F-secuencial compactificacidn se
tiene que toda F-secuéncial compactificécién es una secuencial
compactificacidn de un espacio topoldgico (X,T).

Sin embargo, el ejemplo IV.2.16 muestra que el espacio
((X,Tohj) que es la compactificacién de Alexandroff de (x',T')
es una secuencial compactificacidn de (X',T') que no es una
F-secuencial compactificacidn de (x',T') ya que{w}x[a,()) es
cerrado y sécuenéialmente compacto en (x',T') pero j({w}x[a,fl))
no es cerrado en (X,Tp). |

Este ejemplo sefala la independencia entre las secuenciales
compactificaciones y las F-secuenciales compactificaciones para
un espacio topoldgico (X,T).

Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto la independen-
cia entre las secuenciales compactificaciones, F-secuenciales
compactificaciones y las compactificaciones sobre un espacio to
poldgico (X,T).

£ jemplo VI.1.3

Al) Este ejemplo muestra que existen espacios (X,T) que
tienen compactificaciones que no son secuenciales compactifica

ciones,

L0,1]
)

es compacto y no es se-
L0,1] |

Puesto que (' O,lJ,TU

_ (0,1
cuencialmente compacto, ((1_0,1],Tu ) )

R lx) es una com-
L 0,1

PN .. . o . .
pactificacion que no es una secuencial compactificacion.
Bl) El ejemplo anterior sefiala la independencia entre las

compactificaciones y las F-secuenciales compactificaciones.
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'C,) El espacic del ejemplo A de V.1.3, (La,()), T, ),
' QL)

es secuencialmente compacto y no cdmpacto.'Paratue[:a,()),

se considera el espacio topoldgico (Y=[a,N)) -jw} ) T| Y) el

cual no es secuencialmente compacto ya gue no es numerablemen-

te compacto. En estas ccndiciones (([ a,()),T|_ ),j) don-

L8y

de j es la inclusidn de C'a,fl)-{uﬂ en{:asfl), es una secuen -
cial compactificacidn de (Y,TIY) gue no es una compactificacidn
de (Y’T'Y)' fste ejemplo, por tanto, pone de manifiesto la in-
dependencia entre las secuenciales compactificaciones de un es-
pacio (X,T) y las compactificaciones de aicho espacio.

Dl) El siguiente ejemplo prueba que existe una F-secuencial
compactificacién para un espacio topolégico (X,T) gue no es unha

compactificacidn de (X,T).

Puesto que (L a,fl),Tl_ ) es secuencialmente compacto,

2,(1)

((LZ a,fl),T![ a )’l[a,f1)> es una F-secuencial compactifica-
a »

. - . P
) gue no es una compactificacion,

cidn de (L
a,{)) .

) no es comPacto.

ya que

a
Dbservacxon Vi.l.4 ’ : . _ ,
AR) 1oda secuencial compact1f1c301on es una numerable compact1f1cac;

B)Toda F~-secuencial compactificacidn de un espacio topoldgico isd-
secusncial compacto es una fF-numerable compactificacidn del mis-
mo (Todo cerrado y secuencialmente compacto de un espacioc isose-
cuencial compacto, es secuencialmente compacto).

Los siguientes ejemplos relacionan las numerables compacti-
ficaciones y las secuenciales compactificaciones para un espacio

topoldgico (X,T).
Ejemplos VI.1l.5

sea (X,7) = ((0,1),T )R . entonces

A
2) “l(o,1)
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((L O,lJ,Tu [ ])R,j) es una numerable compactificacidn que
0,1 :

no es una secuencial compactificacidn ya que ([ U,l],TU )R

Lo,1]

. ’ . . .
no es un espacio topologico secuencialmente caompacto,
)H

. Entonées X,T),1
[U’l] (( ? P x)

8,) Sea (X,T) = ({lo,ll,ru

. . 4
es una F-numerable compactificacion de (X,T) gque no es una se-
. . . . # . -
cuencial compactificacion y por consiquiente no es una F-secuen
cial compactificacidn.

CZ) sea (X,T) = ([D,lJ,TU[U,l])R . Se tiene que

([ D,l],TU )R no es secuencialmente compacto.
[o,1]

Se‘gqnsidera la F-secuencial compactificacidn de Alexanaroff
((x*,7%),j) de (X,T)(vease el ® 2 de este capftulo) .Se verifi-
ca por consiguiente que ((X*,T*),j) es unaf-secuencial compacti-
ficacidn de (X,7) que no es una F-numerable compactificacidn,
ya que X es cerrado y numerablemente compacto en (X,T) y sin

embargo j(X) no es cerrado en (X*,T%) .

F=secuencial ,
compactificacion

1¥.2.46

Secuencial ’
compactificacion

Ay

Numerable ,
compactificacion :

< — > F-numerable
. . i
B compactificacion

. . .
compactificacion
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Proposicidn VI.1.6

sea (X,T) un espacio topoldgico. Se consideran
82:{((X',T'),F)i((x',T'),F) es una secuencial compactificacidn

de (X,T)} , (resp. 62_5 ={(X',T'),f)|((X',T'j,f) es una

F-secuencial compactificacidn de (X,T);}) y la relacidén bina-

ria, 4, en {_,ﬁs (resp. en 8F—S) definida por

((X'5T"),f) L ((x*,T"),f') si y solamente si existe una apli-
cacidén continua y suprayectiva , g, de (X",T") en (X',T') tal
que el diagrama

R < Su— |

N

es conmutativo. Entonces=< es un greorden en ﬁg (resp. en f?r q)‘

.
Demostracion;

Es evidente que la relacidn =X cumple las propiedades re-
flexiva y transitiva,.

Proposicidn VI.1.7

sea (X,T) un espacio topoldgico y ( é? ) el con’iunto

. . -~ _ _ . . ) . . ! /
precordenado definido en 1a proposicidn anterior (resp./ 8?_%,:é>)

Se considera en &1 (resp. en éi.%) la relacidn blnarla,jé R

definida por

((X"5T"),f) £ ((xn,T"),f') si y sclamente si existe un ho-

meomorfismo, h, de (X",T") en (X',T') tal gue el diagrama

es conmutativo. Entonces se tiene:

- . .
a)}é es una relacion de eculivalercia sabre gz (resp. sobre

87!-’-5)
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(Dos secuenciales compactificaciones (resp. F-secuenciales
compactificaciones). -relacionadas, se dicen topologicamente

equivalentes)

b) X es compatible con £ . For tanto £ induce una relacidn

&

de preorden en SA% (resp. en g?-s(g ) que notaremds:ﬁe .

o,
Demostracion:

a) Es ccnsecuencia de que la identidad, la inversa de un

. . . ® .
homeomorfismo y la composicion de homeomorfismos son homeomor-

fismos,

b) Es consecuencia de la propiedad transitiva de £ en 62

(resp. en 8':_5) y de que XC X .

Sin embargo veamos con un ejemplo que, en general, la rela
cidn :éjQ no es un orden en 62<Q ( resp. en g?-s[g ).

Ejemplo VI.1l.8

Basta considerar el ejemplo dado en V.l.6, pues para el es

pacio topoldgico (X,T) con X = (2, ) y T ={ (ay» )] ae(?,»-)} ,

(X", T"),5) vy ((x,T"), ") son F-secuenciales compactificaciones

de (X,T) ya que (Xx',T7') y (x",T") son espacios topoldgicos se -

cuencialemente compactos por ser numerablemente compactos y sa-

tisfacer el I.A.N. y todo cerrado secusncialmente compacto, C,

en (X,T), verifica que j(C) y j'(C) son cerrados en (X',T') y

>(x";;;57respectivamente. |
Sin embargo, se tiene el siguiente resultado:

Proposicidn VI.l. 9

Sean (X,T) un espacio topoldgico y ((X',T'),f) , ((X",T"),f")

dos secuenciales compactificaciones (resp. F-secuenciales com-

pactificaciones ) de (X,T) tales que :

a) ((X',T'),f) L ((x",Tm),f') y ((x*,7"),f") L ((x',7"),f).
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b) (X',T') o (X*,T")es un espacio topoldgico Toe
Entonces  ((x',T'),f) £ ((xm,1m),f") .

. P
Cemostracion:

Es analcga a la realizaca en V.1l.7.

Definicidn ViI.1l.1l0

Una secuencial compactificacidon ((x',T'),f) de un espacio
topoldgico (X,T) (resp. F-secuencial cOmpacfificacién ) cuyo
espacio topoldgico (x',T') es T, se gice que es una secuencial
compactificacién de Hausdorff (resp. F-secuencial compactifica
cidn de Heusdorff)

Proposicidn VI.1l.1l1

sea (X,T) un espacioc topoldgice,

H
Qfs = {((x',T'),F)’((x',T'),F) es una secuencial compactifica-

H
cidn de Hausdorff de (X,T)} (resp. Q?F-Sz i((x',T'),f)I

((x',7"),f) es una F-secuencial compactificacidn de Hausdorff
» H

de (X,T)}) yjékla relacidén oe equivalencia sobre %?S (resp. so-

H
bre %?F-S ) definida en vI,l1.7. Entonces £ es una relacidn de

) R
H
orden en Qf;/éq (resr. sobre %?F'%K% v ).

. P
Uemostracion:

£s  consecuencia de VYI.1.,9.

Proposicidn vI.1.12

sea (X,T) un espacio topolégico y ((x',T'),f) una secuen-

cial compactificacidn T, de (x,7) con (x',T') secuencial.(For viI.l.

(W), ((X'sT'),f) es una F-secuencial compactificacién ge (X,T)).Enton-
ces f(X) es abierto en (X',T') si y solamente si (X,T) es local
mente secuencialmente compacto. (La condicidn secuencial solose
utiliza para demostrar, que si (X,T) es iocalmente secuscialmen

te compacto, entonces f(X) es un abierto en (x',7*).)
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Dencstracidn:

Supongamos que f(X) es abierta en (X',T') .Como (x',T') es
secuencialmente compacto y Tx, (x',7') es localmente secuencial

mente compacto, y asi por Iv.2.1G, (f(x),T’ f(x)) es localmente

secuenciélmen;e‘ﬁompécto gipoflﬁaﬁéd kx,f;-es'localmente secuen=-
cielmente compacto.

Reciprocamente: Suponcamos que (X,T) es localmente secuen-
cialmente compactc. Entonces f(X) es localmente secuenciaimente

compacto. Como (X',T') es T, y secuencial,por IV.Z.12, existe

'€ 7' y €' cerrado en (X',7') tales -ue f(x) - &'MN°'. Lomo ()

= x', se tiene gue c'= x y per tanto f{X) = G'eT'g

£ jemplo Ul;llié*mﬁ

sean (X,T), (X',T') los espacius topoldgicos consideraacs
en I1I11.2.13. Se tiene que ((X,T),Jj) es una secuencial compacti-
ficacidn de (X',T'). E£1 espacic (X' ,T') es localmente secuen -
cialmente compacto y sin embargo X' nu es abierto en (X,T). As{.
la condicidn de ser secuencial el espacio (X',T') en la proposi=-

cidn VI,l.l? es esencial.

Proposicion VI.1.13

Sean (X,T) un espacio topoldgico y ((X',T'),f), ((Xx",T"),f")
secuenciales compactificabiones de (X,T) con (X',T') TI.A.N. v
{(xw,T") T3 y secuencial. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

a) ((X",T7),f') < ((X',T'),F) .

fl

$ tales

g .

b) Para todo CysCy cerrados en (X,T) con le\CZ

que f'(Cl)(\f'(CZ) = ¢ se verifica cue F(Cl)f\F(Cz)

- « ®
Uemostracion:

Es consecuencia ae V.1l.11 teniendo en cuenta gue toda se-~

. PR . P oo .’
cuencial compactificacion es una numerable compactificacion,
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Corolario VI.l.l4

sean (X,T) un espacio topoldgico y ((X',T'),f) ((x",T"),f")
secuenciales compactificaciones de (X,T) tales que (X',T') y

(Xx",T") cumplen el I.A.N.. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

a) ((X",T'),f) y ((x*,T"),f") son topologicamente equiva-
lentes.

b) Para todo Cyy CZC:X’ cerrados en (X,T) vy Llf\Cz = ¢4 se

verifica que F'(Cl)f\f'(ﬁz) = ¢ si y solamente si f(Cl)f\f(C2)=

=¢.

.
Demostracionn:

Es consecuencia del resultado anterior y de V.1l.9,

 © 2, SECUENCIALES COMPACTIFICACIONES POR UN SGLG PUNTO

En este parrafo, se introduce la F-secuencial compactifi-
cacidén de Alexandroff y se realiza un estudio paralelo al de

las numerables compactificaciones por un solo punto.

Proposicidn VI.2.1.

Sean (X,T) un espacio topoldgico no secuencialmente compac-
to. Se considera X" = x(U{w} y 7" = TLJ{GAC:XA |x* - 6" es cerra
do y secuencialmente compacto en (X,T)} . Entonces ((X*,7%),j),
donde j 8s la inclusidn de X en. x* y €s una F-secuencial compac-
tificacidn de (X,T).

.
Demostracion:

12, T* es una topologia en x* .
a) geTC TN ; x"€71" ya que x" - x" = $ es cerrado y secuennial
mente compacto en (X,T). ‘

. N A
b) Ssi G,1,G€T , Glf\52eTCZT .



5i GET y Gy = Gy , G,NG, = 6,N(x -(x" - G,))e TCT" .
y G, = Gty x" - (67N67 ) =(x"- sHU "= 6 )
que es cerrado y secuencialmente compacto en (X,T). Por tanto
6N G et

c) Sea {G'l\ }iélc ™ . si {c"i} ie1CTs iLé)Ic'i‘GTC ™.

Supongamos gue existe iOEI tal que G?éﬂr. Entonces
~ a]

x* - Jel = M -6/ )cxt -6 . oasi x" - Ug] es ce-
i€1 i€l 0 €1

rrado y secusncialmente compacto en (X,T). Por tanto

e et .
i€1

29, TA'X = T vya gue para todo GAETA ’ GWW X =X -(XA-GA)ET.
3e, (XA,TA) es secuencialmente compacto. En efecto;

. 2 A .
Sea {xn}néN una sucesion en X . S1 {xn}néN no converge a

w, existe U® abierto en (x*,T*) tal que x"- v*® contiene a

. -~ w .
una subsucesion {x }kcm . Como Xx* - v%® es secuencialmente com
nk = -

pacto y cerrado en (X,T), existe una subsucesidn {x . de
N JEN

A

w ’
{xnk}kéN que converge a un punto x€X - V . Asl {xn}nEN

tiene una subsucesidn convergente en (X*,T").

42, X = X® ya que w é;TA; ( (X,T) no es secuencialmente
compacto).

58, Sea C un cerrado secuencialmente compacto de (X,T). Se

tiene que j(C) = C es cerrado en (X*,T") ya que X
Asi queda probado que ({x*,7”),j) es una F-secuencial com-

pactificacidn de (X,T).
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Definicidn VI.2.2

A la F-secuencial compactificacidn, ((x*,T"),j) de (x,T),
¢onstruida enn UI.2.1 se le llama de Alexandroff,

Proposicidn VI.2.3

sea (X,T) un espacio topoldgico no secuencialmente compac=-

to y ((x*,7"),j) la F-secuencial compactificacidn de Alexandroff

Entonces se tiene:
(x*,T") es T, <> (X,T) es T,

Demostracidng:

(==>) . Es consecusncia de que el axioma T, es hereditario.
(&= ) . En efecto: |

Basta considerar por ser X&€ T, el caso en que se tengan
puntos distintos siendo uno de ellos W .,

Para todo x€X, como {x} es secuencialmente compacto y
cerrado, x* -{x} es entorno abierto de w gue no contiene a x,

» N .
Ademas X es un entorno de x gque no contiene aw,

Proposicidn VI.2.4 (Teorema de Alexandroff para las F-secuen-

ciales compactificaciones)

R . ’ . .
Sea (X,T) wun espacio topoldgico no secuencialmente com -

pacto vy Tl. Entonces se tiene:

a) (X,T) admite una F-secuencial compactificacidn T, por

un solo punto .

b) Dos F-secuenciales compactificaciones por un solo punto
y T, de (X,T) son topoldgicamente equivalentes.

.« #
Demostracion:

a) Basta considerar la F-secuencial compactificacidn de

Alexandroff de (X,T).

b) sean ((X',T'),f), ((x",T"),f') das F-secuenciales com=-
pactificaciones por un solo punto vy Tl de (X,T). Sean

{w}= x' - f(x) y {w}= x* - £'(x). Se considera la aplicacidn
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h:X'— X" definida por

#ff-l(x') si xX'"#w ,
hix') =
w' si x'=w
Se tiene que hof = f' y h es biyectiva. Veamos que h es

un homeomorfismo.
sea G'eT' . si w'fﬁ', h(cg') = F5F-1(G') que es abierto en

(F'(X)’T"IF'( )) y como f'(X) es abierto en (X",T") , se tiene
X

que h(G')eTn,

Si QfeG', X'- ' es cerrado y secusncialmente compacta en

(fF(x), T'f(x)> « Por tanto h(x'- G') = f%f—l(x'— G') es cerrado

y secuencialmente compacto en (f'(x),T“[ ' ) .« Por consiguien-
' (x)

te h(x'= G')= X" =n(G') es un cerrado y secuencialmente compac-
to en (Xx",T") .As{ h(G')eT". Luego h es una aplicacidn abierta.

De forma analoga se prueba que h-l es una aplicacidn abier
ta y por tanto que h es un homeomorfismo.

Proposicidn VI.2.5

Sea (X,T) un espacio topoldgico no secuencialmente compac-
to .Entonces se tiene:
a) La F-secuencial compactificacidn de Alexandroff de (X,T)

((x*,T*),3) es T, == 1) (X,T) es T, y 1I) Para todo xeX

2
existe VXcerrado y secuencialmente compacto en (X,T) .

b) (X,T) admite una F-secuencial compactificacidn T, por
un solo punto <= i) (X,T) es T,y ii) Para todo xeX exis-

te Ux cerrado y secuencialmente compacto en (X,T).

. ®
Demostracion:

a) (<==) Como Xx€T" y (X,T) es T, es suficiente considerar
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dos puntos distintos con uno de ellos igual a w . S

Sea xé€X . Par hipétesis, existe Vv cerrado y secuenciélmeg
te compacto en (X,T). Entonces X - U~ = That y v N o s ¢
b)(:==:>) Sea ((x',T7'),f) una F-secuencial compactificacidn T,
por un soclo punto de (X,T). Como el axioma T, es una propiedad
topolégica herecitaria, se tiene que (X,T) es T,.

Sea xeX .Como (x',T') es T,, existen

N .
Vf(x) y v ({w}= x'- f£(x)) abiertos en (X',T') y tales que

1
w
D X, X'- Y es cerrado

. '
Vf(xhw V& = g . Entonces, X'- Uw:)uf(x)

en (x',T') y por tanto es secuencialmente compacto en (x',T').
1 w' X -1, w' |
Como X =V C f(x), V' = f “(X=- Vv ) es un entorno ce-
rrado y secuencialmente compacto de x en (X,T).
Las otras implicaciones de a) y b) son consecuencia de las

anteriores.

Proposicién VI.2.6

Sea (X,T) un espacioc topoldgico .Entonces se tiene:

a) ((x®,T™),]J) es T3<:::>19) (X, T) es Tz y 29) Fara todo
cerrado y secuencialmente compacto existen GE€T vy c'cerracgo y se
cuencialmente compacto en (X,T) tales que CCGCC'.

(Por 1V.2.15, (X,T) es localmente secuencialmente compacto).

b) (x,T) admite una F—secuen&ial compactificacidn T, por

un solo punto ((x',T'),f) &= (X,T) es T, y para todo C cerra

do y secuencialmente compacto, existen G€T vy c' cerrado y se-
cuencialmente compacto tales que CC GCC' (Por IV.2.15, (X,T)
es localmente secuencialmente compacto).

. ®
Demostraciong

a)(<:::-) Sea v® un entorno abierto ce w ’ "= u® = C es ce-

rrado y secuencialmente compacto en (X,T) por la definicidn de

T .
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Por hipétesis, existen GeT vy C' cerrado y secuencialmente

compacto tales que CCGCC'. Por tanto:

v‘l‘) =x"-c'cx* - ccu® (V‘_fc x* -6 ).
Sea x€X y V" abierto en (x*,T"). Como X es abierto en
(x*,T"), podemos suponer que V” es abierto en (X,T). Como (X,T)
es localmente secuencialmente compacto.y regular, existe U ce-

. X X
rragdo y secuencialmente compacto tal que W CV~ . Asi w* es un

entorno cerrado de x en (X*,7*). Luego (X*,T") es Tee

b)(===> ) sea ((x',7T'"),f) una F-secuencial compactificacidn T,
por un solo punto de (Xx,T). Como el axioma Ty ©s una propiedad
topoldgica hereditaria, se tiene aue (X,T) es Ts o

Sea [ un cerrado y secuencialmente compzcto en (x,T),
Como ((X',T'),f) es Qna»F-secuencial compactificacidn, f(C) es
cerrado y secuencialmente compacto en (x',T'); por tanto
x'- f(c) = Vv es un entorno abierté de w ,

, w
Por ser (x',T') T,, existe V¥ tal que V"D v Du® .
asf f(c) = x' - v¥9C x'- u‘l”c x' = v}® , siendo X' -v;’C f(x)
abierto en (X',T') vy odr tanto abierto en (F(x)’T.'F(X)) y

x' - Vf)C:f(X) cerrado y secuencialmente compacto en (X' ,T').

Entonces tomando G = F_l(X'- Vf» ) abierto en (X,7) vy

w
1

C = F-l(x' - V. ) cerrado y secuencialmente compacto en (X,T),

. ]
se tiene que CCGcC C .
Las otras implicaciones de a) y b), son consecuencia de

las anteriores,

. . ®
Proposicion VI.2.7

Sea (X,T) un espacio topoldgico. Entonces se tiene;

a) ((x",77),J) es T, <> 19 (X,T) es T, . 22 Para to-
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do AC X cerrado y secuencialmente compacto en (X,T), existe

) continua y existe BC X cerrado

F2 (x,f)-———»([o,ll,fuE .
| 0,1]

y secuencialmente compacto en (X,T) tales que f(A) = {Ogy
f(X - B) = {l} (Por tanto, (X,T) es localmente secuencialmente
compacto).

b) (X,T7) admite una F=-secuencial compactificaciSn ((x",T'),f)
por un solo punto,.Tsa, < i) (X,T) es T3a y ii)‘Para

todo ACX cerrado y secuencialmente compacto en (X,T),existe

hs ‘,T —(lo,1],7
o) —{ C0,1]

u ) aplicacién continua y existe BC X

cerrado y secuencialmente compacto en (X,T) tales que h(a) ={U}
y h(X = B) = {l} . (Por tanto, (X,T) es localmente secuencialmen-
te compacto).

- ., P
Demostracion:

Andloga a la de V.2.8, sustituyendo numerablemente compac-
to por secuencialmente compacto.

Proposicidn VI.2.8

Sea (X,T) un espacio topolégico T4 no secuencialmente com-

pacto y tal que para todo CC X cerrado y secuencialmente compag

to, existe G&T y existe C' cerrado y secuencialmente compacto

con CCcGCc'. Entonces ((x*,T"),]j) es T,

- .
Demostracion:

Por la proposicidn VI1.2.3, (X*,T*) es T,»por serlo (X,T).

Por lo tanto, es suficiente demostrar que (XA,TA) es normal,

Sean Cl’ C2 dos cerradcs no vacios de'(XA,TA) y tales que

clﬂcz =g .

Se van a considerar dos casOs:

A _ . .
l. Que ¢C CQC:X . Como T ‘X = T, se tiene que C; y C,

l,

son cerrados y no vacios de (X,T). Puesto que (X,T) es normal,
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. A =
existen G,,G,€TCT" tales que C;C Gy, C,C6, v 'clﬂcz =g .

Luego para este caso se verifica la condicidn para que (XA,TA)
sea normal.

2. Supongamos que u)ECZ. Se tiene que C2F\X = C2 -{uﬂ es
un cerrado en (X,T).

Como C; es cerrado en (xA,T"), es secuencialmente compac-

——————

to;pero como Cf: Xy Cl es cerrado y secuencialmente compacto en
(X,T).Por tanto, por la hipdtesis,existe GE&T con GCﬁX-(szﬁx) y
existe C' cerrado y secuencialmente compacto en (X,T) tales que

ClC:GC:C' . Puesto que (X,T) es normal, existe AET tal que

~

~
ClC ACACGCC', siendo A cerrado en la topologia TA,x, luego

~ .
A es cerrado y secuencialmente compacto en (X,T)..
As{ se tiene que :

C,CATC T vy C,Cx" - Ret” y tales que ANV(x* = % ) = ¢ .

Luego para este otro caso , tambien se verifica la condi-
cién para que (X*,T*) sea normal.
Por tanto queda probade que (x*,T") es normal,

Corolario VvI.2.9

Sea (X,T) un espacio topoldgico T, no secuencialmente com-
pacto y tal que para todo CC X cerrado y secuencialmente compac
to, existe G€T y existe C' cerrado y secuencialmente compacto
con cCgcCc' . Entonces se tiene que toda F-secuencial compac-
tificacidn pof un solo punto y T, es T,.

. @
Demostracion:

Por la proposicidnn anterior, ((x*,7%),j) es Ty
sea ((x',T'),f) una F-secuencial compactificacidn por un

solo punto Tl. Como ((x*,T"),J) es Tl. resulta de la proposicion
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VI.2.4 que ((X',T'),f) y ((x*,T*),j) son topoldgicamente equi-
valentes. |

Asi pues, ((x',T'),f) es Tye

La siguiente proposicidn prueba que la secuencial compacti
ficacidn de un espacio topolégico (X,T); no secuencialmente com-
pacto, introducida en VI.2.2 , coincidé con la definida pof
R. BROWN en (9 ).

Proposicidn VI.2.10

sea (X,T) un espacio topodldgico nc secuencialmente compac
to .Se consideran ((x*,T"),j) la secuencial compactificacidn
de Alexandroff de (X,T) y S(X) el conjunto de sucesiones en X
que no tienen subsucesiones convergentes en (X,T). Entonces,
™ = TU{uCx*| weu, u -{w}eT y todo elemento de S(X) estd

‘sventualmente en u} . Ademas, todo elemento de S(X) con-
verge a‘u> y No converge a ningﬁn otro punto de x~ .

« *
Demostracion:

sea GeT* (GAgéT ). Entonces X* - G* es cerraco y secuen-

cialmente compacto en (X,T) y w €G". Por otra parte,

N -f{w}=x - ( x* - 6")e T . veamos por ultimo que todo ele-
mento de S(X) estd eventualmente en G" . En efecto: |
Supongamos que {xn}néNé s(x) y que {xn}néN.no esta even
tualmente en G . Entonces, existe {x } , subsucesidn de
: M k€N
A A A A .
{xn}neN , tal que {xng}kéNC: X -,G . Como X = ; es secuencial

mente compacta, {xn }kGN tiene una subsucesidn convergente en
k

(X,T) lo cual contradice la definicidn de S(X) .

Reciprocamente:

sea UC X" con w eU; U -4wl€ T vy todo elemento de S(X)

estd eventualmente en U. Se tiene que X" - U = X - (U -{w})
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es cerrado en (X,T). Por otro lado, si {xn}neN es una suce-
. ° A . . -

sion de X - U se tiene que {xn}néNgés(X) . Por tanto ixn}néN

contiene una subsucesién‘convergente en (X,T) y como X* - U es

cerrado, se‘concluye que X» - U es secuencialmente campacto en
(x, 7). As{ wueT? .

La Ultima parte de la proposicidn se comprueba facilmente.

Se tienen las siguientes propiedades de la secuencial com
pactificacidn de Alexandroff ((x*,7"),j) de un espacio topold-
gico no secuencialmente compacto (X,T).

Proposicidn V1.2.11 (9 )

a) si (X,T) es secuencial, (X*,T7") es secuencial.
b) si (x,T) es US-espacio secuencial, (X*,T*) es un US-es

pacio secuencial.

Los siguientes ejemplos establecen la relacidn entre la
compactificacidn de Alexandroff, la numerable compactificacidn
de Alexandroff y la secuencial compactificacidn de Alexandroff
para un espacio topoldgico (X,T). |

Ejemplo VI.2.12

A) Este ejemplo pone de manifiesto que ,en general, para
un espacio topoldgico (X,T) la compactificacidén de Alexandroff
de (X,f) no es la numerable compactificacidn de Alexandroff, ni

la secuencial compactificacién de Alexandroff.,

Sea (x,Tp) = ([a,w] ) x (C a,027,7) el espacio

,T'

[a,w]

topolégico del ejemplo IV.2.16.
Se considera el espacio topoldgico "Placa de Tychonoff"

(', 7') donge X' = [s,0] x [a,Q]- {(@, )}y 12T .
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-()- Q(W)Q)

Este espacio topolégico (x',7T"'") no es numerablemente com-
pacto, ni compacto, ni secuencialmente compacto. Sin embargo,
es localmente secuencialmente compacto vy T2.

Para este espacio (x',T'), ((X,Tp),j) es la compactificac

cidn de Alexandroff per un solo punto, donde j;xi*—-x es la
inclusidn. Puesto que (X,Tp) es compacto, (X,Tp) 8s numerable-
mente compacto y por tanto, ((X,Tp),j> es una numerable compac
tificacidn de (X',T'),

Para este espacio (x',T'), ((X,Tp),j) no es la numerable
compactificacién de HAlexandroff, ya cue no es F-numerable com-

pactificacién de (X' ,T7') ,pues {w}x[ a,()) es cerrado y numera

blemente compactoc en (X, T') y sin embargo no es cerrado en
(x,Tg) -« Asf pues ((x,7p),5) # ((X7,77), ).

Puesto que (X,Tp) es secuencialmente compacto, ((X,Tp),j)
es una secuencial comp actificacidn de (X,T). Sin embargo,
((X,Tﬁ)j) no es la secuencial compactificacidn de Alexandroff
para (X',T') ya que {w}x[ a,{)) es cerrado vy secuencialmente

compacta en (X' ,T') y sin embarqo no es cerrado en (X,Tp) . Ast

(K, T5),3) # ((X%,70),0)
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La numerable compactificaidén de Alexandroff ((x*,T*),j)
de (x',T') no es,por lo anterior, la compactificacidn de hlexan
droff, luego este ejemplo sirve tambien para indicar due, en
general, la numerable compactificacidn ce Alexandroff ce un
espacio topolégico nb es ia compactificacién de Aiexandroff de
dicho espacio,

La secuencial cohpactificacién de Alexandroff ((Xx",T%),]j)
de (x',T') no es,por lo anterior,la compactificacidn de Ale -
xandroff de (x',T'); por tahto, este ejemplo sirve tambien pa-

. . ’ .
ra seflalar que para un espacio topologico, en general, la secuen

cial compactificacidn de klexandroff para un espacio topolégico
no es la compactificacidn de alexandroff para dicho espacio.

)R
(0,1)

B) Sea (X,T) = ( (0,1),T,

Se tiene que (X,T) no es numerablemente compacto ya que la

n

p, = 0 pars todo r # 0

sucesidn {pn} nen ' ,No tiene
0.1
Po = 7

puntos de aglomeracidn en (X,T). Por tanto (Xx,T) no es ni com-
pacto ni secuencialmente compacto.

La numerable compactificacién de Alexandroff ((x*,1%),i*)
de (X,T) y la secuencial compactificacidn de Alexandroff
((x*,7*),i") de (x,T) ( La cual es unra numerable compactifica-
cién de (X,T) ) no son topoldgicamente equivalentes.En efecto:

Si lo fueran, existiria un homeomorfismo h de (x*,7%)

en (X*,T*) gue haria conmutativo el diagrama
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w* : '
lo cual no es posible ya que V = x* - TT A con A =[%, l]
' ré€R r r 2

para todo reR es un entorno abierto depu* y sin embargo

w

w X

h(v ) = x* - ] [A_ no es un entorno abierto de w”" por no ser
: T€R ~

TTa_ secuencislmente compacto.
TER

Esto pone de manifiesto que en general las compactificacig

nes de Alexandroff, numerable y secuencial son distintas.

A continuacidn se establece en que condiciones las compac-
tificaciones, las numerables compactificaciones y las secuencia
les compactificaciones ,todas ellas de Alexandroff, de un espa-
cio toppldgico (X,T) coinciden.

Definicidn VI.2.13

Un espacio topoldgico (X,T) se dice isocompacto(5 ) si to-
do subconjunto numerablemente compacto y cerrado es compacto.

Proposicidn VI.2,14

Sea (X,T) un espacio topoclégico no numerablemente compacto
(Por tanto (X,T) nc es compacto).Entonces la compactificacidn
de Alexandroff de (Xx,7) es topoldgicamente equivalente a la nu-
merable compactificacidn de Alexandroff de (X,T) si y solamente
si (X,T) &8s isocompacto.

4
Demostracion:

Ny o
Basta tener en cuenta la construccion de ambas compactifi-

caciones y que los espacios isocompactos son ajuellos en laos
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que los subconjuntos cerrados y compactos cainciden con los
cerrados y numerablemente compactos.

Corolario VI.2.15

Sea (X,T) un espacio topoldgico semiestratificable-(Para
cada abierto U de (X,T), existe una sucesidn de subconjuntos

de (X,T) tal que U = U u, - Ademds , si V
nenN

cerrados {Un}neN

es un subconjunto abierto de otro subcanjunto abierto u, se
verifica que UnC:Un para cada neN (41 ) )-. Entonces la compac-
tificacidn de Alexandroff de (X,T) coincide con la numerable
compactificacidn de Alexandroff de (X,T).

P 4
Demostracion:

Es consecuencia de que todo espacio semiestratificable es
isocompacto (5 ).

Observacidn VI.2.16

La clase de los espacios semiestratificables contiene en-
tre otras a la clase de los espacios estratificables, a la de
los espacios desarrollables, a la de los espacios de Moore vy
a la de laos espacios seudometrizables.

Corolario V1.2.17

sea ((X,T) un espacio meta-Lindeldf (7 )(Todo recubrimien

ento abierto de X tiene un refinamiento abierto puntualmente

»

numerable) . Entonces la compactificacidn de Alexandroff de

(x,T) coincide con 1la numerable compactificacidén de Alexandroff
de (X,T).

. ®
Demostracion

Es consecuenoia de gque todo espacio meta-Lindeloff es iso

compacto. (5 ).
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Observacidn VI.2,18

La clase de los espacios meta-Lindeldff contiene, entre
otras,a la clase de los espacios de Lindeltff, a la de los es-
pacios Que admiten base puntualmente numerable, a la de los es

pacios G-paracompactos y a la de los espacios paracompactos.

Proposicidn VI.2.19

| Sea (X,T) un espacio topoldgico no numerabieménte compatto
(Por tanto no secuencialmente compacto). Entonces la numerable
compactificacidn de Alexandroff de (X,T) es topoldgicamente equi
valente a la secuencial compactificacidn de Alexandroff si y so
lamente si (X,T) es isosecuencial-compacto (I.l.38).

.« ®
Demostracion:

Basta temer en cuenta la construccidn de ambas compactifi-
caciones y que los espacios isosecuencial-compactos son aguellos
en los que los subconjuntos cerrados y numerablemente compactos
coinciden con los secuencialmente compactos y cerrados.

Proposicidn VI.2.20

sean (X,T), (x',T') espacios topoldgicos no secuencialmen
te compactos y fiX—»Xx'una aplicacién. Se consideran las se-
cuenciales compactificaciones de Alexandroff de (X,T) y (x',7'),
((X*,T™),1) y ((X*T1'*),i") respectivamente y f":x>*—sx*"

PPl = f
definida por: Entonces fA:(XA,TA)——+(X'A,T'A)

FMw) =w .,

es continua si y solamente si f:(X,T)—> (X',7') es F-cuasi-
secuencialmente propia (IV.2.37) .

4
Cemaostracion:

1) FA: (x2,TA)— (X" ,T'*) es continua.
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a) f"“: F oy T =T v T"| =T implican que

Fs(X,T)—=(Xx',T7") es continua.
b) Para todo K' cerrado y secuencialmente compacto en

t
A ’

w - I
(x',T'), se sigue que Vv = x""= k'e1t" . rsi, (f*) }(V‘” ) =

x™ - F_l(K') = v¥e1? . por tanto f-l(K') es secuencialmente
compacto. Luego la aplicacidén f:(X,T)—>(X',T') es F-cuasi-
secuencialmente propia.

11) Fe(X,T)—= (x',T') es F-cuasi-secuencialmente pfOpia.

Para todo x€X, f*es continua en x, ya que X€ET . veamos
que f* tambien es continua enw. |

Para todo Uw'é'fA se sigue que qu = x'"" =~ k', con k'
cerrado y secuencialmente compacto en (X',T'). Asf;
(FA)—l(wa) = x" - f-l( K')E_Té. Por tanto, f” es continua en

w , Luego la aplicacidn f%: (x*,7")— (X'*,T'*) es continua.

Corolario VI.2,21

sean (X,T), (Xx',T7') espacios topoldgicos neo secuencialmente
compactos con (X',T') SKC-espacio y f:X—= X' una aplicacidn.
Se consideran las secuenciales compaciificaciones de Alexandroff
de (X,T) y (X',T'), ((X*,74),3), ((X'*,T'""),i") respactivaﬁente
y fA:xﬁf~> x'" definida por: FAIX =fy fM(w) =cb'. Entonces
fA:(XA;TA)———r(X'A,T'A) es continua si y solamente si
f:(x,T)—> (X',T') es cuasi-secuencialmente propia.

« #
Demostracion:

£s consecuencia de la proposicidn anterior y de Iv.2.39,

Corolario VI.2.22

sean (X,T),(X,T) espacios topoldgicos no secuencialmente com-

pactos, (X,T) subsecuencial, (X,7') un SKC-espacio localmente secuen

. . # . )
cialmente compacto vy f:x—>X' una aplicacion,.,Se consideran las secu
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c:iales compactificaciones de Alexandroff de (X,T) y (x',T');

: . . A_UA VA
Cx*, T, ) y ((x* ,7'*),3") respectivamente y f%iX=—— X

. L
diefinida por fA|X =fy ff(w) =w . Entonces
FAL (XA, TA)— (x"* ,T'") es continua si y solamente si

e (X, T)— (X' ,T') es secuencialmente propia.

Y 4
Demostracion:

£s consecuencia de VI.2.21 y de 1V.Z2.41.

foroposicidn VI.2.23

Sean (X,T) un espacio topoldgicc no secuencialmente compac-
tto y localmente secuehcialmente campacto, ((XA,TA),j) la secuen-
cial compactificacidn de Alexanaroff ds (XyT) y ((X',T'),f) una
ssecuencial ﬁompactificaéién de (X,T) con (x',T'") T; y secuencial

(Por VIele2.A, ((X',T'),f) es una F-secuencial compactificacidn

de (X,T). Entaonces, ((X*,T7),5)<((X',T'),F).

— . @
(Jemostracion:

Se considera la aplicacidn suprayectiva, h:xL—wXA, defini-
ada por F_l(x') si x'¢ f(x)
h(x') =
w si x‘¢_f(x). Es suficiente de-

mostrar que h es continua. Sea A€ T" ,5i A=G¢T, se tiene que

m~1(G) = £(G) es abierto en (F(x),T'!F(x)) y por VI.1l.1z,h"1(g)

es abierto en (X',T7'). 5i A = G"¢ 7", se tiene X*= G” es ce-
Irrado y secuencialmente compacto en (X,T). As{, f(x"- G =
rn'l(x“- G") = x'- h-l(GA) es cerrado en (X',T') y por tanto
ml ™) e 1",

(€ jemplo VI.2.24

Se considera el espacio topolégico (X',T'),“Placa de Tycho=-
moff", del ejemplo IV.2.16. 35e tiene que (X',T') es Ts,» NO se-

tcuencialmente compacto y localmente secuencialmente compacto.



A.demds, (X',T') no cumple la condicién 22 de VI.2.6(a). As{,

por VI1.2.5(a) y Vl.z.6(a), se tiene gue si ((X‘A,T'A),j) es la
ssecuencial compactificacidn de Alexandroff de (x',T'), (x'* , T'M)
es T2 y no es T3 (se tiene aéf un ejemplb de un espacio secuen-
c:ialmente compacto y T, que no es T, (Vease IV.1.27). Esto prue-
a que (X'",T'") es secuencialmente compacto y no compacto.

Por otro lado, (([a,w] xLa,f)J,Tp),i) yque es la compacti-
fficacidn de Alexandroff de (X',T'), es una secuencial compacti-
fficacipn de (x',T'). Por lo anterior, los espacios (X'",T'A) vy
(fa,w] x[a,fl],Tp) no son homecmorfos. Se tienen as{ dos secuen-
ciales compactiéicaciones T, y por un solo punto de (X',T') gue
mo son topologicamente equivalentas(combarese con VI.2.4(b)).

Se verifica que ((X‘A’1*“),j)gE((fa,u)]x[a,fl],Tp),i),
wya que x'" ~{w} x[a,LL) es abierto en (x"*,7'") y sin embargo
Ta, uf]xra fl]-{u> x[a fl) no es abierto en (La,u))x[a fl] , T )

Por dltimo, (Xx',T') es 1sosecuen01al compacto., En efecto:
ssean C' cerrado y numerablemente.compacto en (X',7') vy

{(xn,yn)} ney 4na sucesién en C' .como ([a,(01,7T) es secuencial-

ney 9ue con-

imente compacto, existe {ynk}kém subsucesion de {yn}
‘verge a un punto Y, en ([a,f)],T). Analogamente, como

([a,dJ],T'[a u>]) es secuencialmente compacto, {x } tiene
7V

nk ke

. . &
iuna subsucesion {xn } convergente a un punto X, en
JeN

Asi, la subsucesiﬁn{(xn Yy )J de
k. kK. j
. J J JEN
{(x Y )}.nEN converge a (x ,yo) en el espacio topoldgico T2
(la,wIx[a,O) 1,7 ) Asi, (xsy,) €5 €l dnico punto de aglome-

racion de {(x Y )} y como C' es numerablementa cdmpacto,
. JEN '

(x yy,)ec .Esto prueba gue C' es secuencialmente compacto.
Asi, por VI1.Z.19, la secusncial compactificacidn de Ale-

xandroff de (X',7'),({(x" ,T7" ),j) es topoldgicamente equivalen-

te a la numerable compactificacidn de Alexandroff de (x',1'),

((x*,T*),i) ( De hecho, si se toma W= ,ambas compactificacio-
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éIS. F-SECUENCIALES COMPACTIFICACIONES T3a

I d
En este parrafo se aborda el problema de encontrar condi-
ciones necesarias y suficientes para que un espacio topologico
. . . . . 2
(Xx,T) admita una F-secuencial compactificacidn T, .

Proposicidn VI.3.1

sea (X,T) un espacio topoldgico Tg, ¥ II.A.N..Entonces,

(X,T) admite una F-secuencial compactificacidn T a .(La condicidn
impuesta a _(X,T) equivale a metrizable y II.A.N.?.
Diemostracion:

Como (X,T) es T;, Y cumple el IT.A.N., existe una aplica

cidn fi(X,T)—=> ([ D,l],Tu YN ta1 que
[o,1]
fi (XyT)—> (F(X),Tp' ) es un homeomorfismo.
F(x)
Puesto que (E'O,l],Tu _ 1)N es secuencialmente compacto
_D,1.2
Y Tz, » se sigue que (f(X) ,TPJ____} es secuencialmente compac )
f(x) -
to y T, . Por tanto, ((f(x), Tp’ ( )),f) es una secuencial
f (X

compactificacién T._ de (X,T).

3a

Para todo CCX cerrado y secuencialmente compacto en (X,T),

como f(C) es secuenciélmente compacto y Il1+A«Ne, se verifica

qwe f(C) es compacto en (f(x),Tp‘ ; )) y por tanto f(C) es ce-
, f (X

rrado en el espacio topolagico T, (fF(X), T ).

Por consiguiente ((f(Xx),T )»f) es una F-secuencial

P[ F(X)

compactificacién Tg, Oe (XyT) &
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Proposiciln vi.3.1%

sea (X,T) un espacio topoldgico T., »NO secuencialmente
compacto , localmente secuencialmente compacto y II.A.N.. Se
consideran .la secuencial compactificacidn de Alexandroff de (X, T)

((x*y7%),J), y la F-secuencial compactificacidn T, _,

((f(x),Tp T )),f), construida en la proposicién anterior. Enton-
x .

ces, ((x",17),j) £ <<F‘<7>,rp1m.)),f>.

Demostracidn:

Es consecuencia de VI.2.3., ya que al cumplir (f‘(x),Tp )
fixX)
el I1.A.N., se verifica que (f(X)'TP‘—T_3) es secuencial.
f (X

Para demostrar gque existen espacios TSa gue no admiten
F-secuenciales compactificaciones T3, se establece el siguien

te resultado:

Proposicidn VI.3.2

sean (X,T) un espacio topoldgico y ((Xx',T'),f) una F-secu

encial compactificacidn T., de (X,T). Se considera la compacti

ficacidn de Stone—Eech'de (X, T), (( P(X), P(T)),e). Entonces
existe x" C ﬁ(x) tal gue:
1a, (xw, P(T)IX“) es numerablemente compacto y X" De(x).
29, Para todo YO X cerrado y secuencialmente compacto se
verifica que e(Y) es cerrado en (X", P(T)lx") .

' d
Demostracion:

12, Como f es aplicacidn continua de (X,T) en (X',T') se
tiene que existe ﬁ(ﬁ) aplicacidn continua de ( P(X), @(T)) en

( @(X'), P(T')) tal que el diagrama
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3.(x) 10— Y

es conmutativb. »

Como ( P(X), P(T)) es Cbmpacto y | P(X'), @(T')) es T,,
la aplicaecidn P(f) es propia.

Asi, tenmiendo en cuenta gue e' (X') es numérablemente com
pacto (Por ser secuencialmente compacto), por I1I11.1.14 ,se tig
ne que X#'z ﬁ(?)-l(e‘(xﬁ) es numerablemente compacto.

Ademds X" De(X) (por la conmutativided del diagrama ante
rior).

29, Sea Y cerrado y secuencialmente compacto en (X,T). Por
hipdtesis f(Y) es cerrado en. (X' ,T').As{ e{f(Y)es cerrado en

(' (x), B(T*)| )y eor tanto (BT (F(1))) = e(¥)
e' (Xx")

es cerrado en (X", P(T)]xn) .

( se tiene que _P(F) [F(X) -e(x)] = @(x') - e (x") . pPor tan
to si ze¢ ﬁ(?)-l(e(f(Y)) )y G(F)(z)ege’(f(Y)j y por consiguien
te zee(Y) . Esto prueba que (((f))7 (e (F(¥V)))=e(v) ).

Ejemplo, VI.3.3
Sea (X”T') donde X'=[a,w]x: a!Q]- { ((D,Q)} Y T'= TP’

Xl
el espacio topoldgico considerado en el ejemplo Vi.2.12(A). Se
tiene que (x',T') es localmente compacto, no es numeréblemente
compacto y por tanto no ee secuencialmente compacto, es T3a y

de Weierstrass.

Como (x',T') es de uWeierstrass y (([a,w],T,[ )x([a,Cﬂ,T),i)
a,w
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es la compactificacidn de Alexandroff de (X',T'), se tiene que

(( B(x"), B(1')),e) caincide con (([a,w],T 'a ) )x([a,01,7),1))
( 1X.4.90 de (23) ). ’

5i (Xx',T'") admitiese una F-secuencial compactificacidn
T3a’ por la proposicidn anterior, existiria Xx" verificando 19
y 29 de dicha proposicidn. Como (X',T') no es.numerablemente
compacto, se deduce de 12 que X" =L a,w] x L a,flj. Por otfo
lado, h»}x[ a,fl) es cerrado y secuencialmente compacto en
(x',7') y sin embargo 'i( {w} x[ 2,{1)) no es cerrado en

( ﬁ(x'), G(T') ) lo cual contradice 292 de la proposicidn ante-

rior,

El siguiente ejemplo prueba que la condicidn IT.A.N.,impues
to al espacio {(X,T), en la proposicidn VI.3.1, no es en general
condicién necesaria para due ur espacio topoldgico T4, @dmita
una F-secuencial compactificacidn Toge

£jemplo VI.3.4

sea (X,T) el espacio topoldgico ([ a,(.),T _ ) del
La’Q)

ejemplo 111.2.13, Se tiene que (X,T) es secuencialmente compac

to,T y no cumple el II.A.N. (no es de Lindeldf ). Se tiene -

3a
sin embargo que ((X,T),lx) es una f-secuencial compactifica -

cidn To, de (X,T).

£l siqguiente ejemplo muestra que las condiciones 12 y 20
de la proposicidén VI.3.Z, no son, en general, suficientes para
la existencia de una F-secuencial compactificacién T38 de un
espacio topoldgico Toge

Ejemplo VI.3,5

>H

_ . Como (X,T) es compacto
Z0,1]

sea (X,T) = (-G,1] T,
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y T se tiene que ( @(X), P(T)) se identifica con (X,T). For

29
tanto, se cumplen las condiciones 12 y 22 de VI.3.2. Sin embar
go (X,T) no admite una F-secuencial compactificacidn Teye EN

efecto:
Supongamos que existe una F-secuencial compactificaci%n

L ((x',T'),f) de (Xx,T) . Entonces, f(X) es un compacto en
el espacio topoldgico T, (Xx',T'"). por tanto f(X)= f(x) = x',

lo cual es absurdo ya que (X,T) no es secuencialmente compacto,

A continuacidn se estudia el comportamiento de los espacios
[ 4 . . . . . .
topologicos T38 cue admiten F-secuenciales compactificaciones

T. , en la construccidn de topologias iniciales y finales.

3a

El siguiente ejemclo prueba que el admitir FfF-secuenciales

compactificaciones T3a no es una propliedad hereditaria.

EjemplooVI.3.6

sean (X,T) = (_a,w],T| ) X (La,20,1) (x',7")
a,w

los espacios topoldégicos considerados en el ejemplo VI.3.3.
Como (X,T)’es secuencialmente compacto y T3a’ se tiene que
((X,T),lx) es una F-secuencial compactificacidn T, O® (X,7).
Sin embargo, en el ejemclo VI.3.3, se demostrd que el subespa-

cio (x',T') de (X,T) no admite F-secuenciales compactificacio-

nes T3a“

Proposicidn VI.3.7

Sea (X,T) un espacio toosoldoico que admite una F-secuen -
cial compactificacidn To,s ((X',T"),f) . Entonces para todo,

C, cerrado er. (X,T) se verifica -ue ((F(C),Tw ),f'c) es una

F(c)

F-secuencial compactificacidn To, GE (C,T{ ).
C
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. P
Cemostracion :

Como F:(X,T)———»(f(X),T" ) es un homecomorfismo, se tie
f(X) -

ne gue FIC;(C,TIE)———+ (F(C),T" ( ) es un homeomorfismo.for
f(rC)

ser (x',T') secuencialmente compacto vy Ts,» se deduce que

(F(C),T" ) es secuencialmente compacto vy Tage Ademds, f(C)

f{C)
es denso en (f(C),T'| __ ).
F(c)

For ultimo, si H es cerrado y secuencialmente compacto en
(C,T]C) , se tiene gue H es cerrado y secuencialmente compacto
en (X,T). As{ por hipdtesis, (Ftu)(H) = f(H) es cerrado enr
(x',T') y por tanto en (f(C),T' ).

F(C)

Proposicidn VI.3.8

Sea {(Xn,Tn)}n€N una familia numerable de espacios topold
gicos TSa y secuenciales, Supcngamos gue para todo neN,
o ' : o . 2
((xn,Tn),Fn) es una F-secuencial compactificacion T,  de (xn,Tn).

Entonces ( TT(xn,Tn ), Tj.fn) es una F-secuencial compacti-

nen nen

ficacidn T,, de TT (x

Tn) .
nen

n,

Demostracidn:

Para todo neN, se tiene cue Fn es un homeamorfismo de

(xn’Tn) en (Fn(xn)’T; ) . For tanta T f es un homeo

Fn(xn) nen
morfismo de | [ (x_,T_) en ! [(F (x_),T! ) =
n n n n n
neé N nén fn(xn)

) . Ademas [ ]f (X )= TTr (x )y=TTx'.
J:Kfn(xn) nen @ " neN "7 pen 7

(T (X)), T

nen P
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Por IV.1.15(c), se tiene que Tj.(XA,T;) es secuencialmen
nenN ‘

te tcompacto, Ademds, ]—T(X;,TA) es T4, -
nepn :

Por Jltimo, sea [ cerrado y secuencialmente compacto en Tj-(xn,Tn).
nen

Como para cada nen (Xn,Tn) es secuencial y US-espacio, por

IV.1.22(a) y IV.1l.11 se tiene aque pn(C) es secuencialmente

. o Vot
compacto en (Xn,Tn). Entonces, Fn(pn(t)) es cerrado en (xn,rn)

y por tanto Tj'Fn(pn(C)) es cerrado en TT.CXH,TA).
nEN nen

Como (T—Tfn)(t) es un cerrado de || Fn(anC)), se conclu
néeEN nen -

ye que (T-ffn)(t) es cerrado en ] | (X;,Té) .
neEN nen

En general el cociente 4e un espacio T., Qque admite una

a
. . k3 s ’ s 3

F-secuencial compactificacion T3a’ no admite una fF-secuencial

compactificacidn T3a ya gue el axioma TSa N0 se conserva por

identificaciones.

Proposicidn VI.3.9

Sea {(xi’Ti)}iél una familia finita de espacios topoldgi
cos T, . Supongamos gque para todo i&l ((XE’TE)’fi) es una F-se

-). Entonces

cuencial compactificacidn T4, de (Xi’Tl

( 2 (x',7'), S f.) es una F-secuencial compactificacidn T
i€1 171 jer ! 3a

de 1%1 (xi,Ti) .

. P
Demostracion:

Para todo i€I, f, es un homeomorfismo de (Xi’Ti) en

(Fi(xi),T; ). Por tanto ) f. es un homeomorfismo de
Fi(x) i€]
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x.,7.) en ( Zf(x)),( L T)) | ) + Ademés,
Sgl( it T | jer | i€l ngfi(xi)

Zfi(xi) = .Z F.(x.) = Zx'i .

i€1 jer + ¢t i€l

Por IV.1.17, se tiene que 2_ (xi,Ti) es secuencialmente
i€l

compacto, Ademds es TSa'

Por Jltimo sea C un subconjunto cerrado y secuencialmente

compacto en . (xi’Ti> .5e tiene que C = > Ci’ donde C. es
i€ < } o e SR

cerrado y secuencialmente compacto en (xi,Ti) para todo i€l. En-

tonces ( Z:fi)(c)= Z:Fi(ci) es cerrado en Z: (xi,T;) .
i€1 i€1 1€l

En (28) , K.Morita establece gue un espacio topoldgico T3a

(X,T) admite una F-numerable compactificacidn T, 81 y solamen-

te si existe ((X',T'),f) F-numerable compactificacidn T, Oe

(x,T) tal que ﬁ(x) D x'"De(x) , donde (( @(X), P(T)),e) es
, v

la compactificacion de Stone-Cech de (X,T).

£l siguiente ejemplo prueba que para las F-secuenciales
compactificaciones T3a de un espacio topoldgico T38 no se tiene

una caracterizacidn andloga a la de K. Morita.

Ejemplo VI.3.10

Se considera el espacio topoldgico (N,TD) de los ndmeros

naturales con la tOpologfa discreta.

Se considera ((x",T"),j) la secuencial compactificacidn
de Alexandroff de (N,TD). Por vI.2.7, se tiene que ((XA,TA),j)

es una F-secuencial compactificacidn T4, de (N,TD).

Veamos sin embargo, que no existe una f-secuencial compac

tificacidn Tags ((x',7"),f),de (N’TD> tal cue ﬁ(m):)x'D e(n).
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En efecto:

Supongamos que existe una tal F-secuencial compactificacibn

T . Como e(N) no es secuencialmente compacto, se tiene que

3a
x' -~ e(N) £ ¢4 . La sucesidn {e(n)}neN en X tendrd una subsu-

. P .
cesion convergente, ie(nk)} key  Como ( P(N), @(TD)) es T,
si x; es el punto de convergencia de {e(nk)} keny €N (x',1")

. . L}
(y por tanto en ( G(N), @(TD)) se tiene que {e(nk)}kENLJ{XU}

es cerrado en ( P(N), G(TD))’ lo cual es absurdo,ya que todo

subconjunto cerrado e infinito de ( p(N), @(TD)) tiene .de car

dinal 2R . (Vease pag. 71 de (34) ).

[ jemplo _\LI‘.3. 11

En (20®) A.KATO, construye (aamitiendo la hipdtesis ael
continuo) un espacio topoldgico (YD,TO) cumpliendo las siguien;
tes propiedades:

12) (YO,TO) es T, .

292) (Yo’To) es un M-espacio (vVease (27)).

39) (Yo’To) es separable.

42) (Y »T,) es localmente compacto.

5¢) (Yo’To) cumple el I.A.N.

69) (YO,TO) no admite una f-numerable compactificacidn Ty,

De 59) se deduce que (Yo’To) es isose;uancial compacto
(1.1.39). Asi, por 62) y VI.1.4(B), se deduce que (Y ,T ) no
admite una F-secuencial compactificacién T3a.(Comparese con
Vel.2(E)). |

Por otro lado, de 42) y 59) se deduce que (Yo’To) es local-
menfe sacusncialmente compacto; Por tanto, ((YQ,TS),j) es una

F-secuencial compactificacidn T, de (Y ,T. ).
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Proposicidn VI.3.12

Sea (X,T) un espacio t0polégico numerablemente compacto y

T,

58.5nt0n¢es, (X, T) admite una F-secuencial compactificacidn T

Sa
si y solamente si (X,7) es secuencialmente compacto.

s #
Demostracion:

Ssi (X,T) es secuencialments compacto, ((X,T),lx) es una
F-secuencial compactificacidn T, ce (XyT)e

Reciprocamente: Sea ((x',7'),f) una F-secuencial compacti=-
ficacidn Ty, 08 (XyT). Supongamos Gue{X,T) no es secuencialmente
compacto., Entonces, por Iv.l.2z8, se tiene que existe una suce-
sidn ixn}nem en (X,T) tal que toca subsucesidn suya tiene infi-
nitos puntos de aglomeracidn en (X,7) (Por tanto, ninguna sub-

sucesidn de {xn} es convergente). For obro lado como (X' ,T')

néey

es secuencialmente compacto,{f(xn)} tiene una subsucesidn,

nein

f(x_ ) que converge a un punto x' € X' = f(X). Como (Xx',T')
Pk keN ° |

es T2, x' es el Unico punto de aglomeracidn de f(x )} en
° . kI keN

(x,,T'). Asi, {f(xn )} no tiene puntos de aglomeracidn en
k JkegNn

(f(x),TT f(X)) y por tanto {xn } no tiene puntos de aglome-
k1 kel

racidn en (x,T), lo cual es absurdo. Asi, (X,T) es secuencial-
mente'compacto.

Observacidn VI1.3.13

A) La demostracidn anterior, prueba el siguiente resultado;:
"sea (X,T) un espacio topoldgico numerablemente compacto y T,
Entonces, (X,T) admite una secuéncial compactificacidn T2 si.y
solamente si (X,T) es secuencialmente compacto.

B) En la demostracidn anterior se ha obtenido, ademds, la

siguiente condicidn necesaria para que un espacio topoldgico T38

: . PR . ?
admita una F-secuencial compactificacion TEa'
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"sea (X,T) un espacio topoldgico Tog Y ((X',T'),f) una F-se-

cuencial compactificacidn T ae (Xx,T). Entonces, (X,T) no con=-

3a

. . . . L.
tiene una sucesidn {xn} tal gue ninguna subsucesidn suya es:

nen
, . ,‘ P .
convergente y todas tienen un punto de aglomeracion."
Esta condicion necesaria no es suficiente, como lo prueba

el ejemplo VI.3.1l1 ((YO,TO) cumple el I.AN. )

Corolario VI.S.;A

Sea (X,T) un espacio compacto y T, (Por tanto, (X,T) es

T Entonces, (X,T) acmite una f-secuencial compactificacidn

38)‘

T si y solamente si (X,T) es secuencialmente compacto.

3a

4
Demostracion:

Es consecuencia de que todo espacio compacto y,T2 s nu-

merablemente compacto y T3a’

Ejemplo V1.3.15

A) El espacio topoldgico ({u,l},Tu { })R es compacto vy
O,l :

T, ( y por tanto es paracompacto) y no es secuencialmente com-

r

pacto. As{i ({U,l},Tu,{ }) no admite una F-secuencial compac-
0,1 '

tificacidn T, .

B) Sea (X,T) un‘espacio discreto. Se tiene que (X,T) cumple
las condiciones 12) y 22) de VI.2.7. Asi, ((X*,T*),j) es una F-
secuencial compactificacidn To, e (X,T).

Por tanto existen espacios metrizables que no cﬁmplen el
II.A.Ne, Gue admiten F=-secuenciales compactificaciones T3a (Com-
parese con UI,S.l). Basta considerar un espacioc discreta (X,7)
con card(X)> }{ . |

o

C) Se considera el espacio topoldgicoo (X,T) =([a,[1),T[a a)
14

(N’Tu’ N). Se tiene que (X,T) es T,_, no es secuencialmente

-

compacto y no es metrizable (([a,[l),T [a ())) es setuencial-
. oL L

mente compacto y no es compacto).
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, A .
por el apartaco anteriocr {(&", (T ) )sJj) es una F-secuen-

u‘N

: . . .2 . r _
cial compactificacidén T,  de (R,TU‘N) y como (_a,(l),TrLa,fl))

es secuencialmente compacto y T3a’ k(‘a’fl)’Tlfa,fl))’l{a,fl))

. . . . # -
es una F-secuencial compactificacion de (La,fl),T'ra (\)). Asi,
La,l:

por VI.3.9, se tiene que (([a,()),T [a,fl)))+(NA’(TulN)A>’lra~Q)+j)

. . . .
es una F-secuencial compactificacion T3a.

U).([a’(l)’Tl[a,fl)}R es T

3y numerablemente compacto vy

no es secuencialmente compacto. hsi (Ea,fl),T!ra 11))H no admi-
9

| -
te una f-secuencial compactificacién T3a'
£n este ejemplo cada espacic coordenado admite una Feseg-

cuencial compactificacidn T;, (Vease v1.2.8).

Queda planteaco el siguiente problema;

YCaracterizar los espacios topolégicos T3a Ggue admiten

f-secuenciales compactificaciones T3a ",
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