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1. Introducciéon

En este trabajo estudiamos el modelo de FitzZHugh-Hodgkin-Huxley para
la transmision de impulsos nerviosos a lo largo de los axones de las fibras
nerviosas de los animales vertebrados. Este modelo se aplica principalmente
a los nervios motores, nervios largos que contienen cientos o miles de nodos
de Ranvier. Por ejemplo, el nervio que baja de la cadera al pie puede llegar
a medir metros, estando formado por miles de nodos.

El modelo original de Hodgkin-Huxley se aplica a animales invertebra-
dos. Hodgkin y Huxley lo formularon para el calamar gigante, un animal
con nervios gruesos en el cual resulta sencillo medir pardmetros y veloci-
dades. Su trabajo les vali6 el Premio Nobel de Medicina y Fisiologia en 1952.
La variante propuesta por FitzHugh permite tratar los nervios de animales
vertrebrados, que se caracterizan por estar parcialmente recubiertos de una
sustancia aislante llamada mielina. La presencia de esta sustancia permite
conducir informacion a grandes velocidades con nervios muy finos. Sin mieli-
na, la velocidad de conduccién es proporcional al area de la seccion transversal
del nervio. Con mielina, es inversamente proporcional al drea no recubierta.
Otra diferencia importante entre ambos tipos de nervios aparece al investigar
los fallos de propagacion. La pérdida de mielina en los nervios de un animal
vertebrado se traduce en enfermedades de tipo esclerosis multiple.

En ambos modelos, la quimica de iones en la membrana no recubierta del
nervio es la propuesta por Hodgkin y Huxley. La diferencia se encuentra en el
acoplamiento espacial. El modelo original de Hodgkin y Huxley es continuo
en espacio e involucra un término difusivo con derivadas de orden dos. La
variante de FitzHugh acopla un modelo continuo en la regiéon recubierta
de mielina entre nodos de Ranvier con un modelo discreto para los nodos.
La componente discreta de este modelo dificulta su estudio analitico. En
contraste con la infinidad de resultados conocidos para el modelo continuo,
no se dispone de informacion analitica alguna para el caso discreto.

Nos proponemos extraer informacién analitica del modelo de FitzHugh-
Hodgkin-Huxley en tres etapas. La primera etapa consiste en la construc-
cion numérica de los impulsos nerviosos. Nuestras simulaciones numéricas
sugieren la identificacion de los impulsos nerviosos con soluciones de tipo
onda viajera. La segunda etapa consiste en la construccién asintética de los
impulsos, suponiendo la existencia de soluciones de tipo pulso viajero. Se
obtienen dos tipos de informacién util:

= En primer lugar, la construccién asintotica proporciona predicciones de
la velocidad e intensidad de los impulsos, asi como caracterizaciones del



rango de parametros en el que la propagacion de impulsos es posible.
Esta informacién es extremadamente valiosa para disenar farmacos que
restauren la movilidad controlando los pardametros de la quimica del
nervio.

= En segundo lugar, se obtiene una prediccion regular a trozos del perfil
de los impulsos. Esta primera aproximacién es 1til con el fin de disenar
argumentos de punto fijo o de continuacién que permitan demostrar la
existencia de pulsos viajeros en estos modelos. Debido a la presencia
de variables discretas en espacio, el estudio de los pulsos viajeros no
se reduce al andlisis de planos de fases de sistemas de ecuaciones ordi-
narias. Es preciso tratar con problemas de autovalores diferenciales en
diferencias, mucho mas complejos.

La ultima etapa, que no abordamos aqui, seria la demostracién efectiva de
la existencia de ondas viajeras en este tipo de modelos.

Este trabajo esta estructurado como sigue. En primer lugar, introduci-
mos el modelo de FitzHugh-Hodgkin-Huxley. A continuacion, escribimos el
modelo en forma adimensional, como paso previo a su resolucién numérica.
Tras ello calculamos los impulsos nerviosos con dos procedimientos numéri-
cos distintos. El primero es el método de lineas. El segundo es una variante
del esquema de Crank-Nicholson. Una vez construidos los impulsos numéri-
camente, procedemos a su construccién asintética. Concluimos con resulta-
dos de existencia de soluciones estacionarias y de soluciones globales para el
problema de valores iniciales y comentarios sobre el trabajo futuro.



2. El modelo de FitzHugh-Hodgkin-Huxley

Los nervios de los vertebrados se distinguen de los nervios de animales
mas primitivos porque estan parcialmente recubiertos de una capa aislante
de mielina. La membrana nerviosa queda al descubierto iinicamente en una
secuencia de puntos activos llamados nodos de Ranvier. La figura 1 ilustra
la estructura de una fibra mielinica. La longitud de cada fraccién recubierta
de mielina es del orden de 1 a 2 mm (cerca de 100d donde d es el didmetro
de la fibra) y la anchura de los nodos es del orden de 1um. Los nodos tienen
propiedades de conduccion similares a las de los axones nerviosos sin mielina,
mientras que la mielina tiene mucha mayor resistencia y menor capacitan-
cia [11]. La conduccién de impulsos nerviosos a lo largo del axon de fibras
mielinicas se puede describir mediante una ecuacién de difusién periédica-
mente activada por los nodos [15, 13, 9]. Reemplazando la fibra nerviosa por
el circuito equivalente representado en la figura 2, aplicando las leyes de Kir-
choff y adoptando en cada nodo la dinamica de Hodgkin-Huxley obtenemos
el modelo siguiente, debido a FitzHugh [9].

——Nodos de Ranvier

Mielina <L 5 V(xi)

= i H q =
| — o
i x=L x,=(i+1)L

VI D=V Vix, b=V, ()

Figura 1: Estructura esquematica de un nervio con mielina.

Denotamos por V(X,T) y V;(T) la desviacién del potencial de la mem-
brana respecto al equilibrio en las capas de mielina y los nodos de Ranvier,
respectivamente. Suponemos que los nodos estan equiespaciados, separados
una distancia L igual a la longitud de las capas de mielina. Los nodos estan
localizados en los puntos X; y la mielina recubre los intervalos [X;, X;4].
Consideramos unicamente nervios del sistema motor, cuyos axones estan for-
mados por cientos o miles de nodos. La evolucién de la diferencia de potencial
V(X,T) en las capas de mielina viene dada por:
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Figura 2: Circuito equivalente para una fibra con mielina.

ov__ 1 oV Vv
"o  R;+R.0X*> R’
V(Xi,T) = Vi(T), V(Xit1,T) = Vira(T) (2)

X € (Xi,Xi1), T >0 (1)

Estas ecuaciones estan acopladas con las que rigen la evolucion de la
diferencia de potencial en los nodos:

OB+ (Vi My, N, H) = I(T) @
I .
L(T) = i +§e[a—X(Xi T) = 55 (X, T)] (4)

La corriente de iones en la membrana nerviosa viene dada por la formula de
Hodgkin y Huxley:

Iion(‘/a M,i\], H) :gNaMSHGL_ VNa,R) (5)
+g,(V=Vir)+ e N (V — Vkrg).
Las variables N;, M; v H; describen la quimica del sodio y potasio: NN; es

la activacion del potasio, M; la activacién del sodio y H; la inactivacion del
sodio. Su evolucion se rige por las ecuaciones:

DL = X har (Vi) (Mo (Vi) — M),
e = IAn (V) (N (Vi) = N, (6)
e N (Vi)(Hoo (Vi) — H),



Los parametros presentes en las ecuaciones tienen la interpretacion siguiente:
Tna YV Gx son las conductancias méximas para los canales de iones Na™t y
KT, respectivamente, g, es la conductancia residual.

Los potenciales correspondientes son Vy,, Vi v V1, respectivamente.
Definimos, Vyor = VNe — VR, Vkr = Vk = Vry Vor = Vi — Vg,
donde Vi es el potencial de equilibrio. C, es la capacitancia de la membrana
nerviosa en los nodos y C,, la de la mielina. Los parametros R; y R, son las
resistencias en el medio intracelular y extracelular de la membrana del nodo.
R es la resistencia en la mielina.

Si suponemos que la corriente axial es constante a lo largo de la capa de
mielina, entonces

ov Vi (T) = Vi(T)

ox 1) = L

en [X;, Xit1]

con L = X;,1 — X;. Como consecuencia,

1
O =17y )

y obtenemos un modelo discreto para el potencial de las membranas en los
nodos:

dv; —
Cnd_T + Lion(Vi, My, Ny, Hy) = D(Viyy — 2V + Vi) (7)
I . 1 . . . .
donde D = TEEy Y L es la longitud de la cubierta de mielina entre los no-

dos. Esta aproximacién es razonable desde el punto de vista de los resultados
numéricos en [9].



3. Adimensionalizacion del modelo

Para nuestros tests numéricos seleccionamos los parametros de ranas y
sapos. Para los nervios motores de las ranas [4] las curvas experimentales se
ajustan mediante las siguientes tasas de convergencia y perfiles de equilibrio:

Ay (V)=0,03 [% +4 exp(_l—g)]

exp(2,5-0,1V)
My (V)= [1 + 4exp(%)%} -1
An(V) =007 exp(5) + mnavym)
Hoo(V)= [1 + exp(35) ]—1 ®
0 O7(exp(3 0 1v)+1)

exp(1-0,1V)

An(V)=0,79[ 54090 10,125 exp(5)]
exp(3—0,1V)—17-1
Noo(V)=[1+0,125 exp( 5 )(po,l—(]w]

Valores tipicos para los demds parametros segin [4, 16]:

C1m VNa Rz + Ee gNa XM
L6 pf/mm | 47TmV [ 15MQ/mm | 0,57 pmho | 127 (ms)™
Cu Vi R Ik A
1,5 pf —75mV | 290MQmm | 0,104 umho | 1,76 (ms) ™!
Vi Vi L 9L AN
75 mV | =ThmV 2mm 0,025 umho | 2 (ms)~?

Para adimensionalizar el modelo, elegimos como nuevas variables

Vv _ X
V= = s t:T)\M, r = —, mi:Mi, ni:Ni, hz:Hz
VNaR L
Definimos Gg = Cody, Ge = Cody v D = @ +1R i
Las ecuaciones adimensionalizadas son:
ov v v o
EZDC@—}—%7 ZEE(Ii7ZEi+1>:(Z,Z+1>,t>O (9)
v(wi,t) = vi(t), v(Tiv1,t) = viga(t) (10)
Y,
dvz + gNam?’h ( — 1) + gL( VL) + gk n; ( VK) (11>

—Dd[ 2 (2 ,t) — ge(a7 1))
dmi — A (vz)[m (vz) m;),

dt

D — XA (03) [noo (07) — 4] (12)

t

Z = )\hAh Uz [ - hz]
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con los parametros adimensionalizados:

gna |9k | 9r |Da | De | R | Vk | VL [ A | M
INa §_K E_L 2 D EG XK,R _‘/L,R E—N E—H
Gd Gd Gd Gd GcL ¢ VNa R VNa R )\M )\M

Recordemos que €2 = %, F= %, y mho = Q~!. Las nuevas tasas de conver-
gencia y perfiles de equilibrio se obtienen de (8) reemplazando V' por vV yq r.

Los parametros sin unidades, para los nervios de las ranas son:

D, Dy R | gve | 9K g | Ve | VL | M\ An
0,082 10,175 | 58,92 12,99 | 0,546 | 0,131 | O 0 10,014 {0,016




4. Soluciones numéricas: El Método de lineas

El método numérico mas sencillo para aproximar las soluciones del mode-
lo de FitzHugh-Hodgkin-Huxley consiste en discretizar por diferencias finitas
el laplaciano que aparece en la ecuacion del calor.

—L
r | X
ﬁ : e I,l e
XO x1 xi -1 xi xi+1 XM-1 XM
Nodos de Ranvier
Xi i=0,..., M
.<+)-
© Xin
Xon Xiw Xi-on Xin Xiia1n X MmN Xy
Xin = Xinj

Figura 3: Malla.

En cada intervalo determinado por dos nodos de Ranvier consecutivos,
introducimos N — 1 nodos numéricos con el fin de discretizar la derivada
segunda.

Sea r = % Denotamos por

rij=1+gjr, j=0,.,N—-1, 1=0,...,M

los nodos numéricos.
Observese que M + 1 es el nimero de nodos de Ranvier de la fibra
nerviosa y N + 1 el nimero de nodos numéricos en el intervalo [z, 7 + 1].
Numerando consecutivamente tenemos un total de M N + 1 nodos. Los

nodos de Ranvier son
riny, t=0,..., M.

En cada uno de los nodos de Ranvier internos tenemos cuatro ecuaciones:

d?i% + [(UiNa miN, N, hiN) = DdUiN+l_27;i2N+UiN—l 7
d;;zN = Am(’UiN> [moo(vm) — miN:| , (13)
T = A (vin) [neo (viv) — mun]

ddZiN - )\hAh(UiN)[hoo(viN)_hiN],

parat=1,....,M — 1.



En los N — 1 nodos numéricos intermedios tenemos una discretizacién
por diferencias centradas en el espacio de la ecuacion del calor:

de U'+1—2'U'+U‘_1 (% . . .
D, N bl —iN+1, ... N —1, (14
parat=0,....M — 1.
Los datos iniciales v;(0) se obtienen evaluando el dato inicial f € L*°([0, M])
en los nodos correspondientes.

Las condiciones de contorno son
wlt) = golt) € Z2(0.T)),  vai(t) = r(t) € L2(0.T)).

El sistema se puede discretizar en tiempo con un Runge-Kutta de orden
2 para que el orden en tiempo y espacio sea dos. Los programas MATLAB
siguientes usan un cédigo RKF23.

Programa principal

% Metodo de las Lineas para la resolucion numerica de nuestro
% problema: Modelo de Fitz-Hodgkin-Huxley de la

% propagacion del impulso nervioso (para ranas y sapos).

b

% Declaracion de las constantes del problema adimensionalizadas.
clear all

clf

global dd dc R r M N gNa gL gK vL vK lambn lambh vdiv vizq vder T
b

dd=0.175;

dc=0.082;

R=58.92/10; % Resistencia en la mielina.

gNa=2.99; 7 Conductancia maxima para el canal de iones Na+
gK=0.546; 7 Conductancia maxima para el canal de iones K+
gl=0.131; % Conductancia residual.

vK=0; % Potencial (adimensionalizado) de iones de K+.

vL=0; % Potencial (adimensionalizado) residual.

vNa=1; % Potencial (adimensionalizado) de iones de Na+.

VR=75; % Potencial de equilibrio.

vdiv=47+75; % Factor de adimensionalizacion de los potenciales.
lambn=0.016;

lambh=0.014;



L=1; % Longitud de la cubierta de mielina.
b
)
b
% Declaracion de las funciones coeficiente del problema
% que se obtienen experimentalmente.
an=inline(’0.01.*(10-v)./(exp(1-0.1%v)-1)’);
bn=inline(’0.125.*exp(-v/80)’);
am=inline(’0.1.%*(25-v)./(exp(2.5-0.1xv)-1)");
bm=inline(’4.*exp(-v/18)’);
bh=inline(’1./(exp(3-0.1*xv)+1)’);
ah=inline(’0.07.*exp(-v/20)’);
)
% Observese que se evaluan en vdiv=VRaya_Na-VRaya_R, es decir,
% se evaluan con las constantes sin adimensionalizar.
)
coef=2xdd/sqrt (dc*R)*(1-cosh(1/sqrt(dc*R)))/sinh(1/sqrt(dc*R));
% Obtencion de ya (parecido a C_{1,a})
a0=-0.1;
ma=am(a0*vdiv) ./ (am(a0*vdiv)+bm(aO*vdiv)) ;
ha=ah(a0*vdiv) ./ (ah(a0*vdiv)+bh(a0*vdiv)) ;
na=an(a0*vdiv) ./ (an(a0*vdiv)+bn(a0*vdiv)) ;
ya=gL.*(a0-vL)+gNa.*ma. 3.*ha.*(a0-vNa)+na. “4*gK.* (a0-vK) ;
ya=ya-coef*a0;
% Obtencion de yb (parecido a C_{1,b})
b0=0.1;
mb=am (b0*vdiv) ./ (am(b0*vdiv)+bm(bO*vdiv)) ;
hb=ah (bO*vdiv) ./ (ah(bO*vdiv)+bh (bO*vdiv)) ;
nb=an (b0*vdiv) ./ (an(b0*vdiv)+bn (bO*vdiv)) ;
yb=gL.* (b0-vL)+gNa.*mb.3.*hb.*(b0O-vNa)+nb. “4*gK.* (b0-vK) ;
yb=yb-coef*b0;
% Determinacion de los datos iniciales en el primer nodo de Ranvier.
for j=1:50
v=(a0+b0)/2;
ml=am(v*vdiv)/(am(v*vdiv)+bm(v*vdiv)) ;
hi=ah(v*vdiv)/(ah(v*vdiv)+bh(v*vdiv)) ;
ni=an(vxvdiv)/(an(v*vdiv)+bn(v*vdiv)) ;
y=gL.*(v-vL)+gNa.*ml."3.*xh1l.*(v-vNa)+nl~4*xgK* (v-vK) ;
y=y-coefx*v;
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if yxya>0 al0=v; end
if y*yb>0 bO=v; end

end

vO=v;

nO=n1;

mO=m1;

hO=h1;
yA
v=-100.1-VR:0.1:70.1-VR;
v=v/(vdiv) ;
ml=am(v*vdiv) ./ (am(v*vdiv)+bm(v*vdiv)) ;
y=gL.*(v-vL)+gNa.*ml. 3.*%h0.*(v-vNa)+n0. 4*gK.*(v-vK); 7% Parecido C_{1,0}
y=y-coefx*v;
plot(v,y)
yA
yA
M=30; % M+1 Nodos de Ranvier, M internodales.
N=10; % N+1 Nodos numericos, N intervalos.
r=L/N; 7 Paso en tiempo.
T=10; % Tiempo
nodv=MxN-1; % Nodos totales.
space=r:r:M-r; % Mallado en espacio quitando nodos frontera.
nodranv=1:M-1; % Nodos de Ranvier que no son frontera.
vder=v0; % Valor nodo derecho frontera.
vizq=1; % Valor nodo izquierdo frontera.
% Valor inicial de la solucion.
yO=[1*ones (2*N, 1) ; vO*ones (nodv-2*N,1)];
y0=[y0;n0*ones (M-1,1)1];
y0=[y0;mO*ones (M-1,1) ;hO*xones(M-1,1)];
% Mallado en tiempo.
tspan=0:1:500;
m=length(tspan) ;
% Calculamos la solucion, y, con RKF45.
[t,yf]l=0de23(’rhslineas2’,tspan,y0);
% Dibujamos.
h=subplot(1,1,1);
for i=1:m

plot(space,yf(i,1:nodv),’o-r’)

hold on

11



plot(nodranv,yf (i, [1:M-1]+nodv),’s-b’)
plot(nodranv,yf (i, [1:M-1]+nodv+M-1),’*-m’)
plot(nodranv,yf (i, [1:M-1]+nodv+2*(M-1)),’<-c’)
% legend(’v_1’,’n_1’,’m_1’,°h_17,0)
drawnow
pause
hold off
end
break
A
% Figural
yA
h=subplot(1,1,1);
i=m-85;
plot(space,yf(i,1:nodv),’o-r’)
hold on
plot(nodranv,yf (i, [1:M-1]+nodv),’s-b’)
plot(nodranv,yf (i, [1:M-1]+nodv+M-1),’*-m’)
plot(nodranv,yf (i, [1:M-1]+nodv+2*(M-1)),’<-c’)
axis([2 M-1 -0.1 1.11)
set(h,’FontSize’,18)
xlabel ’i’,ylabel ’v_i,m_i,n_i,h_3i’
print -deps2c figl.eps
hold off
yA
% Figura2
/A
h=subplot(1,1,1);
plot(tspan,yf(:,10%N),’-r’,’LineWidth’,2)
hold on
plot(tspan,yf(:,10+nodv),’-.b’,’LineWidth’,2)
plot(tspan,yf(:,10+nodv+M-1),’:m’,’LineWidth’,3)
plot(tspan,yf(:,10+nodv+2*(M-1)),’--c’,’LineWidth’,2)
plot(tspan,yf(:,8+N),’-r’,’LineWidth’,2)
hold on
plot(tspan,yf(:,8+nodv),’-.b’,’LineWidth’,2)
plot(tspan,yf(:,8+nodv+M-1),’:m’,’LineWidth’,3)
plot(tspan,yf(:,8+nodv+2*(M-1)),’--c’,’LineWidth’,2)
axis([0 t(m) -0.1 1.1])
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Jml=yf (:,50+2%*n) ;
%hvl=yf(:,50);
Yminf=am(vl*vdiv) ./ (am(vl*vdiv)+bm(vl*vdiv)) ;
%hold on
%hplot(tspan,ml-minf,’g-’,’LineWidth’,1);
set(h,’FontSize’,18)
xlabel ’t’,ylabel ’v_i(t),m_i(t),n_i(t),h_i(t)’
print -deps2c fig2.eps
hold off
A
% Figura3
yA
h=subplot(1,1,1);
plot(tspan,yf(:,10%N),’-r’,’LineWidth’,2)
hold on
plot(tspan,yf(:,10%xN+2),’-.b’, ’LineWidth’,2)
plot(tspan,yf(:,10%xN+4),’:m’,’LineWidth’,2)
plot(tspan,yf(:,10%xN+6),’--c’,’LineWidth’,3)
plot(tspan,yf(:,10%xN+8),’:g’,’LineWidth’,3)
plot(tspan,yf(:,10%xN+10),’-r’,’LineWidth’,3)
axis([0 t(m) -0.1 1.1]1)
Jml=yf (:,50+2%*n) ;
%hvl=yf(:,50);
Yminf=am(vl*vdiv) ./ (am(vl*vdiv)+bm(vl*vdiv)) ;
%hold on
%hplot(tspan,ml-minf,’g-’,’LineWidth’,1);
set(h,’FontSize’,18)
xlabel ’t’,ylabel ’v_i(t),m_i(t),n_i(t),h_i(t)’
axis([100 340 -0.1 1]1)
print -deps2c fig3.eps
hold off
A
% Figura4d
yA
h=subplot(1,2,1);
plot(space,yf(m-85,1:nodv),’o-r’)
hold on
plot(space,yf(m-95,1:nodv),’o-r’)
plot(space,yf(m-97,1:nodv),’o-r’)
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plot(space,yf (m-98,1:nodv),’o-r’)
plot(space,yf(m-105,1:nodv),’o-r’)

axis([20 24.5 -0.01 0.91])

set(h, ’FontSize’,18)

xlabel ’i’,ylabel ’v_i’

text(23.5,0.8,’(a)’, ’FontSize’,18)

h=subplot(1,2,2);
plot(space,yf(m-90,1:nodv),’o-r’)
hold on
plot(space,yf(m-110,1:nodv),’o-r’)
plot(space,yf(m-100,1:n0dv),’o-r’)
plot(space,yf(m-103,1:nodv),’o-r’)
plot(space,yf(m-98,1:nodv),’o-r’)

axis([13 17 -0.01 0.61)

set(h,’FontSize’,18)

xlabel ’i’,ylabel ’v_i’

text (13.5,0.52,’ (b)’, ’FontSize’,18)

print -deps2c figé.eps

hold off

yA

/A

Funcién que define el segundo miembro

function dy=rhslineas2(t,y)

A

global dd dc R r M N gNa gL gKk vL vK lambn lambh vdiv vizq vder T

yA

nodv=M*N-1; 9 Ecs para v, N-1 nodos numericos internos en cada
% espacio internodal

tot=nodv+3*(M-1); % Ecs en total, M-1 nodos de Ranvier internos,

% M+1 en total.

dy=zeros(tot,1); % Inicializacion.

yA

% Funciones coeficiente

A

v=y(1:nodv)*vdiv;

an=0.01.*%(10-v) ./ (exp(1-0.1%v)-1);

bn=0.125.*exp(-v/80) ;
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nv=an./(an+bn) ;

am=0.1.%(25-v) ./ (exp(2.5-0.1*v)-1);
bm=4.*exp(-v/18) ;

mv=am./ (am+bm) ;

bh=1./(exp(3-0.1%v)+1);

ah=0.07.*exp(-v/20) ;

hv=ah./(ah+bh) ;

b

% Condicion de contorno

A

cizq=vizg*max(sign(T-t),0);

/)

% Primer espacio internodal, nodos numericos 1...N-1
b

dy (1:N-1)=dc*(y(2:N)-2*y(1:N-1)+[cizq;y(1:N-2)]1) /r"2-y(1:N-1)/R;
yA

% Espacios internodales 2...M-1

b

for i=2:M-1

j=[1:N-1]+N*(i-1);

dy (j)=dcx(y(j+1)-2xy(j)+y(j-1)) /r~2-y(j) /R;

end

)

% Ultimo espacio internodal

YA

j=[1:N-1]+N*(M-1);
dy(j)=dcx([y(j(2:N-1));vder]-2xy(j)+y(j-1))/r~2-y(j) /R;
)

% Nodos 2...M

YA

lambdan=(an+bn) *lambn;

lambdah=(ah+bh) *1ambh;

lambdam=(am+bm) ;

for i=1:M-1

J=N*i;

dy (j)=gKxy (nodv+i) . 4. *(y(j)-vK)+gL*(y(j)-vL);

dy (j)=dy(j)+gNa.*y(nodv+(M-1)+i) . 3. *y(nodv+2* (M-1)+i) .*(y(j)-1);
% if t<Tcrit

dy (j)=-dy(j)+dd/r*(y(j+1)-2*xy(j)+y(j-1));
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% Esta es de orden uno y no dos, para arreglarlo, interpolo linealmente
% y me cojo un vecino a distancia r~2

% else

% b=y (G+1)*(G+r 2-j)-y(GI*(G+r~2-j-1);

h a=—y(G-D*(G-r72-7)+y (I *(j-r"2-j+1);

% dy(j)=-dy(j)+dd/r"2*(b-2xy(j)+a);

% end

b

dy (nodv+i)=lambdan(j) .*(nv(j)-y(nodv+i));

b

dy (nodv+(M-1)+i)=lambdam(j) . * (mv(j) -y (nodv+(M-1)+i)) ;

b

dy (nodv+2* (M-1)+i)=1lambdah (j) .* (hv(j) -y (nodv+2x (M-1)+i) ) ;
end

Utilizando estos programas hemos simulado la generaciéon de un impulso
nervioso por excitacion del nodo ¢ = 0 durante un breve instante de tiempo.

Figura 4: Perfil espacial del impulso nervioso: v; (circulos), m; (asteriscos),
h; (cuadrados), n; (tridngulos).

La Figura 4 ilustra la estructura espacial del impulso nervioso. La figura
5 ilustra el perfil temporal del impulso. Nodos de Ranvier contiguos experi-
mentan la misma evolucién con un retardo aproximadamente constante. Esto
sugiere la posibilidad de describir matematicamente los impulsos nerviosos
considerandolos ondas viajeras.



0 100 200 300 400 500

Figura 5: Perfil temporal del impulso nervioso:

v; (linea continua), m; (dis-
continua), h; (a puntos), n; (trazos-puntos).

100 150 200 250 300

Figura 6: Perfil temporal del impulso nervioso, en dos nodos de Ranvier con-
secutivos (linea continua) y en nodos numéricos intermedios (discontinuas).
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Figura 7: (a) Avance del frente del perfil espacial del impulso nervioso con el tiempo.
(b) Evolucién de la cola del perfil espacial del impulso nervioso con el tiempo.

En los nodos numéricos intermedios entre los nodos de Ranvier el frente
del perfil temporal varia ligeramente, véase la figura 6, ocasionando varia-
ciones en la cola y el frente de los perfiles espaciales, véase la figura 7. Estos
perfiles temporales se repiten para nodos numéricos que ocupan la misma
posicion entre nodos de Ranvier consecutivos. El sistema parece evolucionar
a una solucién de tipo onda viajera discreta, con un perfil temporal asociado
a los nodos de Ranvier y otros a los nodos numéricos intermedios.
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5. Meétodo de Crank-Nicholson adaptado

Las simulaciones numéricas realizadas con el método de las lineas sugieren
que los impulsos nerviosos se propagan como ondas viajeras discretas. En
ausencia de resultados analiticos sobre estas ondas, es importante disponer
de otro tipo de esquemas numéricos a fin de constrastar los resultados de
las simulaciones y tener una medida de su fiabilidad. En esta seccion va-
mos a desarrollar esquemas numéricos alternativos basados en el método de
Crank-Nicholson.

5.1. Discretizacion del problema parabdlico

Discretizamos primero las ecuaciones del calor:

ov 0%*v v . .
E_DC@ = —}—%, 0<R7 l’i:Z<ZL’<1’i+1:Z+1, O<t<T

v(x;,t) = vi(t)
v(xip1,t) = wvip(t).

para i =0,..., M.

T §
| | ]| i=0,..M
| ]| j=0,...N-1
sg| [ ] k=0....K
L
0 * M
X, L‘?' Xp o Xy X X5 X Xmo Xpm

Figura 8: Malla.

Dado el rectangulo Ry = [0, M] x [0, T, consideramos la malla A, 5 en
Ry;r definida por:

{(L’L‘Z‘J‘,tk) | T3 = ’i-f-j?”, j = 0, ,N—]_,Z = 07 ,M tk = k‘S, k= 07 1, ...,K},
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para numeros 7, s € R definidos por:

1 T
—, §=—.
N K

En cada subintervalo (z; 0, z; n) = (¢, i41) tenemos un problema parabdli-
co lineal con condiciones de contorno de Dirichlet en los nodos de Ranvier (los
nodos numéricos extremos). M + 1 es el nimero de nodos de Ranvier. N + 1
es el nimero de nodos numéricos en el mallado de cada intervalo [i,7 + 1].
K + 1 el nimero de nodos en el mallado de [0, 7.

Dada una funcion:

r =

UZRMT—>R

llamamos discretizacién de v en la malla A, ; a los valores de v en los puntos
de A, s, es decir,

v

{v(zij,te) | (zij,tk) € A, 5.} Notaremos v(z; j, ty) Zk

It
Podemos optar entre discretizaciones de primer orden (explicitas o im-
plicitas) o de segundo orden. El método de Crank-Nicholson es un método
implicito de segundo orden, sin restricciones de estabilidad sobre los pa-
sos. Permite pues la eleccién de pasos espaciales y temporales relativamente
grandes, con la consiguiente reduccién del coste computacional. Serd por ello
nuestra eleccién final. Describimos a continuacién las tres posibilidades.

5.1.1. Métodos explicitos en diferencias finitas para la ecuacion

(15)
Vamos a aproximar las derivadas de acuerdo con el esquema:
k41
Yij
k k k
Vij—1 =7 Vij T Uit

esto quiere decir que la ecuacion (15) discretizada resulta ser:

k+1 ok k k k k
Vij TV D Vg jp1 — 2055 + Ui _ _Uz_j (16)
s ¢ r2 R
Despejando en (16) vﬁjl resulta:
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S
siendo S = — D, para j = 1,..., N — 1, con 7 fijo. En cada etapa, calculamos

el nivel de tiempo k 4 1 directamente a partir del nivel de tiempo k, usando
las condiciones de contorno en j = 0y 5 = N. El nivel de tiempo k£ = 0 lo
proporciona el dato inicial. El método resultante tiene error de truncamiento
de orden uno. La restriccion de estabilidad sobre los pasos se obtiene por un
analisis de Von Neumann o bien imponiendo que los autovalores de la matriz
de cambio de nivel sean de mddulo menor que uno. Reescribiendo (17) en
forma de sistema tenemos:

k+1 AU +ka7 i :(vlk,l" i) ’LN 1) 1k (207 ’ "’O’IU?:N)t (18)

La matriz A es de tipo Toeplitz, con diagonales constantes, y sus auto-
valores se conocen de forma explicita:

Aj=1-28S—-s/R+2Scos(nrj), j=1,..N—1 (19)
La restriccién |[\;| <1, j=1,..., N — 1 se traduce en:

S
2> s/R+43D.. (20)

Si tomamos -5 = a constante, basta elegir el paso temporal suficientemente

pequeno para garantizar la estabilidad: s < 1 — 2aD..

5.1.2. Métodos implicitos en diferencias finitas para la ecuacion
(15)

Formalmente procedemos como antes, con la diferencia de que para dis-
cretizar las derivadas usamos los puntos de la malla como en la figura
siguiente:

k+1 k—l—l k+1
U’i,j 1 — > U ——> V. ,]+1
k
Ui j

La ecuacién (15) discretizada se convierte en:

k+1 ok k+1 k+1 k+1 k41
Vig "V g Y~y FUiGo Uiy (21)
. — .
S 7"2 R

Usando la misma notacién y haciendo los calculos en una forma similar al
caso anterior resulta que:

—S(Uﬁﬁl + vfjll) + (1+2S+s/R)v; k“ = vf’j, (22)
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En cada etapa, hemos de resolver un sistema con matriz tridiagonal para
calcular el nivel de tiempo k£ + 1 a partir del nivel de tiempo k. El error de
truncamiento es de orden uno en espacio y tiempo.

La restriccién de estabilidad sobre los pasos se obtiene por un analisis de
Von Neumann o bien imponiendo que los autovalores de la matriz de cambio
de nivel sean de médulo menor que uno. Reescribiendo (22) en forma de
sistema tenemos:

A?Jf—H = Uzk + szka ,Uzk = (Uz{ih '-'7U§N—1)t7 fzk = (Uzk,OaOa ---707U§N)t (23)

La matriz A es de tipo Toeplitz y simétrica, con diagonales constantes. Los
autovalores de la matriz de cambio de nivel A~! son los inversos de los auto-
valores de A:

1

A= =1,.,.N—1 24
7 1+42S+s/R—2Scos(nrj)’ I (24)

La restriccién |A\;| < 1, j = 1,..., N — 1 se cumple sin restriccién sobre los
pasos en tiempo y espacio.

5.1.3. Método de Crank-Nicholson para la ecuacién (15)

La idea de Crank-Nicholson, introducida en 1947, consiste en considerar una
combinacion convexa de los métodos implicito y explicito (mencionados an-
teriormente). Mas concretamente tomando los puntos de la malla:

vilh e v oo U
T 7 7
! ! ]
Ui e Ul e vl

definimos para 6 € (0,1),

k+1 k k+1 k+1 k+1 k+1

Vig — Y _ 9<D Vijrl T 2V TS U N

s ‘ r2 R

(25)

k k k k

Vij+1 — 2%;’ T U1 U

+ (1-46)(D. 5 — ).
r R

Si # = 0 se tiene el método explicito expuesto antes, si § = 1 se tiene
el anterior método implicito. El método de Crank-Nicholson corresponde

clasicamente al caso 0 = 3"
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1 — sD, )
Por tanto, tomamos 6 = R llamamos S = — = 52 Sustituyendo en
r

2
la ecuacion (25) y simplificando resulta,
(138 ety SO ) -

El nivel £ 4 1 se calcula a partir del nivel k resolviendo un sistema de la
forma:

(26)

AvFtt = BoF 4 SfF oF = (vfjl, ...,UfN D% (27)
fik ( 7/0+/U7{€8_17O 07/0 N+Uk+l) : (28)
La condicion de estabilidad se traduce en:
— 28 — 3% + 2S cos(7rj)

1< <1, j=1,.,N-1 29
1+2S + == — 2S cos(77j) J (29)

Esta restriccién se cumple sin condiciones adicionales sobre los pasos en tiem-
PO v espacio.

5.2. Discretizacion del sistema de ecuaciones diferen-
ciales

Para los problemas parabdlicos hemos elegido una discretizacion de or-
den dos en tiempo y en espacio. Légicamente, para el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias acoplado a ellos hemos de elegir una discretizacién
de orden dos. El sistema a discretizar es no lineal, por lo que un método
implicito incrementaria el coste de forma desmesurada. Optaremos por el
método de Heun, un método explicito de orden dos. La estabilidad de este
método nos impone una cierta restriccion sobre el paso temporal.

Para simplificar, a partir de ahora notaremos v, = v; y Zip = ;.
Detallamos a continuacién los pasos que hemos seguido:

= Paso 1: Discretizacién de la ecuacion para v;.

Sea

dvi
dt

et tr.0)

= Clzvz+021+Dd< T

v(xg,t) = v(t)
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donde

) — 3. 4
Cl,z<t) (gNamzhz+gL+gan>7 con i :O"“,M'
Coi(t) = gnamih;

En primer lugar hemos de discretizar la parte espacial. Como

o, . o v(@i ) — ()

%(% ) = rli>I(I)1+ T (31)
31

ov, _ (=) — ()

%(% ) = rli%lf —r

la discretizacion de la diferencia

ov
%(l’j, tk) -

ov

viene dada por
1
k k k
- (Uz‘,l — 2v; + vifl,Nfl)

Por tanto, aplicando el Método de Heun a la ecuacién (30) obtenemos

+ [2Q00 + sCiip) — 45 Q] (v, + 0k v ) (32)
+ |:1+501,i,k(1+§cl,i,k_4Q) —4(24—68(3]1}5€
donde

_sD
Q - Qrda

D Dg\?2
Q - Z.-3(2)
Ademés, hemos anadido un subindice k para referirnos a Cy ; = C ()
y Coip = Coi(tr).
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= Paso 2: Discretizacién de la ecuacion para m;.

Sea
dm;
L= Ap(s) [moo(vs) — my),
m(z;,t) = my(t)

Aproximamos m;(tg.1) por el Método de Heun y obtenemos

k+1 k k
= 01imy + O Mo (V7))

mi(tr1) = m;

donde ,
‘9172‘,]6 = 1- SAm<U,Z€> -+ %Afn(vf)
Orir = SAm(Uf) - %A’?n(vf>

Los subindices de las constantes denotan su dependencia de 7 y k, al
estar evaluados en vF

,L' .
= Paso 3: Discretizacién de la ecuacion para n;.
Dado

dn;
S )\nAn Vi) | Moo\Vi) — Ny |,
n () () = ] -

n(x;,t) = n(t)

aproximamos n;(tx,1) por el Método de Heun, resultando

ni(teer) = ni = nf + o pneo (vF)

donde ,
Mgk = 1— SAnAn(Uf:) + %)\%A%(Uf)
MNik = SAnAn(Uzk) - %Ai‘/\i(vzk)

Los subindices de las constantes denotan su dependencia de i y k, al
estar evaluados en v?

1: .
= Paso 4: Discretizacién de la ecuacién para h;.

Sea

dh;
L = )\hAh Vi hoo Vi) — hl
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Aproximamos por el Método de Heun h;(tyy1) y se obtiene:
hi(trer) = By = Crinhy + Coinhoo(V))

donde ,
Cliwg = 1— SAhAh(Uf)j‘ SRR (vF) _
Coik = S)\hAh(Uf> - %A;QLA%(UZk)

Siguiendo con la misma notacién, los subindices de las constantes de-
notan su dependencia de i y k, al estar evaluados en v*

i

Observese que
Orin = 1—"01x
M2,i.k =ik -
Coik = 1—Crigk

5.3. Problema discretizado final

La discretizacion final se obtiene ensamblando los esquemas de Crank
Nicholson y de Heun en el orden adecuado. La figura 9 ilustra la distribucién
de nodos, el nimero de ecuaciones por nodo y la ordenacion de ecuaciones.

En un tiempo t;

xij 1 ecuacion para v

L l j= 1ouN-1
’T‘o rooX X Xy X iy X2 Xy );M
Condiciones T Condiciones

1 ecuacion para v

de contorno .
3 ecuaciones: m, n, h.

de contorno

in = X

Notacion: X

Figura 9: Distribucién de nodos y ecuaciones.

El sistema resultante es de la forma:

AvFtt = F. (36)
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A es por bloques y tiene la siguiente estructura:

By, ¢ 0 ...0 0

0O By D ... 0 0

0 0 By ... 0 0
A= . . . . :

0O 0 0 By—o D

0O 0 0 0 By

(37)

Para describir los bloques introducimos la notacién: A = 1 + 2S + 55 Su

estructura es la siguiente:

= Bloque By, de dimension N —1 x N — 1:

A =S 0 0 ... 0
-S A =S 0 ... 0
BO — . . . . . .
0 0 -S A -8
0 0 0 -S A

= Bloques By, B, ..., By_1, de dimensiéon N + 3 x N + 3:

1 000 0 0 O 0
0100 0 0 O 0
0010 0 0 O 0
0 001 0 0 0 0
B=| -S000 A -S 0 0
0O 000 -S A -S 0
o 000 0 ... =S A -S
0O 000 0 ... 0 —-S A

(39)

= Finalmente, el bloque C, de tamano N —1 x N — 1, es nulo salvo el
elemento C'ny_11 = —S. El bloque 12, tiene tamano N +3 X N +3 y es

nulo salvo el elemento Dy43; = —S.
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El vector v lo definimos por bloques (asociados a los de la matriz A):

k+1
Vok 1
+
Vi
k+1 _ :
(% = V]H_l (40)
i
k+1
Virca
con
E+1 _ [ k+1 , k+1 E+1 \?
Vo = (Uo,l » Vo2 a--->U0,N—1) )
E+1 _ [ k+1 , k+1 k+1 pk+1 , k+1  k+1 k+1 \!
Vi = (Ul,o ,my g hy V11 5012 5+ 1,N—1) )
k+1 _ [ k+1 o k+1 k+1 pk+1 | k+1  k+1 E+1 \?
Vi - (Uz‘,o My 1Y ’hi Uil Vig ""7vi,N—1) )
k+1 _ [ k+1 k+1 k+1 k+1 k41 E+1 E+1 t
Vi, = (UM71,07mM717nM71?thlvaMfl,l?UMfl,% e 7UM71,N71) .

El vector de segundo miembro, F', también lo definimos por bloques
(correspondientes a la matriz A) y es el siguiente:

Fo
F

Furs
Para definir sus componentes emplearemos la siguiente notacion:
a1 = 5Cok (1 + %Cu,k)
Qoik — S Q
agir = [2Q1+5C1ip) — 45 Q)|
Qi = [1 + s Cl,i,k(l +5CLik — 4 Q) —4Q+6s Q

A = 1-25- %

28



Los subindices en algunas de las constantes denotan su dependencia de 7 y

k, al estar evaluados en v¥.

Asi, los bloques de F' son:

A vb §(v0 PR ko) + Svk+1

l
F, = Av, 2+S(U03+U01) (42)

A UIS,NA + g(UIOC,N + Ug,NJ)

7711]{} Z_l_

a1 M1k + Q2 M1k (Uﬂ_l,z + Uﬂ_gw_g) + Qg -1k (U%_Ll + Uﬂ—z,N—1> + CY4,M—1,/<;U§4_1
917M,17kmﬁ4_1 + (1= 01 pr— 1) Mo (V5 1)
Mr—16M5—1 + (1= N1a—10) Moo (V1)
G- phly + (1= G- 1k)h (Vhr_1)
AUM 11+ S(vh 12+UM 1.0)
Aok, 12+S(UM 13 Uh)

Ak Qok k Q, k+1
A Up—i,N—1 T S(UM—I,N + UM—l,N—Q) + SUM—l,N

Nétese que los valores vf = vF vk =k . son datos del problema.
0 0,0 M M—1,N
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6. Construccion asintética de los impulsos

Nuestras simulaciones numéricas parecen indicar que los impulsos nerviosos
se comportan como ondas viajeras. Sin embargo, conviene precisar cémo se
definen matematicamente estas ondas. En un sistema espacialmente discreto,
una onda viajera tiene la estructura: u,(t) = u(n — ct). Todos los puntos
recorren el mismo perfil u, con un retardo 7 = % entre puntos consecutivos. En
un sistema espacialmente continuo, las ondas viajeras son u(z,t) = u(x —ct).
Otra vez, todos los puntos recorren el mismo perfil con el tiempo. Si observa-
mos como varia la estructura espacial del pulso con el tiempo, vemos que se
desplaza hacia la derecha (¢ > 0) con una velocidad c. El problema que esta-
mos analizando tiene estructura hibrida. Los nodos de Ranvier van a evolu-
cionar como una onda viajera discreta u,(t) = u®(n — ct). Entre cada dos
nodos, u(x,t) = u*(n — ct), tengo una familia de perfiles u*(z), x € [n,n + 1]
que va variando de u°(z) a u°(z + 1).

Vamos a dar una construccién aproximada de estas ondas explotando los
diferentes 6rdenes de magnitud de los parametros del problema. Los valores
GNas 9K, g1, son de orden 1,107, 1072, respectivamente. El pardmetro Dy es de
orden 107!, Por otra parte, A, = € ~ 1072y A\, = Xe, A ~ 1. En los problemas
parabdlicos, D, es de orden 1072 y 1/R de orden 1072. Esto significa que
tenemos al menos dos escalas de tiempo, una réapida y otra lenta, y que los
efectos discretos son relevantes. Procedemos en tres pasos: estudio de los
equilibrios, construccién de pulsos viajeros en el modelo discreto reducido
para los nodos y correccién internodal.

6.1. Soluciones estacionarias

El sistema (9)-(12) tiene naturaleza excitable cuando tiene un equilibrio
aislado. Hemos de resolver:

v v o
O:Dc@—ﬁ, S (:L’i,xiﬂ) = (Z,Z+1),t>0 (45)
U(l’l) = Uy, U(l’prl) = Ujt+1 (46)
junto con:
gnamPhi(vi — 1) + gp(vi — Vi) + gxni (vi — Vi) (47)
= Dy[§2(a) — §e(z7)]
0= Am<vz) [moo(vz) - mi}a
0= A (v3) oo (V) — 14, (48)
0 = >\hAh<Uz’> hoo(vi) — hz
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Supongamos que 2%(z;") — 2¢(z;) = C. Entonces, (47)-(48) tiene una tnica
solucién constante: (v*(C), m*(C),n*(C), h*(C)), para un rango de C' ~ 0.

Las zonas internodales estan descritas por:

v w
-pst 2 1 4
O CaIQ R? x E (07 ) ( 9)
v(0) = v*(C), v(1) =v*(C) (50)
Este problema tiene una solucién unica v*(z, C'). Esta solucién es simétrica
en torno al punto medio del intervalo y cumple: 92 (0F,C) = —22(0-,C),
luego C' = 222(0*, 0). La existencia de soluciones estacionarias se prueba

en la Seccién 7. Numéricamente se observa la evolucion de soluciones del
problema de valores iniciales con datos convenientemente elegidos a una
solucion estacionaria aparentemente estable.

6.2. Pulsos viajeros para el modelo discreto reducido

Los resultados numeéricos sugieren la aproximacion:

0 i1 (t) — vt
a—;(%t) = M en [z, Ti1]
con L = x;1; —xz; = 1. Como consecuencia, (11) se transforma en:
dUi 3 4
di + gNa™; hz(’UZ — 1) + gL(vZ- — VL) + grn,; (Ui — VK) =
D
Td(viﬂ - 2Ui + Ui—l)- (51)

El sistema (11)-(51) tiene una unica solucién estable (v*, m*, n*, h*). Excitan-
do un extremo de la cadena de nodos en equilibrio con suficiente intensidad,
se genera una perturbacién viajera del estado de equilibrio en forma de pulso.
Vamos a dar una aproximacion de los perfiles temporales de este pul-
so viajero mediante desarrollos asintéticos acoplados cuando € — 0. Esta
construccién predice la velocidad y anchura de los pulsos, asi como la  car-
acterizacion del rango de parametros en el cual la propagacion falla. En un
pulso viajero, se distinguen cinco regiones (ilustradas en la Figura 10). En ca-
da una de ellas se tiene un modelo reducido, en el cual se desprecian algunos
términos y ecuaciones. El perfil completo se reconstruye mediante desarrollos
asintéticos acoplados al orden cero (véase [12] para una descripcién de esta
técnica). El tiempo de referencia es el tiempo lento T' = et.
A i fijo, los perfiles temporales tienen la siguiente estructura:
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Figura 10: Perfil temporal del pulso viajero: v;(t) (curva continua gruesa),
m; (curva punteada), n; (curva a trazos y puntos), h; (curva discontinua) .

1. Region precursora, (1) en la Figura 10. Aqui, v; ~ v*, m; ~ m*, n; ~ n*
y h; ~ h*, siendo (v*, m*, n*, h*) el equilibrio estable del sistema.

2. Frente delantero del pulso, situado en T' = T y marcado como (2) en
la Figura 10. Las variables lentas, n; y h;, son esencialmente constantes
pero las variables rapidas, v; y m;, sufren rapidos cambios en la escala
de tiempo t = % € (—o00,00). El orden principal nos da:

dvi + I (v, my, i, hy) = D(vig1 — 20; + v;21),

ml = m( )[moo(UZ) - mi}) (52>

dnZ 0 d}i — 0
’ dt

Las variables lentas n; y h; son casi constantes. Acoplando con la regién
precursora, n; = n* y h; = h*. La evolucién de v; y m; queda descrita
por el 'sistema reducido rapido’:

dv;

d—z + I(v;, my,ni, hy) = D(vig1 — 20 + 1), (53)
dmi
ar A (v3) [0 (v3) = mu] (54)

con n; =n*y h; = h*. Este sistema tiene un caracter biestable. Deno-
tamos por v (n,h), j =1,2,3 las tres soluciones de

flo;n,h) = —I1(v,mx(v),n,h) =0 (55)
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en un entorno de (n*, h*). Entonces, (53)-(54) tiene soluciones de tipo
frente viajero v;(t) = v(i — ct), m; = m(i — ct) que unen los dos estados
constantes estables ) (n*, h*), my(v®) y v (n* h*), mo(vW). El
frente delantero del pulso es una solucion de tipo frente viajero de
(53)-(54), que se propaga con una velocidad ¢ = ¢y (n*, h*).

. Techo del pulso, region (3) en la Figura 10. Aqui, las variables lentas
evolucionan en la escala de tiempo T y las variables rapidas relajan
de forma instantdnea a sus valores de equilibrio: my = me(vx) con
v solucién de f(v;;ns, h;) = 0. La evolucién de las variables lentas
esta gobernada por el 'sistema reducido lento’:

dn; =N, (v;) [noo (v;) —ni] )
e — AN (03] e (0) =1

dT

(56)

para Ty < T < Ty. Acoplando con la etapa previa obtenemos
Vi = V(g)(nm hi),

siendo n; ~ n*y h; ~ h* al inicio de la regién. A lo largo de esta region
del pulso (n;, h;) se encuentran en una curva integral de:

dh _ A, (V(S)(n,h)) [hoo (V(S)(Tl,h)) —h]
dn An (1/(3)(n,h)) [noo (1/(3) (n,h)) 7n] (57)
h(n*) = h*.

Para los valores de los parametros que estamos considerando, dos de
las tres raices de f(v;n,h) = 0 colisionan en (n, h) = (nf, h}):

vi = vy, hy) = v (ng, h).
Esto marca el comienzo de una regién diferente.

. Parte trasera del pulso, situado en T} y marcado como (4) en la Figu-
ra 10. En esta regién, v; no estd en equilibrio ya que las dos raices
mé&s grandes de f(v;n,h) = 0 han desaparecido. La variables répidas
evolucionan en la escala de tiempo rapida ¢ = % € (—o0, 00), mien-
tras que las variables lentas son esencialmente constantes. Acoplando
con la region anterior, n; = nj y h; = hj. Ademas, debido a la forma
fuertemente asimétrica de f, v (n¥, h¥) estd suficientemente cerca de
v (n¥,n*) para que la evolucién de v; sea regular. Entonces, podemos
despreciar las diferencias discretas D(v;y1 — 2v; + v;—1). La evolucion
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Figura 11: Reconstruccién asintética de los perfiles temporales: v;(t) (curva
continua gruesa), m; (curva punteada gruesa), n; (curva a puntos y trazos
gruesos), h; (curva discontinua grues), comparados a los perfiles temporales
calculados numéricamente (curvas finas).

de las variables rapidas esta gobernada por un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

dv
doi — _T(y, m, nt Rt
B e, -
dE — iim Vi) [Moo\Vy my
A lo largo de esta regién, (v;,m;) se encuentran en una curva integral
de:
dv _ _ I(vymnihy) *\ o
A () e (v)-m] v(mi) = vf, (59)
con

My = Moo (07),
que termina en v(m3) ~ vi = vM(nt, hY), m = ma(v5).
5. Cola del pulso. Esta es la regién (5) en la Figura 10. En la cola del
pulso, las variables rapidas relajan instantaneamente a sus valores de
equilibrio: m; = me(v;) y v; = v (ny, h;). Las variables lentas (56) con

v, = V(l)(ni, h;) para Ty < T < oo y evolucionan regularmente desde
(n}, hY) a sus valores de equilibrio (h*,n*) cuando T — oc.

Aproximaciones uniformes a los perfiles temporales se obtienen acop-
lando las soluciones aproximadas obtenidas en cada regién. La Figura 11
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compara la reconstruccién asintética del pulso con el perfil calculado nu-
mericamente. La precisién de la aproximacién mejora al decrecer e.

La construccion asintética que acabamos de llevar a cabo caracteriza
la velocidad del pulso viajero: es la velocidad de la solucion de tipo frente
viajero (53)-(54) con n; ~ n* y h; ~ h*. La velocidad de esos frentes se puede
predecir mediante un analisis de la transiciéon anclaje-propagacion, como se
indica en [2].

Calculemos ahora la anchura del pico del pulso. En la escala de tiempo
real t = %, la anchura del pico de un perfil temporal v;(t) es:

T1 — TO ! ds
7—i pumy pumy )
€ /n* €Ay (VP (5, 1(5))) [noe (V) (s, h(s))) — 5]

(60)

donde la integral se calcula a lo largo de la solucién h(n) de (57). El nimero
de nodos involucrados en el pico se halla usando la estructura de onda viajera:
v;(t) = v(i — ct). Por tanto, 7; es el tiempo transcurrido desde el instante en
que el frente delantero se encuentra en el nodo i al instante en que el final
del pico se encuentra en el mismo nodo. El niimero de nodos L; en el pico
del pulso es aproximadamente:

Ly ~ cy(n*, h*)7;. (61)

Nuestra construccién asintotica es consistente cuando L; > 1. Esto propor-
ciona una restriccion sobre el tamano de € para la existencia de pulsos:

n ds
€< C+/n* A, (y(3)(s, h(s))) [noo (u(3)(s, h(s))) — s} ' (62)

6.3. Correccion internodal continua

Una vez construido de forma aproximada el pulso viajero en el sistema
discreto reducido para los nodos de Ranvier, vamos a calcular de forma
aproximada el potencial en la regién internodal. La aproximacion buscada es
solucién de:

dv 0% v
— =Dt —— V(a1
5 = Degz — @€ @nzi) = (Li+1),6>0 (63

v(xit) = v;(t) = u(i — ct), v(xig,t) = v (t) =u(i+ 1 — ct), (64)
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donde u(i — ct) es el pulso viajero construido en la etapa anterior. Como D,
y 1/R tienen orden 1072, se trata de un problema cuasiestacionario:
o=p v _ " € ( )=(i,i+1),t>0  (65)
=lUegs —FH T Ly L =1 )
Jxz? R H
v(xg,t) = vi(t) = u(i — ct), v(xi,t) = v (t) = u(i + 1 — ct). (66)

Para cada t fijo, la solucién de este problema es (véase Seccién 7.1):

v(x,t) = (Ae + Be "), (67)
con _ N
A = U(Z_Ct)i—xiqég\l—i_ —ct)’
w(i+1—ct)—u(i—ct)e?
p - wciialear
)\ o 1
- VD.R’

Comprobemos la consistencia de las sucesivas simplificaciones que hemos
hecho. En primer lugar,

%(wi) — %(x;) = 2\(vi41(t) — 2v;(t) cosh(N) + v;_1(1)). (68)

Como A = 0,4549, tenemos que 2\ = 0,91 y cosh(\) = 1,1. La aproximacién
hecha para desacoplar la dinamica de los nodos de la dinamica internodal es
pues razonable. En cuanto a la aproximacién cuasiestatica,

0
5@t = (Ae¥ + Ble™) (69)
con i e)e=> it
A = e (i—c ):_)\:rec)'\u (i+1—c )’
—cu!(i+1—ct)—u(i—ct)e?
B = (+167)\t)_e)\( ) .

El denominador es 2sinh(A) = 0,94. La exponencial positiva 1,57 y la
negativa 0,63. La derivada es del orden de la velocidad de la onda viajera c,
que en nuestro caso es de orden 102, Por tanto, la aproximacién cuasiestética
es razonable.
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7. Existencia de soluciones distinguidas

Los estudios numéricos llevados a cabo en las secciones anteriores sugieren
la existencia de dos tipos de soluciones distinguidas estables: soluciones esta-
cionarias y soluciones de tipo onda viajera. Estos estudios indican ademas
la existencia de soluciones globales para el problema de valores iniciales. En
esta seccion vamos a ocuparnos de justificar rigurosamente la existencia de
soluciones del problema de valores iniciales y de soluciones estacionarias.

7.1. Soluciones estacionarias

Como hemos visto anteriormente, las soluciones estacionarias han de
satisfacer v; = v*, n; = n*,m; = m*, n, = n*, donde:

INaMoo (V)3 oo (V*) (V* = 1) + g (v = V1) + grnes(v*) (v* = Vi) = DaC  (70)
Moo (V") =M™, noo(v*) =n*, heo(v™) = h*(71)

La constante C' viene dada por %(0%) — 2¢(17) = C, siendo v(z) la solucién
de:
o_prv_v z€(0,1),t>0 (72)
- Cax2 R7 Y Y
v(0) =v*, v(l) =v" (73)

Suponiendo v* conocido, la solucién de (72)-(73) se calcula de forma explicita:

- A
ok Az -z _ € —1 — l—e — 1
v(x) = v*(Ae™ + Be )’A_—e*A—e’\’B_e*A—e)")\_ R (74)

y C = \/%(A — B). El problema se reduce a garantizar la existencia de
soluci6n de:

INa (00 (V%) hoo (V) (0" = 1) + gL (v" = Vi) + g (noo(v7))* (v — Vi)

_ 20*Dg 1 —cosh(})
~ V/D.R sinh()).

(75)

En nuestro caso, A ~ 0,45 y \/2% ~ 0,16. El segundo miembro de la ecuacién

es de orden 0,036v*. Si fuera cero, sabemos que la ecuacion tiene una Unica
solucion para los valores de los parametros que estamos manejando. Para esta
pequena perturbacién de cero, también, basta emplear un criterio grafico.
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Hemos probado el siguiente teorema:

Teorema: El modelo de FitzHugh-Hodgkin-Huxley tiene soluciones estacionar-
ias para los valores experimentales recogidos en la Seccion 2.

Nota: Por traslacién, [0, 1] se puede reemplazar por [i,i + 1] = [z, 2441].

7.2. Soluciones del problema de valores iniciales lo-
cales en tiempo

El problema de valores iniciales acopla un sistema infinito de ecuaciones
diferenciales ordinarias con una secuencia de problemas parabdlicos lineales.
Se puede reducir a un problema de existencia para un sistema infinito de
ecuaciones diferenciales ordinarias introduciendo el operador lineal siguiente.
Dadas tres funciones regulares v, (t), vp(t), ve(t),

ov ov

(11 = 5217, ),

T[Uaa Uy, /UC} (t) 8x

siendo v la solucién de:

Ov 9%

E:Dc@—%, € (0,1),t>0 (76)
v(0,t) = va(t), v(1,t) = vy(t) (77)

v(x,0) =), (78)

%:DC%—%, v e (1,2),t>0 (79)
v(1,t) = vp(t), v(2,t) = ve(t) (80)

v(x,0) = v°(). (81)

Por traslacion, es equivalente a resolver el mismo problema en los intervalos
[Tii1, 2]y [:cz, ;1] v evaluar las derivadas en x3. El resultado final es una
funcion de t, invariante bajo traslaciones espamales. Los valores en los nodos
de Ranvier v;(t) son solucién del sistema cerrado:

d”l + gnamihi(vi — 1) + gr.(v; — Vi) + grend(v; — Vi)
- DdT[Uz 1, Ui, vz+1]

dmi — A (vz)[m (vz) ml}

dt

i — XAy (07) [Roo —n,], (83)

t

Z = )\hAh Uz [ - hz}
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Para probar la existencia de solucion, necesitamos conocer algunas propiedades
del operador T :

T : C0,1] x C0,1] x C0,1] — C*0,1]
ov ov (84)
0> U, Ve 2ty - o0,
(Vo) — (S0 = 22 (17,)
Obviamente T es lineal. Para comprobar que es continuo, basta comprobar la
continuidad con sucesiones. El problema se reduce una ecuacion diferencial
ordinaria en un espacio de Banach de dimensién infinita:

dy

= = Ty +aly) = ft.y),

con un segundo miembro que es suma de un operador lineal continuo y una
funcién no lineal localmente Lipschitz. El segundo miembro es por tanto
localmente Lipschitz en el espacio adecuado y por teoria clasica, véase por

ejemplo [10], tenemos:

Teorema: El problema de walores iniciales para el modelo de FitzHugh-
Hodgkin-Huzley tiene soluciones locales en tiempo.

Los resultados siguientes proporcionan informacién mas precisa sobre la
accion del operador T'. En particular, se deduce de ellos la continuidad y una
estimacion de la norma del operador.

Estudio del operador T

Consideramos el problema:

( Ov *v v
a1 Degz 3 O0<R, a<xz<b 0<t
oat) = vat) (85)
v(b, ) vp(t)
\ U(Z’,O) Uo(ﬂf).

Para estimar la derivada de la solucion en el borde en funcién de los
datos de contorno, vamos a proceder en varias etapas.
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(1) Reduccién a condiciones de contorno nulas.
Calculamos de forma explicita, u(z,t), solucién de

0%u U
—Dc@ = O0<R, a<z<b 0<t

u(a,t) = v4(?)

u(b,t) = wp(t)

suponiendo conocidos v, (t) y vy(t),

u(z,t) = Ae* + Be™®

donde
A - e*b)‘va — e*a)‘vb
e—(b=a)A _ o(b—a)X
B _ —ePv, + ey,
e—(b—a)A _ o(b—a)A
1
A= .
D.R
pues,

u(@) = wvi(t) = Ae™+ Be 0\ (e e
= il O

u(b) = wu(t) = Ae” + Be™™

A o 1 67b>\ _G*CL}\ Ua
B/ e—l—ax _ gl—a)x \ —ebr gar w

Asi escribimos

es decir,

v(z,t) = u(x,t) + q(z,t)

donde
( Oq ’q qg Ou
5% Pege = TR0 O0<R, a<xz<b,
q(a,t) = 0
q(b,t) = 0
X q(,0) = v(x,0) —u(z,0) = f(x).
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(2) Queremos estimar
ve(a,t), wvg(b,t)

conocemos
ug(a,t) = Ale®™ — Ble™®

ug(a,t) = AXe* — Ble A

Por tanto, necesitamos ¢, (a,t) y q.(b,t).

Previamente vamos a ver como se estiman las derivadas en un problema
auxiliar.

Sea 5 2
D p _ P
E_DC@ = R—I—g O<R, O<z
pla,t) = 0
p(x,0) = f(x).

Noétese que por la forma del problema, puedo asumir f(a) = 0.

La solucién fundamental es:

—(t—s)

2 2
G—i—(m7 y’ t7 S) — e " T [64;501318) — 64;L|;:C+(;Jls)
4D, (t — 5)]3
con
=& —|o—y|?
G<$7?J§t75) = - 1 » @4 De(t=s)
4D, (t — )]

La solucion p es:

t
P, ) = / G (2 y:t,5) - fly) dy + / / GH(x,y:t, s) - gly, s) dy ds
y>0 0 Jy>0
Ccon
t
pala,t) = / G (a,yit,s) - f(y) dy + / / GH(ay:t, ) - gy, s) dy ds
y>0 0 Jy>0

En realidad, esto se puede cambiar a integrar en todo el espacio obser-
vando, que en el problema se puede hacer una trasformacién impar:
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pe(at) —tAGMWﬁﬁHﬂw—fkwhw+LiéGWWﬁﬁﬂm%$—ngﬁhw%

ds

T=a

= GO *[fO)=F(=)]) + [ Gut —s)* [g(-,8) — g(—-,3)]

Tr=a

Tomando norma del supremo, resulta
~ t
1 Pa(8) oo < Ga(t) * f oo +/0 | Ga(t =) % G(s) [|oo ds

Tomemos estimaciones:

s Tenemos

1 Ga(t)# [ lloe <1 Gal®) 11 - 1| F llos (87)

Sea
|z

—t > €4nDct
ef/ |z | ——— dx
—00 [47TDCt]§

Haciendo el cambio de variable

B T du — dx
Y= Jirpi T VirDa

la integral anterior queda,

VArD.t eft/ |y | eV dy =c- \/AnD,t e’ = c-o(t)

Observamos:

p(0) =

90€C°°ent>0
@(t) > 0Vt e (0,00)
Jm o(t) =0

1

1)
ii)
i)
iv)
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Por tanto,
| p(t) [<Cr1t>0

Sutituyendo en (87), tenemos

1 Go(t) # f lloo < Cro || f [l (88)

» Sig(z,t) € L*®((0,00) x (0,00)) entonces

T e e;fl—fg‘czt d
eR x| ——dx %) 00 o0))—
) R B L Py DTS

= O Jye®VATDsds- || g (0,00 <0000
Una estimacién (grosera) es
e%\/m < Cemn
Por tanto,
Cy Jy €T VATDes ds- || g [Le (.00 (0.00) <
< Cillg = C fyemds = C(—em) || g ||~

(3) Finalmente, veamos como reducir el problema del intervalo a semiinter-
valos. Para ello basta introducir una funcién regular de truncamiento 7, que
se anula excepto en las proximidades de uno de los extremos. Reescribiendo
el problema para la nueva variable w = vn se tienen unas ecuaciones que se
pueden extender a un semiintervalo infinito.
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8. Conclusiones y Trabajo futuro

En esta memoria hemos iniciado el estudio analitico de impulsos nerviosos
en el modelo de FitzHugh-Hodgkin-Huxley para nervios con mielina. Hemos
construido soluciones numéricas que sugieren la identificacién del impulso
nervioso con un cierto tipo de onda viajera ’hibrido’. Los resultados numéri-
cos han sido validados contrastando las soluciones aproximadas obtenidas
mediante dos esquemas distintos (lineas y Crank-Nicholson). A continuacién
hemos dado una descripcion asintética precisa de los pulsos viajeros usando
la separacion de escalas del problema. La construccion asintética proporciona
predicciones precisas de la velocidad e intensidad de los impulsos, asi como
de los rangos para los que es posible la propagacién de senales nerviosas.
Estas férmulas son ttiles para disenar estrategias de control de los impulsos.
En la ultima parte de la memoria se abordan algunos de los problemas de
existencia que nos ha ido apareciendo. Probamos la existencia de soluciones

estacionarias y de soluciones globales para el problema de valores iniciales
cerca de las estacionarias. Queda para més adelante el estudio riguroso de la
existencia de ondas viajeras en este problema, que pensamos abordar medi-
ante técnicas de punto fijo, inspiradas en la construccién asintética.

Este trabajo de DEA formard parte de la tesis de la autora, que se
incribira con el Titulo 'Problemas matematicos en biomedicina’. En ella,
abordaremos problemas matematicos en dos contextos distintos. El primero
es el estudio analitico, numérico y asintotico de la propagacién de impulsos
nerviosos en modelos para nervios de animales vertebrados. El segundo es la
deteccién de objetos (codgulos, alteraciones celulares...) en tejidos. Se trata de
un problema de scattering inverso que se suele refomular como un problema
de optimizacion. El objetivo consiste en desarrollar técnicas eficientes que
combinan métodos de conjuntos de nivel y derivadas topoldgicas.
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