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‘" Damos en este trabajo una demostracién rigurosa de las for-
mulas de Schubert (1) para.la determinacién de los ntimeros -
elementales de las superficies de segundo orden, empleando
para_ello el método de representacién: racional de v, d.. Waer-
den (2). - - . ‘ , '
Las férmulas de Schubert que nos ocupan, relacionan los.
ntimeros de «cuédrlcas completsds» degeneradas' de un sistema,
con las condiciones elementales de definicién de cuédricas.
__Todo ello se.basa, por tanto, en el concepto de cuddrica com-
Vpleta Se entlende _por tal al conjunto de una superflcle de.se-
gundo orden. y una superf1c1e de segunda clase, que. pueden:
._con51derarse como hmlte de una superflcxe de segundo orden
-sin puntos smgulares y el conJunto de todos sus planos tan-
gentes ] ’
“Como. cond1c1ones elementales de deflmcnén de. cuédrlcas com-

B pletas, tomaremos las siguientes :

- %, condicién para que la superficie F contenga un punto dado’
’ (condicién p de Schubert. -
™ condl(:lén para que F toque a un plano dado (zp de Schu-

-.bert).
Ay cond1c1c’m para que F sea tangente a una recta (v de Schu— '
bert). . - S 8
_En el §1 demostraremos que sélo_existen los cuatro tipos
' sxgulentes de ‘cuddricas completas dados por, Schubert
1.° Cusadricas, completas ordmarlas., .

1

’ (1) Schubert: Kalkiil der abzihlenden Geometrxe Lelpzxg, 1879, pa-’
gina 71 1) In, 1.
e . Waerden : ZAG. vVI_. Math. Ann. 110, pdg. 134.

;
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2.° Degeneracién ¢ (x de Schubert). La cuéadrica completa
consta de un cono de segundo orden como lugar de puntos y '
la radiacién de planos en su vértice- contada dos veces tomo =
" gar de planos.
3.° ‘Degeneracién ¢. Consta de dos planos puntuales distin-
tos y de des radiaciones de planos distintas; ¢on vértlces en dos
puntos de la recta, Gomun a de los des planos, ke
. : Degeneracmn s Consta de ~un platio puntual 'contado
doblemente y de les planos tangentes a una ¢dnica del mismo.

1.. La variedad gm, de las cuadrxcas completas. La condi-
~ cién necesaria‘ y suficiente: ‘para que 14 superficie de segundo
orden '
A o P :
,: a Z ay T®, =0 . ’ . {1}
yla ""éﬁpérfi‘éié de segutida clage
__Z‘J_aik.gc, 2y =0 . T R ] I
__;;1 0 . . : . :
répi'es‘éﬁtbn uha misma’ cuatrica es, segiii §é sabe, que las ma--
tride§ (aﬁ,) y (aik) sdaf ifversas dna de otra Las 2.10 coordenadas
Homogenets ay ¥ m, de'la-cusdrica completa [1] [2], definen un
ptmto del ESpacu) ptoyECtlvo doble SM Este punto, por ser’
(alk) o de las (ay). Sl se con51deran las ay arbitrarias, el punto
(B dix) €5, POF tan’to, el PUntd géneral de una varledad 97( de
S, tal que a toda’ cuédrica completa le corresponde un punto

de BT, v reclprocamente. Pof esto & esta varledad la llamaremos
variedad, de las cuadrwas COmpletas '

' Teorema -—La -vanedad M, es una vanedad sin smgulandw
- des: y: sus puntos definen wnicamente los cuatm tzp@s de Buadn-
cas completas. descritos en la introduccion.

S Dembstiacion. Siespecializat 168 pai'éméf:i'os iy g ‘den-
tro de uh EUEfpPo algebriito K ¥ flathamos b, y B‘k 108 valores
correspondlentes entonces 148 éondlémnés parai que (bu;) y (B,k)
sean mversas una de otra, sorn :

Ebabused =D o E0) . Bl

i
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Las ecuaciones de Ja variedad OIC, sen, por tanto,

. Yy .

Para demostrar el teorema bastara pfobar 1.° Que las rela-
" ciones. [3] son satisfechas tnicamente por cuéddricas completas
de los cuatro tipos establecidos en la introduceibn. 2.° Que dada
“una cuddrica completa (K, K') en las proxumdades de la misma
se puede establecer ura representacién paramétrica biunivoca y,
raciona!, tal que para valores particulares de los pardmetros se
‘obtiene Ia cuddrica particular (h K') .y para valores generales
la cuddrica general [17 [2]. :
~ La matriz (by) se puede poner mediante una transformacxén
“de coordenadas en una de las formas siguientes :

/1008Y /1000\ [1000) ./1000\
foroo) foroe) foloo) foooo)
0010 ) \ooto ) Yoooof Yoooo )
\oo0o1/ Y0000 0000 0000

En v1rtud de las relaclones [3] a estas matrxcgs les gorrespon-
- den las matrices 51guler;tes o : -

€000\ /0000 \ 7000 0 \ /00 0 0

0c00) 0000 ) L0000 1 [0BByuBy | g
00<0) 10000 "00333534 | OBo Bas Ba |
0'00'3' 000‘344 'VOOB43344 0342343?44

_cstas tltimas pueden escnbxrse tamblen en forma dlagonal Es-
, ’gnbxendo sélo la: d1agona1 pr1nc1pal se obttene

[y

(1111), 0001, (0011) (0111) [61

Obtenemos, por tanto, los 51gu1entes tlpos de cuédrlcas com-'”- A

pletas

o 1.° (1111, '1111), CGuddrica completa ordinaria ) - "
© 20 (11100, %0001), Degeneracif')n_tp” . 7]
©3.°:(1100), (0011, R LT

T4 (10O, (O111), s @
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Con. esto queda. demostrada la primera parte.’
* Para demostrar la segunda, esto es, que 9T, es una variedad
"sin puntos singulares, observemos que la cuédrica puptual ge-
neral [1] puede escribirse en la forma: ,

f@)= (@ + Pra s+ pig ‘is + D14 “’4)2 + o (@03 + Pos 5 + Do X)?+
' ‘ +4: 0 (x3+p34 Z P+ ¢ ng4$i= 0

- siendo las Py Y G pardmetros arbltrarlos Escrlblendo esta ecua-
ci6n €n forma matrlclal obtenemos :

5 1 _ Pu P13’ N . N
;(x) | | p12 Pratas | PrePistgabes ' Prebutgele {y=0
=X X )=
P13 PraPiatdates ]’13’*‘90]’23‘*’4293 _ Pta?u““?zﬁs]’%"’hh]’s;
P Az/fu"‘?zfu ?131‘514+92P23P24+92,?31’s4 214+¢2P24ﬂ‘42 ?3?344‘929324
o’-bieri .
‘ i 0 .0 .- O 1 p1a Pis Pu\ _
f(.')c (a:) Piz @ 0 o 0 01 Pz P2 @)g =0
l’ QaP2s <9293 . O 00 1 s ’
G2Pau 9293Ps G2939a) \O 00 1 .
La cﬁédrica dual asociada con ésta serd :
1 =Py P12Pes — P1s D1s Doy + D15 Dsy — Pra — P12 Pos Z’34 "
CP'(u).E(u) 0 I L p%: lpzs Dss — Pas N
0 -0 . o 1 ) T el £:71
V- 0 . 0 , o1
T 0o 0 0
=P P T 0 .50‘
Qe . ' Qz v :
D1Pos — Dis Pig - S —Das C 1\ -0 .(u)'=
_ % EE 4245 LY '
D12 Pyt Prs Pas—P1a—Piz Pos Vst . PosPos—Pou - — P - 1
. Q203 s O @2050s @200 920U
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1 P'm. 1;'13 _1714 -jwv,p,"vl- ) —1— g 0 BT
01 e @& 7
_ pzs Pal » R ()=
i Ps1 P -1 . /
1o o 1 p34a~--qq._, v 7. d - .0 .
o o o‘;1;_ Bt 2% aEm
Pu Pu Py 1.
9243414' 92939 42%94 929394

=qzqsgau,+qsq4(1012u1+u2)2+q4(p13u1+p23u2+u3)2+
: ' +(p14u1+p24u2+p34u3—!—u4)3'—0 o

Por tanto el par f(x)=0, cp(’u) 0 constltuyen una cuddrica.

‘ «bompleta, que para valares generales de las py, qu, 'y coincide

«con la cuddrica completa general [1] [2]. Veamos. que para va-

{ores. particulares de estos pardmetros coincide con las cuatro -

cuédncas ,completas. particulares .[7].
- En efecto, . especialicemos py=1p’ ,—0 Ai=1y eeey 4
_ 1° qh—i h=2,3,4%. Entonces -,

@@t e, w(u)»»(u)(ml) o
’ i
,_y obtenemos la’ primera: cuddrica completa [7]

28 "q qs-i, q;=0. Entorces:
f(x —*(w)(1110)(,),, y <P(u)—*(u)(0001)(u)

'que es” la cuédrrca completa degenerada qa
3 ° gy=lq,=1, qa—O Entonces

f(w) (w)(1100)() y <P(u)-—>(u)(0011)(u)

'uque €s; la cuédrlca completa degenerada G

40 : ‘Z4‘-19 q,=90:

@ @W000@: Y ¢ — (00111

v ~que nos da la degeneram()n 9-

Y con esto queda e1 teorema completamente demostrado

- 2 Las férmulas de Séhubert Del tec‘)reﬁ;a fuhdamentai '
el pérrafo anterior se deduce que la, vanedad INT, de las cuadri- .
«cas:completas puede representarse univoca y birracionalmente so-
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bre los ‘puntos del espac1o proyectlvo 5, de las cuadrmas puntua~—
" les y sobre el espacio proyectivo S'y.de las cuédncas de planos,
puesto que & toda cuddrica camp'eta: le corresponde una cuadrlca
puntual y una cuédrxca de planos y a esth un punto dé S,y de
'S’, respectivamente, El c1tado teorema nos permite determlnar
inmediatamente las varledades smdulares de la representacuSn

Conslderemos en primer lugar la representacién F de 91T, so--
bre C,. En esta representacxén a toda cuddrica puntual ordinaria -
o con un Unico puntéd’ singular de S,, le corrésponde’ en F—! ‘una
tinica cu4drica completa. En el primer caso la formada por la cus-
drica dada y sus planos tangentes y en el segundo la formada por
el cono de segundo ofden como lug"ar-devpuntdsg:y»‘la r'ad:i‘él’cién
de planos en su vértice contado dos veces. Sin embargo, a ‘una

- cuddrica puntual degenerada en“dos ‘planos distmtos, le corrés--
~ ponden tantas cuddricas completas como pares de puntos se pue-
den elegir en la recta comun a ‘los dos planes; su ‘AUmero’ es;’
por tanto,-ea?:- Cotno: el ntimero ‘de" cuadmcas ‘puntiales’ dege—-
neradas en dos planos es oo®, restilta:que ‘a varieddd singular o-
fundamental sohre N, -de la representqc;én es una variedad q;s
de dimensi6n igual a8 y la.imagen de esta varledad sobre S, es.

[a variedad ¢, de 1os pares de:planocs de Sy 'Parai la ceddri¢arpuns
tual degenerada en un plano ‘deble; aptenemos en Fv' tantas °
cuédricas completas como cémcas existen en dicho plano, esto-
es, 0o® cuddricas completas, como en S, existen 0o®“planos re--
suta que la variedad fundamental- CID cgrrespondxente a:esta dc-
generacién en 9, es de d1mens1on 8 v su reputacu:’:n sobre S es..
de-dimensién 3. En la reputacién F obtenertios, por tanto, como
Unicas varjedades fundamentales-en 97 ; las varjedades ¢, v Py-
Consideremos en segundo lurrar la' representacion F' de 91T,
sobre S’,. En esta representacién a una superflcie de segunda cla~
se ordmarla de S’y le corresponde una unica cuédrica compléta en -
9‘[(, y a'la cuadrica de segunda clase de S', constituida por todos .-
los planos’ ta,ngentes a una cdnica le corresponde igualmente una
unica cuédrica completa en 9T, formada por.ella y el plano_ q!e
la cénica considerado como plano puntual doble Ala cuédrlca
de segtnda Clasé’ forrnadé"por una radiaciéndé plands’ de’ pri--
mer orden considerada como doble, le corresponden tantas Cuh-
dricas ‘completas, como ‘conos ‘de segunds:ordéi éxistén-en 14 ra—
diacién -anterior, esto’ es,; oo cuédrxeas ‘completas;: Altconjunto
de todas estas cubdricas de segunda - clase de. S, deggneradas.
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~ ¢n umajradiagién doble de:plands,le corresponde en F'—= ung

+ variedad .fyndamental de dimensrén 8 que-liamaremos - D'y Conr
sideremos, finalmente, la cuadrica de segunda clase de S, cons-
tituida por dos radiaciones’ de planos de- ¥értices distintos, a
€sta cuéddrica le correspondeny tantas cuddricas completas en
9IL,, cuantos pares de plahos pasen por la recta definida por los-
vértices de las dos radiaciones, esto es, 0o® cuddricas completas.
ComQ e,l numerQ df: aquéllas es o0°., qbtenemos, corrgspondxendo
a. esta dedeneracmn ‘sobre 9Ny una subvariedad fundamental de-
dimensién -8 que, representaremos por ¢';.

P'odemos,' por tahto, enun‘ciér.e'l siguiente‘

1,

" de la vafnedad %9 sob're los espacws p'royectwos S‘9 y S - rese
| pectivamente, y en estas mp’resentacwnes las unicas ‘vanedades
" fundamentales sobre %9 son ®, ¥ Ys en la pnmem y @ y da.,
en la segunda - : oo
. Sl con51deramos las representacmnes b1rra01ona1es iriversas.
) F= y Pt entr¥ las' variedades Sg, %q y sF oy N respectlva- _
‘ mente, que en virtud del teorema del p4rrafo.anterior son sin sin--
gularldades podemos aphcar a esta representacm’m Ios resultados.
déi “parrafo 7 deé 7). Pdrd ello consideremos una curva c y una

subvarledad ‘u de d1mens1on 8 contemdas ambas ‘enla’ varledad
%a y sean C y ‘]1 sus 1magenes en S.9 medlante la, transformacxén
F e C 1[ SUS 1mé.g§pes, en S9 med@nte la transformac nF.
S; rep;te$entarnos eon la. Ota,C}pl',l\ ysual por [C, UL el nimerg. de
‘ . puntos. de 1ntersg(;(;lon de;la curva G cgn lar varxeda,d 511 tendre—
P - ™S, qn;.wtud &ie la férmula 29. de 2): S L T e

Al 1[0 4’3]—(12[0 qm

Vi

y anélogamente para la representacron F o

Jsz{gg B

o ngo C ' M. ,pertenﬁqen al espac1o proyectlvp SQ, 1 llama—
mos ¢ y-a@.d sis: érdenesyien wirtud deliteorema:de Béaout es

a S
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fC. ‘11] c.a. Anélogamente llamiando ¢yada las: 6rdenes de '
'C y U en Sg, resulta [C ‘u] =c" a, y por tanto-i i
.. [CM]—G a.-—al[C 4)8]——112[0 (I),,] [1]1
[C‘U]——c.a “b1-[0‘l’s]—'bz[0-¢s] ‘ [2]

' Si indicamos’ ‘por P el conjunto de todas las cuédrlcas que
pasan’ por ‘un punto, s’ 1magen en- S'99 seré un hlperplano y

~ -por‘tanto”

e=[C P]"-

anélogamente si representamos por P’ el con;unto de todas cué-
dricas: tangentes a un plano, este conjunto es’ hneal en S9 o
‘ J:uego - » :

| "??#LGP"I, | :
ysustltu};endo‘ e T e
. CU=A0R - 4Gkl - aCml ]
v CW=FORI-uOHI- b0 @]

Las constantes a, al, a2, a, bl, by dependen umcamente de
1a varledad 1 y se podran .por tanto, .determinar . en el momento
-en. que se espec1ahce esta variedad. s

. Tomemos en [1"] como espec1ahzac1on de U la varledad P'
de cuédrxcas completas lineales en las g En'S, corresponde co-

mo 1magen de P’ la variedad P’ de todas las cuédricas tangentes
.a'un plano arbltrarlo, a és el orden ‘de esta Gltima variedad. Una
recta de S, representa un ‘haz de cuadricas; luego a'es igual al
nimero de°cuéddricas de un haz tangéntes a un plano-dado. El -
‘haz cortado por este plano de un haz de cbnicas que en genera]
' posee tres cénicas degeneradas Luego a=3. Para esta especia-
lizacién obtenemos por tanto e

(CPT=3({CPI - m[C4l - 08 " fi"f

* Para calcular a, y a, podemos,: por tanto, ya que sélo de-

penden de P‘, especializar C de un modo arbitrario. _
Especw.lzzacwn C, de C:=C, es el haz de cuédricas completas

tangentes a'un cono-.de segundo orden dado-a-lo largo de una



<énica’B del mismo. Entonces [C;P"] es el niimeto de cuidricas
completas de este' Haz de tangentes a un plano dado y por tanto
[C,P]=1.[PC,] es el numero de cuddricas completas del
~ haz que pasan -por un punto‘dado ; luego [P C,]=1.[C, ¢,] es
el nimero de cuddricas de C, ‘con degeneracxc’m ¢ que evidente-
“mente es cero. [C®,] es el ntimero de cuddricas del haz con
-degeneracién ¢ ; existe, evidentemente, s6lo una, la del plano
~ de B."[1""] nos da, por tanto:

3
/

1= 3—a,, luego: dz =2,

Especializacion C, de C.—C, es el haz de cuddricas comple-
tas tangentes a dos planos =, .y 5 en dos puntos 7, .7, de =, ¥
7,.7'3 de =, y que contienen a 71 7'y 7,y 7’5 Siendo 7, .7, € =,
YT .7, € =, .m,. Entonces »

1C; P']=m’1mero’de cué.drxpas completas de C, tangentes a un planb dado =i
{CPl= » > » -.Cg que pasan por un punto dado=1
[Cds]= * » ‘ » » - Cycon degeneracién ¢ =2

Estas ultxmas son las cuadrlcas formadas . por =, T3 con las
rad1ac1ones de vértices r, .7, y 7', i1, y la cuddrica r,, 7,5 7'y, 7,
.con las rad1ac1ones de “vértices . 71 ', y 7,.7, y por. tltimo
[C @] 0. Luego [1”’] nos da :

1= 3—2 al, - luego-  a,=1

i

7 se puede escribir :

1

por tanto [1
[CP] = 3[CP] = [C ¢l —2[C <I>s] ; [1“']

Tomemos ahora en [2"] como variedad 9l la variedad P de
"las cuadricas completas lineal en las by. La imagen de P en S,
seri el conjunto de todas las cuddricas de planos que pasen por

un’ punto. Luego como antes ¢ a ——3 [2"] se escrlbe por tanto,
en este caso: ‘ :

[CP]—3[CP]—b1[C<p]—b2[O<I>.ﬂ [2"'1

Como b y b, dependen dnicamente de la varledad P, pode- :
mos' hacer - espemahzamones de C para calcularlos. i
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Hagames en primer.. luerar la- especializacién Q=—>—C,, en
tQ ges, .comoy: anteg, resulta mmedlatamenteg ,

C@GB=L (6P olw—' [ci,_, a1

por tanto sustituyendo en [2"']
_7‘ ] -
B T 41=3=b 2,‘ Jésto es, b,=2.

Efecfuando ahora la especializaciéri» C—-»Cz, obtenemos =
C, PI=1, (GPI=1 [C¢)=2 [0 =0
- y sustlthendo en’ [2’“] - |

Y POrtanto .ol
[CP*]—B[OP] [Ctb]—Q[Cfl)s] ' ff?z‘-"‘L

- Volvamos de nuevo a la formula\ [1 Ty tomemos como es~ - ;
pecxalxzaclon de U, la varledad R de ‘as cuadrlcas completas
tangentes a una recta dada. La 1ma0e11 ‘de R’ sobre S seré la

variedad R de las cuédncas de puntos tandentes a unaY recta
Luefro el orden de R ser4 mual al nimero de cuadricas de pun-

tos de un haz tangentes g ung recta, -esto es, a=2. Para esta
especializacién obtenemos, por tanto, :

[CR]=2[0P] - a,[C®d — (0@ * 17

y para la férmula [2 ] obtenemos anélogamente mediante estav
especmhzacxén ‘

IOR} 2[0P1—b[04>1—bzto¢»81 [2*}

Para palcular las constantes a ¥ a2 £en. este ca,so, hacrarn(gs_
en’ primer lucrar la espec1a11zac1on C—)—Cz; entonces, ¢l nime-
ro de cuédrlcas puntua’es de C, tangentes a una recta es igual
a2y el ntmero: de; cuddricas, de plapq§ ‘tangentes a una recta
es también 2, luego [C,, R]1=2. El ntimero de cu4dricas de
puntps ‘deC, que pasan por un punto es 4 y el nimero de cud-
dricas de planes: de C,- qu¢ Pasan’ por un punto. es. 3, luego



TC, M]=1. Como antes es [C2 q;] 2 y [C,P]= 0 luego Sustic
etuyendo en [1*]

2=2,—.2'a1, esto es a’i=;",0.'~v?’7
Haciendo ahora la espemahzacxén C—>—C El ndmero de
.cu4dricas completas de C, qué son tangehtes a una recta r serd
1gua1 al nimero dé cénicas completas seccién de C,; por el pla-
‘no definido por 7 y el vértice de I' que Son tangentes a 7, este
~mimero es'igual a uro, luego: [C, R]=1. Como anteriormente
M. C] 1, [Clq;] 0 y [C, . @] =1, luego sustxtuyendo en [1*}

=2-~——112,“ e é, = 1.
‘Obtenemos, por consiguiente, en este‘caso:
[CR]—2[0L’]—[C Pg} | R ¢

Efectuando las mismas especxahzamones de C en [2*] y de N
un mbda campletamente anémgo, obtenémds

S

C . ORI=BOP] - (e S ol
Las férrnulas [1“’] f2v], [1**] vy [2**] consutuyen las f(’)r-‘
" -mulas buscadas. Empleando una notacién simbélica anéloga a la
-de Schubert, podemos. escribirlas asf :

N

¥=3% —b—20 ' ) (3]

o =37 —¢ —2¢ (4:54;)1 S
,,' 7-_—;27;'_(? ) ' ) " [5]

r=2n —¢ » . [6] -
Estas cuatro férmulas no son kihd”ependiéntes Una de ellas
-es combinacién lineal de las otras tres. En efecto, de (51 y [6] -
:se_deduce :
2 —9=27"—¢," e.6. P=27T—2W 49
y sustituyendo en [3]

=3¢ —dnf A —2¢ =—T—$—2¢ 44



| S VI
o bien, - _ : o S
’ r=3" —b—2¢
que es la férmula [4]. : SRR ,
Despejando en e‘llas @ 9 y ¢, obtenemos :
p=2m— r : o
=27 —r ' . [k

$=2r—x—1n
y despejando =, ', 7+ |

7t:%@@+@+2%

vh|r—~ Hk[i—t

@+3@+2® |

(2?+2ﬂ° +4¢)

~ Nota.—Hemos. creido conveniente alterar ligeramente la no-- -
tacién empleada por Schubert, ~con obJeto de hacer resaltar laa
dualidad en las férrnulas ' :

.Zaragoza, junio 1943,

L~






