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INTRODUCCION

El objetivo de esta memoria es buscar clases de
anillos para los cuales:
a) Exista un Gnico grupo simpléctico de cada dimensidn (par),
es decir todo espacio simpléctico admite una descomposicifn
en suma ortogonal de planos hiperbélicos.

b) El grupo simpléctico este generado por las transvecciones

simplé&cticas. !

Si prescindimos de los resultados sobradamente cono
cidos, en los casos en que el anillo base es un cuerpo. con-
mutativo o no, los primeros trabajos en esta direccifn se de-
ben a Klingenberg quien en sus trabajos [1] [21 [5] probd
que si A es un anillo local, todo espacio simpléctico sobre
A se descompone en suma ortogonal de planos hiperb&licos vy

gue el grupo S PE(A) estd generado por las transvecciones

simplécticas. El reciente texto de Bernard R. Mc.Donald, Geome
tric Algebra over Local Rings , hace estcs resultados de Klin-

genberg asequibles al estudiante medio.

Los resultados de Klingenberg fueron externdidos por
Chang [1] [2] a anillos semilocales y por Riehm [1] a anillos
de valoracifn discreta y por Chan-Nan Chang a dominios de idea

les principales.

En 1976 E. Fernpandez Bermejo en su tesis de esta Uni
versidad, obtuvo empleando técnicas de paso al limite croyectivo,

una categoria de anillos, los B8-anillos, que incluyen todos los
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casos conocidos y otros muchos que verificaban estas dos
propiedades. 7

La herramienta clave de este tipo de trabajos, es
el cbmportamiento respecto a la ortogonalidad asociada a una
forma bilineal definida en un A-médulo libre, de los submd-

dulos libres sumandos directos y su dimensién.

La publicacién de los recientes trabajos de Quillen
[1] suslin [3] y Vaserstein [1] sobre la conjetura de la fi
la unimodular de Serre, abre el campo a los llamados por Lam
1] anillos de Hermite, anillos en los cuales cada fila unimo
dular es ampliable a una matriz cuadrada de determinante uni-
dad en el anillo base, pues demuestran que los anillos de poli
nomios sobre un cuerro o anillo local regulaf de dimensifn me-

nor o igual gue dos son anillos de Hermite.

Nuestro trabajo entonces consiste en analizar el -
comportamiento de los espacios simplécticos sobre anillos de
Hermite y comparar la estructura de anillc de Hermite con la

de g-anillo.

Destacaremos, como resultados mds importantes, los

siguientes:

1) Caracterizacién completa de los g=~anillos, probando que
un anillo A es un 8-anillo si y solo si los componentes

grafo~-conexos y topolb6gicos conexos de Spec(A) coinciden.

2) Demostracién de que todo espacio simpléctico sobre un ani
llo de Hermite se descompone en suma ortogonal de planos hi-

perb&licos.,

3) Caracterizacibfn de las transvecciones simplécticas sobre

anillos de Hermite.



IIT

4) Demostracifn de que las transvecciones simplécticas generan

el grupo simpléctico sobre un anillo de Hermite de funciones

diferenciables,.
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El capftulo primero estd dedicado a establecer el

concepto de anillo de Hermite y a las propiedades lineales
mis importantes de este tipo de anillos. En la seccibn prime
ra de este capitulo se establecen las definiciones y propie-
dades de las filas ungmodulares y las filas émpliables . Una
fila (al,....,an)eAn se dice unimodular si y solo si el -
ideal éenerado por sus componentes es el anillo completo, y
se dice ampliable si y solo si existe Una matriz n x n de

determinante unidad en A , es decir un elemento de GLn(A)

que lo tiene por primera fila.

Obviamente toda fila ampliable es unimodular y to
da unimodular compuesta por uno o dos elementos, es siempre

ampliable, pero el reciproco no es cierto en general,

Tras establecer diversas caracterizaciones de los
conceptos antes indicados, se introducen en la segunda seccifn
de este capitulo las definiciones de anillo de Hermite a nivel
r ,(anillo en el cual toda fila de r+2 elementos es amplia
ble) anillo r-Hermite (anillo de Hermite a nivel s para todo
s mayor o igual que r ) y anillo de Hermite (anillo O-Hermite,
0 lo que es lo mismo, en el cual toda fila unimodular es amplia

ble).

Obsérvese que el hecho de que toda fila unimodular de
r elementos sea ampliable no prueba que toda fila unimodular

de menos de r elementos lo sea .

La conexibén entre la condicifn de anillo de Hermite
y propiedades lineales de los mbédulos libres estd recogida en

la proposicién 2.4 que establece que:

PROPOSICION 2.4.- Las condiciones siguientes son equivalentes:




i} A es r-Hermite.
1i) k/ncN con nar+2 y para todo ZEAU con Q(Y)=A
. u
existen Yz""'YnEA tales que (21221....!n}

u
es una base de A" .

s ; > n
iii) \fneN con n-¥+2 y para todos VyerenVgeh con

Shevye - ; n
s-n-y-1 y Ru(li""zs) s existen v cee-v A

+1

a ’ . n
tales que {Kl-'°-2 V;+l""vn} es una base de A" .

iv) \7heN con n3r+2 y para todo A-médulo L 1libre y su-
mando directo de A" con. dim (L)3n-r-1 existe un
(] - n_ ] : []
submédulo ' de XK tal que A= 4+, siendo [,

libre.

v) \fheN con n2r+2 y para todo A-m6dulo 1, 1libre y
sumando direzto de A" con dim (1'_1,)j n-r-1 , (L)

es un submbédulo libre verificando que:

n=dim(L)+dim (w(L)).

propos;cién que se extiende obviamente a anillos de Hermite en

la forma:

i) A es de Hermite.

1i) Y/neN vy zeAu con 0(v)=A existen Xz.....&ﬂeAu tales
que (!"5}"""}Kn} es una base'de A" .
iii) \/nsN y para t;do {31.....26} an con s<n y
Ru(zl.....zs)=s existen Yeal' tales que
}Xl ...... Y ¥s+1""'Vn} es una base de AN |

/
iv) \7 neN vy para todo L submédulo libre y sumando directo

n
! de A existe L' submédulo de A" tal que A'g a1’
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con L' 1libre

v)k/neN y para todo submédulo libre y sumando directo de

A%, w(D es submédulo libre v se verifica

dim (L)+dim (0w (L))= n .

Obsérvese que el proceso recurrente de demostracién
no permite la sustitucidn en este enunciado de "anillo r-Her-
mite" por "anillo de Hermite a nivel r" con la qonsiguiég
te sustitucién de las desiqualdades por iqualdades en los res

tantes puntos de la proposicién.

"Esta proposicibn permite caracterizar un tipo de -

sistemas de ecuaciones lineales, los sistemas libres defini

dos asi: Un sistema i aijxj=bi se dice libre si y solo si

R(aij)=Ru(aij) Yy R(aij’bi)=Ru(aij'bi) .

donde recordamos, el rango y rango unitario de una matriz M se
definen por:

R(M) es el maximo i tal que Ji(M)#O.

RU(M) es el miximo i tal que Ji(M)=A .

Para estos sistemas y siempre sobre un anillo de Her
mite es vdlido el teorema de Rouche-Frohenius en la forma si-

guiente:

Teorema 2.7.- Todo sistema libre homogéneo de m ecuaciones
con n incognitas de rango s tiene por solucibén un submédu

n
lo libre v sumando directo de A de dimensién n-s

Teorema 2.8.- Un sistema libre tiene solucibén si y solo si el
rango de la matriz de coeficientes es igual al rango de la ma

triz del sistema.
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El capftulo II esti dedicado a estudiar la rela-
cién entre anillos de Hermite y B8-anillos con Qistas a ca
racterizar completamente estos iltimos anillos y a compro-
bar que nuestros resultados posteriores amplian, efectiva-

mente lo consequido por el profesor E. Ferndndez Bermejo.

Recordemos que un g~anillo es un anillo que coin
cide con el limite proyectivo de sus localizados respecto a
los ideales primos. El objeto de esta definicifn es extender
a esta clase de anillos los resultados de Klingenberg para
anillos locales, E. Fernindez Bermejo en su tesis, ya aludda
di6 una condicién suficiente para que un anillo sea B8-ani-
1lo, el an4ilisis de esta condicifn en un caso particular, nos
suministra la via para establecer una caracterizaci6bn de este
tipo de anillos y consecuentemente el hecho de que ni todo 8-

anillo es de Hermite, ni todo anillo de Hermite es B8-anillo.

El caso particular aludido es el de las K-8lgebras*,
anillo en los cuales sus elementos tienen una clara interpre-
tacién como aplicaciones. Un anillo, conmutativo con elemento

unidad se llama K-&lgebra* si y solo si:

a) A es una K-8lgebra.

b) Para todo m ideal maximal de A , el homomorfis

mo composicién K A >A/m del homomor
fismo estructural de A vy el homomorfismo natural

es un isomorfismo.

Los K-&lgebras* se compcrtan respecto al operador
Max(-) que asocia a cada anillo el conjunto de sus ideales ma
ximales, en la misma forma que los anillos en general respecto

del operador Spec (-} . La propiedad esencial de los K-Alge~
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bras* es que sus elementos se pueden considerar como apli-
caciones de Max(A) en K , ademds la correspondencia que
asocia a cada elemento la aplicacidn correspondiente es in-
yectiva si y solo si el radical de Jacobson dgl dlgebra es

cero. Para estas 5lqe£ras los anillos locales AM admiten

la consideracidn de anillos de gérmenes de aplicaciones de

Max(A) en K en el punto m . En particular los anillos

de funciones continuas de un espacio topolégico compacto y

completamente regular en un cuerpo valorado K (que esen-

cialmente puede ser también R o C ) son K-&lgebras*,

lo cual revela la importancia de este tipo de anillos,
Entonces dedo un anillo A podemos considerar

otros dos

Ag= iif {Ap)peSpec A ‘

AM= Lim {AM}MeMax (A) =7 Am

< MeMax (A)

claramente

A C SA [ =% _AM

ademds A y AM no son iguales en general (hay casos en que
A=A , por ejemplo cuando A es local o producto finito de

anillos locales ) vy en el caso de los K-ilgebras* la cues-

tién es clara, ya que los elementos de AM son familias de

gérmenes de aplicaciores de Max (A) en K , mientras que
los elementos de A <con familias de gérmenes de una aplicacién

fija en los distintos puntos de Max (A).
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¢Quién es AB? pues si consideramos el diagrama

(A}

como grafo, los elementos minimales scon pre

Ap pESpec(A)

cisamente los (A}

. si aparece un fragmento
m meSpec (A) ' P am

conexo de grafo con un minimo.

N

los elementos de Am figuran en los de AB sin restriccidn

ninguna, mientras que si en un fragmento conexo aparecen varios

minimales

Am' Am
I 2
un par (a_ ,a_ ) compuesto por un elemento de A y otro
m m m
1 2 1
de Am figurarsi &l AB si y solo si existe una cadena de
2

ideales primos

¢ m C C C <
.........Dbmr

y en esa cadena an Yy aj estdn interconectados.
J

1 2
;

Exta observacifn nos da los dos casos para AS'

-1) AR = Al si v solo si todo ideal primo estd contenido en



un inico ideal maximal, es decir si y solo si la variedad de
p en Spac (A) contiene un Gnico punto cerrado para todo

peSpec (A) .

2) A=AB si y solc si los componentes topoldgico conexas

de Spec (A) coinciden con los componentes conexds como gra

fo de Spec (A).

Estos resultados caracterizan los B-anillos y los anillos
mis alejados posibles de los B-anillos, y observemos que la
condicién 1) 1la cumplen precisamente los anillos de funcio

nes continuas, estos anillos pues, no son nunca g-anillos.

La‘condici6n 2) , en cambio, nos indica que los dominios de
integridad, en los que, por ser el (0) ideal primo, el gra-
fo es conexo, y los anillos noetherianos ( y en general to-
dos aquellos en los cuales la familia de componentes irredu-

cibles de un espectro es localmente finito) son B-anillos.

La seccién dos de este capftulo est§ dedicada a construir un
ejemplo de anillo de cada una de estas clases que no pertene

cen a la otra.

Para hacer esta construccibn, comenzemos observando
que una fila unimodular (fl.....fn) de funciones continuas

de un espacio X en R se puede interpretar como una funcibn

f de X en R" de norma no nula en todos los puntos de X ,
la funcibn f*= £ toma entonces sus valores en la esfe-
PIED] -
ra s" , s decir que salvo unidades. las filas unimodulares

de funciones continuas se pueden considerar como funcidn con

valores sobre la esfera.

Del mismo modo la condicibn de ampliabilidad para ‘!,

una fila se traduce en la existencia en cada punto de X de B
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n~1 vectores, que variando constantemente con el punto con
siderado, completan £ a una base de R" , la aplicacidn
del proceso de oxrtonormalizacifn de Gram-Schmidt permite su
poner que estos vectores son ortogonales a f en cada pun-
;to y la sustitucién de £ por f* permite afirmar que £
es ampliable si y solo si se puede seleccionar en cada pun-
to de Im f£*¢C s” una referencia del espacio tangente que
varie continuamente con el punto. Todos estos cdlculos se
pueden efectuar de forma idéntica con una variedad diferen-
ciable y funciones diferenciables sobre ella y conducen en
el capitulo 1IV é una caracterizacién de los anillos de -~
funciones diferenciables reales sobre variedades compactas
que son anillos de Hermite.

Volviendo a nuestro ejemplo, puesto que 82 no

es paralelizable, es decir que una fila £ de tres elemen
tos tal que Im £*=Sz no es ampliable, en particular la
aplicacibn de inmersién de 52 en R3 no es ampliable.
Esta fila como funcifn sobre SZ, es unimodular,
luego el anillo de funciones continuas de 52 en R,C(S2,R)
no es de 'Hermite . Este anillo tampoco es g=-anillo por 1lo

que hemos dicho antes, pero el anillo A=Z£X1X2X33//
/I
] 2,2 .2 . . . .
siendo I=x1+x2+x3—1 , de funciones polin6micas con coefi-~

. 2 . .
cientes en 7 sobre S es noetheriano, luego es B-anillo.

De I\CC(Sz,R) es obvio gue A no es de Hermite

luego tenemos un B-anillo que no es anillo de Hermite.

La construccidén del ejemplo recfproco es simple,
pues las funciones diferenciables de Sl con valeres en R

forman un anillo de Hermite, ya que ninguna funcién diferen-
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ciable Sz—--—-——————->sn , n>1 , puede ser sobre, luego su ima

gen esti contenida en un abierto paralelizable .(homeomorfo
por proyeccidn estereogrifica con Rn_l) y por tanto, to-
da fila unimodular es ampliable, en estos anillos todo ideal

primo estd contenidec en un finico m&ximal y por tanto no son

g-anillos, con lo cual tenemos el segundo ejemplo buscado.

El capftulo III estd dedicado a establecer el teo-
rema de estructura de espacios simplécticos scobre un anillo
de Hermite y a la caracterizaci6én de las transvecciones --

simplécticas.

En la seccién primera se establece la caracteriza-
cifn de los subespacios simplécticos de un espaéio simplécti
co, y se estudia la relacién de ortogonalidad respecto de
la métrica simpléctica.

Se define un espacio simpléctico sobre un anillo de
Hermite A como un par (V,4) compuesto por un A-médulo
libre 2n-dimensional V y una forma bilineal hemisimétrica

no degenerada de V x Ven A . .

Llamamos subespacio simpléctico de (V,4¢) a un submd

dulo U de V tal que

.(

i) U es libre,
ii) U es sumando directo de V .

iii) Im d(¢w ) es sumando directo de U*
u

y diremos que U es no isotrbpico si y solo si 4 es

(ﬂ )
U
inyectiva.

La caracterizacién de los subespacios de (V,4) nos

lo da la proposicibén 1.4. que dice: U es subespacio simpléc-
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tico no isotrépico de V siy salo si (U,¢| ' es un espa-
U .

cio simpléctico.

A continuacibn estudiamos la ortogonalidad respec
to a la forma ¢. La base de este estudio, es el hecho de

que si d¢:v———~——>v* es el homomorfismo asociado a ¢

(en este caso los dos isomorfismos clisicos asociadqgs a ¢,
por la izquierda y la derecha, se reducen a uno por ser ¢
hemisimétrica) .y si D¢ es el isomorfismo de reticulos aso
ciado a d° ,entonces es w¢=m.D¢ ,es decir la ortogonali
dad respecto a ¢ . se reduce a la ortogonalidad de V a V*,

que como sabemos funciona para anillos de Hermite en la misma

forma que para cuerpos.
Consecuencia de este hecho es que :

PROPOSICION 2,2,~

i) w¢(U) es un subm6dulo libre sumando directo de

V , al que llamaremos sumando ortogonal a U respecto de ¢
y dim V=dim U+dim w¢(U).

i) wi (U)=u

iii) Ker dw U) = U n% (u).

I

PROPOSICION 2.3.- S & U es un subespacio no isotr8pico

de V entonces w¢(U) es un subespacio de V .

PROPOSICION 2.4.-

U no isotrdpico <=> w¢(U) no isotrépico <==>U1m¢(u)=v

completando estos resultados con la siguiente



PROPOSICION 2.5.~ Si U es subespacio no isotrépico de V ,

entonces para todo aeU tal que 0(a}=A existe beU con
$(a,b)=1 . .

Se llega al resultadeo principal de este capitulo, por un

simple proceso de induccién, que es

TEOREMA 2.8.- Todo espacio simpléctico sobre un anillo de Her

mite es suma ortogonal de planos hiperbélicos.

El capftulo concluye con el estudio de un tipo
particular de elementos del grupo simplé&ctico: las transvec~
ciones simplécticas, definiendo como a tal a toda correspon-

dencia ¢:V———>V tal que

G(,&)= ,_}S*‘A¢ (E,_&)i ’ ;S:CV r

y para los cuales se verifica que, llamando hiperplano de V
a todo submédulo libre y sumando directo de dimensién 2n-1

es

TEOREMA. ~

tes Pn(Al es transveccifn simpléctica <==—> existe
L libre y sumando directo de dimensién uno con t(X)-xeL ,

%V <=> existe H hiperplano con r/H= lH .

La memoria termina con un capftulo IV destinado a
un tipo particular de anillos de Hermite, los anillos de Her
mite de funciones diferenciables. La primera seccién del capl
tulo est§ dedicada a caracterizar este tipo de anillios en la
forma ya indicada un poco m&s atrds y en la seqgunda se estu-

dia el grupo simpléctico sobre este tipo de anillos.

El resultado clave de esta seccidn es la proposicién
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2.1. que establece que

PROPOSICION.Z.I.— Si u y ,ZeAzn son dos filas unimodula

res, se puede encontrar una cadena de transvecciones simrcléc
ticas con orden contenido en O0(wvu} que transforma u en

v .

Esta transitividad en la accibn de la cadena de
transvecciones sobre las filas unimodulares, permite, tras
una ligera modificaci6fn para garantizar la estabilidad de

los planos hiperb6licos que dice: Si turvy)  luny,) son

pares hiperb6licos en (Azn,¢) cumpliendo las condiciones
de la proposicién anterior, entonces existe una cadena de

transvecciones con orden contenido en O(VZ-Vi) que dejan
u invariante y transforman v, en v , establecer el teo

rema de generacidén del grupo simpléctico por transvecciones

simplécticas.
TEOREMA.~ El grupo simpléctico S Pn(A) esti generado por las

transvecciones simplécticas, si A es un anillo de Hermite

.de funciones diferenciables.

Teorema que se extiende sin dificultad al grupo simpléctico

especial dada la generalidad de las proposiciones 2.1 y 2.2 .






ANILLOS D E HERMITE

El objetivo de este capitulo es establecer las -
. propiedades mis importantes de los anillos de Hermite (ter
minologfa de Lam), asi como desarrollar el Algebra Lineal
sobre este tipo de anillos, resultados necesarios para el

resto de la memoria.

Todos los anilios que usaremos, serén conmutati-
vos y con elemento unidad. Los homomorfismos transformar&n
elemento unidad en elemento unidad. Las notaciones ser&n -
las usuales de cualquier texto de Algehﬁa Lineal tomando -

como referencia los textos de Northcott [ 1] y Lam [

¢-1 .- FILAS UNIMODULARES

En este pdrrafo definiremos elemento unimodular
en un A-m6dulo M cualquiera y fila unimodular en un A-

m&dulo librxe, dando algunas caracterizaciones de dichos -

conceptos.

.- Sea M un A-médulo. Diremos que meM es

un elemento unimodular si y solo si existe un hcmomorfis-

> A tal que f(m)=1 .

tes.

L]
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(i) MeEM es un elemento unimodular.
(ii) m es una base de un submbédulo libre suman-

do directo de M .

DEMOSTRACION -

(i) => (ii) . En efecto : Si llamamos L (m)

al A-m6dulo generado por n , la aplicacién ¢:A >L (m)
definida por ¢(A)= m es un homomorfismo de A-m6dulos .
Ademds ¢ (A)= A, m=0——> £(A.m)=0==> A . f(m)=0==>),1=0==> 21=0,

con lo cual ¢ es invectiva . Por otra parte, si considera-

mos la composiciébn g = ¢.f

>M a la inmersién candnica, se tiene

y llamamos 1i:L(m)

que g o 1 = lL(m) . Por tanto g es un proyector y L(m)

es sumando directo de M .

(ii)==>(1i) Trivial ya que si M =L(m})+ H basta
definir F=f+0 siendo 0 el homomorfismo cero de H en A

y £(m)=1

1.- Si meM verifica que Ann (m)#0 , m no



puede ser unimodular ya que existe JleAnn . (m), 2#0 Yy
m unimodular existe feM* con f(m)=1 . Por tanto 0=f( m)=
Af(m)=xr.1=x . En particular, un médulo de torsién nco contie-

ne elementos unimodulares.

Sin embargo, el hecho de ser Aann . (m}=Q0 no 1lle-
va consigo que m sea.-unimodular, pues en 2 Ann(2)=0 vy

2 no es un elemento unimodular.

2.- La condici6n de elemento unimodular es contra-

variante respecto de los homomorfismos de médulos, es decir,

si meM es un elemento unimodular y ¢:N

fismo de A-m6dulos, todo nsw_l(m) es uAimodular, pues m

>M es un homomor

unimodular <=> existe f: M

>A con f(m)=1 y llamando
1

§= £ o Yy: N >A se tiene que \/new— (m}

§{n) = fo ¢ (n)= £(m)= 1

En particular la propiedad de elemento unimodular

es estable por isomorfismos.

3.- La condicién de elemento unimodular es estable
por cambio de anillos va que si B es una A-algebra de mor
fismo estructural ¢ , M es un A-m6dulo y meM es un ele

mento unimodular, se verifica que n 2 1 e M QA B es unimodu

lar pues

[ st 2,1)] m2 1) =5 [f(m @1]=s(101) =1



Para el cambio de anillos en sentido contrario
(imagen reciproca) el resultado no es cierto pues respec-
to de la inmersifn i: 2 ———>0 todo elemento de Zd

es unimodular en ( y obviamente 1los hay que no lo son

en 2 .

DEPINICION 1.4.~ Sea A wun anillo . Diremos que

a=(a

1....ad) € Ad es una fila unimodular si y solo si

a.A=A .

PROPOSICION 1.5.- Las condiciones siguientes son equivalen

tes:
(i} a es una fila unimodular.
(ii) existen Al,xz,....ﬂdeA tales que
Xla1+....+xd ag= £, siendo ¢  unidad de A .
(i1ii} a es un elemento unimodular .
Demostracibn
(1)==> (i) Trivial
(ii)==>(iii) En efecto . Por hipStesis existen
Al,Az ......Ad cA tales que xlal+....+ldad=£ e

>A

ui§l+....+udad=l; por tanto podemos definir f:Ad

como el homomorfismo que respecto de las bases canbnicas de

Ad Yy A tiene por matriz (u,.... u )t

4 Obviamente se ve-

rifica que f(g)=ulal+.....+udad =1

(iii)=> (i) . En efecto: por hipbtesis i elemento



unimodular <==» Ad = L(a)+ H siendo L(a) 1libre vy

£
dim (L(a))=1 . Por tanto L{(a) = A . Sea w=f+0=Ad >K
donde 0 es el homomorfismo cero de H en A ,
es un homomorfismo sobre va . que ¢(a)=£f(a)+0 (0)=1+0=

, . . d .
=le im y. Si consideramos en A la base canbnica

{g,....gd} se tiene:
blad= v (a,....ag)= ay ¥ (uj)+....+aq0(uy)=£(a)+0(0)=1

+...+ad u es una fila unimodular .

luego a = a;u U4

1-1

DEFINICION 1.6.- Diremos que _a_=(al....ad)eAd es amplia-

ble si y solo si existe MeGLd(A) con una fila igual a a.

NOTAS 1.7.-

1.~ La condici6n de ampliabilidad es estable por

cambios de base.

2.~ 8i B es una A-ilgebra vy §=(al....ad) es

ampliable en Ad , i=(a3""ad) es ampliable en Bd por

cambio de anillos ya que los determinantes son estables por

homomorfismos de anillos.

PROPQSICION_1.8.- Las condiciones siquientes son equivalentes:
(1) a= (al,az,... .ad) es ampliable
(ii) Existe MeG Ld(A) con a.,M=(1,0,.... 0)

>Ad iso-

(equivalente a que existe \f:Ad

morfismo con LP(£1)= a siendo (11....£d}



T B =y

e, e i R T

base de Ad o lo que es lo mismo a es

ampliable a una base de Ad) .

(iii) a es base de un subm8dulo libre Yy sumando
directo de Ad cuyo complementario es li-
bre v de dimensién d-1 .

(iv) a es unimodular y existe MeG Ld(A) con

-— 1 )
a.M = (al,....ad_l,o ).

Demostracidn.-

(i)==>(ii) . En efecto : suponiendo que det (M)=1
y que a es la primera fila de M , basta tomar N=MP1
Las afirmaciones entre paréntesis son claramente equivalen-
tes a (ii) siendo \? el isomorfismo que , respecto de -
la base canfnica, tiene por matriz M . a junto con los -

restantes filas de M forman una base de Ad .

(ii)==>(iii) Trivial por la observacibn final -~
del apartado anterior va que si a es ampliable a una bhase
de Ad + el subm8dulo generado por a es libre sumando di-~

recto de Ad Y su complementario generado por los restantes

vectores de la base, es libre y de dimensi6n d-1 .,

(iii)==>(iv) . En efecto: por ser a base de un
submédulo libre y sumando directo de Ad cuy5 complementa-
rio M' es libre , a junto con una base de M' es una ba
se de ad y si M es la matriz del cambio de base de la ca

nénica a €sta es EM—1=(1,0,...0)

(iv)==>(1i) . En efecto : al ser (a,....ay) unimo-

- 1 1 ] [ ] T
dular y a.M (al,a ,...,ad_l,O) , (al'aZ""'ad-l) es uni

modular en Ad-1  (gwan E 1y v (aj,ab,...,ay_;,0) es



ampliable , ya que si x,a;+x2aé+...+xd_l ag4-1~= 1 basta
tomar
' ) L]
a) @) ceeeeeeanag g 0
T I S A
M= D01 L., 0 (-nd A,

0 0 ....ciie..l (-1)7 2

siendo det (M)=1 , lo cual implica que a es apliable
sin mas que tener en cuenta que la condicibn de ampliabi-

lidad es estable por cambio de base.
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¢ - 2 . ANILLOS DE HERMITE

El objetivo de este pirrafo es introducir el con
cepto de anillo de Hermite (notacifn de Lam) como un ani
llo A tal que toda fila unimodular en Ad es ampliable.
Estudiaremos alguna de sus propiedades, parte de las cua-

les pueden encontrarse en Bass [ ] , Lam [ ], Northcott
[ ], vaserstein [ ] .

Asi mismo usaremos definiciones y resultados de
Fernindez Bermejo E ] que para mayor comodidad en la lec

tura de este pirrafo repetiremos aquf .

n .
Sean virY, ""'Vf ¢ A . Llamaremos rango uni-

tario Ru(gl,zz,....zr) al maximo i tal que el ideal
engendrado por los menores de orden i de la matriz de
coordenadas de Vyr¥Vy weve Vo respecto de una base cual-

n

quiera de A es el anillo A . Llamaremos rango real

R'(Xl ceeevy) al maximo i tal que el anulador del ideal

engendrado por los menores de orden i de la matriz de

coordenadas de Vy sreee¥ respecto de una base cualquie
AA i =
n
ra de A es cero .

DEFINICION 2.1 .-

a) Diremos que A es un anillo de Hermite a niver

r siy solo si toda fila unimodular de longitud r+2 es

ampliable .



b) Diremos que A es un anillo r-Hermite si y

solo si es de Hermite a nivel s , para todo sr o equi
valentemente si toda fila unimodular de longitud mayor o

igual que r+2 es ampliable.

c) Diremos que A es un anillo de Hermite si y

solo si es O-Hermite o equivalentemente si toda fila uni-

.

modular es ampliable.

. LEMA_2.2 _ ; . n =
——————— . Si {Yl'YZ""‘Vr}CA y RV, Yy,...V )=r
se verifica que para cualquier subconjunto (V. ,V. ....V. }c:
si,'ei, -i
{yl,yz,...,yr} es Ru(\_fi reee ¥y )=s

1 s

Demostracibn. -
En efecto: Ru(yl.....yr)=r equivale a decir que

una combinacién lineal de los menores de orden r de la ma

triz de coordenadas de V; V,....V. vale -1 . Por tanto
desarrollando cada menor por los r-s filas ((1,...r)(il...ié)}

tenemos una combinacibén lineal de los menores de orden s

de la matriz de coordenadas de (V; ,V; ...V; } que vale 1.
1 2 s

V_} bases de los md

Sean (U;....U } y (V,....V

1 >L2 un

dulos L1 v L2 respectivamente y sea f:L

homomorfismo sobre, si 1 ..ls son vectores de Ll
] z z

5
tales que {f(gl), f(gz)...f(&s)} son una base de L2 ,

se verifica que R (2 Lou.a2 ) = s,
*
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Demostracifn. -~

En efecto: sea Ms}ﬂ;xr la matriz de coordena

das de 21 Zyeo-1 Yy sea Neﬁg la matriz del homomor
=1 = <s XS =

fismo f con r2s . La matriz de coordenadas de £(2,)

f(&z).....f(gs) es por tanto M.N . Ahora bien,

< . - -
RU(M.N)—mln{Ru(M).Ru(N)} y al ser § sobre Ru(M)-s y

como {f(2,),f(%,),.....£(2.)} es base de L,, R (M.N)=s .

Por tanto Ru(M):s y al ser Me)t

es Ru(M)=s .

SXTr

<
con S-r

Las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) A es IX-Hermite.

n
(ii) \/neN con nZr+2 y &/YEA con 0(V)=A

n
existen V,...V eA tales que {V,V

n
es una base de A .

(iii) V neN con n2r+2 y para todos

<
-—n-X-—
con s-n 1 vy R (V;...V

-S

)

RS

1

s existen

n
3,
Vippe-r Vel tales que
v} base de A"
=}

{Yl""yr'yr+l"'-n es una base de 7 .
. >
iv) \fnsN con n-r+2 vy para todo A-m&dulo L

libre y sumando directo de

n
A

con

3

v N4 An
Vire-eVge



dim (L)in—r—l, existe un submédulo L'
de An tal que An£L+L' siendo L' 1li-
bre.

(v) VneN con nir+2 y para todo A-mddulo
L libre ¢ sumando directo de An con
dim (L)3n-T-1, (L) es un submédulo li-

bre verificando que:

n= dim (L)+dim (w(L}).
: Demostracibn. -

(i)==>(ii). En efecto: sea V=(aja,...a )} con
nIT+2 . Al ser 0(V)=A , V es unimodular y por tanto -
ampliable a una matriz MeGLg(A) con det(M)=1, luego
V  junto con las restantes filas de M forman una base

n
de A .

(ii)==>(iii) . En efecto: haremos la demostra-
cibn por inducibn sobre s ., Para s=] es cierto por
hip6tesis. Supongamos que es cierto para s-1 y veamos
se verifica para s con sin—r—l . Por el lema 2.2.

R (V=1 y R, (V;...Vo ,)=s-1 ; por tanto aplicando la

hip6tesis de induccién , existen u_ u ....u.¢A” tales
-s =s+l “n
n.
que (V,....V ., u., gs+l""'gn} es base de A . Sea
= 4 =g
Ve ApVpteada gV A u e et u con Ru<Y1""¥s) s;

es decir, Ru(M)=s sierdo M la matriz

-11-
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M= e eiecens s et

y por tanto (AS,A ceean An).A=A . Luego

s+1’

VS = Vgm0 Heeth V)

es unimodular en L{u_...u ) subm6dulo libre de dimensibn

n-s+1 de A" . Entonces por hipStesis V. se puede ampliar

1 (] []
a una base (V. w_, ,...u'} de L(u,...u ) ya que

ul

> .
- -r : v oo
n-s+l-r+2 . Por tanto ({V, V s+1

7 t '
2 s ¥ Ve -u'l es

base de A" . Tomando

1 ’ ' i
{vy... v Vg Ul,q----u,} es también

1 -s-1 -s
base de A" .
(iii)==>(iv). En efecto: sea L=L(gl...gs) un

submédulo libre y sumando directo de A" con (gl...gs}

£

base de L . Entonces la seccién 1:A" >L es un homomor

fismo sobre y por ser (gl...gs} base de
Lyl(u)=u; ,......M(u )=y verifican segfin el Lema 2.3
que Ru(gl....gs)=s ; luego por hip6tesis existen Uopqee Yy

tales que {91""gs’us+1""‘9n} son base de A"
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Por tanto L'=L(y_ ;....Y9 ) esun subm8dulo libre comple-
mentario de L y A=L & L' .

(iv)==>(v). En efecto: Sea L libre y sumando

directo de A" y sea (4;....u ) una base de L , por
hipbtesis existe L' 1libre tal que A=L ® L' , si

'
(ugpg---u,? es una base de L' es {y;...u_,u_,,...u}

n * * * *
base de A" y la base dual asociada es [gl....gs Es+l"'9n}'
“Por tanto w (L)=L(g;+l.....g;) es libre y se verifica que

dim L+dim w(L)=n .
(v)==>(i) . En efecto: Sea g;(gl....gn) una fila

unimodular con n3T+2 entonces L(a) es un submbdulo li-

n
bre y sumando directo de A . Por hip6tesis w(L) es libre

y de dimensién n-1 , es decir, existe {gi....g;_l} base
. * Veno . .
de w(L) con Ru(gl....gn_l) n-1 . S8i M es la matriz de

coordenadas de esta base .

Y < |
ag « *=*@n

Ay qreeeeeeeesd0 g0

como Rn(M)=n-l existe una combinacién lineal de los meno-

res de orden n-1 que vale 1 , es decir existen 1A A

172,

con A My +....+A M =1 _ Entonces llamando N a la matriz

AR P R oo (-1) A
all al? R aln

N= 1 ,..... e e
a
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es det(N)=1 ; por tantoA es una matriz Inversible y se

....an) Nt= (? (-l)ix a.,0,..... 0) y por

1

verifica que (al

tanto (a as ampliable.

1""an)

NOTAS._2.5.-

a) En la demostracibébn de (iii)=—=>(iv) de la
proposicibn anterior hemos probado un resultado de carfc-

ter general que es el siquiente : Dados Yl....yse L .,

R (Vy....¥ )= s <= L (V;....V)) es subm6dulo libre s-

dimensional y sumando directo de L (obsé&rvese que el
enunciado de (iii) exige que el complementario de L sea

tambi&n libre para que A sea r-Hermite). En efecto: si

L' es submbdulo libre y sumando directo de L vy M:L >L!

es una secci6n de la inclusién (M(y) oo MY I=(V, ...V}
es una base de L' , lueqgo por el Lema 3.2. Ru(yl...ys)=s.
Reciprocamente: si R (V;....V )=s=R(V;....V.) es

Videreeee e AV unimodular ya que sus componentes son los

menores de orden s de la matriz de coordenadas de V;....V_-

s
Por tanto {V;.....V} son linealmente independientes, pues
s
de I A.,V.=0 con algGn ).#0 ( supongamos \,#0) es
1 i-1i i 1
s
lel = g ('Xi)yi —> AI(YIA ..... A Ys) =(A1V1)A YZ ....AYS =0
en contradicién con la hipbtesis de ViA....AY, unimodular.
Por tanto L(V,....V )= L' es un submédulo libre de L [ I?

b) Como ejemplo del proceso a sequir para probar
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que un anillo es r-Hermite, demostraremos el siguiente

resultado debido a Bass y Vaserstein.

Si A es un anillo noetheriano de dimensién de
Krull r<o entonces A es r-Hermite.
Demostracién.- Basta probar que si (aj.....a ) es una fila
unimodular con n<r+2 existe una matriz MeGLn(A) con

(al....an)M=(l,0,........0).

1) Observese que si a es una unidad, la matriz

1
M dada por
a7l -aTia aTla
1 ] 8 creeceeceenees a7al
Q O ¢
M=
0 O |

es la matriz buscada.
2) Obviamente si existe un 1 con a; unidad ,
siempre podemos volver al caso primero mediante la trans-

formacién elemental dada por la matriz N

i
0 0 .eovvvvenedl colllll0

0 1 (ievenveea0 (il 0

L0 P &

ya que (a;......a;......a ). N= (aa,.....35.00000002))
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3)Por tanto la demostracibn se reduce a probar que

i - ] ' ]
existe MeGIh(A) con (al......anLM—(al.....an) con a;
unidad en A para algGn i .

Sea pues A, un anillo noetheriano, el nGmero de
17 Py

componentes irreducibles de Spec (A) es finito, sean p

los puntos genéricos de estos componentes , es decir los
ideales primos minimales de A , o lo que es lo mismo los
ideales primos asociados a la descomposicién primaria del

ideal nulo.

Si (al.....an) es una fila unimodular es

1=11a1+....+knan . "Entonces existen bz,.....,bneA tales

s
que a1+b2a2+.....+bnan¢ l{ p; pues si esto.go‘fuera cier
to, existiria un % con a1+b2a2+....+bnanspi \/ (b2....bn).

Tomandq (bZ""bn)=(0"""'o) se tendrfa que ajep;

p]
y para (bz....bn)=(0,...,1......0) tendriamos que

al-aj:pi de donde ajepi \/ j=2.......n . Por tanto

obtendriamos que k1a1+......+>‘nanepi o sga 1spi

(contradicién) .

Para la demostracién procederemos por induccibn
sobre r .,
1) r=0 . Los ideales minimales y maximales de A son los

mismos y por tanto en nlmero finito . Sean estos
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Ple+ewePg ¢ existen b2"""bnE A con

s
| . . .
al—a1+b2a2+.....+anbn 4 g Pi , siendo los 2] ideales

maximales ai e$ una unidad y tenemos

con ai unidad y estamos en el primer caso.
2) r>0 . Formamos el cociente A= A/ajKx . Como
ai no pertenece a ningln ideal primo minimal la dimen-

si6én de Krull de A es r-1 , por la hip6tesis de induc

i6n, i A,e....a a_ =a_+a! i-
c16n,‘por ser la fila (a, an) con a =a, a,A uni

modular existey ﬁeGLn (A) con (52,.....En)ﬁ=(I,5,...,5) .

-1

Si M=a..+aiA es

1

W

con a!z0 Yy a

N -

mod(a'A) y €s decir
1
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de donde
-1 - [
Q 1 P ¢
! =(a! 1
(@je....ap) USRI RalCE SETERRRLMY
0 Q P §

ot

y estamos en el sequndo caso.
4

Surge , ahora, la cuesti6n siguiente: si:- A es
un anillo noetheriano de dimensién de Krull r<= ¢puede
ser A r'-Hermite con r'< r ? La respuesta es afirmati-

va, pues el anillo A = K[xl.....xJ , con K cuerpo ,

es noetheriano de dimensién de Krull n y segfin un resulta-

do de Quilen y Guslin A es O-Hermite.

Mas adelante, en la comparacién de anillos de Her
mite y B8-anillos veremos un ejemplo que prueba que en de-
terminados casos el que A sea noetheriano de dimensién de
Krull r«<= cumple que A es r-Hermite bero no r'-Hermi-

1

te con «r'<r .

c). Obsérvese que O0-Hermite es equivalente a 1l-Her

mite ya que cada fila unimodular de longitud 22 es ampliable,

También es inmediato de la proposicién 2.4. que las

condiciones siquientes son equivalentes:

i). A es Hermite

ii).VnsN y\/ysA“ con 0(V)=A=> V,....V

n
tales que {ylyz,....,yn} es una base de A

iii) ¥ new y V(yl.‘....,ys}cA“ con s<n y



R (v

= —_— v A\
a (Ypee-e¥)=s > e tales que

-s+1° -n

L.V oV ...V.} es una base de a".

tv ‘-5 -s+l° -n

IR
(iv) VnsN v v L submddulo libre y sumando di
recto de A" existe L' submbdulo de A"

tal que A"=L @ L' con L' libre.

(v) \7’ neN v VL submédulo libre y sumando di-
recto de A" , w (L) es submédulo libre

y se verifica que dim (L)+dim(w(L))= n.

La condicién (v) tiene una clara aplicacién a
los sistemas de ecuvaciones lineales, que permite estable-

cer un teorema de Roadré&-Frobenius para anillos de Hermite,

Para establecer este teorema precisaremos un tipo

particular de sistemas.

Definicién 2.6.~

Un sistema Zaijxj= s ; se dice libre §=—> R(aij)=

=Rn(aij) Yy R (aij’bi)zal(aij’bi)'

Al primer rango la llamaremos rango de la matriz
de coeficientes y al sequndo rango le llamaremos rango de la

matriz del sistema.

De la condicibén (v) se desprende que si s es

un sistema libre homogéneo, A es de Hermite vy

R(aij)=Ru(aij)=s , el médulo de soluciones que es precisa-
mente w(L) es libre y sumando directo y tiene de dimensién
n.—s_.

Reclprocamente: si para todo sistema se verifica
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este resultado, por la condicibn (v), A es un anillo de
Hermite.

En resumen podemos enunciar que:

A es un anillo de Hermite si y solo si se verifica el

sigquiente teorema.

TEOREMA_2.7

Todo sistema libre homcgéneo de m ecuaciones
con n incognitas de rango s tiene por solucibén un sub

médulo libre y sumando directo de A" de dimensién n-2.

Podemos ahora, enunciar el teorema de Roudré&-Frdbe

nius relativo a sistemas libres sobre anillos de Hermite.

TEQREMA_2.8.

Un sistema libre sobre un anillo A de Hermite
tiene solucibén si y solo si el rango de la matriz de coeficien

tes es igqual al rango de la matriz del sistema.

Este resultado nos dice que los médulos libres y
sumandos directos de A" , con A de Hermite, se comportan

en forma idéntica a los subespacios de un espacio vectorial:



CAPITUL II

ANILLOS DE HERMITE Y B8-ANILLOS

* ¢-1 .- B-ANILLOS

El onjetivo de esta seccidn es estudiar algunas
propiedades de los g-anillos, introducidos por Fern&ndez
Bermejo [ ]. Este estudio lo haremos desde un punto de vis
ta topolégico, utilizando especialmente anillos de funciones
continuas sébre espacios topolbgicos con valores en un cuer-

po (real, complejo o valorado no arquimediano).

NOTA. 1.1.-

Sea A un anillo conmutativo y con elemento uni-

dad. Llamaremos 0 (A) al diagrama {AP,VL q} siendo :
b 14

/
i) k pE Spec(A)/ Ap el localizado de A respecto del
ideal primo p .
ii) ‘f p, qe¢ Spec (A) , pPeq , \P[D a el homomorfismo na
14

tural A > A
' \Pp.q q 'p

D(A) es un sistema provectivo filtrante ( en el sentido

de Bourbaki y podemos construir su limite proyectivo.

A8= iiﬂ O(A)={(ap)s [_—] %) | ap= q;,q(aq),VEquSpec (A)peqg 1}
pe&nec (A)
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La familia de homomorfismos

: >A
P P

T _(a)= % € AP , definen un homomorfismo natural

i: A > A

i es inyectivo. En efecto: 1i(a)=0 <= % =0 en Ap

\J peSpec (A)=~>[?A]p =0,\/p:Spec(A)—->a.A=0 —

— a=0 [ J. | .‘

Definicibén 1.2.- Diremos que A es un B8-anillo si y

solo si el homomorfismo i es isomorfismo.

NOTA. 1.3.- Analicemos, desde un punto de vista intuitivo,
en qué condiciones un anillo es B-anillo. Para ello conside

rando
Max (A)={peSpec (A)Ip es maximall}

construimos la familia (Am}meMaX (a)

El limite proyectivo del diagrama sin morfismos (Am} es pre

cisamente su producto AM=‘ ]Am
meMax (A),

El homomorfismo



es inyectivo E ] .

Por otra parte {A '} es un subdiagrama completo

m meMax (A)

de TA) vy por definicidén de limite existe un homomorfismo

lim NA)= AB _— Am

P g—

que no es sino la inclusién del limite en el producto, es

decir est8 definido por:

*

(a)) (a_)

ap peSpec (A) .> m’ meMax (A)

que es inyectivo , En efecto: si el elemento (ap>oeSpec(A)

se aplica en el cero de "Am es am=0 \fmeMax (a)y .

Como\VIpeSpec (A) existe meMax (A) com pem  es

ap=tﬂ)m(am)=0 luego ap =0 .

En resumen existe un diagrama conmutativo de homomorfismos

inyectivos

A
™

SEEEEESISSS=8I22S AB= AM si y solo si todo ideal pri-

mo estd& contenido en un (Gnico ideal maximal.

Demostracién. - Para demostrar la parte "si" de la propo-
sicidén nos basaremos en el siguiente lema general de Teorfa

de Categorias.

LEMA_1.3.2.- Sea C una cateqgorfa completa, sea [ un dia
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grama sobre un esquema de diagrama = (I,M,d) . Sea

(z.)

Zj jeJ una particién de I en esquemas de diagramas

.= (I.,M,,d. con I=l/ M, , d.= 4d obviamente
5% (Iy-My0dy) ,UJ 57 Iy !

J

exigimos que dj(mjj Ij X Ij) y sea Di el diagrama

inducido por " sobre el esquema Ei , en estas condicio

nes

lim D= = 1lim ©7.

< — T g— J
Demostracibn. -

1) \{iel existe un Gnico j con ‘ite , luego existe (por

definicién de limite ) un morfismo

entonces via la proyeccibén existe un morfismo

oi:wlim Uj

—> D,

P i
s '
proy x /i

lim .
DJ

<
Vj y Vian .

Si aeM , existe (también por definicién de limite) un

Gnico 3j con aij y d(a)=dj(a)=(iK)st X Ij de

" modo que el diagrama



°'i/" i
lim D, - ‘
3 D
< —— \ a
'
°x Py

es conmutativo . Luego existen

Botm oy,
\!icI tales que \/ueM en el diagrama

el tri&ngulo exterior es conmutativo.

2) Si A es un objeto de C y existen morfismos
Gi:A > Di

tales que si \/ueM ) dla)= (ik) es b, 8; = & ) enton-
ces \/ jed se verifica la misma propiedad relativa a Vj B
luego existen morfismos

§.: A —> lim 0.

J — J

verificando que Di Ej: Gi \/ icIj . Los morfismos
3. inducer un (nico morfismo

J
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§ : A ————> 1 lim Dj

P

\/jsJ entonces

tal que proy . s = Ej
5 3 = 5 ; 3 = ' =
Py § = Py proyj.é pi,sj éi
y 3 es finico con esta propiedad ; luego-por definicién de

limite

m lim Dj = lim D

& & —

Demostracién. de la proposicién.-

En las condiciones de la proposic¢ibén, podemos
construir una descomposicién de UD(A) en diagramas disjun-

tos Dﬁ(A) con

Dm(A)=H\p 'L.Pp.q} p,qem , VmeMax (a)

trivialmente se cumplen las condiciones del lema y por tanto

se verifica la proposicién, pues lim Dm(A)= Ay ya que
P 1
Ay es extremal en .Dm(A) .

La parte "solo si" de la proposicibn resulta de lo siguiente:

supongamos que un ideal primo P estd contenido al menos en

dos ideales maximales distintos m1 y m, entonces un par de

a .
lementos ¢ A , 2 ea figquraran en un elemento
) b ™m b m
1 1 2 2
4 _ %2
de A6 solo si en AB EI = E; , es decir solo existe

t £p con t(albz—a2b1)=0 , mientras que dicho par de



elementos figurar&n sin restriccién ninguna ep los elementos de

AM .

Si elegimcs ajem, . altm2 p azp.‘m1 ¢ ajem, es

aj-a, £ m, y por tanto a,-a,f p , entonces por ser p primo

a a
no puede existir t ¢ P con t(al-a2)=0 luego Ti # Tg en

i )
Ap y el par de elementos 1 no pueden figurar en ningGn

elemento de AB , mientras que si aparecen en elementos de AM

luego AB¢AM .

NOTA_l.4.- Estudiaremos en esta nota algunos anillos gue cumplen

las propiedades de la proposicién 3.3.1 Yy que nos serdn de uti-

lidad posteriormente.

1.4.1.- Sea k un cuerpo . Llamaremos k-8lgebra* a toda

k-&lgebra A tal que \/meMax (A) la composicién de homomorfis-

mos

k l > a n > A

con 1 homomorfismos estructural y n homomorfismo natural, sea

un isomorfismo.

Por ejemplo el anillo de funciones continuas sobre
un espacio topolb6gico X compacto y completamente regular con -

valores en R es una R-4lgebra* .

1.4.2.- Si A es una k-4lgebra*  existe un homomorfismo de
anillos

§:A ————>Aplic (Max (A),k)=kM2¥X (B)_p
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dada por a (m)=a+m VmeMax n)

Esta aplicacifn es inyectiva si y solo si el radical

de Jacobson de A es cero. En efecto :

aeKer §<==>a+m=0 ymeMa} (A) <==>ag¢ m m=J (A) .
meMax (A)

1.4.3.~ Obsérvese que si A y B son k-&lgebras* todo

homomorfismo de k-&lgebras

Yon—s

induce una aplicacién

B0

Rf: Max (B) ——— > Max (A)

dada por - a\f(m)= ‘-f-l(m) VmeMax(B) , puesto que-.. i m

es maximal en B \rl (m) es maximal en A . En efecto: con

sideremos el diagrama

k
i! =
x
A — =g
n l n'
¥~ (m) m
donde q) es el homomorfismo inducido por \-f y por tanto

es inyectivo.

Como B es una k-Slgebra* n'e i' es isomorfismo; pcr



~29-

otra parte \?(n.i)=nki' . Luego si probamos que l? es
sobre entonces Lf’ es isomorfismo y ne i=L?'}(nLi')
es isomorfismo luego ?—l(m) ‘es maximal en A . Si beB

existe ack con nii' (a)=b+m . Ahora bien n.i(a)e A

AL (m)

y @P(n.i) (a)=n'.i'(a)= b+m luego \? es sobre.

1.4.4. .- Aparentemente la observacidén 3.4.3. estd en con-
tradiccién con el hecho de que Max (Ak) contiene un punto
mds yue Max(A) . (De hecho, en el ejempko ¢itado al princi-

pio, de ser A anillo de funciones continuas de X en R,
Max (AR), con la tépologia de Zariski, es la compactificacibn
de Stone de X).Veamos que punto es. Para ello observemos que
los ideales maximales de A, son de uno de los tipos siguien.

k
tes:

1) \/meMax (n) ) Mm={fc Ak/f(m)=0} esti en Max (A)

2) M={fsAk/f(m)=0 s6lo para un n® finito de puntos }

estd en Max (A) .

La diferencia entre estos dos tipos de ideales, est8 en que

Ak/Mm = k en el isomorfismo que hace corresponder a £,

f{m)ek , mientras que 'Ak/M Zk y en general es un cuer-

.

po extensién de k de grado de trascendencia infinita. Por

esta razbn Ay no es una k-8lgebra* y al homomorfismo

]

que es un epimorfismo de k-&lgebras no le corresponde una

inmersién
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Max Ak ——> Max A

(que adem8s en general no existe).

1.4.5.- Si A es urta k-8lgebra* con J(A)=0 los elemen
tos de Am \/IneMax (A) admiten una interpretacién como
gérmenes de aplicaciones que es la siguiente:

a) La topologia de Zariski de Spec (A) induce en "Max (A)

una topologfa con base de abiertos

D* (h)= {meMax (A) /h¢ m}

a la cual llamaremos por extensién topologia de Zariski de

Max (A) .

Construimos los ‘gérmenes de aplicaciones de Max (A)
en k en un punto meMax(A) en la forma habitual, es decir

como elementos del cociente Akﬂw“ donde 'nﬂn es ta rela-

cibén dada por:

V f,gs:Ak meg<=='> existe U entorno al::ierto de m

en Max (A) tal que f/ﬁ = g/U <==> existe heA, hfm ¢

Elpxn) = o= (n) .
Como es usual designaremos [f]m =f~h € Ak4vm y llamaremos

Ak,m= Akﬁvm . Obviamente A, o es un anillo y existe un
’

epimorfismo canbnico



-31-

que asocia a cada aplicacién un germen en m .

b) A contiene a A _ , es decir los elementos' de A
k,m m m

admiten una interpretacidén como gérmenes de aplicaciones

de Max(A) en k . En efecto: Sea
§: A > Ak
la aplicacidén definida en 3.4.2, , si afm

E}(a)]m es una unidad en Ak m ¢ Ya que agm implica que

meD(a) y la aplicacibn

a': Max (A) > k
a' (x)s —— Vx e b
5 (a) (x)
dado por
a'(x)= 0 \/ x ¢ D(a)
verifica que 6(a)IDTa) = [§'|D(a)]-l luego

(sl - 2], =1

Definimos ahora la aplicacibén
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implica bgm, 1la definicién de esta aplicacién tiene sen-
tido, y ademd8s j es homomorfismo de anillos pues resulta

de componer

con

: Ak ——_______—-_>A/m = A

m

Inm k,m

“

la aplicacién natural, entonces s (a)=[6(a)]m .,

s es homomorfismo de anillos y\latm §(a) es una unidad,

luego como 6 induce j , j es homomorfismo de anillos.

. : . a . r _
j es inyectivo. En efecto : B € Ker j -=>L6(a)]m— [¢]

==> existe h¢m con 6(a)]D*(h)= 0 ==> existe h¢m con

a+x=0 VxeMax(A) Y hfx =—> existe hfm , aex V)_ceMax(Ah)=-=>

—> a=0 en A, => existe neN con a.h"=0 =—> 2 = g en A
h b m

ya que existe h”¢m con ah"= 0 .

c) Por supuesto esta aplicacién j no es en deneral sobre, como

lo prueba el hecho de que si A es el anillo de funciones con

tinuas de X compacto y completamente reqular en R , y
meX = Max (A) , Am es precisamente el anillo de gérmenes de
funciones continuas de X en R en m , que obviamente estd,

en general, estrictamente contenido en el anillo de gérmenes de
aplicaciones . M&s en qgeneral, no toda aplicacibn es localmente

finita.
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1.4.6.~- Dada esta interpretacién para los elementos de Am ¢

resulta que los elementos de A admiten la in-

= ™
M “meMax (A)Pm
terpretacidén de familias de gérmenes de aplicaciones compues

tas por un gérmen de aPlicacibn en cada punto de Max (A) .

Si consideramos la aplicacién

A n,

la imagen de esta aplicacifn esti compuesta por todas las fa-
milias de A, , que provienen de un elemento de A , tomando el
grmen de este elemento en cada punto, es decir son las familias

"compatibles" de gé&rmenes de Ay ¢ Por tanto A y A, van a

ser, en general, distintos (salvo en los casos .triviales).

Por otra parte y desde este punto de vista AB se

puede interpretar de la manera siguiente: 1los elementos de Ae
son familias (ap) peSpec(A), con una condicibén de compatibili

dad que se puede reflejar por medio de un grafo, en el gue los
elementos de los localizados Am son extremales y pueden fiqu

rar parte como la del esquema

l ICT'\..arl a/
e Ny e

en el que los elementos a_ €A , a sAm estadn interconec
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tados, o parte del tipo

©

a
mq

en el cual un elemento a. eAm aparece como extremo Ginico
3 3

de una componente conexa del grafo.

Si dos elementos a y a se pueden conec-
m, m,

tar de la forma indicada en la figura C) , es decir si
existe una cadena de ideales primos, relacionados por “estar

contenidos" o "contener” entre ellos, que une n& con “b Y

.

entoﬁces a y a no pueden ser arbitrarios en (a_)eA_.
my, L) P B

pero si no existe ninguna cadena que una an con ningfin otro
3

an s entonces a se puede eleqgir arbitrariamente (figura 2).
3

Esta observacién nos prueba que: AB ?AM si y solo

si cada ideal primo est8 contenido en un Gnico ideal maximal,

como antes hemos demostrado.

Mientras que en el otro caso extremo, en que todos
los ideales maximales est8n interconectados por cadenas de ideales

primos, AB' es lo mis diferente posible de AM y cabe la po

sibilidad, como de hecho sucede, que A=AB segn veremos en

las proposiciones siguientes.

Observemos en primer lugar que la condicién
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\/ m , m,eMax (Af} una cadena de ideales primos ligados entre

si por las relaciones "estar contenido" o "contener" equivale,
puesto que todo ideal primo esti contenido en alguna maximal,
a que para todo par de ideales primos existir8 una cadena, de

las caracteristicas antes indicadas , gque una ambos ideales.

Esta observacidn nos sugiere la construccién siguien

te:

Dado un anillo A 1la relacién binaria "@" en
Spec (A) se puede ampliar a una relacién de igualdad (siguien

do la conocida té&cnica de Ljapin [ 1) que seria la sigquiente:

Puvg <==> existen pl....prcSpec (A) con
i) p=p; r g=R
. <. < s
ii) \fl 1-i-r 1 = Pl

Esta relacifn es precisamente la que hemos descrito
m&s arriba y a las clases de Spec (A) mbédulo dicha relacién

las llamaremos componentes grafo-conexas de Spec (A).

La denominacién elegida es razonable puesto que
Spec (A) se puede dotar de estructura de grafo utilizando los
P
"esta contenido en" como flechas . De esta forma las componentes

grafo conexas de Spec (A) son precisamente sus componentes co- -

nexas como grafo.

Obviamente de peq implica qe{p} en la topolo-
gfa de Zariski, resulta gue cada componente grafo-conexa de
Spec (A) est8 contenida en una finica componente toboléqico

-conexa de Spec (A) para la topologfa de Zariski, sin que,



~-36~

en general,ambas componentes coincidan. Precisamente los
B-anillos son aquellos anillos tales que en su espectro las

componentes grafo-conexas y topologico-conexas coinciden.

Teorema 2.6.- Sea A un anillo conmutativo y con elemen
to unidad , A es g-anillo si y solo si las componentes
grafo-conexas y las componentes topolfgico ~conexas de

Spec (A) coinciden.

Demostracifén.- a) Probemos en primer lugar la parte "solo si”

de la proposicibn. Si A es un B-anillo es’ A=AB, es de-
cir A=lim Ap . Sea ahora Spec(A)=iE¢ Y, la descompo

peSpec (A)

sicién de Spec (A) en sus componentes grafo-conexas.

La familia de subdiagramas completos

‘P'qlp,qui » peq }

es una particién del diagrama

1% =[Ap, q;,qlpeSpec (A), pcal

que cumple la condicién del lema 3.3.2. luego

A=A _=._1 lim 0.=_n A,
£ o i iel i

con Ai = lim Di . Como la categorfa de anillos es dual
P

de la de esquemas afines es

Spec (A)=Lr)ﬂpec (Ai)
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es cdecir : (Spec(Ai)}iE es una descomposicifn de A en

I
unién de subespacios simultaneamente abiertos y cerrados . Por
otra parte, como de la construccidn Yic;Spec Ai para todo

ieI, forzosamente al ser Spec A=U Spec Ai ., Spec A=(}Yi

dos descomposiciones en unibn disjunta de subconjuntos de

Spec (A) , esta condicibn lleva consigo que Yi=Spec Ai

para todo ieI y como toda componente grafo-conexa de Spec (A)

estd contenida en una inica componente topolégica-conexa)

Spec Ai es conexo para todo ieI y los {Yi} son exacta

iel
'mente las componentes conexas de Spec (A) .

b) Para probar la parte " si" procederemos por etapas de la

forma siquiente:

b-1.- Sea A wun anillo tal que Spec (A) es conexo. Si

Spec (A) es grafo-conexo, A es g-anillo.

Demostracifn.- Basta probar que el homomorfismo 1 de la
nota 3.1. es sobre y esto resulta de lo siguiente: sea

{ entonces a =R ’Bp £ p para todo

ap}peSpec () Rg P8y

peSpec (A) .

En estas condiciones los {D(Bp)}pespec (A)

forman un recubrimiento abierto de Spec (A) y para todo
a

peSpec (A) §E € A6 es una familia de secciones sobre los
P p

abiertos de este recubrimiento. Ademés, si r ¢ D(Bp)n D(Bq)

existen cadenas finitas de ideales que conectan p y g con

r . A consecuencia de ello
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a llr b} Gr a a
FE = R ES =5 en Ar , luego EE Yy Eﬂ coinciden
p r q r P q
como secciones en D(Bp)r)D (Bq) y existe una seccibn
“a
global a que induce EB para todo p , es decir,
p
{ap}psSpec A ©std en la imagen de i .

b-2.- Sea A un anillo tal que para cada componente conexa
de Spec (A) se verifica la condicién de la proposicién ante

rior . Entonces A es B8-anillo.

Demostracifn.- Sea Spec (A) = )‘{(x laldescomposicién de

Spec (A) en sus componentes conexas. Como cada Xu es abier
to y cerrado simultaneamente, si pcxa,q c XB , a8 ni p

esti contenido en q , ni g lo puede estar en p , es de
cir,las componentes xa son disjuntas respecto a la relacién
de contenido y por tanto en virtud del lema 3.3.2.

A=1lim A = 7_ lim A

8 P ael

[ QU K e

luego si (a)eA , (a)=(a ), ael,(a )elim A .
- - ~a —a

P P
cha

Ahora bien, en virtud de la proposicidén anterior, ca

da (gﬁ) es una funcién sobre Xa (funcibn en el sentido de
gue es de hecho un elemento de la asignacibn K(Xa) del haz X
asociado a A al elemento Xa)- Como los X, son disjuntos
dos a dos, las funciones (gﬂ) se pueden "pegar" dando lugar

a un Gnico elemento a:K(X)=A; luego A=AB .
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Proposicién 2.7.- Sea A un anillo tal que el conijunto de

sus componentes irreducibles es localmente finito . Entonces

A es un A-anillo.

Demostracibn. - Veémos que toda componente conexa de Spec (A)
es también grafo conexa. Para ello sean p y g pertenecien

tes a la misma componente conexa Xfx de X . Como xu es

conexa y el conjunto de sus componentes irreducibles es también
localmente finito, por Grothendieck [ ] Chap 0.2.1.10 , para

cada par de conjuntos irreducibles diStlntOS X', X" de XOl
existe una cadena ({X;}y<;< ~ de componentes irreducibles de

Xa tales que :

i =x"! =X"
i) X, =X . ‘Xn X

1) X, N X, # 6 para todo i, 13in

Por otra parte cada {Xifogign es también una componente

irreducible de X. , lueqo es una parte cerrada irreducible

de X vy por Grothendieck [ ] Chap. 1.1.15 , cada Xi posee
un punto genérico % para‘todo i, 03isn,

Supongamos entonces que X' y X" son los compo
nentes irreducibles de p y q respectivamente. Si X'=X"
el punto genérice X' de X' conecta p con q Vv si X'#X"

el resultado anterior indica que existe {x )0 i nC:Spec (A)
tal que

i) pe (io} » o ge (X))

—

1i)(X; ;N (X} # § para todo i 15i%n,
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. <. < - .
es decir, xocp M xd:q y para todo i , 1l-i-n, existe un

i . ¥, . . .

ideal vy <on l;ylo Xl_l

NOTA 2.8.- Como consecuencia de estas proposiciones observe
mos que:

1) Los dominios de integridad son B8-anillos, pues si A
es un dominio de integridad, el (0) es primo y todo nar de

ideales maximales de A se pueden conectar via el T,

Este hecho coincide con el resultado conocido de
que si A es dominio de integridad y ( es su cuerpo de

cocientes, todo anillo de cocientes Ap, peSpec (A) se pue

de sumergir en Q y A = {R‘A . Como Q=A(0) en este
peSpe® (a)

A = 1lim A
N .

peSpec (A)

caso

peSpec (A)
luego A es B-anillo .

2) Del mismo modo, puesto que todo anillo noetheriano cumple
la condicién de la proposicién 3.6, todo anillo noetheriano es

g-anillo.
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$-2.- ANILLOS DE HERMITE Y 8-ANILLOS

A
Los trabajos recientes de Quillen [ ] Vasers-
A ]
tein [ J y Suslin [ ] prueban que los anillos de po-
linomios sobre anillos locales,requlares de dimensién menor
o igqual que 2 , en un nfmero finito de indeterminadas, son
anillos de Hermite YComo estos anillos son noetherianos son

también g-anillos .

MNuestro 6bjetivo en ésta seccibn es comparar deta-
" lladamente los conceptos de B-anillos y anillos de Hermite,
para demostrar que ninguna de estas clases de anillos esté&
contenida en la otra, es decir, existen B-anillos que no

son anillos de Hermite y reciprocamente

Simultaneamente analizaremos las condiciones bajo
las cuales, los anillos de funciones continuas o diferencia-
bles son anillos de Hermite, condicién que esti intimamente
relacionada con la orientabilidad o m&s precisamente con la

paralelizabilidad.

‘Para encontrar ejemplos de g-anillos que no sean
anillos de Hermite, el camino m&s l6gico es construir un ani
llo cociente, pues la condicifn de B-anillos es estable -
por paso al cociente, mientras que la de ser anillo de Hermi
te no lo es. La condicién del ejemplo reciproco es més compli
cada v nos llevard a profundizar algunas propiedades de los

anillos de funciones diferenciables.

Nota 2.1.- En esta nota analizaremos los conceptos de fila

unimodular y fila ampliable, as{ como las condiciones de ani
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llo de Hermite, para los anillos de funciones continuas.

En lo que sigue X es un espacio topolégico y
k un cuerpo, que seri indistintamente R ov C con sus
topologfas habituales, o un cuerpo valorado no»arquimedig
no, con la topologfia asociada a la valoracién. Designare-
mos por C(X,k) , o si no hay confusién en ello con C(X),

el anillo de funciones continuas de X en k .

2.1.1.- Existe un isomorfismo natural de C(X)-m6dulos entre

c(x)t y el C(X)-médulo de aplicaciones de X en K ,

que asocia a toda aplicacién de X en kT la familia de -

sus ‘componentes, con la topologia producto.

En lo sucesivo designaremos con el mismo simbolo
f a un elemento de c(x)¥ , es decir a una fila de C(X)

compuesta por r elementos, y a la aplicacién de X en KT

correspondiente a ella, indicando con fi(x) a la componen

te i-&sima de £ .

4.1,2.~ Una fila _f_:C(X)r es unimodular si y solo si
[1EG)]] # 0 \/xex , donde || || tiene el sentido
usual, seqlin se trate de R , C o un cuerpo K valorado

no arquimediano.

Entonces si £ es unimodular ,\fxex ‘existe 1

cdn fi(x)#O , puesto que existen funciones fi(x) con
Lf; (x) g (x)=1, luego ||£(x)|]#0 y reciprocamente si
Jlex) |l # 0 V/xex se puede construir de forma inmediata
funciones
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con b fi(x)gi(x) =1 \/xex .

2.1.3.- Si k=R, £eC (X,R)T es ampliable si y solo si

existen funciones gl.....g_r_lsC(X,R)r tales que

. \/xex 3 i) £(x), gl(x)......gr_l(x) forman una refe

r

rencia ortonormal de R . En efecto: basta tomar las funcio

nes de 4.1.3. vy aplicar el proceso de ortonormalizacién de

Gram-Schmidt, que conmuta con la construccibn efectuada.

=9 r .
En este caso, podemos anadir que f£eC(X/R) es uni

modular si y solo-si Xff(x) fO klxex pues
2 2
pEy = [£) | .
2.2.- Analicemos, ahora, el caso particular en que X sea
una esfera.

2.2.1.- Sea X= 8 T R . La éplicacién de inclusién.

(al.....an)NWV*-—————é(u1 ..... a )

es empliable si y solo si existe una base del espacio tangen

. . n-1 .
te Tsn—l % que varie continuamente con XxeS§S , es decir,
’

si y solo si st es paralelizable. En efecto: la condicidén

4.1,4. aplicada a este caso, dice que in es ampliable si y
, . . . n-1 n
solo si existen funciones continuas ERERRE Iyt S >R
1

tales que (x) , g(x)....gr_l(x) forman una

Hijeoll "
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n

. n-1 . . .
referencia de R \/xzs , es decir si y solo si

gl(x)......gr_l(x) son una base de Tsn--llx que varie

continuamente con x

2.2.2. Como 52 no es paralelizable la funcién

no es ampliable.

Consideremos entonces el anillo A=Z[X1XZX;}I )

2

2
con I=(X1+x2

2 o .
+x3-1).7, [XI'XZ'X3] . A es un anillo noetherig

no, por tanto es un B8-anillo, sin embargo no es un anillo de
Hermite, pues obviamente la fila (i1,§2,23) con E(x)=f(x)+I

es unimodular, ya que ii +§§+i§= 1 , sin embargo no es amplia
ble, pues si lo fuese encontrariamos funciones polinfmicas con

coeficientes en 2 sobre la esfera ql(x),gz(x) tales que la

matriz

911 912 9313 es inversible en A .,

921 922 923

Por otra parte A se puede sumergir como anillo en

C(SZ,R) y de esta forma la funcidn (il,i se transforma

2 X3)
en 13, y la inversibilidad de M en A implica que M es

también inversible en C(SZ,R) en contradiccifén con el hecho

de que i

3 no es ampliable, luego A=Z[¥1X2X3]/ es
. I

8-anillo, pero no es anillo de Hermite.
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Proposicién 2.3. Sea X un espacio topolégico no discre-

to, compacto y completamente regular. C(X,R) no es un

g-anillo.
Demostracidn.- Sea A=C(X%,R) . Sabemos que Max(A) con

la topologia de Zariski coincide con X . Sea p un ideal
primo de A y veamos que p estd contenido en un Gnico

ideal maximal. En efecto: sea

V(p)={meMax (A) |pem}={xeX| £ (x)=0 erp}

si existen x e vy eV{(p) , X#y , como, por ser X comple-

tamente reqgular, se pueden construir funciones fx y fy . Y
entornos abiertos y disjuntos Ux' Yy Uy de x e y res-

pectivamente tales que foX—U =0, fylx-U = 0, £(x)#0 ,

x Yy

fy(x)#o , entonces fx.fy=0 luego fx.fycp' y fxlp,fylp

Yy P no serfa primo, por tanto V(p) es 0 vacio 0 consta

de un solo punto.

Si V(p)= @ , entonces para todo xeX Yjv(p”

implica que existe fxep, fx(x)#O ) luego existe Ux entor

no de x en X con (y)#0 para todo yst . Como X

fxlU
X

es compacto y la familia {Ux} de entornos forman un recubri

miento abierto de X , existen X

1.....Xn tales gque la
subfamilia (Ux } forman un recubrimiento abierto de X .
i
. n 2 Y
Construimos E fi(x)=f(x) , £(x)#0 xeX luego f(x)

.

es unidad vy f(x)ep . Como consecuencia Pp=A .
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Por tanto V(p)#0 v V(p) consta de un solo punto, es decir

existe un Gnico ideal maximal que contiene a p .

Por tanto en virtud de la proposicidén 3.3.1.

A6=AM . Ahora bien A#A puesto que al no ser la topologfa

M
de X la discreta no toda familia de gérmenes de aplicacio-

nes de X en R (fx}xex es compatible y da lugar a una aplica

cién continua f de X en R ; luego A#AM y por tanto

A#AB y A no es B-anillo.

Consecuencia 2.4.~- Si X es una variedad diferenciable de cla

se infinito, compacta y A=Dif C"(X,Rh A no es B-anillo.

Demostracién.- El razonamiento es idéntico al de la proposi
cién, pues todas las conclusiones efectuadas alll, se pueden

aplicar para funciones diferenciables.

. 1
NOTA 2.5.- Consideremos s‘lc.rzz y sea A=Dif Cc”(s ,R).

A es anillo de Hermite.

En efecto: Sea

£: sl > R
una fila unimodular, entonces |[£(x)[]|#0 \/ xes! , luego
podemos construir f*(x)s — —— f(x) , £*(x) toma sus
- e ]~ -
valores en Sn‘l y su imagen es una curva diferenciable cerra
da en s™1 . S5i n=2 entonces la funcién q(x)=(-f;(x),fl*(x))

cumple las condiciones buscadas y si n es mayor que 2 en

- *
tonces existe algin punto xes” 1 , XZIm £ y un casquete

esférico C, centrado en x que no corta a Im £*. Por pro
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veccibn estereogrifica , Sn—l—cx es difeomorfo a un abierto

de Rn-'l que es paralelizable, luego existe una referencia

n-1
Ve
ortonormal en Tgn—l,y VeS

- Cx que varia diferenciable
mente con y - Sea gﬂx).........gn_ltx) esta referencia,
entonces las funciones 11(X)""’§ﬁ-l(x) son precisamente

las funciones buscadas.

Por tanto y vista la consecuencia 4.4. hemos eﬁcog

trado un anillo de Hermite que'no es B-anillo.



ESTRUCTURA DE UN ESPACIO

SIMPLECTICO SOBRE UN AN I-

LLO DE HERMITE

¢-1.- SUBESPACIOS DE UN ESPACIO SIMPLECTICO

NOTACIONES 1.1.- En este capftulo A representard un

anillo conmutativo y con elemento unidad al gque (segfln
1os'casos) anadiremos la hipétesis'adicional de ser de
Hermite. V un A-m&dulo libre de dimensién 2 n . ¢ una
forma bilineal hemisimétrica no degenerada sobre V ,

con valores en A .

Las notaciones serfn las de E. Ferndndez Ber

mejo [ ] que esquematizamos a continuacién.

1.1.1.- Si V* es el dual de V , ¢I y son

*p
los isomorfismos de V en V* definidos por:
b (¥) (X)=4(y,x)
E X,yeV

¢ ¥) (X)=0(x,y)

Obviamente —bg por ser ¢ hemisimdtrica v por

¢p=

-48 -~
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esta razén llamaremos d¢=¢D=—¢I

1.1.2.- Si B=(gl.....32n) es una base de V a la

matriz de ¢ respecto a esta base la llamaremos M¢ B’
. - ’

-

omitiendo la mencién de la base cuando no haya confusién

en ello. Obviamente si B* es la base dual de B , la ma

triz M, , es también la matriz de d, respecto a B y B*
’

1.1.3.~ Llamaremos espacio simpléctico n-dimensional so
bre A , a todo por (V,¢) que cumpla las condiciones
de 1.1 , vy homomorfismos de espacios simplecticos a las

isometrias.

1.1.4.- Si p es un ideal de A , pP:A—-——---——>A/p el

: (2 7y O
epimorfismo natural, Vp (A/p) —{(x1+pl ...xn+p|xieA)
se puede dotar de manera .natural de estructura de A/P-m&-
:“
dulo. v, es por tanto un ' A/P-médulo de tipo finito y la
forma bilineal ¢ induce una forma bilineal ¢p:vp pr——>A/p

definida asi: si notamos por ND al homomorfismo de

n

A >Vp inducido por np y si notamos por

‘

§=Np(§), y =Np(y)

¢p(gli)= ¢ (x,y)+pP
En esta situacibn (Vp,¢p) es un espacio simpléstico sobre

A/p .

1.1.5.- Sea (V,¢) un espacio simpléctico, U un submd-

dulo de V . » induce una forma bilineal sobre U



: Ux U —
*ly x 2 > A

a la que se puede asociar un homomorfismo

d > U*

e
(=}

@IU

definido por 4, (u) (u")=¢ (u',u)
bl == ==
Ademds el diagrama

d
(ol
Ul e

|

d
L S

con i la inclusibn e i* el homomorfismo traspuesto

de i es un diagrama conmutativo.

1.1.6.- Si U es un subm6dulo libre de V entonces

¢|:UXU——————-—>A
U .

es una forma bilineal hemisim&trica ( no necesariamente no

degenerada) y d es precisamente el homomorfismo de

(¢| )
v
U ————>Uu* asociado a ¢|y segfin la construcci6n de
d, .
¢
1.1.7.- Sea (V,¢) un espacio simpléctico, U un submb-

Qulo de V . Diremos que U es un subespacio de (V,94)

si v solo si:

i) U es libre
ii) U es sumando directo de V
1ii) Im 4

es sumando directo de U* ,
(¢1U)
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1.,1.8.- En las condiciones de 1.1.7. diremos que U .es un
subespacio no isotropico si d(°>l ) es inyectivo.

u
NOTA 1.2.- En lo due sigue utilizaremos frecunentemente sumas

directas internas y externas simultaneamente. Para evitar con
fusiones precisaremos que las sumas directas internas depen-

den de la inmersién que se tome, de un m&dulo u otro, (es de-
cir manejaremos estas sumas, en el sentido de sumas de subob

jetos en la teorfa general de categoriag). Para manejarnos

con comididad conviene hacer las dos precisiones siguientes:

1) Sean U v V A-mbédulos, f:U——>V un homomorfismo.
Diremos que U es sumando directo de V respecto de f , si
y solo si existe uh _:A—médulo U' con V=U ® U' y el homo

‘e

morfismo asociado a esta suma directa qlzu———————>v es

precisamente £ , o lo gue es lo mismo la proyeccibn

nI:V—~————-—oU es el iqvgfso de f por la derecha.

2) Si U es un submb6dulo de V e i: U——>V es la
inclusién,‘entonces decir que U es sumando directo de V
respecto de i equivale a decir que V=U+lI', con U' submd-
dulo de V y + es suma directa interna. In este caso dire
mos simplemente que U es sumando directo de V. La razbn
de esta precisibn se encuentra en el ejemplo siguiente:

Sea A= Z./(Z) D z/(4) como Z-m&dulo, entonces
Z/(z) es submbdulo directo de A respecto del homomorfis-

mo de inclusién

>

@

2/(2) 2} 2/

‘

at(2) My (a+(2),0+(4))
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pero no lo es respecto del homomorfismo, tembién inyectivo

> Z 4

2/2) /() @ %y

a+(2) Mrne— o (0+(2),2a+(4))

NOTA 1.3.~ Anadiendo condiciones suplementarias a A se
pueden mejorar los resultados del caso general en la forma

siguiente:

1.3.1.- Si A es de Hermite y si U es un submSdulo 1li-
bre sumando directo de V, toda base {u,..... u_} de u
se puede ampliar a una base B de V . Si tomambs la ma-
triz M

$.B

-

55 BRARARREAEER 1t..........312n —_

321.............aZt..........azzn

thcecavesnesa@, L araenesesad
t1l tt t2n

D I T I R R I I I .

aznl.......... znt....}....aznzn

la matriz de respecto a {u ........4 } vy su base

4
(¢|U) 1 t
dual es
By rrrreererecec@ry
Bpp e ceeendpy
1.3.2.- Aunque parece, dada la similitud de los anillos de

Hermite con los cuerpos, que serfa posible prescindir de la

-
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condicibén de ser U 1libre, como sucede en el caso de ser A
anillo local, en cuyo caso por ser U sumando directo de V

libre, es provectivo y por tanto libre, sin embargo en nues=

tro caso, aunque U e 1Im 4 sean sumandos directos

(4], )
u
de V y V* respectivamente, U no tiene porqué ser libre

como prueba el ejemplo siguiente:
Sea el anillo Z/(s) que es de Hermite, por ser
noetheriano y O0O-dimensional. Consideremos el Z/(6)~m6dulo

libre (Z/(G))2 y sobre €1 la forma hemisimétrica ¢ de
0 1

matriz (

) ' respecto a la base canénica.
1 0

Consideremos el homomorfismo:

(z/ 5% < > (2/ (6))°

(a+(2) ,b+(2)) M o (3a+(6),3b+(6))

(Z/(z))2 es sumando directo (su complementario es (Z/(3))2

e Im es sumando directo de (Z/(Z)) (de hecho coin

d

(4] )
U

cide con &1, pues tiene cuatro elementos distintos) sin embar

go (Z/(Z))2 tiene cuatro elementos vy 4#§1erN luego

(Z/(z))2 no es 4n 2/ ¢ -médulo libre.

PROPOSICION.1.4.-° Sea A wun anillo de Hermite, U un submf

dulo de V . U es subespacio simpléctico no isétrbpico de

V si y solo si (U,¢[ ) es un espacio simpléctico.
U .

Demostracién.- Por ser U subespacio simpléctico de V es
U 1libre y sumando directo de V . Por 1.1.8. d(¢‘ ) es

U
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inyectiva, luego Im es submédulo libre y sumando

4

(¢ )
u

directo de U* . Como A es de Hermite, por 1.3.1. es

dim U= dim Im d . Como por otra parte dim U = dim U*

(¢IU)

es Im d(¢‘ )= U* vy._ por tanto es isomorfismo,
U

oy

, U

luego (U,¢|_) es un espacio simpléctico.
4]

Reciprocamente. Si (U,¢| ) es un espacio simpléc
U <

tico, U es un A-m6dulo libre de tipo finito vy

d(¢| yiv ——————
u

es un isomorfismo, en consecuencia

i) U es libre

ii) Im d =U* es sumando directo de U*

(¢L )
U

Veamos que U es sumando directo de V . Para ello defini=

mos la aplicacién

por

1¢(\_/_)=d¢(!)|U para todo VeV

T

es sobre ya que 1 =d y U*=Im d
3 ¢|U (¢{U)

(O!U)

=1 1 .
m T¢] cIim,
u

Como U* es libre y 1, es sobre U* es suman

do directo de U . Tenemos -1
4
T
v $ s U* (¢Jrﬂ

>U



para comprobar que U es sumando directo de V respecto

de la inclusibn, hemos de probar que la composicibn dzt )
l
con la retraccibn de T es precisamente la inclusibén ,
es decir d?i h T = lU lo cual es cierto pues
| u' “U :
T d .
¢y (o]

BIBLIOTECA
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$~-2 .- TEOREMA DE ESTRUCTURA DE UN E.S.

En esta seccibn A serd un anillo de Hermite -
‘Este hecho es import;nte con vistas a un teorema de estruc
tura para los espacios simpléctico sobre A, pues por la
proposicién (I.2.4) si U es un submbdulo libre sumando

directo de V, w(U) es un subm8dulo libre sumando directo

de V* y dim U + dim o (U)=dim V .

Por esta razfn nos interesa analizar la relacibn
de ortogonalidad respecto a' ¢ Yy reducirla a una ortogona
lidad de V y V* cuyo comportamiento esti perfectamente

determinado.

Nota 2.1.- La forma bilineal ¢ induce en el reticulo
L(V). de submédulos de V una relacién de ortogonalidad a

la qué designaremos por o cuyas propiedades pueden verse

¢
en Abellanas [ ] .

2.2.1.- La relacifn entre uw y w es la siguiente. El

¢

isomorfismo d¢:v————————»v* induce un isomorfismo de reti

culos ( que preserva la dimensién)
D¢: L(V) —————>L(V*)
de forma que el diagrama

D
L(V) b > L(V*)
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es conmutativo. En efecto: Len(v) es m¢(L) =

\/
=(Z;V| d¢(Z)(E)= 0, Yuep }={25V|d¢(g)(v)=0 ,‘VEEL}=

= (veV[yg*(v)=0 , u*eD (L } = w D (L), luego w =uwD, .

2.1.2.- SI U es un sumando directo de V , w¢(u) se

puede calcular de la forma siqguiente: sea rq):v——————>v*

el homomorfismo T¢(Z)= d¢(2)|U definido en la proposi=-

odbn 1.4. En dicha proposiciébn vimos que r¢ es sobre; ade

mds se verifica que:

i) T es una seccidn

ii) ker L = Wy (U)

En efecto: i) Sea 171 V———> U la seccidn de la inclu-
si6n i: U ———>V y rn*:U*———————>V* el homomorfismo

transpuesto . Como d¢:V-—~——-———>V* es isomorfismo podemos

construir d-l:V*——-—»V y la composicién d;l. LA >V.

¢

SV*,

Veamos que este homomorfismo es una retraccifn de r¢:V

1

- -1 -1 . .
. * = = = =
En efecto: r¢d¢ n*(f) T d¢ (£n) d¢d¢ (fn)i= fni=f ya

b

que por definicidn T¢(2)=d¢ (v) |U=' d¢ (v)i ,stv .
ii)V‘ieker T, = T, ()= d.v'(v)weo —> 4(u,y) =0
Vg_r_U ==>\_I_5m¢ (U) =—> ker T,y (v) .

V‘Le m(b(L_l_) ==> ¢ (u,v)=0 VEEU =>d¢’(y‘)lﬁl=0 =

veker t, ==> m¢(U)cker Ty Luego ker t =w, (u) .

b ¢
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PROPOSICION 2.2.- Sea V un espacio simpléctico. U un

subm6dulo libre sumando directo de V . Se verifica que:

i) w¢(U) es un submédulo libre sumando directo
de V , al que llamaremos sumando ortogonal

a U respecto de ¢ y dim V= dim U+dim m¢([D.

ii) wi(U)= U .

iii) ker d =U 0w, (U) .
(¢| ) i 3
u
Demostracién.- Teniendo en cuanta 2.1.1, decir que
U —> v es libre y sumando directo, por ser d

$
isomorfismo, implica que D¢(U) es mb6dulo libre y sumando

directo de V, respecto de la inclusibn, de D¢(U) en V* .

Por otra parte, como A es anillo de Hermite, para todo U
libre sumando directo, w(U) es libre y sumando directo de

V* respecto de la inclusibn.

Por ser A anillo de Hermite y teniendo en cuenta

la observacién anterior es:

dim (U)= dim o (D, (U)) =
wy ]

= dim V ~dim D¢ (U)= dim V-~ dim U .
ii) Por andlogo razonamiento al anterior mi (U) es libre y
sumando directo de V ya que w¢(U) lo &s, por tanto para to
do U es

dim wi (U)+dim w, (U)=dim v =>

— aim wi (U)= dim (U) .

Sabemos que (JCwi (U) , veamos que coinciden.
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Sea {uj.....u} base de U . por ser A anillo de Hermi

te se puede prolongar a una base

. 2 . 2
{31""Et'5t+l""'5n} de Vv , si U#w¢(U) existe XE“¢(U) ,

= TR TR 5 W i j
v Xll&+.. +xtli+xt+lgt+l Anun Yy existe 1 con

t+13isn  tal que Xi#O . Luego R(El""Et’X)z t+l .

Sea f{y....w} wuna base de mi (U) . Por ser A anillo

de Hermite se puede ampliar a una base {lﬁ""'lk’—t+1"‘vh)
L i< < . 2 2
de V. Como para todo 1 1-i-t e w¢(U) y Ve w¢(U) as

+a v

;=2 ygteeeeatag v Y v=b v.+....4b v .,

1-1 t—t

Veamos que R(Bl.....gt,g)= t+1 1lleva a una contradicién .

En efecto: la matriz de coordenadas de (ﬂl....gt,x) respec

to de {Xi"f"xn} es
au.............a1t [
M=
atl"" ..... ceee@py L 0

bl .............bt S

luego R(M)<t+l vy por tanto U=w§ (u) .

xeU
iii)\{ieU(1m¢(U) ={"y —_ d¢(g)(§) =

_)iswi (U)

[
J
v

.

\-/
=¢(yu, x)=0 uzlU =—> xz ker d
= = = .= (¢ ’U)
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\prker d(¢ y ™ d(¢lU)(§)=OeU* = d(¢| )(x)(1)= 0

I — —
u U

Vgsu - p(X, )= OVEEU ¢+ FeU == 4(u,X) =0
VEEU ¢ FelU =—> d'b(‘:‘.f()—()=0 ,VEEU, NeU => _).Qﬁucp(U) =
> XU ﬂw¢(U) .

PROPOSICION 2.3.- Sea U un subespacio no isotrépico de

V entonces w¢(U) es un subespacio de V .

Demostracién.- En este caso V=U+m§(U) y la suma es directa,

entonces eligiendo una base de V .{gl.-...gt 5t+1""3n} con

u ey 15ist y Y.¢ w (0) t+15355p ,1a matriz de ¢ asociada
=1 ] ¢

a esta base es

con det Ml‘ det M2= det M¢= £ , con & unidad , entonces

det M; y det M, son unidades, luego (w¢(U), ¢lw¢(U)) es

un espacio simpléctico y por tanto w, (U) es un subespacio.

¢

PROPOSICION 2.4.- Sea U un subespacio de V entonces las

condiciones siguientes son equivalentes

i) U es no isotrbpico
ii) w¢(U) es no isotrépico

iii) v=u } %(U)
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Demostracifbn. - i1)=>11) trivial por la proposicién anterior.
ii);~>iii) con w¢(U) es subespacio no isotr6pico entonces
ker db =0 pero
| lm (U)
¢
2
ker d¢ = m¢(U) n wy (0)
[m¢(U)

y como wi (U)=U es V=U+m¢(U)

y la suma es directa y por definicibén de ortogonalidad respecto

de ¢ es

v=U | %(U)
iii)y= 1) |i V= Ulw¢(U)=‘=>Unw¢(U)'—'(9_)

=>ker d ={0} =>

(¢IU) 0 d(wlu) es inyectiva =>

U es no isotrépico.

PROPOSICION 2.5.- Sea U un subespacio no isotrépico de V,

entonces Vch tal que 0(a)=A existe beU con ¢ (a,b)=1 .

Demostracién.- Sea M¢ la matriz correspondiente a ﬂ
u

respecto de una base de U y queremos ver que existe beU

con a tht= 1 . Como 0f(a)=A es g=(a1....an) unimo-
dular =—> existe CsGGIh(A) tal que a.C= (1,0,....0) .

Considerando la matriz C—lM¢ es det (C—1M¢)=1, luego sus

filas son unimodulares vy (1,0,.---0)~C_% M¢=(all" """ n’ e
orimera fila de C-l'Mb es unimodular. Como existe S tal

que (all,.-.-,aln).S=(l,O,.....,0) es
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1
a
(a11 ...ﬁ....aln)-s : = 1 -
o]
qistituyendo
- 1
-1 o
a.c.Cc | MO s S . =1
a
luego tomando como b= (l,O....O).St es
t
aMb-=1
L
DEFINICION 2.6.- Un par de vectores ordenados (a.b) tal

que ¢(a,b)=1 se llama par hiperbflico.

DEFINICION 2.7.- Al submb6dulo engendrado por un par hiperb8lico

se llama plano hiperb5lico.

. _ Evidentemente un plano hiperb6lico es un subespacio

no isotrépico de dimensién dos .

TEOREMA 2.8.- Todo espacio simpléctico es SU™ ortogonal de pla

nos hiperb&licos.

Demostracibn.- La demostracifn es consecuencia inmediata de las
dos proposiciones anteriores.

Sea (V,4) espacio simpléctico, por la proposicibn 2.5.
existe un par hiperbdlico (gl,gz)ev . Sea U= (gl gzl el‘pla—
no hipérbdlico, U es un subespacio no isotrfpico, luego

V=Uj.w¢ (U)y vy (ww(U), ¢|w¢ (U)) es espacio simpléctico de

dimensidn dos unidades menos, entonces por recurrencia se sigue

el teorema.
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COROLARIO 2.9.- Dos espacios simplécticos de la misma dimen
sién son isométricos, ya que siempre existe la aplicacibn li-
neal que transforma base canbnica en base canbnica y #&sta es

isomorfismo.
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¢-3 .- TRANSVECCIONES SIMPLECTICAS

En esta seccidn estudiaremos las ventajas que, a
la hora de considerar transvecciones simplécticas, se deri
van del hecho de ser A anillo de Hermite. Las notaciones

de esta seccibn son las siguientes:
NOTA 3.1.-

3.1.1.- El Teorema 2.8. de la seccibn anterior permite con

siderar en lo sucesivo un finico espacio simplé&ctico de cada

dimensi6én. Dado entonces un anillo A 1llamamos E Sn(A) al

espacio simpléctico de dimensifn 2n (Azn,¢) con ¢ forma
2n

bilineal definida, respecto a base canfnica de A , por

la matriz

0 1
-1 0
0 1
-1 0
0 1
-1 0
E S (~) es obviamente un funtor de la categorfa de anillos

de Hermite y homomorfsimos en la categoria general de espacios

simplécticos.

La composicidén de este funtor con el que asocia a
cada espacio simpléctico un grupo de isometrias de lugar a

un funtor S P,(-) <covariante de la categorfa de anillos en



la de ‘grupos,

3.1.2,~ Sea A un anillo conmutativo con elemento unidad,

J un ideal de A .. Consideremos el homomorfismo natural:

h: A——> a/J

El funtor S Pn(-) transforma h en un homomorfismo de
grupos

hJ: S Pn(A) —_— 8 P (A/J)

Recordemos brevemente quien es h En primer lugar h

J°

induce un homomorfismo de espacios simplécticos

- n ' n
(BT e) ———— (/"6 )

donde ¢ y é5 son las formas biliniales hemisimétricas

R . n
cuyas matrices, respecto de las bases canfnicas de A y

(A/J)n es la matriz

0 1
-1 0
0 1
-1 0
h' como homomorfismo de grupos abelianos es h2n y (res-

J.

pecto de las bases canbénicas de Al vy (A/J)n) EJ tiene

por matriz la matriz identidad . Entonces hJ est8 defini-

do asi

\fce S Pn(A)= I (An,¢), hJ(o) es el homomorfismo que res-

-§55-
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pecto de las bases canfnicas tiene por matriz la matriz

- Me g
th © * MhJ. h (Mo).MEJ h (M)

donde h(Mc) es la matriz de clases de elementos de Mu
médulo J .

3.1.3.- \{cs S Pn(A) se verifica que

hJ(U) -hJ=hJ00
y 'hJ(o) es unica en estas condiciones.
3.1.4.- Sea (V,¢) wun espacio simpléctico sobre A, UeA »
llamaremos orden de U (0(U)) al ideal generado por U .

Sea xeV , llamaremos orden de  x (0{(x)) al minimoc ideal

J de A tal que hj(x=0 .

Si o0eS Pn (A) , llamaremos QEQEE de o0(0(s)) al minimo
ideal J de A tal que h, (o) pertenece al centro de

s P (A/J) .

Sea G un subconjunto de S Pn(A) . Llamaremos
orden de G (0(G)) al minimo ideal J de A tal que

hJ(G) estd contenido en el centro de S Pn(A/J) .

3.1.5.- sea B=lY ..Xn} una base de V ,

XX Vit

+XnYn un elemento cualquiera de V

Se verifica que

ces-X A
=)

ii) Si G es un subgrupo de 5 Pn(A)

0(G)= ¢ 0 (a)
oeG
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Definicién 3.2.~ Sea (V,¢) un esgacio simpléctico sobrxe

A . Llamaremos transversifn simpléctica , o simplemente

transversibfn, a toda correspondencia

tal que:

o(x)=x+ r.¢ (a,x a ,\/E,V .

a recibe el nombre de direccifn de [+

Proposicién 3.3.- Toda transveccibn de (V,¢) es un elemen

to de I(V,4)=S Pn(A) .

Demostracifn.- Sea ¢ una transveccién de direccifn a ,

olx,= x-2é(a,x, a con 0(3)=A . Veamos en primer lugar que
geA U tA(V) . E n efecto: si a=0 trivial . Supongamos en

tonces que )#0 . Trivialmente o es homomorfismo de A-m6du

los . Sea B={gl......yn) una base de V . Identificando x

con sus coordenadas respecto de la base B se tiene que:

- - t
(x) M_= (x) x(z.M¢(g) a

luego si llamamos N a la matriz M.(g)?(g) e I a la matriz

¢
identidad, ambas de dimensién 2n x 2n , se verifica que para
todo xeV (E’MU =(x) (I-x N). Por tanto Mq = I-AN y usando

la notacibén de Gantmacher E ]

.

det (Mo)=1-[Azn.i—A2 o~ [ j1+.....+lle"]

1 . .
i>j i

siendo N=( n_..) .

ij
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. t t T
Pero para todo i Ji(N)C;Ji(M¢)Ji(a. a) y Jr[(i )'(E)J'O .
Para todo r>1 ==>J, (N)= 0 ,
o, ) il"""i
Para todo r>1 =—> N r =0 para todo
Ll B U §

1 r

11 > 12>....>1r , para todo r>1 .
Ademds si M =(m,.) se tiene: N..= I M,.a_.a.

s ij ii ) 137571
= n;s= L L m,s asa;= T aia.(mi.+ m,.. )=0
por ser M¢ hemisimétrica. Luego det (M0)=1 Yy o es un

automorfismo de V .

Nos queda, pues por probar que ¢ es compatible con

la forma bilineal ¢. En efecto

${o(¥),0(w))= ¢(ytr $(a,via,w)+ré(a,wla = ¢(¥,wW)

DEFINICION 3.4.- Diremos que un submfdulo libre H&V de

dimensién n-1 es un hiperplano si y solo si existe peV*
tal que:

heH <=> 5 (h)=0

PROPOSICION 3.5.- Las condiciones siguientes son equivalen-

tes:
1), t es transveccién simpléctica

2) 1t e S P_(A) vy existe L 1libre y sumando directo

de dimension 1'con 1 (x)- x e L para todo xeU

3) 3) rteS Pn(A) y existe H hiperplano con rl = lH
H

Demostracidén.-2)—> 3) Sea L;L(é)ri vnimodular ==\m¢(ID=H



es un hiperplano. Para todo xeV, t(x)-xeL =—>para todo

yeH es -
$(c(X) =X, y) =0=4 (1 (x) ,y) =4 (xy) = #(1(x) y)=4(x ¥)

Como 1 vy r_ls S Pn(A) , ello implica que

s, g = (0 ) =0 (y) =

¢(),_§_,r—1 (y))= o (xy) para todo xeV
- ¢(’__‘_,t-1(x)-y_)=0 para todo xeV =—>
t‘l‘(y_)-zeker d¢ —_ (y)-y=0 —>

r-l(y_)=1 —> y = t(y) para todo yeH

3) ==1) . Sea te S P (A) , vy =1, con H hiperplano.
n 'H H -

Sea L =w¢(H)=L(a_) . Puesto que a es generador de una linea
a es unimodular, luego existe be L(a) con ¢(§,_b_)=ll es de~

cir, L(a,b) es un plano hiperb6lico.
Sea V=L(a,b) ] P , como para todo xeV es
1(X)-Xe L (a) , en particular para b es

'.rj(E)-p_e L{a)=—>existe XeA con t(b)-b =A a ==>1(b)=b+ra .

Ahora tenemos que ver que para todo xeV es
Tix)=xtie(a, 0 a

Si xev , X=1r a+ § E+ p ., r,seA , peP , entonces

t{x)=r t(a)+s t(b)+t(p) = r a+s t(b)+p =

(puesto que a y p pertenecen a H )



r ats(b+ia)+p=r a+sbisiatp =
= r ats btp+i¢(a,ratsbrpla =

(ya que #(a,a)=0=4(a,p) y 4(a,b)=1)

= X+i¢(a, ¥a .

1)==>2) . Sea 1eS P (A) , para todo xeV , t(x)=x+i¢(a,x

con a unimodular.
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a -

Consideramos L = I{a) que evidentemente es libre

y sumando directo de V y se tiene que para todo xeV

T(XN-x=2 ¢(a,X¥acla).

NOTA 3.6.~ Sea la transveccibn simpléctica =T
1

L(g) se llama la linea de t vy m¢(113))=H se llama hi-
perplano de =« .

Si A es unidad en A la transvecci6n simpléctica Taa
4

se llama unimodular.



EL GRUPO SIM P‘LtE CTICO SOBRE

ANILLOS DE HERMITE DE FUNCTIO-

NMNES DIFERENCIABTLES

El problema a resolver en este capitulo, es encon
trar una clase de anillos de Hermite, para lo cual el gru-
po simpléctico de cada dimensibn esté generado por las trans

vecciones simplécticas.

En ia tesis de Fernindez Bermejo se prueba que es
to sucede para B8-anillos, dado que existe una clase muy -
amplia ( que contiene al menos a todos los anillos de poli-
nomios con coeficientes en un cuerpo o aqillo local requ-
lar de dimensién menor o igual que dos) de aniilos de Her
mite que son simultaneamente B-anillos, podemos afirmar -
que existen anillos de Hermite con esta propiedad- El proble
ma esti en demostrar que esta propiedad se verifica para to-

dos los anillos de Hermite, resultado que no creemos cierto.

En este capitulo érabajaremos con anillos de Her-

mite cuyos elementos se pueden considerar como funciones.

La existencia de funciones continuas "patolégicas"”
como las curvas de Peano,.hqce necesarios que esta considerg
cibn de los elementos del anillo como funciones deba ser, de
funciones diferenciables ( §e comportamiento regular en la
dimensifn) . Para este tipo-de anillos probaremos que el grupo
simpléctico, en cualquier dimensidn, est8 generado por las

transvecciones simplécticas.
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¢-1 .~ ANILLOS DE FUNCIONES DIFERENCIABLES REALES

QUE SON ANILLOS DE HERMITE

En esta seccibén extenderemos los resultados del ca
pitulo segundo, para estuadiar la clase m&s amplia de anillos
de funciones sobre variedades diferenciables que son anillos

de Hermite.

Siempre que hablemos de variedad diferenciable, se
entenderd una variedad diferenciable real y compacta, con lo
cual, si X es variedad diferenciable y F(X) su anillo de
funciones con valores reales, Max (F(X)) con la topologfa dg
Zariski coincide con X y el haz F de funciones diferencia
bles sobre X coincide con el haz F imagen reciproca por

la inclusién

Max ‘(F(X)) ————————> Spec (F (X))}

del haz F(X) sobre Spec (F(X)) .

DEFINICION 1.1. Sea X una variedad diferenciable n-dimensio

nal, sea U un abierto de X . Llamaremos paralelizacién de

—-— -
U a una familia de campos vectoriales Vl......V; linealmen-
te independientes en los puntos de U

Diremos que - X es una variedad paralelizable si exis

te una paralelizacién de X como abierto.

NOTA 1.2.- Es un resultado conocido de geometria diferencial
que las esferas s®  son paralelizables solamente para n=1,3,7,

asi como que X es paralelizable si y solo si Su fibrado tan-



gente es trivial.

Analizemos , ahora, el comportamiento de las filas
unimodulares y la ampliabilidad tratados ya en el capftulo
sequndo. Para ello sea X una variedad diferenciable compac
ta y sea A el anillo de funciones diferenciables sobre X

con valores en R .

1.2.1.- Una fila £sAr es unimodular si y solo si zfi(g)#o

para todo xeX , es decir si y solo si la aplicacién

L g e o]
f*(x)= ———— de X en R estd definida como f (x)]|=1
/tfi(x)

para todo XxeX - ff toma sus valores en la esfera Sr-1 R

luego las filas unimodulares se pueden interpretar como apli

. . r-1
caciones ( via reduccibn a uno de una norma) de X en S .

1.2.2.- Una fila feA® es ampliable si y solo si existen

gyrev-- ...gr_leAr con

fl(x) "“"‘fr(X)

g, (%) .. ..g, (%)
11 1r #0

P I R R

gr-ll(x) ""gr—lr(x)

para todo =xe¥ , o equivalentemente‘si y solo si exixten fun

ciones gI:x——-—————>Rr tales que para todo xeX {g;(x)}lgigr_l

. r
forman un sistema de vectcores en R ortonormales y generan
siempre un hiperplano ortogonal a £(x) .

Considerando ahora Sr—l sumergido en R e identi

ficando para todo a e Sr"1 el espacio tangente Tsr—l . con

’
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el hiperplano w(a) , la observacifn anterior nos dice las
condiciones para que una fila £ unimodular sea ampliable

que son las siguientes:

PROPOSICION 1.2.3.- La fila feA® unimodular es ampliable

si y solo si existe un abierto paralelizable de Sr—l que
contenga a Im £*.
NOTA 1.3.- Ahora bien, en‘ s™ con n=1,3,7, s es parale ‘

lizable, luego toda fila unimodular de 2,4 u 8 elementos
es ampliable siempre. por tanto todo anillo de funciones di

ferenciables es de Hermite a niveles 2,4.y 8 .

El problema se presenta cuando n#¥l1,3,7 .EBn este

caso puesto que por proyeccidn esterogréfica Sn—{p} es

. n-1
isomorfo a R ) basta con que f* no sea sobre para que ,

si’ pfIm £* , Im £* C s"-{p} isomorfo a g1

y por tanto
" Im £f* est& contenido en un abierto paralelizable y f* sea
ampliable.

En conclusifén hemos obtenido que:

PROPOSICION 1.3.1.- a) Todo anillo de funciones diferencia-

bles de X en R es de Hermite a nivel 2,4 vy 8 .

b) Un anillo de funciones diferenciables de X en R es de
Hermite si y solo si no existe ninguna aplicacién diferencia-

ble suprayectiva X———>S con n#1,3,7.

NOTA 1.4.- Un refinamiento evidente de b) es el siguiente:

Si X es una variedad diferenciable r-dimensional,
el anillo de funciones diferenciables de X en R es de (r-1)-
Hermite. En efecto : si X es de dimensién r una aplicacién

n .
f*:X—>S solo puede ser suprayectiva para n menor -o B
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igual que r , puesto gque Im f£f* se puede estratificar como
uniénde variedades diferenciables de dimensién menor o iqual

que r .

Esta es la razbén por la cual hemos debido considerar
anillos de funciones diferenciables y no anillos de funciones
continuas,. pues si f es continua la dimensifn de Im f* no
queda limitada en general, como prueban los curvos de Peano,

por la dimensi6n de X .

Observemos también que aqui se amplia un resultado
conocido para geometria algebraica, ya que Bass [ ] probd
que todo anillo de funciones polinfmicas sobre una variedad

algebraica no singular y de dimensién r es (r-1)-Hermite.

En cualquigr caso existen suficientes anillos en la
clase de los anillos de funciones diferenciables que son de
Hermite ya que los anillos de funciones sobre curvas diferen
ciables son de Hermite en virtud de 1.3.1. El problema de en
contrar una clase mis amplia de anillos con esta propiedad, no
ha sido resuelto, al menos en nuestro conocimiento, y continua

remos trabajando sobre é&1.

Otro tipo de anillos interesantes, son los anillos
de funciones complejas sobre variedades complejas, en los que
suponemos que las cosas marchardn de forma perfecta, dado que
la complexificacién del fibrado tangente a una n-esfera es -
siempre trivial. Este es, no obstante, un campo al que dedi-
caremos también un pré6ximo trabajo, puesto que en este caso,
la matriz simplectica presenta también caracteristicas espe-

ciales que la hace mis interesante. .



$-2 .~TRANSVECCIONES SIMPLECTICAS

El objetivo de esta seccifn es probar que el grupo
simpléctico n-dimensional de un anillo de Hermite de funcio-
nes diferenciables se puede generar §or las transvecciones

simplécticas.

El resultado auxiliar clave de esta seccién es el

siguiente.

PROPOSICION 2.1.- Sea A un anillo de Hermite de funciones

diferenciables, sea (Azn,¢)=ESn(A) el espacio simpléctico
de dimensién n sobre A , si uy XsAzn son dos filas
unimodulares de A2n . se puede encontrar una cadena de trans
vecciones simplécticas con orden contenido en 0(y-y) que -

transforma Y en V .

Demostracién.- Haremos la demostracifn en tres etapas.

1) Supongamos que O(x-u)=A y que

U.X=¢ (U,X)= u M¢.vt )

es una unidad en A .

En este caso la transveccibn

T(X)= X+go (V-4,.5 (v-u)

con & =¢(Z,E)-1 verifica que

T = v,w) T L sy (s

= (v, 0T (0 (=W Vo w Y
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2) Supongamos que 0O(v-u)=A y que 4.V es una no uni-

dad en A .

En este caso existe una fila unimodular w Qque

verifica que
0(ww)= 0(vw)= A

y que y.w V v.w son unidades en A . Entonces existen

transvecciones Ty T, Qque transforman U en w y

. : 1
y en w respectivamente y la composicidn APNRS] es la
cadena de transvecciones simplécticas buscada.

En efecto: la existencia de una tal w se prueba del modo
siguiente: se trata esencialmente de demostrar que el sis-
uw=Ey

tema 1?2?52 con 51 y 52 unidades en A tiene

solucién. Como trabajamos en un anillo de Hermite siempre

que

el sistema tiene solucidn, cualesquiera que sean El Yy 52'.

El problema se presenta cuando

esta circunstancia se puede presentar por dos causas distintas:

a) porque V=)V , en este caso v puesto que ! vy V son uni
modulares, 1 es una unidad y U se puede transformar en Y
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por una transveccidn simpléctivo.
b) Porque

Uqoesaeoall
R 1 2n =2 v R

Vl.....-Vzn v v

En este caso si consideramos para cada punto xesX la matriz
numérica

ul(X).------uén\x)

v «
1) v, ()

2n .
en cada punto el rango de esta matriz al menos es uno, y
ademds la matriz no puede tener ninguna fila nula. Si llama

mos a los menores de orden dos de la ma

Mig () 1250420

triz y 4 =z Mij(x) , en los puntos de D(A)=x-v (2) el

rango de esta matriz ser§ dos y en los puntos de v (&) serd

uno.

El hecho de que ninguna de las dos filas de la ma-
triz sea nunca nula, nos permite construir funciones 51&)

Yy Ez(x) no nulas sobre x vy tales que

(ul(x)........u2n(x) El(xJ
R

\Vl(x) ..... -..Vzn(x) Ez(x)

para todo xey(4) (basta elegir 5l(x)=2zvi(x) £, () =2 (),

sobre v {4) y prolongar por particién de la unidad) con ello

la columna (61 52) es combinacién lineal de las restantes
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columnas , con lo cual no se altera el ranqgo, y en los pun-

tos de v(4) en los cuales A=0 vy por tanto Q=A¥0 es

2 2
Xuivi—z \Xi #0 al ser 1 1#0

Bntonces se bueden elegir unidades El Yy 52 de forma gque

el sistema se pueda resolver localmente. Obviamente las solu
ciones locales son siempre compatibles y el sistema admite
solucién global. demés al afiadir el coeficiente dos hemos
garantizado que sobre los finicos puntos en los que podfan
presentarse fallos, no es YJX)=2(X) o E(X)=g(x) con lo

que w-Y y w-V son unidades.

3) Supongamos que 0(» u)=J# A. Podemos construir en este caso,
una base canbnica, en el sentido de ser eil‘éj excepto si

2n

é%} de A con :%ji-, Buesto que

i=2r-1 , j=2r,(ja......

2n
u es unimodular , entonces X'B:X'el = E xigi con Xie J .,

~ n
de donde x~el+ g xi s .
i A e
Si = = creere.a.=@ .
Si llamamos ap=e 3y e +r,8. a; 1+§ 5 se
e u 2n
i = = = e =V
tiene a0 1 ’ a2n el+§ xi i Y.

* .
. a a_. mediante
i-1 =i

Veamos que es posible pasar de a
un producto de transvecciones de orden contenido en J . En

efecto: Eb+9i es unimodular para todo 1>0, puesto gue se-

1
ria la funcién de componentes (0,1,0...1....0) i#2
0 (0,2,0......0) i=2 que son unimodulares por ser el 2

una funcién constante ( Estas componentes son respecto a la
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base ©; , vy recordemos que el ser a no, una fila unimodu

lar, no depende de la base elegida).
. i
Por otra parte (§2+§i)31—1=(§2+§i)[El+j£l Ajgj =-1-1,.

Ahora bien, podemos suponer sin pérdida de generali

dad que |A1(x)|<l , pues en cualguier caso, sin dejar de ser
‘g ¥ v unimodulares,siempre se pueden dividir por 2|]ul| o

2] |v]|,.luego siempre se puede suponer (e,*e;)a; ; unidad.

Podemos construir pues la transveccién

1 -
0=t (epregiag ) Ty ¢ letey i) (o)t

y del mismo modo se comprueba gque es viable la transveccién

2 - —
A e (goathi8,) T 4lg,n) ey

y se verifica que

1 2
0(3
O(Tj)CJ ’ (rJ)cJ

'y que

"r2 1'1 (a )=a
i3 =51 =]

por tanto el producto de estos productos de transvecciones

cumple las donciciones reaqueridas.

PROPOSICION 2.2.- Sean (2'21)(“'!2) pares hiperb6licos
2n S'
en (A" ,4) con las condiciones de la proposicién anterior,

entondes existe una cadena de transvecciones con orden contenido
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en 0(22-112 que dejan , invariante y transforman Vs

en y, .
Demostracifbn.- Esta proposicién es muy parecida a la ante-

rior. También dividiremos su demostracifn en tres pasos,

1) Sea 0(:5-l&)=A Y Y;.Y, unidad en A , Entonces la

transveccibén buscada es la (1) de la proposicibén 2-1,

puesto que al ser (E'lg Yy (E'ﬂé) pares hiperhdlicos en

”i vy v Uy ¥ , luego
(=t (v, ) &, )_l(v -v.)= u
o VoVt VoVy!l - Yo -

2) Sea 0(3§"31)=A - Y Y. v, no unidad en A .
Podemos suponer siempre que ||g2.11||<1 , puesto que dejan-
do u invariante, podemos dividir Vv , por una unidad conve
niente (2|[32.31[| servirfa para el proceso).

De esta forma (l—zz.xl) es una\unidad.

Por otra parte al ser (y;v,) vy (3122) pares
hiperb&licos, lo es (E'Xz_vl) luego por ser tanto 4 como

Yo unimodulares forman parte de una base canbnica. Por tan

to vy,-vy- u es una fila unimodular, ya que respecto a esta

base tiene por coordenadas (-1,1,0.....0); entonces consideran

do las transvecciones

Tx = XY XY
= X- - V-V -y X (V. -Vv _u
(X o= o (1=, V) (V- Y - X (V- -
el producto '« 1t es la cadena buscada.

3) Sea 0(;5—;&)=J#A . Construimos una base candénica con



-82-

n =
&=-¥; .+ &=u4, entonces Vv ,-v, = E A; & 2,=0 , con

A.e J luego - = T A x,=0 aciendo como en
V.= 4 e =0 . H )
i ! -2 - 1 i i ! 2 : .

(3) de 2-1 y construyendo los a; como alli, las trans

vecciones r% y r? .verifican las condiciones buscadas.

J

TEOREMA 2.3.~ El grupo simpléctico SPn(A) esti generado por

las transvecciones simplécticas, si A es un anillo de Her-

mite de funciones diferenciables.

Demdostracién. - Trivial de 2.1 y 2.2 por un proceso de

induccién.

NOTA 2.4.- Analicemos ahora el comportamiento del grupo
simpléctico especial, tambi&n generado por las transveccio-

nes de orden contenido en un ideal dado.
Recordemos la definicibén del grupo simpléctico

v

especial.
NOTA 2.4.1.- Llamaremos subgrupo general de congruencias m&-
dulo J de S Pn(A) , v lo denotaremos por G s Pn(A,J) al

subgrupo h;l (centro s P _(A/J) .

2.4.2.~- Llamaremos subgrupo especial de congruencias mbédulo

J , ¥ lo denotaremos por E S Pn(A,J) al subgrupo Ker 0§

2,4.3.~ Trivialmente se verifica:

(a) G S Pn(A,A)=E S Pn(A,A)=S Pn(A)

(b) G s Pn(A,O)=centro s Pn(A)

(¢} E' s P (A,0)= ig P (3)

PROPOSICION 2.5.-Se verifica que:
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.2
centro § Pn(Al={5.lSPn(A)JQ =1.,EeA)}

Demostracidn.-Evidentemente si oceS Pn(A) es un elemento
cuya matriz, respecto de una base Bz(ll"""ln} de V .

es de la forma

con EZ=1 , para todo «vyeS Pn(A) , Yo=oy y 0 pertenece

al centro S Pn(A) .

Veamos pues que todo elemento del centro de

S Pn(A) es de esa forma.
Sea vye centro S Pn(A) y sea =t una transvec-

ci6n de V definida por
T(__’§)=X+¢ (iv_x) a

con O0(a)=A.

En particular:

yr=ty <= yry =t <=>V§ev ,oT(x) =

=vovy T @ =y [y T+ a, v Hx)a] =

=x+b (a,v T (x)) v (a) =N x=v ,

¢ (a,x)a=¢ (v(a),x)v(a). (1)

Analicemos la igualdad (1).Identificando cada elemento de V
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con sus coordenadas respecto de la base B, 0 (a)=A impli

ca existen X,.......\_ € A con Al,a1+ ..... +A an=1 Yy

que posee solucifn ya que det (MY) v det(M¢) son unida-
des. Por tanto podemos encontrar un vector x tal que:
t
1=(a)M_ M, (x) =¢ (v (a),x)
Entonces ¢(a,x)- a=y (a) y llamando 50=¢(3,§) , sSe tiene

Y(E)=Eo a , sustituyendo este resultado en (1) resulta

que:
V§eV r dla,x)a=¢(v(a),x)E, a

luego

[o(a,x) =gy (v(a),x)]a= ©

teniendo en cuenta gque 0(g)= A,
Y XeV , é(a.x)-g e (y(a),x)= 0

matricialmente

t t_
()M, (x) "-(a)M M, £,(x)"= 0
(a) (M,-5M M) =0

Y por tanto, como 0(a)=A

det (M¢-€OMY M¢)=O

1

& -



de donde

det(&¢). det (I—Eo MY1=0

.y al ser det(M¢) unidad es
: det (I-g, MY1= a

desarrollando

- criy 2 1 y
1-[5pr M [il"goirj MO 33*“-~~+€'3det‘“y§=°

<

llamando

_ 1 n=-1 e

w= [z ML+ vgg™ det (n)]
es

1'50’11:0

luego Ey s una unidad en A , que en principio depende de
a .

Sea B={X¢""’—;} una base de V . Entonces

O(Xi)=A para todo i .

Consideremos las transvecciones

<.<
Ti(-’i)::i*"b(zi,i)!i PRPIT 1-i-n .

Por un razonamiento anf8logo al antetior existen unas unidades

{t

£}
1

<.< |
12isn tales que

< <
v () =E . u i R
r(;ﬁ) Yy para todo i , 1-i-n
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i < << .
Ademis para todo 1,7 . 1%i%n , 1=-j-n , 1i#j se verifica
que 0(21+Zj)=A . Luego considerando las transvecciones

Tij.

rij(§)=§+¢(gi+1§'5)(Jﬁ+lﬁ)

por el mismo razonamiento, existen unidades {Eij}i#j ’

<,.< <.< .
l-i-n , 1-j-n , siendo:

¥y tvg) =65 Gy tvy)

Como Yy es homomorfismo

Y (Ii"‘lj)‘Y (z'i)*‘Y (Zj)=£i (zi) "‘E.i (13)
= () =E (VN ()
luego

(€48 uy+(E5mE; )y =0 ——E =€ =ty .

Por tanto para todo 1i , 15isn , gi=g ==>Y(Xi)=£zi
y al ser y homomorfismo
v(x)=¢ x para todo xeV con el mismo &£.
Ademds por ser vy éutomorfismo se tiene

¢ (x,y)=¢ (v (x),v(y) )=¢(£§,£1)=€2¢(_X_.1).

y como existen x, ysV con ¢(x,y)=1 se deduce que 52=1.

Luego la matriz de v respecto de la base B es de la forma




2
con & unidad en A y ¢ =1,

CONSECUENCIA 2.6.- Si llamamos I.D(A) al grupo multipli

cativo de los elementos idempotentes de A , se verifica que:

G S an =I.d(A/J)
E S P (AJ)

Demostracién.~ Es inmediato de aplicar el primer teorema

de isomorffa al homomorfismo de grﬁpos:

hJ:hﬁlfkentro s Pn(A/J)]

>centro S Pn(A/J)

CONSECUENCIA 2.7.~ X es una variedad diferenciable conexa

si y solo si centro S Pn(A)={1,—1} .

Demostracibn. - En efecto: como X tiene componentes conexas

n
si y solo si existen 2" raices de 1 en F(X) (si X=Lin son
1

los componentes conexos de X , feF(X) verifica que

f2=l <z fIY = tl ,\ji , 12i%n , luego las raices de 1
i

-+
son las funciones definidas por f|X = -1 que son en total

n . . . .
2) . Entonces X es conexo si y solo si las finicas raices

de 1 ,en F(X) son 1 y' S
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TEOREMA 2.8.- E S P (A,J] estd generado por las transvec~
ciones simplécticas de orden contenido en J .

Demostracibn.- Veamos que oce E S Pn(A,J) puede escribir-
se como un producto de transvecciones de orden contenido en

J .

Sea (gi}liisn una base canbnica de V , sea

o(8;)=%; . Entonces o(%; -® ) estd contenido en J . De

acuerdo con la proposicién 2.1, se transforma en e

1
€1 1

por transvecciones de orden contenido en J . Estas trans-

vecciones transforman {gi} para todo i mayor gque uno en

" w_
(ﬁa} y tenemos o(e} eI .

La proposicibn 2.2, dice que E; puede transformarse an e'
S

por transvecciones de orden contenido en J , tales que gi
permanece invariante. Por tanto {21,32) puede transformar-
se en {gi,gé} por transvecciones de orden contenido en J ,
de ' esta forma el ortogonal de L(gl.gz) .ir8 al ortogonal de
) , tal gue para la imagen gi" de e; para todo i

mayor gque dos O(Ein-éi)<:J . . As{ podemos concluir la

demostracibn por inducién sobre la dimensi6n de V .
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