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I N T R O D U C C I O N

El objetivo de esta memoria es buscar clases de 
anillos para los cuales:
a) Exista un ûnico grupo simpléctico de cada dimensiôn (par), 
es decir todo espacio simpléctico admite una descomposiciôn 
en suma ortogonal de pianos hiperbélicos.

b) El grupo simpléctico este generado por las transvecciones 
simplécticas, '

Si prescindimos de los resultados sobradamente cono 
cidos, en los casos en que el anillo base es un cuerpo. con- 
mutativo o no, los primeros trabajos en esta direccién se de- 
ben a Klingenberg quien en sus trabajos [i] [2] [3] probô
que si A es un anillo local, todo espacio simpléctico sobre 
A se descompone en suma ortogonal de pianos hiperbôlicos y 
que el grupo S (A) esté generado por las transvecciones

simplécticas. El reciente texto de Bernard R. Me.Donald, Geome 
trie Algebra over Local Rings , hace estes resultados de Klin­
genberg asequibles al estudiante medio.

Los resultados de Klingenberg fueron extendidos por 
Chang [l] [2] a anillos semilocales y por Riehm [1] a anillos
de valoraciôn discrete y porChan-Nan Chanq a dominios de idea 
les principales.

En 1976 E. Fernpandez Bermejo en su tesis de esta Un^ 
versidad, obtuvo empleando técnicas de paso al limite croyectivo, 
una catégorie de anillos, los 0-anillos, que incluyen todos los
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casos conocidos y otros muchos que veriftcaban estas dos 

propiedades.
La herramienta clave de este tipo de trabajos, es 

el comportamiento respecto a la ortogonalidad asociada a una 
forma bilineal definida en un A-môdulo libre, de los submô- 
dulos libres sumandos directes y su dimensiôn.

La publicaciôn de los recientes trabajos de Quillen 
[l] Suslin [3] y Vaserstein [l] sobre la conjetura de la f^ 
la unimodular de Serre, abre el campo a los llamados por Lam 
[1 ] anillos de Hermite, anillos en los cuales cada fila unimo 
dular es ampliable a una matriz cuadrada de déterminante uni- 
dad en el anillo base, pues demuestran que los anillos de pol_i 
nomios sobre un cuerpo o anillo local regular de dimensiôn me­
ner o igual que dos son anillos de Hermite.

Nuestro trabajo entonces consiste en analizar el 
comportamiento de los espacios simplécticos sobre anillos de 
Hermite y comparer la estructura de anillo de Hermite con la 
de B-anillo.

Destacaremos, como resultados mâs importantes, les 
siguientes:

1) Caracterizaciôn compléta de los 6-anillos, probando que 
un anillo A es un 6-anillo si y solo si los componentes 
grafo-conexos y topolôgicos conexos de Spec(A) coinciden.

2) Demostraciôn de que todo espacio simpléctico sobre un an 
llo de Hermite se descompone en suma ortogonal de pianos hi­
perbôlicos

3) Caracterizaciôn de Las transvecciones simplécticas sobre 
anillos de Hermite.
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4) Demostraciôrt de que las transvecciones sijnplêcticas generan 
el grupo simpléctico sobre un anillo de Hermite de funciones 
diferenciables,
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El capîtulo primero estâ dedicado a establecer el

concepto de anillo de Hermite y a las propiedades lineales 
mâs importantes de este tipo de anillos. En la secciôn prime 
ra de este capîtulo se establecen las definiciones y propie­
dades de las filas unimodulares y las filas ampliables . una 
fila (a^,....,a^)cA" se dice unimodular si y solo si el - 
ideal generado por sus componentes es el anillo complete, y 
se dice ampliable si y solo si existe una matriz n x n de 
déterminante unidad en A , es decir un elemento de GL^(A) 
que lo tiene por primera fila.

Obviamente toda fila ampliable es unimodular y to 
da unimodular compuesta por uno o dos elementos, es siempre 
ampliable, pero el reciproco no es cierto en general.

Tras establecer diverses caracterizaciones de los 
conceptos antes indicados, se introducen en la segunda secciôn 
de este capitule las definiciones de anillo de Hermite a nivel 
r ,(anillo en el cual toda fila de r+2 elementos es amplia 
ble) anillo r-Hermite (anillo de Hermite a nivel s para todo 
s mayor o igual que r ) y anillo de Hermite (anillo 0-Hermite, 
o lo que es lo mismo, en el cual toda fila unimodular es amplia 
ble) .

Obsérvese que el hecho de que toda fila unimodular de 
r elementos sea ampliable no prueba que toda fila unimodular 
de menos de r elementos lo sea .

La conexiôn entre la condiciôn de anillo de Hermite 
y propiedades lineales de los môdulos libres estâ recogida en 
la proposiciôn 2.4 que establece que:

PROPOSICION 2.4.- Las condiciones siguientes son équivalentes:



i) A es r-Hermite.
ii) \ / n t l i  con n-r+2 y para todo VeA^ con aCV)=A

existen V -  V ea '̂ tales que {V V-.....V }—2 —n — 1 —21 —n
es una base de A*̂  .

n

iii) \ÿ/nEN con n-rf2 y para todos  V^eA^^ con

s-n-7-1 y R (.V, . . . . V )=s existen v ...... v e Au —i —s — 1 —n
tales que . . . . ) es una base de A" .

iv) \ynEN con n-r+2 y para todo A-m6dulo L libre y su-
mando directo de A^ con. dim (L)-n-r-l existe un 
submôdulo l ' de A "  tal que A"= l + l ' siendo l' 
libre.

V ) \^ynEN con n-r+2 y para todo A-ra6dulo l libre y 
sumando directo de A" con dim (î ) - n-^r-1 , w ( L)
es un submôdülo libre verificando que:

n=dim(L)+dim (w(L)).

proposiciôn que se extiende obviamente a anillos de Hermite en 
la forma:

i) A es de Hermite.

ii)'^nEN y veA^ con £(v)=A existen ^2 ’ * " * n^^'^ taies 

que {v,  ) —n ̂ Gs una base de A " .

iii) V^ h e N y para todo {v^ v_̂  ) A^ con s<n y

R ( v  v^)=s existen ,.....v taies queu — i — s — s +1 — n

( V........V V  V f es una base de An— i — S -̂ s + i n

iv_) \ j  heN y para todo L submôdulo libre y sumando directo
‘ de A existe L' submôdulo de A " tal que A^=L® L '
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con libre .

v) \yneN y para todo submôdulo libre y sumando directo de 
A , w ( L) es submôdulo libre y se ver if ica

dim (L)+dim (w ( L) ) = n .

Obsérvese que el proceso récurrente de demostraciôn 
no permite la sustituciôn en este enunciado de "anillo r-Her­
mite" por "anillo de Hermite a nivel r" con la çonsiguien 
te sustituciôn de las desigualdades por igualdades en los res 
tantes puntos de la proposiciôn.

Esta proposiciôn permite caracterizar un tipo de - 
sistemas de ecuaciones lineales, los sistemas libres défini
dos asî: Un sistema l a^^ x^=b^ se dice libre si y solo si

R(ai.)=Ru(ai.) y R (a . . ,b . ) =R^ (a . . ,b . ) .

donde recordamos, el rango y rango unitario de una matriz M se 
definen por:

R (M) es el mâximo i tal que J^(M) t̂ O.

R^(H) es el mâximo i tal que J^(M)=A .

Para estos sistemas y siempre sobre un anillo de Her 
mite es vâlido el teorema de Rouche-Frohenius en la forma si- 
guiente:

Teorema 2.7.- Todo sistema libre homogéneo de m ecuaciones
con n incognitas de rango s tiene por soluciôn un submôdu

nlo libre y sumando directo de A de dimensiôn n-s .

Teorema 2.8.- Un sistema libre tiene soluciôn si y solo si el 
rango de la matriz de coeficientes es igual al rango de la mâ  

triz del sistema.
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El capîtulo II estâ dedicado a estudiar la rela- 
ciôn entre anillos de Hermite y 8-anillos con vistas a ca 
racterizar completamente estos ûltimos anillos y a compro- 
bar que nuestros resultados posteriores amplian, efectiva- 
mente lo conseguido por el profesor E . Fernândez Bermejo.

Recordemos que un 6-anillo es un anillo que coin 
eide con el limite proyectivo de sus localizados respecto a 
los idéales primos. El objeto de esta definiciôn es extender 
a esta clase de anillos los resultados de Klingenberg para, 
anillos locales. E. Fernândez Bermejo en su tesis, ya aludida 
di6 una condiciôn suficiente para que un anillo sea 6-ani­
llo, el anâlisis de esta condiciôn en un caso particular, nos 
suministra la via para establecer una caracterizaciôn de este 
tipo de anillos y consecuentemente el hecho de que ni todo 6- 
anillo es de Hermite, ni todo anillo de Hermite es 6-anillo.

El caso particular aludido es el de la s K-âlgebras*, 
anillo en los cuales sus elementos tienen una clara interpre- 
taciôn como aplicaciones. Un anillo, conmutativo con elemento 
unidad se llama K-âlgebra* si y solo si;

a) A es una K-âlgebra.

b) Para todo m ideal maximal de A , el homomorfi£
mo composiciôn K------ >A------->A/m del homomor
fismo estructural de A y el homomorfismo natural 
es un isomorfismo.

Los K-âlgebras* se compcrtan respecto al operador 
Max(-) que asocia a cada anillo el conjunto de sus idéales ma 
ximales, en la misma forma que los anillos en general respecto 
del operador Spec (-) . La propiedad esencial de los K-âlge-
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bras* es que sus elementos se pueden conaiderêir como apli­
caciones de Max(A) en K , ademâs la correspondencia que 
asocia a cada elemento la aplicaciôn correspondiente es in- 
yectiva si y solo si el radical de Jacobson del âlgebra es 
cero. Para estas âlgebras los anillos locales A^ admiten 
la consideraciôn de anillos de gérmenes de aplicaciones de 
Max(A) en K en el punto m . En particular los anillos 
de funciones continuas de un espacio topolôgico compacto y 
completamente regular en un cuerpo valorado K (que esen- 
cialmente puede ser tambiên R o C ) son K-âlgebras*, 
lo cual révéla la importancia de este tipo de anillos.

Entonces dedo un anillo A podemos considérât
otros dos

Ag= 1 ^  ^%^peSpec A '

A^= 1 ^  ^^^MeMax (A) " ^
MeMax (A)

claramente

A C--------- >Ag C -------- >A^

ademâs A y A^ no son iguales en general (hay casos en que

A=A^ , por ejemplo cuando A es local o producto finite de

anillos locales ) y en el caso de los K-âlgebras* la cues- 
tiôn es clara, ya que los elementos de A^ son familias de

gérmenes de aplicaciones de Max (A) en K , mientras que 
los elementos de A son familias de gérmenes de una aplicaciôn 
fija en los distintos puntos de Max (A).
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cQuiên es A^? pues si considérâmes el diagrama

^^p^pcSpec (A) grafo, los elementos minimales son pre

cisamente los {A } . , si aparece un fragmentem mebpec (A)
conexo de grafo con un minimo.

los elementos de A figuran en los de A. sin restricciôn m 6
ninguna, mientras que si en un fragmente conexo aparecen varies
minimales xx,

f \
un par (a ,a ) compuesto por un elemento de A y otro 

"'l ""Z "'l
de A^ figurarâ èl A^ si y solo si existe una cadena de

idéales primos

”1 7  Pi 5  .........

y en esa cadena a y a estân interconectados. 

E."fca observaciôn nos da los dos casos para A .

1) A. = A si y solo si todo ideal primo estâ contenido en6 m



un ûnico ideal maximal, es decir si y solo si la variedad de 

p en Spec (A) contiene un ûnico punto cerrado para todo 
peSpec(A) .

2) A=Ag si y solo si los componentes topolôgico conexas

de Spec (A) coinciden con los componentes conexas como gra 
fo de Spec (A) ,

Estos resultados caracterizan los g-anillos y los anillos 
mâs alejados posibles de los g-anillos, y observemos que la 
condiciôn 1) la cumplen precisamente los anillos de funcio 
nés continuas, estos anillos pues, no son nunca g-anillos.

La condiciôn 2) , en cambio, nos indica que los dominios de
integridad, en los que, por ser el (0) ideal primo, el gra­
fo es conexo, y los anillos noetherianos ( y en general to­
dos aquellos en los cuales la familia de componentes irredu- 
cibles de un espectro es localmente finito) son g-anillos.

La secciôn dos de este capîtulo estâ dedicada a construir un
ejemplo de anillo de cada una de estas clases que no pertene
cen a la otra.

Para hacer esta construcciôn, comenzemos observando
que una fila unimodular (fĵ  f^) de funciones continuas
de un espacio X en R se puede interpreter como una funciôn
f de X en R^ de norma no nula en todos los puntos de X ,
la funciôn f*= — -—  toma entonces sus valores en là esfe-

■ ! l f l !

ra s" , es decir que salvo unidades. las filas unimodulares 
de funciones continuas se pueden considérer como funciôn con 
valores sobre la estera.

Del mismo modo la condiciôn de ampliabilidad para ^  

una fila se traduce en la existencia en cada punto de X de >
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n-1 vectores, que variando constantemente con el punto con 
siderado, completan f a una base de , la aplicaciôn
del proceso de ortonormalizaciôn de Gram-Schmidt permite su 
poner que estos vectores son ortogonales a f en cada pun- 
,to y la sustituciôn de f por £* permite afirmar que f 
es ampliable si y solo si se puede seleccionar en cada pun­
to de Im £*C s" una referencia del espacio tangente que 
varie continuamente con el punto. Todos estos câlculos se 
pueden efectuar de forma idêntica con una variedad diferen- 
ciable y funciones diferenciables sobre ella y conducen en 
el capitule IV a una caracterizaciôn de los anillos de - 
funciones diferenciables reales sobre variedades compactas 
que son anillos de Hermite.

Volviendo a nuestro ejemplo, puesto que no
es paralelizable, es decir que una fila f de très elemen 
tos tal que Im f*=S^ no es ampliable, en particular la 
aplicaciôn de inmersiôn de en R^ no es ampliable.

Esta fila como funciôn sobre es unimodular,
2 2luego el anillo de funciones continuas de S en R,C(S ,R) 

no es de Hermite . Este anillo tampoco es g-anillo por lo 
que hemos dieho antes, pero el anillo A=^^^1^2^3^y^ ,

2 2 2siendo I=X^+X2+Xg-l , de funciones polinômicas con coefi­

cientes en Z sobre es noetheriano, luego es 6-anillo.

De ACC(S^,R) es obvio que A no es de Hermite 
luego tenemos un 6-anillo que no es anillo de Hermite.

La construcciôn del ejemplo reciproco es simple, 
pues las funciones diferenciables de con valores en R
forman un anillo de Hermite, ya que ninguna funciôn diferen-
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ciable -------->S^‘ , n>l , puede ser sobre, luego su ima

gen estâ contenida en un abierto paralelizable .(homeomorfo 
por proyecciôn estereogrâfica con p" y por tanto, to­
da fila unimodular es ampliable, en estos anillos todo ideal 
primo estâ contenido en un ûnico mâximal y por tanto no son 
g-anillos, con lo cual tenemos el segundo ejemplo buscado.

El capîtulo III estâ dedicado a establecer el teo­
rema de estructura de espacios simplécticos sobre un anillo 
de Hermite y a la caracterizaciôn de las transvecciones —  

simplécticas.

En la secciôn primera se establece la caracteriza­
ciôn de los subespacios simplécticos de un espacio simpléct_i 
co, y se estudia la relaciôn de ortogonalidad respecto de 
la métrica simpléctica.

Se define un espacio simpléctico sobre un anillo de 
Hermite A como un par (V,(j>) compuesto por un A-môdulo 
libre 2n-dimensional V y una forma bilineal hemisimétrica 
no degenerada de V x V en A .

Llamamos subespacio simpléctico de (V,*) a un submô 
dulo U de V tal que

V ■
i) U es libre,

ii) U es sumando directo de V .
iii) Im d,,> . es sumando directo de U* -(<p I I'U

y diremos que U es no isotrôpico si y solo si d  ̂ es
'u

inyectiva.

La caracterizaciôn de los subespacios de (V,it>) nos 
lo da la proposiciôn 1.4. que dice: U es subespacio simpléc-
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tico no isotrôpico de V si y solo si CU,<jij > es un espa­
cio simpléctico.

A continuaciôn estudiamos la ortogonalidad respec 
to a la forma (Ji. La base de este estudio, es el hecho de 
que si d^ :V------->V* es el homomorfismo asociado a <|)

(en este caso los dos isomorfismo s clâsicos asociadgs a j),
por la izquierda y la derecha, se reducen a uno por ser *
hemisimétrica) .y si es el isomorfismo de retîculos aso4» —
ciado a d^ ,entonces es w^=w.D^ ,es decir la ortogonali

dad respecto a 6 se reduce a la ortogonalidad de V a V*, 
que como sabemos funciona para anillos de Hermite en la misma 
forma que para cuerpos.

Consecuencia de este hecho es que ;

PROPOSICION 2.2.-

i) w , (U) es un submôdulo libre sumando directo de 9
V , al que llamaremos sumando ortogonal a U respecto de <p 
y dim V=dim U+dim (U).

il) wj (U)=U 9

iii) Ker d^^ ) = ^ f) "̂ 4 (U) '
lu

PROPOSICION 2.3.- S i  U es un subespacio no isotrôpico
de V entonces w (U) es un subespacio de V .9

PROPOSICION 2.4.-

(j no isotrôpico <’==> w (U) no isotrôpico < = > U l u . (ü) =V9 V

completando estos resultados con la siguiente
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PROPOSICION 2.5.- Si U es subespacio no isotrôpico de V , 
entonces para todo aeU tal que 0 (a)=A existe beU con

<j) (a,b) =1 .

Se llega al resultado principal de este capîtulo, por un 
simple proceso de inducciôn, que es

TEOREMA 2.8.- Todo espacio simpléctico sobre un anillo de Her 
mite es suma ortogonal de pianos hiperbôlicos.

El capîtulo concluye con el estudio de un tipo 
particular de elementos del grupo simpléctico: las transvec­
ciones simplécticas, definiendo como a tal a toda correspon­
dencia a:V-------->V tal que

<̂ Cx3= ,xFX<!) (a,.2̂) a. , jĵeV ,

y para los cuales se verifica que, llamando hiperplano de V 
a todo submôdulo libre y sumando directo de dimensiôn 2n-l 
es

TEOREMA.-
t eS P^ (A) es transvecciôn simpléctica <•“ > existe

L libre y sumando directo de dimensiôn uno con t (x )-x e  L , 
_%V <=-=> existe H hiperplano con T/^= 1^

La memoria termina con un capîtulo IV destinado a 
un tipo particular de anillos de Hermite, los anillos de Her 
mite de funciones diferenciables. La primera secciôn del capî 
tulo estâ dedicada a caracterizar este tipo de anillos en la 
forma ya indicada un poco mâs atrâs y en la segunda se estu­
dia el grupo simpléctico sobre este tipo de anillos.

El resultado clave de esta secciôn es la proposiciôn
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2 .1 . que establece que

PROPOSICION 2.1.- Si u y son dos filas unimodula
res, se puede encontrar una cadena de transvecciones simolëc 
ticas con orden contenido en 0 C^u) que transforma u en
V .

Esta transitividad en la acciôn de la cadena de 
transvecciones sobre las filas unimodulares, permite, tras 
una ligera modificaciôn para garantizar la estabilidad de 
los pianos hiperbôlicos que dice; Si Cu,v^) (u,,^2  ̂ son

pares hiperbôlicos en (A^", (), ) cumpliendo las condiciones 
de la proposiciôn anterior, entonces existe una cadena de 
transvecciones con orden contenido en  ̂̂ ^  que dejan

_u invariante y transforman v^ en , establecer el teo

rema de generaciôn del grupo simpléctico por transvecciones 
simplécticas.

TEOREMA.- El grupo simpléctico S P^(A) estâ generado por las

transvecciones simplécticas, si A es un anillo de Hermite 
^de funciones diferenciables.

Teorema que se extiende sin dificultad al grupo simpléctico 
especial dada la generalidad de las proposiciones 2.1 y 2.2 .
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C A P I T U L O  I

A N I L L O S  D E  H E R M I T E

El objetivo de este capitule es establecer las - 
propiedades mâs importantes de les anillos de Hermite (te£ 
minologla de Lam), as! como desarrollar el Algebra Lineal 
sobre este tipo de anillos, resultados necesarios para el 
resto de la memoria.

Todos los anillos que usaremos, serân conmutati- 
vos y con elemento unidad. Los homomorfismos transformarSn 
elemento unidad en elemento unidad. Las notaciones serân - 
las usuales de cualquier texto de Algebra Lineal tomando - 
como referenda los textos de Northcott C il ^ Lam 1 1 -

$-1 FILAS UNIMODULARES

En este pârrafo definiremos elemento unimodular 
en un A-m6dulo M cualquiera y fila unimodular en un A- 
môdulo libre, dando algunas caracterizaciones de dichos 
conceptos.

- - Sea M un A-modulo. Diremos que mcM es 
un elemento unimodular si y solo si existe un homomorfis- 
mo f: M ---> A tal que f(m)=l .

ÊEQ°Q§|ÇIQy_iiZ•" Las condiciones siguientes son équivalen­
tes .
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(i) m e M es un elemento unimodular.
(ii) m es una base de un submôdulo libre suman-

do directo de M .

QPjggîBâgîQS
(i) = >  (ii) . En efecto ; Si llamamos L (m)

al A-môdulo generado por n , la aplicaciôn i|>:A---- >L (m)
definida por ij)(X)= Am es un homomorfismo de A-m6dulos .
Ademâs ( A ) = A,m=0='> f(A.m)=0*==> A . f (m) =0==-> A , 1 = 0 = >  A = 0, 
con lo cual  ̂ es inyectiva . Por otra parte, si considérâ­
mes la composiciôn g = ip . f

> L(m)

y llamamos i :L(m) >M a la inmersiôn canônica, se tiene
que g o i = . Por tanto g es un proyector y L(m)

es sumando directo de M .

(ii)*==>(i) Trivial ya que si M =L(m)+ H basta 
définir F=f+0 siendo 0 el homomorfismo cero de H en A 
y f(m)=l ,

1.- Si mcM verifica que Ann (m)/O , m no
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puede ser unimodular ya que existe XcAnn (.m) , At̂ O y
m unimodular existe feM* con f(n)=l . Por tanto 0 -f(Am)= 
Af(m)=A.l=A . En particular, un mddulo de torsiôn no contie- 
ne elementos unimodulares.

Sin embargo, el hecho de ser Ann . (m)=0 no lle-
va consigo que n sea-unimodular, pues en Z Ann (.2 ) = 0 y
2 no es un elemento unimodular.

2.- La condiciôn de elemento unimodular es contra- 
variante respecto de los homomorfismos de mfidulos, es decir,
si meM es un elemento unimodular y i p z N ->M es un homomor
fismo de A-m6dulos, todo neip  ̂(m) es uiiimodular, pues m
unimodular <=<=> existe f : M >A con f(m)=l y llamando
6= f 0 i(i; N >A se tiene que \ / n c t p  ^ Cm)

6 Cn) = fo Ip Cn}= f(.m)= 1

En particular la propiedad de elemento unimodular 
es estable por isomorfismos.

3.- La condiciôn de elemento unimodular es estable 
por cambio de anillos ya que si B es una A-algebra de mor 
fismo estructural ij; , M es un A-môdulo y mcM es un ele 
mento unimodular, se verifica que n 0 1 e M 8^ B es unimodu

lar pues

^ ^A ^B 6M 8^ B --------   > A 8^ B = B

[ 6 (f 8 1 ) ]  (m a 1) =5 [f (m) 8 1 ] = 6 ( 1 8 1 ) = 1 .
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Para el cambio de anillos en sentido contrario 
(imagen recîproca) el resultado no es cierto pues respec­
to de la inmersiôn i: Z  >o todo elemento de z"̂
es unimodular en Q y obviamente los hay que no lo son 
en Z^ .

DEFINICIOM 1.4.- Sea A un anillo . Diremos que
a = (a^. . . . a^) c A*̂  es una fila unimodular si y solo si

a.A=A .

PROPOSICION 1.5.- Las condiciones siguientes son equivalen 
tes :

(i) a es una fila unimodular.
(ii) existen A »"- - - tales que

Aiai+.... + Xd a^= Ç, siendo Ç _ unidad de A .

(iii) a es un elemento unimodular .

Demostraciôn

(i)=>(ii) Trivial
(ii)=>(iii) En efecto . Por hipôtesis existen

A A^... ....A j eA tales que A ĵa . . . . + A^a^=Ç =“ >

y ĵa i+. . . . + Ujad=l j por tanto podemos définir frA*^ >A

como el homomorfismo que respecto de las bases candnicas de 
a'̂  y A tiene por matriz (u^.... û ) ̂  . Obviamente se ve­

rifica que f (a) = y ĵa  +y^a^ = 1 .

(iii)=>(i) . En efecto: por hipdtesis a elemento



unimodular <==’> = L (a) + H siendo L (a) libre y
dim (L(a))=l . Por tanto L(a) = A . Sea ij<=f+0=A'̂ ---->A
donde 0 es el homomorfismo cero de H en A , n<
es un homomorfismo sobre ya que (a) =f (a ) +0 (0_)=1+0=
=le im il>. Si considérâmes en A^ la base candnica

{u, se tiene:

ip (a) = ip Ca,....a^)= a^ ip (u^̂ )+ . . . .+â i|; =f (a)+0 (0) =1 

luego a = a^u^t...+aj u^ es una fila unimodular .

Diremos que a= (a^ . . . . a^) cA*̂  es amplia- 
ble si y solo si existe McGL^(A) con una fila igual a a.

5 0 T M = W ' -

1.~ La condiciôn de ampliabilidad es estable por 
cambios de base.

2.- Si B es una A-âlgebra y a=(e^....a^) es

ampliable en A^ , a= (a^ . . . . a e s  ampliable en B*̂  por

cambio de anillos ya que los déterminantes son estables por 
homomorfismos de anillos.

EB9E9=î==9==-=Ê"" Las condiciones siguientes son équivalentes

(i) a= ( a ^ , a ^ , . . .  .a^) es ampliable

(ii) Existe .MeG L^ (A) con a ,iM= (1, 0 , , . . . 0)

(équivalente a que existe ^ :A^ >A^ iso­
morf ismo con ( t ̂ ) = a siendo ( t ̂ .̂ . . . t^ )



base de o lo que es lo mismo a es
ampliable a una base de A^) .

(iii) a es base de un submôdulo libre y sumando 
directo de A*̂  cuyo complementerio es li­
bre y de dimensiôn d-1 .

(iv) a es unimodular y existe MeG (A) con 
a.M = (aĵ  a^_^,0 ) .

Demostrac iôn.-

(i)==>(ii) . En efecto : suponiendo que det (M)=1 
y que a es la primera fila de M , basta tomar N=M ^ . 
Las afirmaciones entre paréntesis son claramente équivalen­
tes a (ii) siendo ^  el isomorfismo que , respecto de - 
la base canônica, tiene por matriz M . a junto con los - 
restantes filas de M forman una base de A^ .

(ii)=>(iii) Trivial por la observaciôn final 
del apartado anterior ya que si a es ampliable a una base
de A^ , el submôdulo generado por a es libre sumando di-

d, ’recto de A y su complementario generado por los restantes
vectores de la base, es libre y de dimensiôn d-1 ,

(iii)=-=> (iv) . En efecto : por ser a base de un
submôdulo libre y sumando directo de A*̂  cuyb complementa-
rio M ' es libre , a junto con una base de M ' es una ba 

dse de A y si M es la"matriz del cambio de base de la ca 
-1nônica a esta es aM =(1,0,...0)

(iv)=>(i) . En efecto : al ser (â  ̂. . . . a^) unimo­
dular y a .M= (aĵ  ,a^ , . . . , 0) , (aj ,a^ , . . . . a^_^) es uni-

 ̂ tnrian 1 a r o n
1

modular en A°“ -̂ (SWAN [ ] ) y (a|, a^ , . . . ,a^_^ , 0)



ampliable , y a que si A ,a.(+A2a^+. . ^d-l~  ̂ basta

tomar

M=

^1 ^2

1 0

0 1

- d -1 °

0 (-1)^ A.

0 (-1)^ A.

\  ° °  1

siendo det (M)=l , lo cual implica que a es apliable 
sin mas que tener en cuenta que la condiciôn de ampliabi­
lidad es estable por cambio de base.



- 2 . ANILLOS DE HERMITE

El objetivo de este pârrafo es introducir el con 
cepto de anillo de Hermite (notaciôn de Lam) como un an^ 
llo A tal que toda fila unimodular en A*̂  es aimpliable. 
Estudiaremos alguna de sus propiedades, parte de las cua- 
les pueden encontrarse en Bass [ ] , Lam [ ], Northcott
[] 3 ' Vaserstein [ J .

As! mismo usaremos definiciones y resultados de 
Fernândez Bermejo [ 3 que para mayor comodidad en la lec
tura de este pârrafo repetiremos aqui .

Sean Y - i ' 1 . 2 ......... ^ A" . Llamaremos rango uni-
tario ' *-r^ al maximo i tal que el ideal

engendrado por los menores de orden i de la matriz de
coordenadas de v,,v_ .... v. respecto de una base cual- — 1 — 2 —r
quiera de A^ es el anillo A . Llamaremos rango real 
R* (v^ ....Vj.) al maximo i tal que el anulador del ideal

engendrado por los menores de orden i de la matriz de 
coordenadas de v^  v respecto de una base cualquie

■ -

a) Diremos que A es un anillo de Hermite a niver 
r si y solo si toda fila unimodular de longitud r-̂ 2 es 
ampliable .
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b) Diremos que A es un anillo r-Hermlte si y
solo si es de Hermite a nivel s , para todo s-r o equ_i 
valentemente si toda fila unimodular de longitud mayor o 
igual que r+2 es ampliable.

c) Diremos que A es un anillo de Hermite si y
solo si es 0-Hermite o equivalentemente si toda fila uni­
modular es ampliable.

. _ Si {V^,V2 , . . . .V^}C a" y (V^ , Yj / • ■ •

se verifica que para cualquier subconjunto {V. ,V...... V. }^
■^1 ^2 ~^s

(Yl'Y] ' ' ' ' '-r^ GS R^ (Vĵ  ,....V^ )= s1 s
Demostraciôn.-

En efecto; R (V,.... V )=r équivale a decir eueu -1 -r
una combinaciôn lineal de los menores de orden r de la ma
triz de coordenadas de V, V-....V vale 1 . Por tanto-1 -2 -r
desarrollando cada menor por los r-s filas { (1 ,...r ) (i^...i^) }

tenemos una combinaciôn lineal de los menores de orden s
de la matriz de coordenadas de {V. ,V. ...V. } que vale 1.

■ 1 ~  2  ~ ^ s

Sean . . . . U^} y ( Y^ - - - ' Yg ̂ bases de los mô

dulos y respectivamente y sea f : --- >L2 un

homomorfismo sobre, si l. son vectores de L,. -1 -2 -s 1
tales que (f(^^), f (̂ 2)•••f (  ̂ son una base de L2 ,

se verifica que R {ü., ) = s., u -1 -2 -s
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Demostraciôn.-

En efecto: sea Me la matriz de coordena

das de y sea la matriz del homomor-1 -2 -s rxs —

f ismo f con r-s . La matriz de coordenadas de f ( & )

f(&2)....f(2g) es por tanto M.N . Ahora bien,

(M.N)-min{R^(M). (N)} y al ser f sobre R^(M)=s y

como {f ( , f (&2)  f (&g)} es base de L2 , R^(M.N)=s ,

[  ]

Por tanto R (M)-s y al ser Me-^ con s-ru sxr
es R^(M)=s

Las condiciones siguientes son équivalentes:

(i) A es r-Hermite.
(ii) V n e M  con n-r+2 y ^ V c A ^  con 0(V)=A

existen V-...V eA*̂  tales que {V,V_....V }-2 -n - -2 —n
es una base de A^

V > nneN con n-t+2 y para todos ....V^cA

con s-n-r-l y R^(V^...Yg)= s existen 
nV.., 1 . . . . V cA tales que -t+1 -n ^

n{V.....V ,V } es una base de A-I -r -r+x -n

iv) V  ueN con n-r+2 y para todo A-môdulo L
nlibre y sumando directo de A con
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dim (L)-n-^-lj existe un submôdulo L'
n nde A tal que A -L+L' siendo L ' li­

bre .
(v) V  U£M con n-r + 2 y para todo A-môdulo 

_ L libre y sumando directo de A*̂  con
dim (L)-n-^-l, w(L) es un submôdulo li­
bre verificando que:

n= dim (L)+dim (.u (,L) ) .

:Demostraciôn.-

(i)— =>(ii). En efecto: sea V= (^2^2 ' ' — n^ con
n-^+2 . Al ser 0(V)=A , V es unimodular y por tanto -
ampliable a una matriz M eGL^(A) con det(M)=1, luego
V junto con las restantes filas de M forman una base

nde A

(ii)•=“=> (iii) . En efecto: haremos la demostra­
ciôn por induciôn sobre s . Para s=i es cierto por
hipôtesis. Supongamos que es cierto para s-1 y veamos 
se verifica para s con s-n-r-1 . Por el lema 2.2.
R (V )=1 y R (V., . . .V- ,)=s-l ; por tanto aplicando la u -s ■“ u -1 -s-1
hipôtesis de inducciôn , existen u u ......u eA^ taies-s -s+1 - n
que (V.....V , u^, u^,......u„} es base de . Sea-1 -s-1 -s -s+1 -n
V =A,V,+...+X ,+X u„+....+X u con R (V.....V )=s;-s -1 s-l-s-1 s-s n-n u -1 -s
es decir, R^(M)=s siendo M la matriz
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M =

1 0 
0 1

0 0 •; 1 0   0

^1  ̂2

 ..............  u

5 - l ^ s------- /

y por tanto (^g' X^).A=A . Luego

K  ' V s-' hïl

es unimodular en L(u^.. submôdulo libre de dimensiôn
n-s+1 de a "̂ . Entonces por hipôtesis se puede ampliar
a una base { V  u' .....u'} de L(u„...u^) ya que -s -s+1 -n -s -n ■' ^
n-s+l-r+2 Por tanto {Vĵ  Y g •l's-Æ as+i----ïïA’
base de A . Tomando

base de A

{ V . u ’ ,....u'} es también -1 -s-1 -s -s+1 -n

(iii)==>(iv)- En efecto: sea L=L(u^...u^) un

submôdulo libre y sumando directo de A*' con (u^. - «Ug}

base de L . Entonces la secciôn H:a '̂ >L es un homomor
f ismo sobre y por ser (u^^. . « } base de

n(Ug)=Ug verifican segün el Lema 2.3L^n(u^)=u^ ,... 

que (u^ . . . .Ug) =s j luego por hipôtesis existen 

taies que {u . . . . u^ , u^^j^, . . . . u ^} son base de A"
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Por tanto L ' =L . u^) es un submôdulo libre comple-

mentario de L y A=L ffi L'

(iv)=>(v). En efecto; Sea L libre y sumando 
directo de Â ' y sea (u^. . . .u^} una base de L , por

hipôtesis existe L' libre tal que A=L ® L' , si
fu^,i...u„} es una base de L' es {u....u ,u„,....u } -s+1 -n -1 -s s+1 -n
base de A"̂  y la base dual asociada es {u?....u* u*., ...u*}.-1 -s -s+1 -n
Por tanto w ( L ) = L .... u*) es libre y se verifica que

dim L+dim ui(L)=n

(v) — > (i) . En efecto: Sea a= (â .̂ . . .a^) una fila

unimodular con n-^+2 entonces L(a) es un submôdulo li-
nbre y sumando directo de A Por hipôtesis tu(L) es libre 

y de dimensiôn n-1 , es decir, existe {u*• . . .u*_^^} base

de (d (L) con (u*. . . . u*_ =n-l . S i  M es la matriz de

coordenadas de esta base

/

M=
‘in \

n-1 1' *n-ln /

como R^(M)=n-l existe una combinaciôn lineal de los meno­
res de orden n-1 que vale 1 , es decir existen X^....X^

con X.M, +....+X M =1 Entonces llamando N a la matriz

N =

T i  ^ 2  (-1) \

‘il ^12 ..........  ^In

^^ n -1 1 ^n-1 2 ..... .®n-l n
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es det(N)=l ; por t a n t o  A es una matriz inversible y se 
verifica que (a^....a^) N^= (E (-1) ,̂â  , 0   0) y por

tanto (a^....a^) es ampliable.

NOTAS. 2.5.-

a) En la demostraciôn de (iii) (iv) de la 
proposiciôn anterior hemos probado un resultado de carâc- 
ter general que es el siguiente : Dados Y p " ' ' ' L ,

R (V. ....V„)- s < = >  L (V. . . . . V ) es submôdulo libre s- U i. —s —x —s
dimensional y sumando directo de L (obsérvese que el
enunciado de (iii) exige que el complementario de L sea
también libre para que A sea r-Hermite). En efecto: si
L' es submôdulo libre y sumando directo de L y n :L >L'
es una secciôn de la inclusiôn (n(V^),.....^(V^)) = (Yi'- -Yg^

es una base de L' , luego por el Lema 3.2. R^(V^...V^)=s.

Reciprocamente; si R^(V^....V^)=s=R(V^- « - -Yg) es

..........Vg unimodular ya que sus componentes son los

menores de orden s de la matriz de coordenadas de V.....V

Fbr tanto { ..... V^} son linealmente independientes, pues
s

de E con algûn X^ĵ O ( supongamos X ) es
s

l̂Yi =  ̂ (-\)Yi => î(YiA A Yg) =(\v^) A Yz ••••AYg = i
en contradiciôn con la hipôtesis de V^A...-a V^ unimodular. 

Por tanto L(V^....V^)= L ' es un submôdulo libre de L L J '

b) Como ejemplo del proceso a seguir para probar
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que un anillo es r-Hermite, demostraremos el siguiente 

resultado debido a Bass y Vaserstein.

Si A es un anillo noetheriano de dimensiôn de 
Krull r<® entonces A es r-Hermite.

Demostraciôn.- Basta probar que si (a^..... a^) es una fila

unimodular con n-r+2 existe una matriz MeGL (A) con
(aĵ . . . .a^)M= (1,0, ,0) .

1) Observese que si a^ es una unidad, la matriz 
M dada por

M=

es la matriz buscada.
2) Obviamente si existe un i con a^ unidad , 

siempre podemos volver al caso primero mediante la trans- 
formaciôn elemental dada por la matriz N

0 0 
0 1

N =
1 0

0 0

ya que (a.,...... a 1. .a.
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3)Por tanto la demostraciôn se reduce a probar que 
existe MeGL^(A) con (a^...... a^),M=(aj^..... a^) con a|

unidad en A para algûn i .

Sea pues A., un anillo noetheriano, el nûmero de
componentes irreducibles de Spec (A) es finito, sean p^....p^

los puntos genêricos de estos componentes , es decir los 
ideales primos minimales de A , o lo que es lo mismo los
ideales primos asociados a la descomposiciôn primaria del
ideal nulo.

Si  a^) es una fila unimodular es

l=X,a,+....+X a_ .Entonces existen b_ .....  b_cA tales
s

que a^+b^a^t..... tb^a^/ T  ^i pues si esto no, fuera cier

to, existirîa un i con a^+b2a2+. ...tb^a^cp^ V  (b^....b^).

Tomando (b^ . . . .b^) = (0  ..... ,0) se tendrla que â êp̂  ̂ ,

y para (b^....b^) = (0,....1...... 0) tendriamos que

a^-a^ep^ de donde a^ep^ \/ j=2....... n . Por tanto

obtendriamos que X ̂ a. +  +X a ep. o sea lep.^ 1 1  n n ‘̂1

(contradiciôn) .

Para la demostraciôn procederemos por inducciôn
sobre r

1) r=0 . Los ideales minimales y maximales de A son los

mismos y por tanto en nûmero finito . Sean estos
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Pg , existen , b c A con n

a^=a^+b232+ .... +a^b^ / U , siendo los px ideales

maximales a| es una unidad y tenemos

/I 0 

»2 ^
= <®1  ®n>

con a| unidad y estamos en el primer caso.

2) r>0 . Formamos el cociente A= A/a|A . Como 

aĵ  no pertenece a ningdn ideal primo minimal la dimen­

siôn de Krull de Â es r-1 , por la hipôtesis de induc
ciôn, por ser la fila (a^.....a^) con a^=a^+a|A uni­

modular existe ̂  MeGL^_^ (A) con (ag .....a^)M=(î,Ô ,...,Ô)

Si M=a^^+a|A es

i
0

 ̂S. )1 2  n =(a-a-....a;)

con (â  A) 4 =  \od(a|A) ' decir



a]= y a^= i=2 ,..... n

de donde
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<4.......
0 1

\o

n
Q

1 /

= (a[ 1 , . .a' ) n

y estamos en el segundo caso. .

Surge , ahora, la cuestiôn siguiente; si- A es
un anillo noetheriano de dimensiôn de Krull r<<= ipuede 
ser A r '-Hermite con r'< r ? La respuesta es afirmati- 
va, pues el anillo A = K [ x ^  xj , con K cuerpo ,

es noetheriano de dimensiôn de Krull n y segûn un resulta­
do de Quilen y Guslin A es 0-Hermite.

Mas adelante, en la comparaciôn de anillos de Her
mite y 8-anillos veremos un ejemplo que prueba que en de- 
terminados casos el que A sea noetheriano de dimensiôn de
Krull r<“> cumple que A es r-Hermite pero no r'-Hermi-
te con r '<r

c). Obsérvese que 0-Hermite es équivalente a 1-Her 
mite ya que cada fila unimodular de longitud -2 es ampliable.

También es inmediato de la proposiciôn 2.4. que las 
condiciones siguientes son équivalentes;

i) . A es Hermite
ii). \/neN y vgA" con 0(v)=A“ > -2

taies que f ^2  ̂ es una base de A

iii) V  rieN y 'V  f .....  A^ con s<n y
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^-1---------------- -s+1-----n
(V  V V .... V } es una base de .-1 -s -s+1 -n

(iv) ^ n e N  y \ J  L  submôdulo libre y sumando di
recto de A^ existe L ' ̂ submôdulo de A^
tal que A^=L ® L' con L' libre.

(v) \/ neN y V l submôdulo libre y sumando di­
recto de A" , w (L) es submôdulo libre 
y se verifica que dim (L)+dim(w(L))= n.

La condiciôn (v) tiene una clara aplicaciôn a 
los sistemas de ecuaciones lineales, que permite estable­
cer un teorema de Roadrë-Frobenius para anillos de Hermite,

Para establecer este teorema precisaremos un tipo 
particular de sistemas.

Definiciôn 2.6.-

Un sistema Ea^^Xj= s ; se dice libre > R(a^^)

, ., b . ) .= R^(ai.) y R (a . ̂  ,b . ) (a ,b .

Al primer ranqo la llamaremos rango de la matriz 
de coeficientes y al segundo rango le llamaremos rango de la 
matriz del sistema.

De la condiciôn (v) se desprende que si s es 
un sistema libre homogêneo, A es de Hermite y

R(a^j)=R^(a^j)=s , el modulo de soluciones que es precisa- 
mente m(L) es libre y sumando directo y tiene de dimensiôn 
nr- s .

Rec iprocamon te : si para todo sistema se verifica
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este resultado^por la condiciôn (v)^ A es un anillo de 
Hermite.

En resumen podemos enunciar que:

A es un anillo de Hermite si y solo si se verifica el 
siguiente teorema.

ï i 9 i M = i a 2 - _

Todo sistema libre homogêneo de m ecuaciones 
con n incognitas de rango s tiene por soluciôn un sub 
môduld libre y sumando directo de A" de dimensiôn n-2 .

Podemos ahora, enunciar el teorema de Roudré-Frobe 
nius relative a sistemas libres sobre anillos de Hermite.

ÏEQEEm^îiS.

Un sistema libre sobre un anillo A de Hermite 
tiene soluciôn si y solo si el rango de la matriz de coeficien 
tes es igual al rango de la matriz del sistema.

Este resultado nos dice que los môdulos libres y 
sumando s directes de A*̂  , con A de Hermite, se comportan 
en forma idéntica a los subespacios de un espacio vectorial;
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A N I L L O S  P E  H E R M I T E  Y 6-A N I L L 0 S

♦ 4,-1 6-ANILLOS

El onjetivo de esta secciôn es estudiar algunas 
propiedades de los B-anillos, introducidos por Fernândez 
Bermejo [ ]. Este estudio lo haremos desde un punto de vis 
ta topolôgico, utilizando especialmente anillos de funciones 
continuas sobre espacios topolôgicos con valores en un cuer­
po (real, complejo o valorado no arquimediano).

N0TA._1.1.-

Sea A un anillo conmutativo y con elemento uni­
dad. Llamaremos D (A) al diagrama (A^,y^ ^ } siendo :

1) V
ideal primo p
P e Spec(A)  ̂A^ el localizado de A respecto del

ii) V  p, qe Spec (A) , pcq , p q homomorfismo na

tural y  : A  > A
' p , q  q p

P(A) es un sistema proyectivo filtrante ( en el sentido 
de BourbaJci y podemos construir su limite proyectivo.

Ag= lim V ( A )  =  { ( a ^ ) s  j ] a^ | 3^= ^  q(^q\Vp,qESpec (A),pgq
pcSnec(A)
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La familia de homomorfismos

i : A--- >AP P

ip(a)= j c Ap , definen un homomorfismo natural

1 : A  > Ag

i es inyectivo. En efecto: i(a)=0 < = >  ^ - 0 en Ap

peSpec (A)=~>[^aA3 =0  ̂VptSpec (A)— >a. A=0 — >

— > a=0 C l *

Definiciôn 1.2.- Diremos que A es un 6-anillo si y 
solo si el homomorfismo i es isomorfismo.

Analicemos, desde un punto dé vista intuitive, 
en qué condiciones un anillo es 6-anillo. Para ello conside 
rando

Max (A)={peSpec (A)Ip es maximal}

construimos la familia (A } „ ,..m meMax (A)

El limite proyectivo del diagrama sin morfismos (A^} es pre

cisamente su producto A^=f |a ^

El homomorfismo

A«=ri;
mcMax (A).

j: A — ------ >A„

indueido por la familia
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es inyectivo [] ] .

Por otra parte {A } es un subdiagrama completom meMax (A)
de P(A) y por definiciôn de limite existe un homomorfismo

lim V { A )  -  A g --------> TT A^

que no es sino la inclusiôn del limite en el producto, es 
decir estS definido por:
*

peSpec(A)  ̂ ^^m^mcMax (A)

que es inyectivo . En efecto: si el elemento (^p)oeSpec(A)

se aplica en el cero de rA es a =0 y meMax (A)m m '= 0 V "

Como y peSpec (A) existe meMax (A) corn p ^ m  es

^"=9° «p = ° •

En resumen existe un diagrama conmutativo de homomorfismos 
inyectivos

A ---------   > A„

J
A

EBQEQSIglQLi^ixgii. A^= A^ si y solo si todo ideal pri­

mo esté contenido en un ûnico ideal maximal.

Demostraciôn.- Para demostrar la parte "si" de la propo­
siciôn nos basaremos en el siguiente lema general de Teorla 
de Categorlas.

LEMA_1^3,^2. - S'ea C una categorla compléta, sea V un dia
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grama sobre un esquema de diagrama [= (I,M,d) . Sea

una particiôn de Z en esquemas de diagramas

E = (I.,M ,d.) con I=L/M. , d.= d ( o b v i a m e n t eJ J J J  ✓ J J I ̂  j

exigimos que d^(m^) I^ x I^) y sea el diagrama

inducido por o sobre el esquema E^ , en estas condicio

lim p = TT lim

Demostraciôn.-

1) V i

d e f in ic iô n  de l im i t e  ) un m o rfism ô

) V iel existe un ûnico j con iel^ , luego existe (por

p ; lim p. --- > D.1 1

entonces via la proyecciôn existe un morfismo

1

proy j

lim p

V  j  y V î E i .

Si o e M  , existe (también por definiciôn de limite) un 

ûnico j con oeM^ y d (et ) =d^ (a ) = ( iK) e I^ x I^ de

modo que el diagrama
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es conmutativo . Luego existen
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V i .

= TT lim Pj ------>

V .el tales que V  aeM en el diagrama

ir lim j

^i

el triSngulo exterior es conmutativo.

2) Si A es un objeto de C y existen morfismos

6^:A ----- >

tales que si \/ ocM  ̂ d(a)= (ik) es  ̂ enton­

ces \/ jeJ se verifica la misma propiedad relativa a ^^ 

luego existen morfismos

verif icando que p 6 .= 5 .1 3 1
6j inducer, un ûnico morfismo

l im  V

V  iel, . Los morfismos
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6 : A --------> 7T lim V ,
< —  ^Vital que proy^ . 6 = 5  ̂ V j e J  entonces

<5 = proyy 6 = P^,6j = 6^

y 6 es Qnico con esta propiedad ; luego-pdr definiciôn de 
limite

TT lim V. = lim .V
< —  ^ < —

Demostraciôn■ de la proposiciôn.—

En las condiciones de la proposiciôn, podemos 
construir una descomposiciôn de P(A) en diagramas disjun­
tos (A) con

P^(A)={Ap , ̂ . q ^  P , q c  m / VtneMax (A)

trivialmente se cumplen las condiciones del lema y por tanto 
se verifica la proposiciôn, pues lim 0^(A)= A^ ya que

A^ es extremal en (A) .

La parte "solo si" de la proposiciôn résulta de lo siguiente;

supongamos que un ideal primo p estâ contenido al mènes en 
dos idéales maximales distintos m^ y m^ r entonces un par de 

^1 ^2lementos e A , r—  e A fiqurarân en un elementobi bg
^1 ^2de Ag solo si en g—  = g—  , es decir solo existe

t / p con t(a^b^-a^b^)=0 , mientras que dicho par de
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elementos figurarSn sin restricciôn ninguna ep los elementos de

Si elegimos a^em^ , a^/mg , ag/m^ , a^em^ es

a.-a / m. y por tanto a.-a_/ p , entonces por ser p primo 

no puede existir t / p con t(a^-ag)=0 luego j ~  ^  T ~

Ap y el par de elementos j —  ' y  no pueden figurar en ningün

elemento de Ag , mientras que si aparecen en elementos de Aĵ

luego Agÿ^A^ .

•" Estudiaremos en esta nota algunos anillos que cumplen 
las propiedades de la proposiciôn 3.3.1 y que nos serân de uti- 
lidad posteriormente.

1.4.1.- Sea k un cuerpo . Llamaremos k-âlgebra* a toda
k-âlgebra A tal que \/mcMax (A) la composiciôn de homomorfis-

/m

con i homomorfismos estructural y n homomorfismo natural, sea 
un isomorfismo.

Por ejemplo el anillo de funciones continuas sobre 
un espacio topolôgico X compacte y completamente regular con - 
valores en R es una R-âlgebra* .

1.4.2.- Si A es una k-âlgebra* ‘ existe un homomorfismo de 
anillos

5:A -------->Aplic (Max (A),k)=k^^^ ^^^=A,
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V.dada por a (m)=a+m y meMax (A)

Esta aplicaciôn es inyectiva si y so]_o si el radical 
de Jacobson de A es cero. En efecto :

aeKer i<=*'>a+m=0 VmeMax (A) <— >ae m=J(A)
meMax (A)

1.4.3.- Obsérvese que si A y B son k-âlgebras* todo 
homomorfismo de k-âlgebras

-> B

induce una aplicaciôn

y - Max (B) -> Max (A)

dada por - <̂|̂ (ra)= ^  ^ (m) V  meMax (B) , puesto q ue . si
. _1es maximal en B (m) es maximal en A . En efecto: con

sideremos el diagrama

n n'

donde ip es el homomorfismo inducido por ^  y  por tanto 
es inyectivo.

Como B es una k-âlgebra* n '# i ' es isomorfismo; por
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otra parte i) =n'.i ' . Luego si probamos que ip es
sobre entonces p  ' es isomorfismo y n * i= (n Li')
es isomorfismo luego 'p ^(m) es maximal en A . Si beB 
existe aek con nii'(ot)=b+m . Ahora bien n.i(a)e A ,  ̂ ,

4 " ^  (ml
y 'p(n.i) (a)=n'.i' (a)= b+m luego vp es sobre.

1.4.4. .- Aparentemente la observaciôn 3.4.3. estâ en con- 
tradicciôn con el hecho de que Max (A^) contiene un punto 
mâs gue Max(A) . (De hecho, en el ejempko citado al princi-
pio, de ser A anillo de funciones continuas de X en R,
Max (Aĵ ) , con la topologîa de Zariski, es la compactificaciôn 
de Stone de X).Veamos que punto es. Para ello observemos que 
los idéales maximales de A^ son de uno de los tipos siguien. 
tes :

1) ^ m c M a x  (A)  ̂ M^=(fc A^/f(m)=0} estâ en Max (A)

2) M={f eA|^/f (m)=0 s6lo para un n* finito de puntos }

estâ en Max (A) .

La diferencia entre estos dos tipos de idéales, estâ en que 
A^/M^ = k en el isomorfismo que hace corresponder a f ,

f(m)ek , mientras que A^/M / k y en general es un cuer­
po extensiôn de k de grado de trascendencia infinita. Por 
esta razôn A^ no es una k-âlgebra* y al homomorfismo

que es un epimorfismo de k-âlgebras no le corresponde una 
inmersiôn
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Max  > Max A

(que ademâs en general no existe).

1.4.5.- Si A es urra k-âlgebra* con J (A) =0 los elemen 
tos de A^ V  meMax (A) admiten una interpretacidn como 
gérmenes de aplicaciones que es la siguiente;

a) La topologîa de Zariski de Spec (A) induce en Max (A) 
una topologîa con base de abiertos

D*(h)= {meMax(A)/h/ m}

a la cual llamaremos por extensiôn topologîa de Zariski de 
Max (A) .

Construimos los gérmenes de aplicaciones de Max(A)
en k en un punto meMax(A) en la forma habituai, es decir
como elementos del cociente A, /<v donde «V es la rela-k m m
ci6n dada por:

V  f ,geA^ f (v^g<“ *> existe U entorno abierto de m

en Max (A) tal que f/^ = g/^ <— > existe heA ̂ h/m ÿ

^ Id * (h) " ^ ̂ D*(h)

Como es usual designaremos [ f ^  ^ k ^ m  ^ llamaremos

^k,m . Obviamente A^ ^  es un anillo y existe un

epimorfismo canônico

^k ^k,m



-31-

que asocia a cada aplicaciôn un germen en m

b) A, contiene a A , es decir los elementos' de Ak , m in m
admiten una interpretaciôn como gérmenes de aplicaciones
de Max(A) en k . E n  efecto: Sea

6 : A --------- > A^

la aplicaciôn definida en 3.4.2. , si a/m

GS una unidad en A, , ya que a/m implica que rn K ̂ lu
meD(a) y la aplicaciôn

a ’ : Max (A)

a' (x) =

dado por

-> k

 ̂ V x  e D (a)
<5 (a) (x)

V  X / Dia'(x)= 0 V x / D ( a )

verifica que 6 (a) = Lf:' lD(a)]"^ luego

[ • Cl'Jm = 1

Definimos ahora la aplicaciôn
\
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implica b/m, la deflniciôn de esta aplicaciôn tiene sen- 
tido, y ademâs j es homomorfismo de anillos pues résulta 
de componer

^m'

l a  a p l ic a c iô n  n a t u r a l ,  e n to n ce s  6 (a) = [6 ( a ) ] ^

6 es hom om orfism o de a n i l l o s  y V a /m  6(a)  es una u n id a d ,

lu e g o  como 6 in d u ce  j , j es homom orfismo de a n i l l o s .

j es inyectivo. En efecto : g e Ker j — [d (a)]^= 0

-==> existe h/m con '^^^^jD*(h)~  ̂ existe h/m con

a+x=0 V  xeMax(A) y h/x — > existe h/m , aex VxeMax (A, ) •=>

■=■> a=0 en A, =■=> existe ncN con a.h =0 =*=> r- = 0 en A h b m

ya que existe h"/m con ah"= 0 .

c) Por supuesto esta aplicaciôn j no es en general sobre, como 
lo prueba el hecho de que si A es el anillo de funciones con 
tinuas de X compacte y completamente regular en R , y

meX = Max (A) , A^ es precisamente el anillo de gérmenes de

funciones continuas de X en R en m , que obviamente estâ, 
en general, estrictamente contenido en el anillo de gérmenes de 
aplicaciones . Mâs en general, no toda aplicaciôn es localmente 
finita.
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1.4.6.- Dada esta interpretaciôn para los elementos de ,

résulta que los elementos de A,, = ^ . A^ admiten la in-^ M meMax (A) m
terpretaciôn de familias de gérmenes de aplicaciones compue£
tas por un gérmen de aplicaciôn en cada punto de Max (A) .

Si consideramos la aplicaciôn

A ----------- " *M

la imagen de esta aplicaciôn estâ compuesta por todas las fa­
milias de Aĵ  , que provienen de un elemento de A , tomando el 
gérmen de este elemento en cada punto, es decir son las familias 
"compatibles" de gérmenes de A^ ; Por tanto A y A^ van a

ser, en general, distintos (salvo en los casos triviales).

Por otra parte y desde este punto de vista Ag se

puede interpreter de la manera siguiente: los elementos de A^

son familias (a^) peSpec (A)̂  con una condiciôn de compatibili^

dad que se puede refiejar por medio de un grafo, en el que los 
elementos de los localizados A^ son extremales y pueden figu 
rar parte como la del esquema

0

en el que los elementos a cA , a eA estân interconecm^ m^ mg m^ —
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tados, o parte del tipo

©
en el cual un elemento a eA aparece como extremo ûnicom3 m^
de una componente conexa del grafo.

Si dos elementos a y a se pueden conec-mi m^

tar de la forma indicada en la figura ^  , es decir si
existe una cadena de ideales primos , relacionados por "estar 
contenidos" o "contener" entre ellos, que une con ,m̂  ,

entonces a ÿ a no pueden ser arbitrarios en (a^)eA„.m^ m 2 P p

pero si no existe ninguna cadena que una a con ningûn otrom 3
a^ , entonces a^ se puede elegir arbitrariamente (figura 2).

Esta observaciôn nos prueba que * Ag =A^ si y solo

si cada ideal primo estâ contenido en un ûnico ideal maximal, 
como antes hemos demostrado.

Mientras que en el otro caso extremo, en que todos 
los ideales maximales estân interconectados por cadenas de ideales 
primos, Ag es lo mâs diferente posible de y cabe la po

sibilidad, como de hecho sucede, que A=Ag segün veremos en

las proposiciones siguientes.

Observemos en primer lugar que la condiciôn
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\/ m , m^eMax una cadena de ideales primos ligados entre

si por las relaciones "estar contenido" o "contener" équivale, 
puesto que todo ideal primo estâ contenido en alguna maximal, 
a que para todo par de ideales primos existirâ una cadena, de 
las caracterlsticas antes indicadas , que una ambos ideales.

Esta observaciôn nos sugiere la construcciôn siguien
te :

Dado un anillo A la relaciôn binaria "C" en 
Spec (A) se puede ampliar a una relaciôn de igualdad (siguien 
do la conocida técnica de Ljapin Q ]) que séria la siguiente:

P~q <“ ■> existen p^. . . .p^eSpec (A) con

i) p=p^ ' q=JJ.

ii) V i 1-i-r p^ =  P^^j^

Esta relaciôn es precisamente la que hemos descrito 
mâs arriba y a las clases de Spec (A) môdulo dicha relaciôn 
las llamaremos componentes grafo-conexas de Spec (A).

La denominaciôn elegida es razonable puesto que 
Spec (A) se puede dotar de estructura de qrafo utilizando los 
"esta contenido en" como fléchas . De esta forma las componentes 
grafo conexas de Spec (A) son precisamente sus componentes co- 
nexas como grafo.

Obviamente de p g  q implica qe(p} en la topolo- 
gia de Zariski, résulta que cada componente grafo-conexa de 
Spec (A) estâ contenida en una ûnica componente topolôgico 
-conexa de Spec (A) para la topologîa de Zariski, sin q ue,
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en general,ambas componentes coincidan. Precisamente Los 
6-anillos son aquellos anillos taies que en su espectro la s 
componentes grafo-conexas y topologico-conexas coinciden.

Teorema 2.6.- Sea A un anillo conmutativo y con elemen
to unidad , A es i3-anillo si y solo si las componentes 
grafo-conexas y las componentes topolôgico -conexas de 
Spec (A) coinciden.

Demostraciôn.- a) Probemos en primer lugar la parte "solo si" 
de la proposiciôn. Si A es un g-ahillo es A=Ag, es de­

cir A=lim Ap . Sea ahora Spec(A)= la descompo
peSpec (A)

siciôn de Spec (A) en sus componentes grafo-conexas.

La familia de subdiagramas completes

es una particiôn del diadrama

V  ={Ap, 'fp^^lpeSpec (A), p c q  } 

que cumple la condiciôn del lema 3.3.2. luego

V i S i  *i

con A^ = lim , Como la categorîa de anillos es dual

de la de esquemas afines es

V 'Spec (A)=| jspec (A^)
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es decir : {Spec(A^) }  ̂ es una descomposiciôn de A en

uniôn de subespacios simultaneamente abiertos y cerrados . Por 
otra parte, como de la construcciôn Y^^S pec  A^ para todo 
ici, forzosamente al ser Spec A=U Spec A^ , Spec A= U

dos descomposiciones en uniôn disjunta de subconjuntos de 
Spec (A) , esta condiciôn lleva consigo que Y^=Spec A^

para todo ici y como toda componente grafo-conexa de Spec (A) 
estâ contenida en una ûnica componente topolôgica-conexa^
Spec A^ es conexo para todo iel y los son exacta

mente las componentes conexas de Spec (A) .

b) Para probar la parte " si" procederemos por etapas de la 
forma siguiente:

b-1.- Sea A un anillo tal que Spec (A) es conexo. Si 
Spec (A) es grafo-conexo, A es g-anillo.

Demostraciôn.- Basta probar que el homomorfismo i de la
nota 3.1. es sobre y esto résulta de lo siguiente: sea

ot
<®p’peSpeo (A) ='‘6 entonces '»p P

peSpec (A) .

En estas condiciones los ^ ^ p ^ s p e c  (A)

forman un recubrimiento abierto de Spec (A) y para todo 
a

peS^ec (A) z A es una familia de secciones sobre los

abiertos de este recubrimiento. Ademâs, si r e D(6p ) O D ( 8g)

existen cadenas finitas de ideales que conectan p y q con 
r . A consecuencia de ello
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^  ^  ^  en A , lueqo ^  Y coinciden
®p ®r ®q ®r ®p ®q

como secciones en D ( 6^) f) D ( 6^) y existe una secciôn
“ a

global a que induce para todo p , es decir,
P

(%)peSpec A ^ ^ 9Gn de i .

b-2.- Sea A un anillo tal que para cada componente conexa
de Spec (A) se verifica la condiciôn de la proposiciôn ante 

. rior ■ Entonces A es g-anillo.

Demostraciôn.- Sea Spec (A) la,descbmposiciôn de

Spec (A) en sus componentes conexas, Como cada X^ es abier

to y cerrado simultaneamente, si pcX^,q c Xg , a/g ni p

estâ contenido en q , ni q lo puede estar en p , es de
cir^las componentes X^ son disjuntas respecto a la relaciôn 
de contenido y por tanto en virtud del lema 3.3.2.

A_= lim A_ = iT lim Ag P ael P

luego si (a) eA^ , (a) = (^) , ael, (a^) e^im A^

Ahora bien, en virtud de la proposiciôn anterior, ca 
da (a^) es una funciôn sobre X^ (funciôn en el sentido de

que es de hecho un elemento de la asignaciôn À(X^) del haz X

asociado a A al elemento X )■ Como los X son disjuntos

dos a dos, las funciones (a^) se pueden "pegar" dando lugar

a un ônico elemento aeA(X)=Aj luego A=Ag .
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Proposiciôn 2.7.- Sea A un anillo tal que el conjunto de 
sus componentes irreducibles es localmente finito . Entonces 
A es un g-anillo.

Demostraciôn.- Veamos que toda componente conexa de Spec (A)
es también grafo conexa. Para ello sean p y q pertenecien
tes a la misma componente conexa X de X Como X esa a

conexa y el conjunto de sus componentes irreducibles es también
localmente finito, por Grothendieck [ ] Chap.0.2.1.10 , para
cada par de conjuntos irreducibles distintos X', X" de X^

existe una cadena ^^i^o-i-n componentes irreducibles de

X taies que :

i) X_=X' , X’ =X"u . n

ii) n / (f para todo i, 1-i-n

Por otra parte cada ^^i^O-i-n también una componente

irreducible de X , luego es una parte cerrada irreducible 
de X y por Grothendieck ] Chap. 1.1.15 , cada X^ posee

un punto genérico x^ para.todo i , 0-i-n.

Supongamos entonces que X' y X" son los compo 
nentes irreducibles de p y q respectivamente. Si X '=X" 
el punto genérico x' de X ' conecta p con q y si X'/X" 
el resultado anterior indica que existe {x ^ } Spec (A)

tal que
i) pe {Xq } , qe fX^}

ii) } 0 ( X^ } / 0 para todo i 1-i-n.
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es decir, x^cp , x y  para todo i , 1-i-n, existe un

ideal y ̂ con c  •

NOTA 2.8.- Como consecuencia de estas proposiciones observ£ 
mos que:

1) Los dominios de inteqridad son 6-anillos, pues si A 
es un dominio de inteqridad, el (0) es primo y todo nar de 
ideales maximales de A se pueden conectar via el 0 .

Este hecho coincide con el resultado conocido de 
que si A es dominio de inteqridad y Q es su cuerpo de 
cocientes, todo anillo de cocientes A^, pcSpec (A) se pue

de sumergir en Q y A = A . Como 0=A,^. en este
peSpeë (A)

n  Ap = Ap
pcSpec (Al p,sp,^ (Al

luego A es 6-anillo .

2) Del mismo modo, puesto que todo anillo noetheriano cumple 
la condiciôn de la proposiciôn 3.6, todo anillo noetheriano es 
6-anillo.
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ANILLOS DE HERMITE Y B-ANILLOS

,(

Los trabajos recientes de Quillen [ J Vasers-
j '

be in j_ 2  Y  Suslin [ J prueban que los anillos de po- 
linonios sobre anillos locales,regulares de dimension menor 
o igual que 2 , en un nûmero finito de indeterminadas, son
anillos de H e m i t e  y como estos anillos son noetherianos son 
también 6-anillos .

Nuestro objetivo en èsta secciôn es comparer deta- 
lladamente los conceptos de 6-anillos y anillos de Hermite, 
para demostrar que ninguna de estas clases de anillos estâ 
contenida en la otra, es decir, existen 6-anillos que no 
son anillos de Hermite y reciprocamente .

Simultaneamente analizaremos las condiciones bajo 
las cuales, los anillos de funciones continuas o diferencia- 
bles son anillos de Hermite, condiciôn que estâ intimamente 
relacionada con la orientabilidad o mâs precisamente con la 
paralelizabilidad.

Para encontrar ejemplos de 6-anillos que no sean 
anillos de Hermite, el camino mâs lôgico es construir un an£ 
llo cociente, pues la condiciôn de 6-anillos es astable 
por paso al cociente, mientras que la de ser anillo de Hermi^ 
te no lo es. La condiciôn del ejemplo reciproco es mâs compl_i 
cada y nos llevarâ a profundizar algunas propiedades de los 
anillos de funciones diferenciables.

Nota 2.1.- En esta nota analizaremos los conceptos de fila 
unimodular y fila ampliable, asî como las condiciones de ani
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llo de Hermite, para los anillos de funciones continuas.

En lo que sique X es un espacio topolôgico y 
k un cuerpo, que serâ indistintamente R o C con sus 
topologîas habituales, o un cuerpo valorado no arquimedia 
no, con la topologîa asociada a la valoraciôn. Designare­
mos por C(X,k) , o si no hay confusiôn en ello con C(X), 
el anillo de funciones continuas de X en k

2.1.1.- Existe un isomorfismo natural de C(X)-môdulos entre 
C(X)^ y el C(X)-môdulo de aplicaciones de X en ,
que asocia a toda aplicaciôn de X en la familia de -
sus componentes, con la topologîa producto.

En lo sucesivo designaremos con el mismo sîmbolo 
f_ a un elemento de C (X) ̂  , es decir a una fila de C(X) 
compuesta por r elementos, y a la aplicaciôn de X en

correspondiente a ella, indicando con f^(x) a la componen 
te i-ésima de f .

4.1.2.- Una fila fcC(X)^ es unimodular si y solo si
I |f (x)1 I / 0 V  xeX , donde | | | | tiene el sentido
usual, segûn se trate de R , C o un cuerpo K valorado 
no arquimediano.

Entonces si f es unimodular ,V xeX existe i 
con f^(x)/0 , puesto que existen funciones f^(x) con

Ef^ (x) (x)= 1 , luego ||f(x)||/0 y reciprocamente si

I If (x) 1 1 / 0  V xeX se puede construir de forma inmediata 
funciones

g^: X
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. (x)g . (x) = 1 V xeX .con E f^

2.1.3.- Si k=R , £eC (X,R)^ es ampliable si y solo si 

existen funciones .... (X,R) ̂  taies que

V  xeX [ [ f (x')~['{' ' ĝ  ̂(x)............(x) forman una refe

rencia ortonormal de R^ . En efecto: basta tomar las funcio 
nés de 4.1.3. y aplicar el proceso de ortonormalizaciôn de 
Gram-Schmidt, que conmuta con la construcciôn efectuada.

En este caso, podemos anadir que feC(X,R) es uni 
modular si y solo si Ef^(x) f O  \/xeX pues

Ef^(x) = I 1f (x) 11  ̂ .

2.2.- Analiceraos, ahora, el caso particular en que X sea 
una esfera.

2.2 .1 .- Sea X= s"  ̂CZ . La aplicaciôn de inclusiôn.

..... CI^)AWW > (a^  a^)

es empliable si y solo si existe una base del espacio tangen 
te Tgn-1 ^ que varie continuamente con xeS^  ̂ , es decir,

si y solo si S*̂  es paralelizable. En efecto: la condiciôn
4.1.4. aplicada a este caso, dice que i^ es ampliable si y

solo si existen funciones continuas g ^  ‘̂ r-1 *---- ^---- >R "

taies que -----    i (x) , q (x) ... .g . (x) forman una
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referenda de p" ^ , es decir si y solo si

gj^(x) g^_j^ (x) son una base de T^n-l ^ que varie

continuamente con x 
22.2.2. Como S no es paralelizable la funciôn

i^rS^----------- >

no es ampliable.

Consideremos entonces el anillo A=^ f-^1^2^3|'j

con 1= (X^+X^+X^-l)» Z Qc^yX^ . A es un anillo noetheria

no, por tanto es un 6-anillo, sin embargo no es un anillo de 
Hermite, pues obviamente la fila con f(x)=f(x)+I

es unimodular, ya que X^ +X2+X^= 1 , sin embargo no es amplia

ble, pues si lo fuese encontrarisunos funciones polinômicas con 
coeficientes en Z sobre la esfera g^(x),g^(x) taies que la

matriz

f \  H  h

^11 ?12 ^13 I inversible en A .

\ "̂ 21 ^22 ^23

Por otra parte A se puede sumergir como anillo en
2 _ _ _C(S ,R) y de esta forma la funciôn (X̂ ,̂X^ X^) se transforma

en i^, y la inversibilidad de M en A implica que M es
2también inversible en C(S ,R) en contradicciôn con el hecho

de que i, no es ampliable, luego A=^ , es
. 1

6-anillo, pero no es anillo de Hermite.

M=
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Proposiciôn 2.3. Sea X un espacio topolôgico no discre- 
to, compacte y completamente regular. C(X,R) no es un
6-anillo.

Demostraciôn.- Sea A=C(X,R) . Sabemos que Max(A) con

la topologîa de Zariski coincide con X . Sea p un ideal 
primo de A y veamos que p estâ contenido en un ûnico 
ideal maximal. En efecto: sea

V(p)={meMax(A)|pem}={xeX|f(x)=0 Vfep}

si existen x e y eV(p) , x/y , como, por ser X comple­
tamente regular, se pueden construir funciones f^ y f^ , y 
entornos abiertos y disjuntos ^ ^y de x e y res­

pectivamente taies que ^x^X-U “ ^v^x-U " f(x)/0 ,
X y

fy(x)/0 , entonces f^.fy=0 luego f^.f^cp y f^/p,f^/p

y p no serîa primo, por tanto V(p) es 0 vacio 0 consta
de un solo punto.

Si V(p)= 0  , entonces para todo x e X  ̂ x/V(p)^ 
implica que existe f^Ep, f^(x)/0 j luego existe entor

no de X en X con f , (y)/0 para todo ysU . Como XX|U^ X

es compacte y la familia {U } de entornos forman un recubriX —
miento abierto de X , existen X^.......X^ taies que la

subfamilia (U } forman un recubrimiento abierto de X
^i

n 2 WConstruimos E f^(x)=f(x) , f(x)/0 V xeX luego f(x)

es unidad y f(x)sp . Como consecuencia p=A
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Por tanto V(p)/0 y V(p) consta de un solo punto, es decir 
existe un ûnico ideal maximal que contiene a p

Por tanto en virtud de la proposiciôn 3.3.1.
Ag=A^ . Ahora bien A-^A^ puesto que al no ser la topologîa

de X la discreta no toda familia de gérmenes de aplicacio­

nes de X en R ^^x^xeX compatible y da lugar a una aplica

ciôn continua f de X en R j luego A/A^ y por tanto

A/A^ y A no es 6-anillo.

Consecuencia 2.4.- Si X es una variedad diferenciable de cia 
se infinite, compacta y A=Dif c” (X,R)̂  A no es 6-anillo.

Demostraciôn.- El razonamiento es idéntico al de la propos^ 
ciôn, pues todas las conclusiones efectuadas alll, se pueden 
aplicar para funciones diferenciables.

NOTA 2.5.- Consideremos S ^ C R ^  y sea A=Dif C°° (S , R) .
A es anillo de Hermite.

En efecto: Sea

1   .f : F

If(x) I I/O \/ xeS^ , luegouna fila unimodular, entonces
podemos construir f*(x)= ---- ----  f(x) , f* (x) toma sus

l | f ( x ) | |  -

valores en s"  ̂ y su imagen es una curva diferenciable cerra 
da en S^  ̂ • 5i n=2 entonces la funciôn g (x) = (-f 2 (x) , f (x)

cumple las condiciones buscadas y si n es mayor que 2 en 
tonces existe algûn punto xes"  ̂ , x/Im _f y un casquete

esférico C centrado en x que no corta a Im _f *. Por pro
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yecciÔA estereogrâfica , s" es difeomorfo a un abierto

de p"  ̂ que es paralelizable, luego existe una referencia 
ortonormal en Tg.n-1 y YsS"  ̂ que varia dif erenciable

mente con y • ^ea g^(x)......... g^_^ (x) esta referenda,

entonces las funciones ĝ  ̂(x).....(x ) son precisamente
las funciones buscadas.

Por tanto y vista la consecuencia 4.4. hemos ericon 
trado un anillo de Hermite que no es g-anillo.
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C A P I T U L O  III

E S T R U C T U R A  D E  U N  E S P A C I O

S I M P L E C T I C O  S O B R E  U N  A N I ­

L L O  D E  H E R M I T E

*-1.- SUBESPACIOS PE UN ESPACIO SIMPLECTICO

NOTACIONES 1.1.- En este capitule A representarâ un 
anillo conmutativo y con elemento unidad al que (segûn 
los casos) anadiremos la hipôtesis adicional de ser de 
Hermite. V un A-môdulo libre de dimensiôn 2 n  . ^ una 
forma bilineal hemisimétrica no degenerada sobre V , 
con valores en A .

Las notaciones serân las de E. Fernândez Ber 
mejo [ ] que esquematizamos a continuaciôn.

1.1.1.- Si V* es el dual de V , y son

los isomorfismos de V en V* definidos por:

<(>P (y)  ( x ) = *  (y,x) V x,yr,v
'Pj (y)  (x) =(j) (x,y)

Obviamente  ̂ por ser * hemisimétrica y por
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esta razôn Llamaremos d^ = <j>p=-<j)̂

1.1.2.- Si B={u^.....—2n^ es una base de V a la

matriz de 'ÿ respecto a esta base la llamaremos ^ ,

omitiendo la menciôn de la base cuando no haya confusiôn 
en ello. Obviamente si B* es la base dual de B , la ma 
triz M „ es también la matriz de d. respecto a B y B9 , o T

1.1.3.- Llamaremos espacio simpléctico n-dimensiônal so 
bre A , a todo por que cumpla las condiciones 
de 1.1 , y homomorfismos de espacios simplecticos a las 
isometrîas.

1.1.4.- Si p es un ideal de A , p^iA >A/p el

epimorfismo natural, ^A/p)" = { ( . . .x^+p|x^eA}

se puede dotar de manera -natural de estructura de A/P-mô- 
dulo. Vp es por tanto un A/P-môdulo de tipo finito y la

forma bilineal * induce una forma bilineal 4’p'^p xVp— >A/p

definida asî: si notamos por al homomorfismo de

A^ ------ >Vp inducido por Up y si notamos por

X=Np(x), 2 =Np(y)

*p(x,y)= P (x,y)+p 

En esta situaciôn (Vp, i)ip) es un espacio simpléstico sobre 

A/p

1.1.5.- Sea ( V , < p ) un espacio simpléctico, U un submô-

dulo de V . }i induce una forma bilineal sobre U
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; U X U -> A

a la que se puede asociar un homomorfismo

'‘ ♦lu '  "
->

definido por d j (u) (u')=*(u',u) 

Ademâs el diagrama

con i la inclusiôn e i* el homomorfismo traspuesto 
de i es un diagrama conmutativo.

1.1.6.- Si U es un submôdulo libre de V entonces

; U X U -> A

es una forma bilineal hemisimétrica ( no necesariamente no 
degenerada) y d  ̂ es precisamente el homomorfismo de

llf
U ---------- >U* asociado a ((il segûn la construcciôn deI p

^  •
1.1.7.- Sea (V,((i) un espacio simpléctico, U un submô­
dulo de V . Diremos que U es un subespacio de (V, <̂ )
si V solo si;

i) U es libre
ii) U es sumando directo de V

iii) Im d,,, . es sumando directo de U* .
'♦In’
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1.1.8.- En las condiciones de 1.1.7. diremos que U -es un
subespacio no isotropico si d ^   ̂ es inyectivo.

' U
NOTA 1.2.- En lo que sique utilizaremos frecuentemente sumas 
directas internas y externas simultaneamente. ’̂ ara evitar con 
fusiones precisaremos que las sumas directas internas depen- 
den de la inmersiôn que se tome, de un m<5dulo u otro, (es de- 
cir manejaremos estas sumas, en el sentido de sumas de subob 
jetos en la teorîa general de categories). Para manejarnos 
con comididad conviene hacer las dos precisiones siguientes:

1) Sean U y V A-môdulos, f:ü-------->V un homomorfismo.
Diremos que U es sumando directo de V respecto de f , si 
y solo si existe un ;A-m6dulo U ' con V=U ©  U' y el homo 
morfismo asociado a esta suma directa q^:U-------->V es

precisamente f , o l o  que es lo mismo la proyecciôn 
n^:V-------- >U es el inverso de f por la derecha.

2) Si U es un submôdulo de V e i: U--------- >V es la
inclusiôn, entonces decir que U es sumando directo de V 
respecto de i équivale a decir que V=U+TI', con U ' submô-
dulo de V y + es suma directa interna. En este caso dire
mos simplements que U es sumando directo de V. La razôn
de esta precision se encuentra en el ejemplo siguiente;

z * zSea A= /(2) ©  /(4) como Z-môdulo, entonces
/  ^2 ) submôduio directo de A respecto del homomorf is­

mo de inclusiôn

^/(2)  ̂ "/(2) ®  2/(4)

t
a+(2) (a+(2) ,0+(4) )
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pero no lo es resp€>cto del homomorf ismo, tembiën inyectivo

V(2)

(0+(2),2a+(4))

NOTA 1.3.- Ahadiendo condiciones suplementarias a A se 
pueden mejorar los resultados del caso general en la foirraa 
siguiente:

1.3.1.- Si A es de Hermite y si U es un submôdulo li­
bre sumando directo de V, toda base f u.  u, } de U
se puede ampliar a una base B de V . Si tomamos la ma-

'11

‘21

tl‘

It'

2t'

*12n

‘22n

t2n

2nl 2nt‘ 2n2n,

la matriz de d,, , , respecto a {(<!> ly)
dual es

y su base

11 ‘It

tl tt,

1.3.2.- Aunque parece, dada la similitud de los anillos de 
Hermite con los cuerpos, que séria posible prescindir de la
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condiciôn de ser U libre, como sucede en el caso de ser A 
anillo local, en cuyo caso por ser U sumando directo de V 
libre, es proyectivo y por tanto libre, sin embargo en nues- 
tro caso, aunque U e Im d,., \ sean sumandos directes

de V y V* respectivamente, U no tiene porqué ser libre 
como prueba el ejemplo siguiente:

Sea el anillo ^/(6) 9^^ es de Hermite, por ser

noetheriano y 0-dimensional. Consideremos el Z / ^ - m ô d u l o

libre (Z/^g^)^ y sobre él la forma hemisimétrica * de 
/ 0 1 \

matriz 1 j respecto a la base canônica.
\-l 0 /
Consideremos el homomorfismo:

(a+(2) ,b+(2) )  (3a+(6) ,3b+(6) )

2 2 (Z/^2)) GS sumando directo (su complementario es (Z/^^^)

2e Im d , . , , es sumando directo de (Z/,_.) (de hecho coin ( <p J - ( / ; —
' u

eide con él, pues tiene cuatro elementos distintos) sin embar 
go ( Z /  ̂ tienè cuatro elementos y 4^6^ V ncN luego

(Z/(2)^^ no es Un Z/^gj-môdulo libre.

PROPOSICION.1.4.- Sea A un anillo de Hermite, U un submô 
dulo de V U es subespacio simplêctico no isôtrôpico de
V si y solo si (U,* i ) es un espacio simplêctico.

' u

Demostraciôn.- Por ser U subespacio simplêctico de V es
U libre y sumando directo de V . Por 1.1.8. d,,, . es( ? )
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inyectiva, luego Im  ̂ es submôdulo libre y sumando

directo de U* , Como A es de Hermite, por 1,3.1. es 
dim U= dim Im d , . . Como por otra parte dim U = dim U*

'♦la'
es Im d ,, .= U* y por tanto d,,. . es isomorfismo,( <ti I ) ( f )1 U ' U
luego (U,<i> I, ) es un espacio simplêctico.

'U
Reciprocamente. Si (U,$l ) es un espacio simpléc'•H -

tico, U es un A-môdulo libre de tipo finito y

d,,, r " ------------------'  “ *
' u

es un isomorfismo, en consecuencia

i) U es libre
ii) Im d , ̂ .=U* es sumando directo de U-

('♦ I )•'U
Veamos que U es sumando directo de V . Para ello défini- 
mos la aplicaciôn

T ; V ------------- > U*

por

T . (V) =d (V) I para todo v e V

T. es sobre ya que t . =d,. . y  U*=Im d,. .
* *|u (*lu) kj)

* I 4»
' U

Como U* es libre y es sobre U* es suman
$ —

do directo de U . Tenemos ^

V ----- i------> U*  ^ 3]-->u
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para comprobar que U es sumando directo de V respecto
de la inclusiôn, hemos de probar que la composiciôn d^^ ^

I U
con la retracciôn de t , es precisamente la inclusiôn , 

es decir dl^ ^ .T^ = 1,, lo cual es cierto pues
u> _ “

'♦l,„'"(♦!„) •

&
BlBLiOTECA



-56-

(j>-2 TEOREMA DE ESTRUCTURR DK UN E.S.

En esta secciôn A serâ un anillo de Hermite • 
Este hecho es importante con vistas a un teorema de estruc 
tura para los espacios simplêctico sobre A, pues por la 
proposicidn (1.2.4) si U es un submôdulo libre sumando 
directo de V, u ( u) es un submôdulo libre sumando directo 
de V* y dim U + dim w(U)=dim V .

Por esta razôn nos interesa analizar la relaciôn 
de ortogonalidad respecto a ()> y reducirla a una ortogona 
lidad de V y V* cuyo comportamiento esté perfectamente 
determinado.

Nota 2.1.- La forma bilineal <l> induce en el retîculo 
L(V), de submôdulos de V una relaciôn de ortogonalidad a 
la que designaremos por cuyas propiedades pueden verse
en Abellanas [ ] .

2.2.1.- La relaciôn entre w . y w es la siguiente. El9
isomorfismo d. ;V--------- >V* induce un isomorfismo de retî9 —
culos ( que préserva la dimensiôn)

D^; L(V) --------- >L(V*)

de forma que el diagrams

L(V)

L(V)
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es conmutativo. En efecto; LeL(v) es w (L) =<l>
U  W= {vcV| d^(v)(u)= 0 , V ucL } = {veV| (u) (v ) =0 , Y ucL } =

= {vtV|„* (v) =0 , u*eD, (L } = U) D. (L) , luego w , =wD, .— 2± — 9 (6 < P 9

2.1.2.- SI U es un sumando directo de V , w , (U) se-----  (j)
puede calculer de la forma siguiente: sea t :V--------- >V*9

el homomorf ismo t . (v)= d. (v) , definido en la proposi-* — * — lU
a t L 6 n 1.4. En dicha proposiciôn vimos que es sobre; ade

mâs se verifies que:

i) es una seccion

ii) ker t = ai. (U )4» 9

En efecto: i) Sea tt : V > U la secciôn de la inclu­
siôn i : U -------->V y tt*:U*---------- >V* el homomorf ismo
transpuesto . Como d^ :V---------->V* es isomorfismo podemos

construir d^^:V*--------- >V----y la composiciôn d^ \ tt*:TJ*-->v.9 9
Veamos que este homomorfismo es una retracciôn de :V >V*,

En efecto: T d Tr*(f) = t . d , ̂  ( f tt ) = d . d , ̂  ( f tt ) i= f TTi=f ya(p 'P 9 9 $

que por definlciôn T^(v)=d,(v), = d^(v)i ,V v e V  .4>— 9 — I y 4>— —

ii)^ Vtker = >  t^(v)= d^(v)jj.j -0 = >  9 (u,y) = 0

V  u e U “ >V£U) (U) = >  ker t /— w , (u) .— —- r|) — î) (p —
VG w (U ) ==> 9 (u,v)= 0 \/ucU =>d^(v)| =0 = >— 9 -  — — • — 9 — IU

vsker t . =■=> ü).(U)<-ker i- . Luego ker T , = w , (U) .— 9 9 9 (p
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PROPOSICION 2.2.- Sea V un espacio simplêctico. U un 
submôdulo libre sumando directo de V . Se verifica que:

i) u.(u) es un submôdulo libre sumando directo 9
de V , -al que llamaremos sumando ortogonal
a U respecto de 9 y dim V= dim U+dim oj ( U) .9

ii) (U)= U .9
iii) )<er d =U f) w (U) .

,(* I ) *'u
Demostraciôn.- Teniendo en cuanta 2.1.1, decir que 
U ----   >V es libre y sumando directo, por ser d^

isomorfismo, implica que (U) es môdulo libre y sumando

directo de V, respecto de la inclusiôn, de D (U) en V* .9
Por otra parte, como A es anillo de Hermite, para todo U 
libre sumando directo, w(U) es libre y sumando directo de 
V* respecto de la inclusiôn.

Por ser A anillo de Hermite y teniendo en cuenta 
la observaciôn anterior es:

dim (U)= dim w ( D .(U)) =

=  dim V -dim (U)= dim V- dim U 9

ii) Por anâlogo razonamiento al anterior (U) es libre y

sumando directo de V ya que (U) lo és, por tanto para to 

do U es
dim (U)+dim w , (U) =dim V = >9 9

==> dim 0)̂  (U) = dim (U) .9

Sabemos que (U) , veamos que coinciden.
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Sea { .... u^} base de U , Por ser A anillo de Herm^

te se puede prolonger a una base

2 2 { Ui • • • • u,. r u^ , 1 , . . . . u } de V , si (U) existe veu, (U) ,—i —t — c+i —n 9 — 9

 + ̂ t-^'^\+lHb+i+----+ y existe i con

t+l-i-n tal que . Luego " " "2^t^ " t+1 .

Sea una base de (U) Fbr ser A anillo

de Hermite se puede ampliar a una base { .....—t'— t+l’*‘ n^

de V. Como para todo i 1-i-t (U) y ve (U) es

...

Veamos que R ( û  ̂ u^, v) = t+1 lleva a una contradiciôn .
En efecto: la matriz de coordenadas de ( . . . . u^, v) respec

to de {v^.....v^} es

M=

/a 11 ,ait 0

'tl ■^tt °
■bt 0 ■

luego R(M)<t+l y por tanto U=w (U) .9

= >  d , ( u) ( x) =iii) V  O w  (U) = > i  y
xEw:(u)

“9 ( Uf x) -0 ^ l£U cz ker d <♦!„)
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V ïtker d( ) — » dj , (x)=OcU* — > d, , (x)(n,- 0 
'u 'u lu

^/u e U *=■=> 9(^,'-^)= o\/'^eU , ’-eU “ > 9(u/X) = 0

V  '̂ eU , -'cU ==> d (]if(X)=0 ^ z U , = >  Afw (U) = >

— > n w , (U) .—  9

PROPOSICION 2.3.- Sea U un subespacio no isotrôpico de
V entonces w ,(U) es un subespacio de V9

Demostraciôn.- En este caso V=U+w.(U) y la suma es directa,  :----------------------- 9
entonces eligiendo una base de V .(u, u. u*.. , .. . . u ) con— JL —C *~-u+X "Ml

1-i-t y E (U) t+l-j-fl ,1a matriz de 9 asociada 

a esta base es

^1 0

0 M

det M , =91 ' 2

det y det son unidades, luego (w^(U), 9 , ) es
9

un espacio simplêctico y por tanto (U) es un subespacio.

PROPOSICION 2.4.- Sea U un subespacio de V entonces las 
condiciones siguientes son équivalentes

i) U es no isotrôpico
ii) U), (U) es no isotrôpico 9

iii) V=U 1  ü, (U) ^
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Demostraciôn. - i)=>ii) trivial por la proposiciôn anterior.

ii)“*“>iii) con (U) es subespacio no isotrôpico entonces

ker d = 0  pero
(U)

ker d = w (U) n (U)
*|w XU)  ̂ *

y como (U)=U es V=U+w (U)

y la suma es directa y por definiciôn de ortogonalidad respecto 
de 9 es

V=U 1  cü̂  (U)9

iii)=> i) Si V= U (U)=“ >U r»u) fU) = {0}9 9 —

= > k e r  d.., .={0 } ==> d-, . es invectiva = >(9|u) - (^jy)

U es no isotrôpico.

PROPOSICION 2.5.- Sea U un subespacio no isotrôpico de V, 
entonces V  aeU tal que 0 (a) =A existe beU con 9 (a,b)=l ..

Demostraciôn.- Sea M la matriz correspondiente a 9,
' U

respecto de una base de U y queremos ver que existe beU 
con a M^b^= 1 . Como 0(a)=A es a=(a^....a^) unimo-

dular = >  existe CeGGT,^(A) tal que a,C= (1,0,....0) ,

Qjnsiderando la matriz C es det (C )-1, luego sus9 9
filas son unimodulares y {1, 0 , . . . . G ). C \ = ( a n ........ ^In''
primera fila de c“^.M unimodular. Como existe S tal

que (a^^, ,a^^) .S=(1,0,...... ,o;
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aistituyendo

,ain)»S

a.C.c"! . S

\o

=  1

=  1

luego tomando como b= (1,0....0),S es
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a M^b = 1

DEFINICION 2.6.- Un par de vectores ordenados (^.b) tal 
que 9 (a,b)=l se llama par hiperbôlico.

DEFINICION 2.7.- Al submôdulo engendrado por un par hiperbôlico 
se llama piano hiperbôlico.

Evidentemente un piano hiperbôlico es un subespacio 
no isotrôpico de dimensiôn dos .

TEOREMA 2.8.- Todo espacio simplêctico es suma ortogonal de pla 
nos hiperbôlicos.

Demostraciôn.- La demostraciôn es consecuencia inmediata de las 
dos proposiciones anterîores.

Sea (V,9) espacio simplêctico, por la proposiciôn .2.5, 
existe un par hiperbôlico ’ ^^a U= ) el pia­

no hipêrbôlico, U es un subespacio no isotrôpico, luego
V=UJ.ü)_, (U) y (o)^(U), (U) ) es espacio simplêctico de

dimensiôn dos unidades menos, entonces por recurrencia se sigue 
el teorema.
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COROLARIO 2.9.- Dos espacios simplécticos de la misma dimen 
siôn son isométricos, ya que siempre existe la aplicaciôn li­
neal que transforma base canônica en base canônica y êsta es 
isomorfismo.
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9-3 .- TRANSVECCIONES SIMPLECTICAS

En esta secciôn estudiaremos las ventajas que, a 
la hora de considerar transvecciones simplécticas, se der^ 
van del hecho de ser A anillo de Hermite. Las notaciones 
de esta secciôn son las siguientes:

NOTA 3.1.-

3.1.1.- El Teorema 2.8. de la secciôn anterior permite con
siderar en lo sucesivo un ûnico espacio simplêctico de cada
dimensiôn. Dado entonces un anillo A llamamos E (A) al
espacio simplêctico de dimensiôn 2n (A^",9) con 9 forma

, 2nbilineal definida, respecto a base canônica de A 
la matriz

\

por

0 1
-1 0

0 1
-1 0

0 1
-1 0 /

E Sn (-) es obviamente un funtor de la categorîa de anillos 
de Hermite y homomorfsimos en la catégorie general de espacios 
simplécticos.

La composiciôn de este funtor con el que asocia a 
cada espacio simplêctico un grupo de isometrias de lugar a 
un funtor S (-) covariante de la catégorie de anillos en



la de grupos,

3.1.2.- Sea A un anillo conmutativo con elemento unidad, 
J un ideal de A ,. Consideremos el homomorfismo natural:

h: A- A/J

El funtor S (-) transforma h en un homomorfismo de 
grupos

hji S P^{A) ->S P^ (A/J)

Recordemos brevemente quien es hj. En primer lugar h 

induce un homomorf i smo de espacios simplécticos

(h.hj) : (A .9)

donde .9 y <pj son las formas biliniales hemisimétrica s 
cuyas matrices, respecto de las bases canénicas de A^ y
(A/J) es la matriz 

/ 0 1
1 0

'0 1
-1 0

0 1
-1 0

2nhj como homomorfismo de grupos abelianos es h y (res­

pecto de las bases canénicas de A y (A/J) ) h^ tiene

por matriz la matriz identidad . Entonces hj esté defini­

do asî :
V S  P^(A)= I (A^,9) , hj(a) es el homomorf ismo que res-
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pecto de las bases canônicas tiene por matriz la matriz

donde h(M ) es la matriz de clases de elementos de M a a

môdulo J 

I «1.3.- ^3.1.3.- V OE S (A) se verifica que

hj(a).hj=hj» a  

y hj(a) es unica en estas condiciones.

3.1.4.- Sea (V, * ) un espacio simplêctico sobre A., UeA r

llamaremos orden de U (0(U)) al ideal generado por U .

Sea x e V , llamaremos orden de x (jO (x) ) al mlnimo ideal 
J de A tal que bj •

Si aeS P^ (A) , llamaremos orden de a (0(a)) al mlnimo 

ideal J de A tal que (o) pertenece al centro de

S P^(A/J) .

Sea G un subconjunto de S p^(A) . Llamaremos 
orden de G (0(G)) al mlnimo ideal J de A tal que
hj(G) esté contenido en el centro de S P^(A/J) .

3.1.5.- Sea B = I - - - '  ̂ una base de V ,

x=rx^ — 1^■ ' ' ' "*’̂ n”n elemento cualquiera de V

Se verifica que

i) Oix) =J^ (x^.... ------------ -n^ ^

ii) Si G es un subgrupo de S P^(A)

0 (G)= Z 0 (a)
o eG
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Definlciôn 3.2.- Sea (V, 9 ) un e ^ cio simplêctico sobre

A . Llamaremos transversiôn simplêctica , o simplemente
transversiôn, a toda correspondencia

a  i V----------- > V

tal que:

o(x)= x+ X.9 (a, X, a ,\/x-V . 

a recibe el nombre de direcciôn de a

Proposiciôn 3.3.- Toda transvecciôn de (V,9) es un elemen 
to de I(V,9)= S P^(A) .

Demostraciôn.- Sea a una transvecciôn de direcciôn a , 
o ( X, - X -X9 (a, X/ a con 0(a)=A . Veamos en primer lugar que

o eA U t^(V) . E n efecto: si X=0 trivial . Supongamos en

tonces que X/0 . Trivialmente a es homomo r f i smo de A-môdu 
los . Sea B={ v^......v^} una base de V . Identif icando x

con sus coordenadas respecto de la base B se tiene que:

(x) M^= ( x) -X ( X (a) ̂  a

luego si llamamos N a la matriz M^.(a) ̂  (a) e I a la matriz

identidad, ambas de dimensiôn 2n x 2n , se verifica que para 
todo x e V (x ) = (y)(I-X N). Por tanto = I-XN y usando
la notaciôn de Gantmacher Q ^

det (M^)=l-[xi:n^^-X^ E N ^] + .....+ |N|
i j

siendo N * ( n^^
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Pero para todo i J . (N) ̂  J (M^ ) J . (â . a) y J r(a^).(a)]=0 , 1 l o x  r  ^

Para todo r>l = > (N)= 0

Para todo r> 1 = >  N
1r = 0 para todo

> Î2>....>i^ , para todo r>l

Ademâs si M.=(m..) se tiene: N..= E M..a.a.9 13 11 j 1] ] 1

“ •> E n..= E E m. . a.a.= E a .a . (m . .+ m . . ) =0i j 1] 3 1 1 3 ID 31

por ser hemisimétrica. Luego det (M^)=l y o es un
automorfismo de V .

Nos queda, pues por probar que a es compatible con 
la forma bilineal 9. En efecto

9 (o(v),a(w))= 9 (v>X 9 (a,v)a,w)+X9(a,w)a = 9(y,w)

DEFINICION 3.4.- Diremos que un submôdulo libre H O V  de 
dimensiôn n-1 es un hiperplano si y solo si existe p eV* 
tal que:

heH < = >  p (h) =0

PROPOSICION 3.5.- Las condiciones siguientes son équivalen­
tes :

1). T es transvecciôn simplêctica
2) T G S P^(A) y existe L libre y sumando directo

de dimension I con t ( x) - x e L para todo xsU .

3) 3) TcS P^ (A) y existe H hiperplano con Tj =

Demostraciôn.-2)’"=> 3) Sea Ir=L^— unimodular = > (  L) =H
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es un hiperplano. Para todo xeV, T(x)-xzL — >para todo 
^eH es

9 (t (X)-x,^;) =0 = 9 (t (x) ,^)-9 (j<. y) = >  9 (/: (x ) ,y) =9 ( x v)

Como T y T S P^(A) , ello implica que

9(t ^(x ),t  ̂(̂ ) ) =9 (T (x) =9 — >

9(^fT ^(ü))= 9 ( Xf^) para todo x e V 

— > 9 T para todo xeV = >

T ^ (%) -y_Eker d^ ■—=> = >

T y = T (Y.) para todo v e H

3) **=>1) . Sea TE S P (A) , xi = 1  con H hiperplano.
'H

Sea L =0) (H)=L(a) . Puesto que a es generador de un a linea
a es unimodular, luego existe bc L(a) con 9(a,b)=l^ es de- 
cir^ L(a,b) es un piano hiperbôlico.

Sea V=Lta,b) P , como para todo xeV es

t (X)-Xe L (a) , en particular para b es

T (b)-bE L(a) ='>existe XeA con x (b)-b =X a >xCb)=b+Xa .

Ahora tenemos que ver que para todo xEV es

X (x) =x+X9 (a,_x) a 

Si xEV , x,= r a-̂- S b+ p , r , ssA , peP , entonces

X (x) =r T (a)+s T ( b ) + x ( p )  = r a+s x (b)-t-p =

(puesto que a y p pertenecen a H )
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= r a+s(b+Xa)+p=r a+sb+sXa+£ =

= r a+s b+p+X9 (a,ra+sb+p)a =

(ya que 9 (a,a) =0=9 (a,£) y 9 (a,b)=l )

= ]{ + X9 (a, ^ a

1)=>2) . Sea TES (A) , para todo ^sV , x (x) = x+X9 (a,x)a

con a unimodular.

Consideramos L = lia) que evidentemente es libre 
y sumando directo de V y se tiene que para todo x e V

x(_îiî-x=x 9 (a,^) 3 E L(a) .

NOTA 3.6.- Sea la transvecciôn simplêctica x=x^ ^

b (a) se llama la linea de x y cü^(L(a))=H se llama hi­

perplano de X .

Si X es unidad en A la transvecciôn simplêctica x^  ̂

se llama unimodular.
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s = w = ; = T = ü = 6 = g = = n

E L  G R U P O  S I M P L E C T I C O  S O B R E  

A N I L L O S  D E  H E R M I T E  D E  F U N C I O -  

N E S  D I F E R E N C I A B L E S

El problema a resolver en este capîtulo, es encon 
trar una clase de anillos de Hermite, para lo cual el gru­
po simplêctico de cada dimensiôn esté generado por las trans 
vecciones simplécticas.

En la tesis de Fernândez Bermejo se prueba que e£ 
to sucede para B-anillos, dado que existe una clase muy 
amplia ( que contiens al menos a todos los anillos de poli- 
nomios con coeficientes en un cuerpo o anillo local regu­
lar de dimensiôn menor o igual que dos) de anillos de Her 
mite que son simultaneamente B-anillos, podemos afirmar - 
que existen anillos de Hermite con esta propiedad • El proble 
ma esté en demostrar que esta propiedad se verifica para to­
dos los anillos de Hermite, resultado que no creemos cierto.

En este capîtulo trabajaremos con anillos de Her­
mite cuyos elementos se pueden considerar como funciones.

La existencia de funciones continuas "patolôgicas" 
como las curvas de Peano, hace necesarios que esta considéra 
ciôn de los elementos del anillo como funciones deba ser, de 
funciones diferenciables ( de comportamiento regular en la 
dimensiôn). Para este tipo de anillos probaremos que el grupo 
simplêctico, en cüalquier dimensiôn, esté generado por las 
transvecciones simplécticas.



9-1 ANILLOS DE FUNCIONES DIFERENCIABLES REALES 
QUE SON ANILLOS DE HERMITE

En esta secciôn extenderemos los resultados del ca 
pîtulo segundo, para estuadiar la clase mâs amplia de anillos 
de funciones sobre variedades diferenciables que son anillos 
de Hermite.

Siempre que hablemos de variedad diferenciable, se 
entenderâ una variedad diferenciable real y compacta, con lo 
cual, si X es variedad diferenciable y F(X) su anillo de 
funciones con valores reales, Max CF(X)) con la topologîa de 
Zariski coincide con X y el haz F de funciones diferencia 
bles sobre X coincide con el haz F imagen reciproca por 
la inclusiôn

Max CF(.X)) -------  > Spec (F (X) )

del haz F(X) sobre Spec CFCX)) .

DEFINICION 1.1. Sea X una variedad diferenciable n-dfmensio
nal, sea U un abierto de X . Llamaremos paralelizaciôn de 
U a una familia de campos vectoriales ........... linealmen-

te independientes en los puntos de U .

Diremos que X es una variedad paralelizable si exis 
te una paralelizaciôn de X como abierto.

NOTA 1.2.- Es un resultado conocido de geometrîa diferencial 
que las esferas s" son paralelizables solamente para n=l,3,7 
asî como que X es paralelizable si y solo si su fibrado tan-
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gente es trivial.

Analizemos , ahora, el comportamiento de las filas 
unimodulares y la ampliabilidad tratados ya en el capîtulo 
segundo. Para ello sea X una variedad diferenciable compac 
ta y sea A el anillo de funciones diferenciables sobre X 
con valores en R

r 21.2.1.- Una fila feA es unimodular si y solo si Ef^{:<)/0

para todo xeX , es decir si y solo si la aplicaciôn
f (x) . *

f*(x)= • de X en R esté definida ccmo | |f (x) | | =1
/Ëf|(x)

para todo xeX • f* toma sus valores en la esfera Sr-1

luego las filas unimodulares se pueden interpreter como apl£ 
caciones ( via reducciôn a uno de una norma) de X en ^ ,

1.2.2.- Una fila feA es ampliable si y solo si existen

con

f^(x)  fj,(x)

--

para todo xeX , o equivalentemente^ si y solo si exixten fun
ciones g*:X >R^ tales que para todo xeX (gt(x)}.<.< ,— 1 1 — 1 — r — 1
forman un sistema de vectores en R^ ortonormales y generan
siempre un hiperplano ortogonal a £(x) .

Considerando ahora  ̂ sumergido en e ident£
ficando para todo £ e  ̂ el espacio tangente T^r-l  ̂ con
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el hiperplano w (.£) , la observaciôn anterior nos dice las

condiciones para que una fila f̂ unimodular sea ampliable 
que son las siguientes:

PROPOSICION 1.2.3.- La fila unimodular es ampliable
si y solo si existe un abierto paralelizable de ^ que
contenga a Im f*.

NOTA 1.3.- Ahora bien, en con n=l,3,7, es parale
lizable, luego toda fila unimodular de 2^4 u 8 elementos 
es ampliable siempre. Por tanto todo anillo de funciones d£ 
ferenciables es de Hermite a niveles 2,4 y 8 .

El problema se présenta cuando n/1,3,7 .En este 
caso puesto que por proyecciôn esterogrâfica S^-{p} es 
isomorfo a R^ basta con que f* no sea sobre para que , 
si p/Im f* , Im f* C s"-fp} isomorfo a R"  ̂ y por tanto 
Im f* esté contenido en un abierto paralelizable y f* sea 
ampliable.

En conclusiôn hemos obtenido que :

PROPOSICION 1.3.1.- a) Todo anillo de funciones diferencia­
bles de X en R es de Hermite a nivel 2,4 y 8 .

b) Un anillo de funciones diferenciables de X en R es de 
Hermite si y solo si no existe ninguna aplicaciôn diferencia­
ble suprayectiva X------->S con n/l,3,7.

NOTA 1.4.- Un refinamiento évidente de b) es el siguiente:

Si X es una variedad diferenciable r-dimensional, 
el anillo de funciones diferenciables de X en R es de (r-1)- 
Hermite. En efecto : si X es de dimensiôn r una aplicaciôn 
f*:X------->S*̂  solo puede ser suprayectiva para n menor o '
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igual que r , puesto que Im f* se puede estratificar como 
uniônde variedades diferenciables de dimensiôn menor o igual 
que r .

Esta es la razôn por la cual hemos debido considerar 
anillos de funciones diferenciables y no anillos de funciones 
continuas,, pues si f es continua la dimensiôn de Im f* no 
queda limitada en general, como prueban los curvos de Peano, 
por la dimensiôn de X

Observemos tambiên que aquî se amplia un resultado 
conocido para geometrîa algebraica, ya que Bass [ ^ probô 
que todo anillo de funciones polinômicas sobre una variedad 
algebraica no singular y de dimensiôn r es (r-1)-Hermite.

En cualquier caso existen suficientes anillos en la 
clase de los anillos de funciones diferenciables que son de 
Hermite ya que los anillos de funciones sobre curvas diferen 
ciables son de Hermi~ce en virtud de 1.3.1. El problema de en 
contrar una clase mâs amplia de anillos con esta propiedad, no 
ha sido resuelto, al menos en nuestro conocimiento, y continua 
remos trabajando sobre êl.

Otro tipo de anillos interesantes, son los anillos 
de funciones complejas sobre variedades complejas, en los que 
suponemos que las cosas marcharân de forma perfecta, dado que 
la complexificaciôn del fibrado tangente a una n-esfera es - 
siempre trivial. Este es, no obstante, un campo al que dedi- 
caremos tambiên un prôximo trabajo, puesto que en este caso, 
la matriz simplêctica présenta tambiên caracterîsticas espe- 
ciales que la hace mâs interesante .
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(j)-2 . -TRANSVECCIONES SIMPLECTICAS

El objetivo de esta secciôn es probar que el grupo 
simpléctico n-dimensional de un anillo de Hermite de funeto­
nes diferenctables se puede generar por las transvecciones 
simplécticas.

El resultado auxiliar clave de esta secciôn es el
siguiente.

PROPOSICION 2.1.- Sea A un anillo de Hermite de funciones 
diferenciables, sea CA^” ,♦)=ES^(A) el espacio simpléctico

de dimensiôn n sobre A , si u y vcA^" son dos filas 
unimodulares de A^" , se puede encontrar una cadena de trans 
vecciones simplécticas con orden contenido en 0 (v-ji) que - 
transforma ^ en ^ .

Demostraciôn.- Haremos la demostraciôn en très etapas,

1) Supongamos que 0(x~u)=A y que

U.x^* (U,X)= u ^

es una unidad en A .

En este caso la transvecciôn

?(%)= (,̂ -.u, X) (v-u)

con Ç =<(i(v,u)  ̂ verifica que

T (̂ ) =̂ +()) (Y_,<£)  ̂ . ifi(v_~uru) (y~u)

= Uf ̂ ( V, u) ^ U) ( V_ U) = U{. v_ u= V _ •
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2) Supongamos que Q(v-u)=A y que u.v es una no uni­

dad en A .

En este caso existe una fila uniraodular w que 
verifica que

0(_y-w)= 0(_^w)= A

y que _y.w y v.w son unidades en A - Enfonces existen 
t ran s vecciones y % 2 que transf orman u en w y

en w respectivamente y la composiciôn es la

cadena de transvecciones simplécticas buscada.

En efecto: la existencia de una tal w se prueba del modo 
siguiente: se trata esencialmente de demostrar que el sis-

I
tema ^ con y unidades en A tiene

soluciôn. Como trabajamos en un anillo de Hermite siempre

2n ’.....
"u

^2n

=  2

el sistema tiene soluciôn, cualesquiera que sean ^ ^2

El problems se présenta cuando

esta circunstancia se puede presenter por dos causas distintas:

a) porque Y_=Av , en este caso y puesto que y Y. son un^
modulares, \ es una unidad y ^ se puede transformer en ^
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por una transvecciôn. simpléctivo.

b) Porque

M  '................... y R 1 " ^ ......
U 1 ...... U ■■̂“ 1=9 D / -L  k..

En este caso si consideramos para cada punto x e X la matriz 
numérica

u (x )....... u 2n (x 1

....... '̂ 2n<''>

en cada punto el rango de esta matriz al menos es uno, y
ademâs la matriz no puede tener ninguna fila nula. Si llama
mos M . .(x) a los menores de orden dos de la ma1] ]-zn —

triz y A =E M^j(x) , en los puntos de D(A)=x-v(A) el

rango de esta matriz serS dos y en los puntos de v (A) serS 
uno.

El hecho de que ninguna de las dos filas de la ma­
triz sea nunca nula, nos perm Lte construir funciones (^(x ) 
y ^2 ^̂ ^ no nulas sobre % y taies que

»

X )  Ut„ (x) (x->

l ( x )  V 2 ^  (x ) (^(x)

para todo x&v(A) (basta elegir 5^ (x)=2Ev^ (x) C2 (x)=2E\r^ (x)v^:

sobre v (A) y prolonger por partieiôn de la unidad) con ello 
la columna (̂ ^ ^^) es combinaciôn lineal de las restantes
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columnas , con lo cual no se altera el rango, y en los pun­
tos de v(A) en los cuales A = 0 y por tanto es

i ser l

Entonces se pueden elegir unidades ^ ^  ^ 2 forma que

el sistema se pueda resolver localmente. Obviamente las solu 
clones locales son siempre compatibles y el sistema admite 
soluciôn global demâs al anadir el coeficiente dos hemos 
garantizado que sobre los ûnicos puntos en los que podîan 
presentarse falios, no es d (X)=w(X) o ^{X)=w(X) con lo 
que y w-_Y son unidades.

3) Supongamos que 0 ( v-_u) =J?̂  A. Podemos construir en este caso, 
una base canônica, en el sentido de ser ^  excepto si

i=2r-l , j=2r,{_^......^ } de A^" con Puesto que
2n

u es unimodular , entonces ~ J ^i— i X,. e J ,1

de donde v =q,+ X. s.—  — 1 1 1 1

Si llamamos a„= e , a =e.,+X,e,  ........ a . = e. + Z ®. se-HJ — —1 — 1 1— 1 — i — 1 2 1-1

tiene X.  Ï  ■

Veamos que es posible pasar de a^_^ a a^ mediante

un producto de transvecciones de orden contenido en J . En 
efecto: e2 + ê_ es unimodular para todo i>0 , puesto que sé­

ria la funciôn de componentes (0 ,1 ,0 ...1 ....0) 1^2
0 (0 ,2,0...... 0) 1=2 que son unimodulares por ser el 2
una funciôn constante ( Estas componentes son respecto a la
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base ®i , y recordemos que el ser o no. una fila unimodu 
lar, no depende de la base elegida).

Por otra parte ( + ) a . . = ( ) Fe. Z X.e.l=-1-A.— Z — 1 — 1- 1  — c! — 1 '— 1 j_ 2  1

Ahora bien, podemos suponer sin pérdida de general^ 
dad que |Xj^(x)i<l > pues en cualquier caso, sin dejar de ser

jj y unimodulares,siempre se pueden dividir por 2 ||u|| o

2 I I v| I ,. luego siempre se puede suponer (£2+6^ ) unidad.

Podemos construir pues la transvecciôn

(x) =x+̂ j* (e2+ëj,aj_i) t

y del mismo modo se comprueba que es viable la transvecciôn

T^(x)=x-Xj* (eg'aj+^jèg)  ̂*(d2.x) £2

y se verifica que

y que

0(Tj)c J , 0(Tj) <S J

por tanto el producto de estos productos de transvecciones 
cumple las donciciones reaueridas.

PROPOSICION 2.2.- Sean (u, v̂ )̂ (u/Vj) pares hiperbôlicos
2n ^en (A ,(J>) con las condiciones de la proposiciôn anterior,

entondes existe una cadena de transvecciones con orden contenido
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en 0 que dejan u invariante y transforman v^

en yq -

Demostraciôn.- Esta proposiciôn es muy parecida a la ante­
rior. También dividiremos su demostraciôn en très pasos,

1) Sea 1^“^ 7 ^ 1*^2 unidad en A . Entonces la

transvecciôn buscada es la Cl) de la proposiciôn 2-1, 
puesto que al ser (uf^ y pares hiperbôlicos en

J/l ' 2̂ 2 212 ' luego

T ( u) = jjf C (v 2 ̂ 1   ̂ tv 2 .v_^ ) ^  (v 2 - Z i ) =  u

2) Sea 0 (v2-_y^)=A . y v^. v^ no unidad en A

Podemos suponer siempre que I I Y.2 ' Y.11 I ̂ ^ f puesto que dejan-

do u invariante, podemos dividir v , por una unidad conve 
riiente (2 | I . v̂  ̂| | servirïa para el proceso) ,

De esta forma (1-^2 « 2%) una^unidad.

Por otra parte al ser ( u^ v^) y ( û  ̂ ) pares

hiperbôlicos, lo es luego por ser tanto u como

v^-^ unimodulares forman parte de una base canônica. Por tan 
to V2~v^- u es una fila unimodular, ya que respecto a esta

base tiene por coordenadas (-1,1,0.... G); entonces consideran
do las transvecciones

T ( X = XH (V X) y

, ' ( X )  . X-

el producto t '. t es la cadena buscada.

3) Sea G (y^^J^i ) • Construimos una base canônica con
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e ^ = - , 6^=0 , entonces — i '^2~^ ' con

X^G J , luego -y^=£^+ z" X^ , 1^=0 - %ciendo como en

(3) de 2-1 y construyendo los como allî, las tran£
1 2vecciones y _ verifican las condiciones buscadas.

TEOREMA 2.3.- El grupo simpléctico SP^(A) esté generado por

las transvecciones simplécticas, si A es un anillo de Her­
mite de funciones diferenciables.

Demostraciôn.- Trivial de 2.1 y 2.2 por un proceso de 
inducciôn.

NOTA 2.4.- Analîcemos ahora el comportamiento del grupo 
simpléctico especial, también generado por las transveccio- 
nes de orden contenido en un ideal dado.

Recordemos la definiciôn del grupo simpléctico
especial.

NOTA 2.4.1.- Llamaremos subgrupo general de congruencias mô- 
dulo J de S P^(A) , y lo denotaremos por G S P^(A,J) al

subgrupo h~^ (centro S P^(A/J) .

2.4.2.- Llamaremos subgrupo especial de congruencias môdulo 
J , y lo denotaremos por E S P^(A,J) al subgrupo Ker *Xj

2.4.3.- Trivialmente se verifica;

(a) G S P^(A,A)=E S P^(A,A)=S P^(A)

(b) G S P^(A,0)=centro S P^(A)

<cl E S P„(A,0)= 1,

PROPOSICION 2.5.-Se verifica que:
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centro S (Al-{ g . , ÇeA)

Demostraciôn.-Evidentemente si oeS P^(A) es un elemento

cuya natriz, respecto de una base B=(v^.........} de V >

es de la forma

\

2con Ç =1 , para todo ycS P^(A) , y a = o y  y a pertenece

al centro S P^(A) .

Veamos pues que todo elemento del centro de 
S P^(A) es de esa forma.

Sea ye centro S P^(A) y sea x una transvec­

ciôn de V definida por

T (_x) — (^f jjj) a

con 0 (a)=A.

En p a r t i cular;

YT = TY < = ^  YTY ^=T <=>VxgV , T (x) =

= y t y  ^ (x) =Y [y ^(x)-f-'MarY ^(x))a] =

= x + ( t > ( a , y  ̂(x) ) y (a) < = > V x ‘-V ,

<<) (a ,x) a=.j) (y (a) ,x) Y (a) . (1)

A n a l i c e m o s  la i q ualdad {1).I d e n t i f i c a n d o  cada ele m e n t o  de V
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con sus coordenadas respecto de la base B, 0 (a)=A impli 

ca existen ....... X^ e A con X^ ,a^+......+X^a^=l y

podemos considerar el sistema

"y % ......... .....

que posee soluciôn ya que det (M^) y det(M^) son unida­

des. Por tanto podemos encontrar un vector x tal que:

l=(a)M M , ( x ) ( y ( a ) , x )

Entonces (}> (a,x)- a=y (a) y llamando  ̂ ' se tiene

y (a)=5g a , sustituyendo este resultado en (1) résulta 

que:

V  xeV , <ji (a,x) a=(|> (y (a) ,x) Çq a

luego

[<{• (a,x)-Çq(|) (y (a) ,x)”ja= 0 

teniendo en cuenta que 0(a)= A,

V xeV , t(a.x)-Cg$(y (a) ,x) = 0

matricialmente

(a)M. ( x ) ( a ) M  (x)^= 0— (p — — Y <p Ü —

(a) ' 0

y por tanto, como 0(a)=A

det M ^)=0U y (p



de donde

det CM 1 . det CI-'Ç^ ) = 0<p u Y

y al ser detCM.) unidad es

det CI-Çq M^l=< Q

désarroilando

1-

llamando

B   det (M^lJ

1-ÇqH=0

luego Çq es una unidad en A , que en principio depende de

Sea  una base de V . Entonces

0 (v^)=A para todo i

Consideremos las transvecciones

(x) =X+(l ( V£ ,x) .... 1-i-n ,

Por un razonamiento anâlogo al antetior existen unas unidades 
{ 5 - } 1 < X <_ taies 'que

para todo i , 1-i-n
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Ademâs para todo i,1 . 1-i-n , 1-j-n , i?̂ J se verifica

que 0(v^+Vj)=A . Luego considerando las transvecciones

^ij

^ij (x)=x+1> (_y^+Vj)

por el mismo razonamiento, existen unidades ^  i j ̂ iF̂ j 

1-i-n , 1-j-n , siendo:

7 (y.^+Vj)-Çij (isLi+iij)

Como Y es homomoffismo

Y (%j)=5^ (y.̂ ) (ÿ.j) =

luego

' 'i '-ij':i:i''y "'ij'Zj—  — ''i-y-'-ij

Por tanto para todo i , 1-i-n , — >Y (%ĵ ) "(Yj

y al ser y homomorfismo

y (x ) = ç X para todo xeV con el mismo ç.

Ademâs por ser y automorfismo se tiene

* (x,y)=((> (y (x) , Y (̂ ) ) =$ (Çx,Çy)=C^ij) (x,^).

y como existen x , ycV con ij)(x,v)=l se deduce que C^ = l.

Luego la matriz de y respecte de la base B es de la forma



con C unidad en A y  ̂ = 1 .

CONSECUENCIA 2.6.- Si llamamos I.D(A) al grupo multiply 
cativo de los elementos idempotentes de A , se verifica que

=I.d(A/J)
E S Pj^(A,J)

Demostraciôn.- Es inmediato de aplicar el primer teorema 
de isomorffa al homomorfismo de grupos:

hj:h  ̂Qzentro S P^(A/J)] ----- >centro S P^(A/J)

CONSECUENCIA 2.7.- X es una variedad diferenciable conexa 
si y solo si centro S P^(A)={1,-1) .

Demostraciôn.- En efecto; como X tiene componentes conexas
si y solo si existen z" raices de 1 en F(X) (si X= X . son

1 ^
los componentes conexos de X , feF(X) verifica que

= 1 <=-=> f I = -1 ,\fi , 1-i-n ,
^i

luego las raices de 1

son las funciones de.f inidas por f , = - 1 que son en total

2") . Entonces X es conexo si y solo si las Gnicas raices
de 1 .en F (X) son 1 y -1 .
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TEOREMA 2.8.- E S Pj^(A,Jl esté generado por las transvec-

clones simplécticas de orden contenido en J .

Demostraciôn.- Veamos que ae E S P^(A,J) puede escribir- 
se como un producto de transvecciones de orden contenido en 
J .

Sea (e.}.<.< una base canônica de V , sea — 1 1-i-n
o ) =9^ . Entonces o esté contenido en J . D e

acuerdo con la proposiciôn 2 .1, ê  ̂ se transforma en eĵ

por transvecciones de orden contenido en J , Estas trans- 
vecciones transforman te^) para todo i mayor que uno en

{ e%} y tenemos a(e^-e|)ciJ . '

La proposiciôn 2.2. dice que ^  puede transfoirmarse en e'
2

por transvecciones de orden contenido en J , taies que eĵ 

permanece invariante . Por tanto puede transformar-

se en por transvecciones de orden contenido en J ,

de esta forma el ortogonal de irâ al ortogonal de

, tal que para la imagen ej" de para todo i

mayor que dos o(ej^"-ep^j . Asî podemos concluir la

demostraciôn por induciôn sobre la dimensiôn de V .
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