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Seccién 1

Introduccidn
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Introduccidn

iPara qué este tema?

En la asignatura vamos a analizar cémo aplicar métodos automatizados

(algoritmos) de forma practica, para resolver problemas, principalmente AL
y AVR.

DATOS | ALGORITMO | RESULTADO |

Ejemplo: v/17 con algoritmos definidos en EMA y AVR
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Tipos de Errores

@ Errores de entrada
@ Errores de almacenamiento
@ Errores de algoritmo
@ Error absoluto:
12— 2]
@ Error relativo
12— 2]
&4l
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Seccién 2

Error de almacenamiento: nimeros maquina
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Error de almacenamiento: nimeros maquina

Cada niimero se almacena con una cantidad finita de decimales.
Los nimeros maquina son los que se almacenan de forma exacta

NOTACION DECIMAL EN COMA FLOTANTE

Contiene:
@ signo @ signo exponente
o fraccién @ exponente
Ejemplo: -532'45
—532/45 + 0; —53'245 + 1; —5324'5 — 1
—532/45x10°; —53/245x101; —5324/5x1071
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Error de almacenamiento: nimeros maquina

De las infinitas que puede haber, nos quedamos con coma flotante
normalizada: donde la fraccién esta entre 1y 10 .

+m+E, 1< m<10= +mx10*E

—5'3245x10%; —5'3245 + 2

En ordenador se suele usar el sistema binario, que solo usa los digitos 0 y
1

* Ayuda C. Virtual
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Notacidon coma flotante en sistema binario

ndmero entero mantisa

signo

exponente base 2 base 2
0:+ 1<m<?2
1:-

= (—1)%.m,2(-V°xE

E,: conversién a decimal de E
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Notacidon coma flotante en sistema binario

Ejemplos:
(1) (0) 10 101 —1/01x22(10 en binario)
(0)(1111 1'1x2~1 = 011

En decimal:

—1'01x22 = —101 = —(22 +2%) = -5
1'1x271=0,11=2"14+22=0'75

Cada ndmero se almacena en una palabra de un nimero de bits. 32 bits
precision simple
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Notacidon coma flotante en sistema binario

32 bits precision simple J

@ 1: para signo del nimero
@ 8: para exponente y su signo
@ 23: para mantisa*

* como la primera cifra siempre es 1, se sobreentiende y en realidad se
guardan 24 cifras.

Simplificacion: no guardar el bit del signo del exponente.
sumar 127 al exponente (el menor exponente negativo que puede tener un
nimero maquina) para que quede seguro positivo.

11111111 = — (2% + 25 + 2% + 2% + 22 4+ 21 4+ 20) = —127
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Notacidon coma flotante en sistema binario

Ejemplo J

10010001 100011100010000....
(1) (3) (2)

@ (1): bit del signo = negativo
o (2): mantisa, 1100011100010.....*

@ (3): exponente 10010001 — 145
Exponente real: 145 -127 = 18

* el 1’ se sobreetiende y no se ha almacenado

-1'10001110001x218
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Notacidon coma flotante en sistema binario

Ejemplo inverso |

(1011010010001

@ n° positivo — bit del signo 0

@ normalizacién del ndmero = 1’011010010001x2%2*
*n° de posiciones que hemos corrido la coma para ser 1'....

@ mantisa = 011010010001... se completa con 0 hasta 23 cifras
@ Valor del exponente — 12=- 12 4+ 127 = 139

139 =27 +23 + 2 4+ 2% 510001011

Representacion del ndmero
0| 10001011] 01101001000100000000000
1B 8B 23B
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@ Hoja de ejercicios: 1-5

e Ejemplos de repaso en C Virtual (6 ejercicios usando otras precisiones)
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Nimeros no maquina

Los nimeros que se pueden representar en coma flotante de forma exacta
son los niimeros maquina.
Cuando no ocurre asi, han de aproximarse por redondeo
Tipos:

@ A la derecha o por exceso: r(x) = xq

@ A la izquierda o por defecto: r(x) = x;

@ Al mas préximo entre x; 0 Xg.

Mas usado. Redondeo.
Cota de redondeo absoluto:
xg—x; 2Bx2E

[r(x) — x| < 5 =% = 2724x0E

Cota de redondeo relativo:

r(x) — x Xd — X; oy
< =2
| X < 2E
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Nimeros no maquina

@ El ndmero cota de redondeo relativo, 2724, es la mitad de la distancia
entre 1 (m=0) y el siguiente nimero maquina (m= 00....01)*
Se le llama precision o épsilon de la maquina, eps.

@ Los nimeros maquina se concentran de forman irregular: entre dos
potencias de 2 consecutivas hay el mismo nimero de n® maquina,
pero las potencias estdn cada vez mas separadas.

* 22 ceros
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Tipos de Nimeros no maquina

a) Exponente fuera de rango — desbordamiento— se toma +00 6 —oc0
b) Mantisa de mas de 23 cifras — en este caso se hace redondeo

Para a):

|E| < (11111111) = (255)10

Los valores extremos se usan para casos especiales:

o E4 € [1,254]: Numeros normales — | x = (—1)51'm x 2E4—127

e E,; = 0: Nimeros subnormales — | x = (—1)50'm x 27126
sobreentiende el 1 como parte entera de mantisa y se desplaza la
coma para poder usar nimeros mds pequenos
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Tipos de Nimeros no maquina

o E4 = 255: son casos especiales:

o +oo: desbordamiento
e NaN not a number

Ejercicio 4.b
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Seccién 3

Propagacion de errores.

Errores debidos al algoritmo
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Aritmética en coma flotante

Se trabaja con redondeos de nimeros y el resultado de operar a su vez
puede ser redondeado.
Denotamos @, ©, ®, ©

x@y=r(x+y) x®y = r(xy)
xOy=r(x—y) x@y=r(x/y)

Hay situaciones anémalas al trabajar con una precisién determinada:

En general no se verifica la propiedad asociativa
le2M)e2#=r(rle2?)+27*) =rlo27)=1

1@ (2—24 o) 2—24) — F(]. oy r(2—24 + 2—24)) — I’(l ey 2—23) =1+ 2—23 —
10...,1#1
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Aritmética en coma flotante

y=0x,0<0 <22

Cancelacion

Restar dos niimeros muy préximos, en general produce grandes errores
relativos

Por ello hay que evitar restar nimeros muy préximos, por ejemplo,
cambiando el orden de operaciones o modificando el operador.

Ejercicios 6 y 7 de la hoja
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Propagacion de error

Tipos:

@ Condicionamiento: influencia en el resultado de errores en los datos.
Estd ligado al problema y no depende del algoritmo que se use.

@ Estabilidad: Influencia en el resultado de la acumulacién de errores en
las sucesivas operaciones.
Depende del algoritmo.

Condicionamiento

Un problema estéd mal condicionado si pequefios cambios en los datos =
grandes cambios en los resultados.

Sea el problema y = f(x), el Nimero de Condicionamiento

Kk =k(x) >0/
f(R)—f
[F(%) = F(X) ~ ()
Il X1
Relaciona errores relativos de resultados y datos.

Indica si estd bien (~ 1) o mal condicionado
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Condicionamiento

Se trata de operar hasta dejar una expresién parecida a la anterior

Ejemplos

‘ Funciones diferenciables f : 8 — §R‘

Se aplica el th. valor medio con |X — x| <<:

F(R) — F(x) = F(E)(X — x) ~ f'(x)(X — x)
En términos relativos:

‘ (%) = f(x)
f(x)

A

X —X

f'(x)
f(x)

~

|X — x| =
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Condicionamien

Operaciones

Producto (ejercicio 6 hoja de problemas):

XX —xixo (x1+e1)(xe+e2) —xix2  xoe1 + X162 + €162
p— p— ~Y
X1X2 X1 X2 X1X2

X2€1 + X1€2
~ sl T AR
X1X2

Es decir, aproximadamente la suma de errores relativos = el producto de
dos niimeros es un problema bien condicionado (k = 1).

Sin embargo la suma no siempre lo es (comprobar cuando no)

Ejercicio 8
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Estabilidad

Un algoritmo es inestable cuando se van acumulando errores y afectan al
resultado. Depende del algoritmo

Solo esbozamos la idea, pero se trabajard en aula de informatica.

‘ Planteamiento ejercicio 8 de précticas‘

Clculo de (1)'®

Algoritmo 1

Xo =1

Xp = AXp—1 — término general x, = A"
luego es vélido con A =1/7 y n=100

Algoritmo 2

Xo =1, x1 = A
Xn+1 = (34 A)xn — 3Axp—1 — término general x, = A"

Adn siendo ambos vélidos, no son igual de estables
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Complementos de Anélisis Matricial

Métodos Numéricos

Curso 2021-22
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Seccién 1

Introduccidn
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Introduccidn

iPara qué este tema?

@ En la primera parte de la asignatura se estudian métodos
automatizados para resolver sistemas de ecuaciones lineales

@ Matrices

@ Deseable autonomia para revisar lo menos claro: apoyo hoja de
problemas C Virtual

(ejercicios de 1 a 5 para recordar notacién de subindices, productos,...)
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Matrices

Matrices
A* : Matriz adjunta de A, Ax = (3j)
AT : Matriz traspuesta de A, AT = (aj;)

(A*)* = A (AB)T)T = A
si A es real, A* = AT
(AB)* = B*A*; (AB)T = BTAT

(ejercicio 6)
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Matrices

Tipos de Matrices

Inversibles (regular, no singular) A€ M,/3!1B € M,/AB = BA =1
B=A"!

(AB)~! = B~1A-1
(A= (A1)
(ATt =(AaH)7

Hermitica A = A* es decir, aj; = aj;

Simétrica A = AT es decir, ajj = ajj

Unitaria A~1 = A* es decir, AA* = A*A = |

Normal AA* = A*A

Ortogonal A real y A~1 = AT es decir, AAT = ATA=1

Triangular superior aj; = 0sii > j

v
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Tipos de Matrices

Diagonal ajj = 0sii # 0

Banda 3p € 1,2,...n/ ajj =0si|i —j| > p
p semiancho de banda y 2p-1 ancho de banda

Diagonal estrictamente dominante |a;;| > 7 ; ./ |aj]

En algunos casos, estas propiedades estdn relacionadas:

Toda matriz hermitica es normal
Si A es hermitica e inversible, A~1 también lo es
Si A es normal e inversible, A~! también lo es...

(ejercicios de 7 a 11)
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Matrices

Traza y determinantes
A= (ay)f_y tr(A) =211 ai

Propiedades

tr(AB) = tr(BA)

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

det(l) =1

det(AB) = det(BA) = det(A)det(B)
det(AA) = \"det(A), A € R

det(A*) = det(A)

A triangular, det(A) = [[7_; aj

det(A~1) = detl(A)
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Autovalores y Autovectores

Ae M,

Autovalores

Polinomio caracteristico: |A — Al| = Pa())
Espectro de A: sp(A) = {1, A2, ..., An}
Radio espectral: p(A) = [max IAi(A)], Ai(A) € sp(A)

Autovector: v € V — ﬁ/Av = v

o Matrices semejantes: 3P matriz no singular /B = P~1AP
@ Dos matrices semejantes tienen el mismo espectro

@ La matriz semejante mas sencilla posible si se puede, es la diagonal
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Matrices diagonalizables

Una matriz es diagonalizable si 3P inversible /P~*AP diagonal

Esto ocurre si 3 una base de autovectores de A

Proposicién
Si A € M, es una matriz hermitica (A* = A):
@ A es definida positiva < sp(A) C R

@ A es semidefinida positiva < sp(A) C RTUO

(ejercicios de 12 a 14)
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Seccién 2

Normas Matriciales
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Normas Matriciales

Herramienta bdsica para ver condicionamientos de problemas que
involucren matrices, y convergencias de procesos iterativos.

I[1]] : My — RTU {0} si verifica:
o ||Al=0&A=0
o [[[AA[] = [AIllIAII
o [[[A+ Bl < lIAll+ lIIB]l
o |[[|A.B]Il < IIIAllIIIBII
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Normas Matriciales

Av
11 My =+ 24U (0) 1Al = supli il = s 1av]

Norma matricial subordinada a la norma vectorial | ||

Algunas normas matriciales

o |||AlllL = max > i1 |ajj| mayor de las cantidades al sumar los
1<j<

modulos de los elementos de cada columna
o [[[Alll2 = ++/p(A*A) = ++/p(AA*) = |||A*]||2

o |||Allleo = 1n<”la<x >_i—11ajj| mayor de las cantidades al sumar los

modulos de los elementos de cada fila

o [|Alllr = +4/>27 =1 |aj|? = ++/tr(A*A) Norma de Frobenius
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Seccién 3

Condicionamiento de una matriz
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Condicionamiento de una matriz

Tema anterior: en general no es sencillo determinar el condicionamiento de
un problema.

En sistemas lineales (u otros problemas representados por una matriz), si
se puede y estd ligado a la matriz del sistema:

Au=b,Ae M, 3A7L, b+0
Definicién: ver qué pasa sobre la solucién ante pequefios cambios en b:

A(u+du)=b+db
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Condicionamiento de una matriz

Tema anterior: en general no es sencillo determinar el condicionamiento de
un problema.

En sistemas lineales (u otros problemas representados por una matriz), si
se puede y estd ligado a la matriz del sistema:

Au=b,Ae M, 3A7L, b+0
Definicién: ver qué pasa sobre la solucién ante pequefios cambios en b:

A(u+du) =b+ b= Au+ Adu= b+ db
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Condicionamiento de una matriz

Tema anterior: en general no es sencillo determinar el condicionamiento de
un problema.

En sistemas lineales (u otros problemas representados por una matriz), si
se puede y estd ligado a la matriz del sistema:

Au=b,Ae M, 3A7L, b+0
Definicién: ver qué pasa sobre la solucién ante pequefios cambios en b:

A(u+6u)=b+3b= Au+ ASu= b+ b= At + ASu= p+ b=

Su=A"15b
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Condicionamiento de una matriz

Para ver el tamafio de la perturbacién du de la solucién, usamos el
concepto de norma matricial subordinada

6ull < A1 106](x)

Se acota ||dul|

Para tener el nimero de condicionamiento, se necesitan valores de errores
relativos:

Au = b sistema original =
1Bl < [HAl]-lull = 7 <

Al )

[[ull
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Condicionamiento de una matriz

=
[0ul < NAZHLlsbl AN _ [06]| AlllIlA=1
< : = W pana
[ ull () (x4 1]l 16|
SN—~— SN—~—
error relativo resultados error relativo datos

condy(A) = [[|Alllp/[A~ ]l
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Condicionamiento de una matriz

Propiedades:

e cond(A)>1
por ser norma matricial subordinada:
1= 111 = [IAAZHI] < [[JA[[-IIAH| = cond(A)

e cond(A) = cond(A1)
cond(A) = [[|A|l|-IIA7IF = A~ ]-IJAll] = cond(A™)

e cond(AA) = cond(A)VA € ® — {0}
cond(AA) = [[IAA[[IAA) T = [ALIAHLTALIATH] = cond(A)
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Condicionamiento de una matriz

Propiedad en el caso particular de ||| ||]2 :

condy(A) = + i:gﬁ:?g

con A1 y A, menor y mayor autovalor de A*A
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Sistemas Lineales. Métodos Directos

Métodos Numéricos

Curso 2021-22
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Seccién 1

Idea general y conceptos
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Idea general y conceptos

iPara qué este tema?

Au=0>b
@ Problemas tipo con solucién

@ Si se ejecuta en ordenador, esperable error numérico:
condicionamiento (Temal) importante

@ Métodos clasicos”: no automatizables

o u= A"1b o Regla de Cramer: costoso operacionalmente (los
compararemos después)

@ buscamos métodos que se puedan automatizar
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Ejemplo

Sistema tria
alil 0 0 uy b1
a1 a» 0 up by
apl an2 ...l apn Up bn
— b
h = 211
__ bp—axnu;
th = ax
bi—>" "t asu;
En general — u; = #
n
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Ejemplo

Sistema triangular superior

a11  di12 dln uy b1
0 a2 ... ap u» b2
0 0 .1 apn Up b,
— b
Un = ann
Up_1 = bnflfanfl,nun

an—1n—1

n
bi—3 i1 3y

En general — u; = -
1
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Vemos que si el sistema fuera de matriz triangular es facil automatizar.
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Vemos que si el sistema fuera de matriz triangular es facil automatizar.

o Descomponer una matriz A en producto de una triangular
inferior y una superior

@ Nos basamos en método de Gauss
Ejercicio 1 repaso

Tipos de descomposicién

A=LU
PA=LU
Descomposicién de Cholesky

Para cada uno:
@ ;Cémo se hace?

o ;jPuede hacerse?
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Seccién 2

Descomposicién LU
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LU

L: matriz triangular inferior, con 1s en la diagonal
U: matriz triangular superior

Comenzamos con un ejemplo para visualizar el proceso
1 2 5

0 1
1 -1 1
Hay dos "bucles”:

© en cada columna, hacer ceros los elementos por debajo de la diagonal
@ repetir el proceso para cada columna

G.Rodriguez Velasco
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Hacemos cero los elementos de la primera columna debajo de 1:

G.Rodriguez Velasco MN3 2021-22 51/127



Hacemos cero los elementos de la primera columna debajo de 1:

1 2 5
22f+11°f {0 2 6
1 -1 1
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1 2 5
22f+11°f {0 2 6
1 -1 1
1 2 5
3#f-11°f {0 2 6
0 -3 -4

Fin de Bucle 1 sobre la columna 1

G.Rodriguez Velasco
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Repetimos el bucle 1, en tantas columnas como haya hasta llegar a la
dltima (en este caso solo una mas)

1 2 5
0 2 6
0 -3 —4
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Repetimos el bucle 1, en tantas columnas como haya hasta llegar a la
dltima (en este caso solo una mas)

1 2 5
0 2 6
0 -3 —4

1
32f4522F (0
- \o

O NN
[S2EN e BNE) |

Matriz triangular superior: U
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Comenzamos a generalizar:

2 5
A=1-1 0 1
1
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Comenzamos a generalizar:

2 5
A=1-1 0 1
1 -11

Primer bucle 1:

2af113f

U

3af—-112f

—
1 2 5
0o 2 6 | =A =FEFA
0 -3 —4
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Comenzamos a generalizar:

2 5
A=1-1 0 1
1 -11

Primer bucle 1:
2afr112f
Tl
3f-—113f
Tl TS
1 2 5
0 2 6 | =A =EA
0 -3 —4
con E1:I—|—I161T;/1: (0 1 —1)
(recordad E; entrega del Tema 2)

T

G.Rodriguez Velasco MN3 2021-22 53 /127



Segundo (y Ultimo) bucle 1:
3f 1 200f
1 25

0 2 6|=A=E8A=U
0 05

|
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Segundo (y Ultimo) bucle 1:

3f 0 202f
s
125

0 2 6|=A=E8A=U
0 05

con B =I+hel;b=0 0 +2)7

U= EBA = BEA= A=E1EMU
N e’

L?
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1 0
E=1 1
-1 0
1 0
E=|0 1
0 3/2

G.Rodriguez Velasco

= O

1 00
~110
1 01
1 0 0
0 1 0
0 —-3/2 1

MN3
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1 00 1 00
EE=|1 1 0| —=E'=[-110|=/-he
-1 0 1 1 01
1 0 0 1 0 0
EE=(0 1 0] —=E'=[0 1 0|=1/-he =
0 3/2 1 0 -3/2 1
1 0 0
E'Est=(-1 1 o)=L
1 -3/2 1

G.Rodriguez Velasco MN3
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LU

Ae M,

En determinadas circunstancias*:

U=Ep1..BEEA= A=E'E L ECLU
con Ex = | + /ke,;r;
Ik = (0,0 ley1ge-do) T

k)
siendo k el paso k-ésimo (bucle 2)

—1r--1 — .
ES'ESTLET =L
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Si Ex =1+ lke] — E ' =1-Ike]

(Se comprobé en ejercicio 3 de entrega Tema2)

. . “1p0-1 -1 _
Si es cierto,E; "E, "...E, " =

@ serd una matriz triangular inferior por ser producto de triangulares
inferiores

@ tendrd 1s en la diagonal por construccién

@ se construye colocando en cada elemento debajo de la diagonal de la
columna k-ésima (bucle 2) el elemento por el que se ha multiplicado a
la fila k-ésima para eliminar el elemento j-ésimo (bucle 1) cambiado
de signo
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Volvemos al ejemplo para concretar esta generalizacién:

1 2 5
A=1|-1 0 1
1 -11

Hacemos cero los elementos de la primera columna debajo de 1 (bucle 2,
k=1:

1 2 5
22f+11°f (0 2 6
T T
1 -1 1
bucle 1, j=2
G.Rodriguez Velasco MN3
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Volvemos al ejemplo para concretar esta generalizacién:

1 2 5
A=1|-1 0 1
1 -11

Hacemos cero los elementos de la primera columna debajo de 1 (bucle 2,
k=1:

125 32f-112f (:; g 2
22f+11°F |0 2 6 - -
"\ -1 1 0 -3 —4
. bucle 1, j=3=n, si no se seguiria hasta el
bucle 1, j=2 i
final de la columna
G.Rodriguez Velasco MN3
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1 2 5
Al=10 2 6
0 -3 —4

Hacemos 2, k=2:

125
32f3/022F (0 2 6| =U
— \o o0 5

bucle 1, j=3 ndmero de fila
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1 2 5
Al=10 2 6
0 -3 —4

Hacemos 2, k=2:

125
32f13/222Ff [0 2 6| =U
— \o o0 5

bucle 1, j=3 ndmero de fila
Bucle 2: se haria desde k=1 hasta n-1 con n niimero de columnas
Bucle 1: para cada columna, se haria desde j= k+1 hasta n con n nimero

1 0 0 0
defilasL=| -1 1 0 l= afkk)
1 -3/20 kk
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‘,‘_Cuéndo se puede hacer una descomposicion LU?‘

SiAe M,
all e dlk
Sk = det #0Vk € {1,..n}

dkk

Lo demostramos tomando un paso genérico k y operando por bloques para
comprobar que at,{ # 0 pivote
Ak = MkA con MK = Ek—l‘--El

k) significa de la matriz en el paso k-ésimo de bucle 2
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Ak = MkA con MK = Ek—l‘--El

1) 1)
a Ak
*
K
0 ak,)(
41,k
: *
k)
A1k
1 ai a1k
*
*
L akl akk
1
* * *
1
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Operamos por bloques el primero (se demostré que se podia hacer en
ejercicio 1 de entrega Tema?2):

1) 1)
aqq ay 1 aiil a1k
k) * 1 a a
0 a k1 kk

Tomando determinantes en tema 2 se recordé que detAB = detAdetB:
1) k)

ajq--ay = 1.0k #0

Luego aZz = 0 y se puede tomar como pivote para la siguiente iteracién
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‘('_Cuéntas descomposiciones LU existen para A?‘

La descomposicidn, si existe, es inica

Dem: Supongamos LiU; = A= LUs

det(A) = 5, = l.detU; #£ 0 = 3U; 1, ;1
Lty = Ut

La matriz del primer miembro es triangular inferior, con 1s en la diagonal,
y la del segundo es triangular superior, luego deben ser la identidad

Ly =1=Ly=14
UUl=1=U=U

Ejercicios 2-4
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i Cémo se resuelve?

En este caso, la resolucidn del sistema se convierte en dos subsistemas,
cada uno de ellos facilmente resoluble segtin lo visto en la introduccidn.

Au=b
L Uu =b
<~
z
Q@ [z=0b -
. . . . bi—> "1 iz
sistema triangular inferior: — z; = %
Q@ Uu==z s
. . . Zi—> i Uilj
Sistema triangular superior — uj = —==H22 5 [u
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Hasta ahora, hemos visto el caso de un sistema lineal cuya matriz A
admite una factorializacion LU.

@ Pero esto no era posible siempre
@ A admite factorializacién LU cuando dx # 0,Vk € {1,...,n}

@ A matriz inversible (sistema con solucién) que no verifica esto ;7

G.Rodriguez Velasco MN3 2021-22 65 /127



Seccién 3

Descomposicion PA=LU
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PA = LU

L: matriz triangular inferior, con 1s en la diagonal
U: matriz triangular superior

Si no es posible esta factorializacién, se debe a que algtin pivote a emplear
€s cero.

La idea es permutar filas para evitar que actiie como pivote

En este caso, también se permutan las correspondientes filas del vector

de términos independientes
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PA = LU

Comenzamos con un ejemplo para visualizar el proceso

1 2 5 1
Au=bconA=|-1 -2 0]yb=| 0
1 -11 -1

0 =0

Hacemos cero los elementos de la primera columna debajo de 1:
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PA = LU

Comenzamos con un ejemplo para visualizar el proceso

1 2 5 1
Au=bconA=|-1 -2 0]yb=| 0
1 -11 -1

0 =0

Hacemos cero los elementos de la primera columna debajo de 1:

2 5
22f +113f . : .
0 5 | No es posible hacer lo mismo en la siguiente
3af-113f
0 -3 -4
columna.
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PA=LU

1 2 5
00 5
0 -3 —4

Sin embargo, si se podrian permutar la segunda y tercera fila para
continuar el proceso (o en este caso, concluirlo):
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PA=LU

1 2 5
00 5
0 -3 —4

Sin embargo, si se podrian permutar la segunda y tercera fila para
continuar el proceso (o en este caso, concluirlo):

1 2 5

23 _

P30 -3 —4|=uU
0 0 5
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PA = LU

Usamos la notacién de la seccién LU:
1
1

-1

00
A1 = E1P1A con: E; = 1 0|ypP=pPl=y
01
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PA = LU

Usamos la notacién de la seccién LU:

1 00
Al=EPAcon:Ei=(1 1 0|yP =pPl=]
-1 0 1

A2 = E2P2A1 con: E2 =1 Yy P2 = P23

G.Rodriguez Velasco MN3 2021-22 70 /127



PA = LU

Usamos la notacién de la seccién LU:

1 00
Al=EPAcon:Ei=(1 1 0|yP =pPl=]
-1 0 1

A2 = E2P2A1 con: E2 =1 Yy P2 = P23

La inversa de una permutacién de filas es ella misma: (P¥)~1 = pPU

(entrega Tema 2)
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PA = LU

‘ PEP = E’ sigue siendo una matriz de tipo E‘

PEP = P(I + Ixe] )P = PIP + (Pl)(e[ P)

PIP =1
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PA = LU

‘ PEP = E’ sigue siendo una matriz de tipo E‘

PEP = P(I + Ixe] )P = PIP + (Pl)(e[ P)

PIP =1

k < i < j se permutan filas por debajo de la diagonal o fila k

Pl = I} vector de la forma: k primeras componentes cero, y el resto no
necesariamente, con las componentes i y j intercambiadas respecto a Ix (i
y j no son menores que k, porque se intercambian filas de la diagonal para
abajo, nunca hacia arriba que ya hemos .2rreglado”).
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PA = LU

‘ PEP = E’ sigue siendo una matriz de tipo E‘

PEP = P(I + Ixe] )P = PIP + (Pl)(e[ P)

PIP =1

k < i < j se permutan filas por debajo de la diagonal o fila k

Pl = I} vector de la forma: k primeras componentes cero, y el resto no
necesariamente, con las componentes i y j intercambiadas respecto a Ix (i
y j no son menores que k, porque se intercambian filas de la diagonal para
abajo, nunca hacia arriba que ya hemos .2rreglado”).

ekTP = ekT es la k-ésima fila de la matriz P o si se intercambian las
componentes i y j (debajo de la k) como ambas son cero, queda igual.
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PA = LU

U= Ay = EPEPA

U= E, PE1(P2 P,)P1A = EE{ PP A
E] E P

P = P,P,

E-1U=PA
L
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PA = LU

En general:

U = MA con:
M=E, 1P,_1....E1P{A

M es inversible:

@ det(M) =1 si hay un nimero par de permutaciones # 0

e det(M) = —1 si hay un nimero impar de permutaciones # 0

(determinante de producto: producto de determinantes). det(E;) =1y
det(P;)=-1Vi=1..n— 1.

|Au = b <= MAu = Mb|
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PA = LU

U = MA con:
M=E,_ 1P,_1....E1P1A

U = MA con:
M = En,1P,,,l....PQEl(PQPg)PlA =E,_1Py_1....P3 E2E{ P>P1A =
——

E
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PA = LU

U = MA con:
M=E,_ 1P,_1....E1P1A

U = MA con:
M = En,1P,,,l....PQEl(PQPg)PlA =E,_1Py_1....P3 E2E{ P>P1A =
——

Ey
= Ep_1Pn_1....P3E}(P3P3)P2P1A = Ep_1Pp_1....E5 P3P P1A =
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PA = LU

U = MA con:
M=E,_ 1P,_1....E1P1A

U = MA con:
M = En,1P,,,l....P2E1(P2P2)P1A =E,_1Py_1....P3 E2E{ P>P1A =
E*
2
= Ep_1Pn_1....P3E}(P3P3)P2P1A = Ep_1Pp_1....E5 P3P P1A =

= Ep_1Pn_1E] 5(Pr—1Pn-1)...P2P1A=E'Pp_1....P2P1A = E'PA
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PA = LU

U = MA con:
M=E,_ 1P,_1....E1P1A

U = MA con:
M = En,1P,,,l....P2E1(P2P2)P1A =E,_1Py_1....P3 E2E{ P>P1A =
E*
2
= Ep_1Pn_1....P3E}(P3P3)P2P1A = Ep_1Pp_1....E5 P3P P1A =

= Ep_1Pn_1E] 5(Pr—1Pn-1)...P2P1A=E'Pp_1....P2P1A = E'PA

E-1U=PA
L
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PA = LU

Estrategia de resolucién de sistemas

Sistema original
Au= b — PAu= L(Uu) =Pb

Si se permuta ahora el término independiente

Lw=Pb—>w
%
Uus=w —u

Como LU, se divide en dos sistemas ambos resolubles por remonte
(sustitucion)
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Algunas consideraciones

n*—n n(n—1)
3 2

o Gauss: divisiones

sumas y productos y

n(n—1)

Remonte: sumas y productos y n divisiones

Cramer: n! — 1 sumas (n — a)n! productos

n op. Gauss | op.Cramer
10 805 399167999
100 581550 ~ 10162

1000 | 668165500 | ~ 102573

@ En la practica no lo hemos usado, pero existen estrategias para elegir
pivote para evitar efectos como los vistos en T1 (aula Informatica)

Ejercicios 4-6
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Seccién 4

Factorializacién de Cholesky
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Cholesky

@ Particularizacion de lo anterior

@ Muy atil cuando se trabaja con sistemas que no sean compatibles
determinados como ahora (matrices no cuadradas)

Descomposiciéon de Cholesky

Au = b con A simétrica y definida positiva
JA = BBT con B matriz triangular inferior
Ademis, si b;; > 0 la descomposicién es tnica *

* no es la LU, no indica que haya 1s en la diagonal
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Cholesky

A es simétrica y definida positiva.

Si es definida positiva todos sus menores principales son positivos (luego
no nulos)

= 3dLU

A= LU ,h Vk e {1,..., n} tomamos el producto de los primeros bloques de
dimensién kxk y calculamos determinantes (tema2 y demostracién de LU):

k
0k = 1.H,-:1 uij = uij >0
>0
(se podria ver por induccién, también)

Intercalamos una matriz diagonal
una vez asegurado que existe y que es inversible:

D = diag(\/u11, ---\/Unn)
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Cholesky

Existe porque si uj; > 0 se puede calcular su raiz y se pueden invertir.

A= LU= (LD)(DU) =

v/ u11 VAL SR % Vin
H21 4/ U22 Vi ... V2n

Hn1 Hn2 Unn Unn

B C

Asi: A= LU = BC con B triangular inferior y C triangular superior
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Cholesky

A es simétrica, A= AT = AT = C"BT = BC

det(B) = det(BT) (tema?2). Por ser triangular, este determinante es igual
al producto de los elementos de la diagonal:

n
H v Ui 75 0=
1
By BT son inversibles y lo mismo ocurre con C:

AT =Cc"BT = BC
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Cholesky

A es simétrica, A= AT = AT = C"BT = BC

det(B) = det(BT) (tema?2). Por ser triangular, este determinante es igual
al producto de los elementos de la diagonal:

n
H v Ui 75 0=
1
By BT son inversibles y lo mismo ocurre con C:

AT =Cc"BT =BC
c'B'ct=8
G.Rodriguez Velasco
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Cholesky

A es simétrica, A= AT = AT = C"BT = BC

det(B) = det(BT) (tema?2). Por ser triangular, este determinante es igual
al producto de los elementos de la diagonal:

n
H v Ui 75 0=
1
By BT son inversibles y lo mismo ocurre con C:

AT =Cc"BT =BC
c'B'ct=8
G.Rodriguez Velasco
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Cholesky

i: matriz triangular superior con 1s en la diagonal
ii: matriz triangular inferior con 1s en la diagonal

Para que se de la igualdad, debe ser |
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Cholesky

i: matriz triangular superior con 1s en la diagonal
ii: matriz triangular inferior con 1s en la diagonal

Para que se de la igualdad, debe ser |

= =BTC1=(CT)'B=C=BT = |A=8BT|

y los elementos de la diagonal: b;j = /uji
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Cholesky

Unicidad de factorializacidon

Suponemos que hay dos distintas:
BlBlT =A= BngT
(b1)ii > 0; (b2)ii > OVi

G.Rodriguez Velasco MN3 2021-22 83 /127



Cholesky

Unicidad de factorializacidon

Suponemos que hay dos distintas:
BlBlT =A= BngT
(b1)ii > 0; (b2)ii > OVi

det(By) = det(B]), (k =1,2) = [17(b)i

Los elementos de la diagonal no son cero: se pueden invertir:
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Cholesky

Unicidad de factorializacidon

Suponemos que hay dos distintas:

BB = A=B,B]

(b1)ii > 0; (b2)ii > 0Vi

det(Bk) = det(B ), (k =1,2) = [Tj(bx)ii

Los elementos de la diagonal no son cero: se pueden invertir:

BiB] = A= ByB] = B,'BiB] =BJ
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Cholesky

Unicidad de factorializacidon

Suponemos que hay dos distintas:

BB = A=B,B]

(b1)ii > 0; (b2)ii > 0Vi

det(By) = det(B,Z—), (k=1,2) =T1I7(bx)ii

Los elementos de la diagonal no son cero: se pueden invertir:
BiB] = A= ByB] = B,'BiB] =BJ

By 'Br =B (B])™!
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Cholesky

Unicidad de factorializacidon

Suponemos que hay dos distintas:

BB = A=B,B]

(b1)ii > 0; (b2)ii > 0Vi

det(By) = det(B,Z—), (k=1,2) =TI7(bx)ii

Los elementos de la diagonal no son cero: se pueden invertir:
BiB] = A= ByB] = B,'BiB] =BJ

B, 'Bi1=Bj(Bf)!

Repitiendo el razonamiento anterior, vemos que ambos miembros son la
identidad:
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Cholesky

bt b2
A e

Estrategia de resolucién de sistemas

De nuevo es la misma: se resuelven dos sistemas triangulares:
Au=b—BBTu=b—
fhg

w
Bw=b—>w
B'lu=w-—u
G.Rodriguez Velasco MN3
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Sistemas Lineales. Métodos lterativos

Métodos Numéricos

Curso 2021-22
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Seccién 1

Idea general y conceptos
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Idea general y conceptos

iPara qué este tema?

Au = b se busca como limite de una sucesién de vectores (solucién
aproximada)

@ Si A es muy grande y tarda mucho en resolverse

@ Si por el tamafio de A o de sus elementos, se van acumulando errores
de redondeo

@ Si A tiene muchos elementos casi cero que den lugar a errores de
algoritmo
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Idea general y conceptos

{xk} con

@ X, arbitraria (convergencia mas répida si es mas préxima a la solucién)

® Xy+1 = Bxx + ¢ problema también lineal

B: matriz del método
c: vector del método
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Idea general y conceptos

{xk} con

@ X, arbitraria (convergencia mas répida si es mas préxima a la solucién)

® Xy+1 = Bxx + ¢ problema también lineal

B: matriz del método
c: vector del método

Se eligen a partir de A y b con los métodos de este tema.
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Idea general y conceptos

Un método es convergente si Vx, € R"” {x,} es una sucesién
convergente, es decir, 3 Iim {xx} = u
k—o0

Tomamos limites en xx411 = Bxx + ¢
u=Bu+c=(l-Blu=cx

B se elige de modo que | - B sea inversible y * y Au = b sean
sistemas equivalentes.
Método bien definido
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|dea general y conceptos

Error

El error en cada iteracion es:
€k = X — u

= (Bxk_l I C) = (Bu T C) = Bey_1

= B((Bxk_2+¢) — (Bu+c)) = B2e_3....= ex = Bke, =
El error depende de las potencias de B.

Para que haya convergencia ex — 0 = BX — 0

Son equivalentes:
@ Un método iterativo es convergente

e p(B) < 1, radio espectral o mayor de autovalores en valor absoluto
o J[[[ /MBIl <1
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Idea general y conceptos

En la practica:
@ B? — métodos de resolucién
@ ;qué B elegir entre los métodos?

@ comprobar si I-B es inversible y que los sistemas son equivalentes
método bien construido
@ comprobar si p(B) < 1o |||B]]| <1 (convergente)

Cuanto menor sea p(B) la convergencia es mas répida.
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Idea general y conceptos

Los métodos clasicos se basan en descomponer A= M - N con M
facilmente inversible (diagonal, triangular)
Au=b<= (M- N)u=b<+= Mu= Nu+ b=
u=M"Nu+M'b
—— ——
B c
| —-B=MIM-MIN=MYM-N)=M"TA

Método bien definido si M tiene inversa

G.Rodriguez Velasco MN4 2021-22 92 /127



Idea general y conceptos

En adelante conviene separar:

dil1 412 ain
dp1 a2 azn
A=
dnl ... dpn
ail 0 0
ax —axn 0
ann —dnl 0
0 —ap —ain
0 0 —don
F=|] _ " I[A=D-E-F
0 0
G.Rodriguez Velasco MN4
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Seccién 2

Método de Jacobi
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Jacobi

Como en Tema 3, primero vemos cdmo funciona y luego lo formalizamos

o de cada i-ésima ecuacién se despeja la i-ésima incdgnita
@ se parte de una solucién inicial x, — x1

@ se itera
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Ejemplo

Xo = 1, y¥o = 2 no son solucién.

5x4+2y =1
x—4y = 0
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Ejemplo

Xo = 1, y¥o = 2 no son solucién.

5x4+2y =1 }

x—4y = 0
o X = 1_52y+é}
y = X
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Ejemplo

Xo = 1, y¥o = 2 no son solucién.

5x4+2y =1 }

x—4y = 0
o X = ?y—i—% }
y = X
=4, 1 _
° ;1 B 11;5:4_0?25 0, 12 iteracién
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Ejemplo

Xo = 1, y¥o = 2 no son solucién.

5x4+2y =1 }

x—4y =0
) 1
o X = ; y+s }
y = X
_ -4, 1
o 1 T 5 G 0,6 12 iteracién

X2 = FYy+

1
5= B
y2 = 1(~0,6)=-0,15 2° iteracion
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Recuperando A=D - E-F: A= M — N — M = D ficilmente inversible

por ser diagonal, y N=E +F

Método de Jacobi

Matriz del método B = M~1N = D~1(E + F) : matriz de Jacobi, J
Vector del método: c = M~1b=D"1p
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Jacobi

Formalizacién del Método de Jacobi

Iteracion k-ésima + 1:

xk+1) = =D YE+ F)xY + Db
BxK)+c=M—1NxK)+M—1p

Componente i-ésima:
i—1

k+1) _ 1 k) k) k) 4 p.
X =g _Qﬂﬂ/_ X"+ bi
J:
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Seccién 3

Método de Gauss-Siedel
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Gauss -Siedel

Es similar pero seglin se determinan los valores, se usan en la misma
iteracién y no en la siguiente:

Xo = 1, Yo = 2 no son solucién.

5x4+2y =1
x—4y = 0
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Gauss -Siedel

Es similar pero seglin se determinan los valores, se usan en la misma

iteracién y no en la siguiente:
Xo = 1, Yo = 2 no son solucién.

5x4+2y =1 }

x—4y = 0
« X = 1‘s2Y+é}
y = zX
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Gauss -Siedel

Es similar pero seglin se determinan los valores, se usan en la misma
iteracién y no en la siguiente:

Xo = 1, Yo = 2 no son solucién.

5x4+2y =1 }

x—4y = 0
_ =2 1
° X = 1Ty+§ }
y = zX
o X1 = —4/54+1/5=-0,6

yi = 1/4(—0,6)=—0,15

que era el resultado de la 22 iteracién (se acelera)
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Gauss -Siedel

Es similar pero seglin se determinan los valores, se usan en la misma
iteracién y no en la siguiente:

Xo = 1, Yo = 2 no son solucién.

5x4+2y =1 }

x—4y = 0
_ =2 1
° X = 1Ty+§ }
y = zX
o X1 = —4/54+1/5=-0,6

yi = 1/4(—0,6)=—0,15

que era el resultado de la 22 iteracién (se acelera)

x2 = —2/5(—0,15)+1/5 = 0,26
v = 1/4(0,26) = 0,065
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Gauss -Siedel

Recuperando A = D - E -F:

Para identificar cada elemento recordamos:
Mx = Nx + b — M = D — E facilmente inversible por ser triangular, y
N=F

Método de Gauss-Siedel

Matriz del método B = M~IN = (D — E)~1F :
matriz de Gauss-Siedel, £;
Vector del método: ¢ = M~1b= (D — E)~1b
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Gauss-Siedel

Formalizacién del Método de Gauss-Siedel

Iteracion k-ésima + 1:

DXk+1) — b4+ EXk+1) + Xk) =
= (D — E)x*tD) = Fx¥) + b

Componente i-ésima:

i—1
k+1) k+1) k)
ajjX; = b,— Z ajj XJ — XJ
j=1 N~ —~—~
iteracion k+1 iteracion k

Ejercicio 1

G.Rodriguez Velasco MN4
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Seccién 4

Método de Relajacién
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Relajacién

@ Se trata en realidad de una modificacién de lo anterior

@ Busca convergencia mas rapida (matriz con menor radio espectral)

@ Para ello hace la media ponderada de la iteracién actual y la anterior
xk)métodg XKD 5 woxk D) (1 — w)xH)

w factor de peso
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Relajacién

Jacobi: xkt1) = wx'J(H) +(1 - w)xj)

Es decir:

i—1 n

w K) k) k)

; b,‘ — E a,JxJ — E a,JxJ +(1 — w)xl-
i j=1 j=i+1

*

Matricialmente:

wDTY(b+ (E 4 F)x¥)) + (1 — w)x¥

Juntando elementos con x*)

1—w

wD™! D+E+F|x®¥+wb b

Se usa poco
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Relajacién

Gauss - Siedel: xikH) = wx:(érsl) +(1- w)x,.k)

Es decir:

i—1 n
w k-+1) k) k)
o b; — E ajx; = E ajix;” | H(1—w)x;
" j=1 j=i+1

NV
*

Matricialmente:

X = wDH b+ Ex*)) + wD T FxK) 4 (1 — w)xH)

Juntando elementos con x**1) y multiplicando por D (para evitar la D™1):

(D — wE)x*™) = [D(1 — w) + wF] x*) + wb

G.Rodriguez Velasco MN4 2021-22 106 /127



Relajacién

Gauss - Siedel:
(D — wE)x*V) = [D(1 — w) + wF] x¥) + wb

Dividiendo entre w para evitar que b esté multiplicado por w y asi se
parezca al sistema que se busca, Bx = ¢ y poder identificar a B :

<D—E>xk+1)= [D(l_“> +F] X9 4+ b
w w

A=M-—-Nyaqui,| M==—E

€0

_ 1=

Comprobacién: M—N=2 _—F_-L2p_F=D-FE-F=A
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Relajacién

Entonces, el método es:

® X,

o XD = (2 _ FY"N[(D (122) 4 F) xK) + b]

w

L,,, matriz del método es

<D - E)l (D (1 _w> + F) =|(D-wE) ' [(1 ~w)D + Fu]

w w

Ejercicios 2a, 3 (también puede hacerse después de resultados de
convergencia)
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Seccidon 5

Métodos por bloques
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Métodos por bloques

Es andlogo a lo visto: A=D — E - F

A1 | A A1p

Axi | A | -+ | Agp
A=

Apl Ap2 e App

Se formula todo igual, ya que D (en este caso las matrices que ocupan la
diagonal, A;;) son inversibles i = 1,...p.
Desarrollo en problemas.
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Seccién 6

Convergencia de los métodos
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Convergencia

Hemos visto la formulacién de los principales métodos iterativos.
Ahora queremos saber de la forma mas 4agil posible si convengen.

e | — B inversible (o0 IM~1)

o p(B) <1 3I/NIBIIN<1

iSe puede hacer mas sencillo?

De forma general no, pero hay algunos resultados para determinados tipos
de matrices.
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Convergencia para método de Jacobi

Método de Jacobi
Si A (matriz original, no B) es diagonal estrictamente dominante,

(laiil > >_;.ilaj|) el método de Jacobi converge

Dem.
—ajj .. .
Jzol(E+F):>J,-j:{a” S”#J
0 sii=j
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Convergencia para método de Jacobi

Método de Jacobi

Si A (matriz original, no B) es diagonal estrictamente dominante,
(laiil > >_;.ilaj|) el método de Jacobi converge

Dem.

1 s
J=DE+F)=>Jj=9 2% "7
0 sii=j

|ajj]
J = max Y |Ji:| = max a
Il |||oosu\/ma ~ 1<i<n Z| il = 1<,<nzf,7,éj1 lai| 1<,<n ]a,,| 21,7&11’ il
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Convergencia para método de Jacobi

Es convergente si este valor es < 1 <= |a;i| > > /1 |aj|

i#j

(en realidad, con algin detalle vale como resultado también para el
método de Gauss Siedel) Ejercicio 3
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Convergencia para método de Relajacién

*El radio espectral de la matriz del método de relajacién p(L,) > |1 — w|
w # 0 = el método solo puede ser convergente para 0 < w < 2
(Gauss Siedel se considera relajacién con w = 1).

Dem.
D -
det(L,,) = det << - E> (”D + F)) -
w w determinante de producto
det (12D + F) B det (1=“D)
det ( — E) por ser matrices triangulares, Tema 2 det (g) -
- w) detD
17 =(1-w)"
ondetD
G.Rodriguez Velasco MN4
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Convergencia para método de Relajacién

Por otra parte, det(L,,) = [[{ Ai, con \; autovalores de L,
= [[I Al =11-w|]" =

p(L.) > (I INDY" =11 - wl

Es decir, solo es condicién necesaria. Ejercicios 4 y 5
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Convergencia para sistemas con matrices simétricas y

definidas positivas

Si A es hermitica (simétrica en R) y definida positiva con A = M-N, M
inversible, si MT + N es definida positiva y simétrica : | p(M~IN) < 1=
el método definido con B = M~N es convergente

* este resultado vale para todos los métodos, aunque lo usaremos como
necesario para el siguiente resultado sobre Gauss Siedel
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Convergencia para método Gauss -Siedel

Si A es matriz hermitica (simétrica si es real) y definida positiva, y
0 < w < 2, el método de relajacién y en concreto Gauss Siedel, es
convergente.

Dem.

A:M—N:<<5—E>—<1;wD+F>>,w7A0(i)

A es hermitica (simétrica en reales) =
A=D-E-F=A*=D"—E*— F* (ii)
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Convergencia para método Gauss -Siedel

Si A es matriz hermitica (simétrica si es real) y definida positiva, y
0 < w < 2, el método de relajacién y en concreto Gauss Siedel, es
convergente.

Dem.

A:M—N:<<5—E>—<1;wD+F>>,w7A0(i)

A es hermitica (simétrica en reales) =
A=D-E-F=A*=D"—E*— F* (ii)
De (ii): D= D*; E = F*
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Convergencia para método Gauss -Siedel

Si A es matriz hermitica (simétrica si es real) y definida positiva, y
0 < w < 2, el método de relajacién y en concreto Gauss Siedel, es
convergente.

Dem.

A:M—N:<<5—E>—<1;wD+F>>,w7A0(i)

A es hermitica (simétrica en reales) =
A=D-E-F=A*=D"—E*— F* (ii)
De (ii): D= D*; E = F*

De (i):
D 1-— D 1-— 2 —
M4N==_—F+—2pDyF==_F+-——pyF=="""p

w w w w w
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Convergencia para método Gauss-Siedel

2_
M +N=""%p
w

D es definida positiva (por serlo A, ver algebra Lineal)
= M* 4+ N es definida positiva para valores 0 < w < 2

Como es definida positiva: = 0 < w < 2
Teorema de Ostrowski-Reich

Ejercicios 6 y en adelante
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Seccién 7

Test de parada
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Test de parada

Cuando un método iterativo es convergente, la solucién es [lim x, = u,
k

—00
pero en la practica no seguimos hasta el infinito sino que se aplica un

ndmero finito de veces.  Cédmo hacerlo para tener una aproximacién
razonable?

Idea para definir test de parada

Queremos determinar n / x, sea una buena aproximacién a u, solucién del
sistema.

Entendemos por "buena” error relativo < e:
[[xk — ull

|ul]

El problema es que es una expresién tedrica. No conocemos u.
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Test de parada

Definicién: ri residuo en la iteracién k: Au — Axx = A(u — xk)

Il _ [1AC = )l
16l [|bl] = [|Au]

Vemos como se aplica en cada método

<e=||nl <e
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Test de parada

Jacobi:
Se despejaba en la ecuacién i-ésima la variable i-ésima o de forma
matricial:

DXk_H:b+(E+F)Xk:b—AXk—|—DXk:

* como queremos que aparezca rx hay que hacer que aparezca en la
expresion A (en lo que habia, falta D). Al introducirlo, aparece un Dxy que
no estaba originalmente, por lo que se compensa con el Gltimo término
para mantener la igualdad.

=re + Dxy = ‘ rk = D(Xk+1 — Xk) ‘ii)

(Au = b; re = Au — Axy)
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Test de parada

Es decir, tenemos el sistema: D dy = ry i)
con dj diferencia entre términos consecutivos: xxi1 = Xk + di

PASOS:
@ se calcula rg (rg); = bi — ZJ'-’ZI a,-jxjk
rk
o se resuelve i) df = -~
ajj

@ iteracion siguiente ii) x,.kJrl = xk + dk
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Test de parada

Relajacidn:
Entra aqui Gauss Siedel tomando w = 1.

D 1—
(—E)Xk+1:(wD—|—F>Xk+b:
w w

De nuevo, tratamos de que aparezca lo que definimos como residuo:

D D D
k1 = Exir1 — Dxic+ Fxic + — xie + b= Fie + R

Llamamos 7, no exactamente al residuo, sino al valor:
b— ((D— F)xx — Exk+1)
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Test de parada

Asi:

. D .
—Xk41 =tk + — Xk = D(Xk+1 — Xk) = rw
w w
Con esta definicién "modificada” del residuo, sigue siendo vilido el test:

I7ic]l < €| b]]
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Test de parada

PASOS:
. ji— k+1 k
e se calcula 7: (%) = b — Z}:i aij X ) Do aij xj)
~— ~—
E D—F
) Nk wFE
@ se resuelve el andlogo a i): d = —~
ajl

@ iteracidn siguiente, andlogo a ii): xik+1 = x,-k + d,-k

G.Rodriguez Velasco 127 /127



	Introducción
	Error de almacenamiento: números máquina
	Propagación de errores.  Errores debidos al algoritmo
	Introducción
	Normas Matriciales
	Condicionamiento de una matriz
	Idea general y conceptos
	Descomposición LU
	Descomposición PA=LU
	Factorialización de Cholesky
	Idea general y conceptos
	Método de Jacobi
	Método de Gauss-Siedel
	Método de Relajación
	Métodos por bloques
	Convergencia de los métodos
	Test de parada

