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1. INTRODUCCION

1.1. Historia de la Teoria de Control

El desarrcllo sistematico de la Teoria de Control se iniciod
en Estados Unidos alrededor de 1930 en el campo de la ingenieria
mecanica y eléctrica. Hasta 1940, aproximadamente, los sistemas
de control construidos eran sistemas de regulacién: la velocidéd
de un motor o de una turbina hidraulica debian ser mantenidos en
un entorne de un valor constante. Los disenos trataban de evitar

inestabilidad.

Durante la segunda guerra mundial aparecieron sistemas de
control en los que la transicién era mas importante gue la
guietud: es la clase de los servomecanismos, sistemas de
persecucién. Por ejemplo: el sistema de control para un arma de
fuego requerida para alcanzar un objetivo movil, con la ayuda de
un radar. Se descubrid que gran parte de la teoria hnecesaria para
el disero de tales sistemas ya habia sido desarrollada en el
campo de la ingenieria de la comunicacion. Aparece la llamada
Teoria Clasica de Control, basada fundamentalmente en el dominio
frecuencia. Se comprobo gue las ecuaciones diferenciales o en
diferencias que describian la dindmica del sistema eran a menudo
intratables, pero pasando al dominio frecuencia a través de la
transformada de Laplace o z-transformada, se producian resultados
algebraicos a partir de los cuales se podian inferir

caracteristicas del sistema. Sin embargo, esta teoria presentaba



serias limitaciones pues restringia el estudic a sistemas
lineales, con una sola variable de entrada y una de salida, e
invariantes en el tiempo. Por otra parte, habia que considerar,
en determinados problemas, otros criterios gue valorasen la

evolucién del sistema.

Loes conceptos de controlabilidad y observabilidad
introducides por Kalman (1960), asi come los métodos de
optimizacién de Bellman (1957) y Pontryagin (1962) fueron el
origen de lo gque se conoce como Teoria Moderna de Control o
Teoria del Control Optimo, basada en la descripcidon de un sistema
segun el enfogue del espacio de estados. Los nuevos avances y
sus aplicaciones no caian sélo en el campo de la ingenieria, sino
también en el de la economia, biologia, medicina y ciencias
sociales. En esos anos tuvieron lugar las aplicaciones mas

importantes del control optimo al programa espacial americano.

En Economia, aparecen en los anhos cincuenta y sesenta de
este siglo algunas aportaciones gue utilizan Teoria de Control,
aungue se trata de contribuciones aisladas. En los anos sesenta
se utilizan ya sistematicamente técnicas de Control Optimo en la
investigacion de la Teoria de Crecimiento. A partir de 1970 hay
ya gran interés por la Teoria de Control en distintos campos de
la Economia, tanto en trabajos teodricos como empiricos y desde
entonces proliferan los trabajos sobre el tema, gue ha sido el
instrumento basico para describir el comportamiento de individuos

y empresas cuando la actividad econdmica se desarrolla a través

del tiempo.



En Economia de la Empresa se utilizan estas técnicas, con
muy buenos resultados, para el estudio de problemas como, por
ejéemplo, control de inventarios, seleccién de inversiones,
mantenimiento y reemplazamiento de madquinas, planificacién de la
produccidén, etc., todo ello desde la segunda mitad de los afhos

setenta.

En Macroeconomia hubo, en los afios setenta, gran interés por
la utilizacién de la Teoria de Control (Kendrick (1976) analiza
alrededor de noventa aplicaciones). En dicha década, la
modelizacidn econométrica y la Teoria de Control alcanzan un alto
grado de madurez y, al mismo tiempo, habia importantes apoyos de
software que permitian tratar problemas con altos requerimientos
computacionales. A finales de la década de los setenta se atenud
el entusiasmo inicial de la Macroeconomia por el Control Optimo,
a partir de criticas, procedentes de la escuela de la Nueva
Macroeconomia Clasica, a su utilizacién en el analisis de
politicas alternativas en modelos econométricos.
Paraddjicamente, sin embargo, métodos de Teoria de Control,
aungue utilizadgs en un contexto diferente, constituyen hoy dia
el principal instrumento matematico de la Nueva Macroeconomia
Clasica. La utilizacién de estos métodos de anadlisis hace
posible tener en cuenta la conocida critica de Lucas a la
practica de la Econometria en algunos modelos. Por tanto, ya sea
en el tratamiento "tradicional" o en el tratamiento "nuevo", los
métodos de Teoria de Control son ampliamente utilizados en el

analisis macroecondémico actual. En la literatura econbdmica se



habla cada vez con mas insistencia de la Economia Dinamica, en
la cual el instrumento matemdtico fundamental es la Teoria de

Control.

1.2. Control estocastico

Coﬂ las teorias deterministicas de sistemas dinamicos vy
control éptimo, ¢no es suficiente para tratar los problemas que
se presentan al ingeniero, economista o bidlogo?. (Por qué hay
gque ir mas allad y proponer modelos estocastices, con los
correspondientes conceptos de estimacién y control basados en
estos modelos?. Para responder a estas preguntas, examinemos

previamente lo gue proporcionan las teorias deterministicas.

Dado un sistema dinamico gue se pretende estudiar, sea una
economia nacional, un proceso guimico o una nave espacial, lo
primero gue se intenta es construir un modelo matematico gue
represente adecuadamente los aspectos fundamentales del
comportamiento de dicho sistema. A través de observaciones,
leyes fundamentales y pruebas empiricas, se trata de establecer

las relaciones entre ciertas variables de interés, entradas y

salidas del sistema.

Con el modelo matematico y los instrumentos proporcionados
por la teoria de sistemas dindmicos y la de control, se investiga

la estructura del sistema y los modos de respuesta. Si se desea,



se pueden disefiar compensadores gue alteren las caracteristicas
del sistema y controles qgue proporciones entradas apropiadas para

generar respuestas del sistema deseadas.

El comportamiento real del sistema se conoce a partir de

observaciones, gue dependen de ciertas variables de interés.

Hay tres razones basicas p&r las gque los sistemas y teorias
de control deterministicas puede ser gue no proporcionen un
tratamiento suficiente: 1*) Ningin modelo matematico de un
sistema dinamico es perfecto. Normalmente en el modelo
matematico s6lo se recogen los aspectos fundamentales del
comportamiento del sistema, por 1o gue algunos efectos no
aparecen en la formulacién. Ademas, los efectos gue aparecen en
el modelo son necesariamente aproximados al expresarlos en
términos matematicos. 2*) A menudo, los sistemas dinamicos son
dirigidos no sdélo por las variables de entrada al sistema, sino
también por perturbaciones gue no se pueden controlar ni
modelizar en terminos deterministicos. 3%) En ocasiones, las
observaciones no propercionan conocimiento perfecto o completo

sobre el estado del sistema.

1.3. Lineas generales de este trabajo

En este trabajo se pretende dar una vision general de la

Teoria de Control Estocastico. Tenemos gue senalar desde el



principioc que tal visidén no puede ser exhaustiva, teniendo en
cuenta la encrme cantidad de libros y articulos gque existen sobre
el tema. Trataremos de ir destacando algunos de los problemas

y resultados fundamentales en este campo.

Comenzaremos, en el apartado segundo, estudiando el control
estocastico en tiempe continuo, en donde se formula el problema
y e llega a la generalizacién de la ecuacidén de Hamilton-Jacobi-
Bellman-para este caso. En el apartado tercero se considera el
caso de tiempo discreto, formulando el problema, revisando los
casos de informacion completa e incompleta y estudiando el

problema de estimacién, como aspectos mas importantes.

2. CONTROL ESTOCASTICO EN TIEMPO CONTINUO

En control deterministicco en tiempo continuo existen dos
metodologias fundamentales: la del principio del maximo de
Pontryagin y la del principio de optimalidad de Bellman, siendo
la primera de ellas mas utilizada que la segunda. De hecho, el
principio del maximo aparece originalmente para resolver
problemas de control en tiempo continue, generalizandose
poséeriormente para la solucion de problemas formulados en tiempo
discreto, mientras gue el principio de optimalidad se disena
inicialmente en tiempo discreto, generaliiéndose mas tarde al

caso continuo,




En control estocastico, tanto en tiempo discreto como en
tiempo continuo, la metodologia fundamental es la de Bellman,
aunque existen diferentes versiones estocasticas del principio

del maximo.

En este apartado vamos a partir del problema deterministico
y su solucién en la metodologia de la programacién dinadmica de
Bellman, pasandc a continuacién a la formulacién del problema
estocastico correspondiente y la generalizacién a este caso del

resultado obtenido en el problema deterministico.

2.1. El caso deterministico

Enunciado del problema

El problema es:

MIN [ gly(t),x(t),t] 4t + n[y(T)]

sujeto a: dy/dt = f[y(t),x(t),t]
y(0) = y,, dado
x(t) ¢ X, para cada t ¢ [0,T]

en donde para cada t, y(t) es el vector de estado (n-
dimensional)
x(t) es el vector de variables de

control (m-dimensional).




Observaciones:

(1) Si el problema es de maximizar, en lugar de minimizar,
se puede expresar de la forma enunciada anteriormente, sin mas

gue cambiar el signo del funcional objetivo.

(2) En la literatura de Teoria de Control se utiliza
normalmente la notacidén x(t) para el estado del sistema y u(t)
para el'bontrol, en cambio en la literatura econdémica, sobre todo
en la econométrica, se acostumbra a utilizar la notacidn gue
seguimos en este trabajo: y(t) para el vector de estado, xX(t)

para el vector de control.

Solucién al problema:

Vamos a resolver el problema, utilizando la Programacion
Dinamica.

Definimos la funcién valor:

V(y,t) = MIN [T g(y(7),%(7),7}dT + h{y(T))

XEX
con y(t) =y
siendo dy/dTr = f[y(7),%x(7),7), en el intervalo {t,T).

Entonces, la funcidén valor verifica la ecuacién de Hamilton-

Jacobi~-Bellman:

0 = V,(y,t) + MIN [g(y,x,t) + V (y,t) £(y,x,%)]

xeX




con la condicién terminal V(y,T) = h(y).

Aungue no vamos a demostrar formalmente dicha ecuacidn,
vamos a seguir un razonamiento gue nos ayude a ver cdmo se llega

a ella.

Sean (y,t) fijos. Consideramos t + At, con At > 0,
"pequefio®. Suponemos que la funcidén valor es conocida en t + At
y vamos un paso hacia atras en el tiempo, como si fuera tiempo

discreto:

V(y,t) = MIN {g(y,x,t)At + V(y+Ay, t+it)] =

XeX

= MIN [g(Y,%,t)At + V(y+£(y,x,t)At, t+At))

XeX

Pero, utilizando la férmula de Taylor:
V(y+£(y,x,t)At, t+At) = V(y,t) + V (y,t)At + v;(y,t) f(y,x,t)At
por lo que:

V(y,t) = MIN {g(y,x,t)at + V(y,t) + V (y,t)4t +
XeX

+V,(Y,£) £(y,%,t)At)

En el segundo miembro, sacamos del corchete los sumandos gue

no dependan de X.

Wyt = Yyt + VY (Y, t)At + MIN [g(y,x,t)At +
+ V (th) £(y,x, t)At}
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Dividiendo los dos miembros por At, queda finalmente:

0 = V(y,t) + MIN [g(y,x,t) + V (y,t) £(y,%,t)]

XeX

gque es la ecuacidon de Hamilton-Jacobi-Bellman.

De la definicién de funcién valor se obtiene inmediatamente

que:

V(y,T) = h[y].

Ejemplo:

MIN 1/2 [ (y'Qy + x'Rx)dt
con dy/dt = Ay + Bx

siendo Q matriz simétrica dada definida o semidefinida positiva
R matriz simétrica dada definida positiva

A y B matrices dadas.
La ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman es:
0 =V, (y,t) + :m: [1/2 y'Qy + 1/2 X'Rx + V,(y,t) (Ay+BX)]
con V(y,t) = 0.

Establecemos la suposicion de que la solucidn a esa ecuacioén

es de la forma V(y,t) = 1/2 Y'P(t)y, en donde P(t) es una matriz '

simétrica n-dimensional. Sustituyendo en la ecuacién de

11



Hamilton-Jacobi-Bellman, obtenemos:
0 = 1/2 y'dP/dt y + MIN [1/2 y'Qy + 1/2 x'Rx +
X
+ 1/2 y'P(t) (Ay+Bx)) (*)

El minimo con respecto a x se obtiene resolviendo:

X'™R + y'P(t)B = 0O - x = - R'B'P(t)y

Sustituyendo en (*) y, teniendo en cuenta que:

Y'P(t)ay = 1/2 y' (P(t)A + ATP(t))y

;obtenemos:

0 = y' [dP/dt + Q + P(t)A + A'P(t) - P(t)BR'B'P(t)]y
es decir:

-dP/dt = P(t)A + ATP(t) - P(L)BR''B'P(t) + Q

con P(T) = O

gue es una ecuacion de Riccati.

2.2, El caso estocastico

Vamos a partir del problema de control deterministico y
construir el problema de control estocastico correspondiente,
viendo las dificultades gue van surgiendo y la forma en que se
van superando. Llegaremos, entonces, a la formulacién del
problema de control estocastico en tiempo continuo. Deduciremos,

finalmente, la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

correspondiente al problema.

12



Antes de comenzar con ese estudio vamos a ver algunas
consideraciones sobre procesos estocadsticos, que utilizaremos

posteriormente.

Aspectos previog: a) Analisis de procesos estocasticos.

Para analizar sistemas dinamicos entre cuyas variables de
entrada aparecen procesos estocasticos, es necesario desarrollar
el analisis de dichos procesos. Se necesitan conceptos como
continuidad, derivada e integral de un proceso estocastico.
Existen diferentes topologias, dependiendo del concepto de

convergencia del gue se parte.

Hay tres tipos fundamentales de convergencia: en
probabilidad, casi segura (o con probabilidad uno) y en media

cuadratica.

* La sucesién {z (w))} converge a z(w) en probabilidad,
sl para cada ¢ > 0, se verifica que:

lim P {w: |z (0) = z(uw)]| 2 e) = 0.
r!-.ﬂ

* La sucesion (2 (w)} converge a z(w) casi seguro (o con
probabilidad uno), si:
P {w: lim 2z (v) = 2(v)} = 1,
e
* La sucesién (z,(w)} converge a z(¢) en media

cuadratica, si se verifica que:

13




lim E(z, - 2} = lim fo [2,(0) - 2(©)}% P(de) = O,
neo o

Un resultado conocido es que la convergencia casi seguro
implica convergencia en probabilidad y, también, la convergencia

en media cuadratica implica convergencia en probabilidad.

Tras eledir un concepto de convergencia, se pueden definir
los conceptos de continuidad, derivabilidad e integrabilidad de
procesos estocasticos. ¢Cuil es el concepto de convergencia mas
adecuado?. A la vista de los resultados comentados en el parrafo
anterior, es claro que habria que descartar la convergencia en
probabilidad, por ser el tipo méds restrictivo. Desde el punto
de vista conceptual, 1la convergencia casi segura seria mas
interesante, pero presenta dos dificultades: por una parte, para
procesos en tiempo continuo hay determinados conjuntos
importantes gue no son medibles, por lo gue no se les pueden
asignar probabilidades, por otra parte, da lugar a un analisis
complicado. La convergencia en media cuadratica no presenta esas

dificultades, por lo que es el concepto usualmente utilizado.

Por tanto, se pueden definir, para (2(t), t ¢ T) proceso

estocastico, con E z%(t) <o, ¥t ¢ T, los siguientes conceptos:

* Diche proceso estocastico es continuo en media
cuadratica en el instante t, si se verifica que:

l.m.c. z(t+h) = z(t) « lim E[z(t+h) - z(t})? = 0.
=0 b0

14



en donde l.m.c. es la notacidén que significa limite en media

cuadratica.

Una condicion necesaria y suficiente para que el proceso
estocastico sea continuo en media cuadratica en t € T, es gque su
funcién valor medio sea continua en t y su funcién covarianza sea

continua en (t,t).

* ° Dicho proceso estocastico es diferenciable en media
cuadratica en el instante t € T, si existe el siguiente limite
en media cuadratica:

z(t+h)-z(t) z{t+h)-z(t)

1.m.c. = z/(t) = lim E - z'(t){% = 0.
=0 h b0 h

Si el proceso es diferenciable en media cuadréatica en t,

entonces es continuo en media cuadratica en t.

Una condicion necesaria y suficiente para que el proceso
estocastico sea diferenciable en media cuadratica en t e T es
gue la funcion valor medio sea diferenciable en t y la derivada

segunda de su funcidn covarianza exista en (t,t).

* Sean a, b ¢ T, con a £ b,
Sea a = t, < t, € vvein < t, = b una particién en
[a,b], con p = max (t,,, - t;,, para i = 0,1,...,n-1},
t’. e [t,,t,,,). El proceso estocastico {(z(t), t ¢ T} es
integrable Riemann en media cuadratica en [a,b], si existe el

siguiente limite, gue define la integral:

15



n+1
l.m.c. £ 2(t’) [t,, -] =2 z(t)at =
g0 i=0
n-1 b )
- i%m E(?.oz(t"') [ty = 1 = [ z2(t)dt)? = o.

Una condicién necesaria y suficiente para gue {z(t), t ¢ T}
sea integrable Riemann en media cuadratica en [a,b] ez que la
funcién valor medio sea integrable Riemann en [a,b] y que la

funcién covarianza sea integrable Riemann en [a,b] x [a,b].

Aspectos previos: b) El proceso de Wiener o movimiento

Browniano

Se trata de un proceso estocastico muy importante, gue nos
va a aparecer en cuanto estudiemos sistemas dinamicos

estocasticos, por lo que vamos a recordarlo a continuacion.

En 1827 Robert Brown comprobd que particulas muy pequenas,
con diametros del orden de 0.001 mm., sumergidas en un fluido,
tienen un movimiento muy irregular. En 1905 Einstein demostro
que el movimiento podia ser explicado, suponiendo que era causado
por colisiones con moléculas del fluido. E1l mismo hizo un modelo
matemédtico del fendémeno y presentd un analisis gue le permitia
determinar el numero de Avogadreo, analizando el movimiento
Browniano. Un andlisis matemdtico riguroso del proceso fue hecho

por Wiener en 1923.

le



Axiomadticamente, el movimiento Browniano o proceso de Wiener
{W(t), t 2 0}, puede ser definido por las siguientes condiciones:

1. W(0) = 0

2. Para cada t, W(t) es normal

3. Para cada t, EW(t) = 0

4. El proceso tiene incrementos independientes
estacionarios, lo cual quiere decir que verifica las
dos propledades siguientes:

- 4.a. Para 0 S t, < t, < ... < t, cualesquiera, se
verifica que W(t,) - W(t,,), W(t_y) =~ W(t.,),
ooy WL, - W(t)., Wty son mutuamente
independientes (por cumplir esta propiedad, W(t)

es un proceso con incrementos independientes).

4.b. Para 0 £ t < s, cualesquiera, Be verifica gue 1la
distribucidén de probabilidad de W(t) =~ W(s)
depende exclusivamente de t-s (por lo cual, W(t)
es un proceso que tiene incrementos

estacionarios).

Al tratarse de un proceso normal, el proceso de Wiener puede
ser completamente caracterizado por sus funciones valor medio y

covarianza. Se comprueba facilmente que:

m(t) = EW(t) = 0, para cada t.
Var W(t) = ct
Cov [W(s), W(t)) = ¢ min(s,t) (c se 1llama parametro

varianza).

17




Si ¢ =1, se dice que el proceso de Wiener es standard. En

lo que sigue supondremos que ¢ = 1.

El proceso de Wiener tiene algunas propiedades interesantes,
como las siguientes: es continuo en media cuadratica en [0,w),
es integrable Riemann en media cuadratica en cualquier intervalo
[a,b) contenido en [0,®), no es diferenciable en media cuadratica
en ningin punto. Ademas, las funciones muestrales (W { ,0)}, que
dependen del tiempe, son continuas con probabilidad uno, no son
derivables con probabilidad uno en ningun puntoc y no son de

variacién acotada, con probabilidad uno.

Aspectos previos: c) La integral estocastica de Ito.

La integral jf g(t) dw(t), en donde g(t) es una funcién
deterministica de variable real y (W(t)) es un proceso de
movimiento Browniano fue introducida por Wiener y se 1llama
integral de Wiener. Dicha integral fue (generalizada
posteriormente por Ito, para el caso en gue la funcién

g(t) = g(t,v) es aleatoria, en el siguiente sentido:

Supongamos que la funcién aleatoria g(t,w) definida en [a,b]

verifica las siguientes condiciones:

(a) g(t,v) es no anticipativa respecto de W(t), lo cual gquiere
decir que g(t,®) es independiente de (W(t,) - W(t) :
as<ts<t £t <Db), para todo t[a,b]

18



(b)

JP Elg(t,0))? 6t < w,

Consideramos una particién en [a,b]:

a=t <t <... <t =Db, yseap=max (t,, - t,).
' i

En estas condiciones, la integral estocastica de Ito se

define como:

n-1
[ g(t,e) aw(t) = 1l.m.c. Z g(t;0) [W(ty,) - W(EDI.
#0 . \

Es de destacar el hecho de que en cada subintervalo

[t;, t, ] de la particién, se sustituye la funcidn en el extremo

inferior t; del subintervalo. El valor de la integral depende

del punto en gue se sustituya la funcion (si se sustituye en el

punto medio de cada subintervalo se obtiene la integral de

Stratonovich gue es distinta a la de Ito).

La integral estocastica de Ito cumple las siguientes

propiedades:

E [P g(t,e0) dW(t) = 0
E[ [P £(t,0) aw(t) [P g(t,e) aW(t)] =
= [P E[f(t,0) g(t,0)] dt

La integral de Ito no cumple las formulas habituales de

integracién.

Asi, por ejemplo:

[ 2 w(t) aw(t) = 1/2 (W¥b) - W(a)] - 1/2 (b-a)

19




Sistemas dinamicos estocasticos en tiempo continuo

Antes de 1llegar a formular el problema de control
estocastico en tiempo continuo, vamos a construir un modelo
estocastico, anadiendo perturbaciones aleatorias a una ecuacién
diferencial ordinaria. No consideramos todavia el funcional

objetivo, ni siguiera variables de control.

Partimes de un modelo deterministico, descrito por 1la
ecuaciédn diferencial ordinaria:

dy
— = £(y,t)
dat

En un primer intento para obtener un modelo estocastico,

parece natural considerar la siguiente ecuacidn:

dy

E; = f(y,t) + v(y,t) (*)
en donde (v(y,t), t € T} es un proceso estocastico, de media cero
(no hay ninguna pérdida de generalidad con esta suposicién, ya
gue una media no nula siempre se puede tener en cuenta, cambiando
adecuadamente la funcidén £f). Otras propiedades que parece logico

exigir al proceso estocastico son las siguientes:

a) Que para y,, Y, si t * s, sean v(y,,t) ¥y Vv(y,8)
independientes ya gque, si no fuera asi, la distribucién de
probabilidad de dy/dt dependeria no sdlo del estado en que se
encuentra el sistema, sino también de la forma en gue se alcanza

dicho estado y, en tal caso, no cumpliria la propiedad de Markov.
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b) Ya que vamos a trabajar en media cuadratica, es natural

exigir gque el proceso tenga varianza finita.
c) Que sea continuo en media cuadratica.

Se demuestra gue si el proceso estocastico {v(y,t), t € T)
cumple las propiedades enunciadas, verifica que E v¥(y,t) = 0, es
decir, es cero en media cuadratica, lo que supone gue no tendra
ninguna "influencia en las soluciones de la ecuacidén diferencial
(*), por lo que este intento de construir un modelo estocastico

vemos gque no conduce a nada.

En vista de gue de esta forma directa no se consigue un
sistema estocastico adecuado, vamos a afrontar la construccioén
aproximando la ecuacién diferencial de partida por una ecuacién
en diferencias finitas. Consideramos:

y(t+h) - y(t) = £(y,t)h + O0(h).

Dividiende ambos miembros por h, y tomando limites cuando h

tiende a cero, obtenemos la ecuacion diferencial de partida.

Pasamos a una ecuacion en diferencias estocastica, anadiendo
una pertubacién estocastica de la forma:

y(t+h) - y(t) = £(y,t)h + v(t+h) - v(t) + 0(h)
en donde {(v(t), t ¢ T) es un proceso estocastico, con incrementos
independientes, de media cero y tal que 1la distribucidn
condicional de v(t+h) - v(t), dado y(t) es normal, de media cero
y desviacién tipica o(y,t), por lo que podemos poner:

v(t+h) = v(t) = o(y,t) [W(t+h) - W(t))
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en donde (W(t), t € T) es un proceso de Wiener con parametro

varianza igual a la unidad.

Obtenemos, por tanto:

y(t+h) = y(t) = £(y,t)h + o(y,t) {W(t+h) - W(t)] + O(h).

Ahora habria que dividir por h y tomar limites cuando h
tiende a cero, pero no podemos hacer eso pues la derivada del
proceso -de Wiener no existe. Hacemos tender h a cero,
simplemente y obtenemos la siguiente expresién formal:

dy = f(y,t)dt + o(y,t)dw
gue se llama ecuacidén diferencial estocastica. El significado
de dicha expresion formal es el siguiente:

y(t) = y(to) + [0 £(y(m),mar + [} o(y(r),1)au(r)
siendo la primera una integral de Riemann en media cuadratica y

la segunda una integral estocastica de Ito.

Senalemos dos resultados fundamentales:

1. Hay un teorema que dice que si £ y ¢ son Lipschitzianas
en y, entonces la ecuacidén diferencial estocastica
tiene una solucién Unica, determinada por la condicidn

inicial y(t,).

2. Regla de diferenciacion de Ito:
Consideramos la ecuacion diferencial estocastica:
dy = f(y,t)dt + o(y,t)dw.
Sea ¢(y,t) continuamente diferenciable en t y dos veces

continuamente diferenciable en y.
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Entonces:

d¢ = [¢, + ¢7yf +1/2 t (¢, © o')}dt + ¢’ o aw.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el problema de

control estocastico en tiempo continuo.

Enunciado del problema de control estocastico en tiempo continue

El problema es:
MIN E([ )] gl{y(t),x(t},t)dt + h{y(T)))

sujeto a: dy(t) = f{y(t),x(t),t)}dt + o[y(t),tldW(t)

y(0) = y,, dado

x{(t) € X, para cada t ¢ [0,T)
en donde para cada t:
- y(t) es el vector de estado (n-dimensional)
- %x(t) es el vector de variables de control (m-dimensional)
- {(W{t)) es un proceso de Wiener con parametro varianza

igual a la unidad.

Soluciédn del problema:

Comc en el caso deterministico, vamos a utilizar 1la.

Programacién Dinamica.

Definimos la funcidén valor:

V(y,t) = MIN E([.7 gly(7),x{1),7]d7 + h{y(T)])

xeX
con y(t) =y
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siendo dy(1) = £[y(1),x(1),71d7 + o[y(1),7)aW(1), en

el intervalo [t,T].

Entonces, la funcién valor verifica la ecuacidn de Hamilton-

Jacobi-Bellman, que para el caso estocastico, es la siguiente:

0 =V(y,t) +1/2 t VW o ¢ + MIN [g(y,x,t) + Vy(y,t) £(y,x,t)]

xeX

con la condicion terminal V(y,T) = h(y)}.

Vamos a seguir un razonamiento paralelo al seguido en el
caso deterministico, dque nos ayude a ver coOmo se llega a la

ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Sean (y,t) fijos. Consideramos t+At, At > 0, "pegueno".
Suponemos que la funcién valor es conocida en t+At y vamos un

paso hacia atras en el tiempo, como si fuera tiempo discreto:

V(y,t) ® MIN (E{g(y,x,t)At + V(y+Ay,t+At)])

xeX

pero, aplicando la regla de diferenciacidén de Ito, se obtiene:

V(y,+Ay,t+it) = V(y,t) = V (v, )bt + V (v,t) £(y,x,t)it +
+ 1/2 £ (V, 00" )AL + V(Y. t)ohw
por.lo que:

V(y,t) = MIN (E{g(y,x,t)dt + V(y,t) + V. (y,t)At +

xeX
+ V(Y,t) £(Y,x,t)8t + 1/2 £ (V, 00T)At +V (¥, t)0AW))

de donde:

24



Vyrer = Wyt + Vo (y,t)At + 1/2 t?(vwoc‘)bt +
+ MIN (g(y,x,t)At + V (y,t) £(y,x,t)At)

%X
ya dgue E[V&(y,t)ohW] = E[V,(y,t) o[W(t+At)-W(t)]] = 0, por ser

E(W(t+At)-W(t)] = ©
Dividiendo por At, se obtiene finalmente:

0 = Vi(y,t) + 1/2 £ (V,00") + MIN[g(y,x,t) + V(y,t) £(¥,%,t)]

xeX

De la definicidén de funcién valor se obtiene inmediatamente

V(y,T) = h(y).

NOTA:

Entre los libros gque aparecen al final del trabajo, se
pueden consultar los siguientes para el caso de tiempo continuo:
Astrom, Davis, Fleming y Rishel, Jazwinski, Maybeck, Schuss.

Especializados en Economia se recomiendan Chow (1981) vy

Malliaris-Brock.

3. CONTROL ESTOCASTICO EN TIEMPO DISCRETO
El control estocastico en tiempo discreto resulta mas

sencillo y, ademas, es mas facilmente comprensible, ayudandose

de la intuicién, gque el correspondeinte al tiempo continuo.
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En este apartadoc vamos a partir del enunciado del problema,
para pasar a continuacién a la solucién que se obtiene,
utilizando la Programacion Dindmica de Bellman. Posteriormente
estudiaremos el problema en el caso de informacién incompleta y

el problema de estimacidn, obteniendo el filtro de Kalman.

3.1. El problema de control, con informacidén completa

Enunciado del problema, en el caso de informacidén completa

Consideramos el sigulente sistema dinamico, formulado en
tiempo discreto:

Y. = £.(¥,q0%,,), para t = 1,2,...,T

en donde:

- Y, es el vector de estado, perteneciente al espacio §,, para
t=0,1,...,T.

- x, es el vector de variables de control, perteneclente al
espacio C,, para t =1,2,...,T.

- u, es el vector de perturbaciones aleatorias, perteneciente

al espacio D,, para t =1,2,...,T.

La secuencia en la gque van a ir tomando valores las
diferentes variables a través del tiempo, es la gue aparece en

el esquema siguiente:
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X, U, X, u, ¥ Yy

* * * * *
yo y1 yz I.ll.li..‘l.yr_1 YT

Periodo 1 Periodo 2 Periodo T

El control x estd restringidc a tomar valores

t

pertenecientes a un conjunto no vacio X, (¥¢4) © €, que depende
del estado del sistema en ese instante y, ,. Es decir, x, € X (y,.y)

para todo vy, , € 5B,, Y para todo t.

La perturbacidén aleatoria u, viene caracterizada por una
distribucién de probabilidad P.('|y,.,,X,), due puede depender
explicitamente de y, ,,X, perc no de las perturbaciones ocurridas

en los periodos anteriores U g rUppy oo Uy

Consideramos la clase de leyes de control, también llamadas
politicas, que consisten en una secuencia de funciones
T = {XyrXps++:%}, en donde cada funcidn yx, transforma el estado
Y.., en el control x, = %.(Y,4), de manera que:
%X (Yeq) € X.(Y,.q), para todo y,, € S5,,. Las leyes de control que

cumplan esta condicion se llamaran admisibles.

El problema es el siguiente:‘

Dado un estadeo inicial y,, se trata de encontrar una ley de
control admisible 7 = {¥X,,%s+:+s%;}, Que minimice el funcional

de coste:
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Ve(¥o) = Eu, {té Jel¥err Xe(¥eq) 9] + hiyd)
te1,..,1
sujeto a la ecuacién del sistema:
Yo = £ (YoqrAe(Yyq)/v,), para t = 1,2,...,T
con y,, dado

en donde suponemos que las funciones f,, g, Y h estan dadas.

Se trata de encontrar una ley de control éptimo n*, para la
cual:

Ve (Yg) = min Ve (¥,)
el

en donde I es el conjunto de leyes de control admisibles.

Entonces:

V' (¥y) = min V,(y,)
well

es la funcidén gqgue asigna a cada estado inicial y,, el coste

éptimo V*(yo) y se llama funcién de coste 6ptimo o funcién valor

optimo.

Ejemplo: Un problema de control de inventario

Para los periodos 1,2,...,T se consideran las siguientes

variables:
Y..1: stock disponible al principio del periodo t.

Xyt stock pedido, e inmediatamente suministrado, al principio
del periodo t.
demanda durante el periodo t, variable aleatoria con

u,:
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distribucion de probabilidad dada.

Consideramos, ademas:

h: coste de tener en stock una unidad no vendida al final del
pericdo t.
c: coste por unidad de stock pedida.

P: coste por unidad de demanda no atendida, por no tener stock

disponible.

B: capacidad del almacén.

Se supone gue u,,u4,,...,4; 8son variables aleatorias
independientes y que el exceso de demanda no se pierde, sino gque
es atendido en cuanto hay stock adicional disponible, es decir,

gue puede haber stock negativo.

El problema consiste en encontrar la politica de stocks que

hay que pedir en cada periodo para minimizar el coste total para

los T periodes.

La formulacion del problema es:

1
MIN E(L [cu, + p MAX(O,u.-y,,-%,) + h MAX(O,y,,+X,-u.)])
t=1
sujeto a: y, = ¥, + X, - 4,
Y,: dado

0 <x, <£B-y,,, para todot=1,2,...,T.
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Solucién al problema planteado, utilizando la Programacidn
Dindmica:

La siguiente proposicién da la soclucién al problema

planteado.

Proposicion:

f Sea V'(y,) la funcién de coste dptimo. Entonces,
V'(¥,) = V,(¥,), en donde la funcién V, viene dada por el ultimo
paso del siguiente algoritmo, gque comienza en el periodo final

T vy va hasta el periode inicial, hacia atras en el tiempo.

Vi (¥y) = hiy;)
vt(Yt.1) = MIN E{gt[yt.‘\!xglut] + Vt+1[ft(yt-11xtlut)]}

XX Y)Y

para ¢t =1,2,...,T.

Demostracion:

1
MIN E (2 9. (Y1 Xel¥Yeq) /] + B(¥yy)) =
P SYRICRNY & ¢ u11 t=71
tel, ..,
= (por depender u, exclusivamente de y,.,,x,, para cada t)

L]

V' (¥,)

= MIN E{g1[¥0;11(Y0)ru1] + E(9lYq oY) 0] + 00s 4

F SYRERTY 5 B b

+ E{Qy[¥Yrq s Xs(¥Yeq) ;] + B(y)) .00 }) =
™

(por ser el sistema causal)

h

MIN [ E (dgy[¥p %1(Yg) ,0y] + MIN [ E{Q[¥yy, %2(Yy) 0] +
Xy u; X2 Y,

+ ... + MIN [E{gT[yT.11x1(y1.1):u1] + h(Y1))]"'}]}3'
X Uy
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En esta ecuacidn, la minimizacién afecta a todas las
funciones x,, tales que %,(y,.,) € C/(Y,.,). Ademads, la minimizacién

esta sujeta a la restriccién de la ecuacién del sistema:

yt = ft [yt-‘\rxt(ytq)lut]r Para t = 1121-"lT°

Utilicemos ahora gue para cualquier funcidn se verifica que:

MIN F[Y,x(Y)] = MIN F(Yy,x)
xed x£X(y)

en donde M es el conjunto de todas las funciones %(y), tales que

x(y) € X(y), ¥Yy.

Definimos:

Vi (¥y) = h(y,)

Vi(¥1.4) = MIN E{g(Y;.,%;,0;) + Vo (£ (¥ %,90)])
Xyeko{ynup

en general, para t =1,2,...,7T

Vi(Y,.q) = MIN E{g V., %,1,] + Vo[£, (Y0 X0y 13
xiexl(yt-l)ul

se tiene gue V'(yo) = V,(Yy), @ la vista de la Glitima de la cadena

de igualdades de V'(y,) con que hemos iniciado la demostracién.

Observaciones:

1. ' La ecuacién:

Ve(Yer) = MIN E{g (Yo 10X Ud + Ve [£(Ye i Xeue)])

XKUY Y,

para t = 1,2,...,T , con Vi, {(y;) = h(yy)

se llama ecuacién de Bellman.
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2. Para que la proposicién anterior sea valida es necesario gue
el sistema dinamico que se quiere controlar sea causal, condicién

gque se cumple en el problema formulado en este apartado.

Un sistema dinamico se dice que es causal gi, dados k < 1,
se verifica que el estado del sistema en el tiempo t depende
exclusivamente del estado del sistema en el tiempo k y de las
entradas en el sistema que se producen entre k y 1 (ya sean

deterministicas o aleatorias).

Algunos sistemas dinamicos econfémicos en que aparecen
expectativas racionales de las variables de estado no cumplen la
condicién de causalidad por lo que no es aplicable el método

anterior.

3. 8i en la formulacién del sistema dinamico que se dquiere
controlar aparecen en la funcioén f, los valores pasados Y,.,,

YesreoetYopr O Xeqreoe Xy, S€ pueden definir nuevas ;ariables
y expresar el problema en la forma general utilizada en este
apartado, en funcidn de las nuevas variables. Asimismo, si las
perturbaciones aleatorias no son independientes, se pueden hacer
unos cambios de variable, de manera que finalmente aparezcan como
entradas aleatorias al sistema variables independientes (véanse

Bertsekas (1987) y Chow (1975)).

Aplicaciones:
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1. Un problema de revisidén o sustitucién de maquinas.

Se tiene una maguina que puede estar © no apta para
funcionar. 8i funciona durante una semana, proporciona un
beneficio bruto de 100 un. monet.; si se rompe durante la semana,
el beneficio bruto es de 0 un. mon.. Si esta en funcionamiento
al comienzo de la semana y efectuamos una revisidn preventiva,
la probabilidad de gue falle durante la semana es de 0.45. §i
no efectuamos dicha revisién, la probabilidad de fallo es de 0.6.
La revisién preventiva cuesta 20 un. mon. . Cuando la maguina
estd rota al comienzo de 1la semana, puede ser reparada
urgentemente, al coste de 58 un. mon; en cuyo casc fallara
durante la semana con probabilidad 0.4, o puede ser reemplazada
por una nueva maguina, al coste de 110 un.mon., gue tiene
garantia de funcionamiento durante la primera semana. Encontrar
la politica o6ptima de reparacidén, reemplazamiento y revision
preventiva gque maximice el beneficio total sobre las cuatro
semanas, suponiendo que se estrena maguina, al comienzo de la

primera semana.

Vamos a resolver el problema siguiendo la metodologia
expuesta en la proposicién anterior, augue no nos vamos a

preocupar de formular formalmente el problema.

Para t = 0,1,2,3,4, sea y, el estado de la madquina al final
de la semana t, que coincide con el comienzo de la semana t+1.

Definimos:

- Y, = A, si al final de la semana t la maguina esta apta para
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funcionar.

- Y, = N, si al final de la semana t, la maguina no esti apta.

Para t =1,2,3,4, sea %, la accién a tomar al comienzo de la

semana t.

8i y, = A, entonces %, ¢ (R,NR), en donde:

R significa revisar
NR significa no revisar.

8i y, = N, entonces %, ¢ {RU,MN}, en donde:

{RU significa reparacion urgente
MN significa maguina nueva,

Para t = 1,2,3,4, sea u, la perturbacién aleatoria que

afecta al sistema.

El esguema es el siguiente:

l1* semana 2* semana 3% gsemana 4% semana
* * * * *
Yo Y, Y, Y3 Y,
t 1 t ot ot t ot
X, U, X, U, Xy Ug X, u,

Segun el enunciado del problema, tenemos gue:
P.(y,~A | ¥Y,.=A, %=R) = 0.55 P (ys=N | y, ,=A,%x=R) = 0.45
P.(y,~A | Y,.,=A, X=NR) = 0.4 P (y~N [ y,.,=A, x=NR) = 0.6
P.(y~A | ¥,.4=N, x,=RU) = 0.6 P/(y~=N | vy, ,=N, x,=RU) = 0.4
P(y,=2 | ¥,4=N, x,=MN) = 1 P.(y=N | vy, =N, x=MN) = 0.

Como se estrena maquina al comienzo de la primera semana y
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tiene garantia de funcionamiento de una semana, sera:

Yo = A, Y, = A.

Resolvemos el problema por Programacidn Dinamica:
4% semana:

* & Si y; =A

* Si %, = R, entonces el beneficio esperado en la

ultima semana sera:
-20 + 100 ¥ 0.55 + 0 X 0.45 = 35

* S8i x, = NR, el beneficic esperado en la ultima
semana sera:
100 x 0.4 + 0 X 0.6 = 40

El maximo entre 35 y 40 es 40.

T k% Si y; =N
* 8i x, = RU, el beneficio esperado en la Ultima
semana sera: -58 + 100 x 0.6 = 2
* Si x, = MN, obtenemos como beneficio esperado en
la dltima semana: =110 + 100 = =10

El maximo entre 2 y -10 es 2.

Por tanto: Si al llegar la cuarta semana la maguina esta
en condiciones de funcionamiento, la decisidn sera no revisar y
el beneficio esperado en esa cuarta semana es de 40 un. monet.
8i la madguina estd rota, la decisién serd reparar urgentemente

y el beneficio esperado es de 2 unid. monetarias.

3% semana:
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** 8iy,=A
* Tomando x; = R, el beneficioc esperado para las
semanas 3% y 4*, conjuntamente, es:
-20 + 0.55 (100 + 40) + 0.45 (0 + 2) = 57.9
* Tomando X, = NR, obtenemos:
0.4 (100 + 40) + 0.6 (0 + 2) = 57.2
** Siy,=N
* Tomando X, = RU, obtenemos:
-58 4+ 0.6 (100 + 40) + 0.4 (0 + 2) = 26.8
* Tomando X, = MN, obtenemos:

=110 + 100 + 40 = 30

Por tanto: Si al llegar la tercera semana, la maquina esta
en condiciones de funcionamiento, la decisidén sera revisar y el
beneficio esperado en las semanas 3* y 4* conjuntamente sera de
57.9 unidades monetarias. Si la maguina esta rota, la decisiodn
sera la de poner una maguina nueva y el beneficio esperado, 30

unidades monetarias.

2 semanat
* & Sabemos que y, = A
* Tomando X, = R, el beneficio esperado para las
semanas 2*, 3* y 4* conjuntamente sera:
=20 + 0,55 (100 + 57.9) + 0.45 (0 + 30) = 80.345
* Tomando X, = NR, obtenemos:

0.4 (100 + 57.9) + 0.6 (0 + 30) = B1.16

1t semana:
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* % Sabemos gque y, = A y que Yy, = A, ya que tiene
garantizado el funcionamiento, por lo gue légicamente
no hay que revisar. Es decir, x, = NR. El beneficio
que se obtiene en la primera semana es de 100 unid.
monet. Por lo que al aplicar la politica éptima, el

beneficio esperado sera de 181.16 unid. monetarias.

Por tanto, el control éptimo es el siguiente:

1* semana: No revisar.
2% semana: No revisar.
34 semana: * Si la maquina funciona, revisar

* 8i la maguina no funciona, magquina
nueva
4% semana: * Si la maguina funciona, no revisar

* 8i la maquina no funciona, reparacién,

El beneficio oOptimo esperado sera de 181.16 unidades

monetarias.

Sistema lineal con funcién objetivo cuadratica.

El principio de equivalencia cierta.

Consideremos el siguiente problema:
1
MIN Eo[z (yt-at)’ Kt(yt-at)j
t=1
sujeto a: y=A, Y., + %, + b + u, para t =1,2,...,T

Y, dade
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siendo Eu, = 0, para cada t, y siendo u,,u,,...,u, independientes
siendo las matrices K, (simétrica, definida positiva o
semidefinida positiva), A,,C, conocidas, asi como los vectores a,,

bt, para cada t.

Si en este problema, hacemos u, = 0, para cada t= 1,2,...,T
Y quitamos la esperanza matemadtica de la funcidén objetivo,
tenemos la version deterministica del problema (o el problema

deterministico asociado).

Utilizando el resultado que hemos obtenido en la proposicidn
anterior, se demuestra facilmente que para el problema lineal-

cuadratico estocastico formulado se obtiene el siguiente control

optimo:
', = G, Yoq * 9, siendo G, = -(C’, H  ¢)' ¢/ H, A,
g, = =(C’, H  c)"' ¢’y (Hb,=h,)
en donde:
H., = K., + (A+C, G,)' H, (A+CG,), con H = K,
Ny = K.y &., + (A+C,G,)’ (h~Hb,), con h, = Ka,

El control oOptimo del problema estocastico que estamos
analizando coincide exactamente con el problema deterministico
asociado. Esta propiedad recibe el nombre de principio de
equivalencia cierta. Cuando se cumple esta propiedad, se pueden
sustituir las variables aleatorias gue aparecen en la formulacién
del problema por sus esperanzas matematicas, obteniendo de esta

forma un problema de control deterministico, cuya soluciodn
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coincide con la del problema estocastico original.
Desgraciadamente, esta propiedad se cumple sdlo en ciertas clases
particulares de problemaé. 8i, por ejemplo en el problema
estocastico formulado suponemos que A, C,, b, son aleatorios (con
distribucién dé probabilidad dada) ya no se cumple el principio

de eguivalencia cierta.

Los problemas lineal-cuadraticos son muy importantes en
Teoria de Control ya que para ellos se obtiene siempre una
solucion analitica, cosa que no ocurre en otros muchos problemas
para los gque hay gue ir a métodos numéricos para calcular la

solucién.
Controles en bucle cerrado y en bucle abierto:

Se llama control en bucle cerrado a aguel gue se expresa en
funcién del estado del sistema:

xt
t

= 3" (¥,y), para t = 1,2,...,T
Se llama control en bucle abierto a agquel gue se expresa por
los valores numéricos que toma en cada periodo:

*

X, =r, para t = 1,2,...,T, con r, vector numérico

dado.

En las dos aplicaciones anteriores, hemos obtenido el
control é6ptimo como una funcién del estado del sistema en el
momento de aplicar ese control, es decir como un control en bucle

cerrado. En problemas de control estocastico, come norma
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general, no conoceremos el estado del sistema Y..q» hasta que
llegque el momento t-1, debido al efecto de las perturbacicnes
aleatorias que influyen'en el sistema, y gue no seran conocidas
exactamente hasta que llegue el momento en que se produzcan. Por
ello, en general, al resolver el problema-de control estocéastico
ocbtendremos el control éptimo como un control en bucle cerrado
Y no se podra concretar el valor numéric; que tomara dicho
control hasta que llegue dicho periodo, con el conocimiento de
la variable y,,. (Hay una clase de problemas de control

estocastico llamados semilineales que constituyen una excepcion

a ese criterio general).

En los problemas de control éptimo deterministico, aungue
en primera instancia se obtenga el control 6ptimo en bucle
cerrado, se puede llevar ese resultado a la ecuacidn de evolucion
del sistema, partir de la condicidn inicial dada y obtener el
control en bucle abierto. (En algunos problemas de control

deterministico jerarquizado eso no sera posible).

Por tanto, como norma dgeneral, el control oOptimo de un
problema deterministico se puede expresar en bucle abierto. En
cambio, en el caso estocastico sbélo se puede expresar en bucle
cerrado y no en bucle abierto. Esa es una diferencia importante

entre los casos deterministico y estocastico.
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3.2. El caso de informacidén incompleta:

Existen problemas abordados por la Teoria de Control en los
que el estado del sistema no es observable y en cambio se pueden
observar otras variables gue dependen del estado del sistema y
gue nos dan informacién sobre el mismo. Estamos ante problemas
de contreol con inférmacién incompleta, ampliamente estudiados en
la literatura.

La formulacién del problema de control estocastico, en

tiempo discreto, con informacion incompleta es la siguiente:

Tenemos un sistema dinamico, cuya evolucidén en el tiempo
viene dada por:
Y, = ft(yyq,xt,ut), para t =1,2,..,T
en donde el controlador, en lugar de tener conocimiento del
estado del sistema tiene acceso a observaciones z, que verifican
las siguientes expresiones:

25 = 1,(Yo:vg) ¢ 2, = 1(y,,v,), para t=1,2,..,T,

La observacién z, pertenece al espacio de observacion 2,; v,
es un vector de perturbaciones aleatorias (perturbacion de
observacién), perteneciente a un espacio dado V, y caracterizado
por una distribucién de probabilidad P, (' |y,), P,( |y,), para
t=1,2,...,T que es independiente de v,, v,,...,V, 4, U, | PO} B
El estado inicial y, es también aleatorio y viene caracterizado
por una distribucidén de probabilidad P,. Como en el caso de

informacion completa u, viene caracterizado por una distribucidn
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de probabilidad P, (' |Y,.q/%,) independiente de u,,,u ., .. ,4,.
El control x, esta restringido a tomar valores pertenecientes a
un conjunto no vacio X, del espacio de control C, (se supone gque

X,, en este caso, no depende de y,,).

LLamamos vector de informagién a la informacién disponible
por el qontrolador en el periodo t:

I, = (20s2yreeerZyiXq i Xppooe i Xe)o

Se verifica que I.: (I,,,2,,X,)

Consideramos la clase de leyes de control o politicas que
consisten en una secuencia de funciones T = {X4,%s+++:%}, €0
donde cada funcién y, transforma el vector de informacién I, , en
el control x, = %,.(I,,), de manera que %,(I,,) ¢ X, ¢ C, para cada
t=1,2,...,T. Las leyes de control gue cumplan esta condicion

ge llamaran admisibles.

En este contexto, el problema consiste en:
Encontrar una ley de control admisible T = {Xi,Xpr-cssX}s
que minimice el funcional de coste
T
Ve = B {2 g (¥ % (Teg) ] + hiyd)
Yorlp, ¥, tel
t=0,4,...,7
sujeto a la ecuacidén del sistema
Yo = £ (Vg %e(Ty)on,), para t = 1,2,...,T
con y, vector aleatorio con distribucidn de probabilidad dada, y
la ecuacién de observacién: 2y = 1o(Yo:Vy)
z, = 1(y,/v,), pPara t =1,2,...,T

en donde suponemos gque las funciones f,,qg,,h,1, vy 1, estan dadas.
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Solucion al problema planteado, utilizando la Programacién

Dinamica:

La siguiente proposicién da 1la solucién al problema

planteado.

Proposiciodn:

Sea V'(I,) la funcién de coste éptimo.

Entonces, V'(I,) = V,(¥,), en donde la funcién V, viene dada
por el ultimo paso del siguiente algoritmo, que comienza en el
periodo final T y va hasta el periodo inicial, hacia atras en el
tiempo.

V1+1(It) = E{h(YT) IIT]
43

Vt(It.‘\) = MIN [ E {gt(yt-1lxtlug) +

x&X, Yi1eleYy

+ Vt+1[It.1llt(ft(Yt-1lxtlut) lvt) !xt] I It-]lut}]

Estimacidn de sistemas dinamicos en tiempo discreto

El problema de estimacidn aparece en los sistemas dinamicos
con informacién incompleta, se trate o no de problemas de
control. En un instante del tiempo, dado el vector de
informacién I,, se trata de estimar el valor del vector de estado
del sistema. Vamos a ver algunog conceptos dgenerales de
estimacién minimo-cuadratica para pasar posteriormente a estudiar
un importante método recursivo de estimacion de sistemas lineales

conocido como el filtro de Kalman.
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El problema de estimacién.

Aspectos previos:

estimacién minimo-cuadratica.

Sean x € R", vy ¢ R" vectores aleatorios con distribucién de

probabilidad conjunta dada. Se 1llama estimador minimo-cuadratico
A
de x, dado vy,

al estimador x'(-) que resuelve el siguiente
problema:

MIN E {[x-x(y)l?)} =

E {[x-x(y)]’ (x-x(¥)]}}
X,y X,y

A

Dado x'(') estimador minimo cuadratico de x, dado vy,
entonces para cada y ¢ R", tenemos:

A
E (Ix-x"(y)1%ly) = MIN E ([x-z|?|y)
X zek™ ®

A
Proposicién 1: x'(y) = E(x|y), ¥y eBR.
X

En general, la funcién

E {x | ) puede ser una funcién no
L3
lineal de y, quizas complicada.

Se define el estimador lineal minimo-cuadratico de x, dado
A A A AA
y, 2l estimador x(y) = Ay + b, en donde A, b minimizan:

E (Ix-ay-bl?} = E (x-Ay-b)’ (x-Ay-Db))
X,y

Xy

sobre las matrices A, nxm y vectores b ¢ R".

Proposicion 2:

Si x,y son vectores

aleatorios conijuntamente
Gaussianos,

entonces!
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A, A
x (y) = x(y).

Proposicién 3:

Sean X,y vectores aleatorics, con distribucién de

probabilidad conjunta dada, x ¢ B", vy € R", tales que:
E(x) = X E(y) = ¥

E((x-X) (x-X)’) = £, E((y-7) (y-¥)') = 5,

(suponemos gue existe E*W).

z E((y-Y) (x-X)') =T, =T,

E((x-X) (y-¥)') = &,

A
Entonces: x(y) = X + z,, qu (Y-¥)

Ademas, la matriz de covarianza del error es:
A A
- - = - N
Eitx x(y)) [x=x(y))'} = I, - 5,, ', Z,

A
Corolario 1: E{x(y)) = X = E{x)
Y

A

El error de estimacion [x-x(y)] esta
A

incorrelado con vy, vy con X(y).

Corolario 2:

Es decir:
A A A

E{y[x-x(y)]’') = 07 B{x(y){x-x{(y))’'}) =0

%X,y iy

Corolario 3:

Consideremos que, ademas de X e y, tenemos un vector

aleatorio adicional 2z, tomando valores en RP, incorrelado con y.

Entonces:
A A A _
x(y,2) = x(y) + x(z) - x
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Yy la matriz de covarianza del error es:

A

A
E {(x-x(y,2)) [x-x(y,2)]'} = I,
X,¥,2

Corolario 4:

- -1
Ty &gy T

- -1
X zxz b 7 zzx

Sea z como en el corolario anterior, pero supongamos gque y,

Z no son incorrelados.

T, =5 =
yt zy v,z

A A A

Es decir:

E ((y-y) (z-2)’) » ©

A

Entonces: X(Yy,z) = x(y) + x[z-2z(y)] - X

Ademas:
A A
E {[x-x(y,2)] [x-x(y,2z)}’'} =

A Xy

A

A
E {[x-x(y)) [x-x(y))'} -

A A A
- E {((x-X) {z=2(y)}’) [E {[z-2(¥)) [z-z(y)]’}}'1

X, ¥,.2 Y2
A

E ([z-2(y)]} (%=%X)’)

XY,

Corolario 5

Sea z = CX 4+ h + w, siendo

A A
- z(y) = Cx(y) + h.

C matriz de constantes
h vector de constantes
w, vector aleatorio, de media

0, incorrelado con Yy,

Enunciado del problema de estimacién:

Consideramos el sistema con la ecuacidén de estado y ecuacién

de observacion siguientes:
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ytEAt yt'1 +bt+ntl parat=1,2,-.-,T

z, =M y + v, para t = 0,1,2,...,T

en donde, para cada t, Yy, es el vector de estado
(n-dimensional)
z, es el vector de observacién

(r-dimensional)

Suﬁonemos que Yo, Muflareeess Vo Vyes.,V; SOn vectores
aleatorios mutuamente incorrelados, tales que:
En, =0 En, n,' = R,
Ev, = 0 ; Ev, v,/ = V. (que, suponemos, es definida
positiva para cada t)

Ey, = m H E(y,~m) (y,—m)’ = 8.

Se trata de encontrar el estimador lineal minimo-cuadratico

de y,, dados los valores de 2,,2,,...,2,.
Consideraremos el vector I, = (z'y,2',,...,2',)’
A A A A

Notacidn: y, (I,) = y,,- En general: y(I ) = y,,.

Solucion del problema. El FILTRO DE RALMAN,

A
Supongamos que ya hemos calculado y,,.,, junto con

A A
e = B(Y Vo) (VioVee)!
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En el periocdo t, recibimos ademas la medida adicional:

2, = Mt Y, t Ve

Entonces, por el corolario 4:

A A A A A
yt/t = Yt(Ig-1rzt) = Ytlt"l + Yt[zt-zt(It-1)] - E(Yt)°
A A
Por el corolario 5: 2 (L) = M ¥y
A

Sea 2,(I1,,) = 2z, - 2,(I,,)
Por la proposicién 3:

A -
Y[z, (I,..)] = E(y,) + 2 3 _ {2,(1,) - E(2,(I.)1]

- A A
E{z,(1,.)) = E[zt-,‘zt(It_1)] = B[ (YY) T V) =

= M, E(y,) - M E(yt/t-1) + E(v,) =
= M, E(y) - M E(y,) + 0 = 0

A
Ey.z. = E {[Y,"E(Y)] [2;-2,(I;4)]}") =

A
E{{y, - Elfyt)l M (Y=Y )tV ) =
E (v l¥Yi=¥ypq)’ M) =

f

= E {[y,~ yt/t 1+ytlt 1} [Ye ytlt 137 } =
E {(yt Yt/t 1] [yt Yt[t1]’ M, } + E{Yt/t'l (yt Yt/t 1) ,g}=
= Ty My

]

A A
T, = B {[1272(T0)]) [272(T)) ) =

A A
E {[Mt (yt-ytlt-1) + Vt] [Mt (yt-yt/g.j) + Vt]'] =

My Tisee H:t + V.
- Yel2,=2,(10)] = A
= E(Y,) * Sy Wy M Sy M0+ V(2 MY )
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Por tanto:

A A A
Yere = Youer Dy (2¢MYepenq) A
A
o lo que es lo mismo: Yo = (I-DM)Y( ) + D2,

en donde D, = £,,., MM I, B + V"

Ahora, por el corolarlo 51
A

yt/t1 = A, yt1/t1 + b

Yt/t (I-DM,) [A, yt1lt1+b]+tht
Obtengamos ahora la forma recursiva de las

covarianza de los errores de observacion:

A A
Yo~ Yty = Az(ylt-1'yt-1/t-1)h* U

= Lije & E{[Yt;Yt/m] [¥Ye=Yese11') “A

matrices de

= E{[A (Yt Yeqser) T M) (B (VeyVeqpeer + M7} =

= Ay Tyt By R
A A
Et/t = E{ {yt-yt/t] [yt-ytlt] ar
A A A
pero yt-ytlg = Y Yy T thf Z,"MYie) =
= ¥Y¢=Yyer ~ DoIM(¥y=¥esea) ] = Dy
A A
- Zen : E{[Yt'yt/t-1:DtMt(Yt"ytlt-i) = D]
(Y=Y DM (VoY1) "DV 1) =
= i1 T By M'tD' = DM Z /ey + DME,, M (D,
+ D,VP, =

' ' -1
= Dy = Spner MMy g WtV M Ty

Por tanto, queda:
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En las condiciones del problema qgue consideramos:

A A A
Yepe = YolIy) = (I-Dtnt) (Atyt-1lt-1+bt) + D,z
A A

con Yy, = M - Yoo = (I-DgMgim + D,z
siendo : D, = £, M/ (M, T, M, + V)"

Biper = By Ty Al + R

Zese = Bypeer T ey M (ME, M+ Vt)-1 M, ZTeseeq
con Iy, = S

- By =S - SM’, (M;SM’, + V)" M8
gue constituye EL FILTRO DE KAIMAN,

Por tanto, el filtro de Kalman permite obtener el estimador
lineal minimo cuadratico del vector de estado no observable de
un sistema dinamico, dado un conjunto de observaciones gque
dependen de dicho vector, en un horizonte temporal dado. El
procedimiento es muy interesante y eficiente desde el punto de
vista computacional ya que en cada periodo se utiliza sodlo 1la
observacidén obtenida en dicho periodo y el estimador gque se
obtuvo en el anterior para calcular el estimador actualizado del
vector de estado. Para su utilizacidén se reguiere gue sean
conocidos la dinamica del sistema y de la observacién, gque se
conozcan los parametros del sistema asi como las medias y los

momentos segundos de los estadisticos del ruido.

En el caso Gaussiano, el estimador lineal minimo cuadratico
A

coincide con el estimador cuadratico, por lo que Y = E{y,|I,].
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Ejemplos de aplicaciones econdémicas del filtro de Kalman:

(1) Prediccidén de relaciones de demanda interindustriales

(Vishwakarma, de Boer, Palm)

Sean:

s, un vector nxl, de outputs para n industrias en periodo t.
A, matriz nxn de coeficientes input~output. (el elemento ij
de esa matriz es la cantidad de output de industria i,
requerido para producir una unidad de output en la industria
3)-

f,, vector nxl de demandas finales para los productos de las

n industrias.

- Bip = Byp,p By T By, Sy : ce i A1n,t Bn,t I
Bar = Bpq,e B0 T B0 B0 T oeee Y 8y B

5. = a

nt ni,t Wt + anz,t

n
!

En forma matricial: = ps, + f,, cuya solucién es:

-4 -
s, = (I-A)"' £, = Bf,

en donde B, = (I-A,)".

El problema es: estimar los coeficientes B,, suponiendo que

la relacién anterior contiene un vector n, de errores aleatorios.

Es decir: s, = Bf, + n.

En esta expresion se supone que la produccién s, y la

demanda final £ son directamente observables. Hay que estimar
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loe elementos de la matriz B,, suponiendo que son invariantes en

el tiempo.

Se supone que los vectores {n.} son serialmente

incorrelados, tienen media 0 y matriz de covarianza Q.

Vamos a expresar el problema en forma adecuada para aplicar

el filtro de Kalman.

Sea buz’ la fila i-ésima de la matriz B,.

[ b’y
Sea Db, = b’s s
i b'n,t
Podemos poner: b, = b,
£, 0 N ¢ b/,
= = 0 £f’, .. O b'z‘t +n, =
i 0 0 P S b'n,t
= Mb 4+ n
Tt t 1

Utilizando alguna estimacién de Q@ = Enn’,; by = E{b,) ¥y
L, = cov(by) podemos aplicar el filtro de Kalman en el sistema

anterior para estimar b,.

(2) Actualizacidn de estimaciones de parametros en un modelo

econométrico. (Athans)

Consideremos el siguiente modelo en forma reducida:
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y(t) = Ay(t-1) + A y(t-2) + ... + Ay(t-r) + B,v(t) +
+ Byv(t=1) + ... + Bv{t-s+l) + by + u(t)

en donde: y, es un n-vector de variables endobogenas (ocutput)
Vv, es un m-vector de variables exogenas (input)
by, es un n-vector, constante,
u, es un n-vector de errores estocasticos, en donde
cada conmponente tiene media cerc y varianza finita.

A

jo matriz constante (nxn), para j = 1,2,...,r.

B,, matriz constante (nxm), para k = 1,2,...,86.

Suponemos que las estimaciones de los parametros A;, B, ¥ b,
son conocidas por un método econométrico perc gue se espera que
esos valores varien cuando hay nuevos datos disponibles sobre las

variables, con la estructura del sistema permaneciendo como esta.

Sean y,(t), u/(t) la i-ésima componente de los vectores

y(t), u(t), respectivamente.

sean a',, b’ la fila i-ésima de las matrices 2,, B,

respectivamente y sea b'), el i-ésimo componente de b.

Entonces, la ecuacion de partida se puede escribir:
vi(t) = aly(t-1) + aly(t-2) + ... + a' y(t-r) +
+ blv(t) + blv(t=1) + ... + b’ v(t-s+l) + bl + u (t),

para i =1,2,...,n.

0, de manera eguivalente:
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yi(t) = Cx (L) + u(t), para i = 1,2,...,n
en donde:
C=(y’(t-1),y’(t-2),...,¥'(t-r), v/ (t),...,v/(t-8+1),1)

(es un vector fila)

x,(t) = (a'y,..,af,bY,...,b bl )’

(es un vector columna, i = 1,...n)
Podemos poner: x(t) = (X, () e, 2 (£))?

- X(t)y = x(t=-1), ¥ ¢t

0o

y(t) = x(t) + u(t)

O« OO
- CO

e

y aplicamos el filtro de Kalman.

'El poblema de control 1lineal-cuadratico, en el caso de

informacién incompleta.

Consideremos la versién en informacién incompleta del
problema de control lineal-cuadratico estudiado anteriormente.

Se trata de:

T
MIN E, T (y.~2,)’ K/(¥,~a,),
t=1
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sujeto a: y, = AY,, + Cx, + b + u,, parat =1,2,...,T

zZ, = My, + Vv, , parat=0,1,2,...,T

Suponemos que y,,u, 1Up; e v e Uy, Vy,Vy, ..., V, 800 independientes,

con Eu, = 0; Ev, = 0, ¥ t.

El control optimo que se obtiene es:
x'(t) = G, E[Y,q|I,q) + g,
en donde G,, g, coinciden con las expresiones obtenidas en el

caso de informacién completa.

En el caso en que todas las variables aleatorias son
‘normales, E[Y,4|I;,] se puede calcular a partir del filtro de

Kalman.

En estos problemas lineal-cuadraticos se verifica el teorema
de separacién: hay separacidén entre estimacidén y control. E1l
problema se puede resolver calculando la regla de control, como
si fuera un problema con informacién completa, obteniendo G,, g,
y calculando por otra parte E[y,,}I,,], que es un problema de

estimacion, que no depende de la funcién objetivo.

55




4. EXTENSIONES:

Hay otros muchos aspectos de la Teoria de Control gue no
aparecen en estas paginas, como ya hemos senalado al comienzo del
trabajo. Algunos de los problemas que no hemos tratado y que se
consideran en las Referencias Bibliograficas gue siguen son:
métodos numéricos de calculo del control éptimo, problemas con
horizonte temporal infinito, control adaptativo, control de
sistemas no causales y en particular de sistemas econdmicos con
expectativas racionales, control estocastico en juegos dinamicos

o aplicaciones a diferentes areas, entre otros.
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