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RESUMEN

En este trabajo se muestran distintos modelos para el analisis de un estudio matematico
sobre lesiones musculares debidas a esfuerzos fisicos realizados en el deporte. En dicho
trabajo, se intenta dar una perspectiva sobre las diversas técnicas matematicas para todo
aquel que intente realizar cualquier investigacion, en particular lesiones deportivas,

conozca qué técnica se adecua mejor para su investigacion.

Primero, se presenta una introduccion formal del trabajo y sus motivos de realizacion
junto a un contexto de los objetivos y metas. Después, se pasa a explicar diversos factores
que influyen en lesiones musculares dentro del mundo del deporte como, por ejemplo, la
duracion de los entrenamientos u horas de competicion. A continuacion, se desarrolla una
teoria simple, pero concisa, de los distintos tipos de regresiones que se disponen para
realizar cualquier experimento y como se deben elegir en funcion de los resultados que
se quiera obtener. Para asi, en ultimo lugar, aplicar dichas técnicas a bases de datos con
caracteristicas de deportistas, utilizando el entorno de programacién estadistico RStudio

empleado también para generar todas las graficas del trabajo y sacar conclusiones.

PALABRAS CLAVE

Base de datos. Especificidad. Lesiones deportivas. Matriz de confusion. Regresion lineal.
Regresion logistica. Sensibilidad. Variable categorica. Variable dicotomica. Variable

dummy. Variable numérica. Variable predictora.

VICTOR NAVAS IGLESIAS
MODELOS MATEMATICOS PARA EL ESTUDIO DE PROBLEMAS MUSCULARES



ABSTRACT

In this academic work we revise different models for the mathematical study of muscular
injuries due to physical efforts in sports. We try to give an outlook about miscellaneous
mathematical techniques in case somebody wants to make a research, in particular on

sports injuries.

Firstly, we give a formal introduction of the work and motivation with the objective and
context. After that we discuss several factors that influence muscular injuries in sports.
Then, we present a simple and concise theory about the different regression models that
can be used in an experiment and how they should be used depending the results you want
to achieve. Finally, these models are applied in a database with sports features using the
statistical software RStudio, also used to generate all graphs, in order to achieve several

conclusions.

KEYWORDS

Database. Specificity. Sport injuries. Confusion matrix. Linear regression. Logistic
regression. Sensitivity. Categorical variable. Dichotomous variable. Dummy variable.

Numeric variable. Predictor variable.
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1 INTRODUCCION

Una fuente de investigacion en auge en nuestros tiempos son las lesiones fisicas de
deportistas, debido al interés creciente individual y colectivo acerca de la practica o el
seguimiento de actividades deportivas profesionales o0 no. Seria muy conveniente tanto
para deportistas como para equipos o instituciones como colegios, clubs deportivos o
gimnasios saber como prevenir la aparicion de lesiones musculares, conocer qué
ejercicios de recuperacion son los mas adecuados para el tratamiento de ellas, estimar la
duracion que va a tener la lesién o incluso predecir cuantas horas debe el atleta entrenar
para evitarlas. Para ello, se han realizado numerosos estudios clinicos desde radiografias
hasta simulaciones reales con el objetivo de entender su causa, pero una herramienta que
ya se ha explorado y, ademas de ser objeto de este trabajo, puede ayudar a esclarecer con
mayor eficiencia y precision esta problematica son las técnicas de regresion lineal y
logistica. Actualmente, el procedimiento usado para realizar los estudios es medir las
caracteristicas fisicas de los pacientes y, posteriormente, realizar un analisis de la

informacidn como se hace en los siguientes estudios [1] y [2].

Asimismo, se han realizado diversas practicas matematicas para este estudio como KNN
(K-Nearest Neighbour), analisis discriminatorio, arboles de decisién, Random Forest,
analisis multivariante, etc. En general, todas ellas relacionadas con data mining y big
data, debido a que, en definitiva, se quiere buscar, a partir de una base de datos conocida,
relaciones entre las caracteristicas de los pacientes, que llamaremos durante todo el
trabajo variables. Es decir, intentaremos predecir el valor de la variable que
desconocemos y queremos saber del paciente, a partir de las variables que si conocemos
de él y que sabemos que se relacionan con la variable que desconocemos. De tal forma,
si tenemos una base de datos de pacientes en las que se explican ciertas variables como,
por ejemplo, la altura, el peso, el indice de masa corporal (IMC), las horas entrenadas y
si ha sufrido lesion, y se encuentra que la altura, el peso y las horas entrenadas se
relacionan de forma logistica (en este caso logistica multiple) con la variable ‘Si ha
sufrido o no una lesion’. De manera que a cualquier paciente futuro que llegue se le podria
predecir si va a tener 0 no una lesion si conocemos su altura, su peso y sus horas dedicadas

al entrenamiento.

En este caso, hemos hablado de predecir una lesion, pero las técnicas de regresion se

pueden utilizar para cualesquiera variables, siempre y cuando se tenga claro que nuestro
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objetivo con ellas es encontrar una relacion entre una o un conjunto de variables
explicativas y la variable que queremos predecir. Por ello, en este trabajo se intenta
ensefiar, de forma basica, el concepto de regresion como técnica matematica para el
analisis de datos y la distincion de los dos fundamentales tipos de regresion, ademas de
realizar diversos estudios sobre una base de datos asociada al mundo del deporte

aplicando dichas técnicas.

2 FACTORES QUE INFLUYEN EN LESIONES
DEPORTIVAS

A la hora de prevenir una lesion se miden ciertas propiedades, que se sabe por estudios
previos del mismo tema, que pueden influir en la lesion. Aquellos factores que se utilizan
para predecir un suceso se llaman factores predictivos. En el deporte, estos elementos
sirven para asegurar la prevencién de una lesion fisica y el rendimiento de un
entrenamiento especifico, entre otros.

Los factores predictivos dependiendo de su naturaleza se dividen en dos clases:

e Factores extrinsecos: afectan a la prediccion por causas externas. Normalmente,
este tipo de factores se deben al entorno de entrenamiento o por llevar a cabo la
actividad fisica de mala forma.

e Factores intrinsecos: afectan a la prediccion debido a la genética del propio
individuo. Por ejemplo, enfermedades cronicas, problemas musculares o de
tendones de nacimiento debido al desgaste por practicar deporte, etc.

Un ejemplo de factor extrinseco se puede encontrar en el siguiente articulo [3] que explica
la relacion entre el hecho de estirar antes y después de un entrenamiento o de una prueba
fisica con la aparicién de lesiones.

Otro ejemplo, pero esta vez de factor intrinseco, se estudio en [4] que habla de la relacion
existente entre la morfologia de la planta del pie y las lesiones en futbol.

Por tanto, el objetivo de cualquier trabajo de este estilo es encontrar factores predictivos
dentro de una poblacién del mundo deportivo para intentar sacar conclusiones utiles para

evitar lesiones indeseadas futuras como se lleva a cabo en [5].
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3 MODELOS MATEMATICOS

Cuando se busca informacién de una base de datos existen relaciones que no se ven a
simple vista y que pueden resultar realmente decisivas en la investigacion. Esta
informacidn oculta viene dada por relaciones entre las variables que componen la base de
datos y que pueden aportar gran valor al estudio. Para encontrar las relaciones entre las
variables que componen la base de datos se utilizan diversas técnicas matematicas como,
por ejemplo, analisis discriminatorio, KNN, clustering, random forest, etc. Una de las
técnicas mas elementales y sencillas de comprender son los modelos de regresion

matematicos, debido a su forma tan visual de presentar dichas relaciones [6].

Los modelos de regresion se utilizan tanto para evaluar como cambia una variable con
respecto a otra variable, como también para predecir los valores futuros de una variable
en funcién de otra. En el primer escenario, nos encontrariamos con un estudio con una
finalidad explicativa, ya que lo Unico que se quiere poner en relieve es la relacion
existente entre dos 0 mas variables, debido a la dificultad de calculo o la necesidad de
explicar la variable ya conocida. En el segundo escenario, se tendria un estudio con
finalidad predictiva porque, a diferencia del anterior, se busca, a partir de la informacién
que ya se tiene, predecir futuros valores de la variable, debido a la necesidad de conocer
ahora valores futuros como, por ejemplo, enfermedades o lesiones fisicas. Aunque sean
dos enfoques distintos, en el uso de la regresion son compatibles el uno con el otro, de tal
forma que se suele realizar primero un analisis explicativo y después un analisis

predictivo para comprobar la fiabilidad del analisis previo realizado.

Por ejemplo, segun [1], en su estudio utiliza la regresion logistica en un conjunto de
jugadores de voleibol con una finalidad claramente explicativa con respecto a la aparicion
de lesiones en el tenddn rotuliano, dependiendo de las caracteristicas fisicas de los
jugadores. A partir de esta investigacion, se podria realizar un andlisis predictivo en otros
jugadores de voleibol (o incluso otros deportes) que tuvieran las variables explicativas
usadas en el articulo, para asi comprobar como de fiable es este estudio usando distintas

muestras.

A pesar de la sencillez de los modelos de regresion, no solo existe un amplio abanico de

ellos, sino que tambien las diferencias entre unos y otros son sutiles. Fundamentalmente,
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esta desemejanza de modelos se basa en el tipo de variable dependiente y en el numero

de variables utilizadas para explicarla.

Las variables que forman una base de datos no son todas iguales entre si. Existen

diferencias significativas entre ellas dependiendo del dato que expliquen:

e Variable cuantitativa o numérica: el tipo de dato que explican es un nimero
cuantificable como su nombre indica. Asi, la altura o el peso de una persona son
dos buenos ejemplos de variables numéricas.

e Variable cualitativa o categorica: los datos explicados por ellas son cualidades, es
decir, no son cuantificables y estan agrupados de forma excluyente. Un ejemplo
de este tipo de variable seria los estados de un semaforo (rojo, ambar y verde),
puesto que son cualidades y excluyentes las unas con las otras, porque al estar el
semaforo en verde no puede estar en ninguno de los otros dos estados.

Dentro del primer conjunto, cabe distinguir entre discretas o contintas dependiendo de si
los valores numéricos son numeros enteros o reales. Un ejemplo para entender esta
subdivision seria la variable “altura” y la variable “ndmero de hijos”. La primera toma
cualquier valor real, pero la segunda solo toma valores enteros positivos que son

cuantificables.

Por otro lado, en la segunda divisidn existe un tipo de variable cualitativa muy importante
Ilamada variable dicotomica. Este subtipo se distingue de cualquier otra variable por

99
1

tomar solo dos valores posibles del estilo “Si” 0 “No”, “Hombre” o “Mujer”, “Existe” o
“No existe”, etc. Por ejemplo, la variable “paciente con lesion lumbar” que indica si un

atleta tiene o no tiene lesion lumbar seria una variable dicotémica.

Por ultimo, aunque no influya en la regresion, dentro de las variables cualitativas que no

son dicotdmicas se hayan dos subgrupos:

e Nominales: no indican ningun orden. Por ejemplo, la variable “colores de ojos”.
e Ordinales: indican un orden o jerarquia. Por ejemplo, la variable “notas

académicas”.

En la siguiente tabla se muestra, de forma resumida, todos los grupos explicados arriba:
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Tipos de variables Ejemplo
) Numero de hijos de una
Discretas o
familia
Cuantitativas o numericas .
_ Indice de masa corporal
Continuas
(IMC) de un atleta
o Aparicion de una lesion en
Dicotoémicas
un atleta
Cualitativas o categoricas Ordinales Notas de un examen
Nominales Estados de un semaforo

Tabla 3.0.1: Tipos de variables

En el caso de que la variable dependiente sea numérica, ya sea discreta o continua, se
utilizara un modelo de regresion lineal o no lineal. En cambio, si nuestra variable
explicada es dicotdmica, se usara un modelo de regresion logistica, porque, como se vera

mas adelante para este modelo, se necesita explicarlo utilizando probabilidades.

Ahora que se ha explicado la finalidad de uso de esta técnica y la distincion principal
entre sus dos variantes mas caracteristicas, se vera la estructura general de los modelos

de regresion.

En esencia, las relaciones entre las variables independientes y la variable dependiente se
explican mediante funciones matematicas, es decir, dependiendo de la funcion que
modelice la relacion se tendra un tipo de regresion. Por tanto, de forma genérica se puede

definir un modelo de regresion de la siguiente forma:
Y=fX)+ ¢ (3.0.2)

De la misma forma, si en el modelo existen varias variables independientes, se tendria la

siguiente formula,
Y =f(Xy,....,X)+ ¢ (3.0.2)

donde Y representa la variable dependiente, es decir, la variable que se pretende explicar
0 predecir; X seria la variable independiente o X;,...,X; si fueran varias variables

independientes y [ seria el nimero de variables independientes; f seria la funcién que
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explica la relacion y; por dltimo, € seria una variable aleatoria que representa el error

cometido al usar el modelo con respecto a la realidad.
Asi que esta relacion se ha transformado en una funcion matematica que la modeliza.

Por ejemplo, si la funcion es lineal y solo utiliza una variable independiente, se trabajara

con un modelo de regresion lineal cuya estructura sera la siguiente:

Pero, por otro lado, si la funcion es lineal y se utilizan varias variables independientes, se

usara el modelo de regresion multilineal, cuya estructura es la siguiente:
Y=Bg+BXi++BX + ¢ (3.0.4)

Aunque los modelos (3.0.3) y (3.0.4) son los mas usados, se debe tener en cuenta que la
funcién es utilizada para explicar la relacion, por lo cual, no tiene por qué ser siempre
lineal. Esta funcion se define a partir de los datos con los que se trabaja, debido a que el
objetivo de obtener la regresion es tener un modelo que se ajuste lo mejor posible a los
datos y, por ello, la funcién puede ser lineal o no lineal.

Un ejemplo de regresion no lineal seria la regresion cuadréatica, que tiene como modelo:
Y = ao + a1X + a2X2 + & (305)

Y se usaria para representar una relacién cuadratica entre las dos variables. De todos
modos, el uso de los distintos modelos lo determinan los datos y las variables con los que

se esté trabajando.

Cuando los modelos estan compuestos por dos variables se utiliza el diagrama de puntos
que representa sus valores en el plano, para asi determinar el modelo de regresion. Esto
se debe a que se puede sospechar la relacion entre las dos variables del modelo, de una

forma muy visual.

En las siguientes graficas se observan dos ejemplos de diagrama de puntos que permiten

sospechar la relacion entre las dos variables:
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Como se observa en la Figura 3.0.1, cuando aumenta la variable X, la variable Y también
aumenta de forma lineal. En cambio, en la Figura 3.0.2, a pesar de que sucede o mismo

que en la Figura 3.0.1, este aumento se lleva a cabo de una forma no lineal cuadrética.

Aunque es una forma muy clara de ver la relacion entre dos variables, la grafica se realiza
como primer acercamiento al estudio del modelo méas adecuado. En el apartado de analisis
se mostrard qué herramienta se utiliza para elegir el modelo y qué factores externos se
han de tener en cuenta a la hora de realizar la regresion y, en anexos un ejemplo de

aplicacion de regresion lineal.

3.1 Regresion lineal simple

Antes de tratar la relacién lineal entre las dos variables, se usa frecuentemente la nube de

puntos para visualizar de forma grafica la posible dependencia entre las dos variables.

El diagrama de puntos o nube de puntos consiste en asignar a cada observacion x; e y;
como si fuera un punto en el plano (x;,y;), Vi € {1, ...,n} y representarlo graficamente.
Al hacerlo queda una gréfica con todas las observaciones representadas en el plano, lo

que nos permite ver la existencia de una relacion lineal entre ambas variables.

A continuacion, se exponen dos ejemplos de diagramas de puntos en los que se ve la

relacion y la no relacion lineal entre las variables:

Nube de puntos
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Nube de puntos
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En la Figura 3.1.1 se puede intuir una dependencia lineal entre las variables X e Y, pero,
por otro lado, en la Figura 3.1.2 se observa que no existe una relacion aparente, aunque
la nube de puntos no nos pueda asegurar qué modelo utilizar, nos sirve para poder

desechar la existencia de dependencia entre dos variables.

Después de observar los puntos en el plano y sospechar sobre la existencia de una relacion
lineal entre ambas variables, se procede a utilizar dos herramientas matematicas que
ayudan, de manera mas fiable y rigurosa, a esclarecer la dependencia lineal entre ambas

variables. Estas herramientas son la covarianza y el coeficiente de correlacion lineal.

La covarianza entre X e Y se define de este modo,

1 n
Cov(X,V) = = (i = D = 7) (3.1.1)

donde x; e y; son las observaciones de cada variable Vi € {1, ...,n}y x e y son las medias

muestrales de las variables X e Y

n
1
X = EZ X; (3.1.2)
i=1
n
1
y = EZ Vi (3.1.3)
i=1
13
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Para ver por qué es tan (til la covarianza a la hora de estudiar la dependencia lineal entre

X e Y, vamos a analizar el significado de la formula.

En la formula de la covarianza (3.1.1) al realizar (x; —x) e (y; —¥), Vi € {1, ...,n} lo
que se esta haciendo es desplazar el origen de coordenadas (0,0) del diagrama de puntos
original al punto (%, y), el cual seré el nuevo origen. Al desplazarlo, todos los puntos

originales (x;, y;) pasan aser (x; — X,y; — ¥).

Si utilizamos el ejemplo Figura 3.1.2, con el cual sospechadbamos que existia una relacion

lineal por como era el diagrama de dispersion, vemos qué ocurre al cambiar los puntos:

Nube de puntos cambiando el origen
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Figura 3.1.3

En esta imagen se puede observar como los puntos de la gréafica de la Figura 3.1.1 pasan
a estar centrados en el origen en la Figura 3.1.3.

Por altimo, al realizar el producto se estd midiendo qué puntos del diagrama de dispersion
caen en cada cuadrante. Si el producto es un nimero positivo, significa que ha caido en
el primer o tercer cuadrante. Sin embargo, si el producto da un numero negativo significa
que cay0 en el segundo o en el cuarto cuadrante. Al realizar la suma de todos estos
productos, se mide en qué pares de cuadrantes han caido el mayor nimero de puntos, por
lo que, si la covarianza es positiva, entonces puede existir una relacion lineal positiva y,

por lo tanto, si la covarianza es negativa, puede existir una relacion lineal negativa.
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A pesar de ser correcto, presenta dos grandes inconvenientes:

1. Depende demasiado de las unidades de las variables.

2. Los valores que toma la covarianza no estan acotados y no se puede cuantificar

como de buena es la relacion lineal.

Por tanto, el estudio de la covarianza entre X e Y no es la herramienta més fiable para

estudiar la dependencia, debido a que lo Unico que nos explica con seguridad es si es

positiva 0 negativa la relacion lineal de las variables. El coeficiente de correlacion lineal

soluciona estos dos grandes problemas que presenta la covarianza.
Se define asi el coeficiente de correlacion lineal entre X e Y,

Cov(X,Y)

Pxy =
Ox Oy

donde gy y gy son las desviaciones tipicas de las variables:

oy = +/Var(X) = /Cov(X,X) = %Z(xi — X)?
i=1

oy = /Var(Y) = /Cov(Y,Y) %Z(yi — )2

Este factor soluciona los dos problemas que tenia la covarianza:

1) No tiene unidades, es decir, es adimensional.
2) pxy € [-11]

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

Es muy sencillo ver que es un coeficiente adimensional, debido a que las unidades del

numerador y las del denominador son las mismas y, por tanto, se anulan entre ellas.

Para demostrar 2) hay que ver la formula del coeficiente de correlacién como el producto

escalar de dos vectores. Sabiendo que todo producto escalar de 2 vectores cumple las

siguientes formulas,

n
<'l_i, 1_7)) = Z U;v;
i=1

w,v) = llullllvllcospxy
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donde ||ul| y ||v|| son los modulos de los vectores n dimensionales u y v, y @xy €s el

angulo que forman u y v.

Ahora vamos a observar que la formula del coeficiente de correlacion en realidad es un

producto escalar. Por un lado, se tiene que las formulas de la covarianza se pueden

escribir,
n
1 _ _ 1 —_— —
Cov(x,V) = =3 (o = D =) = (. dy) (3.L.9)
i=1
1, 1
Var(X) = —(dy, dy) = = ldxl| (3.1.10)
n n
1, 1
Var(Y) = H<dY’ dy) = - lldy |l (3.1.11)

donde dy y dy son dos vectores n dimensionales.

Juntando las formulas (3.1.4) y (3.1.9), (3.1.10) y (3.1.11) se tiene:

(dy, dy) (3.112)
Py = Nyl
Por tanto,
pXY = COS(pdxdy (3113)

Y como la funcion coseno esta acotada entre [-1,1], entonces el coeficiente de correlacion

también lo esta. Con esto quedaria demostrado 2).

Este coeficiente se utiliza para medir el comportamiento lineal entre ambas variables.

Dependiendo de los valores que tome el coeficiente, nos dara la siguiente informacion:

e Silos valores del coeficiente de correlacion son cercanos a 1, entonces existe una
relacion lineal positivaentre X e Y.

e Silos valores del coeficiente de correlacion son cercanos a -1, entonces existe una
relacién lineal negativaentre X e Y.

e Si los valores del coeficiente de correlacién son cercanos a 0, entonces no existe

una relacion lineal entre X e Y.

Cuando se sabe que existe dicho comportamiento lineal entre ambas variables, se procede
a calcular los coeficientes de la regresion lineal mediante la técnica de los minimos

cuadrados.
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Como se esta tratando con una relacion lineal, la nube de puntos ha de verificar la

siguiente ecuacion,
y = Bo+ pix (3.1.14)
donde By, B1 € R.
Por tanto, cada punto de la nube tiene que cumplir:
Yi = Bo + B1xi, i =1.,n (3.1.15)

(3.1.15) es un sistema de n ecuaciones y 22 incognitas. Por el Teorema de Rouché-
Frobenius, este sistema es incompatible, luego no existen valores S, y 1 que verifiquen
todas las ecuaciones, es decir, no existirdn valores de los coeficientes que se ajusten de
forma exacta a los valores reales de la nube de puntos. Luego, se buscara una estimacién
de los coeficientes que mejor se ajuste al diagrama de dispersion, lo que dara lugar a un

error llamado residuo:
Yi=PBo+Pixi + & i=1..,n (3.1.16)

Ahora en (3.1.16) se consigue un sistema de n ecuaciones y n + 2 incdgnitas. A
continuacion, por el Teorema de Rouché-Frobenius esta vez sera un sistema compatible

indeterminado con un namero infinito de soluciones.

Para entender que son los residuos, se debe tener en mente la finalidad de la regresion:
encontrar un modelo a partir de unas observaciones reales que logre predecir, lo mejor
posible, cierto dato a partir de informacion conocida. Luego, por un lado, estaran las

observaciones y, por otro, las predicciones usando el modelo que denotaremos:
Y, = Bo + Bix;, i=1,..,n (3.1.17)
Los residuos seran la diferencia entre el valor real de la variable y la prediccion:

&=Yi=%=yi—Bo+pix)i=1..,n (3.1.18)

Luego, el objetivo es encontrar entre ese numero infinito de soluciones la mejor solucion
posible, es decir, se busca la recta que se ajusta lo mejor posible a la nube de puntos. Lo
que matematicamente se quiere es que la suma de los residuos sea lo menor posible, pero
sin que se compensen los unos con los otros, porque como se ve en (3.1.18) adquieren del

mismo modo valores negativos.
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Existen dos formas de buscar la suma minima de residuos: usando el valor absoluto o

minimos cuadrados. Si se utiliza la primera:

n
minZIeiI (3.1.19)
i=1

No obstante, calcular los coeficientes minimizando esta expresion es dificil y, ademas, no

penaliza el hecho de que sea grande el error. Por ello, se usa para minimizar:

n

minz &2 (3.1.20)

i=1

Esta técnica es llamada minimos cuadrados. Si desarrollamos (3.1.20) se tendria,

n

min ) & = min (i = (B + fux))’ =ming(fo fr)  (31.20)
i=1

i=1
donde se quieren encontrar los valores de S, y $; que minimizan la funcion g (3.1.21).
Para ello, estudiaremos los valores que anulan la derivada y hallaremos qué es un minimo
global. Derivando y resolviendo el sistema de dos ecuaciones y dos incognitas resultante,

se obtiene que los coeficientes son:
— nYxy; — Nx XNy Cov(X,Y)
o - Cx)’ Var®

B\=inzzyl' - ininyi _ 5 - iz (3_1_23)
S oL

Por ultimo, faltaria estudiar si para los valores (3.1.22) y (3.1.23) se tiene un minimo

(3.1.22)

absoluto, lo cual es obvio ya que la funcion (3.1.21) es un paraboloide y, por tanto, solo

posee un extremo relativo (minimo) el cual sera un minimo absoluto.

3.2 Regresion multilineal

Como se ha visto en (3.0.4), este modelo es practicamente analogo a la regresion lineal.
En él no se busca explicar una relacion directa entre dos variables, sino que se intenta
hallar una influencia de varios factores sobre una variable de forma lineal. Normalmente,
se desconoce que tan siquiera existe dicha relacion, ya que al trabajar con varias variables
explicativas no se distingue de forma clara cuéles afectan y cuales no al modelo. Por ello,

como se puede observar en [7], existen algoritmos y técnicas que nos ayudan a escoger
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las variables cuya relacion con la variable dependiente es mayor y desechar aquellas que

no se relacionan.

El objetivo de los algoritmos nombrados previamente es seleccionar, de un conjunto de
variables, un subconjunto de estas que se relacione con mayor fuerza con la variable

predictora.

Estos algoritmos se Ilaman algoritmos de seleccion de variables y se emplean no solo en
regresion multilineal, sino que también en cualquier modelo de regresion que posea un
conjunto de dos 0o més variables explicativas. Y aunque en esencia y en finalidad todos
sean lo mismo, existen diferencias en los algoritmos debidas a cémo llevan a cabo la tarea

de seleccion:

e Backward: se basa en estudiar el modelo usando todas las variables
independientes e ir eliminando una a una aquellas que tengan menor relacion con
la variable predictora, es decir, que se ajusten peor. Cada vez que se elimina una
variable, se vuelve a estudiar el modelo y se busca la variable que peor se ajusta
y se elimina. Esto se realiza de manera sucesiva hasta que no se puedan eliminar
mas variables.

e Forward: se basa en empezar con el modelo sin ninguna variable e ir afiadiéndolas.
Cuando se encuentra una variable que se relaciona bien a la variable dependiente,
se afiade al modelo. Después de afiadirla, se vuelve a buscar otra variable que se
ajuste bien, pero esta vez se tiene en cuenta la variable afiadida previamente y asi
sucesivamente hasta que no se pueda afiadir mas variables.

e Stepwise: este algoritmo mezcla ambas técnicas anteriores. A cada paso que se

toma se estudia si entra una variable y si sale otra variable del modelo.

De todas formas, estos algoritmos son orientativos, por lo que siempre prevalecera por
encima de cualquier técnica los criterios de seleccion que el investigador considere

apropiado de estudiar.

Una vez se han seleccionado las variables que se relacionan de forma lineal, el modelo

utilizado seria:

y = Bo+Bixy + -+ Bixg (3.2.1)
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Como se puede apreciar en (3.2.1) es analogo a (3.1.14), salvo que esta vez no existe una
sola variable, sino que un ndmero [ de ellas. Este modelo, al igual que en regresion lineal,

no se ajusta de forma exacta y, por ello, existe un residuo que se denota:
Yy = Bo+Prxs++Pix;+e¢ (3.2.2)
Ahora si aplicamos a (3.2.2) las observaciones reales nos darian el siguiente sistema,
Vi = Bo+Pixpr ++Pixyte, i=1,..,n (3.2.3)
donde los subindices de x;; denotan la observacion i de la variable ;.

Este sistema, afiadiendo los residuos, se convierte en un sistema de n ecuaciones y n +
[ + 1 incognitas. De modo que por el teorema de Rouché-Frobenius, seria un sistema
compatible indeterminado con infinitas soluciones. Para escribir dicho sistema y por

comodidad, se utiliza la siguiente notacion matricial:

1 %1 - xyq
X=< : ) (3.2.4)

T Xp1 o Xy

Bo
ﬁ=<=> (3.2.5)

B

&

= ( : ) (3.2.6)
Sn
V1

Y = ( : > (3.2.7)
Yn

De tal forma que el sistema de (3.2.3) se puede reescribir de una forma mas sencilla y

compacta:

Y=XB+¢ (3.2.8)
Ahora como se hizo en la regresion lineal simple, hay que encontrar los coeficientes que
minimizan la suma de los errores al cuadrado. Utilizando la notacion matricial de (3.2.6)

la férmula (3.1.20) que queremos minimizar quedaria:

min et e (3.2.9)
Y hallando de forma analoga los coeficientes de la regresion, se anulan las derivadas con
la salvedad de que son [ + 1 coeficientes y el vector de coeficientes de la regresion escrito

de forma matricial seria,
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= (X'X)"'xty (3.2.10)

donde X e Y son las formas matriciales de las observaciones (3.2.4) y (3.2.7).

Este vector de coeficientes, al igual que en la regresion lineal, es donde se alcanza el

minimo absoluto de la funcién (3.2.9).

De todos modos, aunque los coeficientes de los modelos no se suelen calcular debido a la
dificultad de calculos tanto para regresiones lineales o no lineales como logistica, hay que
saber de donde vienen dichos coeficientes para entender los modelos de regresion de
forma adecuada. En la préctica, se utilizan programas estadisticos que los calculan de
manera automatica como, por ejemplo, RStudio, Python o SAS. De manera que se deja

al investigador solo la parte de analisis e interpretacion de los resultados.

3.3 Regresion logistica

Como se introdujo previamente al inicio de este apartado, este modelo es usado para
predecir o explicar el comportamiento que sufre una variable que solamente toma dos

valores a partir de una o varias variables independientes.

Este modelo es muy qtil para responder preguntas del estilo “Si” 0 “No”, “Ocurre” o “No
ocurre”, etc. Fundamentalmente, es el tipo de regresion mas usada debido a su versatilidad
en cualquier ambito, aunque como aplicacion mas desarrollada actualmente son los

estudios clinicos y farmacolégicos, de los cuales se trasladé al &mbito deportivo.

Aunque parezcan similares tanto la regresion lineal como logistica, hay que entender por
qué son distintas y por qué no es aplicable un modelo lineal cuando se trabaja con una
variable dicotomica. Para ver esto, se utilizara una variable dicotomica de la base de datos

gue se usara en el apartado de analisis. Su diagrama de puntos es el siguiente:
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Peso vs Gravedad de la lesion
1.00-

Gravedad
[ ]
[ ]
]
1

60 70 a0

80
Peso

Figura 3.3.1

Visualmente se observa que un modelo lineal no se ajustaria a Figura 3.3.1, ya que los

puntos no estan dispuestos segin una distribucion lineal. Por ello, si se hiciera dicha
regresion lineal quedaria de la siguiente manera:

Peso vs Gravedad de la lesion
1.00 -

Gravedad
[ ]
(5]
]
1

0.25-
|:||:||:|— L ] L L ] L ] L L L ] L L ] L B L L L ]
B0 70 80 a0
Peso
Figura 3.3.2
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Para valores de la recta en Figura 3.3.2 positivos grandes no tendria sentido los valores
que predijera la recta, puesto que no se ajusta correctamente. De forma analoga sucederia
en el caso de varias variables independientes.

Por tanto, de este ejemplo se deduce que matematicamente en un modelo logistico cuya
variable dependiente es dicotdmica es posible aplicar un modelo lineal, aunque si se
aplicara no tendria sentido l6gico ni funcional para su objetivo, el cual es explicar o

predecir el comportamiento de la variable respuesta.

Luego, la dificultad de la regresion logistica reside en la sutileza conceptual y no en los
calculos matematicos que se realicen, que como se vera mas adelante son practicamente

analogos a la regresion lineal.

Antes de seguir con el modelo, es necesario detenerse para realizar dos pasos previos. El
primero de ellos es transformar los valores dicotdmicos de la variable en dos valores
numeéricos 0 y 1, de tal forma que los valores “Si” se transformen en 1 y los valores “No”,
en 0. El segundo paso que hay que tener en cuenta es otra transformacion, pero esta vez
no es estética, sino que es un cambio en la variable respuesta. En vez de trabajar con dos
valores, se tratara con la probabilidad de que un suceso ocurra. Al estar dichos valores
comprendidos entre 0 y 1 por ser probabilidades, se podra fijar una probabilidad
(normalmente p = 0.5) a partir de la cual, si la probabilidad dada por la regresion es mayor
que la probabilidad fijada, se toma como resultado 1, es decir, “Si”, y en caso contrario,

se toma como “No”.

Para esta transformacion se utiliza la razén de probabilidades o mas cominmente
conocida como “razén de momios” o “odds ratio”, que aparece de forma natural en la
propia ecuacion del modelo cuya férmula es:

_P_
1-p
La formula (3.3.1) que se puede leer en el articulo [8] expresa la proporcion de casos

O0dds Ratio = (3.3.1)

favorables que existen con respecto a aquellos desfavorables y su funcionamiento en
cualquier estudio. Por ejemplo, si la probabilidad de tener lesion realizando una sesion
intensiva de entrenamiento es p = 0.75, entonces la probabilidad de no tenerla serd 1 — p
= 0.25y larazdn de probabilidad seré el cociente cuyo resultado es 3, lo cual quiere decir

que se esperan 3 lesionados por cada caso no lesionado.

23

VICTOR NAVAS IGLESIAS
MODELOS MATEMATICOS PARA EL ESTUDIO DE PROBLEMAS MUSCULARES



El problema fundamental que tiene la regresion logistica es crear un modelo que se ajuste
de forma correcta y eficaz a las futuras predicciones, debido a la propia naturaleza de la
variable respuesta. Al igual que en los modelos lineales, se utiliza una ecuacion que
modelice dicho modelo logistico de la forma mas apropiada. La funcién més acorde a lo

buscado es la funcion sigmoidal:

1
f(x) = Tro= (3.3.2)

La funcion de la ecuacion (3.3.2) se ajusta de forma apropiada a la grafica de una nube de
puntos de una variable dicotomica, debido al comportamiento de su limite cuando se

acercaa ooy a —oo;

1
i = lim —— = 3.3.3
Hm G = Jim = =1 539
li = i ! =0 (3.3.4)
A S = e e 3

De tal forma que como se puede ver en (3.3.3), cuando los nimeros de la variable
independiente sean positivos grandes se aproximara a 1 y, de forma analoga, en (3.3.4)
para valores negativos grandes acercandose a 0. Esta funcién soluciona los problemas que
tenia la regresion lineal para ajustarse a la nube de puntos, ya que esta vez no existira la

oportunidad de que los valores que prediga sean valores sin sentido.

Haciendo los cambios oportunos y sustituyendo por el concepto de regresion en la

ecuacion (3.3.2) se obtiene,

1
- 1 4+ e~ (BotB1X)

Y (3.3.5)

de donde despejando de la ecuacién (3.3.5) da lugar a una expresion muy parecida a la
obtenida en (3.1.14),

y
log—— 5 Bo + B1x (3.3.6)

donde en (3.3.6) el cociente dentro del logaritmo seria la razon de probabilidades (3.3.1).

Luego, en vez de trabajar con la variable dicotdmica, se tratard con una variable que
marque la probabilidad de que el suceso ocurra. Se marcard un umbral a partir del cual,
si se excede dicha probabilidad previamente seleccionada, se tomara como afirmativo y

en caso contrario, negativo.
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Normalmente, se denota esta nueva variable de probabilidad como p, y se calcula

despejando de la ecuacion (3.3.6), dando lugar a:

eﬁO"‘le

p= — (3.3.7)

1+ eBothix
En el caso en el que existieran varias variables independientes que intervengan en la
variable respuesta, la formula, al igual que en la regresién multilineal con respecto a la
lineal simple, seria una ampliacion trivial de coeficientes, dando lugar a la siguiente
expresion:

eBotBixi+Brx;

= 3.3.8
p 14+ ePotBixitBix ( )

Para terminar esta seccion, habria que estudiar cudles y cdmo se calcularian los
coeficientes de la regresion logistica. A diferencia de la regresion lineal, no se minimiza
la suma de los residuos al cuadrado (3.1.20), ya que en este caso no tendria sentido tan
siquiera hablar de residuos por ser un modelo logistico. Por ello, el estimador usado para
calcular los coeficientes es el de méaxima verosimilitud, el cual se calcula maximizando
la funcién de verosimilitud. Estos coeficientes no se pueden calcular de forma analitica,
debido a dificultad de célculo, pero se puede ver de donde salen dichos coeficientes. A
continuacidn, se vera como llegar a la expresion de los coeficientes en el caso general con

varias variables independientes.

Partimos de un modelo Bernoulli que solo puede tomar dos valores, ya que estamos en
regresion logistica y nuestra variable es dicotémica:

PY=1|X)=p (3.3.9)
PY=0|X)=1-p (3.3.10)
Suponiendo la independencia de los sucesos (hipotesis trivial), se consigue la expresion

de la funcidon de méxima verosimilitud de un modelo Bernoulli:

n
P(Y) = 1_[ p]t (1 —p)ti (3.3.11)
i=1
Tomando logaritmos de la expresion (3.3.11):
n n
p.
log P(Y) = Z yilog(o—) + Z log(1 — py) (33.12)
i=1 L=
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Ahora expresamos las probabilidades de (3.3.12) como funcion de los valores

independientes de las variables X:

p=PY =11X)=G(Bo+ B1x1 + - Bixy) (3.3.13)

En el caso que estamos viendo, la funcién G de (3.3.13) seria:

eﬁo+ﬁ1x1+”'ﬁ1xl
G(ﬁo + ﬁlxl + "'ﬁlxl) = 1 4+ eBo+Bixi+Bix| (3.3.14)

Por tanto, utilizando la funcion de (3.3.14) en la ecuacion (3.3.12) daria lugar a la siguiente

expresion:

n
log P(Y) = ) y;log(By + By + -+ fix)
i=1
. (3.3.15)
— Z log(1 + eﬁo+ﬁlx1+'“ﬁlxl)

=1
La ecuacion (3.3.15) habria que derivarla con respecto a cada coeficiente g; y anularla,
porque estamos buscando un maximo de dicha ecuacion. Una vez calculadas todas las
derivadas, solo quedaria resolver el sistema de ecuaciones resultante, el cual es no lineal,

por lo que habria que utilizar técnicas de métodos numéricos para resolverlo.

Por ultimo, cabria sefialar, aunque se haya hecho mencién durante el capitulo, que dicho
modelo de regresion logistica tiene su forma ampliada en el modelo logistico maltiple.
Este modelo funcionaria exactamente igual que el modelo simple, con la Unica salvedad
que, al igual que en el modelo multilineal, habria una fase previa de seleccion de

variables.

4 ANALISIS DE LOS MODELOS

En este apartado se ensefiara inicialmente unos cuantos conceptos de analisis muy
importantes previos a la regresion, como la comprobacion de las hip6tesis de Gauss-
Méarkov, el estudio de la bondad de ajuste del modelo, el tratamiento de variables
cualitativas dentro del conjunto de variables independientes e incluso el concepto de

matriz de confusion.

Por ultimo, se estudiara un ejemplo de aplicacion de la regresion logistica multiple en una
base de datos de indole deportiva con el fin de responder ciertas preguntas planteadas mas
adelante.
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4.1 Hipotesis de Gauss — Markov

Durante todo el capitulo anterior se ha supuesto la validez de los modelos sobre las
observaciones, pero dichas observaciones deben cumplir ciertos requisitos para que los

modelos vistos funcionen de forma eficaz.

Los requisitos previos necesarios para llevar a cabo la regresion lineal simple y multilineal
se llaman hipotesis de Gauss-Markov y estan basados en las propiedades que han de
cumplir los residuos, ya que a la hora de estimar los coeficientes de la regresion en el caso

lineal se centra en el método de los minimos cuadrados sobre ellos.

El teorema de Gauss-Markov establece que, si se verifican las hipdtesis, entonces el
estimador calculado por minimos cuadrados es el mejor estimador lineal insesgado o
también llamado en inglés BLUE (Best Linear Unbiased Estimator), es decir, los modelos

de regresion lineal son correctos.
Las hipdtesis de Gauss-Markov son las siguientes:

1) Linealidad: los valores de la variable dependiente estan relacionados de forma

lineal con las variables explicativas:

2) Medida nula: la esperanza matematica de los residuos es nula:

E[g] =0, Vi (4.1.2)

3) Homocedasticidad: todos los residuos poseen la misma varianza:

Varlg] = o2, Vi (4.1.3)

4) No correlacion entre los residuos: los residuos dos a dos son incorrelados:

Cov[ei,ej] =0, Vi#j (4.1.4)
5) Normalidad: la variable aleatoria que modeliza los residuos se distribuye con una

distribucién normal:

e ~N(0,0%) (4.1.5)
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4.2 Bondad de ajuste

Una vez disefiado el modelo, se necesita una forma para comprobar como se ajusta el

modelo a las observaciones. Para llevar a cabo esto se utiliza el p-valor.

Antes de hablar de €l, hay que entender qué buscamos. El objetivo es tomar una decision
acerca de nuestro modelo, es decir, decidir si es bueno o malo. Para ello, se realiza un
contraste de hipotesis de la siguiente manera:

Ho=pr==p=0 (4.2.1)
H =B #0, i=1,..1

Si se acepta la hipotesis nula, entonces significa que el modelo es mejor tomando nulos
los coeficientes de las variables y, por tanto, la regresion quedaria como una recta
horizontal constante en el valor B,. Si no se acepta, se reconoce que los coeficientes

calculados se ajustan bien a la muestra.

Este contraste tiene de forma intuitiva mucho sentido, ya que la base de la regresion son
los coeficientes e indicar si es mejor o no tenerlos, explica claramente que sea bueno o

malo el modelo calculado a partir de las observaciones.

Una vez entendido el contraste, quedaria pasar a estudiar el concepto de p-valor. El p-
valor es un valor usado en los contrastes de hipétesis para determinar la probabilidad de
que ocurra la hip6tesis nula. En el caso de la regresion, indicaria la probabilidad de que
los coeficientes no independientes sean nulos, entonces cuanto méas pequefio sea el p-
valor, mejor sera el modelo, puesto que se ajustara mejor. Normalmente, el modelo de

regresion calculado se acepta cuando el p-valor < 0.05 y se rechaza en caso contrario.

4.3 Variables dummy

En cualquier modelo de regresion, se utilizan como variables explicativas no solo aquellas
gue toman valores numéricos, sino que también variables categdricas que pueden ser

dicotdbmicas o no, es decir, tener dos 0 mas estados cualitativos.

El tratamiento de estas variables en los modelos es distinto al de otras variables y
dependera del nimero de casos que tome. En el caso de que la variable cualitativa sea
dicotomica, el Unico tratamiento necesario sera transformar sus valores cualitativos en 0

y en 1. A esta variable se le puede considerar en si misma variable dummy. Por otro lado,
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al tratar con una variable que toma t estados con t > 2, se necesita transformar la variable
en t — 1 variables auxiliares dicotomicas llamadas dummy. De forma precisa, cada
variable dummy representa si se cumple uno de los estados de la variable original, es
decir, la variable dummy que representa dicho estado toma el valor 1y el resto toman el
valor 0. Al ser t — 1 variables representan t — 1 estados de la variable original, por lo que
restaria uno, el cual viene representado en el coeficiente independiente de la regresion al

tomar todas las variables dummy el valor nulo.

Por tanto, los coeficientes de la regresién que acompafien a cada variable dummy
generada indicaran cuanta relacion tendré la variable dependiente cuando el estado de la

variable original que representa ocurre.

Para ilustrar el concepto de variable dummy se va a estudiar un ejemplo. Supongamos
que ya sabemos que existe una relacion lineal entre el nimero de dias lesionado y el

numero de horas de entrenamiento y el tipo de lesion.

Y = Ndmero de dias lesionado (4.3.1)
X, = Horas de entrenamiento (4.3.2)
X, = Tipo de lesién (4.3.3)

La variable X, es cualitativa y puede tomar los siguientes estados: 6sea, muscular y

ligamentosa. Las variables X; e Y son variables numericas.

Por saber que existe relacion lineal, todas estas variables tienen que cumplir el modelo
multilineal (3.2.2):

Y = ﬁo + ﬁlxl + ﬁzXz + £ (434)
Al ser X, categorica, se tiene que transformar en t — 1 variables dummy, es decir, en 2
variables dicotémicas (porque tiene 3 estados), de tal forma que el modelo final resultante

quedaria,

Y - ﬁo + lel + ﬁle + ﬁ3D2 + & (435)
donde la variable dummy D, representa si ocurre una lesion de tipo 6seo o noy D,, una
lesion muscular o no. Si ambas toman el valor nulo, entonces nos encontrariamos con una

lesion ligamentosa y vendria representado por f3,.
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4.4 Matriz de confusién: sensibilidad y especificidad.

Al realizar una regresion logistica con el objetivo de predecir los valores de la variable
respuesta, se suele llevar a cabo una particion de los datos. Una parte de las observaciones
se utilizan para crear el modelo logistico y la otra parte, para comprobar si el modelo
calculado predice correctamente. Normalmente en esta particion se utiliza el 80% de las

observaciones como entrenamiento para el modelo y el 20% restante como prueba.

La matriz de confusion es una tabla que representa y enfrenta aquellos datos de prueba,
de los cuales, por ser datos de la base, sabemos frente a los datos interpretados y
calculados por el modelo. De tal forma que se puede interpretar como de bueno es el

modelo logistico, al igual que hicimos con el modelo lineal.

Para entender el funcionamiento de una matriz de confusion, vamos a ilustrar un ejemplo

en la siguiente tabla:

Predicciones
No lesionados | Lesionados Total
Observaciones | No lesionados 12 7 19
Lesionados 3 50 53
Total 15 57 72
Tabla4.4.1

En esta tabla se representan los valores reales de la base de datos en las filas y los valores
predichos por el modelo en las columnas. Por tanto, nuestra base de datos ficticia de 72
pacientes de Tabla 4.1.1 posee 53 sujetos lesionados y 19 no lesionados, mientras que,
por otro lado, el modelo predijo 57 sujetos lesionados y 15 no lesionados. Otra forma de
analizar el modelo seria estudiando cada celda de la matriz, de donde se puede observar
que nuestro modelo de 53 observaciones de lesionados ha predicho 50 lesionados y 3 no
lesionados. De forma analoga, se puede ver que de 19 no lesionados el modelo predijo 7

pacientes como lesionados y 12 como no lesionados.

De forma mas clara para entender la tabla, se hace la siguiente traduccion a la informacion

que aporta:
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Negativos Positivos Total

Negativos Verdadero Falso positivo | Total negativos
negativo (VN) | (FP)

Positivos Falso negativo | Verdadero Total positivos
(FN) positivo (VP)
Total Negativos Positivos Total
predichos predichos observaciones
Tabla 4.4.2

Por consiguiente, a raiz de los datos proporcionados por la matriz de confusion se puede

calcular la precision de acierto del modelo:

] VP +VN
Exactitud = ———— (4.4.1)
Total

El ejemplo de la Tabla 4.1.1 tendria una capacidad de acierto de 62/72 = 0.8611, es
decir, de un 86.11%.

Por otro lado, dos valores relevantes a la hora de decidir la viabilidad del modelo logistico
son la sensibilidad y especificidad. A pesar de la importancia de conocer la exactitud del
modelo, recae sobre él un gran inconveniente: la incapacidad de distinguir si ambos VP
0 VN se estan prediciendo correctamente o solo uno de ellos dos, ya que en un modelo
cuya mayoria de datos son positivos y la restante minoria son negativos, predecir bien los
positivos daria lugar a un porcentaje alto de exactitud sin tener por qué predecir

correctamente los negativos.

Como se puede observar en el articulo [9] ambas especificidad y sensibilidad son
fundamentales para las pruebas diagndsticas en medicina y, en general, para cualquier
estudio de regresion logistica, ya que explican:

= Sensibilidad: es la probabilidad de positivos entre todos los sujetos que deberian
predecir como positivos, es decir, de entre los verdaderos positivos y los falsos

positivos.

VP
ibili = — 4.4.2
Sensibilidad VP T FN ( )

= Especificidad: es la probabilidad de negativos de entre todos los sujetos que
deberian predecirse como negativos, es decir, de entre los verdaderos negativos y

los falsos positivos.
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VN
i fici = —_— 4.4.3
Especificidad VN T FP ( )

Por tanto, ambas explican cada uno de los aspectos para validar el modelo logistico, es
decir, la sensibilidad indica la proporcion de verdaderos positivos de entre todos los
positivos de las observaciones, lo cual indica cobmo de bien se estan prediciendo los
positivos y, de forma analoga, la especificidad con los negativos.

4.5 Aplicacion de los modelos

A continuacion, se aplicaran los conceptos explicados a lo largo de todo el trabajo en una
base de datos orientada al mundo del deporte. Dicha base de datos estd compuesta por 95
observaciones, de las cuales habria que rechazar 14 por ser repetidas y 3 por ser
previamente excluidas. Por tanto, la base quedaria con un total de 78 observaciones, las

cuales representan a pacientes deportistas.

Sobre cada observacion se han medido ciertos datos que representan las variables de la
tabla, teniendo un total de 16 variables el sistema. De entre ellas, se descartaron varias
variables debido a dos motivos claros: no aportaban informacion a pesar de que fueran
variables importantes debido a su nula variabilidad (Sexo, Dominancia, etc.) o no tenian
interpretabilidad clara (Unidad, Especificidad, Empleo, etc.). Una vez realizados todos
los descartes por la falta de informacidn, quedarian un total de 8 variables, siendo una de

ellas adaptada a una variable dicotomica:

= Edad: variable que indica la edad del paciente.

= Peso: variable que indica el peso del paciente.

= Altura: variable que indica la altura del paciente.

= |MC: variable que indica el indice de masa corporal del paciente.

= Antecedentes: variable transformada en dicotdmica que indica si un paciente ha
padecido una lesion previa.

= Tipo: variable categorica que indica el tipo de lesion que ha sufrido el paciente.

= Mecanismo: variable categdrica que indica el movimiento que imposibilita la
lesion del paciente.

= Dias recuperacion: variable que indica el nimero de dias que el paciente va ha

estado lesionado.
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El objetivo de este apartado es responder a ciertas preguntas utilizando modelos de
regresion, los cuales sustraen informacion de la base de datos para responderlas. Los
cddigos se encuentran en el apartado de Anexos.

45.1 ¢Se puede predecir si un paciente tendra mas de 10 dias de lesion

segun su edad, su altura, su IMC, su peso Yy si ha tenido lesiones previas?

Para responder a esta pregunta inicialmente se ha transformado la variable ‘Dias lesion’
en una variable dicotdmica que representa si ha tenido méas de 10 dias de lesion o no. Una
vez transformada, se ha planteado un modelo de regresién logistica multiple (debido a
que existen mas de una variable independiente) y, posteriormente, se ha descartado la
variable ‘Edad’, ya que no era significativa. Por Gltimo, se ha calculado la matriz de
confusidn, en la cual se obtiene una precision del modelo del 67,94%, una sensibilidad
del 83,33%, es decir, explica de una forma muy precisa los pacientes que tendran mas de
10 dias de lesion y una especificidad del 43,33%, o0 sea, no predice de forma muy acertada

los pacientes que tendrdn menos de 10 dias de lesion.

El modelo que indicaria la probabilidad de que el paciente padezca mas de 10 dias de

lesion seria:

e 0.2648—-12.8260%xPeso+9.4568*Altura+9.4025xIMC+1.5723+xAntecedentes
p= (4.5.1)

- 1+ e0.2648—12.8260*Peso+9.4568*Altura+9.4025*1MC+1.5723*Antecedentes

4.5.2 ¢Depende de las variables edad, peso, altura e IMC que una lesién

sea muscular o no?

Al igual que en la pregunta anterior, se ha transformado la variable ‘Tipo’ en una variable
dicotémica que indicaria si se ha sufrido lesion muscular o no. Al tratarse de una variable
que toma dos valores y tener varias variables independientes, se ha optado por utilizar la
regresion logistica multiple. Calculada la matriz de confusion, se obtiene que el modelo
tiene una precision del 84,61%, una sensibilidad del 16,67% y una especificidad del
100%. Esta vez se tiene que ninguna de las variables del enunciado explica si se tendra

lesion muscular, pero si de forma precisa si no se va a tener.
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Se ve un gran contraste en la forma de predecir los valores correctos con respecto de los
falsos, el cual se debe a que los coeficientes de las variables no son significativos, pero si

lo es el valor del coeficiente independiente £,.

Aunque sea un modelo que por norma general se rechazaria, su modelo resultante

quedaria:

o~ 1.7790+0.6537+Edad +6.2665+Peso—4.4635+Altura—4.4487+IMC
p = (4.5.2)

- 1+ e—1.7790+0.6537*Edad+6.2665*PeSO—4-.4-635*Altura—4-.4-4-87*IMC

4.5.3 Sabiendo el tipo de lesién, mecanismo e IMC, ¢se puede saber si una

lesion es grave entendiendo por grave una lesion de 2 0 mas semanas?

Para plantear el modelo, se ha vuelto a transformar la variable ‘Dias lesion’ en una
variable dicotdmica, pero con otro criterio, diferenciando los pacientes con mas de 14
dias de lesion o no. Al utilizar variables categoricas, el modelo logistico multiple ha
tenido que crear una serie de variables dummy para poder explicar el modelo. A diferencia
de los dos casos anteriores, este modelo, aunque parezca que predice bien los valores,
ninguno de sus coeficientes es significativo y, por tanto, no son véalidos ni tan siquiera en

el estudio.

5 CONCLUSIONES

Las técnicas de regresion, tal y como se ha visto a lo largo del trabajo, son muy utiles a
la hora de sustraer informacion de una base de datos. En este caso se ha empleado
regresion logistica en una serie de datos relacionados con el deporte. Después de realizar
un estudio sobre tres preguntas que se han planteado sobre la base, se han extraido las

siguientes conclusiones para cada una de ellas:

1. Laaltura, el IMCy haber tenido lesiones previas afectan de forma directa positiva,
mientras que el peso del atleta de forma inversa en el nimero de dias de lesion del
paciente, o sea, a mayor altura, IMC, al haber tenido lesiones previas y pesar
menos se es mas propenso a tener una lesion fisica de mas de 10 dias de

recuperacion.
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2. Laedady el peso afectan de forma directa positiva y el IMC y la altura, de forma
inversa en el tipo de lesion del paciente (muscular o no muscular), aunque en este
apartado cabe sefialar que ninguno de los coeficientes de las variables es
significativo y, por tanto, a pesar de que la capacidad del modelo de predecir los
pacientes sin lesion muscular es buena, no predice de forma adecuada cuando
tienen lesion muscular. Por tanto, este modelo no seria apropiado.

3. El modelo no se ajusta correctamente y, por ello, se concluye que las variables
‘Tipo lesion’, ‘Mecanismo’ ¢ ‘IMC’ no afectan en la gravedad de la lesion

aparentemente.
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ANEXOS
Cadigo

Ejemplo aplicacion regresion lineal simple

#Ahora vamos a aplicar utilizando las herramientas de RStudio la
#regresidén lineal entre las variables que sospechamos por el
#diagrama de dispersidn que puede existir una relacidn lineal entre
fambas.

#Primero vamos a dividir nuestros datos en dos datasets: Training
ffset y Test set
#install.packages ('caTools')
library(caTools)
split <- sample.split (base de datos sin tratarSAltura,
SplitRatio = 0.8)

training set <- data.frame (subset (base de datos sin tratar,
split == TRUE))
test set <- data.frame (subset (base de datos sin tratar,

split == FALSE))

FHAHHH A

#Escalo todas las variables (no haria falta ya que 1lm escala
fautomaticamente)

#training set <- scale(training set)

#test set <- scale(test set)

#training set <- data.frame(training set)

#test set <- data.frame(test set)

FHAHEH A

regresion lineal <- Ilm(formula = Altura ~ Peso,
data = training_ set)
summary (regresion lineal)
#Se ve que el p valor<0.05. Por tanto, aceptamos la regresidn.

#Una vez compruebo que la regresidén tiene un p valor < 0.05, es
#decir, se ajusta al modelo correctamente: voy a predecir usando la
#fregresidén lineal calculada arriba los datos dentro del conjunto
ftest.

altura pred <- predict(regresion lineal, newdata = test set)

View (altura pred)

realidad vs prediccion <- data.frame(cbind(test setSAltura,
altura pred))

View (realidad vs prediccion)

#Ahora voy a visualizar el diagrama de dispersidén Jjunto a la recta
#de regresion lineal calculada para mostrar cbdmo se ajusta al
fsistema:

#finstall.packages ('ggplot2')
library(ggplot2)
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#Grafica de la regresidédn lineal aplicada al conjunto de
fentrenamiento (Training set)

ggplot () +
geom point (aes(x = training setSPeso,
y = training setSAltura),
colour = )+

geom line(aes(x = training setSPeso,
y = predict (regresion lineal, newdata =
training set)),
colour = ) +
ggtitle ( ) +
x1lab ( ) +
ylab( )

#Grafica de la regresidén lineal aplicada al conjunto test (Test
#set)

ggplot () +
geom point (aes(x = test setSPeso,
y = test setSAltura),
colour = )+
geom line (aes(x = test setS$Peso,
y = predict (regresion lineal, newdata = test set)),
colour = 'blue') +
ggtitle ( ) +
x1lab ( ) +
ylab ( )

Tratamiento de la base de datos antes de realizar las preguntas

#Instalo la libreria que voy a utilizar para leer el Excel con la
#base de datos.
install.packages ( )

#Abro la libreria para poder utilizarla
library (readxl)

#Cargo la base de datos donde se encuentre en el excel en el equipo
#ir a import dataset a la izquierda en enviroment:
base de datos sin tratar <- read excel (

)
#base de datos sin tratar <-
read excel ( )
View (base de datos sin tratar)

#Ahora voy a cambiar los nombres de algunas variables para que sea
#més sencillo tratar con ellas.
names (base de datos sin tratar)

names (base de datos sin tratar) [4] <-
names (base _de datos_sin tratar) [5] <-
names (base de datos sin tratar) [12] <-
names (base de datos sin tratar) [16] <-

#Voy a eliminar algunas variables: no aportan informacidén, la
#informacidén que aportan es innecesaria o son dificiles de
#interpretar

base de datos sin tratarSPaciente <- NULL
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base de datos sin tratarS$Sexo <- NULL

base de datos sin tratar$Dominancia <- NULL
base de datos sin tratarSEmpleo <- NULL

base de datos sin tratarSEspecialidad <- NULL
base de datos sin tratarSUnidad <- NULL

base de datos sin tratarSLocalizacion <- NULL
base de datos sin tratarSLugar <- NULL

#Voy a eliminar observaciones repetidas y observaciones excluidas
#fpor la propia base de datos

repetidos <- c(79:93)
base de datos sin tratar <- base de datos sin tratar[-repetidos,]

excluidos <- c(79:82)
base de datos sin tratar <- base de datos sin tratar[-excluidos,]

#Voy a transformar las variables cualitativas para que sean
#més faciles de interpretar.

#La variable Antecedentes la transformare en una variable
#dicotdmica:

for (i in l:length(base de datos sin tratarS$Antecedentes)) {
if (is.na(base de datos sin tratarSAntecedentes([i]) == T)
base de datos sin tratarSAntecedentes[i] <-
}
else(
base de datos sin tratarSAntecedentes[i] <-

}

{

}

base de datos sin tratarSAntecedentes <-

factor (base de datos sin tratarSAntecedentes, levels = c( ’ )
labels = c( ’ )

base de datos sin tratarSTipo <-

factor (base de datos sin tratarSTipo, levels = c( ,

),
labels = ¢(1,2,3,4,5,06))

base de datos sin tratarSMecanismo <-
factor(base_de_datos_sin_tratar$Mecanismo, levels=c(

r

)
labels = c(1,2,3,4))
summary (base de datos sin tratar)

#Ahora vamos a estudiar los diagramas de dispersidén por pares
#de cada una de las variables para estudiar de forma grafica
#fposibles relaciones entre variables:

pairs (base de datos sin tratar)
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Pregunta 1: ;Se puede predecir si un paciente tendra mas de 10 dias de
lesion sabiendo su edad, su peso, su altura, su IMC v si ha tenido
antecedentes previos?

#Voy a copiar la base de datos en otra para responder la pregunta
#con las variables que se involucran en el enunciado.
datos <- data.frame(base de datos sin tratarSEdad,

base de datos sin tratarSPeso,

base de datos sin tratarSAltura,

base de datos sin tratarSIMC,

base de datos sin tratarSAntecedentes,

base de datos sin tratarSDiasRecuperacion)

names (datos) [1] <-
names (datos) [2] <-
names (datos) [3] <-
names (datos) [4] <-
names (datos) [5] <-
names (datos) [6] <-

#Creo una nueva variable dicotémica 'DiasPredichos' utilizando la
#variable DiasRecuperacion de tal forma que valdrd 1 si supera los
#10 dias de recuperacién y 0 en caso contrario.
DiasPredichos <- c{()
for (1 in 1l:length(datos$DiasRecuperacion)) {
if (datosS$DiasRecuperacion[i] < 10) {
DiasPredichos[i] <- 0
}
elsef
DiasPredichos[i] <- 1
}
}

datos <- data.frame (datos, DiasPredichos)

datos$DiasPredichos <- as.factor (datos$DiasPredichos)
summary (datos)

#Elimino la variable DiasRecuperacion ya que no se va a utilizar
#para la regresion logistica.
datos$DiasRecuperacion <- NULL

#Escalo los datos para gque no haya problemas de ajuste
datos([,1:4] <- scale(datos[,1:4])

#Creo el modelo utilizando todas las variables

modelo glm <- glm(formula = DiasPredichos ~ ., family = binomial,
data = datos)

summary (modelo glm)

#Se ve claramente que el coeficiente de la Edad no es significativo
modelo glm <- glm(formula = DiasPredichos ~ Peso + Altura + IMC +
Antecedentes,

family = binomial,

data = datos)
summary (modelo glm)

library (MASS)
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#Intervalo de confianza
confint (modelo glm)

#Intervalo de confianza basado en el error estandar
confint.default (modelo glm)

#Diferencia de los residuos
dif residuos <- modelo glmSnull.deviance - modelo glmSdeviance
dif residuos

#Grados de diferencia
df <- modelo glmSdf.null - modelo glm$df.residual
df

#P-Valor
p_value <- pchisg(gq = dif residuos, df = df, lower.tail = F)
p_value

#Matriz de confusidn
predicciones <- ifelse(test = modelo glmSfitted.values > 0.5,
yes = 1,
no = 0)
matriz confusion <- table(modelo glmSmodelSDiasPredichos,
predicciones,
dnn = c( ,
matriz confusion

Pregunta 2: ;Depende que la lesion sea muscular o no de la edad, IMC,

peso y antecedentes previos?

datos2 <- data.frame (base de datos sin tratarSEdad,
base de datos sin tratarSPeso,
base de datos sin tratarSAltura,
base de datos sin tratarSTipo,
base de datos sin tratarSIMC)

names (datos?2) [1] <-

names (datos2) [2] <-

names (datos2) [3] <-

names (datos2) [4] <-

names (datos2) [5] <-

#Ahora voy a transformar la variable TipoLesion en una variable

#dicotdmica
fque indicara si tiene o no tiene lesidén muscular un paciente,
#decir,

es

#valdra 1 si el paciente tiene Lesidén muscular o 0 si el paciente

#no la tiene.
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LesionMuscular <- c ()
for (i in 1l:length(datos2$TipoLesion)) {
if (datos2STipoLesion([i] == 4) {
LesionMuscular[i] <- 1
}
else(
LesionMuscular[i] <= 0
}
}

datos2 <- data.frame (datos2, LesionMuscular)
datos2STipolLesion <- as.factor (datosSTipoLesion)

#Elimino la variable TipoLesion ya que no aporta nada més.
datos2STipoLesion <- NULL

#Escalamos las variables
datos2[,1:4] <- scale(datos2[,1:41])

#Creamos el modelo de regresion logistica
modelo glm2 <- glm(formula = LesionMuscular ~.,
family = binomial,
data = datos?)
summary (modelo glm2)

#Intervalo de confianza
confint (modelo glm2)

#Intervalo de confianza basado en el error estandar
confint.default (modelo glm2)

#Diferencia de los residuos
dif residuos2 <- modelo glm2Snull.deviance - modelo glm2Sdeviance
dif residuos?2

#Grados de diferencia
df2 <- modelo glm25df.null - modelo glm2Sdf.residual
df2

#P-Valor
p _value2 <- pchisg(g = dif residuos2, df = df2, lower.tail = F)
p_value2

#Matriz de confusidn
predicciones2 <- ifelse(test = modelo glm2Sfitted.values > 0.5,
yes = 1,
no = 0)
matriz confusion <- table (modelo glm2SmodelSLesionMuscular,
predicciones?2,
dnn = c( ’ ))
matriz confusion
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Pregunta 3: Sabiendo el tipo de lesion, mecanismo e IMC, ;se puede saber
si una lesion es grave, entendiendo por grave una lesidon que necesite 2 0
mas semanas de recuperacion?

datos3 <- data.frame (base de datos sin tratarSIMC,
base de datos sin tratar$STipo,
base de datos sin tratarSMecanismo,
base de datos sin tratar$DiasRecuperacion)
names (datos3) [1] <-
names (datos3) [2] <-
names (datos3) [3] <-
names (datos3) [4] <-

#Vuelvo a crear una nueva variable dicotémica 'LesionGrave' a
fpartir de la variable DiasRecuperacion de tal forma que valdra 1
#si la lesidn necesita més de 2 semanas de recuperacidén y 0 si no
#es el caso.
LesionGrave <- c()
for(i in 1l:length(datos3$DiasRecuperacion)) {
if (datos3$DiasRecuperacion([i] > 14) {
LesionGrave[i] <- 1
}
else{
LesionGrave[i] <= 0
}
}

datos3 <- data.frame (datos3, LesionGrave)

datos3SLesionGrave <- as.factor (datos3$LesionGrave)

#Elimino la variable DiasRecuperacion ya que no aporta nada
datos3SDiasRecuperacion <- NULL
summary (datos3)

#Creo el modelo de regresidédn logistica
modelo glm3 <- glm(formula = LesionGrave ~.,
family = binomial,
data = datos3)
summary (modelo glm3)

#Matriz de confusidn
predicciones3 <- ifelse(test = modelo glm3Sfitted.values > 0.5,

yes = 1,
no = 0)
matriz confusion <- table (modelo glm3SmodelSLesionGrave,
predicciones3,
dnn = c( ' ))

matriz confusion
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Graficas

Ejemplo aplicacion regresion lineal simple

Grafica A: Resumen informacion de la regresion lineal

Ccall:
Im(formula = Altura ~ Peso, data = training_set)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-19.7108 -2.6638 0.2892 3.1645 9.5551

Coefficients:

Estimate 5td. Error t value Pri=|t]|)
(Intercept) 132.17656 5.70866 23.154 < Ze-16 ***
Peso 0.60941 0.07239 8.361 5.38e-12 ===

Signif. codes: 0 “=**' (. : 0.01 “*=* Q.05 *.’

Residual standard error: 4.737 on 67 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5106, Adjusted R-squared: 0.5033
F-statistic: 69.9 on 1 and 67 DF, p-value: 5.384e-12

Gréfica B: Regresion lineal sobre el training set

Altura vs Peso (Training set)

190 -

180 -

Altura

170 -

160 - .

Peso
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Gréfica C: Regresion lineal sobre el test set

Altura vs Peso (Test set)

180~

185-

170- =

70 20 a0
Peso

Tratamiento de la base de datos antes de realizar las preguntas

Gréfica D: Resumen de las variables involucradas en el estudio

Antecedentes Tipo Mecanismo DiasRecuperacion
120,07 0:62 1: 3 1157 Min. @ 5.00
22.93 1:16 2:28 :10 1st Qu.: 7.00
24.07 3:9 317 Median :10.00

24.24 4:14 4: 4 Mean :13.83
25.40 5: 8 3rd Qu.:18.75
:30.47 6:16 Max. :60.00
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Grafica E: Diagrama de dispersion de todas las variables enfrentadas por pares
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Pregunta 1

Gréfica F: Resumen variables

Peso Antecedentes DiasRecuperacion DiasPredichos
Min. :58.00 . 0:62 Min. : 5.00 0:30

1st Qu. 1st Qu.:72.00 - 1:16 1st Qu.: 7.00 1:48
Median Median :78.00 . Median :10.00

Mean H Mean :78.41 - Mean :13.83
3rd Qu. :29.00 3rd Qu. :85.00 . 3rd Qu. :18.75
Max. :33.00 Max. :196. 00 . Max. :160.00
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Gréfica G: Resumen del modelo logistico

call:
glm{formula = DiasPredichos ~ ., family = binomial, data = datos)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-2.3009 -1.1297 0.5394 0.9623 1.5254

coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr{=|z|)
(Intercept) 0. 26560 . 27348 0.971 0.3314
Edad -0.09158 . 28960 -0.316 0.7518
Peso -12.29304 LAFTS3 20244 0.0248
Altura 9.08284 .92971 2.311 0.0208
IMC 9.03548 09725 2.205 0.0274
Antecedentesl 1.55160 . 78202 1.984 0.0472

signif. codes: 0 “#*#**° 0.001 ***' 0.01 “*=" 0.05 “.” 0.1 * " 1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 103.939 on 77 degrees of freedom
Residual deviance: 90.231 on 72 degrees of freedom
ATC: 102.23

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Gréfica H:Resumen del modelo logistico sin la variable edad

call:
glm{formula = DiasPredichos Peso + Altura + IMC + Antecedentes,
family = binomial, data datos)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-2.268B8 -1.1453 0.5474 9709 1.4982

Coefficients:

Estimate std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 0. 2648 L2731 0.970 0.3323
Peso -12. 8260 L2162 -2.459 0.0139 *=
Altura 9.4568 . 7498 2.522 0.0117 *
I™MC 9.4025 . 9296 2.393 0.0167 *
Antecedentesl 1.5723 .7813 2.012 0.0442

Signif. codes: 0O "##**' 0.001 ***" 0.01 *' 0.05 °“." 0.1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 103.939 on 77 degrees of freedom
Residual deviance: 90.331 on 73 degrees of freedom
ATIC: 100.33

Number of Fisher Scoring iterations: 4
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Gréfica I: Matriz de confusion del modelo logistico

Predicciones
obsevaciones 0 1

013 17
1 8 40

Pregunta 2

Gréfica J: Resumen de las variables

Edad Altura TMC LesionMuscular
Mim. :-2.07296 in. -2, Min. -2, Min. :-2.17575 0:64
1st Qu. :-0.42976 .20, 1st Qu. --0. 1st Qu. :-0.68584 1:14
Median : 0.03034 i :-0. Median : 0. Median :-0.08764
Mean : 0.00000 H Mean H ' Mean : 0.00000
3rd qQu.: 0.55616 . 0. 3rd Qu.: 0. 3rd qQu.: 0.60194
Max. : 1.60781 " D 2. Max. - Max. : 3.24650

Gréfica K: Resumen del modelo logistico

call:
glm{formula = LesionMuscular ~ ., family = binomial, data = datos2)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.0500 -0.6522 -0.4992 -0.2523 2.4594

coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -1.7790 0.3637 -4.892 le-0b *=*
Edad 0.6537 0.4183 1.563 0.118
Peso 6. 2665 5.6619 1.107 0. 268
Altura -4.4635 4.0039 -1.115 0. 265

-4. 4487 4_2035 -1.058 0. 290

signif. codes: O “**** 0,001 “**" 0.01 “*' 0.05 “." 0.1 * " 1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance: 73.416 on 77 degrees of freedom

Residual deviance: 65.382 on 73 degrees of freedom
AIC: 75.382

Number of Fisher Scoring iterations: 5
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Gréfica L: Matriz de confusién del modelo logistico

Predicciones
obsevaciones 0 1

064 0
112 2

Pregunta 3

Gréfica M: Resumen de las variables

IMC TipoLesion Mecamismo LesionGrave
Min. :20.07 1: 3 1:57 0:43
1st Qu. :22.93 2:28 2:10 1:35
Median :24.07 3: 9 3: 7
Mean 224,24 4:14 4: 4
3rd Qu. :25.40 5: 8
Max. :30.47 i

Gréfica N: Resumen del modelo logistico

call:
glm{formula = LesionGrave ~ ., family = binomial, data = datos3)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.5315 -0. 8668 0. 0000 1.0118 1.7422

Coefficients:

Estimate std. Error z value Pr(=|z|)
{(Intercept) 21.98393 6188.62727 0. 004 0.997
IMC -0.10218 0.16821 -0.607 0. 544
TipoLesion2 -19.13088 6188.62597 -0.003 0.998
TipoLesion3 -20.14983 6188.62604 -0.003 0.997
TipoLesiornd -53.39227 7041.17092 -0.008 0.994
TipoLesion5 -20.11149 6188.62602 -0.003 0.997
TipoLesion6é -20.78275 6188.62600 -0.003 0.997
Mecanismo2 0.04818 1.07592 0.045 0. 964
Mecanismo3 33.95825 3358.42190 0.010 0. 992
Mecanismod 17.39758 2334. 59368 0. 007 0.994

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
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Gréfica O: Matriz de confusién del modelo logistico

Predicciones
obsevaciones 0 1

0 32 11
1 10 25
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