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RESUMEN.

Se prueba un teorema sobre existencia de puntos fijos en
ciertos homeomorfismos del cfrculo, encontréndcse aplicaciones
geométricas del mismo para probar propiedades de inscriptibilidad.
Los resultados son validos para curvas homeomorfas a circules, ¥
en el caso de gue acolen regiones convexas ( en el trabajo se
llaman a tales curvas convexas 3}, surgen de forma natural las
aplicaciones geométricas. La idea de este trabajo tuvo su origen
en 1971 cuando estudiaba la licenciatura en la U. C.M. { y entonces
apodé el trabajoc con el nombre de “teoria de huevos'), perc la

presente redaccion fue concluida en febrero de 1983,



INTRODUCCION

La teoria de huevos, llega a resultados facilmente comprensi-
bles incluso para los que no estédn acostumbrados a la simbo-
logia matemftica, En esta introduccidn se exponen algunos de
estos resultados. Leida la introduccidén puede pasarse directa
mente a la parte de aplicaciones y ejemplos, que da lugar a
interesantes disefios.

Un huevo es una curva plana, cerrada, continua y convexa. Por
ejemplo, las circunferencias, las elipses, los poligonos con-
vexos, etc, Algunos de los resultados obtenidos, pueden gene-
ralizarse para tipos mas amplios de curvas.

Ciertas transformaciones ponen en correspondencia biunivoca--
(biyectiva) los puntos de un huevo con los de otro, o consigo
mismo, por ejemplo, las proyecciones con respecto a un punto
del interior del huevo, las proyecciones con respecto a un ==

punto del exterior o las proyecciones paralelas (ver figs)
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Las transformaciones biyectivas, si son continuas, se clasifi
can en dos tipos: Directas, que son aquellas que donservan el
sentido de los arcos de huevo, e inversas, gque cambian el sen
tido de los arcos de huevo. Como puede observarse en las ante
riores figuras, las proyecclones centrales son aplicaciones -
directas, asf como también los giros, mientras que las proyec
ciones exteriores son inversas, asf{ como las proyecciones pa-
ralelas.,

E]l teorema de las aplicaciones inversas, establece que toda
aplicacidn inversa de un huevo en sf mismo deja dos y sola--
mente dos puntos del huevo fijos, Sin embargo, las directas
pueden dejar ninguno, uno o cualquier nidmero finito o infini
to de puntos fijos.

HMencionamos agui tres ejemplos de aplicacién del teorema ci-
tado:

a) Las proyecciones paralelas y las exteriores deben conser-

var dos'puntos fijos.

En estos diagramas, los puntos fijos corresponderian a p ¥y q



b) Como la aplicacibén consecutiva de tres proyecciones exter-
nas es una transformacidn inversa, da lugar a dos puntos fi-
Jos., Por tanto, en todo huevo, dados tres puntos exteriores -
arbitrarios, existen dos trifngulos inscritos en el huevo y

cuyos lados pasan por los puntos dados.

Py ¥

Siguiendo la trayectoria del punto ‘a’por la composicién de las

tres proyecciones encontramos una solucién., La otra, siguiendo

la trayectoria de'¢ por la aplicacidn inversa.
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¢) Dade un hueve y una estrella de cinco puntas, existen dos
estrellas de cinco puntas inscritas en el huevo y cuyos la --
dos son paralelos a la dada. Se demuestra considerando las cin

co proyecciones paralelas a los lados de la estrella dada.

Los puntos fijos son p ¥ q. La estrella dada tiene sus lados

numerados para indicar el orden de la composicidén de las proyec
ciones paralelas., Encontramos p por seguimiento de la trayecto-
ria de “a’ por la composicién Bde las cinco proyecciones. En tra-
zo grueso continuo y punteado estan seflaladas las estrellas ins-

critas en H y de lados paralelos a la dada,



TEOREHAS DEL PUNTC FIJO

T-1 Sea f: [a,b]———> R una aplicacién continua con
£([a,b]) C[a,b] . Entonces existe un punto en [a,b]para el

cual f(x) = x,

T-2 Sea f: ACR——>R continua, y un nimero k<1 . Si
para todo %, y & A se verifica [f(x) = F(y)]( Ix ~y|. k, en -
tonces hay un Unico xe 4 tal que f(x) = x.

Estos dos teoremas son clisicos y ambos admiten generalizacio

hes.,

T-3 Si con las mismas hipbtesis de T-1 f es esitrictamente
decreciente ( x<y = f(x)>f(y) ) entonces hay un dnico
punte fijo.

sean X,y con f(x) = x, £{y) = y.

Si x¢y, £(x)> f{y) por £ decreciente, y por ser x, y fijos
obtenemos el absurdoe x)>y. El caso x)y es igualmente imposi
ble y solo queda x = ¥y

Ademas, x= f(x) demuestra que xef( [a,b] )

-4 f: [a,b]——>R, continua y estrictamente decreciente., S5i

£( [a,b] )ﬂ[a,b‘]%¢ , entonces hay un nico punto fijo en
(2)b] , v este punto pertenece a £( [ a,b] ).

Por ser f continua y decreciente estricta, la imagen de todo

intervalo es un intervalo. Ademas, f( [a,b] ) = [f(b),f(a)}

el intervalo [a,b] y su imagen, tienen por hipétesis intersec

cion no vacia, Pueden presentarse cuatro casos distintos de

dos intervalos con interseccidén no vacia:



a) f([a,ﬁ])(f[é,ﬁ]. Se aplica T-3, y queda demostrado.

b) [a,b]C£([a,b] ) . Se aplica T-3 a la aplicacién f . Esta
aplicacidn existe, por ser f estrictamente decreciente, y por
lo mismo es estrictamente decreciente, Ademas:

£ [a,p] ) = [f(b),f(aj]-——-—;-[é,b]C £(f2,b]), por lo que
se verifican todas las hipétesis del T-3. Si x es el punto fi-
jo de £ , entonces £ (x) = x = x = £(x).

¢) [a,8] ) [£(b),2(a)) = [a,£(a)]

a) [a,v] [} [£(b),£(a)) = [£(b),v]

Estos dos casos se demuestran por el mismo procedimiento: To-

memos el caso 4)

Como belf(b),f(a)] = £( [a,b] ), existe £ (b)

d-1 8i £7(b) < £(D)

1 [£7(0),5]—ff(b),5] C [£(b),b]. Aplicando T-3, queda de

mostrado, '

d-2 Si f"(b) = £(b) = £'(d) = b y

£ [f(b),b]-———-a[f(b),b]. Aplicando T=3, gqueda demostrado

a-3 £(b) <£ (b)

£ [e(b) 5] —— [ (%),5]C [£(0),5] . Aplicando 7-3 a £ en
[f(b),b] , queda demostrado.



DEFINICION DE HUEVO

Un huevo es una curva de Jordédn plana y tal que cualgquier rec
ta tiene un méximo de dos puntos en comdn con ella.

Una curva de Jordén plana es la imagen de una aplicacién f,--
f: [a,b}~—>R, continua en [a,b] y biyectiva en(a,b) con --
f(a) = £(b), Si £ es biyectiva en todo [a,b], entonces la ima
gen de £ se llama arco de Jord4n ( en un arco de Jorddn —-=---
f(a)# (b)) y por tanto no puede "cerrarse" )

El teorema de Jorddn afirma que un huevo divide el plano en -
dos componentes conexas y ablertas, una no acotada, que llama
mos exterior del huevo H {( E(H) }, y oira acotada, que llama-
mos Iinterior de H (I(H) ). La frontera comin de ambas compo--
nentes es H, y H es un conjunto cerrado.

Vamos a suponer en lo que sigue que I{H) es siempre no vacio,
eliminando el Unico caso en que esto no se cumple: que el hue
vo se limite a un punto.

Se puede demostrar fdcilmente que los huevos son curvas recti
ficables ( no todas las curvas de Jorddn lo son). En efecto,
es facil ver gque un huevo H es un conjunto acotado, y se pue-
de incluir siempre en un determinado circulo., La longitud de
la circunferencia de dicho circulo, es una cota superior pa--
ra las longitudes de cualquier poligono convexo incluido en
el circulo, y los polfgonos inscritos en el huevo son todos
convexos por tener las rectas dos puntos de interseccidn con
los huevos como méximo. Asf se ve gque los polfgonos inscri-
tos en H tienen sus perfimetros acotados, y por tanto H es =--

rectificable,



NORMALIZACION DE UN HUEVO

Consiste en obtener el huevo H como imagen de una cierta apli-
cacién ¥ cuyo conjunto inicial es [0,2M] .

La idea consiste en fijar un punto O interior al huevo y ele
gir una semirrecta con origen en O, determinande con estos ele
mentos un sistema de referencia polar. A cada &ngulo & , 0<& 42
corresponde una \inica semirrecta ry con origen en O, y en esta
hay un tnico vector unitario uq., La semirrecta ry corta en un
solo punto a H, pa . Ia aplicacién ¥, hace corresponder a ----
o ———— N =B . Se trata de demostrar gque esta corresponden
cia cumple los requisitos necesarios para la definicidn del -

huevo H como su imagen ( Ver definicién de huevo )

P-1: Toda semirrecta con origen en 0&€I{H), corta a H en un -
punto ¥nico. Esta proposicidén se ve bien, y su demostracién
se puede pasar,

Como E(H), I(H), H forman una particién del planoc se tiene
para cualquier semirrecta r'con origen en ¢

r = ( 2NEW) W ( 2NIENHU (2N H)

E)l primero de los términos es no vacio, pues de lo contrario
la semirrecta seria un conjunto acotado.

El segundo, también es no vacio, porque contiene al menos a 0
Ademés los dos términos son conjuntos conexos y disjuntos, SI
el tercer término fuera vacio, r'seria un conjunto no conexo
por ser unidén de dos conexos disjuntos, lo gue es absurdo., --
Por tanto r N H#gﬁ + Ademas contiene un solo punto, pues to--
mando la otra semirrecta con origen en O, la recta completa

tendria en caso contrario mas de dos puntos en comin con H.



.-.lo_

p-2 Dado 0 I(H), toda recta que pasa por O cc. .2 a H en dos
puntos, de tal forma que O pertenece al segmento cuyos extreg
mos son dichos puntos. Esta propiedad es consecuencia directa

de 1a anterior.

Oh

’Q

CONSTRUCCION DE Y|

Sea un huevo H y 0€ I(H), Por definicién H= f( [a,b] ) con f
continua en [a,b] y biyectiva en (a,b), y f(a) = £(b).
Elegimos arbitrariamente un punto de H, On , que llamaremos
origen de H, y siempre se puede suponer gque f(a) = f£f(b) = Oy
( bastaria efectuar una traslacién en el intervalo [asb])
Construimos una aplicacidn biyectiva g K——U, siendo U el
cfrcule unidad:

Sea peH, p= £(t) =1( £f4(%), £2(%t) ) . Entonces

1 falt
g(p) =|70_FT o5 = ( TFCE)+E7 () ! Jff(%)i-ff(t) )

Esta aplicacién es continua por serlo f£;(t) y £(t) ( £ es con
tinua )} y ademéswfj # 0 por expresar la distancia de 0 ap ¥y
ser 6¢H y H compacto.
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g es inyectiva, pues dos puntos de H unidos con 0, definen
distintas semirrectas, gque contienen distintos vectores unita
rios. Ademas es sobreyectiva, puesto que la semirrecta que con
tiene a cualquier vector unitario, corta a H en un punto (P-1)
Asi queda probado que g es biyectiva y continua, Ademas exis-
te su inversa g‘iz U——>H, y es continua, por ser H compacto
La aplicacién

ix

e(x) = e define una biyeccién bicontinua de (0,201 ) en U=}

Yy es continua en [ﬁ,lﬂ] .
La aplicacién de normalizacién de H queda construida como com

posicidén de g'iy e

YL = ﬂ‘ioe
N : [0,20] ——$H, es biyectiva en(0,2} y continua en o, 2ff]
tiene p

Ademés, N(0) =YW(21) = Oy
De z2hora en adelante, se supone que los huevos estén normali

zados. Cuando sea necesario se especificard quienes son 0 y Oy

Parametrizacién segin la longitud,

Hay tambien otra forma ¥til de parametrizar los huevos, puesto
oue son curvas rectificables. Sea H, y L su longitud.

La aplicaci6n de H en 0, 1) que a cada ' (&) hace corresponder
la longitud deYup,d1 la podemos llamar {, y su 1nversa.€|hace
corresponder con todos los requisitos el intervalo [b, IJy el

huevo H
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ARCOS ORIENTADOS EN UN HUEVQ

Si U es el cfrculo unidad, dados dos puntos cualquiera de U
en un orden determinado p,q , podemos suponer que e{(0) = p
( e{x) = o1X ).

Definimos arco de orientacién positiva p,q = %,4 = e([0,€(q)])
Por convenio, al avanzar los valores de x de 0 & & (q), las
imagenes e(x) "recorren" U en sentido positivo ( contrario a
las agujas del reloj). Asf la idea intuitiva de arco P,d ,

es la de arco obtenido al recorrer U desde p a g en sentido po
sitivo.

Se puede definir arco de orientacion negativa p,q = 5?3 ==
e([é”(q), 2@), que coincide con la idea de arco obtenido al

recorrer U de p a g en sentido

Se tiene:
A —h —5
P.aUp,a =10 P.aN B,a ={p,q}

fa =5 , yovor tanto, 5,aUED =v FanGp = |
Ademds, todo arco tiene una representacié positiva,

Otras relaciones:

$recta 5 €la)cda) v —

dea  d<d » moRCu@R (&} enfre oy 2n)

Para definir arco en un Huevo H:

8i p,q so dos puntos de H dados en un orden determinado, lla
mamos arco de orientacion positivafﬁja agl £€(p), £(q) )

y arco de ovientacién negativa p,q a & & (p), & (q) )

Estas definiciones coinciden con la idea intuitiva de recorre
el huevo de p a q en sentido positivo o negativo, y mantienen

todas las relaciones vistas para los arcos de U
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Orden en un arco
Aunque no es posible definir un orden assolvto en un huevo H, es
te orden si es posible dentro de un arco.
Sea f,_iCH, .3 =Nfo,d]
Sean a,bep,d Decimos a<b &M (a)<h (b)
A veces es muy conveniente disponer de una definicioh de arco
como intervalo en relacién a el orden definido anteriormente
Esto nos conduce a la siguiente definicidn:
SUBARCO DE UN ARCO DADO
Sea ﬁ arco de H, ¥y a,bem . S1 es a<b definimos:
&b = Bxe?f,_‘q / ag xsb{ , Y entoncesAéTb ;Q [ Yi(a), YZ'(b)j
Se puede utilizar la misma definicidén para a,b como subarco
de ﬁja que como arco proplio, debido a que ambas coinciden:
si t(x) = x-r-YI,'](a}
f Lo, ' (0)- T(a)] ———[ (@), 7 (m)]
5i es nﬁ = ot
entonces:
N Lo, )] = M [Wha), v7e)]

La aplicacién Qidefine 4.b como arco, y esta definicién coined

-

4
de con la de a,b como subarco.
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APLICACIONES DIRECTAS E INVERSAS

Sean H y H’dos huevos, y e+ H—H’
. 4a— -
¥ es directa &»V¥p,ae H ¥ (p,q) = €(p),€(q)
P g
€ es inversa «>Vp,ae B ©(p,q) = €(a), €(p)
Estas definiciones formalizan la idea intuitiva dada en la in
troduccién de .que las aplicaciones directas conservan el sen
tido de los arcos, y las inversas lo cambian,
Si € es directa escribimos ‘€+, y si es inversa escribimos e

Cuando ¢, se puden componer, es evidente que

ef Vi (et €LY T (2N e, Vs (eeV)”
f: \P—=> (‘eo‘”-’-
Si existe €7 ;
et ey € (€T

T-5 Si ¥Y:H————>H"es una aplicacién directa, entonces
a<b=y ¥(a) < €(b) ( Suponemos a,be¥,q , v entonces
C(a), €(b)e @(ﬁfq) )
Si € es inversa a< b=3¥(a) > € (b)
‘€+: Consideramos los subarcos ﬁTa Y 'f)Tb

- P -~ a—— e
a<b»3p,aC p,b> €(p,a)C €(p,b)Z €(p),€(a)< €(p), € (v)>
Y(a)<€(Db)
€ Consider‘af?s los sﬁ:i.rcos @ﬁ
a<bh>d mc Psb => E(p,a)C € (p,b)=> €(a),€(r)c
ev), e(p) = (v), (») [H'Ce(a)), HCep))] E

[H'(e(0)), 1 (e(p)) ]2 W(E(p) )< Y €a) T €(b) <e(a)

Donde Vi es la aplicacién de normalizacién de H'
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T-6 Si¢ es una biyeccion continua e inversa Y H——5H
& A
yf,ac B con ¥(p,0) C P,

Entonces hay un punto xeD,q / L(x) = x, x es ¥nico y x (
' e
%x€¥(p,q)

Sea la aplicacidén W = VI,"'o ¥ ol
a) w es estrictamente decreciente:
x<y=y V(<K NF € (U=x)) € (Uy))
RN > 0 (EUy)))
Supuesto que x e y pertenezcan al dominio de definicich de W
b) W (o) = 170 ¢ (1(0)) = Not(p)
W (M"(q)) =1"¢ (q)
como p< a2P(a)< Up) (por t=)5), N (€(q))< N (E(p))
Por tanto
W [ o,N(a)] >[1(e(a)), W' (€(p))]
omo o< N7 (¢(a)) ¥y ¥ip)<a=y W' (¥(9))< ()
resulta : [ N'(€(a)) 0" (€(ep)]C [ o, 1" (a)]
Como W es continua , se puede aplicar T=3 a @ en el intervalo
[o,n"(q)) » Hay un dnico punto fijo g/w(g) =£.
NoLeN (§) =52 CoN(E) =W ()P W (5) es punto fijo de ¥
S1ixes (@) =2/ € (Mo~ (X)) = MM (X => 9 beon (072
p(2) = wnt@):wte) s w5 S 2n(E),
Iuego M(5) es el dnico punto fijo y adema$ Yz_(a)gE(m)

Si eliminamos de las hipétesis el caracter inverso de €, se man
tiene la validez de la demostracidén de la tesis, salvo en lo -~
referente a la unicidad de x

Tenemos pues ls siguiente proposicién:

Si ¥ es una biyeccién continua y directa

T ——
vy $,acH con €(3,0)C ?,4
Entonces hay un punto xe9,q oon €(x)= x
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T=7 ( Teorema de las aplicaciones inversas )

Sea ¥ una biyeccidn inversa y continua de un huevo en si mismo

entonces hay dos dnicos puntos fijos en H,

Demostracidn:

Tomamos un punto cualquiera p con p & Y(p) y consideramos
s o

los arcos p,f(p) ¥y (p),p cuya unién es H
‘—d-'_"

a) ¥X(p)e D, e (p) ( ver figura)

Y Y Ao

')

Aplicamos el anterior teorema a P en el arco’p, €(p)
o e, pP—
€ (p,2(p)) = (e¥p), €(p) )Cp,E(p). Hay un ¥nico punto
[ [} "_-—‘
fijo x,en p,e(p)
Por otra parte tenemos (¢)
pe€(p), ¢(p) (pues €¥p)e ﬁ>=> pegtip),e(p) ).
AT — - .
¥ (€(p),e*p) ) = €p),pC €(p),e°(p). Aplicando el T-6
a € tenemos un dnico punto fijo en €(p), p , X,y no puede ha
‘,-d—- l""‘"""—-
ber m4s puntos fijos por B,e(p)U«p),p = H
2 e
b) €°(p) € €(p),p (Ver figura superior )
——T — e —
e (elp),p) =€(p),€¥p)C €(p),p
Aplicando el T=6 existe un inico punto fijo x,en €(p),p
-t T . o
Aplicando el T-6 a € en el arco €°(p),€(p) tenemos , como
#———-—-—-
Pf—ﬁ(P)p‘e (P)
-, - y’ .
€ (eXp),€p)) =(p,e(p) )C €%(p),€(p). Hay un dnico punto
: o
fijo x,¢ p,€(p)



Para terminar la demostraclién hay que suponer el siguiente

caso, interesante por revelar el "funcionamiento" de las apli
caciones inversas.:

Subpongamos que el primero de los puntos elegidos es fijo, p=¥(p)
81 elegimos otro punto g que no sea fijo, la demostracidn ya

est4 hecha, Pero si q =¥(q) tenemos:
e L, = e
por ser inversa,€¢p,q =¥€(q),€(p) = a,p

Si x, es un punto fijo de ,¢ € (x)= x;

se tiene{(;@em@ :%gm = ngﬁ Nt =}p,a} No puede
haber en ﬁja mas puntos fijos gque p y q, y por igual razona
miento se ve que en Eri pasa igual. Asi, las aplicaciones in
versas dejan dos puntos fijos, que dividen al huevo en dos
partes, en dos arcos,que se corresponden mutuamente por la apli
cacidn.

Proposicién: Toda aplicacién biyectiva y continua¢QH——H’
es directa o inversa

Sean | yW las aplicaciones de normalizacién de H y H’

La aplicacion €= t?:'$€o?'l[0,2ﬂ)——->[o,2ﬂ ) es una biyeccién
continua, y por lo tanto es creciente o decreciente.

Si © es creciente, sea $,d. Suponemos Oy =p ¥ Oy =(p)

6 [o, 1"'(2)] =[&(0), 0 (W'(0))] - [ 0,7 (q)]

Como ¥ =Moo

@(5,a) = No& o, ()] = No, 0" (0)] = €(p),¢€(a)

Si es decreciente, suponemos Oy = €(q)

& [o, N'(a)] =[6(N'(0)),6(0)] = [0, 1" (p)

e(2,a) =noefo,n (p)] =h'o, 0" (»)] =f(a),€ (p)
Proposicién: Una aplicacidén biyectiva directa o inversa es con
tinua.

La aplicacién N o¥sN = @ es biyectiva defo,21)>[o, 2!1), sie’
entonces & creciente, y si € entonces @decreciente, En ambos

casos @continua, y también € =NoBol] es continua.
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GIROS Y PROYECCIONES

Destacamos las siguientes correspondencias biyectivas de wun hue
Vo H en si mismo : Giros de centro O y &ngula & , G.«3 Proyec--
ciones centrales internas de centro 0, I, ; proyecclones centra
les externas de cemtro 0, Eoy proyecciones paralelas de direc-
cién D ( ver figs de la introduccién )

GIROS

Si H est4 normalizado utilizando O como origen de referencia =--
polar Go« se define asf :

Si pe H delermina una semirrecta r que forma é4ngulo P con el ori-
gen del sistema de referencia polar, hacemos corresponder a r
la semirrecta r°que forma éngulo con el origen p+« , y al punto
P le asignamos el punto p’de corte de r’con H

Si llamamos t4 a la aplicacidn x - yx+q, entonces

Gox = o(ta)o

Esta definicién es posible gracias a que 1 =3:€ estd definida
en el intervalofq,ﬂwﬂj porque la aplicacién e(x)= &*ests defi-
nida y es continua en dicho intervalo, y su imagen es U

As{ queda probada la continuidad de Gq,« , Dor ser composicién
de aplicaciones continuas, y es evidentemente biyectiva,
PROYECCIONES CENTRALES INTERNAS.

Son giros de &ngulo

I, = Gosn

PROYECCIONES CENTRALES EXTERNAS Y PROYECCIONES PARALELAS

Dado 0sE(H), cada peH defermina con 0 una recta que puede cor-
tar a H en p y en otro punto p; en cuyo caso E (p)= p’, o que -
corta a H s8lo en p, en cuyo caso E(p)=p. La aplicacién asf{ de-
finida es biyectiva.

Si 0 es un "punto del infinito", determina rectas paralelas a--
una direccién fija, y tenemos la proyeccién paralela D(p) def:

nida como un caso especial de proyeccidn central externa,
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Los giros son aplicaciones hiyectivas y continuas, que salvo el
caso de que sean de 4ngulo nulo o multiplo de 2/1, en que conser
van todos los puntos fijos, no conservan ningidn punto fijo. Esto
significa que no pueden ser aplicaciones inversas, pues en nin
gin caso conservan sélo dos puntos fijos, y por tanto deben ser
aplicaciones directas.

Si admitimos que las proyecciones centrales externas y parale-
las son aplicaciones continuas, se ve facilmente que son inver-
sas, Tomando un punto cualquiera a de un huevo H y encontrando
¢(a) donde € es una proyeccidén paralela por ejemplo, la recta
gue une a y¥(a) divide a H en dos arcos. Tomemos el arco ==
ETEE;) Es evidente que g:é?é) se proyecta en si mismo, esto

es ©( 4, e(a) ) = 4,(a). Pero¥(a) = ax(5,€(a) ) =
=€(a),C(a) lo que significa que'¥no puede ser directa, y debe

ser inversa.

€3
@ ey
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EJEMPIOS

12 Composicién de un nimero impar de proyecciones paralelas en
circunferencias y elipses.,
Tomemos por ejemplo cinco proyecciones paralelas en una circun
ferencia, Como se hizo notar en el ejemplo c) de la Introducign
existen dos puntos fijos que corresponden g dos polfigonos de ==
cinco lados inscritos en la circunferencia. En el caso de la
introduccién se trataba de dos polfgonos estrellados,
En el caso de una circunferencla, la composicién de las cinco
proyecciones transforma un punto cualquiera a en € (a). Como
— -,
es inversa tenemos € (a,¢ (a)) = €(a), &(a). Pero como los ar-
cos comprendidos entre cuerdas paralelas son de igual longitud
" TN
y € es composicién de proyecciones paralelas, 2,¢(a) y £(a)},8(a)
deben tener la misma longitud y por tanto a = ¢(a)., Es decir,
la composicién de un ndmero impar de proyecciones paralelas en
una circunferencia es una transformacidém involutiva. Esta pro-
piedad también la tienen las elipses, pues pueden ser conside=-
radas como proyecciones de circunferencias C, y las proyeccio-
nes paralelas en la elipse se transformarian en proyecciones pa
ralelas en C (ver fig).
Ademds en el caso de las circunferencias podemos encontrar los
puntos fijos: Sean m, y m,; los puntos medios de los arcos ===--
‘/-_“n e
a,t(a) y e(a),a . Estos son los puntos fijos puesto que por --
ff—— — T
una parte € inversa € (a,m;) = e(m,), €(a) y como m,es el pun-
‘—“_‘h-n
to medio del arco &,f(a) se tiene long (E:Ed) = long (mz,c(a))
Yy por conservary las longitudes de los areos long (a,md)v
= long (€(m, ),€(a) ) lo que prueba que €(m, )= m:. Por el mismo

razonamiento se prueba que myes también punto fijo,



- 2] -




- 22 o

22 El1 teorema de Pascal asegura que la composicidn de tres pro-
yecciones centrales internas o externas con respecto a una elip
se es una aplicacién involutiva si los centros de las proyeccip
nes estén en linea recta. Y por el contrario, si¥ es la composi
cién de tres proyecciones internas o externas de centros no ali
neados,B%no puede tener ningin punto fijo, pues entraria en con

tradicidén con el teorema de Pascal
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22 La estrells de Davig.

a la com

La aplicacién del teorema de las biyecciones inversas

posicién de tres proyecciones paralelas produce este disefio, en

el que se manifiesta la existencia de dos dnicos puntos fijos

gue corresponden a dos tridngulos equilateros inscritos en el

huevo H., Se han hallado en nuestro ejemplo las soluciones si~-

guiendo las trayectorias de los puntos p y q por las aplicacio

nes¢ y ¢t
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42 En el caso de que exista un tridngulo que tenga sus tres vexr
tices en el exterior de un huevo H, o dos en la frontera y uno

en el exterior, y si 2y 8 son tres puntos gque estén cada

Yy a
2 3
uno en uno de los lados del citado tridngulo~ en nuestra figu-
ra el tri4ngulo es 4,b,0~, 8i¥ es la composicién de las pro--
yecciones Pys Pos p3 con centros en 8,8, ¥ 8, entonces € tiene
al menos dos puntos fijos. Es decir, existen al menos dos tri-
éngulos cuyos lados pasan por 81y 3, ¥ 83 Y estédn inscritos en
el huevo H,.

LT
En efecto € = PyoP,yePy y £(5,2) = £(p),e(a), que con B(P,q)c
cjp,q ( ver fig) significa nque al menos existe un punto fijo en
Psq
1 : o

Si consideramos € = PiePyePy ¥ el arco p; q° encontramos al

menos otra solucidn,
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5¢ En el siguiente disefio se construye un huevo H que tiene in
finitos puntos fijos con respecto a la composicién de tres pro=-

yecciones internas, y un huevo H’que no tiene ningln punto fijo

Dados tres puntos a,b,c se construyen arcos capaces sobre los
lados del triéngulo que determinan,de forma gue la suma de los
tres 4ngulos que abarcan los arcos capaces sea de 1802 ., Se ==
unen los arcos dos a dos medilante rectas tangentes y queda =-
construido un huevo H en donde cualquiera de los puntos perte-
necientes a los arcos circulares son vértices de tridngulos =---
inseritos a los tres arcos capaces y que pasan por a, b y c.
Los puntos fijos sén infinitos con respecto a la composicién
de las 1tres proyecciones a, b y ¢

Si se construye cualquie huevo H'que incluye al huevo H en su
interior y ambos no tienen puntos en comin, H’no puede tener
puntos fijos respecto a la misma aplicacién, porque los 4ngu-
los inscritos y que abarcan los lados de a,b,¢ suman menos de
180¢,
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62 Si en el anterior ejemplo aﬁc es equilétero y los tres ar-
cos capaces 8én de 602, el baricentro de é‘,%::;é es el centro de

uns circunferencia tangente a los tres arcos capaces que llama-
mos G . En C hay un solo punto fijo en relacién a la composi ==
cidn de las proyecciones con centros a,b y c que serd uno de los
puntos de tangencia de C con los arcos capaces. La trayecioria

de cualquier punto de C con respecto a¥o a C‘f—'converge al punto

fijo.
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79 En este ejemplo se analiza la composicién de cuatro proyec -
ciones centrales internas . Si las tomamos en un orden tal que
sus centres formen un cuadrilédtero convexc, el estudio es pare-
cido al caso de composicién de tres proyecciones centrales in-
ternas gque nes ha ocupado en los anteriores ejemplos: Si existe
un polfgono de cuatro lados que pasan por los centros de proyec
cidn y que tiene sus vértices exteriores al huevo, existen al
menos dos soluciones ( puntos fijos, cuadil4dteros inscritos en
el huevo y cuyos lados pasan por los centros de proyeccidn).
Pero puede haber casos en donde no exista ningiin punto fijo.

En el disefio, se analiza el caso en que los centros de proyec-
cidn se toman en un orden tal gue forman un cuadrilétero no con
vexo., En este caso se demuestra que debe existir al menos un =--
punto fijo. Basta observar que €(q,p) =¢{a),e(p)c &9 7 por
tanto debe existir un punto fijo. El resultado se generaliza

al caso de 2n proyecciones centrales internas cuyos vértices
forman un poligono convexo, si se componen eligiendo los centros

consecutivos en vértices opuestos.
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