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TEORIA ARITMETICO-GEOMETRICA
DE ILAS SUPERFICIES ALGEBRAICAS

por

PEDRO ABELILANAS

§ 1. Introduccién.—Es bien conocido que las memorias de
Kronecker y Dedekind-Weber han dado origen a una teoria intrin-
seca de las funciones algebraicas de una variable, en la cual todo

- concepto se define directamente en =21 cuerpo de las funciones al-
gebraicas sin referencia alguna a ningtn anillo de polinomios par-
ticular correspondiente a un punto general determinado del cuerpo,
Para ello, se define el concepto fundamental de divisor primo, o
valoracion, y mediante él se define cualquier otro invariantiva-
mente. Pero no son propiamente los divisores, sino sus clases de
restos respecto del subgrupo formado por los divisores principa-
les quienes intervienen en la teoria; por ello, al intentar exten-
derla a variedades de dimensién superior a la unidad se tropieza
inmediatamente con la dificultad de no poderse definir directamen-
te, es decir, sin el auxilio de un modelo, la clase principal, forma-
da por los divisores principales, ya que dado un elemento del
cuerpo de- funciones algebraicas de varias variables existen infi-
nitas valoraciones de dimensiéon maxima en las que dicha funcién
toma un valor distinto de cero. Por ello es necesario limitar el
ntmero de valoraciones maximas admisibles, lo que se hace to-
mando un modelo determinado de variedad y considerando finica-
mente los divisores de primera especie respecto del modelo. Aho-
ra bien, al proceder asi se presentan dos clases de dificultades.
Por un lado, los conceptos ya no se definen de modo birracional-
mente invariante, y, por otro, las singularidades del modelo dan
lugar a importantes complicaciones técnicas. Fsto (ltimo se ha
evitado operando con un modelo sin singularidades, pero esto im-
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plica resolver previamente el problema de su:resoluciéon, lo que
todavia no se ha conseguido en variedades de dimensiéon superior
a tres. Por ello, hemos desarrollado en el presente trabajo una
teoria que evita el proceso previo de la resoluciéon de singulari-
dades. Aqui operamos unicamente con superficies, pero el méto-
do empleado admite, como se verd en otra ocasién, su empleo en
cualquier otro caso.

Partimos de un modelo inicial arbitrario, P, de la superficie y
construimos a partir de €l un conjunto, S, de infinitos modelos,
formado por todas las antiproyecciones de P (véase [2]* y los pa-
rrafos siguientes). Un divisor primo es toda valoracién unidimen-
sional del cuerpo de funciones racionales, X, sobre P, que sea de
primera especie respecto de P. Dado un divisor P se prueba que
existe un subconjunto de modelos Sp de S tal que el centro de P
en cualquiera de ellos no posee singularidades respecto del mode-
lo ni respecto de la curva, Un ciclo primo, centro de P en S, es
el conjunto formado por todos los centros de P en los modelos
de Sp. Si Py P’ son dos divisores primos, existe un subcon-
junto, Sp p,, de Spy de Sp tal que los centros de P y P’ en cual-
quier modelo de Sp pr estan definidos en un anillo no homogéneo
mediante ideales principales, y todo punto comiin a ambas curvas
se puede definir mediante un ideal de este anillo, Si M y M’ son
divisores arbitrarios, se construye por induccién el subconjunto
Sm, m' que posee propiedades analogas a Sp p. A estefin estd de-
dicado el § 3.

En el § 4 se estudia la interseccién de dos ciclos y se demues-
tra (T. 8) que si los ciclos verifican cierta condicion, determinan
univocamente un producto de potencias de anillos locales comple-
tados, llamados sitios de interseccién de ambos ciclos.

En el § 5 se estudian los sistemas lineales de ciclos o de divi-
sores y se define la deficiencia del sistema lineal cortado sobre
un ciclo primo por un sistema lineal completo, obteniéndose como
resultado fundamental el T. 5.

El concepto de ciclo o divisor correspondiente a una diferen-
cial lineal o doble (§ 6) se define directamente y, también, median-
te las funciones meromorfas, obteniéndose su equivalencia. Se de-

(*) Los nimeros entre paréntesis rectangular se refieren a la bibliografia indi-
cada al final. i
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muestra que el conjunto formado por los ciclos de todas las dife-
rencias lineales pertenecen a la misma clase de equivalencia, y
aniloga propiedad vale para las diferencias dobles.

En el § 7 se toma como modelo inicial un modelo en el que
los rangos de los sistemas lineales completos de las diferenciales
lineales y de las diferenciales dobles adquieren su valor minimo, y
sobre &l se demuestra el T. 9, que es fundamental también en la
teoria.

El género aritmético se define en el § 8 mediante la funcién
7 [A] de Joung [6], y se prueba su invariancia birracional me-
diante el T. 10. El teorema de. Riemann-Roch se demuestra enton-
ces facilmente en el § 9.

§ 2. Definiciones y mnotaciones.— Supondremos, hasta el
§ 6, que el cuerpo de coeficientes k es arbitrario ; K serd una am-
pliacién algebraicamente cerrada de k, y K* un dominio universal
para k; £ un cuerpo de funciones algebraicas de dos variables so-
bre K, y Q el cuerpo homogéneo (tinico salvo isomorfismos) co-

rrespondiente a ¥. Si (&, ..., §,) es un sistema de generadores de Q

sobre K, es decir, que Q = K (§,, ..., £,), un sistema de generado-
SIS 4 ’ ’ ’ E .

res de ¥ sobre K sera \(E 1,,..,2,,), Ei = 5 1=1,“_,n; pero, por

5,
comodidad de la notacion, en lugar de §’; escribiremos de nuevo &,
con lo que pondremos X =K(,,...,&). Pondremos también
o=K &, ..., 8], P=K[§, ..., £], y representaremos también por
las mismas letras, o y P, a las variedades representadas por los
puntos generales (§,,...,%,) ¥ (& ...,%), que son variedades al-
gebraicas de los espacios afin y proyectivo, respectivamente ; esto
lo expresaremos diciendo que p es un modelo afin de = o de @
(indistintamente), y que P es un modelo proyectivo de ¥ o de
Q. Si p (0o P) es integramente cerrado, diremos que el modelo es
normal; Diremos que p es un modelo afin correspondiente al mo-
delo proyectivo P y #¢ste el modelo proyectivo correspondiente
a aquél, En virtud de lo que acabamos de decir, o determina uni-
vocamente a P, salvo isomorfismos que son proyectividades en
- una variable. Conviene observar que, aunque esto no es en modo
alguno esencial, por p (por P) representamos a la variedad de
punto general (§,,...,%,) (de punto general (§,...,%,)) y no a
cualquier otra que posea p (P) como anillo de polinomios sobre ella.
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A las valoraciones unidimensionales de X les llamaremos, como
¢s costumbre, divisores primos y las representaremos por P negri-
tas mayusculas, asi como a sus ideales de valoracion correspon-
dientes ; al anillo de valoracion correspondiente a P lo represen-
taremos por Vp, y al valor de un elemento o de X lo representa-
remos por Vp(w). Como es sabido [1], por ser Q un cuerpo ho-
mogéneo y P un anillo homogéneo, Q posee anillos de valora-
cién homogéneos correspondientes a valoraciones bidimensionales;
cuando estos anillos de valoracién contienen a P, diremos que son
divisores primos homogéneos de Q y los representaremos por Py,
o simplemente por P cuando no haya lugar a confusiones. Segun
se vib de un modo general en [1], existe una correspondencia
biunivoca entre los divisores primos de X y los divisores primos
homogéneos de Q: la relacién entre Vp y Vp, es la de ser el al-
timo isomorfo a una ampliacion anular trascendente pura del pri-
mero. El centro de Py en P viene representado por el ideal homo-
géneo de P correspondiente al ideal que representa al centro de
P en o. LLa ventaja de emplear divisores primos homogéneos esta
en que el centro del divisor primo homogéneo Py en P es
PN Pu. Como es costumbre, diremos que la subvariedad irre-
ducible 8 de P es de dimension 1, siendo B un ideal homogoneo,
cuando éste es de dimension 2. Analogamente, cuando P, sea un
ideal homogéneo de dimension 1, diremos que representa a un
punto de P. Un divisor primo P diremos que es de primera o se-
gunda especie respecto del modelo o (P), seglin que su centro sea
de dimension 1 O 0, respectivamente. A los elementos del grupo
muliiplicativo engendrado por todos los divisores primos de X (di-
visores primos homogéneos de Q), se les llama divisores de X (Q).
Cuando ninguno de los exponentes de los divisores primos que fi-
guran en un divisor dado es negativo, se dice que el divisor es
entero. Esta clasificacién del grupo de los divisores establece, se-
gtn es bien conocido, una ordenacion: el divisor A se llama il
tiplo del B, y se dice que Bdivide o es divisor de A cuando A B!
es entero. A los ideales homogéneos de P los representaremos
por letras alemanas maytsculas, y a los ideales de o por letras

alemanas mintisculas ; reservaremos las B para los ideales primos,

bl
v las © para los primarios.

Llamaremos lugares primos a las valoraciones cero-dimensio-
nales de X, v lugar primo homogéneo a las valoraciones homogé-

neas unidimensionales de Q y los representaremos por p y pu,
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respectivamente. Con las mismas letras representaremos a sus idea-,
les de valoracion correspondientes, y a sus anillos de valoracion
por v, y T""H’ respectivamente. Al valor de un elemento o, en la
valoracién correspondiente al lugar primo p lo representaremos
>

por 7, (0). A los elementos del grupo multiplicativo engendrado
por todos los lugares primos de £ (primos y homogéneos de Q)
les llamaremos lugares (lugares homogéneos de Q) de . Como
para los divisores, se definen los lugares enteros y los multiplos
y divisores de un lugar.

Un lugar primo, p, diremos que precede o estd contenido en
un divisor primo P, y escribiremos p <~ P, cuando se verifique
que v, < Vp, es decir, [1], cuando v esté compuesto con V. Si
p << P el ideal p contiene al ideal P, es decir:

p—P>poP

Si p<{P y si ¥=V,/P, el anillo de la valoraciéon q de ¥’
componente. de la valoracion v, es wg =vp/P, y su ideal de no
tnidades q = p/P. Con la misma letra q, representaremos al di-
visor primo, o lugar, de ¥’ determinado por la valoracion w,. A
los elementos del grupo multiplicativo engendrado por todos los
lugares primos contenidos en un divisor primo P les llamaremos
liegares de P o de ¥’.

Dado un modelo P (o), llamaremos sistema de superficies en-
gendrado por P(p), v lo representaremos por S, al conjunto de
todas las superficies obtenidas a partir de P (o) mediante una an-
tiproyeccion. En lo que sigue, supondremos que partimos de un
modelo dado Py del sistema S correspondiente al mismo.

Dado un divisor primo P, de primera especie respecto de P,
al conjunto de todos sus centros en modelos de S que cumplan
las condiciones del L. 2 le llamaremos ciclo primo imagen de P
sobre §, o sobre el subconjunto de § correspondiente, y lo repre-
sentaremos por letras griegas mayusculas: [, A, ... Si A=

b i ]
=Py ... P} es un divisor arbitrario, llamaremos ciclo imagen de
A sobre § a la expresidon A =17 ...1%, siendo T; el ciclo ima-
gen de Py, i=1,...,7. Al conjunto de los centros simples de un
lugar primo p en todos los modelos de § le llamaremos sitio pri-

mo de p en §. Sia=pf..p.; es un lugar arbitrario, a la expre-
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sion « = vy’ ... y;*, en donde v, es el sitio primo correspondiente a
p: le llamaremos sitio de a en §.

Un lugar a se dice que estd contenido en un divisor A cuando
se verifica que si
2t a,. s px ﬁg
a——pl...p, yA—Pl...Pi
sea Pi<Pj) aiszvi:L"'ar) 1§]§t

En este caso se escribird a <Z A. Analogamente, un sitio « estd
contenido en un ciclo A cuando los sitios primos de « son puitos
de los ciclos primos de A y los exponentes de éstos son inenores
o iguales que los de aquéllos., De estas definiciones resulta que si
a< A y « es el sitio de a en S y A el ciclo de A en §,

se verifica que

a<<A.

§ 3. Ciclos y sitios.—Sea P un modelo proyectivo, A un di-
visor y P un divisor primo, de primera especie respecto de P.

DeriNiciON® 1.—I.lamaremos Sy al conjunto de todos los mo-
delos, P* obtenidos por antiproyeccién a partir de P para los que
los puntos del centro de A en P situados en el hiperplano H =0
se transforman en los puntos del centro de A en P¥ situados en
e' hiperplano H = 0, y reciprocamente.

Sea A =P} ...P% un divisor arbitrario y P un divisor primo,
de primera especie respecto de P.

Lema 1.—Existen modelos afines, o*, de Sa, respecto del hi-
perplano del infinito H = 0, en los que el centro de P viene repre-
sentado por un ideal principal y no tieme wingiun punto singular
en el miperplano del infinito.

.

DEMOSTRACION.—Sea

B =P (g B)y 21 @), - - -, 2 (B)

el ideal homogéneo correspondiente al centro de P sobre P,l y sea

$...B% el centro de A en P. Distinguiremos dos casos: a) B

es una curva singular de P. b) P es una curva simple de P.
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a) Sea J* el cierre integro de I = P’B y sean B;*,i=1,...,¢,

los d. m. p. de I*P. Entonces, Vp, = 3§BA,1 =1,...,t son todos
;
los anillos de valoracién correspondientes a todas las valoraciones
con centro P sobre P, y P, = %E‘(B* Bi* = ?S’S*B* ®; somn sus respec-
z 7

tivos ideales de valoracion. Por consiguiente, P debe coincidir con
uno de estos divisores; supongamos que sea P =P,. No hay in-
conveniente en admitir que las w; pertenecen a I%, que son ele-
mentos homogéneos de grado cero y que

o =m0 (BN, ek gt i=1 05t
Sean

A;
?; A, B, €P; B, ==0(%),

i

(/)
. A;
unidades de Vpde grado cero, y representemos por : los re-
‘ B
. Ai N . . .
siduos de — mod. P, ¢=1,...,s; 7 =1,...,¢t. Es inmediato que

k
A; Ay
. 7 T z
se pueden elegir las — - de modo que los divisores —r | o po-
7 RBY/

sean ningun polo en el hiperplano H =0, que tomaremos, por
comodidad, como hiperplano x;, = 0. Pongamos :

i .
5 Bo, 2=, L B

P,=Plol, ..., of], of = v;

No ofrece dificultad comprobar que P, pertenece a Sa. De la
construcciéon de P, se deduce que P, < Vp y, por tanto, B,
=P P, es el centro de P en P,. Si existiese otro divisor P’ con
centro B, en P,, podriamos tomar Vp. de modo que P, c Vg,
P, d- P’ y entonces B, = P'N P, y P’ tendria también como cen-
tro P sobre P. Por consiguiente, P’ deberia coincidir con uno de
los divisores Py, ¢ =1,...,¢t. Si fuese, p. ej.,, P"=P, =P, como

, Ay
¥, € P,, resultaria que o*,=0(P,), y como B y £, son unida-
2
des de Vp,, seria 0,=0(P,) y, por tanto, o,=0(%P*,), contra-
diccion. Por consiguiente, existe un divisor tinico cuyo centro so-
bre P, es PB,. Ademis, como Vp (0*,) = Vp(0,), ¥ », es un ele-
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mento base de P,, es de valor minimo en Vp, luego por el T. ¢
[2], se deduce que B, es simple en P,.

b) Siendo P una curva simple de P, existe un elemento ho-
mogéneo, w, de P [12] tal que

Po=BN9N-.- N

es una descomposicién normal de Pw en componentes primarias.
Sean $’;, i =1,...,r los ideales primos correspondientes a £,. Se
comprueba sin dificultad que se puede elegir w, de modo que:
1) Dos de las curvas PB,” no tienen ningin punto commnn que perte-
nezca a P, y sea al mismo tiempo punto simple de la superficie
P. ii) Todo punto comin a P y a P’, que sea simple para P lo es
también respecto de B y de P’;. iii) Dos curvas P, i=1,...,7,
no tienen ningdn punto comtn en el centro de A, y todo punto
comun a este centro y a una curva P’; es simple respecto de am-
bas. Entonces se puede determinar el hiperplano H = 0, de modo
que: a) H =0 corta a P en puntos simples, tanto respecto de P
como respecto de P. b) H = 0 no contienen ningtin punto comtn
a B yauna de las B/, i=1,...,7. ¢) Mediante un cambio de
coordenadas en el espacio ambiente, caso de ser necesario, se pue-
de suponer que H =0 sea el hiperplano x, = 0. Entonces, se pue-
den hallar las formas B y C,, 1=1,...,s, s>r tales que:
iv) grad.(C,)=grad.(B) + 1, i=1,...,5. v) B=0(®"), i=1,...,r
y B no se anula en ningtn punto del infinito de B ni del centro de
A en P.vi) P(B,C,, ..., C)) es irrevelante. vii) L.as curvas corres-
pondientes a rad. P B cortan al centro de A en P en puntos sim-
ples, para esta curva, para P B y para P. Analogamente, los pun-
tos comunes a PB y a  que sean simples para P, han de ser
también simples para P y para P B. viii) Si
,=PB,C,...,C, ;,Cisy,...,C),i=1

y oo ey

y si B, es un punto comin a PB y a B, que sea simple respecto
de P, o bien, si B, es un punto comin a PB y al centro de A,
que sea simple respecto de P, existe uno y soélo un @, tal que
P, es su Gnico d. m. p. ix) Si P, es un punto comin a PB y a
B, o a PB y al centro de A, que sea singular para P, y si v es
una valoracion arbitraria, con centro en B, compuesta con otra
valoracion de centro P o de centro P, i=1.....r; o de centro
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en una de las curvas que constituyen el centro de A, respectiva-
mente, existe uno, y s6lo uno, de los ideales @;, distinto de los
ideales que figuran en viii), tal que v (B) >0, v (C;) >0, i=1,...;s,
itj, v(C) =0y min. {v(B), v(C;), i} = valor positivo mi-
nimo de la valoracion v.

Poniendo entonces

<1) Eé i El o - E.it E;\:-{-l’_ G ,;}:+,c :_—,E
E0 B &1 B E/f B C1 Cs H ’
b/
‘ C C
= L fEx ES [ Bl li 1 : &
(2) Pl_k[q())"'327’11"')C_n+s]70 D[EOB“. ) EOB]’

resulta que, en virtud de v), los puntos del infinito de B, o del
centro de A en P, se transforman en puntos del infinito del cen-
tro, B,, de P en P,, o del centro de A en P,, respectivamente
con anillos de cocientes invariables [1]. Luego todos ellos son
puntos simples de P,. Se deduce también de v) que ni B ni las
C; se anulan sobre P ni sobre ninguna de las componentes del
centro de A en P; por consiguiente, pomniendo &* =E* (B,),
i=0,..,n+sy EB=E,B(PR), i=0,...,n, C,;=C:(R),i=1, ...,5,
las ecuaciones

g B EE O B B &
5B &B BB G S

son las de la correspondencia subordinada por (1) entre las cur-
vas B y B, y en virtud de v) y de [1] se deduce que los anillos
de cocientes de P, v de su transformado en P, , mediante la co-
rrespondencia (3), son iguales entre si, luego el punto de B, trans-
formado de %, serd también simple para PB,. Analogamente se
procede respecto de los centros de A en Py P,. Ahora bien, exis-
ten puntos del infinito de %P, que son transformados de puntos
comunes a $ y PB (analogamente, existen puntos del infinito
del centro de A en P, transformados de puntos comunes al cen-
tro de A en Py a PB; en este caso se procederd de modo to-
talmente andlogo a como se hace a continuacién). Sea B, uno de
tales puntos y v una valoracién con centro en B, compuesta con
P tal que P, @ R, (en donde R, es el anillo de valoracién de o),
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y P, £ P, (siendo P, el ideal de la valoracion). Sea PB,, el cen-
tro de v sobre P,. Entonces P, es un punto de B, y se pueden
presentar dos casos: 1) B, es un punto simple de P. 2) B, es un
punto singular de P, Trataremos ambos casos simultineamente.
Sean I, y 3, los apillos de cocientes homogéneos P;_BOy P“Bm’
respectivamente. Se verifica que 3,,=3,. Séan I, y I, los
ideales de no unidades de J, e J,,, respectivamente; S e I, los
anillos de cocientes homogéneos Py P‘I;_BJ y I y I, sus res-

pectivos ideales de no unidades. De B,, D B, se deduce que
0 3,. Como B es una curva simple de P, se deduce que
Il =Jw(t); pero como B ==0(P), se deduce de (1) que I,
= J,0(¥). Vamos a ver que J,,0(f*) es un ideal primo. Sea
I = I, n3,,, entonces se verifica que I,,0(E¥) =J'NQN...
Si existiese efectivamente la componente Q en la descomposicion
anterior, y si JU” fuese su ideal primo correspondiente, se po-
dria definir una valoracién v con centro en I”, y una valoraciéon
7’ compuesta con v, con su centro en B,, vy con J,, —R,. El
centro de v en P dividiria a Pw, y como la correspondencia
P —> P, no posee puntos fundamentales en P, coincidiria con uno
de los B, i =1,...,r. Supongamos que fuese con P’;. Entonces,
en virtud de ix) existiria un ideal T; tal que

(5)=ow|
v C , U

7

)>0, 2k gy =1, 5 0s58

C]
Por consiguiente,
i #
Gt En +/ . ) .
= — 2=0,...,7, [
Cn +; En +j

estarian contenidos en If(,,, luego si ¥” es una valoraciéon con
centro en PB,, compuesta con P, seria

()0 ()=
‘U e 77} — :
G G;

es decir, que existirian dos valoraciones, ¥" y v”, con centros en
B, y compuestas con valoraciones de centros 5 y PB’;, respectiva-
mente, para las que los elementos de T, tendrian valores mayo-
res que cero, en contradicciéon con ix). Por consiguiente,

R0 () = I = HF,NS,,-
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De ix) se deduce que existe una, y sélo una, valoracién con cen-
tro P,,, compuesta con P y esta valoraciéon alcanza su valor po-
sitivo minimo sobre J,,. Por tanto, por el T. 6 de [2], B, es
un punto simple de PB,. De aqui, y de I, NI, = I,, o (£¥), se de-
duce, como en la demostracién del T. 4 de [2], que B,, es un
punto simple de P,.

Sea p, el ideal no homogéneo, perteneciente a p,, correspon-
diente a B,, y o’ el polinomio no homogéneo de o correspondien-
te a o. Entonces se verifica que p, 0" CPp, ¥

4) 0 =D NqiN..-Ngr

Sea p,” el ideal primo correspondlente aq” i=1..,¢ 5y p/
el ideal no homogéneo de p correspond1ente a Pl = 1 e DE
(4) se deduce que oo’ CP" o, i =1,...,¢; luego p;"No debe di-
vidir a uno de los p o b/, i=1,...,7. Como p es una curva sim-
ple de o, no existen dos curvas de p, que yazcan sobre ella; por
consiguiente, p;” o debe dividir a una de las §/, i=1,..., 7.

Ahora bien, como, por las hipétesis hechas, no existen subvarie-
dades fundamentales sobre P, p,” Mo debe coincidir con una de
las p,”. Sea, por ejemplo, p,” o =p’;. Sean C/ y B’ los polino-
mios no homogéneos correspondientes a C, y B, respectivamen-

> C;
te. De —gi: Ly W= 0(p,) se deduce que
& B’
. L
B =0(iNo), I=1 ...,5,
%o

es decir, C/=0(p/), I=1,...,s, y como B =0(p/), obtendria-
mos contradiccion con vi), Por consiguiente,

Dy o = P,

Los puntos del infinito de p, son transformados de los puntos
del infinito de p. Sea P’, un punto del infinito de p,; siendo B,
un ideal homogéneo de P,. Si todos los &, ...,E, perteneciesen a
B, v si B, es el ideal homogéneo de P correspondiente a la va-
loracién © con centro en P/, compuesta con P, existiria un o,*;
p. ). o 1<j<s, tal que v(o*)<v(), ¢=0,...,n Ahora
bien, siempre se puede suponer que «,,; > grad.h. B;, con lo que

U.

(x)j* ==

A, u; >0, y para que se verificase v (w;*) <7/(§i) debe-

(i)j.
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ria ser z(w;)>wv(E,), lo que indica que o, se anularia en un
punto del infinito de p, en contradiccion con la hipotesis. Sea,
por tanto, §, una ¢ que no se anula en ¥, v llamemos Y o, a los
anillos no homogéneos correspondientes a los P y P, respecto del
hiperplano x, = (. Sean W .0y b losideales no homogéneos

0s 0 } 1 > b
respecto de este hiperplano, correspondientes a B,, B, B y B,

respectivamente. Se verificard que p,=p’, () o, de donde p— S o1-

Po po

A - ) A

Sea f un elemento arbitrario de 1}y Entonces serd f= =
. 0- y

B =11 i EIE (1 1 0 c i b= = l_/- -
w; == 0(p,), luego fE€ 2y es decir, o Po = °1p4 lo que prue

ba que P, es punto simple de P,. De aqui resulta inmediatamente
que ;—poE = 0_1)-36 p,, lo que prueba que p’, es punto simple de b,

por serlo p, de .
Q.E. D,

Lema 2.—Ewiste un modelo de Sa en el que el centro de P
es une curva sin singularidades, en si ni en el modelo, que éstd
definida en un espacio afin por un ideal principal.

DemosTtrACION.—En virtud del lema anterior, podemos supo-
ner que el modelo P cumple ya las condiciones de dicho lema. Sea
- p el anillo no homogéneo correspondiente a P respecto del hiper-
plano del infinito H =0 del lema anterior que, como alli, supon-
dremos ser el x,= 0. Sean ® y p los ideales homogéneo y no ho-
mogéneo correspondientes al centro de P en P y p, respectiva-
mente. Por el lema anterior, serd p =p¢ y toda singularidad de
R, tanto respecto de P como respecto de P pertenece a §.

Sea P’=P/B, o’ =0/p v ¥ = Vp/P. Este cuerpo es isomor-
fo al de cocientes de o ; por lo que los identificaremos. Sean &
=8, (B), i=0,..,ny ¢, b, i=1,...,t, formas de P’ tales que:

a) grad. h. (¢;) = grad. h. (b) + 1.

b) Si Poys-.or Doy son los ideales de o' correspondientes a los
puntos singulares de B, y si vy, j=1,...,%; son todas las valo-
raciones de ¥’ con centro en Py, i=1,...,v, se verifica que para

c;

toda valoracién wv;; existe una fraccién

]
7)1‘;'( /]20)>0

tal que

A
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siendo este valor igual al valor positivo minimo de vy, ¥y

¢t
Umn\7= | — Oy
b g
para m=¥i o nj.

¢) SiCi=c(B), B=b(B), son formas de P, se pueden ele-
(/,~ i

gir de modo que no posea ningun polo sobre P ni sobre las

las curvas centros de A,

d) B no posee ningtin cero en un punto del infinito de P ni
del centro de A en P.

e) rad.(PB) y el centro de A en P poseen tnicamente in-
tersecciones simples, que son a su vez puntos simples de las cur-
vas secantes y de la superficie P. Si B, es uno de estos puntos
de interseccion existe un ideal

=P (BiLy, 5555 L 1y Gibiny wn 55 653
v s6lo uno de éstos, tal que rad. (®;) es el producto de las sin-

gularidades de B por B,.
Consideremos la correspondencia birracional P —P¥* defini-

da por

(1) B H 24 Eres:B Exs+: B B
e —— IR L = y
& & S G C H

| HE==zEB, =0, Z,
\ ;;/4»1::(: :11 o by
(2) ¢ R 7l :
' ’ H=0%+ ... + ME)B+ MG+ - - R S O
| E=ME& + ... + Mp s, B8, = indeterminada sobre P,
3 P BIEL o) B Blesy oo Bl

Vamos a probar las siguientes proposiciones :

i) Pro(g*, ..., 5% = B*NI* siendo B* el ideal de la trans-
formada de P en P—>P*.

i) E,*=0 (radical I¥).
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i) Los puntos de B* son simples en la superficie P* y en la
curva L. '
iv) P* pertenece a Sz

Demostracion de 1).—De (2) se deduce que
P¥c. P =P [C|a.
Si p = gr.h.(g), se verifica que

ErBe
H®

3

¢ E=1¢(®

es decir, que
9(8*) = 0(P** ¢ (5) N P).

Por hipotesis se verifica que
(4) Po()) = BNL,  E=0(rad D

y como Pg(E) es principal, todos los ideales primos correspon-
dientes a I son minimos, y como por la condicién c¢) los tnicos
puntos fiindamentales de la correspondencia (1) son los puntos
singulares de P, siempre se puede elegir H de modo que no per-
tenezca ©i a B ni a ningfin ideal de rad.(I) [1]: En estas condi-
ciones ke verifica que

P o(®) = P* R NP,
P** @ &s primo y P** B | P* = P*, Prro() NP = (P*BNP)
NP=*I1NP)= BNIL

Por otro lado, de (2) se deduce que

g B
He

Pk gk — Pk o (B) < P¥ o,

luego

P* ¢ (Ef) © P¥* ¢ (EF) N P* © P¥* g (B) N P* = (P** $NP¥)
NP 1N P¥) = BN (P 1N P*).

Sea o (E*) un elemento arbitrario de PB*, homogéneo y de grado
v. Entonces

o0 (5 Fr) = % 0B C:
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de donde resulta que o(& B;C)=0(%). De aqui, en virtud de
(4), se obtiene que
o B; C)E =0(Pe (7)),

es decir,

0GB CYE=F@®e®, FEEP.
De aqui resulta que

o (E* ) =08

{

siendo gr.h. ( ]H" ch

) =0, y, por consiguiente,
0

3, F F(E% 9 (€9
® iy Qi) = Cv TR R M
R TR

y en virtud de (2),

n+t

(5) o (& Eia) H @m“—(zn )re<¢ﬂzomw@m

£=0

y como H (£*), §* =|=0(B*), queda probada 1).

La expresion (5) indica que si E* no perteneciera al radical
de I*, como las ); se pueden elegir arbitrariamente, lo mismo se
podria conseguir de H (¢%), luego resultaria que o* perteneceria
a dicho radical, en contradiccién con la hipdtesis de ser o* un ele-
mento arbitrario de P*. Con esto queda probado ii).

Demostracion de 1ii1). — Sea E*= E(B®), i=0,..,n+t ¥y
P = P*/P* = k [£y, ..., Enye]. Consideremos la representacion « en-
tre P y P” obtenida mediante la sustitucién & —>&", i =0, ..., n+1,
siendo X §” =§8/b, i=0,...,m; It =c, t=1,...,t. Esta re-
presentacion es, evidentemente, un homorfismo entre P y P”
= kB [E”, ..., Enst]. Vamos a ver que es un isomorfismo. En efec-

to, sea o (%) un elemento de P tal que

3

t[o G B d] = 0 G 610 =0,

es decir, que o (8 b, c;) =0. Esto implica que o (& B;C;) =0(%),
es decir, Vp (o0& B:C))>0, de donde o (£*;E*,.,) =0(B*), ya
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que B, H =z 0(B). Por consiguiente, (& ;&,,;) =0. Reciproca-
mente, si o (% ;&) = 0, '
. , By i

serd 0 (%) =08 ¥ Vel (S w @B C)]>o0.

B

H

Y como \"p( ): 0, sera Vp [0 (& B;C))| >0, de donde
o B;C)=00),

es decir,

(O] (Ei, b, Ci) = o (‘Ei” N E"nu’) = 0,

con lo que queda probado el isomorfismo.

En virtud de este isomorfismo, no hay inconveniente en iden-
tificar los anillos P y P”. s

Vamgs a probar que el ideal P”(§,”,...,&,”) es irrelevante. En
efecto, en virtud de (1), la relacion entre P’ y P” viene dada por
la correspondencia

o BB B Bt ol g
E‘/i 2; i 2;/ Cy (§:> y (E:)

-

Si el ideal P” (&,”, ...,En’;) no fuera el irrevelante, poseeria un di-
visor primo PB,” distinto del irrelevante primo. Sea v” una valo-
racion con centro en PB,” tal que P” < R, (B, ..., 58") P” & P
Si P =k [, .. 8n; &7 o8] es el anillo correspondiente a
la variedad proyectiva doble que define a la correspondencia bi-
rracional (6), y = su cuerpo de cocientes, existird una valoracion
" de ¥ ampliada de v” tal que P < R,», &6, -, En) P & B
[1]. Sea ¢/ la valoracion inducida por v en X’; evidentemente
que P’ < R,/, luego B’, = p, ) P’ es una subvariedad de P’ ho-
moéloga de B,” en la correspondencia (6). De (6) se deduce:

Enci (B) =EBuEar; 0 ()

ahora bien, como PB,” no es el irrelevante, existira una j, por lo
menos, para la que &7, =z0(%,”), luego 2”(§”..;) =0, o bien
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" (§”n) = 0. Como, por hipbtesis, se verifica que §” = 0(B,”),

955 05 oy W, SCLA

"o ey "t ey A BN & (E; " 7
0" ) = o €+ 5 )+ (L] = @

e gl i

+ o ( b (iz[) )7 P 0’ o,

¢ (&)
de donde
e o[ 6 (&) A GEYY .
v (E) =" (&) >v (——]—-,——):‘U(———,—), e=0,...,%,
et b E) P ED

g, iy ¢ (&
pero por la condicidén ¢), en todo lugar de P se verifica que ?/%—
7

posee valor mayor o igual que cero, luego
7 (&) >0, i=10,..,n,

en contradiccion con la eleccion de 27”7 que, segtin la construccion,
es tal que min. {v” ()} =0, i=1, ..., n.

Por ser P”(§,”,...,£,") irrelevante en P”, si B,” es un punto
cualquiera de P” y P’, un punto homoélogo de B,” en P’, siendo
2" la valoracion de P” cuyos centros en P’ y P” son ', vy 8,7,
respectivamente, siempre se puede elegir una &7, p. ej. &7,
o<<j<n, tal que §7=]=0(B,”), es decir, que si llamamos p” al
anillo no homogéneo respecto del plano del infinito #, =0, se
verifica que PB,” pertenece al modelo afin »”, o lo que es lo mismo,
B,” posee un ideal no homogéneo en p” distinto del ideal unidad.
Sea p,” este ideal no homogéneo. Sea o’ el anillo no homogéneo
correspondiente a P’ respecto del hiperplano del infinito #;, = 0;
entonces, en virtud de (6), es ‘

i i3
® ~[1 ,]

en donde representamos por ¥/, ¢, ..., ¢’; los polinomios no ho-
mogéneos correspondientes a b, ¢, ...,¢;, respecto de &’ En-
tonces se verifica que el ideal no homogéneo de p’ correspondien-
te a P’ sera el ideal p’, definido por P’y = p,” No". De aqui se
deduce que D’h() - DL{{ y esto implica que si p’, es un punto sim-
ple de B, como entonces D’b() es el anillo de la {inica valoracién

con centro en él, sera n;'jr el anillo*de la valoraciéon 2/, luego
0
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Di’gg‘g D,JJ{)’ es decir, que o’m = 04’33 y, por consiguiente, p,” es
también un punto simple de P*. Si p’, fuese un punto singular
de B, solo podria existir una valoracién de £” con centro en p,”,
porque toda valoracion con centro en p,” tiene por entro en p’ el
punto p’, = p,” (o, luego siendo p’, punto singular, dicha valo-
racion seria una de las v;; de la condicidén b), y en virtud de esta
condicion no pueden tener dos de ellas el mismo centro en p”. Por
existir una unica valoracién con centro en p,”, este punto es
simple ([2], T. 6). Con esto queda probado que todos los puntos
de B* son simples en P*.

De i) y de lo que acabamos de probar resulta inmediatamente,
en virtud del T. 4 de [2], que todos los puntos de P*, que estdn
o distancia finita respecto del hiperplano x, = 0, son también
simples para la superficie P*, En virtud de la condicién c¢), todos
los puntos de B que se encuentran a distancia finita respecto de
%, = 0 como plano del infinito, se transforman en puntos a dis-
tancia finita de B¥*, y como todos los puntos singulares de R (va
considerados como puntos de P como considerados como puntos
de P) se hallan a distancia finita respecto de x, = 0, resulta que
los puntos del infinito de P* son transformados de puntos del in-
finito de P y, por tanto, simples para B y para P. Sea B,* un
punto cualquiera de P* perteneciente al hiperplano x, = 0. Por
ser P”(¢”,...,8”,) irrelevante, existe un hiperplano #; = 0,
0 <j<m, que no contiene a PB,*. Sea o;* el anillo no homogéneo
de P* correspondiente a ;= 0 como plano del infinito, y o; el
anillo no homogéneo de P respecto del mismo plano del infinito.
Entonces se verifica que

{cj c,]
~‘7"/7—B‘_1"'3 B s

significando aqui C,, ..., C,, B los polinomios no homegéncos que
se obtienen de las formas representadas por las mismas letras al
dividirlos por potencias convenientes de & . Sea p,* el ideal no ho-
mogéneo de p* correspondiente a J,*. Entonces, todo punto de P
homologo de J,* en la correspondencia P*—> P es el centro en p,
de una valoracién con centro en D, v, por consiguiente, existe un
inico punto homdlogo de p,*: el punto p,*No = p,. De aquf
se deduce que Djpﬁ C c,po Pongamos I =5, , I* = n}"pg. Como

‘B

b, pertenece al plano &, = 0, se verifica, por la hipétesis ¢), que
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Bzj=0(p,) ¥ P, no es fundamental en la correspondencia P -> P¥,

luego, por el lema siguiente, es J = J¥, de donde resulta que
B,* es simple en P*.

Demostracion de iv).—Esta proposicién se deduce de la con-
dicion e) del mismo modo que la analoga b) del L. 1.

Q. E. D.

Lema 3.—Si B v B* son dos subvariedades homdlogas en una
antiproyeccion arbitraria, F—> P¥:

HE 4i==0C;, =1, vei 1y
H:Oko EO+ oo ‘—%—K’ZEfl)B%»)“uﬁlCl_i_ S +)‘-71+1Ct

€ = ndelerminada sobre P,

\HEEzC_E_iB, 1=0, .., 7

que son centros en Py P* respectivamente, de una wvaloracidn v,
v st B no divide a B, se verifica que B v B* poseen anillos de
cocientes Jtomogéneos iguales.

DemostrACION. —Por no anularse B en B, se pueden elegir
las %; de modo que H no se anule tampoco en B. Sea o un ele-
mento arbitrario de J* = Pi’E*:

FE; asd)

W == ——x

g & &l

Lg=i=0(B), grad. h. (= grad. h. (g) = .

Entonces sera:

©y
zBa C’/ ~ ~
o /& ! _ TEBG
o Cv . ) F g(a B, *7' ’
HY & (Ez B, C,)

Si se verificase que g (% B:C,) =0(D), serfa v(g)>v (W), sien-
do ! una forma lineal de walor minimo y grad.h.(C,) =u. De

donde se deduce que w(g (&% :&%...))>v(I(¥*)), es decir, que
g =0(B*), contradiccion.

. . (P?' .
Reciprocamente, si o = f(f\) es un elemento arbitrario de
&) )
5 _ p el WY T
S =P, serd gE ==0(B)y o =—=. 5i g (5%)=0(PB*), se ve-
£ (&)

rificaria que v(g (§%)) >vwv (1 (8*)), de donde, v (g (!)) >vv (I(8),
es decir, que g =0(%R), contradiccidon.
Q. E. D.
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DeriNicion 2.—Al modelo P* establecido en el L. 2 le llama-
remos modelo candnico de Sy, respecto del divisor primo P, y al
conjunto formado por todos los modelos canénicos de Sz respec-
to del divisor primo P lo representaremos por Sx.p v le llamare-
mos sistema candnico de modelos de Sx respecto del divisor pri-
mo P Al conjunto formado por los centros de P en todos los
modelos de Sx. g le llamaremos ciclo imagen de Pen Sa;p, 0 sim-
plemente en Sy

De los lemas anteriores resulta inmediatamente el siguiente :

TeoreMa 1.—Si P y P’ son dos divisores primos vy el centro de
P’ en P no es un punto singular del centro de P, existe un modelo
de Sa p.p en el que P’ posee un centro cuyo anillo de cocientes
es igual al anillo de cocientes del centro de P’ en P,

TrorEMA 2.—Si P, y P, son dos divisores primos de primera
especie vespecto de Py A un divisor arbitrario, existe un mode-
lo de Sa candnico respecto de ambos divisores primos y los cen-
tros de éstos en ¢l se cortan en puntos a distancia finita respecto
del plano del nfinito elegido para Sx.

DevostrACION.—A los distintos modelos de Sx que emplea-
remos en la demostracion los representaremos por Pie=1.2,...
A los anillos no homogéneos respecto del hiperplano del infinito
#, = 0 los representaremos por o, ¢ =1,2,... A los centros de
P, 7 = 1, 2, sobre P, y o, los representaremos por B, y by,
respectivamente, es decir: p;; es el ideal no homogéneo corres-
pondiente a PB,;;. Al anillo de cocientes homogéneo de grado cero
correspodiente a PB;;, que es isomorfo al correspondiente a p;; y
que, por tanto, identificaremos con ¢l, lo representaremos por

%‘:J; = P; == 0;

EB« pz'/'
y al ideal de no tdnidades de J;, lo representaremos por J(;,. Al
cuerpo de funciones racionales sobre p;; lo representaremos por
¥, v a los anillos de polinomios sobre dicha curva, por P/, al
homogéneo, y por o;; al no homogéneo. Distinguiremos en la
demostracion varias partes:

a) Existe un modelo P,, respecto del cual P, v P, son de
primera especie y sus centros son simples.
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b) Existe un hiperplano H, que por comodidad elegiremos
como el x, = 0, tal que B,, v B,, no poseen ninglin punto co-
man en él y que todos los puntos de estas curvas situados en
¢l sean simples para las curvas y para la superficie P,

c) Existe un modelo P,, de Sap, p,, con relaciéon al plano
del infinito x, = 0, respecto del cual se verifica que J,, = R,
3., = I,, v tal que todos los puntos del infinito de B,, son sim-
ples tanto para la curva como para la superficie y no pertene-
cen a B,,.

d) Existe un modelo P,, de Sx p,.p, en el que J;, = I,
R, = T,,, €l ideal p,, es principal v las curvas B,, v B,, tie-
nen simples sus puntos en el infinito, tanto en ellas como en P,
v distintos entre si.

e) Existe un modelo P, de Sjx, respecto del que los cen-
tros de P, y P, gozan de las propiedades del L. 2, no tienen
ningGn punto comiin en el infinito e J,, = J,,, N, = I,,.

Demostracion "de a) y b).—a) es una consecuencia inmediata
del L. 1, a) y b). En cuanto a b), se deduce facilmente de a).

- Demostracidn de c).—Sea:

E() El S E?l C1 . Cg H :

(¢ indeterminad sobre Q), la correspondencia P, - P,. Esta co-
rrespondencia es el producto de una correspondencia del tipo b),
L. 1, por una correspondencia (1) del L. 2. Por consiguiente, se
pueden elegir C;, i =1,...,t vy B de modo que se verifiquen las
condiciones impuestas en el L. 1, b) con las modificaciones si-
guientes: En lugar de v) se admite que P(B,C,,...,C;) no es
irrelevante, pero el radical de este ideal representa puntos con-
tenidos en %B,,, ninguno de los cuales pertenece a P, ni a
B/, i=1,..,r En lugar de vi) se admite ahora que existe uno
v sélo un W, tal que B, es el Gnico d. m. p. de él distinto de
los d. m. p. de rad. P(B,C,, ..., C,). Ademas debe verificarse:

N

i) B no se anula sobre B,, ni sobre B,,. ii) Las fB—' no poseen

polos en B,, y B no se anula en los puntos del infinito de B,.
En estas condiciones, por el L. 8 se verifica que J,, = I, e
Q92 = J;,. También se verifica que los puntos del infinito de PB,,
se transforman en otros puntos con el mismo anillo de cocientes
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y, por tanto, simples respecto de P,. De (9) se deduce que

5t 5e]
Dy == ——y ey ;
*— U BE, BE,

SiqE Gy ; ;
le que indica que ———, 7 =0, ..., ¢ sblo pueden poseer polos en

b e,

el infinito, luego todo punto del infinito de %,, se transformara
en un punto del infinito de PB,,, vy reciprocamente.

Como B no se anula en los puntos del infinito de %,,, en vir-
tud de las hipétesis del L. 1, b) y L. 2, se deduce, en virtud del
L. 3, y b), que B,, v B,, no poseen ningun punto comin en el
infinito. En virtud de las hipdtesis del L. 1, b) y L. 2, todos los

puntos de p,, son simples para P, y para B,,, v p,, es un ideal
principal en p,. Si

Ei* = E,-,” (i822>, 7 = O, Sty t,

se ve, como en el referido I.. 2, que P, (8,7, ..., &) es un ideal
irrelevante y, por tanto, que los puntos del infinito de %B,. son
también puntos simples para B,,. ;

Demostracion de d).—En parte es esta demostraciéon analoga
a la del apartado b) del L. 1..Como %,, es una curva simple para
P,, existe un elemento homogéneo, o, de P, tal que

Py o= By 101 [V - 171 B

es una descomposicion normal de P, » en componentes primarias.
Se puede elegir v de modo que: i) Si P’ es el ideal primo co-
rrespondiente a §/;, i = 1, ..., », se verifique que dos de las %', no
tengan comtn ningtn punto simple de P, que pertenezca a B, ¥
todo punto comiin a esta curva y una de las PB’;, que sea simple
respecto de P,, lo sea también respecto de las curvas B,, v B'.
ii) Dos de las P’, no tienen un punto comun que pertenezca a
.., ¥y todo punto comin a B,, y a B’; es también punto simple
respecto de P’;. En estas condiciones, no ofrece dificultad com-
probar que se pueden elegir las formas By C,, i =1, ...,5, s>,
de modo que: iii) grado (C;) = grado (B)+ 1, ¢=1,..,5.
iv) B=0(%"), i=1,..., v B no se anula en ningtn punto del
infinito de %B,,, ni de B,,, ni del centro de A. v) P, (B, C,, ..., Cy)
es un ideal irrelevante. vi) Las curvas representadas por rad. (P, B)
cortan a B,, en puntos simples respecto de aquéllas, y los puntos



TEORIA ARITMETICO-GEOMETRICA DE LAS SUPERFICIES ALGEBRAICAS 87

comunes a rad. (P, B) y a B,,, que sean simples para P,, deben
serlo también respecto de las curvas de rad. (P, B). vii) Si

o Oy T NI & SUE + CODURORNE o 0, SO

v By, 1 =1,2, es un punto comun a rad. (P, B) y By, i =1, 2,
que sea simple respecto de P, existe uno y solo un T, respecto
del cual PB,; es su tnico d. m. p. viii) Si B¥;, es un punto comun
a B,, v a rad. (P, B), que sea singular respecto de P,, y si v
es una valoracién con centro en ¥, compuesta con otra va-
loracion con centro en P,, o en P’; (pues se puede admitir que
todo punto comin a B,, y a rad. (P, B), que sea singular res-
pecto de P,, pertenece a una de las B, ¢ =1,...,7), existe un
ideal &;, y sélo uno de ellos, tal que

v(B)>0,2(C)>0,i=1,.. ,7—li7+1,...,52(C)=0

y
min o (B),v(C), 2= 7,i=1, ..., s = valor positivo minimo de v.
Sea entonces
o ot 2D 7o st o P
A1) o <1 2 St I &
{ > o TR e = IR 4 ¢ B e B e — IR B e
z, B =B B Gy G, H .
y

(12) Py =[5, .

JAN
™

£ o - Cl CA
my * 8%y :;n—i—.y]x By == 05l =y Wy T |8

De iv) y del lema 3 se deduce que J,, = 3I,,, S, = I, ¥ que
los puntos del infinito de B,, y de B,, se transforman en puntos
del infinite de %B,, y PB,, respectivamente, con los mismos ani-
llos de cocientes; por consiguiente, estos puntos son también
puntos simples respecto de P, y se deduce inmediatamente, sin
mas que considerar las correspondencias subordinadas por (11)
entre las curvas B,,, B.. v B, B,,, respectivamente, que aque-
llos puntos son también puntos simples respecto de B,, v B,.,
respectivamente. Ahora bien, existen puntos del infinito de B,
1= 1,2 que son transformados de puntos comunes a B, v a
rad. (P, B). Sea %B,, uno de ellos, perteneciente a PB,;, y sea v
una valoracién con centro en PB,, compuesta con P; y tal que
P, < R, (siendo R, su anillo de valoracién), y que no contie-
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ne al ideal irrelevante de P, en su ideal de valoracién. Sea B,
el centro de v en P,; B,, serd un punto de PB,;. Representemos
por 3, el anillo de cocientes homogéneo P‘i%o, 4= 2,8, y por
I, i = 2,3 su correspondiente ideal maximo. Entonces se ve-
rifica que J;, S p. Como B,, es un punto de P,;, se verifica
que I, < Jg:. Supondremos en lo que sigue, para fijar el razo-
namiento, que ¢ = 2, lo que desde luego no supone ninguna res-
triccién. Entonces, de (10") se deduce que I, = J,,w () v
como B=[z0(B,,), resulta que I, = I, 0 (£¥). Como en el
lema 1, b), se ve que J,, 0 (%) es un ideal primo, precisamente :

%30 w{8¥) = g, %30-

Ahora bien, de viil) se deduce que existe una valoracion unica
con centro en B,,, compuesta con P,, en la que el valor positi-
vo minimo es alcanzado por elementos de %,,. Por consiguiente,
por el teorema 6 [2], B, es un punto simple de PB,,. De estos
dos resultados se deduce que P,, es también un punto simple
de P,. Por consiguiente, todos los puntos del infinito de By, y
B,, son puntos simples para estas curvas y para la superficie.

Del mismo modo que en el lema 1, b), se ve que P;, = 0, 0,
siendo b,, el ideal no homogéneo correspondiente a PB,,.

iComo p,, =0,6 es un ideal principal, resulta que 9,0
= p,NI. Si fuera 0,0 3= p,,, se seguiria que un d. m. p. de I
dividiria a p,,, lo que implicaria la existencia de un punto fun-
‘damental respecto de la correspondencia (11) contenido en %B,,,
en contradiccidén con v). Por consiguiente, p,, = 0, 9 es un ideal
principal. Por el lema 3, todo punto de PB,,, que no es imagen
de un punto coman a PB,, vy a P, B, posee el mismo anillo de
cocientes que su punto original y, por tanto, es un punto simple
respecto de PB,, v respecto de P,. Pero como acabamos de pro-
bar que los puntos de PB,, que son transformados de puntos co-
munes-a B,, v a P, B, son también puntos simples para B, y
para P,, resulta que todos los puntos de B,, son simples res-
pecto de esta curva y respecto de la superficie.

Para probar que P, < Sa, es necesario imponer a las C; con-
diciones que, respecto del centro de A en P,, son analogas a las
condiciones vi), vii) y viii). La demostracion resulta entonces
igual a la que acabamos de dar para los puntos del infinito de B,.

Demostracion de e).—Puesto que p,, = p, 0, serd

]

Pyo =P 10:N... NQ
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una descomposiciéon normal de P, en componentes primarias.
Sea

ry / | r [ #
5 = Py/Byg, 05 =04/P3, ¥ ;= Ve,/P,.

o2

E=8 By i=0,...,n 4 s=m,

se puede tomar
Po=FE [, .l

Sean ¢;, b, i =1,...,v, formas de P’, tales que: i) grado (¢;)
= grado (b) + 1. ii) Sean Boss ...y By los ideales correspondien-
tes a todos los puntos singulares, tanto respecto de la curva como
respecto de la superficie, que pertenecen a Py,: v j=1. ..o,
i=1,..,u, todas las valoraciones con centro en P, compuestas
con P,y ¢/;; la valoracion inducida por v, en ¥’,. Para cada 7'y

; Ca
existe una —_— tal que
0

)
Uil e )
NDE

siendo este valor igual al positivo minimo de ¢/;; ¥

’ ; C’TZ
g e
para r 14, o s 4. Sean C; = ¢; (B;,), B=0 (P,,) formas de P,
T
= 7
curvas que son centro de A. iv) B no posee ninglin cero en un
punto del infinito de B,,, B,, o del centro de A en P,. v) Las C;

v B no tienen nigun cero comun sobre PB,,. vi) Si L, es un punto
comun a B,, y a P, B, existe un tinico ideal

tales que: iii) no posean ningtin polo sobre PB,, ni sobre las

H;’—_—P3<B, Clv "'1Ci713Cz'+1y "‘scv)

que posee a P, como d. m. p., y todo punto comun a B;, yv.a
P, B es un punto simple de rad. (P, B) o es un punto singular
~de B,..

Del lema 3 y de la condicién iv) se deduce que 3, = 3,,,
3o = 35, v los puntos del infinito de B,, v B,,, que son trans-
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formados de puntos del infinito de B,, o de %B,,, respectivamente,
son, por el mencionado lema 3, puntos simples respecto de P, y
de B,, o B,,, respectivamente. Por la condicién iii) todos los
puntos del infinito de PB,, son transformados de puntos del infi-
nito de B,,, por lo que todos ellos son simples para P, y para B,,.
En $PB,, existen puntos del infinito que son transformados de pun-
tos comunes a PB,, y a P, B, pero por vi) se deduce, como en el
lema 1, b), que todos ellos son también simples respecto de P,
y de- B, :

Como en el lema 2, se deduce de iv) que p,, es un ideal princi-
pal, y de iii) y i) que todos sus puntos son simples respecto de
P,,. De este resultado y del teorema 4 [2] se sigue que todo punto
de p,, es también simple respecto de P,.

Todo punto de PB,, que es transformado de un punto de B,
en el que no se anule B, posee los mismos anillos de cocientes sobre
P, y sobre $B,, que su punto original correspondiente, por lo que
es simple en P, y en %B,,. Ahora bhien, los puntos de B, en los
que se anula B, se transforman en puntos del infinito de B,,, y
ya hemos visto que todos ellos son simples respecto de esta curva
v respecto de la superficie. En virtud de v) no existen puntos
fundamentales en PB,,, y como en el lema 1, b) resulta que p,, es
principal.

Es inmediato ver que PB,, v B,, nc poseen puntos comines en
el infinito. Q. E. D. '

Derinicton 3.—A los modelos que cumplen las condiciones del
teorema 2 respecto de los divisores A P, v P, les llamaremos
modelos candnicos de Sa respecto de P, y P, y al conjunto
de todos ellos lo representaremos por Sx.p p,. En general, dire-
mos que un modelo P* de Sy es candnico respecto de los divisores

Bsr
g

a T b
M, =Py . P . M.=P... P,

cuando se verifiquen las siguientes condiciones: i) Todos los pun-
tos de los centros de todos los divisores primos P;;, 1 =1, ..., s,
j=1,.., 7, son simples tanto en P* como en el respectivo cen-
tro. ii) Si o* es el anillo no homogéneo correspondiente al hiper-
plano H, se verifica que todos los puntos comunes a dos de los
centros de los divisores P;;, P,, i £k, pertenecen a po*, iii) Los
ideales correspondientes a los centros de todos los divisores P,
en p¥ son principales. Al conjunto de todos los modelos de Sz
candnicos respecto de M, ..., M, le representaremos por Sa.m,.. m.
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Del teorema 2 se deduce, por induccién, el siguiente
CorovLARIO.—Ewxisten modelos que pertenecen a Sx. m, . Ms-

DeriNtcton 4.—S1 B, es el centro de Py; en P*, diremos que

57(,; = 33?111 oy SB:X;"

es el centro de My en P* Al conjunto formado por todos los cen-
tros de M, en todos los modelcs de Sg. @, en donde C es un
conjunto de divisores al que pertenece M;, le llamaremos ciclo
centro de M;en SA;C’.

§ 4. Indice de interseccion de dos ciclos. Bquivalencia
lineal de ciclos.
Sean
M=P}.  .P» y M =P{*" ... P/*s
dos divisores de X, y sean

D=1% ... 1% y IV=Iy"... /"%

?

los ciclos correspondientes, es decir, los ciclos centros de M y
M’ en Sprp. Sea P, un modelo arbitrario de Sy y sean

M= PP ... By vy F =B ... $*

los centros de M y M’ en P,, es decir, dos representantes de los
T y I”. Por ser P, candnico respecto de I y I, existe un ani-

llo no homogéneo, p,, correspondiente a P, tal, que si represen-
tamos por
ra’y

m=pf. .. pl,m =pi... P

a los ideales no homogéneos de o, correspondientes a I y U/,
respectivamente, se verifica que todos los ideales primos

pi:DL Ciy 7/:1,..., 7, p,j:DJ 419’], ]:1, e vy Sy

son principales. Por ser P, canomnico, se verifica que’

rad. (B;, B’) = rad. (b, b).
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Sea
radical (P;, P;) = p; ;1N ... N Pij»

y pongamos

o

o 4 xR xR
Sije = dip M= Dij2 Bijay Sha= SijafSi iy

(X

s [~ (o ’ Y
i h == 2S5k p/) m,, .= mij,/e/?sij,/e P
Wk ’ A '
mia =M/ 3050 Bjy k=1,

Por ser las curvas p; y ', simples, los anillos oip. Y nlp coinci-
den con los anillos de valoracién Vp, y VP respectwamente
Por ser los puntos ;; ; simples para las dos curvas p; y p’;, se
verifica que los anillos 3} , e I , corresponden a las valoracio-
nes sobre p; y b/, respectivamente, con centro en ;; ;. Llamemos
a estas valoraciones v;;; y ¢y, respectivamente; es decir, que

* QRuwr £ o ®/
'\Slj’ Rwijr,é’ {5’.}"/‘ = Ry,l’juk’ mf/’k . pvi’/’!k’ n11]’ pvl/‘k

Como el punto by . es simple para la superficie P, y para las
curvas p; y b, se puede elegir un parametro de uniformizacion
en el entorno de py &, que llamaremos 6, tal que (8, ¢;) y (6, /)
son bases del ideal my; :, es decir, que

(13) s e = Sy, (0, 0) = 35,2 (8, ¢)).

Si

sera

* o’
mij)k =‘pvl.;,k ’\S//ke mz/ /a—'\slj,kﬁ .

Sean ¥z, 54 € i 4 los anillos completados de %5, %
e Ji/ ., respectivamente, y sean my; 4, mi . y mi;, sus res-

pectivos ideales de no unidades. Entonces, se deduce de (13) que

(14)  gi=ab b,

en donde a y b son unidades de %,; ;. Sean @ y b elementos ima-
genes de a y b, respectivamente, en el homomorfismo

Y xR
Sijk > i ke



TEORIA ARITMETICO-GEOMETRICA DE LAS SUPERFICIES ALGEBRAICAS .93

(15) Vij 1 (07) == Uyj (@ O) = vy, 4 () = L.

Ahora bien, de (14) se deduce que

v 1
¢ = —‘5‘97‘ +—b—<9}a “——l— (M),
por consiguiente,
== 0 (m3, ),
de donde resulta que
(15") wk@p=%¢«.;zwyz%ﬁ@wzp

siendo

a=2a @0, b=1¥ 3 ,/,kn», 6 =10 (3,;,,0)).

De (15) y (15) se deduce que
(16) Vijn (87) =i (8.

DrriNicion 5.—S1 U y I’ tienen el significado anterior; lia-
maremos interseccidn de I con P’ y la representaremos por

I N I, al ideal

1) Fok= tysgt

amn MAM = [[ e @y

i j k=1

siendo ¢'; = &’; (p:), ¢ dependiente de i y j.
De (17) se deduce que

Ly k=15t

(a8 sunsm= T[ #p+@, siendo o=wF).
i k=1
De (16), (17) y (18) resulta el siguiente:
TeEMA 44— NI = I NI
~ TEOREMA 3.—SIM =P .. Pr y M = P, .. P% son dos di-
visores tales que los centros de todos los divisores primos Py vy
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P, i=1,..,r, j=1..,s, en el modelo inicial P sean todos
simples; P,y P, dos modelos de Smm;
I=%; ... B, ;=B ... %’

3

los centros de M y M’ en Py, i=1,2, 9y si

Irky =1yt
i 3 ) e ot
gnIi= ]I p}]/,j/< YR g =gl (B))),
Ik =1
t dependiente de 1,3, k;
Irky=rs5¢
W NTG= [ D9, ohi=gis (b))
iR d=1

V dependiente de 2, ], k,

se verifica que:

1) Los ideales Py.jx;1 son transformados de los Pyjiien la co-
rrespondencia £, —> P, verificindose que si en esta correspon-
dencia Pi.ji1 Se transforma en Py, es =3, K =k y se pue-
den numerar los dltimos subindices de forma que U =1,

11) Vi;jk;1 == Va;jk;1y ]=]1 cee 1 k=1, ...,s; I = 1a N ¢
t depende de j y k.

ses S it .

i) Vi Pk = vy (92), =1, ...,1; k=1,...8;
I=1,...,t, t dependiente de j y k.

DEeMosTRACION.—Bastard que efectuemos la demostracion para
un divisor primo arbitrario P, de M y otro divisor primo arbi-
trario P/, de M'. Por consiguiente, podremos poner, con objeto
de simplificar la notacién, P,=P y P;=P". Como P, y P,
pertenecen a Symy-, existen modelos afines, o, v o, tales que si
p; v p’; son los centros de P y P’, respectivamente, en o;, ¢ = 1, 2,
se verifique que

(19) pi: 0; ‘*?/a pzf = D, Cp:a Z.: 7,2

Como todos los puntos de las curvas p, y p’; son simples, tan-
to para ellas como para la superficie correspondiente se podran
emplear como pardmetros de uniformizacién en los entornos de
todos ellos los polinomios ¢; y ¢;, i =1, 2. Ademas, como oip.

¢
Y oy, SON anillos de valoracion y b, = p,, b, > D', en la corres-
?
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pondencia P, - P,, resulta que Oip, = Dap Oy = Pap; ¥ com.o
siempre se puede suponer ' que o; y ¢y, 1 = 1, 2 pertenecen al ani-
llo o, correspondiente al modelo de partida (por ser los centros
de Py P’ en o simples), resulta que puede tomarse

7
L]

Sy T Gy =«

’ , .
1:?2’—2{»

-8

es decir, que (19) se escribiria en la forma:

(197 pi=0:% D =04 1=12 9,9 €
Sea

radical (b, b)) == p,, N ... NP,

radical by, B2) =Py ... N H~
y pongamos

Sij="0p. i f=712; F=1,.5:;0 Obiefly J==17 ...

IW,j=p; 3= 3;; (g, b)) = C:Sij (’:’9’» 855 b;j€0; 1= 1,2.

Sea v,; la valoracién con centro p,; compuesta con P, y sea
W,. el centro de v,; en o,; P, serd un punto de p,. Sea

Bo=oy ¥ Fe=Pp. 5. =%.(5,0,0€0,
Pongamos
(20) ;=3 %50, = ;;/3,; 0,
(2” i ;== /vx, ?/\ SJT,/, = 37(;,"‘/%;_; ¢ !
y
(22) C ¥=%%.s T.=T0..0

Ahora bien, como todos los puntos de p, v P, son simples en la
curva, todos los anillos %, e I%,, son anillos de valoracidn, y
como consecuencia se verifica que los puntos homoélogos en la
correspondencia subordinada por la correspondencia p, —> 0, entre
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las curvas p, y b, poseen el mismo anillo de cocientes, es decir,
que %, = J*,. v I*,; = I*,,. Sea

1/—61/('\51/ o) y =10
entonces
i, = I, 0, Wi, =330

v se pueden identificar 6,; y 6 : 6,; = 6, de donde resulta que

v -
b g)

B " B

A , A

b=10,, + €34 €3,

luego 0,, es parametro de uniformizacion de 3J,., es decir, que
M ,e = 3z (0, 0,,). Como los puntos p,, y b, son simples en sus
respectivas superficies, los anillos locales completados correspon-
dientes serdn series de potencias en (s, 6,;) ([10], Th. 15), luego

seran iguales. Llamando fslj y %,. a los anillos completados de

v de 3,., respectivamente, resulta, por tanto, que 3, = %,.. Toda
valoracion de ¥ posee una finica ampliacién a los anillos comple-
tados de los anillos locales de los puntos de cualquiera de sus
modelos, luego la valoracidén w,; poseerd una ampliacién finica a

Q)

&%
S

Ji5, que llamaremos w,;. Cualquier otra valoracién v de X con

centro en p,; es tal que J,, CR,, y si v es la valoracién amplia-

da a %1,— sera f’sl,-c R;; luego R,. C R: y, por tanto, R = R, &5
decir, que el punto p,; tiene como finico transformado en la co-
rrespondencia P, - P, el punto p’,,. Ahora bien, entre las posi-
bles valoraciones con centro en p,; se encuentra la compuesta con

, luego p’,, pertenece también a p’,, es decir, p’,, es uno de los
puntos p,, ..., by,. Como el razonamiento es reversible, resulta
que ¢ =t. Se pueden, por consiguiente, numerar los subindices
de modo que P, = h,. Es decir, .que en la transformacion

P, > P, se verifica que p,;—>ps, j=1,...,t. Se verifica ade-
, . A
mas que I, = Ry, 7 =1, ..., t. En efecto, si B €3, seri
T
—=— A B’ €o,.

B B’
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Sea
%2/‘ B! =Chﬂ L ﬂq_m

entonces, si J,; es el anillo completado de J,,, sera

32,/'13':511(11--051« (igﬂ“?&-z,-:q
o . 2 & A 4 ’
([8], Prop. 5); ahora bien, como RJ,;=3,, ¥ —B—E 3., sera

B 6%2;, es decir, A’€ E{i, t=1,..,a luego A'€q;i=1..¢,

es decir, que A’ €S, B’, luego Y €3,;, Como el razonamiento

es reversible, resulta que = 3,

Sio=¢(B), o =¢ Rug) ysiv,es la valoracion con centro
p,; inducida en p, por la valoracidon compueata con P, se verifi-

ca que v,; (¢) = vy, (*j’). De aqui y de J,; =3,;, se deduce que

Ui (Z;I) = Yyy (C_P,) = Uaj (:P”)v

siendo v, = vy, v ¢ =" (p,). Q. E. D.

Derinicion 6.—Un divisor diremos que es simple respecto del
modelo micial P, o bien, brevemente, que es simple, cuando el cen-
tro del divisor en P es un producto de curvas simples respecto de
P.Si My M’ son dos divisores simples y P* un modelo de Sym,
90 v I los centros de M y M, respectivamente, en P*, dire-
mos que I () M’ es un representante del sitio centro de la in-
terseccion de M y M . Al conjunto formado por todos los repre-
sentantes del sitio interseccion de M y M’ le llamaremos sitio cen-
tro de la interseccion de M con M’ y lo representaremos por
M N M’. Al conjunto de todos los centros de M- en los modelos
de Sy le llamaremos ciclo centro de M en Sym' ¥ lo represen-
taremos por T. Analogamente, si T” es el ciclo centro de M’ en
Sma, diremos que MM es el sitio interseccion de T con TV, y
lo representaremos también por I' I7. :

En el caso en que M v M’ sean los divisores del teorema an-
terior, pondremos .

Pk I=rsit y
(23) rnr: = H .{"’_’g:kl-/(?zz’)?/%

j
Sk =1
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En virtud del teorema anterior, el ntimero

Fikyl=mwys.2

(24) iCND) = > vus(eh) s

Tkil=1

no depende del modelo de Sym: que se emplee para calcularlo,
y se llama indice de la interseccion de T' con T o, también, indice
de la interseccion de M con M’', escribiéndose

(DAT) =7 (M M),

Del lema 4, del teorema 3 y de esta definicién, resulta inmedia-
tamente el ;
Cororar1o 1.—Si M 3y M’ son dos divisores simples, se veri
fica que '

iMOM) =i (M N M).

Cororario 2.—Si M| M’ y M” son divisores simples, se veri-
fica que
MM M) =:MOM)+:MNOM").
Sean P, ..., B, todas las curvas singulares de P, y sean P,
i=1,..,p;i=1,...,v, todos los divisores primos con centro en
R.. Si I = ‘P%. es el anillo de cocientes homogéneo de grado

cero correspondiente a P;, y si J,* es su cierre integro, y si m;

es el ideal maximo de ¥, y m*; son todos los d. m, p. de
¥:% m;, se verifica que

4 {,\;. . = . 8
Pij:m;j "Sim‘-‘,“.azzlv ey Vg /:]~ sy P
i

Entonces, se pueden hallar elementos homogéneos 6;; de grado de
homogeneidad igual a la unidad, pertenecintes a %,*, tales que: 1)
Py = vp;; 0 = 3% m*; O ity 8@ P, 81 TkEd 0 m f4. i) 81 P,
=P [6,,,...,0, ], la correspondencia P - P, no posee puntos fun-
damentales en P. De esta altima condicion se deduce que si PB*
es una curva arbitraria de P, B = B* P es también una curva
de Py se verifica que PléB* o PEB’ luego toda valoracién con cen-

tro B* en P, tiene como centro en P a P. De aqui resulta que
st B es simple para P, B* lo es también para P,. Si P es una de
las curvas singulares de P, por ejemplo B = R,, v si existieran

dos valoraciones P,, v P,; con centro en B*, resultaria que
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b,as 6,0 € B* y, por tanto, 6,5 € P4, en contradiccién. con ii). Por
consiguiente, existe una tnica valoracién con centro en P* y ésta
toma un valor positivo minimo en el anillo no homogéneo co-
rrespondiente a P,, luego por el teorema 4 [2], resulta que P*
¢s una curva simple. P, posee todas sus curvas simples. Conven-
dremos en lo ‘que sigue en tomar P, como modelo de partida
cuando en algtin divisor intervenga un divisor primo cuyo centro
en P sea una curva multiple. De este modo podremos aplicar el
teorema 3 sin ninguna restriccion.

Al conjunto formado por todos los centros de un divisor M
e¢n todos los modelos de Sy le llamaremos ciclo centro de M.

Sea ¢ un elemento arbitrario de £ y » un modelo afin de P,
tal que ¢ = é ; f, ¢ C oy grado (f) = grado (g). Sea rad. (o f)
=pN...NPryrad. 0g)=p1N-..NPs. Si Py y Py, i=1, .., 7;
=1, ..,u; I=1,...,5; k=1, ..., 8, son todos los divisores cu-
yos centros son p;, y p’, respectivamente, y si w; = Up,; (o)
Vi = Upr, {c), pondremos

¥

bk =008

Ll }Lij r'alk
(o) I I P].j 5

PGk =1

y diremos que (v) es el divisor correspondiente a ¢. Si en lugar

il

de  elegir ¢ = it hubiéramos elegido ¢ = —, f, ¢’ €p, seria
£ ' &

rad. (f g) = rad. (f g)
v como

rad. (f ¢') = rad. () ﬂl'.;:l(l. (g9

rad. (f' g) = rad. (f)yNrad. (g),

resulta que el divisor definido a partir de ¢ = = coincide con el
g

-’

obtenido a partir de ¢ = =—. Los divisores de la forma (s), o € X,
g

- se llaman principales. Su conjunto es un subgrupo del grupo for-
mado por todos los divisores, llamado clase principal. Dos divi-
sores M y N se llaman lincalmente equivalentes cuando pertene-
cen a la misma clase adjunta respecto de la clase principal, es
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decir, cuando M N-! pertenece a la clase principal. A la clase ad-
junta definida por un divisor M la representaremos por [M].
La equivalencia lineal entre M v N la expresaremos por M ~ N;
esta equivalencia equivale a la igualdad [M]=|[N]. Si I' y A
son los ciclos centros de M y N y si M ~ N, diremos que I' es
equivalente a A y escribiremos T' ~ A. La clase de ciclos lineal-
mente equivalentes a I' la representaremos por [I'] y diremos que
esta clase es el centro de [ M]. Como en lo que sigue trataremos
tinicamente de equivalencia lineal, prescindiremos de este dltimo
calificativo.

LeMa 5.—87 ¢ es un clemento arbitrario de % y M un divisor,
s mnguna componente comin con (s), se verifica que

i (M (e)) = 0.

DeEMOSTRACION.—En virtud del corolario 2 del teorema ante-
rior, basta efectuar la demostracién en el caso particular en el
que M = P sea un divisor primo. Sea o un modelo afin de

P tal que o= —z—, o, V€p y grad(¢) = grad (¥). Si rad(oo)

=p,N..NPryradloy) = p', N ...Nb’s, en donde, en virtud del
convenio que acabamos de hacer, las curvas p; y las p’; son simples
en p, se podra determinar el hiperplano del infinito de modo que
todos los puntos de p; y py, i =1,...,7; j =1, ..., s, situados en
é] sean simples para las curvas respectivas y para la superficie.
Aplicando repetidamente el lema 1, b), se puede construir una an-

tiproyeccidén o - o¥*, o C o*, tal que si Py =po_, Pr=10%0,,,
b, Ry

i=1,...,7,7=1,..,s, son los divisores con centros en p, y b,

respectivamente, y si

B* =P e% 0™ =P, 10"
se verifica que
pi* =% P oY =1, ey =1, 8
que todos los puntos del infinito de p,* y de p;*, i =1, ..., 7,

j=1,...,s, sean simples y que-la antiproyeccién o —>o* no po-

J

sea ningtn punto fundamental en P. Se verifica que

rad (0¥ 9) = 0¥ 5, ... 0% 9r,
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pues si p* es un d. m. p. de o* ¢, b*[No dividird a uno de los b,
por ejemplo p, < p* N o. Por no existir puntos fundamentales en
la correspondencia p»-—>0*, se deduce que p, = p*No: y, por
tanto, p* es el centro de P,, es decir, p* = p*¢,. La reciproca
es trivial. Analogamente,

rad (0%9) = o* ¥/, ... No* V.
Por consiguiente,

-~

a &y b i B
p=gl... 07, q,f_.npg’ v G

salvo un factor constante para cada expresion. Aplicando reite-
radamente el lema 2, se obtiene que existe una antiproyeccién
0* > 0*¥*, p*  o**, tal que o** es canonico respecto de P, P y
P y que P;no** = p¥* P, P;ﬂo** = D**kl/j, 1 =1, sy By gl L8
Sea p** = P o**. Todos los puntos comunes a p** y p**o; 0 a
o*¥* ¢, pertenecen a p**, y si

9 = ;(p**% "PJ EZPVJ‘(D**)} § = Lyoooss 5 ] =1 ..,s
s¢ deduce que

(24) iBNP)={o, i (B/ NP) =[P}, -

en donde {¢; } = grado del divisor que resulta de pi‘escindir en

(¢1) de todos los lugares del infinito; y anilogo significado tie-

ne {§}. / |
De ¢ = of... g% yP;= o;‘*% ¢;se deduce que

(25) () =Py ... P¥

y de (24) v (25) se obtiene )

l((‘?)ﬂP) =2ai§(?é$»
7=1
pero si g =  (p**), se verifica que
=g T ¥ IR =D win,
=1

es decir,

2((e)NP)=1iz!.
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Analogamente,
(GNP ={d{
¥y, por tanto,
H((e)NPy=17{ —1bt,

pero como 3 y ¢ son polinomios del mismo grado, resulta que

{8} ={¥).
Q. E, D.
CoRroLARIO.—Ningin divisor entero puede pertenecer a la clase
principal.
TEOREMA 4.—57 M ~ M’ 3 N ~ N’ se¢ verifica que

i (MON) =7 (M'N).
DeMosTrRACION.—De M ~ M’ y N ~ N's¢ deduce que

M=M (3, N=N(7),5,7e X

luego, en virtud del corolario 2 del teorema 3 y del lema 5, sera:

PFMAN) =i (M (5N (1) =i (M (N) + 7 (M) (7))
+ {(@NN) + /()N E) =M NN),

Q. E.D.

En virtud de este teorema se puede definir el indice de inter-
seccion de dos clases de divisores por

{([M]N[N]) = /(MO N),

siendo M un divisor arbitrario de [M] y N un divisor arbitra-
rio de [N]. _

De todo lo que antecede resulta que tanto el sitio interseccion
de dos divisores como el indice de intersecciéon de ambos, depen-
den del modelo de partida P. Por ello, con méis precision, se de-
beria hablar de sitio interseccion de dos ciclos. En lo que sigue
nos referiremos indistintamente a divisores o a ciclos,

Dado un ciclo I', se llama orden de T, y también orden de la
clase [T'], al namero

ord. [I'] = i([T], [T]).
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5. Sistemas lineales de ciclos. Sistemas lineales .comple-
tos. Funciones holomorfas y meromorfas sobre una superfi-
cie. Deficiencia de un sistema completo.—Un ciclo T se llama
entero cuando es centro en Sy de un divisor enterc M. Si-
guiendo la definicién de Zariski [11], Hamaremos sistema lineal
de ciclos enteros a todo conjunto de ciclos, L, tal que existe una
correspondencia biunivoca entre los elementos de L y los elemen-
tos de un K¥*-mddulo € de X, siendo K¥* un dominio universal de
definicion de este cuerpo, en la cual cada ciclo entero de L es el
centro en S;ym de un divisor entero de la forma (o) M, en donde
s € &, y reciprocamente.

Al rango y la dimensién de @ se les llama rango y dimension
del sistema lineal de ciclos .. El conjunto de todos los ciclos en-
teros contenidos en la clase [I'], correspondierite al ciclo T', forma
un sistema lineal no contenido en ningdn otro sistema lineal mas
amplio, por lo que se le llama sistema lineal completo, y lo repre-
sentaremos por | T |. _

DrrinicioN 7. — Llamaremos sitio primo a todo anillo de co- -
cientes completado correspondiente 1 un punto simple de un mo-
delo de S. Un sitio primo, v, diremos que pertenece a un ciclo I’
cuando es el anillo de cocientes completado de un punto de un_
representante de I'. En virtud de la demostracion del teorema 3
se verifica que el conjunto de todos los sitios pertenecientes a un
ciclo T' coincide con el conjunto de los anillos locales completados
de uno cualquiera de sus modelos, Diremos también que el ciclo
I' es el conjunto de todos los sitios pertenecientes a él. En gene-
ral, llamaremos sitio a cualquier elemento del grupo multiplicati-
vo engendrado por los sitios primos. Un sitio se dird enfero cuan-
do los exponentes de todos los sitios primos que figuran en él son
no negativos. El sitio v se dird nuiltiplo del sitio v/ cuando vy~
es entero, y v se dird divisor de v.

DerintciOn 8.—Llamaremos funcion prime a toda representa-
cion @ del conjunto formado por todos los sitios primos de S so-
bre el anillo A de las series de potencias en dos indeterminadas
con-coeficientes en K, tal que se cumplan las siguientes condicio-
nes: i) Existe un ciclo primo, T, tal que & representa a todo si-
tio primo que no pertenece a I' sobre el 1 de K. ii) Si y es un
sitio primo de T, p* un modelo afin de S y p el representante de
T en o*, siendo y el anillo local completado de un punto de b, el
ideal yp es un ideal principal: yp = ¢, (5 1), siendo (%, v) un
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par de parametros de uniformizacién de v, y o, una serie de po-
tencias de &« con coeficientes de K. Si A =K {{u,7v}}, la
funciéon @ representa y sobre ¢, (#, ). iii) En todo sitio primo
se han fijado los pardmetros de uniformizacién correspondientes
(¢, m). La funcién prima & diremos que es la funcidn correspon-
diente al ciclo primo I'. La serie o, (#, v) diremos que es el ele-
mento de ® en el sitio y. Si el sitio no pertenece a I', diremos
que el elemento de @ en €l es la unidad. Se lamard producto de
dos funciones primas a la representacion que resulta de asignar
a cada sitio de C el elemento producto de los elementos de las
dos funciones primas en él. 1Al grupo engendrado por el conjun-
to de las funciones primas le llamaremos grupo de las funciones
meromorfas sobre S correspondientes a ciclos o divisores. Cuan-
do todos los exponentes de una funciéon de este grupo son no
negativos, diremos que la funcidn es holomorfa. El conjunto de
las funciones holomorfas correspondientes a ciclos es, por tanto,
un semigrupo, generador del grupo de las funciones meromorfas -
e isomorfo al semigrupo de los ciclos enteros de S. El grupo de
las funciones meromorfas es isomorfo al grupo de los ciclos de
S. La funcidon meromorfa correspondiente a un ciclo en este iso-
morfismo diremos que es la.funcidn meromorfa del ciclo.

Si f es un elemento arbitrario de X, f define en cada sitio un
cociente de dos series de potencias en los pardmetros de unifor-
mizacién correspondientes al mismo, mediante el siguiente pro-
ceso. Sea y un sitio arbitrario, % el anillo local cuyo anillo com-

pleado es v, f admite una expresion de la forma f = —’;’r—; g, heT
2

vy g, h poseen, por tanto, expresién mediante series de potencia
en vy, que representaremos por g* y h¥, respectivamente. Diremos
que »‘i; es elemento local de f en el sitio y. Si f = —i— fuese otra
expresion de f en J; ¢, I ES, y g, I'* son series correspon-
dientes ; por ser gh'—h g’ = 0 seria g* I'* — h* g’* = 0, es de-
o* g'*
W
correspondientes a todos los sitios de S, le llamaremos funcidn
meromorfa correspondiente a f. Se puede definir la adiciéon y el
producto de dos funciones meromorfas como la funcién mero-
morfa obtenida sumando o multiplicando los elementos locales
correspondientes a cada sitio. Results asi que el conjunto de to-

cir, . Al conjunto de todos los elementos locales de 7,
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das las funciones meromorfas correspondientes a elementos de =
forman un cuerpo isomorfo,a £. Entre las funciones meromorfas
correspondientes a elementos de T y las correspondientes a ciclos
o divisores definiremos el producto del mismo modo que acaba-
mos de indicar para las funciones meromorfas correspondientes
a elementos de =. Al grupo engendrado por tcdas las funciones
meromorfas corerspondientes a ciclos y correspondientes a ele-
mentos de S, respecto de este producto, le llamaremos grupo de
las funciones meromorfas, v a sus elementos, funciones mero-
morfas simplemente.

A ‘toda funciéon meromorfa &, -~orrespondiente a una funcién
f de X, le corresponde una funcién meromorfa @, correspon-
diente a un divisor, tal que ®; ®~! es una funciéon holomorfa uni-
dad, es decir, tal que a todo sitio primo vy le hace corresponder un
elemento unidad de y. T.a funcién &y es la funcién holomorfa
correspondiente al divisor (f).

De la definicién anterior resulta que los elementos de una fun-
_ ci6én prima @ en los distintos sitios de la misma son de la forma

au+bv+cu+duv+ ...,

en donde @ y b no se anulan nunca al mismo tiempo. Por consi-
guiente, en todo sitioc primo perteneciente a una funciéon prima se
puede tomar el elemento de ésta en él como parametro de uni-
formizacion. Dadas dos funciones primas &, y &, tomaremos
como parametro de uniformizaciéon ¥, en todos los sitios de &,,
su elemento local correspondiente, v como segundo parametro
uno arbitrario « tal que en todo sitio, v, comln a &, y a &, se
verifique que el elemento local de @, sea de la forma

(> v
au.%,—bv-)-...,s‘ a 0.
‘ |E>u
Haciendo en este elemento u = 0, resultard m o' + ... Al sitio

I+

yel

en donde I es el conjunto de todos los lugares comunes a @,, y
a @, le llamaremos sitio interseccidn de ®, v ®, v lo representare-
. mos por .

(1)1.0(1)2——~]_‘[T,17

yel
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De la definicion resulta inmediatamente que ® O, =0,N,.
Si

- §
(I):qu-)?i v :!:);___ llr‘p“::

i=1 =1

son dos funciones meromorfas, en donde ®; y ¢, son funciones
primas, se define la interseccién de ® y ¢ mediante

(26) oY= H (@; 047,

De esta definicién se deduce que el sitio interseccién de dos
funciones meromorfas, correspondientes a dos ciclos o d1v1sore<
coincide con el sitio interseccién de éstos.

Sea ® una funcidén prima, y I', P sus respectivos ciclo y divisor
correspondientes. Si B es un modelo de T, representaremos por
Y el cuerpo de funciones racionales sobre % ; es decir, £, es un
cuerpo de funciones algebraicas de una. variable, Si ®* es una
funcién meromorfa arbitraria, correspondiente al ciclo T* (o al
divisor M*, correspondiente a I'*), que no contenga a ® como
factor, se puede asignar al sitio

O ¢* = N 1% = P ) M*,

un divisor de ¥, del siguiente modo: Sea

onds =TT+

siendo I el conjunto de todos los sitios primos de I'. A cada v
de T le corresponde un lugar p, de Tg, cuyo centro es y. El di-
visor

@M% = TAT*: = (P M9 =[] ol

de ¥4 se llama divisor intersecciéon de ® con ®* (o de T con I'*,
o de P con M*, respectivamente).

De (26) se deduce que si ®* es una funciéon holomorfa, & () &*
es un divisor entero. A cada funcion f de X le corresponde una
funcién meromorfa &, correspondiente al divisor (f). Sea p un



TEQRIA ARITMETICO-GEOMETRICA DE LAS SUPERFICIES ALGEBRAICAS 107

modelo de "'en o, v m= 19 Oy Si ® no es factor de @y v st
F=1(M), se deduce que f+0, f£ o0, f€ES,Y

((I) n (I)<f>)([’ == (Jf:)

siendo (f) el divisor de ¥4 correspondiente a f, Por consiguiente,
la interseccidén de todos los ciclos de un sistema lineal 1. con un
ciclo primo I' pertenece a un sistema lineal de divisores de Xg,
siendo @ la funcién prima correspondiente a T, ;

Como aplicacion de todo esto, consideremos un sistema lineal
completo | I'* |. El conjunto formado por todos los ciclos del sis-
tema que contienen al ciclo I' como factor, forman el sistema li-
neal |* T~ |. Todo ciclo de |I'*| que no pertenezca a |I'*T!|
cortard a I' en un divisor entero de X,, y todos ellos pertenecen
al mismo sistema lineal de divisores de f4. Ahora bien, el siste-
ma lineal formado por todos estos ciclos puede no ser completo,
es decir, puede suceder que -

rango | (V1] = rango | I'*| — rango [ 1™ I'=11.
Al ntmero
27) defy || =rango [I'NT*| — rango | I'*| + rango |I* '

se le llama deficiencia del sistema lineal completo |T* | respecto
del ciclo primo T.

LEMA 6.—51 A, B, C, D son elementos del anillo », lo ecuacion

(27) AX+BY+CZ+XY=D

tiene siempre soluciomn perteneciente a o.

DEMosTrACION.—Como el anillo o es bidimensional, siempre
se podran hallar tres elementos, T,, T,, T,, pertenecientes a él
tales que el ideal

A LR R P R o R

sea el ideal unidad. Por consiguiente, existirin tres elementos,
L, L,y L, deotales que '

(Ta —T3) Li + (Tz_‘ Ti) Lz + C 1lr‘:} =1
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Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 1 — B — T,
v poniendo

M,=L,1—B—T,), M,=L,01—B-—T),),
N=L,(1—B—T,),
resulta

(T, —TOM, + (T,—T)M, + B+ T, + CN =1,

y haciendo
T=(T,—Ty)M, + (I,—Ty)M; +T,
se obtiene

B+T+ CN=1,
de donde, multiplicando por D— AT,
AT+ BMOD—AT)+ CND—-—AT)+ T(D—AT) =D:

lo que indica que

X=T, ‘Y2D—AT, Z=N{D—AT

es una solucidén de (27), perteneciente a p.

Q. E. D.

TeOREMA 5.—Si | T* | es un sistema lineal completo e irreduci-
ble (*), ¥ T un ciclo primo que no figura como componente de
mingin ciclo de |T* |, lo que equivale a que rango |T*T-1| = 0,
ni contiene a ningin punto base de |T* |, se verifica que

defy | T%| = 0.

DeumosTtrACION.—Por ser | I'* | irreducible, existe un ciclo en-
tero irreducible en | I |, que supondremos ser el propio I'*; es
decir, que el representante de I'* sobre cualquier modelo de Sy
es una curva irreducible. La admisibilidad de la hipdtesis de que
I' no contenga a ningtin punto base de | I'* | es consecuencia de

—

(*) Un sistema lineal se llama irreducible cuando existen ciclos pertenecien-
tes a €l, que tienen representantes que son curvas irreducibles.
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no ser I' componente de ningtn ciclo de | I'*|. Por consiguiente,
se puede elegir un modelo P, de Sip« tal que los representantes
By B*, de I' y I'*, sobre €l tengan todos sus puntos comunes
pertenecientes al modelo afin o,, que se obtiene de P, prescindien-
" do de un plano del infinito, que supondremos ser el #, = 0. Lla-
mando p y p* a los ideales no homogéneos correspondientes a %
y B*, respectivamente, se verifica, por tanto, que todos los pun-
tos comunes a B y B¥ vienen representados por el ideal (p, p*).
Ademas, se verifica que p = o, f y p* =o, ¢ son ideales principa-
les v que todos los puntos de P y P* son simples en estas curvas
y en la superficie P,. Sea T’ el cuerpo de cocientes de o', = o,/},
v 5 el divisor de X’ interseccién de los divisores primos corres-
pondientes a los ciclos T' v IY, que representaremos brevemente
escribiendo 8 = (' T'*). Si ¢ =g (p), resulta, por tanto, que re-
presentando por () al divisﬁor de ¥’ correspondiente a g, sera

(28) 3 = ent. (),

siendo ent. (g) la parte entera del divisor (g).

Si representamos por F y ® a las formas correspondientes a
f ¥ o, respectivamente, se verifica que el divisor (®), correspon-
diente al polinomio homogéneo @, es entero, v que los factores
de (®) que tienen su centro a distancia finita, es decir, en p,, coin-
ciden con los factores enteros del divisor (g), s decir,

(29) ent. (o) = dist. finit. (®).
Analogamente,
(30) ent. () = dist. finit. (F).

De (28), (29) y (30) se deduce, recordando que P y T* tienen to-
dos sus puntos comunes en p,, que

(31) 5 = ent. (o) N ent. (f) = dist. finit. (®) ( dist. finit. (F).

Sea v cualquier otro ciclo entero de | 3|, es decir, que

{=(_z)"> 2,b€ 0.
b

No supone ninguna restriccion admitir que(

Qﬂ| hNY]

) tiene todos sus
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lugares con centros a distancia finita, es decir, éertenecientes a
o';. Admitiremos, ademas, que las formas A y B, correspondien-
tes a los polinomios a y b que se obtienen al sustituir en @ y b
las £ por las &, son tales que {A) y (B) no poseen ningtin divisor
primo en el infinito. Por consiguiente, @ y b son polinomios del
mismo grado respecto de las (£). No supone tampoco restriccion
esencial admitir que y y & no tienen ningtn lugar comin. Vamos
2 demostrar que existe un ciclo entero de |T'* | que corta a I' en
el ciclo .

Sean A, By & los polinomios homogéneos de P/, = P,/ co-

rrespondientes a a@, b y g, respectivamente. Vamos a probar que
A

¢ = W es un elemento homogéneo de P,. En efecto, sea

@ |

01,52%0-‘-0%

y sea p; el ideal primo correspondiente a gq,, i =1, ..., h. Por
ser simples todos los puntos de P, se verifica que

Bo=oip D= oip (1)

son los ideales de valoracion correspondientes a los lugares con
centros en p;, 1 =1, ..., k. Sea

b= G e b u) =
v
e J B.. T T :
Ag=— 5 diydi @ pi; v (@) =B i=1,..., 4

Por ser vy entero, serda B, > =, i =1....,h, y, por consiguiente,

d;‘; B a7
Zl":_;_ —6 ﬂfz zbv
d; ¢;
de donde
a5 (d e)=0/(0. )

v, -a fortiori,
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Como d’; & S0Py, sexd a5=0(q), i=1,..,¥% -es decir,

= a - ’ _ 5 .
a5 =00, b) y—z =¢€p,. Como a y b sonpolinomios del

b

-Gl

mismo grado y @ no posee ningun cero en el infinito, z y ¢ son
también polinomios del mismo grado; por consiguiente, si ¥ es
¢l polinomio homogéneo correspondiente a ¢, se verifica que

(31) d=Vep;.

ccl‘>l

- A — i gl s .
Como|— )y (®) no poseen ningun lugar en el infinito, lo mismo
B

le sucede a (I'); por consiguiente,

(32) ‘ v = (V) = ent. (§).

Sea

A

=§(B), i=1..,n P =FkI§ ... 5]

Llamemos a, b, ¢ y ¥ a los polinomios de p, que se obtiener al
sustituir en a, b, 3y Y, respectivamente, las ¥, por las &;. Siem-
pre se puede elegir T' tal que 3 tenga los exponentes de todos sus
lugares primos iguales a la unidad. Ahora bien, por ser simples
todos los puntos de p, todos los anillos locales de o', son integra-
mente cerrados. Luego, si ¢’ es un elemento de X', que depende
integramente de o’,, dependera integramente de todos sus anillos
locales y, por tanto, pertenecerd a todos ellos, luego, como con-
secuencia, pertenecera a p’,. Es decir que o, es integramente ce-
rrado, y como este anillo es unidimensional, se verifica en él la
teoria clasica de ideales; por consiguiente, todo ideal de o', es
producto de potencias de ideales _primds. Por tanto,

D,] f? = pn 2oe1vi) px»

siendo todos los ideales primos p; los correspondientes a los cen-
tros de los lugares primos de 3, y como todos éstos son distin-
tos entre si, por tenmer sus exponentes iguales a la unidad, lo

mismo acontece a §,, ..., p.. Como (¥) y 5 no tienen ningtn lugar

comin, serd ¥ = n;(p,), i =1, ..., s; n, € K. Por otra parte, de

pi o p = I)i’p i :i: j:
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se deduce la existencia de elementos ¢, ¢’;, ¢ = 1, ..., s, todos ellos
del mismo grado, tales que

(?i + E’i = 1, é‘g = O(p,). é’,‘ = 0“\031): jj: i, ]: 1, o

Sea
5
" b
=I|n,~, n;:—-—-En,', =198 ¥ n=|ln,
TEe JE i=1
Pongamos
E 7n;8; + E n;— ;)
- =1 1—1
33 g =
(33) .

Entonces se verifica que, tomando restos mod. p; y observando -que

ot _ 1
n n;
es
#5 -
luego poniendo
(34) ™ =7¢,
V sera |
(35) W =1(, 9.

Sea ¢* el polinomio de p, que resulta al sustituir en ¥* las £
por las £. De (34) se deduce que ‘

=1 (p + p¥),
es decir, que

(36) V*—1=gf+ ho, g h€op,.

Ahora bien, poniendo z* = g ¢, resulta que i v*, de
. ¢ q 7 P

donde, llamando ¢ y o* a los polinomios que resultan al sustituir

>

en ¢y g* las {-por las £, se obtiene que

(37) : ao* —b 4¥ = 0(p).
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En virtud del lema 6, existé una solucién en o, dbe la ecuacion
{38) WX +bY—o*Z + XY = ao*—b*.
Una solucion de (38) es
X=[(T,—T)L +(T,—T)L,]QA—d*—T,) + T,
BNCY = ao* —p ¥ —¢* X
(2 = —o*(Ll—4*—T,) Y.

Se pueden hallar, de infinitos modos, T, —T,, T,—T,, L, y L,,
de modo que todos ellos sean elementos de o, v que

(Tl_"Ts) L1 & ‘(T2_“T3) Lz’“‘Ph =1,

siendo % el polinomio definido por (36). Llevande este valor a
(39), resulta
X=Q+he)(1—4*—T) + T,
=@ +he)A—¥)—Tyhe,

y en virtud de (36),

X=Q0—)W*+gH—T,(¥*—1—gf.

de donde
(40) X=Q—=) W+ T) ().
Por consiguiente, eligiendo T, de modo que T, =—d&* (),

se deduce de (40) que
X=0(p),

v

y teniendo presentes (387) y (88), resulta que
Y=80) Z=0{).

Ahora bien, de (38) se deduce que
(@+Z)e* =@+ V)@ + X),

es decir,

(41) a-+72

e B ST N 5 )
P EX Y 9
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Pero como ¢¥ =Y e y ¢* = v, se deduce, poniendo

y=a/cp+bd{_q)X:
que

Y = ye,
por consiguiente, se puede escribir (41) en la forma:

a+7

(42) TEX

e=1¢+y.

Sea «'= grado (A), B = grado (B), » = grado (X), v= grado(s}
= grado (¥), n = grado (Y), = = grado (Z) — (w.—v), y sean A,
B, X*, y* Z* los polinomios homogéneos correspondientes a a,
b, X, v, Z, respectivamente, Teniendo en cuenta que v<p,

« << grado (Z), B < grado (Z), » < u, y multiplicando ambos miem-
bros por ¥ _resulta

A Eg+p«—v—q_ + Z*
BE P4 X+E7"

(43) O=VE"" 4 s

puesto que

(Awﬂw+w

q)) ~ (®)
BE P X"

y por (31), (@) ~ (V). _ o _
Ahora bien, como (A) y (B) no poseen ningtn divisor primo

en el infinito, resulta que ‘la componente A de (®) en el infinito
lo sera también de (¥).
Por otro lado, de

= AOETC T _BYETPT _wXx
se deduce que A divide también a (y*); luego A divide a

(W "+ %)

es decir:

(g4 )8 =D



TEORTA ARITMETICO-GEOMETRICA DE LAS SUPERFICIES ALGEBRAICAS 115

es un divisor entero. Pero, por (30), ® A~* = dist. finita (®) es e’
divisor con centro en I'*, y pot otro lado es

ABTETIT gk
BE P4 Xrg "

(@) AL = D,

es decir,

D ~ (0) A = dist. finita (@),

y como D es un divisor entero con centro en I'*, resulta que
centro (D) € | I'* |, De la definicion de D resulta que el divisor
interseccion de D con T es igual al divisor

dist. finita (W E,*° + y¥%),

siendo W ° 4+ y* el resto mod P de WEHM P 4 y* Pero si e¥
e Y* son los polinomios homogéneos correspondientes a e e Y,
respectivamente, serd Y* = y*¥e¢* y como Y = 0(p) serd

Y =0(B),

es decir, y*e* =0(P), y como e*=|=(B), serda y*=0(P), es
decir, que §* = 0, luego

dist. finita (¥ E*° + y%) = dist. finita () = 1,

lo que prueba que y es la interseccion de centro (D) con T.

Q. E. D.

6. Diferenciales en ¥. Clase de las diferenciales linea-
les de primera especie y clase canénica.— Sean (§,%,) un
par de elementos de T que forman una base separante trascen-
dente de X, es decir, tales que T es una ampliacién algebraica se-
parable de k(£ &,). Se dice que la base separante trascendente
(§,,€,) es una base de uniformizacidn respecto de T, cuando
(& —m=, &,—uy), 2,2, €K son parametros de uniformizacién

para un sitio contenido en I'. K, supondremos en lo que sigue
que, es de caracteristica cero. Es bien conocido que si (§,.&,) es
una base trascendente de X, (¢,,%,) es una base de uniformiza-
cidén para todo ciclo de T, salvo un ntimero finito de ellos.
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Sea (§,,£,) una base trascendente de T, y ¢ un elemento ar-
bitrario de este cuerpo; se verificard una relacion :

(44’) f(t’ 217 22) = 0;

en donde f es un polinomio respecto de ¢ irreducible, cuyos coefi-
cientes pertenecen a k [§,,8,]. Pondremos, por definicion,

°og ot .
d‘zz—dg‘da‘l“a—éi—dgz»
en donde
o 9
g 9F o8 9&,
o - Ay 0% oF '
og 0g

se calculan segin las reglas del calculo diferencial ordinario, y
d&, d&, son simbolos independientes. Si ¢, ..., {, son elementos

arbitrarios de X, asi como A, ..., A,, a la expresién .
(45) 0=Adl ¥ .. +AdL
(46 SO L az,,-dg
) ) ”l'_a'El 51_‘_ aEg 2

se le llama diferencial lineal o de primer orden de T. De (45) ¥
(46) se deduce que toda diferencial lineal se puede poner en la
forma siguiente: : '

@7 w=Adt +Bdi,, A Bes.

Si en cada sitio primo y de S se han fijado dos parametros
de uniformizacion (4,7, =,"), diremos que se ha fijado una base
en el conjunto & formado por todos los sitios primos de S, Re-
presentaremos a esta base simplemente por (n;,v,). En lo que
sigue supondremos siempre que se ha fijado una base de &. En
estas condiciones, dado un elemento arbitrario { de X, en cada
sitio primo y de & existird una serie o cociente de dos series,
segiin las potencias de (v,7, 1,7), correspondiente a ¢; diremos
que esta serie o cociente de series es la componente local de ¢
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correspondiente al sitio y, y la repesentaremos por {,. Segiin es
bien conocido, la diferenciacién definida en T se puede extender
a todos los sitios de & y se verifica que si se toma como base
para la diferenciacion la formada por (u,7, 4,7), es

., ot o
. 460 = () 4+ () 4
VA a T T g
y también
08 ;. Rt
) d(¢1)=3-;&~dq}+~a-é~d*qg,

Al conjunto de todas las componentes locales de un elemento
U de T, en todos los sitios de &, es decir, a la funcién meromor-
fa correspondiente a I, lo representaremos por (*, y a ¢, le lla-
maremos elemento de U* en el sitio v. Al conjunto formado por
las diferenciales de todos los elementos I, de {* lo representare-
mos por d{¥.

DEeriNiciON 9.—Sean

ray’ ra,’

ay" a’r a ar
()&T— Ly #e G a&T__ 17 « o0 By

] __—-ll,\ 13 g
Sl Bpes 8% OUf BB

-las expresiones irreducibles de

Py =(_i§_)
o o Iy

y de

fﬁtﬁ( o )
&*qg c)‘q; 7,

respectivamente, en donde las a;;, b;;, @i, b’y son series de po-
tencias irreducibles en 7,7, 4,7. Sea

1oy ra

Py Py Oy a '
@'y ... @) =m.c. d.(a“... af:, asy . a ")

By oo B =moo m (8, . &

71 §

B e s b’f,{[) )
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Definiremos
il Py
@y a4
A=
" ]
Oy o b]ﬁ”

en donde ninguna de las af, ni de las b}, es una unidad. Si el
m. ¢. m. y el m. ¢. d. fuesen unidades, pondriamos

d&)=1.

El conjunto formado por todas las d (), correspondientes
a todos los sitios v de &, sera repesentado por

().
LeMA T.—d({¥) es una funcion meromorfa correspondiente

a un divisor (@ un ciclo) que representaremos por (d¢) (o por
[d ¢], respectivamente).

DeMosTRACION.—Sea y un sitio en el que d(¢,) =1, siendo,
por ejemplo,

al*l ai"z
01 o) T i PR
¥ bv, bv/ )

Ly oo BTy

en donde las @; y las b;, i =1,...,¢; 1=1,...,¢ son series de
potencias irreducibles pertenecientnes a y . Sea p, un modelo de S
en el que el punto simple p, posee como anillo local completado
a % Sea J = oup,: I, = Ip,, I =3I vyaiy (lo andlogo es va-
lido para vy b;4) v b = I o,. Como p, es un punto simple de o,,
p serd una curva simple de esta superficie y existe un divisor
primo, y sélo uno, P, cuyo centro en o, es p. Sea I' el ciclo centro
de P en S. Entonces y pertenece a I' y este ciclo no depende del
modelo o, empleado en su construcciéon. Se verifica que

- 2z
‘P, = min e’Z}p (’W), Up (a—‘lﬂ)
N 1 2

y si y” es otro sitio contenido en I' y @ es la funcién prima corres-

pondiente a este ciclo, la componente local de ®"7 en y" es una de
las potencias que figuran en la expresion irreducible de d (Zy).

Por consiguiente, ®" es una componente de d (¢¥). Sea (0,,6,)
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una base trascendente, y sea M el conjunto de todos los ciclos pri-
mos de P para los que (6,,6,) es una base de uniformizacion, y
sea SN el conjunto, finito, formado por los restantes ciclos. De
lo anterior resulta que, si y, es un sitio para el que D (%) no es
la unidad, se verifica que y, estd contenido en un ciclo T', perte-

-

. 0t oz - :
neciente a la——f-] y a [ ] . Si T, pertenece a M existen
n'

1o} ‘/l;{Z

dos ntmeros z, 8 € K, tales que (6, —=, 6,—B8) son parametros
de uniformizacion en y, y, por tanto, se verifica que

o0E oz ot
o0 — T m, =
(49) oz o o
= = 4 d———
P 300, — ) 30, —B)
y
L AR - |-
a0 —a)  © Tony i
(49')
(o8 € ot

Sh—p ° qr T o

en donde a, b, ¢, d, @, b, ¢, d’ son unidades de v,. De (49) se
deduce que _
ot g
() o (o)

vpl(a(@fhc_a))’ ory (a—(efm——ﬁ)) $

y de (49’) se deduce que

,WPI(%), Up, (ﬁ)%

] og oL
2‘“‘“{7""( 30— ) ( 30— )}
Yy, por tanto,
" ot ot
( R ) ( R )2
og

on (wm=a) > {zm =)}

min

= min

min

min

= min
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siendo P, el divisor primo cuyo centro es I',. Ahora bien, como

oe ok

o0, —a) a6,

oe ot
o(6,—B) ~ o6, °

ot ot ,
se deduce que I'; pertenece a[ ] v a [ ] Como la reci-
o6, |- o0,
proca es también cierta, resulta que d({¥) contiene a la fun-
cién meromorfa producto de las funciones meromorfas primas co-

munes a las funciones meromorfas correspondientes a los ciclos

ot ot
T L bl

elevadas al menor de los exponentes con que figuran en cada una
de las dos funciones meromorfas, Si ({;, {,) es una base trascen-
dente, que sea base de uniformizacién para todos los ciclos de
N, el mismo razonamiento prueba que para todos los ciclos pri-
mos de &, d ({¥) es un producto de funciones primas comunes
a las funciones meromorfas correspondientes a los ciclos

ot or
[acl]nw y# [acz ]ﬂgv‘

elevadas al exponente minimo con que figuren en ambas.

Q. E. D.

Al ciclo correspondiente a la funcién meromorfa d{* lo re-
presentaremos por [d{¥*] o por [d (], indistintamente, y a su di-
visor correspondiente por (d¢*) o (d¥), y diremos que es el ci-
clo o divisor correspondiente a la d¢.

DeriniciON 10.—Se llama divisor correspondiente a una dife-
rencial lineal :

o=Adl{ + ..+ A dL,
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y se representa por (w), al divisor

= H P?;’

el

en donde I es el conjunto de todos los divisores primos sobre P,

) ( oL Y & &y n L a ac,-)
@; = min« vp, ww s o Ay ;
f)Tu oy AT
ot k) ot
vP,-(Al RN +...+Ar———~)§,
0 7 0 7 97,

¥ (f1; M) €s una base de uniformizacion respecto del ciclo Ty, cen-
tro de P;.

Al ciclo centro de (w) lo representaremos por [w] y diremos
que es el ciclo correspondiente a la diferencial .

Si (w) es un divisor entero, se dice que o es una diferencial de
primera especie.

En el caso particular en que o = d{, la demostracion del
lema 7 prueba la equivalencia de las dos definiciones dadas de (d ?).

Lema 8.—El! divisor (w), correspondiente a la diferencial lineal
w, es independiente de la base de uniformizacion empleada para

b

su cdlculo.

DeMosTRACION.—Sean (n,, 1,) ¥ (v, n’y) dos bases de unifor-
mizacién respecto del ciclo primo I' y sea P el divisor con centro
en I'. Entonces serd

o=Adn + Bdn,=Ady, + Bdv,.
Por hipotesis, existen sitios y pertenecientes a I' para los que

(ny—ay, mo—ay) vy (v,—a,, v,—da’,) son parametros de uni-
formizacién independientes, en donde a,, a,, o'y, a’, € K. Sea m

el ideal maximo de v ; entonces
J— O (Mg — ay, My — ay) e 0 (M1, Ma) ]
O (M — @1, M2 — @) 9 (ni, n2)

Sea

«=min {op (A), 2p (B)| y B=minjove(A’), ve(B)].



122 REVISTA MATEMATICA HISPANO-AMERICANA

De
/ R A} / S 9 M
A = 1/\ 7 : B 7 B :A - T ;
911 i oMt ¥ s +8B dIng
se deduce que
Oy 97 S 0 7z
— AN o2 ﬁ = ﬁ
A TB gy =0 Agyr T By =00,
de donde resulta que
AJ=0 (P y Bl=0 (P
y como J =|=0(P), por ser | == (m), y P? es ideal primario de

P, se deduce que A =0(P*) y B =0(P"), luego = < 8. Anilo-
gamente se ve que § < a.

Q. E. D.

TEOREMA 6.—S7 © y o son dos diferenciales lineales se puede
hallar una base trascendente (w,, m,) tal que

(“)) = (H) (d 1+ d "‘12); ((D’) = QNI) (d Ny + dh’]z):
en donde H y M pertenecen a X.

DemostraciON.—Demostraremos previamente las dos proposi-
ciones siguientes :

i) Se puede hallar una base trascendente (v, n,) tal que si

(50) wo=Hdn +Ldn, o =Mdn +Ndn,

sc verifique para todo divisor primo P de o y de o’ que

VpH)=Ve (L) y Vp (M) =Ve(N).

i) Si(0)=D-D"y ()= E-FE, en donde D y E son di-
visores respecto de los cuales es (v, v,) una base de uniformiza-
cion, y D" y B’ son divisores respecto de los cuales no es (n;, n,)
base de uniformizacién. Si (n,”,7n,”) es una base de uniformiza-
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cién respecto de un divisor primo arbitrario P, de D’ (aniloga-
mente se procede respecto de o), se verifica que

d o, ok 2",
\(H—ﬂuuﬁ‘ﬁ,v4H“;+L ﬁ)
ot - oy RS AT

g : T 1 vV L Togf e M Tl —2 :
‘_“VP(H>mm§\P( 97y )’ P( o7y )’ \P( 915 ) \P( 91 )5

Demostracion de i).—Efectuando en (50) la sustitucién

min

o ' sl i
=07+ b1y, | 540

n,=c1, +dvn, . a,b,c,d€K, e @

se verifica que (¢, v',) es una base trascendente, y se obtiene:

9 N,
mz( ”1+L @) 1+( +L—iﬂdm
Uit @‘fn on;

:mH+CMdM+®H+deﬁ.

S. p es un divisor primo respecto del cual sea V, (H) £V, (L),
siempre que a, b, ¢ y d sean todos distintos de cero, ser

Vp (@H + ¢L)y =V, (0 H + dL)=min. {V, (H), V, (L)}.

Como K posee infinitos elementos y el nimero de divisores pri-
mos de (w) y (o) es finito, siempre se podran elegir a, b, ¢, d de
modo que se verifique 1i).

- Demostracion de ii).-——Supongamos que (4,,n,) €s una base
trascendente que cumple las condiciones de i) y que p y (1,”, 1,”)
tienen el significado del enunciado de ii). El exponente de p en
(0) serd:

(d1) min

o1, 91N, ) ( 9y R §
\Y (H ~ L —1}, VpiH = P ~ ) ;
P @‘Yh + r)*/h . 0 N2 + 0712

Pongamos
m=a00 + b  a=+0, b;+0, c. 0, d 0,
7]2 =(; 71<f> + dz .‘qg)v a;, b;‘, Ci9 di E K» Z. = 1).2) 3, 4‘

+0

SC[ dz“‘
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y
a, by ¢ 4
s ay by ¢z 40
ag by c; dy
a, b, ¢ d,
Entonces (51) se escribird en la forma:
. 9 7 X 0Ny
min Vot <% L), vy (1 S0 LS
o7 oy on r o7} 1
. o) oy ( o @n9)]
= min V,,[H(a,- aYl; -+ b; P )+L c; r)r"{ -+ d; o))’
7 " bi 2// L 4 77 | di 2// )] .
VP[H(a r)'lq2 + o )+ (C 0“@2 Al 972

Por ser A =0 para una, por lo menos, de las 7, 1 = 1,2, 3, 4, se

verificard que:

0-qu') @‘q(z) ) ( a,q(,) . a'ﬂ(z") )]
Vp[H(ai—an—,{-i— T + Liei—— 7 -+ dz_f9_"’1—1
. ong 0n;)]
=Vp(H)[mln Vp( T, ), Vp( el
y
o) ony ) flil) C)"l(zi)
R R (o e
c)‘q : &n(’
:VfﬂimV( 5}’( 3“}
p (H)|m P\ P\ "o
Luego
) AL 97y 01y 97, ]
52 min{ V (H - L - ), V (H — + L ,,)
( ) | P C)'YIL + ()"fu P anz a _,12 l
v o L2 2 ) A qf) o7 }]
=S Vp (H) [ﬂllﬁ 1VP(W,1,—), Vp (Tn;l,_), Vp <C)_T‘,2’—), Vp ( E f‘,: )

con lo que queda demostrada la proposicion ii).

Por ser A 0, y con un razonamiento analogo, se deduce que
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se pueden determinar a;, b;, ¢;, d; de modo que, ademas de veri-
ficarse (52), se verifique:

V(am 4 ‘)"iz) v (aTu + aﬁz)g
PVowi et P P lomp T oo

(-)T(z) df(” , ay(i) o)
) w2 w3 v 22
f)m a"fu J 0*42 0712
De (52) y (33) se deduce que todo divisor primo de D’ figura
con el mismo exponente en D’ que en H (d4, + dn,), y como

esto también es cierto para los divisores primos de D y la reci-
proca también es cierta en ambos casos, resulta que

(54) (0) = (H) (@ 0y + dmy).

(53) V, (H) [min

=V, (H) [min

Un razonamiento totalmente andlogo con o’ conduce a
(34) () = (M) @, + dny)
Q. E. D.

CoroLarRIO.—El conjunto formado por todos los divisores co-
rrespondientes a las diferenciales lineales es una clasc de diviso-
res equivalentes entre si.

A la clase de los divisores (ciclos) correspondientes a las dife-
renciales lineales le llamaremos clase lineal de X, y al sistema li-
neal de sus divisores enteros, sistema lineal de X.

Si (&, &,) es una base trascendente de ¥ y |A un elemento ar-
bitrario de este cuerpo, a la expresion o = Ad&, d§, se le llama
diferencial doble respecto de la base (§,, £,). Se dice que las dife-
renciales Ad¢, d§, y Bd¥, d¥,, respecto de las bases (§,,§&,) ¥
(¥,,%,), son iguales cuando

Dada una diferencial doble, ® = A d&, d¢&,, se llama ciclo corres-
- pondiente a ella, y se representa por [w] al ciclo tal que si T' es
uno de sus factores primos y p su divisor correspondiente ; el ex-
ponente de ' en [w] es igual a V, (A), siendo (§,, §,) una base
de uniformizacién en T'. Al divisor cuyo centro en S es [w] se le
llama divisor correspondiente a o y se representa por ().
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TeorREMA T. — El conjunto formado por los ciclos correspon-
dientes a todas las diferenciales dobles es una clase de ciclos equi-
valentes entre si. '

DemosTRACION.—Vamos a demostrar, en primer lugar, que si
o=Adt dE, siendo «(¢,%,) una base trascendente, se verifi-
ca que

(G5 (0) = (A) (d&, dEy).

En efecto, si p es un divisor primo y I su ciclo correspondiente,
pueden ocurrir dos casos: a) (§,,%,) es una base de uniformiza-
cion de T. En este caso el- exponente de p en (v) es igual a
Vp (A) y el exponente de p en (d§,d¢,) es cero. b) (¢,&,) no
es base de uniformizacién en I'. En este caso, si (¥, ¥,) es una
base de uniformizacién en I, el exponente de p en (0) serd

Wt )

y su exponente en (d £, d§,) serd

con lo que queda probada (55).
Si @ y o' son dos diferenciales dobles y (&, £,) una base tras-
cendente, sera

o=Ad§ dt,, o =BdE dE,
y en virtud de (55):

((’3) = <\A) (d& d E.z)) (wl> i (B) (d&, d Ez)
Q. E. D.

A la clase de ciclos (divisores) correspondientes a todas las di-
ferenciales dobles se le llama clase candnica, y al sistema de sus -
divisores enteros sistema lineal candnico. A la clase candnica la
representaremos por &, a la clase diferencial lineal por & y a sus
sistemas lineales correspondientes por |&| y | & |, respectiva-
mente.
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7. Irregularidad y género geométrico de Y. Género de
una clase. Género lineal.— A cada modelo inicial P le corres-
ponde un sistema diferencial lineal, que representaremos por
' &p |, y un sistema lineal canénico | &p |. Los rangos de estos
sistemas lineales son >0, y, por tanto, existen modelos de T
para los que dichos rangos son minimos. El rango minimo de
| & p |, cuando P recorre todos los modelos de ¥, se llama #rre-
gularidad de X. El valor minimo de rango | &p |, cuando P re-
corre todos los modelos de T, se llama género geométrico de E.
La irregularidad sera representada por ¢ y el género geométri-
CO por py.

Sean P, y P, modelos de X en los que rango | ©p | v rango
| &p | toman valores minimos, respectivamente. Por consiguien-

te, se verifica que
rango | Sp,|=g¢, rango |&p,|=p..
LemA 9.—Euxisten modelos P* para los que se verifica que
(55 rango |&p:| =¢q, y  rango |Rp:| = p,.

Dos modelos que cumplan las condiciones (55) poseen el mismo
sistema diferencial lineal y el mismo sistema candnico.

DemosTrACION.—Sean o 0, dos modelos afines de P P

1 2 1 2

respectivamente. Se pueden determinar los elementos Z,, ..., ¢, de
¥ de modo que si

0% 22 By 0, [Lagonees B 5

se verifique que las antiproyecciones o, —> 0¥ y 0, = 0¥ no posean
puntos fundamentales en o, ni en p,. Entonces, todo ciclo de
| © x| o de [& 4| serd también ciclo de | @Dl | o de | &,, I, Tes-
pectivamente.

Sean P,* y P,* dos modelos de £ para los que son validas las
condiciones (55). Sean S, y S, los sistemas de modelos construi-
dos a partir de P,* y P,¥ respectivamente, como modelos inicia-
les; I, y T', los ciclos centros de un divisor primo arbitrario P
sobre S, y S,, respectivamente, y o, y o, dos modelos arbi-
trarios de S;p y S;p, respectivamente. Si p,=P o, ¥y 0,=Po.,
sera Up = Dlpl: Uzpz yh=0f, b= oy fus F1 €00 fo € 0a
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Sea v, un sitio primo perteneciente a T', ; es decir, y, es el ani-
lio completado del anillo local J, correspondiente a un punto p,,
de p,. Sea I, el ideal de no unidades de J,; o's = 0;/Ps, 1 = 1, 2;
Por = Por/Py ¥ P, el punto homodlogo de p’,, en la correspon-
dencia o', > o’,. Como p’;; son puntos simples de 0%, i = 1,2, se
verifica que

o

’ ’
a r = D3 == ¥
hot Mos 6

Sea h,, el ideal primo de o, correspondiente al punto p’y, de p, y
pongamos

Jp = Oapy Iy =3, bos-

02

Se verifica que I, < Vp. Como p,, es un punto simple de p,,
serd P I, = Vos fo, siendo f, un parametro de uniformizaciéon
de J,,. Como ¥’ es un anillo local regular, si I’ es su ideal de

no unidades, serd U’ = I’ ¢’. Luego si

v, =9 ‘(pz)’ o1 = ¢ (by)
sera

STCI =3, (f1s 91) ¥ My =By (s 3).

De J, © Vp, 3, < Vp se deduce que

95 A, B,C, D€y, ; B, D==0(p).

Por tanto, (f,,¢,) es una base de uniformizaéiéon para T,, y
{i2) 9) 1o es para T,

Sea o una diferencial lineal arbitraria y sean « y 8 los expo-
nentes de P en (v), calculados sobre P * y P,* respectivamen-

te Sea :
o=Mdf, + Ndo, wo=Pdf,+ Qdog,.

Entonces serj

@ = min. | vp (M), vp (N) |, B=min.} zp (P), op (Q)].
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A C
De f, ’__?f‘ Y @p= - ©y; se deduce que:

(5

of,

M=Pa_f1f1—|—P"§—+Q
(56) A ¥
° (5] 5o
NZPwﬁ“l‘Q“ﬁ%%“_D-Q-

A 3
Ahora bien ,de P = vpf, = vp f, se deduce que B es una uni-

dad de wp. Como ¢ =0, se deduce que 9, == 0(p,) y, por tanto,
9,20 (P), y como b, C vp serd vp (p,) = 0 y, por tanto,

C
halipy) P
”P( D ‘?1)
C ) C
pero como B y o, pertenecen a wp, serd v, (F)=O

Por consiguiente,

(5]

» ofy gy ofy 99,

pertenecen también a v,. Todo esto conduce a que

vp (M) = min. % vp (P), ve (Q) % _

p (N)

IV

min. | zp (P), ze (Q) | .

Como el razonamiento es simétrico respecto de las dos expresio-
nes Mdf, + Ndo, y Pdf, + Qdo,, resulta que o« = B.

Sea ahora w = M d§, d&, una diferencial doble de primera es-
pecie, y sean o y B los exponentes del divisor primo P en (o),
calculados sobre P * y P,* respectivamente. Entonces, sera:

0 (B, Ey) (&, Ey) N 9 (fa» @)

e M‘ gz i Sy \/I )
a=vp >MPa(fu<N vp (M) 4 vp o e L yp A
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y como
et 21t ()
TR LA

resulta también en este caso que « = .
Q. E. D.

Los modelos que verifican la hipotesis del anterior lema 9 se
llamaran normalizados. En lo que sigue se supondra siempre que
el modelo inicial es normalizado. )

Las diferenciales cuyos ciclos pertenecen a |& | o a |&| se
llaman de. primera especie.

Derinicion 11.—Llamaremos ciclo (divisor) correspondiente a
ls diferencial lineal o relativo a T, siendo I' un ciclo irreducible,
al ciclo [w]p (divisor (w)r) obtenido del siguiente modo: Sea I
(P") un ciclo irreducible arbitrario (divisor primo arbitrario), y
(¢, ¢) una base de uniformizacién de I tal que { se anule sobre T
(sobre P); y sea o = Adt+ Bd{, A B€X; entonces, el ex-
ponente de IV en [w]r (de P’ en (o)) es igual a vp (A) = vpr (A).

Sea I' un ciclo irreducible, P su divisor primo correspondiente,
Y=k ¢y ..., Fs) = vp/P, 7 un elemento arbitrario de T, 7= (P)
y 7 trascendente sobre k. Sea (d ) el divisor de X’ correspon-
diente a d 7.

Leva 1.—(d®) = (d=)rNl

DemostrACION.—Definamos una base (§, {) en el conjunto for-
mado por todos los sitios primos de & con la condicion de que
en todo sitio y contenido en I' se verifique que (¥ se anula sobre
I'. Entonces, segtin hemos visto anteriormente, (d =) = (d1*).
En el sitio v de T, sera:

ay a
a”, rlr’
(61) N =— p]
§ 7,71 5
071) b /)_,.T

en donde a;, y by, ¢ =1,..,7, 7 =1,..,s, son series de poten-

cias en &7, ", Como v es un lugar de. T, si " =¥ (P), a todo
elemento de ¥’ le corresponde una serie de potencias en £ con un
numerc finito de potencias negativas. Sea p un modelo de I' en
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0 €Sp y p, un punto de p, de anillo de cocientes J = by, s Cuyo
anillo completado I* es igual a y. Sea I el ideal de no unida-
des de I v I = I (8", V). Entonces, (61) significa que si repre-
sentamos por A, y B, la suma de los términos de a1T v a‘:f( y

bf‘T el bfT de exponentes iguales o menores que v, se verifica que
(62) 7By —A=0(IU*Y), v=1,.

Sea o =0/, po Bs/D X = op U = p’, J. Entonces, como
' =3/p 3, ~/p 3 3 ¢, resulta que A F/p I

Luego, tomando en (62) clases de restos méd, p 3, resulta que

2 B, — A, =0 (I ™),v=1..., en donde A,y B;son los poli-

nomios que resultan de hacer, en A, y B,, { = 0 y sustituir §" por ¥,
Esta Gltima congruencia establece que

ray

a a/a,
(63) o=t T
: b8 b
17 o §
en donde a’;; y b'j, son el resultado de hacer en a;, y bjy, respec-
tivamente, {" = ¢ y de sustituir £ por ¥, i=1,...,7;, j=1,..., 5.
Poniendo

a;{‘ aif{::ZaiETs"—{— g'F, Fey
=1

B .. zﬁs—Z‘b E% 427G, Gey

i=1

se verifica que

dvzi?=(zbzé”i+é7€r) ‘%[(‘?b,”&*’thG)
=0 { i=1
= P oF
eiaiPTl 1 Pl
(; -]
® 2 . dG A\, .
S gL Yeaer T la,’C‘
A PR L L R 1
= L OF
5 r" “ { ol \
H 2 e FEs) e o)
=2 - "\(1
( ﬁmfé.z_%_ ,:'114) (G—'—J——Cr)]flaTg,
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de donde, en virtud de (63), es

- (Z‘”: b, z'%‘)” [ﬁ’ b EZ” e

i=1 i=1 =1

e Zw'a,- E'eii g b; E'ei_l]d'&' .

=1 i1

(66)

De (64) se deduce que el exponente de y en (d 1), T es igual al
exponente minimo de £¥ en

v

& e;- —2 &2 e c ,{al-—l E‘i, & 031 by Ys;;l
(Z b; & ) [Z b & Z e a; E — a; BV e b E
— ; ;

i=1 =1

’

y llamando y* al anillo completado de ¥, el exponente de y* en
(d ) es igual al exponente minimo de & en (65), luego ambos
exponentes son iguales y, por tanto, queda demostrado el lema.

Se llama género de un ciclo wreducible T al género de cual-

quiera de sus modelos.

TeorEMA 9.—Sea T' wun ciclo irreducible de género g, v & la
clase candnica, se verifica que

DeMOSTRACION. —Sean Py % el divisor y la funcién holomor-
fa, respectivamente, correspondientes a T', y = un elemento de
ovp tal que, si = 4" (P), v sea trascendente sobre k. Sea o € Sp
y b el centro de P sobre p. Sea £ un elemento arbitrario tal que
E=0(P), £==0(P?). Por consiguiente, { es un parametro de
vniformizacién para casi todos los puntos de p. Sea { otro ele-
mento de P tal que { =z 0 (P?) y tal que en todo punto de p en
el que £ no sea coordenada de uniformizacién, lo sea { y recipro-
camente. Ademas, supondremos elegidos £ y { de modo que exis-
ta un elemento £, de X tal que (§,,%) y (§,,%) sean coordenadas
de uniformizacién para todo ciclo primo de [d«], vy de [d4]
que tenga un punto comin con I' v que (&, &) sean coordenadas
de uniformizacién para todo ciclo de [d 4 d¢]. Consideremos los
ciclos:

(66) ke g1,

og
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en el que se calcula mediante la ecuacién irreducible
9 (G L &) =10,
y
(67) [dndg].
De
91
dﬁza‘ldél“’_—EdE
(67)
/ ot g
- d e 1 d
‘ e P El 1T d E Ea
se deduce que
o
1 o(n8 E
68 dn=——o dt ——dgt,
( ) 71 E_ (El, E) =1 _l_
0 E

Sea IV un ciclo primo de [d ]y . Puesto que & y ¢ son coorde-
nadas de uniformizacion en IV, se verifica que

S

y I” posee el mismo exponente en (66) que en [d«],. Por tanto,
el exponente de I en (66) es igual, teniendo en cuenta (68), a

e m) e (5)

qEm

es igual a su exponente en (67).
Sea I'" un ciclo primo de [dt]. Como £ es una coordenada de
uniformizacién para todo ciclo de (67), se deduce que el exponen-

y como
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te de I'” en (67) es igual a cero. Por la misma razén, es cero el
exponente de I'” en [d 7], . El exponente de T'” en [d §] es igual a

ag) ‘ 0k \| .
oliz) gl

[2)== 52
U | === Gy | ——
Mloz "\ ok,

podriamos elegir &, = &, + ¢ {, de modo que

min.

si fuese

oz 3L
Gl L AE (ﬁ-) a
S P T W :

quiere indicar que la derivada parcial se calcu-

A
ot
sin mas referencia, representa la derivada.calculada en-¢ (¢, £, £,)
= 0). Entonces se verifica que

ag) oF  9OE
ik, % TR . :
(r)C &6 oL 0%

y se puede elegir o de modo que

JE o0&
Uy, = Vs " 12
! (()Q)Eirl ) (621)

Por consiguiente, podemos suponer que §, se ha elegido con esta
condici6én. Entonces, el exponente de I'” en [df] es igual a

'
1. &

(en donde (ig—)

oL

la en la ecuacién irreducible g (&, ¢5, ©) - 0, mientras que ,

\ P

g
wf— se calcula en o (8, ¢, &,) = 0, y por tanto,
oq

(a&) (dc)
Vol 1= — Yy )
"\og Mot

es decir, que el exponente de I'” en (66) es también cero.

V.

ok
. (———) , en donde
og

se verifica que

. ; ot ; i
Sea ahora I'"” un ciclo primo de [—a?] que tiene un sitio co-
man con I'. Si (¢, &) fuesen coordenadas de uniformizacién para

j ] og .
[, el exponente de este ciclo en [—)?] seria cero. Por consi-

-
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guiente, se pueden presentar dos casos: a) { no es coordenada
de uniformizaciéon en I'”. b) § no es coordenada de uniformiza-
cién en I'’. En el primer caso, como IY” tiene un sitio comun
con I', seria § coordenada de uniformizacion de IV y en b) lo
seria . En el caso a), por ser £ coordenada de uniformizacion de
I no pertenece este ciclo a [d£]. Como ¢ no es coordenada de
uniformizaciéon de I'”, se deduce que I'” no pertenece a [d 1],
nt a [dn]. Se puede elegir £, de modo que en (67") se verifique

o8 e oz o o

S1

y como

()
Vo || =
"ok

resulta que

o

s
2
s,
8

Por consiguiente,

( 9 (n, &) ( o¢

En el caso b), I' seria ciclo de [d§], y ya hemos tratado este
caso.

Resulta, por consiguiente, que todo ciclo primo de (66) posee
el mismo exponente en (66) que en (67). Reciprocamente, sea T,
un ciclo primo de (67). Si ¢ no fuese coordenada de uniformiza-
cién de I';, como £ si que lo es, resultaria que I', perteneceria a

3 .

[a—g« y, por lo que antecede, su exponente en (67) seria igual
a su exponente en (66). Si { es una coordenada de uniformizacion

oL
- ] es igual a cero, su exponente

de T}, el exponente de T, en [

A

en [d ] es también nulo y su exponente en [d 4], es igual a

1 o891 _ [9(,8)
0 T EY —”“'[a(gl,‘gj]'

o
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Por consiguiente, hemos demostrado que

oz
ok

(69) (7], [a’E][ ]:[dn az)].

Del lema 11 y de (69) se deduce que
: i s
(d*z'>=[d‘n]pﬂl‘=([—a%] A1) (@& Ar)([en azn).

Como

€%, resulta que

(5 0=

Por consiguiente, resulta

grado (dv') =i (&NT) — i([dE]NT'),
siendo & la clase candnica. Sea £* la funcion meromorfa corres-
pondiente al elemento £ de . Como £ =0 (P) y & 5= 0 (P?), serd

B = 0% 4%, ¥ =0 (0%)
lyuego [d8] = [d8¥] = [#* d¥* + ¢*d @7]
i([E]NT)=i([P* 20N D) =i([T]N 1) +i([¢2INT).
Ahora bien, de £ = @* 4% y LEX resulta que [0°] ~ [{*]7, y

como [®*] = T, se obtiene que [{*] ~ I'?, luego

(N T)=:@ ' N=—:('N1).
Por consiguiente, obtenemos
2g—2=grado(@n)=iTaNI)—([d0¥]NT).

Pero, como @* es parametro de uniformizaciéon en todo sitio per-
teneciente a I, resulta que

i([2 24N 1)=0.
Q. E. D.
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Sir=r,..Iy siendo I'y &= T, cuando i j, ¢, j=1,...,a, se
llama género, g, de I' al nlimero

a

2( —1)+1

II

en donde g; es el género de I';, 1 =1, ..., a.

CoroLARIO.—Si ' =T,..0,, I T, 4,7=1,...,a, y g es el
género de T, se verifica que

i@INT)=2g—2+42 > ([;NT).

J<!

El nimero gp =3 (& NT) + 1 se lama género de la clase
[T']. Por consiguiente, el género de la clase [I'] es igual al g¢-
nero de I' cuando T' es irreducible o cuando sus componentes no
poseen un- sitio comun. El género de la clase canodnica se llama
género lineal de T, g,. El grado de la clase candnica se represen-
ta por g,. Entonces resulta:

g1:g2+1~

§ 8. El género aritmético.—Si [A] es una clase de ciclos
arbitraria, se llama clase complementaria de [A], y la representa-
-remos por [A’], a la clase tal que AA € &. Pondremos

(71) jlAl =7[A] =7r.|A] +7.|A| + %i(ANA),

en donde »|A| y | A’| representan los rangos de los sistemas
lineales completos | A| v | A, respectivamente.

En el caso particular de la clase candnica se verifica que
| & | =1, de donde

rlR =1, i(&gnN&) =0,

lvego:
(72) i[&]l=r|&]+1=p, +1

Sea T' un ciclo irreducible arbitrario de género g, y A un ciclo
totalmente arbitrario. En virtud de (26), § 5, es

r|AT | =7|A| + 7 ]ATNT| — defr | AT |
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1

<

r|(ATY | =7 |A T | =y |N| —7»|&aNT| + defp | A,
de donde

FIAT] =7 |AT| + 7| (ATY | + 34(AT N AT =r|A|
+ 7 |ATT | —def o] AT | + 7| A |—7 | A AT | + defp| A’
+ 3i(ATNANT ) =7[A] +#|[AT AT |—7|AOT|
—defp [AT | + defp |A | + 2i(TNA DY) —3i(AND)
= [A] 4+ r|ATAD|——7 | A'ND | —defp |AT | + defp| A’ |
E—1—iarpn,

ya que, en virtud del teorema 9, es
$i(TNT&) =g—1.

En virtud de este teorema, [T NI &] es ia clase candnica de di-
visores de I' y como

[ATnT][A N = [renrj,
resulta que [A” I'] es la clase complementaria de [AT I']. Aho-
ra bien, por el teorema de Riemann-Roch para las curvas, se ve-
rifica que
FIALAT | =iAT A —g + 1+ 7| & T,
y llevando este valor a la expresién anterior, se obtiene:

(73)  JIAT] =5 [A]—defp |AT| + defy |a"].

En virtud del teorema 5, siempre se puede elegir I' de modo
que defp[A’| =0, con lo que (73) se reduce a

(14) F[AT] =4 [A]—defp |AT|.

En el caso particular en que [A] = &, al ntmero j[&T]—1
se le llama género aritmético de T y se le representa por p,:

(75) s =7[&T]—1,

en donde T' es cualquier ciclo irreducible. Para probar la inva-
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riancia birracional de p, y justificar esta definiciéon, observare-
mos que de (75), (T4) y (72) resulta que

po=p,—defp | & T

y la demostracion se reduce al teorema 8 en virtud del siguiente

TeorEMA 10.—defr | & T'| = q.

DemosTrACION.—Se verifican las proposiciones siguientes :

i) Si o es una diferencial lineal de X de primera especie, exis-
te un ciclo irreducible T' tal que si P es su divisor primo corres-
pondiente y ¥’ = vp /P, existe una diferencial de primera especie
o de X tal que [o] N T = (o). ‘

ii)) Todo ciclo de [I'&]N T es un ciclo canénico de X'

iii) Dada una diferencial »” de primera especie de X/, existe
un ciclo [(G] O perteneciente a I' &, y una diferencial lineal F o
dc X, tal que

[G]ONT =[Fo] N T = [w"].

iv) Todo ciclo entero de [I'&] corta a I' en un ciclo candni-
co y entero de X'

v) Un divisor correspondiente a una diferencial de ¥’ de pri-
mera especie no puede ser-simultaneamente interseccién de I' con
un ciclo de ¥ correspondiente a una diferencial lineal de primera
especie y con un ciclo entero de [['&].

vi) Si (0”) es un divisor correspondiente a una diferencial
dada o” de ¥’ de primera especie, existe un ciclo entero de I' &,
o un ciclo de una diferencial lineal de primera especie, cuya in-
terseccion con I' es (0”).

Demostracidn de 1).—Sea

v
@=]]P¥ «>0i=1,..,%
z'fl
P un modelo de S, ; o un modelo candnico afin de P, y p; el
centro de Py en p. Sea (7, n,) una base para el conjunto de todos
los sitios, y o = A¥dn, + B¥dv,, en donde A¥ y B¥* son fun-
ciones holomorfas, ya que o hemos supuesto que era de primera
especie. Sea (C la curva cuyas componentes son las curvas p;,
i=1,..,v. Se puede elegir un polinomio homogéneo F (), de
grado suficientemente grande d, tal que si g es el grado de C,
la interseccion de P F con «C contenga a puntos preasignados de
esta Gltima curva y que en cada uno de estos puntos I () perte-
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nezca a un ideal minimo primo de su anillo local correspondien-
te. FEntonces, elegimos d g puntos de (C que sean interseccion de
C con una curva P T (x), donde F () es de grado d. En el anillo
local de cada uno de estos puntos elegimos un ideal minimo primo
distinto del ideal ampliado a ellos del ideal p; de la curva que
contiene al punto considerado. Se puede ademas suponer [2] que
P F (x) es un ideal primo; al ciclo y divisor correspondientes a
P F los representaremos por I' y P, respectivamente, Sea X'=vp/P
y y un sitio comtn a ' y [e]; al divisor primo de ¥’, cuyo centro
es vy, lo representaremos por p’. En virtud del teorema 6, se pue-
den elegir parametros de uniformizacion (4, 1,) en y tales que si

o):Ad'rh + Bd'qz,

sea Vp; (A) = Vp,;(B) en todo sitio comtin a I' y [w]. Entonces
sera:

A = [a; (s Mg) + 03 (npy ) +-04]° (#a + ...)

B* = [a;, (g, m2) + 65 (045 Mp) + “':]v(“b B )y

en donde @, (n,, 1,) es una forma de grado 4 en =, n, con coefi-

cientes en K*, a, (1, 1) £ 0 y wo, 1y € K*, uo, 1, 0, v = vp (A)
= vp (B). El exponente de p’ en (o) P serd igual a

(76) Vv (@ (' ) + e (1, ) + ),
siendo
n=1(P),  my = (P).
Sea
o =Advy, + Bdv, A=A(P), B = B’ (P).
S1 ¢’ es un parametro de uniformizacién para p, serd
" = o’ (t', + ), ¥, € K*,

no anulandose una al menos de las #,, ¢,. Ademas, por las con-
diciones impuestas a F (x), se verifica que #,n, + uy 1, =[=0 (P),
lo que implica que u, ', + u, t’, =0 y, por tanto, el exponente de

p’ en (o) es igual a (76), con lo que queda probada i).
ii) Es una consecuencia inmediata de la demostracion del teo-

rema 9.
Demostracion de iii).—Sea «” una diferencial de primera es-
pecie de Y. Si o v o son las diferenciales de i), existira un ele-
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mento g' €% tal que (g' ) = (0”) y si g =g (P) serd (go) NI
= (0”). Sea O un ciclo arbitrario de [I'&] y 6 = 6 N I'; como,
en virtud de ii), 6 es un divisor canénico de X', existird un ele-
mento g de ¥’ tal que (g)6 = 0”. Si G= g (P), GEX, serd

[G]ONT = ”.

iv) Es consecuencia de la proposicion mas general que esta-
blece que la interseccién de un ciclo primo con un ciclo entero es
un ciclo entero, la cual se deduce inmediatamente de la definicion
de interseccion de dos ciclos.

Demostracion de v).—Sea (o”) un divisor canoénico de X’ de
primera especie y sean |w] y & dos ciclos enteros de X, cuyas
intersecciones con I' sean (»”), siendo o una diferencial lineal de
primera especie y O perteneciente a [I'&]. De la demostracién
del teorema 9 y del corolario al teorema 6, se deduce que 8 ~ [o]p

de donde resulta que
grado ([o]r() I') = grado (o] N I') = grado («”).

Ahora bien, como el exponente de todof ciclo irreducible en [w]p
nc es menor que su exponente en [v], resultaria que [o]r = [0]
(ya que I' es un ciclo correspondiente a un ideal principal). Pero
si (§, ) es una base trascendente arbitraria, seria

[0] ~ [d%], [0] ~ T [dEd ],
de donde

[de] ~T[dtdn].

Pero, como existen infinitos ciclos que no son equivalentes entre
si y que verifican, sin embargo, las condiciones impuestas a T, si
I, fuese uno de ellos, es decir, T' ~~T,, el mismo razonamiento
conduciria a que

[dE] ~T, [dEdn],

que, en unién de la equivalencia anterior, proporcionaria la con-
tradiccion I'~ T,

Sea £ el sistema lineal formado por el conjunto de todos los
elementos f de X tales que [f] A es el ciclo de una diferencial li-
neal de primera especie, siendo A el ciclo de una diferencial lineal.
Sea &, el conjunto de todos los elementos g de ¥ tales que [g] A,
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es un ciclo entero perteneciente a I' &, siendo & un ciclo canonico
de £, y A; un ciclo tal que

ANT=ANT.

Si fis .o fr €s una base de &, v g,, ..., g5 un base de g,, de lo
que antecede se deduce que siempre se puede elegir I', de modo
que si P es el divisor primo con centro en I' y

hi= fi (B), ¢=1, > v, &

il

g/i(P)’ 'i:l,...,s,

sean las f;, i =1, ...,7 linealmente independientes, y lo mismo
suceda a las gy, ¢ =1,...,s. También las (fy, ..., Fr, &1 -y &)
son linealmente independientes, ya que, en caso contrario, si fue-
se, por ejemplo,

)‘1]01 T F )‘rf/r L l"*lgll + et I'Lfg,s =0
y si & fuese el divisor interseccion de I' con A y A, seria
Mt ot )8 =(—m g — — e ge) B

y el primer divisor seria interseccién con I' de un divisor de | A |,
mientras que el segundo seria interseccion de un divisor de | A, |,
en contradiccion con v). Como » = rango | & | y s = rango | & |,
resulta que llamando k a la clase canoénica de T, sera

rango

k| >rango | & | + rango |T & |.
Ahora bien, por vi) es
rango | k| <rango|& | + rango [T & |,

de donde resulta que

rango | k| = rango | & | + rango [T & |
y .
defr |T®| = rango | k| —rango [T & | = rango | & | = q.
Q.E. D
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§ 9. El teorema de Riemann-Roch.

LeMa 12 (de Jung).—Sea T wun ciclo irreducible de gémero g,
y [T] una clase de ciclos tal que

v=4i(T AD>iC Arg),

lo que equivale a decir, en virtud del teorema de Riemann-Roch
para las curvas, que

v>Z(g—1).

Entonces se wverifica que

JT] <7 [TIr]
DEMOSTRACION.

FIT1—F[Tr ] =7 |T|+7|T*| + 34T nT*
— 7| TP | —# | T*0 | — 44 (T nT*T)
=7|T|—r|TIr| +7|T%|—r|T*D|
—44(T AT) +44(C n T*I),

en donde T¥* es la clase complementaria de T. Como I' es un ciclo
entero, se verifica que » | T*T'| > r| T* |, luego =

jIT]—F[TT] <7 |T |—#|TT | —i(T AT)
+3i(CNT&)=r|T|—7r|Tr*|—v+g—1.

Todo se reduce, por tanto, a probar que

(77 r|T]—r| TP <v —g+ L

Distinguiremos dos casos: a) r|T|<g, b) »|T|>g.
a) Teniendo en cuenta la hipotesis del lema, resulta que

r|T|—r| T <7 |T|<g<v—g +1,

con lo que queda probado (77) en el presente caso.

b) Sea P el divisor primo con centro en I', y £’ = Vp/P el
cuerpo de funciones sobre I'. De la teoria de funciones algebrai-
cas de una variable (véase p. ej. [4]), se sabe que existen en X’
divisores &, no especiales de orden g, es decir, tales que #» | a’, | =0,
siendo a," un divisor complementario de a,. Por consiguiente, en
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virtud del teorema de Riemann-Roch para las curvas, serd r | a, |
= 1. Es también conocido de la teoria de funciones algebraicas
de una variable [5] que para un ciclo irreducible T' (en el lengua-
je de Gorenstein, una curva sin singularidades) la condicién para
que un divisor entero de ¥’ contenga a un divisor a,, es de di-
mension igual al grado de este divisor entero; por consiguiente,
representando aquella dimensién por 3(a,), serd 3(a,) = g. Aho-
ra bien, teniendo en cuenta la hipotesis de este caso, sera

r|TNT|>r

T[>g,

luego existira por lo menos un ciclo entero de | T| cuya inter-
seccion con I' contendrd a a,. Sea T, uno de estos ciclos. Se pue-
de elegir T, de modo que corte efectivamente a T, es decir, tal
que no sea miltiplo de I'. Porque si todo divisor de | T| que
contiene a a, contuviese a I', se verificaria que la dimensién del
subsistema lineal de | T'| formado por todos aquellos ciclos que
contienen a I' como una componente, que es de dimensién igual
a v|T|—#|TTr*|, seria inferior a la dimensiéon del sistema li-
neal formado por todos los ciclos de |T| que contienen a a,
y esta dimensiéon hemos visto que es 3(a,) = g, lo cual iria con-
trz la hipotesis del caso b). Sea T, NI = <,. Serd =, = a, g,, en
donde, por serlo =, y a,, g, sera entero y

gr- (&) = gr- (s) —gr.(a) =v—g.

Sea T’ un ciclo de | T | que corta a I' en un mdaltiplo de g, .
Sean T#, T, ¥ y T* las funciones holomorfas correspondientes a
T, T, y T, respectivamente. Vamos a probar que

(18) T* = A T,* + T'* G*,

en donde ‘G* es otra funcion holomorfa,

En efecto, sea " =T'NT; serd ¢ = ag, siendo a entero.
Ahora bien, como T” ~ T,, serd < ~ =, es decir, a g, ~ a, g,,
o bien a ~ a,. Pero como tanto a como a, son enteros y »|a, |
= 1, sera a=a,, lo que prueba que T’* posee la forma (78). Esto
implica que todo ciclo de | T | que corte a I' en un miltiplo pro-
pio, g, p, de g, es divisible por T', luego

r|T|—r|Tr | <v—g + 1.

S
2
o)
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Lema 13.—8i T es un ciclo arbitrario y E un ciclo entero cual-
quiera, se puede elegir el ciclo wreducible T, de modo que

FITr}<7{TITE"].

DeMosTRACION.—Sea I' un ciclo irreducible que no figure como
componente de ningtn ciclo de |T|, |TI,7,..,|TE-*|, en
donde I'}, ... son todos los ciclos irreducibles que figuran en E
y, ademas, tal que para todo ciclo primo I'; de E se verifique:

i, T) > (T, T8 —i(T,T),
con lo que poniendo L, = T T, sera
1, ) >0 (0, Ty ]),
y en virtud del lema anterior,
i) <jloT
o bien

ILTP] <y [TIT ]

Procediendo ahora por induccion respecto de los ciclos irreduci-
hles de E, queda demostrado el lema.

LeMa 14.—Si A ~ A, se wverifica que j[A] = j[A].

DemostraciON.—Por hipétesis, existe un elemento f de X tal
que A, = [f] A, de donde llamando A’ y A, a ciclos complemen-
tarios de A y A, respectivamente, resulta que A", ~ A’ luego

jla] =7

[Fla] +7]|a | +3i(a, nA) =7[A]
+r|A]+3i(AnAN)=7[A]

Q. E."D,

LLeMa 15.—Si T es un ciclo arbitrario y K wn ciclo candnico,
se puede hallar un ciclo irreducible T' tal que

JITr] > [KT*].
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DeMOSTRACION.—Sea P un modelo candnico respecto de T y
M H
K,yseaT = N e = T siendo ‘M, N, H, L ciclos enteros.
Sea F una forma de P tal que el ciclo [F] = TI' sea irreducible y
de grado suficientemente alto para que existan otras dos formas,
F, y F, de P, del mismo grado que F y tales que [F,]=1L.]J,
siendo J un ciclo entero, y [F,] = TE,, siendo E, un ciclo en-
tero. Entonces sera:
H{F] ~ H[F]

F
KI= e L] =H]J,
L L [F)

De estas dos equivalencias y de los lemas 13 y 14 se deduce que
J[TT]>j[TTE E,]=j["E,]=7[I"K].
Q. E. D

Lema 16.—Se puede siempre elegir T' en el lema anterior, de
modo que

j[M*K]=7[TK].
DemostrACION.—De la formula (73) se deduce:

][AF:I :7LA]——d€f] 1AF‘ =+ defp]A’],
j[AT?] =5 [AD | —defp [AT?| + defp| AT,

FIAT*) = j[AT% ] —defp [AT*| + defp | A/ T-%41 |,
y sumando miembro a miembro,

F[AT*] = J[A]—defp [AT | —defy| AT?
(79)

=i ...—defp !AF“[

+ defy | & | + defp [ AT 4+ ..+ defp | A T=% |,
En el caso particular de ser A = K, como K’ =1, sera

defl" | A/’ = . = defy I A’ F_oH'll — 0,
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luego
JIRT*] =j[K]—defp | KT

(80) — defy | KT? | — ... —defy | KT%,

y como j[KTI'*] es, por definicion, no negativo, para cualquier
u, (80) dice que debe existir un valor de o« tal que para todo
B> o sea

(8 jIKT*} =4 [KT?].

Por consiguiente, si A = [IG] es un ciclo irreducible -y G es
: , G
una forma de P de grado igual a o.grad (F), sera e un ele-
mento de T, luego

G i
L% ~ [F*] [F—] = [G] = A.
Y en virtud del lema 14,
jIKA] =4 [KTr*]
y por consiguiente
LKA = f[K T
y en virtud de (81),
7K AY) = j[KA],

¥

para cualquier p. Basta, por tanto, tomar como ciclo en el lema
anterior, A en lugar de I

. B D.

Trorema 11 (de Riemann-Roch).—Si T es un ciclo arbitrario,
T’ un ciclo complementario de T, g el género de la clase [T], v

S

su grado y p, el género aritmético de T, se verifica que
r| T+ T >v—g+ po + 2.

DEMOSTRACION.—Sea I' un ciclo irreducible que verifique las
condiciones de los lemas 12 y 16. En virtud del lema 12, sera

JIT1>7[TT];
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por el lema 15 es

JITT] > [KI%],

siendo K un ciclo canonico. En virtud del lema 16 es
JLKT*] = [KT],

y por (75) es
JLKT] = pa + 1.

Por consiguiente,

(82) JLTI> pa+ 15

pero por (71) es

“F[T] = #|F] < #| T | % E6{T 1T

(T =4i(TnaD—i(TnT),
y como :(TnT)y=vy 3e(TN&T)=g—1, resulta
$(TNT) =g—1—y,
y sustituyendo en (82)

((83) rIT]+r|T | >v—g+ pa + 2.
' Q. E. D.

Al rango de | T7| se le suele llamar indice de especialidad de
| T|, y se le representa por i, con lo que (83) se puede escribir
también en la forma i

(84) dim. [T |>v—g + po + 1—1.
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