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ENSAYO HISTORICO SOBRE LOS CONCEPTOS
DE ESPACIO Y GEOMETRIA

por PEDRO ABELLANAS

-~

'§ 1. — CONCEPTOS, ABSTRACCION, PROPOSICIONES,
‘ INTUICION

Como base experimental para la definicidn cientifica de qué es un con-
cepto, nos fijarémos en cualquier ejemplo: el libro, lo bueno, el pensamiento,
el perro, etc.; en primer lugar, observamos que cada uno tenemos un con-
" cepto de lo que s un libro, de lo que es lo biieno, etc.,, pero que. estos
conceptos difieren de una pérsona a otra, a veces radicalmente; piénsese,
por. ejemplo, en la variacién del concepto lo bueno en los dlstmtos puntos
- del planeta en la época actual.

Ahora bien, 1o comiin a todos los conceptos, que es precisamente lo
"que nos intefesa para su definicién cientifica, es que aquel que posee un
concepto es capaz de decir ‘de cualquier ser o ente que se le presente si
_ dicho ser es o no es aquel concepto; por ejemplo, quien tiene el concepto
" de lo que es un libro puede decir, por lo menos en la mayor parte de los
casos, si un objeto. dado es un libro o no lo es.

Resulta, por tanto, que un concepto es siempre una clcmfzcaczon de
todos los seres y entes posibles, en dos clases: la clase formada por todos
_los seres o entes, que son aquello representado por el nombre del concepto,
y la clase de los seres o entes que no lo son.

Para que esta clasificacion tenga sentido es preciso que existan seres
‘0, entes’'de las dos clases, ya que en otro caso el concepto, por convenir a
todo ente, o por no convenir a ninguno, seria trivial. Todo ser o ente
' perteniece a una y sélo una de las clases. Esta proposicion establece de modo
radical lo que la experiencia da sdlo de ua modo aproximado; piénsese,
por ejemplo, en el concepto de lo bello y se observara que entre la clase
de lo bello y lo no bello existe un amplio margen que dificilmente se puede
clasificar; algo anilogo sucede, como veremos més adelante, con un con-
cepto tan cientifico como el de la geometria; no obstante, el pensamiento
cientifico necesita de estas aristas vigorosas de un modo esencial, ya que
sin ellas resulta imposible la aplicaciéon del mecanismo ldgico.

Resulta - también inmediatamente que:
1.° Todo ser pertcnece a la misma clasc que €l mismo.
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2° Si el ser A pertenece a la misma clase que el ser B, éste pertenece
a la misma clase que aquél.

°- Si el ser A pertenece a la misma clase que el ser B y éste a la
misma que el ser C, A pertenece a la misma clase que C. Estas tres pro-
piedades se expresan brevemente diciendo que lo propiedad de pertenecer a
una clase es una igualdad légica. Estos resultados experimentales e intuitivos
nos permiten dar la siguiente: : :

- Definicion 1.—Un concepto viene representado por una clase de seres
o entes, tal que:

1° Todo ser o ente pertenece o no pertenece a la clase. Tertium now
datur. S :

2° Existe un ser o-.ente que pertenece a la clase y otro ser o ente que
no pertenece.

3° La propidad de pertenecer a una clase es una igualdad logica.

Definicién 2. — A este proceso de definicién de los conceptos se le llama
definicion por abstraccion, y al paso de un objeto de la clase al concepto
definido por ella se le llama abstraccion. '

Para obtener ahora el concepto cientifico de pmposmon vainos ‘a acu-
dir de nuevo a la experiencia y consideraremos prop051c1ones arb1trar1as

a) “Esto es un libro”. En esta proposicién se establece que un ob_]eto
‘que tenemos ante nosotros pertenece a la- clase que define al concepto libro.

b) “El libro contiene letras”. En esta proposicién se-establece que todo
elemento de la clase que define al libro, e. e. todo libro, pertenece a la clase
de los objetos que tienen letras; o, mas brevemente, que la clase que define
el concepto libro estd contemda en la clase formada por todos los objetos’
que tienen letras.

¢) “Deseo un libro de aritmética o de geometria”. En esta proposx~
cién se establece que existe un ente que pertenece a la clase formada por
mis deseos y a la clase de los libros de aritmeética o a la clase de los libros
de geometria.

En. estos ejemplos sencillos, como en cuantos pudiéramos buscar, ‘se
observa que las proposiciones son simples relaciones de contenido o jJ'erte-
-nencig entre clases o entre objetos y clases, respectivamente. » .

Enunciaremos, por consiguiente: Toda proposicién es una relacién de~
pertenencia de un elemento a una clase o una relacion de contemdo de
una clase en otra. :

Dadas varias clases, existen métodos 16gicos de construccion de otras'
estos métodos son los siguientes:

1° Dada la clase A, en virtud de la definicion de clase (def D ex15te
la clase formada por todos los objetos que no pertenecen a A a la cual
llamaremos complementaria de A y representaremos por Al

JR— ]_0-_.
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2.2+ Dadas las clases A y B, el conjunto de todos los elementos que

/pertenecen a A 0 a2 B forman una nueva clase que se llama .mma o umion
‘de A 'y By se representa por A + B o A U'B.

3.2 El conjunto de todos los elementos que: pertenecen a la clase A y
a la clase B-forman (cuando no es vacio) una clase que se llama interseccién
de las clases A v B y se representa por A N B:
'Si a todas las clases posibles se le afiade la clase de todos los entes U
la clase wacia O, resulta que el conjunto asi obtenido constituye respecto
de~ las operaciones anteriores (', U, M) lo que hoy se llama un algebra de
Boors, en honor del descubridor de las leves del pensamiento (1)*.
Ahora bien, el' método anterior de construccion de nuevas clases pre-
supone la exitencia de otrasj por ednsiguiente, existen clases, llamadas

primativas, que es necesario obtener dlrcctamente A la capac1dad del hom-.
‘bre. para la .formacidn espontinea de las clases primitivas, asi como de sus
P

relaciones fundamentales, se le llama intuicién. De aqu1 resulta el papel
fundamental de la intuicién, no sélo en toda ciencia, sino ya en todo
pensamiento. ‘Ahora bien, las clases proporcionadas por la intuicién son de
contornos 1mprec1sos para el propio individuo pensante y, por tanto, mucho
mas para quien adqulera el concepto mediante una descripcién intuitiva del

" mismo - hecha por el primero, v como, segin acabamos de ver,. toda pro-
‘ posmxon “consiste en una relac10n de pertenenc1a o contenido, resulta que

.

-8l ho se puede precisar en todo caso si un elemento pertenece o no a una

clase primitiva, toda proposicién en que mtervenga esta clase tendrd un
caricter aprox1mado valdra, por decirlo asi, para la parte central de la
clase, ‘pero serd dudosa para su parte perlferlca. De aqui han nacido los
sofismas y paradojas que se han presentado en la filosofia v en la ciencia,
ty la dificultad de entenderse los hombres, que han sefialado todos los petisa-
dores y a la que se refieren las siguientes palabras: (6) “Yo habia visto
ya con sobrada claridad que nadie entiende a otro, que nadie piensa en
las ‘mismas palabras lo mismo que otro, que una lectura una conversacion
despierta.en diversas personas diversos pensamientos”.

Ante Ia 1mpos1b111dad de descripcién completa de las clases proporc1o-
nadas- por la intuicidn, -el pensamiento cientifico en general, y, mas esen-
cialmente, el pensamiento matematico, ha procedido de otro modo: dejar
sin -describir las clases fundamentales, o primitivas,. limitindose a postular
las.- relaciones o proposiciones fundamentalzs entre ellas a partir de las
cuales pueden obtenerse, mediante el mecanismo 1dgico, todos los restan-
tes. conceptos y proposiciones cientificas. Ahora bien, estas clases primitivas
no_son dadas univocamente por la intuicién; de aqui que haya sido necesario
adoptar un criterio nara la seleccién de Tos postulados Este criterio -ha
sido, para la Matemética, 1a' no contradiccién, y para las ciencias experi-
mentales la concordancia de los resultados tedricos-con los experimentales.
" "El objeto fundamental de este articulo es mostrar, en su evolucién
historica, los "conceptos de espacio matematico y de geometria.

(*) Los numerOS entre paréntesis se refieren a la bibliografia indicada al final del
presente - tra.ba]o . .o
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'§ 2.— PRIMERA EPOCA DEL CONCEPTO DE ESPACIO ™ *

Esta época la limitamos entre la aparicion del concepto dé espacio, en
la época griega, y el afio 1882 de su primera axiomatizacidn propiamentz
tal debida a M. Pascu (10).

El caracter esencial que hemos empleado para 1la deﬁn1c1on de esta
época es el siguiente:

Fu la primera época el espacw matemdtico tieme um cardcter objefwo Yy
real, identificindosele con el espacio fisico y con el Universo.
Esta proposicion la basamos en los siguientes hechos:

1. En la primitiva Escuela pitagérica se define el punto como ménada
que tiene -posicién, siendo, como es sabido, una moénada el elemento ifre-
ducible del Universo. De aqui la proposici()n pitagérica “que los niimeros
eran los elementos de todas las cosas”. En esta época aparece no solo ‘el
espacio matematico confundldo con el umverao, sino que los mismos puntos
geométricos son elementos materiales.

2. En los elementos de EucLipes se dan un conjlinto de definiciones
que no tienen sentido si no se presupone que van, referidas al U!mverso
material y sensible. Asi, por eJemplo* . .

Def 1. Punto es aquello que no tiene parte

Def. 2. Linea es una Iomgltud sin la‘rltud cuyos términos son dos
‘puntos. .

Def. 4. Recta. es la linea que yace de igual modo respecto de todos
sus puntos.

-Def. 5. Superficie es aquello que posee solamente longitud v Iatitud

Def. 6. Plano es la superficie que yace de igual modo respecto de
sus rectas.

Estas y otras deﬁn1c1ones no son empleadas en nmgun momento
en el resto de la obra. La razén de ello es que las clases descritas por ellas
no estin preparadas para aplicarles el mecanismo l6gico; su misidén es pura-
mente descriptiva y se reduce, exactamente igual que sucede con las des-
cripciones. de un novelista, a suscitar en la mente del lector una imagen
“de un ser material previamente conocido por €él. Ahora bien, para que una

descripcién tenga sentido es necesario que el ente que se describe tenga - .

existencia independiente del sujeto y, por tanto, que aquellos conceptos
fundamentales,. y el espacio euclideo con ellos, tengan una existencia material.

Estas mismas definiciones perduran durante toda la época que hemos
sefialado.

3. El gran matematico del siglo pasado, K. F. Gauss, dijo expli.cita.l- )

mente (5): “Wir miissen in Demut zugcben, dass, wenn dic Zahl bloss un-

— 12 —
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seres Geistes Produckt ist, der Raum auch ausser unserem Geiste eine
Realitit hat, der wir a priori ihre Gesetze nicht vollstindig vorschreiben -
konnen”. En estas palabras queda exp11c1tamente manifestada nuestra tesis
sobre el concepto de espacio matematico propio de la época. Hoy, como
veremos, no existe en absoluto la diferencia seflalada por GAUB entre el
concepto de espacio y el de ntmero; la razdn de ello es que el concepto
de espacio ha alcanzado el mismo grado de evolucién que el concepto de
ntmero. .(Quizd la razén de que Gauf no publicase sus resultados sobre
geometrias no euclideas sea la abierta contradiccion en que se encontraban
respecto de su concepto de espacio que acabamos de transcribir).

4. J. V. PonceLer (12), dice (pag. XII): “C’est ce qui arrive, en par-
ticulier, dans la Géométrie, lorsque la figure se cornplique, ou que les rap-
ports qui en lient les parties se mult1p11ent parce qu'il n’est plus p0351b1e
alors de discerner, au simple coup d’oeil, ordre de grandeur et de situa-

tion de ces parties”. En este parrafo se ve claramente el caricter experi-
- mental de la geometria, que no es posible sin 12 identificacién del espacio
-geométrico con el material; esto mismo viene confirmado por cl siguiente

parrafo -de la misma pagina: “Dans la Géométrie ordinaire, qu'on nomme
souvent la* synthese, les principes sont tout autres, la marche est plus.timide
ou plus sévére; la figure est décrite, jamais on la perde de vue, toujours

~on rajsontie sur des grandeurs, des formes réelles et existentes, et jamais

on ne tire des consequences qui ne pulssent se pemdre, a leagmatlon ou

‘4 la vue, par des obJets sensibles; on s’arrete dés que ces objets cessent

. d’avoir une existence positive et absolue, une existence physique”. Este

concepto miaterial del espacio matemdético conduce a la mgalente definici5n
de elemenfos .imaginarios, que constituye ‘la esencia de su “principio de
continuidad” (pag 28, 1. ¢.). “En général, on poussalt désigner par I'ad-
jectif imaginaire tout objet qui, d’absolit et réel qu’il était dans une certaine
figure, ‘serait dévenu entiérement impossible ou inconstrukctible...”. Otra

~ consecuehcia del referido concepto de espacio vigente en ‘esta epoca es la

mtroducc10n de consideraciones metafisicas en la Matematlca, asi (L. c. pa-

‘ginz 52)% '“Ces derniéres considérations, déduites uniquement des principes
P p

élémentaires de la pro;ectmn central, donnent 11nterpretat1on de cette no-
tion metaphy51que

5. J. StrEinEr (14), dice (pag 233): Gegen‘wartlge Schrift hat es
versucht, den Organismus- aufzudecken, durch welchen die verschiedenar-
tigsten Erschemungen in der Raumwelt miteinander verbunden sind”.

St misma definicién de proyectividad no tiene sentido si no se identi-
fica su espacio proyectivo con el espacio material, ya que procede del si-
guient¢ modo: define, en primer lugar, la perspectividad entre una serie
rectilinea y un haz de rectas, v a continuacidén define la proyectividad entre
un haz de rectas y una serie rectilinea como la correspondencia que resulta
de aquella “Beziehung (la correspondencia establecida por la perspectividad)
festhalten,” wirend man die Gebilde selbst”auf irgend eine Weise ihre urs-

priinglichre Liage dndern ldsst™.

— 13 —
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6. C.v. Staupt (13). Respecto de las definiciones dadas en los parrafos
1 y 2 se puede repetir lo dicho para las de Euclides: tienen el caricter de dess
cripciones y no se utilizan en el resto de la obra. La definicién y estudio
de los elementos de retroceso de una linea (1. c., pag. 110) tiene un caracter
completamente ‘experimental del espacio material. Otro tanto” sucede con
los conceptos de regiones de puntos interiores a una cénica y a una .cui- "
drica’ no reglada (pags. 137 y 197, resp.). Sin embargo, ‘en sus Beitrige
puede considerarsele ya como perteneciente a la época de t'ransicién; en
efecto, véanse los dos parrafos siguientes de su introduccién: “In der analy=
tischen Geometrie nennt man, vsas sehr einfach zu sein scheint, ein Punkt
imaginir, wenn seine Coordinaten nich simmlich reell sind. Indessen ist
hierdurch nur die Sprache der Algebra auf die Geometrie ubertragen kei-
neswegs aber nachgewiesen, daf3 ein imagindrer Punkt, gleichwie ein reeller,
Punkt, etwas von Coordinateﬂsysteme Unabhingiges sei”. Ahora bien,
en lugar de contestar a esta cuestion demostrando la invariancia respecto
de ia transformacién general de coordenadas en el espac1o real, la plantea
en el sentido siguiente: “Wo ist, fragt sich wohl Jeder, der imaginire Punkt,
wenn man vom Coordinatensystem abstrahirt? So entbehrte dann bisher
die Geometrie, wenn sich von imaginiren Elementen handelte, der Ewideng;
welche man sonst an ihr rithmt und wohl auch mit Recht von ihr verlangt”.
Con lo cual se busca la materializacién de los elementos imaginarios. La
, misma demostracién falsa del teorema fundamental de la proyectividad, que
lleva su nombre, es debida a una intuicion del espacio como .espacio material,
va que el error de la demostracién- se debe a faltar en aquella época el
concepto de conJunto denso en un segmento, el cual no |pod1a 1ntu1rse dlrec-
‘tamente del espacio material. »

7. Enla siguiente nota de M&BIUS se menciona explicitamente la uni-
cidad del espacio (9), (pag. 274, nota): “Da Jeder dieser Riume unbegrenzt
gedacht werden muss, und:es gleichwohl nur einen unendlichen Raum- qzebt
so hat man sich die beiden’ Riume. einander durchdringend vorzustellen...”*’

8. Caviry (2), debido a la orientacién analitica de su obra llega k3
las definiciones analiticas del espac1o proyectlvo y de los espacios lineales
de dimensién # (l. c., vol. 6, pag. 456, afio 1869): refiriéndose a-1a “inter:
pretacidn geométrica de los invariantes v covariantes de formas del espacio
ordinario, dice: “but this can only be obteined by mean of the notion-ef -
space of the proper dimensionality; and_ the use such a representation, we
require the geometry of such space Aun cuando es el matemético. cuyas
ideas respecto del espacio son més avanzad'ls, seglin queda claramente ma-
nifestado en el parrafo .anterior y ello debido a su estudio analitico de la
geometria, no obstante estos espacios tienen para €l un  caracter esencial- \
mente distinto del espacio euclideo u ordinario, por lo que los califica de
espacios ideales, que realmente son, pero lo que queremos sefialar es que tal. -
calificativo lo introduce para distinguirlos del espacio ordingario, con 1o
que éste sigue siendo para €I, seglin hemos dicho, el espacio - material:(véase

— 14 —
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vol. 2, pag. 221). (An introductory Memoir upon quantics), I have spoken
of 'the coordinates of a point in space. I consider that there is an ideal

‘spacé of any number of dimensions, but of course, in the ordinary accep-
tation of the word, space is of three dimensions...” (vol. 5, pig. 471): “Note
on . the Lobatschewsky's imaginary geometry”. En este titulo se. ve clara-
mente que la geometria de LLOBACHEFSKY tenia un caricter imaginario, en
el :sentido -que empleaba PONCELET para esta palabra y que hemos resefiado
arriba, e.e., no material, lo .que, por contraposicion, sefiala el caricter ma-
terial :del espacio ordinario: . ‘ '

_ De todo esto resulta, por tanto, que toda la época tenia el matematico
ante si el espacic del mismo modo que tengo en este momento ante mi la
mesa, esto es, con una presencia material tan evidente que cualquier refe-
rencia a él parecia redundante (véase la cita de PascE que hacemos en el § 4);
por eilo se limitaban a ligeras descripciones en la seguridad de que con”
ellas el lector podria identificar, sin ninguna duda, aquellos objetos del .
“‘espacio material que tenia ante €l :

© § 3—SEGUNDA EPOCA DEL CONCEPTO DE ESPACIO (1882-1906)

.. Esta segunda época es en realidad una época de tramsicién y, por ello,
muy importante en el estudio de la evolucién del concepto de espacio.

o .En la época anterior se. habian presentado tres hechos del maximo
interés: las creaciones de los espacios proyectivo, lineales de dimensién #
y del hiperbolico. Respecto del primero, conviene observar que en toda la obra
de PoNCELET no se establece distincion ' alguna entre el espacio euclideo
-y el proyectivo; por el contrario, lo que hace es intentar demostrar que el
espacio “euclideo (empleamos este nombre para representar al espacio tnico
de la, época) es un espacio proyectivo (l. c., pag. 52). Otro tanto hace STEI-
'NER -al principio de su- Systematische Entwickelung..., quien emplea para
¢llo la hipérbola. Como ya hemos advertido, SraupT parte de la descripcién
del. espacio de Ewvcripgs, etc. En cuanto a los segundos, Cavrry, al in-
troducir los espacios lineales de dimensién # indica con el adjetivo ideal
+ la.separacién esencial entre ellos y el espacio ordinario. Analogamente, res-
pecto del tercero, LoBacurFsky, al introducir su espacio no habla de tal
-espacio, sino que emplea el titulo de “Geometria imaginaria”, que clara-
amente indica el caracter esencialmente distinto de la geometria ordinafia;
y. posteriormente se introdujo el nombre de Geometrias no euclideas, cuando
-en ‘réalidad de lo que se trataba era de espacios no euclideos. Resulta, por
-tarto, que a pesar de ser la creacidén de nuevos espacios fruto de las postri-
merias de la época anterior, se encontraban tan en pugna estos hechos con
“la concepcion de espacio vigente en ella, que se desvirtiian los nuevos espa-
cios con los calificativos, de ideales, imaginarios, o, simplemente, se identi-
fican con''el espacio vigente, o, finalmente, se escamotea el concepto de espacio
Sustituyéndole por ¢l de geometria. En cuanto a los espacios lineales de. di-

— 15 —
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‘mension # cuya introduccion, por via analitica, hizo CAYLEY con objeto de
poder emplear lenguaje geométrico-en el estudio de invariantes, su influencia
en la crisis del concepto de espacio fué escasa; ello era debido a que al ser la
definicién analitica de espacio una definicién abstracta, ya que se apoya en
el concepto de nlimero, mientras que el concepto vigente de espacio era.el
de espacio material (ver § anterior), no podia considerarse (como realmen-
te no lo es), idéntico el egpacio vigente con el espacio definido analitica-
mente por ternas de numeros; de aqui el caracter exclusivo de método que
tuvo la Geometria Analitica, a la que no se le reconocia capacidad alguna para
poder definir completamente al espacio. Esta es también la razon por la
que los gedmetras se aferraban al método sintético y sentian suspicacias por
el método analitico, ya que tenian la impresidn intuitiva de que se dejaban
escapar muchos caracteres del espacio al pasar del espacio .material, que
creian . se podia manejar directamente, al espacio definido analiticamente.
Esta sospecha intuitiva es cierta; ahora bien, lo que sucede, segin hemos
visto en el § 1, es que un concepto no abstracto no es apto para poderlo
someter al mecanismo légico; por lo que no tardé en surgir la necesidad
de la definicién abstracta del concepto de espacio; esto se alcanzé en esta
segunda época y es uno de los principales caracteres de la misma.

Esta #necesidad de elaborar de modo abstiacto, o, dicho de otro modo, -

de axiomatizar el espacio, queda manifestada explicitamenteé en el proélogo
- de Pascr (10): “..para establecer los fundamentos de la Geometria de
un modo que responda a exigencias cada dia mas acentuadas...” 'Es de obser-
~var que PascH no habla de espacio, sino de Geometria, coma en la época

anterior. Es mas, en la nota de la pag. 141 (§ 77), dice: “Como ejemplo de -

palabras superfluas pueden citarse espacio y dimensién, ninguna de las -cua-
les se presenta en esta obra”. Creemos que csta nota, a pesar de su-breve-
dad, es muy substanciosa, ya que en ella se manifiesta claramente un hecho:
el reconocimiento vmplicito de la dificultad dei concepto de espaczg, que hasta
entonces aparecia completamente claro. e indubitable. Ahora bien, PaschH
cométe la ingenuidad de creer que podia acabarse con la d1ﬁcu1tad elimi-
nando la palabra “espacio”, y ésto es debido a otra creencia casi general
de esta época: la intuicion proporciona de modo vnico los conceptos » pro-
poszcwnes fundamentales del espacio, por lo. que aun siendo el espacio ma-
temético un concepto abstracto y, por tanto, distinto del espacio material o
Universo, como viene dado univocamente por la intuicién, sobra el nombre.
Esta unicidad del espacio geométrico queda también reconocida en el si-
guiente parrafo de VERONESE (15), pag. XII: “Per i caratteri che distin-

gono la geometria, un 1pote51 astratta €. ge :ometricamente p031'b111 quando
essa non contraddice agli assiomi necessari allo svolglmento teorico della-

geometrida, che prendiamo dall'eésperienza, ossia alle propietd. dell'intuizione
spaziale nel campo limitato di essa, corrispondente a quello delle nostre
osservazmm esterne”. En la misma creencia se manifiesta G. PeEano (11),
pagina 3: “Quali fra gli enti geometrici si possono definire, e quali occorre
asumere senza definizione?”

- “E fra le propieta, sperimentalmente vere, di questi enti quali blsogna

asumere senza dimostrazione, e quali si possono dedurre in consequenza?”.
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Ahora bien, esta univocidad de las propiedades experimentalmente ver-
daderas fué destruida por las geometrias no euclideas, ya que se presentaba
“la- cuestion: ‘ iCual de los postulados de paralelismo es experimental-

. mente cierto?| A esta’ cuestion, fundamental d= la época, contesta KLrIN (8)
*con las siguientes palabras: “...ich die raumliche Anschauung als etwas
wesentlich Ungenaues ansehe: — Mag nun vor der abstracten Anschauung
-die Rede sein, wie sie um durch Gewohnung gelaiifig geworden ist;
oder der konkreten Amnschauung, die bei empirischen Beobachtungen zur.
Geltung kommt. Das axiom ist mir nun die forderung, vermoge deren ich
in die ungenaue Anschauung genaue Aussagen hineinlege. Eine geometrische
Betrachtung aber denke ich mir so, daf wir die Figur, um die es sich han-
delt, als solche unablassig vor Augen behalten, und uns dann in jedem
“Augenblicke in dem es sich um scharfe Beweisfilnrung handelt, auf die
Axiome als festes logisches Substrat® zuriickbeziehen—— Der Inhalt der
. Axiome erscheint bei dieser Auffassung so weit willkirlich, als mit der .
Ungenauigkeit unserer Raumanschauung vertraglich ist. Eben hierin aber
‘nur hierin, ruht fiir mich die Berechtigung der Nicht-Euklidischen Geo-
" metrie (unter Nicht-Euklidischen Geometrie die reale Disziplin und nich
bloss die abstrakten mathematischen Betrachtungen verstanden, zu denen
dieselbe Anlass gegeben hat). Ubrigens ist es. von diesen Standpunkte -
aus. selbstverstandlich, da8 wir unter gleichberechtigten Systemen von Axio-
men jeweils das einfachste bevorzugen und eben darum zumeist mit der
eiklidischen Geometrie operieren, weiche fir die gewdhnlichen Fragestel-
‘lungen - die einfacheren Aussagen liefert. — Was aber die Enstehung der
Axiome angeht, so weis ich daruber nichts weiter zu sagen als daB wir die zu
jhnen fithrende Abstraktion hier wie in anderen Gebieten unwillkiirlich '
vollziehen. Das, was inder Anschauung oder im experimente nur approximativ
gegeben ist, das formulieren wir in exacten Weise, weil wir anderenfallsin
damit nichts anzufangen wissen”. En las palabras anteriores aparece
completamente clara la misién de los axiomas y su razén de ser, asi como la
in_determinaci()n del concepto de espacio respecto a la intuicién. Sin embargo,
el criterio dado para la eleccién de un espacio, asi como el concepto de-Geo-
metria no euclidea sefialado en el paréntesis, indica que, para KLgIN, el con-
cepto de espacio matemAatico habia pasado a coincidir con el actual espacio
fisico, e. e., un espacio matemético, lo mas sencillo posible, en el que se veri-
ficasen todos los fenémenos experimentales. Este caracter fisico del espacio..
matematico es también subscrito por F. ScHUR (16), pag. 2: “Bei der Aus-
wahl derjemnigen Tatsachen der Anschauung, denen unser System von Axio-
men Ausdruck verleihen sollkann zwar eine gewise Willkiir nicht vermei-
den werden, inmmerhin aber wird man sich an die folgenden Regeln halten

"~ missen. ,Damit unsere Arbeit iiberhaupt den namen Geometrie verdiene .

- scheint es uns notwendig daB diese Axiome oder Postulate das Resultat der
einfachsten wnd elementarsten Beobachtungen der watiirlichen Figuren ausdriic- -
#en, aus deren Abstraktion sie entstanden sind”. :
De todo lo que antecede se deduce la siguiente definicién: -
La segunda época del concepto del espacio estd caracterizada por los si-
guientes. hechos: : '
. !
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- En ella se reconoce el cardcter abstracto-del concepto de espacio ma-
tematzco : ‘

22 Como consecuencm lo wnecesidad meludzble de una axzomatzzacw%
del mismo. , B

3° 'Se encuentra muy extendida la creencia de que la expemencw e niui-
cion del espacio material proporcionan de modo iinico - los conceptos pnmz—‘
tivos y los postulados del espacio; e.e. que el espacw matemdtico, aunque
abstracto, y, por ende, distinto d'el espacio wmaterial, viene unwocammte de-
terminado por éste. '

’

4° El espacio matemdtico se identifica con el espacio fisico, e. e., con
aquel espacio abstracto mds sencillo en el que pueden encontrar represemacw%
no contradictoria todos los fendmenos naturales conocidos.

\

§ 4. ——TIERCERA EPOCA DEL CONCEPTO DE ESPACIO
(1906 mHASTA NUESTROS - Dias)

Hemos sefialado anteriormente (§ 3) que ha existido una repulsién in-
tuitiva, por parte de los gedmetras, hacia el método analitico de la geome-
tria y, todavia mayor, a la definicién analitica del espacio (de CAYLEY); justi-
ficabamos este temor por la percepcién de que en el paso-de abstracién' que
supone pasar del espacio material a un espacio abatracto, como en todo pro-
ceso de abstraccidn, se pierden muchas caracteristicas del primero. Sin em-
bargo, hemos visto que en la segunda época aparecié la necesidad de axioma-
‘tizacién del espacio con caricter ineludihle. Ahora bien, esta axiomatizacién,
aplicada al espacio euclideo, trajo como consecuencia, en virtud de los tra-
bajos de Hirserr (7) la demostracion de la equivalencia entre las definicio-
nes axiomatica y analitica del espacio euclideo. Con esto se coloco al espacio
euclideo en un plano de igualdad con los demas espacios matematicos. g

Por otra parte, los tragbajos de Krrin y de CrLirFORD sobre las Raum-
formen, buscando interpretaciones diferenciales de los espacios no euclideos,
seguidos con los trabajos de RIEMANN vy, finalmente, la necesidad de plantear
de modo adecuado muchos problemas del Anélisis especialmente los del

Calculo de Var1ac1ones, dieron lugar a la aparicién de espacios mucho mas « .. -

generales, cuya. creaciéon se debe a Fricmrr (4) y E. H. Moors. Con’
la creacién de estos nuevos espacios, hoy llamados espacios topaldgicos;
alcanza el concepto de espacio el mismo grado de elaboracién que el con-
cepto de nimero y con él queda la Geometria definitivamente incorporada
a la Matematica y con los mismos caracteres que la Aritmética o el Algebra.

Resumiremos el caracter de la época actual respecto del concepto de es-
pacio, en la proposicién siguiente:

El concepto de espacio . matemdtico comncide con el de espacio topologzco,.:
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habiéndose liberado completamente del espacio del Universo, ol que se le re-
conoce un ‘cardcter tramscendente en la ciencia, y del espacio fisico. El con~
cepto de espacio ha alcanzado en la época actual el mismo grado de desarrollo
- que ‘el concepto de mimero. '

“l .

§ 5.—FEI, CONCEPTO DE GEOMETRIA: 1° EPOCA
(DespE EUCLIDES HASTA 1822)

Vista una sintesis de la evolucién del concepto de espacio, vamos a ocu-
parnos ahora de analoga cuestién respecto del de geometria.
~Como una primera aproximacién, observaremos que un cardcter comfin
a la Geometria~de toda época es el consistir en un conjunto de proposiciones
relativas al espacio o a figuras definidas en él. Ahora bien, segiin hemos
", indicado en el §.1, toda proposicién se reduce a una o varias relaciones de
contenido de la forma ac A 6 ASB, en donde ¢ es un elemento y Ay B
son’ clases de las definidas en el mencionado parrafo; por consiguiénte, si
queremos afinar mas en el concepto de Geometria, tendremos que investigar
- €l criterio adoptado en Geometria para la construccién de las clases corres-
pondientes a sus. conceptos y a sus proposiciones. Al dar este nuevo paso
es cuando aparecen las diversas épocas respecto del concepto de geometria,
que- nosotros: vamos a dividir en tres de la siguiente forma:

. L.* época: Desde Euclides hasta el afio 1822.
2.% época: '1822-1872.
3.% época: 1872 hasta nuestros dias.

;o 1. Epoca. (Desde Euclides hasta el afio 1822). En toda esta época existe .
una tnica Geometria: los Elementos de Euclides, por lo que caracterizar.
a la época es casi equivalente a la caracterizacién de los Elementos. Ahora
bien, una simple lectura de éstos muestra, por una parte, y seglin hemos
dicho anteriormente, que el espacio matematico coincidia con el espacio ma-
terial y, por otra, que los procesos fundamentales para la construccién de
las clases A 'y B de las proposiciones y de los conceptos, se apoyan en las dos
peticionies siguientes (I Libro):

1> Por cualquier punto se puede trazar una recta.

Y

2% De cualquier centro y con cualquier radio se puede describir una
circunferencia. ! ' : : :

Respecto de esta tltima debe entenderse que por radio de una circunfe-
rencia no se entiende un segmento abstracto, o su equivalente: el ntimero
. que mide un segmento, sino un segmento particular, uno de cuyos extremos
sea el centro de la circunferencia, y ¢l otro, un punto de la misma, por lo
-que el enunciado mas correcto de la peticidn 2.% seria el siguiente:
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.

2" De cualquier centro se puede descrlblr una circunferencia que con-
tenga a un punto dade.

En virtud de estas-operaciones fundamentales se ve premsado, para re-
solver la cuestion fundamental del transporte de segmentos, a resolver los

problemas I y II (Libro primero).
El primero de los cuales construye
un triangulo equilatero sobre un
segmento dado, y el segundo cons--
« truye un segmento congruente con
un segmento dado y uno de cuyos
. extremos es un punto dado. Vamos
a reproducir la construccion.de este
ultimo problema, porque - creemos
que caracteriza muy bien el espiritu
de toda la obra de FucLiDEs. Sea el
punto A, que se quiere sea extremo
de un segmento congruente con un
segmento dado BC. Para ello se
construye el triangulo equilitero’
ABD, uno de cuyos lados es' AB
Fro, 1 , " (prob. I). Con centro B se describe
la circunferencia y que contiene el
punto C (pet1c1on 27, se halla la interseccion E. del didmetro DB con vy,
tal que B esté entre D y E, y se describe la circunferencia 3, de centro D-
y que contiene a E. Se determina el punto F de interseccién del didmetro
DA con J, tal que A -esté entre D y F. El segmento AR es congruente con |
el segmento BC. :

Ahora bien, esta construccién que establece el transporte de segmentos
de modo riguroso a partir de las peticiones anteriores y de las propiedades
formdles de la adicién de segmentos (empleadas implicitamente) y que cons-
tituye un paso necesario para la demostracién del primer caso de congruen-
cia de tr1angulos (Teorema I, Prop IV, libro I) y que Evcripes demuestra
a continuacién, no constltuye el tinico material necesario para la demostra-
cién de éste, ya que ésta exige también el transporte de angulos y éste no
se construye hasta més tarde (Problema IX, Prop. XXIII, Libro I), por- lo
que dicha demostracion emplea con51derac1ones experlmentales del movi- .
miento de figuras en el espacio material.

Lo que interesa observar es que con. esta operac1on del transporte de
segmentos crea EucrLipes las clases de segimentos congruentes entre si me-
diante las cuales se define el concepto abstracto de congruencia de segmentos,

. que es uno de los conceptos fundamentales de toda la obra euclidea. De
. modo analogo, el transporte de angulos permite construir las clases que de-
finen la congruencia de angulos.

Resulta, por tanto, que en esta época se opera sobre el espacio materlal ,
v los conceptos fundamentales de congruencia de figuras se establecen cons-
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truyendo las clases de figuras congruentes entre si, para lo.que se emplean
‘bien directamente la ddea intuitiva de movimiento, bien el métode mas ela-
borado del transporte, que acabamos de indicar y que se refiere a segmentos
'y angulos. Es de observar que las clases que sirven para definir la congruen-
" /cia de segmentos y de dngulos se construyen a partir de uno de ellos me-
diante aplicacidn sucesiva de todos los transportes posibles. Sin embargo, las
clases de ﬁguras a que se refieren los teoremas se definen generalmente dando
el. género préximo y diferencia especifica a partir de las clases de figuras
primitivas que, como ya hemos dicho, no se definen, sino que 31mplemente
. se describen como objetos del mundo material.
Es curioso sefialar que, en este ambiente geométrico domlnado por los
conceptos fundamentales de congmeucw y de su derivado medida, surgen
un tipo especial de proposiciones de las que, aunque desgraciadamente no
-han llegado. hasta nosotros, podemos hacernos una idea. gracias a los lemas
de Paprus (IV d. C.), que tenian por finalidad facilitar su demostracién y
que, afortunadamente, conocemos. Nos referimos a los llamados porismas de
Eucripes. Uno de los lemas de Parrus es el que durante varios ahos se
llamé teorema de Pascal del exdgono inscrito en un par de rectas. Analo-
gos. son. los restantes lemas conocidos, por lo que se infiere que los poris-
mas de EucLipes serian proposiciones relativas a configuraciones. Ahora
bien, en estas proposiciones no intervienen, en absoluto, los conceptos de con-
gruencia- y medida que constitulan las ideas fundamentales de la Geometrla,
de aqui su caracter sorprendente y hasta cierto punto magico. de las mismas
dentro ‘del concepto vigente en la época, caracter que ha trascendido a
través del nombre con que las bautizaron, pues, como es sabido, “poros”
-significa salida que se encuentra en un lugar en €l que parecia no haberla;
de donde porisma significa fisura, que, como deciamos, patentiza el asom-
bro producido por tales’ p'roposiciones que no se podian encajar dentro del
concepto de Geometria de la época. En confirmacién de nuestra idea de
" considerar como una misma época hasta 1882, sefialaremos que en pleno
siglo xVII se emplea para la conﬁgurac1on de Pascar, del exagono inscrito
-en una cénica, el nombre de ° exagrama misthycum”, que revela el mismo
grado de extrafieza ante esta proposicién dentro de las 1deas del 51glo XVII-que
mostraron los griegos respecto de los porismas.
Todavia; abundando en estas ideas, citaremos el caso de G. DESARGUES
En 1639 publica DESARGUES su importante obra (3) en la que construye el
-espacio proyectivo de modo mucho més correcto que los gedmetras del primer
tercio del siglo pasado, ya que establece una denominaciéh comtn para los
puntos a distancia finita y puntos del infinito (but d’une ordonnance des lig-
‘nes dr01tes) y lo mismo para las rectas a distancia finita y del infinito ('és-
sieu d'une ordonnance de plans), estableciendo las relaciones de incidencia
entre unas y otras, con lo que crea el espacio proyectivo. Sélo por ésto ya
mereceria DESARGUES un lugar destacadisimo en la Historia de la Mate-
matica, cuinto’ méas habiendo aportado a la Geometria una contribucién
fundamental con su configuracion, la definiciérn de involucion y el estable-
cimiento de las propledades fundamentales sobre involucion y haces de conicas,
asi como la definicién de polaridad respecto de corncas y -cuddricas. Ahora
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bien, lo que queremos resaltar es que esta importantisima obra de DESAR-
GUES permanece 1gnorada durante méas de dos siglos. Creemos -que la.razén
de este olvido estd en que durante estos dos siglos el concepto de espacio
y el de geometria tenian, como hemos visto anteriormente, un contenido
‘radicalmente distinto al de espacio proyectivo y geometria proyectiva y,
siendo asi, no podian en modo alguno entenderse las ideas de DESARGUES,
quien, como precursor, estaba irremediablemente condenado al fracaso en-.
tre sus contempordneos y -al olvido. Justamente cuando los tiempos llegan
a la altura del pensamiento de DESARGUES, esto es, a mediados del siglo
pasado, es éste descubierto y adquieren validez e importancia sus ideas.

a

' § 6.— SEGUNDA EPOCA DEI, CONCEPTO DE GEOMETRIA
| (1822-1872)

4

Esta segunda €poca la caracterizamos por el trlunfo y desarrollo de 1a
geometria proyectiva. Fjsta - geometrla toma carta de naturaleza, y esto sig-~ -
nifica que las clases' de entes que sirven para definir los conceptos funda,-
mentales se construyen mediante ‘un fhecanismo distinto que .en la época
anterior, mientras que en ésta se empleaban los mov1m1entos y transportes,
‘en la segunda época se emplean las proyecciones y secciones  (PONCELET,
STEINER) .y las proyectividades (v. Srtaupr). Asi, por ejemplo, se justifi-’
can los puntos y las rectas del infinito por la necesidad de que los conceptos
de puntos y rectas sean invariantes mediante proyeccién y seccién, -0, dicho’
con mayor precisién, la clase que define estos entes se obtiene mediante
aplicacion a uno de ellos de todas las perspectividades o proyectividades.

Sin embargo, como ya hemos dicho, el descubrimiento del método pro-
yectivo para construir las clases fundamentales de la g’eometria proyectiva
no trae como consecuencia que se considere al espacio proyectivo como

algo distinto del espacio material tmico de la época. Por el contrario, los
nuevos resultados se interpretan como un mayor poder de penetracion para. .
el conocimiento del espacio material, proporcionado por los nuevos métodos,
‘que permiten estudiar las regiones infinitamente alejadas sin necesidad de
‘recurrir a consideraciones metafisicas. Volvemos a recordar las palabras
de PoNCELET anteriormente citadas: “Ces derniéres considerations, déduites
unlquement des principes élémentaires de la pro;ectlon central dorinent
lmterpretatlon de cette notion métaphysique...”

En esta época aparecen también las geometrias no euclldeas 'y las. geo-
‘metrias lineales de dimensién #, introducidas analiticamente - por CaviEY,
pero ninguno de estos hechos tiene dentro de la época una importancia
comparable a la aceptacién universal del método proyectivo. Su importancia,
como hemos visto, estd en su intervencién en la crisis del concepto de -
espacio, pero no llegan a tener una influencia decisiva en la formacmn‘
del concepto de geometria vigente en la época.

‘Es de interés observar, que al ﬁnal de la época adqulere un espléndido




ENSAYO HISTORICO DE LOS CONCEPTOS DE ESPACIO Y GEOMETRIA

v

desarrollo .l método analitico para el estudio de la geometria, gracias prin-
cipalimente a’los trabajos de Pricker, MpBIus v, prmcqpalmente CAYLEY:
Como consecuencia de este desarrollo nace y progresa la teoria de invarian-
tes, ya que representandose analiticamente las figuras del espacio euclideo
o del proyectivo por un sistema de ecuaciones o inecuaciones, las propie-
dades de estas figuras vienen dadas por ecuaciones o inecuaciones entre sus
coeﬁc1entes, pero para que estas ecuaciones o inecuaciones entre los coefi-
cientes representen una propiedad geometrlca es preciso que sean indepen-
dientes del sistema de referencia. De aqui a la definicién de Geometria
del Programa de ERLANGEN sOlo hay un paso: la observacién de que las
transformacmnes de coordenadas pueden 1nterpretarse como transforma-
cioties geométricas.

§ 7. ——TERCERA EPOCA DEL CON{CEPfT O DE GEOMETRIA
(1872 - actualidad).

.~ Acabamos de ver que el avance analitico de ia Geometria al final de la.
" época anterior llevaba a la conclusién de que para que una relacién de una
figura fuese una propiedad geométrica debia de conservarse cuando se efec-
. tuaba cualquier transformacién de coordenadas o, lo que es lo .mismo, que
"la’ clase formada por todas las figuras-'que gozan de una propiedad geo-
métrica quedaba dividida en subclases equlvalentes y disjuntas, formada cada
una de éstas por una’ figura de la clase total y todas las que se deducen de
“ella por aplicacién .a la misma de todas las transformaciones -equiformes,
afines o proyectivas, segin los casos. Esta observacién, juntamente con la
necesidad de dar una definicion de Geometria que sirviese para las nuevas
geometrias que habian ido surgiendo, condujo a KrLEIN a formular su defi-
, nicién de geometria en su Erlanger Programm. Su pensamiento queda cla-
famente ﬁ_]ado en los siguientes parrafos (1. ‘¢, pag. 460, T. 1.): :
“Unter den Leistungen der letzten fiinfzig Jahre auf dem. Gabiete der
Geometrie nimmt die Ausbildung der projektivischen Geometrie die erste
Stelle’ ein.. Wenn es anfinglich schien, als sollten die sogenannten metri-
schen Beziehungen ihrer Beandlung nicht zuganglich sein, da sie beim Pro-
jizieren nicht- ungeéndert bleiben so hat man in neurer zeit gelernt, auch
sie 'vom projektivischen Standpunkte aufzufassen so daB nun die projekti-
vische Methode die gesamte Geometrie umspannt. Die metrischen Eigen-
" schaften erscheinen in ihr nur nicht mehr als E1genschaften der raumlichen
Dinge an sich, sondern als Beziehungen, derselben zu einem Fundamentaige-
bilde, dem unendlichfernen Kugelkreise”.
: “Vergle1cht man mit der so allmihlich’ gewonnenen Auffassungs weise.
der rdumlichen Dinge die Vorstellungen der gewohnlichen (elementaren) Geo-
metrie, so entsteht die Frage nach einem allgemeinen Prinzipe, nach wel-

chém die beiden Methoden sich aushilden konnten. Diese Firage erscheint um
s@ wichtiger,” als sich neben die elementare und projektivische Geometrie,
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ob auch minder entwickel, cine Reihe anderer Methoden stellt, dessea

man dasselbe Recht selbstindiger Existenz zugestehen muB. Dahin gehoren

die Geometrie der rationalen Umformungen u. s. w., wie sie in der Folge '

noch erwihnt und dargestellt werden sollen”.

“Wenn wir es im nachstehenden unternehmen ein solches Prinzip auf—
zustellen zo entwickeln wir wohl keiner eigentlich neuen Gedanken, son-
dern umgrenzen nur klar und deutlich, was mehr oder minder bestimmt
von manchen gedacht worden ist. Aber es schien um so berechtigter; derar-
tige zusammenfassende Betrachtungen zu publizieren, als die Geometrie,

“die doch ihrem stoffe nach einheitlich ist, bei der raschen Entwicklung, die -

sie in der letzten zeit genommen hat, nur zu sehr in eine Reihe von beinahe
getrennten Disziplinen zerfallen ist, die sich ziemlich unabhingig von einan-
der weiter bilden..

“Als Verallgememerung der Geometrie entsteht so das folgende umfas-
sende Problem: N

"Es ist eine Mannigfaltigkeit und mderselben eine Transformatlonsgruppe
gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehorigen Gebilde -hinsicht-

lich solger Eigenschaften untersuchen, die durch die Transformatmnen der.

s

Gruppe nicht' geandert werden”.

En los parrafos anteriores resultan claramente dos ideas fundamentales :

1% Unificaci6n, dentro de la Geometria proyectiva, de ésta y la Geome—
tria clésica. 2.% Deﬁn1c1on del concepto de Geometria de modo que en él tuvie-
sen cabida las geometrias no euclideas, la proyectiva, la birracional, etc. .

Obsérvese que de las dos cuestiones anteriores la primera era la que
presentaba mas interés y hubiese hecho innecesaria la segunda si se hubiese
podido agrupar a todas las geometrias posibles dentro de un mismo espacio,
pero el hecho de haber surgido -infinitos espacios posibles es el que hace
necesaria la segunda cuestion. Ahora bien, “segin hemos visto al tratar
det- concepto de espacio, lo que sucede es que en esta epoca el concepto de
espacio estaba arribando a su madurez, llegindose a principio de siglo a
su ‘definicibn matematica; con ello, la Geometria se incorpora a la Mate-
matica, y esto, como toda incorporacion verdadera; hace que se pierdan los
iimites, que se pierda la forma del ente absorbido, en este caso la Geome-
trla, dentro del ente absorbente, la Matematica. De aqui resulta la impre-
cision actual del concepto de geometrla de KLEIN, ya que muchos teoremas
de Anilisis' podrian considerarse, segiin la deﬁn1c1on anterior; como teoremas

geométricos, e incluso teorias completas del anilisis, como la de la medida
de conjuntos y de la integral. Seria interminable la enunciacién de teore-

mas que admiten un enunciado con conceptos del Anlisis, o del ‘Algebra

o de la Aritmética y otro con conceptos geométricos. De aqm la dificultad

de clasificar en muchas ocasiones una determinada propos1c1on 0 memoria.
En muchos casos es el instrumento empleado el que sirve para clasificar
una determinada proposicién geométrica. Asi, por ejemplo, el corkepto

de 31mphc1dad o multiplicidad de un punto o una subvariedad de una varie-
dad algebraica se acostumbra a considerar como un concepto de la Geome-
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tria de las correspondenaas birracionales, o geometria algébraica, en el

““sentido corriente, cuando, en realidad, tal concepto es un concepto proyec-
‘tivo, en el seritido de-KLEIN, de ser invariante respecto de las transformacio-
nes proyectivas y no serlo respecto de las birracionales. La Geormetria alge-
braica, propiamente tal, es decir, la geometria en el sentido de KLEIN co-
rrespondiente a las transformaciones algebraicas, kZrlace equivalentes entre si
todas las subvariedades de la variedad que actda como espacio ambiente.
Respecto de ella el concepto de dimension no es invariable; sin embargo,
el estudio de las relaciones entre las dimensiones de una subvariedad y de
su transformada se considera como una propiedad de tal geometria, aunque
en el sentido estricto de la definicién de KLEIN no lo sea.

Patronato Juan de la Cierva del C. S. I. C.

Madrid, 15 de marzo de 1951.
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