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PROLOGO



Desde mis estudios de licenciatura, he sentido una gran —
atraccién por la Geometria Axiomdtica, encuadrada en el contexto -
matemitico ~ filoséfico de los fundamentos, de la distincién cada -
vez mAs nitida entre la mera descripcibén del mundo fisico y la des-
nudez de la verdad matemdtica, que no precisa de ninguna referencia

a lo real y que, en conocida frase de Einstein,

"En la medida en que se refieren a la realidad, las leyes -
de la Matemética no son ciertas; y en la medida en que son ciertas,

no se refieren a la realidad”.

He seguido con mucho interés la evolucién del pensamiento ~
matemdtico, desde la primera organizacidn deductiva de la Matemdti-
ca griega que ha llegado a nosotros y que constituye el punto de -~
partida para toda elaboracidén cientifica: 'Los Elementos" de Eucli-~
des {14). El profesor Abellanas (1) hace una interesante y razona-
da consideracién de la matematica de "Los Elementos", como fotogra-
fia de la infancia de nuestra matemdtica actual: en ella ya estan -
presentes todos los rasgos (léase, problemas fundamentales) de la -

matemética de hoy.

Los reiterados esfuerzos para demostrar el V Postulado de -
Euclides, estimulan el sentido critico de los matemdticos posterio-
res y la comprobacién de lo erréneo de las demostraciones, va esta-
bleciendo una cadena de propiedades equivalentes. Son de un parti-
cular interés lcs resultados de Saccheri (31) que, pese a su false-
dad final, proporcionan un importante punto de partida para los es-
tudios siguientes: las conocidas hipdtesis del angulo recto, agudo
y obtusc. Con ellas, llegara Lobachewski (23), a una de las prime-
ras formulaciones de Geometria no euclidea. Los trabajos de Bolyai

y Gauss principalmente, a la vez que presentan, desde otros puntos



de vista, Geometrias no euclideas, van abriendo una importante via
de despegue de la Matemética con el mundo f{sico; Beltrami (7), al
presentar un modelo de Geometrfa no euclidea, contenido en el marco
de la euclidea, daré la garantfa final para el reconocimiento total
de las Geometrias no euclideas, como un capitulo més de las cons---

trucciones mateméiticas.

Esta situacién lleva a un deseo cada vez mds sentido de pre
cisar los conceptos bésicos y formularlos con una gran independen--
cia de su indudable valor como descripcibén del mundo fisico. En el
Gltimo tercio del siglo XIX,Pasch (27) plantea, como un capftulo ce
ro de su libro "Lecciones de Geometria Moderna", un conjunto de --
axiomas que le garantice la solidez de sus estudios geométricos pos

teriores.

Autores como Kennedy (19) discuten la prioridad del trabajo
axiomético de Pasch sobre el de Peano (28), este Gltimo menos cono-

cido por la dificultad de su lectura.

Hilbert, en sus "Fundamentos de la Geometrfa" (16), propor~
cionaré la gran construccién de la Geometria axiomdtica, punto de -
referencia obligado para cualquier otra construccién. En su obra,
ademds del deliberado intento por despojar a sus axiomas de toda -~
vinculacidén con el mundo fi{sico, se plantea por primera vez el pro-
blema de la compatibilidad del sistema y el de la independencia de
sus cinco grupos de axiomas. La compatibilidad, a la vista del Teo
rema de Godel, la "resolveré" del inico modo posible: estableciendo
su solidaridad légica con un modelo suficientemente"fiable": la arit
mética de los nimeros reales. Consecuente con este planteamiento,
demostraréd la independencia de cada grupo creando modelos que veri-

fiquen todos los axiomas salvo los del grupo que se contrasta.

<



Una interesante serie de trabajos, tales como los de Pieri
(29) y (30), Veblen (33) y (34), Moore (25), Birkhoff (8) y (9}, ~--
Moulton (26), Maclane (24) y Huntington (17), etc. dan testimonio -
del interés que la Geometria axiomltica suscita en el mundo de la -

Matematica.

Al margen de esta intencionalidad axiomftica, pero siempre
desde la preocupacidn por el andlisis de los elementos geométricos,
estudié con mucho interés el gran trabajo de Descartes (11), donde
se plantea ya claramente la traduccibédn de los conceptos geométricos

al mundo més asequible y potente de los numeros y de lo algebraico.

Las relaciones entre la Geometria y el Algebra, tratadas --
en un lenguaje axiomitico por Baer (5), fundieron mis dos centros -
de interés. En su Memoria, Baer, tras una necesaria descripcién --
axiomédtica del plano, pretende fundamentalmente poner de relieve —-
una serie de equivalencias entre propiedades algebraicas y geométri
cas. El detallado estudio de este trabajo de Baer, de lectura muy
laboriosa, juntamente con algunas aportaciones personales, constitu

yeron mi Tesina de Licenciatura (15).

En el mismo afio de la publicacién del trabajo de Baer, E. -
Artin publica (2), donde se aprecia una linea anéloga, aunque con -
una intencionalidad més claramente axiomAtica. A partir de un con-
junto de axiomas de formulacidén geométrica, llega a la construccién
de un cuerpo (en principio totalmente arbitrario) y a la introduc--
cién de coordenadas con los elementos de ese cuerpo. Esto es, se -
llega a "afinizar" la Geometria, asignando a cada punto, una vez --
elegido un sistema de referencia, un par ordenado de elementos del
cuerpo, y considerando cada recta como el conjunto de puntos cuyas
coordenadas satisfacen una ecuacién lineal con coeficientes en el -

cuerpo sefialado.

m



Con posterioridad Artin (3), completaria su estudio estable
ciendo las equivalencias entre propiedades del cuerpo base y propie

dades geométricas del plano afin construido sobre é1.

Pues bien, en torno a que el Algebra y la Geometiria no son
en muchos casos sino distintos modelos de una misma verdad, la pre-
sente Memoria tiene por principal objeto el dotar a un conjunto de
elementos tales como "puntos", "rectas" y “"planos" indefinidos, de
una cierta estructura de espacio afin, en el sentido usual del tér-

mino.

Para ello se propone un conjunto de axiomas de formulacién
puramente geométrica que conducen a unos resultados algebraicos que

nos permiten obtener esa cierta afinizacibén buscaca.

Cabe resefiar, ademés, tres importantes aspectos que se ex--

pondrén con més detalle a lo largo de este prélogo.

En primer lugar, la introduccién de la axiomatica se ha --
efectuado, a diferencia de los autores que han tratado cuestiones -
anélogas, a medida que los axiomas se han ido necesitando, lo que -
corresponde a un tratamiento natural del tema. Esto ha dado lugar,
por una parte, a una labor mds arcdua en la demostracién de las dis-
tintas proposiciones, pero ha posibilitado la obtencién del méximo
partido de tales axiomas.

En segundo lugar, se ha tenido la intencionalidad expresa -
de utilizar Unicamente axiomas de formulacidn geométrica, que han -

conducido a resultados geométricos y algebraicos equivalentes.

Y, en tercer lugar, sefialamos la introduccién de movimientos

en el espacio, en nuestro caso las alineaciones, que nos permiten -



dotarlo de esa cierta estructura de espac:o afin.

Segin se observa en el breve estudio que se realiza en es--
te prélogo, la introduccién de movimientos en el espacio es una ca-
racteristica comin de los distintos autores gue se han interesado -
en este tema, Artin (2), Baer (5), Bachman (4), etc. Esto ha con-
ducido a suponer que, sin ningin tipo de movimientos, dotar al con-
junto de términos indefinidos de la estructura de espacio afin en--—

cerraria una gran dificultad, o quizéds, fuera una tarea imposible.

Trataremos ahora de hacer un breve estudio de las axiomati-
cas propuestas por los autores estudiados en los trabajos previos a

la realizacién de la presenite Memoria.

E. Artin (2), en su articulo "Coordinates in affine Geome——-
try", trata en primer lugar, de construir un plano afin sobre un -
cuerpo totalmente arbitrario. Para ello, formula tres axiomas de -

incidencia, que postulan:
. La existencia y unicidad de la recta que pasa por dos puntos.

. La existencia y unicidad de la recta paralela a otra por un pun-

to,

. La existencia de tres puntos distintos no alineados.

Como movimientos en el plano introduce las dilataciones: un
tipo de biyecciones puntuales que verifican ciertas condiciones. -
El estudio de la determinacioén de una dilatacidn conduce a caracte-
rizar un subconjunto importante de las dilataciones, el de las tras
iaciones, que es particularmente iddneo para admitir la estructura
de grupo. El axioma 4a asegura que este conjunto de traslaciones -
es un grupo simplemente transitivo, lc que en presencia de los axio
mas anteriores implica la conmutatividad del grupo.



Con este axioma y con la definicién de homomorfismo entre -
traslaciones que conservan las direcciones, se definen las operacio
nes en el conjunto de estos homomorfismos que hacen que dicho con--

junto adquiera la estructura de cuerpo.

Sin embargo, los axiomas propuestos hasta ahora, suficientes
para construir el cuerpo, no tienen ain la necesaria potencia para
permitir la asignacién de coordenadas a cada punto. Es necesario, -
por tanto, un nuevo axioma, el 4b que, en sus dos formas equivalen--
tes, "simetriza" la Geometria, asegurando la existencia de suficien-

tes dilataciones, y la introduccién de coordenadas.

Como vemos, la axiomética propuesta tiene una gran potencia
Y, en el trabajo de Artin, se puede observar la relativamente inme-
diata consecucién de este primer objetivo a partir de tal axiométi-

ca.

Con posterioridad en (3), retoma la axiomética anterior y =~
demuestra que el conjunto de axiomas adoptado es equivalente al de
cualquier plano afin sobre un cuerpo arbitrario. Con la oportuna -
atribucidn de significados demuestra que un tal plano verifica sus

cuatro grupos de axiomas.

Los axiomas 4a y 4b garantizan, respectivamente, la existen
cia de "suficientes" traslaciones y dilataciones. En presencia de
los axiomas 1, 2 y 3, dichos axiomes 4a y 4b tienen una importante

traduccién geométrica: el plano asi obtenido es arguesiano.

Sobre este plano afin, extremadamente débil, se estudian --

equivalencias detanto interés como las siguientes:



. En el plano se verifica la configuracién de Pappus si, y sélo si?,

el cuerpo es conmutativo.

En virtud del Teorema de Wederburn sobre la conmutatividad
de los cuerpos finitos, se tiene que todo planc finito verifica

la configuracién de Pappus.

. El plano estd ordenado si, y sdlo si, el cuerpo es ordenado y no
tiene caracteristica 2. En este Gltimo caso, que correspcnde a

la Geometria de los cuatro puntos, el orden es trivial.

El plano tiene un orden arquimediano si, y sélo si, el cuerpo --

sobre el que estd construido es arquimediano.

Como consecuencia del resultado que establece que todo cuer
po arquimediano es un subcuerpo del cuerpo real y, por tanto, con--
mutativo, tenemos una interesante demostracidén de que un plano ar--

quimediano verifica la configuracién de Pappus. Nétese gque en prin

N

cipio un plano puede ser ordenado y no verificar dicha configuracidn.

Una interesante relacién entre el Teorema de Desargues y la
verificacién de la configuracién de Pappus, la establece el conoci-
do Teorema de Hessemberg: "lLa configuracidén de Pappus implica la -~
verificacidén del Teorema de Desargues*. Veremos en la axiomdtica -
propuesta en la presente Memoria una corroboracidén de este Teorema,
al llegar directamente en presencia de nuestros axiomas, a la cons-
truccidén del cuerpo conmutativo, esto es, de la Geometria de Pappus

que implica en cierto modo la arguesiana.

R. Baer (5), a diferencia de Artin, no persigue tanto dctar
de un sistema axiomatico riguroso a unos términos indefinidos, cuan
to estudiar los resultados de la Geometria elemental en los aspec—-

Tos que tratamos a continuacién.



Tras introducir el plano afin a partir de uno proyectivo en
-
la forma usual, postula cinco axjomas para una relacién del punto -

mecdio. Dichos axiomas son:

. Si C es punto medio de A y B, C esté en la recta determinada por

Ay B.
. Si C es punto medio de A y B, C es punto medio de B y A.

. Si A # B existe y es Unico un punto C que es punto medio de A --

y B,

. Si A £ B son dos puntos, existe un inico C tal que B es punto --

medio de A y C.

. la relacifn es invariante por paralelismo.

Demuestra que los axiomas 3 y 4 son redundantes si se veri-
fican los otros tres, y que dicha relacién del punto medio es UGnrica

si se verifican los cinco axiomas.

Tras obtener propiedades geométricas equivalentes, bajo de-
terminadas condiciones, a los axiomas 3 y 4, introduce ciertas trans
formaciones en el plano que llama reflexiones. Los axiomas introdu
cidos en la relacidén del punto medio aseguran la existencia de un -
nimero "suficiente" de reflexiones, lo que garantiza la existencia

de otras transformaciones llamadas traslaciones,

En este momento lleva a cabo la introduccién de coordenacdas
mediante un lema que remite a un trabajo suyo en el plano proyecti-
vo {6). La introduccitn de un plano afin a partir del proyectivo -
se justifica por la utilizacién que hace de los resultados obteni-—-
dos en el Gltimo trabajo citado, en el gue se refiere unica y excliu
sivamente al plano proyectivo.

* Como es habitual en las construcciones axiomaticas, se aceptan los
términos "relacidn', “pertenencia”, etc., corn su significado usual.



A partir de aqui obtiene una serie de resultados algebrai--
cos y geométricos equivalentes que relacionan propiedades del domi-
nio de donde toma las coordenadas de los puntos con propiedades geo

métricas del plano.

Ante la extrema debilidad de las propiedades de dicho domi-
nio, introduce una segunda relacién, esta vez entre rectas del pla-
no, que es la de ortogonalidad, y que cumple los postulados siguien

tes:

. Para toda recta existe una recta ortogonal.

. Si una recta es ortogonal a otra, la segunda lo es a la primera.

. Si una recta es ortogonal a otra, toda paralela a la primera es
ortogonal a la segunda y toda ortogonal a la segunda es paralela

a la primera.

A partir de aqui demuestra la equivalencia entre el Teorema
de las alturas y la condicién de cuerpo conmutativo del dominio. -
Posteriormente, tal y como se habia anunciado, se estudian las pro-

piedades geométricas elementales, tales como:

. Lla colinealidad de los puntos notables de un tridngulo.

. La unicidad esencial de la relacidén de ortogonalidad en los pla-
nos afines de las caracteristicas conseguidas con los postulados
introducidos.

. Las propiedades de las bisectrices de los éngulos de un tridngulo.

. La teorfia de circulos y su relacién con la ortogonalidad.

. Una relacién de congruencia entre vectores, que es una a modo de
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métrica, y que puede inducir, y a su vez ser inducida, por una -

relacién de ortogonalidad bajo una serie de requisitos.

Schriabel (32), en su Memoria, parte de un plano afin y de--
muestra que, con la simple introduccién de un axioma sobre la exis-
tencia de reflexiones respecto a tres rectas concurrentes en condi-
ciones particulares, es posible dotar a dicho plano de una configu-

racién euclidea.

Los trabajos de Schnabel (32), Bujanda (10), Dieudonné (12),
Diller/Boczek (13), Karkel/Kist (18) y Lingenberg (20), (21) y (22),
entre otros, muestran el interés que la Geometrfa axiomética sigue

inspirando en la investigacifn matemfitica actual.

Cabe sefialar, por ultimo, que Euclides (14), Hilbert (16),
Veblen (32) y Pieri (29) no pretenden en ningin caso cbtener esa -
cierta afinizacidédn del espacio que el presente trabajo persigue, y
si, en cambio, el tratamiento de la Geometria de modo sintético. -
Incluso el trabajo de Pieri, pese 8 basar su axiomidtica en el movi-
miento, no pretende en absoluto dotar al plano de ningiun significa-

do algebraico.

Sin embargo, su estudio, as{ como el resto de los autores -
de la bibliografia ha sido muy interesante de cara, principalmente,
al tratamiento de la compatibilidad e independencia de los axiomas,
pues el trabajo tanto de Hilbert, como de Veblen, ha sugerido en ai
gunos casos, la construccién de los modelos donde se muestran tanto

una como otra.

Pues bien, el presente trabajo pretende, en primer lugar, -

un estudic de un plano entendido como conjunto de puntos y rectas -



S

(términos indefinidos), y una relacidén de incidencia entre ambos, -
al que se dota de una cierta estructura de plano afi{n mediante la -

introduccién de estos cinco axiomas:

AXIOMA I. ODados dos puntos distintos P y Q, existe una y sbélo --
una recta 1 tal que P estf sobre 1 y Q estéd sobre 1.
Eacribimos l=P+Q y decimos que P y Q estén alineados.

AXIOMA II. Dados dos puntos distintos A y B alineados, existe un

tercero C que no pertenece a la recta A + B,

AXIOMA IIIa. Existen una recta y para cada par de puntos de esa rec

ta una alineacién que los intercambia.

AXIOMA IIIb. Para todo par de puntos distintos y alineados, existe
una alineacidn que los intercambia.

Nétese que, en presencia de los axiomas I y II
el axioma IIIb contiene al IIla. '
La formulacibén as{ establecida se ha hecho pensando en

desligar los resultados que pueden obtenerse utilizan-

do solamente la formulacién débil IIla.

AXIOMA IV. Existe una relacién de ortogonalidad entre las rectas

del plano que verifica

0.1 Para cada recta a existe una recta b distinta de
a, tal que a es ortogonal a b.

0.2 a es ortogonal a b si y s6lo si b es ortogonal a a.

0.3 Si a es ortogonal a b, entonces a | a' es condi--
cién necesaria y suficiente para que a' sea orto-

gonal a b.

0.4 Las alturas de un tridngulo son concurrentes.

AXIOMA V. Completitud de Cantor.
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Estos axiomas, como ya se ha indicado, no se introducen des
de un principio, y si a medida que se han ido necesitando. De he--
cho, puede notarse la ausencia del postulado de las paralelas. Ello
es debido a que este postulado es consecuencia légica de los axio--
mas I, II, III y IV. Sin embargo, con vistas a mantener un orden -
metodolégico, se utiliza dicho postulado, en principio, como hipbéte

sis.

Con el fin de obtener esa cierta afinizacién del plano, bas
ta con introducir los axiomas I, II y IIla, junto con la hipdtesis
de paralelismo (es decir, una cierta parte de los axiomas I1II y IV)

pues segin se demuestra son equivalentes los siguientes resultados:

. Lla existencia de traslaciones en la recta a la que se refiere -
I1la.

. Lla existencia de un sistema de referencia y una caracterizacién
de

a) Los puntos como pares ordenados de elementos de un cierto do
-
minio F.
b) Las rectas como conjunto de soluciones de una ecuacién lineal

con coeficientes en F.

El dominio F constituido por los puntos de una recta que --
es aquella cuya existencia afirma el axioma IIIa, es un grupo res--
pecto de la adicibén (obtenida mediante un transporte de estructuras
con el grupo de las traslaciones) y posee una segunda operacibén. -
La definicién de la segunda operacidén, la multiplicacién, se da en
términos totalmente constructivos y no tiene una equivalencia inme-
diata en términos de composicién de alineaciones. Esta multiplicg
cién asi definida, en principio, ni siquiera es manejable como tal

operacidn, esto es, no tiene la propiedad asociativa.

* Utilizamos el término "dominio" al estilo de Hilbert, sin hacer -
referencia a su habitual significado algebraico.



Para poder continuar el estudio propuesto, se hace uso del

axjoma IIIb y ello permite asegurar que :

. Lla alineacién que intercambia dos puntos cualesquiera del plano

es Gnica.
. Las diagonales de un paralelogramo no son paralelas.

. Si ABCD es un paralelogramo tal que A + Bl D+ Cy A « Dl
B+ C, si Fes un punto de la recta A + D tal que B+ DIl C+ F,
entonces F = AJ. siendo J la alineacién de centro D.

. La relacién entre puntos mediante alineaciones se conserva por -

paralelismo.

. El producto de dos alineaciones es una traslacién, y el producto

de tres alineaciones es una alineacién.

. Si R es el grupo generado por las alineaciones, entonces el gru-
po de las traslaciones T es un subgrupo abeliano de indice 2 de
R.

Se obtiene ademds, la equivalencia de tal axioma con las --

proposiciones.
. El grupo de las traslaciones es simplemente transitivo.

. El plano es un plano af{n sobre un dominio F que es distributivo

por la derecha y de caracterfstica distinta de 2.

Es decir, una serie de propiedades geométricas, por un la--
do, y algebraicas por otro, que, sin embargo, no nos permiten asegu

rar mas propiedades del dominio F. Es necesario introducir el axio



ma IV para que F tenga la estructura de cuerpo conmutativo. A di!g
rencia de E. Artin necesitamos la introduccién de un axioma de ca--
récter métrico para llegar a establecer que el dominio F tiene es—-
tructura algebraica de cuerpo. NO&tese, sin embargo, que el cuerpo

que llegamos a construir tiene ya unas propiedades bien definidas.

Posteriormente se efectia, al modo de Baer, un estudio su--

cinto de:
. La colinealidad de los puntos notables de un tridéngulo.

. La concurrencia de las medianas en el casoc de que el cuerpo sea

de caracteristica distinta de 3.

. Las propiedades de las bisectrices de los &ngulos de un triéngu-
lo.

. La teoria de circulos.

La relacién entre la conmutatividad del cuerpo base y el Teorema
de Pappus.

Hacemos notar que esta relacién entre la conmutatividad del
dominio y la configuracién de Pappus también la pone de relieve —-
Hilbert al construir el cflculo segmentario. La verificacién del -
Teorema de Pappus (al que Hilbert se refiere como Teorema de Pascal
en atencién sin duda a que este Gltimo es una generalizacién del de
Pappus) es equivalente a la conmutatividad del producto del sistema
cartesiano que construye como base para el estudio de la semejanza
y de las Areas, estudio que realiza brillantemente sin recurrir al
axioma de Arquimedes.
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La relacién existente entre el Teorema de Desargues y la --
configuracién de Pappus, puesta de relieve en el Teorema de Hessem-
berg, aparece en nuestro contexto, al llegar directamente a la cons

truccidén de un cuerpo conmutativo.

Por Gltimo, en lo referente al plano, se le dota de un or--
den, estableciendo, en primer lugar, el orden en el cuerpc base me-
diante una aplicacién biyectiva con el cuerpo de los racionales, y,

posteriormente,. trasladando el orden de éste a aquél.

Con el objeto de que el plano sea completo, se introduce el
axioma V que asegura la completitud del cuerpo base F, y posterior-
mente, se ordena F, y, por tanto el plano, segin el cuerpo de los
reales. La ordenacién del plano se efectia de tal manera que dados
tres puntos ordenados y alineados, la ordenacién se conserva o se in

vierte en las proyecciones paralelas.

Posteriormente, y con el objeto de dar un caracter riguroso
a la axiomatica del plano, se demuestra la compatibilidad eligiendo
un modelo que muestre la solidaridad légica de los axiomas con €1,
y la independencia de los axiomas, construyendo cinco modelos que -~
cumplen cuatro de los axiomas y no verifican aquél cuya independen~

cia se quiere demostrar.

El estudio propuesto seria limitado si nos detuviéramos en
el plano. Por ello, se efectia una generalizacién al espacio comen
zando por el de tres dimensiones. Fxr supuesto, la axiomética formu
lada para tal espacio pretende ser una generalizacién de la del pla
no, esto es, que la restriccidén a cualquier plano nos proporcione -
un plano isomorfo al descrito en el primer capitulo. Mas ain, de -
hecho, el espacio que construimos cabe considerarlo de modo infor--

mal como unidén, en las condiciones adecuadas que garanticen los —-



axiomas, de una serie de planos como el construido en el capitu--

lo 1.

AsS

pues, el espacio es un conjunto formado por tres con-

juntos: uno de "puntos”, otro de ‘rectas", y otro de "planos”, in

definidos, en el que existen dos relaciones binarias de incidencia

entre puntos y rectas, y puntos y planos. Para estos términos se

proponen los siguientes

AXIOMA I.

AXIOMA II.

" AXIOMA III.

AXIOMA IV.

AXIOMA V.

AXIOMA VI.

AXIOMA VII.

Si existen dos puntos distintos P y Q, existe una y --
sélo una recta 1 tal que P estd situado sobre 1 y Q ~--
estd sobre 1. Escribimos l=P+Q y decimos que P y Q es-
tén alineados.

Si existen dos puntos distintos alineados P y Q, exis-

te un punto B no alineado con ellos.

Si existen tres puntos distintos no alineados P, Q, N
y alineados dos a dos, existe un (nico plano o que --

los contiene.

Si dos planos o< y /3 tienen un punto comin, tienen al

menos Otro punto comun.

Si existen tres puntos P, Q, N no alineados y alinea--
dos dos a dos, existe un punto T no coplanario con ~-
ellos.

Para cada par de puntos distintos y alineados del espa

cio, existe una alineacién que los intercambia.

Existe una relacién de ortogonalidad entre las rectas
de cada plano del espacio que verifica 0.1, 0.2, 0.3 y
0.4 (Las mismas propiedades del plano)



AXIOMA VIII. Completitud de Cantor.

Como puede observarse, no se postulan comoc axiomas el de -
las paralelas y el de incidencia que afirma que si una recta tiene
dos puntos en un plano, todos sus puntos pertenecen al plano; esto
es asi, porque segin se demuestra posteriormente tales proposicio-
nes son consecuencias légicas de los axiomas VI y VII. Cabe afla--
dir que al objeto de que la generalizacién sea tal que la restric-
cién a cualguier plano del espacionos proporcione un plano isomor-
fo al descrito en el Capitulo 1, la definicién de alineacidn exige,

ademis, Que una recta y su transformada sean coplanarias.

Tras la introduccién de los seis primeros axiomas, se lle-

ga inmediatamente a que

. Si una recta 1 tiene dos puntos P y Q en comin con un -

plano o< , todos los puntos de 1 pertenecen a ©O< ,

Y, ademds, a resultados geométricos referentes a las alineaciones
que permiten dar un criterio constructivo para cobtener el transfor

mado de un punto dado.

Posteriormente, se deducen resultados similares a los del

plano, tales como:

. Una alineacién que intercambia dos puntos cualesquiera del espa

cio es unica.
. Las diagonales de un paralelepipedo no son paralelas.
. Si ABCD es un paralelogramo tal que A + Bil D+ Cy A+ DIl B+ C

si Fesun punto en A + D, tal que B + D!l C « P, entonces —

F = Aj, siendo j la alineacidén de centro D.



. La relacién entre puntos mediante alineaciones se conserva por

paralelismo.

. La existencia y unicidad del planoc paralelo a otro por un punto
dado.

Tras definir las traslaciones en el espacio de la forma --

usual, se demuestra que:

. El producto de dos alineaciones es una traslacién, y el produc-

to de tres alineaciones es una alineacién.

. Para todo par de puntos existe una alineacién que los intercam-
bie 8i y s6lo si el grupo de las traslaciones es simplemente —
transitivo.

Se introducen posteriormente coordenadas en el espacio, --
previa eleccién de un sistema de referencia. Dichas coordenadas -
se toman de un dominio F que es uno de los ejes de dicho sistema -
de referencia. Se define la adicién en los elementos del dominio
mediante un isomorfismo con el grupo de las traslaciones,y la mul-
tiplicacién de forma un tanto més complicada que en el plano, pero
también de modo constructivo. Sin embargo, la demostracién de las
escasas propiedades de la multiplicacién en el dominio F, se efec-
tia en el plano de referencia determinado por F y otro eje de coor

denadas.

De esta forma se consigue una cierta afinizacién del espa-
cio al caracterizar los puntos mediante ternas de elementos de F y
los planos como conjunto de soluciones de ecuaciones lineales con

coeficientes en F



A continuacién, se demuestran propiedades de F bajo cier--
tas condiciones geométricas que se cumplen en el plano de referen-

cia antes citado , tales como:

. El grupo de las traslaciones en dicho plano es simplemente tran

sitivo si y sblo si

(1) (u+ Vv)w = uw + Ve para u, v, we F

. Si F satisface (1), entonces son equivalentes
(2) 1+140

(iii) Las diagonales de un paraleloplanoc no son paralelas

en el plano de referencia.

(e) Existe una alineacién en dicho plano.

Nétese la analogia entre la construccitn del dominio para
el plano (se imponen condiciones solamente para una recta) y para

el espacio (se imponen condiciones para un plano).

Sin embargo, estas condiciones no permiten a F alcanzar --
una estructura de cuerpo. Para ello es necesaric introducir el --
Axioma VII. Con ello se consigue que F tenga la estructura de cuer

po conmutativo.

Pues bien, a partir de aqui es posible demostrar la exis--
tencia de una nueva relacién de ortogonalidad entre las rectas del
plano de referencia que contiene a F y a un segundo eje de coorde-
nadas; y de una relacion de ortogcnalidad entre rectas cualesquie-
ra del espacio no necesariamente coplanarias, que es compatible --

con la anteriormente existente en el plano de referencia.



Esta Gltima relacién de ortogonalidad entre rectas del es-
pacio, nos conduce naturalmente a demostrar la existencia de una -
relacidén de ortogonalidad entre recta y plano que cumple las si---

guientes condiciones:

0.1' Para todo plano o< existe una recta a tal que a es -
ortogonal a o¢ , y reciprocamente, para toda recta a

existe un plano ©¢ que es ortogonal a a.
0.2 o¢ es ortogonal a a si y sblo si a es ortogonal a O,

0.3* Si o es ortogonal a a, son condiciones necesarias y
4
suficientes que X oy all o', para que ' L a

y a'l &, respectivamente.

0.4' En todo trifingulo las alturas son concurrentes.

La cuestién del orden en el espacio se estudia de forma si
milar a la del plano. En primer lugar se completa el espacio, com
pletando previamente el dominio F, mediante el axioma VIII y des--
pués se ordena aquél segin F; para lo cual se establece una aplica

cién biyectiva entre F y R, trasladando el orden de éste a aquél.

Se demuestra finalmente que el orden en cada recta se con-
serva o se invierte en las proyecciones paralelas, con lo cual el

espacio queda convenientemente ordenado.

La compatibilidad de los axiomas se ha tratado en el espa-
cio de forma anéloga & la del plano, es decir, se ha elegido un --
modelo en el que se verifiquen los ocho axiomas, que es Ra. En la
cuestién relativa la independencia se han construido ocho modelos,

en cada uno de los cuales se verifican siete de los axiomas y no -



se verifics aquél del que se quiere mostrar la independencia. Es
de sefialar la dificultad que ha presentado la construccidédn de ta--

les modelos.

En la realizacidén de la presente memoria, se pensd conti--
nuar la generalizacidén al espacio n-dimensional. Sin embargo, an-
te los dos posibles caminos abiertos para tal generalizacibén, el -
algebraico y el geométrico, se comprobé,tal y como se realiza en -
el apéndice, que el primero conducia a un modo de trabajo no acor-
de con el mantenido, fundamentalmente geométrico, a lo largo de 1la
memoria y a una teoria cuyos sesultados ya han sido suficientemen-
te estudiados; y, el segundo, a una multiplicidad de axiomas geomé
tricos, cuya enunciacién forzosamente ha de ser reilizeda e¢n forma
algebraica, via induccién, lo que lleva a la no consecucién del —
objetivo planteado al comienzo del trabajo.

Por todo ello se ha dado por finalizada la presente Memo--
ria, optando en la generalizacién al espacio n-dimensional por el
modo algebraico que se aparta radicalmente de los objetivos preten

didos en la misma.



CAPITULO 1

EL PLANO AFIN. COORDENADAS, ORTOGONALIDAD
Y ORDEN




1.0  IeTRODUCCION

Este cap{tulo es béisico en cuanto que la construccién --
del espacio tridimensional y la posible extensién al espacio n-di-
mensional, no solamente comprenden como caso particular este plano,
sino que, ademés, tienen un importante punto de apoyo en consecuen

cias derivadas de este capitulo.

Se eﬁuncian en primer lugar los dos axiomas de inciden--
cia, caracteristicos de un plano, es decir, que dos puntos determi
nan una unica recta y que dados dos puntos distintos alineados --
existe un tercero no alineado con ellos. El segundo axioma se ha
formulado de una forma tan débil con el propésito de demostrar la

independencia de los axiomas.

Inicialmente se propuso como axioma la existencia y unici
dad de la paralela a una recta por un punto. Posteriormente, al -
tratar la independencia de cada axioma con respecto a los demés, -
se pudo comprobar que tal proposicién dependia légicamente de los -
axiomas I al IV. Por ello, aun cuando con vistas a mantener un or
den metodolégico se ha conservado en el lugar que ocupaba, se su—-
braya, sin embargo, su condicién de hip6tesis, ya que posteriormen

te se demuestra la dependencia a la que acabamos de aludir.

El exioma III se presenta desglosado en el axioma IIla y
axioma IIIb, con el objeto de estudiar aisladamente las consecuen-
cias que pueden deducirse de la forma débil 1Ila, ya que ésa es —

una de las lineas basicas del presente trabajo.

El axioma IIIa asegura la existencia de alineaciones so-

bre una recta del plano. Con la adicién de este axioma a los dos



anteriores y la hipStesis de paralelismo, se consigue una cierta
afinizacién del plano segin se muestra en el Teorema 1.7, en el -
sentido de que la existencia de traslaciones en la recta en la —
que existen alineaciones es equivalente a que se pueda elegir un
sistema de referencia consistente en tres puntos y que se puedan

caracterizar los elementos de dicho plano de la siguiente manera:

. Cada punto del plano por un par de elementos de un do
minio F

. Cada recta por el conjunto de soluciones de una ecua-

cibébn lineal con coeficientes en F.

Dicho dominio F, que est& constituido por los puntos de
la recta en la que el axioma IIla asegurs la existencia de alinea
ciones, es un grupo respecto a la adicién, operacién que se co-—
rresponde con la composicidén de las traslaciones, y posee una se-
gunda operacibn, la multiplicacién, que no tiene una equivalencia

inmediata con la composicién de alineaciones.

Con respecto a la multiplicacién y, en ausencia del axio
ma IIIb, la estructura multiplicativa de F es extremadamente dé--

bil. Ni siquiera es asociativa.

El axioma IIIb asegura la existencia de alineaciones que
intercambia dos puntos cualesquiera del plano, ello permite asegu
rar, segin se muestra en los Teoremas I.lla y I.11b, ademés de una
serie de propiedades geométricas, que la caracteristica de F es
distinta de 2 y que la operacién multiplicacién es distributiva -

con respecto a la adicién por la derecha.

Sin embargo, ain no se puede asegurar més propiedades del
dominio F. Para ello debemos introducir el axioma IV (de la orto-



gonalidad) y se llega al resultado importante de que, definida una
relacidén de ortogonalidad en el sentido usual, en presencia de lcs
tres primeros axiomas, es equivalente que las alturas de un trifn-
gulo sean concurrentes y que F tenga la estructura de cuerpo con--

mutativo, lo que esté demostrado en el Teorema I.13.

Moviéndonos siempre en el estudio de la geometria elemer-
tal, se trata posteriormente la colinealidad de los puntos nota---
bles de un triéngulo, y se llega al resultado que nos asegura el -
paralelismo de las medianas de un trifngulo si la caracter{stica -
del planoc es 3 y su concurrencia, si la caracteristica es distinta
de 3.

Tras obtener algunos resultados sobre las bisectrices de
los &ngulos, que relacionan una serie de propiedades de las bisec-
trices de los angulos de un triéngulo con la estructura de cuerpo
de F, se inicia un estudio de la teoria de circulos, donde se po--
dria, a su vez, comenzar con los giros, y también, el estudio de -
la relacidén entre el Teorema de Pappus y la conmutatividad del --

cuerpo base.

Finalmente, se trata de ordenar el plano, ordenando pre-

viamente el cuerpo base de dicho plano.

Esta ordenacidn se efectiia cuidadosamente, obteniendo, -
en primer lugar, que dicho cuerpo es denso en presencia de los -
axijomas I, II, III y IV y, en segundo lugar, estableciendo una -
aplicacién biyectiva entre los elementos del cuerpo y @, y ordenan
do aquéllos segin Q. Sin embargo, no podemcs asegurar gue el ~—-
cuerpo F sea completo, por lo que afiadimos » nuestra geometria el
axioma V que no es sino el de completitud de Cantor, con lo que —-
nuestra labor sobre el plano axiomatizado de esta manera ha cone-—-

cluido.



1.1 ALINEACIONES

Sean dos conjuntos, uno de "puntos" y otro de “rectas", y
una relacién binaria entre un punto dado P y una recta dada 1, "P
esté(situado) sobre 1" (P& 1); esta relacién puede ser verdadera

o falsa para el par formado por P y 1.

Todos los axiomas pueden ser expresados en términos de es
ta relacién. S5in embargo también utilizaremos expresiones equiva-
lentes a la relacidén binaria con el objeto de lligerlf el lenguaje,
como "P pertenece a 1", o "1 contiene a P", o, "1 pasa por P". Si
P esté a la vez sobre 1 y m, podemos decir que 1 y m se encuentran
en P, y si P es el unico punto sobre 1 y », diremos que "1 y m se
cortan en P", o que "P es la interseccién de 1 y a".

Definicién I.1

Sean 1 y m dos rectas tales que 1 = m, o bien que ningin
punto P esté a la vez sobre 1 y m; entonces decimos que 1 y = son
paralel-s, y escribimos 1|l m. Si 1 y m no son paralelas escribi-
mos 1 { =.

Si 1M m, entonces existe al menos un punto P a la vez so
bre 1 y a.

Dados dos puntos distintos P y Q existe una y s6lo una —
recta 1 tal que P estéd sobre 1 y Q estd sobre 1. Escribimos —-—
1 =P+ Q.



Si L‘-. existe exactamente un punto P a la vez sobre 1l y
a. En efecto, si existieran dos puntos, el axioma ! llevaria a --

1 =my, por tanto, 1{{m.

Hipbtesis (H)

Dados un punto # y una recta 1, existe una recta y sbélo -

una recta s paralela a 1 que pasa por P.

Nota: Indicamos este axioma con el nombre de "Hipdtesis", para dis-
tinguirlo de los otros, ya que se demostrard en el Teorema —

1.14 que depende 18gicamente 8e los restantes axiomas.

TEOREMA I.1

El paralelismo es una relacidén de equivalencia.

Demostracién

Esta relacién es evidentemente reflexiva y simétrica. Pa
ra establecer la transitividad, supongamos 11“ 12 y 12“ l,. Sino

existe ninglin punto a la vez sobre 11 y .l3 entonces 11“ 13' Si -

existe un punto P a la vez sobre 11 y 13. entonces 1, = 1, por hi-

3
pbtesis y también 11“ 13.

Definicién I.2

Una clase de equivalencia de rectas paralelas se llama -

haz de rectas paralelas.



Si ex:sten tres haces distintos X, , Wa y T, de rectas
paraielas, entonces todo haz W contiene el mismo nimero de rectas,

y este nimero es igual al nimero de puntos sotre toda recta dada.

Demostrecibn

Sean 1 una recta de M, y @ una recta de Wy . Tenemos -
que ljr- y. por tanto, existe un unico punto P situado en 1 y m.
Por otra parte, sea Q un punto cualquiera de 1. Existe exactamente
una rects ' | m, es decir, una recta m' de W; , tal que Q estd -
sobre a'. Tenemos as{ una correspondencia biunfvoca entre los pun
tos de 1 y las rectas de T, ; el nimero de puntos de 1 es el mis-
mo que el numero de rectas “@ . Hemos establecido pues el resul-
tado siguiente: Dados dos haces distintos, cada recta de uno de los
haces contiene tantos puntos como rectas hay en el otro haz. S5i W
es un haz cuslquiera, es ciertamente distinto de al menos dos de -
nuestrcs haces. Por ejemplo M ¢ T, y W ¢ Tp . E1 namero -
de puntos de una recta de 71, es :gual al namero de rectas de W ,

asi como al numero de rectas de TW;, y el teorema resulta fécil--

mer.te.
AXIONA II

Dados dos puntos distintos A y B alineados existe un ter-

cers> C que no pertenece a la recta A.B.

Este axioma no asegura .a existencia ge tres puntos no --

d.:Neados ai no asegurar .a existencia de gos puntos distintos. -



Sin embargo, esto da lugar a dos tipos distintos de geometrf{a, una
-en la que no existiera mds que uno o ningun punto sin rectas, 0 --
bien uno o ningin punto y cuyas rectas fueran las de un haz de pa-
ralelas sin puntos o un lnico punto y el haz de rectas que contie-
ne a ese punto y rninguno més; o bien a una geometrfia en la que --
existiesen dos puntos distintos y en consecuencia tres no alinea--

dos.

Evidentemente el estudio presente se refiere a este segun
do tipo de geometrias, por considerarlo el més interesante, ya que

los restantes exiomas se verifican por el vac{o en el primer tipo.

En el resto del trabajo pues, consideraremos Unicamente -

este segundo tipo de geometrias.

Las rectas A+B y A+C no son paralelas, si no (puesto que
contienen a A) serian iguales y C estaria sobre A+B. Por la misma
razén A+B £ BeC y A+C ¢ B+C. Existen, pues, al menos tres haces -

distintos de rectas paralelas.

Definicién 1.3

Una aplicacidén biyectiva f entre los puntos del plano se

denomina alineacién.respecto a un punto R si

a) 2.1, 41

b) Rt =R (R es el unico punte fijo de f)

c) Si P, Q, T son puntos distintos y alineados, Pf, Of.
Tr estén también alineados.

d) Para todo P del plano R&GP + Pt

* Notese que en la geometria euclideas ordinaria, las alineaciones

se corresponden con las simetrias centrales.



AXIOMA III a

Existen una recta y para cada par de puntos de esa recta

una alineacién que los intercambia.

Corolario 1.1

Si f es una de las alineaciones que se postulan en el axio
ma Illa respecto a un punto R, entonces para todo par de puntos P
Y Q del plano se verifica que P + Q I Pf§ Qr.

Demostracién

Sean P y Q dos puntos distintos cualesquiera del plano, y

f la alineacién con respecto a un punto R, entonces:

1) SiReP +Q , ner'.o’,ycomo Re P+ pP¥ y nso+of,
resulta quePonPf¢ Qty P+Qil L. Qf.

2) Si RE P « Q, entonces como Re P+ PT y ReQ+ Q las rec-
tas P + Pr y Q+ Ottienen como Gnico punto comin R ya que si
tuvieran un segundo punto comin serian la misma recta y esta--
riamos en el primer caso. Entonces P ¢« Q ¥y Pf¢ Qf son para-
lelas puesto que si tuvieran un punto comin, éste seria fijo y

distinto de R, lo gque no puede ser.

Corolario 1.2

Si f es una alineacién de las que se postulan en el axio-

ma IIla referida a una recta m, se verifica que si R es su centro



y'P y Q dos puntos de m que intercambien f, existen puntos Sy T -
noenmtales que P+ SN Q+TyP+TNQe+SyR,S, T estén —-
alineados.

Desocstracién

Sea S un punto cualquiers del planonoenm y T = Sf. en-
tonces resulta que R, S, T estén alineados, y P+ Sl Q+ T y —
P+ TW Q ¢« S por el corolario I.1.

Nota: Es de hacer notar que si existiera una alineacién que inter-
cambiase dos puntos cualesquiera del plano, se verificarian
los dos corolarios anteriores, pero esta exigencia seria ex-

cesiva, por ahora, para el objeto de nuestro trabajo.

TEORENA 1.3

Si existe una alineacién que intercambia dos puntos alines

dos cualesquiera del plano, dicha alineacidn es unica.

Demostracidn

Supongamos dos puntos del plano Py Q tales que P4 Q y
sean £ y f' dos alineaciones distintas de centros R y R’ respecti-
vamente que intercambian Py Q. Sea S un punto cualquiera del pla
no no en P + Q. Segin la nota del corolario 1.2, T = Sr yT'= Sr'
son tales que P+ Tl Q+ Sy P + Tl @+ S, lo que implica que -
P+T|{P+T yPeTuP+T .porotroladoP+SiQ+T y -
Pe+S)HQ+T', logue implicaque Q + T =» Q + T', y puesto que —-

‘PeT 4 Qe T, resulta que T = T, Sr - sf' yfs=f',



TEOREMA I.4 (Axioma de Fano)

En las condiciones del Teorema 1.3, las diagonales de un

paralelogramo no son paralelas.

Demostracién

Sean A, B, A*, B' un paralelcgramo tal que A + B || A'+ B’
YyA+B' || A* +By f la alineacién que intercambia A y A', cuyo -
centro R€ A + A, siendo A « A' una diagonal. Como A + B' 1l A'vB'r
yA'+B A+ B‘f. se deduce que A + B'r =A+ByAs ',f_ A'+ B

f :
entonces B''= B, y en consecuencia, R€ B +B'

Corolario I.3

En las condiciones del teorema I.3 las diagonales de tocdos
los paralelogramos que tienen una diagonal comin a todos ellos se

cortan en un mismo punto.

Demostracibn

Segiin el teorema I.4 el punto de interseccién es el centro

de la alineacién que intercambia los vértices de la diagonal comin.

En las condiciones del teorema 1.3 si A, B, C, D es un pa
ralelogramo tal que A + B{| D+ Cy A+ D\l B+ C, si Fes un pun-



toen A + D tal que B+ DIl C+ F (ver figura 1), entonces F = AJ.

siendo j la alineacién de centro D.

F1G.1

Demostracisén

Notemos por L el punto comin de las rectas A + By C + F
(no pueden ser paralelas pues si no, existirian dos paralelas a -~
+ F por B); y por K el punto univocamente determinado tal que ~~
+ KUF+LyF+ KUl A+ L Ademés, sean N = (A + K)(C + D), -
(F+K)(B+D), R=(D+F)(C+N), S=(B+C)D+Ll) y ~—
(A + D)(B + M).

-z > O

Sea f la alineacién que intercambia Cy D. Esta alinea--
cién intercambia By F, y L y N (corolario I.3) por tanto, C+ NNL4D.
Sea g la alineacién que intercambia B y D. Esta alineacidn inter-
cambia Cy A, y L y M, lo que prueba que D + L #{ X + B. La trans-
formacidn gf manda C sobre B y N sobre M, y transforma toda recta

en otra paralela, ya que f y g tienen esta iiltima propiedad.

De aqui B + Cy X + N son rectas fijas por gf. En efecto,
para todo punto X de B + C, X + C se transforma en una paralela a -
X+C, y como x", c"- X"f B, esta (ltime tiene que ser B + C y

*fc B.c.



Anélogamente para M + N, Si estas rectas no son paralelas,
tendrian un punto comin W, y ¥ seria punto fijo de gf. Entonces -
U‘f «Wy . U‘. y se seguirfa del Teorema 1.3 que f = g. Pero
esto es imposible pues implicaria B = C. Hemos mostrado que -
B+ClN+nN

Existe finalmente una alineacién h que intercambia D y N,
intercambia Ay N y ademés B y K. De aqui, por lo anterior,B+N N DeK.
Por tanto, D+ L y D + K son rectas paralelas y en consecuencia,

D, L, K son puntos alineados y AKFL es un paralelogramo cuyas dia-
gonales se encuentran en D, lo que prueba que F = AJ. siendo J la -

la alineacién de centro D.

TEOREMA 1.6

En las condiciones del Teorema 1.3 si P y Q son dos pun—
tos distintos y R el centro de la alineacién que los intercambia.
Si P', Q*, R' son puntos alineados y existen tres rectas diferen—-
tes paralelas p, q, r tales que P + P' = p, Q + Q' =q, YR ¢+ R'=r,

entonces R' es el centro de la alineacién que intercambie P*' y Q°.

Demostracibn

Se efectuard en una serie de apartados:

1) Supongamos que P = P', RAR' y Q#Q', R+ R'Il Q+Q'. Luego
existe un solo punto T tal que T+ P' || R+ Q' y T « QNP + R.
Es consecuencia del corolario 1.3 que T, Ry R*' estan alineados
y que ademés T + R*' {l Q + Q', luego R' es el centro de la ali--
neacién que intercambia P' y Q', segin el Teorema I.S5.(Ver fig.2)
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F16.2

2) Supongamos ahora que P + Q Il P' + Q', entonces P + Q' tendrd un
punto en comin con R + R' que llamaremos M. Por lo demostrade
en 1) M es el centro de la alineacién que intercambia Py Q', y
en consecuencia R’ es el centro de la alineacién que intercam—-
bia P' y Q'.

3) Supongamos ahora que P + Q es no paralela aP' + Q' y P £ P', -~
entonces sea w la recta paralela a P' + Q' que pasa por Q. En-
tonces el punto wr es centro de la alineacién que intercambia -
wpyQ por 1); y R* es el centro de la alineacidn que intercam--
bia P' y Q'.

1.2  TRASLACIONES

Definicién

Una aplicacién biyectiva t entre los puntos del plano se

llama traslacion si

a) x + xt HyYe« Y% en el caso de que ¥ e Y no son puntos fijos det.
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b) X e ¥H xt oyt

para X £ Y.
Si la traslacién t es distinta de la identidad, entonces
las rectas paralelas a las gue se refiere la condicién (a) forman

el mismo haz de rectas paralelas.

Es inmediato que una traslacién con un punto fijo es la -
identidad. Asimismo dos traslaciones son iguales si existe un pun
to que es transformado por ambas traslaciones en el mismo punto.
Las traslaciones forman un grupo T. Este grupo es conmutativo si

existen traslaciones con diferentes direcciones.

LEMA I.1

En las condiciones del Teorema I.3, el producto de dos -
alineaciones es una traslacién, y el producto de tres alineaciones

es una alineacién.

Demsostracidn

Si f es el producto de un cierto nimero de alineaciones,
entonces se cumple la propiedad (b). Si el punto P no es un punto
fijo por f, entonces la recta P + Pf es fija por f, ya que es en—-

viada por f a una recta paralela que pasa por Pf.

Si r y s son alineaciones, se sigue del Teorema I.3 que -
la existencia de un punto fijo de rs implica que r = 8, ya que si
" s | B Y y ademas que rs = 1.

Pero si rs no tiene punto fijo, entonces se sigue del re-
sultado del primer parrafo de la demostracién que todas las rectas
Pe Pr' son paralelas por ser rectas fijas y no tener puntos fijos,

lo que demuestra que rs es una traslacién.



Si t es una traslacién y r una alineacibén rempecto a un -
rt.t

punto R, y si P es un punto, entonces P + P Pt (P 7)", por -

(a) y P «+ Pr

tll t

P (Prt)t. por (b). Esto implica que PF - ’trt

(pues Pt y Prt son los extremos de la diagonal del paralelogramo y

el transformado de P por r tiene que ser el otro extremo de la dia

gonal, es decir, Ptrt). o también r = trt, ademés, rz = 1; y ahora

es fécil demostrar que rt es una alineacién. En efecto, rt es bi-

yeccién pues es composicibn de biyecciones, y ademés,

a) Si r = trt se verifica que rz - rtrt = (rt)2 w1, 8i r 1, en-

b)

c

~

tonces rt £ 1.

Si Py Q son dos puntos distintos, entonces P + Q il Pt 3 Ot, -
t t Prt ort

como r es uns alineacién, P~ + Q - , ¥y por tanto, -

P+Qll Prt + qrt' con lo que se cumple la condicibén de que rt

transforma puntos alineados en puntos salineados, y toda recta -

en una paralela. De aquf se deduce inmediatamente que R €

P Prt para todo P del plano.

Bastar&, por fin, calcular el centro de la alineacién rt. Pa-
ra ello, bastaré demostrar que P, Q, Prt y Qrt son los vértices
de un paralelogramo cuyas diagonales se cortan en un punto que

seré el centro de la alineacibdn (ver fig. 3).

FIG.3
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Ya hemos visto que P + Q |l Pt Qrt. Veamos que Q + prt
P Qrt. con lo aye habremos terminado. Pero Q + pPre Il Qt+ ptrt
A I A - A I
En consecuencia, hemos demostrado también que t-ls r—lt r

con lo que se verifica el siguiente hecho.

Corolario I.4

Si R es el grupo generado por las alineaciones, entonces

T es un subgrupo de indice 2 en R, y T es abeliano.

Una consecuencia inmediata del Lema I.1 y del Teorema I.3

es el importante resultado siguiente.

Corolario 1.5

Existe para todo par de puntos distintos alineadecs una -~
alineacién que los intercambia si, y sélo si, el grupo de las tras

laciones es simplemente transitivo.

Demostracién

1) Si para todo par de puntos distintos existe una alineacién que
los intercambia, por el Teorema 1.3 esa alineacidn es unica y -
en consecuencia, existe una unica alineacidn para cada R del --

plano que tiene R como centro.

Bastard con probar que para todo par de puntos distintos

P y Q del plano existe una traslacién t tal que Q = Pt. Pero -
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como existe una alineacién r tal que P - Q, si R es el centro
de esta alineacién, entonces existen sendas alineaciones r1 y -
r, tales que R « P*1 y B2 = Q, en consecuencia, t = TR Y. -
por tanto, T es simplemente transitivo.

Si el grupo de las traslaciones es simplemente transitivo, sean
P y Q dos puntos distintos, sea R el centro de una alineacidén r.
Si Q= P’ hemos terminado. Si Q# P’ entonces Q+PIl °r + P
y ademés Q «+ P' Il Q¥ « P. Entonces, por ser el grupo de las -
traslaciones simplemente transitivo, existe una traslacién t —-
que transforma Pr en Q, es decir, Prt = Q y. por tanto, °rt =P

y rt es la alineacién buscada.
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1.3  INTRODUCCION DE COORDENADAS

Supongamos que X, Y son dos puntos distintos y que O no -
es un punto de X ¢« Y. Denotamos por F el sistema de los puntos de
O + Y. Los elementos de F nos servirén como coordenadas e introdu

ciremos més tarde una adicién y una multiplicacién de los mismos.

X (y=c¢)
P (x=¢)

JAVARN

FlG.4

Si ¢ es un elemento de F (ver fig. &) entonces existe una
dnica recta paralela a O + X que pasa por ¢, por razones que se -

apreciaran posteriormente la denominaremos (y = c).

Si ¢ es un elemento de F entonces existe una Unica recta
paralela a X + Y que pasa por ¢ y no es paralela a O + X, pues si
lo fuera existirian dos paralelas por X a esta recta cuya existen-
cia se afirma; entonces se encuentran en un punto P por el que pa-

sa una Unica recta paralela a O + Y que denotaremos (x = c).

Por la unicidad del paralelismo se sigue inmediatamente -
que (y=c) = (y=4d) si, y sélo si, ¢ = d, y, asimismo, (x = ¢) =

(x = d) si, y sélo si, ¢ = 4.

Si ¢y d son elementos de F entonces (x = ¢) ¢ (y = 8) —
son rectas distintas que se cortan en un punto, pues ambas son pa-

ralelas a 0 + Yy O +«+ X, respectivamente, y denotamos este punto -
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por (c,d). De (c,d) = (x = c) (y = d) y del Gltimo parégrafo se -
sigue inmediatamente que (c,d) = (c*,d') si, y 86lo 8i, ¢ = c' y ~
d=4a'.

X

Q P (x=¢c)

N Fi6.5

Supongamos inversamente un punto P del plano (ver fig. S).

Entonces, la Gnica recta paralela por P a O « X cortaré a O+ Yen
un punto bien determinado 4, y asimismo, la recta paralela por P a
O + Y cortaréd a O + X en un punto Q, por el gque pasard una Gnica -
recta paralela a X + Y, que cortard, a su vez, a 0 + Y en un punto
bien determinado ¢, y se verificaré que P = (c,d) por la propia --

construccidn,

Por tanto, los puntos del plano estén en correspondencia

biyectiva con los pares (c,d) de elementos de F.

Si existe una traslacién t = tc para todo c de F, tal que
cCs= otC. trataremos de introducir la adicién en F de la forma si--

guiente:

c+ds= Otctd

Y es claro que esta operacidén define un isomorfismc me—
diante la traslacién t de O en el elemento 0t en F. Luego el sis-

tema aditivo F = F’ es un grupo (por serlo las traslaciones).
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Sea t una traslacidén de direccidén igual a la de la de la -
recta O + Y, entonces (x = c)t = (x = ¢), entendiendo aquf que -~
(x = ¢) es una recta fija no de puntos fijos, puesto que (x = c) es
paralela a O + Y. Si c es un elemento de F, entonces ¢ = (o)tc y -
encontramos que (y = ¢:)t = (y = (o)tc)t. pues por definicién c= (0)"
y ademés, puesto que (y = c) es paralela a la recta O + X, ——
(y = (t’.\)tc)t también seré la recta de la forma (y = k) donde k es -
el trasladado de ¢ por t, entonces (y = (0)':‘7)t =(y= (O)tct)
(ymc « o‘) por definicidén de suma. Por tanto, si P es un puntc
del plano tal que P = (c,d) para ciertos ¢ y d de F, encontramos -
que l’t = (c,de ot).

Si p es un elemento de F, entonces (o,p) y (p,o0) determi--
nan una recta que es paralela a X ¢ Y por construccién. Si q es —-
otro elemento de F, entonces (o.p)tq = (o, p +q), (p, c:b)tq = (p.q),
ya que (p)tq = (O)tptq = p+q y, andlogamente para la segunda ~-
igualdad, ademés estos puntos (o, P + qQ), (p,q) determinan una rec
ta paralels a la determinada por (o,p), (p,0), y por tanto, parale-
laa X+ Y, y esto muestra que las rectas paralelas a X + Y estén

caracterizadas por la ecuacién

xX+y=c ° y=-x+c¢

En orden a posibilitar la caracterizacién de todas las re

tas en forma de ecuaciones necesitamos una cierta definicién de mi:

"

tiplicacién en F; y para hacer esto tenemos que dar preferencia
algin elemento distinto de O que serviré como unidad por la izqu'x
da de esta multiplicacién.

Este elemento puede ser elegido, de todas formas, al aza-
en consecuencia, diferentes elecciones llevan a diferentes defin

ciones de multiplicacidn.



Sea pues 1 un elemento en F cistinto de 0. Si ry s son -
elementos de F, entonces (x = r) y O « (1,8) son dos rectas distin-
tas que se cortan en un punto, (Ver fig. 6). En efecto, (x = r) es
paralela a O + Y por construccién, y 0Og€ O « Yy (1..)‘ 0O « Y, pues
1 4 6. Por tanto, podemos definir el producto rs como el elemento

univocamente determinado de F que satisface

(r, rs) = (x = r) (0 « (1,8))

. X
\ (yzs)
(x=r) _—

v (r,rs)
(1, s)

(x=1)
0 1 r s Y
/l AY A\ A

Si p es una recta no paralela a 0 + Y - No es de la forma

FIG.6

(x = ¢) - entonces p corta a 0 + Y en un punto (o,m) para un cierto
s de F, puesto que la recta O + Y es tal que sus puntos son del ti~
po (o,m); y pt" es una recta paralela a p que pasa por O, puesto -~
que como (o, m) € p, entonces (o.-)t- = (0,8 ¢ ot") = (0, a-m) =
(0,0) = 0. La recta pt'. corta a (x = 1) en un punto (1,s) para --
cierto s de F, y es consecuencia inmediata de nuestra definicién de
multiplicecién que

prme0 s (1,8) = (y = xs)



En efecto, si (o0,0) € pt;' veamos si también pertenece a -~
(y = x8)., Si x = o entonces (0, 0.8) = (x = 0) (0 + (1,8)) = (0,0),
pues es el Unico punto de interseccién de (x = o) y O « (1,8), luego

0.8 = o anélogamente para (1,s).

Por tanto, p = (O + (1.-))t' - (O)t‘ + (l.s)t‘ = (o,m) «

(1, 8+m) =a(y=xs8+m).

Las rectas (y = xs + 8) ¢ (y = xt + n) son paralelas si y

sdlo si 8 = t. En efecto:

Si 8 = t, aplicando a la primera recta la traslacién t_. -
queda transformada en la recta (y = xs) que seré paralela a (y=xs+m).
Aplicando a (y = xs) la traslacién tn entonces se transformard en
(y = xs8 ¢« n), que serd paralela a (y = xs), y en consecuencia para-

lela a (y = x8 + =).

Si 8 # t, efectuando un razonamiento anfdlogo como resulta
que las rectas (y = x8) e (y = xt) son distintas y ambas pasan por
(0,0}, no son paralelas y sus transformadas (y = xs + m) por t. e
(y = xt +« n) por tn seran distintas y se cortaran también en un —
punto.

Por tanto, notemos que no solamente ocurre que toda recta
determina una ecuacién, si no que las rectas recorren exhaustivameg
te todas las ecuaciones admisibles, y dos rectas serén iguales si,

y s6lo si, sus ecuaciones son idénticas.

Puesto que (0,0) = 0 = (x = 0) (0 + (1,8)) = (0,08) por la
definicidén de producto, y puesto que (r, ro) = (x = r) (0 + (1,0))

=(x=r) (y =0) = (r,0), se sigue que ro = o = os.



Puesto que (1, 18) = (x =1) (0 + (1,8)) = (1,8) se deduce

que 18 = 8.

Puesto que (y = x (1)) = (0 « (1, -1)) = (y = —x), pues
(0,0) y (1, ~1) pertenecen a (y = x (-1)) y a (y = -x), se deduce

que -x = x (~1).

Puesto que las rectas (y = xr) e (y = xs ¢ t) para s é r
no son paralelas, se encuentran en uno, y sélo un punto, se sigue -
que para tres elementos dados de F, r, 8, t tales que r ¢ 8, existe

uno, y s8lo un, elemento de F que satisface -xs ¢ xr = t.

Puesto que los puntos (r,o0) y (s,t) para r ¢ s determinan
una y s6lo una recta del tipo (y = xm « n) donde los elementos & y
n de F satisfacen las ecusciones o= rs + N n = ~-rMay tosmen
= sm - rm, se sigue que para tres elementos dados r, s, t de F tales
que r # 8, existe uno y s6lo un elemento x de F que satisface sax -

-rx = t.

De esto se deduce que si r =0, s f 0, t = 0y existe un -
inico x tal que -x8 + xr =t -xXx8 -X0=0% Xx = 0, luego F es un

Dominio de Integridad.

Para una enunciacién conveniente de nuestros resultados in
troduciremos algunos términos. Un sistema cartesiano de numeros es
un conjunto F de elementos con una doble composicidén , adicién s+ n

y multiplicacién an, sujetos a las siguientes reglas:

(1) F es un grupo respecto a la adicién

(2) El producto an de elementos my n (en este orden) es

un elemento univocamente determinado de F.

(3) om =80 =0 para todo m de F.
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(4) Existe un elemento 1 f ode F tal que 1 m = a, a (-1)

= -@ para todo m de F,

(5) Sir, s, t, son elementos de F tales que r ¢ s, enton
ces existe uno y s8lo un elemento x, y uno y sblo un

elemento y de F tal que

-Xxr+xss==¢t sy-ry=¢t

Si F es un sistema cartesiano de nimeros entonces notemos
por A (F) el sistema de todos los pares (p,q) para py q de F. Pa-
ra derivar de este sistema A (F) de puntos un plano afin basta con
establecer qué conjuntos de puntos son los conjuntos de todos los -

puntos de una recta dada.

a) La recta (x = ¢) consiste en todos los pares (c,y).

b) La recta (y = xr + 8) consiste en todos los pares —-

(x, xr + 8).

El conjunto A (F) junto con esta definicién de rectas cons
tituye un plano afin en el sentido contenido en la primera seccidn

del capitulo.

Si ¢ es un elemento de F, entonces una aplicacién biyectiva
t entre los puntos del plano afin sobre F, definida por (x.y)t -
(x, y + c) deja invariante la recta (x = d) y envia la recta ——-
(y = xr + 8) sobre la recta (y = xr + 8 ¢« ¢c) es una traslacién en -
el plano.

Resumiendo todos los resultados de esta seccidn obtenemos

el siguiente:
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TEORERA 1.7

Si 0, A, B son tres puntos no alineados del plano, entonces

los siguientes resultados son equivalentes:

(i) Si X es un punto de 0 + A, entonces existe una traslacibdn que -

transforma O en X.

~

(1i) Existe un sistema cartesiano numérico F y una aplicacién biyec
tiva £ que relaciona los puntos del plano con el conjunto de --
todos los pares (x,y) de nimeros en F que cumple los siguientes

requisitoes:

(ii)* £(0) = (0,0), f(A) = (0,1); £(B) = (1,0)

{ii)'* Las rectas paralelas a O + A son enviadas sobre los con-
juntos en los que x = cte. y las otras son enviadas por

f sobre los lugares que satisfacen y = xr + 8.

Esta Gltima condicién contiene una descripcién de un plano

afin al que nos referiremos como el plano afin sobre F.

Es de hacer notar que el axioma IIIa del presente estudic
asegura la existencia de las traslaciones exigidas en (i) con la —-
Gnica restriccién de que la recta O + A sea la recta cuya existen—-

cia y caracteristicas afirma dicho axioma.

Por otra parte, si existe en el plano afin sobre F una ——-
traslacién que envia el punto (o,0) sobre (a,b), entonces esta tras
lacién puede ser descrita por las siguientes férmulas de transforma
cidén:

x'=x+a y'=y+b
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Obtendremos a continuacién una serie de resultados en que
se muestran las equivalencias entre propiedades geométricas de nues

tro plano y propiedades algebraicas de F.

Lema I.2

El grupo de las traslaciones del planoc sobre F es simple—-

mente transitivo si y sblo si

(1) (Uu+ vl w=suwe vw parau, vy v pertenecientes a F
Demostracién

Si se satisface (1) por F, entonces se ve répidamente que
las férmulas

Xx'smx+a, Y =y+b conafo 6 béo

definen una traslacién t en el plano sobre F distinta de la identi-
dad.

En efecto, la aplicacién es biyectiva por ser (F,+) un gru
po.

St P = (x, 3,0, P¥ m (20, 37D, Q= (x, 3,0, Q@ = (xpy)s

sean P+ P s(ymuxre8) v Qe+Qi=(y=xte+)

De la primera recta resulta

yy=x;rae+s
. . gyl¢b-(xlol)r¢s»yl+bzx
yy=xre+s

r+ares
1



y por ser F un grupo

'l - xlr +ar +s8 -b = xlr +8% ar+s-bs=s

Por anfiloga discusién para Q + Q: results st + v-b = v,

y entonces, sustituyendo adecuadamente
ar + s =8 -veatevas-v-(-(atev))=sg-v-(-v-at)s=

=8 +v(-l) ¢ (-v -8t) (-1) =8 ¢+ (v -v-at) (-1) =

s+ (;at) (-1) « 58 + at

ar =a+at-s =8 -(~-(at ~a)) =8 - (8 - at) = —(-8) - (s-at)s
= (-8) (1) + (s - at) (1) = (-8 + 8 - at) (-1) = (-at)(-1)=

= at

Veamos que r = t. Si r £ t, existe un elemento de F y uno
sélo, x tal que - xr + xt = o, pero entonces x = 0. Luego a = o, y
no puede ocurrir pues si a = o, como at + v ~ b = v, resultaria que

b también seria igual a o, contra lo supuesto.

Entonces, P + Pt yQ+ Ot son paralelas segin se vio en el

desarrollo de la demostracién del Teorema I.7.

La demostracidén seria totalmente andloga para P + Q y -
P + Q.

En cuanto a que el grupo de las traslaciones es simplemen-

te transitivo se demuestra de la siguiente manera:

Dados dos puntos P = (pl.vz) yQ= (ql,qz) existe la tras-

lacidén que tiene por férmulas de transformacidén
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x' = x ¢+ (= Py + ql), Yy =y + (- Py + 42)

transforma P en Q.

Supongamos ahora que el grupo de las traslaciones es simple
mente transitivo, entonces este grupo es conmutativo como se ha se
fialado anteriormente. Si u es un elemento en F, entonces existe una
traslacién que envia (0,0) sobre (-u,0) y se verifica que las férmu

las de transformacidén de esta traslacién son
X' = x -u, y'sy

De este hecho y de la conmutatividad del grupo de las traslaciones,
deducimos la conmutatividad de la adicién en F. En efecto, si aplj

camos la traslacién de ecuacibn

x'' = x' +a, y''=y' +b
resulta, en virtud de la conmutatividad de las traslaciones, que
X''=xX-u+a y x''=x+8a-u, es decir, ~u+a=a-u.

La primera traslacién envia la recta (y = xr) sobre la rec

ta (y = (x + u)r) que tiene que ser de la forma (y = xr + s). Sus-

tituyendo x = o encontramos que s = ur, de donde se sigue que
(x +u) r=xre+ur

como queriamos demostrar.

Lema I.3

Si el sistema cartesiano de nimeros F satisface la ley dis
tributiva (1), entonces las propiedades siguientes son equivalen—

tes:
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(2) 1+140

(ii1) Las diagonales de un paralelogramo no son paralelas
en el plano sobre F.

(e) Existe una alineacién en el plano sobre F.

Demostracibn

(2) % (e)

Si 1l + 14 o0entonces 1 # -1. Se verifica que una alinea
cién r con centro en el origen estf definida por las férmulas -~

X' =« -x, y' = -y.

En efecto, esza aplicacidén es biyectiva por ser F un gru-
po, ademas rz =1, rédly (o.o)r = (0,0) y es el inico punto fijo.
Veamos que si P y Q son dos puntos distintos, P + Q E(y = xt + 8) -
es paralela a | S Qr :(-y = -xt ¢+ s)y. por tanto, si N, P, Q es--
tan alineados, Ir, T y Qr también lo estdn y, gue para todo X del
plano (0,0) € X + x.

Si 8 = 0, entonces P ¢+ Q = | S Qr.

Si 8 # o, puesto que se verifica (1), (F,+) es conmutati-
vo, luego, -y = —xt + 8 3 y = xt - 8, de donde para que P + Q y —-
Pr + Qr tengan un punto comin xt + 8 = xt - 8, de donde se deduce
que 8 + 8 = —xt + xt = (~x + X)t = ot = 0, es decir, s + 8 =0, 6
lo que es lo mismo, (1 + 1)8 = o y, por ser F un dominio de inte--

gridad, entonces s = o contra lo supuesto.

(e) 3 (2)

Inversamente, si existe una alineacién r se sigue del --
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Teorema 1.7, Lema 1,2, Corolario 1.6 y Teorema I.3 que existe una
alineacién en el origen, pues bastaria con trasladar el centro de

la alineacién a dicho punto.

Esta alineacién r manda el punto (1,0) sobre el punto --
(r,0) (en la recta (y = o)), donde r es diferente de o y 1, ya que
si es o, entonces (l.o)r = (0,0) y el centro no seria punto fijo,
y si fuera 1, entonces (l.o)r = (1,0), con lo que otro punto fijo

serfa el (1,0).

Entonces r envia la recta (x = 1) sobre la recta (x = r).
Como el punto (1,c) esté en la recta (y = xc) que es enviada sobre
s{ misma por r por contener al centro de la alineacién, tenemos -—-

que (l,c)r = (r,rc).

Por tanto, en particular,(l,-1) es enviado sobre (r,-r) y
en consecuencia, la recta (y = -1) es enviada sobre la recta (y =-r)
paralela a (y = -1) que pasa por el punto (r,-r). Pero el punto -
(1,-r) es enviado sobre el punto (r,r(-r)) y las rectas (y = -1) e
(y = -r) son intercambiadas por r, de aqui r(-r) = -1 y como, por
hipétesis, r # 1y (-1 + 1)1 = 0 implica =11 + 1 =0, y (1)1 = -1
entonces r = -1. Por tanto, 8i 1 + 1 = o entonces r(-r)+r(-r)=o

implicaria que r(-r) = =(r(-r)), es decir, r(-r) = 1, lo que no es.

(iii) 3 (2)

Si (iii) es cierto, entonces consideramos el paralelogra-
mo determinado por los puntos (o0,0), (o,1), (1,0) y (1,1). Sus --
diagonales son las rectas (y = x1) e (y = =x + 1) que no son para-

lelas, lo que prueba que 1 # -1,
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Supongamos finalmente que se satisface (2) y los puntos -
A, B, C, D determinan un paralelogramo. Es consecuencia del Tecre
ma I.7 y del Corolario 1.4 que existe un sistema cartesiano de ni-
meros F' tal que nuestro plano puede ser considerado un plano so--
bre F' y tal que en este sistema de coordenadas los puntos A,B,C,D
son los puntos (o0,0), (0,1), (1,1), (1,0) respectivamente, por tan
to, si se verifica (2) por F se sigue del resultado del primer pa-
régrafo de la demostracién, que existen alineaciones. Si (1) es -
satisfecho por F se sigue del lema 1.2 que el grupo de las trasla-
ciones es transitivo. De aquf se sigue por el mismo Lema 1.2 que
(1) es satisfecho por F' y, por tanto, podemos aplicar el resulta-
do del segundo paréigrafo de la demostracién a F', lo que muestra -

que (2) es satisfecho por F' también.

Que las diagonales del paralelogramo ABCD se encuentran -
se verifica por cdlculo directo, ya que si (y = x1) e (y = x(-1)+1)
son las diagonales. resulta la ecuacién x1 = x(-1) + 1, es decir,
-x (~1) + x1 = 1 y por (5) de F* existe un sclo valor de x que lo

cumple.

Existe para todo par de puntos distintos alineados una --
alineacidén que los intercambia si, y solamente si, el planc es el -
plano sobre un sistema cartesiano de numeros que satisface (1) y -
(2), esto es, F es distributivo por la derecha y de caracteristica
distinta de 2.



Demostracién

Si existe para todo par de puntos alineados una alineacién
que los intercambia, entonces existen alineaciones y, por el Corola

rio 1.6, el grupo de las traslaciones es simplemente transitivo.

Supongamos que los puntos A, B, C, D, del plano forman un
paralelogramo. Como consecuencia del Teorema 1.7 existe un sistema
cartesiano de nimeros F tal que nuestro plano puede ser considerado
un plano sobre F y, tal que los puntos A, B, C, D, son los puntos -
(0,0), (o0,1), (1,1), (1,0), respectivamente. Entonces, por el Lema
I.2, como el grupo de las traslaciones es transitivo sobre el plano
considerado como plano sobre F se cumple que F es distributivo por
la derecha. Ademés, como existe una alineacién, por hipbtesis, en

dicho plano y, por tanto, en el plano sobre F, por el Lema I.3 se -
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cumple que 1 + 1 # o, es decir, F es de caracteristica distinta de 2.

Supongamos inversamente que el plano es el plano sobre un
sistema cartesiano de nimeros F que es distributivo por la derecha

y de caracteristica distinta de 2.

Sean P y Q dos puntos cualesquiera del plano, y A, B, C,
los puntos (o0,0), (0,1) y (1,0). Si P = (p;,p,) v Q= (q.q,), en
tonces D = (ql.pzl YE= (pl.qz) son tales que P, E, Q, D, forman -
un paralelogramo. Por el Lema I.3, las diagonales de dicho parale-
légramo se cortan en un punto Ry es inmediato demostrar que R es -
el centro de la alineacidén que intercambia P y Q, segin se deduce -

del Corolario I.2.

A la vista de los resultados obtenidos hasta ahora y con -
el fin de dotar de la suficiente potencia a nuestra axiomética, pa-

rece natural admitir el siguiente
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AXIOMA III D

‘ Para todo par de puntos distintos alineados existe una ali
\ -
neacién que los intercambia.

En estas condiciones podemos enunciar sin demcstrarlos pues

se ha efectuado previamente, los siguientes
TEOREMA I.11 a

En presencia de los Axiomas I al III y de la hipdtesis (H)
se verifican:

a) La alineacién que intercambia dos puntos cualesquiera -

del plano es Gnica.
2 b) Las diagonales de un paralelogramo no son paralelas.

c) Si ABCD es un paralelogramo tal que A+ Bl D+ C y -

A+DJ B+C, si Fes unopunto en A+ D tal que B+ DI|

3 C+F, entonces ' = AJ, siendo j la alineacidén de centro
D.

d) 5i Py Q son dos puntos distintos alineados, y R el cen
tro de la alineacidn que los intercambia; si P', Q', R
son puntos alineados y existen tres rectas distintas -
paralelas p, q, r, tales que P+ P' =p, Q + Q' = q Yy
R + R' = r, entonces R' es el centro de la alineacidn

que intercambia P* y Q'. )

e) E1 producto de dos alineaciones es una traslacién, y el

producto de tres alineaciones es una alineacidn.
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f) Si R es el grupo generado por las alineaciones, enton-
ces el grupo de las traslaciones T es un subgrupo abe-

liano de indice 2 en R.

TEOREMA I.11 b

En presencia de los axiomes I al IIl se verifica la equi-

valencia de

a) Para todo par de puntos distintos alineados del plano

existe una alineacién que los intercambia (Axioma IIIb).
b) El grupo de las traslaciones es simplemente transjtivo.
c) El plano es el plano sobre un sistema cartesiano de nid

meros F que es distributivo por la derecha y de carac-

teristica distinta de 2.
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1.4 TRIANGULOS SENEJANTES

TEOREMA 1.9

En presencia de los Axiomas I al III y la hipbtesis (H),
si los tres puntos A, B, C, no estdn alineados y si A' es el centro
de la alineacién que intercambia By C, y B' el centro de la alinea

cibn que intercambia C y A, entonces A « BIl A* « B'. (Ver fig. 7)

F16.7

Demostracidn

Sea a la alineacién que intercambia B y C con centro A' y
b la alineacién que intercambia C y A con centro B'. Deducimos del
Lema I.1 que ba es una traslacién. Pero ba envia B sobre A, luego
A + B es invariante. Asimismo A' + B' es invariante por ba pues -
(A‘)b. = (A')b y la recta A' + B' se transforma en (A‘)b + (B')b' -
que serd paralela a A' + B' y tal que (A')b pertenece a A' + B, -

pues B' es el centro de la alineacidn b.

Puesto que A ¥ B, se sigue que ba ¥ 1 y, como ademas to——
das las rectas invariantes por la traslacién son paralelas, resulta

que A + B " A' + B', como queriamos demostrar.



TEORENA I.10

En presencia de los Axiomas I al III y la hipStesis (M),
si tres puntos A, B, C, no estén alineados, y si A*, B', C* son tres
puntos distintos situados en las rectas B ¢« C, C+ A, A + B, respec

tivamente, entonces las propiedades siguientes son equivalentes:

(a) A*, B', C* son los centros de sendas alineaciones que
intercambian By C, Cy A, y. Ay B, respectivamente.

(b) A+ Bl A* «+B*', B+ CHHB*«C',CeAllC" A

Demostracién

Se comprueba inmediatamente que si (a) y (b) son equivalen
tes, entonces se verifica el Teorema 1.6. En efecto, sean A, B, C,
D, cuatro puntos distintos no alineados tres a tres tales que A + Bl
D+ CyA+DI B+ C (ver fig. 8)

A B Fr

F16.8

Si F es un punto de A + D tal que B+ DIl C + F, veamos -

que D es el centro de la alineacién que intercambia Ay F si (a) y



(b) son equivalentes.

Consideremos el punto F'= (A + B) (C + F), yaque A+ By
C + F no pueden ser paralelas, pues existirf{an dos paralelas a A+B

por C.

Z.tonces A, F, F', son puntos dis-.ntos no alineados y co
moD+B||FeF',BeCilA+D, D+ CilAs+F', resulta que se —
verifica (b), y por tantoc, (a), en consecuencia, D es el centro de

la alineacién que irntercambia Ay F.

Es evidente, por otra parte, que el Teorema 1.4 implice -

la equivalencia entre (a) y (b).



1.5 LA RELACION DE ORTOGONALIDAD

En todo el resto del trabajo supondremos que estamos tra-
tando de un plano afin en el que se satisfacen los axiomas I, II, -
II1 y la hipétesis (H).

Afladiremos ahora una relacién de ortogonalidad diciendo
que unas rectas son perpendiculares a otras, en simbolos a L b. Es
ta relacién estard sometida a las siguientes condiciones:

0.1 Para cada recta a existe una recta b f a tal que a l b

0.2 a1lbsiysdlosibdbla.

0.3 Si alb, entonces all a* es condicién necesaria y s.

ficiente para que a'l b.

En resumen, una relacién de ortogonalidad constituye ur

correspondencia involutiva entre los haces de rectas paralelas

TEOREMA I.12
Las siguientes propiedades son equivalente:
0.4 Las alturas de un tridngulo concurren en un puntc

0.5 Las mediatrices de un triéingulo concurren en ur pu

Demostracién

Supongamos que tres puntos A, B, C, no estan alineados

€5



Entonces se sigue del Teorema 1.10 que las rectas A + B, B+ C, y -
C « A son paralelas a las rectas A' ¢« B', B' ¢« C*', C*' + A', respec-
tivamente, siendo A', B', C' los centros de las alineaciones que in
tercambian By C, Cy A, y, A y B, respectivamente. Las mediatri--
ces del triéingulo ABC son asimismo las alturas del tridngulo A'B‘'C’

y, por tanto, 0.5 es consecuencia de 0.4.

Para probar que 0.4 es consecuencia de 0.5 notemos por s,
b, ¢, las rectas que contienen a los puntos A, B, C, y que son para
lelas a las rectas B + C, C +« Ay A + B, respectivamente. Entonces
se sigue del Teorema I.10 gue A es el centro de la alineacibn que -
intercambia ab y ac, B es el centro de la alineacién que intercam--
bia bc y ba, y C es el centro de la alineacién que intercambia ca y
cb. Entonces, las alturas del triéngulo ABC son las mediatrices —-

del triéngulo bec,ca,ab; por tanto, 0.4 es una consecuencia de 0.5.

Si decimos que las rectas paralelas y sdlo éstas son per-
pendiculares, entonces se satisfacen los postulados 0.1 a 0.3. Ex-
cluiremos siempre esta posibilidad trivial que es, por ejemplo, in-

compatible con 0.4.

Si la relacién de ortogonalidad no es trivial, entonces -
es posible introducir coordenadas de tal manera que las rectas ---
(x = cte) son ortogonales a las rectas (y = cte). En el futuro con

sideraremos sclamente tal sistema rectangular de coordenadas.

Supongamos ahora que el plano es descrito por un sistema
rectangular de coordenadas y que las coordenadas son elementos de -
un sistema cartesiano de numeros distributivo por la derecha de ca-

racteristica distinta de 2 ,

o

o



Entonces, todas las rectas perpendiculares a la rectl;—--
(y = xr), r # o, son paralelas, y son perpendiculares a toda recta
(y = xr + 8) pues ésta es paralela a (y = xr). Adenés, no son de -
la forma (x = ete) o (y = cte).

Por tanto, hay para todo nimero r # o en F un y sélo un -
nimero r* # o en F tal que

(1) La recta (y = xr + 8) es perpendicular a la rects -

(y = xr®* + t), r*®* = r.

(2) Lla perpendicularidad de la recta (y = xr ¢ 8) y de -
la recta a implica que la recta a es de la forma --
(y = xr* « t).

Notemos que la funcién r® depende del sistema de coordera
das y no solamente de la relacidén de perpendicularidad que conside-
ramos. Un cambio de coordenadas puede efectuar un cambio en el sis
tema F, pero aunque no haga eso puede efectuar un cambio en la fun-
cidén r*. Por otra parte , la funcién r® determina completamente la
perpendicularidad.

TEOREMA 1.13

Si el plano esté caracterizado por un sistema rectangular
de coordenadas, tomado de un sistema cartesiano de nimeros distribu
tivo por la derecha y de caracteristica distinta de 2, y si la rela
cién de perpendicularidad estd determinada por la funcién re, enton

ces las siguientes propiedades son equivalentes:

0.4 Llas alturas de un triéngulo concurren en un punto.
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0.6 Dados cuatro puntos A, B, C, D, no alineados tres a
tres, si A+BICeD, A+ClIB+D AeBLASC,
y si U es un punto distinto de A, B, C, D, tal que -
B+ ULC+ U, entonces, A « ULl D+ U.

-
0.7 F es un cuerpo.conmutativo y asociativo y rr® = ss®,

parar d o, 8 £ 0, de F.

Demostracién
Seré efectuada en una serie de apartados

(2.1) 0.4 y 0.6 implican la siguiente propiedad de r*

(2.1') Si r, 8, u, v son distintos de o en F, entonces

r = sv y rv® = su® son equivalertes.

En efecto, puesto que r*® = r si ru = sv implica rv® = su®* -~
se verifica que si rv®* = su® entonces ru®® = av®® es decir
ru = sv. Bastard con mostrar que rv® = su® es consecuencia
de ru = sv, si son ciertas 0.4 6 0.6. Este es el caso en -
qQue r = 8, pues tendriamos que u = v. En consecuencia supo

nemos r # s. Asimismo podemos suponer u £ v.

Pongamos t = —=(ru) = —(sv) y supongamos la validez de 0.4.
El tridngulo de vértices (o,t), (r,o), y (s,0) esté determi
nado por las rectas (y = 0), (y=xu + t), (y = xv+ t). -
Las alturas serén las rectas (x = o), perpendicular a (y = o)
por (o,t); (y = xu® - su®), ya que por ser perpendicular a
(y = xu + t), sera del tipo (y = xu® + m), y como debe pasar
p;r el punto (8,0), 0 = 8u®* + m, m = -8u®; e (y = xv* - rv*)
por razones anilogas a las anteriores. Hay tres rectas dis

tintas que tienen uno y sélo un punto en comin, luego Si --

* Si bien todo cuerpo es asociativo, mantenemos la terminologia de
Baer.



(2.2)
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X =0y xv® - rv® = xu® - su® resulta que -rv* = -su®.

Si ru = su® entonces u® = v, v* = u y entonces rv® = su®.
Por tanto, podemos suponer que ru # su® y que 0.6 es cierto.
Consideremos los puntos A = (o,ru - su®), B = (r - s,ru-su*),
C=(0,0)yD=(r-s, 0). ComoBe+Des larecta (x=r-s)
paralela a la recta A « C que es (x = o) y perpendiculares -
a C+Dque es (y = o) y anklogamente para A + By C + D, es
tos cuatro puntos forman un recténgulo. Consideremos asimis
mo el punto U = (r,ru) que es ciertamente diferente de los -

otros cuatro.

La recta B « U viene dada por la ecuacién y = xu® + ru-ru*
como se comprueba inmediatamente por sustitucién de By U -
en la ecuacidén, y la recta C + U viene dada por y = xu. -
Claramente estas dos rectas son perpendiculares. Por 0.6 -
deducimos la ortogonalidad de las rectas A + Uy D + U. Pe
ro la recta D + U estd dada por la ecuacién y = xv+ (8 - r)v.
La recta (y = xv® -~ rv®* + ru) es claramente perpendicular a
D + Uy contiene a U, Por tanto, contendri también a A, lo
que muestra, sustituyendo las coordenadas de A en ella, que

ru - su® = ru - rv*, es decir, rv* = su®.

Si h y k son dos nimeros distintos de o en F, y si se satis-

face (2.1') por la funcién r®, entonces

hh® = kk* y hk = kh

Nota: Designemos por c el valor comin de todos los productos
rr*. Este nimero que llamaremos constante de ortogo-
nalidad es distinto de o, y depende del distema rec--

tangular de coordenadas elegido.

Es distinto de o pues h £ o y h® ¢ o y por la de-

finicién de multiplicacidén (r,rs) = (x=r) (0 + (1,s)),



sirs=oyr o, sfo, entonces
(r,0) =(x=7r) (0 + (1,8))

Por tanto, (r,o0) pertenece a (0 + (1,8)) e (y = o).
En consecuencia, si (y = o) = (0 + (1,8)) se verifica
que 8 = 0, si (y = o) # (0 + (1,8)) entonces (r,0) =
(0,0) y r = 0, contradiccién que determina el que F -

sea un dominio de integridad.

En cuanto a que c¢ depende del sistema rectangular
de coordenadas elegido, la afirmacién es evidente pues

to que la eleccién de r* también depende.

Vayamos pues a la demostracibén de (2.2).

Sear=-v, u=-1, s8=1. Entonces rus=valva=asav,y
se sigue de (2.1') que (-v)v® = rv® = su® = (-1)* y, en con
secuencias, se obtiene que vw® = (-1) (-1)*. En efecto, --
(—v)v® = =(vv®) ya que (~v)v® + vv® =« ((-v) + v)v* = 0, en-
tonces vww® = -(-1)® = (~-1) (-1)®, ya que el opuesto de (-1)¢
es (=1) (~1)® pues (-1) (-1)® + (-1)® = ((-1) + 1) (-1)*= o.

Segin hemos visto hay uno y sé6lo un numero z tal que -
hk = zh. Estos numeros h, k, £ son distintos de o, hy k -
por hipdtesis, y z también, pues si 2z = o, hk = o, y F es -
dominio de integridad. De aqui se sigue, de (2.1') que --
hh® = zk®. Pero hemos visto anteriormente que kk* = hhe.
De aqui k = z, por la ausencia de divisores de o en F, lo -

que prueba que hk = kh.

Para el enunciado del préximo lema serA conveniente intro

ducir algunas notaciones. 'Si F es un sistema cartesiano de nimeros,



y si e es un nimero distinto de o en F, entonces existe un sistema
cartesiano de nimeros Pe. con un elemento unidad 1. Yy un elemento -
nulo o, tal que (o0,0) = (0,0), (o0,e) = (0,1,) ¥ (e,0) = (1,,0), co-
mo se sigue de los Teoremas I.7 y 1.8. Entonces, el plano sobre F
y el plano sobre el planc re son el mismo, ambos sistemas de coorde
nadas tienen el mismo eje O +« X y el mismo eje O + Y. Puesto que -
el grupo aditivo del sistema cartesiano de nimeros es justamente el
grupo de las traslaciones en la direccién del eje O + Y, se sigue -
Que los grupos aditivos de F y l. son idénticos y que estos siste--

mas difieren Gnicamente en la definicién de multiplicacién.

Notamos el producto de dos elementos m y nen F por an, y -
en ’e por m. n. La recta (y = xr) pasa por los puntos (0,0) y -—
(e,er) = (1..er). por lo que esta recta coincide con la recta ~-—

(y = x..(cr)). en consecuencia obtenemos la férmula
(2.3) sr =38 . (er)

lo que conecta la multiplicacién en F y la multiplicacién en Fe.

(2.4) Si la multiplicacién es conmutativa en todo Fe' entonces es -

asociativa en ¥ (y en todo Fe).

En efecto, de (2.3) y de las hipbtesis deducimos la siguien
te cadena de igualdades:

r(es) = (es)r = (ea).'(ar) = (er).e(es) = (er)s = (re)s

Demostracién de que 0.7 es consecuencia de 0.4 y 0.6

Si la relacidén de ortogonalidad satisface 0.4 6 0.6, enton--

ces (2.1') ocurre en todo ’e para e # o, y3 Gus la dwemtracion --

n



que se vio en (2.1) serfa anéloga para cualquier 'e' En consecuen-
cia se sigue de (2.2) que todo l. es conmutativo, e inferimos de -~

(2.4) que F es asociativo.

Pero F es distributivo por la derecha y de aquf F es un cuer
po conmutativo ordinario. En efecto, falta por ver que todo r tie~
ne simétrico, y esto es consecuencia de (2.1'), pues si rx = (1)(1)

entonces rl® = 1x® y de aquf (ri®)® = x.

Si F es un cuerpo conmutativo ordinario de caracteristica --
distinta de 2, si ¢ es un nimero distinto de o en F, la definicién

de ortogonalidad podria ser dada por las siguientes condiciones:

(1) Las rectas (x = cte) e (y = cte) son ortogonales.

(2) Si r # o, entonces las rectas (y = xr + 8) y las rectas

(y = xer! ¢ t) son ortogonales.

Es evidente que esta definicidén satisface las condiciones --

0.1 a 0.3, como se deduce trivialmente.

(2.5) Si 0.7 se satisface, si A = (u,v), B = (-u,-v) son distintos
de (0,0) y si P = (x,y) es distinto de A y B, entonces la --
condicién siguiente es necesaria y suficiente para que A + P
4L B+P

2 2

(2.5') yz -V . c(x” - u”)

donde ¢ # o es la constante de ortogonalidad.

En efectc, si u = x, entonces y = —v es condicidn necesa-

ria y suficiente para que se cumpla (2.5') y A+ P L B + P.
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Si v = y, entonces x = -u es condicién necesaria y suficien-
te para que se cumplan (2.5') y la ortogonalidad de A + Py
B+ P.

Si una recta viene dada por la ecuacién (y = xr + s8) en-—-
tonces r es su pendiente. Si ugf txy v¢é ty, entonces la
pendiente de A + P es (y - v)/(x -~ u) y la pendiente de B+ P
es (y « r)/(x ¢« u). Por tanto, la perpendicularidad de A+P
y B + P es equivalente a

y-v yev

X -u xeu

y esta ecuacibn es equivalente a (2.5').

Demostracién de que 0.6 es una consecuencia de 0.7

Suponemos que no hay tres puntos alineados de cuatro puntos
A, B,C,D,que A+BliC+D, A+ CIiB+D, A+BLlL A +C, queel
punto U es distinto de A, B, C, D, y que A « U1l D + U.

Puesto que el grupo de las traslaciones es simplemente tran-
sitivo, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que las diago--
nales del paralelogramo ABCD se cortan en (0,0). Entonces, A =(u,v),
B=(r,8), C= (-r,-8) y D = (-u,-v) puesto que (0,0) es el centro

de la alineacién que intercambia Ay D, y, By C.

Si U = (x,y) entonces se sigue de nuestras hipétesis y de —-
(2.5) que

’2 - vz = c(xz - uz) (por hipétesis A + ULl D «+ U)

52 - vz = c(r2 - uz) (por hipdtesis A+« BL D + B)



restando obtenemos la expresidn ’2 - lz - c(x2 - rz). Pero erntori--
ces, se sigue de (2.5) que esta Gltima ecuacidén es equivalente a la

perpendicularidad de U +« By U + C, lo que prueba 0.6.

Demostracién de que 0.4 es consecuencia de 0.7

De la equivalencia eritre 0.6 y 0.7 se sigue que todo sistema
de coordenadas cumple las hipbtesis de 0.7 si al menos uno de ellos

satisface 0.7.-pues 0.6 no depende de la eleccidn de dicho sistema.

Supongamos ahora que tres puntos A, B, C no estén alineados.
Si A+ Bl B+ C, entonces las tres alturas del tridngulo ABC se --
cortan en B. En consecuencia podemos asumir que A, B, C, no forman

un triéngulo rectangulo.

Es imposible que las tres rectas A+B, B+ C, C + A, sean —
perpendiculares a s{ mismas. Como cualesquiera dos de ellas no son
paralelas, existen a lo mas dos haces de rectas paralelas que son -
perpendiculares a si mismas. Este altimo hecho puede ser verifica-
do como sigue. Si ¢ es la constante de orotogonalidad en el siste-
ma de coordenadas elegido, entonces la perpendicularidad de la rec-
ta (y = xr + 8) a sf misma es equivalente a rz = c. Pero esta ecus

cién tiene dos o ninguna soluciones.

Suponemos entonces que la recta A + B es la no perpendicular
a s{ misma. Ahora bien, se sigue de una nota anterior que podemos

suponer sin pérdida de generalidad que
A= (0,0), B= (o,r) yC=(s,t) donde r £ t, st § o

puesto que A, B, C, no estan alineados y no forman un triangulo rec

tangulo. Entonces las rectas A + B, B + C, C +« A vienen dadas por



las ecuaciones x = 0, y = x(t - r)._1 +r,ys= xtl-1 respectivamen-
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te, y las tres alturas desde A, B, C, vienen dadas por y = zs(t-r)—lc,

ys= x‘t-lc +r, y=1t, respectivamente, y estas tres rectas tienen

en comin el punto (t(t ~ r)a'lc-l. t), como se comprueba por simple

cémputo.

Esto completa la demostracién.

As{ pues, a la vista de los resultados obtenidos y con el
fin de dotar de la suficiente potencia a nuestra axiomltica, debe--

mos introducir el siguiente

AXIONA IV

Existe una relacidn de ortogonalidad entre las rectas del

plano que cumple las condicicnes 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4,

TEOREMA 1.14

En presencia de los axiomas I, II, III y IV, se verifics
que por un punto exterior a una recta existe una Gnica recta para--

lela.

Demostracibn

Sea P y r una recta dados, entonces por el axioma IV —--
existe unarecta s, a #r, tal que sl r, y Qtal que Q€syQer

pues 8 y r no son paralelas.



Se presentan dos casos:

1) Pec =a.

FIG.9

Entonces, existe un Unico punto R centro de la alineacién

f que intercambia P y Q, por el axioma II, existe M tal que KgP + Q
entonces:

a) Mer (Ver fig. 9). rr = P o lf. si rfJV r, tiene un punto en

comin con ella y este punto serd fijo. Como R es el Gnico pun-

to fijo de f, resulta que rr =P «+ lf =P+R=28s=P+Q.yen

tonces Q seria punto fijo, contradiccién que lleva a que rfil r.

Si existe otra paralela ry por P a r, resulta que conside

rando el mismo razonamiento para M y s que para P y r, existe

una recta 31 que contiene a M y es paralela a s. 8 es ortogo

nal a r1 y ar , pues jo es ar y las corta en dos puntos dis-~
tintos A y B, De aqui se deduce que las alturas del triéngulo

PAB se cortan en dos puntos distintos A y B, lo que contradice
C.4.



b)
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Ng r.

Entonces si P « N es paralela a r (ver fig. 10), como por N -

FI16.10

2)

existe una Unica paralela a P + Q, por los resultados del paré-

grafo anterior, esta paralela s  seré ortogonal a P + M, y a Ty

1
siendo r, una segunca paralela a r que pasa por P y distinta de
P+ M. Si A es la interseccibn de 8,y el tridngulo PMA —-

tampoco verifica 0.4.

Si P + N no es paralela a r, existird un punto de intersec
cién de ambas, que llamaremos T y estaremos entonces en las hi-

pbtesis de a).

Peg s

Entonces existe un Gnico punto R que es el centro de la -

alineacién f que intercambia P y Q, por el axioma II, existe un pun

to M tal que N ¢ P + Q. Se presentan tres casos:

a) SiMer (Ver fig. 11), P + Hf es paralela a r,segin razonamien



tos anteriores, y es inica pues si existiera otra rl. consiceaw
rando el punto A interseccién de P + 'f con 8, y B interseccién

de L con s, resultarfa que el triéngulo PAB no cumplirfa 0.4.

Fic. 1t

b}

c)

Si K e s, entonces P + N puede ser paralela a r y seria dnica -
por el mismo razonamiento final del apartado a), o no seria pa-
ralela y cortaria en un punto M' a r, con lo cual estarfamos en

las hipétesis de a).

Si M ¢ sy M ¢ r, podria ser que P + N fuera paralela a r y se~
ria Gnica por los mismos razonamientos anteriores, o bien corta

ria a r en un punto N' y estariamos en las hipbtesis de a).

m
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1.6 COLINEALIDAD DE LOS PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

La validez de la tantas veces llamada especializacién afin
del Teorema de Desargues es una consecuencia inmediata de la condi-
cién 0.7. Vamos 8 suponer en todo este parégrafo que el plano afin
en consideracitn es de caracteristica distinta de 2 y satisface la
especializacién afin del Teorema de Desargues. Usando los resulta-
dos anteriores se sigue que pars cada par de puntos distintos alinea
dos existe una idnica alineacién que los intercambia. Suponemos, --
ademés, que se ha definido una relacién de ortogonalidad que cumple
las hipbtesis 0.1 a 0.4.

Si tres puntos A, B, C, no estén alineados, entonces note
mes por A', B', C' los centros de las alineaciones que intercambian
By C; Cy A, y Ay B respectivamente, por h(X) la altura correspon
diente a X, por b(X) la mediatriz por X' y por m(X) la mediana --

correspondierite a X y X'.

TEOREMA I.15

(a) Si la caracteristica del plano es distinta de 3, entonces las

medianas de un triéngulo concurren en un punto.

(b) Si la caracteristica del plano es 3, entonces las medianas de

un triéngulo son paralelas.

Demostracién

Supongamos que los tres puntos A, B, C, no estin alineados.

entonces, por el Teorema I.7 existe una representacién del plano -



por medio de coordenadas de un sistema cartesiano de nimeros tales
que A = (0,0), B = (1,0) y C = (0,1). Notemos por A‘, B', C* los -
centros de las alineaciones que intercambian By C, Cy A, y Ay B,

respectivamente,

Puesto que la alineacidn en el origen puede ser descrita
por las férmulas x' = -x, y' = -y, se sigue que la alineacién res--

pecto del punto (a,b) viene dada por las férmulas

x' = -x + 2a y' = -y + 2b

De aqui se sigue del corolario 1.3, que A' = (¥X,X). En -
efecto, A' es el centro de la alineacidén que intercambia C = (o0,1)
y B = (1,0), luego esté en la recta x + y = 1, por otra parte el --
transformado de A = (0,0) es el punto P interseccidn de las rectas
(x = 1) ¢ (y = 1), es decir, P = (1,1) que esté alineado con A y A'.
Pero A + P = (y = x) y la interseccidn de esta recta con x + y = 1

es A* = (%,%).

Hemos considerado que F es de caracteristica distinta de

2. Analogamente verfamos que B' = (0,%) y C' = (¥,0).

Las ecuaciones de las tres medianas del tridngulo son

A+ A = (y=x1); B+B' = (y=x(=%X)+%) Co+C & (y=x(-2+1)

Si la caracteristica del plano es 3 entonces -2 = =% = 1,

ias tres medianas son paralelas.

Si la caracteristica no es 3 entonces el punto comin es -
(1/3,1/3). En efecto:
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Si consideramos 1/3 como el nimero m tal que 3m = 1, re--
sulta que, si y = x1, sumando dos veces da y ¢+ y = x1 + x1, y de -~

aqui
(1 +1)y=(x+x)1=((1+1)x)1=(2x)1

y sumando de nuevo 3y = (3x)1, pero si x = m, 3x =1, 3y = 1,y=1/3,
y el punto (1/3,1/3) pertenece a la recta (y = x1).

Si y = x(-%) + ¥ y sumamos tres veces, resultari

3y = (3x) (%) + X+ X+ % si x =m, entonces 3y = =X + X + X + X =
=X +X¥=(14+1)%=2%m=1, y el punto (1/3,1/3) pertenece a la
recta (y = x(-%¥) « ¥X).

Para la tercera ecuacibén se efectuard la comprobacibén de

forma analoga.

De la prueba vemos que las medianas se dividen en la razén
% si la caracteristica no es 3. Aqui decimos que el punto U divide
aV + ¥Wen larazén % si U es el centro de la alineacidn que inter-
cambia V y Z, siendo Z tal que W es el centro de la alineacidén que

intercambia U y Z.

Para demcstrar que el punto comin que llamaremos P=(1/31/3)
divide a todas las medianas en la razén % veremos que cumple las --
condiciones de la definicién. La alineacidn de centro A' transfor-

ma al punto P en otro punto P' = (x',y') cuyas coordenadas son

x' = -x + 2% =-(1/3) + 1 = =(1/3) + 1/3 + 1/3 + 1/3 = 2.1/3

y' = -y +2%=-(1/3) + 1 = 2.1/3.



La alineacién de centro P transforma el punto A en el ---

purito P', ya que

x' =0+ 2.1/3 = 2.1/3 y' =0+ 2.1/3 = 2.1/3

Luego, P es el centro de la alineacién que transforma A -
en P*' donde P' es el centro univocamente determinado tal que A' es

el centro de la alineacidén que intercambia P y P'.

la demostracién seria andioga para las restantes med.anas.

Es fécil demostrar que h(A) y h(B) se encuentran en un --
punto bien determinado, ya que si fueran paraleias los lados C + B,
¥ A + B serian paralelos, lo que no es y, en consecuencia, pcr el -

Teorema 1.12 las mediatrices b(A) y b(B) también se cortan.

TEOREMA 1.16

Si F es de caracteristica distinta de 2 y 3, M, h(A)h(B)
7 b(A)b(B) estan alineados.
Demostracién

Consideramos los tridngulos determinados por los puntos A,
B, h(A)n(B) y A*, B' y b(A)d(B) (ver fig. 12).

Puesto que h(X) y b(X) son perpendiculares al mismo lado
del triéngulo ABC, entonces son paralelas, y el paralelismo de A + B



y A' + B' es una consecuencia del Teorema 1.10. Por tanto, los la-
dos correspondientes de estos triéngulos son paralelos. Aplicando
el Teorema de Desargues - que puede serlo siempre que nuestra afir-
macién no sea satisfecha trivialmente - deducimos la perspectividad
de los dos tridngulos ABh(A)h(B) y A'B* b(A)b(B), lo que prueba -
nuestro aserto.

h(B)

B
blA) b(B)\

FiG.12

(0]
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1.7 LAS BISECTRICES DE LOS ANGULOS

Supongamos shora que u, v, w son tres rectas distintas --

que contienen al punto P y que cumplen la siguiente condicién:

(B) Si W § P es un punto de w, si w' es una recta ortogonal a w -
por ¥, entonces w' no es paralelani auni av, yWesel cen

tro de la alineacién que intercambia w'u y w'v.

Entonces, llamaremos a w bisectriz del &ngulo (u,v). Se-
flalamos que una bisectriz del éngulo {(u,v) es al mismo tiempo una -

bisectriz del &ngulo (v,u). Debe ser entendido que un éngulo no es
sino un par de rectas.

TEOREMA I.17

La validez de 0.4 es equivalente a la validez de las tres
condiciones siguientes:

(i) Si los tres puntos A, B, C, no estén alineados y si A', B*, C'
son los pies de las alturas del tridngulo ABC a través de A, B,
C, entonces A', B', C' no estén alineados y la recta A + A' es
una bisectriz del éngulo (A'+ C', A'+B'). (Ver fig. 13).

(ii) Si los tres puntos A, B, C, no estéan alineados, si u es una —-
bisectriz del dngulo (A+B, A+C) y v una bisectriz del angulo
(B+A , B+C), entonces C + uv es una bisectriz del éngulo --——
(C+A , CeB). (Ver fig. 148).



(iii) Si w y w' son bisectrices distintas del éngulo (u,v) entonces

wli v,

FI6.83

FIG.%

[emostracidn

Suponemos primeramente la validez de las condiciones (i)

e (2ii).



Si los tres puntos A, B, C, forman un trifingulo recténgu-
lo, entonces sus alturas tienen ciertamente un punto en comin, y, -
por tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que los pun--

tos A, B, C, no alineados, no forman un triéngulo recténgulo.

Notemos por A', B*, C' los puntos ur.ivocamente determina-
dos sobre B+ C, C+ Ay A +« B, respectivamente, tales que A + A’
B+C,B+B'L CeAyC+C' L A+B.

Entonces, deducimos por (i) que A + A' es bisectriz del -
&ngulo (A'+C’ ,A* + B'), que B + B' es bisectriz del &ngulo ~—-
(B'+C*, B'+A') y que C + C' es bisectriz del &ngulo (C'+A*,C'+B*).

Se sigue de (ii) que w « C* + (A + A') (B + B') es bisec-
triz del angulo (C*+A', C'+B'). Si w fuera distinta de C + C', co-
mo C + C' es también bisectriz del mismo é&ngulo, se deduce de (iii)
que w1 C + C'. Por tanto, tendriamos que w = A + B pues existe --
una Unica recta perpendicular a otra por un punto, envirtud del Teo

rema I.14.

En consecuencia, (A + A') (B + B') estaria en A + B. Pe-
roA+ByA+A' tienenencomin Ay A + By B + B' tienen en co--
min B, luego A = (A + A') (B +« B') = B, una imposibilidad que prue-

ba que w = C + C’.

De aqui C + C*' pasa por (A + A') (B + B'), lo que prueba

que C.4 es consecuencia de las condiciones (i), (ii) e (iii).

Supongamos ahora que 0.4 es valido. Entonces también se

satisface 0.7 como se sigue del Teorema I.13. Por tanto, el plano
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afin es el plano sobre un cuerpo conmutativo ordinario de caracte--

ristica distinta de 2.

Si consideramos un sistema de coordenadas, entonces la or
togonalidad estd determinacda por la constante c. Probemos algunocs

lemas.

Lema (1,1)

La recta (y = x8) es bisectriz del &ngulo (y = o,x = o)

si y sélo si 52 = -C.

Demostracién

Consideremos el punto (h,hs), h £ o de la recta (y = xs).
La recta perpendicular a (y = xs) que pasa por (h,hs) viene dada --

por la ecuacibén y = xca'l - l'u:s"1 + hs, lo que se comprueba por sim

L,

ple cémputo; y esta recta corta al eje O + Y en el punto (o,hs~hcs™
y al eje O + X en el punto (—hszc-1¢h , 0). El punto (h,hs) es el

centro de la alineacidén que intercambia ambos si y sélo si
2h = -na?c o n y Zhs = ha — hea™)

y estas dos ecuaciones son ambas equivalentes a gque sz = ~C.

Lema (1.2)

La recta (y = x8) es bisectriz del angulo (y = o,y =xr) -

si y sélo si szr - 28c + rc = O.
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Demostracibn

Consideremos el nuevo punto (h,hs) de la recta (y = xs) y
la recta dada por la ecuacién y = xcs-l - ht:I_1 + hs que pasa por -~
el punto (h,hs) y es perpendicular a (y = xs). Esta recta corta al
eje 0 + X en el punto (-hszc—l'h, o) y a la recta (y = xr) en el -~
punto (h(a2=<)(rs—)"! . hr(s%—< ) (rs—c)"1), 1o que se comprueba por

simple cémputo.

El punto (h,hs) es el centro de la alineacién que inter--
cambia esos dos puntos si y sélo si,
2h = --hszc-1 +he h(uz -c)(rs - C)-l y

2ha = hr(s2 - ¢)(rs - ¢)}

La Gltima de estas ecuaciones es claramente equivalente a
;= 2 . .
la ecuacidén s'r - 28c + rc = 0, y la primera es f&cil de comprobar

que es satisfecha cuando lo es la segunda.

Lema (1.3)

El eje O + Y es bisectriz de las rectas (y = xr) e (y = xs)

parar sy ra f o si y sélo si r = -s.

Demostracién

En efecto, un punto del eje O + Y sera de la forma (o,h).
La recta perpendicular al eje O + Y por ese punto serd (y = h); es-
ta recta corta 2 (y = xr) en el punto (hr'l,h) y a la recta (y = xs)

en el punto (ha_l.h). Entonces el punto {o,h) seré el centro de la



alineacién que intercambia aquellos dos si, y solamente si, se ver)

fica que

20=shrtsha? y Maebhen

La segunda ecuacién es una identidad y la primera es equi

valente a la igualdad r = -s.

Si wy w' son bisectrices distintas del &ngule (u,v) en--
tonces podemos suponer sin pérdida de generalidad, que u es el eje
O+ X, que v es 0 bien el eje O + Y 0 la recta (y = xr), y que v y

w' son las rectas (y = xs) e (y = xs8') respectivamente.

En el primer caso, si (y = x8) es bisectriz de (y=o0, x=o0),
entonces .2 = =cy si (y = x8') es bisectriz de (y=o, x=0), s'zc-c
por (1,1), luego .23,2 = c2 y entonces ss8' = c, ya que si ss' fuera
igual a -c entonces ss' = s8 y 8' = 8, con lo que sélo existiria --

una bisectriz.

En el segundo caso si (y = xs) es bisectriz de (y=o0,y=xr),
entonces szr ~-28c +rc =0y 8i (y = x8') es bisectriz del mismo -
angulo entonces s'zr - 28'c + rc = 0, entonces r(s2 +Cc) =28cy -~

r(s'2 + c) = 28'¢c, de donde,
2rs'c (lz + c) = 2rsc (3'2 +c) vy 25’ - 88'% = sc - a'c

Por tanto, s8's (8 - 8') = c (a - 8'), como 8 # 8' resulta que -—--

s8's = ¢, como queriamos demostrar.

En ambos casos se cumple (iii).

es
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Si los tres puntos A, B, C, no estén alineados, y no for-
rman un tridngulo recténgulo, por el Teorema I.7 podemos elegir el -
sistema de coordenadas de tal manera que A = (s,0), B = (r,0) y --
C = (o,t), donde rat 0oy r ¢ 8, y tal que el pie de la altura --
correspondiente a C es C' = (0,0). Entonces A + C viene dacda por -

la ecuacién y = xta ) + ¢t yBe+Cporys= L

Las alturas correspondientes a Ay B son

y = xret™? 4 mret? e y= ~xsct™) + ract™, como se com---

prueta por simple cllculo, donde ¢ es la constante de ortogonalidad

que pertenece al sistema de coordenadas considerado.

El pie de la altura correspondiente a A es el punto A's
( 2,2 .2.-1 2 2 .11 .
= (r(src-t“)(rSc-t%) , tre(s-r)(t"-r“c) ") y el pie de la altura

correspondiente a B es el punto

B = (s(sre-t?)(s2c-t2)) , tse(r-s)(t3-s%c)™))

De aqui la recta A' + C' viene cada por la ecuacidn —
y = xtc(s - r)(t2 - src)_l, y la recta B' + C*' viene dada por la --
ecuacién y = xte(r - 8)(t2 - sre)™l. Pero C + C' es el eje 0+ Yy
de aqui se deduce de (1,32) que C ¢« C' es la bisectriz del angulo --
(A'+C', B'+C'), lo que prueba (i).

Procedamos a la prueba de (ii) por la demostracién de un

lema gue no hace uso de 0.4.
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Lema (1.4)

Si tres puntos A, B, C, no estén alineados, si u es bisec
triz del &ngulo (A+B, A+C) y si v es bisectriz de (B+A , B+C) enton

ces u y v no son paralelas ni perpendiculares.

Demostracién

Supongamos primeramente que u |l v. Entonces hay una y --
s6lo una recta w por C que es ortogonal a ambas u y v. Se sigue --
por la definicidén de bisectriz que w no es paralela a A + B, que v
corta a A + B en un punto W y que uw es el centro de la alineacién
que intercambia Wy C. Como dicho centro es unico, deducimos que -
uw = vw, lo que contradice el supuesto paralelismo de u y v, puesto

que u y v son ciertamente distintas.

Supongamos que u L v. Entonces u(B + C) es un punto B'
bien determinado y uv es el centro de la alineacién que intercambia
Ay B'; y v(A + C) es un punto A' bien determinado y uv es el cen--

tro de la alineacidn que intercambia B y A'.

En consecuencia, A, A', B', B forman un cuadrilétero tal
que una diagonal biseca a la otra. Puesto que hay un solo punto X
en la recta B + uv tal que uv es centro de la alineacidn que inter-
cambia B y X, se sigue del corolario 1.2 que este cuadrilétero es -
un paralelogramo, lo que es imposible puesto que A + A' y B + B' --
son dos rectas distintas que se cortan en C. Esto completa la de--

mostracién del lema.

Volvemos ahora a la demostracidén del hecho que (ii) es —-

consecuencia de 0.4.



Si los tres puntos A, B, C, no estén alineados, si u es -
una bisectriz del &ngulo (AeB , A+C) y v una bisectriz del &ngulo -
(B+A , B+C) (ver fig. 15), entonces notemos por a la recta univoca-

mente determiracda que pasa por A y es perpendicular a u, y por b la

FIG.1S

recta univocamente determinada que pasa por B y es perpendicular a
v. Deducimos de (1.4) que las rectas u y b no son paralelas, si lo
fueran v seria perpendicular a u, 10 que no es; y por la misma ra--

26n, v y 8 no son paralelas.

Las rectas & y b no son paralelas puesto que uy v no lo =
son. Zntonces, ab, av y bu son puntos Que determinan un triangulo.
Dos de sus alturas son u y v, la tercera es una recta H + ab con ~-
pie H de la recta bu + av. Es consecuencia de 0.4 que las tres al-
turas pasan por el mismo punto denominadc uv. Pero se sigue de la
propiedad (i} que hemos verificado, que u es una bisectriz del an-
gulo (A+B, A+H), v una bisectriz del angulo (B+A ,B+H) y ab + H es

uria bisectriz del anguio (HeB , HeA).

Feroc u es bisectriz de (A+B, A+C), por tanto, A+H e A+ C,

va gue hay sobre la recta X + Y sélo un punto Z tal que Y es el cen

92
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tro de la alineacién que intercambia X y Z; similarmente B + H =
= B + C. De aqui resulta que H = C, lo que muestra que la recta --
ab + H = C + uv es una bisectriz del &ngulo (C+A , C+B), como queria

mos demostrar.

De la demcstracién, en particular de los lemas (1.1) y —-

(1.2) es f&cil deducir el siguiente hecho:

Corolario 1.7

Si 0.4 es satisfecho. entonces la condicién siguiente es -
necesaria y suficiente para la existencia de bisectrices de cual--—-

quier angulo

(iv) Si c es la constante de ortogonalidad en algin sistema de -—-
coordenadas, entonces —c es un cuadrado y la suma de algunos

pares de cuadrados es un cuadrado.

Demostracién

Si existen bisectrices decualquier angulo, existe la bi--
sectriz del angulo recto determinado por tres puntos no alineados,
A, B, C tales que A + BL A + C. Sin pérdida de generalidad pode—
mos elegir un sistema de coordenadas tal que A = (o0,0), B = (0,1) ¥y
C = (1,0), entonces A + B2 (x =0), A+ C= (y =o0), y en el que -
la constante de ortogonalidad es c. Entonces si la bisectriz del -
angulo es la recta dada por la ecuacidén y = xs, resulta de (1.1) ~-

2
que -~ =8 .



4

Supongamos ahora que A + By A « C no son perpenciculares,
por ankloga discusién resulta que si A + C % (y = 0) y A + B3 (y=xr),
Yy su bisectriz es (y = xs), se deduce de (1.2) que lzr-2-c+rc = o0,

o lo que es lo mismo OZP-ZOC-I‘CQZI‘C = 0, O también r(lz- c) =
= 2c(s - r), pero como —¢ es un cuadrado resulta que

2 2 -1

2+ t?at?l-arl)2

Entonces, para los pares devalores de r y s tales que se

cumpla que (1 = lr_l) 2 sea un cuadrado, se verificaré el corclario.

Los reciprocos son ciertos s partir de la doble implice--
cién de (1.1) y (1.2).
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1.8 LA CONDICION 0.6 Y LA TEORIA DE CIRCULOS

Supongamos que en un plano afin ha sido definida una rela

cién de ortogonalidad que satisface 0.1, 0.2, 0.3.

Si D' y D'' son puntos distintos, entonces definimos el -
circulo con diémetro D'D’'' como el lugar de los puntos de intersec-
cién de las rectas perpendiculares trazadas por D' y D''. Consiste,
por tantc, en los puntos D', D*'' y todos los puntos P para los cua-
les D' « PL D'* &+ P.

El centro Z de la alineacién que intercambia D' y D'*, —--
puede ser llamado centro de este circulo, y los puntos Q' # Q'' del

circulo pueden ser llamados opuestos si Z, Q', Q'' estan alineados.

Este es claramente el caso si los puntos D', Q', D*'' y -
Q'*' forman un recténgulo y también si Q' + Q'* = D' + D', Esto —-
lleva a la cuestidén de si todo par de puntos opuestos determina un
didmetro, esto es, si el circulo con didmetro Q'Q'‘' es siempre igual

al circulo de diametro D'D*".

Es evidente que la condicién 0.6 es necesaria y suficien-

te para asegurar esta igualdad.

Supongamos ahora que 0.6 es satisfecha por la relacién de
ortogonalidad que consideramos, entonces podemos suponer sin pérdi-
da de generalidad, que el centro Z del circulo es el origen (o0,0) -
de nuestro sistema de coordenadas. Esto implica que D' = (r,s) £
(0,0} y D'* = (-r,-s). Si la constante de ortogonalidad pertene---

ciente a nuestro sistema de coordenadas es ¢, entonces deducimos --
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de (2.5) de 1.5 y del Teorema 1.13 que el punto (x,y) pertenece al
circulo dediémetro D'D** si y sélo si

2 2 2 2
Yy -cx" =8 - cr

ya que si se verifica 0.6 se verifica 0.7, por el Teorema 1.13, y -

aplicando el resultado (2.5) de 1.5, resulta la ecuacibén anterior.

Deberia ser sefialado, sim embargo, que los postulados 0.1
a 0.4 no aseghran la existencia de rotaciones que transformen un -
cierto haz de rectas paralelas en otro haz de rectas paralelas pre

designado, como puede verse en el siguiente ejemplo:

El plano es el plano afin sobre el cuerpo de los numeros
racionales y la constante de ortogonalidad para un sistema elegi-
do es ~-1. El circulo dado por la ecuacién xz + ,2 = 1 tiene como
centro el origen y contiene a los puntos opuestos (tl,0). Pero no
contiene ningin punto de la recta (y = x.2) puesto que 5 no es un
cuadrado; y por tanto, no existe ninguna rotacién alrededor del -—-
origen que transforme el eje O + X en la recta (y = x 2) y tampoco
una reflexién con respecto a una recta a elegir que intercambie -

estas dos rectas.



1.9 LA CONMUTATIVIDAD DEL CUERPO BASE

Vamos a obtener unos resultados que muestran la relacién

entre la conmutatividad del cuerpo base y el Teorema de Pappus.

TEOREMA 1.18

En las condiciones del Teorema I1.13 si se verifica 0.4 -

entonces se cumple el Teorema de Pappus.

Demostracién

Sean dos rectas de nuestro planoc, que sin pérdida de gene
ralidad pueden ser consideradas como la (y = o) y la recta -—
(y = xm + n). Consideramos sobre la primera recta tres puntos, --
A = (0,0}, B = (b,o) y C = (c,0), y sobre la segunda un punto A' =

= (al.az). (Ver fig. 16).

FIG.164J
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Trataremos de demostrar s partir de las hipbtesis que si
por C trazamos las rectas paralelas a A + A’ y B +« A’ que cortan -
8 la rects (y = xm + n) en los puntos C*' y B* respectivamente, en~

tonces las rectas A + B' y B + C* son paralelas.

Pues bien, si se verifica 0.4 el sistema numérico carte--
siano F de nuestro plano afin es un cuerpo conmutativo y 8 partir -
de ah{ calcularemoa las ecuaciones de las rectas mencionadas.

LarectaA +A' E(y = nqu-l). entonces la rects C+C'
Que es paralela a la anterior y contiene a C, vendrd definida por -

-

la ecuacién y = xnqu-l - ca 8 1. De aquf C' es el punto de inter

2
seccién de las rectas (y=xm + n) e (y = nznl‘l- Clzl;l). y resul

-1 -1
thuexnon-nznl °°.2‘1 o también

x (2 -aal)a-n-cael
2" 2%1
con lo que las coordenadas de C*' son

X = (—n-uzl;l)(l - .21;1)-1. y= (-n—ca.‘,-;l)(- - nzn;l)'lnon

La recta B + A' viene dada por la ecuacién
y=x(-a) (b-a) -an, (b-a) sa,

y la ecuacién de la recta B* + C, que es paralela a la anterior y -

contiene a C viene dada por la ecuacién
-1 -1
y—:(-az)(b-ui) -c (-a,) (b-a)

lo que se comprueba por simple cémputo. Entonces B* es la intersec

-1 -1
cién de las rectas (y = xm + n) e(y-x(-cz)(b-ﬁ) -c(-.z)(b-ql) )
y resulta que

non-x(-cz) (b-tl)-l-c(-az) (b-—ll)_l
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x (m+ nz(b - nl)‘l) =-n-c (-.z) (b - .1)"
con lo que las coordenadas de B* son

x=(-n-c (- lz)(b - ‘1)-1)(- . lz(b - .1)-1)-1

y=(-n-c(-a,) (- .1)‘1)(- vay (b- W hhen

Veamos ahora la ecuacién de la recta A + B' que es
ye=x(nen(mealb-a)l)a-cl-alb-a)hH?h
2 ! ~*2 o

y la pendiente de la recta B + C' serd

((-n - cczﬁ'l)(- - .2.;1)-1 ae n)((-n-azlii)(l--qufl- Y I

Comprobemos que las pendientes de las dos rectas son -——
iguales.

La pendiente de A + B' es

naz

b—-.;— n-(b--l)¢ na,

B ¢ ——————— - B+ -

c(-cz) -n{d - -1) - °("z)
b-ay

-.n(b-.I)'&lclzonl(b-ol)#nnz lz(lcOu)
-n(b-|1)¢caz --ub¢m1¢cg2



La pendiente de B + C' es

ca,
- -
o'
ms+n
a, - na, -ca,
n - s +n
a, ma, - s,
- 3
ca - na_ - ca
- n- 1 2 - b
a ma, - a
1 e 1 2
%2
-—
%
. (-na1 - caz) m+n (-a1 - az) . lz(—CI - n) .
(-m1 - caz) - b(lm1 - '2) -na  -ca, - b(ul-az)
lz(—CI- n) -2(-c- - n)
= =
~na, —ca, - b(-n) -na, -ca, +bn

que es evidentemente igual a la anterior.

TEOREMA I1.19

Si se verifica el Teorema de Pappus en el plano sobre un
sistema cartesiano F que es un cuerpo, entonces este cuerpo es con-

mutativo.

Demostracién

Sean a y b dos elementos de F distintos de o, pues si n¢

.a demostrac:o6n seria trivia:. y sea B' e. punto de coordenadas ---
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(a,b) (Ver fig. 17). Entonces O + B*' B (y = xba.l) y B + C' que

A'/ " B:lab) €

F1G.17

-1

es paralela a ella por construccidn, es la recta (y = xba -nbu'l).

Luego C*' interseccidn de ésta Gltima y la recta (y = b) tendré co-
mo abscisa el valor de x que satisfaga la ecuacién b= xbn-x-aba°1

lo que implica que x = bab~! 4+ a.

1b) + b)), —-

luego la recta B' + C paralela a ella por B' tendrd la forma ———-

Por otra parte, la recta A' + B= (y = xa_

(y = xn-l(-b) + 2b). El punto C interseccibén de ésta Gltima con -
la recta (y = o) seré el que tenga como abscisa el valor de x que

satisfaga la ecuacidn o = x‘—l(-b) + 2b, y entonces x = 2a, ya que
28871(=b) + 25 @ 2(=b) + 2b = (-b) + (-b) + b + b = 0.

Por tanto, si se verifica el Teorema de Pappus, Cy C' -
estin en una recta paralela a (x = o), es decir, tendrén la misma
abscisa y, en consecuencia,

-1

bab™ + a=2a » bab ) «a 3 ba=ab
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1.10 EL ORDEN EN EL PLANO

Con el objeto de dotar de un orden a los purntos del plano
nos serd preciso dotar previamerte de un orden al cuerpo ¥ asocia--
do a &1, para lo cual es necesario introducir nuevas definiciones,
ya que trataremos de caracterizar los elementos de F (puntos de una

recta) como elemerntos reales partiendo de elementos naturales.

Si existen tres puntos no alineadcs que denominaremos O,
X, Y y si para cada par de puntos de una recta, elegiremos sin pér-
dida de generalidad la recta O + Y, existe una alineacién que los -
intercambia, entonces existe un punto R centro de la alineacién h -
que intercambia O e Y, distinto de ambos, pues es el (nico punto --
fijo. Supongamos asimismo que Y = 1 (1 elemento unidad del grupo -

multiplicativo F).

A su vez, existird el centro R' de una alineacién f que ~
intercambtia O y R, y el centro R'' de una alineacién g que inter--

cambia Ry 1, es decir,

f: { f(R') = R* ‘_{ '(R") = R**
f(0) =R g(R) =1

Evidentemente, f # g, y por tanto, R' # R**, pero ademis
R'' # O, ya que si h es la alineacién tal que h(R) = Ry h(0) = 1,

Yy g es la anterior con R'' = 0, resulta:

hg(0) = h(0) =1 1luego hg = tl' donde t, es tal que tl(O) =1

1

hg(R)

h(l) = 0 luego hg = —tR, donde tR es tal que tR(O) = R
hg(l) = h(R) = R luego hg = tl.R' donde ‘1,n es tal que tun“"“

entonces, t; = ~tp = tl.R =3



2
sresultaque ~tp t, ot =lot  t =t K TeG,T=1

lo que es imposible pues O ¢ 1.

Por anélogo razonamiento, R' ¢ 1. En consecuencia, exis
ten al menos cinco puntos distintos en nuestra recta. Por otra -
parte, puesto que tl = hg, tl(l) = A, con A distinto de O, 1, R,
R' y R'*. Que es distinto de O y 1 es evidente, veamos que es dis
tinto de los otros tres puntos, para lo cual necesitaremos el sj--

guiente

TEOREMA .20

R es el centro de la alineacién que intercambia dos pun-
tos Ay B si y sélo si tA,R - tR,B'
Demostracibn

Sea R el centro de la alineacién f que intercambia los -

puntos A y B de la recta O + 1 (ver la fig. 18)

4

F16.18




Tracemos por R la paralela a B + X que cortari en un pun
to D a la recta O + X, por D una paralela a O + 1, y por A una pa-
ralela a B + X. Estas dos dltimas rectas se cortarén en un cierto
punto P, entcnces la paralela por D a la recta P + R del paralelo-
gramo ARPD cortaréd en un punto 8 O + 1 que seré el transformado de
A por la alineacidén de centro R, segin el Teorema I.5. Pero ese -

punto no es otro sino B y por la construccidn que hemos hecho re—-

sulta tA,R - tP,D = tR.B.

Supongamos ahora que t - tn . Haciendo la construc-

AR ,B
cién inversa pero aréloga a la anterior, resulta que se cumplen --
las hipétesis del Teorema 1.5, luego R es el centro de la alinea--

cién que intercambia A y B.

Segin esto A # R en nuestra recta, ya que 2tR = t1 y --

.
2t1 = tA' entonces AtR = tA'

Como tn(o) =Ry tA(O) = A, resulta A 4 R y, anélogamen-
te para R' y R*'', ya que

Ztn' = tR; Atn, = tl; etR, =t ademas
tg = tg,1¢ 2tge = 2tp po.. luego to tp (-tp p ) (tg ) =1y -

tx'(_tR.R")tR'(-tR.R") =1; tR'(-tR,R”) =1 tR’ = t‘R,R"‘ tA-
A la vista de lo anterior, podemos dar la siguiente

Definicién I.4

Dada la traslacién tl (tl(o) = 1) definimos elemento en-



tero positivo (negativo) de F a aquel elemento m (-m) de F tal que
A= -tl(o) (-» = -(-tl(o))), con m perteneciente a los nimeros na

turales.

Con esta definicién se ordenan los elementos enteros de

F trasladando el orden de N de la siguiente manera:

a) Si m, n son elementos enteros positivos de Fm g n si y sélo -
si m¢nenN, siendom = -tl(o) yns= ntl(O).

b) Si -m, -n son elementos enteros negativos de F, -a ¢ -n si y -

86lo si ng men N, siendo -a = -(-tl(o)) y o= n(-tl(o))-

¢) Cualquier elemento entero negativo es ménor que cualquier ente

ro positivo.

Hemos visto por otra parte, que los centros R, R*', R'' -

de las alineaciones h, f, g, respectivamente, son tales que

Ztn = tl. ‘tR' = ‘tR.R" = t1

Si consideramos ahora las alineaciones

{rl(nl) - "1. .. 1,(R) = nz' . { £,(Ry) = Ry . .{rl(n‘) =R,
£,(00 =g f,(R') = R f3(R) =R f(R")=1

1° 2" 3 4’

resulta, aplicando reiteradamente el Teorema 1.19 que, por ejemplo,

tR3 = tR.thR = tkitﬂ' entonces

etR3 = a(tthR) - stnlatn = atnla(ZtR) - t;lat1 = st1
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Y, andlogamente, considerando la alineacidén que intercambia 1y 2,

resultaria que si su centro es Q entonces, 2t° = 3t1.

Todo esto nos sugiere la siguiente

Definiciébn I.S

Dada la traslacién t! (tl(O) = 1), definimos elemento ra
ciorial positivo (negativo) c(F) a aquel que verifica la igualdad

ntc = at {ntc = -(~t1)), siendo n y m numeros naturales y notare-

1
mcs ¢ = m/n (c = -a/n).

Es evidente que estableciendo la aplicacién entre los —
elementos eriteros de F y lcs racionales de denominador 1 de F, que
tienen el mismo numerador entero, dicha aplicacidn es un isomcrfi§

mo y conserva el orden.

Es de seflalar, sin embargo, que, hasta ahora, los Gnicos
elementos racionales de F caracterizados son aquelles que tienen -

como denominador una potencia de 2.

Por otra parte, al objeto de ordenar estos elementos ra-
cionales de F y los que obtendremos, trasladaremos la ordenacién -

de Q de la siguiente manera:

a) Si ¢, d son elementos racionales positivos de F, c d si y sé

lo s:, m/ng p/q en Q, siendo ¢ = ®/n v d = p/q.

b) Si c y d son elementos racionales negativos de F, c £ d si y -

sélo s1, m/ng p/q en Q, siendo ¢ = —a/ny d = -p/q.



c) Cualquier elemento racional negativo es menor que cualquier --

elemento racional positivo.

Caractericemos ahora los elementos de F inversos de los

elementos enteros (se incluyen las potencias de 2).

Si m es un elemento entero de F, sabemos que existe un -
elemento -1€ F, tal que --‘1 = 1, y existe un punto en la recta

O + 1 que cumple esta igualdad.

En efecto (Ver fig. 19), por el punto (o,m) la Gnica pa-

(m, 0) (x=m) (m.1) o~
1,0 (.m) {x=1)
(.mM (0,1 (0,m) FI6.19

ralela a 1 + 1 corta a la recta O + (1,0) en un punto (m,0) y la -
recta paralela a O + (1,0) por (m,0) que no es sino la recta (x=m),
cortard a la recta (y = 1) en el punto (m,1). Entonces, la recta

O + (m,1) cortaré a la recta (x = 1) en un punto (1,c) tal que —-

c por la definicidén de multiplicacién, no es sino I-l y la parale-
la a 0 + (1,0) por (1,c) cortard a O + (0,1) en el punto de ordena

da a7,



Consecuencia de todo ello es gue

-1 -1 -1 -1
nt-_‘ = E’-lt.-lt.-l"""" t.tL =B + 8 +B 4+ ...t B =
m m
‘..—1 =1
Luego, ® t._l(O) = 1 como tl(O) = 1, resulta que 't.—l - tl vy, por

-1 . R
tantc, m = 1/m, segin nuestra definicién de elemento racional; y,
: -1
evider.temente, salvo m = 1, m = # n para todo n elemento entero de

F, ya que, n “.-l = nt1 = tnf

Por otra parte, existe ¢ perteneciente a F, tal que -—
nt-_l = tc entonces ntc = nnt-_l - ntl. y de aquf ¢ = n/m, en la

notacién adoptada para caracter:zar los elemer.tos racionales de F.

For tanto, hemcs caracterizado todcs los elementos racio
nales de F, ya que, dadcs dos elementos enteros n y m, el elemento
racional de F que les corresponde es aquel gue cumple que tc-nt-_l,

. -1
que se corresponde a su vez con el nimero racional nm .

Ademés, podemos asegurar a la vista de la definicién de
orden de los elementos racionales de F que F es denso, es decir, -
que en todo intervalo entre dos elementos racionales hay otro, y -
por tanto, infinitos. Basta, en efecto, ver gue si m/n ¢ p/q se -

verifica que m/n < (m+p)/(n+q) < p/q, io que es inmediato.

Definicién I.6

Liamaremos par de suces.ones mondtonas contiguas o de in

tervalos 2ncajados (an,aé) a dos sucesiones infinitas de elementos
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racionales de F

tales que

12.- La primera es mondtona, no decreciente; y la segunda es moné-

tona no creciente.

2%.- Todo elemento de la primera es menor que el correspondiente -

de la segunda, L < n;‘ para todo n de IN.

3.~ La diferencia .; -a llega a ser menor que cualquier elemen-
to € > o, tan pequefio como se quiera, desde un valor de n en

adelante.

Definiciébn I.7

Llamaremos elemento de separacidén o frontera del par de
sucesiones o del encaje de intervalos, a todo elemento de F que --

esté contenido en todos ellos.

Existe a lo m&s un elemento racional contenido en todos

los intervalos, ya que si existiesen dos y x2> ‘1' ocurri-

*1r %
L . - 3 -—
ria que L n:; xz x, para todo n, lo que es contradistorio

con la condicién 3%.

Pero puede ocurrir que no exista ningin elemento racio—-
nal de F contenido en tados los intervalos. Para asegurar que —
existe un elemento de F contenido en todos los intervalos necesita

mos el siguiente



be

AXIOMA V (Cantor)

Daca ura sucesidn de segmentos encajados Aan en F, ex:s

te un elemento coriternido en todos ellos.

Evidentemente este puno es Unico, pues Si no,no se cum-

rliria la tercera condicién de la def:inicidn I.6.

Definicién 1.8

_lamaremcs elemernto real de F al elemento de separacibn

de un par de sucesiones de intervalos encajadcs.

Svidentemente, este elemerto puede ser racional o nc. -
De esta manera hemos caracterizado todos lcs elementos de F (pun--

tos ce una recta!. Neces:taremos ahora la siguiente

Definicién 1.9

Un elemento real a de F se dice positivo (y se escribe -
ay o) si una de las sucesiones gue lo cefine tiene todos sus ele-
mentos racionales positivos o iguales a 0 @ partir de un cierto --

valor del subindice.

Esta defin:cidn permi:te establecer un orden tctal en F,

escrib.endo a» b, si y sdlo si, a - b3 o.

=

n



De esta manera, hemos ordenado los elementos del cuerpo
F, que no son otros sino los de la recta O + 1. Ahora bien, la ca
racterizacién de los puntos del plano como pares de elementos de F
se ha efectuado asignando un elemento de F como abscisa © primera
coordenada, obtenido al trazar sendas rectas paralelas, una al eje
O + 1, por el punto dado, y otra a la recta X + 1, por el punto de
interseccién de la anterior con O + X (siendo O, X, 1 los puntos -~
que nos servian paras determinar los ejes). Esta (ltima paralela a
X + 1 corta a O+ 1 en un punto (elemento de F) que es la abscisa
asignada. Lla ordenada o segunda coordenada del punto se ha obteni
do al trazar una paralela a la recta O + X por el punto dado, di--

cha paralela corts a la recta O + 1 en un punto que es la ordenada.

De esta manera podemos dar la siguiente

Definicién I.10

Dados dos puntos del plano A = (01.12) yB= (bl.bz) don
de ll, a,, bi' bz pertenecen a F, diremos que AL B si y sélo si,
ocurre que Il< bl o si s = b1 entonces a, < b2 en el orden defi-
nido en F.

Por otra parte, si suponemos tres puntos (x,y), (x',y')
y (x**',y'') de una recta cualquiera, resulta que (x,y) < (x',y')<
(x**,y'*) 8i se verifica que x ¢ x' £ x’*, o su inversa, O 8i ---
y<{y' £ y'*, o su inversa, entonces la proyeccibén paralela a un -
eje de esos puntos sobre el otro nos da los puntos (x,0), (x',0) y
(x**',0) o (0,y), (0,¥') y (0,y''), entonces o bien (x,0) < (x',0)<
(x'',0) si xx'¢ x'', o (x,0)> (x',0)D> (x*',0) 8i x>x*'> x'’
o (0,y)  (0,y') < (0,¥y'') si y< ¥y'C ¥'' o (0,y)>» (0.y') > ---
(o, y'!) 8i y> ¥y'> y''.
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Bh cualquiera de los casos, vemos que se conserva el cr--

den por esta proyeccidn.

Podemos eritonces enunciar el sigulierte

TEOREMA I.221

El plano sobre el cuerpo F estid totalmente orderado.



CAPITULO 2

COMPATIBILIDAD E INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS
EN EL PLANO



2.0  INTRODUCCION

En este capitulo se estudian la compatibilidad e indeper-

dencia de los axiomas del plano.

El camino seguido para ello es el clésico en estos casos,
es decir, para la compatibilidad se ha elegido un modelo en el que
se verifican los cinco axiomas, lo que garant:za la sclidaridad --
l5gica entre el sistema axiomético y el modelo. 1cho modelo ele-
gido ha sido Rz (no se podria haber elegido Qz pues en éste no se
verifica el axioma V). Este modelo, segin se demuestrs en la pri-
mera parte del capitulo, verifica los cinco axiomas, bien entendi-
do que, previamente y segun se ha ido necesitando, ha sido necesa-
rio efectuar una atribucidn de significados a los términos indefi-
nidos de nuestra geometria, tales como puntos, rectas, relacién ti

naria de incidencia entre unos y otras, alineaciones, etc.

En lo referente a la demostracidn de la independencia de-
cada axioma respecto a los restantes, se ha efectuado de modo -
usual mediante la construccié4n de modelos en cada caso, en los que
se verifican cuatro de los axiomas y no se ver:fica el axioma cuya
independencia se quiere demostrar. De esta manera existe un mode-
lo (el que demuestra la compatibilidad) en el que se verifican los
cinco axiomas, y otros, uno para cada uno de los axiomas, en el --
que se verifican cuatro y no el quinto, en consecuencia, ese quin-

to axioma es independiente de los restantes.

Los modelos han sido construidos con gran dificultad en -
la mayoria de los casos, y, en alguno de ellos, tales modelos veri
fican los axiomas para los que estan propuestos por no cumplir las
condiciones de las hipdtesis de los mismos. Esta técnica es utili

zada también por algunos autores de la Bibliografia, como Veblen.



2.1 COMPATIBILIDAD DE LOS AXIOMAS

Los cinco axiomas enunciados en el capitulo 1 no son con
tradictorios, es decir.Ano es posible deducir légicamente de estas
proposiciones una proposicién y su contraria. Para mostrarlo va--
mos a construir un sistema de cosas que satisface a todos los axio

mas.

Consideremos el dominio de los nimeros reales, y un par
de nimeros (x,y) del dominio como un punto, y las ternas (u,v,w) -
de tres nimeros reales y sus proporcionales como una recta, con la

condicién de que u y v no sean los dos nulos.

Si la ecuacidén ux + vy + v = o se satisface, decimos que
el punto (x,y) pertenece a la recta (u,v,w). Veamos que se satis-

facen los cinco axiomas.

AXIOMA I

Sean dos puntos A = (al,az) y Bs= (51'”2) tales que -

A # B. Si existe la recta que contiene a ambos, se tendrd que -—-

“.1 + Vlz + V=0

ub1 + vb2 + W =0

Entonces, si

11 = b1 = 0, s¢ tiene que A+ BEx =0

‘2 = bz = 0, Se tiene que A+ B=y=o0



a =a, =o0, se tiene que A + B & -(bzlbl)x +y=o0

b1 = b2 = 0, se tiene que A + B ® x - (‘1/.2)’ =0

‘1“2 = b1‘2' se deduce que (azlal) = (bzlbl) = Kk y se tiene que -

A+BzE kx+y=o0

En cualquier otro caso
( a, s, ) ( a a, v)
rang = rang
b1 bz bl bz w

Y el sistema tiene solucién Gnica con u = A w yv f/i .

Por otra parte, si dos rectas (u,v,v) y (u',v',w') son -
tales que u/u' = v/v' , entonces como es bien conocido, o bien ---
u/u' = v/v' = w/w' y son la misma recta, o bien, u/u’' = v/v' £ w/w'

y entonces, el sistema

ux + vy + w = 0 }

u'x + v'y + w' = o

no tiene solucidén, es decir, no hay ningun par (x,y) que satisfaga
a ambas ecuaciones, en consecuencia, (u,v,w) y (u',v’,w’) son para

lelas.

AXIOMA 1II

Es evidente gue para todo par de puntos alineados ex:ste

ctro no alineado con ellcs. En efecto, sean dos puntosg distintcs



A= ('1‘.2) yBa= (bl'bz,' entonces, la recta que los contiene se-

ré de la forma (b2 -a)x - (b1 - -1)1 - '1”2 - .Zbl = 0 como se

2

puede comprobar por simple cémputo y, donde bz -a, $o0é hl- 8 é o.

En el caso de que b, - .1 # o los puntos de la recta se-

1

rén de 1a forma (x, (b, - a,)(b, - al)-lx + (-a;b, + ab ) (b, - nlfl)

y cualquier punto de la forma
(x+1, (b, - a_)(b, -a ) x+ (~ab, + ab )b, -a )
A B TALS Tl ! P2 * 82010 - 8y

no pertenece a la recta.

AXIOMA TII

Para la demostracién de la compatibilidad de este axioma
demostraremos que se cumple para su forma fuerte, es decir, para -

el axioma IIIb.

Dados dos puntos del plano real cualesquiera P = (a,b) y
Q = (a',b*) definimos el punto R = (rl,rz) de tal manera que ——-
ry = (a + a’)/2, r, = (b + b')/2, y la siguiente aplicacién entre
los puntos del plano R x R.

BRxR —>» RxR
f: (x,y) r——» (2r,-x, 2r,- y)
que evidentemente es biyectiva, por ser R cuerpo. Pues bien, esta

aplicacién es una alineacidn que intercambia Py Q. En efecto:

a) £ £1, pues x £ 2!'1 -x e y# 2r2 -y

- 1, pues x = 2r, - (2:‘1 -x)e y= Zrz - (2!'2 -y)
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b) El Gnico punto fijo de f es R, ya que

X = er -Xx®% x= r

y=2r,-y% y=r,

c) Sea la recta (u,v,w) que estd formada por los puntos (x,y) que
satisfacen la ecuaciédn ux + vy «+ v = 0. Entonces, como (x,y)

se transforma en (2r1 - x, Zrz - y) esta ecuacién se transfor-
ma en

u(2r1 -x) e V(Zrz -y)ewveo

v+w=0

-ux - vy + 2r1u - 2r2

y la recta (-u.—v.zrlu +* 2r2v + w) es paralela a la recta ---
{(u,v,w) por nuestra definicién de paralelismo. Luego, nues--

tra transformacién transforma puntos alineados en puntos alinea
dos.

d) SiPa=(x,y)y Pt = (Zr1 -, 2r2 - y) pertenecen a la recta
ux + vy + w = 0, entonces

ux + Vy + v + u(z:r1 -x) + v(2r2 -y)+w=o0 y

Zur1 - 2vr2 + 2w =0 y R también pertenece a dicha recta.

Cabe afladir, ademas, que f(P) = Qy f(Q) = P, ya que --

f{(a,b)) = (a+ a* -a, b+Db' -b) « (a’,b')

f{(a',d')) = (a + 2’ - a', b+ Db -Db') = (a,db)

AXIOMA IV

Definiremos una relacidn entre las rectas del plano de -

la sigu:ente manera, la recta (u,v,w) es ortogonal a la recta -~--



(u',v',w*) si uu* + vw' = o. Esta relacién satisface 0.1, 0.2, 0.3,

y 0.4, En efecto

0.1

Dada la recta (u,v,w) existe la recta (-v,u,w) que es ortogo-

nal a ella, pues -uv + vu = o.
Es trivial, pues la condicién dada es simétrica.

Si las rectas (u,v,w) y (u',v’',w') son ortogonales, entonces
uu' + vww' = 0. Si (u'',v'',w'’) es paralela a (u,v,w) enton-

ces u/u'' = v/v'' = ky usku'', va=kv''.

Por tanto, ku'‘u’ + kv''v' =0 y u''u' + v*'v! =m0, -

luego (u'’',v'',w'*') es ortogonal a (u',v’',w').

Por otra parte, si (u'',v'',w'’') es ortogonal a (u',v*',w')

entonces u''u’ + v''v' =0 y u''/v'' = —v'/u'.

Como uu' + vw' = 0 y u/v = —v'/u', resulta que u'*/v'' =
= u/vy u/u'* = v/v'*, con lo que las rectas (u,v,w) y -—-—-

(u**,v'',w'') son paralelas.

Consideremos el trifngulo determinado por los puntos A= (al,qz)
B = (b1'°2) yCs= (cl.cz). Entonces, la recta A + B seria —-

la determinada por los puntos que satisfacen la ecuacién ---
(b, - ‘2)" - (b1 - ml)y - a (b, - ‘z) + a,(b, - ‘1) =0
y la altura trazada por C al lado A + B
(b1 - -l)x + (bz- az)y - c1(b1 - al) - cz(b2 - 12) =0
lo que se comprueba inmediatamente por simple cémputo.

La recta A + C seria la formada por los puntos gque satis
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facen la ecuacién

(-2 - cz)x - (n1 - cl)y - cl(l2 - °2) + cz(a1 - cl) =0
y la altura trazada por B al lado A « C

(.1 - cl)x - (.2 - cz)y - bl(.l - cl) - bz(az - cz) =0

Las dos alturas calculadas no son paralelas, pues si lo

fueran los lados A + By A + C también lo ser{an.

La recta B + C seria la formada por los puntos que satis

facen le ecuacién

(bz - cz)x - (b1 - cl)y - cl(b2 - cz) . cz(b1 - cl) =0
y la altura por A al lado B + C

(b1 - cl)x + (bz— °2”"1‘°1’ cl) - lz(bz - cz) =0

Esta Gltima ecuacién no es sino la suma de las ecuaciones
correspondientes a las otras dos alturas calculadas anterior-

mente, luego, las tres alturas concurren en un mismo punto, -

como queriamos demostrar.

AXIOMA V

Se cumple trivialmente pues el cuerpo de los nimeros rea

les es completo.



2.2 INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS

Con el objeto de mostrar la independencia de los axiomas
trataremos de encontrar unos modelos de geometria donde se verifi-
Gguen cuatro de ellos y no se verifique el quinto. A tales modelos
los designaremos por NI, MII, MIII, MIV y MV, entendiendo aquf
por MI el modelo en donde se verifican todos los axiomas menos el
primero, por N II el modelo donde se verifican todos mencs el se--

gundo, y as{ sucesivamente.

Independencia del axioma I

Nuestro modelo M I consiste en el conjunto de dos rectas

r 7 dos puntos P, y P_, tales que P1 estd situado en ambas -

19 T2
rectas y P

1

, en ninguna (ver fig. 20)

F16.20

Evidentemente no se verifica el axioma I, pues no existe

una recta que contenga a P1 yaP

Fy sin embargo, se verifican:



AXTOMAS II y III: Se verifican por no cumplirse las condiciones de
las hipbtesis.

AXIOMA IV: Definimos la relacién entre las rectas r1 y r2 de la si

guiente manera

p(rl) =r,
p:

p(rz) =r

que verifica 0.1 y C.2 y, por no cumplirse las condiciones de las
hipbtesis 0.3 y 0.4.

AXIOMA V: Se verifica por no cumplirse las condiciones de las hipd

tesis.

Independencia del axioma IX

Nuestro modelo M II consiste en el conjunto de rectas for
mado por la recta real rl y una rectsa r, # ry que sO0lo tiene un --
punto que es el de la interseccidn con rl; el conjunto de puntos -

evidentemente es el de la recta real ry-

Evidentemente, puesto que r,_ no tiene ningin punto que -

2

no sea el de su interseccién con r1 no se verifica el axioma II.

Veamos que se verifican los restantes.

AXIOMA I: Se verifica trivialmente , pues todo par de puntos esta

en una Gnica recta dada ry

AXIOMA III: Dados dos puntos cualesquiera de r., P y Q, definimos

1
el punto R = (P + Q)/2 y definimos la aplicacidn de R en R, de la

ve
n
[S)
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forma f: X —» 2R - X, que es biyectiva, distinta de la identidaéd,

fz = 1, su Unico punto fijo es R, transforma la recta r, en ella -

misma e intercambia P y Q. Luego se verifica el axioma III.

AXIOMA IV: Definimos la relacién entre las rectas r1 y rz de la --

siguiente manera:

{ plry) = r,

P

p(rz) =r

y esta relacién verifica 0.1 y 0.2 y, por no cumplir las condicio-

nes de las hipbtesis, 0.3 y 0.4.

AXIOMA V: Se verifica trivialmente pues la recta rl es continua.

Independencia del axioma III

Nuestro modelo M III consiste en cuatro puntos A,B,C,D, y
las rectas A + B, A+ C, A+ D, B+C,B+DyC + D.(Ver fig. 21)

En este modelo no se verifica el axioma III, pues si tra
tamos de definir una aplicacién biyectiva entre nuestros puntos y
tomamos dos cualesquiera de ellos que tal aplicacién intercambie,
resulta que los otros dos,o son los dos puntos fijos, o también se
intercambiarfan, no habiendo punto fijo. En ambos casos tal apli-
cacién no cumpliria la definicidén de alineacién. Veamos que se ve

rifican los restantes axiomas.

AXIOMA I: Se verifica trivialmente pues la propia definicién de -
las rectas del modelo asegura que para todo par de puntos distintos

existe una Gnica recta que los contiene.



AXIOMA II: Es evidente que para cada par de puntos alineados exis-

te otro no alineado con ellos.

N/a 8 L~

(2]
O

Fie.21

AXIOMA IV: Definimos la siguiente relacién p entre las rectas:

P(A+B)=A+C; p(A+C)=A+B; p(Ae¢B)=B+D
p(B + D) = A+ B ; p(C + D) = A +C ; p(A + C) =C+D
p(C+ D) «B+D; pI(Be+D)=Ce+D; p(Ae+D)=B+C

p(B + C) =A+ D

Entonces se verifican:

0.1 Pues para cualquier recta existe una ortogonal a ella.
0.2 La propia definicidn es simétrica.

0.3 También por la propia definicidn, si una recta es ortogonal a
otra, se verifica que es condicién necesaria y suficiente que
una tercera sea ortogonal a la primera para que sea paralela

a la segunda.

0.4 En cualquiera de los triédngulos ABC, ABD, BCD y ACD los pun--
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tos de interseccién de las alturas son A, B, C y D, respectivamente.

AXIONA V: Se verifica por no cumplirse las condiciones de las hipé

tesis del axioms.

Ind 4 ia del axioma IV

Nuestro modelo M IV consiste en una Gnica recta sin pun--

tos. Evidentemente, no se verifica el axioms IV.

Los axiomas I, II, III y V se verifican por no cumplirse -

las condiciones de las hipétesis.

Ind d ia del axioma V

Nuestro modelo M V consiste en el plano racional Q x Q, -

donde no se verifica, evidentemente, el axioma V.

Los puntos serén los pares (x,y) de Q x Q y las ternas —-
(u,v,w) de nimeros racionales y sus proporcionales, se considera--
rén como rectas, con la condicién de que u y v no sean ambos nulos.
Si la ecuacibén ux + vy + w = 0 se satisface por el par (x,y), dire
mos que este punto pertenece a la recta (u,v,w). Veamos que se —-

verifican los restantes axiomas.

AXIOMA I: Dados dos puntos cualesquiera A = (.1'°2) yB= (bl'bz)

existe la recta que los contiene y es unica, de la forma

(b2 - lz)x - (b1 - .1)’ - 91”2 + .2b1 =0



[

Los puntos de esta recta son de la forma

(x, (b, - a,)(b, - a0 x ¢ (-ab, + ap )b - .1)“) sibda

(b, - a))(b, - -2)'1y + (ab, - ab ) (b, - -2)-1. y) si bfa,.

En ambos casos dichos puntos pertenecen a Q x Q.

AXIOMA II: Es evidente que se cumple, pues dados dos puntos cuales
Quiera A = (ll.lz) yB= (bl'bz) distintos, por un razonamiento --

andlogo al anterior, los puntos
(x +1, (b, = a,)(b, -a) x+ (-ab, +ab)b -a)h) o
o (0 = 800, -8y 192 * %2700 -

-1
((b) - a))}(b, - a,) "y + (a}b, - ‘z"x)(b2 - .2)‘1. y + 1) en los

cascs descritos anter:ormente, resulta que no pertenecen a la rec-

ta A + B,

AXIOMA III: Dados dos puntcs cualesquiera del plano racional -
P = (a,b) y Q = (a*,b') definimos el punto R = (rlrz) tal que --

- (a+a')/2, r, = (b+ b')/2y la siguiente aplicacién entre

2
los puntos del plano
QxQ — QxQ

f: (x,y) +——> (2r1 - x, 2r2 -y)

y se demuestra de forma anélogs a como se hizo en 2.1 que esta ---

aplicacidén es una alineacién que intercambia Py Q .

AXIOMA IV: Definimos una relacién entre las rectas del plano de la
siguiente manera, la recta (u,v,w) es ortogonal a la recza -
(u*,v',w') si uu' + vw' = o. Esta relacién satisface 0.1,0.2, 0.3

y 0.4.
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Su demostracién es andlogs a la efectuada en 2.1 para -
el plano real, teniendo en cuenta que aqui los elementos son nume-

ros racionales.



CAPITULO 3

EL ESPACIO AFIN. COORDENADAS, ORTOGOE\'.ALIDAﬁ
Y ORDEN



3.0  INTRODUCCION

En este capitulo se lleva a cabo la extensién del planc
al espacio de tres dimensiones. Nos encontramos con tres tipos de
elementos indefinidos , puntos, rectas y planos, y las relaciones

binarias de incidencias entre puntos y rectas, y puntos y planos.

Se define, en primer lugar, el paralelismo entre rectas,
entre planos, y entre rectas y planos, e inmediatamente después -
se enuncian los axiomas de incidencia que son los cinco primeros.
Intencionadamente estos axiomas han sido enunciados en su forma -
més débil por dos motivos, el primero porque es una de las carac-
teristicas del presente trabajo, y el segundo, porque asi se faci
lita la demostracién de la independencia de los axiomas, sobre to
do del primero de ellos. Quizés se note a faltar el axioma de —-
las paralelas, y el axioma de incidencia, que afirma la pertenen-
cia a un plano de todos los puntos de una recta si dos puntos de
ésta pertenecen a aquel. Como se despuestra posteriormente, ta—-
les axiomas son consecuencias de los axiomas VI (existencia de --

alineaciones) y VII (ortogonalidad).

Es de observar, asimismo, que, con el objeto de que esta
axiomética del espacio comprenda,al restringirla a cada plano,la
axiomética presentada en el capitulo 1, la definicién de alinea——
cién en el espacio exige, ademfs, que una recta y su transform;da

sean coplanarias.

Pues bien, tras la obtencién de unos primeros resultados
geométricos que permiten efectuar la construccién del punto trans
formado de otro por una alineacidn, y la demostracién de gque por

un punto existe un Unico plano paralelo a otro, se definen las -

129
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traslaciones, y se demuestra que cads traslacibén es el producto -

de dos alineaciones.

La irtroduccidn del axioma VI en su forma fuerte direcza-
mer.te, y no como se hizo en el plano, se debe precisamente, a la -
neces:dad de la demostracién de la existencia y unicidad del plano

que pasa por un punto y es paralelo a otro.

En este momento, se procede a la introduccién de coordera
das de una forma similar a como se hizo en el plano, pero si bien
la adicién entre los elementos del sistema F de donde se toman las
coordenadas {(que no es otro que el conjunto de puritcs de una rec--
Ta) se efectia de forma anfiloga a la del plano, en el espacio, la
definicién de producto reviste una mayor comgplicacién. De todas -
formas se llega al impor:ante resultado expuesto en el Teorema --
I11.8 que asegura, en presencia de los axiomas I al VI, una cierza
afinizaciédn del espacio, de manera que el dominio de los elementes
constitutivos de dicho espacio es un sistema numérico cartesiano --

andlogo al sistema elegido en el planc.

Posteriormente, se llega a la demostracidn de las propie-
dades de distributividad por la derecha de F y de que su caracte—
ristica es distinta de 2, estudiando Unicamente un plano del espa-

cio y remitiéndonos a los resultados obtenidos en el capitulo 1.

Con el objeto de dotar a nuestiro sistema numérico F de la
estructura decuerpo y definir una relacidn de ortogonalidad entre
rectas y planos, es necesario irtroducir el axioma VII que asegura
la existencia de una relacién de ortogonalidad entire las rectas de
cada plano del espacio, que verifica una serie de propiedades que
son las mismas que en el pianc. Esto nos permite dotar al sistema

F de la eszructura de cuerpo conmutative.



En esta situscién, se define una nueva relacién de ortogo
nalidad en un plano del espacio (el que contiene a la recta que ha
servido para la definicién de F y un segundo eje de ordenadas),que
se extiende de forma natural a la ortogonalidad entre rectas en el

espacio y entre rectas y planos del espacio.

Para finalizar este capitulo se ordena el espacio igual -
que se hizo conel plano, completéndolo previamente mediante la in-
troduccién del axioma VIII que completa el cuerpo base, y poste---
riormente, dando una relacién de orden para puntos alineados que -

se conserva o se invierte en las proyecciones paralelas.
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3.1 ALINEACIONES

Sean tres conjuntos, uno de "puntos", otro de "rectas",
y otro de "planos" y dos relaciones binarias, una entre un punte
dado, P y una recta dada 1, "P esté (situado) sobre 1" (P € 1); -~
y ctra entre un purto dado P y un plano dado o, "P esté (situado)
sobrecX " (P € ©(). Estas relaciones pueden ser verdaderas o fal-

sas para los pares Py 1, Py o,

Todos los axiomas pueden ser expresados en términos de
estas relaciones. Sin embargo, también utilizaremos expresiones -
equivalentes al objeto de aligerar el lenguaje, como P pertenece
a 1" , "P pertenece a X", o "l contiene a P", " o¢ contiene a P",

o, "1 pasa por P".

Podemos decir que 1 y m se encuentran en P sj P esta a
la vez sobre 1 y sobre m, y si P es el Gnico punto sobre 1 y m, di
remos que “1 y m se cortan en P" o gue “P es la interseccidn de 1

y m".

Definicibén III.1

Sean 1 y m dos rectas cuyos puntos estan en un mismo ~-
plano, tales que 1 = m o bien ningin punto P estd a la vez sobre 1

y m; entonces, decimos que 1 y m son paraielas, y escribimos 11l m.

Si 1 y m no son paralelas y todos sus puntos pertenecen

a un mismo plano, existe al menos un puntc P a la vez sobre 1 y m.



Definicién III. 2

Sean X y (3 dos planos tales que Ot = ,3 , 0 bien, que
ningin punto P esté a la vez sobre o y {3 , entonces decimos que
X g /3 son paralelos, y escribimos ol p .

Si o no es paralelo a /3 , entonces existe al menos un
punto a la vez sobre & y /3 .

Definicién III.3

Sean m y o una recta y un planoc tales que todos los pun
tos de m estén en ©K o ningin punto de m pertenece a o, entonces

decimos que m es paralela a ol y escribimos m ot .

AXIOMA I

Si existen dos puntos distintos P y Q, existe una y sé-
lo una recta 1 tal que P estd sobre 1 y Q estd sobre 1. Escribi--
mos 1 = P + Q, y decimos que P y Q estén alineados.

Si 1 no es paralela a my esté en el mismo plano, exis-
te exactamente un punto P a la vez sobre 1 y m. En efecto, si —

existieran dos puntos el axioma I llevaria a 1 = m y, por tanto, -

11l m
AXTOMA II

Si existen dos puntos alineados P y Q, existe un punto

M no alineado con ellos.



AXIOMA III
Si existen tres puntos P, Q y N no alineados, y alinea-

dos dos a dos, existe un Unico plano & que los contiene. Escribi

mos o = P + Q ¢« X, y decimos que P, Q y N son coplanarios.

AXIONA IV

Si dos planos X y /3 tienen un punto comin P, tienen -

al menos oiro punto comin Q.

AXIONA V

Si existen tres puntos P, Q, N no alineados, y alinea--

dos dos a dos, existe un punto T no coplanario con ellos.

Hipbtesis (H)

Si existen tres puntos P, Q, N no alineados y alineados
dos a dos, existe una y 8610 una recta que pasa por uno de ellos y

es paralela a la recta determinada por los otros dos.

Indicamos este axioma con el nombre de "HipGtesis" pa-
ra distinguirlo de los otros, ya que se demostraréd en el Teorema
I11.14 que depende légicamente de los restantes axiomas.

Definicién 1I1I1.4

Una aplicacién biyectiva f entre los puntos del espacio
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se denomina alineacién respecto a un punto R si

a) Pal; 41

b) Rr =R (R es el Gnico punto fijo de f)

c) Si P, Q, T son puntos alineados distintos, Pt, Qr.
tf estén alineados y ambas rectas son coplanarias.

d) Para todo P del espacio RE€ P + Pf.

AXIONA VI

Para cada par de puntos distintos y alineados del espa-
cio existe una alineacién que los intercambia.

Corolario IIX.1

Si una recta 1 tiene dos puntos P y Q en comin con un -

plano o< , todos los puntos de 1 pertenecen a o< .

Demostracién

Puesto que existe una alineacidén f con centro en 1 que
intercambia P y Q, para todo punto T de 1 resultaré que P + T esta
réd en el mismo plano que Q + Tf = P 4+ Q, es decir, todos los puntos
de la recta estarén en un mismo plano y, como P y Q pertenecen a o¢
todos los demfis también pertenecen a oK .

Como consecuencia inmediata, si dos planos tienen un —-

punto comin,segin el axioma IV tienen un segundo punto comin y, -~



por tanto, la recta que contiene a ambos puntos serd también comin

a los dos planos.

También se verifica trivialmente que un plano y una rec

ta no incidentes tiene a lo més un punto en comin.

TEOREMA III.I

Por una recta que contenga dos puntos, y un punto exte-
rior a ella, o por dos rectas distintas que se corten y contengan

sendos puntos distintos, pasa un plano y uno solo.

Demostracién

En ambos casos tenemos tres puntos no alineados y en --
virtud del axioma III, existe un unico plano que contiene a los —-
tres puntos, y ademas, segun el corolario II1.l, la primera recta

y las otras dos pertenecen al plano.

Corolario III.2

Si f es una alineacidén con centro en R, entonces para -

todo par de puntos P y Q del espacio, se verifica que P + Q !l

Pf + Qr.

Demostracién

Si R es el centro de f, entonces:
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1) Si RGP + Q, resulta que Re Proor. ycomo Reg P « Pfy -
R Q-+ Qr, entonces P + Q= Pt . Qf yP+Qll Pf . Qt.

2) Si l#l’oo. entonces llﬁl’tonf.ysil’-tcy?roorno—
son paralelas, resulta que por ser coplanarias se cortan en un

punto que serfa fijo y distinto de R, lo que no puede ser.

Corolario I1II.3
Si f es una alineacién con centro en R, se verifica -
que si P y Q son dos puntos que intercambia f, y si existe un )>un-

to Sno en P + Q, entonces existe Tnoen P + Q tal que P + S ||
Q+T, yP+TIlQe+¢SyR, Sy T estén alineados.

Demostracién

Si existe SnoenP +Q, sea T = sf, entonces R, Sy T
estin alineados y, por el corolario II1.2, P+ Si Q¢+ T, y P+ TH
Q + S.

TEOREMA III.2

Una alineacidén que intercambia dos puntos cualesquiera

del espacio es unica.

Demostracién

Sean dos puntos del espacio P y Q distintos y sean f y

£ dos alingaciones distintas de centros R y R' respectivamente, -
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que intercamtian P y Q. Sea S un punto cualquiera del espacio no
en P + Q. Entonces, T = s‘ yT = Sr' son tales que P + TIIQ + S,
yP+T)ll Q¢ S, loque implicaque P+ T}l P+ T yP o+ TaPeT',
por otra parte, P+ S| Q+ Ty P + S{{ Q+ T', lo que implica que
Q+T=Q+ T, ypuestoque P+ T £ Q ¢« T, resulta que T = T, -

st asl yrag.

TEOREMA III.3 (Axioma de Fano)

Las diagonales de una paralelogramo no son paralelas.

Demostracifn

Sea ABA'B* un paralelogramo tal que A + Bl A* + B' y -
A +B'j] A' + B, y f la alineacién que intercambia A y A' cuyo cen

tro R € A + A', siendo A + A' una diagonal. Como A + B'll A+« B‘f

yA* + B || A+ B‘f. se deduce que A + pfoasn y A+ Bf -

b 4 :
= A' + B, entonces B'" = B y, en consecuencia, RE B « B’.

Corolario III.4

Las diagonales de todos los paralelogramos que tienen -

una diagonal comin a todos ellos se cortan en un mismo punto.

Demostracién

Segun el Teorema III.3 el punto de interseccién es el -
centro de la alineacidén que intercambia los vértices de la diago-—-

nal comin,
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Corolario II1I1.S

Las diagonales de un paralelepipedo se cortan en un mis

mo punto.

Demostracién

Sea el paralelepipedo ABCDA'B'C'D' (ver fig. 22) tal --

Fi6.22

que A+ DB+ CIHB +C{{lA* +D',A+BlD+cCliD +0C
A' +B', A+« A'll B+B*Yl C+C"Y D+ D'. Las diagonales de las
caras ABCD y A'B'C'D' son paralelas, pues pertenecen a los planos
determinados por dichas caras que son paralelos, y ademés al plano
determinado por B + B' y D + D', Lo mismo ocurre con las diagona-
les de las restantes caraa, A+ Cy A' + C', A+ D' y B+ C', -
D+A'"yC+B', A+B'yD+C', y, D' + Cy A' « B, Entonces, ~
A* + C diagonal del paralelepipedo, es diagonal comin a los parale
logramos ACA'C', A'D'BC y A'DCB', cuyas diagonales A + C', B + D',
y D + B* son las diagonales del paralelepipedo, que se cortan segin

el corolario III.3.



TEOREXA III.S

Si ABCD es un paralelogramo tal que A+ B D+ Cy --
A+D Ba+C,siFesunpurtoen A + D tal que B+« DN C+ F, —

(ver fig. 23), entonces F = AJ, siendo j la alineacién de centro D.

F16.23

Demostracidn

; Notemos por L el punto comin de las rectas A + By C + F
(que estan en el mismo plano y no pueden ser paralelas, pues si no
existirian dos paralelas por Ba C + F); y por K el punto univoca-
mente determinado talque A + K{{l F+ Ly F+ K|l A+ L, ademas, -
sean® = (A + K)(C + D), N= (F+K)(B+D), R=(D+F)C+N), -
S=(B+C)D+L)yT=1(A+D)B+N.

Sea f la alineacién que intercambia Cy D. Esta alinea
cidn intercambia By F, y L y N (corolario III.4), y por tanto, --
C+ N!l L +D. Sea g la alineacién que intercambia By D. Esta -
alineacidn intercambia Cy A, y L y M, lo que prueba que D + L
M+ B. Lla transformacién gf manda C sobre By N sobre M, y trans-
forma toda recta en otra paralela, ya que f y g tienen esta Gltima
propiedad. De aqui B + Cy M + N son rectas fijas por gf. En -



141

efecto, para todo punto X de B + C, X + C se transforma en una pa-
ralela a X + C y como + - + B, esta O ma tiene que -
e I L) Gltima ti

ser B+ Cy x‘f pertenece a B « C. Andlogamente, para M ¢ N. Si

estas rectas no son paralelas tendrian un punto comin W y éste se-
ria fijo por gf. Entonces, I‘f =Wy v . l’. y se seguiria del -
Teorema I1II1.2 que f = g. Pero esto es imposible, pues implicaria

B = C. Hemos demostrado que B « CIl M « N.

Existe finalmente, una alineacién h que intercambia D y
N, intercambia A y N y ademés, B y K. De aquf, por lo anterior, -
B+MNI|lD+ K., Por tanto, D+ L y D + K son rectas paralelas y —
D, L y K estén alineados, y AKFL es un paralelogramo cuyas diagona
les se encuentran en D, lo que prueba que F = A’. siendo j la ali-
neacién de centro D.

TEOREMA III.6

Si P y Q son dos puntos distintos y R el centro de la -
alineacién que los intercambia. Si P', Q' y R' son puntos alinea
dos y existen tres rectas distintas paralelas p, q, r tales que —-
P+P =p,, Q+Q"=qy R+ R «r, entonces R' es el centro de -
la alineacién que intercambia P' y Q'.

Demostracién

Se efectuarad en una serie de apartados teniendo en cuen

ta que evidentemente todos los puntos son coplanarios.

1) Supongamos que P = P', R£R'y Q£Q', R+ R*|| Q+ Q. Exis
te un solo punto T tal que T+ P'Il R+ Q' y T+ Q' Il P+ R.

Es consecuencia del corolario II1I.3 que T, Ry R' estén alinea



2)

3)

dos y ademés, T + R*Il Q + Q'. Luego R* es el centro de la alj

neacidén que intercambia P' y Q' segin el Teorema III.S.

Supongamos ahora que P + Qi P* + Q', entonces, P + Q' tendrd
un punto en comin con R + R' que llamaremos M. Por lo demos--
trado en 1), M es el centro de la alineacién que intercambia -
Py Q' y, en consecuencia, R* es el centro de la alineacibén --

que intercamtia P' y Q'.

Supongamos ahora que P + QN P + Q' y P £ P', entonces sea w
la recta paralela a P’ « Q' que pasa por Q. El punto wr es --
centro de la alineacién que intercambia wp y Q por 1), y R' es

el centro de la alineacidn que intercambia P' y Q' por 2).

TEOREMA III.7

Dado un plano & determinado por tres puntos P, Q, S, y

un punto T no en o , existe un dnico plano paralelo a =< por T.

Demostracién

Sean f, g, h las alineaciones que intercambian Py T, -

Qy 7T, y. Sy T, respectivamente, entonces, T, Qf, Sf determinan -

un plano ,/5 que veremos es paralelo a ol , (andlogamente para T, -

e,

1)

S‘. y T, Ph y Qh). Posteriormente demostraremos la unicidad.

Si el plano ﬁ no es paralelo a & , tiene un punto comin con -
él y, por tanto, una recta comin m cuyos puntos pertenecen a

y a /3 . Consideremos las rectas T + Qf yTe Sr que estén en
/'.‘2 . Puesto que ambas se cortan en T, la recta s no puede —
ser paralela a ambas; supongamos que corta a T + Qr en A. En-

tonces el plano determinado por P, Ty Q corta a la recta m en
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A, pues este plano contiene a la recta T « Qf; luego A esté -
en los planos X , /3 y en el determinado por P, Ty Q, es --
decir, estaré en la recta interseccién de X y P + T ¢+ Q que
es P+ Q, por tanto, P+ Qy T ¢ Qf no son paralelas, lo que -

no es por el corolario III.2.

Supongamos ahora que dados oL y T existen dos planos /3 y /3'
paralelos a o por T, entonces, existe una recta m contenida -
en ambos. Esta recta no es paralela a alguna de las tres de--
terminadas por P, Q y S. Consideremos esta recta no paralela
a m, por ejemplo P ¢« Q, entonces el plano determinado por P, Q
y T, cortaré a /3 y FB'en sendas rectas distintas y ambas para
lelas a P + Q, 1o que estd en contradiccibédn con la hipbtesis -
(H).
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3.2 TRASLACIONES

Definicién III.S

Una aplicacidén biyectiva t entre los puntos del espa

cio se llama traslacibn si:

(a) X + xt iy« Yt, en el caso de que X ¢ Y no son puntos fijos
de t.

) X+l xtev® para x £ V.

Si la traslacidén t es distinta de la identidad, en--
tonces las rectas paralelas a las que se refiere la condicidén (a)

forman un haz de rectas paralelas.

Es inmediato que una traslacidén con un punto fijo es
la identidad. Asimismo, dos traslaciones son iguales si existe
un punto que es transformadc por ambas traslaciones en el mismo
punto. Las traslaciones forman un punto T. Este grupo es conmu

tativo si existen traslaciones de distintas direcciones.

Lema III.1

El producto de dos alineaciones es una traslacién, y

el producto de tres alineaciones es una alineacidn.

Si £ es el producto de un cierto nuimero de alineacio

nes, entonces se cumple la propiedad (b). Si el punto P no es -
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fijo por f, entonces la recta P + Pf es fija por f, ys gue es en

viada por f a una recta paralela que pasa por Pt.

Si r y s son alineaciones, se sigue del Teorema III.2
que la existencia de un punto fijo de rs implica que r = 8, ya -
que si v . v, v - i'. y ademés rs = 1.

Pero si rs no tiene punto fijo, entonces se sigue del
resultado del primer parigrafo de la demostracidén que todas las -
rectas P + P** son paralelas por ser rectas fijas y no tener pun-

tos fijos, lo que demuestra que rs es una traslacién.

Si t es una traslacién y r es una alineacién respecto
a un punto R, y si P es un punto cualquiera del espacio, entonces
p+pPtll PP, (pTH)E por (a) y, P + Pt Pt (Prt)t. por (b).
Esto implica que PF - Ptrt (pues Pt ¥ Prt son los extremos de la -
diagonal del paralelogramo y el transformado de P por r tiene que
ser el otro extremo de la otra diagonal, es decir, Ptrt). o tam--
bien r = trt. Ademas, rz = 1; y ahora es fécil demostrar que rt
es una alineacién. En efecto, rt es biyeccién, pues es composi--

cién de dos biyecciones, ademés:

(a) Si r = trt, se verifica que r2 = rtrt = (rt)z =1, ysiréil
entonces rt £ 1.

(b) Si Py Q son dos puntos distintos, entonces P + Q|| Pt . ot,
Yy como r es una alineaciédn, Pt + Qt " Prt + Qrt y, por tan-
to, se cumple la condicién de rt transforme puntos alineados

en puntos alineados del mismo plano.

(c) El centro de la alineacién rt se calcula de la siguiente for
ma: Basta con demostrar que P, Q, Prt. Ort son los vértices
de un paralelogramo cuyas diagonales se cortan en un punto -

que serd dicho centro. (Ver fig..24).
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¥a hemos visto que P + Q || Pt Qrt. Veamos que -

Q Prt e« Qrt. con lo que habremos terminado, pero

Q-+ Prt ] Qt + Ptrt - Qt * P’ ] Qrt + P,Z = Q{F + P.

7

Hemos demostrado también que 1. rtr, con lo que

FIG. 24

se verifica el siguiente resultado:

Corolario III.6

Si R es el grupo generado por las alineaciones, enton

ces T es un subgrupo de indice 2de Ry T es abeliano.

Una consecuencia inmediata del lema III.1 y del Teo--

rema II1.2 es el importante resuliado siguiente:

Corolario 11I1.7

Existe para todo par de puntos distintos una alinea~-
cién que los intercambia si y s6lo si el grupo de las traslaciones

es simplemente trans.tivo.
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Demostracién

Si para todo par de puntos distintos existe una alines
cién que los intercambia, por el Teorema 1I1.2, esa alineacién es
dnica y, en consecuencia, existe una (nica alineacién para cada R

del espacio que tiene R como centro.

Bastaré con probar que para todo par de puntos distin
tos P y Q del espacio, existe una traslacién tal que Pc = Q. Pero
como existe una alineacidén r tal que P e Q, 8i R es el centro de
esta alineacién, existen sendas alineaciones rl y rz. tales que —-
2 =Pl y 2. Q. en consecuencia, t = rzr1 Y. por tanto T es sim
plemente transitivo.

Si el grupo de las traslaciones es limplemente transi
tivo, sean P y Q dos puntos distintos, y sea R el centro de una -
alineacién r. Si Q= Pr. hemos terminado; si Q # Pr. entonces --
Q+Pll QF +PF y, ademés, Q + P Il o +P. Entonces, por ser el
grupo de las traslaciones simplemente transitivo, existe una tras
lacién que transforma Pr en Q, es decir, Prt = Q y, por tanto, -

Qrt =P, y rt es la alineacién buscada.



3.3 INTRODUCCION DE COORDENADAS

Supongamos que X, Y, Z son tres puntos no alineados -
Yy que O no es un punto del plano X + Y + Z. Denotamocs por F el -
sistema de puntos de O + Y. Los elementos de F nos servir&n como
coordenacdas e introduciremos mas tarde una adicién y una multipli-

cacién de los mismos.

Si c es un elemento de F (ver fig. 25) entonces exis-
te un 4nico plano paralelo al plano O + Z + X que pasa por c, por

razones que se apreciarén posteriormente, le denominaremos (y = c).

F1G.25
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Si ¢ es un elemento de F entonces existe una Unics —-
recta paralela s X « Y que pasa por ¢ y no es paralela a 0 + X, -
pues si lo fuera, existirian dos rectas paralelas por X a esta —-
recta cuya existencis se afirma; entonces, se encuentran en un --
punto P por el que pasa un dnico plano parslelo al plano 0 + Z + Y

que denotaremos por (x = c).

Por uUltimo, si ¢ es un elemento de F, entonces existe
un Unico plano paralelo s X + Y ¢+ Z que pasa por ¢ y no es parale
lo a la recta O «+ Z, por no ser-10 X + Y ¢+ Z; entonces, se encuen-
tran en un punto Q por el que pasa un Unico plano paralelo & ---

O+ X+ Y, que denotaremos por (z = c).

Por la unicidad del paralelismo se sigue inmediltaneg
te que (y = c) = (y = d) si, y s6lo si, c = d; (x =¢c) = (x = 4)
si, y 86lo si, ¢ = d; ¥, finalmente, (2 = c) = (x = @) si, y sblo

si ¢c=d.

Si b, ¢, d, son elementos de F, entonces (x = b), -~
(y = c), (z = d) son planos distintos que se cortan en un punto, -
pues son paralelos a 0 + Y+ Z, 0+ X+2Z, yO+ X+ Y, respectiva
mente, y denotamos este punto por (b,c,d). De (b,c,d) = (x = b)
(y = c)(z = d), y del Gltimo parégrafo, se sigue inmediatamente —
que (b,c,d) = (b',c',d') si y s6lo si b=Dd', c=c' yd= 4.

Supongamos, inversamente, un punto P del espacio, -~
(ver fig. 26). Entonces, el unico plano paralelo por P a 0+¢2Z +X
cortarfd a O « Y en un punto ¢ bien determinado. El plano paralelo
por Pa 0O+ Z + Ycortard a O + X en un punto Q por el que pasari
uns Unica recta paralela a X + Y que cortari a su vez, a 0 ¢« Y en
un punto bien determinado b, y, por tltimo, el inico plano parale-

lopor Pa 0O+ X+ Y cortard a O + Z en un punto bien determinado



R por el que pasar& un Gnico plano a X « Y + Z que cortard a 0 + Y
en un punto bien determinado d, y se verifica por la propia cons-

truccidén, que P = (b,c,d).

Fi6.26

Por tanto, los puntos del espacio estidn en correspon-

dencia biyectiva con las ternas (b,c,d) de elementos de f.

Si existe una traslacién t = tc para todo ¢ de F, tal
que c = o‘c, trataremos de introducir la adicién en F de la forma

c¢d-0tctd

Es clarc que esta operacidn define un isomorfismo me-

diante la traslacién de t de O en el elemento 0t de F del grupo -
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de las traslaciones en F. Luego el sistema aditivo I’ es un gru-
po, por serlo las traslaciones.

) Sea t una traslacién de direccién igual a la de la --
recta O « Y, entonces el planc (x = c)t a (x = ¢), entendiendo --
aqui que (x = ¢) es un plano fijo no de puntos fijos, puesto que -
(x = c) es paralelo a O + Y, anélogamente ocurre para (s = ¢). -
Si ¢ es un elemento de F entonces ¢ = (0)". J encontraremos que -
(y = c)t w(ys= (o)")‘ y seré un plano de la forma (y = k), donde
k es el trasladado de ¢ por t, entonces, por definicién de suma, -

(y = (%) 2 (y = (0)%%) « (y « c + OH)

Por tanto, si P es un punto del plano, tal que P=(b,cd)

para ciertos b,c,d de F, encontramos que Pt = (b.cooc.d).

Si p es un elemento de F, entonces (o0,0,p), (p,0,0),
(o,p,0) determinan un plano que es paralelo a X + Y + Z, por cons

truccién., Si q es otro elemento de F, entonces
(0,0.p)%0 « (0.q.p). (p,0,0)%2 = (p,q,0), ¥ (O.p.o)t‘l = (o,p+q,0)

ya gque pt‘ = (0)‘Pt‘ = p + qy, andlogamente para las otras igual
dades; ademés, estos puntos determinan un plano paralelo al deter
minado por (o,p,0), (p,0,0) y (0,0,p) y, por tanto, paralelo a —
X+ Y ¢+ 2. Esto muestra que l1os planos paralelos a X + ¥ « I es-

tén caracterizados por la ecuacién

X+ys+z=c é y=-x+C=~2

En orden a posibilitar la caracterizacién de todos los
planos en forma de ecusciones, necesitamos una cierta definicién -
de multiplicacién en F. Para hacer esto, tenemos que dar preferen
cia & algin elemento de F distinto de o, que servird como unidad -

por la izquierda de esta multiplicacidn.



Bte elemento unidad puede ser elegido, de todas for-
mas al azar. En consecuencia, diferentes elecciones llevan a dis

tintas definiciones de multiplicacién.

Sea pues, 1 un elemento de F distinto de o. Siry s
son elementos de F, entonces el plano (z = r) y la recta O+(1,s,1)
son tales Qque se cortan en un punto, pues (z = r) es paralelo a -
0+X+Y, 060¢X+Y, y(1,8,1)f0+ X+, pues1¢o. Por
otra parte, se demuestra fécilmente que los puntos de la recta --
0 + (1,s,1) tienen iguales su primera y tercera coordenadas, dada

la construccién por paralelismo de éstas.

Por tanto, podemos definir el producto de rs como el

elemento univocamente determinado de F que satisface

(r,rs,r) = (z = r)(0+(1,s,1)) (Ver fig. 27)

En estas condiciones, la recta (x = r)(y = rs) corta-
réd al plano (z = o) en el punto (r,rs,o0), y la recta paralela a -

la anterior (x = 1)(y = s) en el punto (1,s,0).

Como las rectas (x = r)(y =rs), (x =1)(y =8) y --
O+(1,8,1) estén en un mismo plano, las dos primeras por ser para-
lelas y la tercera por tener los dos puntos (1,s,1) y (r,rs,r), -
cada uno en una de ellas, y ademés O pertenecer a la interseccién
de este plano con (z = o); entonces, O pertenece a la recta deter
minada por los puntos (1,s,0) y (r,rs,o0), con lo que, restringién
donos al plano 0 + X + Y, la definicidn de multiplicacién en F —-

podria escribirse

(r,r8) = (x = r)(0 + (1,8))

Y. por analogas razones, si nos restringimos al plano 0 + Z + Y,

la definicién de multiplicacidn compatible con la anterior, seria



(ryrs) = (2 = r)(0 « (1,8))

Situémonos, pues, en el plano (2 = o). Si p es una rec-
ta del plano no paralela a O ¢« Y - no es de la forma (x = ¢) (ten-
gamos en cuenta que esta notacién ya corresponde a un plano, no al

espacio), entonces , entonces p corta a O + Y en un punto (o,m) --

x/

s _L—"

r (Z=r)

T (1,s.1) (r.rs.,0) \
1 . (z=1)

0 1 rs rs Y

FiG. 27

para un cierto m de F, pues la recta O + Y es tal que sus puntos -

son de la forma (o,m); y pt"' es una recta paralela a p que pasa
por O, ya que, como (o,m) € p, entonces,

(O.I)t-. = (o,m + ot*) = (o, m~-m) = (0,0) =0

153



i54

La recta pt" corta a (x= 1) en un punto (1,s) para --
cierto s de F, y es consecuencia de nuestra definicién de multipli

cacidn que

Pt" =0+ (1,8) = (y = x8)

En efecto, si (0,0) € p"", veamos que también pertenece
a (y =xs). Si x = o0, entonces (0,08) = (x = 0)(0 + (1,8)) = (0,0),
pues O = (0,0) es el Gnico punto de interseccién de (x = 0) y —
0 « (1,8), que son distintas, luego, o8 = o. Analogamente para --
(1,8).

Por tanto, p = (0 « (1,:))t' = (Of- + (l,a)t- -

= (o,m) ¢« (1,8 ¢+m)=(y=x8+nm).

Las rectas (y = x8 ¢« a) e (y = xt + n) son paralelas si
y s6lo si s = t. En efecto:

Si 8 = t, aplicando a la primera recta la traslacién t_.
queda transformada en la recta (y = xs) que seréd paralela a -—
(y = xs + a). Aplicando a (y = x8) la traslacién tn’ entonces se
transformaré en la recta (y = x8 + n) que seri paralela a (y = xs),

y en consecuencia, paralela a (y = xs + m).

Si s # t, efectuando un razonamiento andlogo, como resul
ta que las rectas (y = xs) e (y = xt) son distintas y ambas pasan
por el punto (0,0), no son paralelas y sus transformadas (y=xs + m)
por t- e (y = xt + n) por tn' serdn distintas y se cortaran también

en un punto.

Por tanto, notemos que no solamente ocurre que toda rec-

ta cuyos puntos estan en el planc (z = o) determina una ecuacidn,
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sino que las rectas recorren todas las ecuaciones admisibles; y dos

rectas serdén iguales si y s6lo si sus ecuaciones son idénticas.

Considerando el plano (x = o), se llega a la misma conclu
8ién, teniendo en cuenta que las ecuaciones son de la forma -_—
(y = 28 + n), y andlogamente para el plano (y = o) y las ecuacio--
nes (2 = xr «+ p).

Vamos a deducir una serie de propiedades de la multipli-
caciébn definida en F, restringiéndonos, como ya hemos hecho, al —
plano (2 = o), por lo que seguimos notando los puntos de dicho pla
no mediante dos coordenadas (x,y).

Puesto que (0,0) = O = (x = 0)(0 + (1,8)) = (0,08) por -
la definicién de producto, y puesto que (r,ro) = (x = r)(0+ (1,0))=

= (x = r)(y = 0) = (r,0), se sigue que ro = o = os.

Puesto que (1,18) = (x = 1)(0 + (1,8)) = (1,8) se deduce

que 1s = 8.

Puesto que (y = x(-1)) = (0 ¢ (1,-1)) = (y = -x), pues -
(0,0) ¥ {(1,-1) pertenecen a las rectas (y = x{(-1)) e (y = -x), se

deduce que -x = x(-1).

Puesto que las rectas (y = xr) e (y = x8 + t), para sér,
no son paralelas, se encuentran en uno y s6lo un punto y se sigue
que para tres elementos dados de F, r, 8, t, tales que r f 8, —-
existe uno, y s6lo un, elemento de F que satisface la ecuacién --
-X8 + Xr = t.
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Puesto que los puntos (r,o) y (s,t) para r 4 s, determi-

nan una y sélo una recta del tipo (y = x» ¢+ n), donde los elemen--

tos my n de F satisfacen las ecuaciones o = rm+ néna -ray --

t=88 +Nn=g8sa~7ra, Se sigue que para tres elementos dados r, s,

t de F, tales que r £ 8, existe uno y sélo un elemento x de F que

satisface la ecuacién sx - rx = t.

De aquf{ se deduce también que si r= o, s 0, t=o0, Yy

existe un Gnice elemento x tal que -xs ¢ xr = t, es decir, ——

-X8 + X0 = 0, entonces x = o, luego ¥ es un dominio de integridad.

Para una enunciacién conveniente de nuestros resultados,

introduciremos algunos términos. Un sistema cartesiano de nimeros

es un conjunto F de elementos con una doble composicién, adicién, -

m+n, y multiplicacion mn, sujetas a las siguientes reglas:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

F es un grupo respecto de la adicién

El producto mn de elementos m y n (en este orden) es un elemen

to univocamente determinado de F.
oR = m0 = 0, para todo m de F.

Existe un elemento 1 ¥ o de F tal que lm = @ y m(-1) = -m, pa-
ra todo = de F.

Si r, s, t son elementos de F tales que r # s, entonces existe
uno y sélo un elemento x y uno y sbélo un elemento y de F, ta--
les que

-Xr + x8 = t , sy ~ry=¢t

Si F es un sistema cartesiano de numeros, entonces notemos

por E(F) el sistema de todas las ternas (p,q,r) de F. Para derivar

de este sistema de puntos E(F) un espacio afin, basta con establecer
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qué conjuntos de puntos son los conjuntos de todos los puntos de -

un plano dado. Lo gque se hace como sigue:

a) El plano (x = c) consiste en todos los puntos (c,y,z).
El plano (z = c) consiste en todos los puntos (x,y,c).

El plano (z = xs + m) consiste en todos los puntos (x,y,xsem).

Estos planos son los paralelos al eje O + Y, como se de-
muestra fécilmente pues, o lo contienen, caso de ¢ = 0 Sa=o,
-, © no contienen ningin punto del mismo cuando ¢c s oy m ¥ o.

Quedan por ver los planos que cortan al eje O «+ Y.

b) Un plano & (e este tipo cortard al plano O + Y + Z en una rec
ta (y = 28 « m)(x = 0) y al plano O + Y + X en una recta ---
(y = xt + m){(z = 0), estas dos rectas tienen el punto comin --
(o,m,0), y contienen cada una los puntos de interseccién con -
los ejes O + Zy O + X, respectivamente, que serén los que sa-
tisfagan las ecuaciones z8 = - y xt = -m. Luego, tales rectas
determinan un plano que seréd
(y=28 +m)(x =0) « (y=mxt + m)(z2=0)=(y =xt+ zs+a)
y es evidente que los tres puntos antes descritos satisfacen -

la ecuacitn que define el plano.

Los planos (y = x8 + 2zt + m) ¢ (y = xr + Zu + n) son pa-
ralelos si y s8losi r=8s y u=t, En efecto:

Sire=syus=t, aplicando la traslacién t_- al primer
plano y t—n al segundo, ambos se transforman en el plano (y= xr+zu)
paralelo a ambos, por ser el transformado por una traslacién, lue-

g0 ellos son paralelos entre si.

Sir#sougt, resulta que los plancs (y = xs + zt) e

(y = xr + zu) son distintos, pues si r # s, el punto (1,s,0) perte



nece al primer plano y no pertenece al segundo, y se cortan en ——
(0,0,0). Por tanto, sus trasladados por t. y tn respectivamente,

no pueden ser paralelos.

El conjunto E(F) con la anterior definicién de planos, -
constituye un espacio afin en el sentido de los axiomas definidos

en este capitulo.

Si c es un elemento de F, entonces una aplicacidn biyec-
tiva t entre los puntcs del espacio afin sobre F definida por -
(x.y.z)t = (x,y+c,z) deja invariante los planos definidos en a) ¥y
envia el plano (y = xs + zt + m) sobre el plano (y = x8 + zt + m+c)

es una traslacidn en el espacio EB(F).

Toda la exposicidén anterior nos lleva a concluir el si--

guiente:

TEOREMA III.8

Si 0, A, B, C, son cuatro puntos distintos no coplanarios,
entonces existe un sistema cartesiano de nimeros F y una aplicacién
biyectiva f que relaciona los puntos del espacio con el conjunto de
todas las ternas (x,y,z) de nimeros de F que cumple los siguientes

requisitos:
(i) £(0) = (o0,0,0); f(A) = (o0,1,0); f(B) = (1,0,0); £(C)=(0,0,1)

(ii) Los planos paralelos a O + A son enviados sobre los conjuntos
en los que x = cte., z = cte. o bien sobre los lugares —-—
(z = xs + m), y los restantes, sobre los lugares que satisfa-

cen (y = xr + zt + m),
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Estas condiciones contienen una descripcién de un espacio
afin, al que nos referiremos con el espacio afin sobre F, y contie
nen una descripcién exhaustiva de todos los puntos y todos los pla
nos de E(F).

Por otra parte, si existen en el espacio afin sobre F una
traslacién que envie el punto (0,0,0) sobre el punto (a,b,c); en--
tonces, la traslacién puede ser descrita por las siguientes férmu-
las de transformacién:

x' =x ¢+ a, ¥y =y+b y z'*'=z2 +cC

Lema III.2

El grupo de las traslaciones en el plano O + X + Y sobre

F es simplemente transitivo si y sélo si

(1) (u + v)w = ur + vw, para u, v, w pertenecientes a F.

Demostrcidn

s andloga a la del lema I.2 del capitulo 1.

Lema III.3

Si el sistema cartesiano de nimeros F satisface la ley -
distributiva (1), entonces las propiedades siguientes son equiva--
lentes:

(2) 1 +1 40



(iii) Las diagonales de un paralelogramo no son paralelas en el --

plano O « X + Y sobre F.

( e ) Existe una alineacién en el plano O + X + Y sobre F.

Demostracién

Es aridloga a la cdel lema I.3 del capftulo 1.

TEOREMA III.9

Existe para todo par de puntos alineados del plano -—
0O + X + Y una alineacidn que los intercambia si y solamente si el
plano O + X + Y es el plano sobre un sistema cartesiano de numeros
que satisface (1) y (2), esto es, F es distributivo por la derecha

y de caracteristica distinta de 2.

Demostracidn

Es andloga a la del Teorema 1.8 del capitulo 1.

60
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3.4 LA RELACION DE ORTOGOMALIDAD

En todo el resto del trabajo supondremos que estamos tra
bajando en un espacio af{n que satisface los seis primeros axiomas.
Afiadiremos ahora sendas relaciones de ortogonalidad definidas so-~
bre cada uno de los planos del espacio, a partir de lo cusl se de~
finiré una relacién de ortogonalidad comin entre las rectas de to-
dos los planos que se extenderd después a todo el espacio. Llas --

primeras vendrén definidas as{:

En cualquier plano una recta serd perpendicular a otra,
en simboloa, a L b, si se cumplen

0.1 Para cada recta a existe una recta b ¢ a tal que a il b.
0.2 ,&bsiywhsibLm

0.3 Si alb, entonces a il a' es condicidn necesaria y sufi-

ciente para que a'.l b,

En resunen, una relacién de ortogonalidad constituye una
correspondencia involutiva entre los haces de rectas paralelas de
cualquier plano.

TEORENA III.10

Las siguientes propiedades son equivalentes:
0.4 Las alturas de un tridngulo concurren en un punto.

0.5 Las mediatrices de un tridngulo concurren en un punto.
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Demostracidn

Aridloga a la del Teorema I1.12 del capitulo 1.

En el plano O +«+ X + Y. si decimos que las rectas parale-
las y sblo éstas son perpericiculares, entonces se satisfacen los
requisitos 0.1 a 0.3 . Excluiremos siempre esta posibilidad tri--

vial ya que es incompatible con 0.4.

Si la relacién de ortogonalidad no es trivial, entonces
es posible introducir coordenadas de tal manera que en dicho plano
las rectas (x = cte) son ortogonales a las rectas (y = cte)(recor-
demos que esta notacién corresponde al plano O + X + Y en el que -
nos movemos). Supcngamos ahora que el plano es descrito por un sis
tema rectangular de coorderadas y que dichas coordenadas son ele--
mentos cde un sistema cartesiano de numeros distributivo por la de-
recha de caracteristica distinta de 2. Entonces, todas las rectas
perpendiculares a la recta (y = xr), con r # o, son paralelas y —-
son perpendiculares a toda recta (y = xr + 8), pues ésta es parale
la a {y = xr). Ademids, no son de la forma (x = cte) o (y = cte).
Por tanto, hay para todo nimero r # o en F uno y sélo un nimero --

r* # o en F tal que

(1) La recta (y = xr + 8) es perpencicuiar a la recta (y = xr®+t),

r** = r.

(2) La perpendicularidad de la recta (y = xr + 8) y de la recta -

& implica que la recta a es de la forma (y = xr® + t).

Notemos que la funcidén r® depende del sistema de coorde-
nadas elegido y no solamente de la relacidn de perpendicularidad -
que consideramos. Un cambio de coordenadas puede efectuar un cam-

tio en el sistema F, pero aunque no haga esto, puede efectuar un -

[N
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cambio en la funcién r®. Por otra parte la funcién r® determina -

completamente la perpendicularidad.

Dicho en otros términos, como veremos posteriormente, la
funcién r®* no es unica y este hecho lo utilizaremos para definir -

la perpendicularidad en todo el espacio.

En estas condiciones, se puede enunciar en forma andloga

a la del Teorema 1.13 del capitulo 1, el siguiente

TEOREMA IIIX.11

Si un plano determinado por tres puntos del espacio estd
caracterizado por un sistema rectangular de coordenadas, tomado de
un sistema cartesiano de nimeros distributivo por la derecha, y de
caracteristica distinta de 2, y si la relacién de perpendicularidad
estd determinada por la funcién re®, entonces, las siguientes pro--

piedades son equivalentes:

0.4 Las alturas de un triéngulo concurren en un punto.

0.6 Dados cuatro puntos A, B, C, D, del plano no alinea-
dos tres a tres, si A+BllC+D, A+CliB+D, —
A+BLA+C, ysiUesun punto distinto de A, B,
C, D, tal que B+ UL C + U, entonces, A + ULD + U,

0.7 F es un cuerpo conmutativo y asociativo y rr® = ss*®,

parar oy s # o.

La demostracidén de este importante teorema es igual a la
del Teorema I.13 del capitulo 1.



Sin embargo, es necesario resefiar que el valor comin de -
todos los productos rr® que llamaremos corstante de ortogonalicad,
y desaigramcs por c, es evidentemente distirto de 0, y depende del -

sistema reclangular de coordenadas eleg:do.

Pues bi:en, a la v.sta de los resultados ottenidos, y con
el fin de dotar de la suficiente pctenc:a a nuestra axiomética, --

debemos introduc.r el sigu.ente

AXIOMA VII

Existe una relaci6n de ortogor.alidad entre las rectas de

cada plano del espacio que cumgle 0.1, 0.2, 0.3 y C.a.

Este axioma nos asegura que F es un cuerpo conmutat:vo, -
entonces para cada r € F ex:ste r®* a -1/r, o 1o que es lo mismo, -

e = -1.

Por otras parze, .a ecuac:on de una recta del plano ---
(z » 0) puede ser descrita como (y = xr ¢« 8) o bien =rx ¢« ¥y - 8 = c,
y en general, como toda terra (u,v,w) y sus proporcionales. los -
puntos pertenecientes a esa recta seran los que satisfagan la ecus
ci6n ux ¢+ vy + w = 0, en donde a r = ~u/v llamaremos a partir de -

ahora pend:ente.

Jefinamos anora JUna re.aciin enire las rectas de (z = o)

~as rectas {(u,v,w) y (u',v',w') estan reiacionadas si uu’ ¢ vww' = o
1.TnC en CITOS “ermines, i .as rectas nc son de .a forma x = cte.
y = cte, estan reiac.cradas s. rr* - -1 £s evidente que nemos

i2l.n.CC una nueva relatiln e OrIogonasiced. pues se veri?_car --
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J.1, 0.2, 0.3 y 0.4, como se puede comprobar inmediatamente (para ---
més detalle ver 2.1 del capitulo 2).

Trataremos de extender esta definicién a todo el espacio.
. L] . L]

Dados cuatro puntos Po -(xo,yo,zo), Pl = ('1"1'z1)' P° - (xo"o"o)
Pi = (xi.yi,zi). diremos que la recta Po + P1 es perpendicular a -

la recta P* + P! si
o 1

(x1 - xo)(xi - x;) * (y1 - yo)(yi - y;) S (:1 - zo)(zi - :;) = 0,

Esta definicién es compatible con la anterior pars (z = o)
pues en este caso

14 (y1 - yo)(x1 - xo)'l(yi - y;)(xi - x",)'1 =0

Sin embargo, en esta relacién entre las rectas del espa—
cio, no podemos asegurar que se cumpla 0.3, como evidentemente --
ocurre con la recta (x = o)(y = o), la recta (y = 0)(z = o) y la -
recta (x = 0)(z = 0), que son ortogonales dos a dos y concurrentes

en (0,0,0).

Definimos a continuacién la ortogonalidad entre recta y -
plano. Sea la recta definida por los puntos Po y P1 y el plano de

terminado por los puntos Pz. P3 y P‘, entonces diremos que P° +P
es ortogonal al plano Pz + P3 + P‘ si Po + P1

lesquiera dos de las rectas Pz + Pa, Ps + P4 yP

1
es ortogonal a cua--

2 * P‘.

Veamos que con esta definicibén se verifican las siguien—
tes propiedades:

0.1’ Para todo plano & determinado por tres puntos no -

alineados, existe una recta a L < y su reciproco.

0.2 ™ 1 asiysélosiadloc



0.1’

0.3'

0.3' Si o la, es condicidn necesaria y suficiente que
o N °“par| que o' L a, y que alla' para que -
a*t Loc .

0.4*' En todo tridngulo las alturas son concurrentes.

En efecto:

Dada una recta Po + Pl' entonces los puntos P2

’ P3 y P‘ ten
drén unas coordenadas que deberén satisfacer las ecuaciones

(:z1 - "o”"a - x5) 4 (y1 - yo)(y3 PR (z1 - 'o)('a' z,)=o

(xp - x Hx, = x;) « (g, -3 My, - 7,) ¢ (2, -2 )(z,-2,)=0
que es un sistema de dos ecuaciones con nueve incdgnitas y -
que, haciendo un estudio detallado de las distintas rectas -

que pueden ser Po + Pl. nos lleva a que tiene infinitas solu

ciones.

Reciprocamente, dados Pz. P3 y P‘. la recta determinada
por Po y P1 serd tal que las coordenadas de estos puntos de
berén satisfacer el mismo sistema, que tendrd ahora como --
incégnitas X Yoo X0 ¥y
Es trivial por la propia definicidén simétrica de la ortogo-
nalidad.

Dado que nuestros planos estén caracterizados por ecuacio~-
nes del tipo y = xr + zt + m, 0 lo que es equivalente, -
UX ¢+ VY + w2 + N = 0, ¢GOS planos (y = xr + 2zt + ) e ———
(y = xr* + zt' + m') son paralelos si r=r'y t=1t', 0 —

bien su equivalente, si u/u' = v/v' = w/w'.

Entonces, si Po' Pl' y Pz son puntos del primer plano de

coordenadas (xo.rxo + tzo + =, zo).(xl,rx1 + tz. +m, zl).

1



(xz. rxz + tzz + m, zz) se sigue que la recta determinada -

por dos puntos P, y P, seré ortogonal al plano determinado

3 4
pcr los tres primeros si

(x, - 13)(::1 -x)) ¢+ (y, ya)(x-(x1 - :o) + t(z1 - 'o” .

+ (z‘ - :3)(:1 - zo) =0

(x‘ - xa)(xz - xo) + (y‘ ya)(r(x2 - xo) * t(zz - zo)) +

- (z‘ - :3)(22 - :°) =0

Pues bien, si (y = xr' + zt* + m') es paralelo a -
. 1] 1] . . -—

(y=xr ezt +m) y (xo,rxo * t:o + m, zo) es un punto
del mismo plano, existen dos puntos pertenecientes al plano

- 1] ¥ - .
cuyas coordenadas son (x1 X, ¢ X0 TIX) =X+ xo) .

t(z1 -z z;) +m', z, -z, + z;) y (x2 -x ¢+ x;. r(xz -
- . -
X+ xo) + t(zz z + z;) +a', 2z

- L)
o z, + zo) y tales que

2
se verifican las ecuaciones anteriores y, en consecuencia, -
el plano (y = xr + zt + m) es ortogonal a P3 + P‘.

Por un razonamiento analogo al anterior, tenemos que si -
dos planos (y = xr + zt + m) ¢ (y = xr* + zt' + m') son orto
gonales a una recta P3 + P‘,
condiciones para el primer plano

ambos son paralelos, ya que las

(x, - xa)(x1 -x) ¢ (y, - ya)(r(x1 -~ x°) + t(:l - zo)) +

+ (:‘ - zs)(z1 - zo) =0

(x‘ - :t:,)(:x2 - xc) + (y‘ - 13)(1-(12 - xo) + t(zz - :o)) +

+

(z‘ - 23)(22 - zo) =0
y para el segundo
(14 - xa)(xi - x;) + (y‘ - ya)(r'(xi - x&) * t'(zi - z;)) +

+ (z4 - za)(zi - z;) =0

167



0.4

(x‘ - xa)(xé - x;) S (y‘ - 13)(r‘(xé - x;) + t'(:é - z;)) +
- (z‘ - 13)(zé - z;) =0

determinan Qque r = r' y t = t', con la udnica condicibén de -
- ¢ o xt - = x' - x* - [T ]
que X, = X =Xy - X Xy =X =Xy~ Xy ¥y~ V=Y~ Y,
- Y | - -2 - 2! - gt
Ty =T =¥ =¥ B " F ) T Ym0,

lo que siempre puede conseguirse.

El resto de )a propiedad 0.3' se demuestra de manera to-

talmente anéloga a la anterior.

Si un tridngulo viene determinado por los puntos Po-(x y..2)

o'“0'"0
P1 - (xl"l'zl) y Pz - (‘2"2'22)’ resulta que las rectas -
perpendiculares a cada uno de los lados por el vértice opues
to se encontraran en los planos determinados por las ecua--

ciones
(x - x‘,)(x2 - "1) + (y - ya)(y2 - ’1) + (z - zo)(zz- zl) =0

para Pl + Pz y P°

(x - xl)(x2 - xo) + (y - yl)(yz - yo) + (z - zl)(zz— zo) z0

para Po + Pz y Pl

(x - "2)("1 -x) + (y- yz)(y1 -y) ¢+ (2 - ’2”’1"o) =0

para Po + P1 y Pz.

Como se comprueba inmediatamente, los planos dos a dos no
son paralelos y una ecuacidén es combinacién lineal de las -
otras dos, luego los tres planos se cortan en una misma rec
ta y la interseccidn de ésta con el plano Po + P1 * Pz es -

punto de interseccidn de las alturas.

Con tedo lo anterior hemos demostrado el siguiente:
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TEOREMA III.12

Si se verifican los axiomas I al VII, entonces existe una
relacién de ortogonalidad entre rectas y planos del espacio, que -
verifica 0.1', 0.2', 0.3' y 0.4',

Otra forma de caracterizar por ecuaciones un plano deter-

P, es la siguiente:

minado por tres puntos Po' Pl' 2

x-x°¢)(xl—x°)0/u(x2-x°)
Y=y, ¢ X(yl-y°)~/u(yz-y°)
zaz A(zl-:o)oju(zz-:o) con }\./Ae!‘

Es evidente que Po' P1 y Pz pertenecen a este plano. --
Pues bien, con esta notacién podemcs pasar a demostrar el siguien
te

TEOREMA  III.13

Si una recta determinada por dos puntos es perpendicular
a un plano determinado por tres puntos no alineados, entonces es

perpendicular a todas las rectas del plano.

Demostracién

Sean dos puntos del plano determinado por Po' 3 Pz, y
la recta P3 + P‘. Si la recta es perpendicular al plano se veri-

fican las condiciones siguientes:
(x‘ - "3)(’1 -x)) ¢ (y, - ya)(y1 - yo) + (z, - 23)(21 - zo) =0

(xg = x3)(x, = x ) + (7, = ¥3}(7, = 7,) + (2 - 23)(z, -2 ) =0



Sean dos puntos del plano

P' = (x',y',2') ¥y P'* = (x**,y*",2'') , entonces
' ext e (xy - x JONT - AT) e (xy - x M -/u')
y''-y' = (’1 -’o)( th - xo) - (’2 - 'o)(/A“ _/‘c)
z2'' = 2' = (‘1 - 'o)()\” - A') * (22 - :o)(/“uo _/.u)
y, de aquf,
(x‘ - 13)(x".— x*) « (y‘ - 13)(1" -y') (z‘ - za)(z" -2') =
= ON = N Mxy - x ) (x, - x ) ¢ (y, - y3)ly, - y) ¢ (zy - 2))
(z) -2))) + (/u" —/M')((x4 - xyMx, - x ) ¢ (y, - ¥)(y, - ¥.) «

+ (z‘ - :3)(:2 - zo)) =0

TEOREMA III.14

En presencia de los axiomas I al VII se verifica que si
existen tres puntos no alineados P, Q, M, y alineados dos a dos,
entonces existe una y sdlo una recta que pasa por uno de ellos y

es paralela a la recta determinada por los otros dos.

Demoatracidn

Si existen tres puntos no alineados P, Q, N y alineados
dos a dos, existe un Unico plano ©¢ cue los contiene, y segin el
axioma VII, una relacidén de ortogonalidad entre las rectas del --
plano que satisface 0.1, C.2, 0.3 y 0.4, entonces se verifican —
las hipotesis del Teorema 1.14 del capitulo 1, y en consecuencia

se verifica el Teorema.
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3.5 EL ORDEN EN EL ESPACIO

Trataremos a continuacién de ordenar los puntos del espa
cio, teniendo para ellc ordenado el cuerpo base F. La ordenacién
de dicho cuerpo se ha efectuado en 1.8 del capitulo 1, partiendo

de la axiomética referida al plano.

Resulta, sin embargo, que tal axiomética del plano estd
contenida en la axiomética del espacio que estamos tratando, en

efecto:

a) El axioma I del espacio implica el axioma I del plano.

b) El axioma II del espacio implica el axioma II del plano.
¢) El axioma VI del espacio implica el axioma III del plano.

d) El axioma VII del espacio implica el axioma IV del plano, (re
ferido dicho axioma VII a un plano, una de cuyas rectas, sin
pérdida de generalidad la O + Y, es de donde extraemos los —-

elementos del cuerpo).

As{ las cosas, con estos axiomas podemos asegurar que el
cuerpo esté ordenado y es denso, si bien no completo, como ya —
ocurria en el plano. Si queremos afiadir esta caracteristica al -

cuerpo base basta con introducir el siguiente

AXIOMA VIII (Cantor)

Dada una sucesion de segmentos encajados An Bu en F, —-

existe un elemento contenido en todos ellos.

A partir de aqui se ordenan los nuevos elementos de F, -



v
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que llamaremos elementos reales de la misma forma que haciamos en
1.8 del capitulo 1, con lo que se obtiene la cmacterizacién de F

como cuerpo ordenado y completo.

Ahora bien, la caracterizacién de un punto cualquiera del
espacio como terna de elementos de F, se ha efectuado asignando -
un elemento de F como primera coordenada, obtenido al trazar por
el punto un plano paralelo al plano O « Z + Y que corta a 0 + X -
en un punto, y por éste una recta paralela a X « Y en el plano -
O+ X + Y,que corta a 0 + Y en un punto que es la primera cocrde-
nada; otro elemento de F como segunda coordenada, obtenido por la
interseccién del plano paralelo a 0 + Z + X por el punto.con el -
eje O « Y; y un tercer elemento de F como tercera coordenada, ob-
tenido al trazar por el punto un plano paralelo a O « X + Y, que
cortard a O +« Z en otro punto, por el cual pasaré un plano parale
loaX+ Y+ Z que corta a0+ Y en un punte que es la tercera —-

coordenada.

De esta manera podemos dar la siguiente

Definicién II1.6

Dados dos puntos del espacio A = (.1"2"3)' B= (“1'bz'b3)
donde, 11. '2' 13. bl' bz, b3 pertenecen a F, diremos que A { B si
y sélo si, ocurre que LN < b1. o si a = b1 entonces ‘2'< bz. o si
‘1 = b1 y -2 = b2 entonces a, <.b3 en el orden definido en F.

Si suponemos tres puntos (x,y,z), (x',y*',z'),(x'',y*',2'")
de una recta cualquiera, resulta gque
(x,y,2) < (x',y',2') < (x'*,y',2'")

si se verifica que x { x' { x'* o su inversa, o si y{y'< y'', o

su inversa , o0 si z £ 2'¢{ 2'' o su inversa. Como la proyecciér.



paralela a un plano determinado por dos ejes de coordenadas nos -
da los puntos (x,0,0), (x',0,0), (x'*,0,0); (0,y,0), (0,y',0), -

(o0,y'*,0); (0,0,2),(0,0,2'), (0,0,2''), entonces

o bien (x,0,0) £ (x*',0,0) { (x*',0,0) 8i x { x*'< x*°*
o bien (x,0,0) > (x',0,0) > (x'',0,0) 8i x> x'> x*°'
o bien (o,y,0) { (0,y',0) { (0,y'*,0) si y y*' { ¥
o bien (o,y,0) > (0,y',0) y (0,y'',0) si y > y'> ¥y
o bien (o0,0,z) ¢ (0,0,2') € (0,0,2'') 8i z L 2*' { z2*'

o bien (o0,0,z) > (0,0,2') ) (0,0,2*') si 2> z' D =z*'*

En cualquiera de los casos, se conserva el orden en esta proyec-—-

cién.

Podemos entonces enunciar el siguiente

TEOREMA III.S

El espacio sobre el cuerpo F estid totalmente ordenado.



CAPITULO 4

COMPATIBILIDAD E INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS
EN EL ESPACIO



4.0  INTRODUCCION

En este capitulo se estudian la compatibilidad e indepen-

dencia de los axiomas en el espacio de tres dimensiones.

El modo de hacerlo ha sido totalmente andlogo al efectua
do en el capitulo 2 para el plano. Por tanto, para el estudio de
la compatibilidad procedemos de la forma usual, estableciendo la -
solidaridad l6gica de nuestra axiomética con un modelo fiable, en
este caso con la aritmética de los nimeros reales. Se ha tomado -
como modelo Rs. Se ha efectuado uns atribucién de significados a
los conceptos indefinidoa de punto, recta, plano, relacién binaria
de incidencia entre punto y recta, punto y plano, etc. Al ijgual -
que ocurrfa en el capitulo 2, se podria haber elegido como modelo

03. pero no satisfaria el axioms de completitud.

En cuanto a la demostracién de la independencia de los --
axiomas, se ha elegido el mismo método que en el capitulo 2, es de
cir, se han construido ocho modelos de geometria, en cada uno de -
los cuales se verifican siete de los axiomas y no se verifica aquel

cuya independencia se quiere demostrar.

De este modo, existe un modelo (el que demuestra la com—-
patibilidad) en el que se verifican los ocho axiomas, y otros mode
los en los que se verifican siete y no el octavo, en consecuencia,

este Gltimo es independiente de los anteriores.

La dificultad en construir los modelos ha sido superior,
en la mayoria de los casos, a la de los modelos construidos en el

plano, pues se afiaden las dificultades de ser mayor el numero de -~
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axiomas y de elementcs con los que actuar. Al igual que en el pla-
no, en algunos de tales modelos, los axiomas se verifican por no --

cumplirse las condiciones de las hipétesis de los mismos.



4.1 COMPATIBILIDAD DE LOS AXIOMAS

Los ocho axiomas enunciados en el capitulo 3 no son con-
tradictorios, es decir, no es posible deducir légicamente de es--
tas proposiciones una proposicién y su contraria. Para mostrarlo
vamos a construir un sistema de elementos qQue satisfacen a todos

los axiomas.

Consideremos el dominio de los nimeros reales, una terna
de nameros (x,y,z) del dominio como un punto, y las cuaternas -
(u,v,w,r) de cuatro nimeros reales y sus proporcionales como un -

plano, con la condicién de que u, v, w no sean los tres nulos.

Si la ecuacién ux + vy + wz + r se satisface por (x,y,z),
decimos que este punto pertenece al planc (u,v,w,r). En fin, 1la
maremos recta al conjunto de los puntos pertenecientes a dos pla-
nos para los cuales las ternas (u,v,w) son distintas no proporcio

nales. Veamos que se satisfacen los ocho axiomas.
AXIONA I.

Sean dos puntos A £ B, A = (-1.12.13). B = (bl'bz'bs" -
Si existe la recta que contiene a ambos, se tendridn dos planos --
distintos cuya interseccién seré& dicha recta, sean (u,v,w,r) y --

(u*,v',w',r') dichos planos. Entonces se tendrd que verificar --

que

.
ua, + va, +wa, + r =0 u‘a, + v'az + I'la +r' =0
ub1 + vbz + vba +r=0 u'b1 + v'b, + v'ba +r'=o0

Sia = b, =a, =b, = 0 entonces A + B = (x = 0)(y = o)

Si a = bl =a, = b3 = o0 entonces A + B = (x = 0)(z = o)

Si a,=b,=a = b3 = 0 entonces A + B = (y = o)(z = o)

177



Si ll = Iz = 03 = 0, como al menos dos bi no son nulos, pues si -
no estariamos en los casos anteriores, entonces r = o, y la ecua-
cién ub1 + ?bz + vba = 0 tiene infinitas soluciones, de las cuales
dos cualesquiera nos sirven para obtener los planos cuya intersec
cién es la recta pedida. Anélogamente ocurriria para b1 - b2 =~
= ba = 0.

Si, por:ultimo, 11/b1 - lzlbz = .3/b3 , entonces

ay/ay = bzlblé- k kx ¢+ y=o0
y larectaA+BSE
.3/.1 - b3/b1 - k' X'x ¢+ T =0

.

Vistos todos los casos particulares, en cualquier otro -

para ambos sistemas resultard que

a a, a, a a, a, r
rang = rang

b‘ b2 b3 b1 bz b3 r

Y el sistema tiene solucidn, que es el haz de planos que

contiene a una recta.

Por otra parte, si dos planos (u,v,w,r) y (u',v',w',r')
son tales que ufu’ = v/v' = w/w', entonces o bien u/u' = v/v' =
w/w' = r/r* y son el mismo plano, o bien, u/u' = v/v' = w/w' #r/r'
y entonces el sistema

UX ¢+ VY + WZ + T = O
u'x + vy + w'z + r' o

no tiene solucién, es decir, no hay ninguna terna (x,y,z) que sa-
tisfaga ambas ecuaciones y, en consecuencia, ambos planos son pa-

ralelos.



Diremos que dos rectas son paralelas si cada una de ellas
es cada una de las intersecciones de un plano con dos planos para-
lelos.

AXIOMA II

Sean dos puntos A = (.1'.2‘.3) yBs= (bx'bz'ba)' sabemcs
por lo anterior que existe una unica recta que los contiene, que

serd la interseccién de dos planos (u,v,w,r) y (u’,v',w',r').

Entonces, cualquier punto que satisfaga una de las dos -

ecuaciones y no satisfaga a la otra, verifica que no esté alineado

con A y B.
AXIOMA IIIX
Supongamos tres puntos no alineados, A = (.1'.2"3)’ -

B = (°1'°2'°3’ yC= (°1'°2’°3)' Veamos que existe un Gnico pla-
no (u,v,w,r) que los contiene.

Si existe dicho plano los elementos de la cuaterna dada

deberdn satisfacer las siguientes ecuaciones:

ua, ¢ Ve, + Wa, + T =0
ubl + vbz + -bs +r=0

uc, + Vv, + wC_, + F =0
1 2 3

En el caso de existir solucién tendria que ocurrir que -
necesariamente dicha solucién seria esencialmente lnica salvo fac
tores de proporcionalidad, de manera que u = A\r, v ./J r,ws=0r,

pues bien, se puede comprobar inmediatamente que el plano que con-



tiene a los tres puntos viene dado por los coeficientes de la ecua

cién
((c3 - 53)(b2 -a) - (c2 - nz)(b3 - aa))(x - '1) +
+ ((b3 - '3)(°1 - .1) - (h1 - ll)(c3 - -3))(1 - -2) .

+ (b, —a))(e, - -2) - (c1 - -1)(!’2 - -2))(: -8,) =0

como se puede comprobar por simple cédmputo.

AXIONMA IV

Es consecuencia inmediata de nuestra definicién de recta.
Si dos planos son paralelos (u,v,w,r) y (u',v',w',r'), y tienen un

purito comin (xo,yo,zo). resulta que

ux <+ + WZ + o -r ux _ + + wZ
vy r = - ° V’o °

Aux s+ Avy +Awz ¢+ r' =0 -r'-)(uxoovyofno)-')\(—r)

¥y, en consecuencia, son el mismo plano y tienen todos los puntos -

comunes.

Si no son paralelos y tienen un punto comin, por la
definicién de recta, su interseccidén es la recta conjunto de pun--

tos comunes a ambos, entre ellos el (xo.yo.zo).

Es trivial pues para cada tres puntos P, Q, M no --
alineados, existe un plano y un s6lo que los contiene. Entonces -

un punto de cualgquier otro plano que contenga a cualquiera de las
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rectas P + Q, Q + My P « N, y tal que dicho punto no esté en las
rectas anteriores, no pertenece al plano P + Q + M.

De otra manera, bastard con dar sendos valores a dos de
las variables en la ecuacién del plano obtenida en la demostracidn
de la compatibilidad del axioma IIl, obtener la tercera resolvien-
do la ecuacién, y el punto obtenido con los dos valores dados y --
un tercero distinto del calculado, corresponde a un punto no perte-

neciente al plano.

AXIOMA VI

Dados dos puntos del espacio real cualesquiera, P = (a,b,c)
y Q= (a',b',c'), definimos el punto R = (rl.rz,rs). tal que  ——-
r= (a +a')/2, r, = (b+b"')/2 y r

te aplicacién

3 = (c + ¢*)/2, y la siguien

R3 — R3

f: (x,¥,2) —e—dp (Zr1 - x, 2r2 -y, Zra -z)

que, evidentemente, es biyectiva.

Pues bien, esta aplicacién es una alineacién. En efecto:
a) f4£1, puesx#&l-x.yv‘a-z-y.:#z:-a-:
f2 =1, pues x = 2r1 - (2r1 -x), y= 2r2 - (2r2 -y)

z = 2r3 - (2r3 - z)
b) El dnico punto fijo de f es R, ya que

X = Zrl -xX » X = r1



c)

a)

Antes de comprobar que la aplicacién transforma una recta en -
otra paralela, veamos que un plano se transforma en otro para-

lelo. En efecto:

Sea el plano definido por la ecuacifn ux + vy + wz + r =0
que se transforma en u(z:-x -x) + \v(Zrz -y) o -r(Zx-3 - 2)er =o,

es decir, en el plano (-u.—v.-v.Zrluo Zrzvo Zrav +r), que es -

evidentemente, paraleloc al primero.

Supongamos, ahora, la recta determinada por dos puntos, Pb

£ . f

Yy P1: el plano R + Po + P1 se transforma en el plano R¢P°¢ Pl' -

que es igual a R + Po + Pl' por ser paralelo y tener un punto -

comin con él. Otro plano que contenga a Pc + P_ y no contenga

1
a R se transformard en un plano paralelo que contiene a Pz + P{.

En consecuencia, la recta Po + P interseccién del plano  ~--

1
R + Po + P1 y otro plano ©¢, que no contiene a R, se transfor

ma en la interseccién de R + Po + P, y el transformado de OX ,

1
que es paralelo a éste, luego la recta transformada es parale-
la a Po + Pl'

Por tanto, se verifica que puntos alineados se transforman

en puntos alineados y coplanarics con los anteriores.

Si un punto P = (xo,yo,zo) y su transformado

Pf = (2r - x , 2r 2r_ -~ z_) satisfacen las
1 o o

2" %" T3
ecuaciones de dos planos distintos, es dec:r, pertenecen a la

recta interseccién de ambos planos, satisfaran las ecuaciones

UX + VY + WZ + T =0 Y u'x + v'y + w'z + r' = o correspon

dientes a los planos OX y /3 .
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Veamos que R satisface también las dos ecuaciones.

Si P entonces ux_ <+ + W2 +Ir=0
€ox» o * o

Si Pre ¢ . entonces

u(2:"1 - xo) + v(Z!'2 - yo) + v(Zr3 - zo) +rso

y de aqui, 2urloZvrzozvrs-uxo-vyo-uoor-o.y.--

entonces, 2ur-1 + 2vr2 + 2vr3+ 2r =0, y REOSK,

Anélogamente se efectia para /B .

AXIOMA VII

Antes de definir una relacidén de ortogonalidad entre las
rectas de cualquier plano del espacio y al objeto de aligerar el -
célculo, vamos a atribuir un significado algebraico al puramente -

geométrico de recta definido hasta ahora.

Supongamos una recta determinada por dos puntos:

A= (xo.yo,zo) yB= (xl,yl.zl) que es interseccién de dos planos

(u,v,w,r) y (u',v',w',r').

Se puede ver, por simple cémputo, que los puntos de la —
recta que pertenecen a ambos planos vienen dados por las ecuacio--
nes

x=x + )\(xl-xo)
Y=y, + Ay -7¥)

2=z + %(zl—zo)
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Pues bien, dentro de un plano cualquiera del espacio, po-
demos definir la relacitén de ortogonalidad de la siguiente manera:
Dcs rectas determinadas por sendos pares de puntos, Po = (xo.yo.zo)
' - (‘v.’l .z'

P, = ('1"1'z1)' P )y Pl = (x].57.2])

° 0'70'"0
x.x°0>\(xl-x°) x-x;.)\(xi-x;)
TRy, s Ay - y,) Y=y, e Ay -3
:-z°+>\(zl-:o) z-z;o)\(:i—z;)

son ortogonales si

(xy -2 (x] = x0) ¢ {yy =y )ly] - yg) ¢ (2 - 2)(z) - 2p) =0

Es evidente que con esta definicién de ortogonalidad y la
definicién de las rectas se verifican 0.1, 0.2 y 0.4, como se pue-

de comprobar en la geometrfa elemental.

Para comprobar que se cumple la propiedad 0.3, podemos --
aplicar un criterio algebraico al paralelismo de rectas que se --
corresponde con el criterio geométrico ya visto. Sean los puntos

1 .
P, P, Py, P

1 entonces, P° + P

. . i
1 Po + P1 si y sblo s1

"o”‘1'>‘ (x; - x;)

Yo=Y = Ay, -yy)

zo—zlc>\(z;-zi)

Con este criterio se comprueba inmediatamente gue ambas -
rectas son coplanarias y no concurrentes. Es valida esta condi---
cién para que se cumpla 0.3, como se puede comprobar en la geome--

tria elemental.
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AXIOMA VIII

Se cumple trivialmente, pues el cuerpo de los nimeros rea

les es completo.



i8€

4.2 INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS

Con el objeto de mostrar la independencia de los axiomas,
trataremos de construir unos modelos de geometrias, donde se veri-
fiquen siete de ellos y no se verifique aquel del que se quiere --

mostrar su independencia.

A tales modelos los designaremos por NI, MII, MIII, ...
MVIIX, entendiendo por MI al modelo donde se verifican todos los -
axiomas menos el primero, MII donde se verifican todos menos el se

gundc, y asi sucesivamente.

Independencia del Axioma I

Nuestro modelo MI consistiré en un par de puntos P1 y Pz.

un par de rectas r1 y rz que contienen a Pl ¥y no contienen a Pz. y
un plano que contiene a los cuatro elementos anteriores.

Es evidente que no se verifica el axioma I.

AXIONAS IXI, IIY, IV, V, VI y VIII: Se verifican por no cumplirse -

las condiciones de las hipétesis.

AXIOMA VII: Para comprobar que se verifica definimos la relacién -
entre las rectas de nuestro plano, de tal manera que p(rl) = rz y
p(rz) = r,, entonces se verifica 0.1 y 0.2 y, por no cumplirse las

condiciones de las hipotesis, 0.3 y 0.4,
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Independencia del Axioma Il

Nuestro modelo MII consiste en un conjunto de rectas for-
mado por la recta real Ty ¥ una rectar, # ry Que s6lo tiene un --

punto, que es el de interseccidn con r y el plano el conjunto --

1!

formado por la recta r, y sus puntos y la recta r

1 2’
Evidentemente no se verifica el axioma II. Comprobemos —-

que se verifican los restantes.
AXIOMA I: Se verifica trivialmente.

AXTIOMAS III, IV y V: Se verifican por no cumplirse las condiciones
de las hipdtesis.

AXIOMA VI: Dados dos puntos cualesquiera de rl. Py Q, definimos
el punto R = (P + Q)/2 y a partir de ahi, la aplicacién

f: X~ 2R-~-X

Esta aplicacidn es biyectiva, distinta de la identidad, -
fz =1, existe un unico punto fijo, precisamente R, y transforma -

la recta ryen elle misma.

AXIOMA VII: Definimos la relacién p entre las rectas del plano, -

de manera que, p(rl) =T, p(rz) = r_ que verifica 0.1 y 0.2y, —

1
por no cumplirse las condiciones de las hipdtesis, 0.3 y 0.4.

AXIOMA VIII: Se verifica trivialmente, pues rl es continua.



Independencia del Axioma III

Nuestro modelo MIII consiste en el conjunto de puntos del
espacio real tridimensional, el conjunto de rectas del mismo y, co
mo planos, las cuéddruplas de elementos de R, (u,v,w,r), donde u,v,
w no son todos nulos. Diremos que un punto (x,y.,2) pertenece a un

plano si se verifica la ecuacién
UX ¢+ VY + WZ + " = O
£8 evidente que tres puntos no alineados y alineados dos
a dos pertenecen a més de un plano, concretamente, a la cuddrupla

(u,v,w,r) y a sus proporcionales, que por la definicién de plano,

son distintos. Luego, no se verifica el axioma IIlI.

Los restantes axiomas se verifican trivialmente, como ya

se ha demostrado en la compatibilidad de los mismos.

Independencia del Axioma IV

Nuestro modelo MIV consiste en dos planos &, y & que son
las dos hojas de una superficie cénica de revolucién, un punto P,
que es el vértice de dicha superficie cénica y las rectas serén —-

las semirrectas de cada hoja que tienen en comin P.

Es evidente que los planos o, y o tienen en comin el pun

to P v ninguno mas. luego no se verifica el axioma IV.

Veamos si se verifican los restantes axiomas:

AXIOMAS I, II, III, V, VI y VIII: Se verifican por no cumplirse -

.as condiciones de las hipdtesis.
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AXIOMA VII: Se verifica definiendo en cada planc la siguiente re-
lacién: A cada recta le hacemos corresponder su recta diametralmen
te opuesta. Es evidente que se verifican 0.1 y 0.2 y, por no ve-

rificarse las condiciones de las hipétesis, 0.3 y 0.4,

Independencia del Axioma V

Nuestro modelo MV consiste en el plano real mz. con Sus -
rectas y sus puntos. Es evidente que no se verifica el axioma V,
pues dados cualesquiera tres puntos del plano no alineados y alinea

dos dos a dos, no existe otro punto que no sea coplanario con ellos.
Veamos que se verifican los restantes.

AXIOMAS I, IXI, VI, VII y VIII: Se verifican tal y como se demostrd
al tratar la compatibilidad de los axiomas del plano en el capitu--
lo 2.

AXIOMA III: Se verifica evidentemente, pues cualesquiera tres pun

tos determinan el Gnico plano existente RZ.

AXIOMA IV: Se verifica por no cumplirse las condiciones de las hi

pbtesis.

Independ ia del Axioma VI

Nuestro modelo MVI consiste en cuatro puntos A, B, C, D;
como planos las ternas de dichos puntos, y como rectas los pares -
de los mismos mds una recta en cada plano que contiene sélo uno de

ios vértices.



Es evidente que no se verifica el axioma VI, pues en cada
recta existen a lo més dos puntos y no existe un tercero que sea -

el centro de la alineacién que los intercamtia.

Veamos que se verifican los restantes axiomas:

AXIOMAS I, II, III, IV y V: Se verifican <rivialmente.

AXIOMA VII: Si en cada plano definimos la relacibén entre rectas -
de la siguiente manera, en el vértice en el que concurren tres rec
tas, sean las que tienen dos puntos, ortogonales entre s{, y la —-
tercera que s8lo tiene en comin dicho vértice, ortogonal a la ter-

cera recta del plano que contiene dos puntos, y ésta a aquélla.

Entonces, en cada plano se verifican trivialmente 0.1 y -
0.2. Se verifica, asimismo 0.3, por no cumplirse las condiciones
de las hipdtesis. En cuanto a 0.4, el punto de la interseccidn de
las alturas en cada tridngulo es precisamente el punto donde con--—

curren las tres rectas que tienen un punto comin en cada plano.

AXIOMA VIII: Se verifica por no cumplirse las condiciones de las

hipdtesis.

Independencia del Axioma VII

Nuestro modelo MVII consiste en un inico punto, en una —-
Gnica recta que contiene ese punto, y en un Unico plano que contie

re a ambos.

Es evidente que no se verifica el axioma VII, pues no -——

existe una segunda recta gue pueda ser ortogonal a la existente.
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El resto de los axiomas se verifican por no cumplirse las

condiciones de las hipdtesis.

Independencia del Axioma VIII

Nuestro modelo MVIII serad el espacio racional tridimensio
nal, con la geometria analitica elemental de puntos, rectas y pla-

nos,

Es evidente gue no se verifica el axioma VIII, y sin embar
go, si se verifican los restantes. Bastaria considerar en la demos
tracidén de la compatibilidad de los axiomas, en 4.1, en vez del -
cuerpo R, el cuerpo @, y observar que ninguna de las ecuaciones ob-
tenidas en diche demostracién lleve a la consideracidn de elementos

irracionales.



APENDICE

SOBRE LA GENERALIZACION AL ESPACIO N-DIMENSIONAL



A.0  INTRODUCCION

Parece natural pensar que, a la vista del desarrollo de
la presente memoria, la axiomfitica propuesta debiera poder exten--
derse al caso n-dimensional. Es lo que haremos en el presente --
apéndice de dos modos distintos, uno, el puramente algebraico, y -

otro, el geométrico.

Sin embargo, como se veré& tanto uno como otro, una vez -
perdida la nocién intuitiva tan importante en los capitulos anterio
res, nos conducen a resultados que carecen en principio de un inte-
rés claro y no aportan nada nuevo al objeto de nuestro trabajo. Es
por lo que se hace en el modo 2lgebraico una iniciacibén de la gene-
ralizacion definiendo puntos y un espacio vectorial, a partir del -
cual se pueden definir bases y el concepto de recta e hiperplano -~

ortogonal a ella y, en general de hiperplano.

En cuanto al modo geométrico, se comienza el estudio del
ejemplo de dimensidn cuatro, en el que se han debido afiadir un cier
to nimero de axiomas, con respecto a los del capitulo 3, para ase--
gurarnos que las incidencias entre los distintos elementos que se -
definen tengan las propiedades adecuadas. Se inicia una generaliza
cién de los axiomas, via induccién, para el espacio n-dimensional,
lo cual nos lleva a una gran complejidad axiomética que, en reali-
dad, no conduce a ningin resultado interesante fuera del ya obteni-

do en el modo algebraico.
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A.1  MODO ALGEBRAICO

Supongamos un plano como conjunto de puntos y rectas, --
con la relacidn binaria de pertenencia, y en el que se verifican -
los cinco axiomas propuestos en el capitulo 1. All{ obtuvimos la
caracterizacién de los elementos de una recta como elementos de un

cuerpo F conmutativo, ordenado y completo.

Consideremos, pues, Fn. y definamos como punto X del ==
n-espacio la n-pla (xl, Xy aeen xn) con xie F para todo i. Defi
nimos a partir de aquf el vector determinado por dos puntos X, Y -

de F*, como la n-pla (yl—x cenen yn-xn) y a cada una de -

1° Y272
estas diferencias las llamaremos coordenacdas del vector.

Pues bien, definiendo en el conjunto de vectcres la equi
polencia de manera que un vector determinado por dos puntos X, Y -
de 'n es equipolente a otro vector determinado por los puntos X°,
Y', si y sélo si las coordenacdas de ambos son las mismas, se obtie
ne de forma inmediata que esta relacidén es de equivalencia, y el -
conjunto cociente lo llamamos conjunto de los vectores libres, y a
las clases de equivalencia vectores libres del espacio n-dimensio-

nal.

A partir de aqui se puede definir de forma natural, en -
primer lugar la adicidén de vectores libres, haciendo corresponder
a cada par de vectores, otro vector cuyas coordenadas son la suma
de las coordenadas de los otros dos; y, en segundo lugar, el pro-—-

ducto por un elemento de F de la forma siguiente:

Av = ( ﬁ(yl -x), My, - x5), eeee- )(yn -x))

py=2.}



Y se comprueba inmediatamente que con estas dos operacio
nes el conjunto de los vectores libres de Fn es un espacio vecto--

rial sobre el cuerpo F.

A partir de aquf se puede definir dependencia lineal de
vectores y sus propiedades del modo usual, y deducir el Teorema de

la base de un espacio vectorial.

As{ las cosas, se pueden definir igualmente, variedades
lineales vectoriales engendradas por un conjunto de vectores -
G = { Vis Vo seee vr} como el conjunto de todos los vectos x ta-
les que

X = k’vl +* lzvz 4 ceovce o‘erl_

que sera la ecuacidn vectorial de la variedad lineal engendrada por

los vectores v, v ces V_ .
€S Vi» Voo r

Por Gltimo, si V es el espacio vectorial sobre el cuerpo
F, D una variedad lineal vectorial engendrada por un conjunto G de
vectores, y & un vector de V, se llama variedad lineal afin de ori
gen a y variedad de direccién D, al conjunto A de todos los vecto-
res de V que se obtienen sumando el vector a con cada uno de los -

vectores de D, lo que se expresa simbdlicamente asi

A=a+D

Es inmediato definir aqui el paralelismo entre dos varie
dades afines de la misma dimensién y pertenecientes ambas a una -—-
misma variedad de una dimensidén inmediatamente superior; también -
todas las posibles incidencias entre variedades; y, por ultimo, la

relacién de ortogonalidad que més interesa, que es la de recta e -
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(o}

hiperplano, contiderando éste como cualquier variedad afin de di--

mensién n-1 en el espacio de dimensién n.

Pero todo este tratamiento se puede encontrar en cual---
quier tratado de Algebra Lineal, y no se corresponde con el objeto

del presente trabajo.
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A.2 NODO GEOMETRICO

Sean en el tetraespacio (n-espacio), cuatro (n) conjuntos,
uno de "puntos", otro de "rectas", otro de "planos", y otro de -
“triplanos" (en el n-espacio continuarfamos hasta los (n-1)-planos),
y tres relaciones binarias ((n-1) relaciones binarias), entre un -
punto dado P y una recta dada 1 "P estd (situado) sobre 1" (P€ 1);
otra entre un punto dado P y un plano dado o<, "P estd (situado) so
tre o * (P € ©C); y otra entre un punto dado P y un triplano A ,
"P estd (situado) sobre o " (P € Q. ), (en el n-espacio continua-
riamos con la relacién entre un punto y un tetraplano, pentaplano,
hasta un hiperplano (n-1)-plano). Estas relaciones pueden ser ver
daderas o falsas para los pares Py l, Py , Py Q_.

Todos los axiomas pueden ser expresados en términos de -
estas relaciones. Sin embargo, también utilizaremos expresiones -
equivalentes, con el objeto de aligerar el lenguaje, como "P perte
nece a 1", "P pertenece a X ", "P pertenece a Q_ ", o, "l contie-

ne a P", " o contiene a P", " Q_ccitiene a P' o, "1 pasa por P".

Podemos decir que 1 y m se encuentran en P, si P esté a
la vez sobre 1 y sobre m, y si P es el (nico punto sobre 1 y m, di
remos que "1l y m se cortan en P", o que "P es la interseccibn de -

lya".

Definicién

Sean 1 v m dos rectas cuvos puntos estan en un mismo pla
no, tales que 1 = m, o bien, ningun punto P est& a la vez sobre 1

y ®; entonces decimos gue 1 y m son paralelas, y escribimos 1| m.



Si 1 y m no son paralelas y todos sus puntos pertenecen

a un mismo plano, existe al menos un punto P a la vez sobre 1 y a.

Definicién

Sean o y ﬁ dos planos cuyos puntos esti&n en un mismo
triplano, tales que o = ﬁ , 0 bien, ningin punto P esté a la --
vez sobre o y ﬁ ; entonces decimos que X y p son parale--
los, y escribimos & ” ﬂ .

Si & no es paralelo a ﬁ ., entonces existe al menos un
punto a la vez sobre &< y ﬁ .

Definicién

Sean O ¥y B dos triplanos, tales que [O_ = =] , 0 -
bien que ningin punto P esté a la vez sobre 0O y ':J , entonces -
decimos que [l y \:) son paralelos, y escribimos Ol “ h .

A continuacién definiriamos el paralelismo entre rectas
y planos, entre rectas y triplanos, y entre planos y triplanos, y
esto en dimensién cuatro. Las definiciones de paralelismo aumenta

rian de forma espectacular si nos moviéramos en el espacio.

Veamos qué ocurre con los axiomas.

ey
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Si existen dos puntos distintos P y Q, existe un y sélo
uns recta 1, tal que P esté sobre 1, y Q esté sobre 1. Escribimos
1-’00.

AXIOMA II

Si existen dos puntos distintos alineados P y Q, existe
un punto M no alineado con ellos.

AXIONMA III

Si existen tres puntos P, Q, M no alineados y alineados
dos a dos, existe un Gnico plano & , que los contiene. Escribimos
K =P+Q+ M

AXIOMA IV

Si dos planos oK 4 /3 tienen un punto comin P, tienen -
al menos otro punto comin Q.

Si existen tres puntos distintos no alineados P, Q, N, y

alineados dos a dos, existe un punto T no coplanario con ellos.



AXIOMA VI

Si existen cuatro puntos no coplanarios, P, Q, M, T, exis

te un Gnico triplano [ que los contiene. Escribimos

Q-POOQIOT

AXIOMA VII

Si un plano oK tiene tres puntos comunes con un triplano
Q_ , entonces todos los puntos de X estén en I .

AXTOMA VIII

Si dos triplanos tienen un punto comin, entonces tienen -

al menos otros dos puntos en comun.

AXIOMA IX

Si un plano o< tiene un punto en comin con un triplano -

Q_, tiene al menos otro punto en comin.

Estos axiomas serian los correspondientes a las inciden--
cias entre puntos, rectas, planos y triplanos, faltan evidentemente
todos los referentes a paralelismo, incluidos como hipétesis en los
capitulos 1 y 3, ya que parece razonable pensar que los axiomas de
existencia de alineaciones y ortogonalidad en los i-planos del espa
cio pudieran conducir a los axiomas de paralelismo, comc ha ocurri-

do en dichos capitulos 1 y 3



Debemos afiadir que los axiomas de incidencia referidos a
triplanos han sido propuestos no precisamente por una necesidad -
més o menos intuitiva, y s{ con la intencién de que se verifique -
geométricamente lo que se verifica en los espacios vectoriales de
dimensién cuatro. Un ejemplo de ello es el axioma VIII, ya que la
interseccidn, si es no vacf{a, de dos variedades afines de dimensién
tres en un espacio vectorial tetradimensional, es una variedad de

dimensién dos.

En la generalizacién al n-espacio los axiomas serian --
enunciados por via de induccién, por ejemplo: "si existen i puntos
no pertenecientes a un (i-2)-plano, existe un Gnico (i-1)-plano —-

que los contiene, para { ) 3".

Es decir, al trabajar en este modo geométrico, llegamos
a que en la generalizacién a un n-espacio los axiomas pierden abso
lutamente tal carécter geométrico. - - -

Como consecuencia inmediata parece l6gico concluir que -
la solucién a la generalizacién que pretendfiamos se encuentra en -
el modo algebraico, que ya ha sido estudiado como se ha dicho ante
riormente, y que no reviste mayor interés en la realizacidén de es-

ta memoria.
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