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Capitulo 1

Planteamiento de los problemas de

decision ante los procesos de inversion

1. DESCRIPCION DEL FENOMENO OBJETO DE
ESTUDIO

1.1. Procesos de inversion y problemas de decision ante un

proceso de inversién

Un proceso de inversion consiste en una entrega, por parte de un individuo o
de una empresa, de un conjunto de recursos economicos, entrega que se realiza con
el objetivo de recibir, a cambio, otros recursos econdmicos. El proceso se lleva a
cabo porque este individuo o empresa espera que los recursos recibidos le

proporcionen mayor utilidad que los recursos entregados.
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Ante la posibilidad de llevar a cabo un proceso de inversion, un individuo
puede plantearse un problema de decision, en que la eleccion posible es comenzar o
no dicho proceso. Si este proceso se comienza, el individuo, en el caso méas general,
tendra la facultad de tomar otro tipo de decisiones, como puedan ser interrumpir el
proceso, o alterar en otra forma el intercambio de los recursos. El objeto de estudio
de la presente Tesis es el conjunto de problemas de decisién que se puede plantear un
individuo, o una empresa, por el hecho de tener la posibilidad de lievar a cabo un

proceso de inversidn o por estar Hlevandolo a cabo.

1a definicion de inversion dada recoge multitud de situaciones gque obligan
a plantear los problemas de decision en formas muy distintas. En este capitulo se
pretende, en primer lugar, describir los factores mas importantes generadores de
diversidad, y concretar ¢! tipo de situaciones que analizaremos. A continuacion, se
describiran los efementos basicos de fos modelos que se utilizarén para el analisis de

estos problemas de decision.

Toda inversion se reduce a un intercambio de recursos en el tiempo entre un
individuo 0 empresa, que en el futuro llamaremos inversor, y su entorno, Podemos
distinguir, asi, tres elementos principales: el inversor, que desempefia el papel de
decisor en el probiema, el entorno de este inversor y los recursos economicos que se
intercambian. Las caracteristicas de cada uno de estos elementos y de las relaciones
entre ellos generan gran heterogeneidad entre inversiones que, a continuacion, se

pretende estructurar.
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1.2. Recursos econdmicos

Denominaremos activo a cualquier producto fisico, servicio o derecho que
resulte escaso y, por tanto tenga valor para los agentes econdmicos, por lo que no
podra conseguirse sin entregar algo a cambio. Se llamaré activo real a cualquier bien
fisico o servicio, y activo financiero a cualquier derecho econémico que no sea un

producto fisico o un servicio.

Liamaremos recurso econoémico a cierta cantidad de un activo gue resulte

disponible en un momento del tiempo dado.

Un primer criterio de clasificacion de los procesos de inversidn serd que
incluyan o no activos reales entre los recursos que se intercambian. En caso de que si
estén incluidos se hablara de inversion real y, si no es asi, de inversion financiera.
Para una discusion sobre la delimitacion entre estos dos tipos de inversion, se puede
ver Sharpe (1981), pp. 3-4.

Un segundo criterio de clasificacion sera el que algunos de los recursos
intercambiados estén ligados o no por una funcion de producciéon, Dados dos
recursos, si estin relacionados a través de una funcion de produccion, diremos que
entre ellos existe una relacion productiva. Si no fuera asi, diremos que su relacion se
reduce a la posibilidad de intercambio financiero o a una relacion financiera. Si enun
proceso de inversion aparece alguna relacion productiva se dird que la inversion es
productiva, y st no aparece ninguna relacion productiva, diremos que fa inversion es
no productiva. Las inversiones productivas son siempre reales, puesto que la variable
dependiente de una funcion de produccion es siempre un bien fisico o un servicio. En

cambio, las inversiones no productivas pueden ser reales o financieras.
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1.3. Entorno del inversor

1.3.1. Mercados de recursos y oportunidades de produccion

El entorno del inversor desempefia el papel fundamental de definir los
conjuntos de recursos econémicos que resultan intercambiables por relaciones
productivas o financieras. El entorno quedara especificado, en un momento dado,
cuando estén definidos todos los conjuntos de recursos intercambiables para el

inversor,

Llamaremos oportunidad de produccion de un inversor a un par de
conjuntos de recursos que dicho inversor puede intercambiar entre si por medio de

una relacion productiva.

Llamaremos mercado a un conjunto de recursos economicos sobre el que
estan definidas relaciones de intercambio financiero. Cuando un recurso esta incluido
en un mercado se dice que se negocia en dicho mercado. Las oportunidades de
inversion financiera de un inversor son los conjuntos de recursos que puede

intercambiar por relaciones financieras, o mercados en los que puede operar.

1.3.2. Clasificacion de los mercados de recursos

Si un mercado verifica que en todos los intercambios que define intervienen
productos fisicos o servicios, se dira que es un mercado de bienes. En caso contrario,
se dira que es un mercado financiero. Los mercados de bienes y los mercados

financieros tienen caracteristicas distintas.
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Cuando un recurso, obtenido por una relacion financiera, puede
intercambiarse a su vez por otro distinto, al mercado en que se produce este ultimo
intercambio se le denomina mercado secundario. Se dird que un mercado es primario
cuando en é] se intercambian recursos que no han sido objeto de intercambios

financieros anteriores.

Cuando un inversor, mediante una relacion de intercambio financiero,
puede desprenderse de un recurso obtenido previamente, se dice que el recurso tiene
mercado secundario o bien que el recurso es recuperable. En caso contrario, se dice
que el recurso es irrecuperable. Se presentan, a veces, situaciones intermedias, en que
plantea dificultad clasificar un recurso como recuperable o irrecuperable.
Caracterizaremos estas situaciones con el concepto de liquidez. Diremos que un
recurso es completamente liquido si es recuperable, que un recurso no es nada
liquido si es irrecuperable, y entre estos dos extremos quedarian definidos distintos

grados de liquidez.

Es habitual que los recursos obtenidos en mercados financieros sean

tiquidos y, en cambio, no lo sean los recursos obtenidos en mercados de bienes.

1.3.3. Relacion con el entorno en inversiones financieras y reales

Puesto que en las inversiones financieras sélo se intercambian activos

financieros, en ellas se operara Gnicamente en mercados financieros.

En una inversion real no productiva todos los recursos se intercambian por
relaciones financieras, pero dichos intercambios pueden realizarse en mercados de

bienes o en mercados financieros.
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En una inversion productiva se producen intercambios financieros y
productivos. Independientemente de la complejidad del proceso de inversion, pueden

distinguirse los tres tipos de intercambio que se describen a continuacion.

Un primer tipo de intercambio viene dado por la adquisicion de recursos que
actiian como variables independientes en la funcion de produccion. Dichos recursos
se obtendran por relaciones financieras en mercados de bienes, en mercados
financieros o en ambos. Es habitual que los recursos obtenidos por estas relaciones

sean muy poco liquidos

El segundo tipo de intercambio es una relacion productiva. Se
intercambiaran recursos obtenidos en los mercados por nuevos recursos economicos

a través de la funcién de produccion.

El tercer tipo de intercambio es financiero. Los recursos obtenidos a través
de la funcion de produccion se intercambian en mercados de bienes o mercados
financieros por otros recursos liquidos. A este tipo de intercambio lo denominaremos

venta de productos.

En et futuro supondremos que toda inversién real es productiva. En el caso
de inversion real no productiva puede interpretarse que la funcion de produccion es

la funcion identidad. Este supuesto, por tanto, no implica pérdida de generalidad.
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1.3.4. Incertidumbre del entorno

Supondremos que la concrecion det entorno, en un momento del tiempo
futuro es incierta. El papel que desempefia la incertidumbre del entorno en el proceso
de inversion genera la clasificacion de las inversiones més importante en cuanto a la
metodologia a seguir para su analisis. Puede ocurrir que el desarrollo del proceso de
inversion no dependa de la evoluciéon del entorno. En este caso, hablaremos de
inversiones ciertas. En caso de que la evolucién incierta del entomo influya sobre el

desarrollo de la inversion, hablaremos de inversiones aleatorias.

El entorno puede tener una influencia sobre los recursos intercambiados, de
manera directa, si las realizaciones de dichos recursos, en si mismas, dependen del
desarrollo en el tiempo del entorno, en este caso diremos que los recursos
intercambiados son aleatorios, y, en caso contrario que dichos recursos son ciertos.
También, el entorno puede tener una influencia indirecta sobre estos recursos a través
del inversor, en el sentido de que las realizaciones de dichos recursos dependan de
las decisiones del inversor y éstas dependan, a su vez, del desarrollo del entorno.
Diremos, entonces que estamos ante un proceso ¢on INversor activo, mientras que, en

otro caso, hablaremos de un proceso con inversor pasivo.’

Con la terminologia que se acaba de incorporar, quedarian definidos cuatro
tipos de inversiones:

a) inversor pasivo que intercambia recursos ciertos

b) inversor pasivo que intercambia recursos aleatorios

¢) inversor activo que intercambia recursos ciertos

d) inversor activo que intercambia recursos aleatorios.

! Se habla aqui de inversor activo ¥ pasivo con un sentido distinto al witizado en Huang (1987) p. 528
¥y siguientes. Huang sc refiere a que sea el inversor quien gestione su inversion o encargue dicha
gestion a una empresa especializada.
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A continuacidn, examinaremos cada uno de estos tipos de inversion.

El primero se corresponde con una inversion cierta. Los recursos que se
entregan y reciben, si se lleva a cabo el proceso, son conocidos en el momento en
que se plantea la posibilidad de invertir. Con esta informacion, y la proporcionada
por el mercado en el momento actual, se toma una decisién, donde las alternativas
son invertir o no invertir. Si el decisor no invierte, el proceso habra concluido. Si el
inversor invierte, entregara y recibira los recursos del proceso. Puesto que el inversor
es pasivo, la informacion que proporciona la evolucion del entorno no influye sobre
las decisiones respecto de la inversion, por lo que la decision tomada en el momento

inicial no se modificara en ningtin otro momento.

Cuando un inversor pasivo intercambia recursos aleatorios, no conoce con
certeza todos los recursos que entregara y recibira en el futuro, ya que sus
concreciones dependeran de la evolucion del entorno. La decision de llevar a cabo la
inversion o no es mas complicada. Puede ocurrir que, bajo el supuesto de evolucion
del entorno favorable al inversor, sea conveniente levarla a cabo, pero no sea asi
bajo el supuesto de evolucion desfavorable del entorno. Con la informacion que tiene
el inversor, en el momento inicial, respecto de la evolucion del entorno y de los
recursos que definirian {a inversion, para las distintas evoluciones posibles, el
inversor debe tomar una decisién. El hecho de que el inversor sea pasivo implica que
las manifestaciones del entorno en el futuro no motivaran nuevas decisiones sobre el

proceso de inversion,

Recordamos que se ha partido del supuesto de que el inversor siempre actia
en un entorno incierto, aunque es posible que se enfrente a una inversién cuyos
recursos no dependan de Ia evolucion de dicho entorno. De ahi que puedan existir

inversores activos al intercambiar recursos ciertos.
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Efectivamente, puede ocurrir que, en un momento del desarroilo del
proceso, el mercado defina un conjunto de recursos intercambiables por los que el
inversor posee en es¢ momento, que Je proporcionen una mayor utilidad que aquellos
gue recibiria, con certeza, en caso de continuar con la inversion definida
inicialmente. Este caso, de recursos ciertos con inversor activo, queda recogido como
inversion aleatoria, ya que la incertidumbre del entorno tiene una influencia indirecta

sobre los recursos, a través de las decisiones del inversor.

El Gltimo caso incluye la influencia directa e indirecta de la incertidumbre
sobre los recursos economicos que definen un proceso de inversion. La toma de
decisiones de inversion durante el desarrolio de {a misma puede encontrar ahora dos
motivos. El primero es el ya citado en el caso anterior, que el mercado defina un
conjunto de recursos intercambiables por los que el inversor posee que le
proporcionen una mayor utilidad que aquelios que recibiria en caso de continuar con
la inversion definida inicialmente. El segundo motivo se refiere a la incidencia
directa del entorno sobre los recursos. Recordamos que el hecho de que exista esta
influencia directa implica que la decision inicial puede ser comenzar la inversion,
aun en el caso de saber que el entorno puede evolucionar de modo desfavorable y, en
este caso, los recursos obtenidos no proporcionen ai inversor mayor utilidad que los

entregados.

Durante el desarrollo de fa inversion el decisor obtiene mas informacion
sobre la evolucion del entorno. Esta informacion le puede indicar que, en efecto, la
evolucion ha sido desfavorable y es conveniente interrumpir la inversion.
Analogamente, si ia evolucion resuita favorable, se podria llegar a {a conclusion de

que, por ejemplo, conviene ampliar la inversion.
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Se llega asi, a dos conclusiones para la toma de decisiones de inversion:

Es claro que, dadas dos inversiones con recursos ciertos idénticos, tal que en
una esta permitida la “actividad” del inversor, y en la otra no, la primera sera siempre
preferida a la segunda por un inversor coherente. Es, por tanto, evidente que el hecho
de que el inversor pueda o no tomar decisiones respecto de la inversion, durante el
desarrollo de la misma, es un factor que debe tenerse en cuenta en el momento de
tomar la decision inicial de Hevar a cabo o no dicho proceso. La posibitidad de tomar

decisiones en el futuro hace una inversion mds valiosa.

La segunda conclusién es que, en una inversion con inversor activo, la
decision inicial no puede concretarse en la descripcion del conjunto de recursos
econOmicos que se intercambiaran, puesto que {a descripcion definitiva no se puede
conocer en el momento inicial. La decision, por tanto, debe concretarse en la entrega
o no del primer recurso del proceso, esto es, en comenzar o no el proceso de

inversion.

En cuanto al conocimiento que tiene el inversor de la incertidumbre del
entorno en cada momento, supondremos que el decisor conoce los estados de la
naturaleza que se pueden realizar en cada momento del tiempo futuro. Es posible
distinguir dos casos, en funciéon de que, ademds, tenga o no definido su grado de
creencia en la realizacion de cada uno de los estados de la naturaleza. Si esta definido
diremos que la decision se plantea en ambiente de riesgo, y si no es asi, diremos que
la inversion se plantea en ambiente de incertidumbre. El planteamiento supondra
ambiente de riesgo, aunque se concluira que, bajo determinados supuestos, la

decision es independiente de los grados de creencia asignados.

10
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1.4. Clasificacién de los inversores: agentes de consumo y

agentes de produccién.

Se utilizara la clasificacion clasica de la Teoria Economica de los agentes
entre agentes de consumo y agentes de produccion. Identificaremos los agentes de
consumo con individuos y los agentes de produccién con empresas. Resaltaremos las
dos diferencias basicas entre agentes de consumo y de produccién que, a su vez,
provocan diferencias en su forma de affontar un problema de decision ante un

proceso de inversion.

La primera de estas diferencias es que los individuos solo realizan inversion
financiera, mientras que las empresas realizan inversion financiera y productiva.
Obsérvese que el concepto de individuo como agente de consumo no se corresponde
con persona fisica; si una persona fisica desarrolia inversion productiva, dividiremos
sus decisiones en dos grupos: un grupo de decisiones definird una empresa y, el otro,

un individuo o agente de consumo.

La segunda diferencia se refiere al objetivo del agente que lleva a cabo un
proceso de inversion. Este objetivo es obtener un aumento de utilidad con el
intercambio de los recursos econdmicos. El analisis de un proceso de inversion
cambiard en funcion de que €l inversor sea un agente de consumo o un agente de
produccion por la diferencia sustancial entre las funciones que describen la utilidad

de los agentes de un tipo y de otro.

11
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Aceptaremos que, para un agente de consumo, la utilidad descrita por sus
preferencias es una funcidon del consume de activos reales. Siempre supondremos
que todo agente prefiere mas consumo a menos consumo, esto es, los individuos no

llegan a un estado de saturacion.

La utilidad que reporta una inversioén a un agente de consumo consiste en el
aumento de las posibilidades de consumo future. El problema del analisis de los
procesos de inversidn para un agente de consumo es, por tanto, el de reparto en el
tiempo del gasto del agente entre consumo e inversion. No se planteara el problema
de asignacion entre distintos bienes para aislar el problema objeto de estudio.
Ademas, por las hipotesis que se fijaran en la seccion tercera de este capitulo, el
criterio de decision que se utilizara no lleva a ninguna ordenacion de las decisiones
de inversion de los agentes de consumo. De acuerdo con este criterio, s6lo dependen

de sus preferencias de reparto en el tiempo de la riqueza.

Cuando el inversor es una empresa, las decisiones de inversion también se
entienden incluidas en un problema global, constituido por la gestion de la empresa
en su conjunto. Las decisiones de inversion dependerian, por tanto, de la definicion
del objetivo ultimo de la gestion empresarial. La tendencia actual es aceptar, como
objetivo tltimo, la maximizacion del valor de ia empresa para sus accionistas. En
este caso, no ¢s posible definir preferencias individuales del decisor. No obstante,
puesto que los accionistas Gltimos de la empresa son individuos, si puede ser
relevante el tipo de preferencias de los individuos que forman parte del entorno en

que esta situado e} inversor.

12
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1.5. Organizacion del anlisis de las decisiones de inversién

en la Tesis.

El objetivo de esta Tesis es la elaboracion de un modelo que proporcione
una metodologia para el andlisis de los procesos de inversion real, partiendo de la

informacion que proporcionan los mercados financieros.

Con esta finalidad, se construira un modelo tedrico de la realidad descrita en
esta primera seccion, basado en los modelos de Arrow y Debreu. No se tratara de un
modelo de equilibrio, sino que, bajo determinadas hipotesis, tomara las variables
relevantes observables como exdgenas y, a partir de ellas, se estudiaran las

consecuencias de utilizar un criterio de decision determinado.

En fa segunda secciOn de este capitulo se especifica el modelo matematico
con que se trabajara. En la seccion tercera se establece la hipdtesis basica y se define
el criterio para la toma de decisiones de inversion que se analiza a lo largo de los

sucesivos capitulos.

En el capitulo segundo se estudian las decisiones de inversion en un modelo
de un solo periodo. Solamente se consideraran dos momentos del tiempo: el
momento inicial, en que pueden tomarse decisiones, y €l momento final, en que se
observan los resultados. No se plantean aqui procesos con inversor activo. La
finalidad de este capitulo es analizar los principios basicos que se derivan del criterio
adoptado para decisiones de un inversor pasivo. Se consideran dos casos: que los

recursos intercambiados sean ciertos o aleatorios.
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En el tercer capitulo se analiza un modelo con varios periodos. Se
encontrard aqui, en primer lugar, la generalizacion de los principios obtenidos en el
capitulo segundo para inversiones con recursos ciertos o aleatorios con inversor
pasivo. En segundo lugar se considerara la posibilidad de que el inversor sea activo.
Por restricciones del modelo utilizado Gnicamente se considerara inversor activo en

el caso de intercambio de recursos aleatorios.

Fl cuarto, y ultimo, capitulo puede dividirse en dos partes. La primera, de
extensiones, recoge ¢l planteamiento de modelos que parten de supuestos distintos en
la representacion de algunas de las variables. Algunos de estos modelos implican la
relajacion de restricciones impuestas en el aqui utilizado: la generalizacion a espacio
de estados infinito y la consideracion de tipos de interés estocasticos. Cuando los
tipos de interés no son ciertos, se identifica el caso en que puede aparecer un inversor
activo en el intercambio de recursos ciertos. Otras extensiones se refieren a supuestos

diferentes en la modelizacion: tiempo continuo o decisiones de consumo endogenas.

1.a segunda parte det capitulo esta destinada a recoger ias conciusiones de la
tesis. Aqui se relaciona el modelo desarrollado con los resultados obtenidos en las
uftimas décadas en los que se basa habitualmente la valoracion financiera.
Contemplar esta relacion permite, en primer lugar, resaltar ia generalidad de nuestro
modelo, tanto porque numerosos trabajos resultan casos particulares de él como
porque necesita menos supuestos iniciales que otros modelos de valoracion. En
segundo lugar, la relacién presentada permite resaltar las aportaciones fundamentales
de la tesis: un planteamiento completo para los modelos de valoracién de opciones
reales en el caso de tiempo discreto con espacio de estados finito, y un resultado de
valoracion cuando se relaja la hipotesis mas exigente del modelo, que supone

mercados completos.
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2. MODELIZACION DE LOS ELEMENTOS DE UN
PROCESO DFE, INVERSION

2.1. Modelizacion del tiempo y la incertidumbre

2.1.1, Entorno diniamico incierto

Comenzaremos por aceptar la existencia de una variable que toma valores
en un conjunto A que representa momentos del tiempo, que, generalmente

representaremos como t, y denominaremos variable “tiempo”.

Liamaremos origen del tiempo al menor valor para el que esté definida
alguna variable relevante del modelo, en general t = 0, y, analogamente, llamaremos

finai al mayor de estos valores, que representaremos por t =T.

En un modelo se puede considerar que esta variable toma valores en el
conjunto de los nimeros reales no negativos; en este caso se habla de un modelo de
inversion en tiempo continuo. Si se define como una variable que toma valores en el
conjunto de los nimeros enteros no negativos se dice que el modelo de inversion est4

planteado en tiempo discreto.

En la literatura economica, se acepta generalmente gque no existen
argumentos tedricos de peso para elegir planteamientos en tiempo discreto o en
tiempo continuo. Algunos autores argumentan que un planteamiento en tiempo
discreto representa mejor la realidad, puesto que el analisis soélo puede basarse en
observaciones discretas, mientras otros defienden la representacion en tiempo
continuo, dada la alta frecuencia de intercambios que existe en los mercados

financieros. En general, se acepta que el analisis en tiempo continuo permite calculos
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mas elaborados, por lo que lleva a conclusiones mas enriquecedoras, pero que el

rys . - . 2
analisis en tiempo discreto da lugar a planteamientos més claros.

En la Tesis se trabaja con un modelo en tiempo discreto, que lleva a
planteamientos matematicos mas sencillos, En el capitulo IV, se presentan las
diferencias mas importantes que surgen al trabajar con tiempo continuo, y se citan
trabajos que utilizan este tipo de representacion. El estudio, con tiempo continuo, de

los problemas analizados en la Tesis, seria una prolongacion natural de la misma.

Al conjunto de estados de la naturaleza en que puede concretarse el entorno,
lo representaremos por un conjunto de sucesos, ® € . La descripcion de la
evolucion de los mercados financieros a través de la especificacion de los Estados de
la Naturaleza posibles se desarrollo en la década de los afios 50 por Arrow y Debreu.
Desde entonces, se ha reconocido la validez tedrica de este planteamiento pero, por
las dificultades que presentaba su aplicacion, no fue utilizado en general en la
siguiente década. En la actualidad se han incrementado sus posibilidades de
aplicacion a modelos dinamicos que reflejen la evolucion de la informacion del

inversor.

Con un planteamiento en tiempo discreto, es necesario distinguir entre que
el conjunto de estados de la naturaleza sea finito o infinito. En cada caso se dotara de
un algebra o c-dlgebra adecuado, que se representara por F. En la Tesis se utiliza el
modelo mas sencillo, esto es, con espacio de estados finito. En este caso, el algebra
sera el conjunto de las partes de €. En el capitulo 1V se comenta la generalizacion a

espacio de estados infinito.

? Ver, en este sentido, Duffic (1988) pag. 1y 75 , Musicla y Rutkowski (1997), pag. 69. Pueden
enconirarse opiniones diferentes en Runggaldier y Schweizer (1995), pag 1.
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2.1.2. Informacion del inversor sobre la evolucion def entorne

Para cada momento del tiempo, teA, el conjunto Q llevara asoctado un
algebra (oc-algebra en su caso), F, < F, que representara la informacion de un
inversor en el momento t. El algebra F; indica los estados de la naturaleza que el
inversor es capaz de distinguir en el momento t. El inversor distingue dos estados de
la naturaleza o;, ®; entre si en el momento t, si existe un conjunto S € F;, tal que

oieS, y o;¢8.°

Se supondra que todos los inversores tienen la misma informacion, que
Fo={{J,£2}, donde representa & el suceso complementario de Q, y que Fr = F. Si
suponemos, ademas, que el inversor no olvida, la sucesion formada por las algebras

Fi es creciente y, por tanto, constituye una filtracion.

Definicion (filtracion del inversor):
Se denomina filtracion del inversor, y se representa por J = {Filica, a la
sucesion creciente de algebras que incluyen, en cada momento los sucesos que el

inversor es capaz de distinguir.

Se plantea el problema en ambiente de riesgo, esto es, se supone que el
inversor dota al espacio ({L,F) de una medida de probabilidad® P, por lo que en el
entorno queda definido un espacio probabilistico (Q,F,P), con una filtracion asociada
5. En cuanto a la asignacion de probabilidad que realizan los distintos inversores que
operan en el mercado, supondremos que las asignaciones son, en general distintas,

pero que todas las medidas de probabilidad definidas determinan los mismos

conjuntos de probabilidad nula.

? En Roger (1991) pag. 72 -74, sc trata de forma desarrollada ci concepto de algebra como indicador
de informacion.

? La probabilidad se define bajo la concepcion subjetiva (Savage).
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2.2. Modelizacion de los recursos

2.2.1. Los recursos como capitales financieros

Se ha definido recurso econdmico como cierta cantidad de un activo que

resulta disponible en un momento del tiempo dado.

La especificacion de un activo real, resultara de sus caracteristicas fisicas,
que determinaran tanto sus relaciones productivas con ef resto de los recursos como

su situacion en las preferencias de los consumidores.

La especificacion de un activo financiero (o titulo financiero) resulitara de fa
descripcion de los derechos econémicos que proporciona. Supondremos, salvo
indicacion en contrario, que dos activos financieros que dan lugar a los mismos

derechos son indistinguibles.

La especificacidn de un recurso econoémico, basado en un activo, real o
financiero, exige indicar un nimero de unidades de dicho activo y el momento en
que son disponibles.® El par formado por el mimero de unidades y el momento de

disponibilidad de un recurso se representara por un capital financiero.

Cuando, con la informacion Fe, se define un recurso disponible ent >1t’, la
cuantia depender4, en general, del estado de la naturaleza en que se concrete el

entorno en el momento t.

* La modelizacién de los recursos coincide con la descrita de forma detallada en Debreu (1959, con la
salvedad de la especificacion de 1a localizacion que, en nuestro modelo se supondra siempre el lugar
donde se encuenira ¢l inversor.
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Representamos la cantidad de un recurso disponible en un momento dado,
como una variable aleatoria, Q(®), sobre el espacio (Q, F, P). Es necesario exigir que
la cuantia de un capital con vencimiento en t, sea medible respecto de F,, el algebra
de la filtracion del inversor en el momento t. Incluir este requisito, significa suponer
que en un momento del tiempo, e inversor conoce la cantidad de recurso dispoesta

en ese momento,

Si los recursos econdmicos son ciertos o es cierta, al menos, su cuantia, ésta
quedara representada por una variable que toma el mismo valor para todos los
estados de la naturaleza. Para presentar la modelizacion de estos capitales, nos

basaremos en el concepto de funcion indicador de un suceso.

Definicion (funcidn indicador de un suceso):
Denominaremos funcion indicador de un suceso A, y representaremos por
14 a una variable aleatoria cuyo valor es la unidad, si se presenta el suceso A, vy que

es nula si el suceso A no se presenta.

Una cuantia cierta, que en su vencimiento, t, toma el mismo valor, Q, para
cuaiquier estado de la naturaleza que se presente, puede representarse como Q.1q. En
discusiones en que se trabaje fundamentalmente con capitales de cuantia cierta,
puede simplificarse la notacion, y representar un capital con cuantia Q.1g, como un

capital de cuantia Q. Para diferenciar las cuantias aleatorias de capitales, pueden

escribirse con tilde: Q(@) = Q.

El vencimiento de un capital puede depender también del estado de ia
naturaleza que se presente. Cuando asi sea, el vencimiento se definird como una

variable aleatoria, 1, sobre el espacio (CLF,P).
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Para que nuestro modelo sea coherente deberemos exigir que el suceso T =1,
con teA, esté incluido en Fy; esto es, que el vencimiento aleatorio sea un tiempo de
parada respecto de la filtracion del inversor. Cuando el vencimiento sea cierto,
quedara representado por una variable de la forma tlo, que, generalmente,

simbolizaremos como teA.

E! hecho de que las variables cuantia y vencimiento sean medibles respecto
de la misma filtracién, hace que un capital con cuantia cierta, y vencimiento

aleatorio, (Q,1), pueda interpretarse como un conjunto de capitales con cuantia

aleatoria y vencimiento cierto, (Q, t)para todo te A, definiéndolo del siguiente modo:

Q= Q.1,, donde A={t = t}° De forma analoga, un capital con cuantia aleatoria y

vencimiento aleatorio puede interpretarse como un conjunto de capitales con cuantia
aleatoria y vencimiento cierto. Por esta razon, solo se trabaja con vencimientos

aleatorios cuando hacerlo facilita el analisis del proceso.

En el andlisis de los procesos de inversion surge la necesidad de analizar a
lo largo del tiempo, recursos econémicos definidos sobre un mismo activo. Es
necesario, entonces estudiar cuantias de un activo, en general aleatorias, para
distintos momentos del tiempo. Estas cuantias se representaran por una familia de
variables aleatorias Q(t,0), con we) y teA, que definen, en el espacio de
probabilidad dado, un proceso estocastico, adaptado a la filtracioén del inversor, que
denominaremos proceso de cantidad. Puede tratarse de un proceso en tiempo discreto
0 en tiempo continuo. L.a evolucién de cuantias de recursos economicos definidos

sobre distintos activos, se representara por un proceso estocastico de dimension

mayor que uno.

© Para un ¢jemplo de esta transformacion, ver Merton (1971), pp.399, 400.
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2.2.2. Precio de mercado de los recursos

Los recursos econdémicos han quedado representados por capitales
financieros, con cuantia medida en unidades del activo que corresponda y
vencimiento en umdades de tiempo. La definicion de intercambios entre dichos
recursos, lleva a la conveniencia de expresar, para cada momento del tiempo, las

cuantias de los recursos en una misma unidad.

Supondremos que existe una unidad de cuenta para el intercambio, que
denominaremos moneda, que se puede cambiar por activos reales o activos

financieros, pero no se puede almacenar.

Salvo indicacién en contrario, utilizaremos la moneda como numerario y

diremos que los recursos estan medidos en unidades monetarias.”

Definicion (precto de un recurso):
Llamaremos precio de un recurso a la cantidad de unidades monetarias que
hay que entregar en un mercado, en su momento de disponibilidad, para obtener una

unidad de dicho recurso.®

’ Es también habitual tomar como numerario un activo real (en muchas ocasiones el que se supone
inico activo reat) y los recursos se miden cn unidades fisicas de dicho active. Pam un estudio de la
relacion entre plantcamientos con pumerarios fisicos y con numerarios monetarias ver Arrow (1964).
Es también frecuente utilizar como numerario un activo financiero; ver seccién 2.3.1.

® Al precio de mercado de los recursos como se ha definido se e llama también precio al contado, para

diferenciario del "precio a plaxo”, gue es el precio que se acuerda en un momento 1, por un recurso
disponible en un momento 1, posterior.
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El precio de mercado de un recurso sera, entonces, ¢l nimero de unidades
monetarias por las que se intercambia una unidad de dicho recurso en el entorno del
inversor; o nimero de unidades por las que se intercambia el activo sobre el que se
ha definido el recutso en el momento t. El precio de mercado de un recurso es, asi, el

precio de mercado de un activo en un momento del tiempo t.

Este precio de un activo sera, en general, una variable aleatoria, S(w),
definida sobre ef espacio (€),F.P), medibie, en cada momento t, respecto del algebra
F,. En caso de que tome el mismo valor, S(t), para cualquier estado de la naturaleza

sera la variable S(t).1q.

Es habitual que se pueda disponer de un activo en distintos momentos del
tiempo ciertos, teA, a precios distintos para cada valor de t. La representacion de la
evolucion del precio aleatorio de un activo en el tiempo, vendra dada por una familia

de variables aleatorias S(t,0), con @< y te A, que formaran un proceso estocastico.

Los procesos estocasticos de este tipo se denominaran procesos de precios,
y se representaran por S = {S«®)}er ={Sihiea. En funcion de que se plantee el
modelo en tiempo discreto o continuo, la evolucion del precio de los activos quedaria
representada por un proceso estocastico en tiempo discreto o en tiempo continuo
respectivamente. Si se trabaja con un conjunto de activos, la evolucion conjunta de

su precio podria representarse por un proceso estocastico de dimension mayor.

Un proceso de precios debe ser siempre adaptado a la filtracion del inversor.
Esta afirmacion supone que el inversor conoce, en el momento t, el precio S;; o, lo
que es lo mismo, que la informacion que proporciona el precio esta incorporada a la

informacion gue se le supone al inversor.
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L.a informacién que proporciona la evolucion del precio esta representada
por la filtracioén engendrada por el proceso de precios. La filtracion engendrada por
los procesos de precios de los activos negociados en los mercados financieros es la
minima informacién que se le supone al inversor. En los modelos en que no se
considera explicitamente la informacién del inversor se supone que éste conoce los
precios, luego la filtracion del inversor seria la filtracion engendrada por estos

procesos de precios.

En la literatura econdmica, se suele suponer que solo el entorno puede tener
una influencia directa sobre el precio de los activos; esto es, el precio no se verd
influido por 1as decisiones del inversor. La aceptacion de este supuesto implica que
el precio de los activos es una variable exogena del problema de decision y, por lo
tanto, puede definirse independientemente del caricter de este problema, en cuanto a

la actitud activa o pasiva del inversor.

Este supuesto se conoce con el nombre de existencia de competencia
perfecta e implica que al precio de mercado es posible intercambiar tantas unidades
de activo como se desee, pero a un precio ligeramente superior es imposible
intercambiar ninguna unidad del activo. La aceptacion de este supuesto se basa en la
hipotesis de que en el entorno opera un nimero suficientemente grande de

inversores.® 1°

El supuesto de competencia perfecta se ajusta relativamente bien a la
realidad en las relaciones de intercambio financiero. En el caso de inversiones
productivas, resulta mas restrictivo, pero se puede aceptar, sin problema, que una

empresa no influya en el precio de los activos que adquiere en el mercado.

® Ver Krouse (1986) pp. 45-46.

!9 En 1a actualidad se esta estudiando ¢l caso en que el inversor tiene influencia en el precio. Se puede
encontrar uno de los iltimos desarrollos en este sentido ¢n Cvitanic (1997).

23



Capitulo 1 Planteamiento de los problemas de decision ante los procesos de inversion

En cuanto a los activos que la empresa vende en el mercado tenemos que
distinguir dos casos: que se vendan en mercados financieros o que se vendan en
mercados de bienes. En los mercados de bienes es dificil defender la hipdtesis de
competencia perfecta. Por el contrario, se ajusta més a la realidad suponer que los
productos fisicos o servicios que vende una empresa en un mercado de bienes

reciben una demanda que varia de forma continua en funcion del precio.

El precio de estos bienes se determina por la empresa para conseguir el par
(precio, demanda) que mas se ajuste a sus objetivos; a los criterios seguidos para la
determinacion de estos precios lo denominaremos politica de precios. Para poder
trabajar en el andlisis de problemas de decision sobre inversiones reales que
producen activos que se venden en mercados de bienes, con el precio de los activos
como variable exédgena, es necesario suponer que la politica de precios es

independiente de las decisiones de inversion.

2.2.3. Valor de mercado de los recursos

Dado un capital que representa un recurso financiero (Q,t) con precio S(t),
llamamos valor de mercado, o simplemente valor, del recurso financiero al capital
financiero (V, t), donde V= Q. §(t).

Obsérvese la diferencia entre estos capitales y los definidos en la seccion
2.2.1. Mientras en aquellos la cuantia estd medida en unidades de activo, en los

definidos ahora, la cuantia esta medida en unidades monetarias.

Cuando se trabaja con capitales que representan el valor de un activo para
distintos momentos del tiempo, queda definido un proceso estocastico, que
denominaremos proceso de valor. Un proceso de valor queda definido como
producto de un proceso de cantidad y un proceso de precio. Este proceso seria de

dimensioén mayor que uno si se trabaja con varios activos.
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2.2.4. Procesos de cobros y pagos. Flujos de caja.

El conjunto de recursos que se reciben como consecuencia de la realizacion
de una inversion, o cobros de la inversion, se representa por un conjunto de capitales
financieros, cuya cuantia representa el valor de mercado de estos en el momento en
que se reciben. Si suponemos, sin pérdida de generalidad, que los vencimientos de
dichos capitales son ciertos, el conjunto de cobros es un conjunto de variables
aleatorias sobre el espacio (€0,F,P) definidas para los distintos momentos del tiempo.
El conjunto de cobros puede modelizarse como un proceso de valor, que se
denomina proceso de cobros. De manera analoga puede definirse un proceso de
pagos. El valor que toman estos procesos en un momento dado indica el valor de

mercado de los recursos que se reciben o se entregan en es¢ momento.

St un proceso de cobros esta formado por un conjunto de recursos
econdomicos definidos sobre un mismo activo, el conocimiento de dicho proceso
vendra dado por el conocimiento del proceso de precios del activo y el proceso de

cantidad que representa las unidades de activo recibidas.

Si los recursos economicos que forman el proceso de cobros estan definidos
sobre distintos activos, €l razonamiento serd el mismo, trabajando con varios
procesos de precios y de cantidad, uno por cada activo distinto, o bien trabajando con

un proceso de mayor dimension. Si intervienen N activos distintos, es necesario

definir sus N procesos de precios, S” =$f }lé 1> con n=1,. N; ylos N procesos de

cuantia que indican las unidades recibidas de activos, Q* :{Qf }E +» con n=1,. N. El

proceso de cobros sera:

N
Vi(cobros) = D" Q7 8}
n=l
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De forma equivalente, pueden definirse los procesos de dimension N

S, Q.
Scobros) = | I |, Qcobrosy=| @ |,
8¢ Q.

y el proceso de cobros vendra dado por el producto entre vectores:
Vi(cobros) = Qy(cobros)”.S«{cobros)

donde Qcobros)” representa el vector traspuesto de Qi(cobros).

El razonamiento seria idéntico para los procesos de pagos.

Es posible, también, recoger en un unico proceso los cobros y los pagos,
tomando con signo negativo el proceso de cantidad asociado a los pagos. A este
proceso lo denominaremos proceso de cobros netos, flujos de caja, o proceso de

flujos.

E!l proceso de flujos de caja asociado a un proyecto de inversion es un
proceso de valor, medido en unidades monetarias. Sus valores positivos representan
los cobros derivados de dicho proyecto; y sus valores negativos, en valor absoluto
representan los pagos que se deben efectuar si tal proyecto se lleva a cabo. Para cada
momento del tiempo sera una variable medible respecto de la filtracion del inversor.

Los procesos de flujos se representaran del siguiente modo: f={fi}ica

Un proyecto con inversor pasivo queda representado por la especificacion

de los flujos de caja a que da lugar.
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2.3. Modelizacion de los mercados

2.3.1. Elementos de un mercado

Identificamos como elementos de un mercado el conjunto de recursos que

en él se negocian y las relaciones financieras que se establecen entre ellos.

En cuanto a los recursos intercambiados, en los mercados de bienes se
intercambian activos reales. Se supondra que estos activos no pueden almacenarse,
por lo que se destinaran de forma inmediata al consumo o a la produccion.'' En los
mercados financieros se intercambian activos financieros y reales. Se supondrd un

unico mercado financiero en que se negocian m activos.

Los derechos econdémicos que proporcionan los activos financieros
consistirdn en el pago al poseedor del titulo de una o varias cantidades de unidades
monetarias en distintos momentos del tiempo. Cada pago futuro serd representado
por un capital financiero con cuantia aleatoria, medida en unidades monetanas. Se
supondra que siempre existe en el mercado un activo financiero que da lugar a
derechos independientes del estado de la naturaleza en que se concrete el entorno.

Este activo se denominara activo sin riesgo y sera el representado por el indice 0.

Si el activo financiero da derecho a recibir varios pagos a lo largo del
tiempo, éstos se representan por un proceso de pagos, definido para te A, adaptado a
la filtracion del inversor; este proceso toma valores reales, que indican las cantidades
a que da derecho el activo, medidas en unidades monetarias. El caso mds senciilo es

aquel en el que el activo da derecho a recibir un tnico pago en el momento final.

! Este es un supuesto que se suele establecer en los modelos de forma que la dnica mancra deo
transferir consumo ¢ riqueza de unt momento a otro esté en los mercados financieros,
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Si existen ofros pagos entre t = 0 y t = T, dichos pagos reciben el nombre de
dividendos. Obsérvese que, necesariamente, el pago en el momento final debe
coincidir con el precio del activo en dicho momento, de hecho no se impone
restriccion alguna al suponer que hay un pago final en ese momento, puesto que

siempre puede venderse el titulo por su precio de mercado.

No hay problema en suponer también que los activos reales dan derecho a
un pago final igual a su precio de mercado, puesto que se puede obtener ese pago
vendiendo el activo. Al contrario que en el caso de los mercados de bienes, se
supondra que estos activos se pueden almacenar. De hecho, en ocasiones, puede
resultar ventajoso almacenar un bien frente a esperar a adquiririo; el valor de esta
ventaja desempefia un papel analogo al de los dividendos y recibe el nombre de

“rendimiento de conveniencia”.

El segundo elemento de un mercado es el conjunto de relaciones financieras
entre los recursos que en €l se negocian. Las relaciones financieras quedan definidas
por la cantidad de unidades monetarias que hay que pagar por una unidad de un
recurso y por las cantidades de los recursos que pueden ser mantenidas por cada

agente en cada momento.

La cantidad de unidades monetarias que hay que pagar para adquirir una
unidad de un recurso es el precio de mercado del mismo, ya definido. Et precio de un
activo a lo largo del tiempo quedara representado por un proceso de precios, tal y

como se indico en la seccion 2.2.2.
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Representaremos por s ={Si}l&_ . ¢l proceso de precios del activo i, para

i=0,1,....m-1. El proceso conjunto de los bienes negociados en el mercado financiero

quedara representado por un proceso estocastico en R"™,

8¢ s?
S] S]
S= {St}te A= . T :t
m-1 m-1
S Sl teA

Fl numerario utilizado es la moneda. Como ya se ha indicado, es también
posible tomar como numerario un activo financiero y, concretamente, es habitual
tomar un activo sin riesgo al que, habitualmente, asignaremos el superindice i = 0 .

Asi surge la siguiente definicion.

Definicion (proceso de precios descontado):
Se denomina proceso de precios descontado de los bienes negociados en el

mercado financiero, y se representa por S, el proceso de precios de los activos, en

. . L 1
unidades del activo sin riesgo: §= 98, = —.§,
t teA

En cuanto a la cantidad de recurso que puede ser mantenida por los agentes,
nos centramos en los mercados financieros, puesto que en los mercados de bienes no
puede mantenerse cantidad alguna. Para los mercados financieros, formulamos la

siguiente definicion.
Definicion (estrategia):

Denominaremos estrategia a un proceso de cantidad que representa las

cantidades de activos que un inversor mantiene en ¢l momento t.
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Una estrategia tendra dimension m, y quedara representada en la forma:

0° e

e 0!

0= {et}tEA = . = :l
emwl ettn-i

teA

Las variables 91 tomaran valores reales, para cada concrecion del entorno,

pero su campo de variacion puede estar restringido; son frecuentes, por ejemplo, las

.. .. 12
restricciones de no negatividad ™ “.

Se exige que los procesos de estrategia sean predecibles respecto de la
filtracion del inversor, lo que indica que el inversor actua sin anticipar el futuro. En
tiempo discreto, se dice que un proceso es predecible o = {0} iea si la variable oy es

medible respecto de Fi..

El significado de esta exigencia con un planteamiento en tiempo discreto es
muy claro: el inversor alcanza el momento t-1, con una estrategia 6,.1, y el precio de
los activos es S,.;. Con la informacioén de este momento, Fi.i, toma una decisién de
compra o venta de activos, que definira la estrategia 0, estrategia que tendra un coste
Ci0) = 6. 81, para t = 1,...,T. El inversor mantendra esta estrategia hasta el

momento t, cuando alcanzara un valor V(8)=6,". S, parat=1,...,T.

'? Obsérvese que un valor negativo de © representa una posicion corta en el activo correspondiente.
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Definicion (conjunto de estrategias posibles):
El conjunto formado por todas las estrategias que pueden seguirse por algun
inversor se denomina conjunto de estrategias posibles. Este conjunto se representara

por ©.

Si no existen resiricciones, ® serd el conjunto de procesos predecibles
respecto de la filtracion del inversor, con valores en R™. Obsérvese que, en este caso
se acepta la perfecta divisibilidad de los activos. Supondremos que todos los agentes
pueden acceder a los mercados. Técnicamente, todos pueden elegir cualquier

estrategia del conjunto ©. Sus restricciones tendréan, por lo tanto caracter economico.

2.3.2. Ganancias de una estrategia e integral estocastica

La diferencia entre el proceso de coste y de valor para cada t,
Vi(®) - C(8) = 6,". {5 - S11),
representa las ganancias del inversor en el periodo [t-1, t], al seguir la estrategia O, y

es el término elemental para el calculo de las ganancias totales del inversor.

El objetivo de esta seccion es la definiciébn de un proceso que, en cada
momento, indique las ganancias obtenidas por el inversor al seguir una estrategia 0.
Esta definicidn encuentra su formalizacion en el concepto de integral estocastica. A
contiuacion se define este concepto en tiempo discreto. En el capitulo cuarto se

plantea, sin desarrollar la construccion completa, este concepto en tiempo continuo.
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La definicion de integral estocastica en tiempo discreto, que se presenta a
continuacion, puede encontrarse en cualquier texto que incluya célculo estocastico en
tiempo discreto, como Duffie (1988) pag. 139, Dothan (1990) pag. 99."

Definicion (integral estocastica en tiempo discreto):

Para dos procesos cualesquiera oo ={ci}i =0, 1,71 YX = {%} =0 1. 1, CON
- r - t
valores reales, la integral estocastica J; adx, es el proceso
X 0 sit=0
t
Lasdxs “1>e(x, -x,,) sil<t<T
5=1
La integral I:asdxs también se denomina la transformada del proceso x por el

Proceso o y se representa por (alex),.

La definiciéon de proceso de ganancias de una estrategia es ahora inmediata.

Definicion (ganancias de una estrategia en tiempo discreto):
Dada una estrategia (Ok-1.. 1, de activos de un mercado financiero, con

proceso de precios (Sck-o,1,.. 1, s¢ denomina ganancias de la estrategia al proceso:

G(®) =3 (0 s 57),

i=0

Desarrollando, de acuerdo con la definicion, queda;

m-1 .. ml t . t
G®) =y [eidsi = ¥ Y 6ilsi -5\, )= 30,45, -5.,)
i=0 i=0 s=i s=1

;En este texto se desarrolla un tratamiento excepcional de las bases de! célculo estocdstico en tictpo
screto.
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2.3.3. Estrategias autofinanciadas. Estrategias de arbitraje.

Definicion (estrategia autofinanciada)
Se dice que una estrategia 0 es autofinanciada si y s6lo si verifica, para todo
t=1,2,...T
Vi(8) = Ci(8) + G(B)

Por tanto, una cartera autofinanciada se caracteriza porque la diferencia
entre el valor de la cartera y su coste inicial es el valor de las ganancias recogidas. La
variacion de valor de a cartera se debe Onicamente a la variacién de los precios de
los activos mantenidos en la cartera. El inversor no realiza aportaciones ni retira

dinero en ninglin momento.

Esto es, en todo momento de negociacion, el coste de la cartera que se
adquiere es igual al valor de la cartera que se vende. Formalmente, podemos escribir
que, entonces, una cartera es autofinanciada si y sélo si verifica:

Vi(0) =6, .8¢ =018 = C111(0), paratodot=1,.., T-1

Esta igualdad provoca que, cuando se trabaja con estrategias
autofinanciadas no se haga mencion del proceso definido por el coste de la estrategia
para cada momento del tiempo, C«{6) = 6,".S,., parat = 1, 2, ..., T; y se trabaje
basando los desarrollos en el proceso definido por el valor de la estrategia después de

mantenerla un periodo: V(8) =0,.S;, parat=1,2, ..., T.
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El anico problema que surge es el desfase temporal de un periodo, que
provoca que no quede definido el coste de la estrategia inicial: Ci(8) = 8,". So. Este
problema se resuelve tomando este coste como valor inicial de la estrategia. Queda
asi definido:

Vo(6)=6,". S¢

Obsérvese como se utiliza asi la igualdad que define las estrategias
autofinanciadas y se consigue dar coherencia al modelo sin necesidad de trabajar con
el proceso de coste. En cualquier caso, este valor en €l momento inicial debe
entenderse como un coste y no como valor de una estrategia tras ser mantenida un

periodo, puesto que antes de t = 0 no hay negociacton.

Para los razonamientos que se seguiran en adelante, se trabajari Ginicamente
con estrategias autofinanciadas. A continuacion se definen dos conjuntos de

estrategias autofinanciadas que tendrén especial importancia.

Definicion (oportunidad de arbitraje de tipo 1)
Se dice que una estrategia autofinanciada 6 es una oportunidad de arbitraje

de tipo 1 si y solo si verifica:

Vu(0) =0
P(Vi{0) 2 0) = 1
P(V{8)>0)>0

Definicién (oportunidad de arbitraje de tipo 1)
Se dice que una estrategia autofinanciada 0 es una oportunidad de arbitraje
de tipo U si y solo si verifica:
Vo(0) <0
P(Vi(8)20)=1
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Entre estos dos tipos de carteras existe una relacion que se plantea en el

siguiente teorema.

Teorema 1
Si existe un activo financiero cuyo precio es siempre positivo, en un
mercado financiero la existencia de oportunidades de arbitraje tipo II implica la

existencia de oportunidades de arbitraje de tipo L.

Demostiracion:

Sea f un activo financiero negociado en el mercado con precio S!> 0,

VieA. Si existe una oportunidad de arbitraje tipo II, esto es una cartera
autofinanciada 6 que verifica Vo(8) < 0, con P( Vi(0) = 0) = 1, es posible construir

una cartera ‘¥ que constituye una oportunidad de arbitraje tipo L.

Sea ¢ una estrategia con todas sus componentes nuias salvo la asociada al
activo f, que es constante y toma un valor:
¢ -Vy(6)

>0

(p—-.
H

La cartera W= 0 + ¢ es autofinanciada (se comprueba, con la definicion, que
la suma de carteras autofinanciadas es una cartera autofinanciada), con valor:
V(¥) = V(6) + V()
y verifica Vo(¥) = 0, P( Vr () 2 0) = 1, P(VH(¥) > 0) > 0. Por lo tanto, ¥

constituye una oportunidad de arbitraje de tipo L

Corolario:

Si en un mercado existe un activo financiero con precio estrictamente
positivo, la ausencia de oportunidades de arbitraje de tipo | asegura la ausencia de
oportunidades de arbitraje de tipo II.
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2.4. Modelizacion del inversor

2.4.1. Agentes de consumo

Se denomina agente de consumo a un individuo que desarrolla actividades
de consumo y de inversion financiera, cuyo objetivo es funciéon de su consumo a lo

largo del tiempo.

La primera caracteristica relevante de un agente de consumo son sus
preferencias, que relacionan sus actividades con el mejor cumplimiento de su
objetivo. Las preferencias se representan, en principio, por una relacion de orden
entre alternativas de consumo en el tiempo. Se hace, asi, necesario definir estas

alternativas de consumo.

Cada alternativa de consumo queda representada por un plan de consumo.
La forma inmediata de definir un plan de consumo consiste en especificar capitales
que representen los recursos que se consumen en cada momento del tiempo, con su
cuantia medida en unidades de activo. Obsérvese que, para momentos futuros, estas
cuantias son variables aleatorias. El paso siguiente en la modelizacion es representar
los capitales en unidades monetarias, con lo que se obtienen capitales
intercambiables por los originales, medidos en la misma unidad. El hecho de que los
capitales estén medidos en la misma unidad, permite sumar las cuantias de aquellos
que, referidos a distintos bienes tengan el mismo vencimiento; la suma se denomina
“proceso de consumo” Este planteamiento evita abordar el problema de reparto de la
cantidad dedicada al consumo entre distintos bienes, y es suficiente indicar la

cantidad total dedicada al consumo en cada momento del tiempo.
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La segunda caracteristica de un agente de consumo es la cantidad de
unidades monetarias de que dispone en cada momento para inversion o consumo. El
proceso que representa esta cuantia se denomina proceso de riqueza. Los valores que
toma el proceso de riqueza en sucesivos momentos del tiempo dependen de la
riqueza inicial, de las decisiones de consumo e inversion que haya tomado el
individuo hasta ese momento y de los estados de la naturaleza en que se concrete el

entorno.

La riqueza inicial debe quedar determinada de forma exogena, y se suele
representar por una dotacion que recibe el agente. Es posible recoger la posibilidad
de que el agente reciba mas dotaciones a lo largo del tiempo, que dependan de los
estados de la naturaleza. Las cantidades recibidas a lo largo del tiempo se
representarian por un proceso estocastico, denominado proceso de dotaciones. Los
procesos de dotaciones son variables exogenas del modelo y se suponen medibles
respecto de la filtracidén del inversor. El hecho de que las dotaciones sean exégenas
hace que las consecuencias del analisis no se alteren sustancialmente si se considera

que solamente hay dotaciones en el momento inicial.

Conocidas ias dotaciones del agente, para cada conjunto de decisiones de
inversion y de consumo hasta un momento del tiempo dado queda definida la riqueza
en ese momento. Esto permitira definir la restriccion presupuestaria que delimitara
los planes de consumo factibles para el individuo. Se supone que las oportunidades

de inversion financiera son comunes a todos los agentes.

Medidos los procesos de consumo en unidades monetarias y, dado que el
conjunto de consumos que puede alcanzar depende unicamente de la riqueza, es
inmediato representar las preferencias por una funcién de utilidad de la riqueza, que

se suele denominar funcion de utilidad indirecta.

37



Capituio { Planteamiento de {os problemas de decisién ante los procesos de inversion

El Gnico supuesto que se establecera sobre las preferencias de los individuos
s que son crecientes. Decimos que un orden de preferencia es creciente si y solo si
para un mismo plan de consumo hasta un momento t, se prefiere alcanzar el
momento t con la riqueza mayor posible. La especificacién de una forma concreta
para estas preferencias permite resolver, en muchas ocasiones el problema de reparto

de! individuo de su riqueza entre consumo ¢ inversion'*,

2.4.2. Agentes de produccion

Se denomina agente de produccion a una empresa que desarrolla actividades
de inversion, tanto financiera como productiva. Aceptaremos que su objetivo es
funcion del valor real de la empresa a Jargo plazo. Entendemos por valor real de la

empresa el que le asignaria un mercado efictente.

El valor de la empresa estd medido en unidades monetarias. No es posible
definir, para un agente de produccion, preferencias analogas a las definidas para un
agente de consumo pero si existe cierta analogia entre la riqueza y €l valor de una
empresa. Supondremos que, en igualdad de condiciones, para un agente de

produccion es preferible tener un valor mayor que un valor mepor.

El valor de la empresa en un momento dado dependera de su valor inicial,
de las decisiones de inversion, real v financiera, adoptadas y de los estados de la

naturaleza en que se concrete el entorno.

* Uneo de los primeros articulos que plantean este problema de forma dindmica es et de Fama (1971).
El enfoque que se acepta mayoritariamente en la actualidad ¢s el que sc plantea en Merton (1973),
que utiliza técnicas de optimizacién dindmica estocéstica.
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El valor inicial de la empresa sera exogeno v las oportunidades de inversion
financiera se suponen comunes a todos los agentes. El elemento mas importante de la
empresa serd el conjunto de oportunidades de inversidn productiva o conjunto de

planes de produccion factibles, o tecnologia de la empresa.

Liamaremos tecnologia de la empresa al conjunto de funciones de
produccion con las que la empresa puede intercambiar recursos. Interpretaremos que
la capacidad de superar restricciones técnicas para conseguir las materias primas
queda incluida dentro de la tecnologia. Los supuestos sobre los mercados financieros
son suficientemente flexibles para que no existan restricciones técnicas para

conseguir recursos financieros.

Las funciones de produccion que no dependan de decisiones futuras del
inversor determinaran conjuntos de flujos intercambiables que definen proyectos de
inversion, o planes de produccion, con inversor pasivo. Si el inversor no tiene la
obligacion de llevar a cabo dicho proyecto, lo que tiene es la oportunidad de invertir,

la opcion de ejecutar el proyecto.

Si la funcion de produccion depende de las decisiones que tome el inversor
a lo largo del proyecto, diremos que el proyecte permite inversor activo. Obsérvese
que cada decision da al inversor la posibilidad de elegir, pero no la obligacion. Estas
oportunidades u opciones guardan cierta analogia con la oportunidad de invertir en el
momento inicial. En la liferatura econdmica se suelen conocer con el nombre de

opciones reales.
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3. CRITERIO PARA LA TOMA DE DECISIONES

3.1. Hipdtesis de ausencia de oportunidades de arbitraje en

los mercados financieros

Todo el analisis sobre decisiones de inversion se basara en la hipotesis de
que en los mercados financieros no exister oportunidades de arbitraje. Se acepta, con
generalidad, en la literatura financiera, que las oportunidades de arbitraje son
incompatibles con cualquier modelo de equilibrio y con cualquier hipotesis de
eficiencia del mercado. El argumento tedrico que avala nuestra hipdtesis es la
imposibilidad de obtener un recurso escaso sin entregar nada a cambio (ver seccion
1.2). La contrastacion empirica de esta hipotesis ha sido el centro de numerosos
estudios'. A continuacién, se plantea una consecuencia inmediata de la ausencia de
oportunidades de arbitraje en el mercado financiero. El teorema se basa en que, por

fa definicion de activo financiero, su valor sera el de fos pagos a que da derecho.

Teorema 2

Si no existen oportunidades de arbitraje en el mercado, cualquier funcion
que asigne precios a los activos financieros es un operador lineal de los pagos a que

dan derecho estos activos. '

Demostracion;

Supongamos dos activos financieros: el activo 1 da derecho a un pago d; en

el momento t;, y un activo 2 que da derecho a un pago d; en el momento t,.

'* Para contrastes sobre ausencia de oportunidades de arbitrajc cn ¢f mercado financiero espafiol, se
puede ver Balbds, Longarela y Pardo (1997).

'® Obsérvese que estos pagos pueden ser ciertos o depender del estado que se manifieste.
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Denominamos S' = ¢(d)a la funcién que asigna a los pagos, el precio en el

momemto t, parat <, t <t

E! teorema afirma que ¢ es un operador lineal: si existe un activo, 3, que da
derecho a un pago igual a Ay di +ha.da, con Ay, A reales, bajo la hipétesis de
ausencia de oportunidades de arbitraje, debe verificarse que S7=M.S; +X2.87, para

todot <ty t<<tp.

Veamos la demostracion para el caso de t = 0. Si S;>A. S +A2.5;, se
puede construir una estrategia de arbitraje del modo siguiente: con la adquisicion en
el momento inicial de A; unidades del activo 1 y A, unidades del activo 2; y ia venta

en descubierto de una unidad del activo 3; esto es, 8} =, 82=14,, 8,=-1.

Observamos que coste inicial de esta estrategia seria negativo:
Vo0)=Ci(®) =61 So= A.8) +22.83- S5,
y daria lugar a un pago nulo, por lo que dicha estrategia constituye una oportunidad

de arbitraje de tipo I, v dados los supuestos sobre €l mercado, implicaria la

existencia de oportunidades de arbitraje de tipo 1. El razonamiento seria analogo si

82 < M.S, +A,.S;, con una estrategia 8y= Ay, 62=- Ay, 83 = 1.

La generalizacion para otro momento del tiempo t, es inmediata. Si

S?> A1.8! + X287, construyendo la estrategia con la adquisicion en el momento t de

A1 unidades del activo 1 y A unidades del activo 2; v la venta en descubierto de una

unidad del activo 3, en el momento t; esto es, 8. =k,, 87= Xy, 8} = -1, Para que la

estrategia fuese autofinanciada desde el origen, con coste negativo, bastaria vender

en descubierto, en el momento inicial, las unidades necesarias de activo sin riesgo.
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3.2. Valor de la oportunidad de invertir

3.2.1. Concepto de valor de la oportunidad de invertir

Para definir el valor de la oportunidad de invertir, nos basamos en unas

definiciones previas.

Definicion (valor de mercado de un intercambio)

Se llamara valor de mercado de un intercambio en un momento dado, al
precio que deberia tener, en ese momento, un activo financiero ficticio que diese
derecho a todos los flujos’” netos que intervienen en dicho intercambio, para que la

negociacion de dicho activo en el mercado no generase oportunidades de arbitraje.

Esta definicion nos permite formular de un modo diferente la hipodtesis de
ausencia de oportunidades de arbitraje en los mercados financieros. La hipotesis
podria plantearse ahora del siguiente modo: suponemos gue ei valor de mercado de
cualquier intercambio realizado en los mercados financieros es cero.’® Bajo esta
hipotesis, solo tendra sentido estudiar ei valor de intercambios originados por una

relacion productiva.

Se planteardn dos problemas respecto de este valor. El primero es el de
calcularlo; y el segundo, ei de utilizarlo como base para la toma de decisiones de
inversion en la forma siguiente: es aconsejable realizar un intercambio si su valor de
mercado es positivo, y dadas dos intercambios, es preferible aquél que tenga un valor

de mercado mayor.

" Los flujos pueden ser ciertos o aleatorios.

¥ Obsérvese que el precio que se paga por ¢l activo en el mercado estd incluido en el confunto de
flujos netos de caja de la inversion.
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Definicion (oportunidad de un intercambio)
Diremos que un inversor tiene una oportfunidad en un momento dado cuando
tiene la posibilidad, pero no la obligacion, de realizar un intercambio de recursos en

ese nomento.

De acuerdo con el criterio fijado, un inversor decidiria llevar a cabo (o
ejercitar) una oportunidad de un intercambio, solamente si el valor de mercado de
dicho intercambio es positivo. El valor de la oportunidad en t, de un intercambio
entre los flujos {(f, t), (fuy, t+1), .., (fr, T)}, en el momento en que se puede
ejercitar, Vopd(f, fir1, ..., fr), es el maximo entre cero y el valor de dicho intercambio.
El problema que se planteara es el de encontrar el valor que tiene esa oportunidad en
un momento anterior, VJopdf, fi.1, ..., fr)]. La definicion del valor (de mercado) de

una oportunidad es analogo al dado para intercambios de recursos.

Definicion (valor de una oportunidad de intercambio}
Se Hamara valor de una oportunidad de intercambio, al precio que deberia
tener un activo financiero ficticio que diese derecho a tal oportunidad, para que la

negociacion de dicho activo en el mercado no generase oportunidades de arbitraje.

Si un inversor tiene varias oportunidades de intercambio estas pueden estar
relacionadas entre si. Si dos oportunidades de intercambio son excluyentes, deben
valorarse conjuntamente, y su valor conjunto sera el maximo entre el valor de
mercado de cada uno de los intercambios y cero. Si dos oportunidades son
complementarias, es necesario estudiar si el valor del agregado se puede obtener
sumando los valores de ambas, denominaremos a este problema “problema de

aditividad de los valores”.
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Definicion (oportunidad en un proceso de inversion)
Diremos gue un inversor tiene una oportunidad cuando tiene la posibilidad,
pero no Ia obligacion, de desarrollar una actuacion que le da derecho a intercambios

de recursos y / o a oportunidades de intercambio.

La definicion de valor de una oportunidad en un momento dado, es analoga
a los valores definidos para un intercambio o una oportunidad de intercambio. La
primera oportunidad que puede definirse es la de comenzar un proceso de inversion
en un momento dado, que Hlamaremos oportunidad de invertir. Tradicionalmente se
ha estudiado en finanzas el valor de la oportunidad de invertir en un momento
determinado, como el derecho a intercambiar un conjunto de recursos. Se observan

entonces dos carencias fundamentales.

La primera consiste en no contemplar el hecho de que ademas de adquirir el
derecho a los intercambios, se pueden adquirir el derecho a oportunidades de
intercambio. En este trabajo se contempla esta posibilidad cuando se trabaja con
inversor activo. Las oportunidades se han representado como variables de la funcién
de produccion, y se han denominado opciones reales. El problema fundamental de

esta Tesis es la valoracion de “opciones reales”.

La segunda carencia consiste en que, en general, no se considera la
posibilidad de oportunidades compiementarias o excluyentes. En cuanto a la
complementariedad, analizaremos cémo, en muchas ocasiones, al aplicar los criterios
de valoracion tradicionales no se respeta la aditividad de los valores. En cuanto a la
posibilidad de que sean excluyentes, tradicionalmente se ha estudiado el caso en que
la razon de la exclusion es 1a escasez de recursos, que se resuelve con técnicas de

19

optimizacion matematica. ~ Este motivo de exclusion entre oportunidades no

'* El articulo més representativo de este Lipo de planicamiento es ¢l de Baumol y Quandt (1965).
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aparecerd en nuestro modelo, porque parte de hipotesis muy flexibles de los
mercados financieros. Un tipo de exclusion que adquiere importancia en nuestro
modelo es la que existe entre ejercitar una oportunidad (u opcién) en un momento y
ejercitarla en un momento posterior, cuando se dispone de mas informacion. Para
considerar esta relacién es necesario estudiar el valor que toma en funcion del
momento en que se ejercita. Obsérvese que, de nuevo, el problema planteado se
reduce a la valoracién, en un momento dado, de oportunidades futuras, u opciones

reales, para comparar su valor con el de la oportunidad en el momento actual.

El valor de la oportunidad de invertir en un proyecto en un momenioc dade
es el valor de todos los intercambios y de todas las oportunidades a que da derecho.
Si el gjercicio de esta oportunidad puede realizarse en modos alternativos (por

ejemplo, en distintos momentos) el valor sera el maximo que se pueda alcanzar.

El analisis de inversién que se desarrollara en esta Tesis se centra en este
concepto. El objetivo que se pretende alcanzar es doble. En primer lugar, se
analizaran las condiciones bajo las cuales puede calcularse el valor de ia oportunidad
de invertir (Vop), que se basaran en las condiciones bajo las cuales s¢ puede calcular
el valor de mercado de un intercambio. Este serd el contenido de los capitulos

segundo y tercero.

En segundo lugar, se analizaran las consecuencias de utilizarlo como base
para la toma de decisiones de inversion en la forma siguiente: una inversion es
aconsejable cuando el Vop de la misma es no negativo, dadas dos inversiones es
preferible aquella que tenga un Vop mayor vy, si existen diferentes modos de llevar a

cabo un proyecto, debera elegirse aquél que de al proyecto el mayor Vop.

45



Capitulo { Planteamiento de los problemas de decision ante los procesos de inversion

Puede observarse que, conocido el valor de la oportunidad de invertir (Vop),
el criterio de decision que se plantea es el mismo que tradicionalmente se ha
enunciado a partir del valor del valor actual neto de los flujos de caja (VAN). Es,
pues, evidente que si el valor del Vop y del VAN no coinciden, se entraria en
contradiccion con la regla tradicional del VAN, mientras que si coinciden el
concepto de “valor de la oportunidad de invertir” no supondria aportacion alguna. La
razOn para enunciar una nueva regla es que se entiende que la del VAN no define un
criterio de seleccion de inversiones, sino multiples criterios. Cada criterio queda
definido cuando se especifica como se calcuia ese valor actual neto. En la actualidad,
los Unicos casos de cilculo del valor actual neto de una inversibn que estan

perfectamente resueltos se encuentran en ambiente de certeza.

De hecho, observaremos que si es posible obtener un valor para la
oportunidad de invertir, éste puede obtenerse como un valor actual neto. Se puede
entender que estamos utilizando el criterio del valor actual neto, especificando como
debe calcularse bajo distintos supuestos. Concretamente, analizaremos bajo qué
supuestos es posible calculario sin necesidad de conocer o elaborar mas hipotesis
sobre las expectativas y las preferencias de los individuos que las establecidas en la

seccion 2.4,

Cuando no sea posible calcular ¢l valor de la oportunidad de invertir, con el
criterio fijado, sera necesario buscar otros criterios de seleccién de inversiones,
probablemente basados en valores actuales netos. Quede claro, asi, que la “regla del
Vop” no pretende contradecir {a “regla del VAN”, sino respetar el sentido de valor
actual neto como un concepto mucho mas amplio, capaz de recoger muchos otros

criterios.

2 En estos casos, veremos, que estos criterios coinciden con cl criterio de decisidn definido por el
Vop.
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3.2.2. Valor de la oportunidad de inversiones financieras y reales

Puesto que todas las inversiones en activos financieros tienen un Vop nulo,
la primera conclusion que se deriva de la regla de decision planteada es que, de
acuerdo con este criterio, todas las inversiones financieras son igualmente
recomendables, pero resuitaria preferida cualquier inversion real con un Vop
estrictamente positivo. Resulta evidente que esta afirmacion no seria cierta si no se
verifica la hipbtesis de ausencia de oportunidades de arbitraje en los mercados

financieros.

No resulta falto de coherencia con la realidad este resultado, ya que si todos
los agentes de la economia tienen las mismas oportunidades de invertir en los
mercados financieros, a los que se accede sin coste aiguno, el valor de la oportunidad
de realizar una inversién financiera debe ser nulo. La existencia de oportunidades de
arbitraje y, por tanto, la ruptura de este principio puede deberse a la diferencia de
informacion entre distintos inversores, lo que lleva a que aquellos con menos
informacion permitan la creacidon de oportunidades con un Vop positivo, por
ejemplo, vendiendo activos a un precio inferior a aquél que garantiza la ausencia de
oportunidades de arbitraje, por no tener conocimiento de que pueden venderio a un

precio superior.

Por esta razon, el analisis se referira siempre a valoracion de inversion real,
aunque, con un planteamiento ligeramente diferente, gran parte de los resultados son
aplicables a la valoracion de activos financieros. En las sucesivas secciones se tratara
el problema de calcular el valor de la oportunidad de invertir en un proyecto real, con

dificultad creciente.
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La referencia para la valoracion serd un Gnico mercado financiero, M, que
no contiene oportunidades de arbitraje. Se definira entonces un mercado M*, como
un mercado ampliado por la incorporacion a M de la negociacion de un active
ficticio que da los mismos derechos que el proyecto de inversion. El valor de la
oportunidad de invertir sera el precio que debe tener tal activo ficticio para que en el
mercado M* no existan oportunidades de arbitraje, si tal precio es positivo, y cero si

es negativo.
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Capitulo 11

Valoracion en un modelo de un

periodo

1. VALORACION DE INVERSION CIERTA

1.1. Modelizacion de un proyecto de inversion

Nos situamos en el caso mas sencillo: intercambio de flujos en dos
momentos del tiempo que representamos port =0yt =1=T. Los flujos que definen

la inversion seran;

{(fo. 0), (f3,1)}

Obsérvese que, por tratarse de una operacion de inversion, necesariamente
fy tiene signo negativo y fi tiene signo positivo. Como se ha indicado en la seccion
1.5, en modelos de un periodo no hay lugar para inversor activo 0, equivalentemente,

no se presentan mas opciones reales que la de invertir o no invertir.
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1.2. Oportunidades de inversién financiera

as oportunidades de inversién financiera vendran dadas por el unico
mercado financiero, M, sin oportunidades de arbitraje. Tal y como se ha supuesto, en
M se negocian m activos con procesos de precios S' parai=0, 1,...,m-1. Puesto que
se trabaja en un modelo de un periodo y las estrategias deben ser predecibles, seran

ciertas, y tomaran valores en R™,

Ya se ha supuesto que el activo con indice cero representa un activo sin

riesgo, con precio inicial, Sg R, y precio final que no depende de los estados de fa

naturaleza, S'e R. Estos dos valores siempre se pueden relacionar del siguiente
modo:
8 = Sg(1+7)

por lo que r tiene significado de tipo de interés.

Es un resultado conocido que para la valoracion de inversion cierta,
solamente es relevante el conocimiento del activo o los activos sin riesgo, si existen.
Se llegara aqui a este mismo resultado. La proposicion que se presenta a
continyacion, permitira que en el futuro se suponga, sin pérdida de generalidad, que

en un modelo de un periodo existe un (inico activo sin riesgo.

Proposicion I1.1

En un modelo de un pericdo de un mercado M, sin oportunidades de
arbitraje, cualquier activo, © carfera de activos negociados con proceso de precios
cierto y, por tanto sin riesgo, tendra un proceso de precios igual o proporcional al del
activo $°.
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Demostracion’':

Supongamos que, efectivamente existe un activo sin riesgo en el mercado
con un proceso de precios no proporcional a $°; entonces, existe 1 <b < m-1, con s°
tal que, para un valor AR, verifica:

b_ A Qb

SPx A S

Si 8> A 8!, es posible construir una estrategia de arbitraje, comprando

una unidad del activo con indice b y vendiendo en descubierto A unidades del activo
con indice cero. Formalmente, esta estrategia queda definida det modo siguiente:
8°=1,0°=A,08'=0,Vi=1,.m-1,izh

Efectivamente, su valor es nulo en €l momento inicial:
Vo(0)=Sp- A.Si=0
y tiene valor positivo en t:

Vi@) =Sy -A.8Y>0

Si Sp< A8}, se seguiria un razonamiento analogo al anterior. La

oportunidad de arbitraje seria entonces la siguiente:
8°=-1,0°=A,0'=0, Vi>0,izb.

con lo que queda demostrado que si S= A.S), la ausencia de oportunidades de

arbitraje implica que S} = A.S?; y, con ello, queda demostrada la proposicién.

' Esta proposicién recoge uno de los resultados mas bésicos de valoracién por arbitraje. En ¢l
capitulo HI se presentard el andlogo para malliples periodos. La demostracion puede encontrarse en
diversos textos, por cjemplo en Bjork (1997), pag 58.
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Puesto que, si existe otro activo sin riesgo en el mercado M, su proceso de
precios sera proporcional al del activo de indice cero, y se puede adquirir la cantidad
deseada de dicho activo, las oportunidades de inversion financiera son idénticas
cualquiera que sea el mimero de activos sin riesgo que se negocien. Por tanto,
tlegamos a la conclusion esperada, esto es, podemos suponer, sin pérdida de

generalidad, que existe un Gnico activo sin riesgo en el mercado.

En el futuro y, sin pérdida de generalidad, supondremos ademas que S)=1.

1.3. Valor de la oportunidad de invertir

Sea el mercado M* definido por la incorporacion a M de la negociacion de

un activo ficticio que da derecho al flujo cierto (f, 1).

Proposicién 11.2
La ausencia de oportunidades de arbitraje en el mercado M* implica que ¢l

precio inicial del activo ficticio debe ser S = - = —1—.
S, T+r

Demostracion:

La demostracion es inmediata partiendo de la proposicion 11.1., gue indica
que la ausencia de oportunidades de arbitraje implica proporcionalidad entre
procesos de precios de activos sin riesgo. Puesto que el activo ficticio tiene un precio
final cierto, exigimos dicha proporcionalidad:

£ f
5 .5
0 0
St 8
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Pero, puesto que el pago f) se realiza en el momento final, el precio del
activo en ese momento coincidira con el valor de dicho pago: S = fi. Basta sustituir
esta igualdad en la expresion anterior, junto con el supuesto S;= 1, y queda

demostrada la proposicién.

Obsérvese que se ha demostrado que Ja ausencia de oportunidades de
arbitraje en M* implica que e! activo ficticio tome ese valor o, dicho de otro modo, s
el activo ficticio tomase otro valor, en el mercado M* habria oportunidades de
arbitraje. Para afirmar que se ha obtenido el valor por razonamientos de arbitraje,
claramente es necesario probar la implicacion inversa: si el activo ficticio toma tal
valor en el mercado M* no existen oportunidades de arbitraje. El orden natural de la
exposicion se conseguiria demostrando aqui tal implicacion que, de hecho, es cierta;
sin embargo, tal demostracion se realizard en la seccion 2 de este capitulo (pag. 98-

99), porque se obtiene directamente al probar otros resultados necesarios.

La proposicion 1.2, nos permite afirmar que, si existe un precio para el

activo ficticio, el anico precio posible es —1-~'~— El valor en t = 0 del flujo (fs, 0) es
+r

obviamente f;. Utilizamos, entonces ¢l resultado de linealidad en la valoracion, del
Teorema 2, para afirmar que, si existe” un valor para el intercambio de los
capitales™, {(fy, 0), (1,1)}, tal valor seré:

Vg, ) = fp + —1-
1+r1

* Este condicionante desaparecers al demostrar la implicacion inversa a la de la proposicién 11.3.

za? concepto de valor de un intercambio o vator de mercado de un intercambio se ha definido en la
ma 42.
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El valor de la oportunidad de invertir, sera entonces el maximo entre tal
valor y cero, que habitualmente se representara como:

£ £, )
fi)= 0,f +——1|=[f RS U
VOpo(ﬂ), l) maxl: 0 1'{_[1 (0 1+f]

Este resultado es coherente con el enfoque tradicional de valoracion de
inversiones. Asi, planteando el problema para un periodo se llega, por un argumento
de arbitraje, al llamado “Teorema de separacion de Fisher”. Este resultado, debido a
Irving Fisher (1930), se considera el comienzo de la valoracion moderna de
inversiones. La primera aportacion de este Teorema es la necesidad de tener en
cuenta la informacion de los mercados financieros para tomar decisiones de inversion
real. Esta conclusion se conoce también como “principio de comparacion”, como
sefiala Luenberger (1998), “se evalia la inversion comparandola con otras
inversiones en e} mercado financiero. El mercado financiero da la base para la

comparacion”,

Efectivamente, si se toma la decision ignorando el mercado, aun supontendo
que el decisor es un individuo y, por tanto, tiene preferencias, y suponiendo que éstas
son conocidas, la decision es peor (en términos de dichas preferencias) que si se
ignoran tales preferencias y se tiene en cuenta la informacioén del mercado. De aqui
se sigue la conclusion mas importante: se pueden separar las decisiones de consumo
e inversion o, dicho de otro modo, las preferencias de los individuos son irrelevantes
para la valoracion de inversiones con flujos de caja ciertos, st existe en el mercado un
activo cuyo precio no depende del azar, que se puede comprar y vender sin
restricciones. Esta conclusion resulta especialmente interesante para el problema de

valoracion de inversiones por parte de las empresas.
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2. VALORACION DE INVERSION ALEATORIA CON
ESPACIO DE ESTADOS FINITQ

2.1. Modelizacién de un proyecto de inversion

Sea el espacio de sucesos Q = (@), ©2,...,0¢), que representa todos los
estados de la naturaleza en que puede concretarse el entorno. Sea F el conjunto de las
partes de ; y P una medida de probabilidad cualquiera, definida sobre (€, F), que
asigna probabilidad estrictamente positiva a todos los sucesos wj, para todo 1<j<k.
Dado el espacio de probabilidad (Q), F, P) y el conjunto de momentos de tiempo t =
0, 1; sea = {Fi}i-0,1 la filiracion que representa la evolucion de la informacion de

los agentes que operan en el mercado. Supondremos que Fo= {J,Q} yF; =F.

En este entorno, un proyecto de mversion quedaria modelizado por el
derecho a intercambiar los siguientes capitales aleatorios:
{(16,0), (], 1)}
donde f; es medible respecto de F;. Por tanto, f; € R, y f; es funcion del estado de la
naturaleza: tomara el valor fi(w;) si se presenta el estado o; para j =1, ....k. El pago f;
puede representarse por un vector de componentes fi{w;) que, abusando de la

notacion, denominaremos también fy:

fi= (f{o,) ... fi(o )eR"

Puesto que el modelo se plantea para un nico periodo no aparecen opciones
reales futuras. Aunque podria considerarse que el inversor pueda decidir, en t =1,
tomar un flujo solo si es positivo, no se trata de un caso importante en inversiones
reales. En este caso se considerara un flujo diferente; su tratamiento como opcion

puede verse como caso particular del modelo de varios periodos.
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2.2. Oportunidades de inversién financiera

Sean el espacio de probabilidad (Q, F, P) y la filtracion J = {F}wo, 1
introducidos en la seccion 2.1. Este modelo limita la informacion que suponemos
tienen los inversores y, puesto que partimos de que dicha informacion incluye todos
los hechos observables en los mercados financieros, limita el conjunto de

oportunidades de inversion financiera que se pueden recoger en el modelo.

Supondremos un Unico mercado, M en que se negocian m activos, cuyo
precio en cada momento t, S}, es una variable aleatoria medible respecto de Fy, para

i=0,1,2,.., m-l.

Puesto que Fp={J.£}}, el precio inicial de estos activos sera un valor
conocido en todo momento, Sg eR, parai=0,...,m-1. Llamaremos vector de precios

iniciales al que recoge los de todos los activos negociados en el mercado, y lo

representaremos por:

Ss 1
Sp = S%, = S%]
gul || sp!

El precio final de los activos serd una variable aleatoria que puede tomar k
valores. Utilizamos una notacién vectorial andloga a la planteada para la

representacion del flujo aleatorio f;. El precio en t=1 del activo i sera:
si={Si{o,) Sife,) .. Si(0,)) e R parai=0, 1,..., m-1.
donde S;(w;) representa ¢l precio del activo i en el momento t =1, si se presenta el

estado de la naturaleza o;.
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Capitule I

Supondremos que el activo a que corresponde el indice cero, sigue un precio

que no depende del estado de la naturaleza que se presente, por lo que para cualquier
momento podria representarse por un valor real. Por comodidad en la notacion,
representaremos este precio en t = 1 por un vector de k componentes iguales.

Llamaremos matriz de precios finales a la que recoge los vectores de precios

finales de todos los activos negociados en el mercado, y lo representaremos por:

s

S ) fa+n A+ - (140 )

S Si@)  sife;) - Siley)
Si=|8 |=| Sfe,) SHes) - SHey)

\Sf‘”) WS _1(031) Sy _1(‘“2) Sin-l(mk))

En este tipo de mercados podemos representar el proceso de precios de un
activo como un vector con k+1 componentes, donde la primera representa el precio

en el momento inicial, v las k Gltimas el vector de precios en el momento final. Asi,

el proceso de precios del activo 1 seria:
s=(s, si)=(5 si(@) si;) - Si)
con S.,S! (o)) €R, parai=0, 1,..,m-1;j=1,2,.. .k

En el estudic de inversiones ciertas, la proposicion IL.1 limitaba el numero
de activos sin riesgo con procesos de precios linealmente independientes. El teorema

que se presenta a continuacion puede entenderse como una generalizacion de dicha

proposicion.
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Teorema 3
En un modelo uniperiodico con k estados de la naturaleza sin oportunidades
de arbitraje, el nimero maximo de activos con procesos de precios linealmente

independientes es k.

Demostracion:
Supongamos que hay k+1 procesos de precios linealmente independientes:
s, sl 8%, sk

Si de tales procesos tomamos los vectores de precios del periodo 1:
U} 1 2 k
S, 8.8 ...8
observamos que, necesariamente, uno de ellos puede expresarse como combinacion

lineal de los demas, ya que se trata de un conjunto de k+1 vectores de RK,

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que se trata del asociado al indice

k. Existen asi, o, o1, Oz, ...,0k.1 reales, tales que:

SE=o. S +au. S} +op. S+ + oy S

Bajo el supuesto de ausencia de oportunidades de arbitraje, por la linealidad

de la valoracion que se deriva del Teorema 2, debe verificarse:

Sk=ot. SO +ay. S+ o S2+.+ oy, SKT

Pero, de las dos igualdades anteriores se sigue que:
Sk =a. S"+ oty S + 0. S+ oy, ST
lo que contradice la hipétesis inicial de independencia entre los k+1 procesos de

precio, y demuestra el teorema.
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Si existen activos cuyos procesos de precios dependen linealmente de otros,
no aportan variedad a las oportunidades de inversion financiera. Efectivamente, si
existe un activo con proceso de precios S, que depende linealmente de n activos
negociados en el mercado, con procesos de precios S',...,S”, podemos escribir:

S=qy. S+ oS3+, 4 a, S

De la iguaidad anterior, se deduce que adquirir el activo dependiente da al
inversor los mismos derechos que adquirir la cartera formada por a; unidades del
activo con precio S', a; unidades del activo con precio S7, y asi sucesivamente hasta
o, unidades del activo con proceso de precio 8", Diremos, entonces que ¢l activo con

precio S ha quedado replicado por la estrategia (au1,...0).

En este sentido podemos decir que los activos que pueden replicarse con
estrategias adecuadas no implican nuevas oportunidades de inversion o que son
activos redundantes, y no seran considerados. Por lo tanto, en un modelo
uniperiddico sobre un mercado M, con k estados de la naturaleza, las oportunidades
de inversion financiera vendran dadas por m activos con procesos de precios

independientes, donde m < k.

Obsérvese que, para que exista replicacion de un proceso de precios, basta
exigir que puedan replicarse los vectores de precios del momento final (o pagos del
momento final). Si es asi, por la hipotesis de ausencia de oportunidades de arbitraje,

y el Teorema 2, el precio inicial quedara replicado por la misma cartera.

Las posibilidades de replicacion que proporcionan los activos negociados en
un mercado, generan una clasificacion de los mercados que resultard esencial en el
analisis posterior. Se trata de la division de los mercados entre completos e

incompletos, conceptos que se definen a continuacion.
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Definicion (mercado uniperiédico completo)
Se dice que un mercado uniperiodico es completo si es posible construir una
estrategia de activos negociados en dicho mercado que replique cualquier vector de

pagos en el momento final.

Definicion (mercado uniperiodico incompleto)
Se dice que un mercado uniperiodico es incompleto si existe algun vector de
pagos en el momento final que no es posible replicar con una estrategia de activos

negociados en dicho mercado.

Puesto que los pagos finales tienen k componentes, y se ha supuesto que los
m activos negociados en el mercado tienen procesos de precios independientes, con
m < k, resulta evidente una primera caracterizaciéon de mercados completos. Un
mercado sera completo si el nimero de activos negociados en ¢l coincide con el
namero de estados de Ja naturaleza definidos, k, y sera incompleto si se negocian en

&l menos de k activos.

2.3. Modelo con des estados de 1a naturaleza
2.3.1. Mercados completos

Sea M un mercado definido sobre el espacio de probabilidad (Q, F, P),
donde Q2 = {0y, w2}, F = {&, (1), (@2), 2}, y P es una medida de probabilidad con
P{o1) > 0, P(wz) >0. Se definen dos momentos t = 0, 1, y Ia filtracion asociada, I =
{Fi}e0,1, con Fo= {iJ,02} y F1 = F. Suponer que es un mercado completo, es suponer

que en €] se negocian dos activos con vectores de pagos linealmente independientes.
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Puesto que uno, y s6lo uno, es un activo sin riesgo, supondremos que se
negocia, ademas un activo con riesgo, de modo que estd garantizada Ia
independencia lineal entre los vectores de pagos a que dan lugar estos activos. El

vector de precios iniciales sera:

I
Sﬂ = S%)

y la matriz de pagos, o precios finales, tendra la forma siguiente.

> (sl E:n) sl(;))

con St )= Si{w, ), puesto que solo hay un activo sin riesgo.

En este entorno, un proyecto de inversion estard definido por el intercambio
de dos capitales:
{(f,0), (5, 1)}
donde f,eR vy fi= ( fi(a), f{02) ) €R%.

Sea ¢l mercado M* definido por la incorporacion a M de la negociacion del
activo ficticio que da derecho al flujo fi. Puesto que M es un mercado completo, este

o

activo ficticio es redundante, o replicable. Una estrategia 6 = [ } representa la

el

adquisicion de 6° unidades del activo sin riesgo, y ©' unidades del activo con riesgo,
en el momento t = 0, y venta {o cobro del pago correspondiente) en el momento t =1,

Para replicar el flujo fi, debe verificar el siguiente sistema de ecuaciones:

0° (1 +1)+0" 8Ho,)=f(0,)

6°(1+1r)+0' 8i(0,)=fi(0,)
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Puesto que Si{w, )}# S}{o,), el sistema tiene una tnica solucion, 1a unica

estrategia que replica el vector fi:

8 = Si(mz)f] (ml)“si(mx)fs(@z) 9 = f;(ﬁ)z)' f}(“)l)

(1+f)--[S; (wz)‘sg(mi).l S’W)

El valor la estrategia en el momento inicial sera:

V0(9)= S}(ng-fl_((’:’})'S}(mt}f](mz) + f](mz)'fl(mt) ~S§1

@S Sie,)-S)

que se puede escribir del siguiente modo:

_ Sl(o,)-S, (1 +1) Si(t+r)-Sio,) 1
o - | e e e

Por simplicidad en la notacion se denominaran q; y qz los coeficientes de la
expresion anterior:

- 8(0)-8,{1+1) g = 5:0+1)-80)
Si(wz)-Si(co,) LR R (O

Se demuestra que, bajo la hipitesis de ausencia de oportunidades de
arbitraje, estos valores definen una medida de probabitidad, Q, sobre F, equivalente a

P en la forma:

Q(w1)=q Qwz) = q2

** Dos medidas de probabilidad definidas sobre el mismo espacio (UF) se dicen equivalentes si
asignan probabilidad no nula a los mismos sucesos,
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Asi, se observa que: ¢+ gz =1, y demostramos a continuacion que, bajo la

hip6tesis de ausencia de oportunidades de arbitraje, :> 0, ¢2> 0.

Sabiendo que Si(o,) = Si{e,), supongamos que S,(@,)<Si(w,). Entonces,
bajo la hipotesis de ausencia de oportunidades de arbitraje, necesariamente,

S{(col)<S})_(l '”)<S}(032)'

Efectivamente, si Si{o,)<Si{w,)<Sh{1+r), es posible construir una
eﬁ Sl
estrategia de arbitraje en M. La estrategia 0 :[91] = [ ‘;} verifica:

Vo(8) =0
Vi(8, ;) = S;.{1 +1)-S(o,)>0
Vi(6, o) = 8}, {1+1)-8{w,)=20

y, por tanto, constituye una oportunidad de arbitraje. El razonamiento seria andlogo
1
si Sh{l+r)<SHo)< Si{e,), con ia cartera © :[ f"} .Si Si{o,)<SHn,), se

seguiria el mismo procedimiento para demostrar que, bajo la hipotesis de ausencia de

oportunidades de arbitraje, debe verificarse:

Si{w,)<Sy (1+1)<Si{e,)

Por esta razon concluimos que, bajo la hipotesis de ausencia de

oportunidades de arbitraje, las diferencias:
Si@,)-SL.0+r)
S.{1+r1)-S){w,)
Si(mz)‘ S;((D] )

son distintas de cero, v tienen el mismo signo, por lo que q; > 0, gz > 0, y Q define

una medida de probabilidad sobre F, equivalente a P, como se gueria demostrar.
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Si denotamos por Eq la esperanza matematica bajo la medida de
probabilidad Q, el valor en el momento inicial de la cartera 6, replicante de fi, serd:

E,lf,]

(l+r

Vo () = [Q(G)])fl(ml)"“Q((‘)z)fl(mz)l'i{“; =

A contimiacidn se demuestra que si el precio inicial del activo ficticio que
da derecho a fi, 8§, no coincide con el valor inicial de esta estrategia, el mercado M*

contendra oportunidades de arbitraje. Obsérvese que las estrategias en M* tienen tres
componentes, donde la primera representa unidades del activo sin riesgo, la segunda,

unidades del activo con riesgo, y la tercera, unidades del activo ficticio.

Supongamos que S5> V; (8), donde O es la estrategia que replica el activo
90
ficticio. La estrategia @ = | ©' |, consistente en seguir la estrategia 0, y vender al
-1
descubierto una unidad del activo ficticio, constituye una oportunidad de arbitraje de
tipo 1. Su valor inicial, V() - S. es negativo, y da lugar a un pago nulo en el

momento final. Si S} < V, (0), se consigue una oportunidad de arbitraje de tipo 1l con

-g°
la estrategia ¢ = | -6' | Por el Teorema 1, sabemos que, entonces, existen
1

oportunidades de arbitraje tipo L.
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Ha quedado demostrado que si el precio inicial del activo ficticio, St noes

E, i£] . . . )

—(—1————) . en el mercado M* existen oportunidades de arbitraje. Esto nos permite
+r

afirmar que éste es el Unico precio posible para tal activo. Faltaria demostrar que, st

éste es el precio, en M* no existirdn oportunidades de arbitraje. Tal y como se hizo

en valoracion de inversion cierta, esta demostracion se aplaza, porque es mas directo

contemplarla como un caso particular de la demostracion andloga con k estados de la

naturaleza.

Dado este resultado y el Teorema 2, si podemos asegurar que, si existe un
valor para el intercambio de f; v fi que garantice la ausencia de oportunidades de
arbitraje en el mercado M¥*, tal valor sera;

E,ft]
(1+1)

Vip(fp 1) =fo +

S1 es posible calcular el “valor de la oportunidad de invertir” en el proyecto

descrito por los flujos de caja (fy, 0) y (fi, 1) se obtendria del siguiente modo:

Vopo (fo, 1) = (fﬂ +-E—Q;[f—\3—]]

(1+1)

Observamos que la forma de obtener el “valor de la oportunidad de invertir”
coincide con la utilizada en ambiente de certeza, sustituyendo el valor cierto de los
flujos de caja por la esperanza matematica de los flujos bajo cierta medida de

probabilidad equivalente a la medida de probabilidad original.
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Destacamos que el valor de la oportunidad de invertir es independiente de la
medida de probabilidad original P. En este sentido, se afirma que el resultado no
depende de las expectativas de los inversores, que pueden asignar distintas
probabilidades a fos diferentes estados de la naturaleza; aunque si es necesario que
los agentes estén de acuerdo en qué estados pueden presentarse y los precios que

tomaran los activos en estos estados.

A continuacion se presenta un resultado que permite dar significado a la

nueva medida de probabilidad, Q, equivalente a la inicial.

Proposicion I1.3

Bajo la medida de probabilidad Q definida como:

Si(0,}-8, (1 +1)
8){@,)-S\{o,)

el precio esperado del activo con riesgo es S}.(1+1)

Sﬁ(l + r)' Si(ﬂ),)
5(0,)-8)(o)

Q@) =q: = Qo =¢=

Demostracion:

La verificacion es inmediata, calculando la esperanza:

1 :Si(a):z)"slu-(l"‘r) o +SL(}+r)-S}(ml) o) = S! (141
Sl T 56 SO S s S e 7S

El valor esperado, bajo la medida de probabilidad definida, es el precio que

deberia tener un activo sin riesgo negociado en el mercado con un precio inicial igual
a S, esto es, igual al precio del activo con riesgo. Esta propiedad de la medida de

probabilidad Q, lleva a que se le conozca con el nombre de “probabilidad neuiral al

riesgo” 2’

2 Obsérvese que la proposicion se refierc solamente al active con riesgo porque el activo sin riesgo la
verifica de forma trivial, por 1o que los dos activos del mercado 1a verifican.
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2.3.2. Mercados incompletos

Un mercado uniperiédico es incompleto si se negocia en él un nimero de
activos inferior al nimero de estados de la naturaleza. En un modeio con dos estados
de la naturaleza de mercado incompleto se negociara, por tanto, un Unico activo.
Mantenemos el supuesto de que existe un activo sin riesgo y, entonces, éste sera el
unico activo negociado. Su proceso de precios sera:

§°= (82,8°), con §0=1 §%=(i+1)

En este caso, es imposible replicar los flujos generados por una inversion si
dichos flujos no son ciertos. Observamos que:
8°.(1+1) = fifwy) = 0°.(1+1) = fi(1w;) siempre que fi{m:) # fi(®2)

pero, si el flujo fi no es cierto, necesariamente fi(m,) # fi{w2).

Por no ser posible la replicacion, no se obtendra et valor de ta oportunidad
de invertir en un proyecto como en la seccion anterior, siempre que tal proyecto
dependa de un flujo aleatorio. Si todos los flujos fuesen ciertos, puede seguirse el
razonamiento utifizado para valorar inversion cierta o el razonamiento seguido para

mercados completos, y se Hegaria por ambos al mismo resultado.

Demostraremos que, sin realizar nuevos supuestos sobre las expectativas y
las preferencias del inversor, es posible acotar el valor de la oportunidad de invertir

en el proyecto descrito por los flujos (f;,0), (fi,1), fi aleatorio, def siguiente modo:

(fo . mm{flgml),\fl(mz)})* < Voplta. £) < (fo N max{fl(ml),fi(mz)}y

=1 7 (]+I')
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Sea M* un mercado definido por la incorporacion a M de un activo ficticio
que da derecho al flujo f; en el momento final. Buscamos el precio que debe tener
dicho activo en el momento inicial para que no existan oportunidades de arbitraje en
M*,

Si el precio de dicho activo ficticio, S., fiuese mayor o igual que

max (0, } £, (0, )}

(1 +r)

, se generarian oportunidades de arbitraje en el mercado. La

estrategia que consiste en comprar S| unidades del activo sin riesgo, y vender una

unidad del activo ficticio constituye una de estas oportunidades. Esta estrategia tiene
un coste nulo en el momento inicial y su valor en ¢l momento final, serd no negativo

si se presenta el estado ©1:

flo,)

S; .(1+1) ~ fi{®1) = 0, puesto que Si> 2 ( )

y sera no negativo si se presenta el estado o;:
- fi(w,)
St .(141) — fi(@2) = 0, puesto que S, > ——2
o (141) ~ fi{w2) 20, p q [

siendo estrictamente positivo en alguno de los dos casos, ya que fi(w;) # fi{oo) .

F! razonamiento seria analogo si el precio del activo ficticio, S), fuese

min {ft (ml )’ £ (&)2)}

(1+r)

menor o igual que . La estrategia consistente en comprar una

unidad del activo ficticio y vender S| unidades del activo sin riesgo constituye una

oportunidad de arbitraje.

Ha quedado demostrado asi que la pertenencia al intervalo considerado es
condicion necesaria de ausencia de oportunidades de arbitraje en M*.

Demostraremos, a continuacion, que también es condicion suficiente.
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Se demuestra que si se verifica:

min {f, (@, ) f, (0, _ o maxff (o, ) (o, )}
(1+r) <5< (1+r)

esta garantizada la ausencia de oportunidades de arbitraje en M*,

Efectivamente, si se trata de construir una estrategia de arbitraje, con 6°
unidades det activo sin riesgo y con 6" unidades del activo ficticio que da derecho a
f,, para que tenga coste nulo, debe verificarse que 6° = 6" Sf. El valor de dicha
estrategia en el momento final dependera del estado de la naturaleza que se presente.
Asi si se presenta el estado ©y, el valor de la estrategia sera:

0" [fi(m)) - S .(1+1)]
mientras que si se presenta el estado o, el valor de la estrategia sera:

8", [fi(m2) - SE.(1+1)]

Pero, dados los extremos del intervalo en que se encuentra S, | por hipétesis,
se verifica que:
fi(my) - 8, .(1#1)> 0 = fi(w) - 8L .(141) <0
fi(wz) - S} .(1+1) > 0 = fiwr) - SE (141 <0

por lo que nunca puede constituir una oportunidad de arbitraje.

Queda asi demostrado que se puede asignar, como valor de la oportunidad
de una inversion que da derecho a los flujos (f,0), (fi,1) en el mercado descrito,
cualquier valor del intervalo planteado, y no es posible asignarle ningun valor que no

se encuentre en dicho intervalo.
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2.3.3. Coherencia con el Teorema de Separacion de Fisher.

. En este caso, se demuestra que, bajo los supuestos planteados, el “valor de
la oportunidad de invertir” obtenido es el unico compatible con la valoracidén en
certeza y, asi, con el Teorema de Separacion de Fisher. A continuacion, se plantea
esta demostracion para mercados completos, caso en que ha sido posibie obtener un

valor concrefo.

Si el mercado M es completo, el activo ficticio que da derecho a fi es
redundante en M*. Entonces, serd posible construir una cartera cuyo valor en el
momento i=1 no dependa del estado de la naturaleza que se presente, en la que
interviene el activo ficticio. Si asignamos a este ultimo et indice f, vemos que para
que la cartera no tenga riesgo, esto es, su valor no dependa del estado de la

naturaleza, debe verificar:

8°.(1+ 1)+ 0" .8 {m) + 8 fi(m) = 0°.(1 + 1) + 8" S {wy) + 6" fi(w2)

Tomamos, sin pérdida de generalidad, 8'=0, §'=1, y obtenemos que ia

estrategia a seguir sera:

8= (8%, 0", 8% = {o, L Sg,('”iﬂ
- hiey)-Tile,) )

El pago a que dara derecho esta estrategia en el momento 1

b

independientemente del estado de la naturaleza que se presente sera:

S:(wz)-fi (mI)’” S| (wl)'fl (0)2)
f](ml)" f ((’)2)
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El valor de la estrategia en el momento inicial sera:

-l S}((DZ)—.S}((BL) f
VoS0 5 @) By

A continuacién, sustituimos el precio S| por el valor que deberia tener de

acuerdo con el valor del “Vop” obtenido, y liegamos el siguiente valor para la

estrategia en el momento inicial:

, Si(0,)-8(0) [Sl0)-S (1), SHI<D)-SIo) (1] 1
S f,(w,)—fl(mz)'|*“‘“““‘““s:(mz)-s:(m,) fe) e -so) Z’LH

Operando, se obtiene la siguiente expresion para este valor;

fl(ml)_—fl(m2) l+r

{S‘,!mz f (0, )-Si{e, )f (o 1

Expresado asi, permite observar que el precio propuesto es el que garantiza
la proporcionalidad entre el valor de la cartera sin riesgo construida y el precio del
activo sin riesgo exigida por la Proposicion IL.1. Dicho de otro modo, este precio es
el que conduce a que el valor en este momento de un pago cierto dentro de un
periodo se calcule como el valor de dicho pago descontado a la tasa de interés (sin
riesgo) del mercado; el unico precio coherente con el Teorema de separacion de

Fisher %

“ Obsérvese que el precio podria haberse obtenido por este razonamiento, construyendo una cartera
libre de riesgo y exigiendo la proporcionalidad de la Proposicion 1.1, Este procedimiento fue el
seguido para la valoracién de opciones financieras europeas ¢n ef articulo pionero de Black y Scholes
(1973). Merton (1977) utiliz6 un procedimiento distinto que se asemeja al utilizado en general en esta
tesis, procedisniento que se reveld mas Atil para planteamientos generales tras las aportaciones de
Harrison y Kreps (1979) y Harrison y Pliska (1981).
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2.4. Modelo con k estados de 1a naturaleza

2.4.1. Medidas de probabilidad neutrales al riesgo

Definicién  (medida de probabilidad neutral al riesgo de un modeio
uniperiddico con espacio de estados discreto)
Se denomina medida de probabilidad neutral al riesgo de un medelo
uniperiédico con espacio de estados discreto, y se denota por Q, a una funcion de
probabilidad definida sobre el conjunto de estados de la naturaleza, tal que todos los

activos negociados en el mercado, con precio inicial S; tienen un precio esperado,

bajo dicha probabilidad igual a S; .(1+1).

Podemos caracterizar las medidas de probabilidad neutrales al riesgo de

distintas formas. A continuacion se presentan algunas que seran utilizadas después.

Una medida de probabilidad neutral al riesgo, Q, se puede representar por

un vector:
q,) (Q)
a=|% |- Q(ﬁ‘)z)
) Qo)

que verifica:
g0, Vi=12, .  k
S1.q = So.(141)

donde S, es la matriz de pagos (o precios finales) y S; el vector de precios iniciales,
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Obsérvese que no exigimos gue la suma de las componentes de q sea 1,
porque se sigue de la primera ecuacion del sistema de ecuaciones planteado, asociada

al activo sin riesgo.

Para una segunda caracterizacion, utilizaremos como numerario el activo sin
riesgo; recuérdese que los precios de los activos en dicho numerario se denominan

precios descontados, y se representan en cursiva, asi:

S =1, parat=0, 1

Si=Si, parai=1, ., m-1; por haber supuesto que S, =1

. Si i Si .
Si () = 1S(?J)$(;E?Jr’)),paraitl, Lam-lj=1 .k

Es inmediato comprobar que, en este modelo de mercado, una funcion de
probabilidad, Q, definida sobre (2, F), es una medida de probabilidad neutral al

riesgo st y solo si verifica:

Eo[§;1= S5 = Si,parai=0, 1, ..., m-1

0, de forma equivalente, puesto que S} es constante, si verifica:

Eo[8;-831=0, parai=0,1, ..., m-1

donde Eq representa la esperanza matematica bajo la medida de probabilidad Q.
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Se representara por I el vector de diferencias de precios descontados del

activo i, para los distintos estados de la naturaleza:

D= (8i(0)-50 -~ Siey)-S3)

Y se representara por D la matriz que recoge estas diferencias para todos

los activos:

D;n-l

De forma analoga se definen el vector D', y la matriz D, para precios sin

descontar.

Esta notacion permite caracterizar las medidas de probabilidad neutrales al
riesgo del siguiente modo. La funcion Q, definida como Qf{w1) =qi... Qlow} =qx, €s
una medida de probabilidad neutral al riesgo si y solo si verifica:

0 4,
Dq=1ij=0 0eR™, q=1|:
0 Qi

Las medidas de probabilidad neutrales al riesgo estan estrechamente
relacionadas con la condicion de ausencia de oportunidades de arbitraje en un
mercado. A continuacion se presenta un teorema en que se enuncia una relacion que

en nuestro desarrotlo resulta fundamental.
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Teorema 4
En el modelo de mercado uniperiédico con k estados de la naturaleza, se
verifica que en el mercado no hay oportunidades de arbitraje si y sélo si puede

definirse sobre (Q,F) una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P.

. 2T
Demostracion®’:

Demostraremos, en primer lugar, que bajo la hipbtesis de ausencia de
oportunidades de arbitraje, existe en el mercado definido una medida de probabilidad

neutral al riesgo equivalente a P.

Representaremos por G(6) = Vi(0)-Vy(8), la variable aleatona que
representa las ganancias asociadas a la estrategia 6, y por G(0)=V1(0)-Vo(0), la
variable aleatoria que representa las ganancias descontadas. Estas variables pueden
expresarse en fincion de las matrices de diferencias de precios, en la forma:

G©)=0'D G(B)= 6'.D

Para demostrar el Teorema utilizaremos el siguiente resultado.

Lemall.l
Existen oportunidades de arbitraje si y s6lo si existe alguna estrategia 0 tal
que las ganancias descontadas sean no negativas en todos los estados de la naturaleza

y estrictamente positivas en alguno de ellos.

¥ La demostracién que se presenta a continuacién estd basada en el articulo de Taqqu y Willinger
(1987).
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Demostracion del Lema 1.1

En primer lugar, supongamos que existe una oportunidad de arbitraje. Esto
significa que existe 0, tal que, Vo(0) = 0, V{B) 2 0, para todo w;, y existe ©; tal que
Vi(6) >0, paraj=1,... .k

Para esta estrategia se podra realizar la afirmaciéon analoga respecto del
Vi) |

e 2

“valor descontado”, esto es, verifica que Vo(8) =V(0) = 0, 11(6) =

v,(0)

todo w;, y existe w; tal que V1(6) =—————j >0, paraj=1,... .k

(1+r

0, para

Teniendo en cuenta que ((B) = Vi(B) - Vo(0), queda demostrado que si
existe una oportunidad de arbitraje, existe una estrategia 0 tal que las ganancias
descontadas son no negativas en todos los estados de la naturaleza y estrictamente

positivas en aiguno de ellos.

Para demostrar la implicacion inversa, supongamos que existe una estrategia
8 tal que las ganancias descontadas asociadas verifican que G(8) = 0, para todo ©;, ¥

existe o; tal que G(0) > 0, paraj=1,... k.

Construimos entonces una nueva estrategia, @ del siguiente modo:

¢ =0 parai=1, .. m-1,

mtd o md
o'=-Y0'S; =-Y oS

i=] i=]

Es evidente que V(@) = Vo(0) = 0. Tenemos asi que:
Vi(e) = Vo(0) + G(o) = G(9).
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Por otro lado, G(¢) = G(8), puesto que S7=5] .

Asi, aseguramos que existe una estrategia ¢ con V(o) = Vo(@) = 0, que
verifica V1(p) > 0, para todo o;, Vi(p) > O para algun ;, j = 1,....k; y por tanto
verifica V() > 0, para todo oj, V(@) > 0 para algin o;, j = 1,....k y constituye una

oportunidad de arbitraje. Con ello, queda demostrado el lema.

Por el Lema I1.1, se sabe que hay oportunidades de arbitraje si y solo si:

1
36 cR™/9' D=0y 6.D.e>0,parae=|:|eR

o, equivalentemente:

IO eR"/8°.D>0 y 0°(D.(-€))<0.

Esto es, hay oportunidades de arbitraje si y solo si 8.(D.(-e)) = 0 no es
desigualdad derivada del sistema .0 > 0. Consecuentemente, hay ausencia de
oportunidades de arbitraje si y solo si 8".(D.(-e)} = O es desigualdad derivada del

sistema®'.D> 0.

De la aplicacion del lema de Farkas, se sigue que hay ausencia de
oportunidades de arbitraje si y solo si:
i}
dr=|! |eR*talque m=0,paraj=1,...k y Dr=(D(-¢)
Tk
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Capitulo [f Valoracion en un modelo de un periodo

Por lo tanto, bajo la hipotesis de ausencia de oportunidades de arbitraje sera
posible construir una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a la
medida P, esto es, que asigne una probabilidad estrictamente positiva a todos los

estados de la naturaleza, del siguiente modo:

1+ .
Qa) = ¢ = ———, paraj=1,.. .k

k+> m;
e

Efectivamente, Q define una medida de probabilidad equivalente a P, puesto

que verifica:

T .
Q(wj) > —— =0, puesto que ;> 0, paratodoj=1,.... k

k+)m,
par

k

> Qlo;) =1

=l

Esta medida de probabilidad ¢s ademas neutral al riesgo. Para demostrarlo,

basta observar la relacion entre los vectores q y

9,
g=i: |=(n+e)

k
=1

Aplicando la condicion del Lema de Farkas, Din = (D.(-e)), se comprueba
inmediatamente que verifica el sistema de ecuaciones:

Dg=0

Queda asi demostrada la primera implicacion del Teorema 4. La

demostracion de la implicacion inversa es inmediata.
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Capitulo 1] Valoracion en un modelo de un periodo

Efectivamente, si existe una medida de probabilidad, Q, equivalente a P y
neutral al riesgo, para cualquier estrategia, 0, se verifica que:
m-f m-l  k | ,
Vo(®) = 39S, = ZBIZ%S:(“N)Q(‘”J‘) =
i=0 i=0 =l 1 +r
1 k m-1 rai
= 1+r ZQ(")J')ZQ S (‘”i)
Fl =0

Con Q(a;) > 0, paratodo j =1,.. k

El valor inicial se obtiene como combinacién lineal, con coeficientes
estrictamente positivos, de los valores finales para los distintos estados de la
naturaleza. Por lo tanto, dada una estrategia con valor inicial nulo y valor final no
negativo, esto es una estrategia 6 que verifica:

Vo(0) =0
m-1
ZG’S}(@JJ-) >0, paratodoj=1,... k
=0
necesariamente debe tener valor final nulo:
m-i
3 6'S}{0,;) = 0, paratodoj =1,...
i=0
por lo que no es posible construir una estrategia de arbitraje, v queda demostrado el

Teorema.,

Los teoremas que, como este, relacionan la ausencia de oportunidades de
arbitraje con la existencia de medidas de probabilidad neutrales al riesgo se conocen

en la literatura financiera como “teoremas fundamentales”,
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Capitulo 11 Valoracion en un modelo de un periodo

2.4.2. Valoracién en un mercado completo

Se analizara ahora la valoracion de inversiones, cuando el unico mercado
financiero, M, es un mercado completo, definido para un solo periodo, con k estados
de la naturaleza, sin oportunidades de arbitraje. Esto implica que se negocian en €l k
activos con precios linealmente independientes. En esta situacion el problema de
valoracion se resuelve sin dificultad, a partic del resultado que se presenta a

continuacion.

Proposicion 1.4
En un modelo uniperiédico, sobre mercado completo con k estados de la

naturaleza, libre de arbitraje, existe una y s6lo una medida de probabilidad neutral al
Tiesgo.

Demostracion:
Por las caracteristicas del mercado, la matriz de pagos es cuadrada y no
singular:
(89 ((+n)  Q+1) - (1+D))

s || sie)  sie,) - Siey)
sl 57 |=| $H0) S2o,) - SHoy)

s 8Me) sites) - s

y el sistema de ecuaciones que define las medidas de probabilidad neutrales al riesgo:
$1.q= 8. (1+1)
tiene una Unica solucion que, por el Teorema 4, sabemos debe representar una

medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P.
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Capitulo If Valoracion en un modelo de un periodo

En este modelo, un proyecto de inversion vendra dado por los flujos de caja
(f, 0) y (fi, 1), donde £ sera un valor real y f; una variable aleatoria definida sobre
Q. Sea el mercado M*, definido por la incorporacién a M de la negociacion de un

activo ficticio que da derecho al cobro en el momento final de f;.

Proposicion ILS
En el mercado M* hay ausencia de oportunidades de arbitraje si y solo si el

precio inicial del activo ficticio, S}, es el signiente:

Sf - EQ [f] ]

Tt

donde Q es la (inica medida de probabilidad neutral al riesgo del mercado M.

Demostracion:
Se demostrara en primer lugar que, si ¢l precio no es éste, en el mercado M*

existen oportunidades de arbitraje.

Por ser el modelo completo, siempre sera posible encontrar una estrategia,
con los activos de M, que replique el pago f;. Sea 6 una estrategia en M, cuyo valor
en el momento final, coincida con f; para todos los estados de la naturaleza:

fi=Vi(0)=0"5§;

Puesto que Q es la Gnica medida de probabilidad neutral al riesgo de M,
paratodoi=0, 1,.., m-1, se verifica:
1. 1 i
Sy~ Eq si

de donde,

Vo(®) = B[V, 0]
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Capitulo {1 Valoracitn en un modelo de un periodo

Pero, como se ha visto, el valor final de 0 coincide con el flujo fi, por lo que

el valor inicial de la estrategia O sera el siguiente:
E,If

(1+1)

E

Vo(0) =

Para concluir esta parte de ia demostracion, basta observar que si la
estrategia 0 y el activo ficticio no tienen el mismo valor inicial, en M* existen
oportunidades de arbitraje. Obsérvese que ¢l razonamiento que se presenta a

continuacion coincide con ¢l analogo para dos estados de la naturaleza.

90
Supongamos que SE> Vo (6). La estrategia ¢ = :1 de M*, consistente en
N
seguir la estrategia 8, y vender en descubierto una unidad del activo ficticio,

constituye una oportunidad de arbitraje de tipo IL Su valor inicial, V(D) - St oes
negativo, v da lugar a un pago nulo en ef momento final. Si S§< V, (8), se consigue

-9°
. . . . -9
una oportunidad de arbitraje de tipo II con la estrategia @ = | | |. Por el Teorema
1

1, sabemos que, entonces, existen oportunidades de arbitraje tipo 1.

I.a implicacion inversa es inmediata: veremos, a continuacion, que si el
Eelf,l

precto inicial del activo ficticio es el indicado, SfJ= «(—1—-:-5, la medida Q es una
r

probabilidad neutral al riesgo equivalente a P para el mercado M*.

82



Capitulo 11 Valoracion en un modelo de un periodo

Se sabe que Q es una medida de probabilidad equivalente a P, y que es
neutral al riesgo en el mercado M; por lo tanto, paratodoi=0, 1, ..., m-1, se verifica:

< Es]

S

Para que, ademas, sea neutral al riesgo en el mercado M*, basta que también

E ff.]

verifique tal propiedad el precio del activo ficticio. Puesto que S; = f;, y S;= —(——-——)~ .

podemos escribir:

o _ Ealsi]
© 1+r)

Observamos asi que todos los activos, incluido el ficticio, verifican esta
relacion entre precio inicial y final. La medida Q es una probabilidad neutral al
riesgo equivalente a P para el mercado M*. Por el Teorema 4, podemos concluir que,
entonces, el mercado M* no contiene oportunidades de arbitraje. Queda asi,

completamente demostrada la proposicion.

La primera implicacion demostrada es la generalizacion de los resultados
presentados en la seccion 2.3.1, sobre valoracion de inversion en un modelo con dos
estados de la naturaleza y mercado completo. Los resultados obtenidos para el caso
particular de dos estados de la naturaleza, se mantienen y, se completan con la

implicacion en sentido contrario.

83



Capitilo II Valoracitn en un modelo de un periodo

El procedimiento de valoracion de un flujo coincide con el utilizado en
ambiente de certeza, sustituyendo el valor cierto det flujo futuro por su valor
esperado bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo. Asi mismo, se verifica que
el valor obtenido no depende de las preferencias ni de las expectativas de los
inversores y es el unico valor coherente con el Teorema de Separacion de Fisher.
Teniendo en cuenta este resultado, y el Teorema 2, el valor de mercado dei

intercambio entre los flujos (f5,0) vy (f1,1) sera el siguiente:

o, Bl
Vig(fo, f1) = o + m

y el valor de la oportunidad de invertir en dicho intercambio sera:

Eqlf ]T

Vopo(to, i) = [fo + isn)

2.4.3. Valoracion en an mercado incompleto

Dentro de la valoracion en un modelo de un periodo se trata por Gltimo el
caso de que el mercado financiero, M, sea incompleto. Ef nimero de activos
negociado en el mercado, m, es menor que el nimero de estados de la naturaleza, k.
Como consecuencia de ello, existen pagos que no pueden ser replicados por una
estrategia en M. Puesto que suponemos ausencia de oporiunidades de arbitraje en M,
esta garantizada la existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo, pero
no su unicidad, como en el caso de mercados compietos, porque la matriz de pagos
del mercado M tiene un namero de filas linealmente independientes, m, inferior al

namero de columnas:

(8P [ (1+1)  (I+n - (d+1))
S: S;((Dl) S}((Dz) S}(wk)

Si= 8 | =1 Si@) Silo,) - Sio,)

s se) sPe,) - sta)
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Capitulo 11 Valoracion en un modelo de un periodo

De hecho puede demostrarse que el sistema de ecuaciones e inecuaciones
que define las medidas de probabilidad neutrales al riesgo:
81.9=5¢. (111) con q= 0

tiene infinitas soluciones, de las que, al menos una, sera equivalente a P.

En un mercado incompleto pueden definirse pagos en el momento final que
no pueden replicarse y otros en los que es posible la replicacion. Se observara como,
en el caso de que exista replicacidn, el problema de valoracion se resuelve igual que
en el caso de mercado completo, pero no ocurrira asi cuando no exista ninguna

estrategia que replique el flujo futuro.

Supongamos que se trata de analizar un proyecto definido por los flujos
(f6,0) y (f1,1), donde f; es replicable en el Gnico mercado financiero M, aunque este
es incompleto. Sea M* el mercado definido por la incorporacion a M de la

negociacion de un activo ficticio que da derecho al flujo f;.

Proposicion 11.6
En el mercado M* hay ausencia de oportunidades de arbitraje si y solo si el

precio inicial del activo ficticio, S, es el siguiente:

. Eqlfi]

(557

donde Q es cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo de M.

S

Demostracion:
Demostraremos en primer lugar que, si el precio es otro, en M* existiran

oportunidades de arbitraje.
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Capitulo 11 Valoracion en un modelo de un periodo

Obsérvese que para cualquier estrategia 6, de M, y para cualquier medida de
probabilidad neutral al riesgo de M, se verifica que el valor inicial de la estrategia es
la esperanza en Q del valor final de la misma:

w8 Job)

=T

m-1
V@) = Y 6'S; = ZB‘
_)-1

i=l)

E,[v. )]

] m1 k
" a2 sb)ob) - =
Si © replica el pago fi, fi = Vi(0), y por tanto, para toda medida de
probabilidad neutral al riesgo de M, Q, se verifica:

Vo(8) = ’I‘E@
1+r

Basta entonces razonar, igual que en la demostracion de la proposicion 11.5,
que si el activo ficticio y 8 no tienen el mismo valor inicial, en el mercado M*

existen oportunidades de arbitraje.

La demostracion de la implicacion inversa consiste en observar, de nuevo

E,lf ]

como en la demostracién de la proposicion ILS, que, si S = "(FI"T donde Q es una
T

medida de probabilidad neutral al riesgo de M, resulta serlo también de M*. Puesto

que en M existe una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P, Q, si
g Ealf]
o

)’ existira en M* también. Con ello, queda probado que, entonces, en M*
r

no existen oportunidades de arbitraje v queda demostrada la proposicion.
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Capitulo 11 Valoracion en un modelo de un periodo

El valor de mercado del intercambio de ios flujos (fo, 0) y (f1.1), donde f; es

replicable, sera:

E,ffi]
(1+r)

para cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo, Q.

Vig(f, fi) =fo +

Definido un proyecto por los flujos de caja (fy, 0) y (f),1), donde f; es

replicable, el valor de la oportunidad de invertir en el mismo sera:

(e BBl
V()po(fn, f}) = [fo + (1—1“1‘)]}

para cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo, Q.

El problema de calcular el “valor de la oportunidad de invertis” en un
modelo de un periodo queda resuelto en el caso en que el flujo futuro es replicable en
un mercado financiero sin oportunidades de arbitraje, tanto si es completo como si es

incompleto.

Mayor problema se encuentra si se trabaja con un pago fi que no sea
replicable. En este caso no es posible trabajar del mismo modo, sino que se buscara
la acotacion mas precisa posible del valor de un intercambio financiero, que
mantenga la independencia de las expectativas y de las preferencias del inversor.
Para ello, definimos el mercado M* por la incorporacion a M de la negociacion de un
activo ficticio que da derecho al flujo fi, no alcanzable o replicable en M. En este

caso se obtiene el resultado que se presenta a continuacion.
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Proposicion 11.7
En el mercado M* hay ausencia de oportunidades de arbitraje si y sdlo si

Sf] , precio en el momento inicial del activo ficticio, pertenece al siguiente intervalo:
E,lf Eylf
See (', fi')=| min --—-—-—Q[ 1],max~——————Q[ ’] ,
Q {+e}’ Q e

donde Q es una probabilidad neutral al riesgo del mercado M.

Demostracion:
Se demostrard en primer lugar que si el precio del activo ficticio no

pertenece al intervalo indicado, en el mercado M* existen oporstunidades de arbitraje.

Con esta finalidad, razonamos del siguiente modo: dado el pago fi, no
alcanzable en M, siempre existe una cartera § de M tal que V(B) = f; para todos los
estados de la naturaleza. Este resultado es obvio; basta proponer la siguiente cartera;

o max f,{o;)

(1+r)

8' = 0, para todo i=1,2,...,m-1

Obsérvese ademds que si fy no es alcanzable, para cualquier cartera en que
V1(8) = f; para todos los estados de la naturaleza, se verificara que V,(0) > f; para

algun estado de la naturaleza.

Para que no existan oportunidades de arbitraje en M* es necesario que el
precio en el momento inicial, S5, del activo ficticio que da lugar al pago f; en el

momento final, sea estrictamente menor que el valor inicial de una cartera 6 de M
que verifique:
V() = f; para todos los estados de la naturaleza y

Vi(0) > f; para algiin estado de la naturaleza.
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Capitulo II Valoracion en un modelo de un periodo

Si no fuera asi siempre seria posible construir una cartera de arbitraje en

M*, adquiriendo la cartera 6 y vendiendo -Y—"—(e—) unidades del activo ficticio.

[t}

La cota superior minima que se puede conseguir por este razonamiento para
el precio de un activo que da derecho en el momento t = 1 al pago fi, no alcanzable,

es el valor optimo del siguiente programa lineal (P1):

Minimo 6. S
Sujeto a 6”. Si(w;) = fi(w;)
paratodoj=1,.. . k.

donde O representa el vector traspuesto de 0, estrategia de M.

Obsérvese que, por el hecho de trabajar con f; no alcanzable, esta
garantizado que S)(w;) > fi(w;) para algin j = 1,.. k. Aplicando el razonamiento de
arbitraje planteado, observamos que la cota superior determinada no puede ser

igualada por el precio del activo.

Por un razonamiento analogo podemos identificar un conjunto de cotas
inferiores que no pueden ser alcanzadas por el precio de dicho activo. La mayor de
estas cotas que puede determinarse por un razonamiento de arbitraje es el valor
optimo del siguiente programa lineal (Pz):

Maximo 8. So
Sujeto a &', Si(w)) < fi(w;)
paratodoj=1,.. k.
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Se puede asegurar, ademas, que el optimo de los programas planteados
existe, ya que los conjuntos factibles son no vacios y convenientemente acotados. Si
denominamos O** a la estrategia Optima del primer programa planteado y 6* a la

estrategia optima del segundo, se verifica que si el precio def activo ficticio, $/, no

pertenece al intervalo abierto (8%'.S, , 6** .8¢), en M* existen oportunidades de
arbitraje. Veremos a continuacion que 8*'.Sy = fi', y 6**'.Sp = fi', con lo que

quedara probada la proposicion en este sentido.

Puesto que estos programas tienen solucion, también la tendran sus
programas duales, vy los valores optimos de éstos coincidiran con los del primal
correspondiente. Por lo tanto, podemos afirmar que 6**'.S, es el valor 6ptimo del

siguiente programa, donde ucR*:
Maximo f,".u
Sujetoa S;u=9S,
uz0
y 8*".8, es el valor 6ptimo del programa:
Minimo £ .u

Sujetoa S u=S

uz0
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La interpretacion de los programas anteriores resulta mas sencilla realizando
un cambio de variable. Asi, si hacemos q = u. (1+r), el plantcamiento anterior

quedaria escrito del siguiente modo:

0**’ S, es el valor 6ptimo del programa (Dy).

. |
Maximo ——- fi".q
141

Sujeto a S1.q = So.{1+1)
q=0

8*.S; es el valor optimo del programa (D2):

Minimo m—}—».f{.q
T+r1

Sujeto a S;.q = So.(1+1)
qz0

El conjunto factible de los programas Dy y D; es €l mismo, y esta formado
por el conjunto de vectores qeR* que representan medidas de probabilidad neutrales
al riesgo del mercado M. Obsérvese que estas medidas no son necesariamente
equivalentes a P, puesto que pueden asignar probabilidad nula a algun estado de la

naturaleza.

El Teorema 4 sefiala la existencia de una medida de probabilidad neutral al
riesgo equivalente a P como condicion necesaria y suficiente de ausencia de
oportunidades de arbitraje. Por la hipétesis de ausencia de oportunidades de arbitraje
de M, el conjunto de medidas de probabilidad neutrales al riesgo de M no es vacio, y
no lo es el conjunto de soluciones factibles de los programas Dy y D;. Podemos

llegar a esta misma conclusion por la relacion entre los programas primal y dual.
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Capitulo 11 Valoracion en un modelo de un periodo

Ademas de tener el mismo conjunto de soluciones factibles, los programas
duales planteados tienen la misma funcion objetivo. Dicha funcién representa el
valor esperado del flujo fi descontado un periodo, bajo distintas medidas de

probabilidad neutrales al riesgo, esto es:

Eqlfi]

Q ) donde Q es una medida de probabilidad neutral al riesgo.
+

En el optimo, los valores de la funcion objetivo de los programas duales

coinciden con 8**" Sy, B*'.Sy y dicho valor tendra la forma:

Egnlfi]
(i+r)
g* '_SOIEQ'{ﬁ"]__.____
(1 + r)

donde Q**, Q* representan las medidas de probabilidad neutrales al riesgo para las

B**’ Sy =

que se alcanza el optimo en los programas planteados.

]Ot!l
=

) E .[f
Sustituyendo :(-1Q+ r) por su significado, mm i +r) Q neutral al riesgo,

Elf] Elf ]
_(_l+_)_,ob1en max ——— ( +r) Q

neutral al riesgo, es el valor f;”. Queda demostrado, como se pretendia que:
0% So=1y
**’ Sy =",

observamos que se trata del valor fi". Analogamente,

con lo que queda demostrado que, si el precio del activo ficticio no pertenece al

intervalo (fi", fi'), en el mercado M* existen oportunidades de arbitraje.
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A continuacion se demuestra la implicacion inversa, por reduccion al
absurdo. Supongamos que Sp< { fi”, fi") y en el mercado M* existen oportunidades

de arbitraje.

0
Una estrategia de M* tendra la forma [9 } con ® € R™ 6'cR. Obsérvese

gue, puesto que en M no existen oportunidades de arbitraje, en cualquier estrategia
que constituya una oportunidad de arbitraje de M*, debera estar incluido el activo

ficticio, esto es, 67 2 0.

Entonces, si en M* existen oportunidades de arbitraje, existiran 6 ¢ R",
0'eR, 6 = 0, tales que:
8.8, +08 8/ =0
8" Si(e) + 6 fi(0) 20, Vj=1,2,.. k

No es necesario exigir la desigualdad estricta el algin estado de la
naturaleza, puesto que f; no es alcanzable.

De aqui se sigue que la existencia de oportunidades de arbitraje en M*,

implica que existe ¢ = -é!; 6 e R™ que verifica:

Q@ "S- SSZ 0
0 equivalentemente:
Vo(9) = S;

y ademas:
@ .S(@) - film)) 20, Vji=1,2, .k si8 <0
0" Si(e) - Hi(0) <0, ¥i=1,2,. .k si6f>0.
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Entonces, si 6° < 0, la estrategia ¢ pertenece al conjunto factibie del
programa primal de minimizacion (P,), por lo que se verificara que V(@) = fi”. Pero

V(@) = St por lo que contradice nuestra hipotesis inicial de que SH< fi".

Analogamente, si 6 > 0, la estrategia @ pertenece al conjunto factible del
programa primal de maximizacion (Py), por lo que se verificarad que V(o) < fi". Pero
Vo(0) = S5, por lo que se contradice nuestra hipétesis inicial de que S§> fi’, y queda

demostrada la Proposicion.

Sea M un mercado de un periodo con k estados de la naturaleza, incompleto,
sin oportunidades de arbitraje; y M* un mercado definido por la incorporacion a M
de la negociacion de un active ficticio que da derecho al flujo f;. Se han obtenido los
precios que puede tomar el activo ficticio para que en M* no existan oportunidades
de arbitraje, dependiendo de que el flujo f; fuese o no replicable en M. Se presentan

aqui estos resultados, para comentarios conjuntamente.

Si f; no es replicable, es condicion necesaria y suficiente de ausencia de
oportunidades de arbitraje en M* que el precio del activo ficticio, S}, pertenezca al

intervalo abierto:

o) o, EolE])

P B2
& 1) (ngn (1+r),mgx {1+1)

donde Q representa las probabilidades neutrales al riesgo de M.
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Si f; es replicable, es condicién necesaria y suficiente de ausencia de
oportunidades de arbitraje en M* que el precio del activo ficticio, S, tome el valor:
E, [£.]
(+r)’

donde Q representa las probabilidades neutrales al riesgo de M.

Para comparar la condicion del caso de que no sea replicable y del caso en
que si lo sea, escribimos esta ultima en forma de intervalo: Si fi es replicable es

condicion necesaria y suficiente de ausencia de oportunidades de arbitraje en M* que

el precio del activo ficticio, S|, pertenezca al intervalo cerrado:

[f;,ﬁ]—{ (IE)] c?x(ljr)]}

donde Q representa las probabilidades neutrales al riesgo de M. Obsérvese que,

puesto que f, es replicable, f;” = f;", y este intervalo es en realidad un solo valor. El

intervalo abierto correspondiente seria el conjunto vacio.

No es posible, entonces, enunciar una condicion suficiente de ausencia de
oportunidades de arbitraje en M*, comGn a los casos de flujos replicables y no
replicables. Si podria enunciarse una condicion necesaria coman a los dos casos que
se presentan en mercados incompletos: para que haya ausencia de oportunidades de

arbitraje en M* es necesario que el precio del activo ficticio, S}, pertenezca al

intervalo cerrado:

[f. f 1-[“2“ (ljfr)] “‘3"%’

donde Q representa las probabilidades neutrales al riesgo de M.
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Esta condicion es necesaria para ambos casos, y asi se presenta, por
ejemplo, en Pliska (1997). Es mas, esta condicion es también necesaria en el caso de
mercado completo. De hecho, la condicion planteada es necesaria y suficiente para el
caso en que exista replicacion, bien sea el mercado completo o incompleto®®;
mientras que en el caso de que no exista posibilidad de replicacion es solamente
necesaria y, como se ha visto, es posible enunciar una condicién necesaria mas

restrictiva que, ademds es suficiente

La conclusion a la que llegamos es que, en el modelo trabajado, la
diferencia fundamental para la valoracion estd en el hecho de que los flujos sean
replicables o no. Diferenciando estos dos casos, siempre es posible enunciar
condiciones necesarias y suficientes de ausencia de oportunidades de arbitraje en
M*

La diferencia entre ambos consiste en que, cuando hay replicacion, el precio
debe estar en un intervalo cerrado, que en realidad es un solo valor, mientras que
cuando no hay replicacion, el precio debe estar en el abierto correspondiente, que
sera un intervalo no vacio. Otra forma de ver la diferencia entre los dos casos es la
siguiente: cuando existe replicacion, el precio de los activos puede calcularse como
la esperanza matematica del precio final descontado, bajo cualquier medida de
probabilidad neutral al riesgo. Ademas, siempre se obtendra el mismo valor. Cuando
no existe replicacion, en cambio, si se sigue el mismo procedimiento, se obtiene que
algunas medidas neutrales al riesgo dan lugar a precios que provocan oportunidades
de arbitraje. Este resultado es coherente con el Teorema 4, que se referia Gnicamente

a las medidas de probabilidad neutrales al riesgo equivalentes a P.

“ En ambos casos, el intervalo cerrado es, de hecho, un solo valor.

* No conozco ninguna fuente, anterior a esta Tesis, en que s¢ enuncie tal condicion.
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Concluimos, asi, que la existencia de una medida de probabilidad neutral al
riesgo no garantiza la ausencia de oportunidades de arbitraje, si no es equivalente a
P. Obviamente, las medidas Q* y Q** no seran equivalentes a P; se observa tanto por
la afirmacién anterior, como directamente por los programas lineales de que son
solucion. A continuacion se presenta una proposicion que establece la relacion que
existe entre Ja existencia de oportunidades de arbitraje y de medidas de probabilidad

neutrales al riesgo, no necesariamente equivalentes a P.

Proposicion 1.8
En un modelo uniperiddico con k estados de la naturaleza, se verifica que en
el mercado no hay oportunidades de arbitraje tipo I, si y sélo si puede definirse

sobre ((1,F) una medida de probabilidad neutral al riesgo.*

Demostracion:
1a demostracion es una aplicacién inmediata del lema de Farkas. La
ausencia de oportunidades de arbitraje tipo II, planteada a partir de los precios
descontados significa que:
v 8eRF, 85,20 = 0°.5,>0
Pero, de acuerdo con el lema de Farkas, podemos enunciar la siguiente condicion
necesaria y suficiente de que 0.5 = 0 sea desigualdad derivada de 9.5, 2 &
AgeR*, q20talqueq’ .S =So
Y podemos observar que el vector q define una medida de probabilidad neutral al

riesgo. Queda, asi, demostrada la proposicion.

* Recuérdese €} Teorema 1 (seccién 2.3.3 del Capitulo I) en cuanto que 1a existencia de eportunidades
de arbitraje tipo II implica Ia exisiencia de oportunidades de arbitraje tipo I, pero €l reciproco no ¢s
cierto.
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Capitulo Il Valoracién en un modelo de un periodo

Se sigue de forma directa que, si se trabaja exigiendo Unicamente la
ausencia de oportunidades de arbitraje de tipo II, si es posible enunciar una condicion
necesaria y suficiente Gnica para todos los casos planteados. Sea M un mercado de un
periodo con k estados de la naturaleza, sin oportunidades de arbitraje, y sea M* el
mercado definido por la incorporacion a M de la negociacion de un activo ficticio
que da derecho a un pago fi en el momento final, entonces en M* hay ausencia de
oportunidades de arbitraje de tipo Il si y solo si el precio inicial del activo ficticio,

Sf | pertenece al intervalo cerrado:

7,101 15

donde Q representa las probabilidades neutrales al riesgo de M. Hay que resaitar que
si se puede replicar el flujo fi el intervalo sera, de hecho, un tmico valor. En
cualquier caso, el procedimiento utilizado en la Tesis para valorar es garantizar la
ausencia de todas oportunidades de arbitraje (tipo 1 y tipo II), por lo que la

proposicion 11.8 y sus consecuencias constituyen una aclaracion.

Un proyecto de inversion queda definido por unos flujos de caja (f5,0) y
(f1,1), donde f; es un valor real y f; una variable aleatoria definida sobre Q. Si f; es
replicado por una estrategia 0, el valor de la oportunidad de invertir queda
completamente determinado. Se encuentra una aplicacion de esta consideracion
conjunta de mercados completos e incompletos, si hay replicacion, en la valoracion
de inversion cierta. Asi, es ahora inmediato demostrar la implicacion inversa de la

proposicion I1.2.
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Partimos del mercado M, sin oportunidades arbitraje, en que existe un activo

sin riesgo, con proceso de precios S;=1, S/ =1+r. Entonces, un flujo cierto (f,1)
. B . . 9(] — fl el _ 0
siempre sera replicado, en el mercado M, por la estrategia b” = o770 para

todo i =1,.., m-1. Sea M* el mercado definido por la incorporacion a M de la
negociaciéon de un activo ficticio que da derecho al flujo ;. Se sigue de lo anterior,
gue existe, para el activo ficticio, un precio, y s6lo uno, que garantiza {a ausencia de
oportunidades de arbitraje en M*. Ese precio es:

st~ D

0 = T

1+r1

Se ha llegado a la conclusion de que si el flujo futuro es replicable el
problema de valoracion de una inversion, queda completamente resuelto; no se puede
afirmar lo mismo si el flujo no es replicable. Para el valor de un flujo no replicable,
fi, es posible determinar un conjunto de valores, con independencia de preferencias y
expectativas y todos coherentes con el Teorema de Separacion de Fisher. El conjunto

de valores est definido por el intervalo;

. 6= min—?:—g-—-[ﬁl,maxggl&]r
Q {1+r)" q

(1+1')

Puesto que no es posible encontrar un valor concreto para el flujo, no se
puede aplicar directamente el Teorema 2 para agregar ¢! precio de los dos flujos. En
este caso, sin embargo. no se plantea ningun problema puesto que el flujo f; esta
definido en el momento inicial v puede considerarse parte del precio imcial del
activo ficticio que da derecho al flujo fi. El valor del intercambio sera el exceso de
precio sobre fy, que es necesario pagar por el activo ficticio, en el momento inicial,

para que en M* no existan oportunidades de arbitraje.
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. . . . 3
Es inmediato que el exceso de precio debe pertenecer al intervalo: !

f

Ia regla de decision quedaria definida del siguiente modo: si todos los
valores del intervalo son positivos la inversion es recomendable, el valor de la
oportunidad de invertir tomaria Jos mismos valores que el valor de mercado del

intercambio:

Vop(fs, fl)f:( + min (Q[r)] s FIQE)]J

Si todos son negativos, la inversion no es aconsejable. El valor de la

oportunidad de invertir es cero.

Si el intervalo contiene valores positivos y negativos, el valor de la

oportunidad de invertir perieneceria al intervalo:

Vopulfs, fi) € [0 f, + max E, ff, ])

o (1+1)

En el caso de una inversion que dependa de un flujo no replicable, que de
lugar a un intervalo de precios que contiene precios negativos y positivos, no se
puede tomar una decision Unica con el criterto definido. Seria necesario utilizar otros
criterios que necesariamente dependeran bien de las preferencias, a través de la
medida de probabilidad P que corresponda al inversor; bien de las expectativas de los

inversores, a través de su funcion de utilidad.

31 Recuérdese que £, tiene necesariamente signo negativo.
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Capitulo HI

Valoracion en un modelo de multiples

periodos

1. VALORACION DE INVERSION CIERTA
1.1. Medelizaciéon de un proyecto de inversion

Una inversidn cierta, esto es, con activos ciertos e inversor pasivo, quedaria
modelizada por la entrega de un conjunto de capitales, a cambio de los cuales se
recibiria otro conjunto de capitales. Tomando con signo negativo los capitales
entregados, la inversion puede representarse por un conjunto de flujos de caja netos
con vencimiento en los sucesivos momentos de tiempo considerados.

{(f, 0), (£, 1), ..., (Fr, T)}

Puesto que los recursos son ciertos, f; € R, paratodot =0, 1, .., T. Puesto
que el inversor es pasivo, la inversion no recoge opciones reales, salvo la inicial de

invertir o no invertir.
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1.2. Oportunidades de inversién financiera

Supondremos un mercado financiero, M, en que se negocian m activos, con
procesos de precios 8'={S$! }.01,.7, parai=0, 1, .., m-1. Las estrategias, como han
sido definidas en el capitulo 1, representaran cantidades mantenidas de los activos.

0
6,
1
i

Seran procesos en R™, @ ={0}1,.. 1, siendo 8, = . Supondremos que en este

em—l

t

mercado no existen oportunidades de arbitraje.

Se supondra que el precio futuro del activo sin riesgo, S°=&? Ln,],...;r no

depende del estado de la naturaleza en que se concrete el entorno, esto s, su proceso
de precios es cierto. Esta restriccion lleva a que la “actividad” del inversor al
intercambiar recursos ciertos no tenga ningun valor, por lo que se identificara
inversion con recursos ciertos € inversion cierta (recursos ciertos con inversor
pasivo). En el capitulo 1V se presentara, como generalizacion, el estudio de mercados
con tipos de interés estocasticos, que daran lugar a intercambio de recursos ciertos

CON INVersor activo.

Como ya se observo en modelos de un periodo, para valorar inversiones
ciertas no es necesario considerar todas las oportunidades de inversion financiera;
basta conocer los intercambios de recursos ciertos que se producen en el mercado. El
fundamento se encuentra en el siguiente Teorema, que puede contemplarse como una

generalizacion de la proposicion 11 1.
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Teorema 5
En un mercado M sin oportunidades de arbitraje, cualquier activo, o cartera
de activos negociados con proceso de precios cierto, tendrd un proceso de precios

igual o proporcional al del activo sin riesgo, s?.

Demostracion: 2
Se demostrara e} Teorema por reduccién al absurdo. Supongamos que existe
un activo sin riesgo en el mercado con un proceso de precios no proporcional a s
entonces, existe 1 <b < m-1, con S° tal que, para un valor real, A, y para algun valor
det, h=1,.T, verifica:
St=A.S;

Ss=AS,

Si Si< A.S), es posible construir una oportunidad de arbitraje: en el
momento inicial s¢ compran A unidades del activo con indice 0 y se vende al
descubierto 1 unidad del activo con indice b. Obsérvese que el coste de la cartera es
cero. Estos activos se mantendrian hasta el momento h, en que la situacion neta es
favorable al inversor. Esta cantidad estrictamente positiva se coloca en el activo sin
riesgo hasta el momento final T. Formaimente, la cartera se define por:

B'=A, 8°=-1,0,=0,Vi=12,..m-l;izb,Vt<h

~() b
;= %ﬁg 0,=0, Vi=12,. . ,m-1,Vt>h
h

Efectivamente, es autofinanciada, su valor es nulo en el momento inicial:
Vo@)=A 8- 8=0

y tiene valor positivo en T:

0 b
Vo)A 5o

h

*? La demostracién s andloga a la de la proposicién I1.1.
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Si S'> A SY, el razonamiento seria analogo. La oportunidad de arbitraje

seria entonces la cartera de signo contrario.

Tal y como se vio en el modelo de un periodo, en este tipo de mercados

podemos suponer, sin pérdida de generalidad que existe un Gnico activo sin riesgo.

Se seguir suponiendo, ademas que su precio inicial es unitario, esto es, Sp= 1.

1.3. Valor de la oportunidad de invertir

Se pretende valorar una inversion real, definida por el conjunto de flujos
ciertos representados por los capitales (f;, 0), (fy, 1) ... {fr, T). Para ello, definimos el
mercado M*, por la incorporacion al mercado M de un activo que da derecho a
recibir estos capitales. El valor del intercambio de tales flujos, es el precio que
deberia tener dicho activo para que en M* no existan oportunidades de arbitraje. En
esta seccion encontraremos un valor tal, que si el precio del activo no es ese, en M*

existen oportunidades de arbitraje.”

Proposicion 1.1
La ausencia de oportunidades en M* implica que el precio inicial del activo

ficticio debe ser S{=fy + —f—:)— +...+—;%.
1 T

*¥ Se ver4, posteriormente que el resultado inverso también es cierto. Se sigue el mismo orden que en
el capitulo II para el modelo de un periodo v, por las mismas razones,

104



Capitulo 111 Valoracion en un modelo de multiples periodos

Demostracion:

Efectivamente, el precio en t, de un activo que da derecho a recibir el
capital (£, t) debe ser f,. Basta entonces aplicar el Teorema 5 vy se llega a la siguiente
conclusion: si en el mercado financiero M*, no hay oportunidades de arbitraje, el
precio en el momento 0, de un activo que da derecho a recibir el capital (£, t) debe

f, f,

ser —L §% = Lt
st s?

Obtenido el precio inicial que corresponderia a cada pago, basta tener en
cuenta la linealidad de las funciones de valoracion (Teorema 2). Si el mercado M* no
contiene oportunidades de arbitraje, el precio del activo ficticio sera:

f. f
So=fat+ L+ .+
B

Queda asi demostrada la proposicion.

Este resultade es coherente con ¢l “Teorema de separacion de Fisher”, o

“principio de comparacion” (con el mercado).

El valor de la oportunidad de invertir en t = 0, en un proyecto que de

derecho a los capitales: (fy, 0), (fi, 1) ... (fr, T), si existe™, sera®:

Vopo(fo, fi, ..fr) = (fo +—;—"0— +.. +f—g—]

k T

* Se confirmara que existe cuando se demuestre ¢l inverso de la proposicién IIL 1.

* Introducimos en ta notacién, como subindice, el momento de la oportunidad y de su valoracién,
aqui coincidentes; y, entre paréntesis los derechos que proporciona 1a oportunidad.
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La expresion final del valor de la oportunidad de invertir dependera de la
dinamica concreta de los precios del activo sin riesgo. La dinamica que se plantea
mas frecuentemente, es la dada por la siguiente ecuacion en diferencias finitas:

AS? = 8!, 1 parat=1,2, .., T

donde, el parametro r,, conocido, recibe generalmente el nombre de tipo de interés
sin riesgo para el periodo t; en lo sucesivo se denominara tipo de interés del periodo t

del mercado M 3¢

Con esta dinamica, se obtienen las siguientes expresiones del precio S, en

funcién del precio inicial y final:

t T
S; =S5 [ J+r) =8} JJO+x)
h=1 h=t+}

Puesto que se supone que Sp= 1, la expresion del valor del intercambio
obtenido quedara:
T
+ +
£ LA [10+r)
t=t

Sg=fo+

Obsérvese que esta expresién coincide con la del tradicional valor actual
neto de una inversion con flujos de caja ciertos. El valor de la oportunidad de levar a
cabo este intercambio, o valor de la oportunidad de invertir en el proyecto
correspondiente, sera:

+

f

+
H(l«kr{)
t=}

f f
Vi fh,f,6, . fH=(f+—r+—+—— 2 4
opolto, i, f2 7) 0+(1+r1)+(1+r]).(]+r2)Jr

% Obsérvese que no se indicara que la tasa de interés corresponde a un activo libre de riesgo. La razén
€s que cn nuestro andlisis no se consideraran distintos tipos de interés en funcién del riesgo del activo.
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2. VALORACION DE INVERSION ALEATORIA CON
ESPACIO DE ESTADOS FINITO

2.1. Moedelizacion de un proyecto de inversion

Sea Q) = (0, 03, ..., ®) el espacio de estados de la naturaleza, F el conjunto
de las partes de 2 y P una medida de probabilidad definida sobre (€2, F), tal que
P(wy) > 0, ¥Vj = 1,.._k. Se consideran los momentos del tiempot=10,1,., T,y la
filtracion 3 = {Fi}, -0, 1,1, que representa la informacion de los inversores en cada
momento del tiempo. Se supone que en el comienzo no hay informacién alguna, esto
es, Fo = {&, Q}, y en el momento final se dispone de toda la informacion Fr=F. La
incertidumbre del inversor queda representada por el espacio de probabilidad (Q,F,P)

con la filtracién I asociada.

Puesto que se considera inversion aleatoria en un modelo de miGltiples
periodos, la oportunidad de invertir en un proyecto, serd la oportunidad de un
intercambio entre flujos, si el inversor es pasivo; pero, si el inversor es activo, de un

intercambio de flujos y oportunidades futuras.

Los flujos de caja a que da derecho una inversion objeto de analisis quedan
representados por capitales (f,, t), donde se exige que f, sea medible respecto de Fi,

parat=0, 1, ..., T. Esta exigencia nos lleva a la signiente modelizacion:

fo € R, representa e} cobro (si es positivo) o pago (si negativo) a que daria

lugar la inversion en ¢l momento inicial
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fr=({o,) flo,) .. frloy)), donde fi{w;)eR representa el cobro (si
es positivo) o pago (si negativo) a que daria lugar la inversion st se presenta el estado

de la naturaleza o;, paraj=1, 2,.. k.

Parat=1,2 .., T-1, f = {flo,) f.lo,) .. f.{o.)), donde fi(o;)eR
representa el cobro (si es positivo} o pago (si negativo) a que daria lugar la inversion
si se presenta el estado de la naturaleza o;, para j= 1, 2,....k. Debe tenerse en cuenta
que si ©;, ®; son indistinguibles bajo F,, debe verificarse que fi(w;) = f(w;-). Para t <T
existirin, en general, sucesos indistinguibles, por lo que seria posible utilizar

vectores de una dimension menor que k para representar un flujo de caja.

Una oportunidad en el momento t, de intercambio de un conjunto de flujos
(fi, t), (fq, t+1),..., (fr,T) se representard como:
opu(f, fi, ..., f1)

Una oportunidad en el momento t, de intercambio de un conjunto de flujos,
(ﬂ, , tl),..., (fth, th); y un conjunto de oportunidades, (optw, th+]),..., (oplm, theg ); se
representara como:
opdf, , .., f, 0Py, 0Py )

las sucesivas oportunidades daran la posibilidad de conseguir nuevos intercambios de
flujos, o nuevas oportunidades, pero, en ultimo término las variables siempre seran

flujos.

Es necesario, ademas, especificar las relaciones que puedan existir entre las
distintas oportunidades. Si son complementarias, en el peor de los casos serd
necesario valorarlas de forma conjunta. Si son excluyentes, serd necesario

seleccionar aquella que tenga un mayor valor.
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El primer ejemplo de oportunidades excluyentes es el de las oportunidades
de invertir y de no invertir en el momento inicial. Cuando se trabaja con un modelo
de un solo pericdo, si no se tnvierte en el momento inicial, se pierde toda
oportunidad. En un modelo de varios periodos, en ocasiones, existe la oportunidad de
invertir en otro momento posterior, cuando se dispone de mas informacion. En ese
caso, de acuerdo con la regla de decision fijada, el valor de la oportunidad de invertir
sera:

Vopo (invertir)= maximo{ Vopy (invertir en t=0) , Vop, (no invertir en t=0)}
donde:

1° El valor de la oportunidad de invertir ahora, Vop, (invertir en t=0), serd
el maximo entre cero y el valor de mercado en el momento inicial de todos los flujos
y oportunidades que se recibirian.

2° El valor de la oportunidad de no invertir, Vopy (no invertir en t=0), sera
el maximo entre cero, y los valores de mercado de cada una de las oportunidades

excluyentes, que, normalmente seran las de invertir en distintos momentos del

tiempo.

2.2. Oportunidades de inversion financiera.
2.2.1. Elementos del mercado

Dado el espacio de probabilidad definido en la seccion 2.1, (Q, F, P), con la
filtracion asociada 3, se supone un Unico mercado financiero, M, sin oportunidades

de arbitraje, en que se negocian m activos, con procesos de precio adaptados a dicha

filtracion:

S' :{Si}po,l,__,.r, parai=0, 1, ., m-1.
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El indice cero cotresponde a un activo sin riesgo que sigue un proceso de

precios que no depende de los estados de la naturaleza; el precio de este activo en los
sucesivos momentos, SU, toma un valor real parat=0,1,2, ..., T. El tipo de interés

puede ser distinto en los sucesivos periodos, por los que el precio para los sucesivos

t
momentos de tiempo puede expresarse como S;= S)[J(i+r,). Si ademas se
h=1

1
supone que So=1, queda S{= [[(i+r,). Cuando sea mas comodo, por coherencia
h=1

con los demas activos, se expresard el precio en un momento por un vector con

componentes iguales.

En dicho mercado se negocian, ademas, m-1 activos con riesgo, esto es que

dan derecho a pagos diferentes en los distintos estados de la naturaleza.

El vector de precios iniciales tendra la misma representacién que en el

modelo de un periodo:

s¢ 1
SG = S'E = S:f]
S(r)n-l Sgll

La matriz de precios finales se define en el momento T:

() (T10+5) T1a+s) - [10+5)

S?f h=1 . h=1 ] h=1 :
go=|§2 |= ST((BI) T(mz) S‘I‘(mk)
! A S%((Di) S%(mz) S%((Dk)

o : . . .
St ) sme)  Se,) - SM(o,) )
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Para momentos del tiempo, t, entre el origen y el final, 0 <t < T, el precio

debe ser el mismo para sucesos indistinguibles en F,. Para un suceso A € F,
representaremos por S'(A), el precio en el momento t del activo i, cuando se

presenta cualquiera de los estados de 1a naturaleza incluidos en A

2.2.2. Modelos de un periodo derivados del general

La descomposicion de un modelo de maltiples periodos en varios modelos
de un periodo permitird aplicar aqui los resuitados obtenidos en el capitulo anterior.
Para construir cada modelo uniperiddico, nos situaremos en cada una de las distintas
concreciones del entorno que podemos encontrar en cada momento del tiempo
anterior al final. Situados en un suceso, contemplaremos Unicamente las posibles
concreciones del periodo siguiente a partir de dicho suceso. La formalizacion se

apoya en la idea de filtracion y en las siguientes definiciones.

Definicion (particién asociada a un lgebra)
Dada un algebra, llamamos particion asociada a ella al conjunto de todos ios

elementos de la misma, distintos del vacio, que no pueden obtenerse como union de

otros.

Definicion (sucesion de particiones de la filtracion del inversor)
Se denomina sucesion de particiones de la filtracion J = {Filea, a aquella

cuyos términos, Py, son las particiones asociadas a las sucesivas 4lgebras F.
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Representaremos el mimero de elementos de P; como (P, ) . Que un conjunto

A pertenezca a Py, significa que en el momento t el inversor sabe si A se ha

presentado o no.

Definicion (predecesor en un momento dado de un suceso)
Dado A, medible respecto F., para T =0, 1, 2,....T, llamamos predecesor del
suceso Aent<t,t=0, 1,...T, y representamos por A{A), al tnico elemento de P;

en que esta incluido A.

Se destacan, como caso particular, los predecesores, en un momento
cualquiera de los distintos estados de la naturaleza, A«(w;), paratodot =10, 1, .., T,

paratodoj=1,2, .., k

Definicion (sucesores inmediatos de un suceso)
Dado un suceso A €Py, parat=0, 1, ..., T-1, se llama sucesores inmediatos
de Ay se representan por A, A% A"™ a los elementos de P cuya union da lugar

al suceso A.

Cada suceso AcP; da lugar a un modelo de un periodo”, derivado del
modelo general, que denominaremos modelo uniperidodico generado por A. En cada
momento t = 0, 1, ..., T-1, se definird un nimero de modelos de un periodo igual al
numero de elementos de P,. El modelo uniperiodico generado por A €Py, para t =

0,...,T-1, se define a partir de los elementos que se presentan a continuacion.

%7 Facilita la intuicion de la descomposicién y los resultados que se siguen representar 12 evolucién de
la informacién en un arbol, en que los nudos son los sucesos, de que parten tantas ramas como
sucesores inmediatos tengan.
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El conjunto de estados de la naturaleza es Q(A) ={A!, A% . A"} EI
algebra es la definida por el conjunto de las partes de C}(A), que representaremos por
Fa < Fua. La medida de probabilidad Pa, definida del siguiente modo: PA(A®) =
P(A®/ A)parag =1, 2, ..., v(A). El espacio de probabilidad el modelo uniperiddico
generado por A serd, (€A}, Fa, Pa).

La relacién entre los resultados obtenidos en el capitulo I y los que se
obtendran aqui, se basa fundamentalmente en e} hecho de que el mimero de estados
de ia naturaleza del modelo uniperiddico generado por A es el nimero de sucesores
innmediatos de A, W(A).

2.2.3. Ausencia de oportunidades de arbitraje

Proposicién 111.2
En un mercado de varios periodos hay ausencia de oportunidades de

arbitraje si y solo si hay ausencia de oportunidades de arbitraje en todos los mercados

uniperiddicos derivados del mismo.

Demostracion:
En primer lugar, supondremos que existe una oportunidad de arbitraje, 6, en
el modelo uniperiodico generado por AePy: (€24, Fa Pa). Se demostrard que,

entonces, es posible construir una oportunidad de arbitraje para el mercado global.
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La existencia de oportunidades de arbitraje en el mercado generado por A
significa que existe una cartera 0, tal que, cuando se da el suceso A ent = h, verifica
Vi(0) = 0, Vh.1(0) > 0 para todo suceso A%, g =1, 2, ...v(A), Vp1(0) > 0 para algin
valor g =1, 2...v(A).

La estrategia que define una oportunidad de arbitraje para el mercado global
consiste en no comprar ni vender activos hasta el momento h; en ese momento se
observa si se presenta el suceso A. Si no se presenta, el inversor no efectuara
negociacion alguna, con lo que su resultado final sera cero. Si se presenta el suceso
A, el inversor seguira la estrategia 6. Puesto que esta estrategia constituye una
oportunidad de arbitraje para este modelo de un periodo, el inversor alcanzara el
momento h + 1 con un valor no negativo en todos los estados de la naturaleza y
estrictamente positivo para alguno de ellos; si alcanza alguno de estos ultimos, en el
momento h -+1, vendera todos sus activos y, a cambio, adguirird activo sin riesgo,

que debe mantener hasta el momento final, T.

Formalmente, esta estrategia, ©, se define del siguiente modo:
Paratodot<h, ¢.=(0, 0, ..., 0) eR™
Sient=hno sedaelsuceso A, ¢, = (0,0, ..., 0) eR™, Vt>h,

Si TR\ v G Vg@,o,...ﬁ]ek'“,vwhﬂ.
Sh+1

Se comprueba, de forma inmediata, que la cartera @ constituye una
oportunidad de arbitraje para el mercado global. Efectivamente, se trata de una
cartera autofinanciada con valor inicial nulo y con valor en el momento final t = T no
negativo para todos los estados de la naturaleza y estrictamente positivo para alguno

de ellos.
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Supongamos ahora que existe una oportunidad de arbitraje en el mercado
global, esto es existe O tal que Vo(0) = 0 y V(0) = 0 para todos los estados de la
naturaleza, siendo V(6) > O para algun estado ;. Demostraremos que, entonces

existe alguna oportunidad de arbitraje en algin modelo uniperiodico.

Dada esta estrategia, G, observaremos su valor en el momento T-1.
Supongamos que, para alguno de los sucesos de Py.;, este valor fuese negativo. En el
modelo uniperiddico generado por tal suceso, hay definida una estrategia con valor
inicial negativo y valor final no negativo, por lo que esta definida una oportunidad de
arbitraje de tipo H, que implica la existencia de oportunidades de arbitraje de tipo 1.
Supongamos que Vi.i(6) = 0, para todos los sucesos de Pr,; demostraremos que
también es posible encontrar una oportunidad de arbitraje en algin modelo

uniperiodico.

Para ello, observamos el valor de la estrategia en el predecesor inmediato de
0j, Ar1{®;), siendo o; un estado para el cual V1{8) > 0. Si el V1.1(0) = 0 en Ar.(wj),
esta definida una oportunidad de arbitraje en el modelo uniperidédico generado por
Ar.1(w;). En otro caso, necesariamente, V1.1(6) > 0 en Ar_ (), y podemos repetir el
andlisis anterior para el periodo que comienza en T-2. Asi, para que no existan
oportunidades de arbitraje, Vr2(0) = 0, para todos los sucesos de Pr.z, y V1.2(6) > 0

en A’]'.z(m}).

Retrocediendo en el tiempo, llegamos a que, para que no existan
oportunidades de arbitraje en los periodos definidos entre t = 1 y t = T,

necesariamente ha de verificarse V1(0) > 0, para todos los sucesos de Py, y V{(8) > 0
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en Aj(w;). Pero, puesto que Vo(8) = 0, en este caso estaria definida una oportunidad

de arbitraje en el primer periodo.

Queda demostrado asi que la ausencia de oportunidades de arbitraje en los
modelos derivados implica la ausencia de oportunidades de arbitraje en ¢l modelo

global; y, con ello, queda demostrada la proposicion en las dos direcciones.

Utilizando esta proposicién, llegamos a una restriccion que impone ia
hipétesis de ausencia de oportunidades de arbitraje sobre las oportunidades de
inversion financiera. Efectivamente, si esta hipotesis implica la ausencia de
oportunidades de arbitraje en cada modelo uniperiodico, en cada uno de ellos el

nimero maximo de activos con procesos de precios linealmente independientes v(A).

Denominaremos modelo de dos periodos derivado del modelo general,
generado por un suceso AcPy, a la consideracion conjunta del modelo uniperiodico
generado por el suceso A, y los modelos uniperiodicos generados por los sucesores
inmediatos de A. Analogamente pueden definirse modelos derivados del modelo
general de tres periodos generados por un suceso AeP,, y en general modelos
generados por AeP,, siempre que el nimero de periodos del modelo sea menor o
igual que la diferencia entre el final del modelo general, T, y el momento que se
considera origen del modelo derivado, t. De la Proposicion I11.2 se sigue, de forma
inmediata, la siguiente conclusion: en un mercado de varios periodos, la ausencia de
oportunidades de arbitraje es condicion necesaria y suficiente de ausencia de

oportunidades de arbitraje en todos los mercados derivados del mismo.

116



Capitulo 1] Valoracién en un modelo de mitltiples periodos

2.3. Medidas de probabilidad neutrales al riesgo

La definicion de medida de probabilidad neutral al riesgo en un modelo de
varios periodos recoge la misma idea que en modelos uniperiédicos: bajo dicha
medida, todos los activos tienen, en media, el mismo rendimiento que el activo sin

riesgo. Para formalizar esta idea es necesario incluir una definicion previa.

Definicién (martingala):

Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P) con una filtracion 3, y un proceso
estocastico x={X:}1ea adaptado a 3J, se dice que dicho proceso es una martingala con
respecto a 3, si verifica:

i) E[ixl] <, VteA

Wy E[x | Fo]=x, Vs<t

Utilizando las propiedades de la esperanza condicionada (ley de las
esperanzas tteradas), es inmediato demostrar que, si se esta trabajando en tiempo
discreto, como es el caso, es condicion necesaria y suficiente para que un proceso
x={X:}-0,1, v adaptado a 3, sea una martingala con respecto a 3, que verifique:

iy E[lxl]<w, vt=0,1,...T

i) Ef %1 | Byl =%, Vi=0,1, ., T-1

St un procesc es una martingala, con la informacion que se tiene en un
momento del tiempo, t, el vaior que se espera tome el proceso en un momento del
tiempo posterior, es el valor que toma en el momento t. Obsérvese que, en el modelo
de un periodo esta es la propiedad que verifican los precios descontados de los
activos, con [as medidas de probabilidad neutrales al riesgo. La generalizacion viene

dada, pues, del siguiente modo.
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Definicion (probabilidad neutral al riesgo de un modelo de varios periodos)
Se denomina medida de probabilidad neutral al riesgo de un modelo de T
periodos, con espacio de estados discreto, y se denota por Q, a una funcién de
probabilidad definida sobre el conjunto de estados de la naturaleza, tal que todo
proceso de precios descontados de un activo negociado en ei mercado, bajo dicha

probabilidad, constituye una martingala.

La relacion entre ia ausencia de oportunidades de arbitraje y las medidas de
probabilidad neutrales al riesgo en un modelo de varios periodos resulta ser la misma
que en los modelos uniperiodicos. A continuacidén se enuncia y se demuestra un

Teorema que presenta dicha relacion.

Teorema 6
En un mercado con T periodos y k estados de la naturaleza, hay ausencia de
oportunidades de arbitraje si y s6lo si puede definirse sobre (€2, F) una medida de

probabilidad neutral al riesgo equivalente a P.

Demostracion:

Demostraremos, en primer lugar, que si puede definirse dicha medida de
probabilidad neutral al riesgo, equivalente a P, no hay oportunidades de arbitraje,
siguiendo el razonamiento ya utilizado para demostrar la afirmacién analoga en el
modelo de un periodo. Efectivamente, si existe una medida de probabilidad, Q,
equivalente 2 P y neutral al riesgo, el valor descontado de una estrategia
autofinanciada es una martingala bajo Q. Dada una estrategia autofinanciada, 8, su
valor descontado, en el momentot=0, 1, ..., T-1 sera:

mt m-t . m-1 ) i
@ -3 0.5 = S0 B s 5] - EQ[ZB; .S:ﬂlFtJ
y=f) 1=0

i=1
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Pero la condicion de autofinanciacion indica que:
1 o 1 1 —_
Ze;‘SHi - ZetH'SHI - Vfﬂ(e)
1=l 1=1

de donde se sigue que:
V{8) = Eq [Vi-1(6) F)

El valor descontado de cualquier estrategia autofinanciada es una martingala
bajo Q y, por tanto, su valor en ¢l momento inicial puede obtenerse como ia
esperanza de su valor descontado en el momento final:

Vo() = Vo(8) = Eo[ F{8) | Fol = EolV1{0)]

Una oportunidad de arbitraje debe tener valor inicial nulo y valor final
(descontado o no) no negativo, pero si una variable no negativa tiene esperanza nula,
no puede ser estrictamente positiva para ningin estado de la naturaleza. Queda
entonces demostrado que, si existe una medida de probabilidad neutral al riesgo, no
¢s posible construir una estrategia de arbitraje, y queda demostrada la primera

implicacion del Teorema.

L.a demostracion de que la ausencia de oportunidades de arbitraje implica la
existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo se basara en la
Proposicion HI.2. Esta proposicion indica que la ausencia de oportumidades de
arbitraje en el modelo de T periodos implica la ausencia de oportunidades de
arbitraje en cada modelo de un periodo derivado del modelo global, generado por el
suceso A. El Teorema 4 nos asegura que, entonces, es posible construir una medida
de probabilidad neutral al riesgo sobre cada (Q(A), Fa), equivalente a P5. A
continuacion, se demiuestra que si existe una medida de probabilidad de este tipo
para cada modelo unipertddico derivado, es posible definir sobre (€, F) una medida
de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P. Con ello, quedara demostrado el

Teorema.
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Se representara por Q, (,) una medida de probabilidad neutral al riesgo,

definida sobre { Q( Adwj) ), F, () ) equivalente a P, (). Si en el modelo global hay
ausencia de oportunidades de arbitraje, la existencia de esta medida de probabilidad
estd garantizada por la Proposicion I11.2 y el Teorema 4. Entonces, se demuestra que
la siguiente funcion de Q.**
1t
Q) = H QA,{mj)[AHl (‘“ J)]
t=4)

define una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P.

Vemos, en primer lugar que se trata de una medida de probabilidad
equivalente a P. Es evidente que esta funcion asigna un valor estrictamente positivo a
todos los estados de la naturaleza, puesto que es producto de valores estrictamente

positivos. Demostremos que, ademas, la suma de estos valores es la unidad.

Para demostrarlo suponemos, sin pérdida de generalidad, que los estados de
la naturaleza estan ordenados, de manera que los k' primeros tienen el mismo
predecesor en T-1, que denominamos By, los k*-k' siguientes tienen el suceso B

como predecesor comin en T-1, y asi sucesivamente:
B) = Ary(@1) = Ara{@2) = ... = Ar( )
By =Ar0, ) =Ar(0,,,)=.. = Ar(o.)

B(p;—;} = AT-I((Dk{PrA;)*LH) = AT-]((ka-_, _H+2) == AT-](mkgp”))

Analicemos la suma de los valores asignados por Q a los estados o, para j =

1, k"
K K Te
ZIQ([DJ) = ZHQAt(mj][AHI (wj)]
= Fl =0

* Obsérvese qoe Ac (1)) es siempre un sucesor inmediato de A(a,).

120



Capitulo I Valoracion en un modela de multiples periodos

Puesto que los estados ®1,...,@, tienen los mismos predecesores, todos los
sumandos tienen T-1 factores iguales. El factor diferente es QAT_l(m})l_AT(OJ j) =

=Q,, ((o j), esto es la probabilidad del modelo de un periodo generado por By. En la

suma anterior, podemos factorizar, por tanto, del siguiente modo:

k' T-2 'S
ZQ(‘DJ) = HQA[(BK)[AUI (Bl )IZQBI (c‘)j)
=1 t=0 =1

Pero, puesto que Q, (mj), para j = 1,..., k', define una medida de probabilidad,

sabemos que su suma es la unidad y se obtiene:

i Q(mj) = ltT—j[QAl(Bl)[Am (Bl )]

il

Analogamente, podemos trabajar con los restantes modelos uniperiédicos
descritos entre T-1 y T, y obtendriamos:

kZZQ(m;) = ]i[ QA!(Bz)[Am (Bz)]

=k}

i(l)(lm') = E[QA,(B(P“,)[AM (B(P,_,))]

FPra)-t

La suma de los valores asignados por Q a todos los estados de la naturaleza
sera, entonces:

k {Pra) T2

ZQ(G)j) Z n QAI(B,})[AH! (Bﬁ)]

j=1 p=l t=

A continuacidn, pueden formarse los subconjuntos de {B;,..., B (Pra) 1, que

tienen el mismo predecesor en T-2, y trabajar con los modelos uniperiodicos que se

definen entre T-2 y T-1 de igual modo.
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Continuando el proceso hasta llegar al modelo uniperiédico que se define
entre t = 0 y t =1, generado por €, con sucesores inmediatos Q', %, (**?, donde
v(Q) = (P,). Se llega asi al resultado deseado:

k

2 Q(‘“j) = Qu(Q") + Q@) +...+ Qu( Q") =1

3=

11
Queda demostrado que Q(w;) = HQ A,(wj)[Am (0) j) define una medida de
t=t

probabilidad equivalente a P. Para que el Teorema quede completamente
demostrado, solo es preciso comprobar que se trata de una medida de probabilidad
neutral al riesgo. Para ello, nos basaremos en un resultado previo, que interpreta cada
medida de probabilidad neutral al riesgo de los mercados uniperiodicos derivados del

modelo general, Qa, como una probabilidad condicionada.

Lema lL1
Sea Q la medida de probabilidad equivalente a P, definida sobre (Q2, F)

-1
como Q(w;) = H Q At(mj)[Am((n J)] para j=1,....k. La probabilidad Q, definida sobre
t=0

(€2(A), F,), admite la siguiente interpretacion:
Qu(A% = QlA%[A). parag =12, .., v(a),

Demostracion del lema 111 1:

Sea AePy, por lo que A®ePy.,. Desarrollamos la probabilidad condicionada
que aparece en el Lema del siguiente modo:

Q(AglA) = Q(Ag mA) - Q(Ag) B @EEQQAJ‘%)[AW(“)J')]

Qa) Q) > ﬁQA,(Q,j)[Am(wj)]

YilweA s=0
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Seguimos ahora el mismo razonamiento utilizado en la primera parte de la

demostracion del Teorema, y expresamos la probabilidad en la siguiente forma:

]_t-[ Q,, (as )[ASH (Ag )]

Qfat]a) = =

-1

I QAS(A)[ASH 7y

8=0

Observando que el predecesor de A® en el momento t+1, A (Af) es el

propio A%, y que para todo s < t, A((A®) = A(A), podemos escribir:
1-]
QA, (A'!)(Ag )H QA,(A)[ASH (A)]
et
H QAE(A)[ASH (A)]
s=0

alaja) = -q, (a®)

Pero A; (A®) = A, por lo que queda demostrado el iema.

Continuando con la demostracion del Teorema, observamos que la funcion
de probabilidad Q sera una medida de probabilidad neutral al riesgo, si verifica la

siguiente igualdad:

Eq |fgtl

Fs]= S! para s <t, paratodo i =0,1,..., m-1

Como se indicé en la definicion de martingala, aplicando la propiedad de las
esperanzas iteradas, es inmediato demostrar que esta igualdad se verificara si y solo

si se verifica la siguiente igualdad:

EQLS'I‘H Fll= S! parat=0, 1, T-1, paratodoi=0,1,..., m-1
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A su vez, esto sera cierto siempre que para todo AcP; se de la siguiente

igualdad:
AI«—~ S,i(A) parat=0,1,..., T-1, paratodoi=0,1,..., m-1

EQ lsti+l

Pero, desarrollando esta esperanza matematica tenemos:

AF Sia(A) .Q(A‘|A) + 8i(AY .Q(AZIA) + o+ S (A _Q(AV(A)} A)

Eolst,

Utilizando el lema I11.1, esta expresion se puede escribir del siguiente modo:

BolSiu| Al= Sii(AY) QuA) + Si(AY) .QuAY + ... + S (A™®) . QuA™)

La expresion obtenida es la esperanza matematica de Sf+1, bajo la medida

de probabilidad Qa. Pero puesto que Q, es, por definicion, la medida de probabilidad
neutral al riesgo del modelo uniperiddico derivado de A, se sigue el resultado

esperado:
EqlSi|A]= Eq,Ista] = si(a)

parat=20,1,..., T-1, paratodoi=0,1,..., m-1.

T-F
Con este resultado queda demostrado que Q(w;)= H Q. (wj}[Am (m j) define
t=0

una medida de probabilidad neutral al riesgo sobre (Q2, F), equivalente a P.

Con ello se demuestra que la ausencia de oportunidades de arbitraje implica
la existencia de tal medida de probabilidad. Puesto que la implicacion inversa se

habia demostrado anteriormente, queda completamente demostrado el Teorema.
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2.4. Mercados completos
2.4.1. Caracterizacion de un mercado completo

Se dice que una estrategia O replica un flujo f, medible respecto de Fy, para
cierto valor de t = 1, ..., T, si verifica que Vi (8) = f; para todos los estados de la

naturaleza.

Definicion {mercado completo)
Se dice que un mercado es completo si, para todo valordet=1, ..., T, es
posible construir una estrategia de activos negociados en dicho mercado que replique

cualquier flujo f;, medible respecto de F..

La descripcion del proceso de replicacidn, se basa en la descomposicion del
modelo en modelos uniperiddicos. Asi, para replicar un flujo definido en el momento
t = 1, fi, medible respecto de F;, basta resolver el problema de replicacion para el

Gnico modelo uniperiodico definido en el primer periodo, generado por €2, con

sucesores inmediatos ', O, ...,Q<P1>. El problema puede resolverse para un flujo

cualquiera si y solo si este modelo de mercado de un periodo es completo.

Para replicar un flujo definido en el momento t = 2, f;, medible respecto de
F2, son necesarios dos pasos. En primer lugar, se trabaja con los mercados

uniperiddicos que se definen en el segundo periodo. El flujo f; podra representarse

como un vector con (Pz) componentes, y cada una indicara el valor del flujo £ si se

presenta el correspondiente suceso de F,. Este vector f2 se descompondra en (P,)
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vectores, que recogeran las componentes asociadas a sucesos con un mismo

predecesor.

El primero de estos vectores serd el vector de flujos a replicar por el
mercado generado por Q'. Se podra encontrar una cartera replicante en este mercado
de un periodo para un flujo cualquiera si es completo. Si se puede encontrar una

cartera replicante, se determinara su valor en Q'

Analogamente obtendriamos el valor de las restantes carteras replicantes de

los mercados generados por .,.,Q(P‘> . Este conjunto de valores representa el flujo
de caja que debe tenerse en el momento t=1, para poder obtener el flujo f; en el

momento t = 2. El problema se reduce a la replicacion de un flujo definido en t =1.

El proceso seria analogo para flujos definidos en los momentos sucesivos,
hasta los definidos en el momento final T y seria posible replicar cualquier flujo del
mercado de varios periodos si y solo si los mercados uniperiddicos derivados del

general son completos.

Podemos enunciar una condicién para que un mercado de varios periodos
sea completo, que se deriva directamente de la condicién enunciada para modelos de
un periodo. Asi, un mercado sin oportunidades de arbitraje sera completo si todos los
mercados uniperiddicos derivados del mismo son completos. De ahi, un mercado de
vari0s periodos es completo si se negocia en él un nimero de activos con vectores de
pagos linealmente independientes igual al maximo valor de v(A), y sera incompleto

si existen menos activos con vectores de precios linealmente independientes.
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El planteamiento de un modelo con varios periodos puede interpretarse
como la incorporacion de la posibilidad de negociacion entre el momento inicial y
final. Obsérvese como la posibilidad de replicacion aumenta al incluir esta
posibilidad de negociacion intermedia. Si no existiera, para tener un mercado
completo, seria necesario un nmamero de activos con precios linealmente
independientes igual al nimero de estados de la naturaleza; mientras que si existe,

basta con un numero de activos igual al maximo valor de v(A).

Proposicion [11.3
En un modelo de varios periodos, sobre mercado completo con k estados de
la naturaleza, libre de arbitraje, existe una y sélo una medida de probabilidad neutral

al riesgo.

Demostracion:

El Teorema 6 afirma que la ausencia de oportunidades de arbitraje garantiza
la existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo. Esta medida de
probabilidad puede obtenerse a partir de las probabilidades neutrales al riesgo de los

modelos uniperiddicos derivados del mercado global, del siguiente modo:

Q(O)j) = ﬁ QA‘(mj)[AtH ((Dj)]

Por lo tanto, solo es necesaric demostrar la unicidad de dicha medida. Para

ello, nos basaremos en el lema que se plantea a continuacion.

Lema HI.2

Sea Q una medida de probabilidad neutral al riesgo cualquiera, definida

sobre (2, F). La probabilidad Q (AgIA), parag=1,2, ..., WA), AcF, AcF,,;,t=0,

1, .., T-1, define una medida de probabilidad neutral al riesgo en el mercado

uniperioédico derivado del general, engendrado por A.

127



Capitule 111 Valoracién en un modelo de miltiples periodos

Demostracion del lema I11.2:

En primer lugar es inmediato observar que, por el concepto de probabilidad

condicionada, Q(AgiA), para g =1, 2, ..., W(A), AeF,, A®cF,.y, define una medida

de probabilidad P’ 4 sobre (C}(A), Fa).

La demostracion de que dicha medida de probabilidad es neutral al riesgo es

también trivial. De acuerdo con la definicion de la medida P 4, se verifica:

Ep lSti+1(Ag)_| =EQIS§+1(0)J-)|AI, para ; A", parai=0, 1, ..., m-1

Puesto que bajo 1a medida de probabilidad Q, los precios de los activos
descontados son martingalas, esta esperanza es S. ((o j), para ®; €A, esto es el precio

inicial descontado del activo i en el mercado uniperiodico engendrado por A. La

medida de probabilidad P’ A es neutral al riesgo y el lema queda demostrado.

La demostracion de la proposicién IIL3 se puede completar por reduccion al
absurdo. Supongamos que en un mercado de varios periodos completo existieran dos
medidas de probabilidad neutrales al riesgo, Q% y Q. Entonces, necesariamente,

existe AcF,, para algin valordet =90, 1, ..., T-1, para el cual se verifique:
Q" (a%)a) @@ (a%]A) , parag=1,2, ..., W(A), AcF, A%<y

Pero, por el lema II1.2, esta diferencia implica la existencia de dos medidas de
probabilidad neutrales al riesgo en el mercado uniperiodico engendrado por A,
implica, por tanto, que dicho mercado no es completo y consecuentemente no lo es el
mercado de varios periodos definido. Se contradice asi nuestra hipétesis inicial y

queda demostrada la proposicion.

128



Capitulo 111 Valoracion en un modelo de mijltiples periodos

2.4.2. Valoracion en un mercado completo con inversor pasivo

Sea el mercado M*, definido por la incorporacion 2 M de la negociacion de
un activo ficticio que da derecho al flujo f, para un valor det = 1, 2, ..., T. El
objetivo es encontrar el valor de mercado para dicho activo. Se resolvera primero el
problema para el caso particular t = T y, posteriormente para valores de t anteriores
al final. Antes de plantear las proposiciones que corresponden a estos casos, es
necesario introducir una matizacidn al concepto de valor de mercado de un

intercambio, que surge al trabajar con modelos de varios periodos.

En un modelo de varios periodos, la ausencia de oportunidades de arbitraje
quedara garantizada cuando lo esté en cada modelo uniperiodico derivado. Por esta
razon, para garantizar que la negociacion de un nuevo activo no incorpora
oportunidades de arbitraje a un mercado, no basta fijar su precio en el momento
inicial; seria necesario fijar su precio al comienzo de cada modelo uniperiddico, esto
es, la trayectoria de su precio desde el momento inicial hasta el momento t = T-1 para
cada estado de la naturaleza. Para cada momento t, este precio sera una variable

aleatoria medible respecto de la filtracion del inversor.

Si el mercado es completo, cada modelo uniperiodico es completo, y se
obtendra un Gnico proceso de precios que garantice la ausencia de oportunidades de
arbitraje. El valor de mercado del flujo en t = 0, no es el precio inicial que garantiza
la ausencia de oportunidades de arbitraje, sino el valor inicial de la trayectoria que si
ofrece esta garantia, o el unico precio con el que es posible que no existan
oportunidades de arbitraje. La interpretacion es anloga para el valor de mercado, en

un momento t > 0, de un flujo que se obtiene en un momento posterior a t.
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El valor de mercado en el momento inicial del flujo fr, es el precio inicial de
un activo ficticio, S., tal que existe un proceso de precios St = {8 ko1 T CON
valor inicial S!, valor final S{= fr y tal que el mercado M* no contiene

oportunidades de arbitraje.

Puesto que el mercado M es completo, existe en ¢l una Gnica medida de

probabitidad neutral al riesgo equivalente a P, que representamos por Q.

Proposicion 111.4

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,
{Sf }l=0,1,...T con ST= fy y S!dados, tal que M* no contenga oportunidades de

arbitraje si y solo si
E,ff,]

T

[10+1)

5.1

[ =

donde Q es la Ginica medida de probabilidad neutral al riesgo del mercado M.

Demostracion:
E,lf:]
I __

H (t+1)

en el mercado M* existen oportunidades de arbitraje. Puesto que el mercado M es

Supongamos, en primer lugar, que S| # , v demostraremos que

completo, el flujo fr es alcanzable; lo que quiere decir que existirA en M una
estrategia, O, cuyo valor final coincida con fy, Puesto gue Q es una medida de
probabilidad neutral al riesgo del mercado M, el valor descontado de la estrategia ©
sera una martingala bajo dicha medida de probabilidad. Esto es,

Eq[v,(6)]

T

l;[(l+rs)

Vo (0) =
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Pero, puesto que V{(0)=fr, el valor inicial de la estrategia debe ser

E[f:)
g(]+rs)

replicante tienen distinto valor actual, esto es, S| # V, (0).

. Por tanto, el supuesto inicial significa que el activo ficticio y la cartera

Si SI > V, (0), puede construirse una oportunidad de arbitraje tipo I,

adquiriendo la cartera 6 y tomando una posicién corta en el activo ficticio.
Efectivamente se tiene un coste inicial negativo y un pago final nulo; y la existencia
de oportunidades de arbitraje tipo Il implica la existencia de oportunidades de

arbitraje tipo I. Si S < Vi (), el razonamiento seria analogo adquiriendo una unidad

del activo ficticio y la estrategia -6. Queda asi demostrado que la ausencia de

RANE

T

H(1+r)

oportunidades de arbitraje en M* implica que S =

Demostremos ahora la otra implicacion. Supongamos que S, = QLT']

E[(m;)

Puede definirse entonces un proceso de precios para el activo que da lugar al pago fr,
que verifica todas las exigencias de la proposicion II1L.4:
Q E,[f. /K]

H(1+r)

s=t+1

S = parat=0,1, ..., T

Es inmediato que el valor inicial y ¢l final son los predeterminados.
Comprobaremos que, ademas, si el activo ficticio sigue este proceso de precio, Q es

una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P, para el mercado M*.
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Por construccion, sabemos que Q es una medida de probabilidad equivalente
a P, y neutral al riesgo para el mercado M, luego bajo dicha probabilidad los precios
descontados de los activos con indice 1 = O, 1, ..., m-1, son martingalas. Faltaria
unicamente probar que el proceso de precios propuesto para el activo ficticio,

descontado, es también una martingala bajo Q.

Aplicando la propiedad de las esperanzas iteradas, alcanzamos este

resultado:

f EJE |f./E I/F .

EQl,St{I /F:J = Et?lshrl /Ft] = t+?l 2 [T T M] tl ~m Eﬁ[fr i:E] =
H(I-H's) n(l«%rs)_n(lﬁ-rs) H(1+rs)H(l+rs)
gl s=1 s=t+2 3=1 s=t+2

. T
S, H(l + rs) o
— s=1+1 = t - Sf
1+1 T t t
[10+)[T0+5) TT0+1)
s=1 s=1+2 s=1

Queda asi demostrado que, si el activo ficticio sigue este proceso de precio,
Q es una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P, para el mercado
M*. Por el teorema 6, sabemos que entonces M* no contiene oportunidades de

arbitraje y queda completamente demostrada la Proposicion.

A continuacion se plantea el resultado andlogo para el precio de un activo

que de derecho a un flujo fi, en el momento h < T.
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Teorema 7

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,
&3{ Lﬂ,l’_“h, con Sf=fy y Sldados, h = 1, 2, .., T; tal que M* no contenga

oportunidades de arbitraje si y solo si
Sf — EQ-[E]:L]
Q h E
H(l +1, )
s=1

donde Q es la inica medida de probabitidad neutral al riesgo del mercado M.

La demostracion del teorema es analoga a la de la proposicion anterior.

Por la linealidad en la valoracion que se deriva de la ausencia de
oportunidades de arbitraje (Teorema 2), el valor del intercambio de un proyecto de
inversion defimido por €l intercambio de los flujos de caja (f; , t), parat =0, 1,..., T,
donde f; es una variable aleatoria medible respecto de F,, se obtendra sumando a f; el
precio de un active que diese derecho al capital (£i,1) y asi sucesivamente hasta el

precio de un activo que diese derecho al capital (f,T):

T
Vio(fy, fi, ..., f) =fi +Z‘",—"E§'[‘Ht_‘*
“110+x)

sx]

donde Q es la unica medida de probabilidad neutral al riesgo del mercado M.

1gual que en el modelo uniperiédico, el problema de calcular el “valor de la
oportunidad de invertir” con inversor pasivo en un mercado completo esta resuelto.
Dado un proyecto definido por el intercambio de los flujos (f; , t), parat =0, 1,..., T,

con f: medible respecto de F,, ¢l valor de la oportunidad de invertir en é] sera:

+

T E f
vopo(f()’ fi, ..., fT) = fo + Tg_[_t]q

FI10+)
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2.4.3. Valoracién en un mercado completo con inversor active

El planteamiento de un modelo con varios periodos puede interpretarse
como la incorporacion de la posibilidad de negociacion enire el momento micial y
final, y ya se ha observado una primera consecuencia en la condicion de mercado
completo. Una segunda consecuencia es la consideracion de ta evolucion de la
informacion entre ef origen y el final. Contemplar fa evolucion de fa informacion
permite dos extensiones en el analisis de los procesos de inversion. En primer lugar
la incorporacion de la “actividad del inversor” o, dicho de otra manera, la aparicion
de opciones reales. En segundo lugar, permite el estudio de la evolucion del valor de

los flujos, v del valor de las opciones reales para cada concrecion del entorno,

Respecto del valor de los flujos en distintos momentos del tiempo podemos
plantear un resultado, andlogo al de la proposicién U4 v el teorema 7. Este
resuftado, que se presenta a continuacion, se refiere al precio que debe tener, en un
momentc del tiempo 1, un activo que de derecho a recibir un flujo f, en algin
momento h > 1. Sea M* el mercado definido por {a incorporacion a M de la

negociacion de un activo ficticio que da derecho al pago f; en el momento t = h.

Praposicion 1.5

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,
%Sf}wo,lw_h, con Sfl= fo y Sidados, h = 1, 2, ., T; tal que M* no contenga
oportunidades de arbitraje si v s6lo si
— EQ [fh /Ft]

J10+r)

§-%+1

Sf

donde Q es la Gnica medida de probabilidad neutral al riesgo del mercado M.

134



Capitulo 111 Valoracion en un modelo de miuiltiples periodos

Demostracion:

Se demostrara, en primer lugar, que si el precio no es el indicado, en el
mercado M* existen oportunidades de arbitraje. Para ello, basta observar que, puesto

gue el mercado M es completo, el flujo f, sera replicado por alguna cartera ©.

Sea S! el precio en M*, en el momento t, del activo ficticio que da lugar al

pago fi, en el momento h; vy sea 6 una estrategia de M que lo replica. Se utiliza de
nuevo el resultado que indica que, por ser los precios descontados una martingala

bajo Q, el valor descontado de la estrategia es también una martingala. Verificara

entonces:
VT(B) _ EO[V}:(B)/F':]= EQ[fh /F'I:]
T h h
H(1+rs) I_l(]+rs) H(l-t»rs)
5=1 =1 s=1
de donde,

E,If, /F.]
w

[10+r)

==l

V4(O) =

El valor en 1 obtenido es el precio propuesto para el activo ficticio en la
proposicion. Obsérvese que este precio es una variable aleatoria medible respecto de

F., y podra representarse como un vector con (P,,) componentes.
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Ya se ha observado en varias ocasiones que, si el valor inicial de la cartera
replicante no coincide con el precio del activo ficticio, en €l mercado M aparecen
oportunidades de arbitraje. Veremos ahora que esta afirmacion se puede realizar
también si la falta de coincidencia se produce en otro momento. Probamos a

contihuacion que, si en el momento T el precio del activo ficticio, S., no coincide

con el de la cartera replicante, V«0), en el mercado M* existen oportunidades de

arbitraje.

Supongamos que para algin suceso AcF, V«(8) < S.. Entonces debe

construirse la siguiente estrategia en M*. Desde el momento inicial hasta el momento
T no se realiza operacion alguna. Si el suceso A no se presenta, se mantendra la
estrategia consistente en no hacer nada. Si se presenta el suceso A, en el momento 1
se cambiara la composicion de la estrategia de modo autefinanciado, del modo
siguiente: se compran las unidades de cada activo indicadas por 0, se vende al

descubierto una unidad del activo ficticio, y se adquieren las unidades necesarias de

Si N Vu (9)

activo sin riesgo para conseguir coste nulo:

En el momento final, sélo se recibira el pago que corresponde al activo sin
riesgo, puesto que la combinacion de 8 y la venta al descubierto de una unidad del

activo ficticio da lugar a un pago nulo.

Con un coste nulo se ha obtenido una cartera que da lugar a pagos no
negativos en todos los estados de la naturaleza, y estrictamente positivos en alguno

de ellos, por lo que constituye una oportunidad de arbitraje de tipo I. Podria
conseguirse también si para algun suceso A€F., Vi(B) > S!, con la estrategia de

signo contrario.
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La implicacion inversa de la proposicion se demuestra igual que la de la

EQ[fh '/F’t]

h

H(1+rs)

s=7+1

proposicion TIL4. Si §.= es posible definir un proceso de precio para el

activo ficticio, tal que M* no contiene oportunidades de arbitraje. Dicho proceso se

define del siguiente modo:
Sf — M
1 T
n (1 + rs)

s=t+1

parat=0,1, ., T

Es inmediato observar que el precio toma los valores fijados en los
momentos t = h, y t = t. Ademas, se comprueba, aplicando la propiedad de las
esperanzas iteradas™, que si ¢l activo ficticio sigue este proceso de precios, Q es una
medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P, para el mercado M*. Por el
teorema 6, se concluye que M* no contiene oportunidades de arbitraje y queda

completamente demostrada la Proposicion.

Obtenido el valor que debe tener un flujo en 1, es inmediata la obtencion del
vafor en t de un intercambio de flujos. Este sera una variable aleatoria, medible

respecto de F.. Para obtenerlo, basta aplicar el Teorema 2 a cada suceso de P..

Podemos escribir;

VLG fun, )= Felh /B Eolfu /B, Bl /E]

T

n(l-l»rs) H(1+r3) H(I—HS)

87741 gT+] sT+1

* No se desarrolla esta parte de Ia demostracién, porque ya se ha hecho en 1a proposicién anterior.
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Puesto que los tipos de interés son ciertos, y teniendo en cuenta las
propiedades de la esperanza condicionada, el valor del intercambio seria la siguiente

variable aleatoria:

VIt(fh, i1, ...,f'r) = EQ 0 fh + i fh“ + ... +_T_f?___ Ft
[10+5) [T0+x) [TG+x)
=Tt s=1+] s=141

Nétese que si el valor del intercambio se esta observando en el momento T o
en alglin momento posterior, se pierde el caracter de variable aleatoria. El valor es el

que la variable asigna al suceso que, de hecho, se ha presentado.

Vista la valoracion de flujos en distintos momentos del tiempo, se plantea ¢l
problema de valorar opciones reales. Se trataran en primer lugar las opciones de
intercambio de flujos, esto es, de posibles actuaciones del inversor que le conducen a
la obtencion de un conjunto de flujos. Se comenzara por calcular el valor de la
opcion en el momento en que puede ser ejercitada. Este tipo de valoracion ya se ha

venido realizando cada vez que se ha calculado el valor de la oportunidad de invertir.

Si una opcion puede ser ejercitada en el momento h, se tomara la decision
con la informacion que contiene Fp. La decision se toma en un suceso concreto de Fy,
que, de hecho, se ha presentado. Siguiendo el criterio de decision marcado en el
capitulo 1, debera ejercitarse la opcion si el valor del intercambio a que da derecho es
mayor que cero. El valor de la opcioén, para cada suceso de Py, se calcula como el
maximo entre cero y el valor del intercambio en ese suceso, siempre que no existan

oportunidades excluyentes.
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Utilizando una notacion analoga a la usada hasta ahora, se representara por
Vopu(fh, fie1, -...Fr), €l valor en unidades monetarias, en t = h, de la oportunidad, en t
= h, de desarrollar una actuaciéon que conduce a obtener los flujos f;, fh+1, ....fr. Se
representara por Vopu(fh, fint, ....fr), si esta descontado, es decir, medido en unidades
de activo sin riesgo. Tal valor sera la variable aleatoria que, para cada suceso de Py,

toma el valor:
Vopu(fy, fis1, - Fr) = max { VI(fy, fie, . F0), 0} = ( VIn(f, fhes, . f1) )

siempre que no existan oportunidades excluyentes, puesto que si fuera asi, el valor

seria el maximo entre cero, y el mayor valor de intercambio de las distintas opciones.

De acuerdo con su definicion, este valor debe ser una variable aleatoria
medible respecto de Fy, y podréa representarse por un vector con (P,) componentes.

Sin embargo, si el valor Vopn se considera en el momento h o en algin momento
posterior, habré perdido su caricter aleatorio y tomara un valor real (el que
comresponda al suceso de Py, que, de hecho, se haya presentado). Obsérvese como este
planteamiento incluye como caso particular el valor de la oportunidad de invertir
definido hasta el momento, como Vopy—; v no se ha considerado su caracter

aleatorio porque en el momento inicial se ha supuesto Fy = {J, 2}.

Con los resultados obtenidos para modelos de mercados completos de varios
periodos, siempre es posible calcular ¢l valor en t = h de una oportunidad cualquiera
que pueda ejercitarse en h, puesto que siempre es posible calcular el valor del

intercambio correspondiente.
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El resultado obtenido es equivalente al calculo del valor de la oportunidad

de invertir en el origen. Para observarlo, se consideran (P, ) mercados derivados del

mercado completo. Cada uno de estos mercados es un mercado de T-h periodos,
generado por cada uno de los elementos de Pn. Nos referiremos a ellos como
conjunto de mercados derivados definidos entre los momentos h y T. Se sabe que la
ausencia de oportunidades de arbitraje en el modelo general implica la ausencia de
oportunidades de arbitraje en cualquier modelo derivado. Por lo tanto el valor de una
oportunidad disponible en el momento h, para cada suceso AeP;, coincide con el
valor de la oportunidad de invertir inicial del modelo derivado generado por el

suceso A y definido entre los momentos hy T.

A cada uno de estos modelos podemos aplicarle los resultados obtenidos
para mercados completos de varios periodos sin oportunidades de arbitraje y, de
forma directa podemos definir en elios una vnica medida de probabilidad neutral al
riesgo. La medida de probabilidad neutral al riesgo correspondiente al modelo
derivado generado por el sucesc A Py, y definido entre los momentos h y T, seria
precisamente:

Q(w; / A), para todo oj, j=1,...k, tal que Ap(w;) = A

La demostracion de que esta medida constituye una medida de probabilidad
neutral al riesgo sobre el mercado, y existe si y solo si en el mercado no hay
oportunidades de arbitraje, sigue los mismos pasos que la demostracion del Teorema
6. La demostracion de que, si el mercado considerado es completo, la medida de
probabilidad planteada es Unica seguiria el mismo procedimiento que la

demostracion de la Proposicion I11.3.
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El calculo del valor de una oportunidad en el momento h, que proporciona
al inversor los flujos f, f; medible respecto de F,, parat = h, h+1, ..., T, queda
reducido al calculo, para los mercados generados por cada suceso Ae Py, del valor

de la oportunidad de invertir en el origen del mercado correspondiente.

Resuelto el problema de calcular el valor de una oportunidad de intercambio
en el momento en que puede ser ejercitada, es necesario calcular su valor en otro
momento. Sea el mercado M*, definido por la incorporacion a M de la negociacion
de un activo ficticio que da derecho a la oportunidad opn(fh, fi+1, -... fr). El precio que
tendria tal activo en el momento h, para que en M* no existieran oportunidades de
arbitraje, seria:

S; = Vopn(fy, fi1, ..., fr).
y su precio descontado:

S]f= Voph(fh, fh+1, s f'r).

Se pretende ahora encontrar el precio que deberia tener tal activo ficticio en
un momento del tiempo T < h, Los fundamentos tedricos para la valoracion ya estén
expuestos. Podemos resumir, indicando que se sigue de todo lo anterior que el precio
descontado de tal activo ficticio debe ser una martingala bajo la Gnica medida de
probabilidad neutral al riesgo del mercado M. El valor descontado de la opcidn sera:

Ve C opulfh, the1, ..., f1) ) = Eg [Vopy(h, fan1, ..., fr) / Fi}

y su valor en unidades monetarias:
T
Ve (opu(hh, s, -y fr) ) = Eq [Vopu(i, oo, .., fr) /FL [ [0+ 1) =
5=1

Eq{Voppify.f LT E

h
n(1+rs)

s=1+1
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El valor de 1a flexibilidad aportado por la opcion es la diferencia entre el
valor de dicha opcion vy el valor del intercambio entre los flujos a que da derecho en
caso de gjercitarla:

Ve ( opulth, fort, ..., fr) ) - VI, forr, ..., f1)

El valor de flexibilidad aparece porque los flujos que finalmente se obtienen
en caso de poseer la opcion no son f, fia, ..., fr; coinciden con estos flujos para
aquellos estados que dan lugar a un valor de la opcion positivo en el momento de su
gjercicio, y seran cero en otro caso. Esta diferencia serd siempre positiva, o nula en el

caso de que en cualquier suceso de Py fuese conveniente ejercitar 1a opcion,

Para valorar una oportunidad de una actuacién que da derecho a un
intercambio entre flujos y nuevas oportunidades de intercambio, trabajamos de modo
analogo. Calcularemos primero su valor en el momento de ¢jercicio, t = h. El valor
del intercambio se obtendra (Teorema 2) sumando los valores de mercado en h, de
los flujos y de las oportunidades de intercambio. Estos valores se obtienen tal y como
se ha realizado hasta ahora. El valor del intercambio es una variable aleatoria
medible respecto de Fy,. El valor en t = h de la oportunidad se obtiene calculando el
maximo, para cada suceso de Py, entre cero y el valor de intercambio en ese suceso,
siempre que no existan oporfunidades excluyentes. Recuérdese que, puesto que la
oportunidad de ejercicio esta en el momento h, la decision de ejercitar se tomara

conociendo que suceso se ha presentado.
El valor de la oportunidad en un momento t = 1, distinto al momento de

gjercicio, t = h, se calculara a partir de su valor en h, tal y como se ha desarrollado

para las opciones de intercambio.
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Con estos resultados, por un procedimiento de recurrencia es posible valorar
cualquier oportunidad que de derecho a intercambios de flujos y nuevas
oportunidades en cualquier momento del tiempo, siempre que no existan
oportunidades excluyentes. Son ejemplos de oportunidades u opciones reales la

posibilidad de ampliar instalaciones o la posibilidad de reducir capacidad.”

Si el inversor dispone de oportunidades excluyentes que se ejercitarian en el
mismo momento del tiempo t = h, el problema no ¢s mayor. La decision se tomaria
con la informacion de F;, cuando se sabe qué suceso de Py, se ha presentado.
Conocido el suceso, deberia seleccionar aquella oportunidad que tenga mayor valor,

siempre que este sea positivo. Si ninguna tuviese valor positivo, no seguiria ninguna.

El valor en t = h del conjunto de las oportunidades serd una variable
aleatoria, medible respecto de F), cuyo valor, en cada suceso de Py, es el de la

oportunidad con maximo valor positivo, o cero, si ninguna tuviera valor positivo.

El valor de una oportunidad, en presencia de todas las demés, sera la
diferencia entre el valor del conjunto de todas las oportunidades, y el valor del
conjunto del resto de las oportunidades. Una forma alternativa de calcularlo es tomar,
para los sucesos en que el maximo se alcanza para esa oportunidad, tal valor, y cero
en el resto. El valor de un subconjunto del total de las oportunidades podria

calcularse de forma analoga.

“ Puede encontrarse una breve y excelente explicacién de las opciones reales mas frecuentes en

Trigeorgis (1996), pags. 2- 3. A cada opcion acompafian referencias bibliograficas sobre su
valoracién.
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Calculado el valor de una opcién en ¢l momento del posible ejercicio, t = h,
para calcular el valor en un momento anterior, t = 1, se utiliza el procedimiento ya
visto para el resto de las opciones. Recuérdese que se esté trabajando con un mercado
de referencia, M, completo, por 1o que en €] existe una Unica medida de probabilidad
neutral al riesgo, Q. En el mercado ampliado, M*, no existiran oportunidades de
arbitraje, si los procesos de precios descontados de los activos son martingalas bajo
la probabilidad Q.

Si existen oportunidades excluyentes con distintas fechas de ejercicio,
resolviendo los conflictos entre opciones con la misma fecha de ejercicio, el
problema siempre puede reducirse a la seleccién del mejor momento de ejercicio
para una opcion dada.*' El problema aftadido es el de la evolucion de 1a informacién
entre las distintas decisiones. El ejemplo mas claro, ya citado, es el de la seleccion
del momento de mvertir. En cada periodo habria que tomar la decisién de ejercer la
opcion (por ejemplo, invertir), con lo que desapareceria la opcion alternativa (no
invertir, que permite tomar la decision de invertir después); o de no ejercer la opcion
(no invertir) con lo que se pierde la opcidn de invertir en ese momento. Otro ejemplo

seria el de interrumpir un proyecto o no interrumpirlo.

Atn en este caso, el proceso se puede reducir a 1a eleccion entre alternativas
en el mismo momento si se incluye en una de las alternativas el valor de las
oportunidades futuras. Si una opcion se puede ejercer por primera vez en T, pero

fuera posible esperar a t+1,..., h; el valor de la opcién en ese momento seria:

Vop- (opcidén) = max { Vop-(ejercer en 1), Vop«no ejercer en 1) }

“! En la terminologia de valoracién de opciones financieras, ¢s ¢l problema de valoracién de una
opcién americana,
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Donde,

Vop«ejercer en T) = max { 0, VI(flujos y oportunidades si ejerce en 1) }

Vopd{no ejercer en 1)= max{ V.[op..i{ejercer en t+1)] , Vifop:(no ejercer en t+1)}}

El calculo de los valores se realiza en el modo ya analizado:

VI(flujos y oportunidades si ejerce en 1) =

= Eg[flujos y oportunidades si se ejerce en 1, descontados / F.]

V.[op..1{ejercer en t+1)] = Eq [Vop.{ejercer en t+1) / F.] =

= Eg [flujos y oportunidades si se ejerce en t+1, descontados / F-]]

V. op..1(no ejercer en 1+1)] = Eq [Vop.-1{no ejercer en t+1}/ F.} =

=Eq [max{ V. [opw2Aejercer en 1+2)], Vinfop.+2(no ejercer en t+2)]}/F.]

Obsérvese que las variables entre las que se elige el maximo;
Ven|op:ia(ejercer en 1+2)] = Eg [Vopua(ejercer en 1+2) /Feiq ]
Vea[opra(ejercer en t+2)] = Eq [Vop..2(no ejercer en 1+2) /Fry]

son variables aleatorias medibles respecto de F..1. Puesto que la decision entre ellas,
se tomara en 1+1, debe elegirse el maximo para cada suceso de P..; y, a continuacion

tomar la esperanza indicada de los maximos.

Se seguiria el mismo proceso hasta llegar al ultimo momento en que puede

ejercerse la opcion, t=h.
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En el momento t = h-1, se tiene:

V. opri(ejercer en h-1)] = Eq [Vopn(ejercer en h-1) / F;] =

= Eo [flujos y oportunidades de ejercer en h-1, descontados / F.]

V.[opri(no ejercer en h-1)] = Eq [Voph.1(no ejercer en h-1) / F:] =
= Eq [Vh-1[opu(ejercer en h) / F.} =
= Eq [Eq {Vopn(ejercer en h)/Fy.}/ F:] = Eq [Vopu(ejercer enh) / Fi} =
= Eq {flujos y oportunidades de ejercer en h, descontados / F.]

Determinados el valor de la opcion de ejercer y de no ejercer en el uitimo
periodo, es posible determinarlos anteriores. El calculo en forma recursiva, para
obtener el méaximo entre todas las opciones excluyentes es una aplicacion del

principio de programacion dinamica de Bellman.

2.5. Mercados incompletos

2.5.1. Caracterizacién de un mercado incompleto

Definicion {(mercado incompleto)
Se dice que un mercado es incompleto si, parat =1, .., T, existe algin flujo
fi, medible respecto de F;, que no es posible replicar con una estrategia de activos

negociados en dicho mercado.

La caracterizacion de los mercados incompletos se deriva de la de mercados
completos. Asi, un mercado de T periodos es incompleto si y solo si alguno de los

mercados de un periodo derivados del general es incompleto. Por tanto, un mercado
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sera incompleto si existe un suceso A € Py, para algin valordet =0, 1, ..., T-1, con
un nimero de sucesores inmediatos, V(A), superior al nimero de activos negociados

en el mercado con procesos de precios linealmente independientes.

Se parte del Gnico mercado financiero definido, M, libre de arbitraje,
suponiendo ahora que es incompleto. Para el problema de valoracion de un flujo
distinguiremos, como en los mercados de un periodo, los casos de que el flujo sea
replicable o no lo sea. Es necesario tener en cuenta, aqui también, la matizacion
introducida en la valoracién en mercados completos de varios periodos: un precio
para un activo en un momento dado no puede garantizar la ausencia de oportunidades
de arbitraje en un mercado; en cualquier caso, seria necesario fijar un proceso de

precios completo.

2.5.2, Valoracién de un flujo replicable

Sea ¢l mercado M* definido por la incorporacion a M de la negociacion de
un activo ficticio que da derecho a un pago fi, en el momento h. Suponemos que

existe una estrategia, 8, de M, cuyo valor en h coincide con £, Vi(0) = £.

Teorema 8

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,
ke LM,__.h, con S{=f, y S'dados, h = 1, 2, ., T; tal que M* no contenga
oportunidades de arbitraje si y solo si

Eqlf.

f-[(1+rs),

s=1

s} =

donde Q es cualquier medida probabilidad neutral al riesgo del mercado M.
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Demostracion:

Comenzaremos demostrando que si el precio inicial del activo ficticio, S,

E,ff . o
no es ——gl—*il—, en el mercado M* existen oportunidades de arbitraje. La

Ih‘[_@:rs )

s=1

demostracion sigue los dos pasos ya habituales.

En primer lugar se observa que, dada una estrategia, 8, en M que replica al

activo ficticio, su valor en el momento inicial sera:

vy~ EO1 _ Eqli]

[16+r) [T0+x)

donde Q es una medida de probabilidad neutral al riesgo cualquiera. La primera
igualdad se debe a que el valor descontado de la estrategia es una martingala bajo Q
por ser dicha probabilidad neutral al riesgo en M. La segunda igualdad se debe al

concepto de replicacion.

En segundo lugar se demuestra que si la estrategia replicante y el activo

ficticio no tienen el mismo valor inicial, existiran oportunidades de arbitraje en el

mercado M*_ Si Vo(0) < S}, bastaria seguir 8 y vender al descubierto una unidad del

activo ficticio para tener una oportunidad de arbitraje de tipo II, que implica la
existencia de oportunidades de arbitraje de tipo 1. Si Vo(0) > S, se seguiria la

estrategia de signo contrario.

EQ[fh]

I10+)

s=1

Para demostrar la implicacion inversa, se supone que S{=

S,= fu. Entonces se propone un proceso de precios para el activo ficticio, que
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verifica estas condiciones y garantiza la ausencia de oportunidades de arbitraje en
M*. El proceso de precios es el siguiente:
E If, / E

i ﬁ(lw*«rs),

s=itl

S

donde Q es una probabilidad neutral al riesgo cualquiera de M. Dado ¢l teorema 6, se
sabe que entre estas probabilidades existe alguna equivalente a P, puesto que en M

hay ausencia de oportunidades de arbitraje, por hipbtesis.

Pero si el proceso de precios es este, cualquier medida Q, neutral al riesgo
de M, es una probabilidad neutral al riesgo del mercado M*. Puesto que existe
alguna equivalente a P y por el teorema 6, se sabe que en el mercado M* hay

ausencia de oportunidades de arbitraje. Queda, asi, demostrado el teorema.

Si el mercado es incompleto pero existe posibilidad de replicacion de un
pago, existird un valor Gnico para dicho pago en el origen. Es el valor inicial de la
trayectoria de precios que garantiza la ausencia de oportunidades de arbitraje, puesto

que, en este caso tal trayectoria es también Unica.

Supongamos un proyecto definido por los flujos de caja (f; , t), para t =0,
1,..., T, donde f; es una variable aleatoria medible respecto de F.. Si es posible
encontrar una estrategia que replique cada pago f;; esto es, una estrategia 09, cuyo
valor en el momento t, V{(6™) coincida con f; para todos los estados de la naturaleza,

el valor del intercambio, en t = 0, de acuerdo con Jos teoremas 2, y 8, sera:

B T ————————

TT10+n)  TIT0+x)

8=1 s=1

~ 8
Vig(fo, fi,....fr) = £ + ZTjVO(e(‘))= f+ S B[V 6 )]:ﬁ, +i_f9_[§l_
=1

para cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo, Q.
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El valor de 12 oportunidad de invertir en ese proyecto sera:

S EQ [ft]

4

= T10+1,)

=1

VOPO(fO; fl,.;.,fT) = fO +

para cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo, Q.

Si el proyecto contiene ademas de flujos, oportunidades de intercambio, sera
necesario estudiar si dichas oportunidades son o no replicables. Es necesario replicar
el valor de la opcion en el momento de su ejercicio, esto es, Vopu(fh, fi, ..., fr). Si
este valor puede ser replicado por una estrategia del mercado M, su valor descontado
en un momento t = 1 sera:

1
Vdopulth, foe1, .., fr)] = ———Eol[ Vopulh, fi, ..., fr) /F: ]

[10+c)

537 +]

para cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo, Q.

Es necesario resaltar que el hecho de que los flujos a que da derecho una
oportunidad sean replicables, no implica que lo sea la oportunidad en si. En algunos
casos particulares si ocurre asi. Es por estos casos, por lo que se afirma que la
valoracion de opciones reales por argumentos de arbitraje esta especialmente
indicada cuando los proyectos se definen sobre activos que se negocian en mercados

financieros.

Si el proyecto incorporase oportunidades que diesen derecho a otras
oportunidades y flujos, oportunidades complementarias o excluyentes, el tratamiento

seria el mismo al dado en mercado completo, siempre que fueran replicables.
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El calculo del valor de la oportunidad de invertir seria posible siempre que
incluyese flujos y oportunidades replicables, del mismo modo que se calculo con
mercado completo. Obsérvese que la Onica diferencia estd en que en mercado
completo existe una Gnica probabilidad neutral al riesgo, con la que se calculan las
esperanzas, mientras que con mercado incompleto existen multiples, pero puede

utilizarse cualquiera de ellas.

Resuita ahora inmediata {a demostracion de la implicacion inversa a la
proposicion 1H.1, puesto que si, como se ha supuesto, en el mercado M existe un

activo sin riesgo, todos los flujos ciertos son replicables.

2.5.3. Valoracién de un flujo no replicable

E! Unico caso en que no es posible asignar un unico valor a la oportunidad
de invertir en un proyecto, sin incorporar nuevas hipétesis, lo encontraremos cuando
éste se defina en funcion de flujos no replicables. En un analisis paralelo al seguido
para los modelos de un periodo, buscaremos la acotacion mds precisa posible, que
mantenga la independencia de las expectativas y de las preferencias del inversor, y
garantice la ausencia de oportunidades de arbitraje. Tal y como se ha comentado en
los casos anteriores, con modelos de varios periodos, no podemos encontrar valores
iniciales que garanticen la ausencia de oportunidades de arbitraje, porque esta

garantia exige que se fije la trayectoria completa de los precios.
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Sea M* el mercado definido por la incorporacion a M de un activo (activo

ficticio) que da derecho a un pago final fr, no replicable, con proceso de precios

bf }MJ,,__T , medible respecto de la filtracion del inversor.

Teorema 9

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,
bf }mg,l,_"T, con SL= fr y S dados, tal que M* no contenga oportunidades de

arbitraje si y sblo si

Sf G(f ,f )_ mm Q[f] EQ[fT]

f](m) g(ms) ’

s=1

donde Q es una probabilidad neutral al riesgo del mercado M.

Demostracion:

Para la demostracién, representaremos por Q* y Q** las medidas de
probabilidad en que se alcanzan respectivamente el minimo y el maximo planteados.
Asi:

fr [77]
H(1+r) n(1+r)
£ EQBT] ool j-EQ"Uﬂ

[Iﬁ+r) I]@+r)

sel
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A continuacion se introduce una notacion analoga para las probabilidades
neutrales al riesgo que consiguen minimos y maximos en los modelos de un periodo

derivados del modelo general.

Comenzamos en el peniltimo periodo. Para todo AePr.;, llamaremos Q4 a
las medidas de probabilidad neutrales al riesgo, definidas en el modelo uniperiddico
generado por A. Estas probabilidades estan definidas sobre el espacio ({4, Fa), ¥

asignaran probabilidades a los sucesores inmediatos de A.

Sea Qa** 1a medida de probabitidad para la que se alcanza el valor méximo
para la esperanza del flujo fr, si se presenta el estado A en el momento T-1.

Formalmente, Qa** verifica:

(8}, ++{a) - mex 3r (), ()

v(A

g=!

Escrito de otro modo, si representamos por:
fr(sucesores de A),
la variable aleatoria f; definida solamente para los sucesores inmediatos de A, Qa**

se define del siguiente modo:

E,. [f; (sucesores de A)] = max Eq, [f, (sucesores de A)]

Se define la variable aleatoria E o [fr], medible respecto de Fr.;, como

aquella que toma, para cada AePr, el valor maximo para la esperanza bajo alguna
medida de probabilidad neutral al riesgo, del flujo fr, si se presenta el estado A en el
de Fr.i:

v(a)
Ege [frl(A)= ﬁ:fT(AE)QA **(a%) = E_.[f, (sucesores de A)]
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Para todo BePr., se llamara Qp** a la medida de probabilidad para la que

se alcanza el siguiente maximo:

vl v(B)
5 ) 0, ) = max S 0.0, (00
g=1 b

donde Qp representa una medida de probabilidad neutral al riesgo del modelo de un

periodo generado por B.

Podemos escribirlo también:
E. e o [fr Ksucesores de B)|= max Eq, e o [F; Ksucesores de B) |

Se utilizaria la misma notacion, retrocediendo en el tiempo hasta el
momento inicial. Obsérvese que los maximos se alcanzarian en el mismo punto si se

trabaja con el flujo fr descontado.

Por aplicacion directa del Principio de Optimalidad de Bellman®, se

obtiene:

T-1
Q**(wy) = HQX‘ ((,)j)[AHl(mj)], paratodoj=1,... k
=0

Con un planteamiento analogo para el caso de minimo, se llegaria a:

T-1 .
Q*(w;) = HQAg(mj)[At‘i‘l(mj)]’ paratodoj=1,.. k.
1=0

" Se puede utilizar este principio puesto que la composicién de funciones a que se aplica, verifica las
condiciones suficientes de Mitten. Ver Prawda (1976), pag. 661.
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Resulta comodo trabajar con una notacién que permita relacionar las
probabilidades de los modelos de un periodo con las probabilidades del modelo

general. Para ello, introducimos la siguiente definicion.

Definicion (sistema de probabilidades neutrales al riesgo de un mercado)

Dado un modelo de mercado de varios periodos, se denomina sistema de
probabilidades neutrales al riesgo del mismo al conjunto formado por una medida de
probabilidad neutral al riesgo de cada modelo de un periodo derivado del modelo

general.

Un sistema de probabilidades neutrales al riesgo puede representarse por un

vector, Q € R EI+P} ca4s componente del vector representa la probabitidad

que le asigna a un suceso, AcP,, la probabilidad del modelo uniperiddico generado

por el predecesor de A en el momento inmediatamente anterior, A..1(A).

Escrito en otro modo, A<P, es el predecesor en el momento t de o;, para un
conjunto de valores de j:
j tal que A = Adw;)
Cada medida de probabilidad neutral al riesgo del modelo generado por A, se

representara por Qs =Q alo) Esta medida asignara probabilidades a los sucesores

inmediatos de A, esto es, a los predecesores en el momento t +1 de ©;, para todos los

valores j tales que A = A(;).
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Un conjunto de v(A) valores, Qa [ Aui{m;) ], ¥Vj/ A = Afw;), constituye una
medida de probabilidad neutral at riesgo del modelo de un periodo generado por

APy, si verifica:

Z S (Am (mj))QA [At+] (mj)] =8, (A)

VA=A, {mj)
Qlauilo, ) 20

vi=0,1,...,m-1; Vt=1,., T-1L

Estas restricciones definen el conjunto de todos los vectores, Q e R\ %R+

que representan sistemas de probabilidades neutrales al riesgo del mercado M. Este

conjunto serd representado por N R (B PPy}

Obsérvese que, por construccion, el conjunto N no es vacio puesto que el
mercado M es libre de arbitraje v, por tanto, son libres de arbitraje todos los modelos
uniperiodicos derivados de él. El conjunto N esta formado por un unico punto si y
sOlo si el mercado es completo. Si el mercado es incompleto el conjunto N es el
resultado de someter una variedad afin a condiciones de no negatividad para todas las
componentes. En este caso, el interior relativo® de este conjunto estara formado por
los sistemas con componentes estrictamente positivas. Por el Teorema 4, se sabe que
puesto que los mercados de un periodo derivados del general son libres de arbitraje,

el interior relativo de N no es vacio.

Puede definirse una aplicacién del conjunto N sobre el conjunto de medidas

de probabilidad neutrales al riesgo de¢l mercado correspondiente de varios periodos,

que a cada vector Q eN le hace corresponder una probabilidad neutral al riesgo del

modelo general, Q = L(Q), del modo siguiente:

Q((’)j) = ]{__0[ QAt(mj)[AHl (mj)]

* Para una definicién de interior relativo, ver Rockafellar (1970), pag. 44.
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Obsérvese que la aplicacion definida no es inyectiva.

Es inmediato observar que la medida de probabilidad Q sera equivalente a P
si y solamente si el vector Qque la genera tiene componentes estrictamente
positivas. En un mercado incompleto, la medida de probabilidad Q sera equivalente a

P si y solamente si el vector Q pertenece al interior relativo de N.

A continuacion, definimos un funcional sobre el conjunto N:

1@-2 bbbl T46) 1@ g5

El maximo de este funcional sobre el conjunto N sera:
max J(Q) = max B, glfs] = max Eolfe] = £ = Eomlfi]
y el minimo:

min I(Q)= min E glf]= min E /] = £, =Eoslfi]

Representando por Q ** el vector de componentes Qa**, y por Q* el

vector de componentes Qa*, el resultado de aplicar el principio de optimalidad de

Bellman puede escribirse del modo siguiente:
Q** =L(Q**)
Q*=1(Q")
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Para cada suceso APy, h = 1,..., T-1, puede definirse sobre N un funcional

analogo a J(Q):

Jpn (@) = ;: " (m,)]} QoA

diianle;

Se puede observar (lema 1I1.1), que si L(Q)A) %0, el significado de
T acr, (Q) es el siguiente:

Yaer, ()= E )l fr / A]

Se Nlamaréa Ju( Q) a la variable aleatoria, medible respecto de Fy, que para

cada suceso AePy, toma el valor:

WQ)A) = 1,5, (Q)

Demostraremos, en primer lugar, que Sfe(f; ,f;") = existen

oportunidades de arbitraje en M*.

Aplicando el Principio de Optimalidad de Bellman tal y como se ha

planteado, observamos 1o siguiente:
Bo[f) = 3(Q**) = maxE,, [, (G**)]

donde Qg es una medida de probabilided neutral al riesgo del modelo derivado,

definido entre los momentost=0yt=1,
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Puede plantearse el problema dual, del mismo modo que se hizo en la
demostracion del resultado analogo para modelos de un periodo (proposicion I1.7).
Sabemos que ¢l problema primal tiene solucion, por lo que también tendra solucion
el dual, y el valor de la funcidn objetivo en el 6ptimo de ambos programas coincidird.
Se tiene, por tanto:

Eglfr] = myiln Y, S,
sujeto a:
Y18 2 Q")

donde, los vectores Y, representan estrategias del primer periodo. Representaremos
por Y1 ** la estrategia en que se alcanza el minimo. Asi, se verifica:

EQ**UT] = Yl** ’.Sg

Razonamos del mismo modo para los modelos de un periodo definidos entre

t=1yt=2 Paracada AcP,, se verifica:

I(Q**)(A) = max B, [1..(Q**) (sucesores de A)l

Por dualidad:
H(Q**) (A) = min Y,(A).S, ()

sujeto a:

Y2(A) .Sxsucesores de A) > Jo{ Q **)(sucesores de A)

Los vectores Yz(A) representan las carteras del segundo periodo si se
presenta el suceso A,

S:(sucesores de A} es la matriz de precios descontados en el momento t =2,

restringido a los sucesores del suceso A.
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Jo(Q **)(sucesores de A} es un vector que tiene como componentes las
posibles concreciones de la variable aleatoria Jo(Q **) para los sucesores de A.
Representaremos por Y2{A)** la cartera en que se alcanza el minimo. Asi, se
verifica:

h(Q**) (A) = Yo A)**.8)(A)

Podria seguirse el mismo razonamiento para los sucesivos periodos hasta T.

Supongamos gue S.= Egu{fr]. Es entonces posible construir una

oportunidad de arbitraje del siguiente modo. Durante los T periodos se mantendra
una posicion corta en una unidad del activo £ En el primer periodo se mantendra la
cartera Y (**, con lo que el coste total es nulo. Se tiene que el valor final descontado

de esta cartera verifica;

Vi(Yi**) = Y% .8 2 F(Q *%) = Y **' 5,

Si 1a desigualdad es, de hecho, una igualdad, se podra cambiar, de forma
autofinanciada la cartera Y;** del primer periodo por la cartera Y,** para el

segundo.

Obsérvese que el cambio dependerd del suceso que se presente en t = 1. Si,
se presenta un suceso A para el que la desigualdad es estricta, se realizara este

cambio, y ademads se invertira ia cantidad
Y14 S1(A) - T(Q **)(A) > 0,

en activo sin riesgo.
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Capitulo 11 Valoracion en un modelo de mititiples periodas

La cantidad invertida en activo sin riesgo, se mantendra siempre hasta el
final, y la cantidad invertida en la estrategia Y,** se cambiara de un modo
autofinanciado por Y3**, destinando el exceso, si existe, a activo sin riesgo. De este
modo, se alcanza el Gltimo periodo con la obligacion de entregar fr, con una cartera
Y1**, cuyo valor final verifica: Vy(Y1**) 2 fr, y por tanto, Vo(Y1**) > f para todos
los estados de la naturaleza, y con activo sin riesgo que se incorpora cada vez que
aparece una desigualdad estricta en las restricciones del programa lineal (con

variables de cartera) en un modelo uniperiodico.

Que todas estas restricciones se verificasen en igualdad implicaria que el
pago fr es alcanzable. Puesto que, por hipotesis, dicho pago no es alcanzable,
necesariamente habra desigualdades estrictas. Entonces, siempre existira algiin
estado tal que, si se alcanza, se tendria activo stn riesgo en el momenio final. La
estrategia seguida conduce, pues, a un valor final no negativo para todos los estados
de la naturaleza y estrictamente positivo para alguno de ellos. Puesto que, ademas,

tiene coste nulo, constituye una oportunidad de arbitraje.

Si se tuviera 8] > Eqe[fr], la demostracion seria analoga adquiriendo activo
sin riesgo para conseguir precio nulo. Se siguen los mismos pasos si S < Eqg{f7],

con lo que queda demostrada la primera implicacion del Teorema.

Para demostrar la segunda implicacion del teorema, observamos el siguiente
resuitado: el funcional J( Q ) toma el mismo valor para todos los elementos de N si y

sdlo si el pago fr es alcanzable. En el caso en que nos situamos, de fr no alcanzable,

se verifica:

Eg{fr]= J(Q *) < J(Q **) = Egmifi]
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Capitulo I} Valoracion en un modelo de miltiples periodos

Se probara que si Egs[fil= {Q*) < 8§ < XQ**)»= Egw|fs], es posible
construir un proceso de precios para el activo ficticio tal que en el mercado M* no
existan oportunidades de arbitraje. Basta, para ello, probar que en el mercado M*
existira una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P. Se obtendra
dicha medida como combinacion lineal convexa de otras dos medidas de

probabilidad equivalentes a P. Estas dos medidas, se obtendran, a su vez, a través de

la aplicacion L Q), partiendo de dos elementos del interior N, que representaremos

por Q°, Q™ cuya existencia se demuestra a continuacion.

Si Egffr}= J(Q *) < J(Q **) = Egw[f7], para todo S €R que verifique:
Eolfil< S, <Eos{f),

se demostrara que existen Q°, Q™ pertenecientes al interior relativo de N, que

verifican;

Eo*[fil =I(Q*) < XQ°) < S <HQ™)< HQ**) =Eo**{f1],

La demostracion de la existencia de estas probabilidades se basara en la

continuidad del funcional ¥ Q).

Tomo &g €R, 0 <gg < S5 -J(Q*)

Entonces, 35, tal que V Q eB(Q *, &), se verifica ’3(6) - J(a "‘l < gg< SP- J(6 “)

Sea H=B(Q *, 8,) m interior relativo (N).
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Capitulo III Valoracion en un modelo de multiples periodos

Puesto que J(Q) alcanza su minimo sobre N en Q¥ VQeH,
W@ 3@ *)= XQ)- Q") v, por tanto:
VO eH 0<IQ)»NQ%< e<S-KQ*)

vV Q eH, {Q*) <} Q)< S§

0*es un elemento cualguiera del conjunto H. Puesto que H # &, queda

probada la existencia de Q°. La demostracion es analoga para Q*°.

Sean las medidas de probabilidad neutrales al riesgo de M, equivalentes a
P* definidas por;
Q' =L(Q")
Q" =L(Q™)
paraj=1,.. k.

Obsérvese que E, [#1=3GQ",y E - L51= 10"

La medida de probabilidad buscada se obtendra como combinacion lineal
convexa de Q°y Q. A continuacidén se comprueba que una combinacion lineal
convexa de estas dos medidas de probabilidad:

Qay) = a. Q° (0 + (1-a). Q™ (@), we(0,1),

es una medida de probabilidad neutral al riesgo de M, equivalente a P.**

* Son equivalentes a P porque son imagen de elementos det interior relativo de N. Las imdgenes de
Q*y Q** no tienen por qué ser, y de hecho no son, equivalentes a P.

* Se puede demostrar, de forma mas general, que ¢l conjunto de medidas de probabilidad neutrales al
riesgo del mercado M, equivalentes a P, es un conjunto convexo.
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Capitulo 11T Valoracion en un modelo de miiltiples periodos

La comprobacién de que es una medida de probabilidad equivalente a P es
directa. Comprobamos que es neutral al riesgo. Para todo AePy, t =0, 1,....T-1, todo
i=0,1,. . ml,

v(a)
By /Al = 2o+ (-0)QNavia). 51 a0) =

&=1

“aQ(AS) (1-0)Q"(A%) o (4e
& aQ(A)+(1-0)Q (A) Salac)=

viA)

az[Q (as)si (a®)}+ (- a)Z[Q (as)s:,,(a%)]

a.Q{(A)+(1- a)Q (A)

a0 (AE sl (-0 (A)E fsia]

a.Q'(A)+(1-2)Q"(A)

_aQ(A)S(A)+1-0)Q"(A)SI(A) @)
a.Q' (A)+(1-a)Q™(A) o

Del conjunto de medidas de probabilidad neutrales al riesgo equivalentes a
P obtenidas como combinacion lineal convexa de Q* y Q*° elegimos una concreta.
Se representara por Q' y se define del siguiente modo:
Qi) =af. Q* (o) +(1-ah. Q" (w;), Vj=1,2,.., k
con

f_ E [fT] Sf
*"E, [fT]E ArAK

a'e(0,1), puesto que E . [f;]< So< B fr ]
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Puede definirse entonces un proceso de precio para el activo que da lugar al

pago fr , que verifica todas las exigencias del teorema:

(£} parat=T

[7e]
-
il

Elfr /F
‘JF[—Tv—IJ parat=01,.. ,T-1

III(1+rs)

1 s=t+]

El precio final es el pago fi, y se comprueba inmediatamente que el valor

inicial de este proceso es Sf) :

BB 11300y
l;[(l-{-rs) =

i gﬁ’"("’i){“f-Q'(‘”j)“L(l'“f)Q"(mj)l=
=o' Eglfy |+ (-0 B[y ] =

EQ" [fT ]"Sg Sg -EQ' UT]

I 8 o Ll o e R
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Por Gltimo, vemos que si el activo ficticio sigue este proceso de precio, Q'

es una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P, para el mercado M*.

Por construccion, sabemos que Q es equivalente a P, y neutral al riesgo para
el mercado M, luego bajo dicha probabilidad los precios descontados de los activos
conindicei=0, 1, ..., m-1, son martingalas. Faltaria Unicamente comprobar que el
proceso de precio propuesto para €l activo ficticio, descontado, es también una

martingala bajo Q, comprobacion que resulta inmediata:

Ey lsfa / Ft] Bt [EQf ftr / F1+1]/ F| _

B Lsfj;f /Ft] Y Y
lg(”fs) [T0+x) H(1+rs)
8= s=1 s=t+2

T
E e /F st [T10+x)

- =t 1 _
t+1 Y = -
I—[(l+rs) H(1+rs) H(H-rs) H(H—rs)

s=t+2 s=t+2
.
S| S:f

Queda asi demostrado que, si el activo ficticio sigue este proceso de
precios, Q' es una medida de probabilidad neutral af riesgo equivalente a P, para el

mercado M*, por lo que dicho mercado no contiene oportunidades de arbitraje y
queda completamente demostrado el Teorema.
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Analizada la valoracion de un flujo no replicable, disponible en el momento
final, se plantea el problema de la valoracion de flujos no replicables, disponibles en

otros momentos del tiempo, f,, parah <T.

Obsérvese que, aun siendo el mercado general incompleto, podria ser
completo el mercado definido entre el origen y el momento h; en este caso el flujo
seria replicable y se resolveria el problema con el Teorema 7. Si el mercado es
incompleto, pero el flujo es replicable, el problema se resolveria como en la seccion
2.5.2. Nos centramos ahora en el case en que el mercado es incompleto entre el

origen y el momento h, y se trata de valorar un flujo fi, disponible en el momento h.

Sea el mercado M* definido por la incorporacion a M de la negociacion de

un active (activo ficticio) que da derecho al flujo fi, no replicable, disponible en el

.

del inversor.

Proposicion 111, 6

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,
bf Lo,l,...ra con §;= fy y 8 dados, tal que M* no comtenga oportunidades de

arbitraje si y solo si

SLe(f,”,f") = | min Byl ] max B}

? fI(I+rs)’ @ ﬁ(ﬂrs) ’

s=] 8=

donde Q es una probabilidad neutral al riesgo del mercado M.
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Capitulo IIT Valoracion en un modelo de miultiples periodos

Demostracion:

No se desarrolla la demostracion porque resulta analoga a la del Teorema 9.
Para demostrar la primera implicacion se construye una oportunidad de arbitraje
debida a que el precio no pertenece al intervalo. Se conseguira, con coste cero, una
estrategia no negativa, y estrictamente positiva en algunos sucesos de t = h; basta
entonces mantener la estrategia hasta el final del periodo (hasta T), ya que si existe

valor positivo, estara todo colocado en activo sin riesgo.

En la demostracion de la segunda implicacion, se localiza una medida de

probabilidad neutral al riesgo equivalente a P, Qf, del mercado M, que verifique:
EQf Uh ] = S:)
Se define entonces el siguiente proceso de precios para el activo ficticio:

(E ¢ |fy, /F

ﬁ(1+r) parat=0,1,.h
s

S{ = < S:t+1

t
fo [JQ+r) parat=h+1,.,T

s=h+1

Para concluir el problema de valoracion de flujos no replicables en el
momento inicial, faltaria Gnicamente estudiar Ia valoracion de un conjunto de flujos.
En los casos estudiados con anterioridad, este problema se ha resuelto utilizando el
Teorema 2, que aseguraba que el valor del conjunto era la suma de valores de los
distintos flujos. En este caso no puede aplicarse porque no se ha obtenido un valor
para los flujos, y no es posible encontrar una valoracion de los flujos a partir de los
intervalos de valor de los flujos. Si puede plantearse el resultado gue se presenta a

continuacion.
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Capitulo 11l Valoracion en un modelo de miltiples periodos

Sea e mercado M* definido por la incorporacion a M de la negociacion de
un activo (activo ficticio) que da derecho a los flujos f. y £, no replicables,

disponibles respectivamente en los momentos t = hyt =1, con proceso de precios

&f }130,1"_.T , medible respecto de la filtracion del inversor.

Proposicion IH. 7
SiSle(f, +f f, +f")

f
d(}nde fh_:'-‘rnin .,_E‘g.[_h.]_H_ f e n.gn EQ [ft]

I

¢ Iil(l—rrs) t I—[(1+rs)

s 5=1

fh*z._,. max EQ[fh] J.LI.E f]

f.' = max-=

81 (T I | (23

5=1
siendo Q una probabilidad neutral al riesgo del mercado M, en M* existen

oportunidades de arbitraje.

Demostracion:

Supongamos que S, = f,"+ f.'. Para tener una oportunidad de arbitraje,
basta tomar la estrategia:
D=0 +¢,
donde ¢ seria la estrategia de arbitraje que se obtendria si se negociara en M* un

activo que diese tugar al flujo fi, con precio inicial £.'; v o eslaanaloga para f..
Se seguiria el mismo razonamiento si S = f, "+ . Si el precio fuese

mayor que f, '+ £ o menor que f, + f,”, se ajustaria la estrategia con activo sin

riesgo para conseguir coste nulo.
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Capitulo HI Valoracion en un modelo de multiples periodos

La implicacion inversa a la proposicion IIL7 no es cierta. Se tiene un
contragjemplo sencillo partiendo de un mercado M en que se negocia Unicamente un
activo sin riesgo, por o que solo se replican flujos ciertos. Basta descomponer un
flujo cierto como suma de dos flujos no ciertos. El valor de la suma seria un valor

concreto, mientras que no lo seria la suma de los valores.

Por dltimo, se trata Ja valoracion de un flujo no replicable en un momento
posterior al origen. Se define el mercado M* por la incorporacion a M de un activo
que da derecho a un flujo fr, no replicable, disponibie en el momento =T. Se busca
asignar un valor a este activo en el momento t=h > 0, que permita la ausencia de
oportunidades de arbitraje en M*, El valor en h sera una variable aleatoria medible

respecto de Fy, por lo que sera un valor real para cada suceso AcPy,.

Partiendo de que el flujo fT no es replicable en el mercado M, es posible que
lo sea a partir del momento h, st se presenta algin suceso de Py. Al calcular el valor
que se le asigna para un suceso A€Py, es necesario entonces distinguir que pueda o
no ser replicado. Si el flujo fr puede replicarse con alguna estrategia en M entre h y

T, al presentarse el suceso A, se verifica la siguiente proposicion:

Proposicion 111.8

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,
{Stf}1=0T con Si=fry S} (A) dados, h = 1, 2, ., T; tal que M* no contenga
oportunidades de arbitraje si y solo si

EQ [fT / Fh IA)

T E—

H(l +r5)

gzhi1

Si(A) =

donde Q es cualquier medida probabilidad neutral al riesgo equivalente a P del
mercado M.
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Demostracion:

Comenzamos probando que si el precio del activo ficticio en el momento b,

E_[f_'I'F_KA)Q T *x

si se presenta el suceso A, Sf(A), no es —=——=— en ¢l mercado M* existen

H(1+rg)

g=h+]

oportunidades de arbitraje.

En primer lugar, se observa que dada una estrategia O en M que replica al
activo ficticio entre el momento h y el momento T, si se presenta el suceso A, su

valor en el momento h, si se presenta el suceso A, S; (A), sera:

Eo[v:(0)/F.XA) _ Eolf: /F.XA)

[10+r) Iil(1+rs)

s=h+l s=h+}

Va(0)(A) =

donde Q es una medida de probabilidad neutral al riesgo cuaiquiera. La primera
igualdad se debe a que el valor de 1a estrategia es una martingala bajo Q por ser dicha
probabilidad neutral al riesgo en M. La segunda igualdad se debe al concepto de

replicacion.

En segundo lugar se demuestra que si la estrategia replicante y el activo
ficticio no tienen el mismo valor en el momento h, si se presenta el suceso A,

existiran oportunidades de arbitraje en el mercado M*.

Supongamos que Vi(8XA) < ST (A). Puede conseguirse una oportunidad de

arbitraje del modo siguiente: hasta el momento h no se realizara ninguna operacion.
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Capitulo i1l Valoracion en un modelo de multiples periodos

Si en momento h no se presenta A se seguird manteniendo una estrategia nuia. Si en

¢} momento h se presenta A, se debe seguir 0, vender al descubierto una unidad del

f
activo ficticio y adquirir S“(A)"::“ 6)XA) unidades del activo sin riesgo. De este
Ph

modo, no se realiza ningin desembolso, y el valor final es no negativo, y

estrictamente positivo para los estados de la naturaleza que suceden a A. Si Vi(B)(A)

> 8! (A), se seguiria la estrategia de signo contrario.

E Jf, /E.XA)

mIEHE

s=ht]

Para demostrar la implicacion inversa, hacemos St(A) =

y ST= fr. Entonces se propone un proceso de precios para el activo ficticio, que

verifica estas condiciones y garantiza la ausencia de oportunidades de arbitraje en

M*. El proceso de precios es el siguiente:

Sf=M]

t T

H(H-rs),

s=141
donde Q es una probabilidad neutral al riesgo equivalente a P de M.* Dado el
teorema 6, se sabe que existe una probabilidad de este tipo, puesto que en M hay

ausencia de oportunidades de arbitraje, por hipotesis.

Pero si el proceso de precios es este, cualquier medida Q, neutral al riesgo
de M, es una probabilidad neutral ai riesgo del mercado M*. Por el teorema 6, se
sabe que hay ausencia de oportunidades de arbitraje en M*. Queda asi demostrada la

proposicion.

% Obsérvese que, puesto gue el flnjo no es replicable desde el momento inicial, este proceso de
precios no tiere porqué ser Umico. Al menos en e} momento inicial sexd posible definir un intervalo
abierto de valores.
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Capitulo HT Valoracion en un modelo de multiples periodos

Se vera, para finalizar, que el caso en que no hay replicacion desde el
momento de la valoracién resulta analogo al Teorema 9. Sea M* el mercado definido
por la incorporacion a M de la negociacion de un activo ficticio que da derecho al
cobro de fr. El flujo fr no puede replicarse con ninguna estrategia en M entre hy T,

al presentarse el suceso AePy.

Se utilizar la notacion presentada en la demostracion del Teorema 9. Sea
Q* el sistema de probabilidades que minimiza el funcional J, . (Q)y Q** el

sistema que o maximiza. Entonces se presenta el siguiente resuitado.

Proposicion HIL.9
Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,
{Sf }tzﬂ,...T’ con L= fr y SL(A) dados, h = 1, 2, .., T; tal que M* no contenga

oportunidades de arbitraje si y sélo si

N IE (A) e (J AeP, (6 *)’ ] Aeh, (6 ' *))

Demostracion:
Demostraremos en primer lugar que Sf(A) & (J AcB, (6 ”'), J pep, (6 * *)) =

existen oportunidades de arbitraje en M*,

Por aplicacion del Principio de Optimalidad de Bellman:
Vi [@%%) = max E,, .. (@]

donde Q4 es medida de probabilidad neutral al riesgo det modelo derivado, defimido

entre los momentost=hyt=h+1,
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Capitulo 11 Valoracion en un modelo de miltiples periodos

Sabemos que este problema tiene solucion, por lo que también tendrd
solucion el programa dual, y el valor de la funcion objetivo en el optimo de ambos

programas coincidird. Se tiene, por tanto:

I pen, (6 * *}: mi(t;) Y., (A) .8, (A)

¥han
sujeto a:

Yni{A) Sh.1(sucesores de A) = J, | (6 * "‘)

donde, los vectores Yp:1(A) representan estrategias del primer periodo considerado.

Representaremos por Yg:1(A) ** la estrategia en que se alcanza el minimo.

Asi, se verifica;
EQ‘t[fT] = Yh+1(A **’.Sh(A)

Razonamos del mismo modo para los modeios de un periodo definidos entre

t=h+1yt=h+2. Paracada BePy, sucesor inmediato de A, se verifica:

T, (@*%) = max E, P, (@ **Xsucesores de B)]

Y, por dualidad:
Yoy, @*%) = min, ¥,.,(8)"S,..(B)
sujeto a:

Y2 B) Snia(sucesores de By = J, (6 * *)(sucesores de B)
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Capitulo 111 Valoracién en un modelo de miiltiples periodos

Los vectores Yn.2{(B) representan las carteras del segundo periodo

considerado si se presenta el suceso B.

Sw-2(sucesores de B) es la matriz de precios descontados en el momento t =

h+2, restringido a los sucesores del suceso B.

J h+2(M"‘"‘)(suc:es'ares. de B) es un vector que tiene como componentes las

posibles concreciones de la variable aleatoria J,,, (6 * *) para los sucesores de B.

Representaremos por Yi.2(B)** la cartera en que se alcanza el minimo. Asi,

se verifica:

Joes (— * *) = Yh+2(B)** "Sp1(B)

b+l

Podria seguirse el mismo razonamiento para los sucesivos periodos hasta T.

Supongamos que S. (A) = J ack, (G**). Es entonces posible construir una

oportunidad de arbitraje del siguiente modo. Durante los T-h periodos se mantendra
una posicion corta en una unidad del activo f. En el primer periodo se mantendra la

cartera Yn1(A)**, con lo que el coste total es nulo.

Se tiene que el valor final descontado de esta cartera verifica:
Phot(Yn1{A)Y**) = Yhei(A)** " Shaa(sucesores de A) >

=¥, (6 * *) (sucesores de A) = Yy.o(sucesores de Ay** *.Sh.1(sucesores de A)
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Capitulo 11T Valoracién en un modelo de miltiples periodos

Si la desigualdad es, de hecho, una igualdad, se podra cambiar, de forma
autofinanciada la cartera Yp.1(A)** del primer periodo por la cartera Yy+2(sucesores
de A)** para el segundo. El cambio de estrategia dependera del suceso que se
presente en t = h+1. Si, se presenta un suceso B para el que la desigualdad es estricta,

se realizara este cambio, y ademas se invertira en activo sin riesgo la cantidad:

Yia(A)** " 5)(B)- J,,(@**)B) > 0,

La cantidad invertida en activo sin riesgo se mantendra siempre hasta el
final, v la cantidad invertida en Yun:»(sucesores de A)** se cambiard de un modo
autofinanciado por Yi.3**, destinando el exceso, si existe, a activo sin riesgo. De
este modo se alcanza el ultimo periodo con la obligacion de entregar fr, con una
cartera Y**(T), cuyo valor final verifica: Vi(h**(T)) = fr para todos los estados de la
naturaleza, y con activo sin riesgo que se incorpora cada vez que aparece una
desigualdad estricta en las restricciones del programa lineal (con variables de cartera)

en un modelo uniperiédico.

Que todas estas restricciones se verifiquen en igualdad implica que el pago
fr es alcanzable. Puesto que, por hipotesis, dicho pago es no alcanzable,
necesariamente habra desigualdades estrictas. Entonces, siempre existird algin
estado que se alcance con activo sin riesgo en el momento final. La estrategia
seguida conduce, pues, a un valor final no negativo para todos los estados de la
naturaleza y estrictamente positivo para alguno de ellos. Puesto que ademas tiene

coste nulo, constituye una oportunidad de arbitraje.

Si se tuviera S{(A) > J AeB, (6**), la demostracion seria analoga

adquiriendo activo sin riesgo para conseguir precio nulo. Se siguen los mismos pasos
si Sp(A)<S Fop (6 * *), con lo que queda demostrada la primera implicacién de la

Proposicion,

176



Capitulo 111 Valoracién en un modelo de milltiples periodos

Para probar la segunda implicacion, se razona igual que en la demostracion
del Teorema 9. Se demostrara que, si el precio pertenece al intervalo planteado,
puede construirse un proceso de precios para el activo ficticio compatible con una
medida de probabilidad neutral al riesgo, Qf equivalente a P, para el mercado M*.
Esta medida de probabilidad se obtendra como combinacion lineal convexa de otras
dos medidas de probabilidad neutrales al riesgo del mercado M. Se comienza por la

focalizacion de estas Gltimas.

Puesto que el funcional J,., (Q) es continuo, puede garantizarse la

existencia de Q°* y Q" pertenccientes al interior refativo de N, que verifican:

Vaen, (Q*) < T (@)= B, i/ /Al < S5(A)<

<E il /Al = 51, (@) 3,5, (Q*%)

Sean las medidas de probabilidad neutrales al riesgo, equivalentes a P, del
mercado M, Q= L(Q") y Q"= L(Q™). Se define entonces la medida de

probabitidad neutral al riesgo de M, equivalente a P, que representamos por Q)

comao:
Qo) =a’ Q" () + (1-a)). Q" (wy), ¥j=1,2,...,k.
con
(’X,L EQ“ [fT fA]-Si (A) .
E.lf 1A]-E LS 1A

a'(0,1), puesto que E o 7, /A)< ST(A) < E - L7 Al
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Puede definirse entonces un proceso de precios para el activo que da lugar al
pago fr que toma valor fr en el momento final y, en el momento t = h si se presenta
el suceso A, toma ¢l valor Sf(A):

(£, parat=T

S;EITONTT I at=0,1,, T -1

l-TI(H—rS)

g1+

ot

L

Finalmente se observa que, si el activo ficticio sigue este proceso de precios,
Q' es una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P para el mercado
M*. Como se razoné en la demostracion del Teorema 9, bajo dicha probabilidad los
precios descontados de los activos con indice i = 0, 1, ..., m-1, son martingalas, por
construccion. Se comprueba que el proceso de precios propuesto para el activo
ficticio, descontado, es también una martingala bajo Q' Quedaria asi probado que, si
el activo ficticio sigue este proceso de precios, Q' es una medida de probabilidad
neutral al riesgo equivalente a P para el mercado M*. El mercado M* no contiene
oportunidades de arbitraje, con lo que quedaria completa la demostracion de la

proposicion.
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Capitulo IV

Extensiones posibles y alcance del

modelo

1. EXTENSIONES POSIBLES DEL MODELO

1.1. Espacio de estados infinito

Todos los desarrollos del modelo se han realizado suponiendo que el conjunto
de estados de la naturaleza es finito. Cuando se representa el tiempo como variable
discreta esta limitacion es frecuente y, para las aplicaciones, suele resultar natural. Por

otro lado, esta limitacion permite trabajar con una matematica sencilla.
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Existen en la literatura desarrollos, con tiempo discreto, que no incorporan esta
limitacion. El modelo matematico que describe los mercados y los agentes no se ve
afectado sustancialmente por esta generalizacion. Obsérvese Gnicamente que no es
posible suponer que la medida de probabilidad de partida, P, asigne valores positivos 2
todos los estados de la naturaleza; como tampoco lo haran las probabilidades
equivalentes a P. Este problema se salva trabajando “en probabilidad casi segura”, esto

es, realizando afirmaciones validas para todos los sucesos con probabilidad positiva.

Las demostraciones utilizadas con espacio de estados fimito no pueden
generalizarse de forma inmediata al caso de espacio de estados infinito, aun cuando se
mantenga el tiempo como variable discreta y se trabaje “en probabilidad casi segura”.
Sin embargo, si se demuestra que, en este caso mas general, sigue existiendo una
relacion importante entre la condicion de ausencia de oportunidades de arbitraje en los
mercados financieros v la existencia de medidas de probabilidad neutrales al riesgo. El
resultado analogo al teorema 6 con espacio de estados infinito se demuestra en el
articulo de Dalang, Morton, y Willinger {1990). En este articulo se revisan trabajos
anteriores que presentan casos particulares de su Teorema Fundamental, como el de
Taqqu y Willinger (1987)". En Schachermayer (1992) se presenta una demostracion
alternativa a la de Dalang, Morton y Willinger.

No he encontrado ningin trabajo sobre condiciones de ausencia de
oportunidades de arbitraje en mercados incompletos con tiempo discreto y espacio de
estados infinito. Podria resultar interesante estudiar si el teorema 9 y el resto de
resultados sobre mercados incompletos, obtenidos restringiendo el nimero de estados

de la naturaleza, se verifican al eliminar esta restriccion.

" Como se indico, en este articulo se basa la demostracion del teorema 4 y, consecuentemente, del
teorema 6.
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1.2. Representacion del tiempo come variable continua

En la seccién 2.1 del capitulo primero se planteaba 13 posibitidad de desarrollar
modelos en tiempo discreto o continuo y se optd por el primer tipo. Se pretende ahora
indicar los cambios mas importantes que aparecen en el modelo y los resultados

alcanzados hasta el momento cuando la variable tiempo se define de forma continua.

La representacién de la evolucion de la informacién a lo largo del tiempo
queda recogida por la idea de filtracidn, igual que en los modelos en tiempo discreto.
Cuando se trabaja en tiempo continuo, para evitar problemas técnicos, es habitual
suponer que la filtracion verifica ciertos requisitos, conocidos con el nombre de
“condiciones usuales”*® Si la filtracion de la que se parte no las verifica, se suele
“gumentar”, de modo que sea continua por la derecha, e incluya, en cada momento, los
sucesos de probabilidad nula. Este “aumento” no tiene gran transcendencia en cuanto al
significado economico. La filtracion que se obtiene al aumentar la engendrada por un

proceso se suele denominar “filtracion natural de dicho proceso”.

Los recursos financieros quedaran representados por capitales financieros,

como en los modelos en tiempo discreto, o bien por rentas financieras continuas.

En la modelizacion de los mercados surgen las diferencias mas importantes.
Las estrategias y los precios de los recursos negociados quedan representados por

procesos estocasticos en tiempo continuo.

*® Ver Karaizas y Shreve (1991), pag. 10, 89 y sigwientes; y Duffic (1988}, pag. 135.

181



Capitulo IV Fxtensiones posibles y alcance del modelo

Como en e modelo en tiempo discreto, las estrategias serdn procesos
predecibles®’. En un modelo en tiempo continuo esta exigencia significa que los
procesos de estrategia deben ser medibles respecto de una filtracion generada por
procesos continuos por la izquierda™. Asi el valor en un momento t del proceso
predecible es conocido si se conoce el valor en t de un conjunto de procesos continuos
por la izquierda; pero el valor en t de estos procesos coincidira con su limite por la

izquierda y, por tanto, sera conocido antes de t.

Fl tipo de procesos que pueden utilizarse para representar los precios de los
activos negociados en los mercados financieros queda limitado por la necesidad de
representar las ganancias obtenidas con la negociacion de dichos activos. Siguiendo a
Duffie (1988), pag. 138, “los economistas han utilizado muchos modelos para el
proceso estocastico que describe ganancias financieras acumuladas de la negociacidn
con activos financieros, tomando como dato los procesos estocasticos que definen los
valores de mercado y dividendos de los activos financieros, asi como los procesos que
describen el nimero de unidades de cada activo mantenidas en cada momento. Todos

estos modelos son equivalentes a integracion estocastica”.

En el modelo en tiempo discreto, un proceso de ganancias se definid como una
integral estocastica de un proceso de estrategia respecto de un proceso de precios. En
los modelos en tiempo continuo también seré asi, pero la generalizacion de la integral
estocastica a procesos continuos no es inmediata. L.a necesidad de definir el proceso de
ganancias hace imprescindible utilizar procesos de estrategia y de precios que
garanticen la existencia de dichas integrales. Esta situacion obliga a definir las clases de

procesos que sera posible utilizar.

 Mantendremos esta exigencia, aunque bajo ciertas condiciones es posible relajarla.

*® Se enunciaran para los procesos propiedades andlogas a las de las funciones de variable real. Estas
propiedades deben interpretarse “en probabilidad casi segura”. Diremos gue un proceso verifica una
propiedad (en probabilidad casi segura) cuando las realizaciones de un proceso verifican tal propiedad
con probabilidad uno (la probabilidad de que no la verifiquen es cero). Asi deben interpretarse
propiedades como la acotacion, continuidad, existencia de limites, etc.
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No parece adecuado desarroilar una construccion completa de la integral
estocastica en tiempo continuo, por lo que (Gnicamente se presentardn los resultados
fundamentales, con referencias a las demostraciones y, por ultimo, quedaran delimitadas
las clases de procesos que podran ser utilizadas para modelizar estrategias y precios de

activos.”!

En el capitulo I (pag. 32) se dio la definicion de integral estocéstica en tiempo
discreto. La generalizacion a tiempo continuo del concepto de integral estocastica es
inmediata en dos casos particulares. El primero es el consistente en tomar como

integrandos procesos simples predecibles.

Definicién (proceso simple predecible)

Se dice que o es un proceso simple predecible si, para todo teA, se puede

p
obtener en la forma oy = Zas(m). Is,, «,]» donde T < T, son tiempos de parada y o(0)
s=]

es medible respectode F, .

5! Un desarrollo excelente de estos conceptos, con objetivos similares a los aqui planteados se¢ puede
encontrar en Harrisson v Pliska (1981). El planteamiento de Duffie (1988) es algo mds amplio, aunque
menos general. Dothan (199¢) incluye demostraciones muy claras, no de todos los resuliados, pero si de
los fundamemales, lo que permite intuir el significade del prolijo proceso de construccion de la integral
estocastica. Las fuentes basicas originales en quc se basan los autores citados son los trabajos de la
llamada “Escuela de Estrasburgo™, entre los que destaca Meyer (1976). Un trabajo posterior en ¢sta linea,
muy claro v més general, es el de Elliot (1982). S¢ pueden encontrar construcciones diferentes de la
integral estocastica, que llevan a las mismas conclusiones en Liptser y Shiryayev (1986) y en Protter
(1990). En Karatzas y Shreve (1991) se encuentra una construccién muy detallada, pero debe observarse
que no plantea el caso mas general.
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Definicion (integral estocastica con integrandos simples predecibles)
Sea A =[0,T]. La integral estocastica de un integrando simple predecible o,
respecto de un proceso x, continuo por {a derecha®® se define como:
. 0 sit=90
Lasdxs = ias(xn - xts__l)+ o, lx, - XT,,) sil<t<T
s=1

donde n es ¢l Gnico entero para el cual To <t < Tt

Imponer como criterio de admisibilidad para las estrategias el que sean
procesos simples, implica suponer que el inversor mantiene un nimero de activos
constante durante sucesivos intervalos aleatorios (si son deterministas se dice que el
proceso es elemental). En una estrategia modelizada por un proceso simple, la
combinacion de activos cambia cuando se presentan las sefiales que representan los
tiempos de parada. La restriccion de las estrategias a procesos simples no sdlo tiene la
primera y gran ventaja de la definicion inmediata del proceso de ganancias, sin apenas
limitar la clase de procesos gue modeliza los precios de mercado; sino, ademas se¢

demuestra que esta restriccion elimina otros problemas de tipo economico.

Estas razones han llevado, repetidamente, a la construccion de modelos
basados en estrategias de este tipo. Asi se encuentra, de hecho, en el articulo de
Harrison y Kreps (1979) aceptado generalmente como punto de partida del enfoque
moderno de los modelos de arbitraje, y en Harrison y Pliska (1981). En la actualidad la
mayoria de los autores encuentran que este criterio es demasiado restrictivo’; pero,
aunque menos frecuentes, otros autores consideran que es preferible utilizar integrandos
simples para conseguir la mayor generalidad en los procesos que pueden modelizar los

precios™.

** El requisito de continuidad por 1a derccha se puede evitar si, en lugar de trabajar con integrandos
simples se utilizan integrandos elementales, esto es los intervalos en que permanece constanic ¢l proceso
son deterministas.

* Se puede ver uma discusion sobre la necesidad de integrandos més generales en Delbacr y
Schachermayer (1994).

' Ver Fristelli (1997).
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El segundo caso particular en que es inmediata la extensién al tiempo continuo
de la integral estocastica, encuentra su punto de partida en el caloulo infinitesimal
determinista: consiste en construir una integral de Stieltjes para cada momento t y para
cada estado de la naturaleza, de forma que si estas integrales existen, definen una
variable aleatoria en cada instante, a la que otorgamos el nombre de “integral de

Stieltjes aleatoria™.

Este procedimiento permite trabajar con una clase de integrandos mucho mas
amplia que la de integrandos simples. Veamos las condiciones para que el proceso a,
definido en (Q,F,P) pueda utilizarse como integrando en una “integral de Stieltjes
aleatoria”. Es condicion necesaria que las funciones ow, t) definidas en Q x [0,T] por
la igualdad o{w, t) = ou{w) sean medibles respecto de FxB([0,T}), donde B([0,T]) es el
o-algebra de Borel en {0,T]. Es condicion suficiente que ademas de cumplir este

requisitc sean acotadas. Veremos que esta condicion suficiente puede relajarse.

El problema que se encuentra aqui es que la existencia de la “integral de
Stieltjes aleatoria” se puede garantizar integrando respecto de una clase de procesos
demasiado reducida, Ja de los procesos de variacion finita. A continuacion se presenta la

definicién de esta clase de procesos y de la integral aleatoria de Stieltjes.

Definicion (proceso con variacién finita)

Dado un espacio de probabilidad ({),F,P) con una filtracion 3={Fi}ica, v un
proceso estocastico x={x:} 1e, adaptado a J, se dice que dicho proceso tiene variacion
finita si es continuo por Ia derecha con limite por la izquierda® y sus trayectorias son

funciones con variacidn acotada sobre todo intervalo compacto de su dominio, con

probabiiidad uno.

* Esta propiedad debe entenderse en sentido casi seguro. Se suele conocer por las iniciales francesas:
cadlag.
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Definicién (variacion total de un proceso con variacion finita)
Dado un proceso estocastico x = {Xi}iea, cON variacion finita en un espacio de

probabilidad (€2,F,P), se denomina variacion total del mismo en el intervalo (0.t} y se
representa por Var(x) = j:(dxsl , a la variable aleatoria definida como el limite respecto

de las particiones dioicas del intervalo (0,1], dadas por t.; =].27", donde j, m son enteros

no negativos con t; < t, cuando m tiende a infinito, de las sumas:

> if(tm,j ) - f(tm.'y-l ]

=t

Definicion (integral de Stieltjes aleatoria de un proceso acotado
respecto de un proceso de variacion finita)
Dado un proceso estocastico x con variacion finita v un proceso medible
acotado o, en un espacio de probabilidad () F,P), se denomina integral de Stieltjes de o
con respecto a x, en el momento t, y se representa’ por (oex), a la variable aleatoria

definida de! siguiente modo:

(o) 0)= [ a,(@)dx. o)

Los procesos que parecen mas adecuados para la modelizacion de precios de
activos con riesgo son, fundamentalmente, de variacion infinita. Esto nos obliga a
utilizar un proceso de construccion de la integral estocastica mas general que permita
integrar segln procesos con variacion infinita, sin limitacién a integrandos simples. Para
plantear el problema de la construccion de la integral estocastica segin clases de
procesos mas amplia, nos basaremos en la definicion de martingala, dada en el capitulo
T (pag. 117)%7 Partiendo de ella definimos las clases de procesos estocasticos

conocidas como martingalas locales y semimartingalas.

% Se utilizara la representacion introducida para ticmpo discreto en la pagina 32.

% La definicion dada es valida tanto para un modeio en tiempo discreto come para un modelo en tiempo
continuo
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Para la definicion de martingala local, partimos de la definicion de localizacion

de un conjunto de procesos estocasticos.

Definicion (localizacién o localizacion en sentido habitual)

Sea N una clase de procesos aleatorios definidos en el espacio de probabilidad
(Q,F.P) con una filtracion 3={Fi}iepo1y. Se dice que un proceso x={x} pertenece a la
clase Nio, 51y solo si existe una secuencia {1} de tiempos de parada, tal que:

P(Tm$ T}-"—m';,—ﬂil

59 . .y
y para cada m > 1, el procese x,, . 58 pertenece a N.>° Nio se llama Jocalizacion de N.

Por el hecho de estar trabajando con procesos definidos en un intervalo de

tiempo [0, T}, podemos plantear una definicion inmediata de martingala local.

Definicion (martingala local)
Dado un espacio de probabilidad (Q,F,P) con una filtracion 3={F,};» sea M el
conjunto de martingalas respecto de J, continuas por la derecha con limite por la

izquierda (cadlag). Se denomina martingala local a cualquier elemento del conjunto
Miee.®

Se demuestra que toda martingala es una martingala local.®’

% Con A se representa la operacién consistente en tomar el minimo. El proceso X e, tomard valor x, para

1< tn y valor constante X, para t>1,,. Este proceso recibe el nombre de proceso x, parado en 1o,

* Este concepto se diferencia del concepto de localizacion para integrandos, en que el proceso
parado, X, , se sustituye por el proceso X. I{mm]- Este concepto de localizacion para integrandos

permite ampliar 1a clase de integrandos para los que estd definida la integral de Stieltjes alcatoria,
respecto de procesos con variacion finita, a procesos predecibles localmente acotados.

% Si los procesos estan definidos en el intervalo de tiempo [0, %), ¢s necesario exigir una condicién mas a
los procesos del conjunto A 1a de ser uniformemente integrables o, equivaletitemente que el conjunto de
sus trayectorias sea uniformemente integrable; ver Elliot (1982), pag. 6, o Dothan (1990), pag. 237.

 Elliot (1982) pag. 85
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Definicion (semimartingala):

Dado un espacio de probabilidad ($L,F,P) con una filtracion I={F}xp y un
proceso estocastico x={x} adaptado a J, con trayectorias continuas por la derecha y
con limite por la izquierda (cadiag), se dice que x es una semimartingala si dicho
proceso se puede descomponer {en general, no de un modo Gnico) en la forma

%= Xot oyt 2y,
en donde:
m, representa una martingala local que verifica mp =0
a, representa un proceso estocastico cuyas trayectorias tienen, con probabilidad

uno, variacion finita sobre intervalos {t,tz].

La clase mas general de procesos respecto de los cuales estd definida la integral
estocastica es la clase de las semimartingalas® Si una semimartingala no tiene
variacioén finita, no es posible construir una integral de Stieltjes aleatoria, porque
dependeria del punto de los subintervalos en que se tomase el valor del integrando.
Existen diversas construcciones alternativas de integrales en funcion del punto

. 3
seleccionado®.

La integral estocastica es la construccion que verifica, bajo determinadas
condiciones, o en sentido local, una importante propiedad que se presenta a
continuacion. Esta propiedad se verifica para los dos casos de integral estocdstica

planteados y se conoce con el nombre de “conservacion de martingalas”.

% Es obvio que un proceso de variacion finita ¢s una semimattingala, asi como lo es una martingala local
¥, por tanto una martingala.

“ La construccién mas conecida, aparte de Ia que se presenta aqui es la Integral de Stratanovich, gue
conserva las reglas del calculp infinitesimal,
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Proposicion IV.1

Si el proceso {ou} es predecible, el proceso {x} es una martingala y la integral
J:ocsdxs estd definida con integrandos simples o como integral de Stieltjes aleatoria,

entonces dicha integral es una martingala.

Obsérvese que la exigencia de que el integrando sea predecible se verificara
siempre que ia integral represente un proceso de ganancias, puesto que dicho integrando
sera el proceso de estrategia. La demostracion de esta proposicion, para los distintos
casos, puede encontrarse en diferentes textos de calculo estocastico. Para el caso
discreto es muy clara la demostracion de Dothan (1990), pag. 99. En tiempo continuo,
para el caso de procesos simples integrados segiin una martingala, se puede encontrar en
Karatzas y Shreve (1991), pag 138; y para el caso de la integral aleatoria de Stieltjes
respecto de una martingala (incluso solo Jocal) con variacion finita, se puede encontrar

en Liptser y Shiryayev (1986), pag. 91.

La construccion de la integral estocastica respecto de una semimartingala, a
partir de su descomposicion en la forma x, = xo+ my + a,, lleva a la obtencion de la clase
mas general de procesos que pueden utilizarse como integrandos. Si bien no se
desarrollara dicha construccion, se indicaran los pasos que nos permiten definir dicha
clase de procesos. Resulta natural plantear la integral estocastica de un proceso o, con
respecto a x del siguiente modo:

aex=gem-taoea
ya que se puede demostrar la independencia de la descomposicién concreta de la

semimartingala.
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El segundo sumando es una integral de un proceso respecto de un proceso con
variacion finita, por lo que estd definido como integral de Stieltjes aleatoria, si ¢l
proceso o es predecible y localmente acotado (ver nota 59). El primer sumando se
presenta como una integral respecto de una martingala local. Se hace necesario definir

esta integral asi como la clase de integrandos para los cuales existe.

La razon por la que la integral de Stieltjes aleatoria no esta bien definida es que
el proceso respecto del que integramos puede tener variacion infinita. La construccion
de la integral estocéstica requiere entonces la definicion de otra medida de variacién.
Surge asi la definicién de variacion cuadratica de un proceso. Para definir la variacion

cuadratica es necesaria una definicion previa.

Definicion {convergencia uniforme en probabilidad en compactos)®*

Una secuencia de procesos (Xm)m1, CON Xm={Xm1}1ejo.1) CONVErge a un proceso

X = {X%hepm uniformemente en compactos en probabilidad si, para cada t>0,

sup

O=set

X s = X4| CONVErge a cero en probabilidad.

Definicion (variacion cuadratica de una semimartingala)®
Sea x una semimartingala. Dada una particién dioica del intervaio [0,T], de
elementos t,j, entonces, en la topologia de convergencia uniforme en compactos en
probabilidad, para cada t>0,
. 2
lg[l{:xﬁ + Z)l(xm:m - szm-,l )2}
iz

se denomina variacion cuadratica de x en el intervalo [0,1], y se representa por [x,x)..

*! Para resultados respecto de esta convergencia, ver Protter (1990), pag 49.

& Es frecuente que lo que aqui aparece como definicion aparczca en los distintos textos como
caracterizacion de la variacion cuadritica. Ver, por ejemplo, Profter, pag. 61; Dothan, pag. 265.
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Proposicion IV.2
El proceso de variacion cuadratica de una semimartingala x:

[x,x]={[x.X]t }te[o.7y €5 una semimartingala con variacion finita.

La demostracion puede encontrarse en Protter, pag. 60.

En adelante, dado (L,F,P), v un nimero 1< k<w, se representara por

Lk(Q,F,P), al espacio vectorial de variables aleatorias de ({),F,P) tales que E[ |x] l‘] < oo,

La clase mas general de integrandos para los que estd definida la integral
estocastica respecto de una martingala local x, es la localizacion (para integrandos, en el

sentido de nota 59) del conjunto £(x) de procesos a. tales que la variable aleatoria:

e ol

pertenezca a L'(Q, F, P), para todo te[0,T]. Este conjunto se representara por Ejo(X).

Esto nos permite definir la clase mas general de procesos que pueden utilizarse

como integrandos respecto de una semimartingala x, que representaremos por I(x).

Definicion ( I(x) )

Dada una semimartingala x, con una descomposicion x = xg + m + a, donde a
€s un proceso con variacion finita y m es una martingala local, con my = 0, I(x) es el
conjunto de procesos a predecibles, tales que:

1) o, € Ko (m)

i) la integral de Stieltjes aleatoria (o e a) tiene variacion finita.
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Para este caso general, daremos como definicién lo que para muchos autores es
s6lo una caracterizacion de la integral estocastica. Esta caracterizacion permite intuir su
significado como integral, pero no permite intuir la necesidad y la posibilidad de utilizar

las clases de integrandos para los que esta definida.

Definicion (Integral estocastica. Caso general)

Sea x una semimartingala , o un proceso del conjunto I(x), y la secuencia de
particiones I, = {Tmo, Tm,, ... }. Entonces, en la topologia de convergencia uniforme en
compactos en probabilidad, para cada t = 0, la integral de o con respecto a x es el
siguiente limite:

lim Zatm_ﬂ (xmm - xmmﬂ)
»l

o T

y se representa por J:asdxs = (oL ® X

Esta definicion de la integral estocéstica recoge como casos particulares todos

los citados anteriormente.®

Obsérvese que al comparar esta definicion con la de una integral de Stieltjes
aleatoria, la diferencia fundamental (aparte del tipo de convergencia utilizado) es la
especificacion del punto del subintervalo en que se toma el valor del proceso integrando
en cada sumando. Esta especificacion, como ya se ha indicado, es necesaria siempre que
se integra respecto de un proceso con variacion infinita; en este caso, se ha tomado el

extremo inferior del subintervalo.

* Las integrales obtenidas por los distintos procedimientos, dan lugar a procesos indistinguibles. La
definicion de procesos indistinguibles puede encontrarse en Elliot (1982), pag 13.
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Por tanto, 1a necesidad de definir el proceso de ganancias en el modelo exige
que, si se trabaja en tiempo continuo, los procesos elegidos para modelizar la evolucion
de los precios sean semimartingalas, y las estrategias pertenezcan a la clase 1(x). La

definicion del proceso de ganancias es, entonces, inmediata.

Definicion (proceso de ganancias de una estrategia en tiempo continuo):

Dado un mercado financiero, con procesos de precios de los activos
representados por semimartingalas S; = {Sit}te[o,‘l‘], coni=0, 1,.., m-1, se denomina
proceso de ganancias de una estrategia de componentes 6' = {6'}co1€1(S") al proceso

estocastico G(0) = {G«(8)}eo.1y definido del modo siguiente:

G{©) zmz_l(ei osi) ="f [(eias]
i=0 =0

Como en el planteamiento en tiempo discreto, el valor de una estrategia en un
momento t, sera el producto:
SO
Sl
v®y=@©'o'.om.| "
Sm
Y se dird que una estrategia es autofinanciada cuando las variaciones en el valor de una
estrategia se deban Unicamente a las ganancias acumuladas. Asi, 8 es autofinanciada si,

para todo t €[0,T], se verifica:
Vi(0) = Vo(0) + G(6)

Es posible utilizar la definicién de oportunidad de arbitraje (tipo I) dada en el

capitulo I (pagina 34), y este es el planteamiento mas frecuente.

También podria usarse la definicion de medida de probabilidad neutral al
riesgo, o medida de martingala, dada en el capitulo I11 (pagina 118); aunque es frecuente

relajarla, exigiendo Unicamente que los precios descontados de los activos sean

martingalas locales.
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Sin embargo, a partir de aqui, los resultados no son tan claros ni tan directos
como en los modelos con tiempo discreto. Con estas definiciones, la ausencia de
oportunidades de arbitraje no es condicion necesaria y suficiente de existencia de alguna
medida de probabilidad neutral al riesgo. Aun asi, se acepta generalmente que existe
relaciobn entre estos dos conceptos y los esfuerzos se concentran en encontrar
condiciones adicionales que permitan formalizar tal relacion. Estas condiciones suelen
imponerse al conjunto de estrategias admisibles, de modo que la definicion de

oportunidad de arbitraje resulta mas débil.

El trabajo de Harrison y Pliska (1981) es el primero en que se plantea el
problema en estos términos. Finalmente toman como admisibles aquellas estrategias
simples autofinanciadas, cuyo proceso de valor es no negativo y sigue una martingala
(no solo martingala local) bajo las medidas de probabilidad neutrales al riesgo.
Demuestran que, entonces, suponiendo que el conjunto de medidas de probabilidad
neutrales al riesgo no es vacio, se puede asignar a los derechos contingentes alcanzables
un Unico valor por razonamientos de arbitraje. Este valor se determinaria en la forma
usada con el planteamiento discreto: como el valor esperado, bajo una probabilidad

neutral al riesgo, del pago que proporciona el derecho, descontado.

El resultado aceptado como mas satisfactorio hasta el momento es el de
Delbaen y Schachermayer (1994)*’, basado en una generalizacién de la condicion de
ausencia de oportunidades de arbitraje que denominan “ausencia de rendimientos
gratuitos con riesgo despreciable”®®. Se demuestra que esta condicién es necesaria y
suficiente de existencia de una medida de probabilidad neutral! al riesgo equivalente,
entendida como aquella bajo la cual los precios descontados de los activos son

martingalas locales, y define los mismos conjuntos de probabilidad cero que la original.

% Este planteamicnto es también mAs gencral en cuanto que define ¢l problema en el intervalo temporal
{0, o0}. Existen oiros trabajos que estudian este tipo de genemalizacidn, tanto en tiempo discreto como
continuo.

* Originalmente, “no frec hunch with vanishing risk”,
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1.3. Tipos de interés estocisticos

En los modelos planteados hasta ahora se ha supuesto que existe un activo
cuyo precio no depende del estado de la naturaleza que se presente. Desde el comienzo
es conocido el precio que tendra en cada momento y, por tanto el tipo de interés. Un
individuo conoce el dinero que tendrd en cualquier momento si negocia con dicho
activo y el tipo de interés al que podria invertirlo de nuevo o pedir préstamo. Decimos
entonces que tal activo no conlleva riesgo alguno, y se le suele denominar activo sin

riesgo.

Parece mas proxima a la realidad una situacion en la que los tipos de interés
futuros sean desconocidos. Estos tipos pueden representarse por un proceso estocastico.
Trabajando con tiempo discreto, el activo con indice cero seguiria, al igual que en

nuestro modelo, la ecuacion en diferencias finitas:
0_ o0
donde, ahora, r; es una variable aleatoria no negativa medible respecto de F.,. Esta

variable representaria el tipo de interés estocastico al que se puede prestar o pedir

prestado en el mercado en el momento t-1. Suele utilizarse, como en el caso de tipos
deterministas, la normalizacion Sg= 1. Este activo financiero suele recibir ¢l nombre de

cuenta bancaria. Aunque no puede decirse, en sentido estricto, que sea un activo sin

riesgo, se diferencia de los demds en que su precio es siempre estrictamente positivo.

Se observa una primera consecuencia de esta generalizacion del modelo para la
valoracion de flujos financieros ciertos. Mientras se supone que existe un activo sin
riesgo o, lo que es lo mismo, una cuenta bancaria con tipo de interés cierto, cualquier
flujo cierto es replicable. Se sigue que el valor en el momento t=0, 1,..., T-1, de un
flujo cierto en el momento h= 1, 2, ..., T, h > 1, sera siempre un valor rea! cierto. Con
tipos de interés estocasticos no se puede seguir el razonamiento que lleva a este

resultado.
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Trabajando con tipos de interés estocasticos, pueden definirse precios y valores
descontados como aquellos que resuitan de utilizar como numerario la cuenta bancaria,
y llamar medidas de probabilidad neutrales al riesgo a aquellas bajo las cuales los
precios descontados de los activos son martingalas. Se demuestra entonces un resultado
analogo al Teorema 6, esto es, la existencia en un mercado de una medida de
probabilidad neutral al riesgo equivalente a la inicial es condicion necesaria y suficiente

de ausencia de oportunidades de arbitraje.*’

Utilizando la cuenta bancaria como numerario, la valoracion de flujos
replicables sigue los mismos principios utilizados en los capitulos I y 1I. Se define el

mercado M* por la incorporacién al mercado M de un activo ficticio que da derecho a

un flujo replicable, fr. Sea S; el precio de este activo en el momento h. El \inico valor
de S; que permite ausencia de oportunidades de arbitraje en M* es el siguiente:
f
S, = S;.Eq —S-g— Fy
T

donde Q es una probabilidad neutral al riesgo.

Analizando ahora la valoracion de un flujo cierto que se recibe en un momento
1, se observa que su valor descontado sera una variable aleatoria. Por esta razon el valor
de tal flujo en un momento h > 7, aun en el caso en que pueda determinarse, no seré
cierto, sino una variable aleatoria, medible respecto de Fy. Por esta razon, se dice que
los activos que dan derecho al cobro de flujos ciertos, en este entormno no son activos
ciertos, sino que estan sujetos a “riesgo de interés”. Siempre que un cobro o pago de una
inversion tenga valor futuro aleatorio, el inversor puede revisar decisiones iniciales, en
funcién de la evolucién del entorno. Surge asi la posibilidad de inversor activo con

pagos ciertos que se planteaba en la clasificacion de la seccion 1.3.4 del capitulo

primero.

* Puede encontrarse este planteamiento en Pliska (1997).
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Ademas de la cuenta bancaria, podrian negociarse en el mercado financiero
activos cuyo pago final no dependiera del estado de la naturaleza.” Volviendo al
razonamiento del parrafo anterior, el precio de dichos activos, que Hamaremos bonos,
en un Momento t sera una variable aleatoria medible respecto de Fy; y estaran sujetos a
riesgo de interés, a pesar de dar derecho a un pago cierto. Podemos suponer que este

pago es unitario.

Obsérvese que en el caso de tipos de interés deterministas los bonos y 1a cuenta
bancaria representan el mismo tipo de activo que coincide con el activo sin riesgo que
aparecia en ese tipo de modela, En este sentido, se puede decir que al suponer tipos de
interés estocastico hay dos posibles generalizaciones del activo sin riesgo. Inicialmente
hemos planteado como generalizacion la cuenta bancaria, pero se podria trabajarse con

un bono cupodn cero de vencimiento T.

Si, en lugar de la cuenta bancaria, se utiliza como numerario el bono cupén
cero de vencimiento T pueden construirse medidas de probabilidad bajo las cuales los
precios, en este numerario, sean martingalas. Denominemos a éstas “medidas de
probabilidad ajustadas al riesgo del plazo T"7!. Se demuestra que entonces se verifica el
“teorema fundamental™ la existencia de una medida de probabilidad ajustada al riesgo
de plazo T es condicion necesaria y suficiente de ansencia de oportunidades de arbitraje.
Se sigue de manera inmediata que la existencia de una medida de probabilidad ajustada
al riesgo de plazo T es condicion necesaria y suficiente de la existencia de una medida

de probabilidad neutral al riesgo (en que el numerario es la cuenta bancaria).

® En la realidad este tipo de activos se identifica con los titulos emitidos por ¢! Estado; y puesto que
heinos supuesto que los activos financieros ne pagan dividendos, serian bonos cupdn cero. En ¢l mercado
financiero cspafiof los dnicos titulos del Estado que no pagan cupories son las letras del Tesoro, emitidas a
corto plazo. Sin embarge, aungue los titulos a largo plazo paguen cupones a lo large de su vida, la
posibilidad de segregarlos para su negociacion, recientemente incorporada al mercado, fos transforma en
un conjunto de bonos cupodn cero.

! Se ha utilizado este término para traducir lo que se suele conocer como “forward risk adjusted
probability measures™,
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Estas dos medidas de probabilidad estan relacionadas.” Si representamos por

B! el precio en el momento T del bono cupén cero con vencimiento en T, y por Qgiaza T,

la nueva medida de probabilidad, se tiene que:

Qo)

Qpitazo T(m) =
’ B} $3(0)

Los flujos replicables se valorarian en la forma habitual, con el nuevo
numerario y la nueva medida de probabilidad. Se define el mercado M* por la
incorporacion al mercado M de un activo ficticio que da derecho a un flujo replicable,
fr. Sea S. el precio de este activo en el momento h. El inico valor de S! que permite
ausencia de oportunidades de arbitraje en M* viene dado por la siguiente variable

aleatona:
_aT fr _ guT
S{‘ - Bh 'EQplaon ;;'IT Fh B Bh i EQplaz.oT [fT l Fh]
T

La segunda igualdad se deriva del supuesto B:}::l. Es precisamente esta simplificacion

la que Heva a que, con tipos de interés estocasticos, se utilicen frecuentemente bonos

COMO NUMErario.

Con un modelo en tiempo continuo puede trabajarse de modo analogo. En
Musiela v Rutkowski (1997) se encuentra un desarrollo exhaustivo del tema. Un trabajo
mas breve y muy claro es el de Bjork (1996), que trata también, y ofrece bibliografia

muy interesante sobre el problema de cambio de numerario, con caracter general.

* En Pliska (1997), pag. 222-224, puede encontrarse una demostracion muy clara de estos resuliados. De
hecho, se demmestra que la existencia de una probabilidad neutral al riesgo es condicién necesaria y
suficiente de existencia de una probabilidad ajustada al riesgo de un plazo dado, v la relacion entre cllas.
Es inmediato, entonces, ¢l nuevo “teorema fundamental”, al utilizar €] bono como numerario.

™ Se ha plantcado aqui este cambio de numerario porque ¢s frecuente utilizarlo, pero podria usarse
tambi€n con tipos de interés deterministas y, en cualquier caso, podrian utilizarse como numerarios
distintos activos o, incluso carteras de activos. Girotto y Ortu (1997) v (1998) discuten en un entorno
finito como el aqui descrito condiciones para la existencia de numerarios én los mercados financieros; el
resultado fundamental es que, en un mercado sin arbitraje, existen numerarios si v solo si puede
construirse una estrategia dindmica que mantenga valor estrictamente positivo a to largo del tiempo.
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1.4. Decisiones de consumo. Modelos de equilibrio

Por las hipotesis de trabajo de la tesis, no se han analizado las decisiones de los
consumidores de reparto en el tiempo de consumo e inversidn. Puesto que no se
establecen supuestos sobre preferencias’’, solamente es posible razonar por argumentos
de arbitraje; pero, puesto que a los agentes de consumo solo se les ha permitido
inversion financiera y se ha supuesto ausencia de oportunidades de arbitraje en los
mercados financieros, no habria decisiones mejores que otras. Para estudiar las
decisiones de los consumidores es necesario incorporar mas supuestos sobre las
preferencias. Tal y como se ha razonado en la seccién 2.4.1 del capitulo primero, estas
preferencias suelen representarse por una funcion de utilidad. Si se acepta que el
objetivo final depende del consumo, la funcién de utilidad para un periodo de tiempo
dependera, en general, del consumo en ese periodo y de la riqueza final para consumo
posterior. Las funciones de utilidad pueden depender o no del estado de la naturaleza

gue se presente.

Especificada la funcion de utilidad para un consumidor y sus restricciones -
técnicas y presupuestarias- se plantea un problema matematico de optimizacion: el
consistente en determinar qué estrategia de consumo e inversién, entre las posibles, se
debe seguir en el periodo considerado para hacer maxitna 1a utilidad. El tratamiento que
se da en Merton (1971) se considera el comienzo del enfoque con que se analizan
actualmente los problemas de seleccion en ¢l tiempo de consumo e inversion. Aunque,
como se ha dicho, este tipo de problemas no ha sido tratado en este trabajo, si guarda
relacion con los desarrollos presentados. Quiza la relacion mas importante esta en la
hipotesis basica de la tesis: ausencia de oportunidades de arbitraje en los mercados
financieros. St esta hipotesis no se verifica, ningun “problema de reparto de consumo e
inversion” en el tiempo tiene solucion, bajo el supuesto de que el consumidor prefiere,

en igualdad de condiciones, mas riqueza a menos.”

7 Unicamente se supone que s¢ prefiere mas riqueza a menos.

7 Puede encontrarse una justificacion sencitla de esta afirmacién en Kreps (1981), pag. 15.
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Si surgiera, en un momento, una oportunidad de arbitraje en el mercado, la
presencia de agentes de consumo racionales la haria desaparecer inmediatamente. Por
tanto, una primera conclusion es que, aunque los “problemas de consumo”™ no se tratan
en la tesis, suponer que los agentes de consumo son racionales avala la hipotesis basica

del trabajo.

La relacion planteada puede escribirse del siguiente modo: la ausencia de
oportunidades de arbitraje es condicion necesaria de existencia de solucion a los
problemas de consumo. Puesto que la existencia de una medida de probabilidad neutral
al riesgo equivalente a la probabilidad de partida es condicion necesaria y suficiente de
ausencia de oportunidades de arbitraje, sera también condicién necesaria de existencia
de solucion a los problemas de consumo. La resolucion clasica de problemas de
optimizaciéon comienza por la aplicacion de una condicion necesaria de primer orden
(depende de derivadas primeras). Puede analizarse, entonces, la relacion entre estas
“condiciones necesarias de primer orden” y la ausencia de oportunidades de arbitraje: la
conclusion a la que se llega con este analisis es la equivalencia entre estas

condiciones.™ .

Procede entonces relacionar las “condiciones necesarias de primer orden” y las
medidas de probabilidad neutrales al riesgo equivalentes a la medida inicial. Este
analisis permite observar proporcionalidad entre [as probabilidades neutrales al riesgo
asignadas a los estados de la naturaleza y las tasas marginales de sustitucién de los
agentes, definidas por las derivadas primeras de sus funciones de utilidad. Esta
proporcion sera unica en el caso de mercados completos, puesto que existe una sola
medida de probabilidad neutral al riesgo. En el caso de mercados incompletos, se dara la
proporcionalidad con alguna de las medidas de probabilidad neutrales al riesgo, lo que
puede indicar un criterio adicional de valoracion en el caso de mercados incompletos

para un agente dado, si se conoce la funcién de utilidad de dicho agente’”.

78 Uno de los planteamientos mas generales de esta equivalencia puede encontrarse en Duffic y Skiadas
(1994). Ademas, en este anticulo se ofrece una revision bibliografica del tema.

7" Recuérdese que si los mercados son incompletos, no ¢s posible en generar asignar un mico valor por
razonamientos de arbitraje. Coando se utilizan las preferencias, a través de una funcién de utilidad, como
criterio adicional se habla de “valoracion 6ptima”. Este enfoque se discute en Luenberger (1998), pag.
448 y siguicntes.
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El hecho de que la existencia de solucion implica la existencia de una
probabilidad neutral al riesgo permite simplificar la resolucién de problemas de
consumo, mediante un método especifico que sustituye los métodos clasicos, conocido
como método de las martingalas, Consiste en descomponer el problema en dos partes:
en la primera se determina el proceso de consumo, entre los factibles, para el que se
consigue ¢l maximo. La caracterizacion del conjunto de procesos factibles utiliza el
concepto de probabilidad neutral al riesgo. La segunda parte consiste en determinar la

. . .y . . 78
estrategia de inversion que debe seguirse para conseguir ese proceso de consumo.

Cuando se supone especificado el comportamiento de todos los agentes de
consumo, puede trabajarse con el comportamiento de la economia en conjunto. La
representacion matematica de una economia que se utiliza habitualmente tiene su origen
en los modelos de Arrow y Debreu de los afios cincuenta. En cualguier representacion
de una economia se supone especificado un conjunto de consumidores a través de sus
preferencias, pero el tipo de modelo que se utiliza para el resto de las caracteristicas
puede variar mucho. En Duffie (1988) se desarrolian de forma casi exhaustiva los
distintos modos de representar una economia, con distintos grados de complejidad”, y

se explican las relaciones entre estos modelos.

La primera consecuencia de suponer representados a todos los agentes es que la
cantidad de recursos asignados a cada fin y los precios, en el momento considerado,
pasan a ser variables endogenas en el modelo. Se hace necesario, entonces, analizar si la
asignacion y los precios que provocan las actuaciones de los agentes mantienen un
mercado coherente. La minima condicion que se impone es que, tras la actuacion de los
agentes segun sus objetivos, la oferta iguale a la demanda (se suele decir que “los
mercados se vacien”). Cuando esta condicion se verifica se dice que el mercado alcanza

el equilibrio.

"® El método de las martingalas se desarrolla en Pliska (1997): en ¢l capitulo segundo para modelos de un
periodo y en ¢l capitulo quinto para modelos de varios periodos en tiempo discreto. Para modelos en
tiempo contimuo se desarrolla en Karatzas (1997): en el capiiulo segundo para el caso de mercados
completos y en el capitule quinto para el caso de mercados incompletos,

” Los mercados pueden incluir o no produccién, pueden especificar o no ¢l proceso de dotaciones o
pueden estar o no restringidos a un mercado.
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La formalizacion del concepto de equitibrio se debe a Leon Walras (1834 -
1910), pero el enfoque actual lo plantean fundamentalmente Arrow y Debreu®. Los
modelos de equilibrio suelen tener dos objetivos: analizar si efectivamente existe tal
equilibrio y relacionarlo con condiciones de eficiencia global. La medida de eficiencia
mas utilizada es la de “optimo de Pareto™’. Las relaciones entre equilibrio y eficiencia
se conocen con el nombre de “teoremas del bienestar”. Se¢ llama “primer teorema del
bienestar” al que asegura que, bajo determinadas condiciones, el equilibrio de una
asignacion implica que se trata de un optimo de Pareto. El “segundo teorema del
bienestar” se refiere a la implicacion inversa. Cuando se trabaja con mercados
completos, con las hipdtesis habituales, se demuestra la existencia de equilibrio y e!
primer teorema del bienestar en una economia de intercambio. En la actualidad se estan
estudiando las condiciones bajo las cuales se siguen estos resultados con mercados

incompletos.*

El equilibrio puede analizarse para modelos de economia con distintos grados de
generalidad, y modelos de economias parciales pueden considerarse parte de un modelo
mas general. Se dice que un mercado es viable si puede formar parte de un eguilibrio
general. Los modelos de equilibrio encuentran apoyo en Ja definicion de oportunidad de
arbitraje vy, por consiguiente, en {a de medida de probabitidad neutral al riesgo. Puesto
que la ausencia de oportunidades de arbitraje en el mercado es condicion necesaria de
existencia de Optimo para los consumidores es también condiciOn necesaria de
existencia de equilibrio y de viabilidad de un mercado. Bajo determinadas condiciones,
como espacio de mercancias finito, Ja ausencia de oportunidades de arbitraje es también

condicién suficiente de viabilidad de un mercado. El estudio de las relaciones entre

¥ Ver Arrow (1953), Arrow y Debreu (1954) y Debreu (1959).

®! Se dice que una asignacién alcanza un 6ptimo de Pareto cnando ningin agente puede mejorar su
situacion sir que al menos otro empeote la suya.

2 En Magill y Quinzi (1996) s¢ estudian exhaustivamente los modelos de equilibrio con mercados
incorapletos, con abundante bibliografia y notas histéricas, Las referencias cldsicas son Radner (1972),
para uma adapiacion del concepio de equilibrio a mercados incompletos y Hart (1975), para una primer
estudio sobre Ia optimalidad del equilibrio. Resultados mas recientes pueden encontrarse en ¢l conjunto
de articulos recogidos en un mimerc especial del Journal of Mathematical Economics, introducido por
Duffie (1996).
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viabilidad, arbitraje y medidas de probabilidad neutrales al riesgo es el objeto del
articulo de Harrison y Kreps (1979) que marca el comienzo de un enfoque general de
los modelos de valoracion por arbitraje. En el articulo de Kreps (1981) se clarifica la

nomenclatura utilizada y se delimita la validez de algunos resultados.

Las consecuencias que se siguen de exigir ausencia de oportunidades de
arbitraje en un mercado seran siempre condiciones necesarias de equilibrio. Por esta
razon, el planteamiento presentado en la tesis puede entenderse como un paso previo a
la construccion de un modelo de equilibrio. La incorporacién de las preferencias de los
consumidores permitiria la definicion de los problemas de consumo, con lo que se
podria trabajar con el equilibrio de una economia de intercambio neto, o de intercambio
si se definen dotaciones. Resulta mas complicado la consideracion de las decisiones de
produccion, ya que para formular los problemas de optimizacion de las empresas, es
necesario fijar su objetivo. Este problema queda resuelto en ambiente de certeza con el
ya citado “teorema de separacion de Fisher”. En Miine (1972) se demuestra que en un
modelo de equilibrio de un mercados completo de un periodo, también se sigue del
teorema: fas decisiones de los productores son objetivas. La regla de decision que
deduce Milne en la seccion 3.3 coincide con la planteada en esta tesis para un modelo
de un periodo. El modelo se basa en el modelo de equilibrio de Arrow y Debreu, pero
ya apunta la idea de interpretar los precios de estado como una medida de probabilidad
que denomina “distribucion de probabilidad del mercado”. En la seccion 4.5 de este
mismo trabajo Milne plantea ¢l mismo problema para el caso de mercados incompletos
y concluye que no es posible definir la funcion objetivo de la empresa
independientemente de las preferencias de los consumidores.®® De esta imposibilidad se
sigue, a su vez, la imposibilidad de definir reglas 6ptimas para la toma de decisiones de
produccion. Ante esta imposibilidad, en esta tesis se presenta una regla de decision
definida para mercados incompletos por generalizacion de la regla de decision Gptima

en ¢l caso de mercados completos,

** Pueden encontrarse discusiones de este problema, sin resolver, en Duffie (1988), seccién 131, y en
Magill y Quinzii (1996), capitulo 6. Incluso especificando las preferencias de los propietarios de la
empresa, ¢l problema no queda resaelto {salvo en ¢l caso trivial de propietaric Ginico) pues es necesario
affadir hipétesis sobre el tipo de votacion; se encuentra este enfoque en Kelsey y Milue (1996).
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2. ALCANCE DEL MODELO

2.1. Ajuste del riesgo en la valoracion de inversion real

Irving Fisher, en su Teoria del interés (1930), resuelve el problema de valorar
inversion cierta de un modo objetivo, siempre que se disponga de un mercado
competitivo en el que todos los agentes pueden prestar y pedir prestado a un tipo de
interés conocido. Se dice que la valoracion es objetiva en el sentido de que no depende
de las preferencias ni de las expectativas de ningiin sujeto concreto y permite a los
agentes de consumo separar las decisiones de inversion y consumo.® Esta separacion
hace que todos agentes de consumo, aunque tengan preferencias diferentes, tomen las
mismas decisiones de inversion: las que maximizan el valor actual neto de los flujos de

caja. Por tanto, esta sera la regla de decision que deberan utilizar también las empresas.

El tipo de interés de préstamos sin riesgo puede interpretarse como una medida
del “valor del paso del tiempo”. El teorema de separacion de Fisher admite la siguiente
interpretacion: si el mercado valora el tiempo, tal valoracién prevalece sobre las que
pudieran realizar los agentes y las decisiones de inversion, en ambiente de certeza, son

independientes de las preferencias.

Sin embargo, para el caso en que interviene el azar, Fisher sefiala tres
diferencias fundamentales con el caso de certeza, que no quedan resueltas. En primer
lugar, con incertidumbre, habra distintos tipos de interés, pero no existe un tratamiento
adecuado de las relaciones entre el tipo de interés y el riesgo. En segundo lugar, indica
que se debe seleccionar la inversion de maximo valor actual, utilizando principios de
probabilidad y prudencia, pero no detalla como. Por ultimo, si existe incertidumbre,
observa que los consumidores deben hacer maxima su utilidad, pero han de tener en

cuenta que desconocen cual va a ser el desarrollo posterior de los acontecimientos.

¥ Recuérdese que, por esta razén, este resultado se conoce como “Teorema de separacion de Fisher™.
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Estos tres aspectos y las relaciones entre ellos han protagonizado la evolucion
de la teoria de valoracion de inversiones desde Irving Fisher hasta la actualidad. La
representacion de la evolucion de los acontecimientos se resuelve con el concepto de
filtracion v las técnicas de optimizacién dindmica permiten tenerlo en cuenta en la
maximizacion de la utilidad. La regla del maximo valor actual se ha seguido respetando
en la literatura hasta la actualidad, pero en el caso de que exista incertidumbre no ha
habido acuerdo sobre el modo de calcular dicho valor. Por UGitimo, en general, se acepta
la existencia de distintos tipos de interés® y se han desarrollado estudios teéricos que

ios relacionan con los distintos tipos de riesgo.

La forma mas frecuente de calcular el valor actual neto en ambiente de
incertidumbre se basa en el trabajo de Modigliani y Miller (1958), con la aceptacion de
que existe un tipo de interés para cada categoria de riesgo. En Hirshleifer (1961) se
enfoca de forma directa el problema% y se indica que el procedimiento para calcular el
valor actual consiste en descontar, al tipe de interés “adecuado”: el establecido por el
mercado para los intercambios entre proyectos ciertos y con riesgo, para la clase de
riesgo en que cae la inversion. El método resulta ser una generalizacion del utilizado en
caso de certeza, al sustituir los flujos por su esperanza matematica y “ajustar” el tipo de
interés al riesgo de la inversion. La esperanza se calcula con la medida de probabilidad
usual, esto es, con la que el decisor asigne. El primer problema que se plantea es como
identificar la “clase de riesgo” y como obtener, por tanto, este “tipo de interés ajustado
al riesgo”. La diferencia entre el tipo ajustado al riesgo y el tipo de interés para

préstamos sin riesgo suele denominarse “prima de riesgo”.

¥ Esta afirmacién necesita una matizacién, ya que actualmente se tiende a rechazar el nombre de
“interés” para el rendimiento de activos que incorporen riesgo. El rendimiento de los activos es la
variaciéon de valor, mis dividendos si hubiera, por unidad de valor inicial, El término interés quedaria
teservado para medidas del coste de los préstamos y, por fanto, para activos sin riesgo. Se puede
encontrar una discusion de la diferencia entre interés y rendimieato en Rodriguez (1997), pag. 133. El los
parrafos siguientes seguiremos hablando de distintos tipos de interés en funcién del riesgo porque esta es
la terminologia habitual en los modelos que se presentan a continuacion,

% Ver el segundo parrafo de la pagina 118 para una explicacion de ia regla de célculo del valor actual, ¥

desde el segundo parrafo de la pagina 119 hasta el final del articulo para la relacién de este planteamiento
con €l rabajo de Modigliani y Miller {1958).
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Como ya se indicaba en el capftulo primero, entiendo que la maximizacion del
valor actual neto no es un criterio de decision si no se indica como se calcula tal valor.
Del mismo moede, no es una solucién para el calenfo de tal valor en ambiente de riesgo
indicar que se descontara el valor esperado de los flujos a la tasa de descuento ajustada

al riesgo, si no se indica como se realizaré el ajuste.

El enfoque que ha tenido mas influencia para la determinacion de tipos de
interés ajustados al riesgo ha sido el del modelo de equilibrio desasrollado en Sharpe
(1964) v Lintner (1965) que conoce habitualmente como CAPM®. Se trata de un
modelo de equilibrio de un periodo, basado en el supuesto de que los inversores toman
sus decisiones a partir de la media y la varianza del rendimiento de los activos. Para
justificar este comportamiento es necesario aceptar que los rendimientos siguen una
distribucioén de probabilidad normal o que las funciones de utilidad de los individuos
son cuadréticas. Para establecer el equilibrio el modelo exige expectativas homogéneas
en los individuos. Gran parte de las criticas al CAPM argumentan que parte de
supuestos demasiado restrictivos bien sobre preferencias de los individuos, sobre
expectativas 0 ambas. La otra critica frecuente es la dificultad de generalizarlo para su
aplicacion a modelos de varios periodos. La conclusion fundamental de este modelo es
que un activo podra formar parte de una cartera “eficiente” solo si tiene una rentabilidad
media dada.®® La prima de riesgo sera la diferencia entre esa rentabilidad y fa del activo
sin riesgo. Bajo los supuestos del CAPM, la prima de riesgo de cualquier activo es
proporcional a la prima de riesgo de la cartera formada por el conjunto de todos los
activos del mercado (cartera de mercado). La constanie de proporcionalidad se
denomina “beta” del activo y se define como la covarianza entre la rentabilidad del
activo y la cartera del mercado, dividida entre la varianza de la rentabilidad de la cartera
del mercado.

¥ CAPM son Ias sigtas de “capital asset pricing model”o, en castellano: “modelo de valoracién de activos
financieros”. Este nombre ha dado problemas porque es demasiado genérico para referirse a un modelo
concreto, ya que podria parecer gue el Gnico modelo de valoracién de activos financieros es el
desarrollado por Sharpe y Lintner. Nosotros evitaremos el problema abusando del cambio de idioma:
hablaremos de CAPM  para referimos al modelo concreto desartoilado en los afios 60 por Sharpe v
Lintner y reservaremos ef sentido genérico de los modelos de valoracién de activos.

* En Luenberger (1998) puede encontrarse un desatrolio muy claro del CAPM desde el punto de vista de
1a Teoria Financiera actual.
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El CAPM es un caso particular de los llamados “modelos beta”.* Partiendo del
“teorema de representacion de Riesz” se demuestra que, bajo ciertas condiciones no
muy restrictivas, existe en ¢l mercado un unico activo o cartera, =, tal que el precio
cualquier activo del mercado, x, es la esperanza matematica: E[x.n]. Se dice entonces
que 7 es el activo o cartera de valoracion. De este resultado se sigue que, si el activo ©
tiene esperanza y varianza no nulas, la prima de riesgo de cualquier activo del mercado
es proporcional a la prima de riesgo del activo de valoracién, 7. La constante de
proporcionalidad es ¢l cociente entre la covarianza de los rendimientos de los dos
activos (x y ©) v la varianza del activo . Esta constante recibe el nombre de beta del
activo x con respecto al activo o cartera 7. Bajo las condiciones del CAPM se tiene, que

la carters de valoracion es la llamada “cartera de mercado™.

El resultado que se sigue de los modelos beta puede entenderse, a su vez, como
un caso particular de los modelos factoriales en que el unico factor es el activo o cartera
de valoracion, cuando se exigen las condiciones minimas de viabilidad descritas en el
trabajo de Ross (1976).”° Obsérvese que es el resultado el que se conternpla como caso
particular vy no la metodologia, ya que los supuestos de unos modelos y otros son
dificiles de comparar porque tienen caracter muy diferente. Los modelos factoriales
establecen basicamente supuestos respecto de la estructura de la incertidumbre de la
rentabilidad de los activos: suponen que esta rentabilidad depende linealmente de un

conjunto de fuentes basicas de aleatoriedad que reciben el nombre de factores de riesgo.

Contemplar los resultados del CAPM como caso particular de otros modelos es

util para facilitar la comparacidén con otros casos particulares como, de hecho, resultara

ser el presentado en esta Tesis.

% Se seguira, para presentar estos modelos, ¢} planteamiento de Duffie (1988), seccién 11B. A veces
surge cierta confusidn en {a literatura porque algunos autores denominan CAPM a todos los modelos beta.

* Esta relacion puede encontrarse desarrollada en Luenberger (1998) pags. 205, 206 y 209, para ¢l
modelo beta que describe el CAPM. La extension a otros modelos beta es inmediata.
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El nombre de modelo de valoracion de activos financieros del CAPM se debe a
la posibilidad de tomar como incognita el precio que da al activo la rentabilidad exigida.
Tal precio sera la esperanza matematica de los cobros a que dard derecho el activo,

descontada a un tipo de interés igual a la rentabilidad exigida por et CAPM.

La aplicacion de este modelo a la valoracién de inversion real, que se
desarrolla en Hamada (1969), consiste en tratar los activos reales que produce la
inversion como si pudieran negociarse en los mercados financieros, y calcular la
rentabilidad que deberian tener para poder formar parte de una cartera eficiente. El valor
de la inversion sera el precio del activo (o suma de ios precios de los activos) a que da
derecho la inversion, para que su rentabilidad sea la exigida por ¢l modelo. Razonando
de este modo, se concluye que el valor de la inversion se calcula descontando los flujos

de caja esperados al tipo de interés “ajustado al riesgo de acuerdo con el CAPM”.

Otro enfoque para ajustar al riesgo el tipo de descuento de los flujos, que se
plantea como aiternativa al CAPM, consiste en tomar el coste del capital de la empresa,
calculado como media ponderada de! coste de las distintas fuentes de financiacion de la
empresa. El argumento en que se basa este método es que resultan adecuados aquetlos
proyectos que proporcionan una rentabilidad superior al coste de la empresa de

conseguir recursos. Este método es inadecuado para nuestras hipotesis de trabajo,
s 91

porque resulta incoherente con el “teorema de separacion de Fisher

*! Este tipo de planteamientos puede tener su origen ¢} trabajos de Modighiani y Miller (1958) donde,
como se indica en Hirshleifer (1961), s¢ estd pensando en inversiones marginales que tienen el mismo
riesgo que las adoptadas previamente.
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La razon por la que el valor esperado de los flujos no puede descontarse a un
tipo de interés sin riesgo, por una generalizacion directa del teorema de separacion de
Fisher, es que los individuos no son “neutrales al riesgo”. Se dice que un individuo es
neutral al riesgo cuando le resulta indiferente recibir una cuantia cierta que recibir una
variable aleatoria que tenga por esperanza tal cuantia. Se denomina equivalente cierto
de una variable aleatoria a la cantidad cierta por la que el agente intercambiaria esa

variable”?.

La aplicacion del teorema de separacion de Fisher indica que el valor actual de
una inversion con flujos aleatorios es el valor descontado, a la tasa de interés para
préstamos sin riesgo, del equivalente cierto de estos flujos. Este planteamiento puede
interpretarse como una alternativa a ajustar al riesgo la tasa de descuento, para calcular
el valor actual neto de la inversion, que consiste en ajustar al riesgo el valor de los flujos
de caja que se descuenta. Obsérvese que, cuando se trabaja con una tasa de descuento
ajustada al riesgo, su valor esta recogiendo dos efectos: el primero es el cambio en la
valoracion de un bien por parte del agente al cambiar el momento en que resulta
disponible.” El segundo efecto es el del riesgo. Cuando se trabaja con el concepto de
equivalente cierto estos dos efectos se separan, y el ajuste del riesgo queda aislado en la
relacion entre Ja variable y su equivalente cierto. Naturalmente, el problema no esta
resuelto mientras no se indique como debe calcularse el equivalente cierto. El calculo
del equivalente cierto de cualquier variable seria inmediato si se conocieran las
preferencias del agente que toma la decision. La especificacion de las preferencias

nunca es facil y, st el decisor no es un agente individual, es imposible.

%2 Este concepto permite definir un agente neutral at riesgo como aquél para ¢l que el equivalente cierto
de las variabies ¢s la esperanza matematica de las mismas.

* Recuérdese que el teorema de separacion de Fisher afirma que el mercado valom este efecto en la tasa

de interés de los préstamos sin riesgo, por Io que — si se supone que tal tasa existe — no s necesario
especificar las preferencias del agente para la valoracion de inversion cierta,
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Si en el mercado se intercambiaran los flujos aleatorios por sus eguivalentes
ciertos, se tendria una valoracién de mercado del riesgo, igual que se tiene una
valoracion de mercado del paso del tiempo cuando en el mercado se intercambian flujos
ciertos de distintos periodos. En esta tesis se trata de estudiar si el mercado realiza una
valoracion del riesgo que permita ¢l cdlculo de equivalentes ciertos, y asi una valoracioén
de inversion aleatoria, independiente de las preferencias de los agentes. Este tipo de
solucién ya se apuntaba en Hirshieifer (1961). Hirshleifer proponia obtener, a partir de
dichos intercambios en e} mercado, la informacion sobre el tipo de descuento ajustado al
riesgo. La propuesta en esta Tesis es sustituir directamente, en la formula de valoracion,
la esperanza del flujo con riesgo por el valor del flujo cierto por el que se intercambiaria
en el mercado. No obstante, existen mas diferencias con el enfoque de Hirshleifer,
debidas fundamentalmente a la evolucion en la modelizacidon de los mercados
financieros y, concretamente, a la formalizacion del concepto de oportunidad de

arbitraje.

Se ha planteado el enfoque de equivalentes ciertos como una alternativa al
ajuste de la tasa de descuento al riesgo. De forma mas exacta podria decirse que se trata
de una generalizacion, puesto que la valoracion con tasas ajustadas puede plantearse
como un ajuste de flujos, mientras que la afirmacion inversa no siempre es cierta. Si
llamamos € a la cuantia aleatoria de un flujo de vencimiento al final de un periodo y r al
tipo de interés de los préstamos sin riesgo para ese periodo, afirmar que k es el tipo de

interés ajustado al riesgo equivale a afirmar que el equivalente cierto de ese flujo es:

E::E['é’}(”r]

1+k

La obtencion de la expresion concreta que se obtiene para el equivalente cierto
en el caso particular de que el ajuste al riesgo se haya realizado con el CAPM puede
encontrarse en Luenberger (1998), pag. 188 - 190. Luenberger utiliza, ademas, este
desarrollo para demostrar que la funcion de valoracién del CAPM en su forma original

es lineal respecto de los capitales a que dan derecho los activos.
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Se puede encontrar un planteamiento general de la metodologia de valoracion
con ajuste del riesgo a través del calculo de equivalentes ciertos en Constantimdes
(1978). Aunque, traduciendo literalmente, Constantinides indica que el “enfoque de
equivalente cierto” es un caso especial de su regla de valoracion, entiendo que, en
realidad, se esta refiriendo al “enfoque de equivalente cierto del CAPM” del parrafo
anterior. Es necesario resaltar que en el articulo no se indica, ni se pretende indicar,
como debe calcularse el equivalente cierto™, por lo que no esta proponiendo un criterio
de valoracion, sino mas bien una metodologia de trabajo. La gran ventaja de esta
metodologia es que permite expresar con una terminologia comin multitud de criterios

de valoracion, por lo que facilita la comparacion de tales criterios.

Otro caso particular de la sustitucion de flujos por sus equivalentes ciertos ¢s el
planteado en esta tesis al calcular el valor de mercado de un flujo como Ia esperanza
matematica, bajo una medida de probabilidad neutral al riesgo, descontada a la tasa sin
riesgo. Con este criterio, el equivalente cierto de € sera:

¢=Eq [E]
donde Eq representa la esperanza matematica bajo la medida de probabilidad Q. Esta
expresion es la razon de que la medida de probabilidad Q se califique de “neutral al

riesgo”, de acuerdo con la definicion de ia nota 91.

Una vez se ha observado que tanto el enfoque tradicional como el ofrecido en
esta Tesis pueden expresarse con la metodologia de “equivalentes ciertos”, veremos que
la valoracion basada en el calculo de probabilidades neutrales al riesgo puede plantearse

también como una valoracion con ajuste de los tipos de interés (o, mejor, de los tipos de

rendimiento).

*! Entendiendo equivalente cierto en el sentido genérico que aqui se ba dado.
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Obsérvese que para calcular rendimientos medios de los activos es necesario
trabajar con la medida de probabilidad real de cada inversor, que hasta el momento no
se habia usado en la valoracion por razonamientos de arbitraje mas que para determinar
los conjuntos de probabilidad no nula. Puesto que se ha supuesto que, en general, la
probabilidad sera distinta para cada inversor, también lo seran los rendimientos medios
esperados de cada inversor y debe serlo el ajuste al riesgo. Por esta razon, encuentro
mas adecuado el enfoque del equivalente cierto, que llegara al valor sin necesidad de
especificar la medida de probabilidad del inversor y, por tanto, poniendo de manifiesto

que no influye sobre el valor.

Contemplemos, en primer lugar, ¢l modelo para un periodo, para compararlo
con el CAPM. El ajuste al riesgo en un modelo en que se toma como valor de los
activos la esperanza de sus pagos, bajo una medida de probabilidad neutral al riesgo,
como se ha presentado en esta Tesis, permite identificar un Unico factor de riesgo: la
variable definida, para cada estado de la naturaleza, como el cociente entre la

probabilidad neutral al riesgo y la probabilidad realmente asignada por un inversor. Esta
: _Q Cfen = Q(“Jj) .
variable que representamos por z = -~ se define como: z{w;) = paraj =1,k y
P Pim. )
]
se denominara “razon de verosimilitud”, Concretamente, se demuestra que la prima de
riesgo de los activos es proporcional a la covarianza entre su rendimiento y la razon de
verosimilitud:
Ep[rendimiento] - r = - covarianza p[rendimiento , z]

El desarrolio puede encontrarse en distintas fuentes: por ejemplo, es muy claro Pliska
(1997), pag. 28

* Es interesante e} planteamiento de Dothan (1990), pag. 32, que resulta menos sencillo aun siendo
cquivalente, pero permite la genecralizacion al modelo de varios periodos. Dothan denomina al
rendimiento medio parie previsible del rendimiento; v a la diferencia hasta el rendimiento total, parte de
innovacion: x = rendimiento — Ep[rendimiento]. La diferencia con ¢l planteamiento de Pliska consiste en
observar que, la covarianza puede tomarse entre la razon de verosimilitud y la parte de innovacion del
rendimiento, de donde queda: Eplrendimiento) - r = - covarianzap |x , z].
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Si

expresarse como un modelo beta, en que la cartera de valoracion () es cualquiera que

ademas, la razéon de verosimilitud es alcanzable, el modelo puede

2

replicase la razén de verosimilitud o una transformacion lineal suya. La ecuacion que

refleja esta relacion seria:

covarianza , (rendimient o, rendimient o de )

—varjanza ; (rendimientode ) — — —

Ep[rendimiento}-r = Epfrendimiento de w}-r

El CAPM resultaria un caso particular cuando la cartera del mercado fuese una
transformacién lineal de la razon de verosimilitud. Obsérvese que este modelo consigue
salvar algunos de los grandes inconvenientes de CAPM: no es necesario hacer ninguna
hipétesis sobre la distribucion de probabilidad de los rendimientos, sobre la forma de las
funciones de utilidad, ni suponer que las expectativas son homogéneas%. Por esta razén
decimos que, si el activo es replicable’”, puede obtenerse un valor “objetivo” para el
activo, en el sentido de que es independiente de las expectativas y las preferencias de los
inversores. Este valor es, ademas, el Gnico compatible con el teorema de separacion de

Fisher y con los modelos de equilibrio.

En el caso en que el activo no sea replicable, no es posible asignar un Unico
valor “objetivo” al activo. Sin embargo si es posible encontrar el anico intervalo de
valores que pueden resultar coherentes con el teorema de separacion de Fisher y los
modelos de equilibrio. Este conjunto de valores puede interpretarse como un primer
resultado que, en algunas ocasiones sera suficiente para tomar decisiones. Sin embargo,
para conseguir un valor concreto, sera preciso incorporar supuestos sobre expectativas o
preferencias. Por ejemplo, en el caso de que parezcan adecuadas las hipétesis del
CAPM, podria utilizarse este modelo. Otra forma de conseguir un valor concreto

consiste en especificar la funcion de utilidad del individuo que toma la decision, lo que

% Si es necesario aceptar que los inversores tienen las mismas previsiones en cuanto a los precios que
tendran los activos para los distintos estados de la naturaleza, pero no es preciso suponer gue les asignan
la misma probabilidad.

" Recuérdese que esta es la condicién para que se le pueda asignar un valor al activo con esta
metodologia.
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permite elegir la medida de probabilidad neutral af riesgo que debe utilizarse para la
valoracién de acuerdo con los resultados presentados en la seccidn 1.5 de este
capitulo.”® Otros criterios surgen de la especificacion de la medida de probabilidad que
el inversor asigna a los estados de la naturaleza. Este es el caso de todos los “métodos
de cobertura media varianza.”® Atn asi, la bisqueda de criterios que consigan asignar un
valor a los activos no replicables, sin supuestos demasiados restrictivos, es un tema

pendiente para la investigacion futura.

En los modelos de valoracién por argumentos de arbitraje de varios periodos,
Dothan(1990) identifica como unico factor de riesgo 1o que €l denomina “proceso de

razén de verosimititud”. '™ Para modelos en tiempo discreto, queda definido del modo

ol

Para modelos en tiempo continuo, el proceso de razon de verosimilitud seria:

et

=

siguiente:

dQ

donde o representa la derivada de Radon-Nikodym.'' Estos resultados sobre el

ajuste del riesgo son validos tanto para mercados completos como incompietos, por lo
que el proceso de razon de verosimilitud no es necesariamente unico, puesto que no lo
es la medida de probabilidad Q.

% Ver nota niimero 45.

* Dada la imposibilidad de replicar o “cubrir” de forma exacta un flujo, estos métodos pretenden
enconlrar 1a estrategia que “mas se aproxima”. Las medidas de proximidad que se utilizan se basan en
medias vy varianzas, lo que da nombre a estos métodos. Puesto que estos momentos se calcalan con la
medida de probabilidad real, para calcularlos es necesario especificarla. Puede encontrarse una revision
de estos métodos, con abundante bibliografia, en Musiela y Rutkowski (1997)

1% El desarrollo puede encomtrarse en Dothan (1990): en el capitulo 6 para tiempo discreto y en el
capitulo 12 para tiempo continuo.

"' Se denomina derivada de Radon ~ Nikodym de Q respecto de P a la Gnica variable aleatoria p que
verifica que Q(A) = L pdP . Esta variable rclaciona la esperanza matemdtica bajo las dos medidas de
probabilidad. Dada una variable aleatoria & del espacio correspondiente, se verifica que Eqf£] = Ep[p.£].

214



Capitulo IV Fxtensiones posibles y alcance del modelo

En los modelos de varios periodos se encuentra la mayor ventaja de la
valoracion por argumentos de arbitraje frente a los métodos tradicionales, y
concretamente frente al CAPM: a las ventajas comentadas para modelos de un periodo
se afiade la de permitir mas tipos de incertidumbre. En Fama (1977) se estudia la
posibilidad de utilizar el CAPM para la valoracion en modelos de varios periodos. La
primera conclusion que se sigue del anlisis realizado en este articulo es que el modelo
permite, en algunos aspectos, mas flexibilidad que la que, de hecho, se ha utilizado.
Estos aspectos son la variabilidad del tipo de interés ajustado al riesgo entre distintos
periodos y entre distintos flujos. Fama sefiala que el uso de una tasa de descuento Unica
solamente tiene sentido en el caso de un proyecto de inversion de un tipo determinado o

para una empresa con actividades que espera no cambien a lo largo del tiempo.

Sin embargo, la segunda conclusion del articulo de Fama (1977) es que la
aplicacién del CAPM a la valoracion en un modelo de multiples periodos tiene una
clara limitacion al no permitir incertidumbre sobre ef tipo de interés ni sobre ef ajuste al
riesgo de periodos futuros. Los tipos de interés ajustados al riesgo no pueden ser
estocasticos. El modelo presentado en esta tesis supera esta limitacion. Con nuestro
planteamiento el tipo de interés ajustado del modelo uniperiédico generado por A es el
valor de i que consigue la igualdad:

E, [ﬂuio en los sucesoresde A [A] — E, [flujo en los sucesores de A |A|
i1 1+r

donde P es la medida de probabilidad que asigna el inversor, Q es una medida de
probabifidad neutral al riesgo, y r es ia tasa de interés sin riesgo. Suponer, con este
planteamiento que los tipos de interés no son estocasticos significa exigir que ¢l tipo i
coincida en todos los modelos uniperiodicos definidos en un mismo periodo de tiempo.
Evidentemente, nuestro planteamiento no implica tal exigencia. De hecho, el factor de
riesgo - que, como se ha indicado, se identifica en Dothan (1990) - es predecible, pero
no cierto. En cuanto al tipo de interés sin riesgo, aungue se ha supuesto cierto, ya se ha

observado en las extensiones la posibilidad de tratario como estocastico.
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Es precisamente esta limitacion en cuanto al tipo de incertidumbre admisible la
que impide al CAPM valorar inversiones con inversor activo o, dicho de otro modo,
proyectos que incorporen opciones reales. El valor, en el momento actual, de una opcion
futura de intercambio de un conjunto de flujos es mayor que el valor de la obligacion de
intercambiarlos, por la flexibilidad de tomar la decisién en el momento de ejercicio de
la opcion, en lugar de tomaria en el momento actual. El valor de esa flexibilidad seré:

Eo [ maximo Eqfflujos / F:) - maximo Eq [flujos |

donde 1 es el momento en que se dispone de la opcidn, F; es el aigebra que representa la
informacién de que se dispone en F; y Q es una medida de probabilidad neutral al
riesgo. Para que un modelo permita considerar esta flexibilidad y, por tanto, valorar
opciones reales, debe permitir que en el momento actual el inversor desconozca qué
suceso de P; se va a presentar. Entonces, las oportunidades que el inversor encuentra y
el riesgo asociado a las mismas varian con el suceso que se¢ presente en el momento .
Este es el tipo de incertidumbre que no permite la extension a varios periodos del
CAPM.

Los primeros planteamientos que permiten este tipo de incertidumbre se
plantean para la toma de decisiones de consumo e inversion: destacan los trabajos de
Merton (1971) y Merton (1973). Sin embargo el problema que provoca un desarrolio
imparable de estos modelos a partir de los afios setenta es la valoracion de opciones
financieras. Para valorar este tipo de contratos, como para las opciones reales, es
necesario permitir {a aleatoriedad de las oportunidades futuras, por lo que el CAPM se
revela insuficiente. En la siguiente seccion se revisa brevemente la evolucion de estos
modelos, que son los que provocan la aparicién de los modelos de valoracién de
opciones reales, En este entorno, se resaltaran las aportaciones fundamentales de esta

Tesis.
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2.2. Enfoque general para la valoracion de derechos

contingentes

2.2.1. Valoracion de activos financieros derivados

Con el articulo de Black y Scholes (1973) se plantea un nuevo enfoque para la
valoracion de activos financieros derivados: sin seguir un razonamiento basado en el
equilibrio consiguen una expresion analitica para la valoracion de una opcion europea
sobre una accion. Merton generaliza el modelo de Black y Scholes en sus articulos de
(1973b) v (1977). El articulo de Merton (1977) plantea, ademas, la aplicacion de esta
metodologia para la valoracion de los pasivos de una empresa. Estos primeros modelos
se plantean en tiempo continuo y estan condicionados al supuesto de una dinamica
concreta para el activo subyacente de ia opcion. En el modelo de Black y Scholes,
concretamente, se supone que la accidn subyacente sigue un movimiento browniano
geométrico y que en el mercado se negocia, ademas, un activo sin riesgo con una tasa de

interés determinista y constante. Trabajos posteriores consiguen relajar estas hipotesis,

En el articulo de Cox, Ross y Rubinstein (1979) se plantea un modelo en
tiempo discreto que parece apumtar hacia una forma distinta de trabajar o, cuando
menos, permite interpretar mejor el fundamento econémico, por utilizar una matematica
mas sencilla. El trabajo parte de un enfoque presentado en la primera edicion de Sharpe
{1981). Estos autores también suponen una dindmica concreta para el precio del activo
subyacente: un proceso binomial y trabajan con un tipo de interés determinista v
constante. Obsérvese que cada modelo uniperiédico derivado tiene ia estructura del
modelo de dos estados de la naturaleza planteado en esta Tesis en la seccion 2.3 del
capitulo segundo. Como en dicha seccion, Cox, Ross y Rubinstein obtienen el valor de
la opcion como una combinacion lineal convexa de los pagos a que dara derecho en los
distintos estados de la naturaleza, descontada a la tasa sin riesgo. Se observa, entonces,
que los coeficientes de la combinacién pueden interpretarse como una medida de
probabilidad y que el valor se ha obtenido como la esperanza del valoer futuro
descontado, en un mundo neutral al riesgo. Estos autores demuestran, ademas, que la

férmula de valoracion de Black y Scholes puede obtenerse como limite de su modefo.
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Ei articulo de Harrison y Kreps (1979) cambia el planteamiento de estos
problemas y presenta un modelo del que todos los anteriores resultan casos particulares.
El fundamento esté en relacionar la ausencia de oportunidades de arbitraje y, por tanto,
la viabilidad del mercado con la existencia de una medida de probabilidad neutral al
riesgo, también llamada medida de martingala. Puesto que estos autores trabajan con
estrategias simples la relacion es la de ser condicion necesaria y suficiente: se trata de la
primera formulacion del “teorema fundamental”. Basandose en los resultados de este
trabajo, Harrison y Pliska (1981) desarroilan un modelo de mercado sin fricciones en
que resulta posible valorar todos los activos que puedan “replicarse” con una estrategia
adecuada. El valor de los activos se obtendra como la esperanza, bajo la medida de
martingala, de los pagos futuros descontados. El planteamiento de Harrison y Pliska, e
incluso su notacién, se han utilizado hasta la actualidad en multitud de trabajos que
intentan construir un modelo mas general o encontrar nuevas aplicaciones. Estos dos

articulos son el origen del modelo presentado en esta Tesis.

Observar el trabajo de Cox, Ross y Rubinstein (1979) como caso particular es
inmediato, puesto que ellos obtienen la medida de martingala directamente a partir ia
expresion del valor. La obtencion de la “formula de valoracion” de Black y Scholes
como una esperanza bajo una medida de martingala se basa en la relacion entre dos
procesos que siguen un movimiento browniano con distintas medidas de probabilidad.
Esta relacion, reflejada en el Teorema de Girsanov, permite obtener la rectificacion
adecuada de la medida de probabilidad, a través de la derivada de Radon ~Nikodym,
que transforma los procesos en martingalas. Puesto que el modelo de Black y Scholes
parte de un Gnico activo con riesgo que sigye un movimiento browniano geométrico,
para obtener la medida de probabilidad que puede utilizarse para valorar como si el
“mundo” fuese neutral amte el riesgo, basta encontrar la rectificacion que anula el
impulso de este proceso de precios descontado. Este resultado se obtiene en Harrison y

Kreps (1979). El desarrollo detallado puede encontrarse en Duffie (1988) o en Arifio y
Fernandez (1992).
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2.2.2, Valoracién de opciones reales

Tras la aplicacion de Merton (1977) del planteamiento de Black y Scholes para
la valoracion de los pasivos de una empresa, surge la pregunta de si la metodologia
planteada puede ser valida para otros tipos de valoracion. Quiza la aplicacion que mas
se ha estudiado es la de la valoracion de inversiones reales, especialmente para aguellas
que dan al inversor la posibilidad de tomar decisiones durante el desarrollo de la
inversion. Estas posibilidades se conocen con el nombre de “opciones reales”, por su
analogia con las opciones financieras. El nombre de “opciones reales” se utiliza por
primera vez en Myers (1977), concretamente para las opciones de crecimiento de una

empresa, al analizar su influencia sobre el endeudamiento.

La oportunidad de llevar a cabo una inversion puede contemplarse como la
primera opcién que se le presenta al inversor. La idea de que debe valorarse la
oportunidad de invertir, en lugar de la inversion en si, y su analogia con el concepto de

opcion aparece ya en la Teoria del interés de 1rving Fisher, cuando afirma'%%:

“Prefiero utihizar el término «oportunidad de inversidn» que tiene todas
las ventajas e inconvenientes de todo término que es nuevo. Como es poco
corriente necesitamos dar una definicion precisa. El concepto de oportunidad
de inversion descansa en el de opcidon. Una opcion es toda posible corriente de
renta que la persona puede asegurarse mediante la utilizacion de sus recursos,
capital, trabajo, tierra o dinero. Y una oportunidad de inversién no es otra cosa
que la oportunidad que se abre de pasar de una a otra opcidn o corriente
opcional de renta. Esto incluye todas las oportunidades posibles de invertir,
tanto aquellas susceptibles de producir solo pérdidas, respecto de lo invertido,
como las susceptibles de producir grandes beneficios sobre la cantidad

invertida o coste.”

' Cita de Ia edicién en castellano 1999; AOSTA. Al cuidado de José Antonio de Aguirre. Pag. 161.
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La adaptacion de la teoria de valoracion de opciones financieras a la teoria de
inversion real se basa en tomar los flujos resultantes de la inversién como un activo
derivado de otro subyacente: el producto que resulta de la inversion. La evolucion de la
teoria de valoracion de inversion real aplicando la metodologia de la valoracion de
opciones financieras ha estado condicionada a la evolucion de la teoria misma de
valoracién de opciones financieras. Inicialmente se plantean modelos que suponen una
dindmica concreta para el activo subyacente, siguiendo la metodologia de Black,
Scholes y Merton. Los trabajos pioneros son Myers y Majd (1983) sobre la valoracion
de la opcion de abandono de un proyecto y Kester (1984) sobre el valor de las opciones

de crecimiento.

La defensa de la valoracion de las opciones reales con la metodologia de
valoracién de opciones financieras se basa fundamentalmente en razonamientos que
giran alrededor de la necesidad de una representacion de la evolucion de la informacion
y de un proceso de ajuste del riesgo adecuados. Es preciso que esta estructura permita
valorar la diferencia entre tener la opcion a un intercambio de flujos o tener la
obligacion de realizario. La discusion sobre tal necesidad se ha desarrollado en la
seccion 2.2.1 de este capitulo. Trabajos dedicados exclusivamente a plantear en
términos sencillos la conveniencia de este tipo de aplicacion son Mason y Merton
{1985), Trigeorgis y Mason (1987), Kulatilaka y Marcus (1992).

Uno de los trabajos mas importantes con esta metodologia es e} desarroilado en
Dixit v Pindyck (1994)'®. En el libro Dixit y Pindyck plantean que el enfoque
tradicional de calculo del valor actual neto de una inversion real es inadecuado,

fundamentalmente porque ignora la irreversibilidad de las inversiones y la posibilidad

103

Muchos resultados presentados aqui se desarrollaron previamente en un conjuntc de articulos de estos
autores, como Dixit {1989), Dixit (1991), Dixit (1992), Pindyck (1988) o Pindyck (1991).
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de aplazar su ejecucion.'® Estos autores sugieren dos caminos para resolver el
problema: la aplicacion directa de la teoria de valoracién de opciones financieras y la
programacion dinamica. Los dos enfoques coincidirian en el caso en que fa inversion
diese lugar a un producto negociado en los mercados financieros, de forma que tal
producto desempefiaria el papel de activo subyacente del derecho contingente que
representa la oportunidad de invertir. Si el producto no se negocia en los mercados
financieros, afirman que no es posible utilizar la metodologia de valoracion de opciones
y debe utilizarse la programacién dindmica, con el inconveniente de que no queda

determinado el tipo de interés al que deberian descontarse los flujos de caja.

En la actualidad, se estd evolucionando en la adaptacion al planteamiento
general que surge como consecuencia de los resultados de Harrison y Kreps (1979) y
Harrison y Pliska (1981). En este sentido, se desarrolla un trabajo importante en

Trigeorgis (1996) que continia el enfoque de Kester (1984).

La primera aportacion de esta Tesis es un planteamiento de un modelo general
para la valoracién de inversion real, coherente con el Teorema de Separacion de Fisher
y con los modelos de equilibrio, que permite la consideracion de opciones reales,'® sin
suponer una dindmica concreta para ¢l precio del activo subyacente, en el caso de
tiempo discreto con espacio de estados finito. Este planteamiento se basa en los
resultados de Harrison y Kreps (1979) y Harrison y Pliska {1981) y por tanto recoge,
como casos particulares, todos los casos desarrollados bajo un supuesto concreto sobre
la evolucion del precio del activo subyacente planteados en tiempo discreto con espacio
de estados finito. Los trabajos de valoracion de opciones reales basados en la
metodologia desarrollada por Black, Scholes y Merton pueden verse como un caso

particular de la extension del modelo a tiempo continuo presentada en este capitulo.

§04

Ver seccion 1.3.2 del capitulo I para el concepto de irreversibilidad v de liquidez de los activos; y para
un comentario sobre la seleccion del momento de invertir, las paginas 45 y 144.

'® Una aportacién de esta tesis respecto del trabajo de Trigeorgis es el planteamiento de un modelo

completo de valoracién de inversién real que respeta la valoracion de opciones reales, frente al anglisis
aislado de la valoracién de estas opciones.
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Este enfoque general se caracteriza por un modo determinado de ajustar el
riesgo, basado en argumentos de arbitraje. Esta caracterizacion aclara resultados como
la aparente doble metodologia de Dixit y Pindyck (1994). Resulta evidente Ia
equivalencia entre los métodos de valoracion de opciones y la programacion dinamica,
siempre que al aplicar esta Gltima se ajuste el riesgo de forma adecuada. También queda
claro ¢! caso en que no existe replicacion: puede aplicarse, por supuesto, la
programacion dinamica, pero no hay informacion suficiente sobre el ajuste del riesgo.

Por eso, precisamente, no pueden aplicarse las técnicas de valoracion de opciones.

En este caso problematico se sitia la segunda aportacion de la Tesis: la
obtencion, cuando no hay replicacion, de las cotas del valor de una oportunidad
asociada a un proceso de inversion, utilizando exclusivamente argumentos de arbitraje.
Aunque la obtencion de estas cotas se obtiene para las inversiones reales, serian validas
para cualquier tipo de activo que se valorase por argumentos de arbitraje vy,

concretamente para las opciones financieras.
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