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INTRODUCCION



Las légicas de programas surgen para proveer de fundamentos légicos a
logs métodos de verificacién de programas. Durante los ultimos afios se han
investigado diversas lé&glcas de programas, buscando cada vez una mayor
capacidad de expresién. Paralelamente se han desarrollado técnicas para

clasificar y comparar la capacidad de expresién de estas légilcas.

El interés de las ldgicas de programas dentro de la informitica
teérica, se centra principalmente en la formalizacién de:

- La verificaclén de programas.

- La equivalencia de programas.

- La terminacién de programas.

A un primer nivel podemos distinguir dos enfoques distintos en las
légicas de programas: las légicas exédgenas, que son aquellas en las que los
programas se encuentran de forma explicita en el lenguaje, y las légicas
endégenas, en las que los programas son fljos y forman parte de la
estructura. Entre el primer grupo se encuentran la légica Algor{tmica [Sal
70] y la légica Dinidmica, tanto en su versidén proposicional ([FL 77), como
en su versién de primer orden [HMP 77]. Mlentras que la légica Temporal

[Pnu 77] se encuentra entre las endégenas.

Por otro lado, como es sabido, las légicas de primer orden de programas
son fuertemente incompletas con respecto a la teoria de modelos esténdar y
ademds no pueden capturar algunas propiedades de programas, como por
ejemplo la correccién total. De estos problemas, surgen las légicas de
programas no est&ndar [ANS 82], de la misma forma que surgié la légica de
segundo orden no estindar. Como Unico camino para “completar" teorfas
incompletas estdndar, ya que solo en estos modelos puede precisarse la
propiedad de “no demostrabilidad”. ’



La mayorfa de las légicas de programas existentes estidn disefiadas para
lengua jes de programacién imperatlvos. Y actualmente, los lenguajes de
programacién declarativos (y en particular, los funcionales) estin ganando
popularidad por diversas razones (Els 87], entre las que se encuentran:

- Acercamiento del cédigo del progrma a la abstraccién de los lenguajes

de especificacién y métodos matematicos de verificacién.

- Acercamiento a la realizacién de procesamiento paralelo real.

Fusién de los conceptos de cédigo y datos.

Implementacién de tipos abstractos de datos polimérficos.

Hasta el momento hay muy pocas publicaciones sobre légicas de programas
funcionales. En concreto, las princlpales referencias que conocemos son:
Cartwright (Car 83], (Car 84], Cartwright y McCarthy (CM 79], Goerdt {Goe
85], (Goe 87] y Pazstor (Paz 86).

El trabajo de Goerdt (Goe 85], (Goe 87] trata las funciones de orden
superior, pero se restringe a la correccién parcial de programas.

Las investigaclones de Cartwright y McCarthy (CM 79] {Car 83], (Car 84]
y Pazstor (Paz 86] estin en la vertiente no estindar de las légicas de
programas. Tanto Cartwright y McCarthy como Pazstor se basan en la
semdntica del menor punto fijo definible. Ninguno provee de facilidades
sint&cticas para construir programas funclonales estructurados (sus
programas son mis restrictivos que los que se proponen en este trabajo), ni

para razonar sobre su comportamiento medliante composicionalidad.

La conocida 1légica para funciones computables LCF [GMW 79] esta
orientada a un entorno de demostraciones interactivo que no se trata en
este traba jo.

A partir de estos precedentes y motivacliones, creemos que el estudio de
axiomas y reglas de inferencia composicionales especificas para el
comportamiennto de operadores como: A-abstraccién, aplicacién funcional y
up-operador, tienen cierto Interés metodoldgico y puede ayudar a comprender
mejor la légica para las funciones definidas recursivamente.



En este trabajo presentamos un lenguaje de programacién funcional
abstracto, junto con una légica de programas para él. El lenguaje permite
funciones Indeterministas, llamadas a funciones predefinidas y expresar
A-abstracciones, condlcionales y definiciones mutuamente recursivas o

u-recursién.

Interesandonos principalmente como objetivo, centrar la investigacién
en un marco no estidndar, inspirado en el de Andréka, Németi y Sain para la
légica Dindmica [ANS 82], puesto que provee de un marco lo suficlentemente
potente como para tratar los fenémenos de incompletlitud, y caracterizar y
comparar métodos de verificacién de programas.

Para esto, en primer lugar hemos hecho un estudio de los problemas y
posibles soluciones, presentados por la semdntica estandar. El principal
problema es que el concepto de menor punto fijo de un operador no es un
concepto de primer orden, por lo que no existen cdlculo finitarios
correctos y completos para razonar sobre funciones definidas
recursivamente. Hemos abordado este problema en primer lugar, mediante un
cdlculo infinitario que refleja la semantica operacional de la recursién. Y
en segundo lugar, mediante un célculo finitario orientado a la sintaxis,
aritméticamente correcto y completo, que se fundamenta en la capaclidad de
expresién de las estructuras aritméticas, para poder definir mediante una
férmula de primer orden, el menor punto fijo de un operador continuo [Gil
89].

Partiendo de esta capacidad de expresién de las estructuras
aritméticas, hemos definido la semintica no estidndar usando estructuras de
tres géneros: uno para los datos, uno para los numeros internos y otro para
las secuenclas internas de datos. A estas estructuras las hemos llamado
precisamente pseudoaritméticas; restringiéndolas a aquellas que verifican
clertos axiomas de “admisibilidad” de primer orden, a fin de que los
numeros y las secuenclas internas se adecien al cinon estindar, obtenemos
una caracterizacién de la semdntica no estdndar del operador u, en términos
del menor punto fijo definible (GHR 89).



El trabajo estAd organlzado por capitulos, y estos a su vez estan
divididos en seccliones. Las definiciones, teoremas, etc de cada seccién
estdn numerados de forma consecutiva. La forma de referenciar por ejemplo

el lema 2 de la seccién 1 del capitulo 3 es: lema 2 de la seccién 3.1.

Brevemente el contenido de los capitulos es el sigulente:

1- LOGICAS DE PROGRAMAS.

Se hace un resumen del estado actual de la investigacién de las légicas
de programas, desarrollando mis detalladamente los puntos tratados en esta
introduccién.

2- LA LOGICA LRF PARA PROGRAMAS FUNCIONALES.

Se define la slntaxis y la semidntica de la légica esténdar para
programas funcionales LRF. Y se obtienen resultados sobre la capacfdad de
expresién de LRF, en particular se demuestra que el p~calculo proposicional
de Kozen PMC y la légica dinamica para programas regulares de primer orden
QDL pueden expresarse en LRF, que LRF puede expresarse en Luiu y que la
terminacién de programas no triviales no puede expresarse en primer orden,
dentro del marco de la semidntica de LRF.

3- CALCULOS DEDUCTIVOS PARA LRF.

Se presentan dos calculos deductivos orientados a la sintaxis para LRF.
Uno infinitario correcto y completo, y otro finitario aritméticamente
correcto y completo. El primero se basa en el método de los tableaux para
el problema de satisfactibilidad y el segundo, en la expresividad de las
estructuras aritméticas. Como corolario obtenemos el teorema de
Léwenheim-Skolem para LRF y que el problema de validez para férmulas de LRF
es n:-completo.



4- ENFOQUES SEMANTICOS NO ESTANDAR: LAS LOGICAS NLRF Y ALRF.

En primer lugar se definen las estructuras de tres géneros llamadas
pseudoaritméticas, con un género para los datos, uno para los ndmeros
internos y otro para las secuenclas internas de datos. Adaptando la
sintaxis de LRF a estas estructuras, obtenemos la versién no estindar NLRF
de LRF, cuya semintica se define mediante una traducclén sintictica de las
férmulas de NLRF a férmulas de primer orden sobre estructuras
pseudoaritméticas.

A continuacién, formulamos clertos axiomas de admisibilidad en el
lengua je de primer orden sobre este tipo de estructuras, e Introducimos la
restriccién ALRF de NLRF, mediante la exigencia de que los modelos sean
admisibles; es decir, médelos de los axiomas de admlsibilidad. Obtenemos
asi, la légica admisible para programas funcionales ALRF. Demostramos que
la semdntica de NLRF sobre modelos admisibles puede caracterizarse en
términos del menor punto fijo definible y presentamos un cdlculo finitario
orientado a la sintaxis correcto y completo para ALRF. Mediante ejemplos,
mostramos que en ALRF se puede expresar la terminacién de programs no
triviales, que es imposible tanto en LRF como en NLRF.

Terminamos este capftulo mostrando wuna técnica para trasferir
deducciones de este cdlculo a deducciones del cadlculo aritmético para LRF,
lo que permite obtener el teorema de completitud aritmética como corolario
de la completitud admisible. Esta técnica que puede usarse para otras
légicas de programas, como la légica dinédmica.



CAPITULO 1:
LOGICAS DE PROGRAMAS.



Las 1l6gicas de programas son sistemas formales cuyo propdsito es
proveer de una base matemdtica precisa para razonar sobre el comportamiento
de los programas. Tradiclionalmente, el interés se ha centrado en formallizar
especificaciones de correccién y demostrar rigurosamente que un programa
verifica clertas especificaciones. Ademas, también cae dentro de estos
sistemas estudiar la equivalencia de programas, comparar el poder de
expresién de operadores, sintetizar programas a partir de especificaclones,
etc. Paralelamente a esto, se han ido desarrollado técnlicas formales para
clasificar y comparar las léglcas de programas.

La idea de introducir e investigar un sistema fprmal para manejar las
propiedades de programas en modelos abstractos, se debe a H. Thlele [Thi
66] e independientemente a E. Engeler (Eng 67]. Esta idea recogida por A.
Salwicki (Sal 70] dio lugar al sistema formal llamado LSgica Algoritamlca,
precursora de la Ldégica Dindmica introducida en [Pra 76] y [HMP 77]. Por
otro lado surge la Légica Temporal, como una aplicacién de la légica modal
a la especificacién y verificacién de programas, introducida por A. Pnueli
{Pnu 77).

Desde entonces, se han investigado sobre todo légicas de programas
dirigidas al estudio de lenguajes de programacién imperativos. El principal
problema es que las légicas de programas de primer orden, son fuertemente
incompletas con respecto a la teorla de médelos estandar, y ademds no
pueden captar algunas propledades de programas, como por ejemplo la
correccién total, por lo que surgen las légicas no estidndar de programas
imperativos, de la misma forma que surgié la légica de orden superior no
estidndar, que aunque no son muy populares son el Unico camino para resolver
los problemas presentados en las légicas estédndar.

Por otro lado, actualmente los lenguajes de programacién declarativos
(y m4s concretamente, los funcionales) estan ganando popularidad por varias
razones, pero comparativamente hay muy pocas investigaciones acerca de
légicas de programas funcionales.



En este capitulo, hacemos un resumen del estado actual de las
investigaclones en légicas de programas y de su evolucién. En la primera
seccién presentamos un breve resumen de los distintos tipos y resultados
conocidos para las légicas estindar de programas imperativos. En la segunda
seccién introducimos las légicas de programas no estandar, asi como algunos
de los problemas resueltos a partir de estas. En la tercera y ultima
seccién del capitulo exponemos las diferencias entre los lenguajes de
programacién imperativos y declarativos, asi como las principales
referencias que conocemos sobre léglcas de programas funcionales.



1.- LOGICAS ESTANDAR DE PROGRAMAS IMPERATIVOS

Es generalmente aceptado que los primeros estudlos serios para proveer
de herramientas matemdticas para razonar sobre el comportamiento de los
programas es el método de las aserciones invarlantes para la correccién
parcial de programas propuesto por Floyd {Flo 67]) y Naur [Nau 66), al que
siguio el sistema de axlomas de Hoare [Hoa 69] que incorpora este método.

La idea de usar légicas como la de primer orden para razonar sobre
programas es introduclida simultinea pero independientemente por Thiele [Thi
66]) y Engeler [Eng 67). De esta primera idea surge la Ldégica Algoritmica,
que fue definida por Salwicki (Sal 60]. La légica Modal de programas fue
sugerida por Pratt [(Pra 76] (a partir de la légica de Floyd-Hoare) y
posteriormente denominada Légica Dindmica en [HMP 77] como una poderosa
herramienta que fue primeramente estudiada por Flischer and Ladner [FL 77]
en su versidén proposicional. Estas dos l6gicas son conceptualmente muy
similares y forman parte de las 1légicas denominadas Exégenas (esta
terminologfa es usada en [KT]). No entramos en las légicas de programas

proposicionales al caer fuera del estudio de este trabajo (cfr. [Gil 85]).

Por otro lado, Pnueli en (Pnu 77] propone una aplicacién alternativa de
la 16gica Modal para la verificacién y especificacién de programas llamada
Légica Temporal (cuyo precursor es el método de las aserclones inductivas),

dando lugar a otro tipo de légicas de programas denominadas Endégenas.

Las légicas de programas imperativos se basan fundamentalmente en el
concepto de estado. Un estado es una valoracién de las variables, de forma
que un programa puede verse como una transformacién de estados. Dado un
estado inicial o input, el programa recorrerd& una serie de estados
intermedios, llegando quizas a un estado final o output, dando lugar a una
secuencia de ejecucién del programa. El conjunto de todos los pares
formados por el input y el output de una secuencia de ejecucién para un

programa es llamado la relacién de input/output del programa.
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Algunas léglcas de programas, como la légica dinamica, interpretan los
programas como su relacién de lnput/output. Esto hace, que estas légicas no
sean apropladas para estudiar el comportamiento de programas que
conceptualmente no paran, como los sistemas operativos. Otras légicas de
programas, como la l6gica temporal y la légica de procesos, interpretan los
programas como secuenclas de ejecucién (que_ pueden ser infinitas) con lo
que se evita la anterior limitacién. Sin embargo, para programas que
conceptualmente paran, los criterios de correccién se dan tradicionaimente
en forma de especificaciones de input/output, que consisten en una relacién
formal entre los estados input y output, que se supone que el programa debe
mantener, junto con una descripcién del conjunto de estados de input sobre
el cual se supone que el programa debe parar. Para este caso la semintlica
de la relacién input/output es suficlente para determinar si un programa es

correcto con respecto a una especificacién de este tipo.

Otra diferencia entre las légicas de programas es el concepto de légica
exégena y endégena. En las léglcas exégenas, como la légica dindmica, los
programas estin explicitamente en el lenguaje. En la 16gica dinadmica,
sintdcticamente un programa es una expresién construida inductivamente a
partir de programas primitivos usando un pequefio nimero de operadores de
programas. SemAnticamente, un programa es Interpretado como su relacién
input/output, de forma que esta relacién para un programa compuesto se
determina a partir de las relaciones denotadas por sus componentes o
partes. Este aspecto de composicionalidad permite hacer demostraciones por
induccién estructural, y obtener sistemas de deduccién formales orientados
a la sintaxis (cfr. [(Roe 85]). En las légicas endégenas, como la légica
temporal, los programas son fijos y forman parte de la estructura. Esto
hace necesaria una variable contador para guardar el punto por el que va
ejecutandose el programa. Esta variable especifica forma parte de los
estados junto con las demds variables del programa. En lugar de operadores
de programas hay operadores temporales que describen como las variables del
programa incluida el contador cambian de valor en el tiempo. En estas

légicas se sacrifica la composicionalidad por un formalismo mis general.
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Hemos escogido la légica estandar dinamica de primer orden como
vehiculo para presentar el estado actual de estas légicas. Ademis, en el
siguiente capitulo, usaremos una versién concreta de esta légica para
mostrar el poder de expresién de la légica para programas recursivos

propuesta en este traba jo.

LA LOGICA DINAMICA DE PRIMER ORDEN

Nos centramos ahora en la léglica dindmica de primer orden (DL), para
resunir los resultados obtenidos para ella, as{ como los problemas que
presenta y las soluciones que se han ido proponiendo. Para este propésito
no es necesario explicitar una sintaxis concreta, basta decir que los
operadores de construccién de programas son la asignacién, composicién,
eleccién no determinista, pregunta, condicional e iteracién. Y por
supuesto, la interpretacién de cada uno de ellos es la estandar. Este
resumen es breve e informal, pero en (Har 79] se puede encontrar un
excelente y detallado estudio monografico sobre este tema, as{ como las

distintas variantes (y su clasificacién) que existen de esta légica.

El primer resultado se debe a Harel, Meyer y Pratt [HMP 77], vy
establece la incompletitud de la légica dindmica de primer orden DL, en el
sentido de que no puede haber sistemas de deduccién formales decidibles
para DL. El concepto de decibilidad para un sistema de deduccién se refiere

a que sea decidible el conjunto de deducciones “correctas en el sistema®.

COMPLEJIDAD DEL PROBLEMA DE VALIDEZ PARA DL
Dada una signatura ZI:
(1) Si £ tiene al menos dos simbolos de funcién unarias y un simbolo de

funcién binaria, entonces el conjunto de las férmulas de DL vilidas es
H:-completo.

12



(2) S1 £ tiene al menos un simbolo de funcién unaria y un simbolo de
funcién binaria, entonces el conjunto de férmulas de DL para correccién

parclal vilidas es ng-conpleto.

(3) El conjunto de férmulas de DL para correccién total validas es 8?

De este resultado se deduce que no hay cdlculos finitarios correctos y
completos, ni para férmulas, ni para férmulas de correccién parcial de DL
validas. Sin embargo si existe un cdlculo finitario correcto y completo
para férmulas de correccién total, ya que solo es expresable en DL la
terminacién de programas triviales;, como establece el sigulente resultado.

TERMINACION DE PROGRAMAS EN DL

Sea ¢p—i<a>y una férmula de DL vdlida con ¢ y ¢ de primer orden. Existe
una constante keéw tal que para toda interpretacién (D,38), si ¢ se satisface
en (D,3), entonces existe una secuencia de ejecuacién de a lo sumo longitud
k de p en (D,3) cuyo estado final satisface y.

Este resultado es una versién del resultado de Kfoury y Park {XP 7S].

COMPLETITUD PARA FORMULAS DE CORRECCION TOTAL DE DL

Existe un sistema de deduccién formal finitario S tal que lq»<a>¢ sii
}sp+<¢>w para todo programa « y férmulas de primer orden ¢ y .

Como ya hemos dicho no puede existir un resultado similar para férmulas
de correccién parcial. Una primera solucién a esta dificultad fue propuesta
por Cook [Coo 78]. Esta solucién relativiza el sistema a modelos
expresivos.

13



COMPLETITUD RELATIVA DE LAS FORMULAS DE CORRECCION PARCIAL DE DL

Un modelo D es expresivo con respecto a las aserciones de primer orden
sl para todo programa a y para toda férmula de primer orden ¢, existe una
férmula de primer orden ¢ tal que D} ¢ & (alep.

Ejemplos de modelos expresivos para muchos lenguajes de programacién
son los modelos finitos y los modelos aritméticos. Esta ultima clase de
modelos fue introducida por Moschovakis [Mos 74] bajo el nombre de modelos
aceptables (ver también (Har 79]).

El siguiente resultado se debe a Cook y establece la completitud
relativa de un cdlculo finitario correcto para férmulas de correccién
parcial de DL.

Existe un sistema de deduccién formal finitario S tal que para todo
modelo expresivo D, Djgalaly sil Th()))]-sp-)[alw para todo programa a« y
férmulas de primer orden ¢ y y, donde Th(D) = (p / Dl y ¢ de primer
orden}.

Una generalizacién de este resultado a férmulas validas de DL se
obtiene restringiendo alin mids los modelos. El sigulente resultado establece

la completitud aritmética de un cdlculo finitario correcto para férmulas de
DL.

COMPLETITUD ARITMETICA PARA FORMULAS DE DL

Un modelo D es aritmético si el modelo estidndar de la aritmética es
definible en D en primer orden, y ) posee funciones definibles en primer

orden que permiten codificar y decodificar secuenclas finitas de elementos
del dominio de D.

14



El sigulente resultado se debe a D. Harel [Har 79] y establece la

completitud aritmética de un cdlculo finitarlo correcto para férmulas de DL

Existe un sistema de deduccidén formal finitario Sa tal que para todo
modelo aritmético D, Djp sii Th(D)| ¢ para todo férmula de DL ¢.

Este calulo se puede obtener a partir de un cdlculo para férmulas de

correccién total extendiendolo con dos nuevas reglas.

Una extensa recapitulacién sobre los resultados de completitud relativa

para correccién parclal puede encontrarse también en [Apt 81].

»

COMPLETITUD INFINITARIA PARA DL

Otra solucién al problema de la no exlistencia de calculos finitarios
correctos y completos para DL son los sistemas de deducclén formal
infinitarios. Un cé&lculo de estas caracteristicas fue propuesto por
Mirkowska para la légica algorftmica [Mir 71].

Existe un sistema de deduccién formal infinitario So tal que jp SIIh“F
para toda férmula de DL.

Los célculos infinitarios para férmulas validas son una extensién de
los cdlculos finitarios para férmulas de correcciédn total con dos nuevos

axiomas y una regla infinitaria (con infinitas premisas).

Observese que una demostracién en Sw es una secuencia posiblemente
infinita de férmulas de DL, cada una de las cuales es una instancia de
algin axioma o se ha obtenido de aplicar una regla a férmulas que aparecen

previamente en la secuencia.
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CAPACIDAD DE EXPRESION DE DL

En DL son expresables la correccién parcial y total de programas, la
equivalencia de programas y el determinismo de programas, por medlo del
operador de férmulas diamante.

Por otro lado, dada la diversidad de légicas de programas que existen,
es importante también el estudio de la capacidad de expresién de estas
légicas, en el sentido de la siguiente definlcién

Dadas dos légicas L y L' se dice que L' es al menos tan expresiva como
L, y se denota por L‘sL, si para toda férmula gelL existe una férmula yeL'
tal que para toda toda Interpretacién (D,3), (D,8)pp sii (D,3). Donde se
supone que L y L' son légicas sobre un mismo lenguaje de primer orden.

A partir de esta definicién se definen L<L’ y Ls=L’ de forma usual. El
sigulente resultado establece la relaclén de expresividad entre DL, la

légica de primer orden Lt y la légica de primer orden infinitaria Luxw:

LISDL<LUlu.

Este resultado puede encontrarse en (Har 79), donde ademds se
clasifican las distintas versiones de la légica dindmica, como DL con
asignacidén sobre arrays, DL con asignacién indeterminista, DL determinista,
etc. Todas las variantes verifican el resultado anterior. Resultados en
esta l{nea pueden encontrarse en [HAR 84) y [KT].
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2.- LOGICAS NO ESTANDAR DE PROGRAMAS IMPERATIVOS

Andréka, Németi y Sain relacionaron la situacién de DL con la situacién
de la légica de orden superior, la cual es fuertemente incompleta con
respecto a su teor{a de modelos estindar. Henkin ldeo una teoria de modelos
no estindar para la légica de orden superior que la convertia en completa
con respecto a esta teoria de modelos. Esto mismo es lo que han hecho
Andréka, Németl y Sain para DL con la légica dindmica no estandar (NDL),
encontriandose una buena recopllacién de sus investigaciones en esta linea
en [ANS 82].

En concreto, la necesidad de introducir médelos no estiandar en légicas
de programas, es el hecho de que en las l6gicas de programas estindar, el
principio de Tarski sobre teoria de médelos no se verifica (cfr. [(Paz 84}).
Este principio, permite probar el hecho de que una férmula no es
demostrable formalmente, encontrando un médelo en el cual esta férmula sea
falsa. S! una légica no verifica este principlo, entonces para probar que
una férmula no es demostrable formalmente, hay que probar que ninguna de
las posibles demostraciones formales es una demostracién de esta férmula.
NDL verifica el principio de Tarski.

LA LOGICA DINAMICA NO ESTANDAR NOL

La principal diferencia entre DL y NDL son los modelos. La idea
fundamental es interpretar el operador de iteraclén de forma distinta (no
estindar) a la estindar, para conseguir que sea expresable mediante una
férmula de primer orden.

Para esto usan estructuras de tres géneros d, t e I con un s{mbolo de
funcién binaria ext, de forma que un modelo consiste de tres partes
disjuntas, los datos, el tiempo o numeros internos (con signatura
. aritmética) y las secuencias internas de datos (con signatura vacfa) y
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ademas ext asigna a cada secuencia s y numero interno n el dato de la
n-esima componente de s. Estos modelos permiten interpretar el operador de
iteracién codificando las secuencias de ejecucién de los programas mediante

las secuencias internas de datos.

Observese la relacién entre estos modelos y los modelos aritméticos, en
los que se exige que el tiempo sea el modelo estiandar de la aritmética y

que las secuencias sean finitas con respecto a esta aritmética.

COMPLETITUD PARA FORMULAS DE NDL

Existe un sistema de deduccién formal finitario N tal que kw siti }uv
para toda férmula de NDL.

En la primera demostracién de este resultado no se da directamente un
cdlculo espec{flco para NDL, sino que se reduce NDL, mediante una funcién
de traduccién computable total, a un lenguaje de primer orden de tres
géneros completo y compacto. De hecho, esta traduccién puede considerarse
como la definicién de la semintica de NDL.

De esta demostracién también se deduce el sigulente resultado:

NDL es compacto.
En (Sal 84] se presenta un cdlculo al estilo Hilbert con programas
estructurados para NDL. Un sistema anilogo para una versién no estandar de

un género de DL que necesitaba los axiomas de la aritmética de Peano fue
dado por Hajek [Ha) 86]).
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NDL RAZONABLE

NDL resuelve el problema de incompletitud de DL y ademis, la seméntica
del operador de iteracién, coincide con la estindar sobre aquellos modelos
en los que el tiempo es la aritmética estindar. Sin embargo, muchos de los
modelos de NDL no reflejan el significado intuitivo de la ejecucién de un
programa. Restringlendo estos modelos para que los nUmeros y secuencias
internas se comporten adecuadamente, mediante la exigencla de que clertos
axiomas se verifiquen en ellos, definen RDL (légica dinimica no estindar
razonable, en [Sal 84)), como un marco adecuado para razonar sobre el
comportamiento de los programas.

Estos axlomas son decidibles, y por tanto afiadiendolos al cdlculo
anteriormente citado para NDL, se obtiene un cdlculo finitario correcto y
completo para RDL. Ademis, los modelos estindar del tiempo vefifican estos
axiomas. T. Hortald y M Rodriguez [HR 85] y (HR 89], estudian una légica de
Hoare para programas regulares indeterminlistas desde el punto de vista de
la légica dinémica no estidndar. Se establece un teorema de completitud del

cdlculo de Hoare con respecto a la semintica continua.

Sain en [Sal 84] estudia la minimizacién de estos axiomas, en el
sentido de obtener el conjunto de axiomas mis débil que obligue a los

modelos de NDL a ser razonables.

CAPACIDAD DE EXPRESION DE NDL

Ademis, NDL es un poderoso marco para caracterizar y comparar métodos
de verificacién de programas y sus resultados de completitud. Este tipo de
resultados para el método de Floyd-Hoare y la légica temporal de Pnuell
para correccién parcial de programas, el método de Manna-Cooper para
correccién total de programas [Man 74), y la axiomatizacién aritmética de
Harel para DL, pueden encontrarse en {Paz 86]. La técnica para 1la
caracterizacién de un método M para razonar sobre el comportamiento de
programas en NDL, consiste en encontrar un conjunto de axiomas Ax
decidible, de forma que las férmulas demostrables formalmente en M sean
exactamente aquellas que lo son en NDL a partir de Ax.
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Posterlormente Sain en ([Sali 87] demuestra que la terminacién
(correccién total) de programas es un concepto de primer orden via légicas
no estindar de programas, en contraste con el resultado de Kfoury-Park [(KP
75]. A la vez demuestra que NDL es estrictamente mis potente que el método

para correccién total de programas de Manna-Cooper [Man 74].

Para finalizar esta seccidén, decir que existen otras légicas no
estindar de programas propuestas por otros autores como Berman [(Ber 83},
Cartwright (Car 84], Hajek ([HaJ 86], etc., pero estan menos relaclonadas

con este traba jo.
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3.- LOGICAS DE PROGRAMAS FUNCIONALES

Como ya hemos dicho, los lenguajes de programcién funcional estén
ganando popularidad por varias razones. En esta secclén queremos exponer
las caracteristicas de estos lenguajes y sus diferencias con los
imperativos, as{ como los precedentes conocidos en légicas de programas
funcionales.

EVOLUCION DE LOS LENGUAJES DE PROGRAMACION

Existe una gran proliferacién de lenguajes de programacién tanto de
propésito especi{fico como general, debido fundamentalmente a dos razones:
optimizar la eficlencia de los programas por medio de lenguajes orientados
2 la miquina, en el sentido de que es el programador quien, haciendo uso de
las intruccliones de control, debe hacer estos programas eficlentes, y
optimizar la sencillez, elegancia y claridad de los programas, por medio de

lengua jes de alto nivel orientados al programador.

Los distintos lenguajes surgen del estudio de los problemas existentes
tanto de Hardware como de Software, como posibles solucliones. Hagamos un
breve repaso a los problemas que han ldo apareciendo y a las soluciones

propuestas.

PROBLEMAS DE HARDWARE

Hoy en dfa los procesadores son riapidos y proporcionalmente baratos
gracias a las tecnologfas LSl y VLSI, que se usan en la construccién tanto
de la memoria como de los procesadores. Sin embargo todavia no se ha
explotado suficlientemente el procesamlento real en paralelo. Algunas
miquinas paralelas estidn disefladas para problemas especificos que son
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especialmente sencillos de tratar, como las que consisten en un array de
procesadores cada uno de los cuales realiza la misma tarea para distintos
datos. Pero el paralelismo consistente en una tuberia de procesadores, de
forma qﬁe cada uno realice una parte del computo sincronizado con los demas
procesadores no es ficlil de explotar, puesto que no todos los problemas son

facilmente descomponibles en esta forma.

Una alternativa a este problema son los lenguajes que explicitamente
controlen la ejecucién paralela de los procesos, como Modula2 y ADA.
Normalmente estos lenguajes se usan con un solo procesador que comparten
los distintos procesos concurrentes, pero no hay motivo para que no se usen
con varios procesadores paralelos, sobre todo cuando hay pocas tareas que

se realizan a la vez.

Lo ideal serfa un lenguaje en el que se puedan escribir problemas
complejos de forma sencilla y que posteriormente, de forma automidtica, se
descomponga en procesos concurrentes. De esta forma, se puede ir aumentando
la velocidad sencillamente aumentando el numero de procesadores, sin

necesidad de especificar el control sobre ellos.

PROBLEMAS DE SOFTWARE

En este campo, muchas Investigaclones se han dirigido a la
productividad de los programadores, especialmente cuando se descubrié que
el costo de emplear un equipo de programadores era mayor que el de
obtencién y mantenimiento del ordenador. En este sentido, se pueden
distinguir dos etapas: (A) la produccién propiamente del programa y (B) su
mantenimiento.

(A) Se comprobé que independientemente del lenguaje de programacién usado,
el nimero de lineas de cédigo producidas (escritas, comprobadas, corregidas
y documentadas) por un ﬁrogramador era el mismo. De lo que se concluyé que
cuanto mids potente sea el lenguaje que se use mayor serd la productividad.
Esto motivé el estudio de aquellos elementos de un lenguaje que sean mis

propensos a provocar errores en el programador para poder asi eliminarlos
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en un posterior disefio del lenguaje. Entre estos elementos se encuentran:

- El acceso directo a la memoria, que produjo el salto de los lenguajes
ensamblador a los lenguajes de alto nlvel, que exigen una organizacién de
los datos y por tanto del programa.

- Las instrucciones de salto incondicional (goto), que da lugar a los
lengua jes estructurados.

- Las variables globales, que producen efectos colaterales, que dilo

lugar a los lenguajes modulares con paso de parémetros.

(B) En segundo lugar se comprobé que un 50% del esfuerzo de los
programadores se invert{a en el mantenimiento de los programas. De lo que
se deduce que puede ganarse productividad por medlo de especificaclones mis
precisas de los programas y con lenguajes més "~ cercanos a las
especificaciones. En este punto hay que resaltar la importancia de la
especificacién del problema previa al programa. Una herramienta para hacer
las especificaciones mis precisas es reallzarlas en un lenguaje no ambiguo
como el matemitico: métodos matemidticos de descripcién y comprobacién.

La mayor complicacién en el uso de estos métodos es el operador de
asignacién. La asignacién distancia el concepto de variable matemética del
de variable de un programa. Una variable en un programa con asignacién
denota una localizacién en la memoria cuyo contenido (valor) puede
modificarse mediante asignaciones, de forma que una variable tiene asociada
su historia de cémputo, y para conocer su valor hay que saber exactamente
el punto de ejecucién del programa. En contraste con esto, las variables
matemdticas tiene un valor o estdn indefinidas s{ todavia no se ha
computado este: esta propledad se conoce como Transparencia Referencial y a

los lenguajes que la poseen Lenguajes Declarativos (sin asignacién).

La transparencia referenclal no solo elimina el distancilamento entre
las variables de programa y las matemidticas, sino que ademis elimina la
secuencialidad explicita del cédigo, lo que permite procesamientos en
paralelo.
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LENGUAJES DE PROGRAMACION FUNCIONALES

Los lenguajes de programacién funcionales (o aplicatives) son leﬁguajes
declarativos que surgen del A-cdlculo y cuya componente fundamental es la
funcién. El primer lenguaje funcional LISP se debe a McCarthy [McC 60]) que
lo propuso fundamentalmente para su uso en el campo de la inteligencia
artificial como herramienta para el procesamiento simbdélico. Posterliormente
han surgido otros lenguajes funcionales como FP diseflado por Backus en
1977, HOPE disefiado por MacQueen, Burstall y Sannella en 1980 y ML que fue
disefiado como meta lenguaje para LCF en 1974 [GMW 79]. Los lenguajes
declarativos en los que la componente fundamental es el predicado se
denominan normalmente lenguajes 16gicos, pero caen fuera del alcance de
este trabajo.

En los lenguajes funcionales la transparencia referencial tliene otras
implicaciones adenmis de las expuestas. En primer lugar la fusién de los
conceptos de varlable (dato) y funcién (cédigo), ya que una variable
indefinida no es mis que una llamada a una funcién sin evaluar. Esta fusién
produce de forma natural las funciones de orden superior. En segundo lugar,
las estructuras de datos estiticas, como los arrays, etc, deben
reemplazarse por estructuras de datos dinamicas, puesto que los datos se
van guardando a medida que se van produciendo. Algunos lenguajes de
programacién como Pascal y C implementan las estructuras dinimicas de datos
por medio de punteros, mientras que en los lenguajes funcionales puede
hacerse de forma abstracta.

Iniclalmente, los lenguajes funcionales se han ejecutado en ordenadores
convencionales, diseflados para los lenguajes imperativos, por lo que se les
ha acusado de lentos. Pero ahora ya han surgldo disefios de harware
especlalmente para los lenguajes funcionales, basados en el A-cdlculo o en
la teoria de los combinadores, disefiadas para un cédigo intermedio al que
previamente hay que reducir el lenguaje de alto nivel. La Miquina abstracta
SECD, debida a Landin ([Lan 63), se basa en la implementacién de
B-reducciones del A-cadlculo. La maquina SK, debida a Turner ([Tur 79), se
basa en la implementacidén de los grafos de reduccién que representan la
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definicién de una funcién en términos de los combinadores S y K. Una
descripcién detallada de la maquina SECD puede encontrarse en (Hen 80] y de
la miquina SK en [Pey 87].

En resumen, los lenguajes funcionales reunen las sigulentes
caracter{sticas (cfr. (Els 87]):

1- Acercamiento del cédigo del programa a la abstraclén de los
lengua jes de especificacién y métodos matemiticos de comprobacién.

2~ Acercamiento a la realizacién de procesamiento paralelo real.

3- Fugién de los conceptos de cédigo y datos.

4- Implementacién de tipos abstractos de datos polimdrficos.

LOGICAS DE PROGRAMAS FUNCIONALES

Hasta el momento hay pocas investlgacliones sobre légicas de programas
funcionales, las princlpales referencias de las que disponemos son:
Cartwright [Ca} 831, [Car 84), Cartwright y McCarthy {CM 79], Goerdt [Goe
85), (Goe 871 y Pazstor (Paz 86].

Dentro del marco de las légicas de Hoare, Goerdt (Goe 851, [Goe 87] ha
obtenido un cailculo al estilo de Hoare correcto y relativamente completo
para el Au-cidlculo con tipos. Pero su trabajo se restringe a la correccién
parclal de programas.

Las otras investigaciones estdn en la lfnea no estindar de las légicas
de programas. Cartwright y McCarthy (4 79) (Car 83], (Car 84]) han
considerado sistemas de definiciones de funciones mutuamente recursivas en
el marco de la légica de primer orden. Han demostrado que la légica de
primer orden es correcta y completa con respecto a una semintica no
estindar para razonar sobre e1> comportamiento de funciones definidas
recursivamente, basandose en el menor punto fijo definible. La existencia
de este menor punto fijo definible se garantiza por medio de técnicas de.
codificacién complejas.
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Pazstor [Paz 86] ha investigado una 1l6gica dinamica para programas
recursivos no estandar, usando estructuras de dos géneros. Da una semantica
del menor punto fijo definible para los programas recursivos y prueba la
existencla de un calculo finitarlio correcto y completo para su lenguaje
dindmico. Sus programas estidn restringidos de forma que solo se permiten
funciones recursivas unarias y en su formalismo no es expresable ni la

composicién ni la recursién mutua.

Ni Cartwright y McCarthy nl Pazstor proveen de facilidades sintacticas
para construlr programas funcionales estructurados y para razonar sobre su
comportamiento mediante composicionalidad. La cuestién de la
composicionalidad ha sido un punto importante en muchas investigaciones
sobre métodos formales de verificacién de programas (cfr. [Roe 85]).

Por Gltlmo decir que la conoclda légica para funciones computables LCF .
[GMW 79] esta orientada a un entorno de demostraciones Interactivo que no

se trata en este trabajo.

A partir de estos precedentes y motivaciones, creemos que el estudio de
axiomas y reglas composicionales especificas para el comportamiennto de
operadores como: A-abstraccién, aplicacién funcional y u-operador, tienen
clerto interés metodolégico y puede ayudar a comprender mejor la légica
para las funciones definidas recursivamente. Por otro lado pensamos en
emplazar la investigacién dentro de la légica no estandar de Andréka,
Németi y Sain [ANS 82], puesto que provee de un marco lo suficientemente
potente como para comprender los fenomenos de incompletitud y caracterizar
y comparar métodos de verificacién de programas, como hemos expuesto en
este capitulo.
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CAPITULO 2:
LA LOGICA LRF PARA PROGRAMAS FUNCIONALES



En este capftulo presentamos la ldégica LRF para programas funclionales.
El lenguaje de programacién abstracto asociado a LRF, permite funciones
indeterministas, llamadas a funciones predefinidas Yy expresar
A-abstracciones, condlcionales y definiciones mutuamente recursivas o
H-recursién. La sintaxis de este lenguaje de programacién estid orlentada a
la simplificacién y claridad de la notacién necesaria a lo largo de este
trabajo, y no a su uso como lenguaje de programacién. Las férmulas de LRF
estin formadas como las de primer orden junto con un nuevo simbolo 1légico
para expresar la pertenencia de un elemento o término al conjunto de
valores asociado a una expresién o programa no determinista.

En la seccién 1, usando una técnica inspirada por Meyer y Mitchell (MM
83], extendemos la légica de primer de orden con facilidades para razonar
sobre funciones predefinidas e indeterministas.

En la seccién 2, se hace un breve estudio del domlnio de las funciones
indeterministas, donde aparecen conceptos y resultados necesarios para el
estudio semdntico de las funcliones definidas recursivamente. En particular,
damos una caracterizacién del menor punto fijo para funclones
indeterministas recursivas, que seriA parte esencial en los cdlculos
finitarios para LRF.

En la seccién 3 definimos la sintaxis y la semintica de LRF. De hecho,
se presentan tres varlantes sintacticas de LRF cada una con distintas

propiedades sobre el comportamiento semintico de las funciones.

Finalmente, en la seccién 4 hacemos un estudio de la capacidad de
expresién de LRF compardndola con otras légicas, como la légica dinidmica de
primer orden para programas regulares de Harel, el p-cidlculo proposicional

de Kozen y la légica infinitaria de primer orden. Y ademis comprob

adaptando un resultado de Kfoury y Park [KP 7S], que las propiedades de
terminacién de programas no triviales en el marco de LRF no son de primer
orden.
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1.- UNA LOGICA DE PRIMER ORDEN EXTENDIDA

Presentamos una extensién sintidctica de la légica de primer orden
cldsica (que denotamos por ELi) obtenida al afiadir un nuevo tipo de
variables para las funciones predefinidas, que no pueden ser cuantificadas,
y un nuevo simbolo 1légico 3, para expresar la posibilidad de que un
individuo sea valor de una funcién indeterminista.

La sintaxis y la semdntica son muy simllares a la légica de primer
orden clisica. De hecho esta extensién no es necesaria, ya que en su lugar
podriamos asociar a las funciones indeterministas simbolos de predicado
para sus grafos. La conveniencia de definir esta extensién de la légica de
primer orden clisica, es precisamente adecuarla al uso que vamos a hacer de
ella en este trabajo. Una técnica similar es usada por Meyer y Mitchell en
(MM 83).

1- DEFINICION (Sintaxis)

Una signatura de primer orden & = }:mu EN estd formada por un conjunto
zm de simbolos de funcién con aridad asociada, f, g, etc. y un conjunto
2Pdde simbolos de predicado con aridad asociada, p, q, etc. Ambos conjuntos
de cardinal a lo sumo numerable. Los simbolos de funcién, resp. simbolos de
predicado, O-arlos se consideran de forma wusual como simbolos de

constantes, resp. simbolos de proposicién.

Un conjunto de variables V = VAR u FVAR consta de dos conjuntos
disjuntos: VAR para las variables de individuo, (o datos) x,y,z y FVAR para
las variables de funcién con aridad asociada, X,Y,2. Consideramos una
cantidad numerable de variables de individuo y una cantidad numerable de
variables de funcién para cada posible aridad.

Los E-términos (te‘rmz) y férmulas (EeEFORz) de EL1 se definen mediante
las sigulentes reglas BNF:
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ti:imx | f(t‘.....tk)
E ::= p(tl.....t.) | (t‘=t2) | X(t‘....,tn)at | -\Ex | (Elsz) | 3xE1

donde la aridad asoclada a los simbolos f, p y X es k, m y n
respectivanmente.

A los tres primeros tipos de férmulas las llamamos atémicas. )

Slempre supondremos que las variables de funcién y los simbolos de
funcién y predicado estin usados con su correspondiente aridad. Ademis
usaremos las abreviaturas usuales para los simbolos légicos no primitivos y
omitiremos paréntesis en las férmulas de acuerdo con los convenios
estindar.

El concepto de variable libre es anilogo al de la 1l6gica de primer
orden clisica para las variables de individuo. Ademis en esta extensién
toda aparlcién de una variable funcional es libre. Denotamos al conjunto de
variables libres de 8 por Lib(8)SV, donde 8 es un término o una férmula.

La sustitucién de una variable de individuo x por un término t en 8
(donde 8 es un término o una férmula) se define como en la légica de primer
orden clisica, y lo denotamos por O(t/x]). Ambos conceptos serin definidos
en la seccién 3 para la légica LRF que incluye como fragmento propio a ELi.

2- DEFINICION (Estructuras, Valoraciones, Contextos)

Dado un conjunto no vacio D y una aridad nz0, consideramos los

(n)

conjuntos ﬁb de las funciones n-arias sobre D, ﬂ‘{y;") de las funciones

indeterministas sobre D y vgu’de los predicados n-arlos, definidos por:

5;“’-(f1r=n"-.n}
13 = { X 7 X0 = P(D) }

p;n) = { p 7 p:D" = {true,false} }.



(a) Una I-estructura es un sistema de la forma

» =<, (£ )

felrn' petpd>

donde D es un conjunto no vacio, fDei}:"and pneﬁl(:.) siendo n y m su

respectiva arldad.

(b) Una valoracién sobre ) es una aplicacidén 8:VAR — D. Para xeD y
x€VAR, denotamos por 3[x/x] a la valoraclién 3’ tal que &' (x)=x y &' (y)=3(y)
para toda variable y=x.

(c) Un contexto sobre D es una aplicacién A: FVA.R—»n\él'Fﬁ;") que preserva
las aridades. Para XeFVAR y Xeﬂﬁ;"‘. A[X/X] se define similarmente a 3(x/x]

en (b). -

3~ DEFINICION (Seméntica Denotacional)

Sea D una Z-estructura, & una valoracién sobre D y A un contexto sobre
D. El valor de los términos (denotado por t»(s)eD) y de las férmulas de
primer orden extendido (denotado por E'D(A.«S)e(true. false}) se define

recursivamente como sigue:

2(8) = 8(x)
£t.....t )2 = 2026),... ., 2en
n 1 n
) ,.9 »
plt,....t )08 = P2l 2@

D
(t.1 = tz) (3)

true st t2(a)= tD(a)
false en otro caso

true si t”cs)eA(x)(t?(s).....:f(a))

Xttt 030°s,8) «
° false en otro caso

? false si E?(A.«S)strue
("Ez) (4,3) =

true en otro caso
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(EvE.) (4, 8)
1 2

false si E?(A,B)*E?(A.6)=false
=
true en otro caso

9 true si E?(A.G(x/x])-true para alguna xeD
(3x£l) (4,3) =

false en otro caso =

4- DEFINICION (Satisfactibilidad, Validez, Consecuencia Légica)
Para QU(E)QEFORE :
(a) D satisface E bajo 4,3 (en simbolos: D p E(4,8) ) si ED(A.G)-true.

(b) D satisface € bajo 4,5 (en simboitos: B p €(4,3) } si D } E(4,3)
para toda EeC.

(¢c) E (resp. @ ) es satisfactible si D |} E(4,3) (resp. D } €(4,3) )
para algun D, A, 8.

(d) E es consecuencia légica de € (en simbolos: C}E} si D}E implica DIE
para toda posible D.

(e) E es légicamente valida (en simbolos: } E) si @ }.E

Los sigulentes resultados son adaptaciones de sus andlogos en légica de
primer orden clasica (pueden encontrarse por ejemplo en (Smu 86), [(EFT 84],
por lo que omitimos sus demostraciones.

5~ LEMA (Sustitucidn)

Dada una Z-estructura ), xeVAR y teTERz. Para toda eeTERz. resp.
aeEFOﬂ:, valoracién & y contexto A sobre 3:

ettx1)2(a,8) = 2, 31t2(8)/x1)
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Demo acién

Por induccién sobre la estructura de los términos y las férmulas. .

6- TEOREMA (Cdlculo Correcto y Completo)

La l6gica de primer orden extendida tiene un cdlculo finitario correcto
y completo.

Demostracién

Cualquier célculo correcto y completo para la légica de primer orden
clisica puede ser transformado, mediante pequefias adaptaclones sinticticas,
en un cdlculo correcto y completo para ELi. En la secclién I del capitulo 3
damos un célculo para la légica LRF, la cual incluye como fragmento a la
légica de primer orden extendida, por esto no especificamos ahora ningin
cdlculo concreto. La demostracién de completitud se reduce, de forma usual,
a demostrar la satlsfactibllidad de los conjuntos consistentes de férmulas.
Esto puede hacerse mediante la técnica de los conjuntos de Hintikka y el
método de los tableaux. (cfr. [Smu 86]). En la demostracién de
satisfactibilidad de un conjunto de Hintlkka se construye una estructura D
a partir del conjunto cociente de los términos, una valoracién y un
contexto adecuados. La interpretacién de una variable funcional A(X), se
define en relacién con la pertenencia de las férmulas X(tl.....tn)it al
conjunto de Hintikka. De hecho, esta definicién es la aniloga a la légica
de primer orden clisica, si las varlables funcionales de aridad n son
vistas como simbolos de relacién de aridad n+l. La técnica de los tableaux
y los conjuntos de Hintikka serd usada en la seccién 1 del capitulo 3 para
LRF. = )

Como corolanio de este teorema se deduce que ELi1 satisface el teorema
de compacidad y el de Lowenheim-Skolem.
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7~ TEOREMA (Compacidad)

Un conjunto de férmulas € de ELi es satisfactible sii todo subconjunto
finito de € es satisfactible. n

8~ TEOREMA (Léwenheim-Skolem)
Una férmula de EL:i satisfactible tiene un modelo de dominio a lo mis

numerable. -

Estos resultados recalcan que la légica de primer orden extendida tiene
el mismo poder de expresién que la légica de primer orden cldasica.

34



2.- EL RETICULO DE LAS FUNCIONES [INDETERMINISTAS:
CARACTERIZACIONES DEL MENOR PUNTO FiJO

Como hemos dicho, el lenguaje funcional de LRF permite definiciones
recursivas de funciocnes indeterministas. Por esto, en su semintica
haremos uso del concepto de menor punto f1ijo. En particular, nos interesa
conocer las condiciones de existencla del menor punto fijo de un operador

(n) (n)

T.ﬂ;}o - ﬂi}n .

Adenmds, los calculos que presentamos para LRF en este trabajo, estan
basados en dos posibles caracterizaciones del menor punto fijo de un
operador continuo T.

Para esto, en primer lugar definimcs un orden parcial « sobre ﬂi};"’. y
(n)

demostramos que (!IT)D ,€) es un reticulo algebralco y completo (cfr. (Sto
771).

1- DEFINICION (Orden Parcial)
Sean X, Yen "
(a) X«Y sii para todo zl.....znaD: X‘zl,...zn)ﬂ(zt....zn).

(b) Un conjunto Isﬂ{y;"’

que X«2 e Ye2.

es dirigide si para todo X,YeX existe ZeX tal
(c) grafo(X)=(<xl, CeeX, y>eD"’1 /yeXix)}.

2- LEMA (Retfculo de las Funciones Indeterministas)

(!1;5;"),(). es un retfculo algebratco y completo. En concreto, se

verifica:
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(a) X € Y sil grafo(X) & grafo(Y).

(n)

(b) El1 elemento minimo J.;n’de ﬂi’yn

corresponde al grafo vacio, y lo
llamaremos funcién indefinida.

(c) Los elementos finitos de ﬂi}:ﬂ

cuyos grafos son finitos, y los llamamos funcliones finitas.

son precisamente aquellas funciones

(d) El1 supremo UX de un subconjunto Isnﬁ:’")

conjuntista de la familia { grafo(X) / XeX }.
Dualmente, el {nfimo MI tilene como grafo la interseccién de la misma
familia de conjuntos.

tiene como grafo la unién

Demostracion

(a), (b) y (d) se demuestran ficilmente. Para (c), recordar que un
elemento Xd'ti’y;"’ es finito si para todo conjunto dirigido Isﬂ{y;" tal que
Xe¢UX existe 3eX con X¢3. Es ficll demostrar que las funciones finitas son

los elementos finitos y que estos forman base, trabajando con los grafos.g

Este lema nos permitirid aplicar el conocido resultado de Knaster y
Tarski (Tar 55] sobre el menor punto fljo de aplicaciones monétonas y la
caracterizacién de Kleene [Kle 67} para continuas sobre reticulos
completos. Pero ademis, obtendremos otra caracterizacién del menor punto
f1Jjo para operadores continuos sobre ﬂ&m. a la que también queremos dar
significado para el caso de operadores monétonos sobre ﬂi}‘").

proposito introducimos las siguientes definlclones y propledades.

Para este

3- DEFINICION

Sea T: naé"’ — a3

(n)
D
(n)
D

T(UX)=U( T(X) / XeX } =

(a) T es mondtono si para toda X,Ye N3 tal que X«Y : T(X)<«T(Y).

(b} T es continuo si para todo ¥ NF = dirigido

36



4- DEFINICION

{n)

A todo operador T: ﬂ;}n (n}

— ﬂﬁn le asociamos el operador denotado por

T. ﬂi}n("’—y ﬂ{yn(n) definido por:

T(X)=U(T(Xo) / XX finita} para toda Xeng™. "

S- PROPIEDADES

Dado un operador T:ﬂi’y;") — ﬂi’x;“’ monétono:

(1) %—T (.Idenpotente).

(11) T es monétono

(111) T es continuo <=> T=f

(1v) T(2)=T(2) para toda 25!15;") finita -

6~ DEFINICION

Dado un operador T: ﬂﬁ;") —_ ﬂ{x;"’. una funcién Yeﬂ{y;n) es:

(a) El casi menor punto fijo de T, denotado por fic(T), si verifica las
siguientes dos condiciones:

Ty)sysT(Y)

Y«Z para toda Zeﬂfy;") y tal que T(2)=2

(b) El menor punto fijo de T, denotado por fix(T), si verifica las
sigulentes dos condiciones:

T(Y)=Y

Y«Z para toda zeng™

n Y tal que T(2)=2 -
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7- LEMA
Dado T:ﬂ&;") - ﬂﬁ;“) se verifica:
(a) S1 T es monétono, el menor punto fijo de T, fix(T), existe.

(b) Ademds, si T es continuo fix(T) se puede caracterizar como el supremo
de la cadena creclente de aproximaciones obtenida al \Iterar las

aplicaclones del operador, empezando por la funcién indefinida:

fix(T)= UX donde XasTo(L)-L:”. X, =T " ()=T(X))

Lot
Llamaremos aproximacién i-ésima de T a T'(1).

Demostracién

Como ﬂﬁ;“) es un reticulo algebraico completo, basta con aplicar para
(a) el teorema de Knaster y Tarski (KT 55}, y para (b) el teorema de Kleene
{Kle 67]. =

Por tanto, para xeD'™

Fx(TI)= (T (1) R)= g (T2 (), es
decir, yefix(T)(g) sil existe jeN tal que yeT,(L)(z). Sin embargo obsérvese
que al estar trabajando con funciones indeterministas, aunque el dominio de
la funcién T'(1) fuese finito, esta funcién puede ser infinita (ver el
ejemplo de abajo). Por tanto, no podremos construir la tupla <§,y> de T (1)
finitamente. Dé ahi que, esta caracterizacién no nos sea suficiente para
obtener cédlculos finitarios, aunque si lo serd para obtener cilculos

infinitarios para LRF, como veremos en el capfitulo 3.

Por uUltimo vamos a introduclir otra caracterizacién para el menor punto
fijo de un operador continuo T:ﬂﬁ:"-»ﬂﬁ;"h ya menclonada. Esta
caracterizacién serd fundamental en la obtencién de cédlculos finitarios
para LRF en el cidpitulo 3, y para definir la semantica no estindar de las

funclones de LRF definidas recursivamente en el capitulo 4.
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8- DEFINICION (T-Derivacidn)

(a) Dado un operador T: ﬂ&‘;’—-)ﬂﬁ(:’. decimos que una (n+t l;tupla
<3, $>=<s ..., 8, s> de secuenclas finitas de elementos de D:
s =<8, 0),..., s, (k)>eD*"  (1sisn)
s =<s(0),... .s(k)>eD‘“t

todas de la misma longitud k+1 (kz0), es una T-derivacién de longitud k+1
si para todo 0sjsk:

s(J)eT(funj(<3.s>))(sl(J). ceas (D),

donde fun,(<'s',s>)eﬂi§(“) es la funcién finita cuyo grafo es el conjunto

{<s‘(l).... .sn(l).s(1)> / 0s1<J}.

(b) Dado un operador T: ﬂ{y;"’-—yﬂ'{s;”, decimos que una (n+1)-tupla
<5('. y>-<x‘,... .xn,y>eD"'l es producida por la T-derivacién <3. s> de longitud
k+1 si:

X, y> = <3(k),slkb. n

9- DEFINICION

Dado un operador T: ns;"’—mﬁ;"’ denotamos por nln('l')eﬂi’x(n)

a la funcién
cuyo grafo es el conjunto de todas las (n+l)-tuplas <§3.y>eD"’1 producidas

por alguna T-derivacién.

10- LEMA

St T: ﬂ&;"’—»ni};"’

condiciones:

es mondtono, entonces min(T) verifica las siguientes

(1) min(T)=f1x(T)
(11) min(T)«2 para toda Zeﬂﬁl;") y tal que T(2)«2
(111) T(min(T))Smin(T)ST(ain(T))

(iv) min(T)«Z para toda Zeﬂa:’")y tal que T(2)«Z
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Demostracién
(1) Como T es continuo (por la propiedades 5 (1)-(iii)), sabemos que
= U (n) =F
£ix(T) LK, donde X =0 %, X =T(X)).
Veamos las dos inclusiones de la igualdad.

£1x(Plemin(T): Si <§),y>egrafo(f1x(1‘)) entonces <§(’,y>egrafo(xl) para
algun i<w. Procedemos por inducclén sobre 1 para demostrar que <§. y> es
producida por alguna T-derivacién.

El caso 1=0 se cumple, puesto que el grafo(xo)-c.

Supongamos 1>0. Entonces yeT(xh‘)(;). Puesto que T es continue y )(‘_1 es
el supremo de sus aproximaciones flnitas, existe 2«X finita tal que
yd‘(z)(;). Por hipétesis de induccién, cada tupla de grafo(Z) es producida
por alguna T-derivacién. Como grafo(Z) es finito, todas estas
T-derivaciones pueden concatenarse para obtener una T-derivacién que
produzca <§, y>. Notar que la monotonia de T es necesaria para garantizar
que esta concatenacién sea una T-derivacién.

mim:[ch_m: Supongamos ahora que <§.y> es producida por wuna
T-derivacién <3,s> de longitud k+1, (k20). Por induccién sobre Kk,
demostramos que <§,y>egrafo(f1x(T)). De la definicién de T-derivacién,
tenemos que ye'l'(funk(<-s’.s>))(;()). Por construccién de funk(<g.s>). cada
tupla del grafo de esta funcién es producida por una T-derlivacién de
longitud estrictamente menor que k (mds precisamente, por un prefijo de
<'s).s>). Por hipotesis de induccién, podemos asegurar que cada tupla de
grafo(fmk(<g.s>)) pertenece a algun X,. Tomando el maximo de estos }J,
obtenemos un i tal que Iunk[<3.s>) < X,. Luego podemos concluir haciendo
uso de que T es monétono que:

<R, yregrafo(T(fun (<2, 5>)))=grafo(F(fun (<3,5>)))s
grafo('T'(xi ))=grafo(X )sgrafo(fix(T)).

40



(i11) Supongamos que T(2)«Z2 y que <;,y>€grafo(m1n(1')). es decir que
<§. y> es producida por una T-derivacién <3.s> de longitud k+1, (kz0). Por
induccién sobre k, se demuestra que <§.y>egrafo(2) haciendo uso de la
monotonia de T y la propledad 5 (iv).

(111) Veamos las dos inclusiones:

T(min(T))smin(T): como fix(T)=min(T), T(min(T)=min(T).

pin(T)ST(nin(T)): sea <X, y>egrafo(min(T)), entonces <X,y> es producida

por una T-derivacién <3. s> de longitud k+1i, (k=20). Por induccién sodbre k,
usando la monotonfa de T, se demuestra que <3, y>egrafo(T(min(T))).

(1v) Supongamos que T(Z)¢Z y que <§.y>egrafo(m1n(1')). es decir, que
<5€,y> es producida por una T-derivacién <2, s> de longitud k+1, (kz0). Por
induccién sobre k, se demuestra que <, y>egrafo(Z) hacliendo uso de la
monotonfa de T. n

Como corolario de este teorema, se obtlienen los siguientes resultados.

11- TEOREMA
S1 T: ﬂﬁ;"’—»ﬂi};") es monétono, entonces min(T) es:

(a) el menor punto fijo del operador T asoctado a T.
(b) el casi menor punto fijo de T.

tracién

(a) es (1) del teorema 10.

(b) se deduce del teorema 10 (iil) y (iv). -
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12- TEOREMA

Si T:ﬂﬁ;n’—aﬂﬁgn) es continuo, min(T) es el menor punto fijo de T.

Demogtracién

Se deduce del teorema 11 (a) y la propledad 5 (iii). a

13- EJEMPLO

La funcién indeterminista SP: N — P(N) definida recursivamente por las
ecuaclones:

SP(0) = 2°N
SP(1) = 2°(N+t)

SP(n+2) = 2+SP(n)

que hace corresponder a cada numero natural el conjunto de sus sucesores
pares:

SP(n) = { meN / m2n y par(m) }
es el menor punto f1jo del operador continuo (asociado a las ecuaciones)
T g - 95"
definido por:
T(X)(0) = 2°N
T(X)(1) = 2*°(N+1)

T(X)(n+2) = 2+X(n)

Obsérvese que todas las aproximaciones de T son inflnitas aunque solo
esten definidas para un nimero finito de elmentos.
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En concreto:

T(1)(0) = N

T(1)(1) = N\{0}

T(1)(2) = @

T'(1)(n) = SP(n) si nsi para todo 1>0
T'(1)(n) = @ st n>t para todo 1>0.

Una T-derivacién de longitud dos que produce el par
<2,2>egrafo(ain(T))=grafo(SP) puede ser:

<<0,2>,<0,2>>=<s , s> ya que verifica las condiciones:

<2,2> = <s‘(1).s(l)>
s(0)=0€T(1)(0) donde funo-L y sl(O)-O
s(l)-ZQT(funl)(z) donde grafo(funl)-(<0.o>) y 31(1)-2

Evidentemente <2.2>¢grafo(T2(L)). pero como las T-derivaclones son finitas,
no podemos hacer uso directamente de las aproximaclones de T para obtener
T-derivaciones, sino que tenemos que coger solamente la parte necesaria
para producir el elemento en cuestién (que como se ha demostrado en el
teorema anterior es finita). Asf{, en este ejemplo de T-derivacién, la parte

finita de T(1) que se ha escogido es fun‘ y la parte finita de T2(1) es la
propia T-derivacién.

Ademds, como veremos en el siguiente capitulo, esta definicién es
expresable en nuestro lenguaje.
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3.- SINTAXIS Y SEMANTICA DE LRF

Vamos ahora a definir nuestra l6gica para programas funcionales a la
que hemos llamado LRF por ser las inlclales de Loglc for Recursive
Functions.

De hecho, como ya hemos dicho, definiremos tres variantes de LRF, que
serdn restricciones sinticticas de 1la sigulente definicién. Estas
restricciones son necesarias para el estudio semidntico del menor punto
fijo.

SINTAXIS OE LRF

El lenguaje de LRF consta de expresiones funcionales, expresiones y
férmulas. Las expresiones funclonales y las expresiones hacen el papel de
los programas funcionales mientras que las férmulas posibilitan el

razonamiento sobre el comportamiento de los programas.

1- DEFINICION (Sintaxis)

Sea I una signatura fija. Las Z-expresiones funcionales de aridad n
{n)
(F.GGFEXPz ) I-expresiones (M,NeEXPz) y I-férmulas (w.weFFORz) de LRF se

definen mediante las siguientes reglas BNF:

(a) Expreslones funcionales de aridad nz0

F™::= £ (simbolos de funcién u operaciones primitivas) |
X (variables funcionales o procedimlentos globales) |
Ax ...x .M (A-abstracciones) |

1
puX.G (definiciones recursivas o p-operador)
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(b) Expresiones

M::= t (términos de primer orden) |
F(N,.. N} (aplicacién) |
(NJUN_) (eleccién no determinista) |
(poN) (expresién condicional) |
exp (c-abstraccién)

(c) Férmulas

pi:m “x'tz) (ecuacién) |
P(M....M) (predicados) |
Mat (pertenencla) |
 (negacién) |
‘*;"*z’ (disyuncién) |
3 (cuantificacién existencial)

donde t.tl.taﬂ'ﬂlz y n, m y k son las aridades asociadas a X, F y P

respectivamente. .

Tanto en las expresiones funcionales como en las expresiones y férmulas
de LRF, las variables de funcién no siempre aparecen libres.
2- DEFINICION (Varlables Libres)

Dada una signatura I, el conjunto de variables libres de una expresién
funcional, expresién y férmula se define recursivamente por:

(a) LIb(F)SV, para cualquier FeFEXPy:
Lib(f) = o
Lib(X) = {X}

Lib(kx‘...xn.n) - le(H)\(xl...,xn}
Lib(uX.G) = LIb(GI\{X}
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(b) Lib(M)SV, para cualquier HED(PE:

Lib(t)=var(t) se define como en la légica de primer orden clasica
le(F(Nx' - ,Nn)) = le(F)U(le(Ni) / 1s1sn}

le(“th) = le(Nx)VLib(Nz)

Lib(paN) = Lib(p)uLib(N)

Lib(exp) = Lib(p)\{x}

~

(c) Lib(p)sV, para cualquier QGFFOPY:

le(t‘-tz) = Lib(tx)ULib(tz)

le(p(M‘....,Hn)) = (L!b(Hl) / 1sisn}

Lib(Mat) = Lib(M)uLib(t)

Lib(~¢) = Lib (¢)

le(&lvﬁz) - le(wx)ul'ib(wz)

Lib(3x¢) = Lib(yi\{x} .

Ademds, denotamos al conjunto de variables que aparecen en 8 por
var(@), para © férmula, expresién o expresiédn funcional.

La sigulentes dos definiciones se usan a continuacién para definir las
variantes de LRF.

3- DEFINICION (Expresién Simple)

MEEXPz es una expresién simple, si toda férmula ¢ que aparece en una
subexpresién ¢9N o exp de M, es de primer orden extendido. .

4- DEFINICION (Funcién positiva, existencial)

(a) FeFD(Pé’,') (resp. HeEXPz. veFFORz) es positiva (resp. negativa) en
la variable funclional X sii cualquier aparicién libre de X en F (resp. M,
p) esta dentro del alcance de un nimero par (resp. impar) de s{mbolos de
negacién.
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(b) FeFD(Pé"’ {resp. HeEXPz. wﬁFFORz) es existencial (resp. universal)

en la variable funcional X sii F (resp. M, ¢) es positiva (resp. negative)
en X y cualquier aparicién de una férmula 3xy en F (resp. M, p) que este
dentro del alcance de un nimero impar (resp. par) de simbolos de negacién
verifica que XdLib(y). n

5- LEMA

Lasg expresiones funcionales l"ex Yy Fux. expresiones H‘x y M“x y féraulas

pex y pux definidas por las sigulentes reglas BNF son exactamente las
expresiones funcionales existenciales y universales en X, las expresiones
existenciales y universales en X y las férmulas existenciales y unlversales
en la variable funclonal X respectivamente. '

eX

eX eX eX
F ::-t|X|Y|Mx...x°.M | wY.G™" | uX.G

M m e | Fex(N:x...,N:x) [ (fow:x) | 0Ny | exp™*

X X X eX uX eX .eX X
e iim (tmt)) | paT, L) | Mt | T | D) | 3t

ux uXx

Fm g | ¥ (0 | Ao M| ur e ) ke

P R O L B ¥ e T I O B

o Fim e mt) | poe ) | e | | 05 | 3

donde le, Hlx y ¢1x denota que X es una variable ligada; es decir
Xelib(F), Xelib(M) y Xelib(p) y X=Y. -

El significado estindar de una definiclén recursiva uX.F es el menor
punto fijo de la ecuacién X=F(X). Como veremos en el lema 15, este menor
punto fijo existe siempre que F sea positiva en X. Ademés este puede ser

construido como el supremo de una cadena de aproximaciones, siempre que F
sea existencial en X. Por esta razén, restringimos la especificacién
sintdctica de LRF (cfr. Deflinicién 1) de la siguiente forma:

47



6- DEFINICION

(a) LRFx (LRF Mondtono) es la restriccién sintactica de LRF obtenida al
exiglr que una expresién funcional uX.G solo se pueda formar en el caso
de que G sea positiva en X.

(b} LRFc (LRF Continuo) es la restriccién sintdctica de LRF obtenida al
exiglr que una expresién funcional uX.G solo se pueda formar en el caso
de que G sea existenclal en X.

(c) LRFs (LRF Simple) es la restriccién sintictica de LRFc obtenida al
exigir que todas las expresiones de LRFc sean simples. n

Obsérvese que LRFSSLRFcSLRFN, y que por lo tanto todos los resultados
que se obtengan para LRFXx lo son también para LRFc y LRFs, y andlogamente
para LRFc y LRFs.

SEMANTICA DENOTACIONAL LRF

Como ya hemos dicho, el significado estindar de una definicién
recursiva uX.F es el menor punto fijo de la ecuacién X=F(X). Por otro lado,
el significado de una expresién M es un subconjunto del dominio de 1la
estructura, que representa los posibles valores de M con una evaluacién
indeteraminista.

7- DEFINICION (Semdntica Denotacional)
Sea D una Z-estructura, & una valoracién y A un contexto. El valor de

" las expresiones funcionales, expresiones y férmulas de LRFx queda definido
por:
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(a) FD(A.G)GJT;S(“), para toda FeFEXP'™!

o £ donde
£2(8,3) =
(a,8) = A(X)
((Ax_...x .M)D(A.G))(x peec X ) = HD (A, 8(x /% ,...,x/x1).
1 n 1 a 1 1 n a
para todo xl.....anD.

(1X.6)2(8.8) = £1x(T(D,A,3,X,G)) = fix(T) es la menor xsm;"’ tal que
X = GD(A(X/XI.G) es decir, el menor punto fljo del operador
T=T(D,4,8,X,G): A5," — "3:’ definido por T(X) = G (A[X/X).8). (cfr.

definicién 6 (b) de la seccién 2)

(b) HD(A.B)GD. para toda Mﬂﬂ’z. donde

2. 8 - (%))
FIN.,...N)2(8,8)= (F2(8,8[x /x.....x /x 1) / x &N° (&,8),151sn }
1 a T 1 a n 1 1
o )P, 5) = w20.8) v W8, 8)
)
» (8.8 st ¢2(8,8) = true
(pN)7(8, 3) = { [-] e.o0.cC.
(cxw)»(A,a) = { xeD / vn(A.alx/x])'true }

(c) pD(A,a)l(true. false}, para toda pcI-'FOR:, donde
b} h} ?
(tl-tz) (4,3) = true sii t‘(6)=tz(5)
p(H‘,....Hn)D(A.B)-true sii existen x, € H‘? (A,8), 1sisn tal que
D
P (x‘,...,xn)'true

Mo)2(a,8) = true sit 2mreada,9)
(W)D(A.G), wxv"z)»“") y (BW)D(A.G) se definen como en légica de
primer orden.g

Satisfactibilidad, validez y consecuencia légica se definen como en la
definicién 4 de la seccién 1, para la légica de primer orden extendida.

Como veremos, el operador T de la definicién 7 (a) asociado a una
expresidn funclional uX.G, serd monétono si G es positiva en X y continuo si
G es existenclal en X. Por lo que la semintica estarid blen definida para
LRFx.
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8- NOTACION

De acuerdo con la semidntica que acabamos de definir, tenemos:
(3x x-x)D(A,a)-true. (3x - x-x)D(A,a)-false para toda D,A,8. Denotaremos
estas férmulas por tt y ff respectivamente. Ademis denotaremos por Q'"’ a
la expresién funclonal Axl...xn.(ftaxl). cuyo valor es la funcién n-aria

totalmente indefinida para toda D,4,3. -

9- DEFINICION (Sfmbolos Definidos)

Los simbolos < >, [ ] y + son usados como sigue:

<M>yp suple a 3z(M3z A ¢(z/y]) (donde z es diferente de y y no

aparece ni en M ni en p). '
(Mlyp suple a ~<MDy~yp.

MN suple a 3z(Msz A N3z) (donde z no aparece ni en M ni en N).

< >y [ ] juegan el mismo papel que en la légica dinimica (Har 84],
mientras que ¥ actua como un tipo de "igualdad existencial™ entre
expresiones indeterministas. -

10- EJEMPLO

Las sigulentes expresiones funcionales son ejemplos de como se pueden
expresar funciones recursivas y mutuamente recursivas en nuestro
formalismo.

(a) La funcién factorial Fact:N — N definida por

1 si n=0
Fact(n) = { n*Fact(n-1) si n>0

puede expresarse por la expresién funcional

Fact = pX. Ax.(x=0 — 1 v
a2 x=0 - x*X(x-1))
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(b) Las funciones caracteristicas de los conjuntos pares e impares

admiten la siguiente definiclén mutuamente recursiva

1 si n=0
PAR(R) = { I\PAR(n-1) si n>0

0 sl n=0
PAR(n-1) si n>0

IMPAR = {
podemos expresar, por ejemplo, la funcién PAR mediante una expresién
funclional anidando el operador u

PAR = puX. Ax. (x=0 — 1 v
a x=0 — (uY. Ay.(y=0 —5 0 v
~ y=0 — X(y-1)))(x-1))

(c) La funcién no determinista de los sucesores pares, usada en el
eJemplo 13 de 1la seccién 2, puede expresarse mediante la expresién
funcional:

SP = uX. Ax.(x=0 — 2°UNI v
x=1 — 2°(UNI+1) v
x>1 — 2+ SP(x-2))

donde UNI es la expresién definida por: UNI = ez (z=z). n
- Ahora vamos a extender el concepto de sustitucién permitiendo 1la
sustitucién de una variable funcional por una expresién funcional de la
misma aridad.
11- DEFINICION (Sustitucidn)
(a) La sustitucién de una variable libre de individuo x por un término
t en una expresién funcional F, expresién M o férmula ¢ (denotada pnr

Flt/x}, Mlt/x) y e¢lt/x] respectivamente) se define recursivamente como
sigue:
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(a.1) Fltsx]
flt/x] = £
X(t/x] = X

Ax ...xn.M[t/x] si (!’X‘A x‘tllb(t)) (1sisn)
(Axi""n'“)[t/’] = (Ayl...yn.M(?/;])[t/xl si x»x1 (1sisn) A ex. J,
xjell.b(t) con yltllb(t)ullb(}")

(uX.G) [t/x] = uX.G(ts/x]

(a.2) Mitsx}
t‘(t/xl se define como en légica de primer orden.
(F(N,....N ))(t/x] = Flt/x](N (t/x],... N [t/x])
(N‘uﬂz)[t/xl = Nllt/xluﬂalt/x]
(pN) (t/x) = p(t/x]N(t/x]}

cyplt/x] si (x#y A yelib(t))
(cyp) (t/x] czplz/y, t/x] sl (xmy A yelib(t)) con zelib(t)lulib(e)

(a.3) pltrx]
(t‘-tz)[tlxl = (tl[t/x]'tzlt/x]]
(pP(M,... .M ))[t/x] = p(M [t/x],... .M [t/x])
(Hstl)(t/xl - H[t/x]!t‘[t/x]
(w)(t/x] = -plt/x]
(wxvvz)lt/xl = &llt/xlvwz[t/xl

Iypltrx] si (x#y A yelib(t))
Gyy) [t/x]) =

3z¢l(z/y. t/x] si (x=2y A yelib(t)) con zelib(t)ulib(y)

(b) La sustitucién de una variable libre de funcién X por una expresién
funclonal G de la misma aridad, en una expresién funcional F, expresién M o

férmula ¢ (denotada por F[G/X], M(G/X] y ¢(G/X] respectivamente) se define
recursivamente como sigue:

(b.1) F(GrX]
f£lG/X] = ¢

Y siXsY
YiG/x] -{ C 31 Xe¥
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(Ax ...x .MIG/X]} = Ax_...x . (MIG/X])
1 n 1 n

WY.G_{G/X] si (X=Y A Yellb(G))
(uY.G ) (G/X] = !
HZ.G [2/Y.G/X] s1 (X=YAYel1b(G)) con 2€11b(G)ulib(G,)

(b.2) M{G/X]
t{GrX]) = t
(F(N,....N ))G/X] = FKG/X)(N‘(G/XI,. .-, N [6/X1)
(N1w2)[6/xl = NI(G/X]\JNZIG/X]
(pN) [G/X] = @[G/X]N[G/X]
(exp) [G/X] = cx(p(G/X])

(b.3) ¢l(GrX] _ ]
(t,=t )(G/X] = (t.=t) » o ‘ .
(p(M,...,M ))IG/X] = p(M [G/X], ... .M [G/X]) D B
(Mat) {G/X] = M(G/XIat
() [G/X] = ~p(G/X] \ g
($, ) (G/X] = ¢ [G/XIvy,[G/X) .. ,
(3xy) (G/X] = 3xp(GrX] R

(c) La sustitucién de una variable ligada de individuo x (resp. de
funcién X) por un término (o por una expresién funcional respectivamente)
en 8 (expresién funcional, expresién o férmula) denotada como an (a) (resp.

en (b)) se define por: 6(t/x] = 8 y 6[G/X] = 8 repectivamente. a

El sigulente lema técnico serd usado mis adelante.
12~ LEMA

Sea 6 cualquier expresién funcional, expresién o férmula de LRF. Si @
es positiva (resp. negativa, existencial, universal) y F es una expresién
funciocnal de LRF positiva (resp. negatiava, existencial, universal) en una
variable de funcién dada Y, entonces 8{F/X] tiene la misma propiedad.
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Demostracjon

Por induccién simultinea sobre las expresiones funcicnales, expresiones
y férmulas de LRF. =

13- LEMA (Coincidencla)

Sean D‘ y Dz dos ZI-estructuras con el mismo dominio, 61 y 62 dos
valoracliones, Al y Az dos contextos y 8 una I-expresién funclonal,
I-expresién o I-férmula.

S1 D‘ y Da coinciden en la interpretacién de los simbolos que aparecen
en 8y csl.Ax Yy az.Az coinciden en la valoracién de las variables libres de

1 D2
8 entonces 8” (A‘.él) =@ (Az.az).
Demostracion

Intuitivamente el Lema afirma que el significado de las expresiones
funcionales, expresiones y férmulas solo depende de la interpretacidén de
los simbolos que aparecen en ellas y de sus variables libres. Se demuestra
por induccién simultinea sobre las expresiones funcionales, expresiones y
férmulas, de forma andloga a como en [EFT 84]) se demuestra este Lema para

la légica de primer orden clisica. .

14-LEMA (Sustitucidn)

Para toda 8 (expresién funcional, expresidn o férmula), contexto 4 y
saloracién &:

ta) (alt/x1)2(a,8) = 62(a,51t2(8)/x]) p.t. xeVAR y teTER.

) (etF/x1)°(a,8) = 62(A(FP(4,8)/4],8) p.t. XeFVAR y FeFEXP.

1:1{e] a

Por induccién simultinea sobre las expresiones funclonales, expresiones
7 férmulas. Veamos los casos mas significativos:
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Para (a) con 8=AX.M

Supongamos que x*x, y que xlellb(t) para toda 1sisn.
Entonces 8[t/x] = A¥.M[t/x] y por tanto, para todo TeD™:
e(t/xlD(A,s)(Q) = H[t(x]D(A.Glzli)]) por hipétesis de induccién
= MD(A.G&)/:, tD(al;('/i)] )/x]}) por el lema de colncldencia
=- HD(A.GI;E/'x’, tnls)/x]) = GD(A.SItD(s)/xl)(;c’) como se queria demostrar.

Supongamos que x*x para todo 1sisn y que para algin 1sjsn xjellb(t).
Entonces 6(t/x] = A}'.H(}’/i t/x] donde 'y’ son variables nuevas, y por lo
tanto, para todo XeD™:
elt/xl»(A,a)(g) - H['y'/;. t/x]n(A.Glz/;l) por hipétesis de induccién
= P)(A.Gl')z/'y'. t”(&(z/'y)l V/x, %/%)) por el lema de coincidencla
- M”(A,&(tn(a)/x. T3 = SD(A.GItD(G)/xl)&’) como se queria demostrar.

Para (b) con 8=uY.G:

Supongamos que X*Y y que Y#lib(G). Entonces O(F/X] = puY.GIF/X] y
olF/x12(a,8) = £1x(T"), donde para toda Yen™:
T (Y) = G[F/X)D(A[Y/Yl.S) por hipétesis de induccidén
= GD(A[Y/Y. FD(A{y/Yl.G)/X].G) por el lema de coincidencla
= cP(atyy, FP(a,8)/X1,8) = T(Y) y por tanto
f1x(T’) = fix(T) = GD(A(FD(A.G)/XI.G) como se queria demostrar.

Supongamos que X*Y y que Yelib(F). Entonces 8(F/X] = u2.G{2/Y, F/X)
donde Z es una variable nueva y alF/x]D(A.a) = £ix(T'), donde para toda
Yeﬂﬁ‘"):

T (Y) = G[2rY, F/XID(A(Y/ZI.S) por hipétesis de induccién

= GD(A[Y/Z. FD(A(Y/ZI.B)/X. Y/Y),8) por el lema de colncidencia
= 2(atF2(A, 5)/%, Y/¥) = T(Y) y por tanto

fix(T') = £ix(T) = eD(A[FD(A.G)/X].E) como se queria demostrar.

Ahora podemos demostrar la presupuesta exlstencia del menor punto fijo
del operador T de la definicién 7 (a). Para esto usaremos los resultados de
la seccién 2, y a continuaclén, vamos a comprobar 1la monotonfa vy
continuidad de estos operadores.
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15~ LEMA (Monotonia)

(n)
: MeEX'Pz.
una valoracién & sobre D, un contexto A sobre D y dos funclones X X sﬂi}
con xl¢ Xz Entonces :

Consideremos XeFVAR, FeFEXP 'peFFOR): una ZI-estructura 3,

(n)

(a.1) Si1 F es positiva en X: FD(A[Xl/X],G) < F‘D(Alxz/xl,a).
(a.2) S1 M es positiva en X: P(A[X /X].8) € MO (AIX/XI,8).
{(a.3) S1 ¢ es positiva en X: vb(A[X’./x].G)-true implica wD(A[XZ/XI.d)-true.
(b.1) S1 F es negativa en X: F'D(A[XZ/X].'S) < FD(A(X‘/xl.é).
(b.2) S1 M es negativa en X: H’D(A(lexl.&) < MD(A(XI/X]. ).

(b.3) S1 ¢ es negativa en X: wD(A[XZ/x].G)-true implica pD(A[Xl/Xl.G)-true.
Demostracion

Por induccién simulténea sobre la estructura de F, M y p. Veamos los
casos mas relevantes:

Caso para (a.1):

Supongamos que F=(uY.G) es positive en X y que X,Y son variables distintas
(en otro caso, la situacién es trivial). Por hipétesis de inducclén para
(a.1), sabemos que

(1) G»(A[xt/x.v/Yl.s) < GD(A(xz/x.Y/Y].a) para toda Y.

(11) 'l‘j definido como T’(Y) = GD(A[X)/X. Y/Y},8) es monétono para J=1,2.

Luego podemos concluir que FD(A(XJ/X],a) = nx(r)) existe para jJ=1,2, y que
FP(alx /x1,8) « FP(alx /x1,3).

Caso_para_(a,3):
Supongamos que ps(-wp) es positiva en X y ¢ (A(X /X],3)=true. Entonces, ¢ es
negatlva en X y ¢ (A[X /X1, 5)-false. Y por hipétesis de Iinduccién para

(b.3) \0 (a(x /Xl 6)=false Luego, ¢ (MX /X! 8)=truye. =
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16- LEMA (Continuidad)

Sea XeFVAR, FeFEXP("), MeEXP , peFFOR}:. D una Z-estructura, & una

valoracién, A un contexto y Xeﬂ;}‘"’

(a.1) Si F es existencial en X:F‘D(A.é)ﬂu(F‘n(A[Xo/X).&) /xo‘ X, Xo finita}
(a.2) Si M es existencial en X:M'D(A.G)'U(MD(A[XO/X].G) / X°¢ X, Xo finita}

(a.3) S1 ¢ es existenclial en X:«pD(A.s):true sit pD(A[XD/Xl,G)-true para
alguna Xoc X finita.

(b.1) Si F es universal en X:F»(A.S)-n(FD(A[XOIXI.a) / xoc X, x° finita}
(b.2) S1 M es universal en x:MD(A.G)-n(HD(A[XD/Xl.G) / Xo'( X, xo finita}

(b.3) St p es universal en x:pD(A.a)-true sil vD(A[XO/X].G)-true para toda
X°< X finita.

traci

Por induccidén simultidnea sobre la estructura de F, M y ¢. Veamos los

casos mas relevantes:

Cago para (b, 3):

Supongamos que v!(wvvﬂ es unlversal en X. Entonces tenemos
) (A[X/X] Slsfalse sl w (a, a)sfalse y v; (A,3)=false sil existen x x«x
tal que ¢ (A(X1sX1, 6)=t‘alse y w (A(Xz/X] 3)=false (por hipétesis de
inducclén para (b.3)) sii existe X¢X tal que ¢ (A[XorX],8)=false y
!# (A[Xo/X), 3)=false (tomando X-X Ux y aplicando el ).ema 15 (b.3)). g

Por tanto, si F es positiva en X el operador T asociado a F y X tiene
menor punto fljo. Y si Ademds F es exlstenclal en X este menor punto fijo
de T puede construirse, segun se vid en lema 4 y el teorema 5 de la seccién
2. Luego la semdntica de LRF¥ (y por tanto la de LRFc y LRFs) esti bien
definida.
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17- EJEMPLO

Con este ejemplo se quiere mostrar que la condicidén de positividad en
una expresién funcional de LRF no es suficiente para garantizar la
continuidad del operador asociado.

Sea G = Ax. €y ((¥z X(x)3z) A z=y)

el operador asociado T(X,G) aplicado a una funcién X es la funcién:

T(X.G) (X) (x) = {m si X(x) =D

e e.o0.c.

G es positiva pero no existencial en X y como puede observarse, T es
mondtono pero no es continuo en X (recuerdese la definicién 3 de la seccién
2 ) ya que U(T(Xo) / x°<x finita} es 1 para toda X, y T(X) no es la
funtién indefinida para toda X. ™

APROXIMACIONES SINTACTICAS

Como ya hemos dicho, para LRFc, el menor punto fijo del operador T
asoclado a uX.G se caracteriza como el supremo de la cadena creclente de
sus aproximaciones:

toreth

fix(T) = le‘-'"Tl(L) . donde T°=identidad y T
Ademds, para LRFs se verifica que los elementos de esta cadena se pueden
denotar mediante clertas expresiones funcionales, llamadas aproximaciones
sintdcticas de uX.G. Estas aproximaciones serdn usadas en la obtencién de
un cdlculo infinitario para LRFs en el sigulente capitulo.

18- DEFINICION (Aproximaciones Sintécticas)

Para FGFD(P;:“’. MED(PZ de LRFs, la 1-ésima aproximacién sintictica Fm

Yy H“’ de F y M respectivamente se define recursivamente como sigue:
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(a) 'V

f(” =f

x(l) 2 X
a2 = a2y

(uX.G)“) se define por induccién sobre i:

(“X.G)CO) - n(n)

(jlx.G)“'“ - G(h"[(#x.c)(”/x]

() MV
t(” =t
NN )Y = NP u N
(p > N - PR Nt
r(ul,...un)“’ = PP, N
(exp) ™ = cxp -

Obsérvese que seguin esta definiclén, en las aproximaciones sinticticas
no aparece el operador g, ya que al (uX.G) primero se aproxima G. Ademis si
en F (resp. M) no aparece el operador u, entonces F'V%eF (resp. M ay).

Alternativamente se podr{ia haber definido (ux.G)"l por:

(ux.6) "= o™ y (ux.¢) M= ¢! 6 x1 tx]

en donde queda claro que (4.:}(.(.:)“l

(1

se obtiene al iterar i1 veces la

sustitucién en G de X por G(”, para acabar sustituyendo X por Q.

Esencialmente, las dos definiclones son andlogas, la dlferencia puede
observarse en este ejemplo para i=3:

(1x.6)? = e 1 tax)
(1x.6)® = ¢ (6 X116 /X1 tvx]

es decir, se podria demostrar (ux.G)“’S(ux.G)“l usando el sigulente lema.

La elecclén hecha, se debe a que la definicldén recursiva facilita las
demostraciones.
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19- LEMA
Para toda FeFD(P;") y MeEXPz de LRFs positivas en la varlable funcional
X sus aproximaciones sinticticas F(‘) Yy M(" también son positivas en X.

Demostracién

Por induccién simultinea sobre F y M. En el caso de F-(uX.G)m se
procede por induccién sobre i, usando el lema 12 y el hecho de que Q es
positiva en todas las variables funcionales, ya que en ella no aparece
ninguna variable funcional. ™

20- LEMA

Consideremos Fel-'EXP;:"), MeEXP; de LRFs, D una Z-estructuray A y & un

contexto y una valoracién sobre D:

WDy 5) « FV0a, 5)

(1+1)D

(a) F

(b) Hu)b

(4,3) S M (a,3)
DRemostracién
Por induccién simultidnea sobre las expresiones funcionales y

expresiones.

Veamos el caso uX.G para (a): por induccién sobre ieN

i=0, se verifica por ser QQ(A,G) la funcién totalmente indefinida.

[§PH)

1>0, (uX.G) (34,8)

= G“)»(A((ux.G)“-“D(A,a)/Xl.G) por hlpétesis de induccién sobre i y
por ser 'V positiva en X

. D 1$))

2 G (A{(pX.G) (A,3)/X},8) por hipétesis de induccién

z G“‘"D(A[(ux.G)(”D(A,a)/X],G) = (ux.G)"'”D(A.«S) como se querfa

iemostrar. ™
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21- TEOREMA

Consideremos FeFEXPé"’. HeEXPz
contexto y una valoracién sobre D:

(a) F(a,8) =

u
eN
- U und
o) 10(8,8) = QM

F‘“»(A,a)

(4, 3)

Demogtracjon

Por induccién simultidnea
expresiones de LRFs.

Veamos el caso de uX.G para (a):

de LRFs,

sobre las

D una Z-estructuray 4 y & un

expreesiones funcionales y

(px‘G)D(A.a) = £ix(T) = lel"l( T' (1) donde T(X) = GD(A(X/X].G).

Demostremos las dos inclusiones de

u = U
‘eNT(.L) - (uX.G)

(1D to o,
(1) ‘g‘ (pX.G) 4,8) € “L& T (1):

Es suficiente demostrar (uX.G)(”D

md

(a,8)

(a,8)sT (1) por inducclén sobre leN.

1=0, por ser DD(A.G) la funcién totalmente indefinida 1.

10, (1x.6)"""24,5)

- G“'””(A[(ux.c)‘””

s utgx.c)M?

positiva en X

s ¢arT (L)X, 8) = TV
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(A, 8)7X1,8) por hipétesis de induccién

(4,3)/X],3) por hlpétesis de induccidén sobre i y por ser G

(1) como se queria demostrar.



[

! .
(2) lé%l T(1) s 1eL=}14 (uX.G) (a,8):

Es suficlente demostrar T'(1) ¢ xet}jl (u.X.G)“)D

1eN.

(4,3) por induccién sobre

1=0, por ser T%(1)=L la funcién totalmente indefinida.

1e1

150, T'(1) = GP(AIT'(2)/X],8) por hipétesls de induccién

= Je% G(”D(A[Tlu)lxl,s) por hipétesis de induccién sobre 1

< ]& G“)D(A[‘S‘ (pX.G)“m(A.G) /X},8) por ser G'Y existencial en X
D

- 9.8 a1 (ux.6)*2(a, 85)/x1, 8)
= l“-"‘ (;LX.G)("D(A,G) como se querla demostrar. n

El motivo para restringir estos resultados a LRFs, es que en LRFc
tendriamos que definir de forma natural aproximaclones sinticticas para las
férmulas, con lo que a los resultados anteriores habria que afiadir:

(1D (+1)D

] (4,3) = true => ¢ (8,8) =true

¢2(8,5) = true sii existe ieN tal que ¢*'?

(8,8) = true
lo cual es falso, como puede observarse para la férmula de LRFc:
¢ = 3z =(pX. Ax. xv?((x#l)) (0) a2z
suponiendo que el dominio es N, wD(A.a) = false y para todo IleN

qomD(A.a)=true.

Esto se podria remediar con otra definicién alternativa de aproximacién
sintdctica mds modular, en la que no se aproximan todas las definiclones

recursivas a la vez:

(ux.6)° =
(ux.6) Y = G (ux.c) "M x)
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en esta definicién solo se itera i veces la sustitucién en G de X por G

para acabar sustituyendo X por Q. De esta forma se podria demostrar

directamente
1x.6)""%(a,8) < (ux.0)**2(4,5)
(1x.6)2(8,8) = S (x.6)'2¢a, 8)

por induccién sobre i, sin tener que demostrarlo ni para las expresiones ni
para las férmulas, usando la existenclalidad de G en X. El problema es que
en (uX.G)(”
apariciones de este operador aumenta con i, por lo que no podemos encontrar

puede aparecer el operador 4 y en este caso, el nuimero de

una funcién de complejidad de forma que la complejidad de (uX.G) sea mayor
que la de sus aproximaciones. ’
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4.- CAPACIDAD DE EXPRESION OE LRF

En esta seccién queremos mostrar la capacidad de expresién de LRF. Para
este propdsito, vamos a demostrar como otras légicas de programas pueden
expresarse en LRF. En particular hemos escogido el u-cdlculo proposicional
de Kozen PMC [Koz 83] y la légica de primer orden dinamica para programas
regulares de Harel QDL [Har 79}, como representantes tipicos. También vamos
a demostrar que LRF puede verse como un fragmento de la légica infinitaria
clédsica y que la terminaclén de programas no triviales no puede expresarse
en el fragmento de primer orden de LRF, adaptando el conocido resultadc de
Kfoury y Park [KP 75].

La relacién de capacidad de expresién definida en el capftulo 1, no
es la que vamos a aplicar en esta secclén, puesto que como se verd en cada
caso, las slgnaturas de las dos légicas que estamos comparando no son
necesariamente la mlisma. El concepto queda claramente definldo en los

resultados que se obtlenen.

PMC ES EXPRESABLE EN LRF

Dada una signatura del p-cdlculo proposicional )‘_'=zpu2., (donde :p es un
conjunto de simbolos de proposiclén denotados por p,q Yy }:_ es un conjunto
de simbolos de acclones atémicas denotadas por a, b) y conjunto de
variables proposicionales PVAR={P,Q,R,...}, las Z-férmulas A,B de PMC se
definen medlante la sigulente regla BNF:

Ai:=p | P | <a>B | =B | (Bthz) | uP.B

donde B debe ser positiva en P en pP.B; es decir, cada aparicién de P en B
debe estar dentro del alcance de un numero par de simbolos de negacién.
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Una I-estructura para PMC es un sistema

p=<w ) _ . &) __>

peip

donde D es un conjunto no vacio (el conjunto de estados), pD:D para todo
pe}:p. y aDQDxD para todo aez..

Un contexto sobre una Z-estructura D para PMC es una aplicacién A del
conjunto de las variables proposicionales PePVAR al conjunto de estados
A(P)<D.

Dada una I-férmula A y una T-estructura D para PMC, la denotaclén AD(A)
de A bajo un contexto A sobre ) es el subconjunto de D definido por:
p2(8) -
P = a(P)
h] D )}
(<a>B) (4) = {xeD / existe yeB"(4) tal que xa'y}
82a) =bp\Bw

b} D D
(8‘v82) () = B‘(A) v Bz(A)

(uP.B)D(A) = el menor punto fijo del operador monétono

T=T(D,8,P,B): P(D) — P(D), definldo por T(P)=B>(a[P/P])

Una definiclén mias detallada de esta definicién puede encontrarse en
(Koz 83).

Con la idea de expresar cada férmula de PMC mediante una férmula de
LRFx asociamos a cada slgnatura £ = tpuz. de PMC una signatura }:-}:N de LRF

de forma que Zpd contliene: para cada p € Zp un simbolo de predicado
monadico qp y para cada ae 2. un simbolo de predicado binario ra

Ademés asoclamos a cada variable proposicional P de PMC una variable
funcional O-aria xp de LRF.

Con esto, fljando arbitrariamente una variable de individuo x, podemos
traducir cualquier I-férmula A de PMC a una E-férmula PA(‘) de LRF siendo x
su unica variable libre, como sigue: .
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A=p: wA(x) = qp(x)

A=P: ¢A(x) = Xpax

A=<a>B: ¢‘(x) = Ey(Pa(x.y) A ¢B(y))
A=-B: 9‘(1) = *WB(X)

A=B‘v8a: ¢A(x) = 9Bx(x) v ¢thx)
AspP. B: vA(x) = pxp.(x.:xwa(x))sx
1- LEMA

Para toda férmula A=uP.B (y por tanto B positiva en P) de PMC, la
expresién funcional de LRFu A.cxw'(x) asociada a wA(x)

uxp.(x.:xwa(x))ax
por la anterior traduccién es positiva en XP.

Demostracién

Por 1induccién sobre B.

Para comparar semidnticamente A y Ppr asociamos ahora una I-estructura D
para LRF, Jjunto con un contexto A y una valoracién 3, a cada D y A para
PMC, como sigue:

el dominio de D es el conjunto de estados D de D.

q:(x) = true sif xspD para todo pezp y xe€D

rz(x.y) = true sii xa”y, para todo aet_ y X,yeD.
R(XP)-A(P) para todo PePVAR.

en los demds casos A y 8§ pueden definirse arblitrariamente.

2- TEOREMA
Dada una I-férmula A de PMC, una Z-estructura D para PMC, y un contexto

A sobre ), se veriflca:
A8) = (xed / B } o, (x)(A, 5le/x)}
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Demostracién

Por inducclén sobre la estructura de A. Veamos el caso A=uP.B:
A2(a) = £ix(Ts), donde Ts(P) = BO(A[P/P]) < D.

(8, 8e/x])= £1x(T) donde T(P) = { xeD / ¢o(AIP/Xp], 3lx/x1) }

(obsérvese que las funclones de ﬂﬁ(m

pueden identificarse con subconjuntos
del dominio D). Por hipétesis de induccién para B, tenlendo en cuenta que
A[l;/‘Pl - Z(P/XP], Te = T y por tanto, fix(T) = fix(Ts) como se queria

demostrar. -

Obsérvese que es necesario usar en esta traduccién de PMC a LRF la
variante LRFi, por que PMC no es continuo, solo es mondétono.

QDL ES EXPRESABLE EN LRF

Sea I= Em (V] Epd una signatura de primer orden y VAR un conjunto de
variables de individuo, como en la Subseccidédn 2.1. Los conjuntos de
Z-férmulas A,B y Z-programas «,8 de QDL se definen medlante las sigulentes

reglas BNF:

Aszm p(t,...t ) | B | BB, | 3xB | <w>B
w:wx:=t | (8:8,) | (BuB,) | B | A? (A férmula de primer orden)
donde t.tl.....t.n son I-términos.

Las Z-estructuras D para QDL son andlogas a las £-estructuras para LRF.
Las denotaciones de los Z-términos, Z-férmulas y Z-programas de QDL con
respecto a una Z-estructura ) dada y una valoracién & sobre D se definen

como sigue:
(a) tDIG)ED para t € I-términos: como en légica de primer orden.

(b) aD :StnxStD, donde Stn es el conjunto de todas las valoraciones

8:VAR — D, y
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(x:=t)9 = (<6.6(t9(6)/x]> / sestn)
(B ;8 )D = BDnBD = (<5 ,8> / existe &_ tal que
1’72 172 1"z 3 5 BD
<6l,63> € B1 y <63.62> €8, }
? D b
(Bxuﬂz) =8, VA,

(ﬂ.)D = la clausura reflexiva y transitiva de ﬂD.

(A?)n = { <38,8 / AD(5)=true }

(c) AD(G) €{true, false} para I-férmulas A de QDL:
Como en légica de primer orden, junto con:

true si existe 3° tal que <6.6'>eaD y 82(6') = true

(<a>B)D(6) =
false en otro caso

Como Goerdt en [Goe 87), conslderamos un numero k arbitrarlo pero fijo,
para trabajar con el fragmento QDLk de QDL cuyos programas y férmulas usan
a lo mds k variables 1lbﬁfs X, . Para traducir QDLk a LRFs,
extendemos I, a la signatura E, con un nuevo simbolo de predicado monddico
ind, k nuevos simbolos de funcién binarios asg, (1s)=k), k nuevos simbolos

de funcién monddicos pr, (1s5j=k), y un nuevo simbolo de funcién k-ario
state.

Dada cualquier Z-estructura D, consideramos la Z-estructura D cuyo

dominio es 5 = DUD‘ y donde los simbolos de E son interpretados como sigue:

(1) asg? : DxD — B

D k
.. ] LI 4 >
asg, XXX X >e DTy

arbltrariamente en los demis casos.

(<xl....xk>.x) = <X

(2) pr? : D‘—» DA

pr? (<x‘....xk>) = xJeDk y arbitrario en otro caso.
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(3) 1ndD :

6 — {true,false}

b)
ind (<x1.. . .xk>) = false para xl,...,xkiD

1ndD(x) = true para xeD

(3) state”:

D k
state (x‘. .. ,xk) =X, .xk>eD para x

D—D

t....v,xkeD y

arbitrariamente en los demids casos.

(5) Los simbolos de £ se interpretan de forma que para argumentos del

dominio D, su valor sea el mismo que el de sus interpretaclones en D.

Dada una valoracién &: VAR — D, la extendemos a una valoracién 3 de

V=VARUFVAR sobre D arbitrariamente. Ahora, fijamos una variable de

individuo x de LRF (arblitrarla pero diferente de Xaeno ,xk) y definimos una

traduccién sintéctica asignando:

(a)Una Z-expresién funcional monidica F‘x de LRF a cada Z-programa a de Q,DLI

(b)Una §-f6rmu1a e, de LRF a cada Z-férmula A de QDLk como sigue:

(1)

(11)

a= x,: =t: Fa= Ax. (-|lnd(x)-)asgj(x. t[prx(x)/xl. . .prk(x)/xk] ))

a=BIUBz:
a=f ;B,:
a=A?:

a=g":

A=p(t1...

A=-B:
A=va82:
A=3yB:
A=<a>B:

Fa' Ax. (FBI(X) v Fsz(x))
Fa= Ax, FBZ(FBI(X) )
Fa- Ax. (ﬂnd(x)-)(A[prl(x)/x‘. .. prk(x)/xkl—)x))
Fa= HX. (Ax. qu(FB(x)))
, tn): ¢‘=p(t‘, . tn)
PA“'WB
,AwBlv P52
¢‘=3y(lnd(y) A «ps)
¢‘=32(-|1nd(z)AFa(state(xl. .. ,xk) )3z A
ve[pr‘(z)/x‘. . .prk(z)/x.l )

(donde z es una variable que no aparece en A)
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3- LEMA

Para todo programa u-B. de QDL, la expresién funcional de LRFs

Ax.qu(FB(x) asociada a F¢- uX.(Ax.qu(FB

(x))) por la anterior traducclén

es existenclal en X.

Demostracién

Por induccién sobre 8. =

El sigulente resultado establece la correccién semantica de la
traduccién.

4- TEOREMA

Supuesto que D y 3 estan asocladas a D y 8 como se acaba de exponer.
Entonces:

(a)tn(é) = tD(s) para todo teTERZ.

9 D)
(b)<y1....yt>€F2(6)(<x‘,..,xk>) sii <6(xl/xl,..,xk/xk].slyl/xl...,yk/xx]>ea

para todo xl.....xk.yt,....yken y todo Z-programa a de QDLE

(c)¢‘(6)= true sil An(s)= true para toda I-formula A de QDLk
Demostracién

(a) es trivial. (b) y (c) por induccién simulténea sobre la estructura
de a y A.

Veamos el caso ¢=B. para (b): como el operador T asoclado a Fa definido

por T(X)-(Ax.qu(FB(x)))D(A[X/X],G) es continuo,

szA.d) = fix(T) = lé& T' (considerando T°1a identidad), y por la semantica
de B'. es suficiente demostrar por induccién sobre i, identificando B° y F
con la identlidad:

1
(1) Fﬁx(x) Ax. Fp(x)

1 - 19
(2) T(1) ’:{ Fﬂ (8) u
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LRF ES EXPRESABLE EN EL,,,,

Llamamos "Lulu extendida® (en simbolos El.ulu) a la légica infinitaria
clasica Lutu (efr. [Kei 71]) extendida de forma anidloga a como hemos
extendido la légica de primer orden usual en la secclén 1. M4is exactamente:
Las signaturas para E!.u‘w son las mismas que las signaturas para la légica
de primer orden extendida; los ZI-términos t de E..ulu los Z~-términos de
primer orden; y las I-férmulas A,B de El.w!u tienen la sigulente sintaxis:

A= p(t,...,t) | t=t | X(t,...,t)st | -B | (BvB)) | 3xB | Y, B,

es decir, a las férmulas de EL1 se le afiade la formacién de disyunclones
numerables. Las conjunciones numerables 1@ B| se consideran abreviaclones
de 11!’(.|Bl' La semidntica de EL“‘:” es la extenslén natural de la semidntica
de la légica de primer orden extendida.

La mayoria de las légicas de programas con semidntica estandar son
fragmentos de Lu‘w. LRFs es también un fragmento de E.utu. Para comprobar
esto, fijamos una signatura I y definimos una traduccién sintéctica de las
Z-expresiones funcionales, I-expreslones y Z-férmulas de LRFs a E~-férmulas
de ELu‘u.

(a) Z-expresiones funcionales. Dada Fe}TXP;) y n+l1 variables nuevas
u .....un.v. distintas dos a dos y sin apariciones en F, construimos una

1
Z-férmula Ar(ul,. ..,un.v) de ELu‘u como sigue:

F=f: Al-'(“x""'“.n“') = (f(ut,....un)w)
F=X: AF(ux""'“n'V] = x(ul....,un)av
F-Axl...xn.M: AF(ui.....un,v) = AH(V)[ux/xl,...,un/xn]
F=pX.G: AP‘“;""'“,-.'V) = x‘e’N A(uX.G)“"“x""'“n'V)
donde (uX.G)(” son las aproximaciones sintacticas de la

definicién 18 de la seccién 3. Obsérvese que en este caso,
B(“x G)(n se reduce a los casos anterlores puesto que el operador

i no aparece en (uX.G)m.
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(b) Z-expreslones. Dada MeEX‘Pz una variable nueva v sin aparicliones en M,

construimos una I-formula A“(v) de E].ulu como sigue:

M=t: A.“(v) = (t=v)

MSF(NX, v ,Nn) AM(V) = 3“1’ . 3un (AN‘ (u )a. 'MNn(“ )MF(“x' .. .un.v))
siendo u....,u nuevasy distintas dos a dos.

M-vaNz: AM(V) = ANx(V) v ANZ(V)

M=@N: A.“(v) =9 A LN(V)

M=exp: A.M(v) = plv/x]

(c) Z-férmulas. Dada qpeFFORx construimos una Z-férmula Ap de ELu‘u como
sigue:

’.“’x'tz):' Aw = “’x‘tz)
¢-p(Nl. - ,Mn): Aw = 3vl. . .3vn(AH‘(v1)A. . .AAMH(VH)AP(V‘, . ,vn))
siendo Vie-:-.V Duevas y distintas dos a dos.
p=Mat: Ap = AH(V)[t/v]. siendo v nueva
P=: A¢ = -:Av,
: = A
o=V, R
p=Ixy: A, = A,

Obsérvese que si en F (resp. M y 9) no aparece el operador p, entonces
Ar (resp. Au y AP) son férmulas de primer orden extendido (EL1).

El siguiente resultado asegura la correccién de 1a traduccién:

S- TEOREMA

Para cualquier Z-structura D, contexto A sobre D y valoracién & sobre
D, se veriflca:
(a) grafo((FD(A,s)) = (<>t'.1....,xu.y>eD"°x Vs
A?(A.B[x /N, ..., X /u ,y/v])=true}
1 1 n n
(b) 12(a,3) = (xeD / A28, 8(x/v])= true)

(e) vD(A,G) = true sii Aﬁ(A.G) = true
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Demostracién

Por induccién simultinea sobre la estructura de F, M y ¢. Veamos el
caso F=(uX.G) para (a): Por el teorema 21 de la seccién 3,

(uX.G)D(A.S) = 15& (uX.G)“)»(A.é) y por definicién

AF(u‘....,un.v) = |ZN A("x.G)(n(ul.....un.v). por hipétesis de induccién,
(1

A(p.X.G)“)(ux""'un'V) define el grafo de (uX.G) ', para todo ieN, de lo

que se concluye lo que se querfa demostrar. ™

LA TERMINACION DE PROGRAMAS NO ES EXPRESABLE EN LRF

En el marco de LRF, la terminacién requiere 1la evaluacién de
expresiones. Su indeterminlsmo permite considerar varias noclones de
terminacién ; ver Harel (Har 79] y (Har 84]. Aqul vamos a considerar
solamente un tipo de terminacién débil y vamos a demostrar que este
concepto no es de primer orden en el marco semintico de LRF ( excepto para
casos triviales). Para otros tipos de terminacién podrian obtenerse
resultados analogos.

6~ DEFINICION

Sea HEE(Pz.

OSFTO%

(a) M termina debilmente en la I-estructura ) sii HD(A,B)*G, para todo 4,3
sobre D.

(b) & asegura la terminacion débil de M sil M termina deblimente en todos
los modelos de ¢.

(c) M es seminticamente libre de recursién c.r.a ¢ sii existe alguna
Z-expresién N sin aparicliones del operador u, tal que H»(A.6)=N‘D(A,8)
para todo modelo D y todo 4, & sobre D. »

Dada HeEXPz. es fécil encontrar QsFFORt que asegure la terminacién
debil de M. Para esto es suficiente tomar &={3v Mav}, donde v es una
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variable nueva. Si restringimos & a férmulas de primer orden extendido,
obtenemos el sigulente resultado (similar al conocido de Kfoury y Park
[KP 75)).

7- TEOREMA

Sea MeD(Pz de LRFs y OEEFOR:. S1 ¢ asegura la terminaclén débil de M,
entonce M es semidnticamente libre de recursién c.r.a 9.

Demostracién

Supongamos la hipétesis. Por el Teorema S, sabemos que M puede ser
traducida a una E-férmula An(v) de EL“’:"" tomando como v una variable nueva
que no aparecca en M. La traduccién de las expresiones puede reflnarse de
forma que para M, An(V) sea una férmula de EL1 o de la forma ‘!NBI(V).
donde B‘(v)eEl-‘ORz para todo leN. En efecto:

Para las expresiones funcionales y expresiones en las que no aparece el
operador u, definimos Ar y An como antes ( por lo que estas férmulas son de
primer orden extendido), y para M en la que aparece el operador g,
aplicando que M es equivaiente a la unién de sus aproximaciones, y que en

sus aproximaclones no aparece el operador u, definimos Au(V)ax\e’N AMu)(v).

Luego si An(V) es de primer orden extendido, tomando N = gv. An(v), tenemos

M es semidnticamente libre de recursién con respecto a é.

En otro caso Ax(V) = |!N31(V)’ consideremos el conjunto OSEFORI que asegura
la terminacién débil de M. Tomemos una constante nueva c. El conjunto
W(aB‘(v)[c/v] / 1eN} es obviamente insatisfactible. Por compacidad de la
légica de primer orden extendida, existe keN tal que W(-!B‘(V)[C/Vl / isk}
es insatisfactible. Esto significa que l‘ékBl(v) es una traduccién vdlida de
M en la ldégica de primer orden extendida en todos los modelos de ¢. Por
tanto, N=cv‘\slkB‘(v) es una I-expresién sin apariciones de p y tal que M es
equivalente a N sobre todos los modelos Dpd; es decir: M es seminticamente
libre de recursién c.r.a . =
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Como dijimos en el capitulo 1, la terminacién de programas si es
expresable dentro del marco no estindar de légicas de programas. En et
capitulo 4, veremos algunos ejemplos de terminacién de programas que son
posibles en la légica no estidndar que se presenta el capitulo, y no lo son
en LRF.
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CAPITULO 3:
CALCULOS DEDUCTIVOS PARA LRF



Del hecho de que QDL es expresable en LRFs y que el problema de validez
para QDL es n:-completo. se deduce que el problema de valldez para LRFs es
H:-duro. y por tanto, que no existen cilculos finitarios correctos y
completos para LRFs. El motivo es que el concepto de menor punto fijo de un
operador continuo no es un concepto de primer orden, ya que entrafia
cuantificaciones existenciales sobre nimeros naturales y el esquema de
induccién.

Ante este problema procedemos de manera andloga a como se procedié en
la légica dindmica, expuesto en el capftulo 1. En este capitulo abordamos
este problema dentro del marco de la semdntica estindar. En primer lugar,

el teorema 21 de la secclén 2.3, segin el cual
(uX.G) es equivalente a :Jem(u.x.c)“’

nos permite obtener un cdlculo infinitario correcto y completo para LRFs,
con una regla infinitaria que refleja el hecho de que cualquier elemento x
que no pueda ser obtenldo como valor de b i ey para algin i, tampoco puede

ser un valor de fix(T).

Por otro lado, usando la caracterizaclién del menor punto fijo del
teorema 12 de la seccién 2.2, demostramos que el menor punto fijo de un
operador continuo puede definirse en primer orden sobre estructuras
aritméticas, ya que en este tipo de estructuras podemos cuantificar numeros
naturales, codificar grafos finitos de funciones y aplicar el principio de
induccién. Estas caracteristicas de las estructuras aritméticas nos

permiten definir
(uX.G) (2)3t <=> 31eN y una T-derivacién de longitud i que produce <%, t>
Recuerdese lo dicho en la seccién 2.2 acerca del problema adicional que

suponen las funcliones indeterministas, por el cual no podemos usar para

este proposito la caracterizacién anterior de menor punto fijo, ya que
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31eN tal que (ux.G) ' (P)at

(1)

no puede codificarse si (uX.G) () es un conjunto infinito, como se vié

en el ejemplo 13 de la secclén 2.2.

La definibilidad del menor punto fljo en estas estructuras, nos permite

obtener un cdlculo finitario aritméticamente correcto y completo para LRFc.

En ambos casos, los calculos que presentamos, Jjunto con los axiomas y
reglas de primer orden, constan de reglas de reduccién orientadas a la
sintaxis, en el sentido de que reducen el significado de un programa al de
sus constituyentes o partes, para cada una de las posibles estructuras de
una expresién, de forma anAloga a como se definlé en la semintica. En el
cdlculo infinitario el operador u, se reduce a su semadntica operacional de
{teracién del cuerpo de su definicién hasta encontrar el valor' requerido,
iterando simultineamente todas las definiciones recursivas que aparecen en
el cuerpo. las reglas del cilculo aritmético para el operador p son mis
composicionales, puesto que en ellas se hace referencia directa al cuerpo
de la definicién.

En el sigulente capftulo, abordaremos este problema a través de una
semdntica no estindar para LRF, en la que ademis seri posible razonar sobre
propledades de los programas de [RF, que no pueden razonarse con la

semdntica estindar, como la terminacién de programas.
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1.- UN CALCULO INFINITARIO PARA LRF

En esta secclién presentamos un calculo infinitario correcto y completo
para LRFs, en el mismo sentido que el cdlculo infinitario de la légica
dindmica. En la légica dinadmica, la regla infinitaria esti basada en el
hecho de que todo estado alcanzado por el operador de iteracién * puede ser
alcanzado en algun numero ieN de pasos. Para LRF la regla infinitaria estd
basada en la equivalencia del operador p y sus aproximaciones sintdcticas,
lo que exige que nos restrinjamos a LRFs.

La prueba de completitud que presentamos para este célculo, se basa en
el método de los Tableaux, aunque podia haberse obtenido de hecho de tantas
formas como demostraciones de completitud para Lu‘w se han obtenido. Hemos
escogido el método de los tableaux, puesto que es un procedimiento natural
para el problema de satisfactibilidad, con el que ademids se pueden obtener

condicliones suficientes sobre los cdlculos para asegurar su completitud.

De la demostracién de completitud, podremos concluir el teorema de
Léwenheim-Skolem para LRFs. Este ultimo resultado a su vez, nos permitira
demostrar que el problema de validez para LRFs es ﬂ:, que Jjunto con el
hecho ya demostrado en el capf{tulo anterior, de que QDL es expresable en
LRFs, nos permitird concluir, que el problema de validez para LRFs es
ﬂ:-completo.

En primer lugar presentamos el método de los Tableaux para LRF.
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EL METODO DE LOS TABLEAUX PARA LRF

El método de los tableaux (Bet 59) es un procedimiento elegante y
natural para resover el problema de satisfactibilidad, de forma que sz va
reduciendo la cuestién de la satisfactibilidad de una férmula a de sus
componentes, y al mismo tlempo es una técnica para las demostraciones de

completitud de calculos.

En este apartado, presentamos el método de los Tableaux, siguiendo la
formulacién de Smullyan [Smu 86], para obtener condiciones suficientes de
completitud para cdlculos en el marco de LRF.

Para esto, denotamos por ¥ a la signatura obtenida al extender una
signatura T con un conjunto numerable C de simbolos de constantes nueves. Y
distinguimos siete categorfas disjuntas de Z-férmulas, a las cuales les
asociamos un conjunto (finito o numerable) de I-férmulas mis senclillas (con
respecto a una funclién de complejidad que definiremos a contlnuacién),
llamadas constituyentes, en funcién de clertas condiciones de
satisfactibilidad entre las férmulas y sus constituyentes. Esta
clasificacién es la sigulente, siendo QSFFOR}-::

(0) Férmulas biasicas: consiste de las férmulas atémicas y sus
negaclones. No tlenen constituyentes.
t=t, at=t, P(), ~P(}), X(R)st y x(D)st.
(1) Férmulas conjuntivas o alfa: las denotamos por a« y a sus

constituyentes por “1' tienen dos constituyentes y su relacién es:

Sat(du{a}) <=> Sat(@u(u.al.az})
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R ¥ ¥
e, ve,) Wy W,
tlat t1=t tlSt
1t13t 1t1=t ﬁtl-t
cxpat pltrx] eltsx]
“expat -ap(t/x] ~¢lt/x)
(AZ.M) (R)at M(E/RIat M3
~(2. M) (D)st (22t ~M(2/R]
(pN)at ? Nat
a(N UN_)at SN at -N_st
13 2 > ! 3 5 2 3
P(N) Bx‘é}anlsxlAP(x) Ex‘é}snnlsx‘/\?(x)
> 3 >
~p(N) 13xlé}antaxiAP(x) 13xxé}anlsxlAP(x'f
> 3 > 3
F(l)st B N NExAF@et 3R AN sx AF(R)at
> 3 >
~F()st 13xlé}an‘3x‘AF(x)at wixlé}anlaxiAF(xTat

en los cuatro ultimos casos, debe verificarse que Nj:TERi para alguin
1sjsn, las variables % sean distintas entre si y para todo 1sis=n, x‘tlib(a)
sus

(2) Férmulas disyuntivas o beta: las denotamos por B y a

constituyentes por Bl, tiene dos constlituyentes y su relacién es:

Sat (du{B}) <=> Sat(W(B.Bl)) ° Sat(W(B.Bz))

8 B, Bz
¢'1V\02 "'1 v,

~(psN)at “p -“Nat
(Nluﬂz)at Nlat Nzat

(3) Férmulas unlversales o gamma: las denotamos por 7y y a sus

constituyentes por 7(t). Tienen una cantidad numerable de constituyentes

(para cada tel’B\E) y su relacién es:

Sat(du{7}) <=> Sat(du{y,7(t)})
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¥ 7(t)

“3xy Wlt/x]

(4) Férmulas existenciales o eta: las denotamos por n y a sus
constituyentes por 7(t). Tlenen una cantidad numerable de constituyentes
(para cada teTERf) y su relacién es:

Sat (#u{n}) <=> Sat(&u{n.n(c)}) siendo ceC una constante nueva,

es decir, que no aparece ni en ¢ in en 7.

n n(t)

3xp glt/x}

(S) Férmulas w-conjuntivas u w-alfa: las denotamos por « y a sus
constituyentes por ¢:. Tienen una cantidad numerable de constituyentes

(para cada ieN) y su relacién es:

Sat(¢ufa'}) <=> Sat(w(a.)u(a: / 1ed})

« a
1

~(eX.G) ()t ~(ux.6) (D)t

(6) Férmulas w-disyuntivas u w-beta: las denotamos por B. y a sus
constituyentes por B:. Tienen una cantidad numerable de constituyentes

(para cada ieN) y su relacién es:

Sat(euig’}) <=> Sat(w{B.ﬁ:)) para algun ieN

B B,

(uX.G) (st (1x.6) " (st
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En las dos uGltimas categorias, (px.G)(“ es la l-ésima aproximacién

sintActica de (uX.G), definidas en el capitulo 2 para LRFs. Ademds, estas
dos categorfas fuerzan a que los tableaux para LRFs sean 4arboles

w-ramificados, que es la diferencia esencial con los de primer orden.

En primer lugar vamos a demostrar que efectlivamente esta clasificacién
es una particién que verifica las condiclones especificadas y que existe
una funcién de complejidad de forma que las constituyentes de una férmula

sean mis simples que ella.

1- LEMA

Toda E-férmula pertenece exactamente a una de las siete categorias
anteriores. Ademds, esta clasificaclén verifica las condicliones de
satisfactibilidad especificadas.

Demostracién

Para demostrar que las siete categorfas anterlores son una particién de
las férmulas de LRFs, basta tener en cuenta la condicién exigida para los

cuatro ultimos casos de la categor{a alfa.

Para demostrar que cada categorfa verifica la relacién dada para una
férmula y sus constituyentes, demostramos para una f-estructura 9 y un

contexto A y una valoracién § sobre D:

(1) Para las férmulas alfa: Dpx(8,8) <=> Dl Aa (A,8)

(11) Para las férmulas beta: DJ8(4,8) <=> DHilvﬂz(A.a)

(111) Para las férmulas gamma: Djy(4,8) => Djy(t)(A,3) para teTER:

(iv) Para las férmulas eta: Dn(4,8) <=> Dn(c)(4,3[x/c]) para xeD y
c€C que no aparece en 0

(v) Para las férmulas w-alfa: Dl-a'(A.s) <=> D]-a.(A.a) para todo ieN

(vi) Para las férmulas w-beta: D}B'(A,a) <=> D]-ﬁ‘(A,s) para algan leN
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Lo cual es inmediato para (i)-(iv) por la semintlca dada para LRFs y
para (v) y (vi) por el teorema 21 de la seccién 2.3, que afirma que (uX.G)

es equivalente a la unién de sus aproximaciones sintactica l'—éN[u.x.G)(”.

2- LEMA

Existe una funcién de comple)idad [.| para las férmulas de LRF con la
propiedad de que para toda férmula ¢, |p|<|e1| para todo constituyente g1
de o¢.

En efecto, definimos la funcién |.| para las férmulas, las expresiones

y las expresiones funcionales de forma mutuamente recursiva como sigue:

(1) Para peFFOR:

|¢] = 0 para toda férmula ¢ basica

|-¢] = |e| + 1 para toda férmula ¢ que no sea atémica

|wlv¢2| = naxino(|w1|. ]wzl) +1

faep] = [¥] +1

|Mat] = |M] + 2 siempre que Mat no sea una férmula atémica.

]P(ﬁ)l = maxlm([Nl] / 1sisn} + (6 + n) siempre que para algin 1sjsn
NJQTBR. es decir, siempre que P(R) no sea una férmula atémica.

(11) Para MeEXP:

|t] = O para todo teTER

IN,UNZl = ma.ximc(]Nl]. |N2|} + 1

[p—N| = maximo{]e|, |N|} + 1

fexs| = [o] + 1

[F@)| = |F|

IF(ﬂ)l = maximo{|F|. |Nl| / 1sisn} + (6 +n) siempre que para algin 1sjsn
Nj!m

(111) Para FeFEXP:

[£] =0

[x] =0

[ARM] = [M] + 1
[uX.G] = v + [6]
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Puede comprobarse que esta funcién verifica la condicién pedida sin mids

que ir comprobando cada caso. Veamos algunos:

Para las férmulas del tipo P(ﬁ) (no atémica):
|P(ﬂ)| = naxlmo([N‘[ / 1sisn} + (6 + n), y su constituyente
|32 NiaxlAP(z)l = | N‘ax‘AP(g)l + 1, que formalmente es

AN
14}3, 1513n

= naxlno(ﬂ('g{snﬂ N ax v ~P(X))} = maximo{[N‘l / 1sisn} +(S + n).

Para las férmulas del tipo gamma y eta:
Basta con demostrar para toda ¢, M y F: que para toda x y término t,
lplt/xl] = |o|, |MIt/x]] = [M] y [Flt/x]| = |F|, lo que puede demostrarse
de forma sencilla, por inducclén simultdnea sobre la estructura de ¢, M y
F.

Para las férmulas del tipo a' y B.:
Se verifica puesto que en las aproximaciones sintactlicas (ux.G)(” no
aparece el operador i, y por tanto su complejidad es finita, segun la
definicién de |.|. Hublese sido suficlente definir |uX.G|=w, pero la hemos
definido de forma que esta funcién de complejidad pueda usarse con otros

propositos.

En los demids casos se procede de forma similar al caso P(). -

A diferencia con los tableaux para la légica de primer orden cliasica,
un tableau para ﬂsFFORz (a lo mds numerable) es un &rbol w-ramificado con
los nodos etiquetados por conjuntos (a lo m&s numerables) de T-férmulas
obtenido segun la definicién 6 de mids abajo, para la que necesitamos las
sigulentes definiciones previas.

3- DEFINICION (Rama Finita, Cerrada, Profundidad)

Sea X un 4arbol con los nodos etiquetados por conjuntos de férmulas:
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(a) Una rama R de I es finita si tiene un numero finito de nodos.

(b) Un conjunto de férmulas L es cerrado sl existe una formula ¢ tal que

{g,wp}sL o ffelL. En otro caso se dice ablerto.

(c) Una rama R de I es cerrada si L=u{L / L es una etiqueta de un nodo de R}

es cerrado. En otro caso es ablerta.

(d) Si I tiene todas sus ramas finitas, definimos la profundidad p de I por
induccién sobre su estructura, como sigue:
S1 I esta formado por un solo nodo, p(I)=0
Si X1, 1€l son los subarboles de I, p(I) es el supremo de los ordinales
p(Z1)+1 (lel). -

Obsérvese, que el hecho de que un 4arbol I tenga todas sus ramas finitas
no qulere decir que I sea de profundidad finita (es decir, que p(I) sea un
ordinal finito) puesto que I puede ser w-ramificado.

4- DEFINICION
Sea ¢ un conjunto de férmulas.

(a) Un término t es adecuado a & si todos los simbolos de funcién (y por
tanto los de constante) que usa t aparecen en ¢ y las varlables de

individuo libres de t aparecen libres en alguna férmula de &.

(b) Los axiomas de la igualdad son:
vx(x=x)
YxVy(x=y — y=x)
VxVyVz(x=y A y=z — x=z)
vRVIVZ(£ (R)=z A 2= — £(F)=2)
VAVY(P(2) A %=7 — P(}))
V?V?Vsz(x(zlsz A 2=§ A z=v — X(F)sv)
Siendo f un simbolo de funcién de aridad >0, P un simbolo de predicade
de aridad >0 y XeFVAR de aridad =20.
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Un axioma de la igualdad o es adecuado a ¢ si todos los simbolos de
funcién y predicado que usa ¢ (y por tanto ambos de aridad > 0) aparecen en

$ y las variables funcionales libres de o aparecen en alguna férmula de

*. u

S-DEFINICION (Extensidén c.r.a & para Tableaux)

Dados un conjunto de férmulas ¢ y dos arboles (w-ramificados) con los
nodos etiquetados por conjuntos de férmulas I y I'con todas sus ramas
finitas, decimos que XI' es una extensién con respecto a & de X si para
algin conjunto A de hojas ablertas de I, I' se ha obtenido al extender en
I, de forma simultinea, cada una de las hojas de A de acuerdo con las
siguientes reglas de extensién c.r.a ¢ de hojas. ‘

Sea H una hoja etiquetada por el conjunto de férmulas L:

(1) HI-extensién: Si dosd, afiadir a H un hijo etiquetado por Ludo.

(2) EQ-extensién: S1 Ac es un conjunto de axiomas de la {igualdad
adecuados a 9, afadir a H un hijo etiquetado por Lu{Ac}.

(3) a-extensidén: Si ael, afadir a H un hijo etiquetado por Lu(a‘,az).

(4) B-extensién: Si Bel, afiadir a H dos hljos etiquetados por Lu(ﬂx) y
Lu(ﬂz) respectivamente.

(S) 7-extensién: Si €L, afadir a H un hijo etiquetado por Lu{y(t)},
donde t es un término adecuado a L o bien t es el primer s{mbolo de

C si no hay términos adecuados a L.

(6) m-extensién: S1 nel, afiadir a H un hijo etliquetado por Lu{n(e)},

siendo ceC una constante nueva; es decir, que no aparece en L.
(7) « -extensién: Si a'eL, afiadir a H un hijo etiquetado por Lu(c::/ieN)

(8) B’-extensién: Si B.eL. afiadir a H v hijos etiquetados por Lu(ﬁ:)
(1eN) respectivamente.
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6- DEFINICION (Tableau para ¢)

Sea ¢ un conjunto de I-férmulas. ¥ es un tableau para ¢ si es el limite
il—'EIZ\ (€5w) de una sucesién de tableaux Xo,%1,...,%i1, Itet,... tal que Xo

tienen un uUnico nodo etiquetado por un subcenjunto de % y Xis1 es una

extensién de I c.r.a ¢. -

Obsérvese que para cada 1<§, Ii tiene todas sus ramas finitas. Ademis,

una rama finita es abierta (o cerrada) si lo es su hoja.

7- DEFINICION (Tableau Cerrado)

Un tableau I es cerrado si toda rama de I es finita y cerrada. En otro

caso I es ablerto. =

8- LEMA

Sea ¢ un conjunto de I-férmulas y I un tableau para ¢ con todas sus
ramas finitas. S1 @ es satisfactible, entonces I tiene una hoja
satisfactible.

Demostracién

Sea $0S® el conjunto de férmulas de ¢ usado en IXI. Para toda
Z-estructura D y A y & contexto y valoracién sobre 3. Demostramos que
Dpeo(4,8) => para alguna hoja H de X con etiqueta L y una E-estructura )

extensién de 9, DIL(4,3).

En efecto, por definiclén de tableau X = ‘iJEIx con £sw, supongamos la
hipétesis y demostremos por induccién transfinita sobre i, que en I existe
una rama Ri, extensién de Ri-1 o igual a Ri-i1 (para i>0), cuya hoja Hi de
etiqueta L1 se satisface en una estructura D1 extensién de D bajo 4,3.

Para {=0: Ho es el tnico nodo de Zo, Ro consiste solo de Ho y Do es D, ya
que LoSdo.
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Para §>0: Si la hoja Hi de la rama Ri de Ti no se extlende para obtener
Iit+1, entonces Hi es una hoja de Ii«1 que satisface las condiclones
requeridas por hipétesis de induccién. Es decir, en este caso Riet es Ri y
Diest es Di. En otro caso, supongamos que a Hi se le ha aplicado una

extensién, y distingamos casos:

n-extensién: entonces Lisi=Liu{n(c)} (Hi¢«1 es el hijo de la extensién
de Hi) para ceC que no aparece en Li. Sea Di.1 la extensién de D1 para el
nueve simbolo de funcién e, que interpreta c como el valor xeD que
satisface n en D1 bajo 4,3 (ya que nelLi).

B’-extensién: entonces Liet=Liu{px} para un keN tal que Dt |-8;(A.6). que
existe por el lema 1. Y por tanto His1 es el k-ésimo hij)o de la extensién
de Hi, y Diet es D1.

Para los demis casos se procede de forma andloga, la estructura solo se
aumenta por n-extensiones. Ademis, como todas las ramas de I son finitas,
existe un ieN tal que para todo J>1, Rj=Ri. Luego tomando H=Hi y D una

extensién arbitraria de D1 a I, obtenemos lo que buscabamos. "

9- DEFINICION (Conjunto de Hintikka)

Un conjunto de I-férmulas H es un conjunto de Hintikka si satisface las

siguientes condiciones:

(1) H es un conjunto ablerto.

(2) Todo axlioma de la igualdad o adecuado a H pertenece a H.

(3) Para toda férmula conjuntiva a: aeH => ¢l¢H para todo i=1,2.

(4) Para toda férmula disyuntiva 8: BeH => BJeH para alguan j=1,2.

(5) Para toda férmula universal 7: 7¢H => 7(t)eH para todo E-término t
adecuado a H.

(6) Para toda férmula existencial n: neH => n(c)eH para algin simbolo
de constante nuevo ceC.

(7) Para toda férmula w-conjuntiva e’ aeH => o'eH para todo i<w.

(8) Para toda férmula w-disyuntiva ﬁ.: B'eH => B’EH para algin j<w. =
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10- TEOREMA (Satisfactibilidad de los Conjuntos de Hintikka)

Si H es un conjunto de Hintikka, entonces H es satisfactible.

Demostracién

Definimos una relacién de equivalencia sobre el conjunto de los
E-términos TERs de la forma:

t=t’ sii t=t'eH

Usando los axiomas de la igualdad se puede probar que esta es una relacién
de equivalencia. Denotamos por [t] a la clase de t, para todo Z-témino t.
Definimos la I-estructura 9 de dominio D={[t] / teTERf) y las sigulentes
interpretaciones, contexto 4 y valoracién 3 sobre D

0t ..., [tal) = (£(t1, ..., ta)]

&P = (el

9 true st p(t1,...,tn)eH
p ([t1],...,[ta]) = { false si -~p(t1,...,ta)eH

arbitrario en otro caso
A(X)([t1], ..., [ta]) = {{t] 7 (X(t1,...,tn)at)eH}
3(x) = [x]

Otra vez usando la condicién (2) se demuestra que estas interpretaciones
estdn bien definidas.

Se comprueba por induccién sobre la estructura de t:
) 2 = (1)

Y por induccién simultanea sobre |.| de ¢, My F:
(1) peH => wD(A,6)=true
(2) K2(8,3) = {[t] / (Mot)eH)
(3) P28, 8)([t1],..., [ta]) = ({t] / (F(ts,...,ta)at)eH} .
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11- DEFINICION (Tableau completo)

Un tableau I para un conjunto de fdérmulas ¢ es completo si toda rama
ablerta de X es completa; donde una rama ablerta R es completa si el
conjunto de férmulas H = v {L / L es una etiqueta de un nodo de R} verifica
9SH y H es un conjunto de Hintikka. u

12- LEMA (Existencia de tableau completo, tableau Candnico)
Todo conjunto de I-férmulas ¢ tiene un tableau completo.
Demostracién

En efecto, dado ¢ vamos a construir dicho tableau, al que 1lamamos
canénico y denotamos por IO' Para esto, consideremos una enumeracién del
siguiente conjunto de férmulas

{e¢ / « es una férmula conjuntiva} v

{8 / B es una férmula disyuntiva} v

{<y,7(t)> / v es una férmula universal, tem’—:) v
{n / n es una férmula existencial} v

(a‘ / ¢. es una férmula w~conjuntiva} v

(8 s B8 es una férmula w-disyuntiva}

Decimos que una férmula (o par de férmulas, del conjunto anterior) ¢ es
relevante para un conjunto de férmulas L si verifica 1la condicién

correspondiente a su categoria, de las sigulentes condiciones:

- @ es relevante para L si ael y “1‘[‘ para alguan i=1,2.

- B es relevante para L si BeL y B‘tL para todo i=1,2.

- <7,7(t)> es relevante para L si yeL y 7(t)eL.

- 1 es relevante para L si nel y n(c)eL para todo simbolo de constante ceC
nuevo.

- @ es relevante para L si a el y a el para algan ieN.

- ﬂ. es relevante para L si ﬂ.GL y BltL para todo 1leN.
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El tableau canénico para ¢ se construye mediante el sigulente

procedimiento:

1.- 1:=0, Xo:= ¢
2.- 1:=1, I1:= IO
odUEA
donde EA={c / ¢ es un axioma de la lgualdad adecuado a ¢}

3.- St I1 es completo, acabar devolviendo Ii.

4.- En otro caso, sea A = {H 7 H es una hoja abierta de Ii1}, para cada HeA
tomar si existe la menor férmula ( o par de férmulas) relevante para el
conjunto de férmulas L que etiqueta a H y aplicarle de forma simulténea
a todas estas hojas la correspondiente regla de extensién de hojas
c.r.a ¢.

S.- Sea XIi+1 el &rbol resultante de la extensién c.r.a @ de X por 4 e
{:=1+1, y volver a 3.

LI Ti si el algoritmo para en la vuelta }j
1)
Definimos I,:={ "]
[] ‘<QI| en otro caso

Comprobemos que Eo es un tableau completo para ¢. Que I¢ es un tableau
para ® es evidente. Sl el algoritmo para en la vuelta i, entonces Io es
completo por la condicidén de parada del algoritmo. Supongamos por tanto que

Io = ‘kill y demostremos para toda rama abierta R de I° que el conjunto
L=u{L / L es una etiqueta de un nodo de R}

es un conjunto de Hintikka, puesto que ¢SL se verifica por el paso 0 del
algoritmo. Las condiciones (1) y (2) de conjunto de Hintikka se verifican
por el paso 2 del algoritmo y por ser R ablerta respectivamente. Para las
condiciones (3)-(8) razonamos como sigue: sea gebL una férmula no bisica,
entonces existe ieN tal que ¢ aparece por primera vez en la rama Ri, siendo
R1 la parte de la rama R correspondiente a2 Xi. Y sea keN la posicién que
ocupa ¢ en la numeracién considerada en la construccién de I¢. Entonces, en
Riek, la parte de R correspondiente a Ii+vk, estan las constituyentes
correspondientes a ¢. ™
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13- TEOREMA (Correccidn y Completitud del Método de los Tableaux)

Sea ¢ un conjunto de férmulas:

® no es satisfactible <=> ¢ tlene un tableau cerrado.

Demostracién

CORRECCION: Sea I un tableau cerrado para ¢. Por definicién, todas las
ramas de X son finitas y cerradas. Si ¢ fuese satisfactible, por el lema 8
X tendria una rama satlisfactible, lo que contradice que todas sus ramas

sean cerradas.

COMPLETITUD: Si ¢ no tiene tableau cerrado, I° no es cerrado, y existen
dos posibillidades:

(a) I° tiene todas sus ramas finitas: Entonces, como no es cerrado, tiene
una rama finita ablerta.

(b) Io tiene una rama infinita: Entonces esta rama es ablierta, puesto que
en el algoritmo de construccién del tableau canénico, solo se extienden las

ramas abiertas.

En ambos casos, podemos concluir que & es satisfactible, puesto que si

Io tiene una rama R ablerta, por ser IO completo el conjunto L de las

etiquetas de R es de Hintikka. Es decir, si R=(nodo°.....nodol,...) es una
rama ablerta de Io y Ll la etiqueta del nodo‘, entonces L'Y%b es un
conjunto de Hintikka que incluye a &. n

14- EJEMPLO

Sea I una signatura con un simbolo de constante 0 y dos funciones
monAdicas pred y succ. Definimos la funcién constante de un argumento Zero,

por la siguiente expresién funcional:

Zero s pX. (Ax. (x=0 > Q v
ax=0 » X(x-1))
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Sus aproximaciones sinticticas son de la forma:

Zero® 3 ax. (+ x=x » x) = ot

(1+1)

Zero 2 Ax. (x=0 > 0 v

(1)

-ax=0 9 Zero (x-1))

Vamos a demostrar las consecuencias légicas:

(a) -(1=0) } -Zero(0)a1
(b) ~(1=0) } Zero(1)30

Para esto, comprobamos que los conjuntos:

(a) {1(1=0), Zero(0)a1}
(b) {-(1=0), -Zero(1)30}

son insatisfactlbles, obteniendo un tableau cerrado para cada caso.

Para poder asegurar en (a) que Zero(0) no produce 1, es necesario comprobar
que 1 no es producido por ninguna de las aproximaciones sintidcticas de
Zero(0).

Sin embargo, para asegurar que O es producido por Zero(l) es suflclente
iterar dos veces la definicién de Zero.

En la construccién de los tableaux, solo vamos a poner en cada nodo las
férmulas que se afiaden al realizar la correspondiente extensién, de forma
que la etiqueta real de un nodo es el conjunto de férmulas que aparecen en
los nodos desde la rafz hasta él. Ademds indicaremos la extensién que se ha

realizado etiquetando los &rcos con ella.
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(a)

~1=0, Zero(0)a1

.
L Lic
)/

Lol A
£ C|\“~;\'

2ero'? (0)s1
| —«
(~0=0 » 0)31

—a
-0=0, 031
| —«
O=1

(0)>1

| —«

Zero“’

andlogo al |

Zero

(0)a1
| — =
(0=0 > 0 v

=0=0 +» Zero

)

(1-1)

(0=0 > 0)31
| —«
0=0, 031
| —«
0=1
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| —8
~0=0 3 Zero!™

| —«
~0=0, Zero‘'™"
| — EQ
Vx x=x
| — 7
0=0

(0-1))31

(0-1))21

(0-1)a1



(b) ~1=0, ~2Zero(1)s0
| —a
(1)30 para todo ielN

| — « para i=2

12ero“)

2(1=0 » O v
2120  Zero‘'’(0))50
] —«
A(1=C » 0)30, =(-1=C + Zero‘'’(C))20
| | — &
120 ~Zero‘"' (0)30
| —« | —«
1=0 «(0=0 > O v
~0=0 > Zero® (0-1))30
| —«
2(0=0 » 0)20, =(-0=0 » Zero‘” (0-1))30
I | —8
~0=0 <0350
| — EQ | —«
Vx x=x ~0=0
| —7 | —E
0=0 ¥x x=x
| — 7
0=0 o
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CALCULO INFINITARIO

Como se ha dicho, el método de los tableaux, no solo es un método para
obtener la satisfactiblilidad de férmulas, si no que es una herramienta para
las demostraciones de completitud de calculos. Antes de presentar el
cadlculo, establecemos condiclones suficientes que debe verificar una
relacién de deducibilidad formal para ser completa para LRFs.

El sigulente lema seri usado en la demostracién de las condiciones
suficientes de completitud, ya que en ella se procede por induccién sobre
la profundidad de tableaux, y la profundidad de un 4rbol estid definida por
induccién sobre la estructura del arbol.

15- LEMA

Sea ¢ un conjunto de férmulas y I un tableau para ¢ con todas sus ramas
finitas, y con etiqueta L en su rafz. Entonces I tiene alguna de las
siguientes estructuras:
(1) X tiene un solo nodo etiquetado por %osd.
(11) X tiene exactamente un subarbol X1 con etiqueta Li en su rafz, de
forma que I1 es un tableau para %1 y ademids en L se realizé una
HI,EQ,«,7,.m © a‘-extenslén c.r.a .
(111) X tiene exactamente dos subirboles I1 y I2 con etiqueta L1 y L2 en su
rafz respectivamente, de forma que I1 es un tableau para &uLi y X2 para
dUL2 y ademds en L se realizé una B-extensién c.r.a 9o.
(iv) I tiene exactamente w subirboles I1 (ieN) con etiqueta Li en su rafz,

de forma que X1 es un tableau para &1 y ademis en L se realizé una
B'-extensléh c.r.a o.

Demostracién
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El hecho de que si I no consiste de un solo nodo entonces a L se le
aplicd una de las posibles extensliones c.r.a ¢ se verifica por definicién
de tableau para ¢.

Para comprobar que un subirbol It de I es un tableau para #uULi, veamos
que I verifica la definiclén de tableau para ¢uLi. Por hipédtesis, I es
ki-'el'-k (€sw), tal que Yo veru:lca (1) del lema Y Iket es una extensién c.r.a
® de Ix. Ex‘xtonces It es kl—é{.’k (€sw), tal que XTo=¢ouLi y Ikei se obtlene a
partir de Ix, aplicando a Ix la misma extensién que se aplicé a Ik pero
restringida a las hojas de Ix. Ademas, toda extensién con respecto a un
conjunto de férmulas lo es también con respecto a un conjunto mayor. Por lo

que se puede conclulr que X1 es un tableau para &uLi. ™

16- TEOREMA (Condiciones de Completitud)

Todo cilculo € cuya relacién de deducibilidad |, (abreviadamente })
satisface las slgulentes condiciones es completo para LRFs.

(1) S1 & | ¥ entonces &' | ¢

(2) St ¢u{c} } ¢ entonces ¢ | ¢ para cualquier axloma de la igualdad o

(3) Para toda férmula «: si Ou(al,az) } ¢ entonces ou{a} | ¢

(4) Para toda férmula 8: si w(st} ey w(ﬂz} } ¢ entonces ®uiB} } ¢

(5) Para toda férmula 7: si du{y(t)} |} ¢ entonces ®u{z} } ¢ para todo
término t

(6) Para toda férmula n: si ®u{n(c)} | ¢ entonces du{n} [- ¢ para c una
constante nueva que no aparece ni en ¢ ni en ¥ ni en 7

(7) Para toda férmula a': si du{a, / 1eN} } ¥ entonces oula’} bv

(8) Para toda férmula B': si @u(B} | ¥ para todo leN entonces R

(9) {p,p} |} ££

(10) Si &u{~y} | £ff entonces & | ¢

Demostracién
Se reduce a demostrar para cualquier férmula ¢,que si I es un tableau

de ramas finitas para algin conjunto de férmulas & tal que para toda rama
de I, L}y siendo L la etiqueta de la hoja de la rama, entonces ®}p. Para
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esto, procedemos por induccién transfinita sobre la profundidad de I,

usando el lema anterior:
p(X)=0: Entonces I tlene un solo nodo y LS$. Basta con aplicar (1).

p(X)>0: Entonces X tiene I subdrboles T1 (1e€l), cada uno de los cuales es
un tableau para $uli (Li la etiqueta de su rafz). Ademis, para toda rama de
I, L|}¢ siendo Li la etiqueta de la hoja de la rama, por construccién;
luego aplicando hipétesis de induccién obtenemos que ¢ulLilp para todo iel.
Distinguiendo casos en funcién de la extensién c.r.a ¢ que se le aplicé a L
(rafz de XI), se concluye 0|-¢. Veamos el caso de a-extensién: I es unitario,
Lx-LU(cr.l.az) y «el, luego por (3)4M[-9 y puesto que Lsd, O}p. Los demis
casos son andlogos.

Demostremos ahora el teorema: Si ¢ k- ¢, entonces ¢u{-y} es
insatisfactible y por el teorema anterior tiene un tableau cerrado X; es
decir, todas sus ramas son finitas y cerradas. Luego por la condicién (9),
para toda rama de I, L}ff donde L es la etiqueta de la hoja de la‘rama. Y
por tanto de du{-y}}£ff. Por Gltimo, por la condicién (10), ®|y. -

El cédlculo que presentamos a continuacién es un cadlculo de secuencias,
también se pueden obtener cdlculos al estilo Hilbert sin mis que afiadir a
un cédlculo de este tipo para la légica de primer orden clésica los axlomas
y reglas propios para la descomposicién de un programa en sus partes. Hemos
optado por un cdlculo de secuencias en primer lugar porque nos parece un
método mucho mis natural para obtener deducclones que los cAlculos de tipo
Hilbert, y en segundo lugar porque se adecuan perfectamente al método de
los tableaux.

Este calculo, al que hemos denominado i, consiste de los sigulentes
axiomas (o secuencias obviamente correctas) y reglas de inferencia que
reducen la correccién de una secuencia (conclusién de la regla) a la
correccién de otras secuenclas (premisas de la regla). Denotamos, en lo que
sigue, T}y a la secuencia de antecedente el conjunto de férmulas T y
consecuente la férmula ¢. Para el antecedente, casi nunca usaremos notacién

de conjunto sino férmulas separadas por comas.
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Axiomas y reglas de primer orden

Cle
(SP) rhp si gel (F§) ———
rLrh
Th Iole
(RC) —
Tty
Tle e
(v=C)
Clove Fhove
Felp Tyl
(v-A) —mmm—————
T,evyle
T.plef T, -ele
(+-C) ——— (a=A) ——
T} 2 r,~p}ef
.ot ¥
(££A) T, ff}p (DN-A) ——————
I‘.-\ﬂwhb
Tloltsx] Cplesx] B
(3-¢) —m (3-A) ——— siendo ceC nueva
[haxe T, 3xply
Fhelt/x]
(ID) T}t=t (sus) ———————
I, t=t’ fplt’ /x]
Reglas para la mposicién de las expreslones
Fotst” by T, at=t’ } ¢
(3-A) —mmM— (3-A) ————
r, tat' }o r, atat’ o

r. 3. .:-Iy“(t‘l‘ayl A..AMDBY A p(yl... .yn)) b e

(PD-A)
r, p(M‘....Mn) F e

100



r, q3yl..3yn(M‘3yl A LA Mnayn A p(yl....yn)) b e

(PD-A)
T, =p(M,...M) e

donde las varilables y‘ no aparecen ni en Hl,...M“.l ni en Mn y son

distintas entre si.

I, Mat v Nat } ¢ I, a(Mat v Nat) } o
(u=A) (u=A)

r, (MMN)3t | o [, ~(MN)at } o

F, yAME } o ' T, (¢ AMat) o
(»-A) (+mA) :

T, (y>Mat | o F, ~(p+>Mat } o

r, glt/x] e F, witrx] } o
(e-A) —————™™ (e-A)

I, (exyp)at | o T, ~(exy)st } o

r, 3y‘..3yn(M‘ayxA .. AnnaynAF(yl....yn))at Fe

(AP-A)
roFM,...M)st | o

r, -uayl..Byn(MlaylA .. AMnaynAF(y‘....yn))at Feo

(AP-A)
r, ﬂF(Ml....Mn)st Fe

donde las varlables yl no aparecen ni en “1""":; ni en t y son

dlstintas entres si.

r, H[tl/xl,....tn/xnlat be

(A~A)
r, (Axl.....xn.M)(tl....tn)at }e

r, ﬂH(t‘/xl,....tn/xn]at Pe

(A=A)
T, -:(Axl.....xu.M)(tz,...tn)at Fe
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I, (ux.6)''}p  para todo 1eN

(u-A)
[, (1X.G) }o

FA-Gx.6) '/ ey fo
- (~uC) -
r,~(ux.G) }p

(1)

En las dos ultimas reglas, (uX.G) denota la i-ésima aproximacién

sintictica de uX.G definida en la definicén 18 de la secclén 2.3.

Denotamos por }-i o simplemente por }». a la relaclén de deducibilidad
formal en este cadlculo. Como en la légica inflnitaria cléasica Lu‘u. las
demostraciones formales pueden ser infinitas (cfr. (Keil 71]),  nmas

formalmente:
9~ DEFINICION

(a) Un 4&rbol w-ramificado con todas sus ramas finitas y con los nodos
etiquetados por secuencias de la forma l"|-¢, siendo I' a 1o m&s numerable, es
un &rbol de deduccidén si verifica (1) o (ii):

(1) es un 4rbol con un solo nodo cuya etiqueta es un axloma del
cdlculo.

(11) Su rafz, etiquetada por L, tiene £ subirboles, £sw, con ralices
etiquetadas por Li (1s§) respectivamente, todos ellos d4rboles de
deduccién, de forma que existe una regla en el célculo cuya

conclusién es L y sus premisas son las secuenclas Li (is£).

(b) Dados un conjunto de férmulas & (a lo mis numerable) y una férmula ¢, ¢
es demostrable a partir de & en el célculo i, denotado por 0}-{19 [
simplemente por O|-¢. sl existe un 4arbol de deduccién para I'|~¢ con 'sd, es
decir un 4rbol de deduccién cuya rafz esti etlquetada por Tlp. n
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Las sigulentes reglas (o axiomas) son derivadas:

o 2 Foely
(++C) — -0 ——
F.ohy o 2]
oW Tlo
(MP) (CD) T, wh
riy
r.-olef Tle
(RA) — (DN-C) —————
Tte T}~
Fo.vh Tl T
(A-A) ———— (A-C) ——m—mm
T.erd e T hoay
Felt/x] Thelerx]
(V=A) (v-c) ——— siendo ceC nueva
r.Vxphy T'pvxp

(¢) T |-a' para todo axioma de la igualdad o.

(1)

rHux.G)
{(p-c) ———
CHuX.G)
rf —(ux.G) ") para todo teN
(~pA)
T} ~(uX.G)

Evidentemente los axiomas y reglas de primer orden de i forman un
cidlculo correcto y completo para ELi, al que hemos afiadido un axioma
composicional para cada una de las posibles estructuras de una expresién.
Las reglas (u-A) y (-uC) hacen referencia a la semintica operacional del
operador p de iterar todas las deflniciones recursivas hasta encontar el
valor requerido.
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10~ TEOREMA (Correccién y Completitud)

Para todo conjunto de férmulas ¢u{p} de LRFs:

ke <=> olp .
Demostracién

CORRECION: Por induccién transfinita sobre la profundidad £ del arbol
de deduccién, demostramos que la raiz de cualquier arbol de deduccién es

correcta. Decimos que una secuencia l‘ho es correcta si l"}-p.

§=0: Hay que comprobar que todas las instancias de los axiomas r}-9 del
cdlculo son correctas; es decir, I‘}-tp.
§£>0: Hay que comprobar que todas las instanclas de las reglas del célculo

verifican que la conclusidn es correcta si lo son las premisas.

COMPLETITUD: Basta con demostrar que el calculo verifica las
condicliones del teorema 16. Todas son inmediatas:

(1) usando la regla (FS), (2) usando (¢) y (RC), (3) usando (A-A) y (RC)
basta demostrar I"}-a—;all\a.z para cada tipo de férmula «, (4) usando (v-A) y
(RC) basta demostrar l"]—ﬂ-»ﬁlvﬁz para cada tipo de férmula B, (S5) usando
(V-A), (6) usando (3-A), (7) usando (-uC), (8) usando (u-A), (9) usando
(CD) y (10) usando (RA). -

11- EJEMPLO

Veamos los mlsmos ejemplos que presentamos antes para los tableaux. La

idea es la misma que entonces.

Tanto en la derivacién (a) como en la (b), de las sigulentes dos
paginas, hemos realizado varios pasos en uno, en los casos en que estos
corresponden a la légica de primer orden, para no hacer los 4rboles

demasiados grandes.
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(a)

- 0=1 |} -Zero(0)31

2 0=1 |} ~Zero'®

(0)a1

«0=1, Zero?

~0=1, (<0=0 » 0)31 } ff

{(0)a1 | £f

~0=1, <0=0, O=1 } ff

(co)

0=1 | ~Zero  (0)31 4 0=1 } ~Zero

~0=1, 2Zero'®

|
-1

(0=0 » 0)31 v
(1-1)

1) )

(0)a1

andlogo al 1 (0)a1 Irff

20=1, (0=0 > 0 v
=020 » Zero (0-1))a1 | £f
-0=1,

(~0=0 » Zero (0-1))a1 } £f

~0=1, (0=0 » 0)21 } ff

~0=1, 0=0, 031 } ff

<0=1, 020, 0=i | ff

[{=:}]

(1-1)

(1-1)

20=1, (~0=0 » 2ero'*™’(0-1))21 } £f

~0=1, -0=0, Zero (0-1)s1 } ff

(1-1)

-20=1, Zero (0-1) } 0=0

(1o)
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(b)

-1=0 } Zero(1)30

<120 } Zero‘?

(2)

A1=0, <(1=0 5 0 v

(1)30

~1=0, -Zero “'(1)30 } £f

~1=0 > Zero(”

=1=0, =(1=0 » 0)30, =(-1=0 > Zero

<1=0, <1=0 v 030, =-1=0 v -Zero

(0))30 } £f

M 0)1s0 | ££

“0)s0 } ££

[

~1=0, 030 | ff

~1=0 |} 0=0

{13

!

1)

41=0, -41=0 Vv -~Zero (0)30 | ff
<120, +1=0 } ff ~1=0, ~Zero''’(0)30 | £f
~1=0, 1=0 | £f =1=0, ~(0=0 5 O v
e ~0=0 » Zero'® (0-1))30}£f

)
I
~1=0, -0=0 v =0=0 } ff

=~1=0 l- 0=0
[$:)] a

2120, ~(0=0 » 0)30, (~0=0 » Zero'> (0-1))30}£f
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Puesto que los modelos para los conjuntos de Hintikka son numerables, a
partir del teorema de correccién y completitud del método de los tableaux,
se deduce de forma inmedlata

12- TEOREMA (Ldwenheim-Skolem)

Toda LRFs-férmula satisfactible tiene un modelo numerable. n

Como ya hemos dicho, el problema de validez para LRFs es H:-duro,
ademas, por el anterior teorema podemos demostrar que es I!:' y per tanto
conclulr que es ﬂ:-conpleto. ’

13- TEOREMA

El problema de validez para LRFs es ﬂ:-completo. M4as exactamente, para
una signatura £ suficientemente rica, el conjunto de todas las I-férmulas

de LRFs que son vidlidas en todas las f-estructuras es n:-completo.

Demostracién

Para una signatura suficlentemente rica, es sabido que el problema de
validez para QDL es n:-completo (cfr. seccién 1.1). Como QDL es expresable
en LRFs (teorema 4 de la seccién 2.4), se puede adaptar de forma sencilla,
la demostracién de que el problema de validez para QDL es H:-duro (cfr.
(HMP 77]) a LRFs. Obtenemos asf, que el problema de validez para LRFs
Il:-duro: es es decir, todo problema TI: se puede reduclr a é1.

Por lo tanto es suficlente probar que el problema de validez para LRFs
pertenece a la clase l!:. Esto se verifica para cualquier signatura
numerable I, por el teorema de L8wenhelm-Skolem para LRFs.

De hecho, para cualquier I-férmula ¢ de LRFs, tenemos:

@ es valida en toda estructura sii

@ es vilida en toda estructura numerable.
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Como, las ZI-estructuras numerables ) pueden codificarse como funciones
totales f sobre numeros naturales, y las Z-férmulas de LRFs ¢ pueden
codificarse como numeros naturales n de tal forma que la relacién D}v puede
verse como una relacién aritmética R(f,n) (cfr. (Rog 67]). Mediante esta
codificacién se concluye que el conjunto de EZ-férmulas de LRFs validas es

1
m. -
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2.- UN CALCULO ARITMETICO PARA LRF

En esta seccién presentamos un cdlculo finitario aritméticamente
correcto y completo para LRFc, en el mismo sentido que el cdlculo
aritmético de Harel para QDL. La completitud de este tipo de célcuios, se
basa en la expresividad de la légica de primer orden sobre estructuras
aritméticas. De manera que a cada férmula de LRFc le hacemos corresponder
una férmula de ELi1 légicamente equivalente bajo estructuras aritméticas, de
acuerdo con la nocién de completitud relativa de Cook para correccién de

programas.

Este proceso se complica para el operador u, bastante mis que. para el
operador ® en la léglca dindmica. En este caso, haciendo uso de que en
estructuras aritméticas podemos cuantificar numeros naturales, codificar
grafos finitos de funciones y aplicar el principio de induccién, expresamos
mediante una férmula de primer orden extendido la caracterizacién del menor
punto fijo de la definlcidén 8 de la seccidén 2.2.

En este sentido, la noclién de estructura aritmética, esta basada en
exigir a una estructura, las condiciones naturales necesarias para que esta
definicién sea posible. Con el término de "condiciones naturales”, nos
referimos al hecho de que en la programacién real “"siempre” se dispone de

estas condiciones.

En el siguiente capitulo ampllaremos esta clase de estructuras, de
forma que conteniendo las condiciones necesarias para la expresividad, sean
axiomatizables. Lo cual no ocurre para las estructuras aritméticas, y es
muy conveniente, puesto que en el cdlculo aritmético la teorfa de una
estructura hace el papel de oriculo.

En primer lugar, definimos la nocién de estructura aritmética en el
sentido de Harel (cfr. (Har 79]).
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1- DEFINICICN (Estructura Aritmética)

Una Z-estructura D es aritmética sl I incluye un simbolo de predicado
monddico nat, dos constantes 0, 1, y dos simbolos de funcién binarias +,

comp, tal que se verifican las sigulentes condiclones:

(1) NeD y para todo xeD: natn(x) = true sii xeN.
(2) 0D = OeN, ID = leN, y x o y = x+y para todo X, yeN.
(3) para toda secuenclia finita <x‘.....xn> con x‘eD. existe algun ueD

tal que x = compn(l.u) para Osisn. =

2- DEFINICION (Sfmbolos definidos)

Introducimos ahora dos simbolos definidos de predicados binarios : <y

s, de forma que para todo par de términos tl y tf

t1<tz suple a 3x ((tltx)*lstz)
txstz suple a t‘<tz v tl=t2. n

Ademds, para simplificar la notacién, usaremoslk.l.n y m como variables
de individuo que solo pueden interpretarse con valores naturales; es decir

que verifican el predicado nat, y nos referiremos a comp(i,u) por uf(i].

EXPRESIVIDAD DE LAS ESTRUCTURAS ARITMETICAS

Como hemos dicho al inicio de esta seccidén, la completitud aritmética
de un cédlculo finltario para LRFc se basa en la expresividad de la légica
de primer orden extendida en estructuras aritméticas, de acuerdo con la
nocién de completltud relativa de Cook (cfr. [Coo 78)). De forma que a cada
férmula de LRFc le asociamos una férmula de EL1 equivalente éobre

estructuras aritméticas.
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En primer lugar definimos esta traduccién asignando:

(a) A cada férmula ¢, una férmula Ew, con las mismas varlable libres que

tiene 9 equivalente a ¢.

(b) A cada expresién M, una férmula EH(y) con una variable libre mis que M,
que intuitivamente admite los mismos valores que produce M.

(c) A cada expresién funcional F, una férmula EF(;.y) con n+l variables
libre mids que F (siendo n la aridad de F), que intuitivamente define el
grafo de F.

por induccién simultinea sobre la funclén de complejidad |.| definida

en la seccién anterior.

(a) Iraslacién de las férmulas

put =t Et, =t,

2> >
P = p(H‘,...,Hn): x-:v-ay (:sﬁn %U(y:) A ply) )

siendo ‘y’ variables nuevas y distintas entre sf.

p=Mat: Ep-EH (y)(tsy]
p=—if: E¢-£ "

7"": v wzz l-:;E 'ﬁx v E V’z
p=Ixy: E’-BxE "

(b) Iraslacién de las expresiones

H-tt'l'ﬂlz: Ex(y)' t=y

MeF(M,.. M ): E"(y)'E'y’(xsﬁnEm(yJ) A E($,7))
siendo ? variables nuevas y distintas entre s{.
M=M M : El(y)-Em(y)VE.m(y)

M=p 3 N: Ex(y)=E, A E(y)

M=exp: Ex(y)=E w[y/xl
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(c) Iraslacién de las expresiones funcionales

Faf: E(Xy) = £(R) =y
F=X: E (Xy) = X(X) >y
FaAZ. M: Er('{.y) - En(y)[')x/'z']
F=uX.G: E (X,y) = 3k BE_(k,¥.v)

Como ya hemos dicho, esta tltima férmula se basa en la caracterizacién
del menor punto fijo del teorema 12 de la seccién 2.2, de forma que el
significado de la férmula BE}_(R.;.y) tiene que ser: “puede construirse una
derivacién de longitud k+i que prueba que F(¥) admite el valor y*. Este es
el punto clave de la traducclién. A continuacién vamos a desarrollar la
definlclén formal de BE’_ en varias etapas, explicando su significado.

(1) BEr(k.-x’.yf = 3 v (CDG x(k.a.v) A CP(k,3.v,%,y)

Que quiere decir: “Las secuencias codiflcadas por 3.v son una derivacién de
longitud k+1 c.r. al operador asociado a G,X y los k-ésimos miembros de

estas secuencias muestran que esta derivacién produce la tupla <§. .
> 2
(2) CP(k,4,v,X,y) = (15Qn uj[k] = xj) Avikl =y

Que quiere decir: “Las k-ésimas componentes de las secuenclas 3,v forman la
tupla <§. y>".

3) CDG’x(k,ﬁ,v) 2 ¥l (0s1 A 1sk — PVG'X(I.G).V)).
donde

Vg ¢(LUv) = *.y)

EG[)&.cyGR(l.ﬁ,v.;.y)/X.u!(1]/21,....unill/xn.v[ll/y]
4
R(LT,v,2,y) = 3m (m<l A (afd, U,fm] = x) A vial = y)

lue qulere decir: "Para 0slsk, la l-ésima tupla <3(1),v[1]> dada por los
=6digos de las secuencias, satisface que v{l] es un posible resultado de la
:valuacién de G cuando las variables de individuo i’ son interpretadas como
3[1]. y la variable funcional X es interpretada como la funcién filnita cuyo

zrafo son las tuplas <3[n].3[n1>, m<l dadas por las secuenclas"”.
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Obsérvese que solamente es necesaria el uso de la funciéon de
complejidad en la definicién de PVG X *
traduccién se reduce a la de sus componentes. La funcién de complejidad

puesto que en los demids casos la

verifica que la complejidad de 6 (férmula, expresién o expresién funcional)
es mayor que la de sus componentes, y ademis permite definir PVG X ya que
lex.Gl=w+|G] y [PV, ,|s[G|+€ con g<w puesto que |[GR| es finita.

Evidentemente que la férmula
. > - 2 >3
Pvc,x“'“"" EG(x,y)[A;t’. cyGR(l.u,v.x.y)/X.uttl]/x‘.....un[lllxn.vllllyl

es equivalente a PVG x puesto que ambas, aplicando sustitucién una vez
demostrada la correccién de la traduccién, definen a la funcién

Glfx’.cyGR(l.G.v.;.y)/x.utlll/xl.....un[l.l/xn.v[llly)

ademas, como G es exlstencial en X, para mayor valor de 1 en PVG'X(I.ﬁ.v)
(andlogamente en PV') mayor es la funcién que define. Por ultimo, la
definicién de PV(';.x se reduce a la de su componente, pero no es de primer
orden extendido. Esto podfa haberse evitado definiendo una sustitucién
especial de variables funcionales por férmulas de EL: sobre férmulas de

EL1, pero pensamos que esta funcién de comple jidad es bastante natural.

El siguiente resultado técnico serd usado en el préximo teorema.

3- LEMA

Sea 8 cualquier Z-expresidén funcional, expresién o férmula de LRFc, Si
© es positiva (resp. negativa, existencial, universal) en una variable

funcional Y dada, entonces la Z-férmula de primer orden extendido que la
expresa EB tiene la misma propiedad.

DRemogtracion
Por induccién simultinea sobre la funcién |.| para las E-férmulas,

2-expr§slones y ZE-expresiones funcionales. Consideremos por ejemplo, el
caso F=uX.G, donde X es distinta de Y. S{ asumimos que G es positiva en Y,
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entonces EG(;.y) es también positiva en Y, por hipétesis de induccién.
Inspeccionando EF(Q.Y). se comprueba que todas las apariciones libres de Y
en EF(;,y) estin en la subférmula PVG‘X(l.G,v) y corresponden a las
apariciones de Y en EG(;,y). afectadas por dos simbolos de negacién
adicionales. (Esto es ficil de ver reducilendo V e 3 a 3,7~ y VvV en
CDG.x(k.ﬁ.v)). Entonces es claro que EF(Q.y) es positiva en Y. Los demis
casos se comprueban mas ficlilmente. n

La relacién exacta entre © y Ee queda establecida por el sigulente

teorema

4~ TEOREMA (Expresividad)

Dada una Z-estructura aritmética D y 4,8 un contexto y una valoraciodn
sobre D, respectivamente:

(a) para toda I-férmula ¢ de LRFc existe una I-férmula Ew de priger
orden extendido (con llb(Ev)sllb(v)) tal que wD(A.S)-EﬂéA.J).

(b) para toda Z-expresién M de LRFc existe una I-férmula EM(y) de
primer orden extendido tal que MD(A.6)=( yeD / EH»(A.B[y/y])-true }, siendo
y una variable nueva y lib(EH)u(y)=lib(M).

(c) paré toda ZI-expresién funcional F de LRFc existe una ZI-férmula
EF(Q.y) de primer orde extendido, siendo e y variables nuevas y distintas
entre s{, con llb(EF)u(g,y}=lib(F). tal que

F2(8,8) () =(yeD/ED (8, 8%/, y/y) )=true }.

Remostracién

Hay que demostrar que la traduccién anterior es correcta, por inducclién
simultinea sobre la funcién de complejidad |.| para las férmulas,
expresiones y expresiones funcionales. Veamos para (c) el caso de F=uX.G:
Sea T el operador continuo asociado a F. Por el teorema 12 de la seccién
2.2, <§.y>ef1x(T) sii ex. k, 3, v tal que <a,v> es una T-derivacién de
longitud k+1 que produce <§.y>. Por hipétesis de induccién,



n 3
EG(aZ. eyGR(1. 2, v, %, y)/x) (X ¥) deflne T(fun, (<d.v>)

(cfr. definicién 8 de la seccién 2.2), de forma que

>
Pvc.x“'“"') =E

>
GIAZ. eyGR(L, G, v, % y) %X u [11/x vu (11/x ,vi1l/y) (%)

afirma que villeT(fun, (d,v))(@01)).

>3
Ademés CP(k,u,v,Xx,y) = (”{}n uj(k] = xj) Avikl =y
afirma que <§.y> es producido por la T-derivacién <3,v> de longitud k°t,

puesto que <S?. y> son los k-ésimos elementos de <3, v>, u

CALCULO ARITMETICO

Presentamos, al 1gual que en la seccién anterior, un cadlculo de
secuencias, que solo se diferencia del anterior en el tratamiento del
operador u. En particular, el cdlculo, denominado a, consiste de los
sigulentes axiomas y reglas:

Axjomas v reglas para primer orden
Como en el cadlculo infinlitario.

a reglas l1a descomposicién de las resione
Como en el calculo infinitarlio, excepto las reglas (u-A) y (~uC) para
el operador yu, y afladiendo las siguientes dos nuevas reglas:

Regla de Invarlanza
F. GIAX.cy.EGX,y)/X1(X) 5 y |- E(X.y)
r -t

T | ~(ux.G) (2ot
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Regla de Convergencia
F, £ (k,Ry) - Gk ey 31 (1 < k A E' (1, %,y))/X]1(X)sy
r 3k E'(k, tt)
«h

r | (1X.6) ()t

Las ultimas dos reglas son los ingredientes esenclales del cdlculo y
necesitan alguna explicacién adicicnal. E(;.y) se entiende como una férmula
de primer orden extendida que contiene a Xe y entre sus varlables llbres.
?,t denotan términos, de forma que E(?.t) es una abreviatura de
E@,y) (23, t/y). G se entiende como una expresién funcional que debe ser
existencial en la variable funcional X. La notacién en (C') debe entenderse
de forma similar.

El sigulente resultado muestra que ambas reglas reflejan la semantica
de la recursién adecuadamente. La 1dea es que E y E' son férmulas que
expresan una funcién en el sentido del teorema de expresividad. De esta
forma, intuitivamente la primera premisa de (1") afirma que T(E)<E y la
segunda afirma que la tupla <?. t> no pertenece al grafo de E, de lo que se
concluye que tampoco pertenece al grafo de fix(T). Andlogamente, la primera
premisa de (€") afirma que E;d’(E;ﬂ) y la segunda que <%, t> es una tupla
del grafo de 3kE|". de lo que se concluye que tamblén pertenece al grafo de
fix(T). La correccién de este razonamiento se demuestra a continuacién.
Pero primero, definimos el concepto de deducibilidad formal en este
cdlculo.

5- DEFINICION

(a) Dada una estructura D: a(D) es el cdlculo que se obtiene de afiadir
al célculo a los axiomas [}E, para toda E€ETh(D), donde ETh(D) es la teorfa
de primer orden extendido de D, es decir

ETh(D) = { EsEFORz / Dk E}

(b) Dada una férmula ¢, ¢ es demostrable en el cilculo a(D), denotado
por Erh(D)[-Qp o simplemente por ETh(D)|p, si existe un 4rbol de deduccién
finito para o}y, es decir un arbol de deduccidén cuya rafz estd etiquetada
por a]—v. Donde ahora, drbol de deduccién, se define de forma andloga a la
definicién 9, pero finitamente ramificado. -

116



6- TEOREMA (Correcién y Completitud Aritméticas)

El cdlculo anterior a es aritméticamente correcto y completo para LRFc.
Es decir: para una I-estructura aritmética D y una férmula de LRFc wcFFOR:.
se verifica
Do <= m(»)};w

CORRECION: ETh(D)|z ¢ => D} .

Por 1induccién sobre la profundidad N del 4&rbol de deduccién,
demostramos que la raiz de cualquier 4rbol de deduccién es correcta en D.
Decimos que una secuencia [}y es correcta en D, si DI implica Djp, y lo
denotamos por Thyp.

N=0: Hay que comprobar que todas las instancias de los axiomas [}y del
cdlculo o son correctas en D; es decir lyp.

N>0: Hay que comprobar que todas las instancias de las reglas del cilculo

verifican que la conclusién es correcta en D si lo son las premisas.

Todas las demostraciones son una restriccién a estructuras aritméticas de
lags demostraciones del célculo infinitario, ya que habia que demostrar lo

mismo pero sobre cualquier estructura, salvo para las nuevas reglas.

Consideremos una instancia de (I') y otra de (). Supongamos que Ssus
premisas son correctas en ) y probamos que sus conclusiones también lo son.

Para esto, tomemos un contexto A y una valoracién & sobre D y consideramos:

(a) E1 operador monétono y continuo r:n;}é“’

— ﬂi};"’ dado por
TX) = ¢2(alXxX1, 8)

(b) El menor punto fljo de T:
Y = .02, 8)

(n)

(c) La funcién no determinista Zeﬂi}n definida por la condicién

yez(d) sit EG 2. 8122 y/vD)

117



~(n)

(d) Para cada numero natural Kk, Zke’ﬂuo definida por la condiciéa

-

vez, (x) sit E' (k, 208, sk, TR yry])

(A,8), 1sisn; d=tD(A. 3)

—-ux

(e) Los datos dl.d definidos por d =t

Supongamos que DI:

Para “.) Tenemos que probar que Dp ﬂ(u.X.G)(?)at. El hecho de que la
primera premisa sea correcta en D significa que T(Z)«Z. Por el lema 10 de
la seccién 2.2, se sigue que Y«Z. El hecho de que la segunda premisa sea
correcta en D implica que deZ(a). Por tanto, d:Y(a), y la conclusién es
correcta en D.

Para (g'[ Tenemos que probar que D[v(ux.G)('t’)at. Puesto que la primera
premisa es correcta en ), sabemos que Zk(T(HkZl) para todo natural k. Como
todas las Zk estin uniformemente definldas por E’ (k,i’.y) y D es aritmética,
por induccién sobre k podemos conclulr que chY para todo naturil k. En
efecto:

k=0: Z = T(1) <Y, puesto que T(Hozl)ﬁ(z) y Y=fix(T).

k>0: de'({J‘kZ‘)- ,U“T(Z‘)( !LikT(Y)=T(Y)=Y por hipotesis de induccién y

monotonfa de T.

Por otro lado, el hecho de que la segunda premisa sea correcta en I implica
que dezk(a) para algin natural k. Por lo tanto, dev(d) y la conclisién es
correcta en D.

COMPLETITUD: Df ¢ => Eth(D)h 9.

Evidentemente, es suficlente probar los sigulentes tres puntos (dorde (2) y
(3) Juegan un papel auxiliar):

(1) Para toda 95FF0R2: ETh(D)i: P E¢

(2) Para toda MeEXP.: El'h(D)[x May & E (y)

(n)

(3) Para toda FeFEXP." : ETR(D) |7 F(R)sy & E}_(i',y)



En efecto, si Dpp entonces EpeE‘rh(D), es decir ETh(D) }-Ew. y aplicando (1) y
(MP) se obtiene ETh(D)}y.

Para demostrar (1)-(3), se procede por Induccién simultinea sobre la
funcién de complejidad |.| de ¢, M y F.

Veamos un esquema de la prueba de (3) cuando F es uX.G, los demis casos son

sencillos. Vamos a probar:

(a) ETh(D), -E (R.y) | F(R)oy
(b) ETh(D), E(y) } F(R)ay

Para esto usaremos las reglas 38 y ).

(a) Usamos la regla (I.) de forma que como E(?.y) tomamos la férmula
3k BE'(k.;.y). es decir, Er(-x'.y). cfr. teorema de expresividad. Con esto,
la demostracién formal para (a) puede construirse como sigue:

ETM(D), ~ E(Xy) } ~ Fdlay
| — ah
| |
ETh(D), ~E (X.y) |} ~E (Ry) ETh(9), -E,(L.y).
(sP) GIAX. ey E(x,y)/xlti))ay s E(i:’.y)

ET(D), -E (Ry) } -GIA. ey E(X, y)/X1 (R)oy

N |
>
ETh(D), -E_(x,y) t "EG[)&.cy E(i’.y)/xl("y)

(a.1)

Luego basta con demostrar:
3 3
>} *Er("y) - qEG()G:’,::)' E(i’.y)/x](x‘y)

es decir
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(a.1) D }p E

> >
GO ey B, y)/x) %Y = Exy)

Sean un contexto A4 y una valoracién 8 sobre D f1jadas. Consideremos T, Y,
2, definidas como en la demostracién de la correccién. Para que (a.l) sea
cierta en D bajo A,3 es suficiente que ’

(a.2) T(2)«2Z
Ademis en este caso se da la igualdad.
Como E es EF. sabemos que Z-(uX.G)D(A.G). es decir, Z2=Y. Por el teorema 4,
Y es el menor punto fijo de T, y por tanto se verifica T(Y)sY, es decir
(a.2). ’
(b) Usamos la regla (C.) de forma que como E’ (k.;t’.y) tomamos la férmula

BEr(k.;t).y). cfr. teorema de expresividad. Con esto, la demostracione formal
para (b) puede construirse como sigue:

ETh(D), E(Ly) | FR)ay

| — «h
| I
ETh(2), E(Ry) } 3k E' (k. % y) ETM(). E(Xy). E' (kX y)
(sP) : F GO ey 31(1<k A E' (1,2, ¥))/X] )3y

ETh(D), sr(;E,y). E (k,X.y)

-
FEsia. ey 31(1¢k A E' (1, 2,901 &)
(b.1)

Luego basta con demostrar:

ver 2 3
(b.1) D } E' (k,X,y) — EG()&’.cy I1(1<k A E'(l.i’.y))/x](x'y)

Sean un contexto A y una valoraclén & sobre D fijadas. Consideremos T, Y, y
Zk (para todo natural k), definidas como en la demostracién de 1la
correccién. Para que (b.1) sea clerta en D bajo A,3 es suficiente que
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U
(b.2) chT(l“Zl) para todo natural k.
Ademis en este caso se da la igualdad.

Como E' es BEr' el grafo de cada Zk congiste exactamente de aquellas tuplas
<§.y> las cuales tlenen una T-derivacién de longitud k+l1 (recordar la
construccién de BE’,). Luego por definicién de T-derivacién se verifica que
= U -
zo T, l<kzl zu—t 5
convierte en otra de mayor longitud que también produce <x,y>, sin mis que

(puesto que una derivacién que produce <§.y> se

repetir alguno de sus elementos en el mismo lugar donde aparecen) y que
T(Z'_‘) - Zk. Luego se verifica (b.2). -

7- EJEMPLO

Veamos los mismos ejemplos que presentamos para el cédlculo infinitario.
Ahora, tanto cuando usemos (I.) como (C.). la idea es especificar mediante
una férmula de primer orden extendido, el grafo de Zero. Evidentemente, un
par <x,y>egrafo(Zero) sl y=0 y x puede generarse a partir de las constantes
0y 1y la funcién + de la estructura aritmética D.

(a) Para obtener un 4rbol de derivacién para ETh(D)} -Zero(0)31, usaremos
la regla (1°) de forma que

E(x,y) = eq(x) A y=0 siendo
eq(x) = 3k 38 (8(0)=0 A s(k)=x A V1 (1<k > s(l+1)=g(1)+1),
G = Ax. (x=0 5 0 U ~x=0 3 X(x-1)),
GlAx.cy.E(x,y)/X] = Ax. (x=0 » 0 u
~x=0 » (Ax. ey E(x,y))(x~1))
y .
} GlAx.ey.El(x,y)/X](x)ay 3 (x=0 A y=0) v (-~x=0 A y=0 A eq(x-1)).

Por tanto:
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ETh(D) } -2ero(0)a1
| — )
| |
ETh(D) } -E(0,1) ETh(D), (x=0 A y=0) v (~x=0 A y=0 A eq(x-1)) | E(x,y)
|
ETh(D), eq(x), 1=0 | ff
(c0) |

| |

ETh(D), x=0, y=0 } E(x,y) ETh(D), (~x=0 A y=0 A eq(x-1)) } E(x,y)
| |

ETh(D), x=0, y=0 } eq(x) ETh(D), ~x=0, y=0, eq(x-1) } eq(x)

(a.2) (a.3)

Razonemos que:
(a.2) (x=0 A y=0 — eq(x)) € ETh(D)
(a.3) (~x=0 A y=0 A eq(x-1) — eq(x)) € ETh(D)

(a.2) Basta con tomar k=0 y s=<0>.

(4

(a.3) Basta con tomar s-concat(sc. <x>) y k=kc¢1, slendo k° y s 1la longitud

y la secuencia que existen para eq(x-1).

(b) Para obtener un irbol de derivacién para ETh(D)} Zero(1)s0, usaremos la
regla (C') de forma que

E'(k,x,y) = eq(k,x) A y=0 siendo
eq(k,x) = 3s (s5(0)=0 A s(k)=x A V1 (1<k > s(l+1)=s(1l)+1),
G=2Ax. (x=0 + 0 v x=0 » X(x~-1)),
G{Ax.ey 31 (1<k A E'(1,x,¥))/X] = Ax. (x=0 3 O v
ax=0 » (Ax. ey 31 1<k A E’"(1,x,¥))(x-1))

b4
F Glax.ey 31 (1<k A E'(1,x%,y))/X](x)3y &

. (x=0 A y=0) v (~x=0 A y=0 A gr(k,x-1)) siendo
grik,x) = 31 1<k A eq(k,x) A y=0.

Por tanto:
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ETh(D) } Zero(1)30
| — )
| |
ETh(D) } 3kE' (k,1,0) ETh(D), E'(k,xX,y) } (x=0Ay=0)v(~x=0Ay=0Agr(k,x-1))
| |
ETh(D) } eq(1,1) ETh(D), E'(k,x,¥), (- x=0v~y=0) |} (-~x=0Ay=0agr(k,x~-1))
(b.1) |
| |
E' (x,x,y), -y=0 } ar(k,x-1) ETh(?), E'(Kk,x,y), ~x=0 |} gr(k,x-1)
(co) |
ETh(D), E’(k.x,y), x=0 } eq(k-1,x-1)
’ (.3)

Razonemos que:
(b.1) eq(1,1) € ETh(D)
(b.3) (E'(k,x,y) A “x=0 — eq(k-1,x-1)) € ETh(D)

(b.1) Basta con tomar s=<0,1>.
(b.3) Basta con tomar s tal que s°= concat(s, <x>), siendo s° la secuencia

que existe para eq(k,x), segun E'(k,x,y)- .

PS .'D,‘, ;')

o (Bt

R
[&
.
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CAPITULO 4:
ENFOQUES SEMANTICOS NO ESTANDAR: LAS LOGICAS NLRF Y ALRF



Como ya hemos dicho, el concepto de menor punto fljo de un operador no
es un concepto de primer orden. En el capf{tulo anterflor hemos abordado este
problema dentro del marco de la semintica no estindar. En particular hemos
demostrado que en estructuras aritméticas y para uma expresién funcional
(uX.G) de LRFc este concepto puede expresarse meallante una férmula de
primer orden.

En este capitulo, pronnhloi una seméntica no estindar para las
funciones definidas recursivamente. Esta semintica estd basada precisamente
en la caracterizacién del menor punto fijo del lema 10 de la secclién 2.2,
sobre la que tambilén se fundamenta el teorema de expresividad para
estructuras aritméticas. Para poder expresar estta caracterizacién en
“primer orden”, como se ha visto en las estructturas aritméticas, es
necesario poder hablar de derivaciones (en el sentido de la definicién 8 de
la seccién 2.2) en el "lenguaje de primer orden”.

En la primera seccién, sigulendo la linea de Mndréka, Németl y Sain
[ANS 82] introducimos un tipo de estructuras de tress géneros: uno para los
datos, otro para los nimeros internos y otro para lias secuencias internas
de datos, indexadas por numeros Internos. A estas esstructuras las llamamos
pseudoaritméticas, por su evidente relaclén con las aritméticas. De hecho,
las estructuras pseudoaritméticas estdndar; es deciir, aquellas en las que
los ndimeros y las secuencias internas son los naturrales y las secuencias
finitas de datos respectivamente, son una varlante (de tres géneros de las
estructuras aritméticas.

En la segunda seccién, tomamos estas estructuraas como modelos de una
Légica No estdndar para Funciones Recursivas NLLRF, que aunque esti
inspirada en LRF, admite modelos no estindar y tienae un cilculo finitarlo
correcto y completo. De hecho, NLRF es una légica dde primer orden de tres
géneros, puesto que su semidntica estd definida meediante una traduccién
sintictica a primer orden. Ademds, la semintica de NNLRF esti bien definida
sin necesidad de exigir que los operadores sean ccontinuos o monétonos.
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Aunque sobre estructuras pseudoaritméticas estidndar la semidntlca de NLRFc
coincide con la estiandar, sin embargo, NLRF admite modelos demasiados
libres y se usa principalmente como marco para deflnir 1léglicas mis

refinadags con menos modelos pero mis razonables.

En la tercera secclén, formulamos un conjunto de axiomas de "primer
orden”, llamados axlomas de admlsibilidad, y definimos la léglica ALRF como
una restriccién de NLRF a modelos admisibles. Demostramos que la seadntica
de ALRFc puede ser caracterizada en términos de menor punto fijo definible
y la de ALRFM en términos de "casi" menor punto fljJo definible. Y
presentamos un calculo finitario correcto y completo para ALRF. En
contraste con el cdiculo para NLRF de la secclén 2 y con otros cdlculos
conocidos para légicas de programas no estindar, nuestro cdlculo consta de
axiomas y reglas orientadas a la sintaxls. Todos estos resultados estin
basados en sus equivalentes para LRF sobre estructuras aritméticas. El
conjunto de axiomas de admisibilidad es decidible, y se basa en las
condiclones necesarias para poder demostrar que la férmula de primer orden,
que define la semdntica de una expresién funcional (uX.G), expresa el menor
punto fljo definible de su operador asociado.

Finalmente, en la seccién 4 mostramos una técnica para transferir
derivacliones del cdlculo para ALRF al cdalculo aritmético para la légica
estindar LRF.
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1.- ESTRUCTURAS PSEUDOARITMETICAS:
UNA LOGICA DE PRIMER ORDEN EXTENDIDA CON TRES GENEROS

En esta seccién, Iintroducimos las estructuras pseudoaritméticas,
siguiendo la 1dea del trabajo de Andréka, Németl y Sain [ANS 82]. Estas son
estructuras de tres géneros basadas en un género d para los datos, un
género n para los numeros internos y un género s para secuencias internas
de datos, indexadas por nimeros internos. Ademis tienen un simbolo de
funcién distinguido para acceder a las componentes de las secuencias. Una
subclase de estas estructuras es la que hemos denominado estructuras
aritméticas heterogéneas, formadas Intuitivamente por las estructuras
pseudoaritméticas estindar. Tamblén presentamos la l6gica de primer orden
extendida haterogénea sobre estructuras pseudoaritméticas NELi, que es una
adaptacién sintdctica de la léglca ELi1 a estas estructuras.

1- DEFINICION (Signaturas y Estructuras Pseudoar!tméticas)

Sea I una signatura de primer orden, en el sentido de la definicién 1
de la seccién 2.1:

(a) La signatura pseudoaritmética Ipa asociada a I es una signatura de tres

géneros cuyos nombres son n, d y 8, con los siguientes simbolos:

(a.1) Un simbolo de funcién f:d"—d para todo simbolo de funcién n-ario
fezm.

(a.2) Un simbolo de predicado p:d" para todo simbolo de predicado
n-ario peZ

(a.3) Constantes (l.e. s{mbolos de funciones O-arias) 0,1:n.

(a.4) Un simbolo de funcién +:nxn—in.

(a.S) Un simbolo de funcidén comp:nxs—d.

Asumimos que los simbolos 0,1,+ y comp no pueden aparecer en la signatura
Z.
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(b) Una EZ-estructura pseudoaritmética M es una estructura de tres géneros

de signatura Ipa. Asi, podemos imaginar que M estia compuesta por:
M=<N; D;S; compm>

donde Jl es una A-estructura de un género que interpreta a 0, 1 y +
(donde A={0,1,+}), D es una f-estructura de un género, S es un conjunto no
vacfo, Yy conpm:Nxs—m, donde N y D son los dominios de N y 9D
respectivamente. n

Ahora vamos a destacar una subclase muy importante de estructuras
pseudoaritméticas. Estas son una variante de tres géneros de las
estructuras aritméticas del capitulo anterior. Por tanto, esta clase de
estructuras no es axiomatizable en légica de primer orden. Llamamos a estas
estructuras, aritméticas heterogéneas para distinguirlas de las aritméticas
de un género.

2- DEFINICION

Una E-estructura pseudoaritmética M se dice aritmética heterogenea si

verifica las sigulentes tres condiciones:

(1) N es, salvo isomorfismo, el modelo estindar <N,0,1,+> de la
Aritmética de Presburger

(11) S es el conjunto D’ de todas las secuenclas finitas no vaclas de
elementos de D

(111) Para ieN y s-<x‘.. .. ,xk>eD'. conpm se comporta como sigue:
m x if isk
comp (i,<x°,...,xk>) = { x: If 1>k

Obsérvese que una estructura aritmética heterogenea U estd univocamente
determinada, salvo isomorfismo, por su parte D de género d. Por esta razén
hablaremos de la estructura aritmética heterogénea asociada a D, y la

denotamos por M. n
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Ahora, adaptamos apropladamente la légica de primer orden extendida del
cdpitulo 1 a estructuras pseudoaritméticas, que denotaremos por NELi. NEL1

no es mids que una variante de tres géneros de EL:.

3- DEFINICION (Sintaxis)

Sea FVAR el conjunto de variables de funcién de la definicién 1 de la
secciém 2.1. Fljamos tres conjuntos numerables VARc, a cuyos elementos los
nombramos por x:¢,y:c¢,z:¢, de variables de individuo de género ¢, para
o=n,d,s. Denotamos por VAR = VARuu VAR Y VAR'. Zpa-térainos de primer orden
de género o (t‘NTEi:.’) Epa-férmulas de primer orden extendido (chEFO!H:)
son términos y férmulas de tres géneros definidos como sigue:

(a) NTERz'n

trzmxn [0 1] (b +t) s
(b) NTE‘: 4
* n
ti:m x:d | {(t‘.....t“) donde f:d _’d‘:fn y t‘eN‘l’Ei:.d
| comp(t’,x:s) donde t eNTB\z’n
(e) NTE?: s

t::= x:s (i.e., solo variables)

Denotamos NTEB}: = NTERz’n v N'I'ER}:.d v NTBiz.'
(d) NEFOB:

E::= (tl'tz] donde t.l.tzeN'l;‘mz”
| p(t,,..,t ) donde p:d Ezpd y L‘GNTER}:.‘
I X(ll....tn)it donde t‘.teNmz'd
| =,
| (E, VE,)
| 3x:0E =

La semdntica es andloga a la definida para ELi en las definicones 2 y 3
de la secclén 2.1. Las diferencias técnicas més importantes se refieren a
las valoraclones, estas deben deflnirse como funciones que preservan los
géneros del conjunto VAR al conjunto N v D v S; es decir, 3(x:n)eN,
8(x:d)eD y 3(x:s)eS. Como solo hay variables funcionales de un género, los
contextos, asoclan a cada varlable funcional de aridad n una funcién del

conjunto n;s;"’. Omitimos los detalles.
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Los resultados ya formulados en la seccién 1 del cipitulo 2 para la
l6gica de primer orden extendida, se verifican también para la légica de
primer orden extendida sobre estructuras pseudoaritméticas. Puede probarse
de forma aniloga, puesto que estos son solo una varlante de tres géneros de

los correspondientes resultados para ELi:

4- TEOREMA

La légica de primer orden extendida sobre estructuras pseudoaritméticas
(NEL1) tiene un cilculo finitario correcto y completo.

Remostracion
Basta con adaptar el dado para EL1 a tres géneros, pero como ya ocurria
para ELi, en el teorema S5 de la sigulente seccién se presenta un célculo

finitario correcto y completo para una légica que incluye como fragmento a
NEL1. u

S- TEOREMA
La légica de primer orden extendida sobre estructuras pseudoaritméticas

satisface el teorema de compacidad y el teorema de Ldwenheim-Skolem. ]

En el resto del trabajo, nos referiremos a la légica de primer orden
extendida sobre estructuras pseudoaritméticas, simplemente por

légica de primer orden extendida.
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2.- LA LOGICA NO ESTANDAR NLRF

Como hemos dicho en la introduccién de este capftulo, NLRF es una
légica no estindar para funciones recursivas, cuyas férmulas se interpretan
sobre estructuras pseudoaritméticas. El proposito de NLRF es proveer de un
marco adecuado donde definir otras léglcas no estindar para funciones
recursivas, restringiendo los modelos mediante axiomas légicos que imponen
propledades deseadas sobre los modelos. Puesto que los modelos de NLRF son
totalmente libres, y sobre muchos de ellos la semintica de los programas no
es razonable. Aunque sobre la ‘clase de las estructuras aritméticas
heterogéneas NLRFc es equivalente a LRFc.

Sinticticamente, NLRF es una légica de tres géneros que incluye a la
l6gica de primer orden extendida (NELi1) como fragmento propio. Y
la semintica la definimos medlante una traduccién sintactica a NELi, de
manera que NLRF no es mids expresiva que NELi.

1- DEFINICION (Sintaxis)

Sea I una signatura de primer orden. Las zpa-expreslones funcionales de
aridad nz0 (F,GQNFB(P;:“'). zpa-expreslones de género d (M, NsNB(Pz) y
tpa-férmulas (o, weNFFURt) de NLRF se definen como sigue:

(a) NFEXPL":
Fi:= f donde £:d"—deZ
| X donde XeFVAR
| Ax :d...x :d.M donde MeNEXP

b
| X.G

(b) NEXPz:

M::= t donde tGNTmz d

| F(M....H) donde FeNFEXP;", M ,...M eNEXPy
| (MAN) donde M, NeNEXP.
| (p 5 N) donde peNFFOR;, NeNEXP

z
| ex:d 9 donde PENFFOR,
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(c) NFFOR::
pi:= (tl = tz) donde t‘, "2 ENTERz,v
| p(M‘,..,Mn) donde p:dezpd
| Mat donde MeNEXPy y teNTER; ,
| W] (o ve) | oy -

Las restricciones sintacticas NLRFs, NLRFx y NLRFc se adaptan
directamente desde LRF de las definicliones 3 y 4 de la seccién 2.3, donde
las restricciones sobre subférmulas del tipo 3x:0p deben entenderse sobre
cualquier género o.

Como hicimos para LRF sobre estructuras aritméticas (seccién 3.2),
podemos introducir dos simbolos definidos de predicado <, s:dxd tal que,
para todo par de términos tl,tz de género n:

t <t abrevia 3x:n ( ('.l + x:n) + 1= tz)

(donde x:n no aparece ni en t ni en tz)
t =t abrevia t <t_v t =t
1 2 12 12

Notese que estas abreviaturas tienen también sentido en la légica de
primer orden extendido (NEL1).

También, usaremos a veces u:s(t] como abreviatura de comp(t,u:s) para
todo término t de género n.

Ademis, los simbolos definidos < >, [ } y ¥ previamente definidos para
LRF en la definicién 9 de la seccién 2.3, tienen el mismo significado para
NLRF.

Seminticamente, NLRF colapsar& con la légica de primer orden extendlda.
Mis exactamente: la semintica de NLRF serd deflinida por medio de una
traduccién sintdctica a férmulas de primer orden extendido, con la misma
idea que el teorema de expresividad del capitule anterior para estructuras

aritméticas. Para una signatura X, la traduccién asocla:
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(a) A cada 4peNFF0Rz. Ew
(b) A cada MeNEXPz. EH(y:d), donde y:d es una variable arbitraria
que no aparece en M
(n)
(c) A cada FeNFEXPz . E.F(xl.d,....xn.d.y.d). donde x‘.d.y.d son

variables arbitrarias distintas entre ${ que no aparecen en F.

Como ya hemos dicho, la intuicién que hay detras de la traduccién es la

del teorema de expresividad del capftulo anterior; es decir:

(a) E, es equivalente a ¢.

(b) EH(y:d) dice: “y:d es un posible valor de M*

(€] %.(xtzd....,x‘:d.y:d) dice: "y:d es un posible valor de
F(x‘:d,... .xn:d)"

Ahora precisamos la traduccién, mediante una definicién mutuamente
recursiva sobre la funcidén de complejidad ].| (aniloga a la definida en la

seccién 3.1 para LRF) para férmulas, expresiones y expresiones funcionales.

(a) Iraglacién de férmylas

Pt mt: E,- :‘ =t ,

p= p(Hl.....Mn): E'-Sy:d(‘s{}n EM;(Y;“” Ap (y:d) )
p=Mat: E,-Eu(y:d)[t/y:dl

o= EP--‘EW

w=‘=¢‘ v wzz EP-Elﬁ‘ v sz

¢=3z: 0y Ep-Sz: oE "

(b) Traslacién de expresiones

M=teNTER,, : Eﬂ(y:d)s t=y:d

v N ' = . . ". .
MzF(Hl...Mn). Eu(y.d) 3y.d(‘sQnEm(yj.d) A EF(y.d,y.d))
H-Mlqu: EH(y:dhEm(y:d)v%(y:d)
M=p 5 N: EH(y:d)=E¢ A E"(y:d)
M=e x:d ¢: EH(y:d)SEp[y:d/x:dl
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(c) Traslacién de expresiones funcionales

F=f: a[_.(?::a, y:d) = £(3%:d) = y:d

FaX: E.F(;E:d,y;d) s X(%:d) 3 y:d

Fadz:d. M: EF&’;d,y:d) = g‘(y;d)[i’:a/’z’:an
FapX.G: Ep(%:d,y:d) = 3k:n BE_(k: n 2:d,y:d)

BEF(k:n.i):d,y:d) se construye analogamente a como se hizo en el teorema
de expresividad para estructuras aritmétlicas, salvo que ahora teodas las
referencias que se hacian a nuimeros naturales y cédigos de secuenclas se
transfieren a elementos de género n y s respectivamente. Es decir, su
significado es: “F(2:d) acepta el valor y producido por una derivacién
interna de longitud interna k". A continuacién, volvemos a desarrollar la
definicén formal de BEF en varias etapas, Iintentando explicar las
diferencias de concepto con su significado estéindar sobre estructuras
aritmétlicas.

(1) BEF(k:n,i’m.y:d) =

s 3v:s(CDG x(k:n.ﬁ:s.v:s) A CP(k:n.ﬁ:s.v:s.;:d.y:d)

Dice: "Las secuenclas internas 3,v codifican una derivacién de longitud k
c.r.al operador asociado a G,X y los k-ésimos mlembros de estas secuenclas
muestran que esta derivacién produce la tupla &.y)". Obsérvese que el
caracter interno de las secuancias y de la longitud cambian el significado
de finitud de estas secuencias, ya que k denota un nuimero internamente

finito pero no necesariamente finito.

(2) CP(k:n.ﬁ’:s.v:s,;:d,y:d) =
(1sﬁu uj:}s[k:n] = x]:d) A v:s(k:n] = y:d

Dice: “Las k-ésimas componentes de las secuenclas 3.v codifican la tupla

<'x’, y>".

(3) CDG.x(k:n,ﬁ: 8,v:8) =

v1i:n(0=<l:n A l:nsk:n —-)PVG x(l:n.\';:s.v:s)).

donde
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PV. (l:n.Q:s,v:8) =

G. X
>
EG[AS:':d. cy:dGR(l:n,a: s, v:s,%:d,y:d)/X, 2 3(11/;.‘!:8(1]/3(] (x:d,y:d)
y
GR(l:n.ﬁ:s.v:s.?:d,y:d) =

3m:n(m:n<l:n A(xs{}n uj:s[n:n] = x]:d) A v:s{m:n] = y:d)

Dice: “Para Oslsk, la l-ésima tupla <3[1].v[1]> codificada por las
secuencias, satisface que v(l] es un posible valor de la evaluacién de G
cuando las variables de indlviduo ¥ son interpretadas como a1l y la
variable de funcién X es interpretada como la funcién internamente finita
cuyo grafo estid dado por las tuplas d(m],V(m]>, =<l codificadas por las
secuencias”. Obsérvese que sobre las funclones codificadas por secuencias
internas solo se puede asegurar que son internamente finitas pero no
necesariamente finlitas.

Como en las estructuras pseudoaritméticas los numeros y las secuencias
son parte de la estructura, el significado de esta férmula no tiene nada
que ver con el menor punto fijo del operador asoclado, aunque evidentemente
la intenclén es que. su sl.gnificadb esté muy relaclonado con este concepto.
Pero para poder dar un significado adecuado a esta férmula fuera de las
estructuras aritméticas, tendremos que exigir que las estructuras
pseudoaritméticas cumplan clertas restricciones.

Entre estas restricclones se encuentran condiciones minimas sobre el
comportamiento de los numeros y las secuencias internas y el principio de
induccién sobre NELi, que Jjunto con el concepto de funcién definible
(necesario para poder aplicar el principlo de induccién), nos permitira
demostrar en la sigulente seccién que el significado de esta férmula sobre
estructuras “"admisibles” es el menor punto fijJo definible del operador

asociado (que evidentemente es definible).

El sigulente resultado técnico seri usado en la sigulente secclén.
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2- LEMA

Sea 8 una I-expresién funcional, expresién o férmula de NLRF. Si 8 es
positiva (resp. negativa, existencial, universal) en una variable de
funcién Y dada, entonces la Z-férmula de primer orden extendido de su
translacién EB tiene la misma propiedad.

Demostracién

Por induccién simultanea sobre la funcién de complejidad |.| para las
expresiones funclonales, expresiones y férmulas. Consideremos, por ejemplo,
el caso F=uX.G, donde X es diferente de Y. Si asumimos que G es positiva en
Y., entonces EG(i’:d.y:d) es tamblén positiva en Y, por hipétesis de
inducién. Inspeccionando %.('x’:d,y:d), se comprueba que todas las
apariciones libres de Y en EF(x:d.y:d) estan en la subférmula
PVG.X(l:n,azs.v:s) y corresponden a las apariciones de Y en Ec(i':d,y:d).
afectadas por dos simbolos de negacién adiclonales. (Esto es facil de ver
reduclendo Yy — a 3,~ y v en CDG,x(k: n,3:s,v:s) ). Entonces es claro que
también EF(z:d.y:d) es positiva en Y. Los demds casos se comprueban
simllarmente. ™

Ahora, estamos en posicién de definir la semidntica de NLRF.
3~ DEFINICION (Semidntica Denotacional)

Sea M = <N; D; S;copm> una E-estructura pseudoaritmética. Sean A,3 un
contexto y una valoracién sobre M respectivamente.

Las denotaciones de las férmulas, expreslones y expresiones funclonales

para NLRF son definldas via la traduccién sintictica anterlor como sigue:
(a) Férmulas

o(4,8) = Ewm“"”
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(b) Expresiones

W8, 8) =ty Eyly: )8, 8lysy:al)strue)

(c) Expresiones funciopales

net

grafo(Fm(A.é)) = {<X,y>eD /EF(;:d.y:d)m(A.cS[;/;:d.y/y:d]) = true} g

Es claro que sobre las estructuras aritméticas heterogéneas, la
semintica de NLRFc es equivalente a la semidntica estindar de LRFc (salvo
las diferencias obvias de sintaxis). En otras palabras: la traduccién
sintictica expresa el significado ‘estindar cuando las férmulas traducidas
se interpretan en estructuras aritméticas heterogéneas, lo que desde luego
no ocurre con NLRFx. Sin embargo, como ya hemos dicho,sobre algunas
estructuras pseudoaritméticas, la semintica de NLRF se comportara
arbitrariamente, puesto que los individuos de género n y s no tendrin nada

que ver con los verdaderos nimeros y secuenclas.

De hecho, no se pretende que NLRF sea la légica no estindar para
programas funcionales, sino que sirva de marco para definir estas légicas,
mediante axiomas l6gicos designados a imponer propiedades buenas sobre los
modelos, como se hizé para NDL (una légica no estindar para programas
imperativos, expuesto en el capiftulo 1). Para finalizar esta seccién,
presentamos dos resultados que muestran que NLRF es una base solida para
este propésito. El primero es andlogo al resultado similar de Andréka,
Németi y Sain ([ANS 82) para NDL; es decir, que NLRF tiene un calculo
finitarlo correcto y completo.

Para obtener este cdlculo, segun la definiclén de la semdntica de NLRF,
es suficlente fijar un cdlculo correcto y completo para la légica de primer
orden extendida y aumentarlo con nuevos axiomas 16gicos para poder
demostrar formalmente todas las equivalencias wHE’ para vENFFDRz. De
hecho, podriamos tomar el conjunto decidible de estas equlivalencias como
nuevos axiomas. Acercandonos mds a un cdlculo orlentado a la sintaxis
escogemos el sigulente cdlculo al que denominamos n, donde Cd, Cn. Yy C' son
tres nuevos conjuntos numerables de constantes auxiliares disjuntos y en la

sustitucién p[t/x:c] se entiende que t es un término de género o.
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Axlomas vy reglas de onrimer orden

Flo
(SP) Tlp st pel (F§) ——
T |
T Tl
(RC) ——————
Clo
Tle e
(v=C)
Theve T lve
T.ol¢ Tyl
(v=A) —m———————
T, evwi
T oL Tty
(+-C) ——— (+-A) ————
T} e T ~p}ff
T.el ¢
(££fA) l'.ffw (DN-A)
r.qu
Tleltsx:o) Fele/x:c]
(3-¢c) ——— (3-A) ——m™™ siendo ceCc nueva
T}3x: o9 T 3x:cppp
Thelt/x: o]
(ID) Tjt=t (sus)

I t=t' lplt' /x: 0]

Reglas para la descomposicién de las_expresiones

F,otst’ | o r, atst’ | o
(3-A) ——™™™™— (3-A) ———————
T, tat’ |} o T, ~tat’ |} ¢

T, 3y;:d...3y :d(M3y :d A...A M3y :d A p(y‘:d,...yn:d)) Fe

(PD-A)
T, p(M....H) Fe
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P, ~3y:d...3y :d(M 3y :d A...A M3y :d A ply:d.. .,y :d)) be

(PD-A)
T, pM... M) o

donde las variables y‘:d no aparecen ni en Hl'“'“n—l ni en Hu y son

distintas entre s{i.

r, Mat v Nat | o [, a(Mat v Nat) } ¢
(u-A) (uA)

[, (MuN)at | o [, ~(MuN)at | o

T, oaMat } o F, ~(p aMt) } o
(+-A) (+74A)

T, (yaMat } o F, s(p2Mat | g

r, ¢lt/x:d] } e r, ~$lt/x:d] } o
(e-A) — (e~A)

I, (ex:dy)st } o [, ~(ex:d¢)at | ¢

T, 3y;:d.. -3y d(H‘ayl:dA .. AHhayn:dAF(yI:d. .. ,yn:d)):t le

(AP-A)
r. F(Ht. .. .Hn)at be

r, -\Syl:d...iyn:d(nlsyl:dz\ .. AMnayn:dAF(y‘:d,...yn:d))at le

(AP-A)
r, '!F(Hl. .. .Hn)at Fe

donde las varlables y‘:d no aparecen ni en M‘....Mn nl en t y son

distintas entre si.

T, Mt /x:d,....t /x;:dlst | o

(A-A)
r, (Axlzd.....xn:d.H)(tl....tn)st Fe
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r, ~M(t /x :d,...,t /x :dlat | ¢
1 1 a o

(A-A)

r, 1(Ax1:d..,A.xn:d.H)(t1,...tn)st b

3

r, 3k:n BEMX'G(k.n.x.d,y.d)[tl/xl.d,...tn/xn.d.t/y.d] be

(u-A)
r, (uX.G)(tl,....tn)at be
3

r, = 3k:n BE“X'G(k.n.x.d.y.d)[tl/xl:d....tn/xn.d.t/y.d] e

(u-A)

Foov GXG)(t,....t )3t bo

Obsérvese la similaridad entre este cdlculo y el infinitario dado en el
capitulo 2 para LRFs. Las diferncias fundamentales son que: (u-A) antes era
una regla infinitaria y (u-A) afiadia un conjunto numerable de férmulas al
antecedente. Ademds este cidlculo es completo y correcto para todo NLRF, sin
necesidad de restriccliones sintacticas.

Evidentemente los axiomas y reglas de primer orden de n forman un
cdlculo correcto y completo para NELi, al que hemos afiadido una regla
composicional para cada una de las posibles estructuras de una expresién.
Ahora las reglas (p-A) y (-uC) no hacen referencia a la semintica
operacional del operador u. Incidentalmente, estas dos reglas son también
el ingrediente menos orientado a la sintaxls del cdlculo, puesto que BEux.G
no hace referencia a subexpresiones de uX.G de forma suficientemente clara
y sencilla. Esto serd mejorado en la siguiente seccién, sustituyendolas por

reglas anilogas a las del cdlculo aritmético.

La relacién de deducién formal en este cdlculo es la clasica de primer
orden para cédlculos de secuencias:
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4- DEFINICION

Dados un conjunto de férmulas ¢ (a lo mas numerable) y una férmula ¢, ¢
es demostrable a partir de ¢ en el cidlculo n, denotado por .}n’ o
simplemente por &}p, si existe un irbol de deduccién finlto para Tle con
r<d finito, es decir un arbol de deducclén cuya raiz esti etiquetada por
l'|-¢. donde ahora 4rbol de deduccién se define de forma andloga a la
definicién 9 de la seccién 3.2, pero finitamente ramificado. -

S- TEOREMA (correccidn y completitud)

Para todo conjunto de férmulas du{p} de NLRF:

Ol <= olp .
Demostracion

CORRECION: Por induccién sobre la profundidad N del &rbol de deducclén,
demostramos que la rafz de cualquier 4rbol de deduccién es correcta.
Decimos que una secuencia [}y es correcta si Tly; es decir sl M} implica
Mpp para cualquier estructura pseudoaritmética M.

N=0: Hay que comprobar que todas las instancias de los axiomas [|p del
cdlculo son correctas; es decir, I'pp. Todos los axiomas son de primer orden

y su correccién puede encontrarse por ejemplo en (EFT 84].

N>0: Hay que comprobar que todas las instanclas de las reglas del cilculo
verifican que la conclusién es correcta sl lo son las premisas. Lo cual
salvo para las reglas del operador p es andlogo al célculo infinitario, y
para las dos reglas del operador u es evidente a partir de la seméntica
dada ahora para este operador.

COMPLETITUD: Podemos demostrarlo con la misma técnica segulda para el
cdlculo infinitario, por medio de conjuntos de Hintikka y Tableaux. El
proceso serfa andlogo cambiando todas las condiclones dadas para el
operador p. En este caso desaparecerfan los tipos de férmulas a’) y (B.).
quedando solo cinco categorias de férmulas, como en primer orden. Las
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férmulas (uX.G)(?)at y ~(uX.G)(€)>t ahora son de tipo (a) con un solo
constituyente: 3k:n BE»X‘G(k:n';: d,y:d)[?/i):d. t/y:d} y su negacién
respectivamente. Con 1o que los tableaux pasan a ser arboles binarios con
nodos etiquetados por conjuntos de E-férmulas finitos, como en primer

orden.

Sin embargo, supuesta la completitud de este calculo para NEL1 es
suficiente demostrar para cualquier peNEXPz:

(a) Lo & Ep

Puesto que por la semintica dada para NLRF, O <=> E°|va siendo
® un conjunto de férmulas de NLRF y Eb ={ E¢ / ¢€d }. Por lo tanto:
Opp <=> E.[»Ep <=> EO"Ew <=> 9}p, supuesto (a).

La demostracién de (a) es trivial per induccién simultinea sobre la
complejidad || para las férmulas, expresiones y expresiones funcionales de
NLRF:

S1 ¢ es de primer orden extendido, entonces E¢=w.

En otro caso, hay dos reglas para cada posible tipo de férmula ¢ que
directamente o previo uso de hipotesis de induccién, tienen la forma

. E b : r. £ b
F, o ¥ T el

que permiten junto con algunas reglas de primer orden, obtener 1la
derivacién deseada. =

A partir de la demostracién de este teorema, podemos deducir como
siempre los sigulentes resultados:
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6- TECREMA
NLRF satisface el teorema de Compacidad y el ‘teorema de

Léwenhein~Skolem.

Terminamos esta seccién recalcando, que de hecho el poder de expresién
de NLRF es el de la légica de primer orden clisica, por la traducclén
sintictica a NEL: que define la semintica.
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3.- LA LOGICA ADMISIBLE ALRF

“Numeros” y "secuencias" internas en estructuras pseudoaritméticas
pueden no tener ninguna relacién con los numeros naturales y las secuenclas
finitas. Consecuentemente, la semdntica de NLRF hace que los programas no
tengan un sentido razonable en muchos de los posibles modelos. En esta
seccién, axiomatizamos una clase de estas estructuras, llamadas estructuras
pseudoaritméticas admisibles, en 1l6gica de primer orden extendida, vy
definimos la Légica Admisible para Funciones Recursivas (ALRF) como 1la
restriccién de NLRF a modelos admisibles. Demostramos que la semintica de
ALRFx se caracteriza en términos de casl menor punto fijo definible y la de
ALRFc tlene una caracterizaclién natural en términos de menor punto fijo
definible. El conjunto de axliomas admislibles estid bdsado en exliglir las
propledades necesarias para poder demostrar estas caracterlzaciones, pero
no nos hemos preocupado de que este conjunto sea el mds débil que permita
esta caracterizacién. También probamos la existencia de un cédlculo
finitario correcto y completo para ALRF, andlogo al dado para LRF sobre
estructuras aritméticas. Acabamos esta seccién comentando brevemente la
capacidad de deduccién de ALRF.

En primer lugar, presentamos el conjunto de axlomas de admisibilidad,
que estd motivado en la demostracidén del lema 10 de la secclén 1.2. En
particular es necesario poder aplicar el principio de induccién sobre los
nimeros internos y concatenar secuencias internas. A continuaclén tenemos
que demostrar resultados andlogos a estos, pero referidos a derivaciones

internas a la estructura, segun se vid en la seccién 2 de este capitulo.

1- DEFINICION (Axiomas de Admisibilidad, Estructuras Admisibles)

Para una signatura I, el conjunto AZ de los axliomas de admisibilidad

consiste de las I-férmulas de primer orden extendido sigulentes:
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(a) Axiomas bisicos para los numeros

Vx:nVy:n (x:n+l = y:n+1) 3 x:n = y:n
Vx:n 2 x:n¢l = 0
Vx:nVy:n x:n = 0 v 3y:n x:n = y:n+i

vx:n x:n+0 = x:n

Vx:n¥y:n x:n¢(y:n+l) = (x:n+y:n)+t
Es decir, la Aritmética de Presburger PA: todas las Ipa-sentencfas en

las cuales solo aparecen los simbolos 0,1,+ y variables cuantificadas
de género n, y son cliertas en la estructura 1 = <N,0,1,+>.

(b) Axioma de indyccién para log nimeros

indx.n(E) :¥x:n(Vy:n(y:n<x:n — Ely:n/x:n]) — E)
para toda EeEFORzp‘.x: ntVARn

(c) Conjunto de axiomas para las secyenciag

(E) : Vi:n(i:nsm:n — 3y:d E)
— 3w:sVi:n(i:n=m:n — E[u:s[l:n]/f:d])

<:M'!.:l'x.m:1'|.y:'tl

Una I-estructura pseudoaritmetica T es llamada admisible si !M-Az. ™

2- LEMA

Todas las estructuras admisibles son modelo de los sigulentes dos
axiomas:
unit:V¥x:d3u:s u:s(0} = x:d
conc: Yu: svk:nVv: s¥1l:n3w: s(Vi:n(i:nsk:n — u:s(i:n] = w:s[i:n]) A
vin(J:nsl:n — v:s{j:n] = w:g{(k:n + J:n + 1]))

Es decir: todas las secuenclas de longitud uno existen, y cualquier par

de secuencias finitas (internamente) se pueden concatenar.

Demostracion
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unit y conc se siguen en NLRF como consecuencias légicas de instancias
particulares de col (E), usando los otros axiomas de
i:n,m:n,y:d
admisibilidad.

Para unit, E puede cogerse como
y:d = x:d
Para conc, es suficiente tomar como E la férmula
(i:nsk:n A y:d = u:s(i:n]) v

3:n ( J:nsl:n A L:n =k:in ¢+ J:n + 1 A y:d =v:s(J:in] ) 4

Sin mds que comprobar la valldez en mD de los axiomas de admisibilidad,
obtenemos también:

3- TEOREMA

Para una ZI-estructura 9, la estructura aritmética heterogenea !ND

asociada a D (cfr. definicién 2 de la seccién 1) es admisible.

Desde luego que hay estructuras admisibles no estindar, puesto que la
clase de las estructuras aritméticas heterogéneas no es axiomatizable en

primer orden.

Entendemos por una légica un sistema dado por la especlficacién de las
posibles signaturas, la sintaxis, las estructuras permitidas y las reglas
seminticas para obtener denotaciones. Para nuestro propésito, no es
necesaria la deflinicién formal de este concepto que ha sido estudiado por
investigadores de teorfa de modelos (cfr. [BF 85]) y, mi&s recientemente, de
intuiclonismo (cfr. [GB 83]). Simplemente decimos que ALRF es la 1légica que
tiene la misma sintaxis y semiantica que NLRF, excepto que los médelos estan
restringidos a estructuras admisibles.

Las denotaciones seminticas, satisfactibilidad y consecuencf{a légica se

definen por tanto para ALRF de forma natural. Cuando trabajamos con ALRF,
reemplazaremos el sfmbolo } por hh'
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SEMANTICA DEL MENCR PUNTO FIJO CEFINIBLE

El propésito de restringir las estructuras pseudoaritméticas con los
axiomas de admisibilidad, es poder caracterizar la semantica dada para las
expresiones funcionales F=pX.G, Jjustamente de forma inversa a la dada para
estructuras aritméticas, en las que Er define el menor punto fijo del
operador T asociado a G,X. En estructuras admisibles la caracterizacién no
puede ser exactamente en los mismos términos, puesto que como se ha
resaltado en la seccién anterior, el caracter interno de los numeros y las
secuencias, nos obliga a hablar de T-derivacliones internas. La diferencla
fundamental entre las T-derivaciones tinternas y estindar, es que las
funciones codificadas por secuencias internas no tienen por que ser
finitas, con lo que en lugar de trabajar con el operador ¥, lo haremos con
el operador andlogo pero sobre funciones internamente finitas T. Ademis, en
la demostracién de la caracterizacién semidntlca de F en estructuras
aritmétlcas, es necesario aplicar el principio de Iinduccién sobre los
nimeros. En ALRF solo podemos aplicar este principlo para férmulas de NELi,
lo que a su vez nos obliga a restringir la caracterizacilén del menor punto
fijo a la de menor punto fljo definible. Por ultimo, esta caracterizaclén
seri posible para ALRFc¢, y para ALRFM serd en términos de casl menor punto
fijo definible.

A continuacién, intreducimos los conceptos y resultados necesarios para

este propésito.
4~ DEFINICION (Funcidn Definible e Internamente Finita)

(a) Sea M =<ﬂ;D;S;compm> una Z-estructura. Fijados un contexto 4 y una

{(n)

valoracién & sobre M. Una funcién no determinista Xeﬂﬁn es llamada

definible en M c.r.a 4,3 si existe una férmula de primer orden extendido

EGNEFORt con a lo mas n+l variables libres xlzd,...,x :d,y:d tal que
n

grafo(X) = (<xl,....xn,y>eD“+1/E”HA,6[x‘/x1:d....,xn/x“:d,y/y:d])=true)
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(b) Sea M -<ﬁ;5;5:compm> una EI-estructura. Una funcién Xeﬂﬁ:" es

internamente finita en M sl existen un nimero interno k y n+l secuenclas

internas sl. . ...sn.s tales que
grafo(X)-kst[l]....sn[l).s(1]> / 0si<k}

donde 3 y < también tienen significado interno. "

S- DEFINICION (T-Derivacién Interna)

Sea M -<ﬂ;D;S;conpm> una I-estructura y T: n:,;"’ - ﬂi};m un operador.

(a) Decimos que una (n+l)-tupla <2,s> de elementos de S, es una
T-derivacién interna de longitud k+l1: si para todo Osjsk,

s[Jl!T(funJU?. s>NEUN

donde fun (<3, s))eﬂﬁ:" es la funcién internamente finita cuyo grafo es el
conjunto (<2011, s01)> 7 0s1<j} y k, J y < tienen tamblén significados
internos a M.

(b) Decimos que una (n+1)-tupla <X, y>eD™*! es producida por la T-derivacién
interna <2,s> de longitud k+i, si <§.y> = <2[kl}, slk]>. .

6~ DEFINICION

m (a)

Sea M =<N;D;S;comp” > una I-estructura. A un operador T: ﬂi}n — ns‘;“’

le asoclamos el operador que denotamos 1 ﬂ{;;"’ — ﬂﬁ;‘" definido por:

T(x)wﬂ'(xo) / X,¢X Internamente finita en T} para toda xd‘li};"). -

7- DEFINICION (Casi Menor Punto Fijo y Menor Punto Fijo Definible)

Sea M -<l'l:D:S;conpm> una EI-estructura, 4 y & un contexto y una
(n) (n)

valoracién sobre M y un operador T: nao - ﬂ{’g;“), una funcién Xﬁﬂi}n es:
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(a) El casi menor punto filjo definible de T en M c.r.a A,5 sii veriflca:
X es definible en M c.r.a 4,3,
T(X)«XeT(X) y
X¢Z para toda Zem};’" definible en M c.r.a 4,3 y tal que T(Z)«Z.
(b) E1 menor punto fijo definible de T en M c.r. a A,3 sii verifica:
X es definible en M c.r.a 4,38,
T(X)=X y

X«Z para toda Ze!’li’;m

o definible en M c.r.a 4,8 y tal que T(2)eZ 4

8- PROPIEDADES

Sea una E-estructura adaisible M = <ﬂ;D;S;conpm> y un operador mondtono
T: na;"’ — ﬂi};") , -entonces:

(1) T=T

(11} T es monétono

(111) T es continuo <=> T=T
(1iv) Toda funcién de ﬂﬁ;"’ finita es internamente finita en M
(v) T(2)=T(2) para toda Zeﬂ'{y("’

D internamente finita
(vi) Tt -

Ahora estamos en posicién de demostrar el principal resultado de esta
seccién. Resultados simllares han sldo obtenidos por Cartwright (Car 83),
[Car 84), Cartwright y McCarthy (M 79], Hajek (Haj 86) y Pasztor (Paz 87]

para otras légicas de programas no estindar.

9- LEMA

Sea GeNFEXP,"
para cualquier ZI-estructura admisible M = <1'l;));$;compm>, contexto A y
valoraclén & sobre M, la denotacién Y-(px.c)m(a,a) verifica las siguientes
condiciones, donde T es el operador asoclado al operador monétono
T~T(M, 8, 5,X,G) dade por T(X)=G" (A(X/X],8):

positiva en la varliable funcional n-arfa X. Entonces,
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(1) Y es definible en M c.r.a 4,3
(11) YeT(Y)

(111) T(¥)ey

(1v) YeZ para toda zeNz'™
(v) Y«T(Y)

(vi) Y«Z para toda Zeflj

definible en M c.r.a 4,6 y tal que 'i'(Z)(Z

) efinible en M c.r.a A, 8 y tal que T(Z2)«Z

Demostracién

Asumamos la hipétesis. Por como estd deflnida la semantica de ALRF,
{n)

sabemos que , para cualquler Xe!ﬂ&u :

grafo(T(X)) = {<¥,y>ed™" '/ EP (F:d.y:d) (ALX/X], 5(R, y/%: d, y: d])=true)
G

Por el lema 2, sabemos que EG(i):d.y:d) es positiva en X. T es entonces
un operador monétono, por argumentos similares a los usados en las
demostraciones de los lemas 15 y 16 de la seccién 2.3.

Ademas T(X) es definible si lo es Xeﬂi’y:’m, mediante la férmula de
primer orden extendlido

Ei(}:d.y:d) a 33:33v:53k:nE)-((a:s,v:s.k:n,x:d,y:d).
donde, abusando de la notacién
E)‘((E’:s.v:s,k:n.x:d,y:d) =
(G‘R(\-}:s.v:s.k:n.?:d.y:d)Sgrafo(X) A
<§:d.y:d>egra!‘o(T(GR(3:,v: s, k:n,%:d,y:d)))
siendo ambas partes de la conjuncién definibles, ya que T y X lo son por
hipétesis.

A lo largo de esta demostracién, serd necesario formallzar varlas
inducciones internas, mediante férmulas de primer orden extendido. Y como
lo mids interesante es comprobar que el proceso de inducclién es definible,
para luego proceder seminticamente, no escribiremos estas férmulas con
rigor sintactico, sino como hemos hecho ahora para Es'( Denotaremos por EZ a

la férmula que define a la funcién Z, en el caso de que esta sea definible.

Traba jamos con grafos y con F=pX.G:
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Demos.racién de (1)
Esto es trivial, puesto que Jla translacién a primer orden extendido

Mme.r. , 8.
E(uX.G) define Y en c.r.a 4,3

Demos:racion de (11)

Sea &'.y>< grafo(Y). Entonces &.y) tiene una T-derivacién interna. Por
defin.cién de T-derivaclén interna, se sigue que <2,y>¢grafo(1‘(\' )) para
algun: YJ(Y internamente finita en M. Entonces <§,y>egrafo('I'(Y)) por
defin:cién de T.

b} de
Sea <§.y>egrafo(‘i‘(¥)). Como hemos dicho antes, T(Y) es definible porque Y
lo es. Por tanto podemos aplicar el axioma de induccién sobre la férmula de
primer orden extendido:
Y1:nvi :sYv :s ( @ :s,v:s, 1:n %:d y:d) —» 38: s3v: s3k:n
invisWv e (B, (:s.v s 1in Xidy: : 83k:

(BEr(3zs,v: s.k:n.i’:d.y:d) A l:nsk:n A 30:3:3:1 A voszv:s))

cuyo significado intuitivo es que cualquier tupla producida por T(y)
medliarte T(Yo). también es producida por una T-derivacién interna que
incluye al grafo de Yo' Mis férmalmente, si <3, y>egrafo(T(Y)), por
defilnicién de T existe una funcién internamente finita YocY tal que
<§,y>grafo(‘!‘(¥°)). Supongamos que grat‘o(Yo) = (<§‘,y,>/05_]<1) para clerto
numerc interno 1. Para cada 0sj<l, existe (por definlicién de Y) en M una
T-derivacién interna, codificada por algunas secuencias internas de M 3’,vj
y con longitud dada por algin nimero interno de M kJ. que produce <3<”.y1>
como nlembro de Y en el sentido expresado por la férmula BEF; ver la
secclén 2. Por el lema 2, Mpconc y Mpunit. Por induccién interna en M sobre
1 se demuestra que existen n+l secuenclas internas en M 3 v que son la
concatenacién de las 1 T-derivaciones internas anteriores, que codifican
una T-derivaclén interna para <§<’. y>. Y podemos concluir que <§, y>egrafo(Y).
Veamos la induccién interna sobre 1:

1=0: entonces Y°=1. y podemos tomar k=1, y convertir xx....,x e y en n+l
n
secuencias internas de longitud uno, usando unit.



1+1>0: 1+1, 30, Yo codifican el grafo de Yo. Sea 3l.vl y kl la T-derivacién
que existe para <§l.yl>egrafo(Y°). Por definicién de T-derivaciénm,
<3l(0),vx(0)>egrafo(f(1)). Luego aplicando hipotesis de induccién a 1 sobre
30. Vo ¥ <3x(0).vl(0)>. obtenemos ', v’ y k', que concatenamos con 3l.vl y
kl y entonces utilizando unit y conc otra vez, obtenemos n+l secuencias
internas finalizando en Xoeooax € y. respectivamente. Puesto que T es
mondtono, estas secuencilas codifican ahora una T-derivacién interna de
<§,y>. como se queria demostrar.

La formalizacién total de este argumento necesita usar propledades de los

nimeros internos que estin garantizadas por la Aritmética de Presburger.

Demostracién de (iv)

Sea Zeﬂaén' definible en M c.r.a 4,3 y tal que T(2)«2. Sea <§.y>egrafo(¥).
entonces <§,y> tiene una T-derivacién interna de longitud k (numero
interno). Por induccién interna en Tt sobre k se demuestra que
<§,y>egraf°(2). Obsérvese que esta induccién es posible, ya que al ser 2

definible, podemos usar el axioma de induccién para la férmula
(B%Wm}m#m)A(%&mdm)a%Qme)))—*5&meL
k=0: <§,y>eT(1)=f(L)<f(Z)(Z por definicién y monotonia de T.

k+1>0: Sea ﬁ. v la T-derivacién interna de longitud k+1 que produce <§.y>.
Entonces, por hipétesis de Iinduccién, todos las tuplas <3[Jl.v[Jl> para
0sj<k, pertenecen al grafo de 2, puesto que cualquler prefijo de una
T-derivacién interna es también una T-derivaclén interna. Y por definicién
de T-derivacién interna, <;.y> € grafo(T(funk<3,v>)) = grafo(f(funk<3.v>))
« grafo(T(2)) slendo grafo(funk<3.v>) 2 {8141, v[J]> 7 0=j<k} por monotonia
de T, y por tanto <§,y>egrafo(2).

Demostracién de (v)

Sea <§.y>e grafo(Y). Entonces <§.y> tiene una T-derivacién interna. Por la
definicién de derivacién interna, se sigue que <§.y>egraf°(T(Y1)) para
alguna Y’(Y internamente finita en M. Entonces <§.y>egrafo(T(Y)) por
monotonia de T.
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mostracié vi

Asumamos que Zen{y‘"’

es definible en M c.r.a 4,53 y tal que T(Z2)«Z2. Sea
<x,y>egrafo(Y). Entonces, existe en M una T-derivaclién interna que produce
<§,y>, codificada por algunas secuenclas internas de M 3.v y con longitud
dada por algun nimero interno de M k. Podemos aplicar el axioma de
induccién sobre k dentro de M para probarlo, sobre la férmula de primer

orden extendido:
>
( BEr(k.n.x.n.y.n) A (E lEz/Xl(x n,y: n)-)E (%: n,y:n) ) ) > E (x.n.y.n)

Sea <x.y> la tupla <u(J] vijl>, computada en M, para todo numero )
1nterno en M menor o igual que k. Entonces <x Y <2, y>, y para j menor
que k en T, <x’.y’>egrafo(2) por hlpétesls de induccién, puesto que
cualquier prefijo de una T-derlvaclén interna es tamblén una T-derivacién
interna. Sea Z «Z tal que el grafo(Z ) consiste de todas las tuplas <x’.y >
para J menor que k en M. Entonces <X, y>egrafo(‘r(2 )), porque <3, v> codifica
una T-derivacién interna. Finalmente <%, y>€grafo(2) por la hipétesis T(2)«2Z2
y monotonia.

Como en los demds puntos, 1la Aritmetica de Presburger soporta 1la

formalizacién completa de esta argumentacién. =

Como corolario de este lema y de las propiedades 8, obtenemos los

resultados de la caracterizacién semintica.

10~ TEOREMA (Semintica del Casl Menor Punto Fijo Deflinible)

Sea GeNFEXPé"’ positiva en la variable funcional n-aria X. Entonces,
para cualquier Z-estructura admisible M = <!'I;D;S;compm>. contexto A y
valoracién 8 sobre M, la denotacién Y=(uX.G)m(A,6) es:

(a) E1 menor punto fijo definible en M c.r.a A,3 del operador T
asocliado al operador mondtono T=T(M,4,3,X,G) dado por T(x)scm(A[X/xl,s).

(b) El casi menor punto fijo definible en M c.r.a A,3 del operador

mondtono T=T(M,A,3,X,G)} dado por T(X)=Gm(AIXIx],6). -
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11- TEOREMA (Semdntica del Menor Punto Fijo Definible)

Sea GeNFEXPé") existencial en la variable funclonal n-arfa X. Entonces,
para cualquier Z-estructura admisible M = <H;D;S:compm>, contexto A vy
valoracién & sobre MM, la denotacidén (uX.G)m(A.a) es el menor punto fijo
definible del operador continuo T=T(M, A4, §,X,G) dado por T(X)=Gm(A[X/X].6)..

En estructuras aritméticas heterogéneas los conceptos de funcién finita
y funcién internamente finita coinclden y por tanto los operadores Tyt
son equivalentes. Luego en ALRFn sobre estas estructuras, la denotacién de
pX.G es el menor punto fijo del operador T o T puesto que ahora podemos
aplicar el principlio de induccién sin tener en cuenta la definibilidad de
las funclones. Y por tanto en ALRFc sobre estructuras aritméticas
heterogéneas la denotacién de uX.G es el menor punto fijo del operador T.
En resumen, ALRFc sobre estructuras aritméticas heterogéneas es equivalente
a LRFc, como ocurrfa con NLRF¢, mientras que ALRFM no lo es a LRFu puesto

que los operadores T y T no son equivalentes.

12~ EJEMPLO

ALRF permite algunos tipos de razonamientos sobre programas que son
lmposibles tanto en la demasiado estricta LRF como en la demasiado liberal
NLRF. Como un ejemplo sencillo, consideremos una signatura I con una
constante zero y un simbolo de funcién monddica succ. Sea PRED, DOBLE las

Z-expresiones funcionales siguientes:

PRED = Ax:d(x:d = zero — zero v

Jy:d(x:d = succ(y:d)) — y:d)

DOBLE = uX.Ax:d(x:d=zero — zero v

-x: d=zero — succ(succ(X(PRED(x:d)))))
La férmula ¢ = ¥x:d 3y:d DOBLE(x:d)sy:d

que expresa la terminacién débil de DOBLE, es intuitivamente clerta en el
modelo deseado. Supongamos que escogemos un conjunto OSNE‘DRE como
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axiomatizacién de los datos, que no incluye axiomas sobre los numeros ni
las secuencias Internas. Por el teorema 7 de la seccién 2.4 (adaptado para
nuestro formalismo de tres géneros), Oho no es clerto en LRF. Y tampoco lo
es en NLRF, puesto que ¢ admitirfa también modelos arbitrarios. Sin
embargo, O|-Ap serd clerto, siempre que ¢ sea lo suficientemente fuerte como
para permitir induccién sobre los datos. Bajo esta suposicién, y para
cualqulier m]-Ao y cualquier dato interno x de M, M tendri dos secuencias
internas u,v que codiflquen una derlvacién interna
% 0%, a%2%, ..., of, 209

la cual produce el valor (Zx)d para DOBLE[xd) en M (aqui, Od.ld. etc
denotan informalmente datos de M). Veremos algun otro ejemplo de
terminacién de programas en la siguiente seccién. Como hemos dicho en el
capitulo 1, la terminacién de programas imperativos en el marco de la
légica no estandar ha sido investigada por Sain [Sai 87]. -

CALCULO ADMISIBLE

Hemos dicho que para ALRFu vamos a demostrar la correccién y
completitud de un cdlculo andlogo al arltmético. Pero evidentemente,
podemos obtener un cdlculo finitario correcto y completo para ALRF,
directamente del calculo n dado para NLRF, que muestra que ALRF es

esencialmente una légica de primer orden.

13- TEOREMA

ALRF admite un célculo finitario correcto y completo. Por lo tanto,

verifica el teorema de compacidad y el teorema de L8wenheim-Skolem.

Demostracién
Basta con tomar un cdlculo finitario correcto y completo para NLRF

(como el presentado en el teorema 5 de la seccién 2) y afiadirle el conjunto
de axiomas de admisibilidad; es decir, I'}Ax para todo AxeA: -
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Este c&lculo no permite razonar de forma natural sobre el operador pu
(recuerdese los comentarios a la demostracién del teorema S de la seccién
2). Ahora presentamos un célculo orientado a la sintaxis que elimina esta
dificultad y que tiene una aplicacién interesante que veremos en la
siguiente secclén. A este cidlculo lo denotamos por A y consiste de los

siguientes axiomas y reglas.

Axlomas eglas de primer orden

Como en el calulo n para NLRF afiadiendo todos los axiomas de
admisibilidad (cfr. definicién 1); es decir:

FtAx para todo AxeA..
egla a a descomposicién de las ex on

Como en el cdlculo n para NLRF pero omitiendo las reglas para el

operador u, junto con las siguientes dos nuevas reglas para este operador:
Regla de Invarlancia

r.GIAR:d.cy:d. E(R:d, y: d)/X] (:d) 5 y:d - E(2:d,y:d)

r | -t

I | ~(x.G)(P)at

Regla de Convergencila

T, E'(k:n,%:d,y:d) |- G[A¥:d.ey:d 31:n(l:in < k:n A
E' (1:n,X:d,y:d))/X] (X: d)oy:d
I | 3k:nE' (k:n, T, t)
()

I - (ux.6)(¥)st
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Como en el calculo aritmético, en estas dos Ultimas reglas hemos usado
notacién adiclonal. E(;t';d.y:d) representa una férmula de primer orden
extendido cuya variables libres incluyen a z:d.y:d. La notacién ?.t se
reflere a términos de género d. E(?,t) es una abreviatura de
E(?:d,y:d)(?/g:d, t/y:d]. G representa una expresién funcional positiva en
la varlable funcional X. la notacién de (C') debe entenderse de forma
similar.

El sigulente resultado muestra que ambas reglas reflejan la semdntica
de la recursién adecuadamente. La idea es que E y E' son férmulas que
expresan una funcién. De esta forma, intuitivamente la primera premisa de
(I.) afirma que T(E)<E y la segunda afirma que la tupla <%, t> no pertenece
al grafo de E, de lo que se concluye que tampoco pertenece al grafo de
£1x(T). Andlogamente, la primera premisa de (") afirma que E;«T(E;d) y la
segunda que <t,t> es una tupla del grafo de BkE;. de lo que se concluye que
también pertenece al grafo de fix(T). La correccién de este razonamiento se
demuestra a continuacién. Pero primero, definimos el concepto de
deducibllidad formal en este cdlculo.

El calculo estructurado es también completo. La idea clave de 1la
demostracién es esencialmente la misma que en la demostracién de
completitud aritmética del capitulo anterlor, anadloga a la de la
demostracién de Cook [Coo 78] para la completitud relativa de un calculo de
verificacién parcial o a la de la demostracién de Harel [(Har 79], (Har 84]
para la completitud aritmética de la légica dindmica. Los axlomas y reglas
son adecuadas a la sintaxis de los programas (en nuestro caso expresiones y
expresiones funcionales) y permiten reducir afirmaciones sobre ellos a
otras afirmaciones m&s senclllas sobre partes sinticticas menores. Los
axiomas o reglas necesarios siempre se pueden aplicar porque el lenguaje de
primer orden es suficientemente expresivo. En el caso de Cook y Harel esto
es posible porque se fija una estructura expresiva ({(respectivanmente,
aritmética). En nuestro caso, es el poder de los axiomas de admislbilidad.

Como siempre, denotamos por bl»Av a la relacién de deducién formal en

este cadlculo. La definicién es la dada en la seccién anterior para el
cdlculo mn para NLRF.
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14- TEOREMA (Correccidn y Completitud Admisible)

Para todo conjunto de férmulas éu{p} de ALRF:
@[-Ap <=> o}-Ag».

Demostracién
CORRECCION: O}A ¢ = <b|-A 9.

Por induccién sobre la profundidad N del 4rbol de deduccidn,
demostramos que la raiz de cualquier 4rbol de deduccién es correcta.
Decimos que una secuencia |y es correcta, si [‘[-Aw.

N=0: Hay que comprobar que todas las instanclas de los axiomas [}y del
cdlculo A son correctas; es decir l‘}-Aw. Todos los axiomas salvo los de
admisibilidad son los del cdlculo n para NLRF. Y los de admisibilidad son
correctos por definicién de I'A'

N>0: Hay que comprobar que todas las instanclas de las reglas del calculo
verifican que la conclusién es correcta si lo son las premisas. Todas las
reglas son las mismas que las del cdlculo u para NLRF, salvo las reglas del
operador pu.

Fijemos una estructura admisible M. Consideremos una instancia de ) y
otra de (C.). Supongamos que sus premisas son correctas y probamos que sus
conclusiones también lo son. Para esto, tomemos un contexto A y una
valoracién 3 sobre M y consideramos:
(a) El operador monétono y continuo T: ﬂi};")—) ﬂi}:‘) dado por

T(X) = GMalX/X],8)

(b) El menor punto fijo definible de T en M bajo 4,8:
Y = (ux.6) (s, 8)

(c) La funcién no determinista zem;“’ definida por

vez(3) 1ff E(F:d,y:d) T4, (/3 d, y:d))
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(d) para cada numero interno k de M, Zkeﬂﬁﬁn’ definida por
yez (x) iff E' (kim R d,y: )T (8, 80k/k:n, 2/2: d, yry: dl)

(e) Los datos dt,d definlidos como dft.’?(A.&). 1si=n; dstm(A.G)
Supongamos que T}I:

Para “.) Tenemos que probar que Mg -\(uX.G)(?)st. El hecho de que la
primera premisa sea correcta en M significa que T(Z)«Z. Por el lema 9, se
sigue que Y«2. El hecho de que la segunda premisa sea correcta en M implica
que dez(d). Por tanto, dey(d), y la conclusién es correcta.

Para lg'l Tenemos que probar que ml»(u.x.G)(?)st. Puesto que la primera
premisa es correcta, sabemos que de‘( {-J< kZl) para todo numero interno k,
donde 1 y < tlenen también signiflcados internos. Como todas las Zk estin
uniformemente definidas por E' (k:n.i’:d.y:d) y M es admisible, por induccién
sobre los numeros internos podemos concluir que Zth para todo nimero

interno k, aplicando el axioma de induccién a la férmula
E' (k:n,¥:d,y:n) — 3kin Bsr(k:n.i’:d.y:d).
En efecto:

k=0: Zo- T(L) <Y, puesto que T(:—’(ozl)ﬂ'(;) y Y=fix(T).

. (¥] = U U =’ ='
k>0: an'(l“zl) l(kl'(Zl)« l<k'l'(Y) T(Y)=Y por hipotesis de induccién y
monotonia de T.

Por otro lado, el hecho de que la segunda premisa sea correcta implica que
cleZk(a) para algun numero interno k. Por lo tanto, dey(d) y la conclusién
es correcta.

COMPLETITUD: Q}A o = O}T ®.
Obviamente, esta calculo es completo para NEL1 y por tanto, es suficiente

demostrar los siguientes tres puntos (donde (2) y (3) juegan un papel

auxiliar):
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(1) Para toda weNFORz: |T ¢ & E“7
(2) Para toda MeNEXPz: }7 M3y:o & E"(y:o-)

(n)

(3) Para toda l-'el-‘l»:)(l’z : h F(i’:d)sy:d «— EF(z:d,y:d)

En efecto, si 0|-Ap entonces E , y poer la completitud de primer orden de

QFAE
F4
A, El.(--AEp con El..sE° finito, luego aplicando (1) y (MP) se obtiene ﬂ»qu.

Para demostrar (1)}-(3), se procede por induccién simultinea sobre la
funcién de complejidad |.| sobre ¢, M y F.

Veamos el caso de (3) cuando F es pX.G; los demds casos son sencillos.

Demostramos:

(a) =E_(¥:d,y:d) }, ~F(X:d)sy:d
(b) Er(;:i’!,y:d) }'A F(X:d)ay:d

Para esto usaremos las reglas (" y «c.

(a) Usamos la rgla (1") de forma que como E('}:d,y:d) tomamos 3k:n
BEr(k:n.i):d,y:d). es decir, Er(i):d.y:d), cfr. seccién 2. Con esto, la
demostracién formal para (a) puede construlrse como sigue:

N E (X:d,y:4) } 2 F(R:d)ay:d
| — a)
| |
-:Er(;:d.y:d) (»aEr(-x):d,y:d) ﬂEr(i’:d.y:d),
(SP) G[A;:d.ty:d E(z:d,y:d)/X](;:d)ay:d b E(;:d,y:d)

1Er(;:d.y:d) b ﬂG[A}:d.cy:d E(Z:4d,y:d)/X] (¥:d)3y:d

I
E (i d,y:4) | "Eciad:d.ey:d E(Z:d,y:d)/X

(a.1)

)(-x’:d.y:d)
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Por la completitud de A para primer orden, basta con demostrar:

2 3
o “E(x:diyid) = SEga2 4 evid E(2:d,y:d)ox) X Yid)

es decir

> >
(@ 1) by Egradid. ey:d E(Rid,y:a)/x) X diyid) = E (d.y:d)

Sean un contexto A y una valoraclién § sobre M fijadas. Consideremos T, Y y
2, definldas como en la demostracién de la correccién. Para que (a.l) sea
clerta en M bajo 4,38 es suficiente que

(a.2) T(2)e2Z ’

Ademads en este caso se da la igualdad. En efecto:

Como E es Er' sabemos que Zs(pX,G)m(A.'S) (recordar la traduccién para
definir la semantica en la secclén 2), es decir, 2=Y. Por el teorema 10, Y
es el menor punto fijo definible de T, y por tanto se verifica T(Y)=Y, es
decir (a.2). Inspeccionando la demostracién del lema 9, podemos ver que la
formalizacién de esta argumentacién usa los axlomas unit y conc, ademis de
la aritmética de Presburger.

(b) Usamos la regla () de forma que como E’ (k:n,gzd.y:d) tomamos la
férmula BEr(k:n.i':d.y:d). cfr. seccién 2. Con esto la demostracién formal

de (b) puede construirse como sigue:

E (R:d,y:d) |} F(X:d)ay:d
| — «h

|
E (%4d,y:d) } 3k:n E’ (kin,%n,y:n)
(sP) Er(i’zd.y:d). E' (k:n,¥:d,y:d)
I G[AR: d. cy:d 31:n(l:n<k:n A E’ (l:n,g:d,y:d))/x](;:d)sy:d
|

Er(i':d,y:d). E'(k:n,%:d,y:d)

N
F EG[A;:’:d. cy:d 3l:n(l:n<k:n A E’ (l:n,i’:d,y:d))/x](x:d'y‘d)
(b.1)
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Por la completitud de A para primer orden, basta con demostrar:

(b.1) F, E'(kin,%:d,y:d) —
E. .2 , > ('x):d.y:d)
G[Ax:d.ey:d 3l:n(l:n<k:n A E'(1:n,x:d,y:d))}/X]
Sean un contexto A y una valoracién 3 sobre M fijadas. Consideremos T, Y y
Z (para todo numero interno k), definidas como en la demostracién de la

k
correccién. Para que (b.1) sea clerta en M bajo 4,3 es suficlente que:

(b.2) ch'r({-ikzl) para todo numero internc k, donde 1, < tlenen también

significado interno
Ademds en este caso se da la igualdad. En efecto:

Como E' es BE?' el grafo de cada Zk consiste exactamente de aquellas tuplas
<, y> las cuales tienen una T-derivacién interna de longitud k+l1 (recordar
la construccién de BEF). Luego por definicién de T-derivaclién interna se

verifica que 2°- T(4), Hka Zk (puesto que una derivacién que produce

<§. y> se convierte en otra de mayt:r longitud que también produce <;(’. y>, sin
mds que repetir alguno de sus elementos en el mismo lugar donde aparecen) y
que T(Zk-l) = Zk. Luego se verifica (b.2). La formalizacién de esta
argumentaclén wusa la estructura légica de BEF. y la aritmética de

Presburger. ™

1S- EJEMPLO

Cerramos esta seccién con un ejemplo muy sencillo que 1ilustra el
razonamiento formal en este calculo. Supongamos que I incluye dos
constantes cero y uno y un simbolo de funcién binaria sum. Sea D una
E-estructura de un género de dominio N y donde cero, uno, y sum se
interpretan de forma natural. Consideremos el conjunto ¢ de Z-férmulas de

primer orden extendido vdlidas en D, y la expresién funcional

ZERQO = uX.Ax:d (x:d = cero — cero v

4 x:d = cero — X{(dif(x:d,uno)))
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Veamos que 0]—: ZERO(x: d)3acero

Obsérvese que este teorema trivial no es demostrable ni en LRF ni en NLRF.
La idea es especificar mediante una férmula de primer orden extendldo, el
grafo de Zero. Evidentemente, un par <x,y>€grafo(Zero) si y=0 y x puede
generarse a partir de las constantes 0 y 1 y la funcién + de la estructura

pseudoaritmética mn.

Para obtener un Arbol de derivacién para 0|»A 2ero(x:d)acero, usaremos la

regla (") de forma que

E'(k:n,x:d,y:d) = eq(k:n,x:d) A y:d = cero

siendo
eq(k:n,x:d) = 3u:s(u:8(0:n] = cero A u:s(k:n] = x:d A
vl:n(l:n<k:n — u:s(l:n + 1] = sum(u:s{1l:n],uno0)))
G = Ax:d. (x:d=cero + cero v
~x:d = cero — X(dif(x:d, uno)))
G{Ax:d.ey:d 31:n (l:n<k:n A E'(1l:n,x:d,y:d))/X] =

Ax:d. (x:d=cero 3 cero v -~x:d=cero 3

(Ax:d. ey:d 31:n l:n<k:n A E’°(1l:n,x:d,y:d))(dif(x:d,uno)))
} Glax:d.ey:d 31:n (l:n<k:n A E'(1l:n,x:d,y:d))/X](x:d)3y:d <>
(x=cero A y=cero) v (-=x=cero A y=cero A gr(k:n,dif(x:d,uno)))
con
gr(k:n,x:d) = 31:n l:n<k:n A eq(k:n,x:d).

Por tanto:
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® } Zero(x:d)acero
| — )

@ } 3k:nE’ (k:n,x:d, cero)

@ | 3k:n eq(k:n,x:d,cero)
(5.1) ¢, E'(k:n,x:d,y:d)

H(x: d=ceroay:d=cero)v(~x: d=ceroAy: dsceroagr (k: n, dif (x:d, uno)))

¢, E'(k:n,x:d,y:d), (-x:d=cerov-y:d=cero)
b (~x:d=ceroay:d=ceroagr(k:n,dif(x:d,uno)))

E’ (k:n,x:d,y:d), -y:d=cero | gr(k:n,dif(x:d,uno))
({2 8]

@, E'(k:n,x:d,y:d), =x:d=cero } gr(k,dif(x:d,uno))

¢, E'(k:n,x:d,y:d), -x:d=cero } eq(k:n-1,dif(x:d,uno))

(b.3)

Razonemos que:
(b.1) & PA 3k:n eq(k:n,x:d,y:d)
(b.3) & I'A (E'(k:n,x:d,y:d) A -x:d=cero — eq(k:n-1,dif(x:d,uno)))

(b.1) Basta con tomar k=xeN y u=<0,1,...,x-1,x>.
(b.3) Basta con tomar u tal que uc= concat(u, <x>), siendo u la secuencia

que existe para eq(k:n,x:d), segun E’(k:n,x:d,y:d). =
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4.~ APLICACION: COMPLETITUD DEL CALCULO ARITMETICO

Como se ha dicho en el capitulo 1, una caracteristica muy atractiva del
estudio no estandar de las légicas de programas es que sirve de herramienta
para probar resultados estdndar. En esta ultima seccién presentamos una
aplicacién de este tipo, mediante una técnica de traduccién, podemos
demostrar la completitud aritmética del cidlculo a dado para LRF en la
seccién 3.2 a partir del cdlculo estructurado de la seccién anterior. Esta
técnica puede aplicarse para otros cdlculos, como el aritmético para DL
citado en el capftulo 1 (efr. Harel (Har 79]).

En primer lugar, como los simbolos usados para el género n en las
estructuras pseudoaritméticas colnciden con los exigidos para las

estructuras aritméticas, modificamos estos s{mbolos para que no colapsen.

1- NOTACION

El concepto de Z-estructura arltmética se introdujo en la definicién 1
de la seccién 3.2. En particular £ tiene que contener dos simbolos de
constantes para el cero y el uno, dos simbolos de funcién binarias para la
suma y el acceso a componentes de secuencias y un si{mbolo de predicado para
distinguir a los numeros naturales. Para no confundir estos simbolos con
sus andlogos en estructuras pseudoaritméticas, los denotaremos en esta

seccién por: Od, ld, #d, comp, y natd. -

Ahora no debe confundirse el concepto de estructura aritmética con el

de estructura aritmética heterogénea de la definicién 2 de la seccién 1.

Una Z-estructura aritmética puede verse como una zpa-estructura de tres

géneros:

16S



2- DEFINICION

Sea D una Z-estructura aritmética. La vista de tres géneros de D es la
Z__-estructura
Pa

ar

mg" = <1, 9,D, comme >

ar
donde 7N es estandar, S=D, y comme (L,u) = compg(l.u) para cualquier 1ieN,
ueS. Obsérvese que los datos internos de m;)' son los mismos objetos que las

secuenclas internas, e incluyen a los nimeros naturales. ™

En la seccién 2, remarcamos que la semdntica de NLRFc es esencialmente
equivalente a la de LRFc sobre estructuras aritméticas heterogéneas.
Necesitamos una versién precisa de un resultado similar para estructuras
aritméticas. Para este propésito, definimos las traducclones sintédcticas
del lenguaje de LRF al de NLRF y viceversa.

3- DEFINICION

Sea I una signatura aritmética. Tenemos que definir las traducciones
sinticticas por recursién simultidnea sobre férmulas, expresiones vy
expresiones funcionales como sigue:

(a) Iraducci .)%7 desd
(a.1) w"enn‘oa: para toda peFFOR;
ar ar ar
(::4 ! M) = (:;«" - )M")
p(M,... .M PIM ... M
(Mat)™ = (M5t%")
(w)ll‘ = - POK‘
(M)lt‘ = (wll‘v wﬂf‘)
(3xp) ™" = 3x:d "
(a.2) M"eND(Pz para toda MeEXPz
ar
x = x:d
FM,...,M)% = F"(M, ... M)
1 n 1 n
M uN)*° = (M u N*)
(p - M)* = (p" — M)
(ex 9)** = ex:d ¢*"
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(a.3) F'reNFEXPén) para toda FeFEXPé")

ar

£ = f
xar = x
(Ax ...x .M)* = ax :d...x :d. M
1 n 1 n
(uX.G)*" = ux.G*"
(b) Traduccién (.)° desde ALRF a LRF

Suponemos fijada una traduccién de variables una a una
(.)% :VAR UVAR UVAR_—VAR,

n d s

La traduccién de los tpa-términos de género s se define por:

(x:s)d : definida por la traduccién de variables fi jada

La traduccién de los Zpa-termlrios de género n se define por:

(x:n)? : definida por la traduccién de variables fijada
d

Od = Od
1 = 1d
(ot )% = e+t
(b.1) ¢ tsFl-'ORz para toda ¢eNFFORy
(¢=t )" = (] = t3)
p(Ml.....Hn)d = p(H:,...,M:)
(Ma1)? = (M%tY)
(~ ¢)° = a9
o v )t = (¢* v ¢
(3x:n 9)® = 3x:n)? (nat(x:n)? A ¢%)
(3x:d <p)° = 3(x:d)? <pd
(3x:s 9)° = 3(x:9)° ¢
(b.2) MdED(Pz para toda MeNEXP.
{(x:n)? : definida por la traduccién de variables f1 jada
FM, ... M)" = FlOd, L M)
My N? AR
(p = M)¢ = (p* - MY
(ex:d gp)d = e(x:d)® wd
(b.3) F'FEXP" para toda FeNF‘EXPé"’
comp = comp,
£ = f para f* comp
x¢ = X
[Ax‘:d. . .xn:d. M = A(xl:d)d. .. (xn:d)d.ud
(px.G)* = ux.¢*
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El significado de la traduccién se explica en el sigulente resultado.

4- LEMA (Lema de Traduccién)
Para una I-estructura aritmética D, m;)' es admisible. Ademas:

(a) Para un contexto A y una valoracién & sobre D, existen sus

correspondientes 4°7, 3" sobre m,‘)' tal que:

(a.1) Para peFFORy: D} 9(8,8) sii MY" } o™ (8™, 8")

(a.2) Para MeEXPy: w28, 8) = (M) i) a*,3*)
ar m )

(a.3) Para FerEXP;": .8 = 7T
(b) Para un contexto 4 y una valoracién & sobre sn;". existen sus

correspondientes 8%, 5 sobre D tal que:

(b.1) Para qpsNFFOFLE m b ¢(a,3) sit D} ¢ 4(ad, 5%)

(b.2) Para MeNEXPy: W1 (8,8 = (%, 5%)

(v.3) Para FeNFEXPL™: M (a8 = (7)2a?, 8%

(c) ()¢ se comporta como la inversa de (.)°". Mais exactamente:

it
b

(c.1) Para peFFOR:  (¢™")°
(c.2) Para MeEXPz M) = M

(c.3) Para FeFB(P;:"’ (F) = F

supuesto que se toma una traduccién adecuada de variables (que depende de

¢, M o F, respectivamente).

Demostracién

Sea D aritmética. Entonces m;)' es admisible, porque los numeros
internos de m;," son los estandar, y las secuencias internas de m;)" se

comportan como los cddigos de las secuencias flnitas estandar.
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para (a), es suficlente tomar A% =A y & (x:d)=3(x) para toda xeVAR.

Entonces, (a.1) -~ (a.3) puede comprobarse mediante wna induccién trivial.

Para (b), la argumentacién es simlilar, pero tomando a%=a y
6‘((x:o‘)d)=8(x:¢r) para toda x:veVARn V] W\Rd V] VARS.

Finalmente, para (c) es suficiente escoger una traduccién de variables
con la propiedad de que (x:d)‘sx para toda variable x que aparezca en ¢, M
o F, respectivamente. Obsérvese que solo hay un nimero finito de estas
variables. n

El sigulente lema técnico es necesario para la demostracién de
la completitud aritmética del teorema 6.

S5- LEMA

Sea t un tpa-térmno de género o y F una Zp -exjpresién funcional de NLRF:
(a) Para todo tpa-térmlno "1 de género o, titt/x:cld = t:[t‘/(x:d)d]

(b) Para toda Zpa-férmula. Zpavexpresién o tpa-exprresién funclional 6,

elt/x:e1? = 8 [t/ (x: )%
efF/x1* = 8*(F¥/x]

Demostracién
(a) Para cada género ¢, por induccién sobre los: términos.

(b) Por 1induccién simultdnea sobre las fcérmulas, expresiones vy

expresiones funclionales.

Veamos el caso (3x:n ¢)[t/y:n] para x=y:
(3x:n 9))[1:/y:n]d = por definicién
3x:n ¢[t/y:n]d = por hipétesis de induccién
3(x:n)? (nat((x:n)%) A ¢‘[td/(y:n)°1) = por definiciién
3(x:n)? (nat((x:n)?) A p‘)(td/(y:n)dl = por definiciién
(3x:n w)d(td/(y:n)d] como se queria demostrar.
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Ahora estamos en posicién de demostrar el resultado principal de esta
seccion.

6~ TEOREMA (Correccidn y Completitud Aritmética)

El cdlculo a de la seccién 3.2 es aritméticamente correcto y completo
para la légica estadndar LRFc. Es decir: para una I-estrucutra aritmética D
y una férmula de LRFc ¢eFFORz. se verifica

Dby <= ETh(D)}:w

Demostracion

Fljemos una estructura aritmétlca D.

(a) Correccién: Eth(}))}z 9 => Dy

Ya demostrado en la seccién 3.2.

(b) Completitud: Dl => Eth(D) | ¢

ar

Supongamos que D|- ®. Por el lema 4, sabemos que mD es admisible y que
m;'[- v". Por el lema de traduccién, (w")d = 9. Consideremos la teorfa de
primer orden extendida de m;)' en el lenguaje de tres géneros de LRFc que
es:

ar ar
ETh(iIlD ) = { EeEFORzP. / mD FE}

Puesto que la semantica de ALRF se ha definido a traves de una traduccién
sintictica al lenguaje de primer orden extendido (cfr. definicién 3 de la
seccién 2), STIS']- " implica que ¢*" es consecuencia légica de la teorfa de
primer orden extendido de m;)’ en ALRF: ETh(m;)r)f-A ¢°" y por tanto de su
clerre universal, nh(ms')"h ¢°". Entonces, por el teorema de completitud
admisible, sabemos que m(ms')v}x ¢°". Ahora, puede verse que )¢
traducida esta deduccién formal a otra deduccién formal que prueba E.'I'h(D)I—-&-
(¢*")® = 9. Mis precisamente demostramos para toda secuencia Tle en la que

no aparecen variables libres de género n:
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(*) si Tjp tlene un drbol de deduccién H en A “adecuado”, entonces
Fd}«pd tiene un arbol de deduccién a en a, donde = { wd / yel '}

Donde por un 4arbol “adecuado” # para una secuencia I'|-¢ sin variables

libres de género n, entendemos que cada vez que se aplica en & la regla:

I | elt/x:n]
(3-C} ————————— obsérvese que solo se refiere a variables de género n
r } 3x:np
el término t (de género n) es cerrado y los simbolos por los que puede
estar formado son: +, 0, 1 y las constantes de Cn (constantes nuevas de

género n) que aparecen en I' } 3x:ng.

Una vez demostrado esto, podemos razonar como sigue:
m(mx‘)")"}x ¢*", implica por definicién que [jp"" tiene un 4&rbol & de
deduccién en A, para r:s:rh(m;)")v

libres de género n (en ' no aparecen variables libres, y en #" no aparecen

finito. En T}p"" no aparecen varlables

variables de género n), y podemos suponer sin pérdida de generaiidad que
este Arbol de deduccién es "adecuado”. Luego l‘d}-(w")‘-q; tiene un &rbol de
deduccién ﬂ. en a, para r‘;m(») finito por el ‘lema de traduccién, como

querliamos demostrar.

Veamos la demostracién de (®). Por induccién sobre la profundidad N del
arbol #. Puesto que los axiomas y reglas de ambos célculos tlene los mismos
nombres, usamos subindices para diferenclarlos.

N=0: Distingulimos cada axioma de A.

(Si")A The por que gel. Entonces goderd y l'd}-wd es un axioma de a(D).

(ID)A I} t=t. Entonces l‘d}- t*=t® es un axioma de a(D).

(1‘!‘A)A T, fflp. Entonces l"d. ft‘]-<pd es un axioma de a(9).

Obsérvese que estamos usando el mismo simbolo para denotar a las

férmulas 3x:0(=~ x:0=x:0) y 3x(~ x=x) en NLRF y LRF respectivamente.

(Ax)A T}Ax siendo AxeAg un axioma de admisibilidad. Entonces F‘]-A.xa es

un axioma de a(D).
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N>0: La raiz de @ tlene uno o dos subadrboles Hi, dependiendo de la regla
que se haya aplicado, de profurdi®ad menor que N, #Hi es arbol de deduccién
en A para su raiz l‘\}-m y existe una regla en el cdlculo A de forma que
l"ho es la conclusién y I‘t}w las premisas de la regla.. En l‘t]—vl no
aparecen variables libres de género n y #i es “adecuado”, ya que en l'}v no
aparecen variables libres de género n y # es adecuado. Luego por hipétesis
de induccién, existe E: arbol de deduccién en a para r?w?.

Tenemos que considerar cada regla separadamente, pero agruparemos
aquellas para las que el razonamiento sea andlogo.

(1) Reglas de primer orden para el cuantiflcador 3.

T, plesx:n} } ¢

(B-A)A (c nueva) en el caso en que x sea de género n.
r, 3x:np | ¢ i

Por el lema 5: I“’.cn[t:/x:n]"]»dlvd = rd.qu[cd/(x:n)dlwd.
por definicidén: re, (3::::1&)"}-1{4d =1, 3(x:n)%nat ((x:n)?) A wd)l-\bd.
Entonces, aplicando la regla (3-A)a:

rt, 3tx:n)*(nat((x:n)%) A ")
ré, nat(c) A ¢*1c/(x:m) %1 p*

|
., nat(c%), wd[cd/(x:n)dllﬂﬁd

hipétesis de induccién

Obsérvese que cada vez que se aflade una nueva constante de género n en H,

en ﬂ. queda constancia de que esta constante es natural.
I} plt/x:n)

(3-C)A b en el caso en que x es una variable de género n.
'} o3x:np
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Por el lema S: Fdf-w(t/x:nld = rdwd[td/(x:n)d].
Por definicién: r"]» (3x:ng)? = I'dl» 3(x:n)*(nat ((x:n)%) A o).

Entonces, aplicando la regla (3-Cla:

l“]— 3(x:n)%(nat ((x:n)?) A o%)
l
l“[- nat(t*) a ¢*[t%/(x:n)%]

rnat(th) MRt/ (x:n)?]

| hipétesis de induecién
I} xonat(t) -
Em(D)

slendo x = /\ nat(c), para toda c que aparece en ¢ y r’ = \{nat(c)/c que
aparece en t%)}. Obsérvese que podemos asegurar que nat(c)er® para toda ¢
que aparece en td. por que hemos exigido que t sea un término “adecuado”,

segun el concepto de 4rbol de deduccién adecuado.
(2) Reglas de primer orden en A salvo las del cuantificador 3.
Cada regla (. )A se adecua directamente a su correspondiente regla (.)a.

Por ejemplo:
Tleit/x:al

(S’JS)A
Lt=t' lplt'/x:c]

Por el lema 5: IMlplt/x:c]® = M1ty (x:0)9).
Por definicién: [P, (t=t' ) jolt' /x:c]® = 14 t9=t ‘Rt (t Y/ (x: )],
Entonces, aplicando la regla (SUS)a:

ré, =ttt Y (x: 0)?)
|
'l 1t/ (x: o))

hipétesis do induccién
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(3) Reglas para (3), (PD), (u), (3), (g), (AP) y (X) en A.

Cada regla (')A se adecua directamente a su correspondiente regla (. )a.

(4) Reglas para el operador pu.
(I.)A Por el lema S:

' -E@ 0 = T y
e, (GIEAX] (R d)ay: ) JEY (R, y) = 9, GUEY/X] (:d)sy: d}EY (R, y).

Por definicién:

4

rHax.6) (Det)? = r} (ux. 6% (Tt

Entonces, aplicando la regla (1")a:

rh ~(ux. 6% ()at!
| |
ré, GUEY/X] (R:d)ay: d}EN (R, y) [ B S E A

hipétesis de inducclén

(C.)A Por el lema S:

rp3k:nE’ (k, 2,00 = rp30k:n) (nat ((kin)®) A E0C(k:n) 4, B4 t%)) y
rE (k, 2, £)*HGI31<kE’ (1)/X) (R)3y)? = 1, E (k. R, y) |6 [31<kE’ *(1)/X] (R)oy.

Por definicién:
rHEx.0) )st)* = '} (x.6") (st

Entonces, aplicando la regla (ca:
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b (ux.c*) ()st?

|
rf, B4k, 2 y) 16 31<kE" C(1)/X) (R)3y
r*p3tk:n)* (nat ((k:n)®) A E*%((x:n)?, 2%, t%))

hipétesis de inducclén

Ahora, en (C')n aparece explicitamente nat((k:n)d). -

Obsérvese que la completitud admisible es un concepto mids general que
la aritmética, al que se puede acceder mediante la semintica no estindar de
programas. De hecho, la completitud aritmética caracteriza la vallidez en
una estructura aritmética fija D en términos de probabilidad formal. Y la
completitud admisible caracterliza la validez en una teoria de ALRF ¢ fija
en términos de probabilidad formal. Por lo que la completitud aritmética es
un caso particular de la completitud admisible, cuando ¢ se toma como
ETh(D).

Por Gltimo, remarcar que el teorema 6 puede ser ficilmente adaptado a
QDL y a otras légicas de programas. Para QDL, esta afirmacién estd
implicita en la inclusién en LRF, discutida en la seccién 2.4.
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CONCLUSIONES



Hemos presentado una légica 'para programas funcionales, que reune
conceptos fundamentales como u-recursién, A-abstraccién, no determinismo, ¥y
funciones predefinidas, y hemos estudlado las vertientes estidndar y no
estandar.

Hemos demostrado que el sistema estindar LRF puede verse como un
fragmento de Lulu. bastante expresivo. En concreto, en este trabajo se
expresan en LRF el u-cilculo proposicional de Kozen y la légica dindmica de
primer orden para programas regulares de Harel. ’

Adenmig, LRF admite un cdlculo infinitario correcto y completo, del que
se obtiene como corolario el teorema de Liwenheim-Skolem y que el problema
de validez para LRF es l'l:—conpleto. También admite un cdlculo finitario
orientado a la sintaxis, aritméticamente correcto y completo. Basado en la
capacidad de expresién de las estructuras aritméticas, en las que es
posible definir, mediante una férmula de primer orden, el menor punto fijo

de un operador continuo.

En la vertlente no estidndar, hemos presentado una primera légica base
NLRF, que se comporta como una légica de primer orden, y que es un marco
muy apropiado para el estudio no estindar de 16gicas de programas.
Trabajando en este marco, hemos desarrollado una légica “"admisible” ALRF
mis restrictiva, que excluye muchos de los modelos “"arbitrarios® de NLRF

pero mantiene el comportamiento de primer orden.

Para ALRF, hemos obtenido la caracterizacién semidntica del menor punto
fijo definible, que buscabamos al restringlr NLRF. Y ademis, también hemos
obtenido un célculo orientado a la sintaxis correcto y completo para ALRF.
Finalmente, hemos comprobado mediante ejemplos, que en ALRF se pueden
demostrar terminacién de programas y hemos demostrado que las derivaciones
del cdlculo para ALRF pueden traducirse a derivaciones del cailculo
aritmético para LRF.
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Nuestro objetivo principal en este trabajo ha sido proveer de un marco
adecuado para légicas de programas funcionales y clarificar la relacién
entre los enfoques estindar y no estindar. Actualmente, tenemos en mente
algunas posibles lineas de continuacién, para futuros trabajos. Por un
lado, investigar mas detalladamente la capacidad de expresién de LRF,
intentando determinar que légicas de programas conocidas pueden expresarse
adecuadamente en LRF. Por otro lado, podia ser interesante extender LRF con
mds conceptos fundamentales para la programacién funclonal, como inclulr
tipos y funciones de orden superior. Finalmente, en otra direccién, NLRF y
ALRF podfan enriquecerse con constructores adecuados para describir
diferentes conceptos de terminacién e lmparcialidad; cfr. (Har 79 y 84].
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