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INTRODUCCION

A lo largo de la presente memoria se estudia la existen-
eta, unicidad y propiedades de las soluciones de las ecuaciones

semilineales en derivadas parciales de los tipos siguientes:

1. Problema (P):

Estudiar en R, N >1 el problema semilineal eliptico

(p) = (PBf) ~Au + B(u) > f

. " 2
en que R es un grafo maximal mondtono de R tal que
0 € B(0) -por ejemplo, una funcidn mondtona creciente

B : R— IR tal que g(0) = 0- y f e Ll(RN).

2. Problema (E):

Dado QN, el toro N-dimensional, estudiar el problema

de primer orden

N
(E) = (E,.) } o oa, + B(u) > f

Rf

en que f e LI(QN), o mds en general f € Lp(QN), 1 <p < w,
2

B es un grafo maximal mondtono de IR y o oa;, i=1,...N, son
constantes reales,
1. El problema (P) ha sido extensamente estudiado durante los

ultimos avios asi como el problema de evolucidn asociado

U
(Pev) ﬁ -4 B(u) ] f



Los problemas (P), (Pev) rigen diversos fendmenos fisi
cos como filtracidn de liquidos y gases en medios porosos, ter-
moconduceidn con coeficiente de conductividad dependiente de la
temperatura, problemas de elastiecidad via Calculo de Variaciones
como ecuaciones de Euler asociadas a la minimizacibén de ciertos
funcionales convexos (cf. Dfaz |23]|, |24 para referencia deta

llada).

En un dominto Q < ’Y acotado, el problema de existen
cta y unicidad de soluciones de (P) para f € LJ(Q) es resuel-
to por Brézis y Strauss |18] con diversas condiciones de con-

torno. Trabajos similares se deben a Konishi |31|, Crandall

20|, Browder |19| y da Prato |22|. Trabajos pioneros son de-
bidos a Viéik  (cf. la exposicidén de Oleinik |uo|) yLeray-Lions
|36 .

En | 9| Bénilan, Brézis y Crandall estudian (P) en todo

rY para f € LZLBN) obteniendo existencia de soluciones (en

1

ZOCLEN)) y caracterizando la posible unicidad, resultados que

L
cittamos en §0.2 y serdn punto de referencia capital de esta me

moria.

Por iltimo en |7 | Bénilan generaliza los resultados de
|9 | al caso en que f 6 M(EY), i.e. es una medida de Radén
acotada en .EN, siempre que N > 3. Este resultado ee utiliza
do luego por Bénilan y Brézis |8 | para el estudio de la ecua-

cién de Thomas-Fermi en el caso de cargas localizadas, tanto en

el caso relativista como en el no relativista.



En cuanto a la existencia de soluciones de soporte compac
to Brézis en |13|, |1u| establece este tipo de soluciones para
(P) en un abierto Q de rY para datos de soporte compacto
y 0 6 Int B(0), en particular. En | 9| Bénilan, Brézis y Cran
dall establecen que la propiedad necesaria y suficiente para que
exista para toda f ¢ LéﬁmN), funcidén integrable de soporte
compacto, una solucidn u € Li(ﬂﬂg de (PBf)’ stendo B

un g.m.m. tal que 0 €& B(0) es la siguiente

[1 _d__S__ < oo
-1 V¢ (s)

donde o(s) = Iss(r)dr.
2)

Esta condicidn es utilizada por I. Dfiaz |23| para obtener
soluciones de soporte compacto para (PBf) en abiertos no aco
tados Qc:ﬂ?N para datos de soporte compacto con condiciones
de Dirichlet o Neumann, proporcionando este método un procedimien
to de obtencidn de soluciones en abiertos no acotados de R".

En |7 | Bénilan completa estos resultados estudiando el
comportamiento en el infinito de las soluciones de (P) para
¥V > 3: bajo la restriccién de que f este acotada por una fun
cidén radial en un entorno del infinito se demuestra que la solu

eién u de (P) converge untiformemente a cero en el infinito.

Nuestro trabajo sobre la ecuacién (P) abarca los capti

tulos I, II y III.

En el Capitulo O dedicamos una seccidén a fijar los concep

tos y resultados fundamentales a que recurriremos a lo largo de



la memoria. En una segunda seccidn citamos los teoremas funda
mentales de 18], |9l, | 7] y |23] que sirven de base inme-

diata a nuestro trabajo.

En el capitulo I extendemos los resultados de Bénilan

sobre existencia de soluciones para (PBf) cuando f es
una medida acotada a las dimensiones N=2, 1. Asi para N=2 el

Teorema I.1 caracteriza la posible unicidad, el Teorema I.2

la comparacién de soluciones y el Teorema 1.3 establece la exis

1,1
loc

tencia de soluciones u € W ng) tales que |grd u| € MBGPZ),
Au € MLE2) para (PBf), f cualquier medida acotada si y so

lo st B cumple la condicidn
(C,)  D(B) = R [ (B(r) - 8(-r)]e " dr < =, %a>0
0

La dificultad para probar la existencia de soluciones radica en
el distinto comportamiento para N > 3 y N=1,2 de las solucio
nes fundamentales EN(x) del operador =-A, lo cual ya provoca
para f € ! un estudio separado (ver BBC | 9 |). ELl dtil fun
damental introducido por nosotros es un resultado de John y Ni-
renberg (cf. Lema I.3). Asi evitamos el recurso explicito a las

funciones B.M.0. (recordemos que E,(z) = é% lg TéT ¢ B.M.0(R%)

El caso N=1 (Teoremas I.b, II.b, III.b) es paralelo y
esencialmente mds fdeil, obteniendose un resultado interesante

(Teorema III.b).

En el Capitulo II resolvemos para N=2 el problema de sa

ber st las soluciones de (PBf), f € Mﬁmg) convergen a cero
en el infinito: si |f| estd acotada en un entorno el infinito

por una medida radiZal g y si B es un g.m.m. tal que



0 =81c0), Be(c,) tlasolucion u de (Pgs) obtenida en

§1 converge uniformemente a cero en el infinito. Caso de que
8—1(0) = [a,b] # {0} solo podemos afirmar que

lim sup u < b, lim inf u > a

. . . a
-La demostracidén se realiza en una 1= parte para el caso

radial (Teorema II.1, Prop. II.2) y luego en la 24 parte para

el general (Teorema II.2) con la ayuda del importante lema téc

ntco A.2 (Apéndice). En el apartado II.3 se precisa el alcan
ce de los resultados anteriores mediante ejemplos y contraejem-
plos. En 8III.4 se estudia la velocidad de convergencia de
las soluciones cuando |x| » » en funcidén del comportamiento

de B y f (Props. II.5, II.6) y en §ITI.5 el caso en que

f 6 M(JRZ) es de soporte compacto (Prop. II.7), generalizando

en particular la condicién de BBC | 9| sobre B para la exis-

tencia de soluciones de soporte compacto (Prop. II.7.ad)).

En la 3% parte se estudia el caso N=1 esencialmente mds

fdeil, obteniendo resultados andlogos.

El Capftulo III reune algunos otros resultados de exis-

. \ . 2 N
tencta de soluciones para la ecuacidén (P) en IR .

En la 1% parte tratamos el caso de funciones f acotadas

en el infinito. En el Teorema III.1 obtenemos soluciones

u € LmLBN) para determinadas f acotadas en el infinito y es

tablecemos una acotacidn de lae goluciones (ef. (11) y (12) del

¢ 1r1r1.1 y Corolario III.1) que noe permite poruna téenica de do-~

ble paso al limite que introducimos nosotros - obtener en el

Teorema III.2 soluciones en L°(Q) de (P_,.) para funciones f

BS




no integrables, soluciones que denominamos "sup-inf" e "inf-

-gup', para las que elaboramos resultados de comparacibén y unt

eidad similares al §8I (Props III.1, III.2). Finalmente el

Teorema III.3 establece para N > 2 la acotacidén en un entorno

del infinito de las soluciones de (PBf) cuando f € LZLRN)
estd suficientemente acotada en un entorno del infinito, condi-

ciones mds débiles que en el Teorema III.I1.

En la 2% parte utilizando un método de paso al limite do
ble como en el Teorema III.2 establecemos existencia de solucio
nes para ciertas [ medidas de Radén no acotadas, siempre que
0 & g(0) = [y—,y+] #Z {0} y f esté '"casi comprendida” en

B(0) cuando |x| + = (Teorema III.4), obteniendose resulta

dos de comparacidén y unicidad de las soluciones resultantes

(Prop. III.3).

2. La ecuacidén (E,,) ha sido estudida por Brézis y Niren

BSf
berg |16| en el caso en que f es una funcidn continua. Como
se sefiala en |16| no es posible utilizar aqui en general infor
maciones del tipo de |15| sobre el rango de la suma de dos ope

radores mondtonos en L2(Q):

Int ,R(A + B) = Int 2(RtA) + B(B))

L L
dado que en general si Au = 1 a_ é%i y B(u) = g(u), R(A)
7
+ R(B) tiene interior vacio.

En el capftulo IV estudiamos (EBf)’ para f € LPrqa),
1 < p < w, wutilizando la teoria de operadores acretivos (cf.
Bénilan | 3|, |u ]|, Crandall |21]|) y T-acretivos (ef. Bé

nilan, op. cit., Picard |u1], Lé |35|), demostramos prime



ro (Prop. IV.3) que Ao 8_1 es un operador T-acretivo en

LJ(Q) y a continuacidn §IV.2, deducimos diversos teoremas

de existencia: Teorema 1.1', 1" para f € Lm(Q), Teorema 2

para f é LJ(Q) y Teorema 3 para f € LP(Q), 1<p<ow,

imponiendo sobre B las condiciones respectivamente necesarias.

En §IV.3 estudiamos la unicidad y no unicidad de so
luctones de (E) en el caso en que {ai} es un conjunto de

numeros reales linealmente independientes sobre @ (Prop. IV).

En el Apéndice figuran una serie de resultados de indole
mds téenica sobre convoluciones, desigualdades integrales y otros
tépicoe afines. ELl Apéndice de  BBC | 9| ("what you alwaye wan
ted to know about A_Z in LILEN)'U es prerrequisito a muchos

de estcs resultados y es ampliamente utilizado a lo largo de la

memoric .

Los resultados fundamentales empleados quedan reunidos en
el capitulc 0. En los restantes capitulos los resultados eitados
figuran notados con letras mayidsculas (Teorema A) o en la nota
eién original en cita entrecomillada (Theorem 6.5, BBC | 9 |:...).
Los demds resultados figuran numerados por capftulos. Los capitu
loe ge dividen en partes y secciones. La numeracién de las férmu
las se realiza en general por partes de capitulo y dentro de la
misma parte se prescinde del prefijo de la parte. El final de de

moatracidén o enunciado en su caso se nota con una estrella (*).

El articulo de Bénilan, Brézis, Crandall, abreviado en ge
neral BBC | 9| es prerrequisito obligado para loa captitulos I,

II, IIT y el Apéndice.



CAPITULO O

PRELTIMINARES



0.1: Notaciones y Resultados generales

0.1.1: En esta seccidn fijaremos las notaciones que se emplearin
a lo largo del trabajo y citaremos los resultados fundamentales y
referencias de consulta para los principales espacios funcionales,

de medidas y operadores empleados.

a) En general § serd a lo largo del trabajo un abierto

de RN, no necesariamente acotado, de borde r = aQ. BR(O) =
= {x € RN : |x|< R}, su cierre Eﬁ(o) = {x € RN : |x| < R},

SR = {x € RN : ]x] = R} es la circunferencia de radio R, R>0
centrada en el origen, SR = BBR(O). QR = {x € RN : | x| >R}

designa el exterior de ﬁR(O).

Si P es una cierta propiedad escribiremos abreviadamen
te {x ¢ rY: x ¢ P} cuando el sentido es claro en la forma

[P]. Asi: [Ix]| >Rr], [u>0], etc.

Si Q es un subconjunto medible (Borel) de rN s

ms 0 = J dx es su fledida de Lebesgue.
0

a

N'ce @ significa que Q' < 0 y dist(Q',3Q) > 0.

ctp significa "casi para todo punto" (respecto a la me

dida de Lebesgue si no se indica lo contrario).

Si m es un entero positivo, c™(Q) son las funciones
de clase m en Q, C(Q) = co(Q), CE(Q) las funciones de cla
se C™ con soporte compacto, D(Q) = C:(Q) las funciones de
clase infinito con soporte compacto, D'(Q) 1las distribuciones
CT(Q) designa las funciones de clase c™ que tienden uniforme

mente a cero en el infinito.



supp(f) = {x ¢ Q : f(x) # 0}Q es el soporte de

b) Espacios LP(Q), 1 <p < o. (cf. Rudin [MS], Dun-

ford-Schwartz [26]). Para 1 < p < o designamos mediante
LP(Q) el espacio de las (clases de) funciones u : @ — R,
Q ¢ RN, medibles y p-integrables respecto a la medida de Lebes

gue dx con la norma
)l = [ lu(x)[P.dx < =
Py

Para la norma ||.[|p . LP(Q) es un espacio de Banach. LQ(Q)

es un espacio de Hilbert con el producto

<u,v> = I u(x).v(x)dx
Q

si 1<p<o, LP(o) es reflexivo y mds afin, uniformemente con
1
vexo. Si p' = E%T se puede identificar ((LP(Q))' con P ().
Para u: § — R medible definimos
Hull, = sup ess {|u(x)]| : x ¢ Q}

siendo sup ess el supremo esencial que abreviaremos en adelante
sup. L7(Q) se define como el espacio de las (clases de) funcio
nes medibles u: Q —— R tales que Null, < =. L7(Q) es

un espacio de Banach identificable a Li(ﬂ)', dual de Li(Q).

Si 1 <p <o LE(Q) es el espacio de funciones de

LP(Q) con soporte compacto.

b') Compacidad débil en LP(Q) (cf. Friedman [281, Dun-

ford-Schwartz [26]). Si 1<p<o, un subconjunto acotado de

LP(Q) es relativamente débilmente compacto (r.w.c.), dado que



LP(Q) es un espacio de Banach reflexivo. Esta compacidad es en-
tonces equivalente (T2 de Eberlein-Smulian) a la "compacidad se
cuencial d&bil" (s.w.c): de toda sucesidn se puede extraer una
subsucesidén débilmente convergente. Designaremos a veces la topo
logia débil o(LP (), Lp'(Q)) como LP(Q)-w y escribiremos

{un} converge débilmente a u : u —> u.

En L7(R) todo subconjunto acotado es r.w¥.c. y s.w¥®.c.

para la topologia "débil estrella" & w*, O(Lw,Ll). Escribi-

[o o]
mos en este caso u —> u en L (Q)-w#,

En Ll(Q) los subconjuntos rwc & swc para la topolo

" . 1 . .
gia w, es decir og(L ,Lm) vienen caracterizados por el "Teo-

rema de Dunford-Pettis" (cf. Dunford—dewrtz[QG] ] Edwards[Q?]

para () = =)

"Sea (Q,M,u) un espacio de medida. Un subconjunto K

de Li(Q) es 8S.w.c. si y solo si es uniformemente integrable,

es decir:

i) ¥e>o0 §>0 tal que si Ec@ y u(E)<§, ¥f € K
f | £(s)|du < €

E
ii) ac >0 tal que ¥f € K, L)Ifldu < C

iii) ¥e>0 9 un compacto Ec tal que ¥f € K

f 1£]dy < e
Q-E

Si Q es de medida finita, i) es suficiente,



" b le)
b™) Lloc(w), 1 <p < =,

Si Q es un abierto de RN y 1 <p <> se de

fine LEOC(Q) como el espacio de (clases de) funciones medibles

cuya restriccidn a cualquier conjunto compacto, K, de Q per-
tenece a LP(K). LEOC(Q) es un espacio metrizable.
Los criterios de compacidad débil se aplican a LEOC(Q)

para las topologias débiles adecuadas razonando sobre una sucesidn
exhaustiva de compactos, {x 1} de @ (UK = Q). En particu-
lar (cf. Le [35]) es védlido en Lioc(ﬂ) el Teorema de Dunford-

Pettis sustituyendo la uniforme integrabilidad por la "uniforme

integrabilidad local" con la topologia O(Lioc, L:).
DEFINICION: Un subconjunto H ¢ Lioc(ﬂ) es localmente unifor-
memente integrable si y solo si

¥e >0 ¥K compacto ¢ 2 3 8= 8(e,K) tal que

¥f € H y V¥EcK, ms(E) < §, Llfl < £y

c) Espacios de Sobolev (cf. Lions-Magenes [39], Adams [1])

. m .
si m es un entero y 1 <p<w WP (o) representa el espacio

de Sobolev de las (clases de) funciones £ e LP(Q) tales que para

o

todo multiindice a, con lal < m, p*u = §~% e LP(a). w™P(q)
ax’

es un espacio de Banach y para p=2, Wm’Q(Q) = H™(Q) es un espa-

cio de Hilbert. E1l cierre de D(Q) en w"P(Q) 1o notamos
W?’p(Q). Si por ejemplo Q = rY W?’p(ﬁ) = WP, pero la
igualdad no es cierta en general. Se puede definir Ws’p(Q),

Wf’p(Q) para todo s >0, cf. Adams ['1], asi como los espacios

metrizables W' ’P(Q) de forma anfdloga a P ().
loc loc



Utilizaremos en varias ocasiones los "Teoremas de inclu-

sidén de Sobolev" que se pueden ver en Friedman [28], Lions-Ma-

genes [391 y con gran detalle en Adams [j.], cap. V. Citaremos:

"si Q c RN es un dominio que cumple uniformemente
"la propiedad del cono" se tienen las siguientes inclusiones con
tinuas:
A) si mp<N y %?_ % - % , Q> p: W]"'"’,P(Q) < W]’q(Q)
B) si mp=N y ©>q > p : Wit Proy o wis ()
¢) si mp>N WP o) o cles)
siendo C%(Q) = {uec™) :d%ue L) para la| < m} ",
Si § es ademds acotado, el "Teorema de Rellich-Kondra-
chov'" proporciona los casos en que las inclusiones anteriores son

compactas, cf. Adams [J_], cap VI:

"La inclusidn de A) es compacta para 1 < p<
La inclusidén de B) es compacta para 1 < q < =

La inclusidn de C) es compacta.

N

En particular obrenemos la inclusidn compacta Wi;i(RN) *Lioc(m )

N > 1, razonando sobre una sucesidn exhaustiva de compactos.

Ocasionalmente utilizamos también los espacios de trazas
LP(F), WP sobre ' = 39 para la medida superficial 9T.
Solo citaremos que si r es regular se puede definir

1
m-—,7D

vy = WP —— w P (m)

. . . . . m,=
lineal, continua, sobreyectiva que coincide para u € C (Q) con



la restriccién a T, +y(u) = u r

d) Medidas (cf. Dunford-Schwartz [26], Edwards [27])

Aqui Q puede ser un espacio localmente compacto y T2
Co(f) es el conjunto de las funciones continuas de soporte compac
to en 2 dotado de la topologia limite inductivo de {C(K)},
K ¢ @Q compacto; entonceé (Co(Q))' es el conjunto de las medi-

das de Raddn sobre . En particular Lioc(ﬂ) < Co(Q)' median-

te la inclusidn £ —— T, si ¢ € Co(Q) Te(9) = <f,¢> =

- [ o
Q

4

Nos interesaremos por el espacio M(Q) de las medidas
de Raddén acotadas que resulta dual de Cq(Q), espacio de las
funciones continuas que tienden uniformemente a cero "en el in-
finito" (i.e. en el filtro de complementarios de compactos en
Q) (cf. Edwards [27], pg. 280). Por ser dual de un Banach
separable todo subconjunto acotado en M(Q) respecto a su nor
ma || .]| (si p e M), full = fd |u] ) es secuencial-

mente ww®-compacto.

En C,(Q)'" vy por restriccidn en M(Q) se definen los
conceptos de medida positiva, medida negativa, >, <, se pue-

de descomponer una medida en sus partes negativa y positiva

También se puede realizar la descomposicién de una medi
da en sus partes regular y singular respecto a la medida dx
de Lebesgue y aplicar a la parte regular el Teorema de Radon-Ni
kodym. La parte singular estd concentrada en un conjunto de me-

dida de Lebesgue nula.



Los subespacios correspondientes de M(Q) se designaran

por M'(Q), MT(R), M_(Q), M_(2).

Por abuso de notacidn escribiremos para f € C_(Q)' vy

E CQ f(E) = L £ cuando resulte cdmodo.

e) Operadores mondtonos

La referencia obligada para este tema es Brézis ﬁl].

Nosotros fijaremos algunas definiciones, notaciones y resultados:

- Un operador A en un espacio de Banach X es una apli
cacién A+ D(A) —— P(X) donde D(A) C X y P(X) es el

conjunto de las partes de X.

A es pues una aplicacidn multivoca de X en X.

~ Un operador A en un espacio de Hilbert H de producto

<iya> se dice mondtono si se verifica

(M) ¥x,,x, € D(A), ¥y,,y, € H t.q. y; € Ax., i=1,2

<y2—y1, x2-xi> > 0

- Se obtiene entonces la siguiente caracterizacidn: A es
- . . A -1
mondtono si y solo si el operador JA = (I+)A) es una contrac

cidn para ) > 0.

JA se denomina 'resolvente-) de A",

A

- Los operadores de H se ordenan por inclusidn de grafos.
Asi se obtienen operadores maximales mondtonos; son de los operado
res mondtonos los que nos interesan. A Minty se debe. la siguien

te caracterizacidn:



Teorema de Minty: Las siguientes propiedades son equivalentes pa

ra un op. mondtono en un espacio de Hilbert:
i) A es maximal mondtono
ii) R(I+A) = H (R=rango)

iii) ¥A> o0, (I+)\A)—1 es una contraccidn definida en todo H

- Si H=IR, los operadores mondtonos de R se suelen

denominar grafos mondtonos. Asi hablaremos de los grafos maxima-

les mondtonos de R? (g.m.m.) que pasamos a caracterizar:

"gi B es un g.m.m. de RZ, D(B) es un intervalo I
de IR. Sean sus extremos a y b, -®» < a < b < +», Entonces
se puede elegir una funcidn f : I —— R no decreciente de mo
do que

]—w, f(a+)J si r = a, a> -
(d.1) B(r) = § [f(r-), f(r+ )] si a<r<b
[f(b-), w[ si r = b, b < e
Inversamente a partir de una funcidn f:+ I — R creciente
(0.1) proporciona un g.m.m. R™.

- Por Gltimo sea R un grafo de R2 v B_l el grafo
inverso. R es mondtono sii 8_1 lo es. B es g.m.m, sii
B-l lo es. R es una funcidn continua sii B"l es estricta

mente creciente y a la inversa.

Si B es un g.m.m. y r € D(B), denominamos
B+ = sup B(R), B™ = inf B(R) B+(r) = sup {s:s € B(r)},
B (r) = inf {s:s € B(r)}; RBo(r) = s sii s € B(r) vy s

es de valor absoluto minimo.



Si r € R(B), [B—l(r)]+ = sup {s:r € B(s)},
[B—i(r)l— = inf {s:r € B(s)} Ademas ponemos 8—1(0) = ra,b]

y BC0) = [y",¥"]. si o0eB(0), a<o0<b, y <o <~y

I A

f) Operadores acretivos (cf. Bénilan [ 3] R [u ], Cran-

da1l  [21]).

Cuando X es un espacio de Banach no Hilbert carecemos
de la identificacidn natural X' =~ X y el concepto de mondto
no puede traducirse de varias maneras. Una de ellos es el con-

cepto de operador acretivo:

- Un operador de X, A : D(A) X —— P(X), se dice

acretivo si satisface una de las propiedades equivalentes

( 1 } = - -
i) V(xi,yi) € A, 1i=1,2 Y -YosX -%,> > 0
ii) V(xi,yi) € A, i=1,2 w e F(xi—xz) tal que
(a)
‘ Y 7YpeWIge x 20
.o A -1 .
iii) ¥A > 0 JA = (I+AA) es una contraccidn

en i) <.,.>, es el producto semiinterior de Sato; en ii)
F :+ X — P(X") es la aplicacidn de dualidad (cf. referencias).

Sesedyn gy es la dualidad X-X"'.

- E1 concepto de op. maximal mondtono se sustituye por

el de operador m~-acretivo:

Un operador A de X es m-acretivo sii es acretivo y

R(I+A) = X.

Todo operador m-acretivo es maximal acretivo, en general

la inversa no es cierta.



T-acretividad: Un refinamiento que utilizaremos en la T-acretivi
dad introducido en [17] y estudiada por Bénilan [3 1, fu I y
Picard [41]:

Un operador A de LP(Q), 1 < p <» es T-acretivo sii

JA = JA’ A>0 cumple la siguiente "propiedad de T-contraccidn"
(1) [ V(ui,vi) € JA, i=1,2
+ +
MCvy=v ) I, < (T Cag-u) [
Como (T) dimplica que J es univoco podemos escribir la con-

A

dicidn (T) en la forma
+ +
'I(uni_JAUQ) Hp < |l Cuy-u,) ”p
Es claro que
i) A T-acretivo en LP(Q) == A acretivo en LP(Q)

ii) A T-acretivo en LP(Q) = Ji "conserva el orden'"

en LP(Q) en el siguiente sentido:

si uwu. 6 J, f,, 1i=1,2, f, < f ctp = u,; <u

1 - "2 2

R .2 . \ 1
Caracterizacién de operadores acretivos y T-acretivos en L (Q)

(cf. Bénilan [2], L& [3s5])

i) A es acretivo en Ll(Q) sii

V(ui,vi) € A, i=1,2

(d.2) [ |v1—v2| + J signo(ul-uQ).(vi—vz] >0
#u

ul-u u

2 1772
o bien sii
(da.2") o € Lw(Q), a(x) € sign(ul—ug)(x) ctp tal que

I o . (v1—V2) >0

ctp



ii) A es T-acretivo en Ll(Q) sii

. +
- _ - >
(4.3) V(ui,vi), i=1,2 I (v1 v2) + J (v1 V2) >0
u,=u, u,>u,
o bien sii
(d.3') a e L7(Q), al(x) ¢ sign'(u -u,)(x) ctp tal que
f o . (v1—v2) > 0.
Fijemos la notacidn respecto al signo:
1 r>0 1 si r>0
sign(r) = [-1,1] r=0 sign+(r) = [0,1] si r=0
-1 r<0 0 si r<0
sign y sign+ son g.m.m., Utilizaremos secciones de ellos:
1 si r>0
+ 1 si r>0
sign,(r) = 0 si r=0 signg(r) = {
0 si r<o0
-1 si r<0

”»n

Las clases mm’“\(; (cf. Le [35}):

Importantes clases de operadores acretivos son la clase
@
Y1 de operadores m-acretivos en Ll(Q) y acretivos en L (Q)

y “1: de operadores m-acretivos en Li(ﬂ) y T=-acretivos en

Debemos a Bé&nilan la siguiente caracterizacidn:

"Sea A un operador m-acretivo en Ll(ﬂ). Entonces:
i) A el sii V(ui,vi) e A, 1i=1,2 Vp € P,

f p(ul—u2)(v1—v2) > 0
Q

ii) A eMl  sid W(u,,v,) € A, i=1,2 ¥p e P,



\
(@]

(Py,P.: ver 1))

Lz pluj-uy)lvy-vy) i

oo (o] . .
An(L x L ) #9 y si defini

1

Ademés si 1 < g < o, si A

— 1.9 a
mos A = A LTQ) x L (Q)’
q (o 0]

oo

i) implica que Aq es m-acretivo en LA(Q)

ii) implica que Aq es m-acretivo en L%(Q)

Y el mismo resultado es vdlido para el espacio de Orlicz LM(Q)

siendo M una funcidén de Young, M € A, (ver g)).

g) Espacios de Orlicz (cf. Krasnoselskii-RuticHKii (3N],

Kufner r3?])

Definiciones y resultados:

1) Se llama "funcidn de Young" a toda funcidn M: R —s rY

representable como
s
(g.1) M(s) = J p(t)det, ¥s € R
0

t+ + . .
en que p : IR — R es no decreciente, continua por la dere

cha, p(t) > 0 si t>0, p(0) =0 y 1lim p(t) = o,

t>o

2) La funcidn de Young M verifica la "condicidn A2" si

existe k>0 tal que
M(2s) < k.M(s), ¥s 6 R

3) Sea Q un espacio de medida, pu una medida en Q.
Se define la 'clase de Orlicz" CN(Q) como el conjunto de (clases

de) aplicaciones medibles u tales que

(g.2) plusM) = J M(u).dpy < o
Q



4) si M verifica A CM(Q) es un espacio vectorial

2’

y lo designamos LM(Q). En general LM(Q) se define como el es

pacio lineal engendrado por CM.

LM(Q) es un espacio de Banach para la "norma de Luxem-

burg":
(g.3) Hu”M = inf {k>0 : p(% ; M) < 1}
5) (cf. Kufner [33], §3.10). Sean fu}, ueL,(Q):
- Se dice que u_ * u en L,(Q) sii ||un—u||M + 0
- Se dice que u <+ u en M-media sii p(un-u;M) + 0
Ssi M e A2, u *u en LM(Q) equivale a u *u en M-media.

h) Espacios de Marcinkiewicz (cf. BBC [9], Stein-Weiss

(7] )
Siguiendo la presentacidn del Ap&ndice de BBC [g ] defi

nimos, para 1< p < o, ||||p :

Si u es una funcidn medible en RrY y p' = B |

p-1
1
|| ull b ° min {C € [O,m] : L lu(x)|dx < C(ms K) /P', ¥K : ms(K)< o}
M
/ dPrmNy - : N

Entonces se define M'(R )= {u medible en IR :
lull p < =

MP(RY) es un espacio de Banach para la norma ||.|| _.

mP
Detalles sobre los espacios MP(RN) pueden consultarse
en BBC [S?], Apéndice, que nosotros utilizaremos ampliamente, 8
en Stein-Weiss [47] bajo la denominacidn de espacios L(p,=).

Si Q # RN definimos como en Gilbarg-T.[ng el espacio

MP(Q) mediante la norma correspondiente:



. ( N/p'
= min {C ¢ LO,MJ © ju(x)|dx <cR para toda

tull
MP
Q(\BR

bola B, de RN}

se obtienen asi propiedades andlogas, en particular MP < L%oc

para 1 < q < p.

k) Regularizacidn de distribuciones (cf. Friedman [ée],
Gilbarg~Trudinger [29]).
Dada una distribucidn Fep'(Q), @ C RN deseamos
aproximarla por funciones regulares. Para ello recurrimos a la con

volucidn con una "sucesidn regularizante'", a saber, una sucesidn

N .. R

{p,} tal que p_ € Co(R), ii) p_ > 0, iii)  fp, = 1,
iv) py *> 8 en D'(RN), § la masa de Dirac en el origen.

Construiremos {p,} a partir de p = p, cumpliendo
. ] a 9 o [} - i
i) 1i) iii) y poniendo oq = Cn.p(n) con c, >0 constante
de normalizacidn. Suponemos ademis sSupp p c §1(0).

Entonces para toda f e D'(Q), fn =:f*pn o) Cm(RN) y
fn - f en D'(RN).

Si N # RN, para h>0 denotemos

Qp = (x € Q :.dist(x,39)< h}. Entonces para todo f € P'(Q),
£ € c”(gi/ )
Si f e c°(q) vy Q' cc 9, f_ o f uniformemente en Q'.
si fe P (@) (resp. LP(@)), £ e Ly (a,), £ »f
en Lioc (9) (resp. f_ € Lp(Ql/n)’ £ > £ en LP(Q)).
Si fep'(Q), o es un multiinde y n es un entero

o - nOe - o .
D (fn) = D f;.pn (D f)n en Ql/ncc Q. Por tanto si



m’p m’P m’p
few (), £ e (Qi ) y f > f en W (Ql/n)'

/n

Si M es una funcidn de Young perteneciente a la clase
A, y foe LM(Q), £ € LM(Ql/n) y £ = f en LM(Q) (cf.

Kufner [33], §3. 8.1).

1) Otras notaciones:

J, = {j : R » |o,»l, j convexa, s.c.i y j(0) = 0}

[e]

P = {p ¢ cl L°(R) : p es no decrecientel

P, = {peP : p(o) = 0}

P. = {p € P, : p(-r) = -p(r)}

i
L, ser& una funcidn fija de D(RN) tal que 0 < 7 <1,
To(x) =1 si x| < 1, Co(x) = 0 si |x| > 2. Para
n>1 ponemos cn(x) = go(x/n).

Las notaciones o(r), O0(r) son las "oes de Landau" pa

ra la descripcidn del orden de infinitos e infinitésimos.

0.1.2. E1 Toro:

En el Capitulo IV +tendremos ocasidn de considerar como
dominio ¢ = QN el toro N-dimensional, variedad cociente del
espacio RN ante la accidn del grupo (27 Z)N que representa
mos mediante el conijunto [O,?w]N con las correspondientes iden
tificaciones en los bordes:

(x ) a efectos de con-

ERRE
tinuidad.

Ccmo espacio de medida QN serd el subconjunto [0,2ﬂ]N



de RN con la medida dx = dxl,...,de de Lebesgue.

Q] = ms(Q) = (2m)N es el volumen de §. Los espacios LP(Q)

son como en 0.1.1.b).

Sin embargo C(fQ), espacio de funciones continuas en el

toro se identifica a las funciones continuas 27m-periddicas en

cada variable de RN en IR, Del mismo modo se definen Cm(ﬂ),

1 <m< o y c®(Q) D(Q). D'(Q) es el conjunto de las dis-

. . e 2 as N .
tribuciones periddicas en [O,QW] . Esto se aplica al concep-

to de derivada débil (o derivada en el sentido de distribuciones)

periddica para definir los espacios Wt P(q).
0.2, Resultados sobre la ecuacidén -Au + RB(u) > f
0.2.1, Existencia de soluciones:

En [11] Brézis estudia condiciones bajo las que la suma

de dos operadores A, B, monétonos en un espacio de Hilbert, es

un operador mondtono y para que Au + Bu = f sea resoluble pa-
ra todo f € H. En L15] Brézis y Haraux estudian el rango
R(A + B).

En [18] Brézis y Strauss estudian el caso en que A es
un operador lineal m~-acretivo en o) y B es la realizacidn
en Ll(Q) de un grafo maximal mondtono de Rr? B, tal que

0 € B(0). TFormulamos los resultades de [18] en el siguiente

TEOREMA A:

1) Sea £ un espacio de medida; B un g.m.m. de RQ,

0 e B(0); A un operador lineal (no acotado) de L) tal



que

1) D(AY = LYI(Q) y A es m-acretivo en Ll(Q)
e o]
II) A es T-acretivo en L (Q)

III) A es coercivo en L1(Q):

ta >0 t.g. ¥ue D(a), |laull, > allull,

Entonces para toda f € Ll(Q)

i) existe una finica u € D(A) solucidn de

(PA) Au + B(u) 3 f

ii) 81 us, i=1,2 son soluciones correspondientes a fi

y ponemos w. = Au, + f € Li(Q), se tiene

i
+ +
(1) ISP PORE | PR | N E PR PORR|
(T-acretividad de Ao 8-1)
En particular si £, 2 f2 ctp, w, < W, ctp, ademds se deduce
(2) ”“’1'"2”1 < ”fl"fgnl
-1

(acretividad de Ao B 7).

iii) Sea & : R —» {O,mj una funciédn convexa, 8.c.i.,

¢(0) = 0.
Sea f € Ll(Q) tal que dof € Li(Q). Entonces
(3) loowlly < lleofll,

En particular cuando o(s) = Islp

(1) ve e 1B tPo), weill(a) y lell, < el



2) Supongamos que A cumple I, II pero no III, que
es de medida finita y B sobreyectivo. Entonces para toda
oo . o ")
f e L (Q) existe u € D(A) L (Q), Au € L (Q) y u es so

lucidn de (P,). u puede no ser finica

A
Resultados similares particularizando A en -A en Q
un abierto acotado de RN son estudiados por Browder [191,

Crandall [201, Konishi [31], da Prato [22].

Si Q = RN la condicidén de coercividad no es satisfe
cha por la eleccidn A = -A y la ecuacidn (1) ha de ser subs-
tituida por

(P.) gu - Au + B(u) > f

En efecto el lema 1.1 de BBC [9] nos muestra que
+, N ’ t i
-A Qﬁﬂm(ﬂi ), N > 1, -A + € cumple pues las condiciones
del Teorema A, Entonces BBC [9] pasan al limite cuando €=+ 0
en (Pe) obteniendo resultados de existencia y unicidad para

f e Li(mﬂ) que resumimos en el siguiente:

TEOREMA B (cf. BBC, §1-4)

Sea B un g.m.m., tal que 0 € B(0) y (P) el problema

(P) = (PBf) ~Au + Bu 2 f
Entonces:
1)
N i) si N > 3 para toda f € Li(mﬁ) existe una Qnica
u € MN_Q(RN) con Au € Ll(RN), solucidn de (P). Ademéas
N
lgrad u| e MN_i(RN).



ii) si N=2 vy 0 € Int B(R), ©para toda f € Ll(R?)
,1
oc

)

existe uew (RQ) con |grad ul| € MQ(RQ) y Au € Ll(RQL

1
1
P

solucidn de (

iii) si N=1 y 0 € Int B(R), para toda f € Ll(m)
1,0 d2u 1
existe u € W’ (IR) con — ¢ L (R), solucidn de (P).

dx2

2) Si N > 3 1la solucidn resefiada es Gnica. Si N=1,2
pueden existir varias soluciones, que diferirdn entre si en una
constante aditiva. Para que la solucidn no sea finica es necesa-
rio que rf=0, 8—1(0) # {0}, w=Au+ f =0 ctp ¥y

1

u(x) € g ~(0) ctp  x.

3) si f,, i=1,2 son dos funciones de Ll(RN), u

i i
soluciones respectivas de (PBfi) y w, = Aug 4 £.
i) si £, > f, ectp, w;, >w, ctp., Si N >3 wu, > u,ctp
ii) si f1 > f2, f1 # £, ug > ou, g

Seglin necesitemos alglin otro detalle completaremos esta informa-
cidn de BBC rg ]. En adelante se entenderd por soluciones de

(P) en Ll(RN) las soluciones '"BBC" expuestas en el Teorema B.

0.2.2, Soluciones con soporte compacto:

Creciente atencidén se ha dedicado a la existencia de solu
ciones con soporte compacto para esta y otras ecuaciones simila-
res y para los problemas de evolucidn asociados, Una extensa re-

ferencia bibliogradfica puede hallarse en I. Diaz [23],[241'



En [13], [14] Brézis estudia la existencia de soporte
compacto para las soluciones de (P) en un abierto Q2 (no aco

tado) de RN, en [9] Bénilan, Brézis y Crandall estudian la
existencia de soluciones de soporte compacto para (P) en RN,

N >1, y en [23] I. Diaz extiende estos resultados utilizando
técnicas similares a las desarrolladas por BBC; I.Diaz y M.A,.
Herrero [25] obtienen por métodos similares soluciones de soporte
compacto para ecuaciones mds generales. Veamos en concreto los re
sultados de BBC [9:], que tendremos ocasidén de precisar y gene-
ralizar, extendiéndolos al caso en que f es una medida acotada

y estudiando la velocidad de convergencia cuando u no tiene so

porte compacto (Caps. II, III).

Entendemos aqui por solucidn de (Pﬁf) una funcidn

1 N 1 N
u € Lloc(m.) tal que Au € Lloc(m.) y cumple (P). Entonces
[9], Theorem 6.1: Let é e J, satisfy ¢ = B. Then
(p) = (PBf) has a solution u € Li(RN) for all f e Li(RN)

if and only 1if

1 -1/2
[ $(s) ds < o
-1
[a], Theorem 6,3: Let R(0) = [y_sv,]) s “o <y <0<y, <
and f € Lioc(mﬂ). Suppose R>0 and there are functions g,
1 . B
€ L1 .(l0,®)) such that vy, ~f(x)) > g (|x]) _>_°°0 for
v e {+,-} on [|x| > R] and which satisfy [ PNt g, (r)dr = =,
o
Then (PBf) has a solution u € Li(RN),....
... the simplest case arises if Y, >oa, > fF>a >y
for some constants O, 50 o saon allowing f to be unbounded on

+27-

[1x] < r]".



0.2.3. Resultados para medidas acotadas

En ['71 Bénilan estudia la existencia, unicidad y compa
racidn de soluciones para la ecuacidn (P) cuando f € M(RN)

en dimensidn N > 3, demostrando:
e T .

TEOREMA C: Si B es un g.m.m. tal que O € B(0) y ademds se

cumple
- _2(N-1)
(CN) D(Bg) = R, J[B(r) - B(—r)]p N-2 dr < o

1

para toda f e M(RY) existe una tnica wu @ N /N=2

(RN) tal
N 1 N
que Au € M(R) y w=Au+ f e L (R), w € B(u) ctp.

La condicién (C,) es necesaria para obtener este tipo de solu

N

cidn cuando f = c.6, siendo ¢ € R, & 1la masa de Dirac ,

La comparacidn se da en las condiciones de BBC [9]

para el caso f e Li(RN) (cf. Teorema B).

-
(3

En una segunda parte de L'?J Bénilan demuestra que las
soluciones resefiadas de (P) cuando B es un g.m.m, tal que
0 6 B(0) y f es una medida e M(EN), acotada en un entorno

del infinito por una medida radial, se comportan en el infinito

de la forma

cuande N 2 3, 1lo cual proviene esencialmente de la forma de

las soluciones fundamentales de -4 para N > 3,

En los capitulos I, II demostramos resultados que extien

den lo anterior a dimensiones N=1,2 venciendo las dificultades



inherentes a estas dimensiones que se reflejan en el comporta-
miento de las soluciones fundamentales respectivas, lo cual hace

inviables las estimaciones obtenidas para N > 3,

0.3. Resultados sobre la ecuacidn z a; A% + B(u)> f en

el toro

En [16] Brézis y Nirenberg estudian la existencia de so

luciones de

N
Ju
(E) : (E_.) ) a, + glu) D f
BE iz1 L 9%y
en el toro N-dimensional ( = [O,QHJN) bajo la hipdtesis de
continuidad sobre f, siendo B un g.m.m. de R2 y a.

1

constantes reales.

N
Sea A= ) a, 2 operando en L2(Q). N(a) =
=1 1 9%y

= {u € LQ(Q) : Au = 0} es el nicleo de A. Sea P 1la proyec-
cidn ortogonal en L?(Q) sobre N(A) : P es una contraccidn

en LY(Q) que conserva las constantes y el orden (f >0 =

= Pf > 0, ctp). En particular si {ai} es linealmente in

dependiente sobre Q, P(f) = 1 f £f, P es "la media en Q".
Q ,

En [16] se obtienen los siguientes resultados

TEOREMA D: i) Si f e D(Q) vy B e CT(R) es tal que BR'(r) >0,

Vr  (E__) tiene una solucidn (finica) en D(Q) sii

BEf

(1) B™ < Pf < gt

(B~ = inf R(R), 6+ = sup R(RB))



ii) si fec(R) vy B es un g.m.m. de R 'y si

se verifica (1), existe u e L7(Q) tal que Au € Lw(Q), solu

cidn de (E).

iii) sea f € C(QR) y B wuna funcidn continua localmente
de variacidn acotada (no necesariamente g.m.m.). Si se verifi=-
3 m m s,
ca (1) existe u el (Q) tal que Au € L (Q), solucidn de

(E). Definimos aqui B+= lim inf R(r), B~ = 1lim sup B(r)

r > ®© r > -

iv) En todos los casos la expresidén w = f-Au 6 B(u)

es inica. u puede no ser finica en ii) 1iii).




CAPITULO I

EXISTENCIA, UNICIDAD Y COMPARACION
DE SOLUCIONES DE LA ECUACION
1
-Au  + B(u) » f EN R2 y TR CUANDO

f ES UNA MEDIDA ACOTADA.



PRIMERA PARTE: -Au + B(u) » f, feM EN R

En esta parte se estudia el problema de la existencia de

soluciones de

(P) -Au + B(u) 3 £
. 2 . 2
en el espacio R, siendo B un g.m.m. de IR tal que .
0 e Bg(0), 0 € Int R(B) y f una medida acotada sobre R2,

f e M(R?), hipdtesis que suponemos siempre.

Bénilan, Brézis y Crandall estudian en [ 9] el caso en

que f 6 Li(RN) de forma exhaustiva.

En [7 ] Bénilan resuelve satisfactoriamente la existen-

cia de soluciones para f € M(RN), si N > 3.
El caso N = 2 que nosotros abordamos presenta dificul
tades especiales ya presentes en el estudio en L1 (BBC [91)

ligadas al distinto comportamiento de la solucién fundamental del
laplaciano para N > 3 y para N = 2 (ver BBC - Apéndice o

el Apéndice de esta memoria),

Recordamos para empezar el resultado fundamental de BBC

[g] sobre las soluciones de ~-Au + B(u) 3 f en RQ, en

forma compacta (cf. Teorema O,B):

TEOREMA A: Sea B un g.m.,m, de m2 tal que 0 8 B( ),

0 6 Int B(R). Para todo f € Li(RQ) existen u € Wiéi (RQ),

w 6 LY(R?) tales que |grad u] ¢ M2 (Rr?) y son solucidn de



w € B(u) ctp de R2

(P)
-Au+w = f en D'(RQ)

Ademds w es finica, u es {nica salvo una constante adi

tiva en algunos casos.

La aplicacidn f —— u (posiblemente multivoca) es aco
tada: Ll(mz) — Wi’p (RQ), 1 < p < 2,
loc -
B si  (0,w) es la solucidn correspondiente a otra funcidn
A 1
(¢ e L' (r?):
Ilgrad(u—a)ll 5 f_C||f-%H1 , C constante > 0
M
SFew-a)t < ree-ByY
Para todo ied, =1{j: R — [o,w), convexa, S.C.1i.,
j(o) = o}

fi(w) < Ji(f)
Por fin sobre la unicidad de u se tiene que:
[y 2 " A
- 8i f < f ctp, f # f ctp =—=> u < uctp
- En el caso de que no sea {inica necesariamente se tiene

1) 871 (o) = [a,b] # {o}

iii) w = o ctp

iv) u € Lm(RQ), R(u) < [a,b] , =Au = f



I.1. Unicidad y comparacidn de soluciones en R

Comenzamos el estudio de -Au + R(u) > £ cuando f es
una medida acotada en el plano R? por el problema de la unici

dad.

ILn la direccidn de resultados tan satisfactorios como el

Teorema A obtenemos el

TEOREMA TI.1., (de unicidad): Las soluciones de -Au + B(u) ® f,

f e M(RQ), tales que u € Wi;i (RQ) . |grad u| € M2(R2),
w = f + Au € Li(Rg) son f{inicas salvo una constante aditiva.

Ademds si u no es Qinico se tiene necesariamente:

1) g7 (o) = [a,b] # {o}

ii) ff = o

.

1]
Qo

iii) w = £ + Au ctp

iv) w6 LR, R(uw ¢ [a,b], -au = £

Por Gltimo, w es siempre finica.

Demostracidn: Seglin (ul,wi), (u2,w2) dos soluciones en el sen

tido del enunciado para una misma f e M(RQ).

Entonces:
~Au, + w, = f, Wy € B(ul)

-bu, + w, = f, w, € B(u2)



Sean

u = ouy - ou,
wos oW, - W,
Entonces
uwe wt (r?), |grad u| e M2(R?)
loc
Au = A - A = - = w e LY(R?)
u = Auy u, = W, W, =
Dado que 0 € Int R(B) podemos hallar A > o tal que
BCA),-R(=A) > o. Dado que W € Ll(RQ), W € B(ui), i=1,2,
se deduce que ms []ui|> 2] < o, luego
ms [[ul - u2| > 2] < e
En virtud del Lema A.13-BBC tenemos que:
2
¥p € P, I p'(uw) [grad ul® 4+ J Au.p(u) < o
R2 m?
Tomemos p(o) = o. Entonces, en virtud de la monotonia de 8,
Au.p(u) = (w1 - w2) p(u1 - u2) > o
Con lo que
\ 2
p'(u) |grad u|” < o
R2
Dado que p'(u) |grad u!2 > o, se deduce que p'(u) |grad u|2= o
ctp. Tomemos pues una p tal que p'(r)>o0. ¥r € RR. Entonces
egrad u = o, o sea u = ¢ (ctp).

Asi pues existe ¢ constante tal que

u; - u, =c (ctp)




con lo que
(ctp)

Estudiemos ahora la no unicidad de u:

Como en el caso de f integrable utilizamos el siguiente

Lema de BBC |9]:

"Lemma 3.5. Let PR be a max. mon. graph in R, 0 e B(o), p>1,
wewl2P(r"), >, ce®  and  w(x) 6 Bu(x)) B(ulx)+e)
a.e, 1if w € Li(RM), then either W = o0 or c = o',

Si u, Yy u, Tu te son dos soluciones de (p),

w=f + Aui € B(ui), w € B(u1 + c) ctp. Dado que w € Li(]R2

o bien w = o y entonces -Aui = f, i=1,2, o bien w # o
) _ N 1 2
y entonces ¢ = o, u; = u,. (Recuérdese que u CL P (RrR®),
2,2 . \ 1,p 2 ‘
grad u € M"(IR") implica u € wloc (R"), para todo 1<p<2
utilizando la inclusidn M2<: Lgoc (cf. BBC-Lema A.2) y Sobolev)
Si la solucidn no es finica W = o0 y por tanto

u € Lm(m2), -Au = f, R(u) i Bhi(o) y por tanto

8 1(0) = fo}.

La estimacién ff = o es consecuencia de la igualdad
fAu = o, verificada por toda solucidn en las condiciones del teo

rema, como demostramos en el Lema A.6y

Consideramos ahora la comparacidn de soluciones, que nece
sariamente debe tener en cuenta que hay casos en que la solucidn

no es fnica:



TEQREMA I.2. (de comparacidn): Sean fl’ f2 2 M(R?), f1 < f2

en M(R?). Sean (ui,wi), .oi=1,2, las soluciones corres-

pondientes de (P), wu,. € wist

2 2 2
i 1o (R7), | grad u| e M°(R“),

w, @ L1 (r?).

Entonces existen dos posibilidades disjuntas:

i) u; < u,, wy < v, ctp
ii) u; -u, = c, constante # o, £, = f2, ffi= 0, W, =o.
Demostracidn: Sean
_ . 1,1 2 2, 2
u = uy o-ou, u € w’o (R*), |grad u|l € M7(R®)
1 2
WO oW, o= W, 3 w 6 L(R")
£=f, - f, £ e MR, £t=o
Entonces
Au = w - f
Luego
(Au)_ = w - f_ >w
r r =
(Au)s = -f
Asi pues (-aw)T = (5)t s o,
s s
En el Lema A.5 demostramos que en estas condiciones se
tiene para todo p € P, p > o.
2
(1) Spluy-u,) |gradlu,-u,)|" + flw,-wy)p(us=u,) <o

Supongamos que p(r) = o para r <o y p(r) >0 pa

ra r>o. Entonces, dado que w, € Blu,),



(wl-w2) p(ui—u2) > o y deducimos
fpCu, -u,) |grad(u, -u )|2 < o
Pty = Hs 17 %2 =

5 ‘
Pero pluy-u,) |grad(u1-u2)| > o, luego p(ul—u2)[grad(u1-u2)l

= 0 ctp, de donde grad p(u14u2) = o ctp, p(ui—uQ) = C,
constante, ctp.
Existen ahora dos posibilidades
1) C < o3 p(ul-uQ) < o3 uy; < ou, ctp
. = c >
2) C > o; entonces uy u,te >u2, luego wy 2w,
Pero volviendo a (1) tenemos
C - -
V,fwl w, < 0, fw1 wy, <0
De donde deducimos iy =W, ctp.
Utilizando de nuevo el lema 3.5 de BBC, deducimos w, = w, = o0
y f1 = -Au1 tw, o= -Au1 = -Au2 = f2; estamos pues ante el ca

so de no unicidad estudiado en el Teorema 1.

- Solo nos falta ver que es el caso 1) también wy < w, ctp:

Wy = Wy = f2 + Au2 - f1 - Au1 = (f2—f1) -Au
Como w. € Li(R?) (Wpo=W, ). = W, = W Asi:
i ’ 27¥1'p 2 1° '
Wy o= Wy F (f2'f1)r + (-Au)r

Ahora bien: f, > f en M(R?) implica (f,-f,)_ > o ctp

2 1 2 "1'r—
Para ver que (Au), > o en el conjunto [|u] = o], recordamos
que -u > o cumple las hipdtesis del corolario del Lema A.7. Asi
ctp en [u = oJ Wy - Wy > o0



Por otra parte si -u>o, u2> uy s

I.1. Existencia de soluciones para medidas acotadas de R?

En linea con el resultado de Bénilan [7 ], para N > 3,

logramos caracterizar completamente para N = 2 las condiciones
para que existan soluciones de -Au + B(u) » f cuando
f e H(R?) mediante el siguiente teorema:

TEOREMA I.3. (de existencia):

Sea B un g.m.m., O € R(o), O € Int B(R);
Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) B verifica

D(B) = R y ¥a>o f [B(r) - B(-r)]e ¥ dr < =
0

1,1
loc

ii) Para toda f e H(RQ) existe u € W 2

(R7),
lgrad ul| e MQ(RQ), existe w e LY( R?) solu-

cidn de -Au + B(u) = £, w = f + Au.

iii) Para f = c§, donde & es la masa de Dirac en

el origen y <c es una constante real existe

e wiéi (RQ), |grad ul| € MQ(RQ), existe
w € Li(RQ), solucidn de -Au + B(u) 2 f,

w = f + Au.

Entonces la aplicacidn f —— (u,w) es acotada de

M(RQ) en Wigg (m?) X Ll(Rz), 1 < p<2 y secuencialmente

continua para la topologia o(M,c,) de M y la topologia débil



wl,p 1

en loc x L.,
Si (u,w) es la solucidn correspondiente a £
|| grad(u-u) || < C|lf‘%|!{
M2 (r?) '
Por Gltimo:
J - ]
RQ RQ
Demostracidn: La implicacidn ii) = 1iii) es inmediata.

La implicacidén iii) ==> i) resulta del siguiente lema:

LEMA T7.1: Sean u € wl’l (RQ), w € L1 (RQ) tales que
_— loc loc _
-Au + w = c§, w € B(u) ctp. Si definimos la "media angular"
de u:
2T
~ 1 _ 1
u(r) = 7 L u(r,6)de = 5 L u(ro)do

((r,8) coordenadas polares; S circunferencia unidad, do medi

da en S), se tiene que

c 1
u(r) o 1g = cuando r v+ o
Dem. del Lema: Sea v(x) = u(x) + 5% lg r
1 1 . s
Como — lg — = E_(x), solucidén fundamental de -A:
2m x| 2
Av = Au - ¢§ = w - c8§ + c6§ = w
El lema resulta de que para 0O<r <P 1:
~ ~ 1
(2) [v(r)| < |v(R)| - o le T . | w]

!x <R



Para demostrar (2) podemos partir de u,

rio regularizamos u,w, demostramos
pasamos al limite):
2m
d =~ _d -
1 av 1
Zmr j, an %% ° Zir Av.dx
S
r |x <r
(Sr = [|x] = r], do = rd®)
Luego:
~ ~ (R dv R ds
v(R) - v(r) = J T J 5ms
b b

fwl.

lx <R

A partir de (2) resulta el lema:

Como W es integrable, para todo

que f w<e/2. Dado que lg(o+) = -,
|x!<R

~ 1

ro t o<r, < R tal que |[v(R)| < - >

Entonces para o<r<r,, en virtud de
~ 1
< - .
[vir)| < 5= lg r.e
Pero, como v(r) = u(r) + g% lg r, se
(r) ~ - = lg r cuan
2m ’

w regulares (caso contra

dv

1 2m
0

podemos elegir un

lg r,.€/2,

(2):

deduce que

do r ¥ on

(2) para las regularizadas y

. 1 W
T 27r
|x|<r
R
2ms W < f ;¥Z w
|x|<s 7 | x| <R
€ >0 existe R>o0 tal



Veamos ya iii) = i):

Sea (u,w) una solucidn de (P) como en iii). Debido a
la simetria del problema y el resultado de unicidad salvo cons-

tantes, u y w han de ser radiales. En virtud del Lema 1:

u(x) = u(r) ~ - é% lg r cuando r v o
Asi para Ix| = r pequefio:
si c>o ulr) > — lg 1
i um T
si c<o u(r) < = 1g 1
’ ym r

Ya que w € Ll(RQ), w 68 B(u) ctp:

+, ¢ 1 .
w(r) > B (EF 1lg = ), si c>o
w(r) < B (== 1g L si c<o
um r °°
Lo que implica:
1 c 1
[ T B(H? lg ;) dr < @ si e¢>o0
0
1 c 1
[ T B(K? lg ;) dr > - si ¢<o
0
En suma
1
Va > o J r|B(-a 1g r) - B(a 1g r)]dr < o
o B .
Que se transforma en
oo
¥a > o [ LB(S) - B(-S)J e 2% 4s < »
0
Nota.- En las integrales no es preciso determinar la seccidn de
R tomada ya que el conjunto de puntos de multiplicidad de B

es numerable,



La demostracidén i) == ii) reposa sobre los lemas:

LEMA I.2: Sea B8 g.m.m., 0 € B(o).

Supongamos que

D(R) = R y

=}

V¥a > o, J [B(r) - B(—r)] e @ dr < »
0
Sea  un espacio de medida finita y {un}, {wn} dos
sucesiones de funciones sobre @ tales que
i) w, € B(un) ctp, ¥n
ii) existe a>o, existe C>o y existe A, > ©
-al
o, (A) < Ce para A > Ao
uniformemente en h
(an(A) = an(Q,A) = ms {x € Q |un(x)| > A} funcién de distri-
bucidn de un).
Entonces {wn} c Li(Q) y es una sucesidn débilmente

relativamente compacta en Li(Q).

1,1
loc

2

LEMA I.3: Sea u € W (R%) , |grad u| e M2 (R?)

Entonces la funcidn de distribucidn de u respecto a toda

bola B, o(u,B3A) tiene una acotacidn del tipo

al(A) < ¢ e“a>t

Siendo C,a>o constantes que solo dependen de !lu“Ll(B)’



lerd u]l , ,  y del radio de B,
M (

Dejando para el final la demostracidn de ambos lemas, ter

minemos la demostracidn del teorema:

i) = ii):
Si f e H(RQ), aproximamos f por funciones
1 2
£, 6 L(RY), £ > f en o(M,C,), anHLl < ||f||M

(por ejemplo £ = fao, P, €D, P> 8.

Planteamos

-Au_ + w_ = f
(P ) { n n n
w € g(u_)
(Rr?),

. . 1
En virtud del teorema A, existe u_ € W o1
n loc

|grad u € MQ(RQ), existe w_ € L'(RQ), solucién de (P ) y
! n n n

lgrad u_|| <cllf | < c|lf]]
"m2(r?) T T l(r?) M(R?)
w1l < e < el
n Li(}R2) n Li(]RQ) M
- Dadoé que f 4~ u es una aplicacidn acotada de Li(Rz) en
i,p 2 1,1 2
wloc (R%), 1 < p<2, {un} estd acotado en wloc (R°), lue
go {un} es relativamente compacta en Lioc (R?) y, pasando
81 es preciso a una subsucesidn:
. i 2
u P ou en Lige (R7)
u_ — u ctp

grad u +—— grad u en Ll (R7)



- Probemos que {wn} es débilmente relativamente compacta en

Ll(B) para toda bola B.

En efecto u — u en Ll(B), luego {||u_]| }
n no sy

acotado. {1l grad unH 2} acotado, por tanto la conclusidn sale
M
de los Lemas I.3, I.2.

- Paso al limite en (wn}:

Tomando una sucesidn de bolas exhaustiva, ({Bn} tal que
U Bn = R?) y utilizando el resultado anterior y un procedimien

to diagonal y pasando a una subsucesidn adecuada:

existe w tal que Wwor— W en L (R

-~ Como u_ +— u en L y Au_ —— w-f en L y A
n loc n

es cerrado:

~Au + w = f

- Como u r—+C§U« ctp, W € B(un) ctp y W, bF— w en

1 2 . . . . .
Lloc (R7) siendo (un) una sucesidn medible, en virtud del

Lema 3 de [7 ]:

w € R(u) ctp
- Finalmente [lw]] 1 < lim inf ||wn|| 1 j_!|f||M
L L
y lerad ull , < c |l€ll,
M ‘
son consecuencias de Fatou e implican que f +— (u,w) es aco
tada: M — wisP ot

loc



| grad <u.a>||M2 < clle-£|ly,

también se obtiene a partir del resultado idéntico para Ll(E2)

(cf. BBC [9 }) pasando al limite.

- Ya hemos visto antes que en las condiciones del Teorema

fAu = o, por tanto:

e L

R R

- La demostracidn de la continuidad de

utiliza exactamente la técnica empleada en la demostracidng

Dem. del Lema I.2:

El criterio de Dunford - Pettis (cf. [26]) nos reduce a de

mostrar que {wn} estd contenida y es acotada en o) y
que ! lwnl — 0 uniformemente cuando ms(K) tiende a cero.
K

Sea K< @ medible. Para R > o:

| [

o | -
Kn[lu_|<R] Kn[lu |>R]
Sea M(R) = sup {|B(r)] : |r| < R}.
J |wn| < ms (K)., M(R)
kallu, |<R]
Por otra parte si Y(r) = 1lim [B(r+€) -B(—r-e)] = B+(r)— B (-r)
Yo

(y : [o,m[-m~>7§ es creciente), ctp y(r) = B(r) - B(-r) y si



y(lun[) = - L{Y(r)dan(r) = Y(R)o_(R) +
lu_1>]
+ J a_(r)dy(r) < C|y(R)e_OLR + [ e 27 dy(r)] =
R " - R

= Ca ! y(r)e 2 dr

R
En suma
[}
(3) J lw | < ms(x). M(R) + Ca J y(r)e 3" dr
K R
Haciendo ahora R = A,y K =20
(oo}
||wnH < Ca J y(r)e ®F dr + ms(Q).M(A,)
L'(Q) A
o
Por tanto {wn} esti acotada en Loy,
Si por otra parte, dado € >0 tomamos R de forma que

o]
Ca J v(r)e ®F dr < g/2
R
y luego tomamos K tal que

ms(K).M(R) < g/2

tenemos en (3)

[yl < e
K



Dem. del Lema I.3: Utilizamos el siguiente teorema debido a John

y Nirenberg (cf. GT [29], peg 159).

"Theorem: Let u € Wl’l(Q) where § 1is convex, and suppose

there exists a constant K such that

J |pul dx < k R"7?
Qn BR
for all balls Bp+ Then there exist positive constants U, and

C depending only on n (dimension of the space) such that

(%) [ exp ( L lu-u |)dx < ¢ (diam )"
Jo K : Q —
where
U= uole| (diam Q)77
U = |Q|~1 [ u dx " .
Q
Aplicamos el teorema para n=2 vy Q = BR‘ La constante K
es la norma-M2 de grad u £ Du. Asi deducimos de (4) que
c(2r)? )
ms {x € B : |u-u,| > A} < =2 = ¢C, e
B! — 1
e H/pX
hal
. 1 L™ (B)
Pero si u € L (B), luB! < /2 A, de donde obtene
Q
mos que:
para A>x,, ms {x e B : |u| >} < ms{xeB: |u—uB|>A-A1}
~a(\-
e . a(r-2,) o o-ah
— 1 -T2
Donde:
1 - -
a = ¢wu = ||grad ul] é .U (m R?) (2R) 2
2 2N !
C, = C(2R)" e



SEGUNDA PARTE: -Au + R(u) ® f, feM EN R°.
También en una dimensidn la hipdtesis natural sobre B
para obtener soluciones de -u" + B(u) > f viene indicada en

BBC [ 9], y consiste en que B sea un g.m.m. tal que O € R(o)
y 0 € Int B(IR). En efecto podemos resumir los resultados obte-

nidos en BBC en el siguiente teorema:

TEOREMA A.b: Sea R un g.m.m. de rR?  tal que 0 € g(o),

0 € Int B(o). Para todo f e Li(RQ) existen u € Wl’wGR),

W GLl(RJ tales que
w € g(u) ctp de TR

~u" + w = f en D'(R)

Ademds w es Qnica y u es finica salvo posibles constan
tes aditivas. u € Ci(R), u' es absolutamente continua y

u'(+e) = o.

La aplicacién f b (u,w) (posiblemente multivoca) es

1 L=} 1
acotada: L (R) —— W * (R) x L (R).
si (G,W) es la solucidn correspondiente a f € Li(m):

A A
lur-8l, < 2 |[£-%],

00

rw-m)t <« ree-pHt

Para todo i e J

o

fAG0) < iCE)



Ademés
Sw = [f

Por fin, sobre la unicidad de u se tiene:
. 2 ~ A
- si f < f ctp, f#f ctp = u<1d ctp
- si u no es {inica, necesariamente se tiene

i) 871(0) = [a,b] # (o}

ii) ff = o
1ii) w = o ctp
iv) u e L(RY,  R(u) C [a,p], -u" = ¢

Pasamos
La unicidad de

ciendo uso del

"si u

se obtlene asti

TEOREMA T.1.b.

a considerar (P) cuando f es una medida acotada.

soluciones se demuestra como en el Teorema I.1. ha

"Lemma 3.5" de BBC y del hecho trivial de que
e L™(R) y u" e L'(R), p(wu'2c¢ it (rR) vy
p'(u) u 2 SpCulu" = o ¥p ¢ p"

el

(de unicidad):

u e WP(R),

Las soluciones de -u" + B(u) f, f e M tales que
1
w=f + u" e L () son @inicas (salvo una cons
u).

tante aditiva

Ademds

Teorema 1.

si u no es Unica se cumple 1) ii) 1i1) iv) del



En cuanto a la comparacidn de soluciones el Lema 1.5 del

1,0

. 1
apéndice es cierto en R si pedimos que u € W , u" e M, welL

con lo que el Teorema I.2 se puede reproducir obtenié&ndose el

TEOREMA I.2.b. (de comparacidn de soluciones):

Sean f,,f, ¢ "(R), £, < f en M(R). Sean (ui,w.),

1°72 1 - "2 i
u=1,2 las soluciones correspondientes de (P), u, e Wl’m(R),

w, € Li(R).
i

Entonces existen dos posibilidades disjuntas

i) uy < u,, w, Sw, ctp
ii) uy; - ou, = C, constante > o, f1 = f2, ffi = 0,
W, = O
i

TEDREMA I.3.b., (de existencia):

Sea R un g.m.m., 0 € R(o), 0 € Int R(R).
Las siguientes propiedades son equivalentes:
i) D(B) es un abierto de IR

ii) Para toda f € M(R) existe u € Wi’w(mj, existe

1

w 8 Li(m) vy -u" 4+ w f, w € B(u).

1ii) Para f = ¢§, siendo & la masa de Dirac y ¢ una
. 1,0 .
constante real existe u € W * (R), existe

w e Li(RJ y =~u" + w = f, w & g(u),

Entonces la aplicacidn f —— (u,w) ea acotada de M(R)
1,o 1 . .
en W (R) x L (R) y secuencialmente continua para las topo-

logias débiles (o(M.cq) en M(R))



Hh >

A [l
Si (u,w) es la solucidn corresp. a

Jur - &0, < 2 l1e-2]],,

. {w([fEf(IR)
R R

Demostracidn: ii) = 1iii) +trivial.

1) = ii) Seguimos el procedimiento ya usado en

Regularizando por ejemplo, aproximamos f por una suce-
. a 1
sién £ € L (R), f - f en o(Mec,), anH1 < IIfHM

y planteamos

W € B(un)

En virtud del Teorema A.b, existen u, € Wl’w(RJ y

w, € Li(m) solucidn de (Pn) tales que

]
'l <2 l1e N1 < 2 [1£]l,,

r
Si j(r) = I R(s)ds, tenemos 3(o) o, j t R — [o,of
o ‘

es convexa, s.ci., propia y

°

3l <2 lle, 1%, < 21l

Con lo que la sucesidn {un} estd uniformemente acotada, {un}

L 1 o« ‘ s, .
es una sucesidn acotada en W * (IR), en consecuencia relativa
1
mente compacta en Lloc(mj. Pasando s1 es precisoc a una subsu

cesidn adecuada

u = lim u ~en LlOC(RJ 'y ctp.
n-+o



. ‘ m rd .
u' = lim u en L débil,
n—>ro n

El hecho de que D(B) sea un intervalo abierto (por hipd

» . . » m
tesis) permite deducir de {un} acotada en L (IR) que {wn}
estd acotado en Lm(R). Pasando a una subsucesidn adecuada:
. 00
w = lim wn en L -w-,
n-—>oo

y por tanto en L1 - W.

loc

Como antes deducimos que

u" + f = w en D!

w € B(u) ctp

iii) = i) Vamos a mostrar que si D(B) no es un abierto,
existen valores de la constante ¢ para los que es imposible re

solver - u"+ B(u) » cd: '
Es suficiente estudiar el caso en que
Sup (D(B)) = b < =

D(R) N [o,m[ = [o,b]

Tomemos f = c§, c > o,
La ecuacidn =-u" + B(u) » c§ significa para x # o:
u" = w € B(u) si u<b
u'" > o si u=b
-1 EAS Al
Si B "(o) = [a,B], o <o < B <b u, = R es una

solucidn de - u"+ RB(u) = o y como o < c§, o # c§, el teore



ma de comparacidn asegura que B < u. Dado que el razonamiento

. . . -1 _ - .
no pierde generalidad si suponemos PR (o) = {o} y es més sim-
ple, tomaremos a = R = o, con lo gque u > o ctp. También es

cierto que w > o.

1,0

Partimos de que existen (u,w) € W X Ll(R) solucidn y

vamos a caracterizar para qué c >0 ello es posible:

1 . 1

Dado que w € L°, u" = w, six # o, u" e L (R~ {o})
[en x=0 puede estar localizada una componente de u" que sea
una medida acotada, lo cual es el caso, como se veréj. Asi

[ . R .

u' € L (R) y existen u'(+o). Ademds u'(+») = o dado que
en caso contrario w € B(u) dejaria de ser integrable.

w > o implica u" > o, u' creciente.

Adem&s u'(+4eo) = o dimplica u' > o si x<o, u' < o si
x>0, Asi u es creciente si x < o, decreciente si x<o. Bas
ta que estudiemos u en [x >o], pues la unicidad de soluciones

y la simetria de f implican que u es par,

'

Existe pues wu(+®). Como w es integrable y suponemos

B‘i(o) = {o}, u(+o) = o.
En estas condiciones el cumplimiento de (P) en el origen
equivale a
u'(o+) -~ u'(o-) = -c

Y, dada la simetrfa, -u'(o+) = ¢/2,

Observamos que es imposible que u(x,) = b para un x,> 0.
En efecto en este caso, u es continua vy por tanto u®b en
un entorno de xX,. u'" = w es estrictamente positiva en ese en

torno y dado que u < b ctp esto es imposible.



Tratemos de calcular expli

u ¢
unu!

Integrando:

u'Q(x) - u'2

Sabemos que u'(®) = o, u

(%) w7 (x)

Como u' < o:

Ju du
b, Y25 (u)

El detalle que nos

a 0O en (4). Entonces

' 2
Uqs

Pero segiin lo visto antes,

Por lo que

citamente u en [x3>oJ:

B(u)

e B(u)u'

(x6) = 23(u(x)) - 2j(u(xy))

(») = o, ij(o) = o, 1luego

= 24 (u(x))

X
= —[ dx = -x (ecuacidn implicita de
o

u)

interesa se obtiene haciendo tender x

= 29(uy)

u(x) <b si X >0 luego

ul > - Y27 (b)
c < 2 /E?TET

Dado que la demostracidn es andloga para ¢ negativa, ob

tenemos la siguiente



PROPOSICION I.1: La ecuacidn -u" + B(u) > cd es resoluble en

el sentido de iii), T22.b si y sdlo si || < 2(2 Q?B(S)ds}/2*

Las afirmaciones finales del Teorema se demuestran como en el

Teorema I.3 sin ninguna dificultad,,

Ejemplo I.1: Tomemos £ g.m.m. tal que

B(r) = o si 0o <r<b <
o |
B(b) = [o,[
. s 1,
Entonces u=Db es una solucidn en W’ de

- u"+ B(u) 3 o (con w=o0). Por el teorema de comparacidn si
f e M(R), f >0, f #o0 y existe solucidén (u,w) en el sen
tido del Teorema 3.b, u > b, es decir wu=b. En consecuencia,
u" = o, w=f y obtenemos el siguiente resultado

"existe solucidn si y sblo si f € LI(RJ".

Este eiemplo plantea la posibilidad de extender el concep
to de solucidn para englobar la posibilidad presente: u=b, u'=o,

w=f e MT.

DEFINICION I.1: Se dice que u € Wi’m(R), w € M(R) es una

gsolucidn generalizada de

-u" + B(u) > f, f e M(R)

cuando D(B) = [a,bJ y-®<a <0 <hb<w sii



1
1) en el conjunto [a<u<b], welL y we€B(u) ctp, w=f+du

2) en [u u" e MY

1"
o’
[ J—}
-
H
+

3) en [u u" e M”

1]
W
—

-
Hh
-+

De forma andloga en los demds casos en que D(B) no es

abierto, definimos la solucidn generalizada.

Al menos en algunos casos esta definicidn generalizada per
mite obtener soluciones de (P) cuando f € WR) vy D(B) no

es un abierto.



CAPITULO II

COMPORTAMIENTO EN EL INFINITO
DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION

-Au + R(u) > f



Se pretende en este capitulo demostrar que en las condidig

nes del capitulo anterior, la solucidén u del problema (P2):

(p,) “Au + B(u) > £, f e M(R?)

converge uniformemente a cero en el infinito si f estd acotada

en un entorno del infinito por una medida radial y si B-l(o)= {o}.

si 8 1(0) # {o} se demuestra que este resultado no es

cierto en general y obtenemos una estimacidn éptima (Prop. II.1).

También se estudian diversos aspectos sobre la Velécidad
de convergencia de las soluciones y el caso en que f tiene so-
porte compacto (Prop. II.7). Obtenemos cuando f tiene soporté
compacto la condicidn necesaria y suficiente para la existencia de
soluciones de soporte compacto hallada por Brézis [13] para abier
tos acotad~e, por BRC [ 9J en RN y por Diaz Diaz [23] en
abiertos no acotados de RN cuando f es una funcidn integrable

adecuada. Ademds cuando no hay soporte compacto estimamos la ve-

locidad de convergencia en funcidn de B.

El estudio empieza por el resultado méds general: si f
es una medida acotada no necesariamente radial la solucidédn u del

problema (P) converge en '"media angular" en el infinito (T2 TII,1).

Como final tratamos brevemente el mismo problema en una di

mensi8n N = 1. Los resultados son anf8logos al caso bidimensio~

nal, siendo las demostraciones més sencillas.

En [7], Bénilan trata el caso N > 3, wutilizando el hecho,
alli crucial, de que para N > 3 la solucidén fundamental del la-

placiano es de la forma



1

EN(X) = 0 ( )
| x|

(cf. apéndice de BBC [¢ ]).

Nosotros hemos de superar el inconveniente de que

|E2(x)l > ® cuando lxl + 0,®, resultando un proceso mids la

borioso: en un primer paso se obtiene el resultado para f ra-

dial y en un segundo paso se elabora un teorema de comparacidn

adecuado a la acotacidn de f en un entorno del infinito, de

donde se obtiene el resultado deseado (T2 11.2).



PRIMERA PARTE: Convergencia en media y el caso radial en R2

IT.1. Empezamos por un resultado general, para el que no es nece
saria ninguna acotacidn radial de f e M(RQ). Se trata de que
si B_l(o) = {o} vy f e H(R?), la solucién u del problema
(P) -Au + B(u)> f | con la regularidad del T2 1.3 , converge a

cero en el infinito en "media angular".

Para N > 3 este resultado es citado por Bénilan ['7]

Nosotros para N = 2 obtenemos el

TEOREMA II.1: Sea B un g.m.m. tal que B(o) 30 y sea

f e H(R?). Supongamos que existe (u,w) solucidén de (P) en el
sentido aqui usual: u € Wiéi (RQ), !grad ul e MQ(R2),
w = f+AuGL1(1R2), y ||w|!1 _<_|[fHM
-1 -
Pongamos B8 " (o) = [a,bJ, a <o < b, Entonces:

( ~
lim sup u(r) < b
P>

lim inf u(r) > a

| T
1 (27 1
siendo u(r) = =— u(r,0)de6 = [ u.do la media angular
27 2mr |
‘0 SP
de u en la circunferencia [|x]| = r], r>o.

Demostracidn: Observemos primero que la solucidn (u,w) del enun

ciado existe en cuanto B cumpla la condicidn (C2) del teorema

I.3.

En segundo lugar, sobre la definicidn de u(r), dado que

wl,l

e (RQ), si r>o u € Wi’l(Br(o)) y por los teoremas



de trazas (cf. [ ]) uls e Li(Sr) y podemos definir

r
u o ]o,w[ —> 1R.
. 1,1 ,.2 2 :
1) Demostremos que si u € W > (R°), Au e M(R") y si
rl > r1 > 0

. Yo
u(rz) - u(rl) > 'l|AuHAA lg ;I

. 2
Regularizamos para ello u mediante {pn}, Py e Dx(R") , oL S

1,1 2

en D'. Sea u_ = usp_; u_ € Cw(R?), u_ -+ u en W (RY)

n n n n loc

y ctp, (pasando a una subsucesidn), Aun + Au en o(M,c,),

HAunlh_i ] A I“P Ademis

2m 2m du
a - a1 o1 n
E; n(r) = T A J un(r,e)de = A J ——— d®6

1 du 1
S Js .o = [ augax 2 - ghoiiaegl

r |x|ir

Integrando este ry ¥y Ty

1 T2
u‘(r2) - un(ri) > - T lg *I ||Aun”
s 1,1 2 . .
Y pasando al limite, recordando que u -+ u en wloc(m ) impli
1
ca u |l o~ u|S en L (Sr) :
S r
r
1 T2
u(r2) - u(ri) > -5 lg ;I ||Au”M

2) Demostremos ahora que 1lim sup {(r) < b,
T+

En caso contrario podemos hallar una sycesién {r,} tal

i) v+ o,

> 2r
n n

r
n+l —

ii) G(pn) >b,>b para todo n.



Entonces si r < r < r_ c

n n
§(r) - d(r ) > - ||aull I
n’- - 2w r.
Sea 1 <e¢ tan pequefio que

-1
lge< wbye || £]|

Entonces

u(r) > b,(1-€) = b,>b

Sabemos que u € LiOC(RQ) y |grad u| € M2(R2). Ademis por
un argumento ya repetido, el hecho de que w € B(u) y w 6 Li(IR2
implica que ms [u > A] < o si A > b, Entonces podemos apli-

car el Lema 5.9 de BBC [9 ] que dice que en estas hipdtesis
Su-0T < ¢ |lgrad | ,- ms [u> 2] = k.m(R)
M

donde C es independiente de u y A y m(A) = ms [u > A]
2

Tomemos Qn = {x 8 R r <r < rn.c}. Entonces
(3) I ut < J (u-k)+ + A ms(. ) < k m(A) + A ms(Q.)
o =), n’ = n
n
Sin embargo, en virtud de (38):
+ rnc 2w r.c
() J u' > [ u = I r fr [ u d = J 27r dr d(r) >
Q Q T o] pal
n n n n

> g, ms(Qn) N
Comparando (3) y (u4):
(5) b, ms(ﬂn) < Km(x) + 2 ms(Q)

y como lim ms(Qn) = ©, es necesario que A > b2.
N+

Sin embargo podemos tomar cualquier A>b, en particulanr

b<A < b,, por lo que (5) no puede ser cierto,



3. Para 1lim u(r) > a la demostracidn es andlogas .
>0

. 2
II.2. Examinemos en adelante el caso en que f € M(R") es una
medida radial, es decir invariante por rotaciones alrededor del

origen.

En este caso dado que la ecuacidn -Au + B(u)3f es

invariante ante las rotaciones, si las soluciones son {nicas han

de ser necesariamente radiales. En el Teorema I.1 se exhibe un ti
po de soluciones {inicas y en el Teorema I.3 se muestra para qué

grafos B se obtienen estas soluciones.

Asi pues, en virtud del Teorema II.1, observando que si
u es radial, la media angular U coincide con u, tenemos como

corolario

PROPOSICION II.1: Sea B un g.m.m. tal que O € B(o) vy

0 € Int B(R). Sea f e M(R?) una medida radial y suponga-
mos que (u,w) es una solucidn de (P) tal que u € Wiéi(RQ),

grad u| e MQ(RQ), w e LU(RY),

Entonces u (soclucidn Gnica con las propiedades anterio-

res) y es radial y se tiene que

lim sup u < b

(6) |xy+m
lim inf u > a
lxy+w
donde B-l(o) = [a,b] y los limites son uniformes,

Sin embargo en el caso en que f es radial podemos demos
trar los limites (6) en condiciones mids generales mediante un

cdlculo mis directo.



PROPOSICION II.2: Sea B un g.m.m tal que 0 € B(o),

0 € Int B(IR) y pongamos B—l(o) = [a,b]. Sea Qo =
(x ¢ R?: x| >Ro 1}, Ro>0 ¥y S5 = 3Qe = Sp . Sea
(o]
f e M(Q,) radial y sean u € Wi;i(ﬂo) y w € Li(Qo) radia

les tales que

-Au + w = f en D' (Q,)
(P)
w € g(u) ctp Qo
Entonces
lim sup u < b
%] >
(6) (limites uniformes)
lim inf u > a
Ix'—)oo
Demostracién: Observemos para empezar que no necesitamos la hi

pdtesis |grad u| € M2 (r?).

1) Si f € M(Q,) es radial, f en funcién de la fGnica

variable r = |x|, que escribiremos f(r) es tal que rf(r) €
¢ M(]JR,,=[). Para comprobarlo basta pasar a coordenadas polares,
. . 1,1 N
Por lo mismo si u € Wloc(ﬂo), es radial,
X,
u(r) € Lloc(]Ro,m[) y existe T § = 5%, o0 Lloc(]Ro,m[).
2 2
Ademis Au = ¥ d u se puede exprea?r como au s+ o 4y,
151 5x. r dr dr
i

En las condiciones de la Proposicidn podemos pues escri-

bir (P) de 1la forma (' = iL)
dr
+ % (ru')' = w-f en D' (JRyu[)

w(r) € B(u(r)) ctp r > Ry



Integrando (ru')' = (w-f)r entre r, Yy Tr,, R, <r1 <p

obtenemos

I (ru')'dr = J w(r)r dr - J f(r).r
r15r§r2 r1<rir2 r1<rir2
0 sea
(8) rzu'(r2+) -riu'(r1+) = g? J (w-f)dx
r1<[x|£r2
De donde
1
lr, u'(r +) -r, u'(r, +)| < = C||£]| + || wl] )
2 2 1 1 27 M o) 1(90)
Ademds, integrando en S, = [|x| = r], r >Ryt
(9) ru'(r+) - ru'(r-) = L [ (w-f) = -1 £
2T 2T
|%]=r |x|=r

Asi pues ru'(r) es una funcidn reglada, ru'(r) € Lm(]Ro,w[)

y por tanto

(10) u'(r) =0 (%)

Es entonces inmediato que u(r) € C(]Ro,m[).

.1
Notas: 1) Si f € L7 (Q,), wul(r) € Cl(]Ro,w[) como es sabido.

2) E1 resultado (10) juega el papel de (1) del Teorema II.1,

2) Ahora obtenemos el resultado (6) en virtud del siguiente le-

ma utilizando (10):

. 1,1 1
LEMA II.1: Sean u € Wloc(R,W), w € Lloc(R,m) tales que

i) u'(r+) < Cr, C>o0 para r >R



ii) rw(r) € Ll(R,m)

iii) w € B(u) ctp r>R, siendo B como en la Prop. II.1.

Entonces

lim sup u(r) < b
T > ©©

Demostracidn: Si por el contrario 1lim sup u>b, podemos tomar

r > o
una sucesidn real {rn} tal que
i > >
i) r. R, L rn+1
ii) u(r_)>1>b, w(r )>L>o0
n n
Fijemos l1 ¢t b« 11< 1 y L1 =
1—11
Sea 6n = min (1, 77?“)
n
Entonces para r: r -8 <pr <7y
n n — ~ 'n

u(rn) -ul(r) < sup u'(r+)(rn—r) <cr (r-r)<cC § r. <

< l-l1

de donde

ulr) > u(rn) - (1-1,) > 1,

> ° =

w(ir) > R (11) L, >0

Podemos ahora estimar [|wl] :
1
L7(R,)
o © Pn o0
J rlw(r)|dr > g L’ r w(r)dr > L, g r. 6, =

R n_ %
[oe]

Pero r.w € Ll(R , @), luego j rlw(r)|dr < o
R

e



3)

termina la demos

Cuando f

ma 1.2 sabemos
dad alli citada,
caso vamos a ver

asintdtica

(11)

y andlogamente s

LEMA II.2; Si en
se tiene
si w <o

Demostracidn: 1)

Entonces F: R,
i) F

11) 1im

o

Usando el hecho

Del mismo modo obtenemos

lim inf u(r) >a, con lo que

r > ®

tracidén de la Proposicidn,

€ H(Rg) en virtud el Teore

cumple f > o,

que para las soluciones que.cumplen la regulari

w > o y si f#o0, u?>o, ctp. En este

que se tiene ademds la siguiente estimacidn

u'(r) < o(%)

i f < o.
las condiciones de PROP. II.1 ademds w > o,
u'(r) < o (l
r
u'(r) > o (%)
Para r>R,, escribamos
1
F(r) = 2—,"_ J f
|x]>r

,o| —> R verifica

es continua por la derecha y

1
P(I‘—) = -2—1'1_- J f
|x|>r
F(r) = o
de que w > o en (9) se tiene que



r2u'(r2+) - rlu'(r1+) > —F(Pl) + F(r2)

O sea

rou'(r,+) - F(r,) > r

, u'(r +) - Flr,)

1

Es decir

(12) ru'(r+) - F(r) es creciente
2) Veamos que ru'(r+) - F(r) < o.
Si por el contrario existe r, >0 tal que rgju'(r +) -
- F(r,) > €>o0, en virtud de (12) para r>r, ru'(r+) -
~ F(r) > € > o. Pero F(r) » o y por tanto existe r, 21,
tal que
para r > r, ru'(r+) > €/2
u'(r+) > €/2
€
u(r) > zlgr+C
Entonces 1lim u(r) = o, lo que contradice el hecho de que

> 1
0 € Int B(R), w € B(u), w e L (Q,).

Por tanto deducimos

(13) u'(r+) < E(r) para r >R

3) E1 caso w < o es andlogo.

IT.3. Precisamos en esta seccidn el alcance de los resultados
anteriores mostrando, mediante una serie de ejemplos y resulta

dos, que en algln sentido sus conclusiones no pueden mejorarse,



8" (o) # (o}

PROPOSICION II.3: Si no puede esperarse que
lim unif wu(x) = o ¢ varios hechos contradicen esta esperanza.
X > oo
1. Cuando f >0, f# o en la Prop. II.1 tenemos
lim sup u < b (Prop. II.1)
x| > -
u > b (Teorema I.2 de comparacidn)
Por tanto
lim u = b
| x|+
2. Del mismo modo si f <o. f#o0
lim u = a
x | e
3, Veamos un caso en que u € D(R?), pero u=/>o en el infi
nito:
- Sean c¢ tal que a < -c<o y 1 = btc.
- D+ 2 - _
Sea u € (R7) tal que I|u”a, = 1. Pongamos
f = -A0 ¢ U(m?) Entonces u = u-c es solucidn de
-Au + B(u)> f
si y solo si a < -c < -¢c vy lim u = -c<o
- - !X|+oo
En este caso W f+Au = o
~ Caso andlogo si <¢ < b, 1l=c-a, u e D_(Rz),...
b, u € D(RQ), w# o vy u— o en el infinito:

~ Supongamos
- Sean como antes

T e DY(R?),

a <

ol >1, F =

Int D(R) 5 b,

-c <o, 1l = b+ec,

AT e D(R?)



Tomamos u = u-c y w = Bgo(u).
2
Entonces w tiene soporte compacto e {x € R : u(x)>1}

y es acotada, luego integrable.

Si £ =T +we LR
~Au+tw = £, w € B(u), 1lim u = -c<o
| x| »o0

y la solucidn u es finica, pues w # o.

PROPOSICION II.4: En las condiciones de la Prop. II.1 se puede

afirmar que

i) para toda f € M+(R2), lim w=o (unif) si y so
x|—>co
lo si B es continua en b.

ii) para toda f € M_(Rg), lim w

%] e

o (unif) sii B

"

es continua en a.

iii) para todo f € M(RQ), lim w=o (unif) sii B es

continua en a y b

(8" o) = [a,p]).

Demostracidn: En sentido <) 1las implicaciones son inmedia-

tas. Veamos por ejemplo iii):

Sabemos que lim sup u <'b, lim inf u > a (unif)
Por la continuidad de B vy R([a,b]) = {o}:
lim W = o (unif)
| x| +oo
=>)1, Supongamos para mids sencillez que 8-1(0) ={o}, B(o) =

- + - .
[Y )Y ], -2 < y < 0 < y+ < ©, En virtud del Teorema 6,B de

BBC [ ], si £fe Ll (R?

loc ) y existen a , at constan-



tes tales que Y—<(fiif < u+*<Y+ en un entorno del infinito,
existe entonces u solucibén de ~Au+wa f en el sentido de
BBC y de soporte compacto. Ademds fuera del soporte de u,

w=f, Asi, si f+ o en el infinito, w+ o, en el infinito,

2. Sea ahora 8_1(0) = [a,b], b>o B(b) # {o} y tomemos
f e Li, f >0, f # o. Entonces existe solucidn Ginica u > b

y w > o de forma que la parte negativa de B no juega ningin

papel.

Trasladando B de forma que b sea el nuevo origen y
corrigiendo B en la parte negativa nos ponemos en el caso
anterior (es preciso corregir u : u = u-b).

3. Mismo procedimiento si B-i(o) = [a,b], B(a) # {o},

ac<o,

COROLARIO II,1: En las condiciones de la Prop. II.1 se puede

afirmar que para toda f 6 M(Rg).

| %] >0 => u — o, W ——> O

si y solo si (o) = 6-1(0) = {o}.

IT.4, Estimaciones sobre la convergencia

Realmente en la demostracidn de la Prop. II.1 no hemos
apurado la informacidn disponible, como ya observamos en el
Lema II,2,

F(r)
r

En efecto, la estimacidén u'(r+) < s+ F(r)+o per
mite estimar la velocidad de convergencia de u en funcidn del

comportamiento de B en los extremos de B_l(o) = [a,b]:



PROPOSICION TII.5:

a) En las condiciones de la Prop. II.1, sea B wun g.m.m

que verifica ademds la condicidn
(14) B(r+b) > cr® para C,a >0, ©r >0 pequefio

entonces se tiene

1 2
(15) u(r)-b < o (-E), N o=
T
Y si B es tal que
(16) B(r+b) ~ r para r>o, r x o0
se tiene
(17) B(ul(r))y wir) < o (=) Moo= 20
—_ M7? a+1

r

b) Resultados andlogos para el extremo a:

Si B(a-r) < -Cru, para C,a>0, ©r >0 pequeiio
1 2
u(r)-a > o (*ﬁ), N = TR
r
Y si Bla-r) ~ -p2, para r > o, r = o
' 1 _ 20
R(u(r)) w(r) > o0 (—T,I'), M = P

r

c) En el caso mds general en que
(18) B(r+b) > gl(r) > o, r>o, r = o

siendo q(r) wuna funcidn creciente definida en un entorno de
ot, q(o) =0 (se puede tomar q(r) = B°(r+b)). Pongamos

r.q(r) = p(r) y definamos p-l localmente en un entorno de
en el sentido de los grafos: p—l resultarid continua. Entonces
para r -

u(r)-b

-2) —_

(19) lim
r+eo p “(er

1, ¥e > o



Ademés si B(r+b) ~ q(r):

-2
(20) wir) < _ir

p (€r_2

)
d) Resultados andlogos para el extremo

Demostracidn: a) Supongamos que B cumple (14)

a.

pero que

— 2 .
(N = ——=):
. N
lim sup (u(r)-b).r >1>o0
r > ©
Sca {Pn} una sucesidn real tal que
: . 2
i) Tn 7% The z “Th
.
ii) (u(r )-b).r. > 1
n n
r
- ; _n i
Y s« o, F omin ( 5 s “‘N~1)
In
Entonces todo r: rn-ﬁn <r <r, y para n>>o de forma
que F('n/oy < 1
"n r
n
u(rn)—u(r) = ( u'(r+)dr < EL;—LZl . Gn < _lﬁ
)L n/2 2r
n
Luego:
N e e
r 2r 2r
n n
Asi estimamos
( P r o0 1 24 Tn
lw| >} 2m J [w(r)|rdr > § 27 (—=r |E- >
J 2 1 N 2N 2y -8
R r =6 ° n n n
n n
o I’Q
21l 3 n 1
Z T r J > C z CE = oo
2aPNa 4 "n "n - SNo rN pNfoc+1)—2

n



Contradiciendo la hipdtesis w € Ll(Rz). Asi pues (15) es

cierto. (17) se deduce de (16) de forma inmediata.

b) Idem mutatis mutandis.

c) Dejemos sentado para empezar que por ser q : [o,ro] >

— R creciente, p(r) = rq(r) es estrictamente creciente. lue

-1 . .
go p es continua y creciente.
. -1 -2
Denominemos g(r) = p ~(er 7) para un €E>0 y 1r>>o0:
g(r) ¥ o cuando r 4o

Supongamos pues que a pesar de cumplirse (9) se tiene:

1

1im sup (u(r)-b) . 47— > 1 > 1
r > o g(!‘) -
Tomemos una sucesidn {rn} tal que
>
i) r. >, e 2 an
1i) u(rn) - b >1 g(r)
. s 1 1-1
Sea Gn = min (2 ros T3 g(rn)rn)
Entonces para r:r - Gn <r < r siendo n>>o de forma
que F(r) < 1/2
r
n 8
1 dr 1 n 1-1
- < = = < = <
Wr, ) -ulr) < 5 f r 231,27 g(r )
n
r_-68
n n

Asi pues u(r)-b > 1, g(rn) para un 1, + 1>1,>1

Y como wir) € B(u(r)) ctp w(r) > q(1, gl(r J)) >o.

Continuamos ahora |!wH1 :



r
o n
[l zyen [0 lwolrar 2 1 2m qQy gD
R -6

n n

(e, - >3 ] rla-1glr a1, glr ) =
n>>o

2 2
pues r_ p(1 g(rn)) = r p(l1 p (ern

1

En suma se obtiene Hw”1 = ®, 1lo cual no es cierto,

y esto demuestra (19).

(20) resulta inmediatamente,

Estas estimaciones no utilizan ningn tipo de informacién

2 .
sobre f salvo el hecho de que f € M(R"). Si conocemos datos
sobre el comportamiento en el infinito de f las estimaciones an

teriores pueden mejorarse grandemente, Asi tenemos:

PROPOSICION II.6:

a) En las condiciones de la Prop. II1.1, si sabemos ademis

que
F(r) < Cy r~Y s Y > 0, Cy>o
(21) o
B(r+b) > C,r, o>o, 02 >0
Entonces
a.1) si oy < 2 se obtiene
(22) ulr) -b < o(Xy, N = XE2
—_ N°? a+1l

r

Ademis si B(r+b) ~ r



Demostracidn:

(23

a.2) Si

(2y

)

)

ay > 2

wir) < o (jﬁ), M

r

se obt

iene

u(r) -b < o (=),
r

Ademds si

(25

)

\

B(r+b) ~ r

(r) <o (J?)
r

o

(Y+2)a

N'

o

b) Resultados andlogos para el extremo

Supongamos que se cumple (21) y que

Si 1im sup (u(r)-b) . ML RN o,
r > ©
tomamos una sucesién {rn} tal que
i) ro— @, vy > 2r
.. N
ii) (u(r_)-b) r >1
n n
. lpI+1
Sea §_ = min (x r_, —_)
n 2 'n 2YC rN
1 n
ay < 2 implica vy < N. Asi para n>>o,
Para todo r : r -6 < r < p tenemos
n n — — 'n
Fn C1 r—Y
ulr_) - u(r) < f —— ,dr £ C
n —_ r -
r’ -8
n n
vy+1
C12 Gn 1
- ry+1 2r’N
n n
De donde
u(r) - b > s o

N

a

+1

N

a de 8 1(0).

Utilizamos la misma técnica de la Prop. II.S.

Y < 2.
= Yr2

a+l




y w(r) > ¢ (=% > o
- 2 N
2r
“n
Estimamos asi ||wH1:
T 1 .o 3
|w| > 27 } w(r)rdr > 21 ) C (=) =r_ &8 =
9 — 1 — n>>o 2 QrN 4L "n n
R r -0
n n
z FI+2
= C _ =
n>5o0 rNa+N
n
Que contradice i[ij_< o, Asi (22) es cierto.
(23) se deduce de (24) inmediatamente.
a.2) Supongamos ahora (21) vy ay > 2,
Si (24) no es cierto, existe 1>0 y una sucesidn
{rn} tal que
i) ro— ®, r ., >Cr, | (1 <c serd fijado después)
i1) (ulr_)-b)r)
ii) (u ro —b)rn > 1
_ 1
Sea Gn = rn(i - E)
ay > 2 es equivalente a y > N'.
. - < < >>04
Luego para todo r : r Gn Sr<r vy n>>o
C,r o
1 r n
- < —— =
u(rn) u(r) < - dr + C1 [ =5 ] s
r -6 2™ %n
n n
A - Y Y_
) El o (r -8 ) C1(C 1) .Y 1
) Y22 Y " n Nt
(rn Gn) r} Zrn

La Gltima desigualdad se consigue, si Yy > N' para

c>1 cualquieray si vy = N' para un c>1 tal que



¥
Ci(c -1)

l ~
,Y < ‘é‘ (C ~ 1)0
1
Entonces u(r) - b > —55 >0
2r
n
Y 1
w(r) > ¢, (—)% >0
2r
n
Estimamos llw”lz
v ‘o 1Y 2
Iz lw] > g 2w J |w(r)|rdr > 2m Y C, EE;WTE » kv
R r -6 n
n n

(k>0) >} C = o

Contrariamente a la hipdtesis w 6 Li(RQ).
Por tanto se verifica (2u).

(25) resulta de (2u4) flcilmentey

II.5. Convergencia en el infinito para f de soporte compacto

El conocimiento de que f e MO(RZ), conjunto de las
medidas acotadas de soporte compacto permite mejorar los resul

tados de la seccidn anterior,

Se obtiene el siguiente resumen de resultados;

PROPOSICION II.7:

En las condiciones de la Prop. II.1, supongamos que

£ e M, (R?),

a) Sea f >0, f # 0. Efitonces se tiene

a.1) u > b; fuera del soporte de f, u' < 0,

u' = o(%). u+b



a.2) w = o(=)
a.3) si ponemos B(r) = B(rt+b), r >0 ¥y

r
j(r) = I B(r)dr y se verifica

0
1
ds
(26) [ < ®
o Yj(s)

u-b y w, tienen soporte compacto. La condicidn

(26) es ademds necesaria.
(En particular este es el caso cuando B(r+b) > Cra, c>o,

o<1, para r>0, r = 0 6 cuando B no es univoca en b).

a.4) Si por el contrario

1 ds
(27) J %
o VYi(s)

y ponemos u(ry)

Ugt+b para ro >R y

o ds —_ : :
T(u) = r ——ee T = [O,u - I ,°°J
R 0] [

decreciente y h [2r°,w[ + Jo,u,], n(r) =

=‘ T-i

(r-r,)

Entonces en general u-b y w no tienen soporte compacto pero
se obtiene u(r)-b = 0(h(r))

o

En particular, si R(r+b) ~ r 'y, a>1
u(r)-b = o(r~ ¥y, N = 2(a-1)"1
(28) M o1
w(r) = 0(r "), M = 2a(a=-1) > 2

Y ai B(r+b) ~ r



ulr)-b = 0(e 2 )

(29) -Cc.T
w(r)

"
o
—~
(]

b) Si f < 0, f # 0, resultados andlogos en funcidn

. -1
del comportamiento de £ en a = inf B “(0).

c) Si f e M, es de signo cualquiera:

c.1) a < lim inf u < lim sup u < b
'—p-roo r > o

)

c.2) w = o(j?
r

B(r+b) para r > 0

c.,3) 81 definimos {g(r)

B(r)

B(r+a) para r

IA
o

r
j(r) = J B(r)dr, j ¢+ IR~ [O,m]
(0]

1 ds
y se tiene [ —— < ®
’4 vi(s)
(u-b)7 y (u-a)” y w tienen soporte compacto.

(En particular esto es cierto cuando

B(r+b) > C ru, C,o > 0; r>0, r = 0
| B(r+a) < -cC, Cynot >0; r>0, r = 0
o bien B no es univoca en a & b).

c.4) Resultado equivalente a a.u4) + b.u),

OBSERVACION: Si 8-1(0) = [a,b] = {0}, 1os apartados a.3) b.3)

c.3) afirman que u es una funcidn de soporte compacto, lo que

extiende el Teorema 6.1 de BBC [9J_



Dem, de la Proposicidn:

a) Ya sabemos que u > b

Supongamos que supp fc_BR(O). Entonces para ©»r >R

(P) se escribe

-l (ru) v w= o0
r

o sea (ru')' = rw > 0. Asi ru' es creciente. En particular
el Lema II.2 afirma que u' < 0. Por tanto u es decreciente
y como consecuencia de la Prop. II.1 u+b uniformemente cuan
do |x| + ©

La estimacidn u' = o(%) es consecuencia de lo ante=
rior mediante el Lema II.3 poniendo u' = g.
LEMA I1.3: Sea g ]R,w[ — IR una funcién positiva, inte
grable y tal que rg(r) es decreciente. Entonces g(r):o(%)
cuando r > ©

Demostracidn: Si g(r) # o(%), podemos tomar una sucesidn {Pn}

tal que

> 2r r, > R
"n+1 = n’ ° -

ii) r g(rn) >1>0

Entonces estimamos:

P . 1 n rng(rn)
{ g(r)dr > 7§ e [ rg(r)dr > — 6, >
nopnq n
r
> ) g(r ) 7? =

En contra de la integrabilidad de rg(r),



a.2) La estimacién w = o(:LJ proviene del siguiente Lema:

LEMA II.U4: Sea g ¢ [R,0) » R*  una funcién decreciente tal

que rg(r) € Li(R,m). Entonces g(r) = o(j?) cuando 1r + ®,

Demostracidn: Si g(r) # 0(15) se puede tomar una subsuce-
r
sidn {rn} tal que:
i >
i) rov e, vy > an, .ro > R

. 2
ii) r g(rn) >1>0

Entonces

oo r

Tn+l n+1
f g(r)rdr > E f rg(r)dr > Z g(rn+1) [ rdr >
I‘n ran

En contra de la integrabilidad de rg(r),

La demostracién de w = o(j?) procede ahora asi:
r

Podemos suponer que B es continuo en b, en caso con
trario probaremos en 1.3) de forma independiente que w tiene

soporte compacto.

Tomamos entonces g(r) = B8 (u(r)). El Lema II.4 asegu

ra que B (ulr)) = o(J%) ya que w(r) > 8 (u(r)) ctp vy
r

wir)r 6 LI(R,).

Pasar de B (u(r)) = o(j?) a W o= 0(353 no ofrece dificultad:
r r
R

- si existe 1, t.q. w(ry,) = 0, entonces u(r,)<b
y como u es decreciente, u(r) < b para r>rg,

w(r) = 0, para r > rg.



- si w(r)>0 para r>R, (u'r)'>0, u'r es cre
ciente estrictamente y como u' * 0, u'(r) <0, 1lue

go u estrict. decreciente para ©r >R.

Entonces si €>0 u(r+e) < u(r)

Luego wir+e) < B+u(£+e) < B ulr)

Con lo que w(r) = o(—5)*

a.3) La condicidn necesaria y suficiente para que el problema
(P) tenga soluciones de soporte compacto para f € Lg(RN) es

segin BBC [9] (Teorema 6.1)

1 ds s
(3) 'I —— <o ,si ¢(s) = J B(r)dr
-1 Vo (s) o
observemos que s8i be0, ¢=7 ¥y que si tratamos de f > 0,
f # 0 s8e tiene u > b por lo que la parte negativa del gra

fo de B no interviene.

Por otra parte la demostracidn del Teorema 6.1 es per
fectamente vdlida para f € MO(RN) dado que se razona en el
abierto 0 = {x € rY |x| > R} (supp f < BR(O)), y que

el Teorema de comparacidn utilizado es vdlido.,

En resumen, si nos reducimos al caso b=0 y f > 0

(21) equivale a (17) y podemos aplicar T.6.1. de BEBC [9]

Si b>0 podemos reducirnos a b=0 asi: ponemos
B(r) = B(r+b) para r>0, R(p) a voluntad si r<o0,
U = u-b, w=w, TF=f, Entonces ~Au+w s £, w @ B(u)

equivale a -Au+w=TF, we B).



Concluimos que u y W tienen soporte compacto <c.q.d.
La necesidad de la condicidn (26) ya estaba probada para

£ e LI(R?).

a.4) Para r>R, (P) se escribe
(u'r)' = rw

1
0 sea u" + ey u' = w

como u' < 0, se tiene u" > w, w € R(u)

Llamemos u = u-b. Se tiene u >0, u'=u"<o u" = u"
pall — ’

y w 6 B(u)., Asi multiplicando u" > w por u' < 0 tenemos
u"u' < wu!
Integrando esta desigualdad de r, a r,, R~<r1 <r2:
%) -T'2(e ] 2 $(H(r)) - §(T(p,))

Hacemos tender r, a +te con lo que H'(rz) + 0, j(H(rQ))-+0
asi para r, >R:

-—'2 A

u (rl) > 2](u(r1))
Y como u' < O

- u'(r) > Y23(T(r, )

Integrando entre r, y r tenemos (u(ry)=ul(r,)-b = T,)

u, r
I ° __EE__ Z J dr = p-ro
= V29(s) T
o sea (u) > (r-r,), u < h(r)
si B(r) ~ %, a>1, J(r) ~ ra+1, (W) > ¢C é; - é; s
u u,

a-1
m = —s- y terminamos asi:



el
1"
o
~
s

si  B(r) >cr, J(r) 2Z 2, T =

y el cdlculo termina asi

lg

Ug
u

N s

o
A

u < u

0, u

i
o
~

O sea

el
v

Las estimaciones sobre w resultan inmediatamente.

b) Los c8lculos son anflogos en todo.

c) Utilicese el Teorema de comparacidn I.2 aplicado a =-f" < f <

< f+, reduciendo as!{ el problema a a) y b).
1

Obsérvese que si I ds < =, (u-b)+ tiene soporte com
o vY2j(s)
© d
pacto, si [ —5 < o, (u-a)” tiene soporte compac
-1 v25(s)
1 d
to y si J 1 - se tiene c.3,
-1 V23(s)



SEGUNDA PARTE: f estd acotada por una medida real en

Bajo la hipétesis de que la medida f e M(R?) esté
limitada entre medidas radiales acotadas en un entorno del in
finito se establece que, en el caso en que 8_1(0)'= {0}, 1a
solucién u del problema (P) en 'R? converge uniformemen-

te a cero en el infinito,.

Este resultado se obtiene por comparacidn con la solu-
cidn de un problema radial en que un instrumento bidsico de 1la

comparacidn es el laborioso lema A.2.

Las estimaciones obtenidas en la primera parte de este
capitulo se aplican pues al presente caso.

Demostramos el siguiente teorema:

TEOREMA 11.2: Sea R un g.m,m, O € B(0), 0 € Int B(R), B

verifica la propiedad (C,) del Teorema I,3

2
w -
(c,) D(B) = R; ! [B(P%B(-r)]e 8T dr < w, ¥a > 0
O .
sea qf = (lx] > R}, s; = 30k, Qo = ofe  para un R, > 0
Sean u € w};i(go), |grad u| € MQ(QO), w € Li(Qo), f e M(Q,)

tales que

w € B(u) t Q
(PQO) 8 ctp o

]
h

-Autw en D'(Q,)

Supongamos que existe g € M(Q,) (resp. g 6 M(Q,)) radjal tal

que f < g (resp. f > g) en M(Q,). Entonces

lim sup u < b (resp 1im inf u > a)

| x| > o x| + o



Md&s alin u esta mayorada (resp. minorada) por la solucidn de
un problema radial en RQ.

(81(0) = [a,b] -w<a <0 <b <

OBSERVACION: Si g (resp. g) € Li(Qo) la condicién (02)

sobre B no es necesaria pues su papel es garantizar la exis

tencia de soluciones del problema radial,

El Teorema es consecuencia de las siguientes proposi-
ciones II.6 y II.,7, que permiten comparar con soluciones del
problema radial. Consideramos solo el caso de la acotacidn su

perior, la acotacidén inferior procede andlogamente.

PROPOSICION I1I.8: Sean Q,, B, u, wy f, g como en el T.II.2,

Sea g 1la prolongacién de g’ a R? mediante la medida nu

la en r2- N, (g e M+(R2)) y sean uy, W, la solucidn de

(P) para g, es decir:

-Au tw, = g . en M(IRQ)
w, € g(u,) ct R
1 1 P
1,1 2 2 2 1 2 +
u, € wloé (R), |grad u1| e M (R7), w, €L (R")., (si g =0
témese u1=b).

Entonces para todo ¢€>0 existe R, >R, tal que

Rl
u(x) < ul(x) + € ctp Q

Demostracidn: Como g > 0, por el Teorema de Comparacibn I.2,

u; 2 b ctp.

o
Sea €>0 y pongamos A = b+e>b., Entonces B (A) >0,



Sea U = u-u,-€. Entonces U € wi;i(no), |grad u| e M2(2,),
U e M(2,).

Pongamos V = vt = (u—u1—6)+.

Es inmediato que v € wi;i(m?), |grad v| e MQ(RQ) (para la

derivada de u' consultar 6T 29, §7.6).

2. Por un argumento standard, (cf. BBC [9], pg 530), como
1
weL(Q,) v we Bg(u) ctp € 9, se tiene que para todo

k:k>b, k>-a
|IWI' 1
ms {x e Qo R |u(x)l >k]’ i - oLkgng) < ™

Por el mismo motivo:

ms {x 6 Qg : |u1(x)| > k} <
Asi, 3 k>0 tal que

ms {x € Q, : |[U(x)] > k} < =

y podemos aplicar a U el Lema A.,7b siendo 4(r) = rt ¥y por
lo tanto p:p(r)=1 si r>0, p(r)=0 si r < 0. Entonces

v = j(U) y resulta del L%A7.Db
Av > p(U)CAV), - (AD)] en MRy, R' > R,

Pero AU = Au-Au, = (w-w,) + (g-£)

R! = ; - .
Asi en Q : (AU)S = (g—f)S >0, (AU)8 = 03

(AU)

" (wew ) + (g=f), 2 w-w, ctp.

Por tanto:

si U<o, Av > 0.(AU) -0 = 0



1
o

si u=o0, Av > 0.(AU) - 0

si u > o, Av > (AU)r > w-w, >0

asi pues tenemos

(31) Av ¢ MteaRh)

3. Con las propiedades de v obtenidas podemos aplicarle el le

1
ma A.2 en o t asi para toda pepP, p>0 si j es la

primitiva de p tal que j(0) = 0
2 1 (] .
(32) | grad v|© p'(v) < = ( j(u) - j(u))
- L1
R A A
Q 1 2 1

siendo L, 1, A A como en el Lema. R1 es el R del lema,

1* 72 2
luego R1 >R' >R,

4, Si demostramos que existen Ay A, anillos como en (22) de
forma que para un p 6 P, p > 0 tal que p'(r) > 0 para

r > 0:

(33) I (v < f $(v)
Ag Ay

la demostracidn de la Prop. II.8 se realiza asi:

De (32) se deduce que

! |grad v]2 p'(v) <0
& R
luego |grad v|2 p'(v) = 0 ctpe Q L, o sea grad p(v) = 0

R
etp, p(v) = c, constante > 0, ctp de Qt,

8f e¢>0, v = p-i(c) = ¢, >0, luego

Ry

u(x) = ul(X) +e+ ¢ ctp de 1)

1



(o}
Dado que ul(x) >b ctp y que B (b+e) >0 este hecho contra

dice la hipdtesis w € Ll(Qo), w € B(u) ctp Qo -
Asi pues la finica posibilidad de ¢=0, v=0, es decir
Ry
u(x) < ui(x) + € ctp de Q

lo que termina la demostracidn de la proposicidn.

5. Veamos pues que (33) es cierto:

Si fuera falso, para todo par de anillos A1, A2 con
tenidos en Qo en las condiciones del Lema A.2
(34) f j(v) > J J(v)
AQ Al
Es inmediato ver que si dividimos BR(O) N 2 en anillos de

espesor constante, (34) implica una estimacidn del tipo

jlv) > klR + k2 R k1 >0
B (0)nQ,
En particular J jlv) = o
o
En las condiciones de (33) si r >0 0<ji(r) £ ”p“°° r.
Asi tendriamos:
1 .
(35) J v > I J(v) = to
Q, ”Pllm Qo
Sin embargo vamos a demostrar que [ Vv <
JQO
1,1 2 ) 4 .
Sabemos que u € W’ (Q,), |grad u| ¢ M“(Q,). Ademds dado que
1, . . -
w € B(u) en Q, y que w & L (Q,), para todo A>b=sup B 1(0),
w :
ms [u>A] < ! “1 < ©
BLA)

Tomamos ¢ € cT(R%), o <t <1, =0 en [|x| £ Rete] y

z=1 en [|x| > R,-€] para R, >R,



Sea u = Zu. Entonces:

— 1 2. _
a) u e Lloc(B.), supp u ¢ Q,

b) grad u = grad Z.u + Z.grad u

Como grad u € MQ(QO), z.grad u € MQ(EP)
1

Como u € L,  (Q,), |grad ul| e MQ(QO) es inmediato que

lo

u € LEOC(QO), 1 <p <o (pues M2(Qo) ¢ L

y aplicamos el lema A.16 de BBC [9]). Asi

Dado que grad ¢z € D(Q), u grad ¢ € L2(R2).
-~ 2
grad u € M“(L,)

c) si u >0, 0< u < u. Por tanto

lo

o (82) s
2
u € L10

-

Asi:

(X > b)

{x e R?: W(x) > A} c {x e R + ulx) > A}

Aplicamos el lema 5.9 de BBC [9 ] que nos da

[ @t ccllgaasl ,
R2 M (R")

Ahora bien, si | %] >Ry , u=u, Por otra

v = u-uy-€ < u-b-g = u-A < (u-0 ", Asi pues

[ v < I (u-7 <
|x|1R1 ®?

Y como v 8 Lioc(9°)’ Lz V<o,

(o]

. ms[u > AJ < ®

parte

i

c

1 < Q<2 .

(2,).



Demostracidén del Teorema II.2. (salvo la filtima afirmacidn)

A partir de la Prop. I1I1.8 se deduce el Teorema aplicado
a uy el T.II.1, dado que es solucidn de (P) para una medida

radial y por tanto

1im sup u

< b
]x‘->m -

1

Pébr lo tanto para todo € >0 existe Ri > Ry tal que
ui(x) < b+e/2 y dado que la proposicién nos garantiza u(x) <
< ul(x) + e/2, u(x) < b+e. Asi

lim sup u < b
%] vw =
La estimacién inferior se obtiene cambiando de signo la

ecuacidn y sustituyendo B por B tal que Bg(r) = -B(-r),

Sin embargo hay un aspecto en que el resultado de compa
racién prop. II.8 es insatisfactorio: es el hecho de que la es
timacién u(x) < u,(x) + ¢ vﬁara Ix|] > R, no es todo lo
fuerte que se desea. Deseamos obtener u(x) < u(x), solucidn de
un problema radial en R? para |x| > R. En particular esto
permite aplicar a la estimacidén de la velocidad de convergencia
de u todos los resultados obtenidos en la primera parte de es

te capitulo y que se aplican a wu.

Por eso completamos el T2 I1.2 demostrando:

PROPOSICION II.9: En las condicionées del Teorema II.2 existe

R > R, y existen u,w, 8olucidn de (P) para g+ en QR
(es decir T e W1'le®), ¥e '), |graa 3] e ¥2a®,

-AT+W = g¥ en pr(ef)y, we g ctp oty tales que

u <u ctp oR



Demostracidn: 1, En el caso de que b sea el extremo superior

de D(B), se tiene que B(b) = [O,w[ y que u < b ctp. Dado
que no se cumple entonces la condicidn (C2), hemos de suponer

que g € Ll(QO) (cf. T.II.2), por lo que podemos tomar u=b,

2. En adelante admitimos pues que b € Int D(B).

En la anterior Prop. II.6 hemos mostrado que existen U,y Wy

con las propiedades citadas de forma que
u(x) < ul(x) + e en 2 ", Ry > Rg

. 1lim sup uy <b
[x[->m

Asi pues, dado €>0 existe R, = Rz(s) > R, tal que

ulx) < u,(x) + /2

(36) ctp |x] >R

ul(X) < bte/2 2

Tomamos € de forma que b+e < sup(D(RB)).

Sea M = B+(b+e) < o,

Truncamos R superiormente por M, es decir definimos el g.m.m

BM
B(r) si r<b+e
By(r) = {B(r) n [o,M] si r = b+e
M si r > b+e

Es evidente que D(BM) > [o,w[ y que en virtud de (36) (u,w)

R
sigue siendo solucidn de (P) en @ 2 cuando sustituimos R

por BM'

3. Utilizamos en lo que sigue el siguiente lema cuya de

mostracidn posponemos:



LEMA II.5: Sea B un g.m.m acotada superiormente tal que
0 6 R(O), 0 e Int B(R). Sea
= k + gt
Bk ® X Xp (o) T B Xq

donde k,R>0. Entonces si u, es la solucidn (en el sentido

usual del Cap. I) de =~-Au + B(u)> g, en R’ se tiene que
+ -
sup {u, (R) :+ k > 8 (0)} = @

En virtud de este lema existe g € H+(R?), g =g en Q y

existe una solucidén radial u de

(37) -Au + Byu > E

que verifica H(Rz) > ul(RQ) + €/2

Esta relacidn sigue siendo cierta por continuidad en un pequefio

anillo entorno a SR2 = [|x]| = R,].
4, Retomamos la demostracidén de la Prop. II.8 con B=BM
_ | R R
y v = (u-u)+. Entonces v e Wiéi(ﬂ 2), |grad v| ¢ M2(n 2),
R
Av € M+(Q 2) como alll y asimismo podemos aplicar el Lemg A.2:

$(v) -I 1(v))

p'(v) |grad v|2 < L (
R — L1
2 Al

Q . A2

con las notaciones del Lema A.2 vy R3 en lugar de R2,R3>-R2

Ahora bien en un entorno de SR u<u, luego
2

v=0., Toman
do Ay vy A2 incluidas en esa regidn J j(v) = I j(v) = 0
A, Ay

¥y entonces

J p'(v) |grad v|2 < 0, ¥p 6 P, p(r)=0 si » <O
R
fQ

3 p'(r) >0 s » > 0

De donde, como antes, deducimos que p(v) = C > 0, Tambié&n del



mismo modo se ve que c¢=0, V<0. Por tanto

_ R3
u(x) < u(x) ctp en Q

5. Por Gltimo sefialemos que siendo U solucidn de un

problema radial, 1im sup u < b. Por lo tanto existe R > R3
[x]| + o

tal que para |x]| > Rys u(x) < M B(u(x)) = BM(G(X)) y u

es solucidn de AU+ B(W)> gt en QR*

OBSERVACION: N&étese que u es solucidn de (37) —Aui—BM(u)a g

en todo B? y solo en QR podemos sustituir BM por R.
Pero precisamente las estimaciones sobre la convergencia de las

soluciones en la la. parte dependen todas del comportamiento de

B '"para pequefios valores'".

En cuanto a la demostracidn del lema II.5 observamos:

1°) En virtud el Teorema de comparacidn I.2 se deduce el
lema conseguimoa demostrar el mismo resultado c¢uando
B T K Xp_(0) k>0 pues k Xg_(0) 2 % k XB_(0) £ X Xp (o) *

+
+ g (] XQOA

2°) Por otra parte basta demostrar el resultado del lema
‘para un grafo B tal que 0 ¢ B(0), vy B°(r) < go(r) para
r > 0 pues el argumento del lema 6.5 de BBC [9] se aplica 1i

teralmente y las soluciones de PR mayoran a las de B8,

3°) Un grafo B tal que 0 @ B(0) y es acotado supe=

~

riormente por M queda mayorado por B tal que é(r) = B(r)

si r<o0, B(0) = [O,M], B(r) = M para r>0,



Asi el Lema II.5 es consecuencia del siguiente resultado

LEMA II.6: Sea f un g.m.m. tal que O € R(0), D € Int B(0)
y el grafo de B es concavo en el intervalo 0 < r < «» (en par

ticular B es univoco si r>0).
Sea R>0, f = XBR(O)’ k>0 yoouy solucidn

(en el sentido BBC [ 9]) de

-Au + B(u) 3 kf

Entonces

sup {uk(R) t k>0} =

Demostracidn: 1) Veamos que si k>g (o), uk(R)> 0.

Reproducimos el argumento de BBC [€3], pg. 544: como kf > 0,
kf # 0, u > 0. Ademds wu, es radial y u = uk(r) es una fun
¢idn de clase en 0<r<ow (ya que kf € tHr?y), Denota

mos por u, =

[aV¥al
Bile o
[EN

Como vimos en la parte I de este capitulo, para r >R,

< 0, luego u es decreciente, Por tanto de ser u(R) = 0,

k

u >0 implicaria uk(r) = 0 para r >R y en consecuencia

u, (r) = 0 y en el limite u;(R) = uk(R) = 0.

Ahora bien, si W = Auk + kf € B(u), es conocido (ver

corolario al T2 III.1) que

oyl < Nkell, = &
por lo que para O<r «R la ecuacién

- % (ru&)' tow, = kf



implica (ruL)' = r(wk(r) - k) <0

Asi ruL es decreciente en 0<r <R. Como uL(R) = 0 esto im
plica uL <0 en O0<r<R que junto a u(r) > 0, wu(R) =0
nos dan u(r) = 0. Pero esto es imposible si k > g¥(0).
2) Comparacidn:
Sabemos que -Au, + w, = f, w, € B(ui)’ u, >0,
wy > 0, Definamos para k >1: _
u = ku1 | §
w = {w si  u=0 ‘
B(kw) si u>o0 (B(r) es univoco si »r >O]
Entonces
-Au+w = -kAu, 4 kw, o+ (w - kwl)
Pero
{si u(x) = 0, W(x)-—kwl(x) = w(x)(1-k) <0
si u(x) > 0, Q(x)-kwl(x) = B(ku(k)) - kg(u(x)) <0
' (por concavidad)
As1 pues
-Au + w < kf
Ademés _ _
w € R(u)
Dado que -Auk tow S kf N
W) € B(uk)

El Teorema de comparacidn nos asegura que si1 k> 1:
U 2 u = k uy

Asi pues
uk(R) > kui(R)

Por tanto lim uk(R) = o,
k-+oo



TERCERA PARTE: El1 caso unidimensional

El problema de estudiar el comportamiento en el infinito

‘de las soluciones de

(P.) -u" + glu) > f, £ e M(RY)

1
discurre por cauces andlogos, pero es esencialmente méds ficil,

al no existir la dualidad radial-no radial.

Entendemos aqui por solucidn de (Pl) (en la lina del
[ee]
capitulo I) una funcidn u € Wl’ (R) tal que w=u"+fée Li(m),

w € B(u) ctp.

En el T2 I.3b vimos que la condicidn necesaria y sufi-
ciente para la existencia de tales soluciones para todo f € M(R)
es que el grafo B m.m, tal que 0 € B(0), 0 6 Int B(R), veri
fique ademis D(B) = TR. Las condiciones 0 € B(0),
0 € Int B(R) ya son necesarias para el problema planteado en

tY(r) (ef. BBC [o]).

Observemos de paso que Wi’w(R) < Cont(R) .

Demostramos entonces el

TEOREMA II.1b: Sea B un g.m.m, 0 € B(0), 0 € Int B(R),.

Sea f e M(R) y (u,w) solucién de (P,) para f.

Sea 8"1(0) = [a,b], a <0 <b. Entonces

lim sup u(x) < b
X -> 4 00 -
lim sup u(x) > a
X -»> + & -

ademés 1im u'(x) = 0



Demostracién:

1) La demostracidn de 1lim sup u < b se basa en el si

X > ®

guiente Lema, andlogo al Lema II.1.

LEMA IT.1b: Sean u € W ’'%(R,»), w 6 LY(R,») , R>0; w 6 B(u)
ctp, siendo B como en el Teorema. Entonces
lim sup u < b
r + o -
Demostracidn: Si 1lim sup u>Db, tomamos {rn} tal que
1) rn:>R’ Tn+1 2 2r‘n
ii) u(rn) >1>b, w(rn) > L>0 para todo n

Entonces si & _ = S y r it r =8 < v <r
n , n n-—" —="n
2[[ut]l,
Fn  1-b
ulr ) -ulr) < I u'(r)ar < Jlu']] 8, 2 ==
r
” 1+b _
Asi u(r) > =— =1, >b
w(ir) > B°(11) =L, >0

Y estimamos

que contradice w € L1(R,W)*

2) Del mismo se demuestra lim inf y el caso x + wo,

3) Dado que u € wi’”(mj y u" 6 M(R), u!

funcidn de variacidn acotada. Ademds si Xy < Xyt

u'(x2+) - u'(x1+) L f u",.dx
]xi,x2]
u'(xz-) - u'(xi-) = I udx

[x4%,[

es una



Asi pues existe

L = 1lim u'(x+) = u'(x1+) + u" dx
X 00
x, 2]
L = lim u'(x-) = u'(xl—) + I u" dx
k>
[xy,e=[
Ahora bien si L >0 es inmediato que 1lim u(x) = +o, vy si
X >0

L<0, 1lim u(x) = -, contra lo ya demostrado. Andlogamente
X 00
para el limite de wu' cuando X+ ~w

La demostracidn del lema II.2 puede repetirse asimismo
en el caso unidimensional para obtener que si w > 0 en el
T8 IT1.1b (lo cual ocurre por ej. si D(B) = R y £ e MH(R)

o si f e Li(ﬂi), f> 0), definiendo

(37) F(r) = I f G(r) = I £,
X>r X>r

se tiene que u'(x+) - F(x) es creciente, u'(x-) - F(x-) es
creciente, u'(x+) + G(x+) es creciente y u'(x=) + G(x) es

creciente, Como 1im F(x) = 0, 1im G(x) = 0, 1lim wu'(x)=0
X0 K+=~00 x+im

se deduce que
~G(x+) < u'(x+) < F(x)
(38)
=G(x) < u'(x-) < F(x-)
(obsérvese que F(x+) = F(x), G(x-) = G(x))
De (38) se obtiene

ey flully < Nl

resultado ya conocido por la demostracidn del 2 1.3b,



Las estimaciones que constituyen las secciones II.4 y
II.5 pueden repetirse con resultados andlogos a las proposicio
nes II.5, I1.6, II.7 Solo nos detendremos en esta filtima que

trata el importante caso en que tiene soporte compacto:

PROPOSICION II.7b:

En las condiciones del T2 II.1b supongamos que

f e Mj(R)

a) Sea f > 0. Entonces

a.1) u > b; fuera del soporte de £, u' < 0,

1
u' = o(;), r+vb.

a.2) w = o(%)

a.3) a.4) como en la Prop., II.7

b) Como Prop. II,7.

c¢) Como Prop. II.7, salvo w = 0(%

).

Demostracidn: La demostracién de los apartados a.l) a.2) es

andloga. La demostracidn de a.3) a.4) es la misma una vez

sustituido Au = %(vu')' por Au = u",

Nos remitimos por tanto a la Prop. II.7 ,



CAPITULO III

OTROS RESULTADOS DE EXISTENCIA‘ PARA LA

ECUACION ~Au + B(u)2 f EN IRN.




PARTE PRIMERA: Existencia de soluciones acotadas

Demostramos en esta seccidn varios teoremas de existen

cia de soluciones de (P) -Au + R(u) > f en Lw(RN).

Recordemos que si N=1, el T2 1.3b (resp. Th. 4.1 de
BBC [9]) garantizan la existencia de soluciones en wl’m(m)

cuando f € M(R) (resp. f € Ll(RJ).

TEOREMA III.1: Sea N > 2 y B8 un g.m.m tal que 0 € g(0)

(v 0 ¢ Int B(R) si N=2). Sea f €& L'(RY), f e rP C(m‘“‘)

lo
para un p>N/2, verificando ademés
. + .
lim sup f < B8 = 1lim B(r)
,x'—roo >0
(Cy,) _
lim inf £ > B = 1lim R(r)
Ixt-)w =0

Entonces toda solucidn u en el sentido de BBC [9]. 1 (es de

MN/N—2 N/N-1

cir u € (RN) » |grad ul € M (RN), w = Au+f ¢ Ll(RN)

si N i 3, u € Wigi(RQ), |grad ul e MQ(RQ), w = A0u + £ €

e Li(E.) si N=2) verifica
u e tT(rYy
Ademds se estima Ih)“m ¢ cf. (11), (12).

Demostracidn:

Veamos el caso N=2 que comporta dificultades adiciona

les sobre el caso N > 3:
1) Comenzamos descomponiendo f de la forma:

(1) f=f, + f

siendo f, = f para un cierto R, >0 suficientemente gran
2 oR1 1 =

de para que £, € Lm(R?) y en virtud de (C_):



(2)

Dado qu

B > 0

Entonce

Escribi

(u)

siendo

~

k y R

(5)

Es deci

Por 1lo

k™ = ma

de que

e f € Ll(mz), f, € Li(RQ) y es obvio entonces que

2
y A < 0.

S

f1 = f - f2

(3)

e t2(rY, p>1

supp(f,) ¢ B, (0)

mos ahora la ecuacidn

Ry

(P) como

-Au + B(u) > f2+f1 k XB_(0) + k XB_(0)
R R
Xgp la funcidn caracteristica del conjunto E c]R2 y
constantes relacionadas por la condicidn
j, F1 7 K Xegcoy) = O
R
r
k = k(R,f,) = |ms(B (o))|"1 53
71 R ' 1
tanto lim k = 0. Designamos k't = max (k,0),
R0
x (-k,0) e imponemos a R la condicidn de ser tan gran
i) R > Ry
ii) sup f2 + kT o< 3+
inf f, - kK~ > B~

2) En virtud del Lema

(p") -Av = £,

A.1 el probléma

k XBﬁ(O)



posee una solucidén VvV € C(R?) n Lm(RQ) , J|grad v| e L2(R2)

dada por

3
[ag]

(6) voe £y -k XBR(O)J

o

Ademds Vv verifica lim v = (1imite uniforme)

| x| >0
debido a (5).
3) Entonces, dada la solucidén u del enunciado,

w=Au + £ e B(u) ctp, es inmediato que u-v € Wi;i(RQ),

|grad (u-v)| e Mz(RQ), A(u-v) € L3 (R?). Ademis se tiene que
(7) J k>0 : ms Ix ¢ R? ¢ Ju(x) - v(x)| >k} <

En efecto, si la afirmacién fuese falsa, dado que Vv ¢ LmGRQ),
se tendria que para todo k ” 0, ms [lu' > k] = o, Pero dado
que 0 € Int R(B) Yy que w € B(u) es tal que w € Li(RQ)

esto es imposible, seglin argumento ya repetido,.

Asi pues podemos aplicar a u-vVv el lema A.13 de BBC

[9 ] y deducir

I ACu-v) . p(u=v) < 0, para todo p € P

]R2
Ahora bien ACu-v) = w - (f, + k XBR(O))’ luego
(8) f plu-v).w < f (f, + k ¥ ) . plu-v)
) = ) 2 Bp(0)
R R

4L) Veamos que sup u < o

Tomamos una sucesidn pn(s) e P creciente hacia
sigi(s»r), r>0 fijo. Sea E, = {x ¢ Rr? ; ul(x) > v(x)+r}
y pasemos al limite en (8) por la convergencia dominada. Enton

ces



(9) L w < L f, + k XBR(O)
r r

Si suponemos que supu = ©, dado que v € L”(m?),
sup (u-v) = «, Por tanto para todo r>0 ms(EP) > 0. De
(9) se deduce entonces que ha de existir F_ C E_, ms(Fr) >0

tal que para todo y € FP
wiy) < f2(y) + k XBR(O)(y)

Por tanto w(y) < sup £, + kt < 8*. Ponemos
m = [8-1(B+k+)]+ < » entonces cty,u(y) < m v(y) = u(y) -
- (u(y) - v(y)) < m-r. Haciendo crecer r indefinidamente

deducimos que Vv ¢ Lw(m?), resultado contradictorio.

(Notacidn: [B_i(c)‘]+ = sup {s € R: g(s) 3> c},

[B—i(c)]“ = inf {s € R: g(s)3c})

5) inf u > « en virtud del razonamiento andlogo corres

pondiente.

c) Estimacidén de las cotas de u:

Sea L = sup (u-v)
1°) si L < 0 sup u < sup v < ”V|Ln

2¢) si L > 0, pongamos para un g¢>0, vr=L-g < L.
Segin lo visto en 4) cty € F u(y) < m. Ademds ctp x € R?

u(x) - v(x) < L. Asi

u(x) < L+v(x)=r+te+vix) <uly) -v(y) +vix) + ¢

ulx) <M+ 2|(|vl]_ + €

Hacilendo e+ 0



(10) ctx € R2, u(x) < m + 2 ||v]|

oo

De ambos casos se concluye que

(11) sup u < m + 2 ||v]l_, 0 < m= [B-l(B+k+)]+ < o
De forma anidloga
(12) infu>m-21{vll, , 02>m= [B-i(A-k-)]_ > -0

Demostracidn para N __ 3:

El término k XBR(O) resulta superfluo pues la exis
tencia de Vv solucién de (P') acotado no exige que el segun
do miembro tenga integral nula (ver obs. al Lema A.1). La
férmula (8) se obtiene mediante el Lema A.10 de BBC [ 9 ] pa

ra p € P,.

(Complemento al) TEOREMA III.1 (N=1):

Sea B un g.m.m tal que 0 € B(0), O € Int B(R),
f e Ll(R) verificando la condicidn (C_). Entonces la solu-
c¢idén u evﬂ*w(m), tal que w = u'+ f € Ll(R) de (P)

(cf., BBC [0 ], Th, 4.1) verifica las acotaciones (11) y (12).

Demostracidn: Totalmente andloga al caso N=2, Sustituir el

Lema A.13 de BBC [9] por la fdérmula equivalente 4,2, pg.

535, BBC y el Lema A.1 de este trabajo por la observacidn

subsiguiente para N=1, E2 por Ei’ etc,
COROLARIO IIT.1: Si en las condiciones del T2 ITI.1,

o N 1 N . . .
feL (R )nNn L(R), N > 1, se tienen las estimaciones

(13) (871 ine )] < u(x) < (87 (sup ©)]F, ot x



(1) inf f < w(x) < sup f ct x

[(14) es un principio del méximo].

Demostracidén: Si sup f > B+ 6 inf £ < g8~ las desigual

dades correspondientes son obvias.

En caso contrario repitase la demostracidén del teorema

con h=0, k=0, v=0, obteniendo (13).
Para demostrar (14) empecemos por w(x) £ sup f:

- S8i sup f es un valor no perteneciente a un tramo vertical
del grafo g, B(B—l(sup )% es un valor finico y vale
sup f, por lo que u(x) < [8_1(sup f)J+ y w € B(u) ctp x

implican w(x) < sup f.

- En caso contrario es claro que si u(x) < [B—i(sup f)]+,

ctp w(x) < sup f y nos basta obtener el resultado siguien
te: ct x € [u = [8-1(sup f)]+], w(x) < f(x), o lo que es lo

mismo -Au(x) 2 0,

Para N=2 &este resultado es consecuencia del Zorola-

rio del Lema A.7 aplicado a la funcidn positiva

[B-i(sup f)l+ - u. Para N >3 se puede probar un resultado
andlogo con las hipdtesis u € MN/N—Q(RN),
|grad ul] e MN/N"i(mN), Au € M(RN), como variante de Béni

la1[7], lemme 12. Para N=1 con las hipbteslis LJGwl’m(m),

Au € Li(R) el cdlculo resulta afin mds fécilx

El Teorema III.1 puede ser utilizado para demostrar la
existencia de soluciones acotadas -no necesariamente f{inicas-

de (P) cuando f no necesariamente pertenece a Ll(mN).



El concepto de solucidn de (P) quedard ampliado en

adelante del modo siguiente: u es solucidn de -Au+ B(u)>d f,
1 N . 1 N 1 N
f e Lloc(R ) s1i u € Lloc(m‘), Au ¢ Lloc(m ) y

1

W f + Au € B(u) ctp.

Asi obtenemos el

TEOREMA III.2: Sea B un g.m.m tal que 0 € B(0) y

R(B) = R .

ler. caso: Supongamos que f verifica las siguientes
condiciones
i) si N>2, f e Lfl’oc(JRN) para un p > N/2. si N=1

f €6 L (IR)
loc

ii) f esta (esencialmente) acotada en un entorno del

infinito.

y que D(B) = TR.
® N
2° caso: Supongamos que feL(R), N>1,

En ambos casos existe al menos una solu¢idn u de

(P) en el sentido anteriormente citado tal que
u € Lw(RN)

w=du + £6 LO(RY)

Ademds en el 2° caso:

inf £ < w(x) < sup £, ct X 6 mﬁ

si f € Ll(RN) las soluciones obtenidas son soluciones usua

les (cf. BBC [g ]).

Demostracidn;

Como antes trataremos en detalle la demostracidn en

dimensidn N = 2:




1) Comenzamos por un caso particular: f > 0 en un entor-

no del infinito.

Suponemos pues que existe R,>0 y f > 0 en

R
Q, = 2 ° = {x ¢ Rr? . |x] > Ry} y ademds 0 < sup f = B < o,

- Planteamos el problema aproximado
(P) ~du + Blu ) 3 £

Donde

1 2
(15) £ = f’XBn(o) € L_(R")
Para (Pn), BBC [9 ] nos proporciona la existencia de solu

. 1,1, 2 2,2 B 1,2
cién u_ € wloc(m.), | grad unl € M"(R"), woo= Aun+ feL(R)

n-p
por resultados de regularidad conocidos u, € Wigg(m2) y

ademas  lw Il < llg Nl ,  1uego Bu ¢ LP(R®), de donde

por Sobolev (p >1), u, ~es continua (cf. este argumento con

BBc [ 9], pg 542).

- Apliquemos ahora el T8 111.1 y las estimaciones (11), (12)

a las soluciones {un}. Veamos que puede hacerse de forma uni
forme:
En virtud de las hipdtesis para th >Rgy 0 < fn&X§B,

por lo que en la descomposicidn (1) £o= (), + (£ ),,

n n
(£, = £ oR1 podemos tomar R, = R, uniformemente en n.
imi 1 > = =
Asimismo si n >R, (f ), fols (o) f
Ro Be (0)
[o]

es constante y por tanto constantes son k y ¥ respeécto a n.
Asi tenemos uniformemente en n >R, :

(11) u (x) < m o+ 2 Ivllg



(12" u (%) > m - 2|[v]_

Dado que hemos supuesto f > 0 si |x] > Ryy la sucesidn
de truncadas {fn} es creciente para n > R,. En virtud de
.. . 2 ,
los teoremas de comparacidn para soluciones en le(m.) (cf.
BBC [ 9], prop 3.6), {wn} es creciente y {un} es cre-
ciente a condicidn de tomar wu_=u si f = f . Deduci
n m n m =
mos pues de (11) y (12') que la sucesidn {u,}, creciente y
acotada en L”(m?), tiene un limite u vy u -+ u en

Lm(R?) débil, ctp vy en Lioc(m?)v (convergencia mondtona).

Ademds u verifica (11) y (129.

-~ La convergenckide{wn} obedece a razones distintas en los

dos casos del enunciado:

20) Si f @ L°(R?), en virtud del Corolario III.1,

{wn} estd uniformemente acotada en Lw(Rz):
(14) inf f < wn(x) < sup f, ct x € R?
Luego existe w = 1lim w, en Lw(R2) débil, en
L1 J(RD) y ctp.
Ademés:

inf f < w(x) < sup f

1) si £ # L°(R?) (caso 1°) suponemos que
D(B) = R, por lo que {un} acotada en Lw(Rz) implica

{wn} acotada en Lm(R?).

- Es una solucidn de (P):

1 1
u, *u en Lloc



1
loc’

de derivacidn es cerrado en Lioc’ luego -Au = f-w.

luego —Aun > f-w en L Dado que A es un operador

El lema 3 de Brézis [12] nos permite concluir de

1 2 1 2
u ., u o] Lloc(m.), u *u ctp y de W W en Lloc(m.)

w € B(un) ctp que w € B(u) ctp.

~ La solucidén obtenida u es una funcidn s.c.i., por ser

l1imite (mondétono) de funciones continuas.

- S8i f no tiene soporte compacto esta solucidn obtenida es
. . . 1 2
inica., Si f tiene soporte compacto, f € L (R") y nos

remitimos a BBC [ 9] para la no unicidad:

En efecto si f no tiene soporte compacto, pasando
a una subsucesidn podemos asegurar que {fn} es estrictamen

te creciente.

"Entonces, aunque la solucidn u, correspondiente a

fn no sea finica podemos asegurar que si fn+1 > fn’
fn+1 # £ toda solucidn para fn+1 es superior o igual a

toda solucidn para fn' Por lo tanto el limite monétono u

es Gnico.

-8i £ >f, f # £ son dos funciones como en este apartado,

para n>>0 f_ > % £ ¢ F luego w_ > W u_ > 1
n="n° n n’ n~"n? n>="n

y en el limite w o> Q, u > w. Este es el resultado de com

paracidén de soluciones.

- 81 f & Ll(mg). fn + f en L1 luego segfin BBC [9]

1 . 1,1
w, > w en L y {un} estd acotado en Wioos luego El{nk}
tal que u + u en Liocy ctp. Asi (u,w) son una solu

n
k
cidén en el sentido usual (cf. BBC Lg ], 3).



- Para N=3 & N=1 se realiza paso por paso el proceso ante
rior utilizando las soluciones u s wn<kMas por BBC [9'] con

la regularidad correspondiente.

DEFINICION: En adelante nos referiremos a las soluciones obtg

nidas en este apartado como "inf-soluciones" (obtenidas por

truncacidn).

2) Caso en que f < 0 en un entorno del infinito:

Calculos totalmente andlogos conducen a "sup-soluciones"

por truncacidn que en este caso son funciones s.c.s.

Resumimos los resultados obtenidos en la

PROPOSICION III.1: En las condiciones del T2 III.2, si f > 0

en un entorno del infinito,

1) se puede hallar una inf-solucién u de (P) como

limite creciente de soluciones del problema truncado (Pn)' Ade
o N b N fps .

mds u €6 L (IR"), w=40u+ feL (R) u verifica las estima

ciones (11) y (12) vy es s.c.i.

2) si N >3 u es siempre finica, Si N=1,2 u es {ni
ca si por ejemplo f no tiene soporte compacto, o si

g"t(0) = {o}.
3) es vdlido el resultado de comparacién conocido para
£ e Li(r"):
- si f > ?, w > W y si N > 3 u > a

- 8l N=1,2 es preciso f > f, f # 3 para concluir



En las condiciones del T2 III.2, si £ < 0 en un entor
no del infinito se obtienen '"sup-soluciones" como limite decre-
ciente del problema truncado que son funciones s.c.s. y cumplen

el resto de las afirmaciones hechas para f > 0.

3) Terminamos la demostracidn del T2 III.2 considerando el caso

general.
Utilizaremos dos tipos de aproximacidn:

a) Aproximacidn "sup-inf"

Consiste en reducirse al caso 1) definiendo

(16) £ (x) = {fiX)’ si x|l <m
£ (x), si |x| > m
(fY(x) = max(f(x),0)). Si £ cumple las condiciones exigidas
en el Teorema también f(m). Ademés f(m) v f en Lioc y
f(m) >0 si |x| > m,
(m)

Ahora podemos someter f al proceso del apartado 1)

definiendo

(m) f(m)(x) si |x| <n
(17) £ (x) = {
0 si le >n
Y planteando
(m) m m (m)
(Pn ) -Aun + B(un) 5 fn

] . . . [3 m
Como vimos se obtiénen en el limite soluciones u para

($™ “Au + BCu) 3 £M)

De nuevo repitiendo el argumento visto en 1) podemos afir

m ‘e .
mar que las u verifican uniformemente las acotaciones (11) y



(12) por lo que {u™} es una sucesidn acotada en L“(RN).

Ademis, dado que {f(m)} es una sucesidn decreciente
la sucesidn {wm} es decreciente y {um} lo es si tenemos
el cuidado de tomar u" fija cuando f tenga soporte compac
to y N=1,2 vy la solucidn no sea finica (caso por otra parte

ya incluido en BBC [ 9]).

Podemos pues pasar al l1imite en {u™} vy obtener

U = lim u" en Lw(RN) débil, en Li (R") y ctp
- oc
Para pasar al limite {w"} hemos de precisar que es una suce

, o, _N R
sién acotada en L (IR) con exactamente el mismo argumento

de 1). Asi existe el 1limite mondtono

1im wh en L7 débil, Lioc(RN) y ctp

m-»co

1]

W

Por filtimo u verifica (11), (12) y si f € Lm(RN), W

verifica (1u4),.

b) Aproximacidn "inf-sup":

En este caso nos reducimos a 2) mediante

(18) £

f(x) si x| < m
(x) = {

(m) F(x) si [x] > m

(~f7(x) = min(£f(x),0)), Resolvemos

Obteniando sucesiones {um}, {wm} crecientes y limites mong

tonos:



- w - .
u = lim wu, en L débil, Lloc y ctp
= 13 L débil, Ll t

wo= lim  wo en ébil, loc Y c°tp
en las condiciones de a).
- Soluciones usuales

Si f e Ll(Rﬁ), f(m) »> f en L1 luego segiin BBC
[9] W w en Ll. Ademis {um} es un conjunto acotado en
Wi;i(RN) luego existe una subsucesidn {mk} tal que

m —_—

u Koy en L1 y ctp. Asi (u,w) son una solucidn en el

loc
sentido de BBC L9J.

Idem para (u,w).
Dada la unicidad de soluciones w=w si f € Li(RN).

si N=1,2 y g 1(0) = [0} & si

O~

Ademds si N >3

N=1,2 vy ff =0 u = u.

—

- Comparacidn de soluciones:

para todo m, wh o> ow ¥y por

(m)
f > f 2w

Dado que 2 fem

tanto W > W, ctp,

Ademds si f no es de soporte compacto para m>>Q

. m —
y concluimos que u > u y de ahi u > u, ctp.

(M) 4 ¢ o

(m)

Utilizamos aqui los resultados de comparacidn para solu

ciones cuando f e Li(RN) y el hecho de que u™ y u, se

obtienen como limites de tales soluciones. Omitimos los detalles

por brevedad.

Resumimos los resultados deducidos de 3) en la



PROPOSICION III.2: En las condiciones del 2 IIT1.2

1) se pueden hallar soluciones de (P) 1llamadas sup-inf,
u e inf-sup u, que cumplen u € Lw(]RN), w = Au+fGL°°(]RN),

verifican (11), (12) y si £ € L W,E verifican (14).

2) si f € L1 son soluciones usuales. En general w 2w

y en las condiciones antes citadas u > u.

3) si N >3 o si N=1,2 y £ no tiene soporte compac

to o si 8—1(0) = {0}, u, u estdn finicamente determiandos.

Wy w estdn unicamente determinados siempre,

4) el resultado de comparacidn usual es vdlido para ambos

tipos de soluciones

- si f1 > f2, Wy > Wy Y Wy b Lo}

-si £, > f,, N>3 &si Ne1,2 y B8°1(0) = {6} o una

2’

no tiene soporte compacto

Los apartados 3) y 4) tienen demostracidn andloga al apar

tado 1 y la omitimos.

(fin del Teorema III.2)

Demostramos finalmente para N > 2 un resultado que
muestra que las soluciones estdn acotadas en el infinito cuan
do f es una funcidn integrable acotada en el infinito. En es

te caso no se logra pasar al limite en las condiciones del



a

T- ITI.2

un resultado mds fuerte es cierto en general,

TEOREMA TIT.3: Sean N > 2 y B

(y 0 € Int R(B) si N=2). Sea

tada en un entorno del infinito de

w
H

lim sup
|x[->m
A lim inf
| x| >

Entonces la solucidén u de

es acotada en un entorno del

[o]

Demostracidn:

Veamos

técnica tiene

y prescindir de la integrabilidad de f.

un

la demostracidn en dimensin

gran similitud con la empleada en el ™2 I11.1

Para N =1

T2 I.3b.
g.m.m tal que 0 € B(0),
1 N .w
f e L (R) una funcidn aco

forma que

f < B

£ > B

(P) en el sentido de BBRC

infinito.

N=2 con detalle. La

aun

que en este caso haremos estimaciones en el exterior de una bola.

1) En virtud de los resultados de comparacidén de solucio

nes podemos suponer que £ >0

B es un grafo acotado (cf. BBC

(cf.

BBC [9 ], pg 532) y que

[9]’ pg 542).

2) Como en el T2 III.1 descomponemos
f = £,0¢ f2
con: £, = QRl’ R,>>0 tal que sup f, < B+, inf f2 > B
f£,o= £-£, ¢ LURD), supp £, ¢ By (0)
° 1
Entonces si Ww = Au + f @ B(u) escribimose (P) de la forma:

-Au + w 3D f, + f

1 2

(o) t Kk XBg (0)



~

con k y R como en el T2 IITI.1. Por tanto

Sf, - k x
1 Bﬁ(O)

y definimos igualmente v = EQ*(f1 - k XBﬁ(O))’ solucidn de

-Avo= £y - K Xga(o)y-
R
Segin el Lema A.1 v = O(TlT). Por tanto existe R2,
R2 >Ry, R, >R tal que v e L7(Q 2). Ademds v es armd
R .
nica en  “(-Av=0) vy en virtud de BBC [9 ], lemma A.3,

2

2,k - 5
grad v € M°(Q “), grad v = grad E, # (f; - k XBﬁ(O))

3) Escribimos ahora (P) como:

w - A(u-v) = f, + Kk XBﬁ(O) = h

Hemos escogido R y k de forma que

sup h < B+ s inf h > B~
QR2 of2
y pretendemos aplicar el Lema A.3. Para ello hemos de observar

que se cumplen las hipdtesis de regularidad del lema:

2

R
i) Dado que B es acotado y £ e L7 ),

R R
_ 0 2 1,1 2 2,p 2
Au = w-f € L (Q ©) y como u € wloc(m ), u € wloc(g ).
R
Por Sobolev u € Cl(Q 2y, Recordando las propiedades de v
1

R
concluimos que u-v € Lloc(m?), grad (u-v) @ MZ(Q 2),

R
Alu-v) € LY (R?), u-v e clea 2).

s \ R2
ii) Existe c>0 tal que ms {x e Q ¢ lu(x)-v(x)|>e) <
R
< ® pyes de lo contrarioc dado que vef 2, para todo c¢> 90
R
ms {x e Q 2 : |u(x)| >c} = «» contra la hipdtesis de que

Int B(R) > 0, w € B(u) ctp y w € Li(Rg).



Aplicando pues el lema A.3 obtenemos para R > R2 y pa
ra p € P, siendo r = |x|:
‘ 9
p(u-v) (u-v) < plu-v) T3 (u-v)
Q sk
Dado que A(u-v) = w-h
(19) J plu-v)w < I p(u-v)h + [ p(u=-v) gL (u-v)
R TR R r
Q Q S
4) Veamos ahora que suﬁ u < ot
193
Sea M(R) = sup (u-v). S8i R >R, M(R) < ya"
S
R
que u-v es continua.
Tomemos en (19) p P tal que p(r) = 0 si r < M,
Entonces (19) se reduce a
(191') [ p(u-v)w < [ p(u-v)h
af ok
Aproximamos sig;(s-r) para r>M por una sucesidn pn(s)

como en (19') creciente y pasamos al limite por la convergen

cia dominada. Sea E, = {x e ok . u(x)-v(x) >r}. Entonces
(19') da
(20) L w < L h
r r
Si suponemos que sup {u(x) : x| > R} = o, dado que v
es acotada en QR, sup(u-v) =~ en QR. Ast para todo r>M

ms(Er) >0 y (2) implica la existencia de F_ : F ¢ E_ ¥

ms(F ) > 0 y tal que para y 6 F,
w(y) < h(y) = £,(y) = £(y) < gt

luego c¢ct y € Fr



u(y) <m = [ (sup £,0]"

Pero dado que en Er u~-v > r ¥y que Erc Fr si hacemos r 4o
concluimos que vir) ¢ Lm(QR), falso.
5) Del mismo modo se obtiene inf u > -, a partir
QR
de (19).
6) Estimacién de sup u:
R
Q
Designemos por N(R) = sup (u-v). Caben dos posi
QR
bilidades:
a) Existe R>R, tal que N(R) > M(R):
Entonces aplicamos lo visto en 4) y con N-g = r> M
se obtiene para ct x € QR, ct y € F (abreviamos ||v]| =
r o, R
L (™)
= |lvll )
u(x) = ulx)-v(x) + v(x) < N + ||v]|_ =r+e +]|v]|_=

uly)-v(y) +e +||v]l, < uly) +e + 2|[v||

Pero segin 4) uly) < m = Is‘i(sup fé)|+’ luego
u(x) < mte + 2”VIL»

S1 como €>0 es arbitrario

(21) ulx) < m + 2||v||

b) para todo R > Rpy N(R) > M(R)

Entonces ct x € QR u(x) < M(R) + ||V||°°



(22) u(x) < sup u + 2||v|l_ , ct x e of

SR

Dado que 1lim
R

vl o . = 0, 1la estimacidn (22) nos in
L (Q7) -

dica la "casi ausencia" de crecimiento de u.

7) Idem para inf u 4
QR



PARTE SEGUNDA: Resultados de existencia cuando B(0) # {0}

En esta seccidn suponemos que 0 € B(0) pero {o} # B(0).
Con las hipdtesis usuales sobre el grafo B obtenemos soluciones
del problema (P) ~Au + B(u) > £ para algunas medidas no aco-

tadas f.

Como en el T2 IITI.2 entendemos aqui por solucidn de
- N > »
-Au + B(u) > f, f medida de Raddén en IR, una funcidn
1

N 1 N
u € Lloc(m ) tal que w = Au + f € Lloc(m ).

Obtenemos el

TEOREMA III.4: Sea 8 un g.m.m. tal que B8(0) = [y3y'] Do, 8

cumple la condicidn (CN)

R y J glr) - plr) 4, < o

(st N23 D(g) 2(N-1)
T N2
(cy) j si N=2 D(R) =R y J [B(r)-s(—r)]e-ardr < ®
0 para todo a>o
si N=1 D(B) = R

Ademds si N=1 pedimos que Int B(R) = [Y-,Y+]

Sea f wuna medida de Raddn en RN tal que (f-Y+)+, (f+y7) e

e M(RY) .
. 1 N
Entonces existen soluciones u € Lloc(Bi ) de ~Au+B(u)3f
que cumplen ademés
lim inf u > a = [B-l(Y-)J-
(22)
lim sup u < b = [3-1(Y+)J+

si (f+y7)", (£+y ' estdn acotadas por medidas radiales de

N s
-M(R") en un entorno del infinito resp.



OBSERVACION: Si f e LiOC(RN) la condicidn (CN) no es necesa

ria. Para N=2 es preciso explicitar entonces que Int B(IR) D
> [Y-,y+] .

Si Y =Yy =0 estamos en el caso f e M(RN) y no hay
nada que demostrar (cf. cap. I). Por lo tanfo suponemos en ade

lante que Y+ & v # 0.

Demostracidn: Utilizamos la técnica del T2 III.2,

1) Comenzamos por el caso particular: f > 0 en [lx[ >R],

R>0. Si vyt o= 0, f e H(RN). Por lo tanto suponemos Y+ > 0.
Planteamos como partida el problema
A+ wo= (YT o=
(P)
w e B(u)
donde se define B(r) = B(r) -y : B es un g.m.m tal que

0 ¢ B(o), B cumple (CN) si lo cumple B y si N=1,2 te

nemos la seguridad de que 0 € Int B(R). Ademds sup E—1(0)=1L

Dado que f € Mt (rRY)  existen i e ! (RN),

w AG+ F e Li(RN) solucidén de (P) (cf. Bénilan [7'] para N>3;
capitulo I para N=1,2), Si N=1,2 vy f =0 tomemos i = b,
la solucidn midxima. En caso contrario la solucidn es fdnica.
En virtud del Cap. II sabemos que 1lim i =b si N=1,2.
[ % |+

Si N>3 Bénilan [7 ] demuestra que lim @ = 0. Ademds en virtud

del T2 de Comparacisdn I.2 (ecf. Bénilan ['7] para N>8), @,% > 0.

- Ahora pasamos al problema



n n
(P )
w_ € B(un)
dond £ = f = £ e M_(RY)
onde n 'XBn(O) 'B_(0) o

Traduciendo los resultados BBC f9 ], 2 6.1 y ™2 6.3 a medidas,

para lo que disponemos de Bénilan ['f] si N>35 Prop. II.7,a.3)
. . 1,1 N

si N=2% Prop. II.7b, a.3) si N=1, 3 u € W2 (RY),

w 6 Li(RN), solucidn de (Pn), ambos de soporte compacto.

- Comparemos las soluciones de (P) y (P_):

n
Sea R, > n tal que supp(un), supp(wn) C BRn(O).
Definimos W ’Y+ si x| <R
_ n n
W {
0= w si x| >R
y
+ .
B £ -y si | % | >R,
£ - {
0= f s le_SRn
Entonces
(23) —Aun + woos fn
_ — — 1 N
(2u) W€ B(un), w 6L (R)

En virtud del T2 de Comparacidn para f 6 M(RN) (cf.

as

Bénilan [ ] para N>3; T°° I.2y I.2b resp. para N=1,2) de

(B) y (23)-(24) deducimos

’ u <
(29) { woo< W+ oy
n = Y
- Utilizamos ahora la hipbtesis f > 0 en [|x| >R}: Entonces
si n'> n>>0, fn' > fn luego en virtud de 1los 2% de Compara-

cidn {wn} es una sucesidn eventualmente creciente y {un} es



(b

eventualmente creciente si tomamos la precaucidn

de poner u =u

si fn= fm y la solucidn no es {nica.,.
Pasamos ahora al limite mondtono (TS de B. Levi) en vir
. tud de las acotaciones (24). Asi existen
= 11 1 ct +
u = lim u_~ en loc y P
(26) { 1
w = 1lim w, o en Lloc y ctp +4
Cumpliendo
u <1
(27) {
W< W+ y+
Pasando al 1imite en (Pn) obtenemos
-Au + w = f
Y por el ya utilizado T2 3 de Brézis DQ] w € B(u) ectp. Ast

u es una solucidn de (P), que denominamos por el procedimien

to de construccidn, "inf-solucidn".

- Dado que u < U y que lim @ = b, obtenemos 1lim sup u < b.
Ademds u > u, v aplicando el cap. II a u, obtenemos
1im inf u > 1lim inf u_ > [3‘1(0)]“ = 0 si <0
> - Y
=a si «y =0

con lo que queda demostrado (22), incluso mejorado si y- < 0,

- 8i f£ e M(RN), las inf-soluciones son soluciones en el senti

do del capitulo I y por tanto son la solucidn finica en las condi-

ciones del T2 I.1 (I.1.b) para N=2 (N=1) (cf. Bénilan

el argumento es que las inf-soluciones se obtienen como

1
Lloc

la aplicacidn

si N>3):

limites en y que en las condiciones del cap, I, 72 1.3
f — (u,w) es débilmente secuencialmente conti-

nua.



- Las inf-soluciones son fGnicas si f no tiene soporte compacto:
entonces {fn} es una sucesidn creciente no constante e incluso

para N=1,2 el limite de {un} es inico, aunque algunas u_

no estén univocamente determinadas. Si N>3, o si N=1,2 y
-1 . - + s
B (o) = {o}, lo cual se cumple si y < 0 < y , no hay ningfin

problema con la unicidad,

s 2 a s . .
- También el T= de comparacidn usual resulta cierto con los mismos

argumentos del T2 III.2.

2) Caso en que £ < 0 en [[|x]> Kl, R>0:

Cidlculos anilogos conducen a "sup-soluciones", obtenidas

por un proceso de limite mondtono decreciente en Lioc(mN)' Si

f e M(RN), en particular si Y = 0, se obtienen las solucio

nes del cap. I.

En este caso si y < 0 1la acotacidn inferior la estable

cen las soluciones de

“AU O+ W= (F 4y ) = F
(P) { - -
w € B(1)
con E(r) = B(r) - y . Se obtiene para la sup-solucidn u

~~
N
™
N
,__JH
e
v
c¢

5
v
=4

+y

3) Caso General

a) Aproximaciones "sup-inf" e "inf-sup"

Nos reducimos al caso 1) definiendo

f(x) si [x] < m
(29) £(M) (x) - { . -
f(x) si |x] > m



(m)

Si f cumple las condiciones exigidas tambien £ Ademés
f(m)¢ f en el espacio de las medidas de Radén y f(m) > 0 en
[Ix] > n].
Calculamos ahora la solucidn de
m (m)
(p") -Au + B(u) 3 f
que por 1) existe inf-solucidn u(m) € Lioc con w(m) =
Au(m) + f(m) e Lioc(RN)' Ademids si f = f(m) para algfln
m estamos en el caso 1). En caso contrario f(m) es decrecien

te no constante y en virtud de los resultados de comparacién

{u(m)} es decreciente asi como {w(m)}.

También nos podemos reducir al caso (2) mediante

A f(x) si |x] < m
(30) femy(®) = { } -
-f (x) si |x] > m
Y resolviendo
obteniendo una sup-solucidn Uem € Lioc con w(m) = -Au(m)+ f(m)
1 N
e Lloc(m ).

Como u(m) y u(m) se obtienen respectivamente como
limites de las sucesiones {uim)} y {u(m)n} de soluciones
correspondientes resp. a {fgm)} y {f(m) n} y dado que

9
(m) (m) _
fn > f(m),n podemos tomar u, > u(m),n y eon ello
(m) (m)
u > Yy _Asimismo W 2 Wemye

Asi1 tenemos para m<m'



’ (m') (m)
(31) u(m) < u(m,) € o0 S W u

(m") (m)
W < W W w

< ¢o.. <
m) — - —

m')

Podemos ahora pasar al limite en ambas sucesiones mondtonas gracias

a la acotacidn respectiva (30) y obtener

— . (m) .
= > =
u lim u > 1lim Uem) u
(32)

w = lim w(m) > 1lim w = w

- (m) -
- [y 1 N - . 3
limites en Lloc(m.) y ctp; u recibe el nombre de sup-inf-so

lucidn y u de inf-sup-solucidn.

Ademds las acotaciones (25), (28) son vdlidas tanto para

(m)

u como para ug

m)

(m)

»
u < u < u
m

IA
e

Por lo que en el limite
(33) 8 <u<uc<i

As!l en las condiciones del Teorema se obtiene (22):

lim sup u <b

l1im dinf u > a
- La unicidad y la comparacién de soluciones no ofrecen noveda-
des sobre 1o visto en 1) 2) 8 en el T2 III.2. Lo miasmo sucede con

las soluciones cuando f e H(RN) que resultan ser las usuales

(cap. i).

Podemos resumir los resultados obtenidos en la demostra-

cibén en la siguiente



PROPOSICION ITII.3: En las condiciones del T3 111.2

i) se pueden hallar soluciones de (P) de los tipos

sup-inf-solucidn e Lt (RN), weAT+ feL! (RN) como
loc loc

limite mondtono decreciente en Lioc e inf-sup-solucidbn

uwe ! (RN), = Au + £ € L1 (RN) como 1imité + en LY .

- loc — — loc loc

Ademds u < u, w < W ctp.

1i) si N >3 osi N=1,2 y B (o) = {o} o si £
tiene soporte compacto tanto la sup-inf como la inf-sup-solucidn
es inica, wy w son siempre finicas. La no unicidad de u res

ponde al Teorema I.1 para N=2. I.1b N=1, andlogo si N > 3.

~ A
iii) Con las hipdtesis f > f, f # f se tiene

— ~ A

u > u u>5

a ]
solamente con f > f se tiene

— ~ A

w > w o, w > W

s . o s ’ a L

En las condiciones de ii) la hipdtesis f # f no es necesaria,

iv) si £ >0 & f < 0 en un entorno del infinito ambas
soluciones coinciden y se obtienen como limite de soluciones de

problemas con soporte compacto.

v) Si f e M(RN) las soluciones anteriores coinciden
con las del Cap. I y en este caso, en las condiciones de ii),

coinciden.

OBSERVACION: En el caso anterior es ¢laro que w € L} (RN) no

loc
converge en general a cero cuando lxl + @ ya que, fuera del so
porte de u, w=f, por lo que w >0 siy solo si f =+ 0. La

estimacidn que se obtiene es <y < w(x)<'y+ para |x|>>0.



En las condiciones del T2 III.4 se puede obtener una esti

. . - s s . +
macién del tipo Yy < lim inf w < lim sup w < y con solo su-
IX[—)CD |X|+°0

poner (22) y que B8 no tenga tramos verticales en a y b,

En el ejemplo siguiente observamos las limitaciones que he
-1
mos de observar en los resultados cuando p(o) y B "(0) son

distintos de cero,

EJEMPLO: Sean a<oc<b y Y-'<0'<Y+ y sea B un g.m.m tal

que  B(Ja,oD) = {v7}, o) = [y",v'] vy 8Jo,p]) = &',

Sea c € [a,b] y u € CW(RN) tal que u-c es de so-
porte compacto. Sea supu= Db, inf u = a y para todo x 6 RN y

¥ < du(x) < y'.

Definimos w y f de la siguiente forma:

( si u(x) >0, w(x) = Y+, F(x) = =~Au(x) + Y+
si u(x)<o, wix) = v , F(x) = «8u(x) + v~
si u(x)=o0, w(x) = Au(x), f(x) =0

+.4 ® - - ® +
Entonces (f-Y') & Coo (f-vy ) € C,3 Y <w<¥Y, luego
N

welL c Lioc(m,) y se cumple la ecuacidn -Au + B(u) >3 f

w=Au + F.
Sin embargo(si c<O0, 1im  f(x) = Yy  pero 1lim u =
lxl+m |x|+w

= ¢c<0, lim w = vy~
| 5| ->eo

si c¢>0, lim f(x) Y+ pero 1lim u = c> 0,
[x|+m |x|+m

lim w = Y+*
|x‘+oo

\

Ademds sobre la existencia de soluciones de soporte compacto tene

mos por ejemplo el siguiente sencillo resultado



PROPOSICION IIT.4: Si en las condiciones del T2 ITI.u,

1im sup f < y', lim inf f > y~ (1o que implica que f vie

ne representado por una funcidn medible acotada en un entorno del
e s . . a .
infinito), las soluciones obtenidas en el T- III.4 tienen soporte

compacto.

Demostracidn: Basta repetir la demostracidn del T2 III1.4 modifi-
cando los problemas (P) y (P) empleados para acotar las solu-

ciones aproximadas.

Por traslacidédn de f y w podemos suponer y~ <0 <y+.

Planteamos ahora

siendo B(r) = B(r-a) vy = (f-o? para un O tal que
max(0, lim sup f) < a<'Y+' Entonces f @ M(RN), tiene soporte

compacto, es > 0 y [E(O)]+ = y+ - a>0 por lo que en vir-

tud de la Prop. II.7, a.3) para N=2 (Prop. II.7b, a.3) pa

ra N=z1, Bénilan [ ] para N>3), U tiene soporte compacto.

Del mismo modo se plantea

- -AU + w = f
aQ) { . ~

w € B(F)
siendo B(r) = B(r-a'), £ = =(f-a')” y min(0, lim inf £) > o' >y

- v
Asi obtenemos u de soporte compacto.

Como en el T2 IITI.4 se obtiene para toda solucidn u de
las estudiadas:

N ~
u <u < u

Luego u es de soporte compacto,



CAPITULO IV

ALGUNOS RESULTADOS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

PARA LA ECUACION

du
% .
i

)} + RB(u) » £

EN EL TORO.



Estudiamos en este capitulo la existencia y unicidad de

soluciones de la ecuacidn

a ou
1 i Bxi

en el toro N-dimensional QN = Q, siendo a., i=1,...N cons

tantes reales B un g.m.m. de R2 y f e Ll(Q).

(E) + B(u) 2 f

o~z

i

Si f es continua [16] describe resultados que expone
mos sucintamente en 8§0.3. Nuestro interés reside en f mera

mente integrables.,

Comenzamos estudiando la acretividad del operador

N
A= J a, §§~ en Li(Q), asi como del operador Ao 8-1,
=1 i

e

mediante té&cnicas desarrolladas por Bré&zis, Bénilan y otros.




IV.1. Propiedades de Acretividad

En esta seccidn estudiamos las propiedades de acretivi
dad de los operadores A y A¢ en los espacios LP(Q),

1 <p <o, Q el toro N-dimensional.

El operador lineal A:

N
Para toda u € D'(Q) definimos Au =} a, ;tl e D' (Q),
. i=1 i
a, € RR. A es un operador lineal con coeficientes constantes
que opera en LP(Q), 1 <p <o de forma natural.

DEFINICION 1:

D(A,) = {u e LP(Q) : Au e LP(@)}

(1)
Apu = Au , si u 6 D(Ap)

Dado que Q es de medida finita, evidentemente

p
Y ademéds
A, = A A (L"xL%) = Air\(L“xL”)=Apn(L°°xL°°)
Ay = AN (LP x 1Py = A n(LP x LP)
mas afin
PROPOSICION 1 Ay = B LP x LP , 1 <p
Demostracidn: Sea (u,Au) € Ap, es decir u e LP(Q),

au ¢ LP(q@). Regularizamos (cf. I.0.8) y tenemos

u = u#p e D(Q), u, —u en LP(0)

Au = Ausp € D(D), Au_ — Au en LP(Q)



Pero (u ,Au ) € A, 4

OBSERVACION: Del mismo modo se demuestra que

- . _ M M
AM = A si AM = A1 n (L'xL)

Para todo espacio de Orlicz (cf. §I.1.1.g) LM(Q)

LEMA 1:
i) Sea ¢ : R » R continua y u € CI(Q). Entonces
(2) J Au.¢(u)dx = 0
Q
ii) Sea 1<p<ow, u € D(Ap), ¢(u) = |u|p-1sign(u).
Entonces
(2') [ Au.¢(u)dx = [ Au.|u|p-1sign(u)dx = 0
Q Q

1ii) Sea uweD(A)), ¢ : R > R, ¢6cC°n L°(R). En
tonces

(2") J Au.¢(u)dx = 0
Q

r
Demostracidn: 1) Sea ®(r) = [ ¢(s)ds. Entonces &'(r) =

= ¢(r) vy

0 pues ¢(u) es periddi

ST
S
~~
o
p—

Q
QL
ol =
]
S
(o]
x|
o
~~
c
A
13

ca, € C(Q)

ii) Regularizamos:

=
"

urp 6 (), u -+ u en LP ()

Au = Aukop 8 D(Q), Au_ ~+ Au en LP(Q)

segln 1i):



(3) i} Aun.¢(un)dx =0

Dado que ¢ es en este caso la aplicacidén de dualidad

LP P’ =1 (cf. Barbu [ 2]), ¢(u ) 6 P (@)

el o

1
entre y 57 +

1]

2,
v '!¢(un)“p' = ”un”g—l' Por tanto {¢(u )} es un subcon

]
junto acotado de P ().
Tomando una subsucesidn {nk} podemos afirmar que

u_ * u ctp y en LP(Q) = ¢u_ ) » ¢(u) ctp
K Tk

1
(un ) = v en LP (9) débil

Entonces (cf. Lions [37], pg. 12) v = ¢(u) y pasando al 11

-

mite en (3) obtenemos (2'),

iii) Regularizamos también:

u = usp_ € (), u, > u en L'(Q)

= t (¢
Aun Auwp € ()Y, Aun + Au en L'(R)
Tomando luego una subsucesidn {nk} es posible que:

u —> u ctp, luego como ¢ es continuaj
k

d)(un ) — ¢(u) ctp
k

Ahora pasamos al limite en la subsucesién {nk} de la igual
dad 1) I Au_.¢p(u ddx = o aplicando el T2 de la Convergen-

c¢ia dominada,

OBSERVACION: iii) implica la "propiedad M " de Bénilan [3 ]

pag II.3 para A.

Estamos ahora en condiciones de demostrar la acretividad

de A.



PROPOSICION 2: Para todo p: 1 < p < = vy para todo A € R, A # 0,

si (al,...,an) £ 0 Ap es un operador m-T-acretivo en tP).
Ademds

i) A verifica la propiedad M

1 o)

ii) si  Mu +u = fern¥Q), re TR

[ sup u < sup f
() & &
inf u > inf f
9] Q

(4) es un "Principio del mdximo".

Demostracidn: Como, para todo A € R, AA = I (Xai) L
i

(Aai) # (0) es suficiente demostrar para A = 1,

i) Acretividad en LY(Q):

Sean u,f € Ll(Q) tales que u € D(A,)
(5) Au + u = f
Como A es lineal basta demostrar que
Wully < £l
sea p € Cc° n L(R). Multiplicamos (5) por p(u) e integra-
mos ¢omo (2")
[ u.p(u) = 0

(6) I u.p(u) = ff.p(u)

Sustiuyamos p por una sucesi“on Pp de funciones tales que

lp,(e)| 41y p (r) + sign (r), ¥r & R.

Entonces en (6)



lim fu.pn(u) S(u) = Hu”1 (convergencia dominada)

ff.pn(u)

I A

S(f).1 = ||f||1

Luego Iluui < ”f||1 R

Lo acretividad implica la unicidad de soluciones de (5).

ii) Demostracidn de (4) y T-acretividad en Lm(ﬂ):

- Supongamos que f e LI(Q) y que sup f(= sup ess f)
M<0 vy que Au + u = f.

Regularizando la ecuacidén obtenemos

Aun + u_ = f_, con f u 6 D(R), sup £ M

n’

Sea x € Q el punto en que u, alcanza el m&ximo, Entonces

Aun(xn) = 0. Luego
= = < <
(7) sup u_ un(xn) fn(xn) < sup f <M

. 1 -
Ahora bien, u + u en L (), asi que se puede encontrar una

subsucesidn {nk} tal que ctp u (x) + u(x). En virtud de
k

(7) se obtiene

sup u < M
- Idéntica demostracién para inf.

- E1 "principio del méximo" (4) implica automidticamente la T-acre

tividad de A en Lm(ﬂ), que se escribe

Wl < el

[oe)

o bien u(x) < max(0,sup f) ctp

iii) m-acretividad en Ll(Q):

Hemos de demostrar que R(I+A,) = tieny:

Sea f & Li(ﬂ). Regularizamos f y planteamos



Au_ + u_ = £ € 0D()
n n n

Gracias a §0.3 (cf. Brézis-Nirenberg ﬁB]), existe una (dnica)

soluci®on u e D(Q). Dada la acretividad como fn + £ en

Li(Q), {un} es Ll—Cauchy y existe ue ) ta1 que

1 s
u, > u en L (). Ademés Ihn'h < ]lan < llf”i' Por tan
to |lully < [[f]]4-
Ademés 1
> u en LY(Q)

{

Aun —~——» f-u en Ll(ﬂ)

Dado que A es un operador de derivacidén, es cerrado en

LixLi, luego

iv) m-T-acretividad en LP(Q) vy LM(Q):

Dado que: A enT; (clase de los operadores m-acre
tivos en L1(Q) y T-acretivos en L(Q)) que A_ # ¢ y que
para toda funcidn de Young M verificando la condicidn AQ,

__LM(Q)XLM(Q)
AM = AN LM(Q) % LM(Q) es tal que Ay = A, , la ca-
racterizacidn de §0.1.1f nos garantiza que AM es m-T-acre

tivo en LM(Q)n en particular en LP(Q), 1<pc<w,

En este dltimo caso la demostracidn directa es ficil:
la T-acretividad se demuestra como en i) multiplicando por

Iu]p.-Qu+ y la m-acretividad como en iii).

, ® .
v) A es m-acretivo en L (Q) dado que es m-acretivo en

L) > L) y cumple el "principio del méximo',

vi) Dado que Ay, es un operador m-acretivo de Li(Q),

T-acretivo en Lm(Q), se verifican las propiedades I y II del



Teorema 0.2.4 (Teorema 1 de Brézis-Strauss [18]) y podemos apli

car el lema 2 de esta obra:

LEMA 2: "Sea 1 <p <, % + ﬁ%-= 1 (p=1 => p! = =),

Sea vy g.m.,m. de R? tal que 0 6 y(0).

Sean u € D(AP), g 6 Lp'(Q) tales que g(x) € y(u(x))

ctp. Entonces
(8) J Au.g > 0",
94

Dado que el resultado es vdlido para =-A

(8') I Au.g = 0
Q
Observacién: (8') mejora (2") del Lema 1.
Aplicamos el Lema al caso Yy = sign® (definido en

0.1,1.f) y

1 u(x) > 0
g(x) = 0 u(x) < 0
sign:(Au(x)) u(x) = 0

Obtenemos

(Au)+ + J Au = 0
zo u>o

)
u
es T-acretivo en Ll(g) "

es decir A

El operador Ag:

- Sea A = ¥ a; au como hemos estudiado.
i
- Sea ¢ un g.m,m, de R,

Entonces ¢ induce un operador ¢? en LP(Q), para



D(¢ ) = {uetP@ :3vet1PQ) v wix)edlul(x)) ctpl

(9)
u(u,v) € ¢p sii u,velP(Q) y v(x)e¢(u(x)) ctp

0y es un operador m-acretivo (m-T-acretivo si 0 € ¢(0)).

- Definimos Ad en LP(Q):

DEFINICION 2:

D((A®) ) = {uerP(R) :] verlt), wetP)

(10) v e ¢(u) ctp, Av = w}

-

entonces se dice que (u,w) € (Acb)p = A¢p
Obsérvese que (A¢)1 = Ajod,.

Se obtienen los siguientes resultados:

PROPOSICION 3:

1) (Le [35], §III.1.3) =si 0 6 ¢(0), ¢ inyectivo,

verifica (M,)

2) A¢, es T-acretivo en Li(Q), es decir

1 .
Vfi,ui,wi € L°(Q), i=1,2 tales que

u, e ¢(wi)
(11)
Au, + w, = f.
1 1 1
se tiene
(12) [KSTE P M P RE I SO R [

Demostracidn:

-1

A¢1

- Si 0 € ¢(0), poniendo ¢ = B, la T-acretividad

de A¢, es literalmente la afirmacién del Teorema 0.2.A. (Br§

zis-Strauss [18], Ta.1) pues la ecuacidn A¢(w) + w 3 f equi

vale a Au + B(u) > f si B = ¢-1.



- Si 0 ¢ ¢(0), corregimos el problema para aplicar
(1.12). Supongamos que b € B(a). Definimos un nuevo g.m.m. B

como  B(r) = B(r+a)-b. Asi 0 ¢ g(0).

Poniendo f = f-b, w = w-b, u = u-a, resultan equiva
lentes
Au + w = £, w e g(u)
y AU + w = f, w e B(u)

Asi, en ldas hipdtesis de (11) afirmamos para la ecuacidn equiva-

lente que
- = 4 +
l!(w1'w2) “1 h ll(fi‘fz) “1
De donde se deduce (12) inmediatamente.

COROLARIO: En las hipdtesis de (12) si f1 < f2 ctp, se obtie

ne w, <w ctp., (lo cual suele denominarse "teorema de compa-

2

racidén" para la ecuacidn Ap(u) + u £).

3) Sea 0 6 ¢(0)., Para toda { t R =+ |0,©) convexa,
s.coi., 3(0) = 0 si feLi(R) es tal que [i(f) < = y

w = (I ¢ A¢1)—1f se tiene que [fj(w) < fj(f). En particular

si f e P, we P vy lwll, < €Nl Cef. T.0.28,
(3), (&4))

IV.2. Resultados de existencia cuando f no aes c¢ontinua.

Comenzamos por el siguiente teorema para f & L=(Q).

TEOREMA 1: Sea B un g.m.,m. sobreyectivo de R?. Entonces pa

ra toda f € L7(Q) existen u € L¥(Q), w 6 L(Q) tales que



o]

Au + w = f ctp en

w € B(u) ctp en Q

Ademés sup w < sup f, inf w < inf f
9] Q Q Q

Demostracidn: Es consecuencia de Brézis-Strauss [18], nota, pg.

574, aproximando nuestro problema por

(E ) eu_+ Au_ + B(u_ ) > Ff
€ € €
Dado que el + A es coercivo en Lt(q) podemos aplicar el
2 1, pg 566, de Brézis-Strauss [18} (cf. Teorema 0.A) obte-
niendo la existencia de u_, w_ € (o) tales que
t—:u€ + Aue + W = f ctp
(13)
e t
W B(ue) ctp
Adem3s se tiene que l’w€”a>.i Hfl!w. Dado que B es sobre-
yectivo deducimos que {ue} es un subconjunto acotado en
L°(Q) y, por (13), también {Aue} lo es. Tomando una suce-
sidn Y adecuada se puede afirmar que
— . 1)
Su = lim u en L -w#®
€
n
— . o )
qv = lim AuE en L -w#
n

Dado que A es obviamente cerrado en estas topologias Au = v:

Finalmente pasando al limite en (13)
o
we-—--m—s f - Au en L -débil-*

Dado que 7)) ¢ LQ(Q), la propoaicidn 2.5 de Brézis [11]
no8 permite concluir que w € B(u) ctp, siendo w = f-Au.

(ver el detalle de la demostracidn w € B(u) en [18], pg 574).



La estimacidn final es consecuencia de la T-acretividad

1 1

en LI(Q) de AB"~. En efecto si sup f =M y a6 g (M),

u =a,w = M son una solucién de (E) para f = M. Entonces:
| o= ¥, < |- ||
1 - +111
Ahora f<M=TF ctp, dimplica w < w = M ctp.

Idéntico razonamiento para inf f

COMENTARIO: Con este resultado generalizamos el Th 3 de Brézis-

Nirenberg [16] (TS 0.D) en el caso de grafos sobreyectivos,

admitiendo £ e 7).

OBSERVACIONES:

1) Poniendo b = B el Teorema 1 se puede formular
asi:

"Si ¢ es un g.m,m. tal que D($) = R,
R(I + (A),) = L (R)".

2) Al contrario que en las hip8tesis de [18] no es necesa

rio que 0 € B(0), wutilizando el hecho de que §Q es finito.

3) E1 Teorema 1 solo utiliza sobre el g.m.m. g el hecho

de que @Y= 1im B(r))

r >+ ®©

-

(14) 8™ < inf £, sup £ < gF

pudiendo aplicarse a grafos no sobreyectivos, con tal que se veri
fique (1u4), En este sentido el Teorema 1 se puede mejorar en el

siguiente sentido:



0
TEOREMA 1': Sea B8 un g.m.m. de TR, Sea f e L () tal que

existe una descomposicidn £f= £, ¢ f2 con f1 e c(Q) vy

f2 e 1L7(9) verificando

ctp

+
B > sup f2 + Pfi’

(15)

B < inf f2 + Pfi’ ctp

siendo P : LQ(Q) > 1L2(Q) 1la proyeccidn definida por §0.3., En

tonces existen u € LT(Q), w € L”(Q) tales que w € B(u) ctp,

Au+w = f ctp. Ademds se tiene: sup w < sup f, inf w > inf f.

Demostracidn: Regularizamos f, en f = f, &« p_ 6 p(Q) (cf.

0.1.1.k) Planteamos

Aun + woo= f1 + f2,n
(E_)
n
W e B(un)
Dado que £= £+ £, _— continua, en virtud del T2 0.D se
b

obtienen wu_,w @ L”(Q), solucidn de (En) puesto que

- ) + N
an = Pf2,n + Pf1 < sup f2,n + Pf1 < sup f2 + Pf1 < B y analo
gamente  Pf > g .

Estimacidn sobre u_
Dado que f es continua y periddica se pueden hallar

1
(cf. [16], lema 1, pg 2) v & c¥(Q), z 8 ¢c¥(Q) n N(A) tales

que
F, = Av + T + R

Donde IRl es tan pequefio como se haya deseado.
L (Q)

Sea § > o tal que



+
g > sup f2 Pf1 + 6

-+

B~ < inf f2 + Pf1 - 68
Y tomemos IR, < 8/u.
Tenemos que Pf1 = P(Av) + PL + R > ¢ “R“w , de donde

+ 3
B+ > sup f2 + g+ 8 - 68/4, sup f2 + 7 < B - M .

Por otra parte escribimos Aun+wn = fn de la forma:

+
A(un-v) two = o+t R+ f2,n < B - &8/2. Sea ahora

t. 6/2)]+ = rg (es decir r es tal que s € B(r)

r > [5_1(8

implica s > B+ - &§/2). Sea E = {x €6 Q : u ~v > r+ ]lv“m}
Multiplicamos A(un-v) twoo< B+ - §8/2 por Xp e integramos
r
en . Dado que (cf. Lema 2) L A(un-v) = o se obtiene
r

L Woo< L 8" - 5/2)
r

r

Debido a la eleccidén de r esta desigualdad solo es posible si

ms(EP) = 0. Asi pues

+

sup(u_-v) < [g71(g" = &/ + I v,

{sup un}n esta pues uniformemente acotado superiormente por
Q

r, + 2||v|[°° + Un cédlculo andlogo se aplica a {iBf un}n‘

Paso al limite:

Es obvio que f + f en Ll(ﬂ); asi f_ ~» f en
240 2 n
o).
Por atretividad se deduce que {wn} es Li—Cauchy y por

, L 1 4
tanto existe w = lim v en L (). Ademis I|wn“1_§ “fn”1

implica IIwll, < £l -

-—



El conjunto {un} es un subconjunto acotado de Lm(Q),
existe pues una subsucesidn que converge en L -w®%, u —> u,
Como antes A es cerrado en estas topologias, luego Au = f-w.
Por Giltimo el lema 3 de @2 ] nos permite concluir que u € ¢(w)

ctp, siendo ¢ = 8—1.

Las estimaciones de sup w, inf w =se realizan como en el

Teorema 1.

En realidad se puede demostrar un teorema en la linea del
T2 1' sin suponer que B es mondtona. En efecto el siguiente teo
rema extiende el T2 2! de [161 (cf. T2 0.D.iii) wutilizando una

técnica de demostracidn similar:

TEOREMA 1": Sea g € VBloc(R) (localmente de variacidn acotada),
g € C(R). Sea £ 6 L(Q) tal que existe una descomposicidn

f=f, + f con f, € C(R) vy F,oe L7(Q) tal que

1 2 1 2

l1im sup g(r) < P(f,) + inf f

r 4+ -

2

1im inf g(r) > P(fl) + sup f,
r + 4

Entonces existe al menos una solucidn u 6 L°(R) de Au+g(u) = f.

Demostracidn: Comenzamos construyendo sub y supersoluciones.

Sea 1lim sup g(r) = M. Supongamos M > - (si M= -
r > -» )

los cambios a realizar son ficiles).
Para todo € >0 existe -R tal que si r<-R g(r)<M+te,
Construimos un g.m.m, continuo B:

B(r) = M + € st r < -R

M+ e ¢ -
Vg[ Ryx] + c(r+R) si  p> g



(Vg[—R,x] = variacidén de g de -R a x).
Tomamos c >o de forma que R(o) > sup f.

Se tiene B(r) > g(r) ¥r € IR.

Planteamos ahora

Au, + w, = f
(Eg) { to
w, = B(ul)
si €>0 es suficientemente pequefio para que B < Pf, + inf f,
(observese que B = M + €), como 8+ > 1im sup g(r) > Pf1 +

r > ©
+ sup f,, el Teorema 1' nos proporciona ug.w, € L”(Q), solu-

cidn de (EB).

Entonces u, es una subsolucién de (E ) Au+g(u) = f

pues

Au, + g(ui) < Au, + B(ul) = f

Ademas dado que (ver Teorema 1') sup wy < sup f y B(0) > sup f

u1 < 0.

oo
De anfloga manera obtenemos una supersolucidn u, € L (),

2

t.q. Au2 e L), Au, + g(uz) > f, uy, > 0, g(uz) e L7(R).

Utilizamos ahora el esquema de iteracién mondtona de [’ ], th., 2
descomponiendo g=g,-g, en el dominio [min u,, max u2], sien
do g, ¥ g, funciones no decrecientes acotadas y continuas.

Resolvemos la ecuacidn

-1

14
=

Tu £ (I + A + gi) (f + u + gzu)

observando que (I + A + gl) es invertible en L2 (A + gy es

maximal mon8tono) y que T conserva el orden. Ast uy es sub

es supersolucidn implica Tu, >

solucibdn implica Tu, > u 5

1= "1

implica Tu1 < Tu2, ctp luego por iteraciédn

b}

> Uy, Uy < ou,



obtenemos

n
< < < .. <
uy £ e S Tuy < < Thu, < > Y,
existen pues los limites mondtonos u = lim ¢ Tnu1 y

T = lim + TMu ‘< u, < u < Uy Con los razonamientos usuales

2° 1

41
se prueba que u y u son soluciones de (Eg) en L7(R). (Se
puede demostrar que u es maximal entre las sub y u es minimal

entre las super).

COROLARIO: Sea g € C N VBlOC(EJ tal que g(x) = 4o, g(-o) = -»
[ [ <}
Entonces para toda f € L () existe u €L () solucidn de

Au + g(u) = £,

TEOREMA 2: Sea ¢ un g.m.m. de R2 tal que

lim sup lﬁiﬁll < ®

(lo que implica D(¢) = R)

Entonces (A¢) es m-T-acretivo en i), wMas precisamente,
¥f ¢ Ll(ﬂ), ¥A € R existe w e Li(Q) inica y existe

u € Li(Q) tales que

AAu + w = f ctp }

u e ¢(u) ctp

Observacidn: Este enunciado equivale para B = ¢_1 a la exis-

tencia de solucidn u e Li(Q), Au € Li(Q) de
Au + RB(u) > £

para toda f € Li(Q) cuando B es un g.m,m, de m? que ve

rifica la condicidn



| 8(r)|

l1im inf >0
lr| + ||
Demostracidn: Ya sabemos que A¢d es T-acreitvo en Li(Q). Pro

bemos pues que R(I + (A¢)1) = 1hq):

Sea f ¢ Li(Q). Mediante una sucesidn {pn} regularizan
te obtenemos fn = f % ol e D(Q) tales que fn + f en Ll(Q)
y lle N, < lEll,.

Planteamos

Au + w = f
(P ) { n n n
n w6 B(u )

n

E1 T2 0.D (th. 3 de Be]) nos asegura que existen un,wnGLm(Q)

solucidn de (Pn).

~Ademds se verifican las relaciones (ver Prop. 1IV.3)
lwolly < HELly < HIEll4
Iwa=wnlly < M€ =401y — 0

Asl pues existe w 6 tten)  tal que 1lim w = w en Ll(ﬂ). Se -

tiene [lwll, < |I£]l,.

Se puede tomar una subsucesidn {wn }  de {wn} tal que

k
exista g € t1(Q) verificando lwn (x)| < g(x) etp de Q.
k

(ver [ ], T2 3.11).
Como lim sup lﬁiﬁll < ® equivale a

Ipl <> o [r]

| Jeyc, >0 tales que loCe)| < cylr]. + C,

Con lo que

[unk(x)[ < Ci|wnk(X)| t ¢y <c lex)] +c, 6 i)



Asi pues {un } es un conjunto uniformemente integrable de

: k

Ll(Q) (cf. 0.1.1.b') y por tanto secuencialmente debilmente
compacto. Por tanto existe una subsucesidn {nk} y una funcidn

u € Ll(Q) de modo que

u — q en Li(Q) débil
Dk

A partir del lema 3 de [ ] deducimos que

u 6 B(w) ctp

Ademis u N u en L1
n w
k
Aun ——> f-w en L1 => Au = f-=w

A cerrado débil-fuerte

L

COROLARIO: La ecuacidn

du m
Zal-a-;—TJrlulu—f, m
i
tiene soluciones (dnicas) en Li(Q),

TEOREMA 3: Sea ¢ un g.m.m. de R2

(Cp) P, 1 < p < = y T

Entonces  R(I + (A¢),) > tP(a).

Precisamente:
vf e LP(Q), 3 w e LP(Q) inica, Ju 6 Li(Q) tales que

{Au + w = f ctp

u e ¢(w) ctp



. -1 .
OBSERVACION: Este enunciado equivale, para R = ¢ » a la exis

tencia de solucidn u € Ll(Q) con Au € LP(Q) de la ecuacidn
Au + B(u) 3 f

2
para toda £ e LP(Q) cuando B8 es un g.m.m, de R que ve

rifica la condicidn

|B(r) P

lim inf > 0
e |~

Demostracién: Sea £ e LP(Q). Entonces |£|P ¢ L),

Utilizaremos el siguiente resultado sobre espacios de

Orlicz (ver Le [35], Props. I.1.1 y I.1.3).

PROPOSICION A: Sea u € Li(Q). Existe entonces una funcidn

+ + .
pt R — R , concava, p(0) = 0, lim p(s) = » y u per
g->00 -

tenece a la clase de Orlicz C©(Q) asociada a la funcidn de
u
Young &(u) = J n{s)ds.
o}
Ademds ¢ verifica la condicidn A2, por lo que

CQ(Q) = LQ(Q) es el "espacio de Orlicz", vy L¢(Q) C Li(Q)*

+ (4 +
Designamos por ¥ 1la funcidn R — R
¥(r) = o(|r|P), 1 <p<e
Y es una funcidn de Young perteneciente a la clase A2, como

es evidente comprobar. Ademés LW(Q) < LP(o.

Aplicando a nuestra f € LP(Q) tenemos |£]P e Ly,
luego existe & como hemos dicho tal que |£]P ¢ LQ(Q), o lo

que es lo mismo f e LW(Q)‘



Como anteriormente regularizamos f mediante una suce-

sidn {pn}, Py € (), Py §. Asi

= " |%
fn =P, ¥ £ e 0(Q), fn + f en LY ()

Pero mds afin (ver Kufner [33], §3.8.1), si f e LW(Q)’

£, € LW(Q)’ £, > f en LW(Q) y se tiene llfn”LW(Q) <

Entonces (Kufner @3] , §83.10) f > f en

< 2l n

LW(Q)
Y-media y las cantidades

p(fn,W) = LZW(fn).dx

estdn acotadas.

Resolvemos ahora (T2 0.D.).

}

Seglin el Teorema O0.A, iii) tenemos que

Aun + w_ = f ctp

u, e ¢(wn) ctp

p(wn;w) < p(fn;W) [L? W(wn).dx < L}W(fﬁ)dx]

Y 'lwn'"mﬂl < ||fn~me1 .
Por lo que w = lim w_ en Lo y Ilwﬂi < Hf”l'
- Veamos que los {un} forman un conjunto uniformemente inte-

grable de Li(Q):

En efecto, sea E <.
De (Cp) deducimos que existen constantes C, >0 y ¢,

tales que para todo r € IR:

loe)| < c; [rP +c,



Ademds, dado que la funcidén p de la Prop. A es tal

que p(®) = o, para todo A>o, existe R>o tal que
si lr| > R, o(r) > Alr|
Entonces (lE| = ms E)
- p
[E R IE""(WH)' <c, L:Iwn| v ¢, |zl
EENLE [agl® + ENLEN
En{lwnlpf_R} En{ wnIP>R}
< R.|E| + % L¢(|w|P)=R|El+A'1 f¢<w)
—_ A . . n’?

y esta filtima expresidn esta uniformemente acotada. Asi deduci

mos que

si €>0, existe §>0 t.q. |E|<8 = L hﬂJ < g, cqd

P 1
Podemos pues pasar al limite en L (Q)-w en una subsuce

1
sidn {u 1}: lim u =y en L ()
n, ny W

Como en el TEOREMA 2 deducimos que

B(u) 3 w ctp

y Au = f-w ctp &

COROLARIO: La ecuacidn ) a, 5%‘ ([u[m u) + u=f, m>0 tiene
1 i
solucidn (dnica) en L () para toda f € L™(Q).

IV.3, Sobre la unicidad de soluciones

La acretividad del operador AB"1 en LY(Q) garantiza

la unicidad de w en el problema




[ Au + w f ctp de Q

(E w € B(u) ctp de Q

1)
1
u,w,f 6 L (Q)

En efecto, si (ui,wi) son la solucidn correspondiente a fi’

- 1 .
i=1,2, la acretividad de AB 1 en L equivale a

H WI-WQH 1 < ” fl—fgu 1

De donde f1 = f2 implica Wy T W,

En cuanto a la unicidad de u es evidente que si B

. . . -1 -
es estrictamente crecilente (i.e. B es continua), u es

inica, dado que w € B(u) ctp de Q.

De no cumplirse esta condicidn puede aparecer no-unicidad
de soluciones, Para hacer el estudio de este fendémeno supondremos

en adelante que los coeficientes ay del operador A son constan

tes reales linealmente independientes sobre ¢@.

Supongamos que Uygsly, € Li(Q) son dos soluciones de

(Ei) correspondientes a una misma f € Li(ﬂ). Como hemos vis
to %y ¥ w, = w. Demostramos la siguiente proposicidn:
PROPOSICION 4: Sean ugsu, e Li(Q) dos soluciones distintas

de (Ef correspondientes a una misma f € Li(Q). Sean

{ai}i=1 un conjunto linealmente independiente sobre (.
’ *“ e 0

Entonces

1) E1 conjunte total de soluciones de (Ei) es de la for
ma

fuy = ug+ 2k g



donde )\ recorre un intervalo cerrado, 0 eIC R.

Existe pues una constante ¢ tal que u,-u, = c.

ii) E1 grafo de B ha de contener segmentos horizontales,

cuyas ordenadas son los posibles valores de w.

iii) w(x) = w1(x) = wz(x) = B(uz(x))n B(ui(x)) ctp de @

es constante y ademés W = Tlr Jf, donde IQI es la medida
Q
de Q.
Demostracidn: Tenemos Au1 + w, = f }
Au2 + P = f
Como hemos visto, Wy S W, = W, Asi pues:

A(Ul"UQ) =0

En virtud del siguiente lema existe ¢ €6 R tal que

LEMA 4: Si u € Ll(Q) es tal que Au;, = 0 y si los coeficien

tes a; son l1.ind. sobre §, u es constante (c.t.p).

Demostracidn del Lema: Si u € Cl(Q) [==¢ periédica!] el
resultado es inmediato pues u tiene derivada nula a lo largo
de la trayectoria de direccidn a = (ai,...,an) del toro, que

es densa; asi pues u es constante.
. 1 .
En general, si u € L (Q), regularizamos wu. Asi

x Py © (), u_ -+ u en Ll(ﬂ)

Y Au_ = Au % p_ =0
n n

Entonces u_ = ¢

n n® constante y u = lim c_ = c 4

Lty ®



Supongamos por comodidad que u,-u, = c?> o,

Entonces ctp. wi(x) = w2(x) = w(x),
B wix) € Blu,y(x)),  w(x) € B(uy(x)), uy(x) =
= u,(x) + ¢, lo cual implica que grafo (B)

w(x) ---- ‘ tiene un segmento horizontal de ordenada

{

i w(x) cuyas abscisas contienen el intervalo
|

' u, (x),u,(x)|.

uy (%) u, (x) [ ()]

Es evidente que si ponemos

uy = ouy + A, 0 <A<e
se tiene
1
Aux = Au1
B(uk) 3w ctp
Luego uy es solucién de (Pl)' Esto demuestra que las A

del conjunto de soluciones forman un intervalo., El hecho de que
este intervalo sea ceérrado es cotisecuencia inmediata de que los

segmentos horizontales de B lo son (B es un g.m.m.).

Obsérvese gque si u(x) pertenece a un extremo del seg
mento horizontal es posible que B(u(x)) D w(x) pero

B(u(x)) # {w(x)}, En todo caso es obvio que
w(x) = B(u,(x)) N Blu,(x)) etp

Finalmente w resulta constante en virtud del lema A.9 (ver

ap8ndice), que se aplica en las condiociohes presentes,

COROLARIO: Para que el problema (El) tenga m&s de una solu-

cidn es breciso que Iﬂl—l Jf = k sea la ordenada de un seg



mento horizontal del grafo B. Entonces el problema es equiva

lente a hallar u e Li(Q) tal que

Au = f-k

R(u) ¢ 87 (k) (R(u) = rango de u)
Toda otra solucidn se obtiene como u=u+e¢e con tal que
R(ute) C 8™ 1(K),



A PENDTITCE




Formulamos en este Apéndice una serie de lemas técnicos
que utilizamos en los capitulos anteriores. Estos resultados com
pletan en diversos aspectos que nos han sido Gtiles el apéndice
de [9] (abreviado A(BBC)), donde se realiza un profundo estu
dio de la ecuacidn ~-Au = £, £ € Ll(RN), N> 1, estudio‘
del cual hacemos nosotros extenso uso en la presente memoria. Re

cordamos a efectos de notacidn algunos detalles de A(BCC):

. P N , . . .
Los espacios M“(R) de Marcinkiewicz permiten obtener
soluciones de -Au = f por convolucidn con las soluciones fun-

damentales, EN(x) del operador -A:

1
N-2
(N-2)bN|x|

. si N > 3, EN(X) =

]

. 1
. si N = 2, E2(x) 57 lg T;T

, _ 1
si N =1, E;j(x)= -3 [ x|
donde bN = ms B1(O) = ms {x € RN : le < 1}.
1,1, N ) .
EN € wloc(m ), -ABN = § en D'(R). si N > 3,
E € MN/N_Q(RN); si N > 2, |grad ENI € MN/Nhi(RN),

N

grad E1| e LY(R) .

Resultados relacionados con A-BBC se recogen en A.1,

En la seccidn A.4 se estudian ciertos resultados para me

didas acotadas.

En la seccidn A.5 se prueban ciertos resultados para un

operador diferencial lineal de primer orden utilizados en el



Cap. IV para establecer unicidad de soluciones.

A,1. Sobre -Au = f en R2

En A-BCC se apunta que E, € BB4O(R2), la funciones

. de variacidn media acotada y se establece que lgrad E2| €

€ M2(R2). -AE, = §. Ademds toda solucidn u de =-Au = f €
1 2 1,1 2 . .

€ LT(R") tal que u € wloc(R ) y que cumpla diversas condi

ciones que A-BBC cita es tal que grad u = grad EQ* £,

| grad ul| € M2 (r?) vy |lgrd ul] 2 2. 2 a. || Aull R
M%(R7) LT(R")

[a¥)
i

llgrad E H .
2T (r?)

Completamos esta informacidn estudiando el caso en que
1
fe L (R):

_ . 5] N q N
Observamos que si f € LO(R ) y g € Lloc(m )

t<ps® 1<qe y T=z+o-120, 1>l

0 |

1
p

r N

loc(m

f-.':gGL )

(la demostracidén no varia sustancialmente respecto al caso nor

mal).
- Sabemos que E2(x) = L log 1 € LP(IQQ), 1 <p < w
2 = <
: I 2,52 q 2
y que [grd E,| = 57 8 MU(R) C Ly (R%)  ¥q, 1< q <2,

con inclusidn continua (cf., A.2-BBC).

Demostramos el siguiente Lema

LEMA A.1: Sean f @ Li(]RQ)

. , 2 '
1) w=E,xfeLd (R%), w¥p :1<p <o,

2

. - 2 2 q
ii) grd u = grd E,wnf 6N (R") C Lloc(m ), 1 <£q <2



iii) Comportamiento en el infinito:

Si Jf = c.

(1) u(x) - 5= log !—l—- . (N_il—)
X

de forma que u converge uniformemente a cero en el infinito

sii Sf = 0.
Ademds en este caso u € LP(R?), ¥Vp>2, p<w
. . P 2 .
iv) si f € L7 (R7), p>1, u es continua y

u € wigg(mg). §i ademés JE = 0, u es acotada y

|grd u] e L?(Rr?)y.

Demostracidn: En 1ii) grad (EQ* f) = grad(EQ)* f es una propie

dad general de las convoluciones,

iii) Sea K el soporte de £, d = Sup{lgl : £ € K} < w

r = |x-¢] y s = r-|x|. Entonces |s|] <d y
u(x) = 5= J[K 1g L. F(E)dE
o lg l—j:T = .217? JK 1g {—il— . F(E)dE
de donde restando
u(x) —2%19,1—}1(7: --Q%IK lgl—z—r. £(E)dE

Para estimar el 2° miembro, observamos que 1lg(l+a) = o + o(a).

Asi, ¥g¢>o0o I R > o tales que si [x] > R
[12(2)] = |1g(1 + —2-)] < (1+g) -
| x| | %] | %]
y asi

(1+g)d || £|
(11) [ul(x) - f% lg M < T . TiT
: X




1,1

2
loc(R ) y

iv) si f € LE(RQ), p>1, dado que u € W

Au € LP(RQ), entonces en virtud de conocidos resultados de re

gularidad u € W28§(R2) y en virtud de las inclusiones de So-

1

bolev, u es continua.

Si ademéas Jf = o, u es acotada dado que es conti-

nua y tiende a cero en el infinito uniformemente.

o ——

w0, 2 1,52 . . 12,020
u €L (R") vy Au € L°(R°) implican |grd u| € L°(R?) 5, Se

gin A.15-BBC, ; )
. oy

OBSERVACIONES: %g;m;);yf

1) E1 caso N > 3 es conocido y esenzialmente mds fdcil:

- En A-BCC se demuestra que para f € Ll(RN)

u=E &xf € MN/N—Q(RN), grad u = grad Eg % f @ MN/N—i(RN).
- B r7] utiliza el hecho de que si f € Li(RN)
u = O(T~fﬁ:§), sin necesidad de imponer ff = 0, dado que
X
Ey O(T—jﬁj5). Esto simplifica muchos cdlculos para N > 3,
x| °

~ u continua exige £ € LP(RN), p>N/2 ¥y

N
f e Lg(m.), p>N/2 implica wu acotada

2) Para N = 1, es fdcil demostrar que:

i) ¥f € r? exliste u € c? solucidén de =-u" = f ctp
Adem&s u' siempre es de la forma u' = v+c s8siendo ¢ cons-
tante y
, o X
(2)  v(x)= ()« £)(x) = Jx £- 1 Jw‘f; 2llvll, < Il£ll,

La diferencia entre dos soluciones u; ¥y u, es pues de la

forma ax + b, de forma que toda solucidn es de clase CI(R).



Se observa que v(t®) = 0 sii Jf = 0.

b
ii) si f € Li(ﬁi), u, = _l5l %# f es una solucidn tal

que

X d

(3) [u(x) + 1=l £l < = |l£]
2 - 2 1
IR

Se deduce que wu, es acotada sii Jf = 0 y que u; es la Gni

ca posible solucidn acotada .,

A.2. Una desigualdad integral

En el estudio del comportamiento en el infinito de las so
luciones de ~Au + B(u) 3 f comparando con soluciones radiales

es fundamental el

Ro
LEMA A.2: Dado R, > 0, y siendo Qe = 0 = [le >RO], sea

u una funcidn tal que

u e wiéi(go)’ vl e M2(Q,), Au e MY(Q,)

supongamos ademds que existe un k>0 tal que ms [|u| >k] <@,
Entonces para todos los anillos Al i=1,2, de radio
mdximo R, y espesor (diferencia de radios) 1, tales que

1

R,-R, = L > 0, R, = 1 > Ry

o
~
3
~
1]

r
y para todo p € P, p >0, con J p(s)ds, r € R se
)

tiene



Demostracidn: Sea R>R, vy sea {pn} una sucesidén regulari

1
—_ < -
zante. Tomemos n tan grande que R-R, 'y sup o, CBR—RO(O).

_ ©, R 1,1, R
Entonces u = usxp €C (27, u > u en wloc(Q ) ¥y, pa

sando a una subsucesidn adecuada si es preciso, existe convergen

cia c.t.p.

Andlogamente, denominando f = Au, fn = Aun = Au = 3 4

€ Cm(QR) y £, converge a f en la topologia débil o(M,C,)

R
sobre Q. Ademés e < €]l .
Tl McaRo)
Para n como antes podemos escribir ¥n>>0, ¥N € I,
(r = [x])

2u
n - 2
L p(un). T Ty = &R.|grd un! p'(un)CN + £szun'p(un)'cN
R

+ I grd un . grd CN . p(un).

Ahora bien, Au € M+(QR°) implica Aun € M+(QR), luego

IR Aun . p(un) . CN 3_ 0
Q

Llegamos pues una primera desigualdad:

du
2
(ry) L p(un). TE?‘ Ty 2 J lgrd unl p'(un)cN +
R R

+[ grd u . grd CN .p(un)
QR

Integramos ahora (Il) respecto a R de r, a r,,

ro=ry = 1>0, r1> Ro+. Tomamos N>‘r2 de forma dque grd CN =0
en el anillo ALri,rQ] = [r, < [x] < ré], con lo que es cons

tante el Gltimo término de (11)' Entonces para n>>0:



Bun 5
R S I RN R SR L
A[rl,r2] Y]

+ L [ N grd u_ . grd Ty . p(un)
2
Q
_ d . -

Observemos que en A[rl,rQJ, Ty = 1 y que Ty []o un] = p(un).

du

1
BT

de la desigualdad anterior:

Podemos pues integrar por partes el primer miembro

2T ) 27
f de J rdr.(](un)); = J dae. [PQ ](un(PQ,e)) -
o r 0
1

(2n T2
-r, ](un(rl,ﬁ)) - ae f dr.j(un(r,e))
o r

1

Dado que j > 0, suprimiendo el dltimo término que es negativo

tenemos:

1 . : 2
(12) T (J ](un) - { j(un)) > ( grd un| .p (un).CN +
S_ S, r2
T2 1
+ grd u grd ¢ p(u_)
frg N n
Recordemos aque r, = r, t L. Hacemos variar ry de
R1 - 15> R, a R, (con lo cual r, varia de Ry-1 a
R, = R1+L). Entonces si N > R, y n es suficientemente gran
de, integramos respecto a r, entre los limites expuestos y ob
tenemos:
Ll 5w - a0 s lgrd u_|? p'(u )z, +
L A n N n - RQ n n’' >N

2 ' 1 2

+ 1 [R. grd u_ . grd gy - p(un)
0 2

G 36a



2

2
(ry) <{ 3(u) -[ 3(u,)) >_[R lerd u | “oprcu ).t +
A2 A1 0

+ IR grd un.grd Ty - p(un)
Q 1

Sobre esta tercera desigualdad podemos efectuar el paso al

limite en n y N:

Dado que p € CI(RJ n L(R), j es una funcidn lipschit
1

ziana y asi j(un) + j(u) en Lloe (y c.t.p. pasando a una
subsucesidn adecuada). También p(un) + p(u) c.t.p. (en el mis
mo sentido). Como grd u > grd u - en Lioc’ en virtud del Lema

de Fatou, se obtiene en el limite de (I3) que

R

1 (n 2

2 .
lgrd u|® p'(u) € Lloe

),

y que
1 . . 2
=T ( j(u) - j(u)) > R grd u| p'(u)z;N +
Ay Ay 2
+ [I{grd u . grd Ty - p(u)
Q
Hagamos ahora el paso N > o, El razonamiento de BBC [9 ],

Lema A.13, pg 553, se aplica palabra por palabra aquil con solo

o 2,2 2, R2
sustituir M°(IR") por M°(Q ) resultando que

lim [li grd u . grd T, . p(u) = 0
N->co 0 2

Asi, por convergencia mondtona:

IRQ lgrd u 2 p'(u) < T (L jlu) - L Flu))
Y 2 1



A.3. Desigualdades tipo Green

En la demostracidn de la existencia de soluciones acotadas

en el infinito utilizamos esta versidn del Lema A.13-BBC que se

generaliza para el caso en que el dominio es el complementario

de una bola:

LEMA A.3: Sea § = 0 = {x € 3{2: |x] >R}, R>0 y s = 3Q

1,1 2 1 .
Sea u € W ’'-(Q), lgrd ul € M°(Q), Au € L7 () vy ademés
we e,

2

Entonces para todo p € P, p'(u) |grd u|” € Ll(Q); en

particular |grd u| ¢ LQ(Q!\[Iu! < A]), para todo A > 0.

81 ademas existe un k>0 tal que ms {x & ok . [ul > k]<fn
I p'(u).|erd u{Q + [ Au.p(u) < f %% . pfu) ¥p e P
Q 9 S
En particular
J Au = [ %%
Q s
R+— 2 1
Demostracidn: Sean @ =0 "=1{xeR ||x|3’R + =} 'y s =230
on n n n n

Sea {pn} una sucesidén regularizante, P, € D, oo = &

n
N ©
J - 3 ] = D
en D'(R) supp(p ) C Bl/n(o)' Asi si Uy uwRp €C (Qn),
1,1 . o .
u, *u en wl;C(QN), ctp. (pasando a una subsucesidn si es
> - - 1 3
preciso)., Mds ain u *u en C de cada bola subconjunto de
QN' Sea f = -Au. Entonces fh = f g pn = —Aun y fn + f
1 . . 2
en L (QN) siendo N un entero fijo.
Sean ;e U+(m2) y p e P. Entonces para todo n > N

2
L) p'(un).lgrd un| z

b4

J £ p(un)c - J p('un)grd u, grd o+
QN QN
ou

n
L p(un) N
N

Y



Hagamos n - o

lim sup [ p'(un) | grd un|2 = I f.p(u) -
noroe Ay 2y
du
- I p(u)grd u grd T + f p(u) 35 ¢ G
QN SN

De aqui, utilizando Fatou, se deduce que

2 1
|
p'(u) |grad ul” e Lloc(QN) y

J p'(u) |grd uIQC < J f.p(u)g - [ p(u)grad u grad ¢ +
Q2 Q 1)

N N N
Jdu
+ L p(u) 5;
N
Haciendo N » o, kaN = Q vy

J p'(u) |grad uIQC < J f.p(ulg - [ p(u)grd u grd ¢ +
Q Q Q

3u
+ [ p(u) == ¢
S dr
Es aquil donde utilizamos wu € Cl(ﬁ).

Ahora hacemos como en A,13-BBC, haciendo g = ;r(x) =
1
= go(x/n) y X 0= [ p(u) grd u.grd ¢ . Como alli se deduce
0
que Xn permanece acotado cuando n -+ o y si se cumple la a1

tima condicidn del enunciado, X, > 0. Ademds como g, + 1,

[ f p(u)t‘;n > f f p(u)
Q 9]

du du
~— p(u) g = [ — p(u)
L or n g or

Con lo que si Xn - 0
J p'(u) |grd ul2_<_pr(u) +[ 88 p(u)
Q 9 s °F
Finalmente, si p = *1 se obtiene



OBSERVACIONES:

1) La condicidn u € Ci(ﬁ) es solo utilizada en la afir
macidn
lim I p(u) %% r = f p(u) . %% z
N -+ o /S S

Si queremos afinar el lema, podemos sustituirla por u € CI(A),

A el anillo [R f_lxl < R'] para un R' > R,

2) @ puede ser el complemento de cualquier convexo com-

N . . .2 .
pacto de IR sin cambiar la demostracidn en nada esencial,

3) Si tomamos p eP tal que p(r) = 0 para r < O

. . 1, = .
podemos sustituir u € C (Q) por u <0 en A, el anillo an
‘tes citado de radios R y R' > R.

Entonces el término en el borde se anula en las aproxima-

ciones y tenemos

[ p'(u) |grd u]2 + [ Au.p(u) < 0
] Q2

COROLARIO: Si con hipdtesis tales que el lema A.3 sea'éierto,

ademds u € L7(Q), se obtiene lgrd u| e LQ(Q) y

2
llgra ull ", < tull o Cllaul] o lval] )
L(R) L (Q) LE(Q) LY(S)

Demostracidn: Tomar p(r) = r si Ir] < Htﬂ|m p(r) = HuHmsi@ﬂr)

81 lr! >HuH°° En realidad las hipdtesis del Corolario se puc-
den rebajar haciendo una demostracidn directa, que generaliza el

Lema A.15 de BBC para Q.



LEMA A.4: Sean £ y S como en A.3 y u € L7(R) A cl(M),

Au € Ll(Q).

Entonces |grd u] e L2(q) y se tiene

2
llera ull %, < [lull , Cllaull |+ cllull ) +
L L L L

+ Al llgrd wl| ;.
L7(s) L (8)

Demostracidn:

Sea u € CQ(Q); si r e D+(R?) se tiene

[ Au.uzg = { %5 z - I Igrd u|2c - I u grd u grd ¢
Q g °F Q 9)

= I %% ug - J Igrd ui2C - ! u2/2. %% + J u2/2. Agn
S Q S Q
Entonces:
2 2
2 u” du . _| u_ 3z
Lz Igrd u] r = —LzAu.uC + L) 5 Acn + LvBP ug L >

Poniendo 1 = gn:

i) sup (grad c)) < |‘n < x| < 2“:'

Bcn 2
luego si n > o, [
S

—_—, %.._.-; 0
ii) |Jaz || < |lag_|l
niplegy T n L (Rr?)

Con esto llegamos para n>>0

2 1 2 »
lerd ul%z <5 llully llaz Ml + loully (il + [1Vall
LB n —= 2 © o1 1 % ﬁ(S)

Alall o
L7(s)

Tomando limites n > © se obtiene el resultado.



- Si u @ c2(Q), se utiliza regularizacidn como en A.3.

OBSERVACION: Las observaciones 1) 2) de A.3 se aplican también

aqui: Basta u € cliay y § complemento de un convexo compacto.

El lema A.3 es cierto para N > 3 (en la versiédn corres
pondiente cuya demostracidn omitimos pues generaliza el lema A:.10-

BCC con las técnicas usadas en A.3):

LEMA A.3': Sean N >3, Q= {xe R : |x|>R}, R>0 y =3
1 1,=
Sea u € (), |Au] € L7(Q) vy u € c (R)

Entonces p e P,, Yp'(u) |grd u| € L2(RN)

[ p'(u) |grd u{Q + [
Q

Au.p(u) < [ %% . p(u)
Q

S

NOTA: Las observaciones hechas en L.A.3 son vilidas.

A.4, Algunos Lemas para medidas acotadas

Al demostrar la existencia de soluciones de la ecuacidn
2 2 .
~Au + B(u) > f en TR cuando fe M(RY), necesitamos algu
nos resultados equivalentes para este caso de resultados conoci-

dos si £ e LY(R?):

LEMA A.5: Sea u @ wi;i(mz), lgrd u| e M2, Au = £ e M(R?)
y supongamos que existe k>0 tal que ms [|u| >k] < o,

Entonces para todo pé6P, p>0 se tiene



J p'(w) |grd ul? +[ £ p(w) < el HCEDTI,
2
R

(fP y fS son las partes regular y singular de la medida M),

Demostracidén: Regularizando como de costumbre y multiplicando por

z 6 D+(R2) se tiene
2
J p'(un) |grd unl z + J Aun.p(un)c + I grd un.p(un).grd =0

Pero p(u ) > 05 -f_ < (-f)" luego (-£f)_ = [(-£)7]_

de donde:
( p'(u ) lgrd un{2g + f(fr)n plu )Z + [ grd u .pu_Prdg <
<ell. NeepTll,
Pasando al limite cuando n -
I p'(u) |grd UIQC + [ f,op(wz + I grd u.p(u)grd ¢ <

< Nella sl

Ponemos r = C y pasamos al limite. Como en A.,13-BBC

f grd u.p(u).grd z, — 0 y obtenemos el resultado ,

También cuando Au € M(R?) podemos demostrar como en

A.13 que JAu = 0:

LEMA A.6: Sea u ¢ W2L(®®), |grd ul ¢ M (R®), su e M(R?)

Si existe k>0 tal que me [|u] >k] < e

f Au = 0



Demostracidn: Regularizamos mediante {pn}, Py e, pn - §
Entonces si f = -Au, fn = f =& Py = Aun »> f en la topo
1 .
logia débil o(M,Cq). Ademds u *u en Wl;z(m2) Yy ctp.
Si r 6 U+(R2) tenemos
I fn r = I grd u, o grd ¢

Cuando n

Sustituimos

I grd u . grd

J Au =

Citamos por
Bénilan [ 7] para

natural del caso N

de demostracidn el Lema A.10 de BBC

por brevedad, véase

Gltimo un

N

=2

I grd u . grd ¢

>

por

3,

Cn(x) = Lo(x/n) y como en A.13-BBC,

si

importante resultado debido a Ph,

cuya demostracaidn para la formulacién

es idéntica sustituyendo como instrumento

(7]

por A,13-BBC, La omitimos

lgrd u| & M2(R?), au & M(R?)

_ 1,1,.2

LEMA A.7: Sea e Wloc(m.),
y supongamos que existe k>0 tal que ms [Ju| >k] < w. Sea
j ¢! R— [O,w[ contraccién convexa tal que 3J(0) = 0. Enton
ces  Aj(u) € My [laTCw], < 2 f[au]ly,

St ademfs 4 es craciente se tiene

A3 (u) > plu).(au) - (Au);

(p es la derivada a la izquierda de 73 (Au)_, (Au)_ son las

partes regular y singular de

Au)



Este lema tiene un corolario interesante

2
COROLARIO: Sea u € Wl’i(RQ), |grd u| e M (RQ), Au & M(R?)

loc

y supongamos que existe k>0 tal que

ademds u > 0. Entonces
(Au)r >0 ctp del conjunto
3 1 2
(si Au € L'(R"), Au >0 ctp en

. - . + -
Demostracidn: Tdémese j(r) = r . Asi

p(r) =1 para r>0, vy

ms [lul >k} < o
[u=0]
D1=OJ) .
p(r) = 0 para r <

bu o= Aut = A§Cu) > p(u)(Au)_ - (Au)

si u=0, ctp

Au > p(0)(Auw) - (Au)_ = -(Au)

OBSERVACION: Resultados an&logos al corolario se obtienen

caso u > m en ru=m] y para u < m

. Asi (Au)r >0 4

en [u=m] .

El lema A.7 es vdlido también para abiertos de R2

forma Q@ = [|x]| > R] en la siguiente
LEMA A.7b: Sea u € Wi ’l(Q) |grd ul|
——— loc i &

supongamos que existe k>0 tal que

formulacidn:

e M2(Q), Au e M(Q),

ms [|u] > k] < e,

Sea i ¢+ R—— [o,»[ contraccidn convexa tal que 3(0)

y p 1la derivada a la izquierda de 7j.

Ry

Entonces para todo R, > R, Ad(u) € (Q ") vy

1
3¢l r, < 2 |lau]]
Mo by ~ |

Ademds si J es creciente

M(Q)

Sea

para el

de 1la

y

=0



- 1
Aj(u) > p(u)(Au)r - (Au)S en Q
Demostracidn: Sea r € D+(R2), £=0 en un entorno de
; Ry -
[[xl < RJ, =1 en un entorno de Q = [Ix]| > le.
1,1,..2 2, 2
Pongamos V = Zu., Entonces vV € Wloc(ﬂi ), grd VEM (R")

y Av € M(RQ) pues

{ grd v = grd C.u + L.grd u

Av = zAu + 2 grd u grd £ + uA¢C

o o]
y es claro que grd ¢, Az son funciones de clase C con soporte

compacto en Q-0 .

R

- .. 1
Ademés, restringido a Q

{ grd v = grd u

Av = Au

Aplicamos A.7 y el resultado es inmediato, ya que las dis

tribuciones ticnen un carécter local

OBSERVACION: Nosotros utilizaremos el Lema A.7b exactamente asi,

pero la demostracidn es obvio que vale para £ un dominio de

frontera compacta de RQ.

A.5. Un resultado para un operador diferencial lineal de primer

orden

Sea QN el toro N-dimensional. En el estudio de la unici

dad de soluciones del problema (E) en el Cap. IV hemos utilizado
un resultado en la linea del Lema 3.5 de BBC [Q I qQue demostrarg

mos aqul.

Comenzamos por un resultado que necesitaremos para la ob-

tencidn del resultado principal, lema A.8.



N
LEMA A.8: Sea B un g.m.m. acotado, A = Z a, 8 s A,
2oa fe7 . i 9x i
i=1 i
+ r
constantes reales, j : R— R definida por j(r) = J B(r)dt.
o}
1 1
Sea u € L7(9) tal que Au e L ()
Entonces .
A(5ou) = Bou.Au € L1(Q)
Demostracidn:
a) Empecemos por el caso en que B es continua:
Tomamos una sucesidn regularizante {pn}, pn - § .

o . 1
Entonces u = u#p € D(Q), u > u en L7(Q),

Aun = Au % oL e (), Aun + Au en L1(Q)
I'n este caso
(3) ACiCu_)) = §'(u ).Au_ = Blu ).Au

Tomando una subsucesidn si es necesario se puade afirmar que

Au_ > u ctp, u, > u ctp y, siendo B :ontinua, Bun + Bu

ctps Entonces en virtud del Teorema de Conv. Dominada:

() B(un).Aun — B(u).Au ctp y :n Ll(Q)

Dado que R es acotado, j es Lipschitziana y
(5)  ju ) —— 3(u) en LY(R)

Como A es un operador de derivacidn es cerrado en

iy, luego de  (3), (4) y (5)

A(j(u)) = B(u).Au

b) 8 g.m.m. acotado, B(o) 2 o

Sea B, la aproximacidn Yosida de B (cf. Brézis [11])

que es continua y acotada (por B). Sea 3y la aproximacidn

convexa s.c.i asociada a 3 (cf. [11])



() = 2 a2+ 3 WP en o

Entonces jA(X) + j(x), existe ji(x) = BA(X)’ BA(X) +~ Bo(x),

IBA(X)I + | Bo(x)].

Gracias a a) sabemos que A(jx(u)) = Bju.Au. Ademds
Bu € Li(Q) implica por la convergencia mondtona (72 Beppo-Levi)
que Bxu + B°u en Li(Q) Por el mismo motivo jxu + j(u)
ctp y en Ll(Q). BAu.Au + Bu.Au por el T2 de la Conv. Domi-

nada. Por lo tanto, siendo A cerrado,

Aj(u) = Bu.Au € i)

c) B g.m.m.

Si B(0) # 0 nos reducimos a b) modificando PB,j asi:

sea c¢ € R(0). Definimos
{ B(r)
F(r)

por b) Aj(u) = B°(u).Au

B(r)-c . B(0)Y> o

j(r)-cr 33(r) = B(r), JF(0) = 0

Luego A(j(u)) = A(Fu + cu) A(F(u)) + cAu = B°u.Au ,

Pasamos ahora al resultado principal

. _ 3
LEMA A.9: Sea B un g.m.m, A = 1 a, axi

{ai} lin.ind. sobre @, u € Li(Q), Au € Ll(Q), c>0 vy ct xeQ

con a, € R,

wix) € B(u(x))n B(u(x)+c), w(x) € Ll(Q). Entonces w es cons

tante.

3

Demostracibén: Sea j 1la primitiva de R tal que j(0) = 0.

wix) ¢

fv

Entonces { Jlul(x)+e) - j(u(x))

ju(x)) - jCu(x)+ec) wix)(-c)

|v



Luego  j(u(x)+c) - (u(x)) = w(x).c € LT(Q)  ctp.

i) Supongamos B acotado:

En virtud del lema A.8,
A(i(u)) = w.Au ctp
de donde
Aliu(x)+e) - ju(x))] = al3Cu(x)+e)] - Al3(u(x))] = o

Pero en el Cap IV, lema 4 vimos que en este caso Av = 0 implica

v = constante. Entonces
w(x).c = j(u(x)+ec) - j(u(x)) = K

7

Y como ¢ # 0, W = constante.

ii) R no acotado:

Truncamos B por M y -M superior e inferiormente

(resp.) en B,. De la misma manera queda truncado W en Wi

Entonces w, resulta constante al aplicar 1) a Wys BM,u.

Hacefos M > y obtenemos el resultado
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