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Resumen

Muchos experimentos requieren contrastar simultaneamente un elevado ntimero
de hipotesis. Un ejemplo son los experimentos con microarrays de ADN en el campo
de la genémica, donde es habitual analizar simultdneamente un gran nimero de
genes con la finalidad de identificar cudles de ellos se expresan de manera diferencial
bajo dos condiciones experimentales.

Uno de los problemas que se presentan en este contexto, ademas de la necesidad
de contrastar simultdneamente un elevado niimero de hipotesis, uno para cada gen,
es como modelar la dependencia que suele existir en el nivel de expresion entre los
genes.

La literatura al respecto es extensa, sin embargo, los procedimientos propuestos,
en gran parte desde un punto de vista frecuentista y bajo el supuesto de independencia,
no resuelven, en general, todos los problemas planteados anteriormente.

El objetivo principal de esta tesis es la identificacién de genes con expresion
diferencial bajo dos condiciones de tratamiento distintas e independientes y bajo de-
pendencia en el nivel de expresion de los genes. Para ello, se propone un procedimiento
bayesiano en el que la dependencia se modela mediante funciones copulas.

El procedimiento se aplica a contrastes de igualdad de medias y los datos se
supone que provienen de distribuciones marginales normales considerando, para cada
variable, varianzas iguales en las dos condiciones de tratamiento y distintas entre
las variables. Igualmente, se considera la misma estructura de dependencia para las
dos condiciones de tratamientos y se modela, en primer lugar, mediante la copula
Gaussiana de la familia Eliptica, considerando la matriz de correlacién uniforme con

la finalidad de reducir la alta dimension del espacio paramétrico. También se modela
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Resumen

la dependencia mediante la cépula de Clayton, de la familia Arquimediana, que
permite modelar distribuciones multivariantes con dependencia asimétrica, mediante
una unica funcién univariante, reduciendo también de esta manera el elevado niimero
de parametros.

La metodologia que se propone se ilustra con datos simulados de una normal
multivariante y con datos reales procedentes de experimentos con microarrays de
ADN. En ambos casos, se comparan los modelos con copulas Gaussianas y los modelos
con copulas de Clayton mediante el criterio de selecciéon DIC', asimismo, se estima el
valor del FFDR con el objetivo de evaluar también la proporcion de falsos positivos.

A partir de los resultados obtenidos podemos concluir que, en cuanto a la
estimacion del parametro de dependencia de ambas copulas, el procedimiento es
robusto frente a la eleccién de los parametros de la distribucién a priori de la
probabilidad inicial de cada hipdtesis nula. En efecto, se obtienen valores muy
similares y proximos al valor del parametro con el que se generaron los datos, en
todos los ejemplos simulados y con ambos tipos de cépulas.

En cuanto al nimero de hipdtesis nulas rechazadas y aceptadas, el procedimiento
no es robusto respecto a la elecciéon de dichas distribuciones, ya que este ntimero
resulta ser muy distinto segun la distribucion a priori utilizada, obteniendo un
numero mayor de aciertos cuando se utilizan distribuciones a priori betas sesgadas a
la derecha.

De acuerdo con el criterio DIC', el modelo con copulas Gaussianas resulto ser el
mas adecuado para los datos simulados, como se esperaba ya que los datos simulados
se habian generado de una distribucién normal. Asimismo, el nimero de hipotesis
nulas rechazadas con este modelo es mas préximo al verdadero niimero de hipétesis
nulas falsas que el que se obtiene con el modelo utilizando cépulas de Clayton.
Ademas, con el modelo de copulas Gaussianas se rechaza un nimero de hipétesis
nulas ligeramente superior al niimero de hipdtesis nulas falsas, mientras que el valor
estimado del FFDR se mantiene en niveles aceptables y es significativamente menor
que el obtenido con el modelo de copulas de Clayton. Por tanto, el procedimiento

propuesto funciona bien, cuando la dependencia se modela mediante la funcién copula
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mas adecuada.

Por otro lado, el procedimiento que se propone es flexible en la medida en que
puede utilizarse con otras matrices de correlacion, o con otras funciones copulas para
modelar la dependencia, asi como con otras funciones de distribuciones marginales.

Finalmente, la literatura en la que se utilizan las funciones copulas, en el contexto
de los contrastes de hipotesis miiltiples, para modelar la dependencia es escasa, en
la que solo hemos encontrado trabajos que utilizan estas funciones para modelar la
dependencia entre un bajo niimero de variables y con un enfoque frecuentista, por lo
que el procedimiento que se propone en esta tesis resulta fundamental, especialmente

en el campo de la gendmica.
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Abstract

Many experiments require the simultaneous testing of a large number of hypot-
heses. An example of this, are the experiments with DNA microarrays in the field
of genomics, where it is usual to simultaneously analyze a large number of genes in
order to identify which of them are differentially expressed under two experimental
conditions.

One of the problems that arise in this context, in addition to the need to
simultaneously test a large number of hypotheses, one for each gene, is how to model
the dependence that usually exists in the level of expression between genes.

The literature on the matter is extensive. However, the proposed procedures,
most from a frequentist point of view and under the assumption of independence, do
not usually solve the problems raised above.

The main objective of this thesis is the identification of genes with differential
expression in two different and independent treatment conditions by considering the
dependence on the expression level of the genes. To achieve this goal, a Bayesian
procedure is proposed in which the dependency is modelled using copula functions.

The procedure is applied to tests of equality of means assuming that the data
come from normal marginal distributions. Different variances for all variables are
considered, but the same variance is assumed for each variable in the two treatment
conditions. Likewise, the same dependency structure is considered for the two treat-
ment conditions. Such dependency is modeled, firstly, by means of the Gaussian
copula of the Elliptic family, considering the uniform correlation matrix in order to
reduce the high dimension of the parametric space. Dependency is also modeled using

the Clayton copula, of the Archimedean family, which allows modeling multivariate
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Abstract

distributions with asymmetric dependence through a single univariate function, thus
reducing the high number of model parameters.

The proposed methodology is illustrated with simulated data from a multivariate
normal distribution and also with real data from experiments with DNA microarrays.
In both cases, Gaussian copula models and Clayton copula models are compared
using the Deviance Information Criterion (DIC'). Likewise, the value of the False
Discovery Rate (F'DR) is estimated in order to further evaluate the proportion of
false positives.

From the results obtained it can be concluded that, regarding the estimation of
the dependency parameter of both copulas, the procedure is robust to the choice of
the parameters of the beta prior distribution for the initial probability of each null
hypothesis. Indeed, in the simulated examples and with both types of copula, very
similar values are obtained and close to the value of the parameter with which the
data was generated.

However, regarding the number of rejected (accepted) null hypotheses , the
procedure is not robust with respect to the choice of such beta priors, since the
proportion of null hypotheses rejected (accepted) varies widely depending on the
parameters chosen for the beta prior distribution. The main conclusion here is that
a higher hit ratio is obtained when using beta priors skewed to the right.

As expected, according to the DIC criterion the model with Gaussian copulas
turned out to be the most suitable for the simulated data, as they were generated
from a normal distribution. Likewise, the number of rejected null hypotheses with
this model is closer to the true number of false null hypotheses than that obtained
with the model using Clayton copulas. In addition, with the Gaussian copula model,
a number of null hypotheses slightly higher than the number of false null hypotheses
is rejected, while the estimated value of the F'DR remains at acceptable levels and
is significantly lower than that obtained with the Clayton copula model. Therefore,
the proposed procedure works well, when the dependency is modeled by the most
suitable copula function.

On the other hand, the proposed procedure is flexible to the extent that it can
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Abstract

be used with other correlation matrices, or with other copula functions to model the
dependency as well as with other marginal distributions. It is enough to adapt the
algorithms appropriately.

Finally, in the context of multiple hypotheses tests, the literature on the use
of copula functions to model dependency is scarce. In fact, we have only found
works that use these functions to model the dependence between a small number of
variables and under a frequentist approach. Therefore, the procedure proposed in

this thesis is fundamental, especially in the field of genomics.
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Prdlogo

En las ultimas décadas, debido a los avances tecnologicos, los procedimientos
de contraste de hipdtesis miltiples han pasado a ser una de las mas importantes y
modernas herramientas estadisticas empleadas para el analisis de datos procedentes
de experimentos con microarrays de ADN. Sin embargo, la estructura compleja
de estos datos, con miles de genes, ocasiona algunas complicaciones en los andlisis
estadisticos, debido a la necesidad de contrastar simultaneamente un gran niimero
de hipétesis, una por cada gen. Desde una perspectiva frecuentista, si cada hipotesis
se contrasta de forma individual a un nivel «, la probabilidad de cometer al menos
un error de tipo I aumenta considerablemente con el niimero de hipotesis.

Ademaés de la dificultad apuntada anteriormente, los anélisis se complican por la
existencia de dependencia entre el nivel de expresion de los genes, lo que contribuye
a incrementar aun mas el error en los resultados.

Se han propuesto muchos procedimientos, la mayoria desde un punto de vista
frecuentista y bajo el supuesto de independencia, pero no se resuelven, en general,
todos los problemas planteados anteriormente.

El objetivo principal de este trabajo es la identificaciéon de genes con expresion
diferencial bajo dos condiciones distintas de tratamiento. En ese sentido, la meto-
dologia base aplicada para lograr responder a esta cuestion son los procedimientos
de contraste de hipdtesis multiples bajo dependencia. Para ello, se propone un pro-
cedimiento mediante un enfoque bayesiano, puesto que éste tiene la ventaja, sobre
los métodos frecuentistas, de poder modelar la informacién que se tiene a priori
sobre los parametros que se pretende estimar. Por otra parte, la dependencia se

modela mediante funciones copulas. El concepto de cépula es muy atractivo porque
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toda funcién de distribucion conjunta se puede representar en forma de cépula y
permite modelar una amplia gama de estructuras de dependencia. Asimismo, son
poco frecuentes los procedimientos de inferencia mediante contrastes de hipdtesis
multiples que recurren al uso de funciones cépulas para modelar la dependencia en
los datos. Por lo que este trabajo resulta de gran interés, especialmente en el campo
de la Gendémica.

La tesis estd organizada en cuatro capitulos. A continuacién se resume el contenido
de cada uno de ellos.

En el capitulo 1 se describe la tecnologia de los microarrays de ADN, puesto que
el analisis de los datos procedentes de estos experimentos ha sido la motivaciéon de
este trabajo, debido a la estructura compleja que presentan estos datos con miles
de genes, existiendo ademas dependencia entre el nivel de expresion de los mismos.
Asimismo, se introduce el problema de los contrastes de hipotesis multiples desde las
perspectivas frecuentista y bayesiana, analizando la literatura més relevante existente
hasta la actualidad. Se analizan también algunos trabajos en los que se utilizan los
Modelos Ocultos de Markov para modelar la estructura de dependencia en el contexto
de los contrastes de hipétesis multiples, asi como los que utilizan procedimientos
combinando técnicas de clustering y contrastes miltiples para identificar genes con
expresion diferencial.

En el capitulo 2 se introducen las funciones copulas, asi como una revision de
la literatura sobre estas funciones. También se presentan algunas copulas de las
familias Eliptica y Arquimediana usadas para modelar la dependencia en esta tesis.
Asimismo, se presenta el enfoque bayesiano que se propone para el problema de los
contrastes de hipotesis multiples, cuando se modela la dependencia mediante copulas
N-variantes. Se describe también, de forma general, el algoritmo MCMC necesario
para realizar la inferencia bayesiana.

En el capitulo 3 se aplica la metodologia bayesiana propuesta de contrastes
de hipétesis multiples, considerando distribuciones marginales normales y siendo
las medias los parametros de interés. La dependencia se modela, en primer lugar,

mediante la cépula Gaussiana, utilizando la estructura de correlacién uniforme
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propuesta por Zezula (2009) y, en segundo lugar, mediante la cépula de Clayton
(Clayton, 1978a; Nelsen, 2007). El procedimiento se ilustra en ambos casos con
datos simulados y con datos reales procedentes de experimentos con microarrays de
ADN, comparando ambos modelos mediante el criterio de seleccion DIC' (Deviance
Information Criterion).

Finalmente, en el capitulo 4, se presentan las conclusiones y las posibles extensiones

de la tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema de los contrastes de hipdtesis multiples no es reciente. Fisher (1935)
fue el primer autor en alertar sobre este problema y la literatura existente al respecto
es extensa. Sin embargo, en las tltimas décadas, este problema se ha evidenciado
mucho mas, debido al gran desarrollo de nuevas tecnologias en numerosas areas del
conocimiento y especialmente en el campo de la genémica, que han permitido la
obtencién de conjuntos de datos de gran volumen y complejidad, siendo en muchos
casos necesario para su analisis estadistico el uso de contrastes de hipdtesis multiples,
donde se requiere contrastar simultdneamente un elevado nimero de hipétesis entre
las cuales existe, ademas, cierto grado de dependencia.

En este capitulo se describen el problema de los contrastes de hipétesis miiltiples
y la tecnologia de los microarrays de ADN que ha motivado esta tesis, con la que
se obtienen grandes cantidades de datos, que en muchos casos estan fuertemente
correlacionados, siendo necesario para su analisis contrastar simultaneamente un
elevado nimero de hipdtesis. También se describen diferentes enfoques para tratar
este problema y se hace una revision bibliografica sobre los mismos.

El capitulo consta de 5 secciones. En la seccién 1.1, se procede a una descripcion
de la tecnologia de microarrays de ADN y su relevancia en diversos campos de
aplicacion. En la seccion 1.2 se describe la problematica de los contrastes multiples,
desde una perspectiva frecuentista, cuando se contrastan simultaneamente un elevado

nimero de hipétesis. Asimismo, se presenta una revisiéon bibliografica sobre diversos



CAPITULO 1. INTRODUCCION

procedimientos propuestos en la literatura destinados a solucionar estos problemas.
En la seccion 1.3, se presenta el enfoque bayesiano para el problema de los contrastes
multiples y la revisién bibliografica general relacionada con el tema. En la seccion
1.4, se presentan algunos trabajos en los que se utilizan los Modelos Ocultos de
Markov (HMM), bajo los enfoques frecuentista y bayesiano, como una alternativa
para resolver el problema de dependencia en los casos de contrastes simultaneos con
un elevado niimero de hipétesis. Finalmente, en la seccion 1.5, se exponen también
otros trabajos que combinan distintas técnicas destinadas al ajuste de la dependencia

en los casos de contrastes multiples con un elevado niimero de hipotesis.

1.1. Tecnologia Microarrays de ADN

Los microarrays de ADN surgen en el campo de la genémica y sus aplicaciones
en diversas areas de conocimiento como la farmacologia, la medicina, la zootecnia y
la agronomia, entre otras, donde es necesario conocer el funcionamiento simultaneo
de los genes y sus relaciones con determinadas caracteristicas de un organismo.

Sanger and Coulson (1975) propusieron un nuevo método para la determinacion
de secuencias de nucleétidos en el ADN, lo que supuso una gran revolucion en este
campo, pero se hacia necesaria una tecnologia que permitiera medir simultaneamente
la expresion de todos los genes de un genoma, o al menos de una parte de éste, en
lugar de estudiar un solo gen o unos pocos genes. A finales de los anos 80 del siglo
XX surge una tecnologia innovadora para la determinacion y cuantificaciéon del ADN
en muestras, que daria lugar a la primera plataforma de microarrays desarrollada
por los cientificos Lubert Stryer y Stephen Fodor, entre otros. Finalmente, Schena
et al. (1995) publican el primer trabajo utilizando microarrays de ADN para medir
los niveles de expresién genética en plantas. En la actualidad, esta tecnologia es de
gran importancia en la medida que se esta aplicando en estudios relacionados con
las mas diversas enfermedades que afectan directa o indirectamente a la poblacion
humana. Un ejemplo son los estudios realizados con dos tejidos bioldgicos, cancerigeno

y sano, donde uno de los objetivos es la identificacion de genes con diferencias



1.1. TECNOLOGIA MICROARRAYS DE ADN

significativas de expresion entre los dos tipos de tejido biologico estudiados. En todos
los organismos, el contenido de ADN de todas sus células es idéntico y los genes
se expresan dependiendo de algunos factores que regulan la expresion génica, tales
como el estado de enfermedad o la especificidad temporal, entre otros, por tanto, la
comparacion de dos niveles de expresion de genes de diferentes tejidos puede llevar al
entendimiento de diversos fenémenos presentes en un organismo. La monitorizacion
de genes utilizando la tecnologia de microarrys de ADN permite cuantificar el nivel
de expresion génica de un determinado ntimero de genes.

Un microarray de ADN es un componente electronico miniaturizado que carga
millones de transcriptores ( figura 1.1). Se puede definir como una coleccién ordenada
de sondas (fragmentos génicos conocidos, que se encuentran inmovilizados en una
matriz sélida) donde cada una de ellas representa una tnica especie de dcido nucleico

correspondiente al gen de interés.

AFFYMETRIX AFFYMETRIX,

G

Figura 1.1: Chip de ADN de Affymetrix, empleado para detectar expresién de ge-
nes de seres humanos (a la izquierda) y de ratéon (a la derecha). Imagen tomada de

https://commons.wikimedia.org/wiki/File: Affymetrix-microarray.jpg

El proceso de cuantificacion de los valores de expresiones génicas que se obtienen
de los experimentos con microarrays de ADN puede ser dividido en cuatro etapas:
extraccion de muestras, identificacion (coloracién), hibridacion y, por tltimo, lectura
de los valores de las expresiones génicas. Basicamente, después de la extraccion de los
materiales destinados al andlisis, cada una de las muestras se identifica debidamente

por medio de procesos quimicos que agregan una coloracion particular a las muestras.
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Seguidamente, las muestras identificadas se extienden sobre arrays (laminas de vidrio),
donde son fijados los genes que van a ser analizados.

El principio técnico esta basado principalmente en la propiedad de hibridacién
por complementariedad de acidos nucleicos, es decir, en la propiedad que tienen
dos cadenas homoélogas de unir sus bases complementarias mediante la formacion
de puentes de hidrogeno. Un prerrequisito fundamental para cualquier tipo de
microarray de ADN es la existencia de una posicién individual para cada componente
del microarray (Chaudhuri, 2005). La senal de hibridaciéon producida en cada sonda
corresponde al nivel de expresién de cada uno de los genes en una determinada muestra
en el momento del estudio. De esa forma, las senales son detectadas, cuantificadas,
integradas y normalizadas con softwares especificos (Niemeyer and Blohm, 1999;

Van de Rijn and Gilks, 2004).

1.2. El problema de los Contrastes de Hipé6tesis
Miiltiples Frecuentistas

La tecnologia de Microarays permite la cuantificacion y la evaluaciéon simultanea
del nivel de expresion de millares de genes de un determinado organismo en diferentes
condiciones, haciendo posible la comparacion de muestras de tejido por niveles de
expresion génica.

Por tanto, se hace necesario un procedimiento que permita contrastar simultanea-
mente un elevado niimero de hipotesis, una para cada gen. Desde una perspectiva
frecuentista, si se contrasta cada hipétesis de manera individual a un nivel de significa-
cién «, asumiendo independencia, la probabilidad de rechazar erréneamente al menos
una hipétesis, [1 — (1 — «a)™], aumenta rapidamente con m, siendo m el nimero de
hipotesis. En este sentido, los procedimientos de contrastes de hipdtesis multiples

frecuentistas, cuando el niimero de hipotesis es elevado, resultan inapropiados.

A lo largo de los anos, la complejidad del problema de contrastes de hipétesis

miultiples ha desencadenado una amplia y rica historia. Fisher (1935) fue quien,
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por primera vez, advierte sobre la problemética del incremento del error cuando
se efectiian contrastes multiples. Su filosofia ha inspirado otros métodos debidos
a Duncan (1955); Dunnett (1955) y Dunn (1961) o el conocido procedimiento de
Bonferroni para la construccién simultanea de intervalos de confianza que se debe
principalmente a Dunn (1961), entre otros.

Un procedimiento muy utilizado en el contexto de los contrates multiples, para
controlar el nivel de significacién global, es el procedimiento de Bonferroni. Este
procedimiento es sencillo de manejar, aunque resulta muy conservador, en el sentido
de que se obtienen menos hipdtesis nulas falsas rechazadas de las que realmente
existen. El procedimiento consiste en especificar el nivel de significacion global o
deseado y contrastar cada hipotesis de forma individual al nivel a* = a/m, donde
m es el nimero total de contrastes realizados. Si m es muy grande estos niveles
de significacion individuales seran muy pequenos, lo que reduce drasticamente la
potencia de los tests. Este procedimiento, asi como los derivados del mismo, tienen
la propriedad de controlar el family-wise error rate (FW ER), que se define como la
probabilidad de rechazar errébneamente al menos una hipétesis nula.

Procedimientos con la finalidad de mejorar la correccion de Bonferroni fueron
propuestos por Holm (1979), Simes (1986) y Hochberg (1988), entre otros. Sin
embargo, dichos procedimientos también se caracterizan por ser conservadores, lo que
abre asi el espacio para el desarrollo de nuevos métodos mas robustos de contrastes
multiples. Un criterio menos restrictivo que los que controlan el FW ER es el criterio
que controla el false discovery rate (FFDR), este procedimiento es el mas utilizado
para contrastes multiples con un gran niimero de hipétesis, propuesto por Benjamini
and Hochberg (1995). El FDR se define como la proporcién esperada de errores de
tipo I entre las hipétesis rechazadas.

Consideremos el problema de contrastar simultdneamente m hipétesis nulas
H;,i =1,2,...,m. El problema de los contrastes de hipdtesis multiples presenta
una estructura simple, como se puede ver en la tabla 1.1 (Benjamini and Hochberg,
1995), donde V', S, U y T son variables aleatorias no observables, siendo V' el

numero de hipdtesis nulas verdaderas rechazadas, S el nimero de hipotesis nulas
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N° de hipétesis nulas No Rechazadas Rechazadas  Total

Verdaderas U Vv mg
Falsas T S m—mg
Total m— R R m

Tabla 1.1: Resultados cuando se contrastan simultdneamente m hipotesis.

falsas rechazadas, U el nimero de hipotesis nulas verdaderas no rechazadas y T el
numero de hipotesis nulas falsas no rechazadas; R representa el nimero de hipétesis
rechazadas por un determinado procedimiento y es una variable aleatoria observable
y myg es el nimero desconocido de hipétesis nulas verdaderas. Entonces el F' DR se

define como sigue: FDR = F(Q), donde

Vv % siR>0
0 en otro caso

De esta manera, en vez de controlar la probabilidad de V' > 0, como en el caso de
la correccién de Bonferroni, Benjamini and Hochberg (1995) proponen controlar el
F DR, es decir, la proporcion de hipotesis nulas verdaderas rechazadas entre todas las
hipétesis rechazadas para un experimento dado. El criterio propuesto por estos autores
controla el FFDR en un cierto nivel nominal, o, bajo el supuesto de independencia
de los estadisticos para las diferentes hipdtesis, y consiste en rechazar las hipotesis
nulas correspondientes a los p-valores ordenados, pi)y < p@e) < ... < pw), donde
k= max{z' 1 py < %a}.

Un tipo de error alternativo al F'D R, introducido por Storey (2002), es el positive
false discovery rate (pF'DR) que es una modificaciéon del FDR y se define como
pFDR=E [} | R>0].

Otro procedimiento que también es muy comun en la literatura consiste en utilizar
el g-valor, que se define como el menor valor del pF'D R para el cual una determinada
hipétesis seria rechazada (Storey, 2003).

En estudios destinados a la comparacion de expresiones génicas entre grupos ex-

perimentales (sanos, enfermos), el nimero de hip6tesis nulas rechazadas, R, ilustrado
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en la tabla 1.1, representaria los genes detectados con expresion diferencial entre
sano y enfermo de un total de m genes considerados.

La filosofia y el procedimiento de Benjamini and Hochberg (1995) ha inspirado
muchas investigaciones sobre la problematica de los contrastes multiples, tales como
los procedimientos de puntos de corte basados en los p-valores (Genovese and
Wasserman, 2004) o el p-valor adaptativo (Benjamini and Hochberg, 2000), entre
otros. Estos procedimientos tienen la particularidad de garantizar el control del
F DR bajo el supuesto de independencia de los estadisticos. Sin embargo, en muchas
ocasiones el supuesto de independencia es poco realista y la mayoria de la literatura
propuesta se realiza considerando independencia entre los estadisticos, basicamente
porque asumir independencia hace el analisis mas tratable, conduciendo asi a posibles
errores en los resultados.

Los contrastes de hipétesis multiples se pueden ver muy afectados por la estructura
de correlacion entre las observaciones, reduciendo la potencia de los procedimientos
que controlan el FFDR. Clarke and Hall (2009) han observado que, en la practica, el
procedimiento de Benjamini-Hochberg es robusto frente a la dependencia cuando se
aplica a contrastes simultaneos con un elevado nimero de hipotesis. La violacion de
la suposicién de independencia puede tener como consecuencia la pérdida de potencia
de los tests, por ser excesivamente conservador o la pérdida de control del F DR, por
ser excesivamente liberal (Sun and Cai, 2009).

Otros trabajos sobre el problema de contrastes de hipdtesis miiltiples, con la
finalidad sobre todo de controlar el F' DR, considerando el efecto de dependencia en
los andlisis, fueron desarrollados por Benjamini and Yekutieli (2001), Efron (2007)
y Qiu et al. (2005), ente otros. Un procedimiento similar, con la particularidad
de considerar dependencia positiva fue propuesto por Sarkar (2006) en un estudio
dirigido a controlar el FFDR, demostrando que dependencias fuertes afectan tanto al
control del FDR como a la potencia del método. Asimismo, Benjamini and Yekutieli
(2001) demuestran que el procedimiento de Benjamini and Hochberg (1995) también
controla el F'DR bajo ciertas estructuras de dependencia de los estadisticos de los

contrastes y, ademas, proponen una modificacién del procedimiento para estructuras
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de dependencia arbitrarias.

1.3. Paradigma Bayesiano

La estadistica bayesiana ha tenido en las iltimas décadas una gran aceptacion
en muchas areas de investigacién cientifica. Bajo una perspectiva bayesiana toda
fuente de incertidumbre debe describirse por medio de modelos probabilisticos. Este
enfoque no esta condicionado al tamano de la muestra y utiliza la distribucién a
priori, esto es, la informacién previa a la proporcionada por los datos, aunque, en
algunos casos, puede representar una dificultad plasmar mediante una distribucion

de probabilidad el conocimiento que se tiene sobre el suceso objeto de estudio.

Para tratar el problema de contrastes de hipotesis multiples, este enfoque se basa
en el calculo de las probabilidades a posteriori de las hipdtesis nulas contrastadas,

evaluando la credibilidad de cada una de ellas en funcién de dicha probabilidad.

Este trabajo ha sido desarrollado mediante el enfoque bayesiano, puesto que
ofrece la ventaja, frente al frecuentista, de no estar tan condicionado al tamato de la
muestra y por utilizar, ademas de la informacién muestral, la informacion previa que

se tiene sobre los parametros del modelo.

En el enfoque bayesiano toda la inferencia se hace a partir de la distribuciéon a
posteriori. Basicamente, el objetivo de un anélisis bayesiano es obtener la distribucién
de probabilidad a posteriori de un parametro o un vector de parametros. La idea
es la siguiente, el investigador tiene informacién previa sobre los pardametros que
se pretenden estimar y que puede ser cuantificada por medio de una distribucion
de probabilidad antes de obtener las observaciones de la muestra. Esta informacion
inicial se vera modificada en funcién de los datos observados, obteniendo asi una
distribucién a posteriori que resumira todo el conocimiento, el del investigador y el
aportado por los datos.

La distribucién a posteriori es simplemente la distribucion a priori de los pa-

rametros, 7(f), después de ser actualizada utilizando la verosimilitud de los datos
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observados, f(y|0). Esa actualizacién se obtiene mediante el Teorema de Bayes;

_ flo)=(6)

Donde ¢(y) = >0 f(y|0)7(0), si 6 es discreto y g(y) = /@f(y|0)7r(6’)d9, si 0 es

continuo.

(1.1)

La distribuciéon a posteriori se utiliza para realizar la inferencia sobre 6. La
obtencion de la distribucion a posteriori implica, en muchas ocasiones, la utilizacién
de procedimientos complejos de calculo numérico, métodos MCMC, etc.

Mas general, dada una muestra ¥, ..., vy, v la verosimilitud, denotada por

L@ |y) = f(y,-- e 0)

la expresion base para la distribucion de probabilidad a posteriori viene dada por:

S,y |0)m(0)
fy, -y |0)m(60) b

Ty, uk) = (1.2)
Js

Una forma equivalente de (1.2) omite el denominador de la expresién, puesto que el
denominador es constante con respecto a €, por lo que, en algunos casos, no necesita

ser calculado, y la distribucion de probabilidad a posteriori se puede escribir como

TOly1, .-, yk) < f(Yr, .., ykl0)m(0) (1.3)

Una parte fundamental del anélisis bayesiano consiste en especificar las distribu-
ciones a priori para todos los parametros desconocidos del modelo, 6, sin embargo, la
especificacion de estas distribuciones constituye, en muchos casos, un gran desafio y
ha sido durante mucho tiempo un tema de discusion en la comunidad estadistica. En
algunas aplicaciones existe una evidencia objetiva de la distribucion a priori de los
parametros, es decir, se puede tratar de un caso en el que se dispone de una informa-
cién solida sobre los posibles valores del pardametro y sobre cudl es su distribucion de
probabilidad. En esos casos puede resultar comodo y sencillo seleccionar un elemento
de familias natural conjugadas (Box and Tiao, 2011).

La especificacion subjetiva de las distribuciones a priori dependera del conoci-

miento cientifico que se tenga del fenémeno, sin embargo, es de suma importancia
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que haya interaccion investigador-estadistico para llegar a un acuerdo sobre las
distribuciones a priori adoptadas y las implicaciones en las distribuciones a posteriori.

En la literatura hay diversas formulaciones para las distribuciones a priori no
informativas, tales como las propuestas por Jeffreys (1967) o la distribucién uniforme,
entre otras. En los casos donde hay total desconocimiento sobre la distribucién a
priori de los parametros, se suele usar la regla de Jeffreys para elegir la distribucion

a priori, que consiste en utilizar la informacion de Fisher I(¢) como:

m(¢) = \/detl(¢)

donde ¢ puede ser un parametro o un vector de parametros. Por otro lado, aunque
existe notable controversia al respecto, una distribucién que expresa poca o ninguna
informacion puede ser representada mediante una distribucién a priori Uniforme

(Laplace, 1774),
w(0) = cte

Estas distribuciones, en algunos casos, pueden ser impropias, sin embargo, esto
no tiene por qué representar un problema, siempre que la distribucién a posteriori
que se obtenga sea propia.

Una vez obtenida la distribucion a posteriori, se puede realizar la inferencia sobre
cada uno de los parametros del modelo mediante las correspondientes marginales.
De ahi que, en muchos casos, surjan integrales cuya expresion analitica no es factible
obtener por métodos analiticos, lo que hace necesario el uso de métodos numéricos
aproximados como los métodos basados en cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC).

En el campo bayesiano, bajo el supuesto de independencia, cabe senalar los
trabajos sobre contrastes de hipétesis multiples de Waller and Duncan (1969), Berry
and Hochberg (1999), Efron et al. (2001), Storey (2003), Scott and Berger (2006,
2010), Ausin et al. (2011) y Gémez-Villegas et al. (2014), entre otros.

Son pocos los trabajos en los cuales se emplea la modelizacion bajo la perspectiva
bayesiana que tengan en cuenta la estructura de correlacion de los datos. Este enfoque

tiene la gran ventaja de permitir de forma natural la incorporacién de fuentes de
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variabilidad e incertidumbres no observadas. Trabajos considerando estructuras de
dependencia en los datos, entre otros, Chi (2011), Rayaprolu and Chi (2014) y Qiu
et al. (2005), estos ultimos autores estudiaron el impacto de la correlacién en el
método bayesiano empirico.

Las metodologias basadas en modelos jerarquicos también se han mostrado
bastante eficientes cuando se aplican al analisis con un elevado niimero de datos,
precisamente debido a su capacidad para reducir la variabilidad presente en los
mismos. Un ejemplo son, los experimentos con microarays de ADN que presentan
muchas fuentes de variaciéon sistematica, las cuales pueden afectar a la medida de los
niveles de expresion génica. En consecuencia, es normal encontrar residuos asimétricos
al analizar el ajuste de los modelos de datos derivados de estos experimentos (Durbin
et al., 2002).

Para relajar las variaciones en los analisis generados por este tipo de experimentos
destacan los modelos jerarquicos bayesianos, los cuales estan siendo muy utilizados en
diferentes areas cientificas. La modelizacion jerarquica bajo el enfoque bayesiano esté
basada en el simple hecho de que la distribucién conjunta se puede descomponer en
una serie de modelos condicionales. La distribucién conjunta es dificil de especificar
en procesos complejos, pero, en estos casos, se puede obtener mediante el producto
de la serie de modelos condicionales relativamente mas simples.

Zhao et al. (2008) aborda el problema utilizando un modelo jerdrquico bayesiano
multivariante para experimentos con datos replicados y compatible con la dependencia
entre la media y la varianza en el modelo bayesiano univariante. Este modelo
relaja el supuesto de coeficiente de variacién constante entre medidas, al considerar
una estructura de covarianzas. Para inferir los patrones de expresién de los genes
desarrollan un test de la razén de verosimilitud generalizada (GLRT).

Ghosal and Roy (2012) utilizan un modelo jerarquico con un enfoque bayesiano.
Los autores proponen abordar el problema mediante transformaciones probit de
los p-valores correlacionados, para el desarrollo de un modelo multivariante bajo
dependencia de las hipétesis. Describen un procedimiento bayesiano no paramétrico

para contrastes multiples, que modela directamente la distribuciéon conjunta de los
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p-valores mediante modelos mixtos flexibles. El procedimiento lo aplican al anélisis de
un elevado nimero de datos, especificamente a datos que proceden de experimentos

con microarrays de ADN.

1.4. Modelos Ocultos de Markov (HMM)

Un modelo oculto de Markov (Hidden Markov Model) es una herramienta efectiva
para modelar la estructura de dependencia, siendo estos modelos muy utilizados en
areas como el reconocimiento de la voz, el procesamiento de senales y el analisis
de secuencias de ADN. En el contexto de los contrastes de hipdtesis multiples, los
modelos HMM asumen que la secuencia de los estados no observables forman una
cadena de Markov (6;)7* = (01, 6a,...,60,,), donde 6; = 1 si la hipdtesis 7 es no nula y
0; = 0 en otro caso y los datos observados se generan condicionalmente independientes
a los estados ocultos (#;) (Sun and Cai, 2009).

Una versién relacionada con los modelos HMM son los modelos Hidden Markov
random fields (HMRFs), presentada por Liu et al. (2014a) y Francois et al. (2006),
entre otros, y una extension de estos tultimos son los modelos Markov-random-field-
coupled mixture, estudiados por Liu et al. (2012), Liu et al. (2014b) y Liu et al.
(2016) entre otros, muy utilizados en estudios de segmentacién de imagenes.

El desarrollo de modelos ocultos de Markov (HMM) para soportar la estructura
de dependencia de los datos, ha supuesto un gran impacto en la investigacion,
especialmente en el campo de la genémica. Esta herramienta se ha mostrado bastante
efectiva para el control del FDR. A continuacién, mencionamos algunos trabajos
relativos a los contrastes de hipotesis multiples que han usado esta herramienta para
modelar la estructura de dependencia.

Sun and Cai (2009), Chi (2011) y Rayaprolu and Chi (2014), entre otros, exploran
la potencialidad ofrecida por el modelo HMM para tratar la estructura de dependencia
en los contrastes multiples de hip6tesis. Con la misma finalidad Liu et al. (2012), Liu
et al. (2014b) y Liu et al. (2016) proponen un modelo parecido, el Markov-random-

field-coupled mixture model.
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Chi (2011) estudi6 el efecto de la estructura de dependencia de los estados finitos
del modelo HMM en la razén de verosimilitudes, para contrastes multiples 6ptimos
en estados ocultos.

Sun and Cai (2009) explorando la estructura de dependencia a través de modelos
HMM, demostraron la optimalidad del FFDR bajo ciertas condiciones a un nivel
« apropiado y la realizaciéon empirica de estos modelos. Fundamentalmente, su
procedimiento esta basado en la construccion de un nuevo estadistico para los
contrastes en lugar del p-valor, el LIS (indice local de significancia) que tiene en
cuenta las observaciones adyacentes a través de la exploracién de la dependencia
local en el modelo HMM. Los modelos HMM utilizados en su investigacion, tenian la
particularidad de considerar parametros desconocidos asociados a las observaciones
como variables de Bernoulli y distribuidos segtin una cadena de Markov.

Ademas, comparan su procedimiento basado en el estadistico LIS con los procedi-
mientos basados en p-valores y con el procedimiento del F DR local de Efron et al.
(2001). Los autores concluyen que, tanto los procedimientos basados en p-valores
como el procedimiento del F'DR local, son ineficientes cuando los estadisticos estan
correlacionados. Asimismo, concluyen que los procedimientos basados en p-valores
son menos eficientes que el procedimiento del F'D R local, en la medida que el p-valor
considera las hipdtesis separadamente a la hora de determinar el nivel de significacion
y el procedimiento del F'DR local considera las hipotesis simultaneamente.

Liu et al. (2012), Liu et al. (2014b) y Liu et al. (2016) desarrollaron un procedi-
miento de contrastes miltiples basado en un modelo (Markov-random-field-coupled
mixture model) que permite una estructura de dependencia arbitraria y pardme-
tros dependientes heterogéneos. Este procedimiento aparece como una extension
del procedimiento de Sun and Cai (2009), que solamente permite representar una
estructura de dependencia secuencial y en el que los pardametros de dependencia
son homogéneos. Asimismo, Liu et al. (2014a) proponen un algoritmo eficaz para el
aprendizaje de parametros dependientes heterogéneos basado en los modelos Hidden
Markov-random-field.

En general, los desarrollos basados en modelos graficos, tanto bajo el enfoque

13



CAPITULO 1. INTRODUCCION

frecuentista como bajo el enfoque bayesiano, utilizan modelos mixtos. Estos modelos
requieren que la funcién de densidad del estadistico bajo la hipdtesis alternativa (f;)
sea estimada paramétricamente, sin embargo, es frecuente que no se pueda estimar
como una simple distribucién paramétrica.

Liu et al. (2014b) desarrollaron un procedimiento semiparamétrico para contrastes
multiples bajo dependencia, que generaliza el procedimiento del F'DR local de Efron
et al. (2001), centrado en la estimacion de la funcién de densidad del estadistico
bajo la hipdtesis alternativa (f;) de forma semiparamétrica, es decir, una parte de f;
es estimada de forma paramétrica y la restante de forma no paramétrica. Desde el
punto de vista del modelaje grafico, estos autores han verificado que su método de
estimacion semiparamétrico captura mejor la dependencia entre las hipdtesis que el
procedimiento de modelaje grafico totalmente paramétrico empleado por Sun and

Cai (2009) y Liu et al. (2012).

1.5. Procedimientos de Agrupamiento

En la actualidad, uno de los principales desafios relacionados con el problema de
contrastes de hipotesis multiples esta relacionado con la necesidad de procedimientos
capaces de modelizar la dependencia. En las referencias bibliograficas presentadas
anteriormente se ha podido ver que los procedimientos para el problema de contrastes
de hipotesis multiples resultan bastante conservadores, debido a la cantidad y com-
plejidad de datos y, sobre todo, a que la mayoria de los procedimientos se realizan
bajo independencia de los tests. Sin embargo, se observa una mayor robustez y un
aumento de la potencia cuando se considera la estructura de correlacion de los datos.

Uno de los objetivos en el campo de la genémica, mas concretamente en los
experimentos procedentes de microarrays de ADN, es la identificacién de genes
con diferencias significativas de expresion entre los tejidos bioldgicos estudiados,
por medio de la comparacion de patrones de expresion génica entre grupos. Esta
comparacion, ademas de llevarse a cabo mediante contrastes miltiples, puede requerir

de otros procedimientos complementarios de anélisis estadisticos y bioinformaticos.
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Avances recientes han demostrado la factibilidad de los procedimientos combinan-
do técnicas de clustering y contrastes miltiples para identificar genes con expresion
diferencial, principalmente con la finalidad de estudiar el comportamiento de distintos
grupos de genes, estableciendo relaciones que ayuden a tomar decisiones de tipo
biolégico (Dahl and Newton, 2007; Marin and Rodriguez-Bernal, 2012; Yuan and
Kendziorski, 2006).

Marin and Rodriguez-Bernal (2012) han considerado los contrastes miltiples con
el objetivo de identificar diferencias, en el nivel medio de expresién, entre genes en
diferentes condiciones de tratamiento. Utilizan también un método de analisis cluster
basado en un modelo mixto. Esta metodologia permite la comparacion de més de dos
tratamientos al mismo tiempo para un mismo gen. En su procedimiento, consideran
una mixtura de la distribucion t de Student no centrada con un nimero desconocido
de componentes. Yuan and Kendziorski (2006) desarrollaron un procedimiento bajo
un enfoque bayesiano empirico, destinado a agrupar simultaneamente los datos en
base a técnicas clister y detectar genes con expresion diferenciada. Dahl and Newton
(2007) propusieron un modelo BEMMA ( Bayesian Effect Model for Microarrays),
que representa una metodologia bayesiana empirica para acomodar la dependencia
entre genes a través de grupos latentes, mostrando una mejora en la potencia de los
métodos de contrates multiples al agrupar observaciones correlacionadas.

En el capitulo siguiente se describe el procedimiento bayesiano de contrastes de
hipétesis multiples propuesto en esta tesis, en el que la dependencia existente entre

los datos se modela mediante funciones copulas.
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Capitulo 2

Contraste de Hipé6tesis Miltiples.
Modelo de Dependencia Mediante

Cépulas N-Variantes

Nuestro principal objetivo es proponer un procedimiento de contraste de hipotesis
multiples, mediante un enfoque bayesiano, con la finalidad de contrastar un elevado
numero de hipotesis bajo dependencia. Debido a la naturaleza miltiple del problema,
hemos considerado, para la construccion del modelo, introducir funciones cépulas
N-variantes que reflejen la dependencia entre las variables del modelo. En el contexto
de los contrastes de hipotesis multiples y con un enfoque frecuentista, Dickhaus and
Gierl (2012) utilizan la cépula de Clayton N-variante para modelar la dependencia en
el andlisis de expresién génica y en Bodnar and Dickhaus (2014) se puede encontrar
una revision detallada del problema de los contrastes de hipdtesis multiples, dirigido
al control del FDR, en la que se utilizan cépulas Arquimedianas.

De acuerdo con el enfoque bayesiano, todos los pardametros desconocidos seran
estimados a partir de la distribucion a posteriori. Es decir, nuestro principal interés es
la obtencion de la distribucion a posteriori de los parametros, asi como la probabilidad
a posteriori de que cada hipotesis nula sea cierta, condicionada a los datos.

En este capitulo se presenta el procedimiento bayesiano adoptado para modelar

grandes cantidades de datos teniendo en cuenta la estructura de dependencia. También
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CAPITULO 2. CONTRASTE DE HIPOTESIS MULTIPLES. MODELO DE DEPENDENCIA
MEDIANTE COPULAS N-VARIANTES

se exponen los conceptos basicos para la construccion del modelo mediante funciones
coOpulas.

El capitulo consta de 3 secciones. En la seccion 2.1, se definen las funciones
coOpulas de un modo general junto con sus propiedades y una breve revision de la
literatura sobre estas funciones. También se describe la cépula Gaussiana de la familia
Eliptica, asi como la estructura de correlaciéon adoptada para este modelo, y la copula
de Clayton de la familia Arquimediana, que seran las copulas utilizadas en esta tesis
para modelar la dependencia. En la seccién 2.2, se presenta el enfoque bayesiano
que se propone para el problema de los contrastes de hipdtesis multiples cuando la
dependencia se modela a través de funciones cépulas multivariantes. Finalmente se

describe el algoritmo MCMC necesario para realizar la inferencia bayesiana.

2.1. Funciones Cépulas

El estudio de dependencia entre dos o mas variables representa uno de los aspectos
mas interesantes y relevantes en los analisis estadisticos, ya que permite analizar
dichas relaciones y realizar inferencias mas precisas. El concepto de cépula resulta
bastante atractivo debido a que las copulas abarcan un gran conjunto de estructuras
de dependencia y permiten incorporar al modelo de forma eficiente la estructura de
dependencia de los datos. El gran potencial y utilidad de las copulas esta relacionado
con el hecho de que la combinacién de diversas copulas con diferentes distribuciones
marginales permite una gran flexibilidad para modelar distribuciones conjuntas.

El concepto de funcién cépula fue introducido por Sklar (1959) y, posteriormente,
han surgido muchos otros trabajos como los de Genest and MacKay (1986), Joe
(1997), Cherubini et al. (2004) y Nelsen (2007), entre otros. En la actualidad, las
cHpulas se han convertido en una importante herramienta de modelado multivariante
en estudios donde la dependencia entre las variables aleatorias es de gran interés.
En la literatura hay evidencias empiricas, reportadas recientemente, de que el uso
de copulas permite una descripciéon mas realista de la componente de dependencia

entre series (Embrechts et al.; 2001, 2002). Ausin and Lopes (2010) proponen una
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2.1. FUNCIONES COPULAS

metodologia bayesiana para hacer inferencia y prediccién en modelos de copulas
GARCH. Zezula (2009) presenta una discusién sobre la copula Gaussiana. Embrechts
et al. (2003) y Costa Dias (2004) propusieron algunas aplicaciones practicas de las
copulas en areas de estudio como la banca y los seguros, Clayton (1978b) en andlisis
de supervivencia y Nikoloulopoulos and Karlis (2008) y Lambert and Vandenhende
(2002) en estadistica aplicada a la medicina. A pesar de existir una gran cantidad
de literatura sobre las funciones cépulas, la mayoria de las aplicaciones practicas se
restringen a cépulas bivariantes. Joe (1997), Embrechts et al. (2003) y Diaz (2014)
proponen algunas extensiones multivariantes de copulas Arquimedianas.

Las cépulas son funciones de distribuciones multivariantes que permiten agregar un
conjunto de funciones univariantes, con una determinada estructura de dependencia.
De acuerdo con Genest and Favre (2007) las cépulas son funciones que miden la
dependencia entre variables. La esencia del enfoque de copulas es que una distribucién
conjunta de variables aleatorias, se puede representar mediante una distribuciéon de
las distribuciones marginales (Clemen and Reilly, 1999).

De manera més formal (Joe, 1997; Nelsen, 2007), una n-cépula es una funcién C'

del cubo unidad [0, 1]™ — [0, 1] que satisface las siguientes propiedades:
» C(vg,v9,...,0,) =0;siv; =0 paraalgini=1,2,...,n
« O(1,...,L,v;...,1) =v; paratodo i =1,2,...,ny v; € [0,1]
» La funcién C' es n creciente.

A pesar de que la literatura sobre el tema es extensa, el siguiente teorema, de

mediados del siglo XX es la base de la teoria de copulas.

Teorema 1. Sklar (1959). Sea X = (X1, Xa, ..., X)) un vector de variables aleato-

rias con funcion de distribucion conjunta F(x1,xs, ..., x)) y distribuciones marginales

Fi(x1),..., Fp(xy). Entonces existe una copula C tal que:
F(l’l,mg,...,l'k) :C(Fl(ajl),,Fk(xk)) (21)
= C’(ul, Ce ,uk)
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Donde C(uq, . ..,ux) es una funcion de distribucion conjunta con marginales unifor-
mes, Fi(x1) = uq,..., Fy(xg) = ug. Si F1, Fy, ..., F}, son continuas, entonces C' es

unica; en caso contrario C' estd univocamente determinada en
RanF1 X ... X RGTLFk

Inversamente, si C es una copula k-dimensional y Fy, Fs, ..., F, son funciones
de distribucion, entonces la funcion I definida anteriormente es una funcion de

distribucion k-dimensional con marginales Fy, Fsy, ..., Fy.

Una demostracién del teorma de Sklar puede verse en Schweizer and Sklar (1983).
Una caracteristica de los modelos con copulas, es el hecho de que la densidad conjunta
se puede separar en dos componentes, por un lado, el producto de las densidades
marginales y, por otro, la estructura de dependencia, véase Ausin and Lopes (2010)
y Smith (2011).

A continuacion se detallan algunos conceptos relacionados con las funciones

copulas.

2.1.1. Meétodo de Inversion de Céopulas

Como consecuencia del Teorema de Sklar, es posible obtener distribuciones
multivariantes a partir de una funciéon copula y las marginales que se desea fijar.
Este hecho supone una importante ventaja para la modelizacién y simulacién de
variables aleatorias. A lo largo de los anos, muchos autores han desarrollado métodos
que sirven para construir cépulas con ciertas caracteristicas deseables, orientadas
a identificar algtin tipo particular de dependencia. El método de inversion es uno
de los mas cominmente utilizados para la construccion de copulas, véase Nelsen
(2007). Este método permite obtener funciones cépulas mediante las inversas de las

funciones de distribucion.

Corolario 2.1. Sea H una c.d.f de una distribucion multivariada, y Fy, Fs, ..., F}

las c.d.f marginales continuas, con Fy ™', Fy™2 ... F,~" sus respectivas funciones
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2.1. FUNCIONES COPULAS

inversas y C' la funcion cépula. Entonces, para todo u = (uy,us, ..., u) € [0, 1]"
C(Ul, Ua, . . . ,Uk) = H(Fl_l(flfl), FQ_I(LL‘Q), Ce >Fk_1($k))

Noétese que si Xq,..., X son variables aleatorias continuas con funciones de
distribucion Fy, Fs, ..., F}, respectivamente, entonces C' es la distribucién conjunta
de uy = F1(Xy),...,ux = Fp(Xy), ya que Fy(z1),. .., Fi(X}) se distribuyen unifor-
memente en el intervalo [0, 1].

Dos ejemplos donde se emplea este método son la copula Gaussiana y la copula

de la t de Student, que pueden ser escritas, respectivamente, como

Cg(ul, Ug, ... ,uk) zék((ﬁl_l(ul), (Dl_l(UQ), Ce ,@1_1(1%))

Cr(uy,ug, ..., ug) :tka(t;}l(ul), t;}l(m), o ,t;}l(uk))

donde @ es la distribucién normal k-variante y ¢, la distribucién t-Student k-

variante con w grados de libertad.

2.1.2. Densidad de Probabilidad Asociada a las Cépulas

La funcion copula puede interpretarse como una funciéon para ligar distribuciones
multivariantes con sus respectivas distribuciones marginales univariantes.

Asumiendo que Fi(x1),.., Fx(zg) v C son funciones diferenciables, entonces la
funcién de densidad conjunta f(z1, xe, ..., xx) de X = (X3, Xo, ..., Xi), se puede escri-
bir en funcién del producto de las funciones de densidad de probabilidad marginales

(Smith, 2011):

k
flzy, 29, ... xx) = c(Fi(xq) ..., Fr(xg)) H filzy)
L (2.2)
= c(uy, ug, . .., ug) 1:[ fi(z;)

donde f;(z;), es la funcién de densidad de Fj(x;), parai=1,... k, y la funcién de

densidad de la cépula es

C(F1($1)7 vy Fk(xk)) == aFl(Il) a . aFk<mk)C(F1(ZL’1), FQ(IQ), ceey Fk(ZL’k))
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Asi, combinando el hecho de que cualquier variable aleatoria continua puede ser
transformada, por su funcion de distribucion acumulada, en una variable aleatoria
con distribucién U(0,1), las cépulas pueden ser utilizadas para proporcionar una
estructura de dependencia multivariante separadamente de las distribuciones mar-
ginales. Por tanto, en (2.2) se descompone la funciéon de densidad conjunta en dos
partes, c(Fy (1), .., Fx(2x)) que describe la estructura de dependencia y [T, fi(z;)
el comportamiento marginal de cada una de las componentes. Por esa razon, con
frecuencia a c(uq, ..., u) se la llama funcién de dependencia.

En este trabajo nos hemos centrado en casos donde las distribuciones marginales
son continuas, sin embargo, se puede combinar cualquier tipo de cépula con cualquier
tipo de distribuciones marginales, es decir, cualquier distribucion se puede escribir en
forma de copula, a su vez, podemos deducir una cépula a partir de cualquier funcion

de distribucién multivariante.

2.1.3. Coébpulas y Dependencia

El uso de modelos con funciones cépulas para construir una distribucién conjun-
ta de variables aleatorias continuas, puede verse como una version de funciéon de
distribucion conjunta libre de las marginales que es capaz de capturar estructuras
de dependencia. La relacion de dependencia entre variables aleatorias puede ser

cuantificada por medio de distintas medidas, que se presentan a continuacion.

Coeficiente de correlacion de Pearson
El coeficiente de correlacion de Pearson es la forma mas habitual de cuantificar

la relacion entre dos variables aleatorias. Se define como:
E(XY)—-EX)E(Y)
PXy =
\/Var(X)Var(Y)

Existen otros tipos de medidas de dependencia, también conocidas como me-
didas de concordancia. Algunas de estas medidas, tales como la 7 de Kendall y
el ps de Spearman, definidas a continuacion, permiten evitar algunas limitaciones

del coeficiente de correlacion lineal, puesto que son medidas robustas e invariantes
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por transformaciones estrictamente crecientes de las variables aleatorias, de hecho
Schweizer and Wolff (1981) estudian la relacion entre las medidas de concordancia y

las funciones copulas.

Tau de Kendall

Sean (X1,Y1) v (Xa,Ys) dos vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuidos, con funciones de distribucién H; y Hs, respectivamente, y con marginales
F (para X1y X5) y G ( para Y] e Y3). Se define la medida 7 de Kendall como la

diferencia entre las probabilidades de concordancia y discordancia entre los vectores

(Xb }/1) y (X27 )/2)

T=P((X) - Xo)(Y; = Y2) > 0) — P((X; — X2)(V; — Y3) < 0)

=2P (X1 — Xo) (Y1 — Ya) > 0) — 1

La version de la 7 de Kendall en términos de una copula C', se puede escribir como

sigue (Schweizer and Wolff, 1981; Kruskal, 1958; Nelsen, 2007):

To = 4/01 /01 C(v1,v2)dC (vy,v9) — 1 (2.3)

La ecuacién (2.3) muestra que el coeficiente 7 de Kendall estd completamente

determinado por la cépula.

Rho de Spearman
Sean (X1,Y7), (Xo,Y2) v (Xs,Y5) tres vectores aleatorios independientes con
funcién de distribucion conjunta comin H y sea C una copula asociada a H. Se

define el coeficiente pg de Spearman como
ps = P (X1 — X5)(Y1 = Y3) > 0) = P (X1 — X2)(Y1 — ¥3) <0)

La version de la pg de Spearman en término de la cépula C', puede ser escrita como

(Schweizer and Wolff, 1981):

pPs = 12/ / 7)1,'1)2 — 'Ul’Ug] dUldUQ = 12/ / vl,v2)dv1dv2 3
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Existen distintos tipos de copulas para modelar la dependencia entre variables,
de las cuales, dependiendo de la estructura de dependencia captada, las mas usadas

son las copulas Elipticas y las Arquimedianas.

2.1.4. Funciones Cépulas Comunes

Por lo general, cuando se habla de los diferentes tipos de cépulas existentes, en
realidad se hace referencia a diferentes familias. Todas las copulas que pertenecen
a una misma familia tienen la misma estructura matematica que depende de un
cierto nimero de pardametros. De manera que, para cada uno de los valores de esos
parametros se obtiene un miembro de esa familia.

En esta subseccion describiremos algunas de las familias de copulas méas comunes.

Coépulas Elipticas

Las copulas de la familia Eliptica se caracterizan por compartir propiedades de
la distribucién normal multivariante, tales como la simetria y porque la dependencia
estd totalmente determinada por la matriz de correlaciones (Embrechts et al., 2001),
es decir, las copulas Elipticas estan asociadas a las distribuciones Elipticas y se ca-
racterizan por representar la relaciéon de dependencia simétrica. Ejemplos de cépulas
Elipticas mas comunes son la copula Gaussiana, asociada a la distribucion normal, y
la copula de la t-Student, asociada a la distribucion t-Student. La cépula Gaussiana
presenta la ventaja de ser invariante bajo transformaciones estrictamente crecientes
de las variables aleatorias. Esta copula es muy utilizada por permitir grados de
dependencia positiva o negativa por igual, sin embargo, en muchos casos los datos
reales no cumplen la propiedad de simetria de las copulas Gaussianas. Como solucion
a estos problemas se utilizan otras copulas que permiten asimetria en los datos, como

son las copulas de la familia Arquimediana.

Cépulas Arquimedianas

Estas copulas abarcan un gran nimero de cépulas con caracteristicas diferen-
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tes, que resultan dificiles de clasificar mediante un tipo especifico de dependencia,
a diferencia de las Elipticas que reflejan la dependencia simétrica, sin embargo,
estas copulas se caracterizan por permitir modelar distribuciones multivariantes
mediante una unica funcién univariante, simplificando los célculos de las medidas de
dependencia. A continuacion, se presenta la definiciéon de las copulas de la familia

Arquimediana para el caso de las cépulas bivariantes dada por Genest and Rivest

(1993).

Definiciéon 2.1 (Cépula Arquimediana). Sea ® el conjunto de funciones continuas,
estrictamente decrecientes y convezas de la forma ¢ : [0,1] — [0, 00], donde ¢(1) = 0.

Cada elemento de ® genera una copula C a partir de la siguiente relacion

Clur,v2) = " (p(v1) + 9(v2)),  (v1,v2)" € (0,1)?

La funcién ¢ en la definicién 2.1 es conocida como el generador de la cépula.
Cuando ¢(0) = 0o, ¢ se denomina generador estricto. Estas c6pulas proporcionan
una estructura general para modelar distribuciones bivariantes.

La version multivariante (Embrechts et al., 2001, 2003; Joe, 1997) esta represen-

tada por:

C(vi,...,v5) = l}kj go(ui)] (2.4)

con funcion de densidad
k k
neeeevtn) = " [ o) TT (0
i=1 i=1
donde ¢ es el generador de la cépula C'y o, denota la derivada de orden k de la
inversa de la funcién generador. Embrechts et al. (2003) presentan un teorema donde
se muestran las condiciones necesarias y suficientes para que (2.4) sea una cépula.
En este trabajo, para modelar la estructura de dependencia entre las variables
de estudio, hemos considerado las cépulas Gaussiana y de Clayton de las familias
Elipticas y Arquimediana respectivamente. A continuacion se describen estas copulas.
Una revisiéon mas completa de los diferentes tipos de cépulas puede verse en Joe

(1997) y Nelsen (2007).
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Coépula Gaussiana

El nombre Gaussiana, se debe al hecho de que la expresion coincide con la funcion
de distribucion normal bivariante estandar. Esta copula permite por igual, grados
de dependencia positiva o negativa. Las copulas gaussianas no admiten una féormula
explicita, pero se pueden expresar en forma de una integral.

Considerando el coeficiente de correlacion de Pearson, —1 < p < 1, la cépula

Gaussiana bivariante se puede escribir

Cp(ur, ug) =P ((I)il(ul)aq)il(l@))

p
) @i w) 1 —(& = 2p&1& + &3)
B [m /m 2(1 — p)2 exp{ 2(1=p?) }d&d&

donde @ es la c.d.f de la distribucién normal estandar.

Diferenciando la expresién anterior, se obtiene la expresion de la densidad de la

copula Gaussiana:

_ 1 —(& — 20616+ &)
Cﬂ(u1>u2) - 27T(1 _ p)éexp{ : 2(1 — p2) : }

Por definicion, las funciones de distribucién marginales coinciden con la normal

estandar. En el caso multivariante, la cépula Gaussiana se escribe:
Cslur, .. up) = Ps(7 (ur), ..., @7 (wp)

donde @y, es la funcién de distribucién de una normal multivariante con media nula
y X la matriz de covarianzas (con 1 en la diagonal principal y p fuera de ella).
La expresion de la densidad de la cépula Gaussiana multivariante puede escribirse

CO1mo:

X

ex (ux: Bx) = Jf?exp{—;&(z; - In)éx)} (25

La pg de Spearman y la 7 de Kendall para la cépula Gaussiana vienen dadas por

(Zezula, 2009; Silva and Lopes, 2008):

p 2
ps = —arcsen(=) Yy T = —arcsen(p)
s 2 7T
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Coépula de Clayton

Es un copula Arquimediana, donde el generador es p = (9%)(15_90 —1),6. >0, por
lo que, en términos bidimensionales la funcion céopula de Clayton viene dada por:
-1

Clur,u) = (up® +ug% —1) %

y para k > 2, la funciéon copula de Clayton tiene la forma:

k 7
Cluy,...,ug) = <1 + 3 (uy - 1))

i=1
de manera que la densidad de la cépula de Clayton es

,k,(é

k ) &
c(ug, ... ug) = (1 —k+ zjlui_ec> llj[ {ul_ec_l(é’c(l —1)+ 1)}

La copula de Clayton coincide con la cépula de independencia cuando 6, — 0 y
coincide con la cépula de dependencia positiva perfecta cuando 6. — oco. El valor de
la 7 de Kendall, para esta cépula, se puede obtener en funcién del parametro, 6., de

la cépula como sigue (Silva and Lopes, 2008):

2.1.5. Estructura de Correlaciéon Uniforme para la Cépula

Gaussiana

El propésito de utilizar copulas en la construccion del modelo, se debe al hecho
de usarlas como herramientas para describir la relaciéon de dependencia entre las
variables. Debido a la naturaleza multiple del problema planteado en el capitulo 1y
la necesidad de estimar una gran cantidad de parametros utilizaremos, cuando la
dependencia sea modelada mediante la copula Gaussiana, una estructura especial de
la matriz de correlacién propuesta por Zezula (2009), destinada a reducir el niimero
de parametros en la construccién de la copula Gaussiana. La relacion de dependencia
entre variables aleatorias puede ser cuantificada mediante diversas medidas, siendo la

mas conocida el coeficiente de correlacién de Pearson, sin embargo, esta medida es la
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mas limitada puesto que refleja inicamente un tipo de dependencia, la dependencia
lineal, lo que hace que no sea una medida apropiada en muchas situaciones como,
por ejemplo, en los casos donde se trabaja con distribuciones no Elipticas.

En cualquier caso, para disenar nuestro modelo, utilizaremos en primer lugar
la copula Gaussiana N-variante y la relacién de dependencia serd cuantificada a
través del coeficiente de correlacion de Pearson. Ademads, debido a la dimension y
a la complejidad de la estructura del tipo de datos procedentes de microarrays de
ADN, que implica la estimacién de una gran cantidad de parametros, usaremos la

estructura de correlaciéon propuesta por Zezula (2009):

1 p PRI p
p 1 ... p ,

X=1| . | =0-ply+pll (2.6)
_p p DR 1_

donde p € {N’—_ll, 1}. Sip£lyp# N’—_ll, entonces el determinante || = [1 + (N —

1)p](1 — p)¥~1 es distinto de cero y existe la matriz inversa de X, cuya expresién

es L1 = flp (I N — W"_l)pll’ ), siendo 1 un vector N-dimensional con todas sus
componentes igual a uno.
Por tanto, la densidad de la cépula Gaussiana, de acuerdo con la estructura de

correlacion uniforme, tiene la siguiente expresién (Zezula, 2009):

1 1.,/
c(uxip) = mémp{_?g (=1 -1)¢} (2.7)
. _ 1 . P / . 1 /
cluxip) = {1+ (N — 1)) (1_p)N—1}§exp{ 2(1*P)5 (IN 1+(N1)P11>5}
c(ux;p) = !

{1+ (N —1)p](1—p)N-1}3

expd —5- ! 1,3 ‘.
" p{ 2(1—p)[1+ (N —1)p] ((N 1)/);51 222&@)}

1<j

La ventaja de usar la copula Gaussiana es que permite una estructura flexible de
dependencia paramétrica. Sin embargo, esta copula considera solamente la depen-

dencia de pares entre componentes individuales de variables aleatorias, es decir, no
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incorpora estructuras de dependencia mas complejas, pero a cambio depende de un
solo parametro.

Escoger una copula para ajustar un conjunto de datos implica un extenso trabajo
de ajuste, puesto que existen muchas familias de funciones para elegir y se tendria
que estimar el parametro o el conjunto de parametros de cada familia, por lo que es
importante saber cémo seleccionar un nimero reducido de familias, entre las cuales
esperamos elegir la cépula que mejor describe nuestros datos.

En la literatura se han propuesto varios métodos de seleccién de copulas. Genest
and Rivest (1993) propusieron un procedimiento no paramétrico para la seleccion
de copulas de la familia Arquimediana que proporciona el mejor ajuste para datos
pareados y Silva and Lopes (2008) utilizaron los métodos MCMC para estimar

funciones copulas con un nimero reducido de parametros.

2.2. Planteamiento del Problema y Modelo Ge-

neral con Cépulas N-variantes

Consideramos N variables aleatorias dependientes, medidas en dos situaciones
distintas de tratamiento independientes. Es decir, sea X = (X7, Xs,..., Xy) un
vector de N variables aleatorias dependientes, medidas bajo una situacién, e Y =
(Y1,Y5, ..., Yy) el vector de N variables aleatorias dependientes, medidas bajo la otra
situacion, y tales que X e Y son independientes con distribucién Fx (X|Ox, Ax) y
Fy (Y|©y, Ay), respectivamente, donde ©x = (fx,,...,0x,) y Oy = (Oy,,...,0v,)
son los vectores de pardmetros sobre los que se realizaran los contrastes y A = (Ax, Ay)
otro grupo de vectores de parametros del modelo.

Deseamos comparar, para cada variable, el pardmetro 0x, y 6y, de las dos situa-
ciones de tratamiento, para lo que consideramos, debido a la naturaleza multiple del

problema, el siguiente contraste multiple de hipotesis:
HOi:QX,-ZQYi frente a Hli:HXﬁéHYi,izl,Q,...,N (28)
Nuestro objetivo es decidir qué hipotesis nulas se rechazan y cuales se aceptan por
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medio de las probabilidades a posteriori de cada una de las hipdtesis nulas. Por tanto,
para obtener estas probabilidades y para realizar la inferencia sobre los parametros,
cuando las variables X; e Y; han sido observadas, hace falta determinar el modelo
de distribucion de probabilidad de las variables X e Y para obtener la funcion de
verosimilitud, asi como la distribucién a posteriori de los parametros desconocidos
del modelo.

La funcién de densidad conjunta de X e Y se puede escribir como el producto de
las densidades de X e Y, por considerar independencia entre las dos situaciones de

tratamiento, asf,

F(X,Y]0) = f(X]0x,Ax) f (YOy, Ay) (2.9)

donde © = (Ox, \x, Oy, \y) es el vector de pardmetros del modelo.

Sin embargo, las N variables aleatorias en cada situacién de tratamiento son
dependientes entre si, es decir, tanto las variables X; del vector X = (Xy,..., Xy)
como las variables Y; del vector Y = (Y,...,Yy) son dependientes entre si, por
lo que resulta necesario definir la funciéon de densidad conjunta de las N variables
en cada una de las dos situaciones de tratamiento. Para ello, consideramos una
funcién cépula N-variante para cada una de las funciones de densidad f (X[©x, Ax)
y [ (Y[Oy, Ay).

Con la finalidad de reflejar la dependencia entre las variables de cada situacion,
de acuerdo con la ecuacién (2.2), a continuacién se describe la funcién de densidad
conjunta de X como el producto de la densidad de la copula y el producto de las

funciones de densidad marginales y de forma analoga para la variable Y.

[ (X|Ox, \x) = ex(ux,, ..., uxy;wx) [TV, fi(Xi|0x,, \x,) representa la funcién
de densidad conjunta de las variables dependientes X;,7 = 1,2, ..., N, del vector
X = (Xi,...,Xy), definida por medio de una cépula cx(ux,,...,uxy;wx),
donde uy, = F;(z;), i = 1,...,N, y wx es el vector de pardmetros de la
funcién de densidad de la copula para la condicién X, siendo f;(X;|0x,, \x,) la

densidad marginal de X;.
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» f(Y]Oy, Ay) = ey (uy,, ..., uyy; wy ) [T fi(Yilfy;, A\y;) representa la funcién de
densidad conjunta de las variables dependientes Y;,7 = 1,2, ..., N, del vector
Y = (Yi,...,Yy), definida por medio de una cépula cy (uy,, ..., uy, ; wy ), donde
uy, = F; (y;), i =1,...,N, y wy es el vector de parametros de la funciéon de
densidad de la cépula para la condicién Y, siendo f;(Y;|fy,, Ay;) la densidad

marginal de Y.

Por tanto, la funcién de densidad conjunta (2.9) para X e Y se puede escribir como

sigue:
N
f,. ey, un|©) = ex (uxy, uxy, - v Uxy; Wx) H (x:]0x,, Ax;)
i=1
N (2.10)
X Cy (qu,uYQ,...,UYN;wY H yl|9yl,)\y)

De esta manera, © = (Ox, Oy, Ax, A\y,wx,wy) es el vector de parametros actua-
lizado. Por simplicidad, a lo largo de esta tesis usaremos la notacion cx (ux;wx) y
Cy (uY7 WY) 20 lugar de Cx (uX17uX27 s ,UXN;CU)() y ¢y (qu, Uyys -+ -5 Uyns (,dy), res-
pectivamente.

Desde la perspectiva bayesiana, para proceder a la inferencia, todas las cantidades

desconocidas de © deben ser estimadas a partir de las distribucién a posteriori.
T (@‘x.l, N RN TR ,y.ny) o (0)L (@’x.l, R R T ,y.ny)

Siendo z.; = (T1j, %25, -, 2n;) .7 = L,2,....np € Yoo = (Yiks Yoks - - - YNK) s b =
1,2,...,n, muestras de X = (X1,...,Xy) e Y = (Y3,..,Yn), donde n, y n, son los
tamanos muestrales para X e Y, respectivamente.

Teniendo en cuenta (2.10), la verosimilitud se puede escribir de la forma siguiente:

Ny

L (@‘x.l, N A TR ,y.ny) H Cx (uX],wX)

7j=1

::12

i (2i510x,, Ax;)

1 (2.11)

ZTI

Ty
x [ ev (uy,;wy) H (Yik|Oy;, Av;)
k=1 i=1

Como se puede ver, la verosimilitud tiene una forma compleja puesto que depende

de Ho, y Hy; definidas en (2.8). Con objeto de hacerla més tratable, introducimos N
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variables latentes independientes 7; (Diebolt and Robert, 1994) definidas segun la
distribucién de Bernoulli (1 — p;), para i =1,2,..., N, donde p; es la probabilidad

inicial de cada hipdtesis nula,

0 si Ox, =0y
T = e (2.12)

1 sz exi 7&9}/1

De ahi que, Pr(m; =0|p;) = p; y Pr(m = 1|p;) = 1 — p;. Por lo que consideramos,
para cada i, que el vector de observaciones (x;., y;.) procede de la distribucién bajo Hy;
cuando 7; = 0 y de la distribucién bajo Hy; cuando 7; = 1, siendo x;. = (241, ..., Tin, )

e ¥i- = (Y1, s Yin, )- Entonces,

Xij|Ti :O,@ = Xij|7-i = 1,@ ~ fz (xijWX,-)/\Xi)»i = 1,...,N7j = ]_,...,TLJ;
Y;k‘Ti :O,@Nfi(yik|9)(i,)\yi),i: 1,...,N,k‘: 1,...,7”Ly

}/ik’Ti = 1,@ ~ fz(@/zkaZ,)\Yl),Z = 1,...,N,k= 1,...,ny
(2.13)

Desde el punto de vista bayesiano, las variables latentes 7 = (7;,...,7y) se
pueden considerar como un conjunto adicional de parametros. De esta manera, la

verosimilitud (2.11) se puede expresar como sigue:

Ny N ny
L (@,T’x.l, Ce ,x.nx; Y1---, y~ny) = H Cx (uX,j;wX) H fz (1‘Z‘j‘9){i, )\Xi) H Cy (U,y_k;wY)
7j=1 =1 k=1

i =0 irri=1

(2.14)

donde © = (Ox, Oy, Ax, \y,wx,wy,p) es el vector de pardmetros, siendo p =

(p1,---,pN) el vector de las probabilidades iniciales de cada hipétesis nula y 7 =
(11,...,7n) el vector de variables latentes.

Entonces, dada una distribucién a priori para (0, 7), 7 (0, 7), la distribucién a

posteriori se puede obtener de la siguiente manera:
T (@, 7"$.1, R R T ,y.ny) arm(0,7)L (@,7“1‘.1, R R T ,y.ny)

Esta distribucién no siempre se puede obtener de forma analitica, pero puede

ser aproximada mediante los métodos de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC).
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En la siguiente seccién se describe, de forma general, el algoritmo MCMC que seré
utilizado posteriormente en el capitulo 3.

A partir de la distribuciéon a posteriori, se pueden estimar cada uno de los
parametros del modelo mediante las correspondientes marginales y, puesto que
Pr (Ti = O‘x.l, U R TS B ,y.ny) = Pr (H()z'

se puede estimar la probabilidad a posteriori de cada hipdtesis nula, a través de la

Tlyeo oy Topy3 Yol - - - ,y.ny), también

correspondiente distribucién marginal de 7, con la finalidad de decidir, en funciéon de
estas probabilidades, las hipdtesis nulas que se aceptan y las que se rechazan, siendo

éste el objetivo principal del procedimiento.

2.3. Inferencia Basada en los Métodos de Cadenas

de Markov Monte Carlo (MCMCQ)

La necesidad de integrar funciones, en la mayoria de las veces complejas y
multidimensionales, es extremamente importante en la inferencia bayesiana. Sin
embargo, no siempre se puede obtener la expresion analitica de estas integrales, pero
pueden ser aproximadas mediante los métodos basados en cadenas de Markov Monte
Carlo (MCMC). De esta manera, la inferencia se basa en muestras obtenidas por
medio de distribuciones condicionadas a posteriori.

En este trabajo utilizaremos un enfoque bayesiano, en el cual los pardmetros seran
estimados conjuntamente a través de los métodos MCMC. Utilizaremos especialmente
el algoritmo de Gibbs para distribuciones condicionadas a posteriori con forma
conocida y el algoritmo de Metropolis-Hastings para distribuciones condicionadas a
posteriori desconocidas. La combinacion de estos dos algoritmos es conocido como

Algoritmo Metropolis-Hastings-within-Gibbs.

Algoritmo Metropolis-Hastings

Este algoritmo permite generar una muestra de la distribucién conjunta a poste-

riori, 7(0|X), a partir de las distribuciones condicionadas a posteriori, que pueden
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tener forma conocida o no (Chib and Greenberg, 1995).

M cuya distribucién

La idea bésica es simular una cadena de Markov, 6,62, ....0
estacionaria sea m(0|X), la distribucién de interés en el problema.

Cuando las distribuciones condicionadas a posteriori no tienen una forma conocida,
se puede utilizar el algoritmo Metropolis que genera el valor del pardmetro a partir de

una distribucién propuesta ¢(.|.) y la probabilidad de aceptacion del valor generado

tiene la forma siguiente (Chib and Greenberg, 1995; Robert and Casella, 2013):

7T(HCIX)Q(@I@C)}
" (0]1X)q(6°10)

Una caracteristica importante de «(f,6°) es que la constante normalizadora de la

a(,0°) = min {1

distribucion a posteriori no necesita ser conocida, es decir, @ no depende de la
constante de integraciéon de la distribucién a posteriori.

Sea {0',...,60M ...} una cadena de Markov. De acuerdo con el algoritmo Metropolis-
Hastings, dado el valor actual 6%, el valor de @ para el préximo estado, 871, se escoge
muestreando un candidato ¢ de la distribucion propuesta ¢(6°|f). De este modo, el
punto candidato 6 se acepta con probabilidad a(#,0°).

Cuando ¢(0°|0) = q(0]6°), la distribucién propuesta es simétrica y el término

q(616%)
q(6°10)

se cancela, entonces la probabilidad de aceptacion se reduce a:

(0, ) :mm{l,m}

Este es el algoritmo original desarrollado por Metropolis et al. (1953), que posterior-
mente fue generalizado por Hastings (1970).

Cuando ¢(6°]0) = q(6°), la distribucién propuesta es independiente de 6 y el
algoritmo se conoce como Metropolis—Hastings de Independencia.

Un caso especial del algoritmo Metropolis-Hasting es el algoritmo Metropolis-
Hastings-within-Gibbs, que permite muestrear de distribuciones conocidas y no

conocidas en un mismo algoritmo. A continuacion se describe este algoritmo.

Algoritmo Metropolis-Hastings-within-Gibbs (Patz and Junker, 1999):
Sea 7(6, 8| X) la distribucién estacionaria deseada y go(6°,6') v q5(8°, 3') dos

distribuciones diferentes generadoras de candidatos (6¢, 5¢).
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1. Deseamos generar 0 ~ p(0|5*~1, X) :

a) Genera 0° ~ qo(6%71,0)
b) Acepta 6% = 0° con probabilidad

p(X10°, B 1)p(6°, BF1)qo (6%, 0%1) )
p(X|0F=1, BE=1)p(OF-1, BE=1)ge(0F—1, 0°)

a0, 0°) = min{1,
caso contrario #¥ = g+~!
2. Deseamos generar % ~ p(S3|0%, X) :

a) Genera 3¢ ~ qg(B5~1, B)
b) Acepta ¥ = 3¢ con probabilidad

e p(X6%, 3°)p(6%, B)qp(B°, B* 1)
AP = it g (@, g (T )

caso contrario % = gF1

La cadena de Markov resultante tiene una distribucién estacionaria p(6, 5|X).

Para una informacién completa sobre estos métodos se pueden consultar Casella
and George (1992), Chib and Greenberg (1995), Patz and Junker (1999), Gelfand
et al. (2003), Robert and Casella (2013) y sus referencias.

En el capitulo siguiente se aplica esta metodologia cuando se considera que los
parametros de interés son las medias. La dependencia se modela, en primer lugar,
mediante la copula Gaussiana y, en segundo lugar, mediante la cépula de Clayton,

considerando en ambos casos distribuciones marginales normales.

35






Capitulo 3

Aplicacion Mediante Cépulas

Gaussianas y de Clayton

El principal objetivo de este trabajo es la identificaciéon de genes con expresion
diferencial bajo dos condiciones experimentales en situaciones de dependencia, las
mas habituales en la practica. Para ello, suponemos que se observan N variables
aleatorias medidas en dos situaciones distintas e independientes de tratamiento.
Puesto que el nivel de expresion suele estar correlacionado entre los genes, suponemos
que estas variables, en cada condicion, son dependientes.

En el campo de la genémica es habitual modelar los datos de expresiones géni-
ca mediante la distribuciéon normal, como puede verse en muchos de los trabajos
publicados al respecto (Scott and Berger, 2006; Zhao et al., 2008; Salazar, 2011;
Gomez-Villegas et al., 2014), entre otros. Por lo que asumimos que estas variables
tienen por distribucién una normal y para modelar la dependencia, en primer lu-
gar, consideramos la cépula Gaussiana de la familia Eliptica, por su flexibilidad y
porque también lo aplicaremos a un modelo con funciones de distribucién margi-
nales normales y, en segundo lugar, utilizamos la copula de Clayton de la familia
Arquimediana, debido a que los datos reales que disponemos muestran correlacion
positiva alta, mientras que la correlacién negativa es menos significativa, siendo ésta
una caracteristica de la copula de Clayton (Silva and Lopes, 2008).

Este capitulo consta de 2 secciones. En la seccion 3.1, se aplica la metodologia
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bayesiana propuesta de contrastes de hipdtesis miiltiples, modelando la dependencia
mediante la copula Gaussiana y considerando distribuciones marginales normales. Se
definen las distribuciones a priori y se obtiene la distribucion a posteriori, asi como
las distribuciones condicionadas a posteriori que seran utilizadas en el algoritmo
MCMC, Metropolis-Hastings-within-Gibbs, necesario para obtener una muestra de
la distribucion a posteriori conjunta, a partir de la cual se estiman los parametros del
modelo y la probabilidad de que cada hipotesis nula sea cierta. El procedimiento se
ilustra con datos simulados, estimando el valor del F'DR con el objetivo de evaluar
la proporcion de falsos positivos. El procedimiento se aplica también a datos reales
procedentes de un experimento con microarrays de ADN. En la seccion 3.2, se aplica
la metodologia bayesiana propuesta de contrastes de hipotesis multiples, considerando
también distribuciones marginales normales pero la dependencia se modela mediante
copulas de Clayton. Igualmente el procedimiento se ilustra con los mismos datos,
simulados y reales, que en la seccién anterior. Por ultimo, se utiliza el criterio de

seleccion DIC (Deviance Information Criterion) para comparar ambos modelos.

3.1. Modelo con Cépulas Gaussianas N-variantes

y Funciones de Distribucién Marginales Nor-

males
Sean X;, 1 =1,2,..., N, las variables aleatorias dependientes medidas bajo una
condiciéon experimental e Y;, ¢+ = 1,2,..., N, las variables aleatorias dependientes

medidas bajo la otra condicion experimental, con X; e Y; independientes, i =
1,2,...,N.
Para decidir si, para cada variable, existen diferencias entre los dos tratamientos,

consideramos el siguiente contraste de hipotesis multiples:

HO'L':,uXi::uYi frente a Hli:,u/Xi#:uYi? i:1727"'>N

donde px, y py; son las medias de las variables X; e Y;, respectivamete, ¢ = 1,..., N.
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Asumimos que las variables X; e Y;, ¢ = 1,..., N, tienen distribucién normal.
Concretamente, suponemos que X; ~ N(ux,,0?) e Y; ~ N(uy;,0?), es decir, consi-
deramos varianzas iguales para cada variable en las dos condiciones de tratamiento,
ol = agfi = 032/1_ ,parat = 1,..., N, por simplicidad, pero el procedimiento también se
puede aplicar considerando, para cada variable, distintas varianzas en cada condicion
de tratamiento, mientras que suponemos varianzas distintas para todas las variables.

Para modelar la dependencia entre las variables consideramos para la distribucion
de densidad conjunta, en cada condicién de tratamiento, una copula Gaussiana
N-dimensional, ya que utiliza la correlacién entre pares de variables precisamente
de la misma forma que la distribuciéon normal multivariante y también porque esta
copula permite cualquier distribucién marginal. De manera que, se utilizan las cépulas

Gaussianas N-dimensionales cx (ux;Xx) y ¢y (uy; Xy ) para X e Y respectivamente,

definidas en (2.5):

1
CX(Ux;ZX):m { S (Bx fN)fx)}

(3.1)

CY(UY;EY)I\/‘;—Y’ { ¢Y( IN)¢Y}

donde {x = (§x, = @M (ux,), -+, Exy = P Huxy)) y oy = (Vv = @ Huwy), -, Yy =
&~ !(uy, )) son los cuantiles de orden uy, y uy,, respectivamente, de la distribuciéon
N(0,1),i=1,2,..., N,y ¥x y Xy son las matrices de correlacién de las copulas para
las condiciones X e Y, respectivamente, donde X = (Xq,..., Xy)eY = (Y1,...,Yy).
Sin pérdida de generalidad, consideramos la misma estructura de dependencia para
las dos condiciones de tratamientos, por tanto, Xy = ¥y = X.

Entonces, la densidad conjunta de X e Y, definida en (2.10), viene dada por:

f(‘rlv"wx]\f;yl?"'ay]\f’@)_CX qu Hfl(xz

Hx;,0 7,)

X ¢y (uy; 2 H i (yz

Hy;, O )

donde f; (wilpix, 07) ~ N(pxi, 07), fi (yilpvi, 07) ~ N(pyi, 07) v © = (nx, py, 0%, ),
siendo px = (ftxy, - fxy ) by = (Byis -5 fyy)s 02 = (03,...,0%) vy 2 la matriz

de correlacion (2.6) de las copulas que se especifica mas adelante.
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Para obtener la verosimilitud, al igual que en la seccién anterior, consideramos

las variables latentes definidas en (2.12), que en este caso, se tiene:

Xij|7_i = 0,@ = Xij|7-i = 1,@ ~ N(MXWO-Z?)
Yirlmi = 0 ~ N(px,, 07)

Yir|ti =1~ N(uy;, 07)

donde © = (ux,py,o,p,>.), con p = (p1,...,pn), siendo p; = Pr(m;, = 0|p;),
t =1,...,N. De esta manera, consideramos que, para cada ¢ = 1,..., N, el vector
de observaciones (x;.,y;.) procede de una distribucién bajo Hpy; cuando 7; = 0
y, por tanto, consideramos las densidades marginales de ;. e y;. definidas segin
la misma ley N(uy,,c?) para las dos situaciones de tratamiento. Por otro lado,
cuando se observa el valor de la variable latente 7, = 1, consideramos que el vector
de observaciones (z;.,v;.), ¢ = 1,..., N, procede de una distribucién bajo Hy; vy,
por tanto, las densidades marginales del vector z;., para la primera situacién de
tratamiento, estardn definidas por la ley N(uy,,c?), mientras que para el vector y;.,
para la segunda situaciéon de tratamiento, estardn definidas por la ley N(uy;,0?).
Entonces, dadas x.; = (15, T2j, ..., Tnj), J = 1,2, ..,y € Yo = (Y1ks Yo2ks - YN
k = 1,2,...,n,, muestras aleatorias de X = (Xy,....,Xy) e de Y = (¥,.,Yy),

respectivamente, la verosimilitud se puede escribir como sigue:

Na N
L(©,7|za,. ., Ty Y1 - - - Yemy) = H cx (uX.j;E) Hfl (mij
j=1 i=1

x H fi (yik
0

LTy =

Ty
mXx;, 012) H Cy (uY-k; E)
k=1

NXZ-,UZ'Q) IT 7 (yik
=1

LT, =

Hy;, U?)
(3.2)

Debido a la naturaleza multiple del problema y la necesidad de estimacion de una
gran cantidad de pardmetros, ya que, ademés de ux, py, o2, p, y 7, todos ellos
vectores de dimension N, se tiene que X es una matriz de parametros de dimension
N x N, utilizaremos para esta matriz la estructura de correlacién uniforme (2.6),
propuesta por Zezula (2009), destinada a la construccién de la cépula Gaussiana con

pocos parametros, puesto que X depende tnicamente del parametro de correlacion p.
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Asi, partiendo de (2.7), las cpulas se pueden escribir de la forma siguiente:
1

ex(ux.;p) = T (3.3)
{1+ (N =1)p] (1 = p)N-1}2
p 1 > S
X 69029{—2(1 “ 1+ (N -1 ((N - 1),0;5@‘ - 2;mz>:ifz'jfmj>}
v (i p) = : . (3.4)
{I+(N=1)p (1 —p)N-1}2
P ! NS 20y
X\ TG A A F (N =1V (N - )P;%k— ;%i%kwmk
donde p € [N;_ll, 1}, es el coeficiente de correlacién de Pearson, {xy = (£x, =
(Dil(u)ﬁ)v SR 7§XN = q)il(uXN)) y Yy = ( 77bY1 = o1 (uYI) IR wYN =o' (UYN>>

son los cuantiles de orden uy, y uy,, respectivamente, de la distribucién N(0, 1),
1=1,2,...,N.

Con esta estructura, se ha utilizado la copula como una herramienta para describir
la dependencia entre las variables, mientras que, para cuantificar la relacion de
dependencia entre las variables, se ha utilizado el coeficiente de correlacién de
Pearson, puesto que las densidades Gaussianas se pueden parametrizar utilizando
este coeficiente (Zezula, 2009).

Una vez especificada la verosimilitud, se puede obtener la distribucién a posteriori

como se indica a continuacién:

T (@, T‘l‘.l, R R T ,y.ny) am(0,7)L (@,T’x.l, R R T ,y.ny>

Con la finalidad de estimar los pardmetros, © = (ux, iy, 0%, p, p), y la probabi-
lidad a posteriori de cada hipdtesis nula, mediante la correspondiente distribucién
marginal de 7, es necesario especificar la distribucién a priori 7(©,7), lo que se

aborda en la siguiente subseccién.

3.1.1. Distribuciones a Priori y a Posteriori para los Para-
metros del Modelo
En el contexto bayesiano, los parametros son considerados variables aleatorias,

por lo que en esta subseccion especificaremos funciones de distribucion a priori para

los parametros del modelo.
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Consideramos distribuciones a priori independientes para todos los parametros
del modelo como en Silva and Lopes (2008), excepto para 7, definido en (2.12), cuya
distribucion depende de p, puesto que la funcién de densidad conjunta, en los modelos
con copulas, se puede separar en dos partes, una parte referente a la estructura de
dependencia, representada por la copula, y la otra parte referente a la estructura de
independencia, representada por el producto de las funciones de densidad marginales,
por lo que hemos considerado especificar las distribuciones a priori teniendo en
cuenta esta caracteristica. Es decir, vamos a considerar la distribuciéon a priori
de p, el parametro de la copula, independiente de la distribucion a priori de los
parametros de las marginales (ux,uy,o? p) y para estos tltimos, consideramos
también distribuciones a priori independientes, puesto que son parametros de la parte
referente a la estructura de independencia. Por otro lado, considerando distribuciones
a priori independientes se puede reducir la complejidad del modelo, que en si mismo es
complejo debido al elevado nimero de parametros. Sin embargo, es posible considerar
distribuciones a priori que reflejan algiin tipo de dependencia entre los parametros,

como por ejempo en Scott and Berger (2006) y Ausin et al. (2011).

Asi, la densidad a priori conjunta para los parametros del modelo (O,7) =

(ILLX7/’LY70-27P7 P T) ) donde tx = (:qua "7ILLXN)7ILLY = (/’LYN "'7MYN)702 = (O-%v "'7U]2V)7

p=(p1,.,pN)y T=(71,..,Tn), se define de la siguiente manera:

(0, 7) = m(p) [ w(px )7 (v )7 (07)m (pi)m (7ilps) (3.5)

=1

Con el objetivo de proporcionar el mayor peso posible a la informacién aportada
por los datos a la hora de tomar una decision, hemos considerado, para la mayoria

de los pardmetros, distribuciones a priori no informativas.

Las funciones de distribucion a priori para las medias bajo las dos condiciones de
tratamiento, px, v py;, se suponen procedentes de densidades uniformes con rangos

lax,, bx,| v [ay;,by;], para i =1,2,..., N, como en Broét et al. (2002).
Para la distribucién a priori de las varianzas, o2, i = 1,2,..., N, se considera la
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funcién de densidad a priori de Jeffreys como en Scott and Berger (2006):

1
w(o,?):? i=1,2,...,N

Los parametros 7;, ¢ = 1,..., N, han sido incorporados en el modelo como
provenientes de una distribucion de Bernoulli, 7;|p; ~ Benoulli(1 — p;), donde p; es
la probabilidad inicial de cada hipétesis nula, : = 1,2,..., N. Para este parametro
se asume como distribucién a priori una distribucién beta, p; ~ Beta(wy, 5;), i =
1,2,...,N, como en Ausin et al. (2011) y Salazar (2011).

Finalmente, para parametrizar la estructura de dependencia entre las variables del
modelo mediante la copula Gaussiana N-variante, hemos considerado el coeficiente
de correlacion de Pearson como la medida de dependencia entre las variables, siendo
éste el parametro de la cépula Gaussiana a estimar. Para este parametro hemos
considerado la distribucién uniforme definida en el rango [a, b], como en Silva and
Lopes (2008) y Daniels and Pourahmadi (2009).

Por tanto, la distribucién a priori conjunta de los pardmetros (3.5) se puede

escribir como sigue:

1 X 1 1 1 . T(i+8) oy .
_ PN 1— ; T Sl VPN 7} 1 — ; Bi—1
™(0,7) b—ai:Hlbxi o — (1—p) o T3 (1—pi)
(3.6)

Dadas las observaciones de las variables en estudio, la distribucién a priori
conjunta (3.6) y la verosimilitud (3.2), la distribucién a posteriori del conjunto de

pardametros (©,7) = (ux, py, o, p, p, T) resulta:

W(@ 7“$ Topy )oc 1 IJ_VI 1 ! ilfﬁ(l_ )
) 1y -nz,y-l"'7y'ny b_azle_aXiin_aYiO—izpi Di

(1- pz‘)ﬁﬁl
Ny

Ny N
x [ ex(ux;p) IT filailix, o) TT ev (uv,ip)

j=1 i=1 k=1

X H fi(yik|MX”0'i2> H fi(yik|NYi70'z'2)-
1:7,=0 =1
(3.7)

donde cx(ux.;p) y cy(uy,;p) son las copulas Gaussianas definidas en (3.3) y
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(3-4>7 respectivamente, fz (xijluXi,Ui2> ~ N(/’I’XN 01'2)7 fl (yz'k‘:uXw 0'3) ~ N(MX“ 012)

Como puede verse, la distribucién a posteriori conjunta de los pardmetros (3.7)
es compleja, no tiene una forma conocida y, consecuentemente, tampoco se pueden
obtener las distribuciones marginales de forma analitica. Sin embargo, la inferencia
bayesiana se puede realizar utilizando los métodos de Cadenas de Markov Monte
Carlo (MCMC). Mediante estos métodos, se puede simular una Cadena de Markov
{(@(l),T(l)) l=1,..., M} que converja a la distribucién a posteriori (3.7). Asi,
podemos estimar los parametros a partir de la muestra generada, por ejemplo,
mediante las medias marginales de dicha muestra. En particular usaremos el algoritmo

Metropolis-Hastings-within-Gibbs.

3.1.2. Determinacion de Distribuciones Condicionadas a Pos-

teriori

Para aplicar el algoritmo MCMC que se expone en la subseccion 3.1.3, es necesario
determinar la distribucion a posteriori de cada parametro condicionada al resto de
parametros. A continuacién se describen estas distribuciones, la obtencién de las
mismas de forma mds detallada se presenta en el apéndice B, donde cx(ux,,;p)
y ¢y (uy,;p) son las copulas definidas en (3.3) y (3.4), respectivamente, 7_; =
(T, o Ticts Titds - TN) Y ©_p, es el vector de pardmetros © = (ux, iy, 02, p, p) sin

el parametro indicado en el subindice, siendo 6; cualquier parametro de ese vector.

Distribucion condicionada a posteriori para 7;, : = 1,..., N, dadas las

observaciones y el resto de parametros.

La probabilidad obtenida de que 7; tome el valor 0, condicionada por el resto de
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parametros y las observaciones es:

Pr (Ti = 0‘@77'_1',)(, Y) =

ny 1
Di H cy (Uy,; P)eﬂfp{—wsuxi}
k=1 i
n n (3.8)
y 1 kd 1
p L ev (wripdeap{~5 58, )+ (=p) T ov (urip)emp{~5 550, }
k=1 0i k1 0;
donde S, = [n, (@, — 11x,)°] ¥ Spy, = [y @y — 1137)°]
La probabilidad a posteriori de 7; =1, ¢ =1,2,..., N, es:
Pr (Ti = 1’@,7'71',)(, Y) =1-—Pr (Ti = Ol@,T,i,X, Y)
Distribucion condicionada a posteriori para p;, ¢ = 1,2,..., N, dadas

las observaciones y el resto de parametros.
La distribuciéon condicionada a posteriori para la probabilidad inicial de cada

hipotesis nula, p;, dadas las observaciones y el resto de parametros, que se obtiene es:

7T(pi|X,}/,@_pi,T) ~ Beta(oz,» -+ 1 —TZ',BZ‘ +Tl‘) (39)

Distribuciéon condicionada a posteriori de puyx,, i = 1,2,..., N, dadas las
observaciones y el resto de parametros, cuando 7;, =0y 7, = 1.

Las distribuciones condicionadas a posteriori obtenidas para las medias py;,
1 =1,2,..., N, dadas las observaciones y el resto de parametros, cuando ; =0 y

T7; = 1, respectivamente son:

ﬁ cX(uX,j; p) l_y[ CY(“Y.k; P)fz‘(MXi)
j=1 k=1

(x| X, Y, 7 =0,7_4,0_,, ) = - ] (3.10)

Eftux,) {H cx(ux,;p) I ev (uy,; p)

j=1 k=1

donde

NgTi. + NyY;. O;
; )~ N 3.11
filix,) ( Fa— m) (3.11)
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ﬁ cx (ux.; p) filkx;)

W(/’I’X'L ’X7 Y7 T’L’ == 17 T—i; ®7HX1> — ]:1 N (312)
Efi(NXi) [H CX(UX'j; p)]
Jj=1
donde
o
) ~ ¥ (1 7= (3.13

Distribucién condicionada a posteriori para py,, cuando 7, = 1, ¢ =
1,2,..., N, dadas las observaciones y el resto de parametros.

Las distribuciones condicionadas a posteriori obtenidas para las medias py;,
cuando ; = 1,7 =1,2,..., N, dadas las observaciones y el resto de parametros, es

la siguiente:

Ty

H CY(Uyk§P)fi(ﬂn)

W(MYZ Xa }/7 T = 17 T—i, @_“Yi) = =1 ny (314)
Ef,(uy,) [H cy (uy.,; p)]
k=1
donde
)~ (5 7= (3.15)
Vy
Distribucién condicionada a posteriori para ¢;?, i = 1,2,..., N, dadas

las observaciones y el resto de parametros, cuando 7; =0y 7; = 1

A continuacién se describen las distribuciones condicionadas a posteriori obtenidas
para las varianzas 0,2, i = 1,2, ..., N, dadas las observaciones y el resto de pardmetros,

cuando 7;, = 0 y 7; = 1, respectivamente:
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HCX (ux.,:p) ﬁCY (uy.;p)fi (07)
T (Jf XY, 1= U,T_i,@_aiz) — = o (3.16)
B {H ex (ux,;p) IT ev (uve,; p)
7j=1 k=1

donde v € {0,1} y

Ny +mn, A :
fi (012) ~ Gamma Inversa < Z 5 ¥, 2) con A = Z (zij — px;)* + zk: (yix — px,)?, siv=0
J

(3.17)
Ng +n .
fi (U?) ~ Gamma Inversa ( 5 v > con B = Z (@i — pxi) 24 ; (yix — ,uyi)z, siv=1
(3.18)

Distribuciéon condicionada a posteriori para p, dadas las observaciones
y el resto de parametros
Finalmente, la distribucién condicionada a posteriori obtenida para el parametro

de dependencia, p, dadas las observaciones y el resto de parametros es:

Ty

HCX (ux,;p) TT ev (uy,; p)

j=1 k=1

W(P‘X,Y,@fp,ﬂ':%ﬂi): - , v=1{0,1}

/H Cx (uX_j;p> II ov (uy,;p)d
i=1 =1

(3.19)

3.1.3. Algoritmo MCMC

Como ya se ha comentado anteriormente, la distribucién a posteriori no se puede
obtener de forma analitica, por lo que la inferencia se basara en muestras obtenidas
por medio de las distribuciones condicionadas a posteriori, descritas en la subseccién
anterior, utilizando el algoritmo de Metropolis-Hastings-within-Gibbs, para obtener
una muestra de la distribucién a posteriori conjunta (3.7).

El algoritmo se implementa como sigue:
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En primer lugar se eligen valores iniciales para cada una de las variables latentes y
para todos los parametros del modelo. Posteriormente se actualizan, en primer lugar,
cada una de las variables latentes, mediante el algoritmo 1 del apéndice A, generando
un valor de la distribucién dada en (3.8). Seguidamente se actualizan cada uno de
los parametros p;, para ¢ = 1,2,..., N, generando un valor de la distribucién Beta
dada en (3.9), utilizando el algoritmo 2 del apéndice A. A continuacién se actualizan
Ly, fy;, 02, con i =1,2,..., N y el pardmetro p. Los valores se generan, para ux, de
las distribuciones dadas en (3.10) y (3.12) cuando 7; = 0 y 7; = 1, respectivamente,
para iy, de la distribucion dada en (3.14), para o? de la distribucién dada en (3.16)
y finalmente, para el parametro p de la distribucién dada en (3.19).

Todas estas distribuciones no son conocidas, por lo que los valores se generan
utilizando el algoritmo Metropolis-Hastings (algoritmos 3, 4, 5, y 6 del apéndice
A, respectivamente). Para aplicar estos ultimos algoritmos, se consideran, como
distribuciones generadoras de candidatos, para ux, las distribuciones dadas en (3.11)
y (3.13) cuando 7; = 0 y 7; = 1, respectivamente, para uy; la distribucién dada en
(3.15), para o? las distribuciones dadas en (3.17) y (3.18), cuando 7, = 0 y 7; = 1,
respectivamente y, por tultimo, una distribuciéon uniforme para el parametro p.

En cada actualizacion se utilizan los valores de las variables latentes y de todos
los parametros que ya habian sido actualizados y los valores obtenidos en el paso
anterior para el resto de las variables latentes y de parametros que atin no han sido
actualizados.

A continuacién se presenta, en el cuadro 1, la estructura del algoritmo MCMC

propuesto. El algoritmo detallado se describe en el apéndice A.
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Cuadro 1: Estructura general del algoritmo MCMC.

Algorithm Algoritmo MCMC
Require: initial values (O, 7)) = (,ug?),ug?),02(0),p(0),p(0),7(0)). Where 79 =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(7 8) DO = (7o), ) = (s L) 1 = (3 i), 02O =

2(0 2(0
(Ul( )7 "70-]\/g ))

Procedure
1: Let the current state of the Markov chain be (00 70) =
(Mg?’ Mgﬁ)’ 0(1)71)(1)’ p(l)’ 7—(1))
2: forle1: M do
3: Update TZ-(Z), fori=1,...,N > by sampling from (3.8)
4: Update pgl), fori=1,...,N > by sampling from (3.9)
5: Update /Lg?i, fori=1,...,N > by sampling from (3.10) and (3.12) when

7 = 0 and 7Y = 1, respectively

6: Update u%), fori=1,...,N > by sampling from (3.14)

7 Update aiz(l), fori=1,...,N > by sampling from (3.16) with (3.17) when
7Y = 0 and with (3.18) when 7TV = 1

8: Update p® > by sampling from (3.19).

9: end for

End Procedure : Return {(@(l),T(l)) l=1,.., M}
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Dada una muestra de la cadena de Markov Monte Carlo en equilibrio, obtenida

mediante la aplicacién del algoritmo Metropolis-Hasting-within-Gibbs (cuadro 1),

{(l) O _2) (1)

M
Hx sy , O ® T(l)}

7p ’p Y =1

con tix = (MX17"'7MXN)7 Ky = (MYN "'muYN)a o? = (0%7"'70]2V)7 b= (p17"-7pN)7

y 7= (7,...,7Tn), es posible obtener estimadores de los parametros mediante las

medias marginales como sigue:

X 1 Z
fix, = B x| X, Y]~ 223 ) (3.20)
=1
; L& o
fivi = B v X, Y]~ 25>y (3.21)
=1
1 & Lo
6} =E|o}| X,V]~ 70t (3.22)
=1
; Lo
pi=E[pi| X,Y] %MZM (3.23)
=1
J N
p=Elpl X, Y]~ 5 (3.24)

para cadat=1,2,...,N.
También es posible estimar la probabilidad a posteriori de cada hipodtesis nula

por

Pr(Hy|X,Y)=1—Pr(HylX,Y)=1- ]\Zﬁiz(ﬂﬂ” = 1) (3.25)
parat=1,2,..., N.

Estas probabilidades permitiran resolver el problema del contraste de hipotesis
multiples, decidiendo, en funciéon de las mismas, las hipdtesis que se aceptan y las
que se rechazan, para lo que, en esta tesis, se ha utilizado un criterio de decisién ya
clasico, vease Duncan (1965) y Lewis and Thayer (2004), utilizando la regla bayes
cuando se considera, para cada acciéon conjunta, una funciéon de pérdida aditiva vy,
para cada accién individual, la funciéon de pérdida 0-1 generalizada con costes iguales.

De esta manera se rechazaran todas las hipotesis nulas tales que Pr (Hy| X, Y) <0,5,

aceptando el resto.

20



3.1. MODELO CON COPULAS GAUSSIANAS N-VARIANTES Y FUNCIONES DE
DISTRIBUCION MARGINALES NORMALES

3.1.4. Simulacién. Resultados

En las secciones anteriores se ha presentado el procedimiento bayesiano de contras-
te de hipotesis multiples, propuesto en este trabajo, para contrastar simultaneamente
un elevado niimero de hipdétesis bajo dependencia, donde se propone utilizar un
modelo con funciones de distribucién marginales normales y en el que la dependencia
se ha representado mediante copulas Gaussianas. Con la finalidad de evaluar el
comportamiento del procedimiento propuesto, a continuacion se realiza un estudio
con datos simulados.

Se simularon tres conjuntos de datos con distribuciéon normal multivariante y
con la estructura de correlacién uniforme definida por Zezula (2009), de la forma
siguiente:

Para cada conjunto de datos, se realizé una simulaciéon con N = 50 hipotesis
y con n = 17 observaciones por hipdtesis/gen, de las cuales 7 corresponden a las
observaciones para la primera condicion de tratamiento X y 10 para la segunda
condiciéon Y. De manera que n, = 7y n, = 10, en consonancia con lo que es habitual
en los datos procedentes de experimentos con microarrays de ADN, donde el nimero
de muestras suele ser pequeno en relacién al nimero de hipdtesis/genes, debido a
que estos experimentos son muy costosos (Miiller et al., 2004).

Los tres conjuntos de datos, correspondientes a las dos condiciones experimen-
tales, X e Y, se generaron a partir de las distribuciones Gaussianas multivariantes
Nso (1x,%) v Nso (py, 2), repectivamente, con la particularidad de tener la misma
matriz de varianzas-covarianzas Y, donde el coeficiente de correlacion p = 0,8. La
simulacién se realizé forzando un 80 % de hipétesis nulas verdaderas para el primer
conjunto de datos, un 50 % para el segundo y un 20 % para el tercero.

Las componentes del vector de medias px para la primera condicion se eligieron
en el rango (1150,1160) y para las componentes del vector de medias py de la
segunda condicién en el rango (1165,1180). Por tltimo, las componentes del vector

de desviaciones tipicas o se eligieron en el rango (8,16).

Mediante el algoritmo propuesto, se consideraron actualizaciones simultaneas
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del vector de pardmetros del modelo, (O, 7) = (ux, iy, 0%, p, T, p), realizando 15000
iteraciones y descartando las primeras 7500 iteraciones de la salida del MCMC.

Para implementar el algoritmo Metropolis-Hastings-within-Gibbs (cuadro 1), se
consideraron para iy, iy, o? y p, distribuciones generadoras de candidatos indepen-
dientes del estado actual de la cadena y con forma proxima a las distribuciones a
posteriori definidas (3.10), (3.12), (3.14), (3.16) y (3.19), con la finalidad de garan-
tizar una convergencia mas rapida del algoritmo. Concretamente, se consideraron
para px,, cuando 7; = 0 y 7; = 1, las distribuciones descritas en (3.11) y (3.13),
respectivamente, para py; la distribuciéon descrita en (3.15) y para ¢, cuando 7; = 0
y 7; = 1, las distribuciones (3.17) y (3.18), respectivamente. Para el pardmetro de
dependencia p, se establecié una distribucién generadora de candidatos uniforme
en el rango (0,6;0,9), es decir, suponemos que hay una correlacién fuerte entre las
variables en estudio, ya que los datos se generaron con un coeficiente de correlacién
p =038

Para la distribucién a priori de p;, Beta (o, 3;), consideramos, para los tres
conjuntos de datos, los mismos parametros para todas las hipétesis por simplicidad,
es decir, p; ~ Beta (a,3),i=1,..., N,y con la finalidad de realizar un anélisis de
sensibilidad, se consideraron los siguientes valores para dichos parametros («; f3):
(0,5;1),(1;1), (1;0,5) y (2;0,5), puesto que con éstos pardmetros se obtienen distribu-
ciones a priori muy diferentes, en el sentido de que unas distribuciones son sesgadas
a la izquierda, otras sesgadas a la derecha y también se obtiene la distribucion
uniforme.

Para decidir las hipotesis nulas que se rechazan, utilizamos la estimacién de la
probabilidad a posteriori de cada hipétesis nula, rechazando todas aquellas hipotesis
con esta probabilidad menor o igual que 0,5:

S

M
7 S I =1)<05

=1

Pr(HylX,Y)=1-Pr(Hy|X,Y)=1-

parat=1,...,N.
Finalmente, con el objetivo de evaluar también la proporcién de falsos positivos,

se obtuvo el FDR, como en Miiller et al. (2004), Do et al. (2005) y Gomez-Villegas
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et al. (2014), a partir del expected false discovery rate introducido por Genovese and
Wasserman (2002, 2003):

SN Pr(Hy|X,Y)6;
SN 6

donde ¢; = 1 si la hipdtesis nula Hy; es rechazada y d; = 0 si es aceptada. El FDR fue

FDR =

estimado también por medio de una muestra obtenida mediante el mismo algoritmo
Metropolis-Hastings-within-Gibbs.

En las tablas (3.1), (3.2) y (3.3) se presentan los resultados obtenidos de los tres
conjuntos de datos simulados con un 80 %, un 50 % y un 20 % de hipétesis nulas

verdaderas, respectivamente.

Tabla 3.1: Resultados para el modelo con cépulas Gaussianas y para el conjunto de datos
correspondientes al 80 % de hipdtesis nulas verdaderas, para diferentes valores de los pardmetros

(«, B) de la distribucién a priori de p;

(o B) (0,5;1) (1;1) (1;0,5) (2;0,5)
P 0,73 0,77 0,752 0,76
FDR 0,219 0,298 0,045 0,023

Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Total

Verdaderas 0 39 14 25 37 2 38 1 39
Falsas 0 11 0 11 0 11 0 11 11
Total 0 50 14 36 37 13 38 12 50

Tabla 3.2: Resultados para el modelo con cépulas Gaussianas y para el conjunto de datos
correspondientes al 50 % de hipdtesis nulas verdaderas, para diferentes valores de los pardmetros

(a, B) de la distribucién a priori de p;

(a5 B) (0,5;1) (151) (1;0,5) (2;0,5)
5 0,803 0,813 0,804 0,773
FDR 0,089 0,17 0,079 0,065

Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas| Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Total

verdaderas 0 25 1 24 19 6 22 3 25
Falsas 0 25 0 25 0 25 0 25 25
Total 0 50 1 49 19 31 22 28 50

Como se muestra en las tablas (3.1) y (3.2), para ambas estructuras de datos,
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el procedimiento es muy sensible a la eleccion de los pardametros « y [ para la
distribucion a priori de p;, en cuanto al nimero de hipoétesis nulas rechazadas y
aceptadas, ya que se pueden observar diferencias muy significativas en los resultados,
no siendo asi para la estimacion del parametro de dependencia p para el que, en todos
los casos, se obtienen valores muy similares y muy préoximos al valor con el que se
generaron los datos (p = 0,8). A la vista de los resultados, las distribuciones a priori
de p; que muestran mejores resultados son las distribuciones sesgadas a la derecha, es
decir, cuando asumimos las distribuciones a priori Beta (1;0,5) y Beta (2;0,5), donde
se obtienen valores estimados del F'D R en unos niveles aceptables y significativamente
inferiores a los obtenidos con las otras distribuciones a priori, siendo el valor de FDR
mas alto 0,079 para los datos correspondientes al 50 % de hipdtesis nulas verdaderas,
utilizando la distribucién a priori Beta (1;0,5).

Las tablas (3.1) y (3.2), resultado de la simulaciéon con porcentajes del 80 % y
50 % respectivamente de hipétesis nulas verdaderas, muestran que las distribuciones
a priori beta para p; sesgadas a la derecha son las mas apropiadas para alcanzar altas
tasas de acierto. Con el fin de comprobar si dichas distribuciones a priori, sesgadas a
la derecha, para p; también son adecuadas en el caso de bajo porcentaje de hipotesis
nulas verdaderas, se simul6 un conjunto de datos con un 20 % de hipétesis nulas
verdaderas, cuyos resultados se muestran en la tabla (3.3). Se puede apreciar que estos
resultados son similares a los obtenidos en las tablas (3.1) y (3.2). Es decir, el nimero
de hipotesis nulas aceptadas y rechazadas esta mas cerca del nimero de hipotesis
nulas verdaderas y falsas cuando la distribucion a priori del parametro p; esta sesgada
a la derecha, incluso con un bajo porcentaje de hipotesis nulas verdaderas. Por tanto,
con nuestro procedimiento, se obtienen buenos resultados siempre que se utilice una
distribuciéon a priori de p; sesgada a la derecha, independientemente del nimero de
hipotesis nulas verdaderas.

Asi, a partir de los resultados obtenidos en todos los ejemplos simulados, podemos
concluir que, en cuanto a la estimacion del pardmetro de dependencia p, el procedi-
miento es robusto a la elecciéon de los pardametros de la distribucion a priori de la

probabilidad inicial de cada hipdtesis nula, p;. Ademas, el procedimiento ajusta bien
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Tabla 3.3: Resultados para el modelo con cépulas Gaussianas y para el conjunto de datos
correspondientes al 20 % de hipétesis nulas verdaderas, para diferentes valores de los pardmetros

(c, B) de la distribucién a priori de p;

(o 8) (0,551) (1;1) (150,5) (250,5)
P 0,773 0,78 0,775 0,795
FDR 0,04 0,085 0,054 0,07

Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas| Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Total

verdaderas 0 12 0 12 8 4 11 1 12
Falsas 0 38 0 38 0 38 1 37 38
Total 0 50 0 50 8 42 12 38 50

la dependencia, puesto que el coeficiente de correlacion estimado estd muy proximo

al valor real con el que se generaron los datos.

Sin embargo, en relacion al nimero de hipodtesis nulas rechazadas, el procedimiento
no es robusto respecto a la eleccion de dichos parametros. En cualquier caso, en los
ejemplos simulados, cuando se utiliza una distribucion a priori beta sesgada a la
derecha para el parametro p; de la distribucién de Bernoulli, el ntimero de hipotesis
nulas rechazadas y aceptadas estd muy proximo al nimero de hipotesis nulas falsas y
verdaderas, rechazando un nimero de hipotesis nulas ligeramente superior al niimero
de hipétesis nulas falsas, a la vez que el F'DR se mantiene en unos niveles aceptables,
por lo que el procedimiento propuesto resulta ser un procedimiento de contraste de
hipétesis multiple con una elevada potencia, puesto que rechaza un alto nimero de

hipétesis nulas falsas.

Por tanto, el procedimiento que se propone de contraste de hipotesis multiples
resulta muy adecuado en el contexto de los experimentos con microarrays de ADN,
ya que, el objetivo principal, en muchos de estos estudios, es obtener el mayor niimero
posible de genes potencialmente expresados para, posteriormente, llevar a cabo
estudios més detallados. De modo que, en esta fase de andlisis, se pueden tolerar méas
falsos positivos para obtener el mayor niimero posible de genes que potencialmente

se expresen de manera diferencial (Dudoit et al., 2003).
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3.1.5. Aplicaciéon a Datos Reales

A continuacion se aplica el procedimiento, descrito en las secciones anteriores, a
un conjunto de datos procedentes de microarrays de ADN. Este conjunto de datos
consta de 38 genes obtenidos a partir de tejidos de biopsias duodenales, realizadas
en 13 ninos con enfermedad celiaca y de edad media 5,6 (£0,6) anos y 7 ninos
controles de edad media 8,1 (42,2) anos, pertenecientes a parte del estudio realizado
en Pascual et al. (2016). Los datos estan disponibles en NCBI-GEO datasets ( The
National Center for Biotechnology Information-Gene Expression Omnibus) a través

del nimero de acesso GSE76168.

La matriz de datos consta de 38 filas (genes) y 20 columnas, donde las primeras 7
columnas corresponden a las muestras de los nifios controles y las otras 13 columnas

a las muestras de los nifios con enfermedad celiaca.

Todos los genes estudiados estan asociados a la enfermedad celiaca pero se
desconoce si todos cambian su nivel de expresion, por lo que el objetivo principal es
identificar los genes con expresion diferencial. Para ello, se pretende contrastar, para
cada gen, si existen diferencias significativas en el nivel medio de expresion entre las
muestras de tejidos procedentes de pacientes celiacos y las muestras procedentes de

los controles.

Los datos se modelaron mediante copulas Gaussianas, utilizando la matriz de
correlacién uniforme definida por Zezula (2009), y distribuciones marginales normales,

por lo que la verosimilitud es la definida en (3.2) con las cépulas (3.3) y (3.4).

En cuanto a las distribuciones a priori, se consideraron las mismas que en la
subseccién (3.1.1). Es decir, distribuciones uniformes para la media de la variable
de nivel de expresion de cada gen, tanto en pacientes con enfermedad celiaca como
en controles y la densidad de Jeffreys para la varianza de cada gen, considerando la
misma en pacientes con enfermedad celiaca y controles. Por otro lado, como se puede
ver en la figura 3.1, donde se ha realizado un mapa de calor para la correlacién entre
cada par de genes, existen correlaciones negativas, por lo que, para el parametro de

dependencia p, seria lo mas adecuado considerar la distribuciéon a priori uniforme
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en el intervalo (-1,1), pero se opté por el intervalo (-0,027,1) debido a la restriccién
p E {N_—_ll, 1} expuesta en la subseccion 2.1.5. del capitulo 2, considerando también
esta distribucién en el algoritmo 6 de apéndice A como distribucién generadora de
candidatos para p. Para la probabilidad inicial de cada hipdtesis nula, p;, se considerd,
igualmente, una distribucién beta con los mismos parametros para todos los genes,
como en el andlisis con datos simulados.

De acuerdo con los resultados del anélisis con datos simulados, en el que se observé
que existia sensibilidad a la eleccion de los parametros a y § de la distribucién a
priori de p;, el modelo mediante el cual se identificaban mejor las hipotesis nulas
ciertas y falsas correspondia al de las distribuciones a priori de p; sesgadas a la
derecha, principalmente al modelo con la distribucién a priori Beta (2;0,5), por lo
que, para el andlisis de datos reales, se asume esta distribucion para p;, 2 =1,...,38.

Se aplicé el algoritmo propuesto ejecutando 40000 iteraciones y descartando las
20000 primeras. La estimacién del coeficiente de correlacién es p = 0.173 y para
decidir qué hipoétesis se rechazan, se estimé la probabilidad a posteriori de cada
hipdtesis nula, rechazando aquellas hipdtesis con esta probabilidad menor o igual
que 0,5, obteniendo, al igual que en Pascual et al. (2016), 16 genes con expresion
diferencial pero con algunas diferencias en cuanto a los genes identificados.

Mediante nuestro procedimiento se identifican, al igual que en Pascual et al.
(2016), los siguientes genes: C'lor f106, C20r f74, CC R4, CCR6, FASLG, ICOSLG,
IL18R1, IL23A, JAK2, PLEK, TAGAP, TNFSF18, sin embargo, no identifica los
genes: IL18RAP, IL6 y UBE2L3, identificados en Pascual et al. (2016), e identifica
los siguientes genes F'BX048, PI'PN2, TNFAIP3 y TY K2, no identificados por
dichos autores.

Como se puede ver en la figura 3.1, existe mucha correlacién entre algunos genes,
sin embargo, el procedimiento utilizado en Pascual et al. (2016) se realiza bajo el
supuesto de independencia entre los genes, por lo que nuestro modelo resulta mas
adecuado. Sin embargo, el valor estimado para p = 0,173 es muy bajo teniendo
en cuenta que hay genes con correlacion alta positiva y genes con correlacion alta

negativa, como puede verse en la figura 3.1, lo que puede ser debido al hecho de
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considerar el mismo coeficiente de correlacién entre todos los pares de genes, con el
objetivo de reducir el nimero de parametros en el modelo, lo que es poco realista.
En la siguiente seccion se modela la dependencia, para este mismo conjunto de
datos, mediante la cépula de Clayton, como alternativa a la copula Gaussiana, que
permite modelar distribuciones multivariantes mediante una tinica funciéon univariante
y con dependencia asimétrica, puesto que estos datos muestran mas correlaciones

altas positivas que negativas.
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Figura 3.1: Gréfico de correlacién entre cada par de genes para los datos de Pascual et al. (2016).

En el campo de la genémica, la distribuciéon normal se usa ampliamente para

modelar datos de expresiones génicas. Asi, adoptamos distribuciones marginales
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normales y modelamos la estructura de dependencia a través de la cépula Gaussiana,
que comparte las propiedades de una distribucién normal multivariante. Se ha
optado por utilizar la matriz de correlaciéon uniforme con la finalidad de reducir la
dimensionalidad de los parametros. Sin embargo, el enfoque propuesto es flexible en la
medida en que puede usarse con otras matrices de correlacion mas realistas, aunque,
el modelo podria resultar muy complejo, debido al elevado ntimero de parametros, si
se consideran distintos coeficientes de correlacion para cada par de variables. También
podrian usarse otras funciones copulas para modelar la dependencia, como se vera

en la siguiente seccion, asi como con otras distribuciones marginales.

3.2. Modelo con Cépulas de Clayton N-variantes
y Funciones de Distribucién Marginales Nor-

males

Para modelar la dependencia asimétrica en un conjunto de datos, se pueden
utilizar las copulas de la familia Arquimediana como alternativa a las copulas de la
familia Eliptica, como la cépula Gaussiana utilizada en la seccién anterior.

Las cépulas de las familia Arquimediana abarcan un gran numero de cépulas
con particularidades diferentes, caracterizandose por permitir modelar distribuciones
multivariantes mediante una tnica funcién univariante, simplificando de esta manera
los célculos.

Suponer que una distribucién multivariante es normal porque las marginales son
normales, no siempre es lo mas adecuado (Feller, 1966; Kowalski, 1973; Gelman
and Meng, 1991), por lo que la copula Gaussiana no siempre es la mas adecuada
para modelar la dependencia en un conjunto de datos donde las marginales son
normales, aunque comparta las mismas propiedades de la normal multivariante
para modelar la dependencia, es decir, aunque utilice la correlacion entre pares de
variables para modelar la dependencia, de la misma manera que la distribucién

normal multivariante.
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En esta seccion, los datos se modelan mediante distribuciones marginales normales,
al igual que en la seccién anterior, pero para representar la dependencia entre los
datos se utiliza la copula de Clayton de la familia Arquimediana.

Como se describe en la subseccion 2.1.4 del capitulo 2, la cépula de Clayton, para

k > 2, viene dada por:

Cug, ..., ug) = (1 + Z(uz—ﬂ — 1)) 9c

y la densidad de la copula por:

k()

c(ug,...,ug) = <1 —k+ iu;96> f[ [u;9c*1(96(l -1+ 1)]

En esta seccidon, se aplica la metodologia bayesiana de contraste de hipdtesis
multiples propuesta en el capitulo 2, considerando, como en la seccién anterior,
distribuciones marginales normales para las observaciones, pero la dependencia
se representa ahora mediante la cépula de Clayton, como alternativa a la copula
Gaussiana. Por tanto, la verosimilitud es la definida en (3.2), siendo cx (u X5 06> y

¢y (uy,;6.) las copulas de Clayton definidas a continuacién:

N ~N=(3)
ex (ux,;0.) = (1 - N+ Zqu;> Ul (01— 1) + 1)

=1

N
=1 2
N N x (3.26)
¢y (uy,;0c) = (1 - N+ Z“S_/i) H luype ™ (0e(1 = 1) + 1)]
i=1 =1
donde ux; = (uxy; ..., Uxy,), Uy, = (Uy,, ..., Uyy,), siendo ux,, = F (x;;) y uy,, =

F(yij),i=1,...,N,j=1,2,....n, yk=1,2,...,n,.

Asi, se tiene que el conjunto de pardmetros del modelo es © = (ux, py, 0%, p,0,),

donde, ux = (xy,-->txy)s by = (Uyvyy- o lyy), 02 = (03,...,0%) vy p =

(p1,...,pN), siendo p; la probabilidad inicial de cada hipdtesis nula, y 6. el pa-
rametro de la copula.

Para la distribucién a priori de 7(0, 7), se considera, al igual que en la seccién
anterior, distribuciones a priori independientes para todos los parametros, excepto

para las variables latentes 7; cuya distribucién depende de p;, esto es, se considera
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la distribucién a priori de 6., el parametro de la cépula, independiente de la distri-
bucién a priori de los parametros de las marginales (ux, jty, 02, p) y para estos, se
consideran también distribuciones a priori independientes. Igualmente, se considera
una distribucién a priori uniforme en el rango [a, b] para el parametro de la cépula y

también se consideran distribuciones a priori uniformes para las medias bajo las dos

condiciones de tratamiento, px,, fty;, ¢ = 1,..., N, en los rangos [ax,, bx,] ¥ [ay;, by;],
respectivamente, y la densidad de Jeffreys para las varianzas 62,7 = 1,..., N. Asimis-
mo para la probabilidad inicial de cada hipotesis nula, p;, © = 1,..., N, se considera

una distribucién Beta(ay, ;).

Finalmente, los parametros 7;, ¢ = 1,..., N, se incluyen en el modelo como
procedentes de una distribucién de Bernoulli dependiente de p;, 7;|p; ~ Bernoulli(1—
pi). Por tanto, la distribucién a priori conjunta es la definida en (3.6) y la distribucion
a posteriori la definida en (3.7), donde cx (ux.;; c) y ¢y (uy.,; 0c) son ahora las copulas
de Clayton definidas en (3.26).

Como en la secciéon anterior, la distribucién a posteriori es compleja y no tiene
una forma conocida, por lo que también se aplican los métodos MCMC para realizar
la inferencia bayesiana, utilizando el mismo algoritmo Metropolis-Hastings-within-
Gibbs (cuadro 1), descrito en la subseccién (3.1.3), con la tnica diferencia de que,
en este caso, se utilizan las cépulas de Clayton, definidas en (3.26), en lugar de las
coOpulas Gaussianas.

Una vez obtenida una muestra de la cadena de Markov Monte Carlo en equilibrio

{ILLX /’LY7 7p() e(l) T(l)} donde Hx = (MX17~--;MXN); Kty = (:LLYU "'7MYN)7
o> = (o2,...,0%),p = (p1,---,pn) ¥y T = (71,...,7n), mediante el algoritmo

Metropolis-Hasting-within-Gibbs, se puede aproximar, igualmente, la probabilidad a
posteriori de la hipotesis nula por:
A A 1 M
Pr(HulX,Y) =1~ Pr(H|X,Y) =1~ ;I(T}” = 1)
parai=1,2,..., N, y decidir, en funcién de estas probabilidades, las hipdtesis que
se aceptan y las que se rechazan, para lo que se utilizara el mismo criterio que en la

seccion anterior, es decir, rechazar las hipotesis nulas tales que Pr (Hp;| X,Y) <0,5,
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aceptando el resto. También se puede obtener la estimacion de los parametros del
modelo, py,, iy, 2 y pi, i = 1,..., N, a partir de las estimaciones de las medias
marginales como en (3.20), (3.21), (3.22) y (3.23), respectivamente, y el estimador

del pardmetro de la copula de Clayton, 6. como:
j 1 JXW: )
0.=F0.|X,Y]~—) 6,
M=

En la subseccion siguiente, se aplica el procedimiento a datos simulados.

3.2.1. Simulacion. Resultados

Se aplicé el procedimiento, modelando la dependencia con copulas de Clayton, a
los mismos conjuntos de datos utilizados en la subsecciéon 3.1.4 con copulas Gaussinas,
generados de la distribuciéon Gaussiana multivariante Ny (px,X) para la primera
condicién de tratamiento, X, y de la distribucién Gaussiana multivariante Nsqg (py, 2)
para la segunda condiciéon de tratamiento, Y, considerando la misma matriz de
varianzas-covarianzas >, con un coeficiente de correlaciéon p = 0,8 y los mismos
rangos de valores para las componentes de los vectores puy, py y o2. Los tres
conjuntos de datos se generaron con 50 hipdtesis, con un 80 % de hipotesis nulas
verdaderas para el primer conjunto, un 50 % para el segundo y un 20 % para el
tercero y, para los tres conjuntos de datos, con n, = 7 observaciones para la primera
condicién de tratamiento X y n, = 13 para la segunda Y.

De acuerdo con Zezula (2009), cuando se trabaja con distribuciones no Elipticas,
es preferible no utilizar el coeficiente de correlacién de Pearson, como alternativa se
puede utilizar el coeficiente de correlacién de rangos 7 de Kendall o el coeficiente p;
de Spearman.

Bajo normalidad, estos coeficientes estan relacionados de la forma siguiente:
T = (2/(m))arcsenp < p = sen(gT) (3.27)

Para la copula de Clayton, el valor de 7 de Kendall se puede obtener en funcién

del parametro de la copula, 6., mediante la siguiente expresion:

(6, = (3.29)
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Se eligi6 para el parametro de la copula, 6., la distribucién uniforme en el intervalo
(1,3;4), como distribucién a priori y como distribucién generadora de candidatos para
el algoritmo MCMC, puesto que, teniendo en cuenta las relaciones (3.27) y (3.28),
este intervalo se corresponde con (0,58;0,87) para p. Para la probabilidad inicial de
cada hipdtesis nula p;, 2 = 1,..., N, se consider6 también como distribucién a priori
la distribucion Beta(a, ), como en la subseccién 3.1.4.

Para realizar un andlisis de sensibilidad, se consideraron igualmente los siguientes
valores para los pardmetros a y 8 de la distribucién a priori de p;, (0,5;1),(1;1),
(1,0,5), ¥ (2;0,5).

Posteriormente, se ejecuto el algoritmo con 15000 iteraciones, descartando las
primeras 7500 de la salida del MCMC. Finalmente se obtuvo la estimacién de
la probabilidad a posteriori de cada hipotesis nula, rechazando aquellas con esta
probabilidad menor o igual que 0,5.

En las tablas (3.4), (3.5) y (3.6) se presentan los resultados obtenidos de los tres
conjunto de datos simulados con un 80 %, un 50 % y un 20 % de hipétesis nulas

verdaderas, respectivamente.

Tabla 3.4: Resultados para el modelo con cépulas de Clayton y para el conjunto de datos
correspondientes al 80 % de hipdtesis nulas verdaderas, para diferentes valores de los pardmetros

(a, B) de la distribucién a priori de p;.

(a5 8) (0,5;1) (1;1) (1;0,5) (250,5)
0. 1,94 1,99 1,94 1,99
FDR 0.28 0,385 0,258 0,27

Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Total

Verdaderas 0 39 10 29 39 0 39 0 39
Falsas 0 11 0 11 1 10 6 5 11
Total 0 50 10 40 40 10 45 5 50

Como puede verse en las tres tablas, en cuanto a la estimacion de 6., el parametro
de la copula de Clayton, el procedimiento resulta ser robusto con respecto a las
distribuciones a priori de p;, como sucedi6 en el modelo con copulas Gaussianas,

puesto que la estimacion de 6. es similar para los diferentes valores elegidos de
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los parametros, con una estimacién de 6. en torno a 2 que, teniendo en cuenta
las relaciones (3.27) y (3.28), corresponderia a una estimacién de p en torno a 0,7,

proximo también al valor con el que se generaron los datos. Sin embargo, en cuanto

Tabla 3.5: Resultados para el modelo con cépulas de Clayton y para el conjunto de datos
correspondientes al 50 % de hipdtesis nulas verdaderas, para diferentes valores de los pardmetros

(a, B) de la distribucién a priori de p;.

(o 8) (0,5;1) (1;1) (1;0,5) (250,5)
0. 1,89 1,93 2,01 1,97
FDR 0,226 0,29 0,166 0,177

Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas| Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas| Total

Verdaderas 0 25 6 19 25 0 25 0 25
Falsas 0 25 1 24 8 17 11 14 25
Total 0 50 7 43 33 17 36 14 50

al nimero de hipdtesis nulas rechazadas, el procedimiento no es robusto respecto
a la eleccion de los parametros de la distribuciéon a priori p;, obteniendo mejores
resultados con las distribuciones a priori sesgadas a la derecha, incluso en el caso de
los datos con un bajo porcentaje de hipotesis nulas verdaderas, como ocurria en el

modelo con copulas Gaussianas.

Tabla 3.6: Resultados para el modelo con cépulas de Clayton y para el conjunto de datos
correspondientes al 20 % de hipdtesis nulas verdaderas, para diferentes valores de los pardmetros

(a, B) de la distribucién a priori de p;.

(5 8) (0,5;1) (1;1) (1;0,5) (2;0,5)
6, 2,59 2,19 2,29 2,27
FDR 0,203 0,26 0,22 0,194

Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Aceptadas Rechazadas|Total

Verdaderas 0 12 4 8 12 0 12 0 12
Falsas 0 38 1 37 15 23 24 14 38
Total 0 50 5 45 27 23 36 14 50

Por otra parte, en el modelo con cépulas de Clayton y distribuciones a priori
sesgadas a la derecha, a diferencia de lo que ocurria en el modelo con cépulas

Gaussianas, se obtiene un nimero de hipdtesis nulas rechazadas inferior al nimero de
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hipétesis nulas falsas. Ademas, los valores estimados del F'D R son significativamente
mas altos a los obtenidos con el modelo con copulas Gaussianas. Por lo que el
procedimiento con el modelo con cépulas de Clayton, para los ejemplos simulados,
presenta una potencia menor que con el modelo con cépulas Gaussianas, como era

de esperar de acuerdo a como se habian generado los datos.

3.2.2. Aplicaciéon a Datos Reales

En esta subseccién se aplica el procedimiento, con el modelo con cépulas de
Clayton, a los mismos datos reales utilizados en las subseccién (3.1.5). El objetivo
es identificar los genes con expresion diferencial, para lo que se contrasta si existen
diferencias significativas, para cada gen, en el nivel medio de expresion entre las
muestras de tejidos procedentes de pacientes celiacos y las muestras procedentes de
los controles. Los datos se modelaron mediante distribuciones marginales normales y,

para representar la dependencia, mediante copulas de Clayton.

En cuanto a las distribuciones a priori, se consideraron para ux, py y o2 las
mismas que en la subseccién 3.1.5, es decir, distribuciones uniformes para la media
del nivel de expresion de cada gen, tanto en pacientes con enfermedad celiaca como
en controles y la densidad de Jeffreys para la varianza de cada gen. Para el parametro
de la copula, 6., se consideré una distribuciéon uniforme en el intervalo (0,01;5),
debido a que 6. debe ser mayor que cero y a que este intervalo se corresponde,
teniendo en cuenta las relaciones (3.27) y (3.28), con el intervalo (0,008;0,9) para p.
Esta distribucion también se utilizo en el algoritmo como distribucién generadora de
candidatos para 6.

Debido a que el modelo mediante el cual se identificaban mejor las hipdtesis nulas
ciertas y falsas en el analisis con datos simulados, correspondia al de las distribuciones
a priori de p; sesgadas a la derecha y principalmente, para el caso con cépulas de
Clayton, al modelo con la distribucién a priori Beta(1;0,5), para el andlisis de datos

reales se asume esta distribucién para p;, i =1,...,38.

Se ejecutd el algoritmo mediante 40000 iteraciones descartando las 20000 itera-
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ciones iniciales.

Se obtuvo 6, = 0,1515 y se identificaron 22 genes con expresion diferencial, entre
ellos, todos los genes identificados en Pascual et al. (2016): Clor f106, C20r f74,
CCR4,CCR6, FASLG,ICOSLG, IL18R1, ILISRAP, I L23A, IL6, JAK2, PLEK,
TAGAP, TNFSF18 y UBE2L3. Ademas identifica los siguientes genes no identifi-
cados por dichos autores: FBX048, HCFC1, IL2, PITPN2, STAT3, TNFAIP3y
TY K2.

3.2.3. Seleccion de Modelos

En esta subseccion se compara el modelo utilizando copulas Gaussianas y distri-
buciones marginales normales y el modelo con copulas de Clayton y distribuciones
marginales normales, aplicados ambos modelos a los datos simulados y a los datos
sobre celiaquia de Pascual et al. (2016).

Existen distintos criterios para la seleccion de modelos, algunos de los mas
utilizados son el Akaike Information Criterium (AIC'), el Bayesian Criterium (BIC)
y el Deviance Information Criterion (DIC'). El DIC' se puede considerar como una
generalizaciéon del AIC' y del BIC, siendo especialmente ttil en la seleccion de
modelos bayesianos en los que la distribucién a posteriori de los pardmetros del
modelo se obtiene mediante los métodos MCMC, puesto que este criterio puede
ser estimado de manera sencilla mediante una muestra MCMC, como puede verse
en Silva and Lopes (2008) y en Gémez et al. (2017), de modo que en este trabajo
se utiliza el DIC para comparar los modelos utilizados para los datos simulados y
para los datos sobre celiaquia de Pascual et al. (2016). Cuando se comparan dos o
mas modelos, el modelo con menor valor del DIC' se considera el de mejor ajuste
(Spiegelhalter et al., 2002).

El valor DIC puede ser escrito como una funcion del logaritmo de la verosimilitud

de la forma siguiente:
DIC = —4Fg; [logL (©,7|X,Y)|X,Y] + 2logL (Ee . [O,7|X,Y]|X,Y) (3.29)
donde la funcién de verosimilitud es la definida en (3.2), con las cépulas (3.4)
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y (3.3) para el modelo con cépulas Gaussianas, siendo el conjunto de pardmeros
O = (ux, py, 0%, p, p), y con las copulas (3.26) para el modelo con cépulas de Clayton,

siendo el conjunto de parametros © = (ux, py, 02, p, 0.).

Como se ha comentado anteriormente, el valor del DIC se puede estimar a partir
de una muestra MCMC. Asi, dada una muestra de la cadena de Markov Monte Carlo
(MCMC) de tamano M de los parametros de la distribucién a posteriori para el

modelo con copulas Gaussianas,

U M
(W0, 1,20, 0, 0 70}

y una muestra de tamano M de los parametros de la distribucién a posteriori para

el modelo con cépulas de Clayton,

o M
(00, 020, 0,60, 70}

el valor del DIC se puede estimar, para ambos modelos, como sigue:

4 M 1 M 1 M
- _ 0 -0 O] O]
DIC i g logL (@ , T |X, Y)—I—QlogL <M E © i E T |X, Y) (3.30)

=1 =1 =1

como puede verse en Gomez et al. (2017) y Nguyen et al. (2019), que también utilizan

el DIC para comparar modelos con copulas.

De esta manera, se obtuvo el valor del DIC', con los datos simulados, para el
modelo con copulas Gaussianas y para el modelo con copulas de Clayton utilizando,
en ambos modelos, las distribuciones a priori para p; sesgadas a la derecha Beta(1;0,5)
y Beta(2;0,5) y para los tres conjuntos de datos simulados con un 80 %, un 50 % y un
20 % de hipotesis nulas verdaderas, respectivamente. En la tabla (3.7) se muestran

estos resultados.
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Tabla 3.7: Valores del DIC para los modelos con cépulas Gaussianas y cépula de Clayton, con
los datos correspondientes a los diferentes porcentajes de hipoétesis nulas verdaderas y para las

distribuciones a priori de p; segadas a la derecha.

Modelo|Cépula Gaussiana|Cépula de Clayton

(a;8) [(1;0,5)| (2;0,5) |(1;0,5)| (2;0,5)

80 % |8548.326| 8540.206 [8961.517| 8973.411

% de hipétesis nulas verdaderas 50% [8682.981| 8696.98 |9033.87 | 9034.77

20% | 8565,80 | 8543,045 [9114,768| 9130,447

Como puede verse en la tabla (3.7), las estimaciones méas bajas del DIC' corres-
ponden al modelo con copulas Gaussianas, no habiendo diferencias importantes, para
cada modelo, entre el valor del DIC correspondiente a los pardmetros (1;0,5) y
(2;0,5) de la distribucién a priori de p;. Por lo que el modelo con cépulas Gaussianas
resulta ser el mas adecuado para los datos simulados, como se esperaba segin se
habian generado los datos, siendo también con este modelo con el que se obtenian,
mediante el procedimiento que se propone de contraste de hipotesis miultiples, un
nimero de hipotesis nulas rechazadas muy préximo al nimero de hipotesis nulas
falsas, con valores de F'DR en niveles aceptables y mas bajos que los obtenidos con
el modelo con copulas de Clayton, por lo que nuestro procedimiento funciona bien
cuando la dependencia se modela mediante la funciéon copula mas adecuada.

[gualmente, se estimo el valor del DIC para los datos sobre celiaquia de Pascual
et al. (2016), obteniendo, para el modelo con cépulas Gaussianas DIC = 1487,213 y
para el modelo con cépulas de Clayton DIC = 1504,445. Puesto que el menor valor
del DIC corresponde al modelo con cépulas Gaussianas y distribuciones marginales
normales, este modelo resulta ser el mas apropiado para los datos asociados a la
enfermedad celiaca de Pascual et al. (2016) y, por tanto, los resultados obtenidos
mediante el procedimiento de contrastes de hipdtesis multiples de la subseccion 3.1.5

serfan los mas adecuados para estos datos.
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Capitulo 4

Conclusiones y Extensiones

4.1. Conclusiones

En esta tesis se propone un procedimiento bayesiano para contrastar simultanea-
mente un elevado niimero de hipétesis, cada una de ellas referente a una variable
medida en dos situaciones distintas de tratamiento independientes y bajo el supuesto
de dependencia entre las variables. El procedimiento bayesiano tiene la ventaja, frente
al enfoque frecuentista, de utilizar toda la informacién disponible, tanto objetiva
como subjetiva. La dependencia se modela mediante funciones cépulas, utilizando
los datos completos en lugar de los estadisticos, por lo que el proceso de modelado
resulta ser mas complejo y puede presentar problemas computacionales.

El procedimiento se aplica cuando se realiza, para cada variable, un contraste de
igualdad de medias. Para modelar los datos se consideran distribuciones marginales
normales, debido a que es habitual utilizar la distribucién normal para modelar
datos procedentes de experimentos con microarrays de ADN en el campo de la
genomica, considerando, para cada variable, varianzas iguales en las dos condiciones
de tratamiento y distintas para todas las variables. Asimismo, se considera la misma
estructura de dependencia para las dos condiciones de tratamientos y se modela,
en primer lugar, mediante la copula Gaussiana de la familia Eliptica, por utilizar
la correlacion entre pares de variables para modelar la dependencia de la mismas

forma que la distribuciéon normal multivariante, considerando la matriz de correlacién
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uniforme con la finalidad de reducir la alta dimensién del espacio paramétrico. En
segundo lugar se considerd, para modelar la dependencia, la cépula de Clayton de
la familia Arquimediana, por permitir modelar distribuciones multivariantes con
dependencia asimétrica, mediante una tnica funcién univariante, reduciendo también
de esta manera el elevado niimero de parametros.

En este contexto y a partir de los resultados obtenidos en todos los ejemplos
simulados, podemos concluir que, en cuanto a la estimacion del parametro de
dependencia, el procedimiento es robusto frente a la eleccion de los parametros
de la distribucién a priori de la probabilidad inicial de cada hipdtesis nula, puesto
que, en todos los ejemplos y con ambas copulas, se obtienen valores muy similares y
proximos al valor del parametro con el que se generaron los datos.

Sin embargo, en cuanto al nimero de hipdtesis nulas rechazadas y aceptadas,
el procedimiento no es robusto respecto a la eleccién de dichos parametros, siendo
este nimero muy distinto segtin los valores utilizados para los mismos, obteniendo
un numero de hipétesis nulas rechazadas y aceptadas mas préximo al nimero de
hipdtesis nulas falsas y verdaderas, cuando se utilizan valores para los parametros
que dan lugar a distribuciones a priori beta sesgadas a la derecha.

Por otro lado, mediante el criterio de seleccién de modelos DIC' y con las
distribuciones a priori sesgadas a la derecha, se obtuvo que el modelo con cépulas
Gaussianas resulta ser el mas adecuado para los datos simulados, como se esperaba
segin se habian generado los datos, siendo también con este modelo con el que
se obtienen, mediante el procedimiento que se propone de contraste de hipdtesis
multiples, un nimero de hipodtesis nulas rechazadas mas proximo al nimero de
hipdtesis nulas falsas que el que se obtiene con el modelo construido utilizando
copulas de Clayton. Ademas, con el modelo con copulas Gaussianas se rechaza un
ntmero de hipétesis nulas ligeramente superior al nimero de hipotesis nulas falsas, a
la vez que el FDR estimado se mantiene en niveles aceptables y significativamente
mas bajos que con el modelo con copulas de Clayton, por lo que el procedimiento
propuesto funciona bien, con una elevada potencia, puesto que rechaza un alto

niumero de hipodtesis nulas falsas, cuando la dependencia se modela mediante la
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funcién cépula mas adecuada.

Cabe destacar también que utilizando el modelo con cépulas Gaussianas, en los
ejemplos analizados y cuando se utilizan distribuciones a priori sesgadas a la derecha,
el valor de FFDR mas alto fue de 0,079, superior al 0,05 habitual. No obstante, en
el contexto de los experimentos con microarrays de ADN, se puede estar dispuesto
a tolerar un mayor nimero de falsos positivos con el objetivo de obtener el mayor
numero posible de genes que potencialmente se expresan de manera diferencial, para
realizar con ellos posteriormente estudios més de detallados.

Por otra parte, el procedimiento que se propone es flexible en la medida en que
puede utilizarse con otras matrices de correlacion, o con otras funciones copulas para
modelar la dependencia, asi como con otras funciones de distribuciones marginales.

Finalmente, la literatura en la que se utilizan las funciones copulas, en el contexto
de los contrastes de hipétesis multiples, para modelar la dependencia entre un elevado
numero de variables es escasa, en la que solo hemos encontrado trabajos que utilizan
estas funciones para modelar la dependencia entre un bajo niimero de variables y
con un enfoque frecuentista, por lo que el procedimiento que se propone en esta tesis
resulta fundamental, especialmente en el campo de la genémica.

Parte del contenido de esta tesis ha sido publicada en Maria et al. (2020) y

presentada en:
» Conferencia: FuzzMAD 2019. 13/12/2019. Madrid, Espana.

» Seminario: Ciéncia em Foco. 15-17/06/2020. Nampula, Mozambique.

4.2. Futuras Investigaciones

A partir de la linea de investigacion desarrollada en esta tesis, surgen algunas
posibilidades de investigaciones futuras. A continuacién se describen las de mayor
interés.

En esta memoria se ha asumido, por simplicidad, varianzas iguales para cada

variable en las dos condiciones de tratamiento, por lo que una extension natural seria
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considerar distintas varianzas en las dos condiciones de tratamiento. Ademas, en el
contexto de los experimentos con microarrays de ADN, se puede esperar que exista
dependencia entre la media y la varianza (Baldi and Long, 2001), por tanto, si para
cada variable, bajo la hipdtesis alternativa, se suponen diferencias en las medias de
las dos condiciones de tratamiento, se puede suponer también que existan diferencias
entre las correspondientes varianzas.

Con el objetivo de simplificar el modelo, se han considerado distribuciones a priori
independientes para todos los parametros del modelo, por lo que otra posible extension,
teniendo en cuenta lo comentado en el parrafo anterior, podria ser considerar, para
cada variable, una distribucién a priori para la media dependiente de la varianza
(Baldi and Long, 2001; Ausin et al., 2011).

Para el modelo con copulas Gaussianas, se ha considerado la matriz de correlacion
uniforme con el objetivo de reducir la dimension de los parametros, donde p € {N_—_ll, 1} ,
excluyendo las correlaciones altas negativas cuando N, el niimero de hipotesis nulas,
es elevado, por lo que para una futura investigacién y manteniendo el objetivo
de reducir la dimensién de los parametros, se podrian considerar otras matrices de
correlacién mas realistas como, por ejemplo, la Serial correlaction structure propuesta
por Zezula (2009), donde p € [—1, 1], incluyendo asi las correlaciones negativas.

Otra posible extension de la tesis es considerar una mixtura de dos o mas copulas,
permitiendo capturar de este modo las variadas estructuras de dependencia en
un mismo conjunto de datos, pues en los datos procedentes de experimentos con
microarrays de ADN, se espera que haya grupos de genes con diferentes estructuras
de dependencia. En este sentido, también podria utilizarse previamente el analisis
cluster para agrupar los genes que presentan correlaciones similares y, posteriormente,
modelar en cada grupo la correspondiente estructura de dependencia mediante la

funcién cépula mas adecuada.
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Apéndice A

Algoritmo MCMC:
Metropolis-Hastings-within-Gibbs

En este apéndice, se muestran los detalles del algoritmo MCMC propuesto. Como
ya se ha mencionado a lo largo de la tesis, se utiliza el algoritmo Metropolis-Hastings-
within-Gibbs, que combina las estrategias del muestreo de Gibbs, para distribuciones
condicionadas a posteriori conocidas, y del Metropolis-Hastings, para distribuciones
condicionadas a posteriori desconocidas, con el fin de obtener una muestra de la

distribucion a posteriori conjunta.
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Algorithm MCMC
Require: initial values (6(0),7'(0)) = (,ug?),ugf),02(0),p(0),p(0),7(0)). Where 70 =

( (0) (0)) p© = ( (0) (0)) (0) ( V) ) (0) = ( (0) (0)

T TN P175-5DPN ) Bx = MXN""MXN>7MY :UY17"'MUYN)7U2(O)

G
Procedure
1: Let the current state of the Markov chain be (00 70) =

(:ugl()v Mgp7 U(I)ap(l)v P(l)> T(Z))
2: forlecl: M do

3: Update 7; by sampling from Ti(l—H), fore=1,...,N > algorithm 1
4: Update p; by sampling from png), fori=1,...,N > algorithm 2
5: Update px, by sampling from ugl(jl), fori=1,...,N > algorithm 3
6: Update py;, by sampling from ,ugéﬂ), fori=1,...,N > algorithm 4
7 Update o2 by sampling from J?UH), fore=1,...,N > algorithm 5

I+1)

8: Update p by sampling from p > algorithm 6

9: end for

End Procedure : Return {(@(Z),T(Z)) =1, ]\/[}
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Algorithm 1 MCMC for 7;, i =1,..., N
Require: initial values (O, 7)) = (,ug?),ug?),02(0),p(0),p(0),7(0)). Where 70 =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(7 A7) 0O = (0 p), ) = (s L) 1 = (37 i), 02O =
2(0 2(0

(Ul( )7"70-]\/g ))

Procedure

(0) ©) (0

V=1, ) > Ifelse 7% = 0, uf) = ), )

1: Update py” = (ty; -y Hyy,
2: Calculate copula cy (uy; p®)

3: Let the current state of the Markov chain be (00 70) =

(1, 1, @, p, p® 70

4: fori€1: N do
5. Caleulate K; = P (77 = 0|, 1P, 020 piP p®), Tj(l<+i1), Tj(l>)i) > Equation
(3.8)

6: Generate a random uniform number i; € (0,1)
T if U; < K; then

8: =0

9: Update ,ug) = ,ugl()

10: else

11: =1

12: end if

13: Update M@ = (Mﬁj, o ,ugf])v) > Ifelse 7™ = 0, ,LL(Yl) = MEQ., ,u%)
14: Calculate copula cy (uy; p®)

15: end for

16: end procedure Return (777!),i=1,...,N
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Algorithm 2 MCMC: GIBBS for p;, i =1,..., N

Require: current values (O 70+D) —= (u(o) ,ug/), 200 pO 0 7)) Where
141 I+1 0 0 0 0 0
w0 = (™), 0@ = W), K = (k) sy
0 0 200 200
(157 13)), O = (077, 0R”)
procedure

1: Let the current state of the Markov chain be (0 7(+D)
(1Y 1y, o, p0, ), 7041))
2: forie1: N do
3: Update p; by sampling from pi™ ~ p(p; | T(Z_H ) > Equation (3.9)
4: end for

5: end procedure Return (pi™'),i=1,..., N

Algorithm 3 Single iteration of the Metropolis-Hasting for px,, i =1,..., N
Require: current values 7(+1) = (Tl(Hl), o T(Z+1)) ug? = (,ugl()l,. ,,ugl()N) ugp =
(113 ), 0 = (017, o}Y), o0
procedure
1: forie€1: N do
2. Sample candidate ,u(c) > Ifelse 77" = 0, (3.11), from (3.13)
3: Calculate copula cx (ux; p®) > With ;Lg?
4: Calculate copula cy (uy; p) > Ifelse Ti(l+1) =0, ug/) ,ug?, ,ug)
5: Sample random uniform number U; € (0, 1)
6 if Uy < a(u, uf)) then > (i, 1) = min{1, A}
7. uietV = )
8: else
o M(z+1) _ ’ug( )
10: end if
11: Update pﬁ) = (u@ ,ug/])v) > Ifelse Tl-(lﬂ) =0, ,ug) = u(ljl), u@
12: Calculate copula cx (ux; p®)
13: Calculate copula cy (uy; p®)
14: end for

15: end procedure Return /L(l+1) i=(1,...,N)
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n; c . n c . (e)
A= H%; S (ux. ;o) [0, CY(UYAMP)fi(u;?i)

ioex(ux i) [[2) ev (uy o) filuly )

where ¢ (ux.,; p) and ¢§ (uy,; p) computed when ply. = p§,

Algorithm 4 Single iteration of the Metropolis-Hasting for py,, i =1,..., N

Require: current values 7+ — (T1(1+1), ...,T](\ngl)), ugl(ﬂ) = (,uglgl), - gl(;l)), M%D =
l l 2(l 2(

(1 s 1), 720 = (07, 0%, o

procedure

1: forie1l: N do

2. if 7™ =0 then

N pEFD —

4: else

5: Sample candidate ugfi) > candidate-generating density (3.15)
6: Calculate copula cy (uy; p®) > With ,ugf)
7: Sample random uniform number U; € (0,1)

8: if U; < oz(u%),ug)) then > a(u%),ugg)) = min{l, Ay}
N WD — 0

10: else

11: =

12: end if

13: Calculate copula cy (uy; p®)

14: end if

15: end for

16: end procedure Return ugjl), i=(1,...,N)

[1:2, <5 (uyy o) fi (u§§§>

W CY(UY.km)fi(Hlxi)’

Ay = where ¢ (uy,,; p) computed when ., = ps,
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APENDICE A. ALGORITMO MCMC: METROPOLIS-HASTINGS-WITHIN-GIBBS

Algorithm 5 Single iteration of the Metropolis-Hasting for 02, i =1,..., N
(1+1) (z+1)) MUH) _ (Iu(l+1) (z+1))

Require: current values 70+Y = (777 . 74 e X1 e M
I+1 I+1 I+1 2(1 2(1

iy = i i) 0?0 = (07, ol 0

procedure

1: forie1l: N do

2: Sample candidate o > Ifelse 7™ = 0 from (3.17), from (3.18)
3: Calculate copula cx (ux; p?) , ey (uy; p®) > With O'?(C)
4: Sample random uniform number U; € (0, 1)

5. if Uy < a(0??, 67 then > a(olV,02) = min{1, A5}
N 20D _ 2

7: else

N G2 _ 520

9: end if

10: Calculate copula cx (ux; p®)

11: Calculate copula cy (uy; p)

12: end for

13: end procedure Return af(lﬂ), i=(1,...,N)

2
H;LL S (ux ;3p) W25 (uy o) filo; )

[T extux o) [T ev (uyyio)fi(o] )

A3:

where ¢ (ux;; p) and ¢ (uy, ; p) computed when o2 = 52
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Algorithm 6 Single iteration of the Metropolis-Hasting for p

. I+1 I+1 I+1 I+1 I+1 I+1
Require: current values ,ug;r ) = (,ug;lr ), ...,,ug(; )), ,u§/+ ) = (ugf;r ) ;}j )),
g2(+1) — (Of(l‘i-l) - J%Hl))
procedure

1: Sample candidate p() > from U € (a,b), a,b € (0,1)

2: Sample random uniform number U € (0, 1)
3 if U < a(p®, p9) then > a=min{l, Ay}
L ) Z )0

5. else

6: p(l+l) — p(l)
7. end if

8: end procedure Return p+1

Ay = ?21 ex (ux ;3p°) [T:2, ev (uy.5p)
- n n
Hjil ¢ (Ux.j ipt) Hkil CY(UY.k§Pl)
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Apéndice B

Distribuciones condicionadas a

posteriori

En este apéndice, se describe la obtencion de las distribuciones condicionadas
a posteriori de forma més detallada, donde 7_; = (71,...,Ti—1, Tit1,-. -, TN) ¥ O_y,
es el vector de parametros © = (ux, py, o2, p,w) sin el pardmetro indicado en el
subindice, siendo 6; cualquier pardmetro de ese vector, uxy = (px,, -, hxy), by =
(yys ooy vy ), 0% = (02,.,0%), p = (p1,.»DPN), T = (T1,.,7N) ¥ Cx (ux_j;w> y
¢y (uy,;w) son las copulas Gaussianas (3.3) y (3.4), respectivamente, con w = p, o

las copulas de Clayton (3.26), con w =6, .
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APENDICE B. DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS A POSTERIORI

Distribucion condicionada a posteriori para 7, =0,7i=1,..., N, dadas

las observaciones y el resto de parametros.

Pr(rm=0|0,7;,X,Y)
™ (@a T, = 077——1') L (977—1' - 077—i|X7 Y)

1

Y m (0,1 =0v,74)L(O,1=v,74|X,Y)

T(O©) 7w (1 =0|p;) 7 (T—i|p—i) L (O, 7, = 0,7_;| X, Y)
i

> m(0)w (1 = vlp) 7w (m—ilp—i) L(©,7; = v, 7| X,Y)

v=0
Pr(r; = 0[p;)Qo
Pr(r; = 0|pi)Qo + (1 — (7 = 0[p:)) Qs

Ty
Di H Cy (UY.k; w)fi (yzk

k=1

2
MXi?O—i)

Ty
pi [T ev (uy.;w) fi (yin|px,, 07) + (1= pi) H ey (uy;w) fi (yin| vz, 0F)
= . 1
Di kl_[ cy (uy,; w)exp{—wsuxi}
-1 i
= ny 1 ny 1
Di kHl cy (uy,; w)exp{—wsuxi} + (1 —p) ;}_‘[1 cy (uy.k;w)emp{—wswi}

donde Sy, = [ny (@ — p1x.)°] ¥ Sy, = |1y @ — v2)°].
Qo =12 ex (UX.j; w) fi @ijlpx,, 02) Tty ey (uy,;w) fi (yiklpex,, 07),
Q= T2y ex (ux i w) fi (@il o2) Tty ey (v w) fi (vieliv,, 07)

Distribucion condicionada a posteriori para p;, i = 1,2,..., N, dadas
las observaciones y el resto de parametros.
m(©) 7 (r]p) L (O,7|X,Y)
m(©)m (r]p) L (O, 7|X,Y)dp;
m(pi) (7ipi

7T<pZ|X7 Y7 ®—pi77_) = 1

)
)

1
/0 7(pi)m (7| pi)dp;
o pit (1 — Pi)lfnpz%_l(l —p)?!

m(pi| X,Y,0_,;,7) ~ Beta(o; + 1 — 7, B; + 7i)
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Distribuciéon condicionada a posteriori de px,, ¢ =1,2,..., N, dadas las

observaciones y el resto de parametros, cuando 7; = 0.

(NX |X Y, @_“X , 7 =0, 7'_1)
o (67 Ty = Oa T—i) (6) T = 07 T—i|X7 Y)
/ (0,7, =0,7_;) L(©,7, =0,7;|X,Y)dux,
px

i

7 (x,) 7 Oy, ) 7 (i = Olps) 7 (milpi) L(©, 7 = 0, 74| X, Y)
L m ) w(0m) (= 00p) 7 () L (€7 = 0.7 X.Y ) dux,
L0, = 0,74|X,Y)
/M L(O,7=0,74X,Y)dux,

i

ﬁlcxm.J, HCY v 0)fs (2l o) i (s o)
_ jo
LXiﬁcx(ux.J, H cy (uy,;w) fi (% [ix,, 0 Z) i (ylk lix., O Z) dux,
jﬁlcx Ux ;W H cy (uy,;w exp{ 2;2 zj:(xij _ MX)Q +Xk:<y““ _MXi)Q }
i ]l_Ich Ux ;W H cy (uy,;w exp{ 2;2 XJ: (235 — px,)” + Zk: (Yir — MX)Q: }d/ixi

HCX UX w H Cy qua fz(p“X)

Efi(NXi) [H CX(UX-J'; w) H ey (uy,; w)]
k=1

j=1

donde

Ny Ti- + Ny o )

(i) ~ N ,
Jilnx) ( Ne +ny /e Ty
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APENDICE B. DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS A POSTERIORI

Distribuciéon condicionada a posteriori de px,, ¢ =1,2,..., N, dadas las

observaciones y el resto de parametros, cuando 7; = 1.

HX? 17—*)

™ (@Ji = 177_—1') (677—1' = 1,T_i!X, Y)
/ m(O,1=1,74)L(O©,7, =1,74|X,Y)dux,
px

2

m(

w7 (O ) (= Up) 7 (rlp) L(O, 7 = 174X, Y)

- /MX T (px,) ™ (@—,uxi) T (1i = 1pi)  (7=ilp—i) L(©, 7 = 1, 7| X, Y) dpx,
 LOm =1, X.Y)

N /M L(O,7 = 1,74|X,Y) dpx,

i

Hy;, 0 1)

ﬁcX(uX- yw HCY Uy, W fl (SCZJ tx;, o 1)fl (yzk
j=1

Ny
H CX(UX. ;W H Cy UYk, fz (%g

HX; j=1

Hy;, O Z>d/lx

Hx,;, O z) fz (?/zk

ﬁ ex (ux,;w)fi (xij /vLXi,O'?)
— j=1
/“ f[CX(UX.j;UJ)fz( - Z)al/LX

Xi j=1
Nz

HCX UX],U) exrp
7=1

:/H ﬁcx (ux,;w exp{ 21 Z T — uxi)Q}duxi
-
-

HCX ij, e:vp

Ny

/ HCX uX],w erp
I

X j=1

H Cx quw)fz(,U/X

7j=1

Efi(NXi) [H CX(UX-J'; U))]

J=1

donde

filpx,) ~ N (5@'-7 \;;—)
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Distribuciéon condicionada a posteriori para puy,, cuando 7, = 1, ¢ =

1,2,..., N, dadas las observaciones y el resto de parametros.

HY? 17—*)

(@7Ti — 17T—i) (®7Ti — 177——1"X7 Y)
/ 7(O,7,=1,7) L(O,1, = 1,74 X,Y) duy,
ny,

7 (1) 7 (O, ) 7 (73 = UUpi) 7 (7ilp—i) L (O, 7 = 1,74 X, Y)

/W 7 (py,) 7™ (9—/%) 7 (m = 1pi) 7 (7=ilp—i) L(©, 7, = 1,74 X, Y) duy,
LO,7=114X)Y)

/M L(O,7=1,74|X,Y) duy,

H CX<uX.j;w) H CY(quu )fl (x’lj HUx;, O z) f’L (ylk My, 0 z)
_ j=1 k=1
/ H ex(ux,;w) [T e (uy,;w) fi (wi|px,, 07) £i (vie |y, 07) dp,
Hy; j:l k=1

H Cy Uyk, fz (yzk Hy;, O

"y
/ I v (uy,;w) fi (yik: I 0?) dpy,
HY; =1
2 Z Yik — ,UY }
k
Z Yik _,UY }d,UYZ
k

ny( )2}

H cy (uy, ;w)exp

2
/ HCY (uy,;w)exp ny )}duyi
Y
H U’Ym fz(NY)
k=1

donde

filiy) ~ N (y ;n_>
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APENDICE B. DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS A POSTERIORI

Distribucién condicionada a posteriori para o;?, i = 1,2,..., N, dadas

las observaciones y el resto de parametros, cuando 7; =0
02,7 =0 7'_->

7T(O'Z'2
(@ 7, =0,7_;) L(©,7,=0,74X,Y)
/ 7(©,7=0,7)L(O,1,=0,74X,Y)do

(02) 7 (O_y2) 7 (13 = Olpi) 7 (rilp—i) L (O, 7 = 0, 74| X, )
/Uﬂ(af)w(@,wl)w(n — 0lp) 7 (Tealp—s) L (O, 7 = 0, 74| X,Y) do
(
(

0,7, =0,74X,Y)
0,7 =0,74|X,Y)do?

Ty
™ (U’?) H CX(uX.j;w) H CY(UY.M fz (1'1] Hx;, O z) (yzk Hx;, 0. z)
— J=1 k=1
/271'(0'2-2) U,Xﬂ HCY Uy, ;W fz (:L‘zg Hx,;, 0 z) (yzk Hx;, 0 z)dg
9; j:l
L el 1 nm+ny+1 1
IT ex(ux,;w) I ev(uy,;w) (=) > exp{— 2A}
_ = k=1 i 20
- y 1 netn 1
/ggjl;[lcx(ux-ﬂw)kl;[lCY(“Y-bw)(Uig) : y+16£l?p{—20i2/1}d0¢2

f[lcx (UX.j; w) ]ﬁlCY (UY.k; w)fi (Uf)
) [ﬁ Ccx (ux,j; w) kHUICY (uy,; w)]

donde

Ny + Ny

A
fi (a?) ~ Gamma Inversa < : 2> con A = ; (2 — px)” + > (Yaw — px,)

k
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Distribucién condicionada a posteriori para 0%, i = 1,2, ...,

las observaciones y el resto de parametros, cuando 7; = 1

™ (O'i2 X Y @702.2 T = 17 z)
T(O,n=17,)L(O,7=17174X,Y)
L

) )
/2 O,n=17)LO,7=17174X,Y)do

(02 W(@ 2 )7r = 1lp;) m (7=ilp—i) L(©, 7, = 1,74 X,Y)

N, dadas

/0_2 T (02‘2) T (@fwﬁ.) w (1 = 1p)) T (Toilp—i) L (0,7 = 1,74 X,Y) do?
B 7(0?)L (0,7, =1,7,4X,Y)
/2 7T (O’?) L(©,7,=1,74X,Y)do}
7 (07) T ex(ux,sw) T] ev (uy,w) i (w3l iex,, 07) fi (vie|pavis o)
_ j=1 k=1
/2 7 (07) IT ex(ux i w) IT e (v, ) fi (2|ix,, 07) fi (9ir|pavi 07 ) do?
9; j=1 k=1
e il 1 natny 1
[T extuxiw) T ev(ors)(—5) =5 Heap{ 5 B
_ =l k=1 i 20
[ T extuiw) T evtuesw) (o) =5 Femp{ 1 bao?
i j=1 k=1 7 20i

fjlcx (uX.j; w) kl;[lCY (uy,;w) fi (%‘2)
2) [if[l Cx (UX.]‘; w) ]}:[yl Cy (U’Y~k; w)]

donde

ng +mn, B

f; (gf) ~ Gamma Inversa ( 5 5

) con B = zk: (ZL’Z']' — MXi)Q + Z (Yir — MYi>2
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APENDICE B. DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS A POSTERIORI

Distribucion condicionada a posteriori para w, dadas las observaciones

y el resto de parametros

T (w|X,Y,0_y, 7 = v, 7_;)
(O, 7 =v,7) L(O,1;, =v, 74| X,Y)
/ (0,7 =v,7) L (O, 1, =v,74|X,Y) dw
() 7 (O) (= vlp) 7w (rlp ) (6,7 = 0,7.4|X, V)
(O_y) (1 =v|pi) 7 (T—i|p—i) L (O, 7 = v, 7| X, Y) dw

Ng Ny
H Cx (uX,j; w) H cy (uy,;w)
= i . wefo1}
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