UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS
Departamento de Matematica Aplicada

CONDICIONES DE CONTORNO
NO REFLECTANTES

MEMORIA PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR
PRESENTADA POR

Barbara Tapiador Fernandez
Bajo la direccion de la doctora
Ana Maria Carpio Rodriguez

Madrid, 2009

ISBN:978-84-692-6749-3



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

TESIS DOCTORAL

CONDICIONES DE CONTORNO
NO REFLECTANTES

Doctoranda: Barbara Tapiador Fernandez

Directora: Ana Maria Carpio Rodriguez

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

2008



A mis padres.



Habria sido imposible realizar esta tesis sin la ayuda de mi directora de
tesis Ana Carpio que, sin conocerme, me acepté como alumna proponiéndome
interesantes temas de investigacion. Ha estado a mi disposicién siempre que
la he necesitado y ha sabido guiarme a lo largo de este trabajo convirtiéndo-
lo en algo muy agradable y por supuesto interesantisimo; no podria haberlo
hecho mejor. Quiero agradecerle sinceramente toda su dedicacion.

Tampoco hubiera sido posible realizar esta memoria sin Antonio Lépez,
mi profesor de Andlisis Numérico de Ecuaciones Diferenciales durante la
licenciatura. Fue en sus clases donde aprendi la belleza de la Matematica
Aplicada y las interesantes aportaciones que pueden hacerse a través de ella
y el Andalisis Numérico. Ademas, él fue quien me puso en contacto con Ana
cuando decidi comenzar mis estudios de doctorado. Espero seguir trabajando
con ellos muchos anos.

También quiero agradecer a Luis Bonilla, de la Universidad Carlos III
de Madrid, su apoyo por la concesién de una beca de colaboracién. A través
de ella pude ver montones de formas de escribir articulos, trabajos y exposi-
ciones que seguro me han ayudado después con las mias propias.

Por supuesto no puedo olvidar a mi familia, mis padres, madres y her-
manos, quienes me han dado incondicionalmente su confianza y apoyo a la
hora de decidir dedicar mi esfuerzo a esto, tanto en los momentos faciles
como en los mas dificiles de su desarrollo. Sin todos vosotros esta tesis no
existiria.

En estas palabras de agradecimientos, tengo que acordarme también de
mis amigos: de aquéllos que pertenecen al mundo de las Matematicas, que
siempre me han animado a seguir adelante, de aquéllos que no teniendo nada
que ver con la Ciencia han insistido en que les explicara mi trabajo intentan-
do, con todas sus fuerzas, comprender algo y, también de todos aquéllos que
simplemente no entienden como se puede encontrar en las Matematicas algo
bello y apasionante y, ain asi, me han apoyado.

Un agradecimiento muy especial se merece Victor, que ha estado a mi la-
do animandome, apoyandome y ayudandome en todo momento con su carino
y su actitud. Espero que sigas estando ahi siempre, te quiero.

Muchas gracias a todos.






Indice general

. Introduccion

1.1. Condiciones transparentes y absorbentes . . . . . ... .. ..
1.2. Capas perfectamente acopladas . . . . . . . . ... ... ...
1.3. Condiciones no reflectantes para dinamica molecular . . . . . .
1.4. Resultados obtenidos en esta tesis . . . . . . .. ... .. ...

. Dinamica de burbujas en helio

2.1. Un modelo de cinética discreta. . . . . . . ... .. ... ...

2.2. Andlisis asintético. . . . .. ..o
2.2.1. Limite continuo y aproximacion autosimilar. . . . . . .
2.2.2. Transformada de Laplace del sistema discreto. . . . . .

2.3. Existencia y unicidad de soluciones. . . . . . .. ... .. ...
2.3.1. Existencialocal . . . ... ... ... ... ... .. ..
2.3.2. Positividad . . . .. ..o
2.3.3. Existencia global . . .. ... ... ...

2.4. Tratamiento numérico. . . . . . . . . . ... . ... ...
2.4.1. Resultados tedricos. . . . . . . . . ... ...
2.4.2. Esquemas numéricos. . . . . . . . .. ...

. Ondas discretas unidimensionales

3.1. Funciones de Green . . . . . . . . . . ... ... ... .....
3.1.1. Ecuaciones de ondas discretas . . . . . . ... ... ..
3.1.2. Ecuaciones de Klein-Gordon discretas . . . . . . . . ..
3.1.3. Problemas con friccién . . . . . . . ... ...

3.2. Condiciones de contorno exactas . . . . . . . . . . . ... ...

3.3. Aproximacion absorbente y resultados
NUIMETICOS . . . v v v v v e e e
3.3.1. Ecuacién de ondas discreta . . . . . . ... ...

15
17
19

23
27
33
34
38
46
47
20
53
54
o4
57



3.3.2. Ecuacion de Klein-Gordon discreta . . . . . . . . . ..
3.3.3. Ecuacion de Frenkel-Kontorova . . . . . . . . . . . ..

4. Defectos en cristales

4.1. Ecuacién de ondas discreta en varias dimensiones . . . . . . .

4.1.1. Dimension dos

4.1.2. Dinamica no lineal de defectos . . . . . . . . . ... ..
4.1.3. Extensién a varias dimensiones . . . . . . . . . . ...
4.2. Matrices de acoplamiento generales . . . . . . ... ... ...
4.2.1. Funcionesde Green . . . . . . . . . . ... ... ....

4.2.2. Condiciones de

contorno . . . . . . .. ...

5. Capas perfectamente acopladas
5.1. Ecuaciones de ondas discretas . . . . . .. .. ... ... ...

5.1.1. Dimensién dos
5.1.2. Dimensién uno

5.2. El sistema de elasticidad bidimensional . . . . . . . . . . ...

5.2.1. Caso isétropo

5.2.2. Caso anisdétropo . . . . . . . ...
5.3. El sistema de elasticidad discreta . . . . . . . . . ... .. ..

5.3.1. Caso is6tropo

5.3.2. Caso anisétropo . . . . . .. ..o

5.3.3. Test numérico

6. Conclusiones

Bibliografia

77
79
79
88
94
96
97
98

101
102
103
108
109
111
113
115
117
118
119

123
125



Capitulo 1

Introduccion

En la simulaciéon numérica de problemas de ondas en los que el dominio

es no acotado o muy grande, es necesario truncar el problema a un dominio
acotado de tamano reducido sin alterar significativamente la solucion. Se
introduce una frontera artificial, en la cual se impone una condicién artificial
"'adecuada’. Las condiciones de contorno ideales han de reunir una serie de
requisitos:

Este

El problema truncado con condiciones de contorno artificiales estd bien
puesto.

La solucién en el recinto truncado no sufre cambios cualitativos ni cuan-
titativos apreciables por la introduccién de la nueva frontera.

Se minimizan las reflexiones espureas de ondas hacia el interior del
recinto computacional que se producen por un cambio brusco en la
descripcion del sistema y en la ley de dispersion.

Su céalculo no supone un incremento considerable del coste computa-
cional.

La discretizacién no se desestabiliza a tiempos largos.

Son aplicables en casos en que los datos no tienen soporte compacto
contenido en el recinto computacional sino que se extienden hasta el

borde.

tipo de condiciones de contorno artificiales se denominan 'no reflec-

tantes’.



El problema de suprimir reflexiones en fronteras artificiales se presenta
en multitud de campos distintos. En las tultimas décadas, se ha producido un
progreso notable en problemas de propagacién de ondas en medios continuos:
elasticas, acusticas, electromagnéticas. Se recurre a tres tipos de condiciones:
exactas (transparentes), locales aproximadas (absorbentes) y capas perfecta-
mente acopladas. El diseno de condiciones de contorno no reflectantes para
problemas espacialmente discretos, como los sistemas de dindmica molecular,
estd en sus comienzos y constituye el tema central de esta tesis.

Describimos a continuacion en que consisten los tres tipos principales de
condiciones no reflectantes.

1.1. Condiciones transparentes y absorbentes

Vamos a ilustrar el concepto de condicién de contorno artificial en tres
casos:

s La ecuacién de ondas unidimensional.
s La ecuacién de ondas bidimensional.
» Problemas armoénicos.
Consideremos en primer lugar la ecuacion de ondas unidimensional:
gy = 1.1
utt_cua::v_fa ()
con las condiciones iniciales:
u(x,0) =ug, w(x,0)=u.

Supongamos que f = 0 fuera de un intervalo [0, L]. Deseamos restringir
el recinto computacional al intervalo [0, L] sin generar reflexiones en las pare-
des artificiales hacia el interior del recinto computacional. Para ello, discrim-
inaremos las ondas entrantes respecto de las salientes. Tenemos que

Uy — Cligy = 0

y sabemos que la solucion general de una ecuacién de ondas homogénea tiene
la forma:

u(z,t) = p(x + ct) + Y(z — ct),

8



es decir, es superposicién de ondas que se propagan a la izquierda ¢(x + ct)
y a la derecha ¢ (z — ct). Obsérvese que

9, ., 0 0
— _ o2 — (== — (= —
0 = uy— Uy ((% Cax)(at“aw)“’
0 d.,0 0
— _ 2 — (Z )= — o—
0 = Uy — C Uy (8t+cax)(8t cax)u.
Las funciones u; = ¢(z + ct) cumplen (& — c¢2)u; = 0. Las funciones u, =

¢(z — ct) cumplen (£ + c2)uy = 0.

Si vamos a restringir la computacién al recinto [0, L], al llegar una onda
Y(x — ct) a la pared derecha x = L no deseamos que rebote hacia el interior.
Imponemos la condicién de contorno:

(ur + cug)|o=r, = 0.

Las funciones de la forma ¢ (x — ct) satisfacen esta condicién y no se ven
afectadas por ella. Son ’transparentes’ a la condicién de contorno y atraviesan
la pared sin rebotar hacia adentro. Para evitar que una onda ¢(z + ct) que
llegue a la pared izquierda x = 0 rebote contra ella, imponemos la condiciéon:

(ug — cuy)|z=0 = 0.

La ondas que viajan hacia la izquierda, satisfacen esta condicién y no se ven
afectadas por ella. Son ’transparentes’ a la condicién de contorno y salen por
ella sin rebotar hacia adentro. Las ondas que viajan a la derecha (hacia el
interior del recinto computacional) son eliminadas.

A continuaciéon pasamos a estudiar la propagacion de ondas en dos di-
mensiones. Expondremos las técnicas aplicadas por Madja y Engquist en
[19] y [20]. Supongamos que los datos tienen soporte compacto en z > 0.
Deseamos resolver

Ut = Ugg + Uyy, x>0, 1>0, (1.2)

con una condicion de contorno en la frontera artificial z = 0 que no produzca
reflexiones hacia el interior del recinto computacional x > 0. Si la dinamica
ondulatoria se genera dentro de esta regién y fuera de él no hay mecanismos
que puedan causar reflexiones hacia su interior, entonces la solucién cerca de
la frontera estd compuesta tinicamente por ondas salientes, de forma que la
condicién de contorno artificial ha de generar una radiacion de energia que



sale del recinto. Extensiones a datos sin soporte compacto se formulan en
[22]. La ecuacion (1.2) admite como solucién la onda plana:

u = ez(Ta:+§t+wy)

para cualesquiera 7, &, w € R que cumplan la condicién €2 = 72 + w?. Despe-
jando 7 tendremos la expresion de las ondas que viajan hacia la izquierda
(salientes) y hacia la derecha (entrantes):

u = (VEarttey)  (galiente)
u = (VEWIFEFYY) - (entrante)

con &2 —w? > 0. También podemos expresar dichas ondas como:

w2 w
u = ezg(\/(l_?)ﬁgy)e”,

(4)2 w

donde £ representa la frecuencia y, si “E’ = sin#, el angulo de incidencia en

x = 0 es precisamente 6. Nos interesa suprimir las ondas entrantes y que sélo
atraviesen la frontera artificial las ondas salientes, para ello impondremos la
condicién de contorno:

= 0. (1.3)

Las ondas salientes son solucion de esta ecuacién y atraviesan la frontera sin
reflejarse. Las ondas entrantes no son soluciéon y son elimininadas por esta
condicién.

En general, la condicion de contorno exacta no reflectante se obtiene
como superposicion de condiciones de contorno para estas ondas planas:

Flo) =16y /1— = Fu) =0, z=0, (1.4)

donde F denota la transformada de Fourier en tiempo y espacio. (1.4) es la
condicién de contorno transparente para la ecuacion de ondas bidimensional
en la pared que estamos considerando. La implementacién numérica de estas
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condiciones es costosa, pues requiere la discretizacion de la integral en tiempo
y espacio para cada nivel de tiempo y la acumulacion de datos desde el
instante inicial. Los esquemas resultantes se suelen desestabilizar a tiempos
largos, por lo que no son muy ttiles en la préactica. Ademads, no podemos
invertir directamente la transformada de Fourier debido a la aparicion de la
raiz cuadrada.

Reemplazando los ntcleos /1 — “g—; por un desarrollo de Taylor o Padé pa-

ra 2’—22 pequeno se obtienen condiciones de contorno aproximadas en las que
las transformadas se pueden invertir. Son por tanto locales, aunque suelen
dar lugar a problemas mal puestos y no suprimen las reflexiones en todas las
direcciones (debido a la aproximacion de la raiz). Listamos a continuacién al-
gunas condiciones que dan lugar a discretizaciones estables a tiempos largos
[19, 23, 38]:

u; — u,; = 0, orden uno, (1.5)

1
Uy = Uy + 5 Uy orden dos. (1.6)

Son las denominadas condiciones de contorno absorbentes.

Las Figuras 1.1-1.3 comparan la evoluciéon de una onda saliente en una
red con los resultados obtenidos al truncar el recinto computacional e im-
poner distintos tipos de condiciones de contorno. El dato inicial en todos los
casos es una gaussiana centrada en el origen. En la Figura 1.1 se resuelve
la ecuacién de ondas en un recinto varias veces mayor que el recinto com-
putacional elegido, [—10, 10]x[—10, 10], de modo que la solucién restringida
a este pequeno recinto se puede considerar exacta y es independiente de las
condiciones de contorno impuestas en los bordes del recinto grande. En la
Figura 1.2 se imponen condiciones de contorno periddicas en los bordes del
recinto truncado. Se observan grandes reflexiones. Tan pronto la onda llega
a las fronteras artificiales, la solucién numérica deja de tener valor practico
alguno. En la Figura 1.3 se imponen condiciones de contorno absorbentes de
tipo (1.5) en los bordes del recinto truncado. En la pared derecha el signo
de u, cambia (como ocurria en dimensién uno): u; + u, = 0. En las paredes
horizontales u, reemplaza a u,: u; £u, = 0. Se observan reflexiones pequenas.
La solucion dentro del recinto truncado se parece mas a la solucién exacta,
descrita en la Figura 1.1. Si se usan condiciones absorbentes de orden més
alto, como (1.6), el parecido con la solucién exacta se incrementa.

11
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Figura 1.1: (a),(b),(c) onda saliente y (d),(e),(f) aspecto de la regién a la cual
se va a restringir la computacién una vez ha salido esta onda de ella.

-5
-10 -10 -10 -10

Figura 1.2: Evolucién de la onda saliente cuando se colocan paredes arti-
ficiales en los bordes del recinto al cual se ha restringido la computacién
imponiendo en ellas condiciones periddicas. Las figuras (a)-(f) corresponden

exactamente a los mismos instantes de tiempo que sus andlogas en la figura
1.

Todas las condiciones no reflectantes propuestas para problemas con-
tinuos han de ser discretizadas en tiempo y espacio para su implementacion
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Figura 1.3: Evolucién de la onda saliente cuando se colocan paredes arti-
ficiales en los bordes del recinto al cual se ha restringido la computacion
imponiendo en ellas condiciones absorbentes de orden bajo de tipo (1.5). Las
figuras (a)-(f) corresponden exactamente a los mismos instantes de tiempo
que sus analogas en las figuras 1 y 2.

numérica. En la ecuacién de ondas se suele recurrir a aproximaciones en
diferencias finitas. Las leyes de dispersion de los problemas continuos y sus
discretizaciones son distintas, luego las ondas reflejadas en ambos son dis-
tintas. Al discretizar la ecuacion y las condiciones de contorno, aparecen
reflexiones en las paredes de diversa magnitud, ya que se reemplazan las
ecuaciones continuas por las discretas. Las condiciones no reflectantes para
el problema continuo pueden no serlo para el problema discreto. En casos muy
particulares se han derivado condiciones no reflectantes directamente para el
problema discretizado en tiempo y espacio. Por ejemplo, en [35] se obtienen
condiciones no reflectantes para discretizaciones de ecuaciones de ondas en
tres dimensiones que son dificiles de extender, no ya a otras ecuaciones, sino
a otras dimensiones. Otra estrategia usada en el caso de ecuaciones de on-
das consiste en buscar formas de discretizar las condiciones de contorno no
reflectantes del problema continuo de forma que se minimizen las reflexiones
[26] en la aproximacion discreta.

Cuando la dependencia respecto al tiempo es armoénica, las condiciones
de contorno no reflectantes tienen una estructura un poco diferente de la
que hemos descrito hasta ahora. En el estudio de la propagacion de ondas
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arménicas se buscan soluciones de la forma e®*‘u(z) y la ecuacién de ondas
se reduce a la ecuacién de Helmholtz:

Au+ku=0, z¢clR*

Se trata ahora de un problema eliptico en un dominio infinito. Se suele truncar
los dominios infinitos a bolas. Condiciones de contorno exactas en la frontera
de la bola y discretizaciones absorbentes se obtienen a partir del operador de
Dirichlet-Neumann, introducido por Keller [25, 24, 29]. Elegimos un circulo
I'g centrado en el origen con radio R suficientemente grande. El operador
Dirichlet-Neumann asocia a cualquier dato Dirichlet sobre I'g la derivada
normal de la solucion del problema exterior de Dirichlet:

L:HY?Tg) — HY*R)
f — Ogw

siendo w € H} (R?\ Bp) la tnica solucién de

loc

Aw + kw = 0, in R?\ Bg,
w = f’ on FRa
lim 7/2(9,w — 1kw) = 0.

Se puede dar una expresion explicita de este operador en términos de series
de funciones especiales (Hankel en dimensién dos, arménicos esféricos en
dimensién tres) [29]. Truncando la serie se obtienen aproximaciones locales
absorbentes.

En esta tesis vamos a considerar modelos para redes atomicas que en
algunos casos se pueden considerar ecuaciones de ondas discretizadas en es-
pacio pero no en tiempo:

d?u,,
— K un — 2'Uln + unf 9
dt2 (s )
Ay, m
M dt2, = K(tnm+1 + Unt1m — Anm + Un—1m + Ungm-1),

por ejemplo. Vamos a derivar condiciones de contorno exactas para este tipo
de problemas de evolucién discretos en espacio construyendo operadores dis-
cretos andlogos a los operadores Dirichlet-Neumann continuos que se usan
en el estudio de la propagacion de ondas armonicas. El procedimiento tiene
caracter general y se extiende con facilidad a problemas que involucran op-
eradores discretos mas complejos, o a problemas vectoriales.
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1.2. Capas perfectamente acopladas

Las condiciones de contorno exactas (transparentes) en problemas que
dependen del tiempo, involucran integrales en tiempo (lo que excluye el uso
de pasos de tiempo variables) y funciones de Green (también en forma inte-
gral). Numéricamente, su uso conlleva un coste computacional grande. Atin
peor, se desestabilizan facilmente. Sus discretizaciones absorbentes son menos
costosas, pero pueden ser igualmente dificiles de estabilizar y no suprimen
las ondas en todas las direcciones. Una alternativa menos cara y més facil de
estabilizar son las capas perfectamente acopladas. La idea de capa perfecta-
mente acoplada introducida para problemas continuos consiste en anadir una
region fuera del recinto computacional que amortigua las ondas generadas en
el borde sin que lleguen a rebotar hacia el interior. Esta idea funciona sat-
isfactoriamente en electromagnetismo [6] y se ha extendido a problemas de
fluidos y elasticidad [17].

Para disenar estas capas, las ecuaciones de ondas se escriben como un
sistema hiperbdlico de primer orden [17]. Consideremos un sistema de la
forma

O — Adyu — BOyu = 0. (1.7)

en un recinto en el que z < 0 y supongamos que queremos introducir una capa
absorbente a la derecha de x = 0. Primeramente escribimos el sistema (1.7) de
forma equivalente pero separando las componentes paralela y perpendicular
a la interfaz x = 0:

w=ul+u’, (1.8
3tuT — A@xu = O, .
duull — Bo,u = 0. (1.10)

Ahora introducimos un factor de disipacién d(x) en la regién x > 0 y en la
direccién perpendicular a la interfaz. La ecuacién (1.9) queda:

O’ +d(x)u’ — Adyu = 0. (1.11)
Lo que buscamos es una solucién del problema inicial pero que, para x

mayores que cero, cumpla la ecuacién amortiguada en la componente per-
pendicular a x = 0. Asi buscamos una funciéon u que satisfaga la ecuacion

15



(1.7) parax < 0y (1.8), (1.10) y (1.11) para > 0. Es decir, el nuevo sistema
tiene tres incognitas (u, ull y u') y sus ecuaciones son:

w=ul +u’, (1.12)
o' — Bou =0, du" —Adu=0, z <0, (1.13)
o' — Bou =0, du" +d(x)u" —Adu=0, x>0. (1.14)

Otra forma de introducir esta misma capa absorbente es considerar siempre
las ecuaciones amortiguadas extendiendo d(x) por cero cuando x < 0. Esta
es la idea que usaremos en la implementacion numérica.

Como hicimos al estudiar las condiciones transparentes en la secciéon
anterior, analizamos las soluciones de tipo onda plana del sistema. Por un
lado, vemos que las funciones de la forma:

v = er—z(kzx—i-kyy—wt)’
con k = (ky, k) la direccién de propagacién de la onda, son soluciones par-
ticulares de (1.7). Por otro lado, buscamos funciones de la forma

u=ull —|—uT,

o —e(ke! (2)+kyy—wit
ull = lle—ithea' @ hyy—t)

— / —
uT — uge (ko' () +kyy wt)’

con '(x) = x —w [ d(s)ds, que sean solucién de (1.14). Al imponer que se
cumplan dichas ecuaciones concluimos:

k k.
al+a" =vy, al = Bug-2,a" = Avg—2.
w w

Finalmente resulta:

U= er_l(k“”kyy_wt)e_%z Jo dls)ds (1.15)

con lo que u coincide con v cuando x < 0 pero se amortigua cuando = > 0
con coeficiente ||ul| = HUHQ’% Jo' d®)s os dos sistemas se acoplan ’perfecta-
mente’ en la regién < 0 y no hay reflexiones en la pared [17].

En la préactica es preciso introducir otra frontera artificial dentro de
la capa acoplada infinita, a una cierta distancia de la primera pared y se
imponen en ella condiciones de contorno nulas. Esta segunda frontera pro-
duce una reflexién pero como dentro de la capa acoplada las ondas decaen
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exponencialmente el coeficiente de reflexion decae rapido. Se incrementa el
recinto computacional con esta region entre dos fronteras. Para que el coste
sea menor que el generado por el cdlculo de integrales en el borde es pre-
ciso que la franja a anadir se pueda elegir suficientemente estrecha. Por otra
parte, al implementar el método hay que discretizar las ecuaciones. Las leyes
de dispersion de los problemas discretizados no son las mismas que las de los
problemas continuos y tampoco las ondas planas, por lo que al discretizar las
capas pueden producirse reflexiones incontroladas y este método no siempre
funciona en la préctica [5]. No hay estudios de capas perfectamente acopladas
disenadas directamente para problemas discretizados o discretos, que es uno
de los temas que se abordan en esta tesis.

1.3. Condiciones no reflectantes para dinami-
ca molecular

Las simulaciones de dinamica molecular se han convertido en una her-
ramienta esencial para investigar los procesos que ocurren a escala atémica en
los sélidos cristalinos. En casos sencillos, el sistema de ecuaciones a resolver

toma la forma
a! = S V(s — ),
i<j

siendo u; el desplazamiento de atomo 7. En cada instante de tiempo, es pre-
ciso evaluar tantas funciones como atomos y sumarlas. El elevado coste de
estas evaluaciones obliga a desarrollar estrategias para reducir el tamano de
los recintos computacionales sin alterar excesivamente los resultados de la
simulacion.

Consideremos por ejemplo un nanocristal en el cual defectos y dislo-
caciones estan concentrados en una pequena region. Tal es el caso en los
experimentos de nanoindentacion para estudiar los mecanismos de plastici-
dad incipiente en metales. En ellos, las dislocaciones se acumulan en torno a
la punta del indentador. Parece razonable truncar el recinto computacional
a una cierta distancia del indentador. Dentro del recinto, se lleva a cabo
una simulacién de dinamica molecular en la que se tiene en cuenta el medio
circundante de forma adecuada. Es frecuente el recurso a condiciones de con-
torno periodicas, que sélo tienen sentido en las direcciones perperdiculares a
la direccién de indentacién y que en realidad implican que se esta simulan-
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do una coleccion de indentaciones espaciadas periddicamente, que ocurren
simultaneamente. En la direccion en la que avanza el indentador estas condi-
ciones carecen de sentido.

En la practica, es conveniente situar la frontera suficientemente lejos
del defecto para que las ecuaciones de movimiento puedan linearizarse, con-
virtiendo el problema inicial de dindmica molecular en otro de elasticidad
discreta. En esta frontera se puede optar por imponer una condicién de con-
torno artificial que reproduzca adecuadamente la respuesta del medio exterior
o por acoplar la simulaciéon de dinamica molecular con métodos sin malla o
elementos finitos. En ambos casos, las condiciones de contorno o de trans-
misién impuestas han de minimizar las reflexiones espireas de ondas elasticas
hacia el interior del recinto computacional que se producen por un cambio
brusco en la descripcion del sistema en la frontera o interfaz artificial. Tales
reflexiones se han observado en estudios atomisticos de dindmica de disloca-
ciones [34] o fisuras [1] y al disefiar esquemas multiescala hibridos [8], véase
la figura 1.4.

-50 0 50 100
X

Fig. 7 Initial homogenous nucleation of two edge dislocation
dipoles at a depth of approximately 0.86 a, where a s the half-
width of the contact area between the substrate and indenter.
The temperature of atomistic region is 10 K and the indenter
velocity Is 0.05 A/ps.

Figura 1.4: Figura que ilustra la formacién de defectos y su llegada a las
paredes de un recinto computacional en una simulacién atomistica, tomada
de [37].

Para paliar el efecto de las reflexiones en las paredes donde cambia
la descripcién, en [9] se introducen condiciones dependientes del tiempo
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que acoplan simulaciones atomisticas con una descripcion lineal del entorno
circundante. La respuesta del medio exterior se reproduce mediante una
ecuacién de Langevin generalizada [2] que promedia las velocidades medias
en el recinto computacional con un nicleo de convolucion. Para calcular el
nucleo que aparece en la integral se realiza una simulacién en un recinto mas
grande. Otras opciones para minimizar reflexiones consisten en incorporar
términos de friccién ad hoc [27], en utilizar acoplamientos aproximados [33]
0 en recurrir a estrategias de optimizacién [28]. Una revisién de los problemas
derivados de las reflexiones y las estrategias ensayadas para reducirlos puede
encontrarse en [37].

En esta tesis exploramos otras dos opciones: el diseno de condiciones
exactas obtenidas usando las funciones de Green del problema linealizado
discreto y la construccién de capas perfectamente acopladas discretas.

1.4. Resultados obtenidos en esta tesis

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar condiciones de con-
torno no reflectantes en dos casos concretos. Por un lado estudiaremos el
crecimiento de burbujas de helio en plutonio, donde se produce un proceso
de agregacién molecular, y por otro trataremos la dinamica de defectos en
nanocristales.

En el capitulo 2 consideramos modelos de crecimiento de burbujas en
plutonio. Estos modelos vienen dados por un sistema infinito de ecuaciones
diferenciales acopladas entre si mediante una restricciéon algebraica. Con-
seguimos reducir el sistema infinito a una sola ecuacién para una de las
incognitas. Técnicamente, es un ejemplo extremo de reduccién de un proble-
ma con infinitas variables a otro equivalente para un nimero finito de ellas.
Dejando aparte esta cuestion técnica, el capitulo tiene un valor anadido por su
aportacion al desarrollo y andlisis de modelos para el crecimiento de burbujas
en materiales radiactivos. Corregimos un modelo propuesto en los National
Lawrence Livermore Laboratories de modo que las soluciones pasan a repro-
ducir adecuadamente el comportamiento cualitativo correcto de los frentes
de onda que describen la evolucién temporal de las densidades de burbujas
de distintos tamanos. El modelo propuesto se reformula reduciéndolo a una
ecuacion integrodiferencial. Esto permite obtener expresiones analiticas para
la densidad de burbujas, tutiles en el estudio de su comportamiento cuali-
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tativo y cuantitativo, y de su dependencia de los parametros del problema
[12, 16]. Damos ademds una serie de resultados que garantizan que los difer-
entes modelos obtenidos estan bien puestos.

Con vistas a la simulaciéon del comportamiento de defectos en modelos
atémicos, deducimos condiciones de contorno no reflectantes para problemas
de ondas y de elasticidad discretos. En el capitulo 3 consideramos cade-
nas atomicas unidimensionales. Cuando la interaccién entre los dtomos se
restringe a los vecinos proximos y es linealizable, su evolucion se rige por
modelos con estructura de ecuaciones de ondas o de Klein-Gordon discretas.
Construimos condiciones de contorno artificiales exactas para cadenas finitas
a partir de las funciones de Green del problema de valores iniciales para una
cadena infinita. Imponiendo estas condiciones en los bordes de la cadena (las
paredes artificiales), su evolucién con el tiempo es la misma que se observa
al calcular la evolucién de la cadena completa. Estas condiciones involucran
integrales en tiempo, que han de ser discretizadas para la resolucion numérica
de las ecuaciones que gobiernan la evolucion de la cadena truncada. Introduci-
mos una estrategia de discretizacion que proporciona condiciones de contorno
aproximadas absorbentes y testamos su eficiencia en problemas lineales y no
lineales [13, 14]. En problemas no lineales que son linealizables en la zona
donde se imponen las condiciones de contorno artificiales, los resultados son
tan buenos como en los problemas lineales. En modelos no linealizables co-
mo el estudio de la propagacién de frentes en modelos de Frenkel-Kontorova,
los resultados son malos tan pronto los frentes llegan a las paredes artificiales.

El capitulo 4 extiende las ideas desarrolladas en el capitulo 3 a redes
atémicas en dos o mas dimensiones. Nos centramos en reticulos cristalinos
en los cuales los dtomos forman una red cibica simple y estan gobernados
por interacciones de vecinos préximos. Cuando no hay defectos o estan con-
centrados lejos de la region en la que se van a colocar paredes artificiales
para reducir el recinto computacional, se pueden linealizan las ecuaciones
que rigen la evolucion de los atomos, dando lugar a ecuaciones de ondas o de
elasticidad discretas. En primer lugar consideramos modelos con estructura
de ecuacién de ondas discreta en dimensién 2. Posteriormente, extendemos
los resultados a dimension 3 y a modelos vectoriales de elasticidad discreta
[14]. Se obtienen condiciones de contorno exactas para semiespacios (cristales
semi-infinitos). Cuando se consideran ’cajas’ (cristales finitos en forma de
rectangulo o cubo), en cada pared de la caja se impone la condicién obtenida
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para el semiespacio que delimita. En el problema truncado resultante, las
condiciones de contorno dejan de ser exactas en las esquinas en las que se
unen paredes distintas. Se producen reflexiones en las esquinas, aunque este
efecto decrece al aumentar el tamano del recinto computacional. Las reflex-
iones generadas por ’el efecto esquina’ unidas a las generadas al discretizar
las integrales en tiempo que aparecen en las condiciones de contorno hacen
que los resultados de los ensayos numéricos no sean tan buenos como en el
caso unidimensional. Por otra parte, en problemas bi y tridimensionales, el
coste computacional asociado al uso de condiciones de contorno integrod-
iferenciales es excesivo. Hemos llevado a cabo algunos ensayos en modelos
sencillos de dinamica de defectos segiin los cuales estas condiciones parecen
fallar cuando los defectos llegan a los bordes, caso en el que las ecuaciones no
son linealizables en la pared artificial. Sin embargo, estas condiciones tienen
la ventaja de que se pueden usar no sélo para truncar el recinto computa-
cional sino para acoplarlo a otro tipo de ecuaciones en el exterior y quizas
este hecho permita mejorar los resultados obtenidos hasta la fecha.

En el capitulo 5 exploramos una via alternativa, que consiste en disenar
capas perfectamente acopladas aproximadas. En lugar de buscar condiciones
de contorno que imponer en los bordes del reticulo computacional, se mod-
ifican las ecuaciones en una franja que rodea el recinto. En esta franja se
introducen términos adicionales en las ecuaciones que tienen un efecto amor-
tiguador de las ondas dentro de ella. En el borde de la franja se imponen
condiciones de contorno nulas. Los términos amortiguadores adicionales se
eligen inspirandose en las construcciones de capas perfectamente acopladas
para problemas de ondas y de elasticidad. Los resultados en varias dimen-
siones y en problemas no lineales mejoran notablemente con esta estrategia
[14, 15], en el sentido de que las reflexiones son casi inapreciables y el coste
computacional es bajo.

Las distintas estrategias numéricas propuestas a lo largo de la tesis se han
implementado y testado en una serie de cédigos disponibles en la direccién:
http://www.mat.ucm.es/acarpio/barbara.html
En esta direccién se encuentran también figuras de mayor tamano.
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Capitulo 2

Dinamica de burbujas en helio

La nucleacién y el crecimiento de burbujas en materiales radiactivos es
un fenémeno que ha atraido gran atencién recientemente debido a su im-
pacto potencial en la contaminacion medioambiental y en el diseno de pro-
cedimientos mas eficientes para extraer energia en reactores nucleares. En
este capitulo, nos centramos en el crecimiento de burbujas de helio en dese-
chos radiactivos (plutonio). Los residuos radiactivos sélidos generados por las
centrales nucleares se suelen introducir en contenedores metalicos que aislan
la radiacién. A continuacién, estos contenedores se entierran en cementerios
subterraneos o submarinos. Con el paso de los anos, se generan burbujas de
helio cerca de las paredes de los contenedores. El incremento de volumen
y presion asociado a este fendmeno puede terminar danando las paredes de
los contenedores, dando lugar a graves problemas de contaminacién radiac-
tiva. Un fenémeno similar tiene lugar en las cabezas nucleares almacenadas
en los arsenales diseminados por el planeta. La generacion y acumulacion
de burbujas se observa también en la pasta radiactiva que se procesa en los
reactores nucleares, afectando el rendimiento energético del proceso. Si se
pudiera controlar la poblacion de burbujas que se forma, se podria mejorar
el rendimiento energético de los reactores. Obviamente, las condiciones (tem-
peratura...) que rodean el proceso de nucleacién y crecimiento de burbujas
en ambos casos son muy distintas.

Los mecanismos que dan lugar a la nucleaciéon de burbujas en plutonio se
describen en [39]. Como resultado del alpha-decaimiento, hay una etapa tran-
sitoria inicial en la cual la autoirradiacion produce dislocaciones que tienden
a saturarse aproximadamente en dos anos. Las particulas alpha se convierten
en atomos de helio que reposan sobre los huecos desocupados producidos
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durante el decaimiento, véase la figura 2.1. Si entendemos por mondémero
un atomo de helio y por k-compuesto (o k-burbuja) una burbuja formada
por k atomos, se observa que los atomos de helio se difunden en el medio
hasta encontrar otro monémero al que se unen formando un dimero o hasta
encontrar un k-compuesto para formar una burbuja de k + 1 atomos. Estas
burbujas no pierden atomos debido a las altas fuerzas de atraccion que exis-
ten entre ellos, s6lo pueden ganarlos. Estamos ante un ejemplo de agregacion
molecular irreversible: un agregado formado por k£ mondémeros absorbe un
nuevo monomero, pero no puede perder ninguno, de modo que no es posible
disminuir el tamano por pérdidas de masa. Numerosos modelos cinéticos sim-
ples describen este fenémeno en contextos variados: coagulacién de coloides,
fagocitosis de leucocitos y el ya mencionado crecimiento de burbujas de helio
en plutonio, entre otras.

Figure 1. TEM images of 42-year-old Pu alloy. (a) The —1.4 pm under-focus bright-field
TEM mucrograph shows a high number density of very small helium bubbles as a dark frninge
surrounding a hght dot. (b) The + 1.4 pm over-focus image reveals the bubbles as light fnnges
surrounding a dark dot. (c) The in-focus image does not reveal the presence of bubbles due to

the absence of a strain field

Figura 2.1: Imagen captada mediante un microscopio electrénico que muestra
varias burbujas de helio generadas en una pasta de plutonio, tomada de [39].

Las figuras 2.2 (a) y (b) ilustran la evolucién de la distribucién de
tamanos de burbujas en una muestra con una diferencia de 20 anos. Se ob-
serva la presencia de un tamano preferencial. También se aprecia la aparente
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Figura 2.2: (a) Histograma que ilustra la distribucién de burbujas de distin-
tos tamanos transcurridos unos veinte anos. (b) Histograma para la misma
muestra, transcurridos veinte afios méds. Ambas figuras proceden de [39].
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Figura 2.3: Distribuciéon del ntimero de burbujas en funciéon del ntimero de
atomos k, segin el modelo propuesto en [39]. Se han superpuesto las dis-
tribuciones obtenidas para una secuencia de tiempos creciente.

existencia de un tamano maximo, en el sentido de que no se llegan a for-
mar burbujas de mayor tamano. Para un tamano fijo, el niimero de burbujas
crece con el tiempo. El modelo introducido en [39] se analiza en [7]. Este
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modelo genera una distribucion de tamanos que evoluciona como se indica
en la figura 2.3. El comportamiento cualitativo no es correcto. No se aprecia
un tamano maximo, ni un tamano preferencial a medida que el tiempo crece.
Ademas, para cada tamano fijado, el nimero de burbujas alcanza un pico,
y luego decrece en lugar de seguir creciendo. Un modelo razonable ha de re-
producir correctamente el comportamiento cualitativo de la distribucién de
tamanos observada experimentalmente. La primera labor que hemos desar-
rollado en este capitulo ha sido proponer una correcciéon para el modelo de
Schaldach y Wolfer. Se trata de reemplazar un coeficiente de difusién con-
stante con el tamano por otro que decrece con el tamano de las burbujas.
Al estar las burbujas sumergidas en una matriz de plutonio, parece légico
suponer que cuanto mayor sea su tamano, mas dificil les resultarda migrar
dentro del material.

El capitulo esta organizado como sigue. En la seccién 2.1. se presen-
ta la modificacién del modelo propuesto en [39]. Su estructura matemaética
es la de un sistema infinito de ecuaciones diferenciales no lineales fuerte-
mente acopladas mediante una restriccién algebraica no local. Los diferentes
coeficientes de difusion que hemos analizado toman valores practicamente
constantes para tamanos pequenos y se desvanecen para tamanos grandes.
Segun lo rapida que es la transicion del valor constante a cero, se obtienen
perfiles para la distribucion de tamanos con el comportamiento cualitativo
correcto o no.

La seccién 2.2 se dedica a desarrollar herramientas analiticas para ex-
traer informacién sobre las soluciones del sistema. Mostramos en primer lugar
que la estrategia usual de tomar un limite continuo no proporciona resulta-
dos tutiles. La ecuacién continua resultante es una ley de conservacién cuyas
soluciones significativas desarrollan singularidades. Tras ello, recurrimos a un
cambio de variable propuesto en [7] para transformar parte del sistema en
un sistema lineal. Tomando la transformada de Laplace de la parte lineal e
invirtiéndola, se expresa el nimero de k-burbujas en funcién del nimero de
monémeros. Usando estas expresiones, el sistema se reduce a una ecuacién
integrodiferencial para la evolucion del nimero de monémenos con el tiempo.
En lugar de recurrir a un complejo procedimiento de capas acopladas para
reconstruir asintéticamente la distribucién de tamanos (como se hace en [7]),
observamos que ciertos niucleos presentes en la formulacién integrodiferencial
se pueden aproximar por familias de gaussianas. Ajustando estas gaussianas,
se obtienen reconstrucciones razonables de la evolucién del nimero de bur-
bujas con el tiempo en funcién de los parametros.
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En la seccién 2.3 se dan resultados que garantizan que estos modelos
estan bien puestos: la solucion es unica, global y no negativa. Para ello es
preciso combinar la informacién proporcionada por las distintas formula-
ciones equivalentes obtenidas en la seccién 2.2. Concluimos el capitulo con
algunos comentarios sobre el tratamiento numérico de los distintos modelos

propuestos, en particular de la reformulacién integrodiferencial, en la seccién
2.4.

2.1. Un modelo de cinética discreta.

Un modelo cinético simple para describir el crecimiento de burbujas de
helio en plutonio es el propuesto por Schaldach y Wolfer en [39]. En este
modelo se considera que la densidad inicial de atomos de helio es nula y que
existe una fuente productora de los mismos que representaremos mediante
una funcién g. Las ecuaciones que rigen dicho modelo consisten en:

pr = 4AnDprag_1pk—1 — A7 Dpragpr, k > 3, (2.1)
p2 = SWDP%al — 4w Dpypaas,

o0 i
pr+ Y kp = / g(t")at', (2.3)
k=2 0

donde py, = %, siendo pi la densidad de k-burbujas con radio critico ay. Esto
quiere decir que cuando el centro de un monémero y una k-burbuja distan
menos de a, el mondmero es absorbido, forméndose una k + 1-burbuja. p;
representa el nimero de monémeros (burbujas de un d4tomo) por unidad de
volumen. D es el coeficiente de difusién, constante en este modelo. En las
ecuaciones (2.1) y (2.2) se ve reflejada la tasa de creacién de k-burbujas. La
densidad de k-burbujas aumenta de forma proporcional al nimero de (k—1)-
burbujas que captan atomos de helio sueltos y decrece de forma proporcional
al nimero de k-burbujas que captan un atomo y se convierten en (k + 1)-
burbujas. La ecuacién (2.3) indica que el niimero total de dtomos de helio
distribuidos entre los distintos tipos de burbuja es igual al ntmero total
de atomos creados por la fuente g. Actia como una condiciéon de contorno
para el sistema (2.1)-(2.2), que permite calcular p; en funcién de py, k > 1,y
cerrarlo el sistema. El modelo postula que el radio critico antes mencionado se
comporta como ay = a;k"/3. Por simplicidad, se toma la funcién fuente como

g(t) = 1. Si realizamos un cambio de variables para conseguir un sistema
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adimensional [7]:

47D 47D
t = t\/4nDayyg, c=piy| T a1 Tk = Pk T a1 (2.4)

el modelo (2.1), (2.2) y (2.3) queda:

d
% = (k= 1)Perpy — K Pery, k>3, (2.5)

con las condiciones iniciales:
c(0) =0, .(0) =0,k > 2. (2.8)

La variable ¢ mide la cantidad de monémeros. A pesar de que las condi-
ciones iniciales son nulas, las soluciones son positivas debido a la presencia de
una fuente generadora de atomos. Es un modelo discreto 'convectivo’ o 'de
transporte’. Es de esperar que las primeras densidades no nulas correspondan
a la densidad de atomos y k-burbujas con k pequeno. Con el tiempo las den-
sidades de burbujas con cada vez mas dtomos se harian positivas. En funcion
del tamano de las burbujas k, las soluciones tendrian para tiempos pequenos
la estructura de un frente de onda que se propaga en la direccién de k cre-
ciente, con velocidad finita. Esta observacién permite proponer una estrategia
para aproximar numéricamente las soluciones de (2.5)-(2.8). Suponiendo que
el nimero de burbujas 7, sea nulo para tamanos k mayores que un cierto K
durante suficiente tiempo, el sistema se trunca automaticamente a un sistema
finito de ecuaciones diferenciales para r, k < K, que se puede resolver con
métodos Runge-Kutta. La presencia de la restriccién algebraica (2.7) puede
dar al problema un caracter rigido, por lo que es conveniente reemplazarla
por una ecuaciéon diferencial:

d
d—i +4¢ 4 My =1, (2.9)
donde,
M, => k", p>o0. (2.10)
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Esta ecuacion se obtiene derivando la restriccién algebraica respecto a t para
eliminarlo.

Resolviendo el problema (2.5)-(2.6)-(2.9)-(2.8), truncado a k < K, medi-
ante un método Runge-Kutta de paso variable (como el RKF45) se calculan
las distribuciones adimensionales de burbujas de tamano k, r4(t). La figura
2.3 representa la evolucion con el tiempo del nimero de burbujas en funcion
del tamano. Como se puede observar el tamano de las burbujas crece sin
limite, mientras que las medidas experimentales (véase la figura 2.2) indican
la existencia de un tamano méaximo por debajo del cual crece el nimero de
burbujas. Nos encontramos asi con la necesidad de modificar ligeramente el
modelo presentado, para ver reflejada en el nuevo esta observacion experi-
mental.

En el modelo anterior el coeficiente de difusion D era constante y en el
proceso de adimensionalizacion desaparecia de las ecuaciones. Ahora consid-
eraremos un coeficiente de difusién variable con el tamano del compuesto, de
la forma DyD(k), donde Dy tiene dimensiones pero D(k) no. Consideramos
tres posibilidades distintas. La primera viene dada por:

D(k) = (arctan(F, — k) + g)% (2.11)
donde K, representard un tamano critico aproximado. La segunda es:
D(k) = (tanh(K, — k) + 1)%, (2.12)
y la tercera consiste en una funcién polinémica definida a trozos:
1, sik < My,
D(k) = UMRIEGMUSL g My < k< My, (2.13)
0, sik > Ms,

donde M indica el tamano a partir del cual el nimero de burbujas empieza
a crecer y My el tamano maximo aproximado que alcanzan.

Con cualquiera de estos coeficientes, las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3)
se transforman en:

ﬁk = 47TD0D(/{7 — 1),010,;{,1,0]6,1 — 47rD0D(k)p1akpk, k 2 3, (214)
po = 81Dy D(1)play — 47Dy D(2)p1paas,  (2.15)

00 i
prt+ > ko= / g(t)dt'.  (2.16)
k=2 0
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Figura 2.4: Comparacién de los tres coeficientes variables en estudio: D(k) =
arctan((K.—k)+ %)= (linea discontinua), D(k) = (tanh(K,.—k)+1)3 (linea

punteada), D(k) polinémica (linea de punto-guién).

Adimensionalizando las ecuaciones anteriores tenemos:

d
% = (k= 1)Y3D(k — Dergr — KV3D(K)ery, k>3,
d
% = 22D(1) — 2Y3D(2)ers,

o
c=1-— Zkrk,
k=2

donde (2.19) se puede reemplazar por

dc 9
7 +4¢*D(1) +cMy =1,

con M, definido en (2.21):

M, = Z K3D(k)re, 1> 0.

k=2

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Obsérvese que el cambio de variable s = fot c(t')dt’ suprime la no lineal-
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idad en las ecuaciones para ri, k > 1:

dry

o= (k- DY3D(k — Dy — EV2D(k)ry, k>3, (2.22)
S
d
% = 2¢D(1) — 2Y3D(2)r, (2.23)
S

c=t— Z kry, (2.24)
k=2

1
— == 2.25
con las condiciones iniciales:
c(0) =0, r,(0) =0,k > 2. (2.26)
Como antes, (2.24) se reemplaza a efectos numéricos por
dc 9
e +4¢°D(1) + cMy =1, (2.27)
S

con M definido en (2.21). Notese que el cambio de variable genera una
singularidad en s = 0.

En la practica se resuelve numéricamente el sistema no lineal en funcién
de la variable temporal ¢, con lo que obtenemos r(t) y ¢(t). Conocida ¢(t),
(2.25) nos proporciona s(t), con lo que podemos obtener r4(s) y ¢(s) cuando
sea preciso.

La formulacién en la variable s es 1til para el estudio analitico del proble-
ma. De entrada, obtenemos algunas leyes de balance. Integrando (2.22)-(2.23)
respecto a k y sumando obtenemos:

—2 — 2¢D(1). (2.28)

Integrando (2.24) respecto a k, derivando el resultado respecto a s y usando
(2.27), resulta ademds que

dM,
ds

= 4eD(1) + M. (2.29)

La alternancia entre las variables t y s sera 1til en la siguiente seccién. Los
resultados numéricos que mostramos en esta seccién usan la variable temporal
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Figura 2.5: a) Numero de burbujas r; en funcién del tamano de las burbujas
k, con coeficiente de difusién (2.11). Se han superpuesto los perfiles en una
secuencia de tiempos creciente. b) Numero de burbujas r(t) en funcién del
tiempo t, para ky = 2, ko = 8, k3 = 15, ks = 17 y con coeficiente de difusion
(2.11). ¢) y d) Figuras andlogas con coeficiente de difusién (2.12)

t, si bien nos limitamos a ilustrar la distribuciéon del nimero de burbujas en
funcién de k a tiempos fijos.

Al resolver numéricamente las ecuaciones anteriores eligiendo como fun-
cién D la definida en (2.11) obtenemos la grafica mostrada en la figura 2.5 a)
y b). Podemos observar que el niimero de burbujas va aumentando conforme
el tamano se aproxima a un valor critico de k, pero no parece que la distribu-
ciéon de tamanos se estanque en un valor maximo. Las otras dos expresiones
sugeridas para D si que dan lugar a tamanos maximos.

Al resolver numéricamente las ecuaciones (2.14), (2.15), (2.16) usando
la expresién (2.12) de D observamos un tamano critico para k que las bur-
bujas no rebasan. Por debajo de dicho tamano, el nimero de burbujas con
k atomos, aumenta continuamente, véase la figura 2.5 ¢) y d). Esta misma
observaciéon podemos hacerla si representamos la solucién obtenida usando
para D la expresién (2.13), como se ve en la figura 2.6 a) y b). De esta man-
era, los nuevos modelos dados por (2.14), (2.15) y (2.16) se ajustan mds a
las observaciones experimentales, en especial, el segundo y el tercero.

Por tltimo, en la figura 2.6 ¢), comparamos la concentracién de monémeros
¢ usando las distintas definiciones del coeficiente de difusién.
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Figura 2.6: a) Ntumero de burbujas r en funcién del tamano de las burbujas
k, con coeficiente de difusién (2.13). Se han superpuesto los perfiles en una
secuencia de tiempos creciente. b) Numero de burbujas ry(t) en funcién del
tiempo t, para k; = 2, ko = 8, k3 = 16, ks = 18, ks = 21 y con coeficiente
de difusion (2.13). ¢) Concentraciéon de monémeros, con D constante (curva
continua), con D de la forma (2.11) (curva discontinua), con D definido por
(2.12) (curva punteada) y con D como en (2.13) (curva de punto-guion).

2.2. Analisis asintotico.

Pretendemos, ahora, obtener una solucion explicita aproximada de las
ecuaciones (2.22), (2.23), (2.24) y (2.25). Para ello consideraremos sucesiva-
mente estrategias diversas.

En primer lugar, analizamos el limite continuo cuando & — 0, que nos
proporciona una ecuacion en derivadas parciales de tipo ley de conservaciéon
para la distribucion r(k, s) complementada con una restriccién integral que
incorpora la fuente ¢g(t) = 1 y una condicién de contorno en términos de c. Las
aproximaciones obtenidas a partir de este limite continuo se construyen a par-
tir de soluciones autosimilares aproximadas que explotan en sus extremos y
resultan ser bastante pobres. Esto indica que se debieran incorporar derivadas
de orden superior en la aproximacion pero la ecuacion resultante carece en-
tonces de soluciones con una expresion analitica sencilla, con lo cual se ha de
resolver numéricamente el modelo resultante y no se gana nada respecto al
modelo discreto.

Tras ello, retornamos al modelo discreto y observamos que, tomando
la transformada de Laplace respecto a la variable s, conseguimos expresar
las distribuciones de tamanos 7x(s),k > 2, como convolucién de la distribu-
cién de monémeros r1(s) = ¢(s). Los nicleos de convolucién dependen de k
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y se calculan invirtiendo la transformada de Laplace de funciones con una
expresion analitica conocida. La estructura de esos nticleos permite aproxi-
marlos por deltas de Dirac centradas en torno a su media. A partir de ahi,
conseguimos desacoplar el sistema discreto y obtener una ecuacion integrod-
iferencial para la evolucién de la poblacién de monémenos, con lo que se cierra
la aproximacién. Si aproximamos los nicleos por una familia de gaussianas,
en lugar de deltas de Dirac, la calidad de la aproximacion de los perfiles 7,
mejora notablemente.

Parte del andlisis llevado a cabo en esta seccion sigue la linea del anali-
sis realizado en [7] para el modelo de Schaldach y Wolfer [39], pero hay que
resolver las dificultades derivadas de que en nuestro caso aparece un coefi-
ciente D(k) variable. La observacién de que se pueden aproximar con cierta
precision los perfiles r;, usando las expresiones obtenidas al invertir la trans-
formada de Laplace y aproximando los nicleos por una familia de gaussianas
es completamente original.

2.2.1. Limite continuo y aproximacién autosimilar.

Suponemos que 7(s) = r(k, s) es funcién de una variable continua sy
otra variable continua k. Haciendo un desarrollo de Taylor de primer orden
en la variable k, aproximamos (2.22) por

or 0

50 T o (kED(k)r) =0, (2:30)

cometiendo un error de orden ;—;(kéD(/{)r). La ecuacion (2.24) se transforma
en

/ k(e s)dk = t. (2.31)

englobando la variable ¢ = ry, que reaparece individualmente en forma de
condicién de contorno. Integrando (2.30) obtenemos

o [ o
2 /0 r(k. $)dk = lim(k D(k)1)

ya que D y r se anulan para k grande. Usando la versién continua de (2.28)
la condicion de contorno resulta ser

1tm (k3 D(k)r) = 2D(1)c. (2.32)

k—0
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Una vez determinado el problema continuo, estudiamos la estructura de
1
sus soluciones. Multiplicando (2.30) por k3 D(k) tenemos

ov

+ k3D(k) = (k3 D(k)r) = = + kép(k)% _

0
0s ’

siendo v = k3 D(k)r. El método de las caracterfsticas nos dice que v(k, s) es
constante a lo largo de las curvas caracteristicas s — a(k), con

da 1
dk — KBD(k)

Por tanto, v(k,s) = v(s — a(k)) y las soluciones de (2.30) tienen la forma

v(s — a(k))

r(k,s) = KD

La condicién de contorno (2.32) nos dice que v(0, s) = v(s—a(0)) = 2D(1)c(s).
Podemos tomar a(0) =0y v(s) = 2D(1)c(s), con lo que

2D(1)c(s — a(k))
k13D (k)

r(k,s) =

Como c sélo esta definido para s > 0, conviene introducir una funciéon
de Heaviside 6 que trunque esta expresiéon si s < a(k). Las soluciones de
(2.30)-(2.32) son pues de la forma:

2D(1)e(s — a(k))0(s — a(k))

r(k,s) = D) , (2.33)
con .
a(k) :/0 m, (2.34)

yO(z)=1siz>0y0x) =0siz < 0. Para conocer completamente la
solucién hemos de hallar ¢ tal que ¢(0) = 0 a partir de la restriccién integral
usando (2.33). Con el cambio de variable s’ = s — a(k), ds’ = <%— y

k3 D(k)
=al(s—¢)

t= /OOO kr (k, s)dk = 2D(1)/08 a (s — §)c(s')ds,
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0, equivalentemente, si derivamos respecto a s
1 =2D(1)c(s) / (a (s —sNY3D(a (s — '))e(s))ds'.
0

Noétese que a~! se puede calcular resolviendo la ecuacién

da=1(k) 1 )

= = (a”'(k))"*D(a" " (k

dk. %(Q_l(kf)) (CL ( )) (CL ( ))

partiendo de a~'(0) = 0. Esta férmula es poco practica por la compleja

expresion de a. Sélo cuando D(k) = D es constante se simplifica y permite
calcular ¢, ya que a(k) = 35k*% y a7 (k) = (B2)k3/2.

En la figura 2.7 podemos comparar la evolucién de las funciones a(k) en
cada caso. Para ello hemos usado una aproximacién numérica de cuarto orden
con el fin de calcular las integrales correspondientes. Para el comportamiento
del modelo es muy importante el comportamiento de la funcién a(k) asociada.
Como vemos, en el caso D polindmica, a(k) explota en tiempo finito ya que el
denominador se anula en tiempo finito. Cuando D se genera con una tangente
hiperbdlica, no hay explosién en tiempo finito, ya que el denominador no
se anula. No obstante alcanza valores grandes rapidamente y se alcanza el
infinito numérico en tiempo finito y breve. En el caso de la arcotangente,
el crecimiento es mas suave. El crecimiento rapido de a se corresponde con
distribuciones que parecen estancarse en un tamano maximo. El crecimiento
lento da lugar a distribuciones en las cuales el tamano de las burbujas crece
sin cesar.

Las soluciones que hemos obtenido para el problema continuo no son del
todo explicitas pues ¢ no lo es. Nos preguntamos si se puede hallar alguna
solucion particular relevante. Observamos que si D es constante, es posible
hallar una solucién autosimilar,

RyD~1/2 3

r(k,s) = J1/3(s — %k2/3)3/46(8 D)

R08_5/4f_1/3

2/3\ __
k ) - (1 _ 352/3)3/4

(2.35)

1
c(s) = éROD_l/QS_S/4 (2.36)

5= (%ROD—V%)‘*/? (2.37)

aunque no se cumple la restriccion ¢(0) = 0. Las variables de similaridad que
dejan invariante (2.30) son & = ks™%/? y p = s°/*r. La expresién para c sale
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Figura 2.7: Funciones ay, frente al tamano de las burbujas k, para el modelo
(2.1), (2.2), (2.3) (linea continua); para el modelo (2.14), (2.15), (2.16) con
coeficiente de difusién (2.11) (linea discontinua), con coeficiente de difusién
(2.12) (linea punteada) y con coeficiente de difusién (2.13) (linea de punto-
guién).

de r(&, s) y la condicién de contorno (2.32), mientras que Ry se determina a

1
partir de la restriccién integral: Ry = (2;(7?)1 ~ 0,837042. Esta solucién tiene
4

dos singularidades integrables, en s =0y en s = %kQ/ 3 para cada s fijo.

Cuando D no es constante, esto no es posible, ya que no hay reescalamien-
tos que dejen invariante (2.30). En nuestro caso, D es aproximadamente
constante en una region, lo cual sugiere expresiones aproximadas para las
soluciones, construidas modificando la solucién autosimilar. Basta utilizar
(2.36)-(2.37) en conjuncién con (2.33)-(2.34). La diferencia reside en que us-
amos el a(k) correspondiente a D variable.

En la figura 2.8, podemos comparar la soluciéon numérica del problema
discreto inicial con la solucién aproximada del problema continuo, en cada
uno de los tres casos. En todos ellos las soluciones aproximadas explotan cerca
de los tamanos en los que las soluciones numéricas se hacen cero. En los casos
en los que el coeficiente de difusion es polinémico o tangente hiperbdlica, el
hecho anterior describe en cierto modo el comportamiento asintotico de las
soluciones, hay un tamano méaximo que se alcanza a partir de cierto instante
y el nimero de burbujas de dicho tamano aumenta a medida que lo hace el
tiempo. En el caso de la arcotangente o la difusién constante esto no sucede
por lo que la singularidad carece de sentido alguno.

En todo caso, el perfil de ¢ que estamos usando no parece aceptable
debido a sus singularidades y es preciso buscar otras aproximaciones que
reproduzcan ¢ de forma aceptable.
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Figura 2.8: Funciones de distribucién r; obtenidas a partir del modelo discre-
to (linea continua) y soluciones del modelo continuo (linea discontinua). a)
con coeficiente de difusién (2.11), b) con coeficiente de difusién (2.12),c)con
coeficiente de difusién (2.13).

2.2.2. Transformada de Laplace del sistema discreto.

Dado que no es posible resolver de forma exacta el problema contin-
uo y que en cualquier caso hemos de buscar aproximaciones que ensamblen
soluciones en las tres regiones de D (etapa inicial constante, transicién, zona
nula), trataremos de solucionar de manera exacta las ecuaciones discretas
(2.22), (2.23):

d
T2 _9eD(1) — 2'3D(2)r,
ds
D (k=)D Vs~ KDY, 3.
S

Si tomamos transformadas de Laplace en estas ecuaciones nos queda:

2D(1)

120 (2.38)

’f’g(O’) =

9
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1

o (k=DSD(k—1).

re(o) = - Tk—1, Kk >3. 2.39
W) = o (239)
De aqui obtenemos:

! 2D(1

25 D(2)79(0) = 71( ) ¢, (2.40)
1+023 D(2)7!

, k—1)sD(k -1

k3 D(k)i(0) = (k=1sDk—-1). 53 (2.41)

1+ oks D(k)~!

Iterando podemos expresar las transformadas de Laplace mediante la férmu-
la:
1 A~

k3 D(k)ry = 2¢D(1) Ry, (2.42)
donde

Ri(o) =] ! (2.43)

14053 D(j)~t

Jj=2

Usando la féormula de la transformada de Laplace inversa:

m—i/rme

270 J g, 1ico

en (2.42), podemos expresar las soluciones ry en funcién de las Ry, (transfor-
madas inversas de Ry), quedando:

2D(1
T = —31 <>C*Rk7 k;237
ks D(k)
de donde deducimos:
2D<1) /S / / /
re(s) = Ri(s — s)c(s)ds', k>2 2.44
k(s) S D0 Jo k( )e(s) (2.44)

con

1 oL . 1 L A
Ri(t) = lim —/ e Ry(s)ds = lim —/ e Ry, (is)ds. (2.45)

L—o00o 27T'l —il L—oo 27]' _L

Podemos calcular numéricamente, tanto las funciones Ry, como las in-
tegrales necesarias para conseguir el valor de ry, las soluciones de nuestro
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problema. En la figura 2.9, comparamos los resultados obtenidos al calcular
las soluciones del sistema original con las predichas por la férmula (2.44),
para cada una de las definiciones del coeficiente de difusion D(k). En todas
ellas se han usado los valores de ¢(s) obtenidos resolviendo el sistema dis-
creto. Se observa una excelente aproximacién. Vamos a obtener ahora una
ecuacion desacoplada para ¢ que evite tener que resolver el sistema discreto.

3, b;
a) . ) AN K,

2 0.8

1 ky 0.4

05 0.2 k,

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

257 o) k,

15

30

0.5

0 20 40 60 80 100
s

Figura 2.9: Funciones ry(s), para k; = 12, ky = 15, k3 = 18, ky = 21 y
ks = 24, obtenidas a partir del problema inicial (linea continua) y soluciones
predichas por (2.44) (linea discontinua): a) con coeficiente de difusién (2.11),
b) con coeficiente de difusion (2.12), ¢) con coeficiente de difusién (2.13).

Insertando en la definicién de M) la férmula (2.44) y sustituyendo en

(2.27) obtenemos la siguiente ecuacién integrodiferencial para la concen-
traciéon de mondémeros ¢, que debe ser resuelta usando la condicién inicial

c(0) =0:

c% +4D(1) + 2D(1>c/05[; Ry(s — s")]e(s)ds' = 1. (2.46)

Las férmulas (2.44) junto con la ecuacién (2.46) nos dan una reformulacién
exacta del sistema infinito de ecuaciones diferenciales acopladas (2.22)-(2.23)
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y (2.27). La ecuacién integrodiferencial para ¢ es exacta pero muy costosa
de resolver, pues el ntucleo integral lo forma una serie infinita de inversas
de Laplace de (2.43) que han de calcularse numéricamente. Podemos obten-
er ecuaciones aproximadas menos costosas proponiendo expresiones aproxi-
madas para los ntcleos Rj.

En los tres casos de coeficiente de difusién variable, la figura 2.10 indica
que las funciones Ry tienen simplemente forma de funciones delta centradas
en torno a su media a(k). Por tanto, ry seré:

2D(1 s 2D(1
ri(s) = 1—() / 8(s — s —a(k))e(s')ds' = 1—()0(5 —a(k))0(s — a(k)).
k3sD(k) Jo k3 D(k)
(2.47)
a) 1.5¢ . b)
1.2 k2
oa 0.5} K
K 9 S
K
1ir k3
0.5r k4
Figura 2.10: Aproximacién de las funciones Ry, para ki = 12, ky = 15,

ks = 18, ky = 21: a) con coeficiente de difusién (2.11), b) con coeficiente de
difusién (2.12), ¢) con coeficiente de difusién (2.13).

Notese que ésta es exactamente la estructura que habiamos propuesto
para las distribuciones r(k, s) en la Seccién 3.1 usando el método de carac-
teristicas. Vamos a calcular una aproximacion de ¢ mucho mejor que la prop-
uesta en esa secciéon. Combinada con la expresion exacta (2.44) que hemos
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obtenido para las distribuciones r;, da una buena aproximacion a la solucién
del sistema de partida. Combinada con (2.47), la aproximacién de las fun-
ciones 7y (t) no es muy buena pues esté descentrada. La aproximacion mejora
corrigiendo la aproximacion propuesta para los nicleos. Se puede proponer,
por ejemplo, nicleos con estructura de funciéon gaussiana.

Comencemos por obtener la ecuacién aproximada para c¢ con ntcleos
tipo delta. Introduciendo la expresién de 7 en la férmula (2.27) tenemos:

dc 9 B
e+ 4 D(1) + 2D(1)c Y c(s —a(k)) =1

k=2
Aproximamos la suma por una integral y efectuamos de nuevo el cambio de
variable s’ = s —a(k), k =a (s — &), dk = —(a™1)' (s — §')ds’

/0<a(k)< c(s — a(k))dk = /Os(a‘l)’(s — &)e(s)ds'.

Como (a™ ) = (a3 D(a™") deducimos que la concentracién de monémeros
debe satisfacer la siguiente ecuacién integro-diferencial:

c% +4¢*D(1) + 2D(1)c/08(a‘1<8 =)D (s = 8'))e(s)ds =1 (2.48)

y escribiéndolo en la variable ¢, llegamos a las ecuaciones:

de 9 B
7 +4c¢°D(1)—1=  (2.49)
—2D(1)C/0 (@™ (s(t) = s(t))/*D(a~" (s(t) = s(t)))[e()]?dt’,  (2.50)
ds
= c. (2.51)

La figura 2.11 compara los valores de ¢(s) obtenidos a partir del sistema
discreto y de la aproximacion (2.48) para los distintos coeficientes de difusién.
Los perfiles de ri(s) se aproximan por (2.47). Se obtienen mejores perfiles
con mejores aproximaciones de Ry.
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c(s)

Figura 2.11: ¢ calculada numéricamente a partir del sistema discreto (linea
continua) y a partir de la ecuacién (2.46) (linea discontinua): a) con coefi-
ciente de difusién (2.11), b) con coeficiente de difusién (2.12), ¢) con coefi-
ciente de difusion (2.13).

Como hemos observado, la aproximacion de las funciones Ry por medio
de deltas nos proporciona una buena aproximacién de la concentracion de
mondémeros ¢, sin embargo no podemos decir lo mismo de la aproximaciéon
de las soluciones r. Es por ello, que proponemos una expresion de las Ry
por medio de gaussianas, la cual ofrece un mejor resultado para las 7 co-
mo podemos ver en la figura 2.12. Las gaussianas utilizadas dependen del
coeficiente de difusién y tratamos que se ajusten lo més posible a las Ry,
en especial para valores de k grandes (alrededor de 20), pues estos son los
tamanos préximos al tamano limite del modelo. Se trata de funciones de la
forma:

—(Bs—e(k))?
e 4dalk)k

Bk 5) = atom3

donde, 3 = ¢. En el caso de coeficiente de difusién (2.11) tomamos:
e(k) = —0,00028a(k)? + 0,187356a(k) — 0,754826,
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Figura 2.12: a) Soluciones 74, para ky = 19, ks = 21, k3 = 23, usando una
aproximacién gaussiana para las Ry (linea discontinua) y solucién exacta
(linea continua). b) Soluciones frente al tamano de la burbuja, exactas(linea
continua) y usando la aproximacién gaussiana (linea discontinua), con coefi-
ciente de difusién (2.11). ¢) y d)Andlogas con coeficiente de difusion (2.12).
e) y f) Andlogas con coeficiente de difusién (2.13)

a(k) = 0,002075k% — 0,06215k + 0,466775,

cuando D viene expresado por (2.12) las funciones e y « consisten en:
e(k) = 0,005622a(k)* — 0,007263a(k) + 0,836313,

a(k) = 0,0491k* — 1,5175k + 11,7187

y, por tltimo, para D como en (2.13) debemos tomar:
e(k) = 0,001649a(k)* + 0,102867a(k) + 0,278822,
a(k) = 0,0088k? — 0,3365k + 3,2254.
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En el caso D constante, la figura 2.13 parece sugerir que existen ciertos
valores S;, de manera que las funciones Ry tienen forma de delta hasta dicho
valor y son constantes a partir de él, es decir, son funciones continuas de la
forma:

kZ

0 20 40 60 80 100
s

Figura 2.13: Aproximacion de las funciones Ry, con coeficiente de difusién
constante, para ky = 12 y ko = 24.

[ 0(s—a(k)), sis< Sy,
Rk(s) B { Ck, Sis> Sk; (2'52)

Utilizando esta expresion para R podemos expresar 1, como:

(s) = kl% Jo 0(s = s —a(k))c(s')ds, si s < S,
TR\S) = kl%[fosk d(s— s —a(k))c(s)ds + Cy fSSk c(s')ds'], sis> S
(2.53)

En el caso en que s < Sk, sustituyendo (2.53) en (2.27) obtenemos:
d = [°
=54t + 202/ 8(s — s —a(k))e(s)ds = 1. (2.54)
ds —~ Jo

Procediendo andlogamente a como se hace en [7] podemos aproximar a(k)
de la siguiente forma:

k
a(k) =Y 75~ gk§ 3. (2.55)

Usamos, ahora, esta expresién de a en el cdlculo de la integral que aparece
en (2.54). Haciendo el cambio de variable s’ = s —a(k) y escribiendo todo en
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funcién de la variable ¢ encontramos una ecuacion integro-diferencial para la
concentracion de monoémeros c:

—+4 +2\/ic/ t') +3)

Para el caso en que s > Sk, operando de la misma manera pero con la
expresion correspondiente en (2.53) concluimos que se cumple:

d Sk L s
+4c® + 2¢ \/7/ (s —s +32(/)ds/+0k/ c(s’)ds’]zl,
“ds s

k

NI

[e(s()))dt’ = 1 (2.56)

en funcién de t:

Ty,
——|—4c—|—2c \/>/ )—s(t')+3)

donde T}, cumple que s(T}) = Sk.

t

N

(@) =1,
(2.57)

[u>ww+@/

Ty

2.3. Existencia y unicidad de soluciones.

En esta seccién justificaremos la existencia y unicidad de solucién de
nuestro problema. Para ello podemos seguir dos estrategias:

= Reescribir el problema como un sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias, derivando la ley de conservacién para ry.

= Recurrir a la formulacién obtenida mediante transformadas de Laplace,
para asegurar la existencia de una solucion, ¢, de la ecuacion integro-
diferencial (2.46) y después obtener 7, mediante la formula (2.44).

En cualquiera de los casos se recurre a los resultados tedricos existentes,
acerca de solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales en espacios de di-
mension infinita I o de solucién de ecuaciones integro-diferenciales respec-
tivamente.

Utilizaremos el sistema diferencial infinito para establecer existencia lo-
cal. A continuacién, la formulacion integro-diferencial nos permite establecer
la positividad de ¢, lo que garantiza que el cambio de variable de t a s esta bi-
en definido pues s es una funcion creciente de t. Finalmente, recurrimos al
sistema diferencial en la variable s para establecer existencia global.
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2.3.1. Existencia local

Vamos a obtener en primer lugar un resultado de existencia y unicidad
local en el tiempo. Trabajando con la variable s tendriamos un problema
lineal para r(s),k > 1, pero parte de datos iniciales singulares. Conviene
recurrir a la formulacion original en la variable ¢, que es no lineal. Una vez
establecida la existencia local, podemos utilizar la formulacién lineal en la
variable s para garantizar existencia global.

El problema del que partiamos era:

d 1 1

% = (k= 1)3D(k — V)rirp—s — k3 D(k)rirg, k> 3, (2.58)
d 1
% = 2D(1)r2 — 25 D(2)r17s, (2.59)

o i
T+ Z kry, = / g(tdt' =t. (2.60)
k=2 0

Derivando en funcién de t, la condicion integral que da la tultima ecuacién
queda:

drq =, dry,
—=1- — 2.61
TR Sl (2.61)

e introduciendo en ella las ecuaciones (2.58) y (2.59) tenemos:

d
ﬂ =1- 4D(1)7‘17’1 —

o k3 D(k)rirg. (2.62)

oo
k=3
Podemos ahora expresar de forma matricial nuestro sistema de infinitas ecua-

ciones diferenciales dadas por (2.58), (2.59) y (2.62) de manera que tenemos
el siguiente problema de valor inicial:

Y'=F(Y), Y(t) =Y,
conY = (r1,..;rp,..) 0, tg=0,Yy =0y F(t,Y) = riAY + G(t), siendo:

G(t) = (1,0,...,0,..)".



—4D(1) —23D(2) —33D(3) —k3D(k)
2D(1) —23D(2) 0 0
0 25D(2) —33D(3)
Ao .
. 0

Con el fin de asegurar la existencia y unicidad del problema anterior, trata-
mos de aplicar el siguiente teorema para espacios en dimensién infinita (véase
[21]):

Teorema: Sea y; € Y, Y Banach, sea B una bola cerrada en él con
centro en yo = 0 y radio p > 0y sea f : [to,to + @] X B — Y una funcién
continua tal que:

w ||f(t,Y)| < M para todo (t,y) € [to, o + o] X B.

= ||f(ty) = f(t,2)] < g(t, ly — zl]) cuando (t,y), (¢, 2) € (o, o + o x B,
donde g satisface la Propiedad 1, con 8 = 2p.

Entonces si 7 = min(a, +7), el problema de valor inicial 3" = f(t,y), y(to) =

Yo, tiene solucién tnica para t € [to, to + 7).
La Propiedad 1 consiste en lo siguiente:

Propiedad 1: g : (tg,to + ] x [0, 5] — [0, 00) es una funcién continua
que cumple:

= g(t,0) = 0 para todo t € (to,ty + af.

» Para cada t; € (to,to + ], x = 0 es la tnica solucién de ' = g(t, x) en
(to, t1] tal que x(to+) = 0y que lim;_4,+ X _

t—to
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Volviendo a nuestro problema, comprobamos que se cumplen todas las
hipdtesis del teorema anterior:

1) Continuidad:
F :[0,a] x By=(0, p) — [°°, es continua.

2) Acotacion:

IF (71, )| = sup (11 = 4D()rEE) = D RS D()ra(8)re(t)],
k=2

1=

1

2D(1)r3(t) = 28 D)y ()ra(L), .
(k= D)ID(k = Vi (raa(t) = K3 D) (£)ra(1)], )
<sup (1+4D(1 nwﬁ+§ij BIVIE, 2D(1) + 25 D)V,

o ((k=1)3D(k — 1) + k3 D(k)| Y |12, )
<14 Co(D)|Y|]P <1+ Co(D)p = M.

3) Condicion de Lipschitz local:
HF(t7Y) (t Z)H = HF(t 1y T kv) F(t 517--'75k>~")H

gm@mm,ﬂIHZMDvl<%mmw,

2D(1)[r(t) = 7(8)] + 25 D2) 1 (£)ra(t) — s1(8)s(t)],
o (k= 13Dk = Dl (B)ri-a(t) = s1(B)se ()] +
K5 D) 1 (B)r() = s1()sn (1), ).
Acotamos los tres tipos de términos por separado:
AD(1)[ri(t) — si(t |+Zk‘3D ) (@)re(t) — s1(t)sk(t)]
= 4D( )[r1(t) + s1(t)]|r1(t) — s1(2)]
+Zk30 ) (E)rk(t) = ra(t)s1(t) + re(t)s1(t) — s1(8)sk(t)]
< CipllY = Z|
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2D(1)[r2(t) — s3(1)] + 25 D(2)[r1()ra(t) — s1(t)52()
= 2D(1)[ri(t) + s (D)][r1(t) — s1(2))]

125 D(2)[r1 (£)ra(t) — ro(t)s1(2) + ra(t)s1(t) — s1(2)s2(t)]
< Cop|lY = Z||

(k= 1)3D(k — D)]r1 ()i (t) — s1()sir(t)]

+k3 D(k)|r1 (8)ri(t) — s1(t)si(t)] =

(k= 1)3D(k — 1)1 ()re-1(t) — rec1(D)s1(t) + rea(B)sa(t) — s1(8)sp-1(8)]
+k3 D (k)1 ()i (t) — r(t)s1(8) + re()s1(8) — s1(t)si(t)]

< CspllY = Z||

Llamando C' = max(C, Cy, C3) y
G, [[Y = Z[|) = pClIY = Z|],
tenemos que
1E@,Y) = Ft 2)| < G, [[Y = Z])),

para todo, (t,Y),(t,Z) € (0,a) x Bi=(0, p). Adem4s, la funcién G cumple la
Propiedad 1, con lo que podemos aplicar el teorema.

Teorema 2.1. Eziste una unica solucion del problema (2.58), (2.59),
(2.60), con condiciones iniciales ¢(0) = 0 y rx(0) = 0,k > 2, definida hasta
un tiempo n = +;.

2.3.2. Positividad

La ecuacion (2.62) y el hecho de partir de datos iniciales nulos garanti-
zan que ¢ = 11 es positiva durante un cierto tiempo. Si para algin tiempo
posterior ¢(to) = 0, (2.62) implica que %(t;) = 1. Una funcién positiva no
puede anularse con derivada positiva, luego ¢ > 0 para todo ¢ > 0. Como los
nticleos Ry son no negativos, (2.44) implica que 74,k > 2 son no negativos.
Hemos probado que
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Teorema 2.2. La solucion ¢ = 1y de (2.46) que arranca de ¢(0) =0 y
las funciones ry definidas por (2.44) son no negativas si los nicleos Ry son
no negativos y la serie Y ,_, Ry es finita. Ademds, ¢ > 0 para todo t > 0.

Por tanto, podemos definir el cambio de variable % = c(s) y s(t) es

positiva y creciente durante ese tiempo. Esto nos permite reescribir el sistema
(2.58), (2.59), (2.62) en funcién de la variable s, aplicar la transformada de
Laplace como en la Seccién 3.2. para obtener la ecuacion integro-diferencial
(2.46) para c.

Reescribiendo (2.46) en la variable ¢ obtenemos

%+4D(1)c +2D(1 / ZRk s(t)] A (s(t))dt’ =1, (2.63)

ds

que se puede utilizar alternativamente para dar resultados de existencia para
¢ (y consecuentemente, para ry). Basta reescribir (2.63) y (2.64) como:

U'(t (t,U(t), (1)), (2.65)

/ Kt Ut (2.66)

con condicion inicial

U(0) = 0, (2.67)
donde

U(t) = (u1,uz) = (c(t),s(t)) (2.68)
K(t, ¢, U(t ZRk us(t) — ua ()2 (t), (2.69)
F(t,U(t),2(t)) = (F1, F»)=(1—-4D(1)u 1( )—|—2D(1) 1(t)z(t),u1(t)). (2.70)
Integramos en (2.65) para conseguir:
U(t) = /t F, U, z(t"))dt
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que unida a la ecuacién (2.66) da lugar a la siguiente ecuacién integral de
Volterra:

V(t) = /Ot G, v, V({t))dt, (2.71)
V(to) = Va, (2.72)
donde,
V(t) = (u(t), us(t), 2(t)), (2.73)
G(t, U, V(1)) = (G1,Ge,G3) = (Fi(t, V), F(t, V), K(t,t',V),) (2.74)

para después aplicar el siguiente teorema (véase [18]):

Teorema. Sea el problema integral

z(t) = f(t) + /tg(t,t’,x(t’))dt',t € [to, to + a

de manera que se satisfacen:

1) f es una aplicacién continua de [tg, ty + ] en R™;

2) g es una aplicacién continua de A x B,., donde A = (t,t')/to < t' <1y + «
y B, la bola de centro (0) y radio ;

3) g(t,t',x) es localmente Lipschitz en la variable x;

4) Si B = supyeipy 1o+a) |.f ()], entonces 3 < r.

Entonces el problema integral tiene solucién tnica continua en un interva-
lo [to,to + 0]. Ademads esta solucién es el limite uniforme de la sucesiéon de

aproximaciones sucesivas.

En nuestro caso f(t) = 0 asi que las condiciones 1) y 4) se cumplen
trivialmente. Ademés G(t,t', V(t')) es continua, luego se cumple 2). Por otro
lado, sus derivadas parciales existen y son continuas con lo que es localmente
Lipschitz, es decir, se cumple 3). Comprobado esto estamos en posicién de
enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.3. La ecuacion integro-diferencial (2.46) tiene solucion inica.

Ademas, por el método de las aproximaciones sucesivas, si definimos
la sucesion Vy = 0, V,,, = fot G(t,t',Vip—1)dt';m > 1 tenemos que V() =
lim,, oo Vin(2).
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2.3.3. Existencia global

Una vez establecida la existencia local, la positividad de ¢ y la correccion
del cambio de variable s(t), tomamos como nuevo dato inicial los valores
ri(7), k = 1,2,... en un tiempo 7 en el que ¢(7) = (1) # 0. Podemos
entonces considerar un nuevo problema de valores iniciales en la variable s :

d?“k;

- = (k- 1)3D(k = 1)rey — k3 D(k)re, k > 3, (2.75)
% = 2D(1)r, — 25 D(2)rs, (2.76)
@ _ 1 4D(1)r; — i k:%D(k:)r (2.77)

ds 1 ! —~ ks '

arrancando de un valor sy en el que r1(sg) > 0. Tenemos pues 0 < m' <
r1(s) para sp < s < &', cualquiera que sea s'. Por la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias, sabemos que una solucién local se puede extender
hasta un tiempo maximal. Se tienen dos opciones, o ese tiempo maximal es
infinito y tenemos existencia global, o es finito y la solucién explota en el
sentido de que alguna norma de la solucion se hace infinito al acercarse a ese
tiempo.
En la variable s, tenemos el siguiente problema de valor inicial:

Y' = F(s,Y), Y(s0) =Y
conY = (r,....rp, . )0, Yo =Y (1) y F(s,Y) = AY + G(s), siendo:

—4D(1) —23D(2) —33D(3) : —k3D(k)
2D(1) —23D(2) 0 : 0
0 25D(2) —33D(3)




Si G(s) = 0, tenemos un problema lineal en un espacio de Banach de di-
mensién infinita y la existencia de solucién global estéd garantizada (véase el
primer teorema de la seccién 2.3.1 y [21]).

En nuestro caso, G(s) = %, y hemos probado que 0 < G(s) < % para
Sp < 8 < &, cualquiera que sea s’. Ademads, G(s) tiende a cero si r; tiende a
infinito. Tenemos un problema lineal con una perturbacién localmente aco-
tada. No puede haber explosion en tiempo finito y la solucién esta definida
para todo s.

Hemos probado que:

Teorema 2.4. El sistema (2.58), (2.59), (2.62) con datos iniciales nu-
los tiene una unica solucion definida para todo t > 0.

De la resolucion numérica del sistema y las férmulas aproximadas, se
concluye que las soluciones estan globalmente acotadas. Para probarlo, bas-
taria acotar globalmente c. Las r, estdn automaticamente acotadas, debido
a su expresion integral ya que los nicleos Ry los estan.

2.4. Tratamiento numérico.

Una vez asegurada la existencia y unicidad de la soluciéon de nuestro
problema, en esta seccion trataremos las estrategias numéricas para atacar
la ecuacién integro-diferencial (2.46). Primero mostraremos los principales
resultados tedricos al respecto y, posteriormente, discutiremos la efectividad
de algunos esquemas concretos.

2.4.1. Resultados teoricos.

Consideremos la siguiente ecuacion integro-diferencial de Volterra:

u'(t) = F(t,u(t), 2(t)), (2.78)

z(t):/o K(t,s,u(s))ds. (2.79)

Como hemos dicho, nuestro objetivo es aproximar la solucién u(t) de (2.78)
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con 0 <t < o usando un esquema numérico. Para hacer esto, podemos seguir
tres estrategias distintas: podemos combinar una formula de cuadratura lineal
para aproximar z(t) y un método cldsico para ecuaciones diferenciales ordi-
narias, podemos integrar la primera ecuacion para tratar el problema como
un sistema de ecuaciones integrales de manera que usaremos dos férmulas de
cuadratura lineal o, en los casos en los que K (t,s,u(s)) tiene una expresién
simple, podemos derivar la segunda ecuacién para tratarlo como un sistema
de ecuaciones diferenciales. En cualquiera de los casos, elegimos un paso fijo
h y denotamos por N al nimero de pasos (Nh = «).

Para enfrentarnos a la ecuacién dada por (2.65)-(2.70), hemos elegido la
primera de las estrategias de modo que, si discretizamos, nos queda:

u'(ti) = F(ti, u(ts), 2(t:)),
A(t) = /0 K (t, s, u(s))ds.

Aproximamos z(t;) por la férmula:

2 = hZW;K(ti,tj,Uj), (280)

J=0

y, aplicando un método multipaso lineal de p pasos a (2.78),tenemos:

i AUy = h i ﬂnFn+ia (281)
n=0 n=0

donde F,, = F(t,, un, z,). Si aproximamos los p primeros valores usando un
método monopaso adecuado obtenemos el método:

p p i+n
Z ApUjypn = h Z BnF(t/LJrn, Uitn, h Z wﬁ-*”K(tHn, tj, ’LL])) (282)
n=0 n=0 7=0

P. Linz demuestra en [31] que, para asegurar la convergencia de un méto-
do de la forma (2.82), es suficiente exigir los criterios cldsicos acerca de 0-
estabilidad y consistencia.
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Definicién. Un método de la forma (2.82) se dice que es estable si todas
las raices del polinomio
P
o) = et
n=0

estan en el interior del circulo unidad o en su frontera, |z| < 1, y las raices
de médulo uno son simples.

También consideraremos el polinomio

o(z) = Zﬁnzn
n=0

pudiendo definir asf el siguiente concepto:

Definicién. Decimos que un método de la forma(2.82) es consistente si:
(i) p(1) =0,
(i) p/(1) = o(1),

(iii) los pesos de la formula de cuadratura w} estan acotados, |w!| < W, para
cada i y todo j < 7, y son tales que para cualquier funcién continua

/(). |
t %
[ 16)ds = 1Y wisie) —o,
donde h — 0,7 — ooy hi =t.
Definicién. Un método de la forma (2.82) se dice que es convergente si
&5 = Ju(t;) — w| — 0,
cuando h — 0,7 — oo y hit = t.

El siguiente teorema da una condiciéon suficiente de convergencia. Se
puede encontrar un demostracién en [31].

Teorema. Un método consistente y estable de la forma (2.82) es con-
vergente.
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Por otro lado, in [32], W.L. Mokarsky muestra resultados anélogos a
los de Linz, pero abordando el problema con la segunda estrategia, esto es,
aplicando dos férmulas de cuadratura lineal al problema integral:

g J
=Y ViF(tiug, h Yy wlK (), by ur)) + uo. (2.83)

=0 k=0

Definicién. Un método de la forma (2.83) se dice que es consistente si
para cualquier funcién f continua en [0,&] se cumple:

¢ i
| #eas =3 wirte)| —o
=0
/6 f(s)ds — hil/;f(ti) — 0,
0 =

cuando h — 0,7 — 0o y hi = €.
Se prueba en [32] que:

Teorema. Cualquier método consistente de la forma (2.83) es también
convergente.

2.4.2. Esquemas numéricos.

Como vimos en la figura 2.11 de la seccion 3.3, para obtener una bue-
na aproximacion de la concentracién de mondémeros, basta con tomar Ry
en forma de funcién delta. Usando esta expresion hemos realizado distintos
esquemas numéricos basandonos en las estrategias descritas en el punto an-
terior. A la hora de elegir un método numérico para resolver un problema,
ademas de asegurar la convergencia del método utilizado, asi como conocer
el orden de ésta, es muy importante tener en cuenta la estabilidad de di-
cho método aplicado a nuestro problema concreto. Asi, debido a la rigidez
del problema podemos encontrarnos con que un método de orden menor nos
proporciona mejores resultados, incluso usando un paso de mayor tamano.
Es por esto que hemos llevado a cabo pruebas a tiempos largos con las dis-
tintas opciones, para poder concluir qué método nos proporciones mejores
resultados con menor coste computacional.
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La presencia de términos integrales fuerza el uso de discretizaciones con pa-
so temporal constante. Por un lado hemos utilizado métodos que combinan
una formula de cuadratura lineal con un método clasico para sistemas de
EDO’s. En concreto hemos disenado dos esquemas de orden dos, ambos usan
la formula del trapecio compuesto para aproximar la integral y uno la combi-
na con el Método de Euler y otro con un Runge-Kutta de orden dos. También
hemos tratado el problema con dos métodos de orden cuatro, usando para
la integral el método de Simpson compuesto junto con un Runge-Kutta de
orden cuatro en un caso y con un multipaso de orden cuatro en el otro.

Por otro lado hemos disenado esquemas siguiendo la segunda estrategia ex-
puesta en la seccion 5.1, es decir, convirtiendo el problema en uno integral y
aplicando dos formulas de cuadratura. Los dos disenos en este caso se basan
en utilizar o bien la férmula del trapecio (orden dos), o bien la de Simpson
(orden cuatro).

Después de comparar los resultados obtenidos en cada uno de los casos,
podemos concluir que el que mejor resultados nos ofrece es precisamente el
primero, Euler con Trapecio. Obtenemos con él muy buenas aproximaciones
utilizando un paso de tamano mayor que en los otros casos, lo que nos lleva
a menor tiempo de ejecucion.
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Capitulo 3

Ondas discretas
unidimensionales

A partir de este capitulo nos vamos a centrar en el desarrollo y evaluacion de
condiciones de contorno no reflectantes para sistemas atémicos de compleji-
dad creciente. Este capitulo estd dedicado al estudio de sistemas unidimen-
sionales.

Consideramos una cadena atémica regida por la dinamica

d?u,,
dt?

donde u, representa el desplazamiento del atomo n-ésimo con respecto a
su posicion de equilibrio. M > 0 es la masa atémica y V el potencial inter-
atémico. Suponemos que los posibles defectos estan concentrados en la regién
|n| < N. Cuando n esta préximo a N, podemos linealizar las ecuaciones de
movimiento reemplazando (3.1) por:

=V (tupy1 — un) — V(U — up_1), ne€iN (3.1)

d?u,,

o K(upy1 — 2up +uy1), K >0,n€IN. (3.2)

Colocamos una frontera artificial en |n| = N y buscamos condiciones de con-
torno no reflectantes que permitan calcular la evolucion de la cadena trun-
cada sin introducir efectos espureos. Como hemos indicado en el capitulo 1,
podemos optar por buscar condiciones de contorno exactas (transparantes),
locales aproximadas (absorbentes) o capas acopladas de amortiguacién. Va-
mos a optar por buscar una condicién de contorno exacta para (3.2). Esto
significa que resolver el problema en la cadena truncada |n| < N con esa
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condicién de contorno produce el mismo resultado que resolver el problema
completo (3.2). Si se utilizan estas condiciones para el problema no lineal
(3.1), dejan de ser exactas debido a la linealizacién, pero se espera que fun-
cionen razonablemente en determinadas condiciones. La primera etapa a la
hora de derivar estas condiciones de contorno consiste en calcular la funcién
de Green del problema linealizado. Esta tarea se lleva a cabo en la seccion
3.1. Gracias las funciones de Green podemos expresar la contribucion de la
region suprimida sobre el recinto computacional como una fuerza ejercida
sobre la frontera y derivar condiciones de contorno exactas en la seccion 3.2.
Las condiciones de contorno resultantes involucran integrales en tiempo. A
continuacion, indicamos cémo truncar las integrales en las expresiones in-
tegrodiferenciales resultantes para obtener aproximaciones absorbentes. En
la seccion 3.3, testamos la eficiencia de estas aproximaciones para suprimir
reflexiones en distintos tipos de ecuaciones de ondas discretas, lineales y no
lineales.

Como hemos indicado en el capitulo 1, se conocen condiciones de con-
torno no reflectantes para multiples problemas continuos, entre ellos la ecuacion
de ondas. Desde un punto de vista numérico, se podria considerar (3.2) como
la discretizacién por el método de las lineas de la ecua- cion de ondas
unidimensional:

Uy — gy =0, x € [a,b],

b—a
N+1"

en la malla x,, = a+nh,n=20,...,N con h =
y empleando la aproximacion

Llamando w,(t) = u(z,, t)

U (0, 1) = Uny1(t) — 2“}7;2@) + Un—1(t) o),

resulta la ecuacion aproximada:

d’u, 2
e ﬁ(unﬂ — Uy, + Upy_1)- (3.3)

Desde este punto de vista, se podria pensar en complementar (3.2) con dis-
cretizaciones de las condiciones no reflectantes conocidas para la ecuacién de
ondas continua. Este procedimiento se encuentra con dos dificultates practi-
cas. La primera es que el coeficiente 2—22 en (3.3) suele ser muy grande, ya
que el paso de discretizacion h ha de ser pequeno en una aproximacién de la
ecuacién de ondas (estamos en el limite continuo). Sin embargo, % esta deter-
minado por las constantes de los &tomos que formen la cadena y no tiene por
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qué tomar valores grandes. La segunda dificultad ya se comenté en el capitulo
1. Al discretizar las condiciones no reflectantes para la ecuacion de ondas, no
necesariamente resultan condiciones de contorno discretas que supriman las
reflexiones del modelo discreto, ya que las ondas de los modelos continuos y
discretos obedecen leyes de dispersion distintas. Por ello recurrimos directa-
mente al diseno de condiciones de contorno para el problema discreto (3.2),
algo que no parece haberse hecho con anterioridad. Los tinicos antecedentes
medianamente relacionados que conocemos son el diseno de condiciones no
reflectantes exactas para ecuaciones de ondas tridimensionales discretizadas
en tiempo y espacio (que no se extienden a otros modelos y otras dimensiones)
[35] y el diseno de discretizaciones de ecuaciones de ondas especiales para las
cuales se pueden dar condiciones de contorno discretas no reflectantes [26].
En nuestro caso, el modelo discreto de partida esta fijado.

3.1. Funciones de Green

En esta primera seccion calculamos las funciones de Green para cadenas
unidimensionales bajo distintas condiciones. Las funciones de Green para ca-
denas atémicas conservativas como (3.2) fueron calculadas por Schrodinger
n [36]. Sus propiedades se analizan en detalle en [4]. En [4] se calculan
igualmente funciones de Green para cadenas con interacciones mas generales
(que incluyen las ecuaciones de Klein-Gordon discretas). En [11] se consid-
eran cadenas disipativas, que incluyen términos de friccion. Detallamos a
continuacion el aspecto de las funciones de Green para ecuaciones de ondas
y Klein-Gordon discretas en el caso conservativo y disipativo.

3.1.1. Ecuaciones de ondas discretas

Se trata de dar una representacion integral de la solucion del problema:

d?u,,
e D(upy1 — 2up +up_1) + fn, n€IN (3.4)
duy,
un(0) = %(0) = ul, (3.5)

donde D = % > (. Se tiene el siguiente resultado:

61



Teorema 3.1. La solucion del problema de valores iniciales (3.4)-(3.5)
Se expresa como

Uy GO ’
) = 30 (600 0) + T 1, (0]

_|_/0 Z Gy o (t — 8) fu(s)ds (3.6)

en términos de la funcion de Green

GO (1) = [T 900" Gin(w(O)t) (3.7)

—7 2m w(B)

y de los datos iniciales y fuente.

Demostracion. Se procede como sigue. En primer lugar, se elimina el
operador en diferencias introduciendo funciones generatrices p(0,t) y f(6,t):

= un(t)e™™, £(0,t) = an e~ (3.8)

Derivando p respecto a t y usando la ecuacién (3.4), vemos que p es solucién
de la ecuacién diferencial ordinaria:

2
dt?

donde w(f)? = 4Dsin?*(4), con las condiciones iniciales obvias para p(6,t),
obtenidas a partir de las condiciones iniciales para wu, (). La solucién p de-

pende de las raices del polinomio r? + w(#)? = 0:

(9 t) + W(G)Qp(9> t) = f(H’ t) (39)

p(0,t) = p(6,0)cos (w(B)t) + (9 O)
" sin (w(0)(t — ))
—l—/o o(0) f(0,s)ds (3.10)

y la solucion u,,(t) de (3.4) se recupera invirtiendo la transformada de Fourier

(3.8):

wn(t) = /_ ;li im0, 4), (3.11)
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que podemos reescribir como (3.6)-(3.7).

La convergencia de sumas en (3.7) se deduce del decaimiento espacial
de las funciones de Green. Integrando por partes en (3.7) y usando la peri-
odicidad de /") concluimos que G v decae como |n —n/[? para cualquier
p > 1. Como w(f) es par respecto a 6, la funcién de Green (3.7) es real.

3.1.2. Ecuaciones de Klein-Gordon discretas

Consideramos una cadena atémica regida por la dinamica
d?u,,
dt?

en lugar de (3.1). w,, representa el desplazamiento del dtomo n-ésimo con
respecto a su posicion de equilibrio. M > 0 es la masa atomica, V el potencial
interatémico y W un potencial ’on-site’. Al linealizar obtenemos

= V/(UnJrl - Un) - V/(un - unfl) + W(un)> ne N

d?u,,
dt?
La funcién de Green se halla modificando ligeramente los argumentos de

la Seccién 3.1.1. Basta actualizar la definicién de w(6): w(f)? = 4Dsin*(%) +
A, con D = %

M = K(tups1 — 2up + up_1) — Au,, M, K /A, >0,neN. (3.12)

3.1.3. Problemas con friccion

Al anadir friccidn, (3.2) y (3.12) se transforman en

d?u,, n du,
ar "t
y la expresion integral para u, cambia. Aparece la segunda componente de

la funcién de Green, G},, que es distinta de la derivada en tiempo de G, y
la reemplaza en la férmula.

M

= K(upy1 — 2up+up_q)—Au,, M,K,~v>0, A>0(3.13)

Teorema 3.2. La solucion del problema de valores iniciales

d?u, du,,
T T = Dlungs = 2up + ) = Aup + fo, ne€N - (3.14)
duy,
wn(0) = uf, =E(0) =, (3.15)
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SE ETPTESA COMO

=) @ 0) + Gy (£)ur(0)]
/ZG (t — 5) fuls)ds

donde
GOull) = [T, e R0 (0,
Gue(t) = 7 ﬂéiﬁ =k g1(0,1)
siendo
er+(9)t_er_ (o)t
oo feh
°0,t) = ezlt, P
—ysin (10)®))
p) t—I(Q) , Bel,
eT*(e)tr_‘_(G)fe“r(e)tr_ (0)
O el
g0, t)=4 ex'(1+3t), 0eP
ezt [cos ([(Q)t)—k%} 0 € I,.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Demostracmn Con este nuevo smtema la funcién generatriz p depende

de las raices de r* +yr + w()? = 0. Si 'Y > w?(6),

e Oty (9) — e+t (g
p(6,) = p(6,0)"—+0) )

P 0) 70
"0 O) 6r+(9)t _ er_(G)t
RO EN{)

t e (0)(t—s) _ or_(0)(t-s)
+/ ¢ ¢ f(0,s)ds,
0

ri(0) —r-(0)
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donde r4 () = % Vol gy a(6) =2 — dw(6)2 Si L < w?(), las raices
son complejas:

+p'(6,0) e t31n§(lg()9)t)
+/0 ez (=) Sin (I([O()e(i — S)) f(0,s)ds, (3.21)

donde I(0) = Y29 gi 2 — ,2(p),
p(6:1) = p(6,0)e = (1+ 1) +§/(6,0) 71t
t
+/ (t —s)e= )£, s)ds. (3.22)
0

La solucién u,(t) de (3.14) es:
Tdo ;.
L) = [ Leimfpo,t), 2
w(t)= [ Sempio. (3.23)
donde la funcién p(#,t) viene dada por (3.20) cuando 6 € I;:

I ={0€[-mn]] 7; > w?(0)}, (3.24)

por (3.21) cuando 0 € Iy:

2

L={0¢[-mn]]| 'VZ < w2(0)}, (3.25)
y por (3.22) si 0 € I3:
2
P={0¢c|[-mn|]| i w(0)}. (3.26)
Nétese que [} = P =0siy <4y lhb=P=0si>>4A+4D). P # 10
sélo si 4(A +4D) < 7? < 4 y consta de dos puntos.

La férmula (3.23) se transforma asi en (3.16)-(3.19).
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3.2. Condiciones de contorno exactas

En esta secciéon utilizamos las funciones de Green para cadenas infinitas
derivadas en la secciéon anterior para obtener condiciones de contorno ex-
actas en paredes artificiales.

Consideremos en primer lugar la geometria més simple, con A = 0. Colo-
camos una frontera artificial en n = 0 y restringimos el recinto computacional
a la regién n > 0. Necesitamos una condicién de contorno para calcular ug(t)
y cerrar el sistema (3.4). En principio,

d2 Uo

dt?

= D(u1 — 2U0 + Ufl) + f(), (327)

pero u_1(t) es desconocido a no ser que se resuelva (3.4)-(3.5) para n < 0.
Reescribimos (3.4) en n = —1 como:

d*u_
721 = D(0 — 2u_y +u_y) + f_1 + Duy. (3.28)
Suponiendo () conocido, el problema (3.4)-(3.5) para n < 0 con condicién
de contorno wug(t) puede reformularse como un problema con condicién de
contorno nula en la pared y término fuente modificado: f,, + Dd,, _1ug, n < 0.
Podemos extender este problema a todo el espacio definiendo

U, n<0
v, =< 0 n=>0 (3.29)

—u_, n>0.

La extensién v,, satisface
Fon _ D( 2, + V1) + (3.30)
dt2 - Up+1 Un, Up—1 9n, .
dvy,

0al0) = vh,  =E(0) = v, (3.31)

para todo n, siendo v0 y v! extensiones impares de v y ul definidas como
en (3.29). La fuente g, se obtiene extendiendo f, + Dd, —1ug de la misma
forma. Hemos incluido la condicion de contorno uy como una fuerza que actia
sobre u_; con el fin de posibilitar la extensiéon impar con vy = 0. Usando la
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expresion integral (3.6) y la simetria de los datos obtenemos para n < 0

Uy dge .,
wt) = 0t = 3 [0 (0™ 0) + (1 (0]
—l—/o Z Qg,n, (t — ) (fur(8) + Doy —1ug(s))ds,  (3.32)

O _ O 0 .7 . .
donde G, ,, = Gy, ., — G, _,, es la funcién de Green para el semiespacio n < 0
con condicion de contorno nula en n = 0. De esta forma, obtenemos una
expresion cerrada para u_:

u(t) = ro(t)+D [5G0 i (t— s)uo(s)ds,
Pa(t) = o [0% (82 (0) + oL (1) (0) (3.33)
+ fot_ggl,n, (t = ) fw(s)ds].

El término r_;(t) representa la contribucién de la regién exterior suprimida
a la evolucion en el recinto computacional n > 0. La condicién de contorno
en n = 0 toma la forma:

d2U0
dt?

¢
= D(u1 — 2ug + D/ G, . (t— s)uo(s)ds) + Dr_y+ fo, (3.34)
0

con nucleo de integracién

s _ 6—22‘6
GO\ . (t) = / W glww sin(w(0)t). (3.35)

Combinando este argumento en dos paredes opuestas obtenemos condi-
ciones no reflectantes para recintos truncados con fronteras artificiales en
n==xN

d*u t
d;N = D (U:I:(N—l) —2usy + D/ G (t— S)UiN<S)d8)
0

+DT:E(N+1) + fin, (3.36)
usando

u_y_1(t) = r_y_1(t)+ D fot Go _y(t— s)u_]g(s)ds,
rev-i(t) = Yu<n [ggl,n'JrN(t)de/ (0) + dgfld#(t)un/(O) (3.37)
+ J5 G0 e (t = 8) f(5)ds],
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i) = P )+ DOt~ ()
rvei(t) = >0 />N[an/ Nt )du ,(0)+ m/ N (# )11, (0) (3.38)
+f0 gln’ N(t_s)fn (S)dS]

Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 3.3. La solucion de (3.4)-(5.5) restringida a la region |n| < N

coincide con la solucion de (3.4)-(3.5) en |n| < N con las condiciones de con-

torno (3.56)-(3.38).

Cuando A # 0y v # 0, la revision de los calculos anteriores muestra que

Teorema 3.4. Si A # 0 la solucion de (3.14)-(3.15) restringida a la

region |n| < N coincide con la solucion de (3.14)-(3.15) en |n| < N con las
condiciones de contorno (3.35)-(5.37). La funcién de Green G° se calcula con
la férmula de w(6) introducida en la Seccién 3.1.2: w(0)* = 4D sin®(%) + A.

Si v # 0, el enunciado sigue siendo cierto actualizando la formula para

dg°
r+(N+1) Y la ecuacion para uyy : se reemplaza M por Gl N €n (3.87)-
(3.38) y se anade v en (3.35).

Observaciones:

= No se asume que los datos iniciales y la fuente tengan soporte compacto
contenido en el interior del recinto truncado. La serie se puede calcular
usando el decaimiento de GY, con k.

Cuando el soporte de los datos iniciales y la fuente estan contenidos en
el recinto computacional 74 (n41)(t) = 0 y la condicién de contorno in-
volucra tnicamente a u4y y su vecino interior inmediato. La condicién
es no local en tiempo debido a la integral.

Los términos 74 (n41)(t) representan la interaccién con el medio externo.
Se pueden reemplazar por la soluciéon de un problema exterior calculada
mediante métodos sin malla o de elementos finitos si se desea evitar el
calculo de la serie y las integrales correspondientes, lo cual puede ser
ventajoso en dimensiones superiores. De esta forma se tiene un método
hibrido multiescala que acopla el problema atémico con una descripcion
exterior continua discretizada.
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. , . . ., o
» Frecuentemente se introducen términos de friccidén uaitN

ciones diferenciales para los extremos de la cadena esperando reducir las
reflexiones producidas por elecciones arbitrarias de las condiciones de
contorno, con un éxito incierto. Al discretizar estas derivadas en tiem-
po, se obtienen combinaciones lineales de valores de uyy en tiempos
anteriores. La integral que aparece en nuestras condiciones de contorno
exactas (3.35) es una combinacién de valores de u4y ya calculados. Se
puede interpretar como un término de friccion generado por la cola de
la cadena truncada.

en las ecua-

3.3. Aproximacion absorbente y resultados
numéricos

En esta seccidn testamos la eficiencia de las condiciones de contorno obtenidas
en la Seccion 3.2 e indicamos como proceder a su discretizacién. Consider-
amos tres casos modelo: la ecuacién de ondas discreta con una gaussiana
como dato inicial, la ecuacién de Klein-Gordon discreta con el mismo dato
inicial y la ecuacién de Frenkel-Kontorova (sine-Gordon discreto) con un dato
inicial de tipo escalén (que no tiene soporte compacto).

3.3.1. Ecuacion de ondas discreta

Consideramos la ecuacién de ondas discreta

d?u,, K
= Dltny = 2un + 1), D= 32> 0, (3.39)

con un dato inicial de tipo gaussiana centrado en n = 0:
2
u,(0) = e ™"

Colocamos paredes artificiales en n = £+ N, N = 25, de forma que el pico de
la gaussiana queda contenido dentro del recinto computacional truncado y
que su valor en los bordes es aproximadamente cero.

La figura 3.1 compara la evolucién temporal de las soluciones de (3.39)
obtenidas utilizando dos recintos encajados. El primero es el recinto com-
putacional al cual deseamos restringir los cédlculos, ya descrito. El segundo
triplica en tamano al primero. En el recinto mas grande usamos condiciones
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de contorno de Dirichlet nulas. Como el dato inicial es una gaussiana con
soporte contenido en el recinto més pequeno, podemos suponer que durante
el tiempo en el que se realiza la comparacién no hay interacciéon con el borde
exterior, asi que la solucion es independiente de las condiciones de contorno
empleadas. El resultado obtenido se representa con cuadrados negros.

(b) ©

0.5

(d) () ®

050 -10 10 20 055 -10 w08

so

Figura 3.1: Ondas salientes con condiciones de contorno aproximadas com-
paradas con la onda original para D =1 y 7 = 0,8 en sucesivos instantes de
tiempo.

En el recinto pequeno utilizamos tres condiciones de contorno. Los tridangu-
los rojos corresponden a la solucién obtenida con condiciones de contorno de
Dirichlet nulas. La onda se refleja hacia el interior del recinto computacional
al llegar a la pared, llega al centro y vuelve a salir hacia el exterior, pro-
duciéndose reflexiones sucesivas sin que la magnitud de las ondas reflejadas
decrezca. Los circulos verdes se obtienen con una versién discretizada de las
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condiciones de contorno no reflectantes para la ecuacién de ondas gy — Uy, =
0 : uy £ cu, = 0. En nuestro caso ¢ = 1 y la condicion discretizada a imponer
en cada pared es del tipo u(tj1) — u(t;) = kvV/D(—uxn(t;) + uxv_1)(t;)),
tomando k y \/—5 como pasos en tiempo y espacio respectivamente. De nue-
vo, una onda reflejada de cierta magnitud rebota de las paredes al interior
sucesivamente.

La tercera condiciéon de contorno se obtiene discretizando la condicion
exacta (3.36). El resultado se ha representado con asteriscos azules. Es bien
sabido que al discretizar ecuaciones integrodiferenciales se pueden generar
inestabilidades a tiempos largos y que esta tendencia a la inestabilidad em-
peora con métodos de orden alto. Se ha discretizado el sistema de ecuaciones
usando la aproximacion:

y la integral mediante la regla del trapecio compuesta (orden 2):

/f d_k—+Zf )+O(k2) (3.41)

con f(s) =G _(t; — s)urn(s).

El nicleo G4 _1(t — s) oscila y decae a medida que ¢ — s crece. El
decaimiento permite truncar la integral a un intervalo de la forma [t — 7, ].
La regla del trapecio reemplaza esta la integral por una combinacién lineal
de valores de uy y en los nodos temporales ¢; con pesos G_; _1(t;), j = 1...n,.
Los pesos son fijos y se calculan una sola vez. Si 7 es demasiado pequeno, se
observa una onda reflejada similar a la obtenida con condiciones de contorno
de Dirichlet nulas. A medida que 7 crece, la magnitud de la onda reflejada
disminuye. Si 7 es demasiado grande, el error de discretizacién acumuladado
desestabiliza el esquema. En general, es posible encontrar un valor éptimo
para 7 que depende de D y de k, de modo que la onda reflejada es menor
que con otras condiciones de contorno y practicamente se desvanece tras la
segunda reflexion.

3.3.2. Ecuacion de Klein-Gordon discreta
Consideramos la ecuacién de Klein-Gordon discreta

d?u,,

dt?

K
= D(Up+1 — 2uyp + up—1) — Au,, D = 7 0, A>0 (3.42)
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con un dato inicial de tipo gaussiana centrado en n = 0:
2
u, (0) = e ™"

Como en la secciéon anterior, colocamos paredes artificiales en n = +£25,
de forma que el pico de la gaussiana queda contenido dentro del recinto
computacional truncado y que su valor en los bordes es aproximadamente
cero.

La figura 3.2 compara la evolucién temporal de soluciones de (3.42)
obtenidas utilizando dos recintos encajados. El primero es el recinto com-
putacional ya descrito, al cual se desea restringir los calculos. El segundo, es
tres veces mayor que el anterior. Como en la secciéon anterior, en el recinto
méas grande usamos condiciones de contorno de Dirichlet nulas. El resultado
obtenido se representa con cuadrados negros. La solucion se puede considerar
como exacta en tanto que las oscilaciones no lleguen a la pared del recinto
grande.

En el segundo recinto utilizamos tres condiciones de contorno. Los tridangu-
los rojos corresponden a la solucién obtenida con condiciones de contorno de
Dirichlet nulas. Los circulos verdes se obtienen con la versién discretizada
de las condiciones de contorno no reflectantes para la ecuacion de ondas
Uy — gy = 01 uy £+ cu, = 0. En cada pared imponemos u(tj1) — u(t;) =
kv D(—usn(t;) + usn-1)(t;)), tomando k y \% como pasos en tiempo y
espacio respectivamente. En ambos casos, la onda se refleja hacia el interior
del recinto computacional al llegar a la pared, llega al centro y vuelve a salir
hacia el exterior, produciéndose reflexiones sucesivas sin que la magnitud de
las ondas reflejadas parezca decrecer.

La tercera condicién de contorno se obtiene discretizando la condicién
exacta (3.36) con w(0)? = 4D sin’*(£)+1. El resultado se ha representado con
asteriscos azules. Se ha discretizado el sistema de ecuaciones con el esque-
ma (3.40) y la integral mediante la regla del trapecio compuesta (orden 2),
truncando la integral a un intervalo [t — 7, ¢]. Como en la seccién anterior, si
7 es demasiado pequeno, se observa una onda reflejada similar a la obtenida
con condiciones de contorno nulas. A medida que 7 crece, la magnitud de la
onda reflejada disminuye. Si 7 es demasiado grande, el error de discretizacion
acumuladado desestabiliza el esquema. Utilizamos el mismo valor de 7 que
en el caso A = 0. La solucién numérica obtenida se ajusta razonablemente
bien a la solucién exacta. La magnitud de las ondas reflejadas es pequena y
decrece con el tiempo.
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Figura 3.2: Test andlogo al realizado en la figura 3.1 pero con la ecuacién
(342) y D=A=1.

3.3.3. Ecuacién de Frenkel-Kontorova

En esta seccion vamos a analizar la posibilidad de utilizar las condiciones
de contorno deducidas para problemas lineales en un problema no lineal. Los
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resultados dependen del tipo de no linealidad y del tipo de ondas que llegan
a los bordes. En problemas linealizables en la region en la que se colocan las
paredes artificiales durante el tiempo que dura la computacion, los resultados
son tan buenos como en el caso lineal.

Consideramos a continuacion un caso particularmente complicado, pues
se trata de ondas viajeras de tipo frente con colas que oscilan con una am-
plitud uniforme. El problema deja se ser linealizable en la pared artificial en
el momento en que el frente llega a ella. Notese que el dato inicial no tiene
ahora soporte compacto.

El modelo de Frenkel-Kontorova describe la evolucion de un defecto de
tipo dislocacion en una cadena atomica:

2

dd;” = D(Ups1 — 2Up + Up_1) — Asin(u,) + F, D = %,A > 0. (3.43)
Si la fuerza F' > 0 aplicada sobre el defecto es suficientemente grande, el de-
fecto comienza a deslizarse como una onda viajera hasta alcanzar las paredes
del recinto computacional. La solucion que describe la evolucién del defecto
tiene estructura de frente viajero. La Figura 3.3(a) muestra el aspecto de la
onda viajera generada.

La Figura 3.3(b) compara la evolucién temporal de soluciones de (3.43)
con condiciones de contorno distintas. El dato inicial es la onda viajera en
un determinado instante de tiempo. Utilizamos dos condiciones de contorno.
Los cuadrados negros corresponden a la soluciéon obtenida con condiciones
de contorno constantes en los extremos. La segunda condiciéon de contorno
se obtiene linealizando (3.43) en torno a los dos valores constantes en los
extremos (los dos ceros estables de la fuente Asin(u) = F'). Obtenemos
dos ecuaciones de Klein-Gordon (3.42) en cada extremo, con coeficientes D
yAcos(cy), ¢; = arcsin(F/A), en un casoy D yAcos(cs), ca = ¢ + 27, en el
otro. Discretizamos las condiciones exactas (3.36) con w(0)? = 4D sin®(%) +
A cos(c;) respectivamente en las paredes izquierda y derecha. El resultado se
ha representado con asteriscos azules. Se ha utilizado el esquema (3.40) y la
regla del trapecio compuesta (orden 2), truncando la integral a un intervalo
[t — 7,t]. En todos los casos, la onda se refleja hacia el interior del recinto
computacional al llegar a la pared, llega al centro y vuelve a salir hacia
el exterior, produciéndose reflexiones sucesivas sin que la magnitud de las
ondas reflejadas decrezca. Al tratarse de un problema no lineal y obtener
una versién aproximada de (3.36) linealizando en los extremos siendo las
oscilaciones de gran amplitud, nuestras condiciones de contorno no tienen la
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n n

Figura 3.3: (a) Onda viajera solucién de (3.43) con cola oscilatoria de ampli-
tud uniforme. (b) Detalle de las reflexiones en la pared producidas al llegar
a ella la cola oscilatoria.

misma eficiencia que en los dos casos lineales tratados en las dos secciones
anteriores. Otro factor relevante es el hecho de que las oscilaciones en los dos
ejemplos lineales decaen en amplitud mientras que en el caso no lineal tienen
amplitud uniforme. Retomaremos este ejemplo en el capitulo 5, al estudiar
las capas perfectamente acopladas.

1)
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Capitulo 4

Defectos en cristales

En el capitulo 3 nos hemos restringido al estudio de condiciones de contorno
para cadenas atomicas. En esta seccién extendemos a redes cristalinas las
condiciones desarrolladas en la secciéon anterior. En numerosos materiales,
como los metales o semiconductores, los &tomos se organizan formando redes
cristalinas tridimensionales. Estas redes se generan repitiendo periodicamente
una celda atémica unidad con una cierta simetria: ctibica, hexagonal... En los
cristales reales, la estructura cristalina no suele ser perfecta, contiene siem-
pre una menor o mayor proporcion de defectos que alteran sus propiedades.
Los defectos pueden ser puntuales, soportados por curvas o de volumen. El
estudio de la nucleacién y dinamica de los defectos soportados por curvas
(llamados dislocaciones) es particularmente importante, ya que controlan las
propiedades mecanicas del cristal (deformacién pléstica, dureza...) y alteran
sus propiedades Opticas, electronicas y magnéticas. Como hemos comenta-
do en la seccién 1.3 del capitulo 1, es particularmente importante ser capaz
de reducir la simulacién de la dindmica de los dtomos de un cristal a redes
pequenas sin alterar de forma significativa los resultados cuando se inten-
ta simular la nucleaciéon y dindmica de defectos en una pequena region del
cristal.

Nos centramos en este capitulo en el estudio de redes ctibicas simples, si
bien los resultados son susceptibles de generalizacién. Consideremos una red
atomica tridimensional con estructura de cristal cibico simple, véase figura
4.1. Etiquetamos sus atomos usando tres parametros enteros, que coinciden
con sus coordenadas cartesianas n = (ny,ny, n3). El desplazamiento de cada
atomo respecto a su posicion de equilibrio es u,. Si denotamos la energia del
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Figura 4.1: Celda base de una red de atomos con estructura de cristal ctibico.
El cristal se forma repitiendo periodicamente la celda unidad en las tres
direcciones de simetria: a1, as, as.

cristal por U(u), u = (u,), las ecuaciones de movimiento son

d*u,  9U(u)
M 2 - o (4.1)

donde u, es el vector desplazamiento del atomo etiquetado como n y M
es su peso atéomico. La energia puede venir expresada como una suma de
potenciales interatémicos U(u) = 1 >° n V (|un —uy]), para algtin potencial
V' o incluir correcciones (’glue potential’, ’embedded atom’).

Una revision de distintas estrategias ensayadas para paliar las reflex-
iones en los bordes del recinto computacional al simular la dinamica de los
atomos de un cristal usando las ecuaciones (4.1) se puede encontrar en [37].
En [9] se usan ecuaciones de Langevin con integrales que promedian las ve-
locidades (derivadas en tiempo de los desplazamientos u, ) utilizando nicleos
que se calculan con costosas simulaciones. Otras opciones para minimizar re-
flexiones consisten en incorporar términos de friccién ad hoc [27], en utilizar
acoplamientos aproximados [33] o en recurrir a estrategias de optimizacién
[28].

En este capitulo desarrollamos una via distinta, consistente en derivar
condiciones exactas para problemas linealizados utilizando funciones de Green

de problemas de valores iniciales convenientemente escogidos. Cuando todos
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los defectos del cristal se concentran en una region determinada, podemos lin-
ealizar y localizar las ecuaciones de movimiento a cierta distancia. Tomando
en cuenta unicamente la interaccién con los vecinos proximos, las ecuaciones
(vectoriales) de movimiento se aproximan por:

u,,
&8 3 Kooty (4.2)

[ =} | <1, |na —n <1, Ing—nj|<1

con matrices coeficiente K,,_,y relacionadas con las constantes eldsticas del
reticulo:

2w
0un/8un u=0"

Vamos a derivar condiciones de contorno para este tipo de problemas a partir
de las funciones de Green del problema de valores iniciales. Suponiendo que
las matrices K,,_, tienen una determinada distribucién de ceros, el sistema se
reduce a una coleccion de ecuaciones de ondas discretas en varias dimensiones.
Consideramos en primer lugar este tipo de problemas en la seccion 4.1. Para
matrices mas generales, las ecuaciones no se desacoplan. Aparecen términos
cruzados que ligan unas ecuaciones con otras. El caso general lo tratamos en
la seccion 4.2.

Ky o = (4.3)

4.1. Ecuacion de ondas discreta en varias di-
mensiones

Para cristales cubicos simples y en condiciones de simetria particulares,
(4.2) se reduce a una ecuacién de ondas discreta (escalar). Consideramos en
esta seccién el caso bidimensional en detalle. Aplicaremos las condiciones
obtenidas a un problema no lineal de dinamica de defectos. Posteriormente
indicaremos cémo extender el método a tres dimensiones.

4.1.1. Dimension dos
Se trata de dar condiciones de contorno exactas para el problema:

I RLTI.

dt?

= Dl (un—‘rlm - 2unm + un—lm)

+D2 (unm—i-l - 2unm + unm—l) (44)
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con Dy,Dy > 0, para n,m € N. Truncamos el dominio a un rectangulo
finito introduciendo fronteras artificiales en |[n| = N y |m| = M. Una vez
mas comenzamos calculando las funciones de Green del problema de valores
iniciales.

Funciones de Green

Se trata de calcular la funciéon de Green del problema de valores iniciales:

A Upym,
W = Dl (un+1m - 2unm + unflm)
+D2 (unerl - 2unm + unmfl) + fnma (45)
d nm
U (0) = s = (0) = (4.6)

En primer lugar, recurrimos a transformadas de Fourier discretas para elim-
inar el operador en diferencias. Consideramos

plO,t) =Y (e, (4.7)
(n,m)

donde 0 = (91, 82)
Derivando p respecto a t y usando la ecuacién (4.5) tenemos que p es solucién

de

%(Q,t) +w(0)*p(0,t) = f(0,1),

donde w(#)? = 4]D; sin®(%)+ Dy sin®(%)] y con las condiciones iniciales para
p deducidas a partir de las dadas sobre u,,,,. Como en el capitulo 3, la solucién
p depende de las raices del polinomio 72 + w(#)? = 0 (con la nueva definicién
de w) y viene dada por:

p(0,t) = p(0,0) cos(w()t) + %(97 0) Smij‘(’é?)t)
" sin(w(0)(t — s))
+ . (0) f(6,s)ds



Para obtener u,,, basta, de nuevo, invertir la transformada de Fourier, de
forma que podemos escribir

0
dun’m’ dG(n )

() =D (Gl (=57 (0) + 2 (0], (4.8)

(n’,m’)

t
+/ Z Gy () (t = 8) For oy (8)ds
0
(n/;m?)

donde

GO ) = — /W /W e'((n’m)_(n/’m/wsin(w(e)t)deldeg. (4.9)
N CT L Y B}

Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 4.1. La solucion del problema de valores iniciales (4.5)-(4.6)
admite la expresion integral (4.8) con nicleo (4.9).

Una vez determinadas las funciones de Green, procedemos a derivar las
condiciones de contorno.

Condiciones de contorno

Deseamos imponer una condicién de contorno en cada uno de los lados
del rectangulo |n| = N, |m| = M. Consideremos la frontera n = 0 y trunque-
mos el recinto computacional a la regién n > 0. En la pared n = 0, (4.4) se
reduce a:

dQUQ
sz = D (t1m — 2uom + U—1m)
+D2(U0m+1 — 2U0m + Ugmfl). (410)
Como podemos observar, esta ecuacion involucra términos en n = —1, los

cuales no conocemos. Obtendremos una expresion para ellos supuestos cono-
cidos los valores de uyg,,, con el fin de cerrar el sistema. Usando éstos como
datos de contorno, resolvemos el problema (4.5), (4.6) en n < 0 y expresamos
los valores de la solucion en ese semiespacio exterior en funcion de los valores
de la solucién en el recinto computacional.
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Para ello, como en el capitulo anterior, consideramos la extensiéon

Unm n <0
=<0 n=>0 (4.11)
—U_pm 1> 0.

Unm

que es solucién de

d* vy,
dtQ =D (Un-‘,-lm — 2Upm + Un—lm) + Dlé(nm)7(—lm)u0m
+Ds(Vpms1 — 2Vpm + Vpm—-1), n,m €N, (4.12)
AV
Vam(0) = 00 EUmm gy = ! (4.13)

donde v,y vl = son, respectivamente, extensiones de u® v ul = de la forma
(4.11). Usando la expresion de vy, en términos de las funcwnes de Green
calculadas en el apartado anterior, obtenemos:

¢
u_1m(t) = r_lm(t)+D1/ g?,Lm)’(fl’m)(t—S)u()m(s)ds, (4.14)
0

AUt
P = Y |G () 0)
n/<0,m’€Z
g, o
+%(t)un/7m/(0)] , (4.15)
donde g?mm)’(n,’m,) = G((Jn,m),(n/,m’) GO gy €8, NUEVamente, la funcién

de Green del semiespacio n < 0 con cond1c10n de contorno nula en n = 0.
Asi la condicién de contorno exacta queda:

d2U0m

¢
= D, (U1m — 2ugy, + D1 /0 g?,lym),(,lﬁm) (t — s)uOm(s)ds)
+Dy(Uom+1 — 2Uom + Uom—1) + T—1pm- (4.16)

con

—2191
g?—l,m),(—l 271' / / Sln(u)(@)t)deldeg. (417)

Las condiciones de contorno en las paredes horlzontales del rectangulo se
calculan de forma totalmente andloga:

d2un0

t
5 = Dy (Un1 — 2Upo + Dg/ g?m_l)’(n’_l)(t - s)uno(s)ds>

0
+D1(Uns10 — 2Uno + Un—10) + T-1. (4.18)
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Por traslaciéon, se obtienen condiciones de contorno en las paredes n = £ N
y m = £M como en el capitulo 3.

Para las paredes n = N y m = M, se parte de la condicién de contorno
a imponer en n = 0 cuando se quiere truncar el recinto computacional de
forma opuesta, a la regién n < 0.

t
= D1 (u_lm — 2U0m + _D1 / g?flym)’(flm) (t - S)Uom(8>d8)
0

+ Dy (Uom+1 — 2Uom + Uom—1) + T1m- (4.19)

d2u0m
dt?

Tenemos por tanto

Teorema 4.2. La solucidn de (4.5)-(4.6) en el recinto en todo el espa-
cio concide con la solucion en |n| = N,|m| = M si se imponen en las pare-
des condiciones no reflectantes de la forma (4.16)-(4.19) convenientemente
trasladadas:

d?u t
d:lt:;\/,m = D1 (U:I:(N—l),m - 2UiN,m + Dl /0 g?fl,m),(fl,m) (t — S)UiN7m<S)d8)

+Ds (Ut Nmt1 = 2UstNym + U Nm—1) + T+(N4+1),m>
en las paredes verticales, con nicleo (4.17) y
d2un,:|:M

dt?
t

D, (DQ/ g?n7,1),(n,,1) (t — 8)tn+(8)ds — 2up 0 + Un;l:(M—l),) T+ Tn e (M+1)
0

= D1 (Uns140m — 2Up g0 + Up—1401) +

en las paredes horizontales. Las fuentes vienen dadas por:

dun’m’ dg?—l m),(n’—N,m’)
PNt = D (G v (= 7(0) + p ()t (0)],
n'>N,m’€Z
dun’m’ dg?—l m),(n'+N,m’")
P 30 (G vy (0 T (0) 4 T ELILN gy, ()
n'<—N,m'cZ
dun’m’ dg?n —1),(n';m'—M)
T, M+1= Z [g?nﬁl),(n/m’fM)(t) dt (0) + dt (t)un e (0)],
m'>Mn' €7
Aty dg?n —1),(n/,m'+M)
Tn,—(M+1) = Z [g?n,q),(n,/muM) (t) ;tm (0) + dt (t)un’,m’(o)]'

m/'<—M,n'€Z
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Resultados numéricos

Hemos analizado la evolucion temporal de la solucién de la ecuacion
(4.5) utilizando las condiciones de contorno obtenidas en la seccién anterior
y tomando como dato inicial una gaussiana con soporte compacto contenido
en el recinto computacional. Al igual que en el capitulo 3 los niicleos integrales
g?fljm),(flm) son fijos y, debido a la paridad de w(#), reales:

1 (™ [T1—cos(26,) .
0 t)=— _ 0)t)do,do,.
G smam(® =55 | [ g sinw(o))asuas,

Ademaés podemos tomar, nuevamente un 7 6ptimo de modo que podamos
truncar la integral a un cuadrado [t — 7,t] X [t — T, ].

Para medir la magnitud de las reflexiones producidas por las condiciones
de contorno artificiales se puede utilizar la norma infinito o la norma euclidea
normalizada de la diferencia entre la solucion obtenida con las condiciones de
contorno artificiales y la solucién calculada en un recinto varias veces mayor,
que se toma como exacta. Otra posibilidad consiste en calcular el coeficiente
de reflexividad:

R(t) = _ (4.20)

donde E denota la energia de la solucién exacta,

1
E(u) ==Y (Jup () + Di(tnsrm — nm)® + D1 (st — tnm)?) (4.21)

2
n,m
y Eupp la energia de la solucién aproximada. La suma se restringe a los
puntos del interior del recinto computacional. Este coeficiente compara no
s6lo desplazamientos, sino también velocidades.

Consideremos en primer lugar un test en el que se trunca el recinto
infinito a un cuadrado o rectangulo. En cada pared se imponen las condiciones
exactas obtenidas para el semiespacio definido por ella. El problema truncado
resultante no es del todo exacto pues las paredes confluyen en las esquinas.
Se puede considerar casi exacto en las zonas de las paredes alejadas de las
esquinas, si el recinto computacional final es suficientemente grande. La figura
4.2 muestra la evolucion del coeficiente de reflexion definido comparando las
normas euclideas de la solucién del problema truncado y la solucién exacta
cuando el recinto truncado tiene un tamano 20 x 20.
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Figura 4.2: Norma euclidea de la diferencia entre las soluciones calculadas
con condiciones de contorno no reflectantes y exactas.

En la figuras 4.3 y 4.4, esta representada la evolucién de la onda. En la
primera tomamos una vista en dos dimensiones correspondiente a la proyec-
cion sobre el plano XY, mientras que la segunda se trata de una vista en tres
dimensiones en la que podemos apreciar la altura que toma la onda reflejada.
Se aprecia el efecto esquina en forma de reflexiones de mayor magnitud en
las esquinas. Al aumentar el tamano del recinto, el efecto esquina disminuye,
y el coeficiente de reflexion también. La razén es que el tamano relativo de la
regiéon donde las condiciones no son buenas (las cuatro esquinas) disminuye
respecto al tamano de la region en que las condiciones son aceptables.
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Figura 4.3: Proyeccién sobre el plano XY de: (a) onda saliente; (b), (c), (d),
(e), (f) evolucion de la onda (a) al llegar a las paredes del recinto computa-
cional, con condiciones de contorno de la forma (4.16) en las cuatro paredes.
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Figura 4.4: (a) onda saliente; (b), (c), (d), (e), (f) evolucién de la onda (a) al
llegar a las paredes del recinto computacional, con condiciones de contorno
de la forma (4.16) en las cuatro paredes.
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Aparte de la reflexién debida al efecto esquina (que disminuye con el
tamafio del recinto computacional), otra fuente de ondas reflejadas es la forma
en que se trunquen las integrales en tiempo que definen las condiciones de
contorno y la exactitud con que se calculen las integrales que definen las
funciones de Green. Si la integral se trunca a intervalos [t — 7,t] X [t — 7, 1],
el valor adecuado de 7 se puede calibrar con tests en semiespacios. Si 7 es
demasiado grande el sistema se desestabiliza. Si 7 es demasiado pequeno la
onda reflejada es de magnitud apreciable, como se ve en la figura 4.7.

La figura 4.5 muestra la diferencia de normas euclideas entre la solucién
del problema con nuestra condicién de contorno en una pared del recinto y
la solucién exacta. El recinto computacional se ha truncado sélo por un lado.
En las figuras 4.6 y 4.7, representamos la evoluciéon de la onda gaussiana

x107°

1.8

N(t)

0 100 200 300 400
t

Figura 4.5: Norma euclidea de la diferencia entre la solucién calculada con
condicién de contorno no reflectante en una pared y la solucion exacta.

imponiendo la condicién de contorno sélo en una pared del recinto.

Aunque el coeficiente de reflexién no parezca relevante, la visualizacién
de la onda muestra que ha de ser reducido. Al tratarse de una onda expan-
siva, al aumentar el recinto disminuye la altura de la onda, y también la
reflexion. Por otra parte, una mejor eleccion del parametro 7 reducird tam-
bién la reflexion. En la préactica puede ser mas efectivo el recurrir a capas
perfectamente acopladas discretas, como comentamos en el capitulo siguiente.

4.1.2. Dinamica no lineal de defectos

Las simulaciones de dindmica de defectos con este tipo de condiciones
de contorno seran mejores o peores segiin la relevancia de la no linealidad

88



20 (e) 20 (0

15

10

5

> 0 >

5

-10

-15

2% -10 0 10 20 2% -10 0 10 20

Figura 4.6: Proyeccién sobre el plano XY de: (a) onda saliente; (b), (c),
(d), (e), (f) evolucién de la onda (a) al llegar a la pared izquierda del recin-
to computacional, con condiciones de contorno de la forma (4.16) en dicha
pared.
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Figura 4.7: (a) onda saliente; (b), (c), (d), (e), (f) evolucién de la onda (a)
al llegar a la pared izquierda del recinto computacional, con condiciones de
contorno de la forma (4.16) en dicha pared.
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en los bordes. Vamos a considerar un tests en el que los efectos no lineales
son relevantes: la simulacion de la evolucion de un grupo de dislocaciones en
arista en cristales ctibicos bidimensionales cuando una de ellas llega a la pared
del recinto computacional. Las dislocaciones en movimiento son como ondas
que se desplazan. Al llegar a una pared real del cristal, quedan atrapadas. En
una pared artificial, hay que evitar este efecto si no queremos distorsionar la
evolucion de las dislocaciones que quedan en el interior. Es preciso que las
condiciones de contorno dejen salir las dislocaciones que alcanzan los bordes
del recinto computacional.

Figura 4.8: Dislocaciones en arista en interaccion.

La geometria inicial se describe en la Figura 4.8. Una dislocacion es el
equivalente en un cristal de un vértice en un fluido. En un reticulo bidimen-
sional se manifiestan en forma de semicadenas adicionales de atomos. El bor-
de de cada cadena adicional indica la ubicacién del nicleo de la dislocacion.
En el limite continuo estos defectos se corresponden con singularidades en las
ecuaciones de la elasticidad. Se traducen en la presencia de deltas de Dirac
soportadas en los nucleos. En un modelo atéomico, este tipo de defectos se
corresponde con soluciones en una clase particular de funciones. Por ejemplo,
una dislocacién en arista centrada en (0,0) se comporta en el infinito como
la funcién dngulo 6(z,y) € [—m,7|. Esta funcién define el comportamien-
to en el infinito de las soluciones singulares de la elasticidad escalar en dos
dimensiones.

Para estudiar la dindmica e interaccién de estos defectos se pueden usar
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modelos simplificados, como el siguiente [30, 10]:

2
0 ui,j

ot?

= (Uiy1j — 2uij + w1 ) +

A (sin(ui7j+1 - U@j) + sin(uz-,j_l — ui,j)) s (422)

con A > 0. La variable u; ; representa el desplazamiento del atomo (3, )
de un reticulo cibico bidimensional en la direcciéon x. Dentro de una misma
cadena j no puede haber cambios de vecinos, el vecino anterior y posterior de
un dtomo (4, j) dado son siempre el (i —1,j) y el (i + 1, ). Sin embargo, dos
cadenas contiguas pueden deslizar la una respecto a la otra, con lo que los
vecinos superior e inferior de uno dado pueden cambiar. Este hecho permite
a los defectos deslizarse en este reticulo en la direccién horizontal.

Un poblacién inicial de defectos se ’siembra’ en el reticulo considerando
condiciones iniciales de la forma:

N
Y— Yk
ui,j(x7 Y, O) = Z ‘9(1: — LTk, )7 (423)
i VA

siendo (z, yx) la posicién de cada defecto. Si deseamos simular la interaccién
y movimiento de estos defectos podemos aplicar una fuerza de cizalla en la
direccién x. Esto se traduce en una variacién de la condicion inicial

Y— Yk
wig(2,y,0) =Y 0(x -z, =——) + Fy. (4.24)
k=1 A

El sistema se discretiza en tiempo mediante el método (3.40), como en capitu-
los anteriores.

Hemos estudiado la evolucién de la solucién de (4.22), considerando una
vez mas las condiciones de contorno no reflectantes calculadas a partir de
las funciones de Green, con una modificacion debido a la no linealidad. Las
condiciones de base (4.16)-(4.19) se reemplazan por

A*Us N t
—C;V — (ui(N—n,m — 2UpNm + / g?_l,m)’(_Lm) (t — s)uiN’m(s)ds)
0

+A (SIn(Ut Nyma1 — Ut Nm) + SID(Us N m—1 — UsN;m)) T TH(N+1)m- (4.25)
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en las paredes verticales, con nicleo (4.17). En las paredes horizontales

d2un,:|:M
dt?
A (sin(up, 4 (v41) — Unnr) + 8I0(Up g (ar—-1), — Un,t1)) 5

= (Up+1,4M — 2Uptp + Un—1,4M) +

t
Up,£(M+1) = A/ g?n,—l),(n,—l)(t — 8)Un,+0(8)dS + T+ (2r41)- (4.26)
0

Las condiciones son andlogas a las del problema lineal salvo por la presencia
de la funcién seno. Las fuentes vienen dadas por:

0
¢ o dg(fl,m),(n/fN,m’) " 0
rNsim(t) = Z dt (t) s (0),
n'>N,m/'€Z
ag? , ,
(=1,m),(n’+N,m’)
7”—(N+1),m(t) = Z dt (t)tnr i (0),
n'<—N,m'€Z
dgon —1),(n';m'—M
Tn,M+1(t) = Z . )c’l(t7 )(t>un’,m’(0>>
m/'>Mmn'€Z
dg?
(n,—1),(n/,m’+M)
Tn,—(M+1)(t) = Z dt (t)tnr i (0),
m/'<—Mmn'€Z

ya que el dato inicial esta vez no se anula fuera del recinto.
Hemos tomado como dato inicial un dipolo

u; j(z,y,0) =0(x — 5,5,y —0,5) + 6(x + 5,5,y + 0,5) + 0,2y. (4.27)

Ademas, para poder observar con facilidad la magnitud de las reflexiones
producidas, hemos comparado las soluciones anteriores con las obtenidas en
un recinto el doble de grande y con condiciones de contorno de Dirichlet
fijas (construidas a partir del dato inicial), que se han considerado soluciones
exactas en el recinto original. Los resultados que hemos obtenido de momento
no son muy buenos debido en parte a que la no linealidad es relevante cuando
los defectos llegan al borde y no esta claro qué tipo de linealizacién seria
aceptable (en torno a qué). Ya habiamos observado la presencia de reflexiones
de magnitud apreciable en los propios problemas lineales. Retomaremos el
ejemplo en el capitulo 5.

93



4.1.3. Extension a varias dimensiones

Cuando las matrices K,,_, toman una forma particularmente simple tenemos
un problema de ondas vectorial

o ), Y (- un) (4.28)
ez W e '

In—n’|<1

con D >0, n = (ny,ng,n3) y n' = (n},nh,nj). Las ecuaciones se desacoplan
y podemos trabajar componente a componente con problemas escalares. El
resultado vectorial se recupera reagrupando las componentes. Truncamos el
dominio computacional a una caja finita, colocando fronteras artificiales en
{|n1] = Ni,|na| = Na,|ns| = N3} y buscamos una condicién de contorno
no reflectante. De nuevo, el primer paso consiste en calcular las funciones de
Green del problema de valores iniciales.

Funciones de Green

La extension a tres dimensiones de los resultados de la seccién anterior se
hace tomando 6 = (61,0,,05) y w(f) = 4D[sin*(#;) + sin?(#y) + sin?(0s)] ,
reemplazando las integrales dobles por integrales triples y m, m’ por (mq, ms),
R

Deseamos hallar una representacion integral para la soluciéon del prob-
lema

Fun _ 37w —un) + f (4.29)
dt2 - Un/ Un n .
In—n’'[<1
o dup 1
un(0) = uy, %(0) = u. (4.30)

Para encontrar las funciones de Green asociadas, seguimos el procedimiento
descrito en la seccién 3.1: Se trata de eliminar el operador en diferencias
recurriendo a transformadas de Fourier discretas

p(0,t) = un(t)e™™, f(0,8) = falt)e ™’ (4.31)

donde 0 = (91,62,93).
Derivando p respecto a ¢ y usando la ecuacién (4.30), concluimos que
p es solucién de (3.8) con w(6)? = 4D[sin*(%) + sin®(%) + sin®*(£)]. Las
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condiciones iniciales para p(6,t) se obtienen a partir de las condiciones para
un(t). De nuevo, p depende de las raices del polinomio r% +w(6)? = 0 y viene
dado por (3.21). Recuperamos uy(t) invirtiendo las transformadas de Fourier
para obtener la expresién integral (3.6). Ahora, n, n’ y 6 son vectores y las
funciones de Green toman la forma:

GO / / / de e n)) sin(w(8)t). (4.32)

Una vez determinadas las funciones de Green, derivamos las condiciones de
contorno.

Condiciones de contorno

En cada pared de la caja {|ni| = Ny, |na| = N, |n3| = N3} deseamos
imponer una condicién de contorno exacta para el semiespacio correspondi-
ente.

Consideremos un semiespacio determinado. Colocamos una frontera ar-
tificial en n; = 0 y resolvemos (4.28) para n; > 0. Necesitamos una condicién
de contorno para calcular ugm(t), m = (ng,n3). En la pared n; = 0, (4.28)
se reduce a:

d2U0 m
=D > (U — Uom) + fom, (4.33)

dt?
I [+ m—m’|<1

Estas ecuaciones involucran valores en la pared ny = —1, que son descono-
cidos. Obtenemos una expresion para ellos suponiendo conocidos los valores
Uo.m para todo m y resolviendo (4.29)-(4.30) en el semiespacio n; < 0, usan-
do upm como datos de contorno. Este problema se puede reescribir como un
problema con condiciones de contorno nulas en ny = 0 y un término fuente
modificado: fy,, m + D0y, —1Uom-. Esto permite una extensién impar a todo el
espacio:

Uny,m ny <0
Upym =4 0 ny =0 (4.34)
—U_py,m 11 > 0.
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La extension vy, m es solucién de:

v, m
dt; =D Z (Un’l,m’ - Unl,m) + 9nim, (4'35)

[nf—n1|+|m-m’|<1

dvp, m

dt
_ 0 1 : :
p(z]xra ni,m = (ng,ng). Los datos vy, ,, v v,, ,, son extensiones impares de

Upy m Y u}lhm definidas como en (4.34). La fuente g,,, m se obtiene extendiendo
frnim + Dén, —1upm de forma andloga. Usando la representacion integral de
Up, .m €1 términos de funciones de Green hallada en 4.1.3 y la simetria de los

datos encontramos la expresion buscada para u_i m:

(0) = v} (4.36)

ni,m

Um,m(o) = U?zl,mv

t
U_1m(t) = er(t)—l—D/ Q?flym)(fl’m)(t—s)uom(s)ds, (4.37)
0

dunlpm/
Pam®) = D0 O (D 0)

n}, <0,m’€Z?

4G ) ot
) (1) 1 (0)

dt
t
+/0 g?—l,m),(n’l,m’) (t - S)fn’l,m’(5>d5 (438)
donde g?nl’m)7(n,17m,) = (()m’m),(n,pm,) — G(m’m)’(_n,hm,) es la funcién de Green

del semiespacio n; < 0 con condicién de contorno nula en n; = 0.

El término r_; ;m(t) representa la contribucién de los datos iniciales en
la region exterior y su incidencia en la evolucion dentro del recinto truncado.
La condicién de contorno en la pared n; = 0 viene dada por (4.33) y (4.37).
Las condiciones de contorno en otros planos paralelos o en otras direcciones
se calculan de forma analoga con modificiones obvias.

4.2. Matrices de acoplamiento generales

En general, las matrices de constantes elasticas K,,_, no permiten desacoplar
el sistema y aparecen términos cruzados. Al resolver (4.2) truncamos el do-
minio computacional a una caja finita, colocando fronteras artificiales en
{In1| = Ni,|na| = Na, |n3| = N3}, como en el caso anterior. El procedimiento
para el calculo de las funciones de Green y las condiciones de contorno es
ligeramente més complicado debido a la presencia de términos cruzados.
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4.2.1. Funciones de Green

Para calcular las funciones de Green del operador linealizado (4.2) segui-
mos el procedimiento de la Seccién 4.1.3. Consideramos el problema de val-
ores iniciales

d*u,,
M= = > Ky ny + o, (4.39)

|n1—nf|<1,|ne—nf|<1,|n3—nf|<1

u,(0) =u?, u,(0)=u;. (4.40)

n

Ahora f,, y u, son vectores y K,, matrices. La transformada p es solucién

del sistema

2

M%’(@,t) +AO)P(O.1) = £0,1),

A9) = > K,e (4.41)

[n1]|<1,|n2|<1,|n3|<1

La matriz de coeficientes A(f) no depende del tiempo. Para encontrar la
solucién general recurrimos a la transformada de Laplace en tiempo

Lp(0,s) = (Ms*I — A(0)) " (LE(0, s) + Mcfi—‘;’w, 0) + sMp(6,0)). (4.42)

Si LGo(s) = (Ms* T — A(0))"' y LG(s) = s(Ms*T — A(0))™! = LG{(s), al
invertir la transformada de Laplace tenemos

p(0,t) = M%(t)p(@, 0) + MGg(t)(i—?(G, 0)
—I—/ Go(t — s)f(0, s)ds, (4.43)

y al invertir la transformada de Fourier discreta recobramos la expresion
integral (3.6) con:

s ™ s d@ ) ,
Gy, (t) =M / / / (27T)3e’(“*“)'9(}0(s)ds, (4.44)

siendo Gp(s) la transformada de Laplace inversa de (Ms*I — A(6))~ .
Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 4.3. La solucion del problema de wvalores iniciales (4.39)-
(4.40) se expresa en funcion de los datos iniciales y la fuente mediante la
expresion integral (3.6), donde la funcion de Green viene dada por (4.44).
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4.2.2. Condiciones de contorno

Una vez conocida la funciéon de Green obtenemos la condicion de con-
torno para un semiespacio. Si colocamos una frontera artificial en n; = 0y
queremos resolver (4.2) cuando ny; > 0, necesitamos una condicién de con-
torno para calcular ugm(t), m = (ng, n3). En la pared n; =0

d2uO’m
M—2" = D K (0.m) 0/ U - (4.45)

[nf <1, |n2—nb|<1,|n3—nf|<1

Hemos de expresar los valores u_j o en funcién de ug,, para cerrar el sis-
tema. Para ello, se trata de representar la contribucién de la region ny < 0
sobre la regién n; > 0 mediante fuerzas ejercidas sobre la interfaz.

Al aparecer términos cruzados en (4.39) no es cierto en general que la
extension impar v de u definida en (4.34) sea solucién de un problema de
tipo (4.39) con datos extendidos de forma impar a todo el espacio como
en (4.34)-(4.36). Normalmente habra que corregir g,, m, m = (ng2,ns), en
ny = 0:

fnl,m —+ (5n17,1am(t) n < 0

—8-n1,m ny > 0
donde
am(t) = Z K(—l,m)—((],m’)uo,m/
na—nhH|<1,Inz3—nj5|<1
bn(t) = Z K (0,m)—(—1,m) — K(0,m)—(1,m") | 0_1,m'. (4.47)

[n2—nf|<1,|ng—nf5|<1

Resolvemos el problema extendido en todo el espacio y obtenemos uy,, m,
ny < 0, en funcién de U m/, U_1 m':

0 dun/ dgg,n/
n} <0,m’ecZz?
t
3D 100 vt = Sel5) + G2 g (= 5 (5
m’EZZ
t

+/0 Z oo (= 8)Ew (s)ds, (4.48)

nf <0,m’€Z?
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donde G es la funcién de Green en el semiespacio n; < 0 con condicién
de contorno nula en el borde. Cuando Ko11,m-m’) = K@o-1,m-m’), bm =0y
(4.48) expresa u_j m en funcién de ug v, con lo que se cierra (4.45) en ny > 0.
Se tiene otra vez una condicién de contorno con la estructura (4.33),(4.37)-
(4.38). Si by, no se anula, obtenemos una expresién para u_s, en funcién
de U’ ¥ U_1 . Esto nos permite cerrar la condicién de contorno en u_j
en lugar de ugm :

d2u,1,m
MT g Z K(fLm),n/un/. (449)
|[—14n}|<1,|ne—nb|<1,|ng—nf|<1
con u_g py dado por (4.48).
Tenemos pues el siguiente resultado:

Teorema 4.4. La solucion de (4.39)-(4.40) en todo el espacio se aproz-
ima sin reflexiones por la solucion en una caja finita, si se imponen en las
paredes de la caja condiciones de la forma (4.48)-(4.49).

Estas condiciones se extienden a otros cristales ciibicos (véase figura
4.9) trabajando con la base de vectores primitivos y los planos de simetria
del cristal.

Figura 4.9: Celda base de una red de dtomos con estructura de cristal ctibico
centrado en las caras (oro, cobre, ...).

La figura 4.9 muestra la celda basica de un cristal cibico real. En la
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base primitiva (aj,as,as), los d&tomos ocupan posiciones con coordenadas
enteras (n,m, k). Los cristales cibicos simples (cuya celda se describe en la
figura 4.1) apenas se encuentran en la naturaleza (Uinicamente el polonio,
que es radiactivo). La mayor parte de los cristales cibicos reales son ciibicos
centrados en el cuerpo (con una celda base como la descrita en la figura 4.1
pero con un dtomo de més en el centro de la celda), o cibicos centrados en
las caras (cuya celda base se describe en la figura 4.9).
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Capitulo 5

Capas perfectamente acopladas

Las condiciones de contorno que hemos obtenido para problemas de elasti-
cidad discreta en el capitulo anterior tienen dos inconvenientes. En primer
lugar, son costosas, por el nimero de integrales a evaluar en cada instante
en toda la frontera artificial, sobre todo en varias dimensiones. En segundo
lugar, las integrales se han de truncar en tiempo para que resulte un proble-
ma numéricamente estable. Al hacer esto, dejan de ser exactas y dan lugar
a reflexiones de mayor o menor amplitud.

Una alternativa consiste en disenar capas perfectamente acopladas. La
idea consiste en introducir una region cerca de la pared en la cual se cambian
los coeficientes del sistema de modo que las ondas se amortiguen. Constru-
ir capas perfectamente acopladas para problemas discretos en espacio no es
sencillo, y los intentos en esa direccién son puramente heuristicos. Hemos
comentado en el capitulo 1 los antecedentes de esta técnica en problemas
continuos [6, 17, 5]. En este capitulo proponemos capas acopladas aproxi-
madas en problemas espacialmente discretos por analogia con las capas de
los problemas continuos, pero sin recurrir a discretizaciones de las capas con-
tinuas (que no funcionarian fuera del limite continuo). Los trabajos sobre
capas acopladas hasta la fecha parecen restringirse al estudio de problemas
continuos y de céomo discretizarlos de forma adecuada. Nuestros problemas
son discretos de partida y no se puede elegir la estructura discreta (que esta fi-
jada) ni hay pasos de discretizacion en espacio que hacer tender a cero. Las
capas que obtenemos no estan en principio 'perfectamente’ acopladas, pero
si tienen un efecto amortiguador razonable, segin los ensayos realizados. La
ventaja respecto a los métodos estudiados en las secciones anteriores estriba
en la reduccion del coste computacional y un mejor control de la magnitud
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de las reflexiones. Estas condiciones son locales, aunque se imponen en una
region y no en un borde. Tienen la ventaja de evitar el calculo de integrales
en cada etapa de la evolucién temporal.

El capitulo estd organizado como sigue. La seccién 5.1 se inspira en
los disenos de capas perfectamente acopladas en problemas de ondas para
proponer capas aproximadas en modelos de ondas discretos. En la seccién
5.2 recordamos resultados conocidos sobre capas acopladas en modelos de
elasticidad continuos isétropos y anisétropos, en particular, relativos a su
estabilidad en problemas de simetria cubica. En la seccion 5.3 disenamos
capas acopladas para problemas de elasticidad discreta en cristales cibicos
tridimensionales. Nos restringiremos a ensayos en dos dimensiones, aunque
la teoria es valida en cualquier dimension.

5.1. Ecuaciones de ondas discretas

Como hemos comentado en el capitulo 1, se han derivado capas perfec-
tamente acopladas para ciertos tipos de problemas continuos. El objetivo de
esta seccion es disenar capas aproximadas para problemas de ondas discretos.
Las estrategias ultilizadas en problemas continuos nos serviran de punto de
partida.

Recordemos como se procede en el caso modelo de una ecuacién de ondas
bidimensional. En primer lugar, se reescribe la ecuacion de ondas sy — g, —
Uy, = 0 como un sistema hiperbdlico de primer orden:

0w — Adyv — Boyv = 0. (5.1)

donde A, B, son matrices 3 x 3 :

010 00 1
A=|l100 ]|, B=[0 00 (5.2)
00 0 100

Ambas tienen autovalores reales y distintos, asi que se trata de un sistema
hiperbdlico. Comparando con la solucién de la ecuacion de ondas bidimen-
sional, v1 = u;, V2 = Uy Y U3 = Uy,

A continuacién, introducimos un factor de disipacién d(x) en la regién
z > 0y descomponemos v = v/l + v donde || denota la solucién de la
ecuaciéon manteniendo sélo las derivadas en la direccién paralela a la interfaz
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x =0y T lasolucién de la ecuaciéon manteniendo las derivadas respecto a la
direccién perpendicular:

ol —Bo,v =0, O’ —Adw=0, <0 (5.3)
ol —Bow =0, o' +dxw" —Adw =0, z>0. (5.4)

Las soluciones de tipo onda plana de ambos sistemas son de la forma:

- ,UOe—z(/c;,;x-i—lcyy—wt)7 <0
_ / _ _ / —
UU— _ UHG Wkz' (z)+kyy wt)7 UI _ U(')I'6 (ko' () +kyy—wt) x>0
k k
dl+a” =vy, dl =Bug-2,a" = Avg-= (5.5)
w w

con 2'(z) = — w [ d(s)ds. Resulta
Uy = erﬂ(kzwrkyy*m)ef%z Jo dls)ds (5.6)

con lo que v, coincide con v_ cuando x < 0 pero se amortigua cuando
x > 0 con coeficiente ||vy| = ||U_||e’%z Jo d®)ds 1,08 dos sistemas se acoplan
‘perfectamente’ en la region z < 0 y no hay reflexiones en la pared.

Se trata de adaptar estas ideas a problemas de onda espacialmente dis-
cretos. Discutimos en primer lugar como proceder en dimensién dos. A con-
tinuacion, explicamos brevemente como disenar capas de amortiguacién en
dimensién uno.

5.1.1. Dimension dos

Consideremos una ecuacion de ondas discreta en dos dimensiones:

"

2 JR—
u; — ¢ (Uigrj — 2Ui 5+ U1+ Uijyr — 2ui 5 + Ui jo1) = 0. (5.7)

Sic= % es grande, podemos considerarla una discretizacién de la ecuacién
continua. Se puede pensar en generar capas acopladas aproximadas recur-
riendo a una version discreta de (5.3)-(5.4), que, sin embargo, no es exacta-
mente una discretizacion. Los resultados son buenos independientemente del
tamano de c.

Introducimos los operadores discretos Ayu;; = wiv1j — Uij ¥ Dyuij =

u; j+1 — Ui ;. La ecuacién de ondas discreta se reescribe en forma de sistema

103



COImo:

8,52um — CZAQU(AQUUZ‘,LJ') — CQAy(Ay’U/i’j,1> = O,
8t(Axui—1,j) = Az(atui—l,j),
O(Ayuij-1) = Ay (Opuij-1), (5.8)

anélogo discreto de (5.1), salvo por el hecho de que en el segundo miembro de
las ecuaciones segunda y tercera, dyu;_1 j y Oyu; j—1 respectivamente, debieran
ser dyu; ; para poder escribir el sistema como

8,51)1-,]- — CzAAI'UZ'J — CQBAyUZ'J‘ = O, (59)

con v;; = (Opw j, Agui—y 5, Ayu; j—1). Los operadores A, y A, en este sistema
actian componente a componente. En cualquier caso, podemos plantear el
andlogo discreto de (5.3)-(5.4) teniendo en cuenta estos desplazamientos,
introduciendo las variables

1 2

wi) = = (O 1> Aattio1j, Ayu; 1]) w?) = (a&ui,j—l,Aa:ui,j—hAyuiJ—l);

7] 1’7]

y considerando los sistemas

Ol — BAwS) =0, Ol +dijul — AAw) =0, Vij,  (5.10)

(2] 1]
donde A, B, son matrices 3 x 3 :

2

0 ¢
A= 1 0
00

2

Q

(5.11)

o O O

0
, B=10
1

o O O
o O

Tenemos dos sistemas acoplados para las tres Componentes de vl y 0T, que
se relacionan con u; ; a través de v; ; = v” +v;l; y con wz( ]) y wz( J) a través de

u; ;. Para resolverlo sélo hace falta la descomposmlon de los datos iniciales
v;;(0) = ” (0) + v/;(0). De entrada, podemos tomar v” ;(0) = v/(0) =
%U@j(O).

Estudiamos a continuacion la evolucién del dato inicial gaussiano em-
pleado en tests anteriores al truncar el recinto de computacién para la ecuacién
de ondas discreta introduciendo una capa amortiguadora aproximada. Hemos
tomado ¢ = 1 y un coeficiente amortiguador d; que crece de d = 0 para ¢ < 10
a d =1 para ¢ > 20. Como recinto computacional elegimos —50 < i < 50,
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—50 < 5 < 50. En las paredes ¢ = —50, j = £50 imponemos condiciones de
contorno nulas. La condiciéon de contorno que se imponga en estas paredes
es irrelevante y no afecta a la solucion en tanto que la onda no llegue a ellas.
El dato inicial es una gaussiana centrada en el origen con ’soporte’ contenido
en —2 <7 <2 —2 < j < 2. Se trata de observar la evolucién de la onda
cuando llega al inicio de la capa acoplada en ¢ = 10.

Utilizamos, una vez més, la norma euclidea de la diferencia entre la
solucién real y la resultante de aplicar la capa acoplada aproximada. Este
coeficiente que nos permite comparar nuestra aproximacion con la solucién
real se ve representado en la figura 5.1. Notese que es mucho menor que los
coeficientes de reflexion obtenidos en el capitulo 4. Pasado el pico que se
observa en la figura, decae aun mas.

0.01

0.008r

0.006

N(®

0.004r

0.002r-

Figura 5.1: Norma euclidea de la diferencia entre las soluciones exactas y las
calculadas usando el modelo de capa acoplada.

En la figura 5.2 mostramos una vista en dos dimensiones correspondiente
a la proyeccion sobre el plano XY'. En la figura 5.3 se observa una vista en tres
dimensiones. En ambas podemos apreciar como la onda atraviesa la pared
artificial ¢ = 10 sin producir apenas reflexiones hacia el interior.
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(2)

10 .
-10 -5 0 5 10

Figura 5.2: Proyeccion sobre el plano XY de la evolucion de un dato inicial
de tipo gaussiana al atravesar la frontera artificial en el modelo con capa
acoplada aproximada (5.10).
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y -10 -10 y -10 -10

y -10 -10 y -10 -10

Figura 5.3: Evolucién de un dato inicial de tipo gaussiana (a) al atravesar la
frontera artificial en el modelo con capa acoplada aproximada (5.10).
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Retomamos a continuaciéon el ejemplo no lineal considerado en la sec-
cién 4.1.2. Hemos realizado test numéricos tomando distintos datos iniciales.
Si consideramos como dato inicial una funcién gaussiana cuya altura no su-
pere la amplitud del seno la capa acoplada absorbe bien las reflexiones. Sin
embargo, cuando tomamos como dato inicial un dipolo como el dado por la
ecuacion (4.27), los resultados no son todavia buenos. A pesar de que pare-
cen mejorar al aumenar el tamano del recinto computacional, para obtener
un error aceptable necesitamos un tamano del recinto demasiado grande de
manera que el coste computacional resulta demasiado alto. Asi la obtencién
de resultados eficientes para casos no lineales mas complicados sigue siendo
un problema abierto a tratar.

5.1.2. Dimensién uno

En dimensién 1, no hay componente v!l, ni variable y. Las ecuaciones
con capa acoplada para

’U/; — CQ(UZ'+1 — 2Ul + Uifl) = 0,
se reducen a
atvz- + d,’Ui — .AAUJZ = 0, VZ, (512)

donde A es una matriz 2 x 2 :

A:(? 82) (5.13)

’ w; = (Opuy, Aug), v, = (Opuy, Aui—y),  Aw; = wipg — w;.
En un problema de tipo Klein-Gordon
uf — (g — 2w +uiy) + Au; =0, A >0,
nos queda:
Dy0; + dyvi — AAw; — ( _‘g“i ) Vi (5.14)

Noétese que u; = uq + Z;;ll v,?), donde v,(f) denota la segunda componente

de vi. Numeramos los nodos de forma que u; es un dato conocido por la
condicién de contorno.
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Los resultados para problemas lineales son buenos, con un coste bastante
menor que cuando se usan condiciones de contorno basadas en funciones de
Green. Al evitar introducir integrales, no es preciso utilizar esquemas con
paso de tiempo constante. Se puede recurrir a esquemas de orden alto y paso
variable. La estabilidad de los esquemas resultantes estd garantizada por la
eleccion de d.

En tests lineales esta estrategia es efectiva en la supresion de reflex-
iones. Retomamos a continuacion el problema no lineal descrito en la seccién
3.3.3, una ecuacién discreta unidimensional con fuente —Asin(u,) + F. Las
ecuaciones con capa acoplada quedan:

. i 2
Ov; + div; — AAw; = ( —Asin(uy + %kl Ul(c )) + F ) ’

donde d; es un coeficiente que decrece desde 1 para ¢ < ig hasta 0 para ¢ > i,
siendo i un valor proximo al borde izquierdo del recinto de computacion. En
este caso no lineal, los resultados no son buenos debido al efecto combinado
del salto y las oscilaciones.

5.2. El sistema de elasticidad bidimensional

Dado que estamos interesados en la obtencién de condiciones de con-
torno para cristales, el sistema continuo de interés son las ecuaciones de la
elasticidad con simetria cristalina. En esta secciéon revisamos la teoria de
capas acopladas para problemas de elasticidad.

Consideremos un medio elastico bidimensional anisétropo. Con el fin de
disenar capas perfectamente acopladas, conviene escribir sus ecuaciones en
forma de sistema hiperbdlico de orden uno, no como el sistema usual de orden
dos para los desplazamientos (ecuaciones de Navier). Usando la formulacién
velocidad-tension, las ecuaciones que rigen la evolucién del medio se escriben:

0
pa—‘t/ — dive =0,
do
A— —e(v) =0,
5 V)
siendo v = (v, v2) la velocidad y 0;; = Cjjmem €l tensor de tensiones. C' es

el tensor de orden cuatro formado por las constantes eldsticas y A = C~ L.

- N
El tensor de deformacién ¢;; = %(ggf + 52), siendo u = (uy,up) el vector
¥l [
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desplazamiento. La velocidad es v = %—‘t‘. La densidad p se supone constante
e igual a 1 y se ignorara en lo sucesivo.

Vamos a reescribir este sistema en forma matricial. Para ello identi-
ficamos el tensor de tensiones con un vector o = (0'1,0'2,0'3)t, oy = 011,
09 = 099 y 03 = 012. Introducimos las matrices

00 1 100
D|:(010>’ DT:(OOl)’ (5.15)

B (B0 e (100)

El sistema se reescribe como

ov do Jdo
—— =_plZ== L pT=Z 1
P ot oy 7 oz (5.17)
do ov ov
7 X T2
Ay = &5+ €5 (5.18)

Se trata de restringir el recinto computacional a la region x < 0. Para
ello introducimos un coeficiente de amortiguacion d en la region x > 0. Si
conseguimos que este coeficiente haga decaer todo tipo de onda en la region
x > 0 sin enviar reflexiones dentro de la region < 0, habremos disennado una
capa perfectamente acoplada a nuestro problema en = > 0. La regién x > 0 es
una capa de amortiguacion infinita. En la practica, el recinto computacional
se trunca dentro de la capa, en x = L > 0, eligiendo la distancia L de modo
que las ondas generadas en la pared artificial + = L se amortiguen y no
entren en r < 0. Tenemos pues una pared de acoplamiento x = 0, que no
genera reflexiones en el recinto de interés < 0 y una pared artificial que
genera reflexiones en la capa de amortiguacién. El valor del coeficiente d y
de la distancia L ha de ser tal que las reflexiones sean despreciables cuando
llegan a = = 0.

Si se desea truncar el recinto computacional a una caja, se construyen
primero capas perfectamente acopladas infinitas para los distintos semiespa-
cios involucrados: * > —N, x < N,y > —M, y < M. A continuacion, se
construye una capa exterior a la caja que combine estas cuatro y se intro-
duce una pared artificial en la que se trunca el recinto computacional. Se
espera que la solucion calculada dentro de la caja de interés se asemeje a
la solucién del sistema infinito. Los valores calculados dentro de la capa de
amortiguacién no son relevantes. Esta capa sirve simplemente para reducir el
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recinto computacional garantizando la fiabilidad de los resultados en la caja
que rodea. Obviamente, si el grosor de la capa de amortiguacion finita L es
demasiado grande, el calculo es demasiado costoso y la técnica no es tutil.

Veamos como introducir una capa perfectamente acoplada infinita en la
direccion x. Descomponiendo

v=ol 40T o=0cl4+oT (5.19)

en componentes paralelas y perpendiculares a la pared z = 0 tenemos:

%" _ Dlg_;’
p% +d(x)v" = DTg—Z,
I
A%: HZ_Z’
A(% +d(x)o") = 5Tg—;’, (5.20)

siendo d(x) el coeficiente de amortiguacién en z > 0. d es nulo para x < 0.
El superindice || significa que conservamos la derivada paralela a la pared, es
decir, la derivada respecto a y. El superindice T significa que conservamos la
derivada perpendicular a la pared, es decir, la derivada respecto a x.

Para decidir si este sistema nos genera una capa perfectamente acoplada,
hay que estudiar la estructura de las ondas planas en él. Las ondas han de
decaer. Consideremos en primer lugar el caso isétropo. A continuacién, nos
centraremos en problemas cubicos.

5.2.1. Caso is6tropo

En el caso isétropo, sélo hay dos constantes elasticas independientes, las
constantes de Lamé Ay pu :

0ij = A0ij(e11 + €92 + €33) + 2445 (5.21)
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El sistema con amortiguaciéon se escribe

801 8'0'1‘

Wer(x)?ﬁT:%, W:%
%}_ngd(x)va:%, %}Z%

agtl +d(z)o, :<A+2M)%7 ool _ z2w
8;2 + d(z)oy —)\%, 8“'2‘ _ (/\+2M>au2

8‘;; e = M%’ % =1, (5.22)

En el caso isétropo, las soluciones de tipo onda plana de (5.18) se pueden
escribir como superposicion de ondas planas longitudinales y transversales:

u, = apd eiw(vptf(Cos(G)ersin(@)y)) (523)
u, = asd ewvst (—sin(@)z+-cos(0)y))
donde v, = v/ A+ 21y vy = /i1, son las velocidades de propagacion, a; las
amplitudes, d; las direcciones de movimiento de las particulas y 6 define la
direccion de propagacion de la onda.

Para el sistema con amortiguacién (5.22), las ondas planas son las mis-
mas, pero reemplazando x por
/I: x

tj=2—— [ d(z)dz (5.24)

wuj Jo
para j = p,s. En la region > 0, aparecen dos coeficientes de amortiguacion

e~ cos(f)vpy ! IS d(z)dz’ esin(e)v;1 Jo d(z)dz (525)

que decaen si cos(f) > 0 para las ondas longitudinales (§ € (—n/2,7/2))
y sin(d) < 0 (f € (w/2,37/2)) para las ondas transversales. Sélo para
0 € (—m/2,0) se amortiguan ambos tipos de ondas. Este tipo de capas no
llega a eliminar todo tipo de ondas en general, sélo las que se propagan en
determinadas direcciones.

Al colocar una pared artificial x = L a una cierta distancia de la pared
x = 0 en la que se activa el coeficiente de amortiguacioén, se generan una
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onda longitudinal y transversal reflejadas [17]. Los coeficientes de reflexion
de estas ondas reflejadas son proporcionales a los de las ondas amortiguadas.
Su amplitud es menor cuanto mas lejos estd la pared que trunca la capa de
amortiguacién y el recinto computacional. Decaen segin un factor de orden
(5.25) con x = L. Obsérvese que el decaimiento sélo se produce para ciertos
angulos de incidencia.

5.2.2. Caso anisétropo

Los cristales tienen simetrias determinadas, luego son anisétropos. No
se comportan igual en todas las direcciones. El sistema con capa de amor-
tiguacion para x > 0 es (5.20). Para ver el efecto de la capa, calculamos las
ondas planas del sistema exacto (5.18) y del amortiguado.

Las ondas planas son de la forma u(x,t) = de'@=%%) donde d es el
vector de polarizacion, k el vector de onda y w la frecuencia. Estas ondas son
solucion de las ecuaciones de Navier si satisfacen una relacion de dispersion:

M(k)d = pw*d, M(k) = Cijukikn. (5.26)
Fy(w, k) = det(M(k) — pw?I) =0

El vector d ha de ser un autovector de M (k) correspondiente al autovalor
pw?. La ecuacién de dispersién tiene cuatro raices para cada vector de onda

k-

w = i\/ % (Mn(k) + Moo (k) + /(M (k) — Mas (k)2 + 4M12(k)2) (5.27)

i\/ % (Mn(k) + Moy (k) — /(M (k) — Moy (k))? + 4M12(k)2>,

w

Como el problema original es estable, obtenemos raices reales que aseguran
que las ondas planas no se amplifican con el tiempo. Al considerar el problema
modificado (5.20), podria ocurrir que algunas raices tuvieran parte imaginaria
negativa. Ello daria lugar a la generaciéon de inestabilidades.

La velocidad de grupo viene dada por

0F,

(k) = Viw(k) = —(52

(1,8)) 'V Fy(1,s).

siendo s = g F; es la ley de dispersion del sistema de elasticidad original,
escrito como sistema de segundo orden en tiempo para la variable u. Al
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escribirlo en la formulacion velocidad-tensién como sistema de primer orden
(5.18), la relaciéon cambia un poco y aparece un autovalor 0: F; = wFy en
2D. Obsérvese que la velocidad de grupo es ortogonal a la curvas s = cte.
La velocidad de grupo permite definir los frentes de onda. Son las curvas
donde las velocidades de grupo toman valores extremos. Permiten estudiar
la localizacion de la energia.

En [5] se han dado algunas condiciones bajo las cuales el problema amor-
tiguado es estable para materiales transversalmente isétropos. Estos materi-
ales tienen 4 constantes eldsticas independientes en lugar de 2: ¢11, ¢33, co2, C12.
El resultado depende de las constante elasticas del material. Dado un mate-
rial anis6tropo arbitrario puede ocurrir que la capa se desestabilice [5, 3].

En un cristal cibico tenemos tres constantes independientes: ¢11, 44 ¥
c12. S0lo son distintas de cero las constantes: ¢i111 = Cag22 = 3333 = C11,
C1122 = C1133 = C2211 = C2233 = C3311 — C3322 = C12 Y C2323 = (3131 = C1212 = C44.
En 2D, matriz M (k) tiene componentes:

My (k) = anf + 012/?3, Moo (k) = an?g + C12k%,
Mu(k) = C44k1]€2 = M21</€)

Los cuatro autovectores (5.27) del problema de elasticidad original son reales
y distintos. Esta matriz tiene una estructura similar a la del caso transver-
salmente isotropo:

Mll(k) = 611]{3% + 033]{35,
MQQ(/{Z) = 022]{?% + ngkf,
M12(k') = (012 + 033)k1k2 = M21<k)

Seria un caso particular en el que ¢11 = €99, €33 = €12 ¥ Caq = C12 + C33.

Podemos obtener resultados de estabilidad de la capa perfectamente
acoplada para un material cibico particularizando para este caso los resul-
tados transversalemente isétropos de [5]. Supongamos de momento que el
coeficiente de amortiguacion d > 0 es constante. Para probar que el sistema
amortiguado esta bien puesto, basta excluir la existencia de soluciones de
tipo onda plana correspondientes a autovalores modificados con parte imag-
inaria negativa. Se tiene el siguiente resultado, consecuencia de [5]:

Teorema 5.1. Para la elasticidad con simetria cibica, el sistema (5.20)
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con d > 0 constante tiene soluciones de tipo onda plana con frecuencias

Wk, d) = w(k) + (- )d + 0(|—]1|

% ). (5.28)

1

|k‘) y estd acotada cuando |k| —

Su parte imaginaria es ]m(a(%))d + O(

0o. El sistema (5.20) estd bien puesto. Ademds, a(%) = zsl(%)vi(%). Si
sl(ﬁ)vé(%) > 0, el sistema es estable a altas frecuencias.

Demostracion. Las frecuencias de las ondas planas en un cristal ctibico
bidimensional son simples. Son raices de la ecuacién de dispersion

k d
R

Como hemos visto, hay cinco soluciones simples, que sirven de punto de ar-
ranque a cinco ramas w(k,d). El desarrollo (5.28) se obtiene aplicando el
teorema de la funcién implicita en (w(k,0),k,0). Al ser simples las raices,

Fi(

giil(ﬁ, %, %) # 0. El valor para « se obtiene desarrollando la ecuacién en
Tkl
potencias del parametro pequeno % e imponiendo que el primer orden se

anule.

Corolario 5.2. Si para el sistema amortiguado en la direccion x se
tiene s'(£)vl(£) > 0 y para el sistema amortiguado en la direccion y

[k[/ 7\ k]
SQ(%)US(%) > 0, se puede construir una capa perfectamente acoplada en

el exterior de una caja.

En principio, para los materiales ciibicos no se observarian inestabili-
dades. Los ejemplos de inestabilidad se han construido cuando c¢;; # cos.

5.3. El sistema de elasticidad discreta

Vamos a considerar en esta seccién un sistema de elasticidad discreta
tridimensional para un reticulo ctibico cuyo limite continuo son las ecuaciones
de la elasticidad tridimensional con simetria ctibica. Considerando densidad
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constante p = 1 y llamando:

Dy vj(x1, 22, 23) = vj(w1 + b, 29, 23), Dyvj(a1,22,23) = vj(v1 — h, x9,3)
D;?Jj(thm x3) = vj(r1, 02 + h,x3), Dy vj(w1, 29, 23) = vj(21, T2 — h, x3)
D;;rvj(ail,l’m x3) = vj(T1, T2, 03 + h), D3 v;(x1, 29, 73) = vj(21, T2, 73 — h)

las ecuaciones que rigen la evolucion del modelo discreto seran:

v .
a_z = Dyojy + Dyos+ Dyogs, i=1,2,3 (5.29)
Jdo
A— = 5.30
7 ), (5.30)
siendo u = (uy, ug, u3) el vector desplazamiento, v = (v, v, v3) la velocidad,
e el tensor de deformacion: ¢;; = %(D;rul + D;ruj), 0ij = Cijren el tensor de

tensiones, C' el tensor, de orden seis, de constantes eldsticas y A = C~1.
Con el fin de escribir este sistema de forma matricial identificaremos el tensor
de tensiones o = (01, 09,03,04,05,06)" donde o1 = 011, 09 = 099, 03 = 033,
04 = 019, 05 = 093 Y 0 = 013 ¥ de manera analoga el tensor de deformacién
e = (e1,€9,€3,€4,85,86)". Introduciendo ademés las matrices:

1 00000 0 0 0 1 00
EE=1000100], 1 00 |,
0000O0O0T1 0 10
0000O0O0T1
E=1000010],
001000
100 0 0 0 000 1/2 0 0\'
Fr=(0001/20 0 Fo=1010 0 0 0|,
000 0 0 1/2 000 O 1/2 0
0000 0 1/2\°
Fz=100001/2 0 :
0010 0 O
podemos reescribir el sistema (5.29) como:
0
a: = ng o+ gzD o+ ggD g, (531)
0
Aa—: = F\.Dj v+ FoDjv + FsDjv. (5.32)
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Al igual que en la seccién anterior introducimos una capa perfectamente
acoplada en la direccion x;. Para ello descomponemos la velocidad y el ten-
sor de tensiones en dos componentes: una paralela al subespacio z; = 0 (de
dimensién 2) denotada con || y otra perpendicular a él (dimension 1) que
denotaremos con T. Asi el superindice || significa que conservamos las difer-
encias en xo y x3 y con 1 conservamos las diferencias en ;. Introduciendo
un coeficiente de amortiguacion en la region x; > 0, el sistema queda:

ol
E B SQDQ_U + €3D3_U, (533)
T
88% +d(z)v" = & Dyo, (5.34)
kel
AE = ng;U—i—ng;U, (535)
do’ T +

Una vez mas consideraremos primeramente el caso isétropo y posteriormente
el anisétropo.

5.3.1. Caso isé6tropo

Como ya vimos en la seccién anterior, en este caso sélo hay dos con-
stantes eldsticas independientes, las de Lamé: \ y u. El tensor de constantes
elasticas del problema tridimensional serd entonces:

A+20 A A0 0 0

A A+22 A 0 0 0

oo A A A2z 0 0 0
0 0 0 2z 0 0

0 0 0 0 2u 0

0 0 0 0 0 2u

Usando la forma particular del tensor de constantes eldsticas y expresando
las ecuaciones (5.33), (5.34), (5.35) y (5.36) en componentes, nuestro sistema
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queda:

8@1

8t +d( ) :Dl_O'l, D O'4+D O¢,
0 ol
(;’t? +d(z)v) = Dyoy, %—;—DQO—ﬁDg%,
0 v
gf +d(z)v) = Dyog, %8 _ Dyos + Dyos,
801 + 9o, + +
at +d< ) ()\+2M)D U1, 5 /\D2 (%] +>\D3 Vs,
8‘72 T + 9o} + +
8t +d(z)o, = ADV v, 5 = (A+2p) Dy v + AD3 w3,
0 ol
g; +d(z)oy = ADf vy, aa—f = ADJ vy + (A + 2u) D v3,
0 ol
g; +d(z)o) = uD vy, 0 & = puD3v
dod ol
(9155 +d(z)os =0, aa—f:pD;vg—i-uD;fvz,
dog ol
atﬁ +d(x)og = pDfvs, % = uDiv,
5.3.2. Caso anisotropo

En este caso hay tres constantes elasticas independientes: ci1, c4q v C12.
El tensor de constantes elasticas del problema tridimensional sera entonces:

Ci11 Ci12 C12 0 0 0
Cig2 C11 C12 0 0 0
O - Cig Ci12 C11 0 0 0
0 0 0 Cqq 0 0
0 0 0 0 Cq4 0
0 0 0 0 0 Cyq4
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y el tensor de tensiones viene dado por:

011 cii ci2 ci2 0 0 0 €11
0922 ciz2 ci1 ci2 0 0 0 €22
033 _ ci2 ci2 ¢ 0 0 0 €33
093 0 0 0 Cqq 0 0 2823
031 0 0 0 0 Cqq 0 2831
012 0 0 0 0 0 Cqq 2812

En un problema bidimensional tomamos o33 = 013 = 093 = 0, €33 =
€13 =623 =0, v3 =0y v1 = v1(21,22), V2 = Va(1, T2).

Usando esta reduccién y expresando las ecuaciones (5.33), (5.34), (5.35)
y (5.36), en el caso bidimensional nuestro sistema queda en componentes:

ov/ . ) . )

ot +d(z)v] = Doy %t = Djos

% +d(w)] = Dioy % = Dyo
% +d(x)o] = cuDi v %'1‘ _ Doy
a(;z +d(z)o, = c12Divy aait! — enDi v
6(;75 +d(z)og = cuDi v, %%‘ _ cuDiv,

5.3.3. Test numérico

Hemos elegido para la realizacién de un test numérico un caso anisétropo
sencillo. Tomaremos como constantes de elasticidad del material las corre-
spondientes al oro: ¢;; = 1’86, ¢19 = 1’57 y ¢4y = 0/42 (valores adimension-
ales, las unidades son 10> GPa). Ademés consideraremos que tanto vy como
v3 son nulas. De esta forma simplificamos el problema, que se puede expresar
(usando la notacién de la seccién 5.3) mediante la ecuacién:

O ui; = c11 g (Aguiovj) + caady (Dyuj—1)

En este test hemos aplicado capas perfectamente acopladas en las cua-
tro paredes del recinto. En la figura 5.4 podemos apreciar el coeficiente de
reflexién que relaciona la aproximacién anterior con la solucién real.
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N(D)

0 10 20 30 40 50
t

Figura 5.4: Norma euclidea de la diferencia entre la solucién exacta y la
aproximada mediante capas acopladas en las cuatro paredes del recinto

Como podemos observar en las figuras 5.5 y 5.6, la reflexién hacia el
interior es practicamente nula. Hemos tomado, una vez mas, como recinto
computacional —50 < x > 50, —50 < y > 50 introduciendo una capa amor-
tiguadora en x = £10, y = +10. En el borde del recinto computacional
hemos impuesto condiciones de contorno nulas.
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Figura 5.5: Proyeccion sobre el plano XY de la evoluciéon de un dato inicial
de tipo gaussiana al atravesar la frontera artificial en el modelo con capa
acoplada aproximada en las cuatro paredes del recinto.
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5
y -10 -10 y -10 -10

5
y -10 -10 y -10 -10

Figura 5.6: Evolucién de un dato inicial de tipo gaussiana (a) al atravesar la
frontera artificial en el modelo con capa acoplada aproximada en las cuatro
paredes del recinto.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis hemos desarrollado condiciones de contorno no reflectantes
en dos casos concretos. Por un lado, en modelos de crecimiento de burbujas
de helio en plutonio, donde se produce un proceso de agregacion molecular.
Por otro, en sistemas de elasticidad discreta relacionados con la simulacién
de dinamica de defectos en nanocristales.

En el capitulo 2 hemos estudiado las ecuaciones para burbujas de he-
lio. Se propone un modelo formado por infinitas ecuaciones diferenciales
acopladas para distribucion de burbujas de diferentes tamanos. Este modelo
corrige un modelo anterior introducido en los Lawrence Livermore Nation-
al Laboratories mediante la introduccion de un coeficiente que depende del
tamano de las burbujas, proporcionando resultados mas acordes con los datos
experimentales disponibles. Mediante un cambio de variable y transformadas
de Laplace, introducimos condiciones de contorno exactas que permiten re-
ducir el sistema infinito a una ecuacion integrodiferencial. Usamos esta nue-
va formulaciéon para obtener informacién cualitativa sobre la dinamica de la
poblacién de burbujas [12]. Queda pendiente dar una justificacién fisica de
la modificacién introducida en el modelo y calibrar el mismo con los datos
disponibles de modo que pueda proporcionar informaciéon cuantitativa.

En el caso de modelos para la dinamica de redes atémicas, deducimos
condiciones de contorno no reflectantes para problemas de ondas discretas,
las extendemos a modelos de elasticidad discreta y estudiamos su utilidad en
algunos tests no lineales. Los capitulos 3 y 4 obtienen condiciones exactas y
discretizaciones absorbentes. En capitulo 5 se proponen capas perfectamente
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acopladas 'aproximadas’ discretas.

En el capitulo 3 consideramos cadenas atémicas regidas por ecuaciones
de ondas discretas en dimensiéon uno. Construimos condiciones de contorno
exactas a partir de las funciones de Green del problema de valores iniciales, en
el espiritu de [25, 24, 29]. Estas condiciones involucran integrales en tiempo.
Introducimos una estrategia de discretizacién que proporciona condiciones
de contorno aproximadas absorbentes y testamos su eficiencia en problemas
lineales y no lineales [13, 14]. Los resultados en problema lineales son buenos.
En los casos no lineales, depende de la no linealidad y el tipo de ondas que
llegan a las paredes. El capitulo 4 extiende la idea a reticulos bi y tridimen-
sionales.

Los ensayos numéricos realizados con las condiciones tedricamente exac-
tas en varias dimensiones revelan dos inconvenientes. Por una parte, el coste
del célculo de las funciones de Green (definidas por integrales) y de las in-
tegrales que definen las condiciones de contorno. Por otra, la dificultad de
discretizar las condiciones de contorno en tiempo de modo que el problema
resultante sea numéricamente estable y no se creen reflexiones de magni-
tud relevante. Las capas perfectamente acopladas discretas constituyen una
alternativa mas eficiente en la practica. En el capitulo 5 se disenan capas
perfectamente acopladas en ecuaciones de ondas y de elasticidad discretas,
inspirados en el tratamiento de modelos de ondas y elasticidad continuos [15].
Testamos la eficiencia de las condiciones no reflectantes obtenidas en proble-
mas bidimensionales lineales y en problemas no lineales sencillos relacionados
con el estudio de poblaciones de defectos que interaccionan entre si [14, 15].
Los resultados numéricos son bastante mejores que los obtenidos con las
condiciones de contorno no locales en tiempo desarrolladas en el capitulo 4.

Las condiciones de contorno artificiales obtenidas en los capitulos 3-5
son ttiles en problemas lineales y en problemas en los que se puede linealizar
en los bordes del recinto computacional. La obtencién de buenas condiciones
no reflectantes cuando los efectos no lineales son relevantes en las paredes
artificiales es un problema completamente abierto.
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