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INTRODUCCION

Dedicamos esta memoria al estudio de algunas propiedades del es
pacio de Banach C(K,E), el espacio de las funciones continuas defini
das en un compacto Hausdorff K con valores en un espacio de Banach E
dotado de 1la norma del supremo (si E es el cuerpo escalar notamos por

C(K) a este espacio).

El espacio de funciones continuas C(K)| es uno de los prime -
ros espacios de Banach que aparece como tal en la literatura. Su es-
tudio ha impulsado y motivado gran parte del desarrollo de 1la teoria
de los espacios de Banach. Recordemos por ejemplo, los trabajos pio-
neros de Hadamard que culminaron con el teorema de representacién de
Riesz del dual de Cc([0,1]).

En la famosa monografia de Banach del afio 1932 (Théorie des opé
rations linéaries) se recogen y sistematizan gran parte de los resul
tados obtenidos sobre este espacio; y aparecen en embridén muchos pro

blemas que han impulsado la investigacidén posterior.

Grothendieck, en el afio 1953, publica un articulo (19] en el que
pone de manifiesto la riqueza de propiedadesfde los espacios C(K).
Como consecuencia de su profundo estudio sobre estos espacios, axio-
matiza varias de sus propiedades: la propiedad de Dunford-Pettis, la
propiedad reciproca de Dunford-Pettis y la propiedad de Dieudonné.
Todas ellas son propiedades que se pueden definir en términos de los
operadores definidos en el espacio, principalmente de los operadores

débilmente compactos.

Unos afios mas tarde, alrededor del afio 60, surge otro autor,
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Pelczynski, que junto con Bessaga, Szlenk y otros, consigue otro gran
avance en el conocimiento de los espacios C{K). En 1962 axiomatiza

otra de las propiedades de estos espacios, que se puede definir tam-
bién en términos de 1os operadores definidos en el espacio: la proﬁg
dad V. Y tres afios mas tarde publica junto con Szlenk un articulo que
contribuyb decisivamente a caracterizar cuindo un C(K) verifica que

todos sus subespacios cerrados tienen la propiedad de Dunford-Pettis

(es decir, cuindo un C(K) es hereditariamente Dunford-Pettis).

Poco después, siguiendo la tendencia natural de extender al ca-
so vectorial los resultados obtenidos en el caso escalar, se comien—
za a estudiar el espacio C(K,E).

Podemos decir que los primeros pasos en esta direccidn fespecto
al tipo de propiedades citadas, los dan Singer y Dinculeanu al obte-
ner una representacidn integral de los operadores definidos en C(K,E)

()

A partir de este resultado se hacen intentos, a finales de 1los

que generaliza el teorema de Riesz

afios 60 y principio de los 70, de traducir las propiedades de los

" operadores {como "ser débilmente compacto", "ser incondicionalmente

conveygente",...) en propiedades de las medidas que 10s representan.
Autores que han trabajado en ello han sido Batt y Berg, Dobrakov,

Brooks, Dinculeanu y, recientemente, Fierro. Se consiguen condicio -
nes necesarias y algunas suficientes, pero caracterizaciones genera-

les s6lo en casos muy particulares.

Uno de los problemas que mé&s interés ha despertado en el estudio
del espacio C(K,E) y de otros espacios de funciones vectoriales, res

ponde al siguiente planteamiento:

(#) Pues C(K,E) tendra alguna de esas propiedades segin cémo

sean los operadores definidos en é1.
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Si P es una de las propiedades citadas anteriormente, ¢es

cierto que

(1) "C(K,E) tiene la propiedad P si y sblo si C(K) y E

la tienen"?

En concreto, si se trata de una propiedad que poseen todos

los C(K) ¢es cierto que
(2) "C(K,E) tiene la propiedad P si y sblo si E la tiene"?

Y, naturalmente, en el caso en que (1) 6 (2) no sean ciertos en gene
ral, el problema que se plantea es el de determinar para qué clases

de espacios (K y E) son ciertos.

En este sentido una de las propiedades mds tratadas ha sido 1la
propiedad de Dunford-Pettis. La dificultad de obtener respuestas ge-
nerales se pone de manifiesto al comprobar que hasta el momento sdlo
se ha « :mostrado que espacios E muy concretos que poseen la propiedad
de Dunford-Pettis verifican que C(K,E) también la tiene. Por ejemplo,
Bourgain [7] ha probado muy recientemente con técnicas bastante so -

fisticadas, que C(KJfgu)) posee la propiedad de Dunford-Pettis.

La demostracidén de que una respuesta afirmativa a (2) para esta
propiedad er general no es cierta, la ha dado hace pocos meses Tala-
grand en un articulo ain no publicado [39], en el que construye un
espacio de Banach € que tiene la propiedad de Dunford-Pettis y tal
que C({0,11,€) no la tiene. Las buenas propiedades de este espacio §
que iremos viendo a lo largo de la memoria (ver Nota 10.10.) hacen
dificil conjeturar qué condiciones se le han de imponer a K 6 a E pa

ra que (2) tenga una respuesta afirmativa.

Un problema clisico en la teoria de espacios de Banach es el de
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determinar cudndo un espacio de Banach contiene un subespacio isomoz
fo a <, 6 a Cl, y cudl es la "posicién" de este subespacio. Desde ha
ce algunos afios se viene estudiando este tipo de problemas en espa -
cios de funciones (ver [25,29,33,34]). En esta linea Pelczynski pro-
bb que todo espacio C(K) infinito-dimensional contiene un subespacio
isomorfo a Cor ¥V hace muy poco E. y P. Saab han caracterizado cuéndo

. . . L
C(K,E) contiene un subespacio complementado isomorfo a ¢

Una gran parte de los resultados de esta memoria se sittan en
1a linea de dar respuestas a (1) y (2) cuando P es la propiedad de
Dunford-Pettis, la propiedad reciproca de Dunford-Pettis, la propie-
dad de Dieudonné, la propiedad V y "ser hereditariamente Dunford-pet

tis".

Asimismo abordamos también el problema de determinar cuando
. . L i .
C(K,E) contiene algin subespacio isomorfo a A y cuando contiene a

c, como complementado.

A continuacién pasamos a comentar brevemente el contenido de 1la
presente memoria. La hemos dividido en quince secciones, distribui -

das en seis capitulos y un apéndice.
—

En el capitulo 1 establecemos las notaciones y recogemos 1os re
sultados basicos de la teoria general de espacios de Banach y del es
pacio C(K,E) que utilizamos a lo largo de la memoria. Por razones de
brevedad hemos recogido solamente los resultados fundamentales que
necesitamos. Para mayor informacidén pueden consultarse por ejemplo
los libros de Dinculeanu, Dunford-Schwartz, Lindenstrauss-Tzafriri y

Semadeni (ver bibliografia).

En el capituleo II estudiamos algunas cuestiones sobre ia con-



vergencia débil en B(L,E); y demostramos que algunas propiedades de
los operadores definidos en C(K,E), como "ser incondicionalmente con
vergente", "transformar sucesiones débilmente de Cauchy en sucesio-
nes débilmente convergentes" y "transformar sucesiones débilmente
convergentes en sucesiones convergentes'", se siguen conservando al
extenderlos a B(X,E). Esto nos proporcionard una herramienta muy util

para los capitulos III y 1IV.

En el capitulo III demostramos que (2) es valido para una clase
amplia de compactos K, cuando P es cualquiera de las tres propieda-
des definidas por Grothendieck citadas al principio; y que el proble

ma general se puede reducir a K=[0,1]. En concreto probamos que

"Si K es un compacto disperso entonces C(K,E) tiene la pro-
piedad de Dunford-Pettis, la propiedad reciproca de Dunford -

Pettis o la propiedad de Dieudonné si y sélo si E la tiene".
Y que

"C(K,E) tiene una de las tres propiedades anteriores para

todo compacto K si y sbdlo si C([0,1],E) la tiene".

También estudiamos algunas de las propiedades del espacio cons-
truido por Talagrand. Y, por Gltimo, probamos que si imponemos algu-
nas condiciones restrictivas a E (tener base incondicional reductora,
o tener E' y E" la propiedad de Radon-Nikodym) C(K,E) tiene la pro -
piedad reciproca de Dunford-Pettis y la propiedad de Dieudonné para

todo compacto K.

En el capitulo IV tratamos el problema de determinar cuéndo el
espacio C(K,E) es hereditariamente Dunford-Pettis y cuando tiene la

propiedad V. Propiedades que fueron estudiadas por Pelczynski en el
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caso escalar.

Damos una caracterizacidén de cudndo C(K,E) es hereditariamente
Dunford-Pettis; y comprobamos, a través de ella, que 1la mayoria de
los espacios E hereditariamente Dunford-Pettis conocidos verifican
que C(K,E) es hereditariamente Dunford-Pettis cuando C(K) 1lo es.

En cuanto a la propiedad V Pelczynski conjeturd en [ 28] que se

verificaria que
C(K,E) tiene la propiedad V si y sblo si E la tiene.

Nosotros probamos que si E tiene base incondicional entonces ia con-
jetura de Pelczynski es cierta. Y como consecuencia de ello podemos
ampliar la clase de los espacios E conocidos hasta ahora que son dé-
bilmente secuencialmente completos y verifican.que L1gh,E) también
es débilmente secuencialmente completo (pues este problema estd inti
mamente ligado al de determinar cuindo C(K,E) tiene la propiedad V).
Al finalizar el capitulo hacemos notar que a partir de algunos
resultados obtenidos anteriormente, los ejemplos de Hagler y de Bour
gain y Delbaen permiten dar una respuesta negativa a una pregunta

planteada por Pelczynski en [ 28].

En el capitulo V caracterizamos cuindo C(K,E) contiene un subes
pacio isomorfo a ﬁl y cuando contiene un subespacio complementado isg
morfo a Cot Respecto a esto (ltimo probamos en concreto que si K es
infinito y E es de dimensidn infinita entonces C(K,E) contiene siem-
pre un subespacio complementado isomorfo a co (atn en el caso en que
ni C(K) ni E lo contengan como complementado). Este resultado se se-
para sustancialmente de los obtenidos hasta ahora en esta linea para
espacios de funciones vectoriales (ver f25,33,34]). Como consecuen —
cia inmediata del resultado citado se obtiene un teorema probado re-
cientemente por Khurana [24] que caracteriza cudndo C(K,E) es un es-

pacio de Grothendieck.
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En el capitulo VI estudiamos cuindo la suma directa en el senti
(4 ., .
do de co y de ') (1¢p¢coo) de una sucesidn de espacios de Banach,

posee alguna de las propiedades tratadas en los capitulos III y IV.

Digamos por (ltimo que los resultados y las técnicas desarrolla
das a 1o largo de la memoria nos permiten dar varios resultados so -
bre las propiedades de los operadores definidos en C(K,E). Estos re-
sultados ios recogemos en un apéndice. Se sitan en la 1inea de ex -
tender al caso vectorial los teoremas de Grothendieck y PeJlczynski

sobre los operadores débilmente compactos definidos en C(K).






CAPITULO I

Este capitulo esti dedicado a establecer las notaciones funda -
mentales que utilizaremos en esta memoria, y a recoger los resulta -
dos béAsicos de la teoria general de espacios de Banach y del espacio

C(K,E) que necesitaremos mas adelante.

1. Notaciones y algunos resultados biasicos de la teoria general

de espacios de Banach.

A 1o largo de la memoria E y F ser&n siempre espacios de Banach
(que supondremos por comodidad reales) y K serd un compacto Hausdorff,
Supondremos, salvo indicacibn expresa, que E y F son espacios no tri.
viales y que K es no vacio.

B(E) indica la bola unidad cerrada de E, y E' el dual topoldgi-
co de E.

Si A<E, [A} es el subespacio vectorial engendrado por A.

Denotamos por C(K,E) al espacio de Banach de las funciones con-
tinuas de K en E con la norma del supremo.

si X es una e-algebra de subconjuntos de un cierto conjunto LL,
S(¥,E) indica el espacio de las funciones X-simples definidas en L y
con valores en E; B(E,E) es el espacio de las funciones de L en E
que se pueden aproximar uniformemente por funciones de S(Z,E). Ambos
espacios, S(X,E) y B(I,E), los consideramos dotados de la norma del
supremo. Es facil comprobar que B(X,E) con esta norma es un espacio
de Banach; y, por la propia definicidn, es claro que S(X,E) es den -
so en B(%,E).

Si E es el cuerpo escalar R notamos simplemente por C(K), S(I)

y B(Z) a los espacios anteriores.



Si (11,1,}1) es un espacio de medida finita, L1(5,E) es el espa
cio de Banach de las funciones de fL en E que son integrables Bochner
con la norma usual.

Como es habitual <, y !f (para 1€p £ ®) denotan los espacios de
sucesiones clasicos.

Al espacio de las sucesiones convergentes a cero en E dotado de

la norma del supremo lo designamos por gO(E).

A continuacibén pasamos a definir y enumerar algunos resultados
sobre series, operadores y bases de Schauder, que tratan de recoger
lo fundamental de estos temas que utilizamos en la memoria; y pueden

verse por ejemplo en [13, 22, 26 y 28].

Series: Se dice que una serie an de elementos de E es incondi

cionalmente convergente si toda subserie suya converge. Se dice que

es débilmente incondicionalmente convergente si EI(xn,x'>l<+oo pa-

ra cada x'€E’'.
Una serie z;xn es débilmente incondicionalmente convergente en
‘E si y sbélo si el conjunto [an : o"e"g'(]hi)} ‘ests acotado '
new

(‘Pf(N) indica el conjunto de todas las partes finitas de W) .

Operadores: Por un operador entre E y F entendemos una aplica -
cidén lineal y continua de E en F. Al conjunto de todos los operado -
res entre E y F 1o designamos por L(E,F). Si TEL(E,F) indicamos por
T' a su traspuesto.

Un operador es débilmente compacto si transforma conjuntos aco-

tados en conjuntos débilmente relativamente compactos.

Un operador es incondicionalmente convergente si transforma se-

ries débilmente incondicionalmente convergentes en series incondicio

nalmente convergentes. Ejemplos de operadores incondicionalmente con



vergentes son los siguientes:
- los operadores débilmente compactos;
- los operadores que transforman sucesiones débilmente conver
gentes en sucesiones convergentes en norma;
-~ los operadores que transforman sucesiones débilmente de

Cauchy en sucesiones débilmente convergentes.

Bases de Schauder: Una sucesidn (en) en un espacio de Banach E

se llama base de Schauder de E si para cada X€EE existe una Gnica su-

k- -4
cesibn de escalares (an) tal que x:[a.en
iy

Una base de Schauder (en) de E se dice que es base incondicio-

L4
nal si la serie }:anen converge incondicionalmente para cada
nzi

o0
x=Ya e €E.

Las bases incondicionales se pueden caracterizar de la siguien-
te manera:
"Una sucesién (gn) es base incondicional de E si y sdlo si ve-
rifica las tres condiciones siguientes:

i) en¢0 para todo neEWN ,

ii) E=((en)],
iii) existe una constante M>0 tal que, para cada sucesidn de
escalares (an) y cada par de subconjuntos finitos de W, ¢ y o

con o c ¢!

" zaneﬂ " é M “ﬂz!al'len“ "
nET (18

Una sucesibn (en) que es base de Schauder del espacio vectorial

cerrado engendrado por ella, [(en)J, se llama sucesibn bdsica.
Dos bases de Schauder, (xn) de E e (yn) de F, se dice que son
equivalentes -si existen dos constantes positivas ¢ y C tales que, pa

ra cada r€N y cada sucesidn finita de escalares (an): .
=z



c n“ganxn“ < | ianyn“ < C “néanxnn .

n=t

Es claro que si (xn) e (yn) son equivalentes, la aplicacién

o oo
Xx=rax —sy=¥Yay define un isomorfismo entre E y F.
nn asg DN

LTES
Una base de Shauder (xn) se llama normalizada si lxnﬂ=1 para to
do nEWN . Si (xn) es base de Schauder de E existe siempre una norma
equivalente en E respecto de la cual (xn) es una base de Schauder

normalizada.

Si (xn) es base de Schauder de E se definen las proyecciones
P 5 ¥ ifi
n.E-——a E por Pn(;E'aixi) =;E;aixi , para cada n€EIN . Se verifica

que sup {P i ¢+oo.
ne ™ n

En el caso en que (xn) sea base incondicional se pueden definir

también las proyecciones Fy :E — E para cada subconjunto arbitrario

. o
¢ or P X, ) = X, -
de W, p w ( ‘{I. alxl) ‘&Z‘_ a;x;

Si (xn) es base de Schauder de E se definen los funcionales aso
‘ciados (xg)c:E‘ por <xﬁ,x&)=8nﬁ para todo n,mEN . Observemos que en-

Qo
tonces x= ¥ <x.xr')>xn para todo x€E.

nzi
Una base de Schauder se 1llama reductora si la sucesidn de sus
funcionales asociados (xﬁ)c:E' es base de Schauder de E'. El1 nombre
de reductora se debe al siguiente resultado:

" (xn) es base reductora de E si y sdlo si, para cada x'€E',

la norma de x'\f?;-j;ra' (restriccidén de x' a [(xi):n] ) tiende a ce
itsn

ro cuando n—poo ",

Por (ltimo hemos de recordar dos caracterizaciones importantes

de Bessaga-Peiczynski y Rosenthal sobre los espacios de Banach que
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contienen a c_ 6 a El (ver [26] pags. 98 y 99)

1.1. Teorema (Bessaga~Pelczynski): Un espacio de Banach E no contie-
ne ningun subespacio isomorfo a <, si y sblo si toda serie débilmen-~

te incondicionalmente convergente en E converge incondicionalmente.
1.2. Teorema (Rosenthal): Un espacio de Banach E no contiene ningin

L T . . .,
subespacio isomorfo a € si y sb0lo si toda sucesidn acotada en E po-

see una subsucesién débilmente de Cauchy.

2. Representacidn de operadores definidos en C(K,E).

Sea K un compacto Hausdorff, £ la o-41gebra de Borel de Ky E y
F espacios de Banach. Al espacio de Banach de las medidas regulares
contablemente aditivas y de variacibén acotada de £ en E, dotado de
la norma de la variacién total, lo denotamos por rcabv(E,E); si E es
IR simplemente por rcabv(f).

Es bien conocido quela aplicacibén que a cada jLSrcabv(z,E') le
hace corresponder el elemento §F€C(K,E)' definido por
fﬁ(*) = L<+ %“ para todo ¢€C(K,E), donde la integral esti tomada
en el sentido de {11], establece un isomorfismo isométrico entre el

dual de C(K,E) y el espacio rcabv(g,E').

8i m: £ —> L(E,F") es una funcidén de conjunto finitamente aditi

va, para cada AET se define la semivariacibén de A de la siguiente

manera

W(a) = sup [ Zm(ag) (x)



donde el supremo se toma entre todas las colecciones finitas de

conjuntos disjuntos Aisf, AiCA’ y de elementos xi€B(E).

Se dice que m tiene semivariacidn finita si M(K)¢< +° . Se dice

que m tiene semivariacidén continua en ¥ (o semivariacién continua

en @) si 1im ﬁ(An) = 0 para cada sucesién (A )c T tal que AN ]
(o]
(es decir, para cada sucesidén no creciente (An)c ¥ tal que C3An=¢).

Para cada y'€F' se define 1la funcién de conjunto finitamente

, ! T— E' por

aditiva m
y
<x,my,(A)> =<m{A)(x),y" para todo x€E y todo A€ ¥ .

, €s regular para todo

Se dice que m es débilmente regular si my

y'€F'.

El siguiente teorema de representacidén de operadores se debe a

singer y Dinculeanu (ver p.e. {3}y [111 pag. 182)

2.1. Teorema (Dinculeanu—singer):'Cada operador T : C(K,E) —> F de
ltérﬁiﬁa ﬁné ﬁnicé funcién de conjunto m: & — L(E,F") tal que:

i) m es finitamente aditiva y M(K) < +o0;

ii) m es débilmente regular;

iii) la aplicacién y'—> me de F' en rcabv(z,E') es continua
para las topologias 6(F',F) de F' y 6(C(K,E)',C(K,E)) de
rcabv(g,E'); )

iv) T($) = Jk ¢ dm para todo *QC(K,E);

v) ITh = M(K); ¥y
vi) T'(y')=n&, para todo y'€F'.
Reciprocamante, cada funcidn de conjunto m:Z —> L(E,F") que
verifica (i), (ii), y (iii) define por (iv) un operador

T :C(K,E) — F que cumple (v) y (vi).



La integral de (iv) del teorema anterior esti tomada en el sen-
tido de {111. En 1o que sigue habrin de entenderse las integrales

que aparezcan tomadas Siempre en este sentido.

Dado un operador T :C(K,E) —— F 1llamamos "medida asociada a T"
a la funcidn de conjunto m, cuya existencia y unicidad asegura el

teorema anterior.

A menudo buenas propiedades del operador T se traducen en bue-
nas propiedades de su medida asociada. Asi, Dobrakov en [13, teore-

ma 3] obtiene el siguiente resultado:

2.2. Tecrema [13]: 8i T :C(X,E) —> F es un operador incondicional-

mente convergente, entonces su medida asociada m verifica:
i) m(E) e L(E,F)
ii) m(A) : E —> F es incondicionalmente convergente para cada
AEY
iii) lim ﬁ(An) = 0 para cada sucesidn (A)e Z tal que A \¥.

Teniendo en cuenta que, para cada AEZ ,

M(A) = sup Im_,l (A) (donde im_,| indica la variacién de m_,);
yeren Y y ] y

del teorema anterior, el teorema 4 de (3] y Iv.13.22. de (14] se de-

duce que

2.3. Teorema: Si T : C{XK,E) — F es un operador incondicionalmente
convergente, entonces su medida asociada m verifica:
i) m(g) cL(E,F)
ii) m(A) : E — F es incondicionalmente convergente para todo
AE X

iii) existe una medida positiva Aercabv(f) tal que



1im ®W(A) = O.
A(AY-¥o

3. Compactos metrizables y compactos dispersos.

Una clase amplia de compactos con la que trabajaremos a lo lar-
go de la memoria es la de los compactos dispersos, cuya definicidn y

propiedades son las siguientes (ver [36] secciones 8.5 y 8.6 )

3.1. Definicibn: Un compacto Hausdorff es disperso si todo subconjun

to suyo no vacio tiene algun punto aislado.

3.2. Proposicibn:

a) Si K es la imagen por una aplicacidn continua de un compacto
disperso, entonces K es disperso.
b) Si K es un compacto no disperso entonces existe una aplica-

'cién continua y sobre : K —— [0,1].

Ejemplos de compactos dispersos son todos los ordinales compac-
tos (cuando consideramos los ordinales como espacios topoldgicos con
la topologia del orden). Pero no se reducen solamente a éstos ya que
existen compactos dispersos que no son homeomorfos a ningin ordinal
(ver 8.6.11.(C) de [36]). Sin embargo para el caso metrizable el teo
rema de Mazurkiewicz-Sierpinski (8.6.10. de [ 36]) y otros resultados
conocidos, nos aseguran que la clase de los compactos dispersos y la
clase de los ordinales compactos coinciden. En concreto se tiene &1

siguiente resultado



3.3. Teorema: Sea K un compacto Hausdorff. Entonces son equivalen -
tes:

a) K es contable

b)Y K es disperso y metrizable

c) K es homeomorfo a un ordinal compacto contable.

Al abordar el estudio de los espacios C(K) y C({K,E) es natural
comenzar por una clase sencilla de compactos K como es la de los com
pactos metrizables. Para estos compactos Miljutin (ver 21.5.10. de

£36]) obtuvo el siguiente sorprendente resultado

3.4. Teorema (Miljutin): Si K es un compacto metrizable no contable,

entonces C(K) es isomorfo a C(f0,11).

Los dos teoremas anteriores permiten dividir los espacios C(K)
con K metrizable, en dos grandes bloques:
- los C(K) con K metrizable no contable
- los C(K) con K metrizable y contable
Los primeros, por el teorema de Miljutin, son todos isomorfos a
c({0,11); en cambio Bessaga y Pelczynski demostraron en [5] que los
segundos se dividen en ﬂa clases isomorfas distintas.
Todo esto unido al hecho de que si C(K1) y C(Kz) son isomorfos
entonces C(K ,E) y C(K2,E) también lo son (ver 21.5.1. de [36]) nos

proporciona el siguiente teorema

3.5.Teorema: Sea E un espacio de Banach y sea K un compacto metriza-
ble. Entonces se verifica una de las dos condiciones excluyentes si-
guientes:

a) C(K,E) es isomorfo a C([0,1],E)

b) K es un compacto disperso.
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CAPITULO IT

La mayoria de las propiedades del espacio C(K,E) que tratamos
en este trabajo se pueden estudiar a través de los operadores defi-
nidos en é1.

Comenzamos por ello cdmprobando que buenas propiedades de los
operadores definidos en C(K,E) se siguen conservando al extenderlos
a B(¥,E). Esto nos proporcionard una herramienta de gran utilidad
en los prdximos capitulos.

Perc en primer lugar necesitamos conocer algunas cuestiones re

lacionadas con la convergencia débil en C(K,E) y B(I,E).

4. Convergencia débil en C(K,E) y B(E,E)

Es conocido el siguiente teorema

4.1, Teorema [13]: Una sucesidn acotada (*n)c:C(K.E) converge a ce-

ro débilmente en C(K,E) si y sdlo si (¢n(t)) coriverge a cero débil-

mente en E para todc t€K.

Una caracterizacién andloga a la anterior para el espacio
B(¥,E) no es cierta, ni siquiera en el caso en que E sea el cuerpo

escalar, como nos muestra el siguiente ejemplo:

Consideremos la sucesidn (xn)=((x;)m)c E” definida por

n 1 si m»n
X = R
m 0O s1 m«¢n

{Obsérvese que £ es B(E) con £ la 6-algebra de las partes de W)
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. o -
Sea M el subespacio de P formado por las sucesiones convergen-

tes. Definimos <T:M— R por t((xm)) =1im X Entonces TEM' y
por el teorema de Hahn-Banach existe 3T€(l°)' tal que %‘M =1.

. . n :
La sucesidén acotada (x )eMe £© converge a cero puntualmente pe

Ly n
ro no converge a cero débilmente ya que ¢ x T > =1 para todo neEN.

Aunque no conocemos una buena caracterizacidn de la convergen -
cia débil en B(%,E) vamos a ver que, bajo ciertas condiciones, pode-
mos asegurar que la imagen por un operador, de una sucesién débilmen

te puntualmente convergente en B(E,E) es débilmente convergente.

Sea K un compacto Hausdorff y ¥ 1la g-algebra de Borel de K. Da
do un operador T :C(K,E) ——F, si su medida asociada "m" toma

valores en L(E,F), podemos extenderlo de forma natural a B(Z,E) por
"}"((F) = J ¢ dm para todo @E€B(ZL,E).
K

Como m tiene semivariacidn finita es claro que T:B(E,E) —> F es

. 2 ~ ~
continuo y ademas BTN =W(x).

Debido a la condicién (vi) del teorema 2.1. el operador T asi
definido nc es mas que la restriccidén a B(Z,E) de T" (el operador bi

traspuesto de T).

4.2. Teorema: Sea E un espacio de Banach tal que E' es separable.
Sea T : C(K,E) —> F un operador incondicionalmente convergente y sea

T‘zT",B(Z.E) :B(£,E) — F su extensién a B(Z,E). Entonces si (?n)

es una sucesién acotada en B(Z,E) que converge a cero débilmente pun

tualmente, (T(?n)) converge a cero débilmente en F.
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Demostracién: Por 2.3. la medida "m" asociada a T verifica:
i) m(%¥) c L(E,F)

ii) existe una medida positiva Aercabv(z) tal que A&im M(A) = 0.
)20

Sea M una cota de (?5)’ sea y'€B(F') y sea £>0. Por (ii) existe

3 > o tal que

(1) mA) < 3%; VAEX con A(A)<¢ S .

Como (?n) converge a cerc débilmente puntualmente y E' es sepa-
rable, por una versién débil del teorema de Egoroff (ver [40] V. Pro

posicidén 1), existe Aoez tal que A(Ao)< § y tal que
(2) (q%) converge a cero débilmente uniformemente en A;.

Por otra parte my, : Z — E' es absolutamente continua res-
pecto de A y como E' tiene la propiedad de Radon-Nikodym existe

f Glf(l,E') tal que

m_,(A) = j

£ dx VAE I,
oy A o

y por ello
d =]‘< LE> d) ¥ PEB(X,E) .
J; ¢ dm_, . ¢ pEB(X
Sea g= i=z1 xAixi € S(%,E) tal que

S bece) - gedl d) <« £,
K imMm

Por (2) existe noena tal que

c .
|<(fn(t).xi)|< VtEA , 1<igr, ¥npn..

£
3T AK)

Con lo cual si n;nO se tiene
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I(rl“(fn),}">| = lfk(f’ndmy" £ IJ.A fn dmy" * IIAf‘(n dmy.‘ [<

¢in,l(a) ‘IAc('f’n(t),f(t)) ar| ¢

N
wim

+ ”Aiufn(t),g(t)) d,\| +

. ’L<cfn(t),f(t)-g(t)> al ¢

€ «
< < r L@ (t),x!>]| dA Mif-
3+ i=4 IA;”A:I 'fn( ) &1 I + l glig
r
£ £ ¢ €
SRR R UL S

5. Propiedades de la extensidén de operadores definidos en C(K,E)

Como hemos dicho en la seccidn anterior, si K es un compacto
Hausdorff y ¥ es la @¢-jlgebra de Borel de K, todo operador

T:C(K,E) — F cuya medida asociada m verifique que m(%¥) cL(E,F),

se puede extender de forma natural a B(£,E) por

%(«r) =I ¢ dm V¢ EB(Z,E).
K

Uno puede preguntarse si las propiedades del operador T las tie
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A A ~ r
ne también su extensidon T. En esta linea Batt y Berg demostraron en

[3, teorema 6] 1o siguiente

5.1. Teorema [3] : Un operador T: C(K,E) —— F es débilmente compac

~
to si y sb6lo si su extensidn T‘:T"!B(i £) :B(&,E) —> F es débii-
,

mente compacto.

Nosotros vamos a ver que en el caso en que K sea metrizable hay
también otras propiedades de T que se mantienen al extenderlo a
B(I,E).

Para ello utilizaremos el teorema de extensidn de Borsuk-Dugund

ji (36, 21.1.4.]

5.2. Teorema (Borsuk-bDugundji): Sea KO un subconjunto cerrado no va-
cio de un compacto metrizable K y sea E un espacio de Banach. Enton-
ces existe un operador extensidén § :C(KO,E) — C(K,E) con lsli=1
tal que

a) S(¢){t)=¢(t) para todo t€K .y todo 4EC(K ,E)

b) Para cada ¢€C(KO,E) los valores que toma S(¢) pertene-

cen a la envoltura convexa de *(Ko).

5.3. Lema: Sea A una medida finita y positiva del espacio rcabv(f),
sea YeS(L,E) y sea §>0. Entonces existe un compacto K, c K tal que

X(K\Ko)<$' y ?|Ko (la restriccidén de ¥ a KO) es continua.

r
con (Ai%ilc £ disjuntos y UA, =K.

r
Demostracién:’ Sea "¥= L X
=y 1

X.
=4 Ai 1

Por ser A regular y acotada, para cada 1<i¢r existe un compacto
L4

NK, . 1 i6 VK,. K e
K;€ A; tal que X(A1 K;) < §/r . Llamemos K, a la unién U K« K es

un subconjunto compacto de K,
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P

l(K\K0)= ’\(ngi\:gKi) = )\(;:L{(Ai\l(i)) = L AANK) <8,

[ €3

e

y Y‘K es continua pues KO es unidén finita de compactos disjuntos
e}

en cada uno de los cuales ?‘K es constante.
[¢]

5.4. Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador
T:C(K,E) —> F es incondicioenalmente convergente si y sdlo si su

extensidén T = TnlB(Z E) :B(E,E) — F es incondicionalmente con-
?

vergente.

Demostracidn: Una implicacién es clara.

Supongamos que T : C(K,E) —> F es incondicionalmente convergen-
te; entonces, por 2.3., su medida asociada "m" toma valores en L(E,F)
y existe una medida finita y positiva A€ rcabv(gf) tal que

(1) 1im TW(A) = 0

Ao

Supongamos que T : B(£,E) — F no es incondicionalmente con -
vergente; entonces, teniendec en cuenta que S(£,E) es denso en B(£,E)
existe una serie débilmente incondicionalmente convergente en S(Z,E)
tal que su imagen no converge incondicionalmente, o lo que es equi-
valente segin la caracterizacidén dada en la pag. 2, existe £>0 y

existe una sucesibdn (fn)c S(L£,E) tal que

2) T, es débilmente incondicionalmente convergente en
B(£.,E), y

(3) N7 ol> e VNEN .

Al ser £ ?n débilmente incondicionalmente convergente existe
M> 0 tal que
g .
(4) ll“:.; h | ¢ M para todo e?f(lN )
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Por (1) existe §>0 (§S<MK)) tal que

(5)  M(A) ¢ 4_‘;4_ para todo AEZ con MA)<¢$S

Utilizando ahora el lema anterior tenemos que, para cada nEN,

existe un compacto Knc K tal que
A 5 i
(KNK ) < e y \"nlkn es continua

oo
sea X = MNK ; entonces
(e} ne n

™

i) K, es un compacto contenido en K

(-] 0o [~ -
1) MK\K)) = A(K\Q,Kn) = A('}:{(K\Kn)) < £ )«(K\Kn) <

n=4

14 cf .i. = S

n=t 27
con 1o cual )‘(KO)= )‘(K\(K\KO))= AK) - )\(K\KO) »MK)-§ >0
y por tanto KO#Q) .
iii) Para cada n€EWN 1la aplicacién *n:‘f’anO €C(KO,E) ya que
‘K‘Ocv Kn ‘yr ‘f:n“Kvn’es continﬁa; - |

> a . » - -
iv) La serie z;*n es débilmente incondicionalmente conver-
ne

gente en C(KO,E) pues si GSG?,(]N)

L2 40 = e 1 Ze,(00 = sup N E 0 (ON < Z gy hem.

up

€K,
Como K es metrizable y KO es no vacio el teorema de Borsuk-

pugundji (5.2.) nos asegura la existencia de un operador extensién

de norma 1: .S :C(KO,E) — C(K,E), tal que S((‘,)‘Ko: + para Ca-

da ¢e€ C(K_+E) -
Por ser T incondicionalmente convergente, TeS : C(KO,E) —3 F es
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incondicionalmente convergente.
Sin embargo la imagen por TeS de la serie Zién no converge ya

que, para cada n€NN

bres (g b= gl = U s anf = If ppam + | s an]
K :

JMK’\(’ndmu - lljkcs(q:n)dml >
> 1] g ol - Ilj g aml - |l j St ) am |
Ahora bien, por (3) I]k paanll = NFep > e;
por (4), (5) y (ii)
! [kgnpn am I €0 K < £/y
y ||j s<¢ yamll € Nscg N (kS ¢ NP NRKE) < €4
Por tanto, para cada n€WN
Wres Ol 2 .Il ]kvn an || - | ‘kgy'ndm -\ Jkgs(c}»n) anll > e-£.g. ¢

y esto contradice que TeS sea incondicionalmente convergente.

~
Por tanto T : B(£,E) —> F es incondicionalmente convergente.

5.5. Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador
T :C(K,E) —> F transforma sucesiones débilmente de Cauchy en suce-
siones débilmente convergentes si y s6lo si su extensidén

¥ :TulB(Z £) :B(Z,E) —>3 F tansforma sucesiones débilmente de Cau-~

chy en sucesiones débilmente convergentes.
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Demostracidn: Una implicacibn es evidente.

Supongamos que T :C(K,E) —3 F transforma sucesiones débil-
mente de Cauchy en débilmente convergentes; entonces T es incondicig
nalmente convergente y, por 2.3., su medida asociada '"m" toma valo -
res en L(E,F) y existe una medida finita y positiva )€ rcabv(g) tal
que

(1) 1im W(A) = 0O
AA) 20

Sea (q;) una sucesidn contenida en la bola unidad de S$(£,E) que

es débilmente de Cauchy; y supongamos que (*(fh)) no converge débil-
mente en F.

Como (¥(fh)) es débilmente de Cauchy en F, existe y"€F" tal que
(¥(fn)) converge a y" 6(F",F'); tenemos asi que y" €F"\F.

El teorema de complecidén de Grothendieck nos dice que una for-
ma lineal definida en el dual de un Banach es débil" continua si y
sblo si su restriccidn a la bola unidad cerrada es débil* continua
(ver p.e. 3.11.4. del212). o )

Por tanto, como y":F' — IR no es 6(F',F)-continua, existe una
red (X;)qer c B(F') que converge a cero 6(F',F), y existe €50 tal
que

(2)  leyy.,y"s| > e vaefl.
Por (1) existe 3>0 ( & ¢ A(K)) tal que
(3) M(A) < &/g para todo A€Y con A(A)<§

Utilizando el lema 5.3. y de forma analoga a como hicimos en 1la
demostracién anterior tenemos que existe un compacto KOC.K que ve-
rifica

i) K, es no vacio y A(K;) ¢ 8

ii) para cada nelN 1la aplicacién *B sz‘K K, —™E
o
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es continua.

Como (7n) es puntualmente débilmente de Cauchy, 1o mismo le
ocurre a la sucesidn (*n); y de 4.1 se deduce que (¢n) es débilmente
de Cauchy en C(KO.E).

El teorema 5.2. nos asegura la existencia de un operador exten-
sién s :C(KO,E) — C(K,E), que es una isometria sobre su imagen.

Con lo cual (T%S(én)) converge débilmente en F a un cierto yeF.

Ahora bien, como (y!') converge a cero 0(F',F) , existe w,ef

) ® ‘el
tal que

|<y’yd:)' < G/G vu)"‘o
Sea oy of,, entonces existe néEIN tal que
<T@ -y" ya>| < £/f¢
y I<Tes (§,) -y, yi >l < €/e
y asi tenemos que

ley", vy >l ¢ ley" =Tl ) >l + 1eTlg) -Tes (¢ . vi>] +

+

[<Tos (§ ) =y 7> + Jeyyai>] ¢

€3 Lyt T (PN < §+Hk o im- [ 5,) an]

fi

£ gk:(cfn-sqnndm“ ¢ fr2fi) e £42 2 £

es decir, | ¢y",yl>| ¢ 3Z'€_ ¥eo > ol, ; pero esto contradice (2).

Luego (¥(?n)) converge débilmente en F.
Por tanto, teniendo en cuenta que S(Z,E) es denso en B{(Z,E),
T:B(3,E) —> F transforma sucesiones débilmente de Cauchy en débil-

mente convergentes.
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5.6. Teorema: Sea K un compacto metrizable. Entonces un operador
T : C{(K,E) —>3 F transforma sucesiones débilmente convergentes en
sucesiones convergentes en norma si y sbélo si su extensidn

?::T"‘B(z £) :B(X£,E) —> F transforma sucesiones débilmente conver-

gentes en sucesiones convergentes en norma.

Demostracidn: Una implicacidén es obvia.

Supongamos que T :C(K,E} —— F transforma sucesiones débil -
mente convergentes en sucesiones convergentes; entonces T es incondi
cionalmente convergente y, por 2.3., su medida asociada 'm" toma
valores en L{E,F) y existe una medida finita y positiva A €rcabv(¥)
tal que

(1) 1im W(A) =0
AAY >0

Sea (*h) una sucesidn contenida en la bola unidad de S(f,E) que
converge a cero débilmente. Si suponemos que (%(pn)) no convergde a
cero en norma, entonces existe £>0 y existe una subsucesidn de
{g,) (que notamos igual) tal que

~
@) 1T > e vnew.

Por (1) existe 8>0 ($<A(Kk)) tal que
(3) M(A) < €4 para todo A€ZX con A(A)<§
Por el lema 5.3. y razonando andlogamente a como hicimos en la
demostracién de 5.4., tenemos queexiste un compacto kK ¢ K. tal que
i) Kk, es no vacio y A(Ké) < §
ii) para cada n€WN, la aplicacién #n = fn‘KO: K,—+ E es
continua.
Como (Yk) converge a cero débilmente puntualmente, de 4.1. se
deduce que (¢n) converge a cero débilmente en C(KO,E).
Sea S :C(KO,E) —> C(K,E) un operador extensidn que es una

isometria sobre su imagen, cuya existencia tenemos asegurada por

)

!
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5.2.. Entonces (TeS (tkn)) converge a cero en norma. Por tanto existe

nOSJN tal que

s ¢4 )l < /3 ¥n)ng

Con lo cual, para cada n)n

K Fg )l € NTep)-Tos () + I Tos(d ) 0 <
< -
I lk \p,, dm- ’k s(¢)am || + £ -

= | ]kc(fn—s(fn)) dm n +

£

(210

521?1’(1(8)+3£ < 2 +

Olm
wim
H

N
wim

pero esto contradice (2).

~
Luego (T(fn)) converge a cero en norma y por tanto, gracias a

la densidad de S{(£,E) en B(Z,E), T transforma sucesiones débil-

mente convergentes en sucesiones convergentes.
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CAPITULO III

Dedicamos este capitulo al estudio en el caso vectorial de tres
propiedades que tienen todos los espacios C(K) y que fueron axiomati
zadas por Grothendieck en 1953 [19].

Todas ellas son propiedades que se pueden definir en términos
de los operadores definidos en el espacio y que se mantienen por iso
morfismos topolégicos y por "paso" a subespacios complementados.

A partir del articulo de Grothendieck [19] se planted la cues -
tién de cuindo el espacio C(K,E) tiene dichas propiedades. Una condi
cibén evidentemente necesaria es que E las tenga; pero (es suficiente?
En este sentido la propiedad mAs estudiada ha sido la propiedad de
Dunford-Pettis.

La dificultad de obtener una respuesta satisfactoria en el caso

general se pone de manifiesto al comprobar que hasta el momento sblo
se ha probado que algunos espacios E muy concretos que tienen la Pro
piedad de Dunford-Pettis verifican que C{K,E} la tiene. En particu -
lar, Bourgain en un reciente articulo [7) demuestra con técnicas bas
tante sofisticadas que el espacio C(K,L1gu)) y todos sus duales tie-
nen la propiedad de Dunford-Pettis.

La demostracibn de que una respuesta afirmativa en general no
es posible 1a ha dado hace pocos meses Talagrand en un articulo aln
no publicado {39]), en el que construye un espacio de Banach & que
tiene la propiedad de Dunford-Pettis y tal que C(f£0,1],%) no la tie
ne. Las buenas propiedades del equcio € , que veremos a lo largo de
este capitulo y del siguiente (ver nota 10.10.), hacen dificil conje
turar qué condiciones se han de imponer al espacio E para obtener
una caracterizacidén de cuadndo C(K,E) tiene la propiedad de Dunford-

Pettis.
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Nosotros vamos a ver aqui que para una clase amplia de compac -
tos K la cuestidén planteada se resuelve satisfactoriamente, y que si
se resuelve para K = [0,1] estl resuelta en general.

Veremos también que para la propiedad reciproca de Dunford-
Pettis y la propiedad de Dieudonné, si imponemos a E ciertas condi -

ciones, podemos asegurar que C(K,E) tiene dichas propiedades.

6. La propiedad de Dunford-Pettis en C(K,E)

6.1. Definicidén: Un espacio de Banach E tiene la propiedad de Dun-

ford-Pettis (P.D.P.) si los operadores débilmente compactos de E en
otro espacio de Banach cualquiera F transforman sucesiones débilmen-

te convergentes en sucesiones convergentes en norma.

Ejemplos de espacios de Banach que tienen la P.D.P. son:
- C(K) para todo compacto K.
- L1(}¢) para toda medida finita p.
~ Los espacios de Schur (o que tienen la propiedad de
Schur), que son aquéllos en que las sucesiones débilmen-
te convergentes son convergentes en norma.

- Entre los reflexivos sblo los de dimensidén finita.

Algunas propiedades de los espacios que tienen la P.D.P. son

las siguientes (ver [19]):

6.2. Proposicidn?®

a) Si E tiene la P.D.P. todo subespacio complementado de E tam-

bién la tiene.
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b) Si E' tiene la P.D.P. entonces E también la tiene.
c) E1 producto de dos espacios que tienen la P.D.P. tiene la

P.D.P.

6.3. Proposicidn: Un espacio de Banach tiene la P.D.P. si y sbélo si

para cada par de sucesiones, (xn)c:E \ (xﬁ)c E', que convergen a

cero débilmente se tiene que <xn,Xé> — O.

En general no es cierto que C(K,E) tenga la P.D.P. cuando E 1la
tiene (ver {39] y 6.9. de esta memoria). Sin embargo vamos a ver que
para una clase amplia de compactos si lo es. También probaremos que
el problema de determinar cuindo C(K,E) tiene 1la P.D.P. para todos
los compactos K se reduce realmente a determinar cuando Cc({0,1],E)

tiene esta propiedad.

En primer lugar vamos a recoger en un lema una técnica bien co-
nocida (ver {14,19,3]) que permite reducir muchos problemas de

C(K,E) al caso en que K es metrizable:

6.4. Lema: Sea (*n)c:C(K,E) una sucesibén acotada. Entonces existe un
cociente metrizable de K, K, y existe una sucesién (q;) cC(¥,E) tal

que, si n:k— K es la proyeccidn candnica,
$ (n(t)) = ¢ (t) para todo t€K y todo nEW .
Demostracidn: Sea K el conjunto de las clases de equivalencia de K
respacto de la relacibn:
tRs si y sélo si +n(t) = *n(s) para todo nEN .

A
Sea M:K—= K la aplicacidén que a cada t€K le hace corresponder su

clase de equivalencia.
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Si consideramos en K la métrica definida por
00 1 ~
d(n(t),n(s)) = ¥ LQ4¢ (t)-4 (s} para todo n(t), n(s)€X,
n=4 2" n n
tenemos que la aplicacién n:K —» K es continua (gracias a la conti-
nuidad de las aplicaciones +n); y por tanto que K es un compacto me-
trizable.

AL A
Ademas si, para cada n€EWN, definimos *h: K— E por
g Ed
?n("(t)) =¢l:n(t) para todo a(t) €K

obtenemos que (%;) esté contenida en C(?,E).

6.5. Teorema: Si K es un compacto disperso entonces C{K,E) tiene 1la

P.D.P. si y sblo si E la tiene.

Demostracidn:

= ) es evidente por ser E isomorfo g un subespacic complementa-
do de C(K,E).

& ) Supongamos en primer lugar que K es metrizable.

Sea T : C(K,E) —> F un operador débilmente compacto; entonces
T es incondicionalmente convergente y, por 2.2., su medida asociada

'm" toma valores en L(E,F) y
1im ﬁ(An) = 0 para cada sucesibn (An)c T tal que AN ?.
L

Sea (*n)c:C(K,E) una sucesidén que converge a cero débilmente.

r“
Para cada n€lN existe = PN Iang € s{(f,E) con (B}) disjuntos,

n
. . i
K 1 J l‘

tal que

04, - full < 1/

|
Es claro que (?n) converge débilmente a cero en B(L,E).
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Como K es un compacto disperso y metrizable, K es contable (3.3)

Sea K = {tn : nGJN}. Para cada n€lN el conjunto An = {ti tiyn } =

o0
=:\/“ ltil pertenece a & ; ademas An\ @, por tanto, dado £>0 existe

kEW tal que r"r'l(An) <& Vn3k.

Definimos T : Ek —_— F
K
(xy0e00% ) —> T (E_‘ yltil xi) = ‘}:1 m(lts}) (x;)

T es un operador débilmente compacto ya que f(B(Ek)) estd contenido
en T"(B(C(K,E)")) que es un conjunto débilmente relativamente com-
pacto en F.

Como EX tiene la P.D.P. (por 6.2.(c)) y (?n(ti)zfl converge a

cero débilmente en E para 1€ig<k se tiene que
A
Wtep (). g (5l — 0 cuando n— o
y, por tanto, existe n1 €N tal que
e D=1 % mte, g ellce vy
T(‘f’n(t1)""’Yn(tk = i“m,{ i} Pt : nxn,
(R
— £
Sea n2 EN tal que ~ <€,

1

entonces para cada n) max (n1 ,n2)
||T(tfn)|| < uT"(én— \(n)“ + llT"('fn)" ¢ il “’n— o o+ llT"(\fn)ll <
(5 x,.x) Is I
ce+ o XM= e+ E mB”)(xem | <
“ jzz.l Bj J it J J

. LS LY
cer )l 2 msina, ol v LS nesinag ol ¢

. J k+1
. =4
&t 3



27

~ k
< €+ R‘enl mA ) + uhzl m((ti})(tpn(ti))ﬂ <
<erhplereg2+ suphpt)e
Por tanto “T(+n)“ —> 0y asi C(K,E) tiene la P.D.P.

Sea ahora K un compacto disperso cualquiera.

Sea T : C(K,E) — F un operador débilmente compacto y sea
(+n) ¢ C(K,E) una sucesidn que converge a cero débilmente. Por el le
ma anterior, existe un cociente metrizable de K, i, y existe

($n)c C(XK,E) tal que
:Fn(n(t)) = 4 (v) VtEK, ¥neEN

donde w:K — X es la proyeccidn candnica.

Como ﬂF;(I: ‘*n“ para todo n€EN, y como para cada t€K 1la su-
cesibdn (%L(n(t)) = (+n(t)) converge a cero débilmente en'E;por 4.1,
tenemos que (;;) converge a cero débilmente en C(E,E).

sea &:C(K,E) —s C(K,E) la aplicacién definida por
~
3 = $om v$ec(k,E)

§ es claramente lineal y continua; ademas

) = ¢ ¥new.

Consideremos el operador T0 = To} :C(z,E) —3 F. To es débil -
mente compacto por serlo T. Como ($n) converge a cero débilmente y
C(z.E) tiene la P.D.P. (pues R es disperso por 3.2.(a), y metriza -
ble), la sucesidbn (T0($n)) converge a cero en norma. Pero To($n) =

= T(§($n)) = T(én) para todo n€N, y por tanto ﬂT(?n)ﬂ —3 0.
Luego C(K,E) tiene la P.D.P.

6.6. Proposicidn: C(K,E) tiene la P.D.P. para todo compacto K si y
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sblo si C((0,1],E) la tiene.

Demostracién:

=% ) Evidente.

& ) si c([0,13,E) tiene la P.D.P. entonces E también la tiene
por ser isomorfo a un subespacio complementado de C({0,1],E). Asi,
por el teorema anterior C(K,E} tiene la P.D.P. si K es disperso; y
por tanto, segin 3.5., C{K,E) tiene la P.D.P. para todo compacto me-
trizable K. Procediendo ahora de forma andloga a como hicimos en 1la
segunda parte de la demostracibdn anterior, podemos deducir que

C(K,E) tiene 1a P.D.P. para todo compacto K.

Existe otro espacio, aparte de C([0,1],E), al que podemos redu-
cir el problema que nos ocupa. Este otro espacio es B(%¥,,E) (donde

%, es la ¢-3lgebra de Borel de [0,1]).

De IV.6.18. de [14) y 21.5.1. de [36] se deduce que
6.7. Teorema: Si Y es la ¢-algebra de Borel de (0,11, existe un com-
pacto l(O tal que, para cualquiera que sea el espacio de Banach E,
B(L,,E) es isomorfo a C(KO,E).

Y asi podemos obtener el siguiente resultado

6.8. Proposicién: C(K,E) tiene 1la P.D.P. para todo compacto K si y

s6lo si B(E,,E) 1la tiene.

Demostracidbn:

=>» ) Es consecuencia inmediata del teorema anterior.

& ) pPor 6.6. basta probar que C([0,1],E) tiene la P.D.P. si
B(%,,E) 1la tiene. Sea T :C([0,1],E) —F un operador débilmente
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compacto entonces, por 5.1., T= T"' : B(g,E) —> F es débil-
B(Z,,E) °

. - s 3
mente compacto. Si B(¥,,E) tiene la P.D.P. T transforma sucesiones
débilmente convergentes en sucesiones convergentes y por tanto tam-—

bién T (pues Gy =T).

c(fo,3) ,E)
A continuacién pasamos a definir el espacio de Banach construi-
do por Talagrand [ 39] que, como anunciamos, es un espacio que tiene

la P.D.P. tal que C(f0,1],E) no la tiene.

6.9. Ejemplo de Talagrand

) " n
sea T=U 10,11 , para cada ¥ET se define Iyl=n si efo0,1} .
n=41
Dados “(’=<‘f1 yeen ,Yn)e"r y \\I:(\",I oo ,tfm)eT se dice que

pey st Wielyl y ¢, =y; para 1¢ig¢n.

T .
Para cada x = (x'()fs‘r ER se define

vy
W xi = sup(i (sup Ix.yl)i)
AL AU 22 ¢
. T T
E1 subespacio de R formado por 1los x€IR con Wxii<+o es
un espacio de Banach con 1la norma |l -ll, que contiene a

]R(T) T xfzo para casi todo ~f€T}.

(T)

= { (xher€ R

Se designa por 8 a la adherencia de R en este espacio.

Talagrand demuestra las siguientes propiedades del espacio & :

a) Cada sucesién de & que converge a cero débilmente pero no en

norma posee una subsucesién equivalente a la base canbnica de 5
b) & tiene la P.D.P.
c) €' es separable y tiene la propiedad de Schur.

d) ¢({0,1},8) no tiene 1la P.D.P.
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Nosotros probaremos que ademis

e) @ tiene base de Schauder incondicional (que es reductora).

f) g' tiene base de Schauder incondicional.

Demostracién de (e) y (f):
Para cada 6T sea ep= (xY)?ET € € definido por
Xp=1 si y=¢ y x4=0 s5i y#¢
Consideremos la sucesidn (e,f),{,ﬂ. € & ordenada de forma natural,
es decir, €(5.0)* %(0,1)* %(1,0)" %(1,1)" %(0,0,0)’ ®(0,0,1)" """
Se tiene entonces que
- (e.‘,)‘“‘. es una base de Schuder incondicional de €.

)

En efecto: Es claro que cada elemento X = (x‘f)«feTe ]R(T se pue

de expresar de la forma

1o
x =¥ XIx
n=i ipl=n Tef
donde n, es el mayor natural tal que xf;é 0 para algin €T con l'f|=n0:
por lo tanto @ = [(e\,).fef] . Ademas |legll =1 para todo YE€T.

Para probar que forman una base incondicional sélo queda comprobar
que, para cada par de subconjuntos finitos €y o' de T, occg'’, se

tiene

£ xeee |l

Pée'

Z X <
“_e“ vee | <l
para cualquier sucesidén finita de escalares (Xp)pcq:
“G

n s » . -

Sea n EIN tal que ce®'c Y {0,1} y sea (Xy)lpeqr Una sucesidn finita
o n=4 P ‘per

de escalares. Consideremos

’)‘("fzxf si ey f.f=0 si ~f¢u‘
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sean €{1,2,...,n_} tal que

v z -~ 2
Z (max |xpl) = max T (max Xy l)
tplz=n, Y29 it t{ngn, (Ift-" t2¥ ¥ )

. My
$i ¢ %E""’*E"L son los 2% elementos de T con lf|=n1, sean
Ng "
¥yt -+ ¥on, elementos de “Eiio,1f tales que

a _ ~ . Ny
'fisYi y |xh|— qm)axﬂ!x",l para 1¢ig¢2 *,

entonces

nzy iglzn 1£nen, Wiz=n ¥x¢

fo . 1,
ﬂ\esivxfe.("=“ 5 pepll= max ( £ (max (Zpt)") g

2“’ ~ L/z
(5 (nax %)Y = (£ 15,07 ) T <

lze, ¢3¢
Ny / i
{5 (max 1x1?)* = (5 (max lx*l)‘)zs
vzt W2 Wi=n, ¥2¢
= “fE;'Xfeq "

Luego (&f%eT es una base incondicional de €.

Se sabe que si un espacio de Banach tiene base incondicional y
dual separable, entonces su dual también tiene base incondicional
(que esti formada precisamente por los funcionales asociados a la ba
se del espacio) (ver 1.c.12. de [26]).

Por lo tanto, como &' es separable,

- ®' tiene base de Schauder incondicional.

6.10. Nota: Es interesante observar que aunque para el compacto K=
=[0,1} C(X,%) no tiene la P.D.P., para el resto de los compactos

metrizables (es decir, los contables) C(K,¥) si la tiene. Mas aun,
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existen compactos no metrizables (los dispersos) tales que C(K,8)

tiene la P.D.P.

7. La propiedad reciproca de Dunford-Pettis en C(K,E)

7.1. Definicidn: Un espacio de Banach E tiene la propiedad reciproca

de Dunford-Pettis (R.P.D.P.) si todo operador de E en otro espacio
de Banach cualquiera F que transforma sucesiones débilmente conver-

gentes en sucesiones cocnvergentes en norma, es débilmente compacto.

Ejemplos de espacios que tienen la R.P.D.P. son:

- C(X) para todo compacto K.

t

Los espacios reflexivos.

Entre los espacios de Schur sblo los de dimensidn finita.

. . . s 4
Los espacios que no contienen ningiin subespacio isomorfo a .

Estos iltimos tienen la R.P.D.P. como.consecuencia inmediata de

la caracterizacibn de Rosenthal dada en 1.2.

Observemos que:

- No todo espacio que tiene la P.D.P. tiene la R.P.D.P. (ejem-
plo: €Y.

- No todo espacio que tiene la R.P.D.P. tiene la P.D.P. (ejem-

plo: los espacios reflexivos de dimensién infinita).

Algunas propiedades de estabilidad de la R.P.D.P. son (ver [19]):

7.2. Proposicidn:

a) Si E tiene la R.P.D.P. todo subespacio complementado de E



33

. también la tiene.
b) Si E tiene la R.P.D.P. todo cociente separado de E también
la tiene.
c) E1 producto de dos espacios que tienen la R.P.D.P. tiene 1la

R.P.D.P.

Probamos en esta seccidn que si imponemos a E 6 a K algunas res
tricciones es cierto el siguiente resultado:

" §8i E tiene la R.P.D.P. entonces C(K,E) también la tiene".

7.3. Lema: Sea K un compacto disperso metrizable y sea T : C(K,E) = F
un operador cuya medida asociada "m" verifica:

i) m(TYe L(E,F)

ii) m(A) : E— F es débilmente compacto para todo AEX

P [od .

iii) m es continua en 9.

Entonces T es débilmente compacto.

Demostracidn: Como K es compacto y metrizable, K es contable (3.3.)

Sea l(={ti tiem}.
Sea (#n)c:C(K,E) una sucesidén acotada. Para cada n€EN existe
[ . e

?, =j=Ei XBSxJ.es(z,E) con (BJ.)‘,:
Para cada i€IN 1la sucesidn (m({ti})(fn(ti))),:’:1 C F posee una

subsucesidn débilmente convergente ya que m(lti}) es un operador dé-

, disjuntos, tal que l+n—-fnn <1/n.

bilmente compacto y (f;(ti)uz‘ estd acotada en E. Asi, por un proce-

so de diagonalizacidn usual, podemos extraer una subsucesidn de (fh)
(que seguimos notando igual) tal que

o>

(mtt; 1) (g, (£,0))

b=y Converge débilmente en F a un cierto Yi

para cada i€ .
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[~ -4
- La serie X y; converge en F.
i

En efecto: Supongamos que no converge, entonces existe €>0 vy

existe una sucesibn (u'j)c G}(]N) con max 63 ¢min G-j+ para todo j,

1
tal que

\ “5;‘_ y, ) > € VIEW ;

por tanto, para cada JjEIN, existe y3 €B(F') tal que
L
“"‘%’yi il e

Como, para cada jEN,

Zy. es el limite débil de
0:‘- 1
(Eﬁm(lti})(tfn(ti)))::‘ , existe nJ.G]N tal que
| (tezﬁm({tiﬂ(\fnj(ti)), vyl >e
Y asi I = mde e, (e > € view.
ieez J 1

-]

Si consideramos los conjuntos Aj =V [i: ieﬂ’k} € Z para todo jENW,
K=
J

tenemos que AJ.\ #, v sin embargo no existe el lim H(Aj) ya que,
para todo jENN
~ ~ ~ ~r
m(A.) -m(A, 2 mANA, )=m(e,) 2
(J) J+)’(J J+ (J’

1 1

[

sup I'fnn

]
? sup iy A HMZ,‘,“‘( ‘ti})(fnj(ti))“ >

Pero esto contradice que M sea continua en #.
(] [d
Luego ¥ y. converge en F. Sea y= 2 y.
=g 1 =g 1
- (T(+n)) converge débilmenmte a y.
En efecto: dado ¢)0 existe noem tal que

it
S NN Yy I < ¢
tzn4d
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2) M(A_ )< €/suphe I ¥n ) d iy
y m(A )< €/suplp N nyn_, donde A ={t. : iyn}
Sea y'€B(F'), entonces existe k€IN tal que

3) l(igm(ltiﬁ)(‘fn(ti)) - i:Ezyi vy > | ce ¥nyk

nri
Kk

y 4} < €

entonces, para cada n3*k, se tiene

VT -yayts) € 1T @) oyt b+ k) -y Lyl g
g Tl ll*f’,,"f,,“ * ‘<T"‘j§! Xngg)_ ‘uzsyi ,y'>| <

‘o o 0o
<es leznBDGN - 2y Ly g

J:L

I ©
n LS ' 1
cer leg n(BINA, )G Ly s+ 1¢Z vy oynlt

4 i:n:l
n n e o n, :
- 1
+le g mEINAT GG - Zy Lyl <
4 o
g+ “Vn“ m(AnO+1) + £ +

+ l(iim([ti})(‘fr_l(ti))— uZ‘yi,ywl ¢ 4eg

Por tanto T es débilmente compacto.

7.4. Observacibn: Batt y Berg [ 3] probaron que, para cualquiera que

sean K, Ey F todo operador T : C(K,E) — F débilmente compacto ve-
rifica (i), (ii) y (iii) del l1ema anterior.

Si E' y E" tienen la propiedad de Radon-Nikodym el reciproco es
cierto para cualquier compacto K y cualquier espacio de Banach F

(ver [ 91). En cambio en general el reciproco no es cierto. C. Fie-
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rro [15,16] ha probado que si E' & E" no tienen la propiedad de Ra-
don-Nikodym entonces existe siempre un compacto K, un espacio de Ba-
nach F y un operador T: C(K,E) —— F que verifica (i), (ii) y

(iii) del lema y que no es débilmente compacto.

7.5. Teorema: Si K es un compacto disperso entonces C(K,E) tiene la

R.P.D.P. si y sblo si E la tiene.

Demostracidn:

=» ) Es evidente ya que E es isomorfo a un subespacio comple-
mentado de C(K,E).

& ) Supongamos en primer lugar que K es metrizable.

Sea T : C(K,E) — F un operador que transforma sucesiones dé -
bilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma; entonces
T es incondicionalmente convergente y, por 2.2., su medida asociada
"m" toma valores en L(E,F) y M es continua en @.

Como para cada A€EY 1la aplicaciébn FA:E — B(Y¥,E) definida por
tA(x)=1AX‘ es lineal y continua, de 5.6. se deduce que el operador.

m(A)=Ter, : E —» F transforma sucesiones débilmente convergentes en

A
sucesiones convergentes en norma; y como E tiene la R.P.D.P. el ope-
rador m(A): E—> F es débilmente compacto.

Asi, por el lema anterior, tenemos que T es débilmente compacto.

Supongamos ahora que K es un compacto disperso cualquiera.

Sea T : C(K,E) —»F un operador que transforma sucesiones débil
mente convergentes en sucesiones convergentes en norma, y sea
(¢n)c:C(K,E) una sucesién aéotada. Por el lema 6.4. existe un cocien

te metrizable de K, f, y existe ($;)c C(K,E) tal que
g (n(t)) = § (t) VteK, Vn€N

B d Py .
donde w: K—— K es la proyeccidn candnica;
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ademéis, por 3.2.(a), K es también disperso.

Si consideramos la aplicaciébn E; C(E,E) — C(K,E) que a cada
,{\”e C(RI,E) le hace corresponder ’$-TI€C(K,E), entonces el operador
TO=T%§: C(z,E) — F es débilmente compacto ya que ¢(X,E) tiene 1la
R.P.D.P.

Como ($n) estéd acotada en C(K,E) y T(+n) =T0($n) para todo n,
la sucesidn (T(*n)) posee una subsucesidn débilmente convergente en
F.

Por tanto T es débilmente compacto y C(K,E) tiene la R.P.D.P.

7.6. Proposicidén: C(K,E) tiene la R.P.D.P. para todo compacto K si y

sbélo si ¢c(L0,1},E) la tiene.

Demostracidn:

=» ) Evidente.

& ) si C([0,1],E) tiene la R.P.D.P. entonces E la tiene y, por
el teorema anterior, también C(X,E) para todo compacto disperso K.
Con lo cual, segin 3.5., C(K,E) tiene la R.P.D.P. para todo compacto
metrizable K. Procediendo ahora de forma andloga a como hicimos en
la segunda parte de la demostracidn anterior, podemos concluir que
C(K,E) tiene la R.P.D.P. para todo compacto K.

7.7. Proposicidn: Si %, es la ¢-4lgebra de Borel de [0,1] entonces

C{K,E) tiene la R.P.D.P. para todo compacto K si y sblo si B(%,,E) la

tiene.

Demostracidn: Es anlloga a la de 6.8. teniendo en cuenta 7.6. y 5.6.

en lugar de 6.6. y 5.1.

Los dos resultados siguientes son una consecuencia inmediata de
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dos teoremas que veremos en la prdxima seccién (8.8. y 8.10.)

7.8. Proposicidén: Si E tiene base incondicional reductora entonces

C(K,E) tiene la R.P.D.P. para cualquiera que sea el compacto K.

7.9. Proposicidn: Si E es un espacio de Banach tal que E' y E" tie-

nen la propiedad de Radon-Nikodym, entonces C(K,E) tiene la R.P.D.P.

para todo compacto K.

7.10. Nota: Es interesante hacer notar que mientras que el ejemplo
de Talagrand ® (6.9.) tiene tanto la P.D.P. como la R.P.D.P. (pues
€ tiene base incondicional reductora), el espacio C([0,1],E) tiene
esta ultima propiedad pero no la primera.

Esto nos proporciona también un ejemplo de un espacio no refle-

xivo que tiene la R.P.D.P. y no la P.D.P.

8. La propiedad de Dieudonné en C(K,E)

8.1. Definicidn: Un espacio de Banach E tiene la propiedad de Dieu-~

donné (P.D.) si todo cperador de E en otro espacio de Banach cual -
quiera F que transforma sucesiones débilmente de Cauchy en sucesio -

nes débilmente convergentes, es débilmente compacto.

Ejemplos de espacios que tienen la P.D. son:

- C(K) para todo compacto K

- Los espacios reflexivos

- Entre los espacios débilmente secuencialmente completos sdlo

los reflexivos

U



39

. . . . . . 1§
- Los espacios que no contienen ningan subespacio isomorfo a ¢
(éstos tienen la P.D. como consecuencia de la caracterizacién
de Rosenthal 1.2.)

Propiedades de estabilidad de 1la P.D. son (ver [191):

8.2. Proposicién:

a) 8i E tiene la P.D. todo subespacio complementado de E tam -
bién la tiene.

b) E1l producto de dos espacios que tienen la P.D. tiene la P.D.

8.3. Nota: Una consecuencia inmediata de las definiciones es que to-

do espacio que tiene la P.D. tiene también la R.P.D.P.

De nuevo hemos de decir que no se conocen caracterizaciones de
cuando C(K,E) tiene la P.D. en el caso general.
Los tres resultados que damos a continuacidn son andlogos a los

obtenidos para la k.P.D.P.

8.4. Teorema: Si K es un compacto disperso entonces C(K,E) tiene 1la

P.D. si y sblo si E la tiene.

Demostracién: Es andloga a la de 7.5.

B.5. Proposicidn: C(K,E) tiene la P.D. para todo compacto K si y sd-

lo si C([0,1],E) la tiene.

Demostracidn: Es andloga a la de 7.6.

8.6. Proposicibn: Si J, es la 6-Algebra de Borel de [0,1] entonces

C(K,E) tiene la P.D. para todo compacto K si y sblo si B(E.,E) 1la
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tiene.

Demostracién: Basta proceder como en 6.8. teniendo en cuenta 8.5. y

.5.5. en lugar de 6.6. y 5.1.

Veremos ahora que si E es un espacio separable nos basta estu-
diar los operadores que "llegan" a ¢, para decidir si E tiene o no
la P.D.. Y pasaremos después a demostrar que si imponemos a E cier -
tas condiciones, el espacio C(K,E) tiene la P.D. para todo compacto

K.

8.7. Proposicibn: Si E es un espacio de Banach separable son equiva-

lentes:

a) E tiene 1la P.D.

b) Todo operador T :E —» o que transforma sucesiones débi}
mente de Cauchy en sucesiones débilmente convergentes es
débilmente compacto.

Demostracién:

(a) = (b): Es trivial.

(b) =» (a): Sea H el subespacio de E" formado por los x"€E" que
son 6(E",E')-limite de alguna sucesidén débilmente de Cauchy en E.

Grothendieck caracterizb en [19] los espacios E que tienen la
P.D. como aquéllos en los que los discos acotados y 6(E',H)-compac-
tos del dual son débilmente compactos.

Sea por tanto ACE' un disco acotado y 6(E',H)-compacto. Hemos
de probar que A es débilmente compacto.

Sea (xﬁ)c:A; como E es separable y A es acotado en E', por el
teorema de Alaoglu-Bourbaki, existe una subsucesién de (xﬁ) (que no-
tamos igual) que es 6(E',E)-convergente a un cierto x'€E'. La aplica

cidén identidad
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I:(A,6(E',H) A) — (A,G(E',E)lA)

es un homeomorfismo ya que la topologia &(E',E) es mas débil que la
topologia G(E',H) y A es un conjunto 6(E',H)-compacto. Por tanto
x' = 1gm xé para la topologia s(E',H).

Definimos T : E —» c, por T(x)= (<x,x6—x'>)n para todo x€E.
T es claramente lineal y continuo. Ademds, T transforma sucesiones
débilmente de Cauchy en sucesiones débilmente convergentes. En efec-
to: sea (xi)c:B(E) una sucesidén débilmente de Cauchy, entonces exis-

te x"€H tal que xi-—+x" G(E",E'). Para cada n€EN sea

a_ = lim gx,,x'-x'y = "xX'-x'y
n i‘l’n> <X9n > 3

e} t L 1 1 = 1 " L | = . =
como x! —»x o(E',H), 1%m a, lam &",x-x'y =0. Luego y (an)eco

y (T(xi))i converge débilmente a y.
Por tanto T es débilmente compacto y, por el teorema de Gantma-
LS .
cher (ver IV.4.8. de [14]), su traspuesto T': § —» E' también 1lo

. U i

es. 8i (e ) es la base candnica de L
' = o = '—x? :
T (en) eeT =x/-X VnEN;

con lo cual (xr'l—x')n posee una subsucesidén &(E’',E")~-convergente
(y ha de ser necesariamente a cero). Se tiene por tanto que A es
S(E',E")-secuencialmente compacto. Y, gracias al teorema de Eberlein-

Smulian, A es G§(E',E")-compacto.

8.8. Teorema: Si E tiene base incondicional reductora, entonces

C{K,E) tiene la P.D. para todo compacto K.

Para su demostracibén vamos a necesitar dos lemas. Pero antes
observemos que si (en) es una base incondicional normalizada reduc-

tora de E, y si

C= sup {MPWH : |
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entonces
a) Cx1t.
m
b) Si x"E€E" se tiene que x"=1lim ¥ <e',x"ye" para §(E",E').
m nzi N n
c) Para cada 6€ VF(IN) la aplicacidén bitraspuesta de B, R,

verifica que fPB'} = NE |1 ¢C, y que

" ” - L} " " " "
Py (x") -n;zf(en,x >ep ¥X"GE" .

Lema 1: Sea E un espacio de Banach con base incondicional reductora,

sea I={0,1] y sea Z, la g-4lgebra de Borel de I. Si (An) es una su-

cesidén de abiertos disjuntos de I y (x;'))c B(E"), entonces el elemento

t de C(I,E)" definido por
o0
- " )
(pat b —"‘Z!£}L(An),xn > V}LGrcabv(Zo,E )
es limite débil* de una sucesién débilmente de Cauchy de C(I,E).
Demostracién: Sea (en) una base incondicional normalizada reductora

de E.y .sea o .
c=sup {UN: ccN}

. . . n
Para cada n€EIN existe una sucesidn creciente de compactos (Km)m

L= -]
tal que A_= U k" . Para cada n,méIN sea £ €C(I) tal que
n meg M m
, 1 si tek) .
£(t) = y O<f (t)g1 ¥ter.
n 0 si teas

Construimos la siguiente sucesidén en C(I,E):

+
A

.
.

1

f1(-)le%,x{>e1
1

Fa

2 2 ] t
(.)ji(ej,x;')ej + x“1(.)<e,I ,>c2')e1



a2

k-1
+k: £ (. )Z(e' x“>e + f Z(e',x")e +. +f (.)<e),xp>e,
it

La sucesién (+k) estd acotada en C(I,E) ya que
I = sup (t)] & sup sup Jpr(x")
“q)k tel ‘th‘ ! ne N chnq' n I

Por la definicién de (fk) se tiene que

K+l
(i) si teA o*mk(t) k 1(t)4Z <elxnye, VKEN.
.. . n kel -
(ii) si tGKm‘, tth(t) =JI;'.4.<ej,xn)ej Vk>m,.

Veamos que (+k) es débilmente de Cauchy en C(I,E). Para ello,

segtn 4.1., bastarid probar que puntualmente lo es: Sea t€I,

-~ si teA® entonces 1linm (h((t):O en E pues +k(t)=0 VkEN;
Kk

- Si t€A existe n€EN y existe m€EN tales que teK:‘o. Entonces te -

niendo en cuenta (ii) y que la serie ;; <e5,x")e es débilmente in-
d-
condicionalmente convergente en E por ser (ej) base incondicional,

podemos concluir que (¢k(t)) es débilmente de Cauchy en E.

Veamos que T = 1'i‘m +k para 6(C(I,E)",C(I,E)"'):
' Y] b
Sea )l.€ rcabv(Z ,E') y sea €>0. Como |)L‘("=£An) =“=Z1|,L|(An)<+w

existe noelN tal que
[ -4
bl { U A Ipica ) < € L
};(“nu)“m s gc‘g'

Para cada 15n5n0 1“1‘m |fnl(An\ Km) =0 y por tanto existe mOGJN tal

que
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3
4Cn,

n
\)A.I(An\ Kmo) < para 1<ng¢n .

. n k .
Para 1gngn 1lim |(}L(Km°) , x;—i§£<ej,xﬁ)eg)| =0 (debido a

la observacién (b) hecha anteriormente), y por ello existe jOGJN tal

que
|< " n d € 14 1
K ) ’ x" - z (e', x" e" > { — h€]N £ngn .,
( mo j".L J ’ “> J , ql’\o ’ o}

Y asi si k2n +m +j_ se tiene
o o ‘o

lepoe=d>] = | E epapxns - L | ¢

ne o0
£ X ‘}*(An)’xﬁ"L <fk(t)d/u.]+ £|<,4-(An).x;;>l +
n

n=d Aen i

1] ga e ol

nInel
1k ), xn s - () ap | + 5 jeu(a N xns
< MZL I‘I‘ mg ' n> an‘h( > it R R AR P B
"o
-4 . a. | L& € - .
+ L j Bde |+ — 4+ = ¢
N:L‘ A"\K:‘o?k )L‘ 8 8
et ‘ n n n k‘“"" ] " ]
S"E:‘ (r-(l(mo),xn> - K ), ;5.:1 celxny el | +
[ no
+ L —=— ¢ —.c + £ =
Ny 4o nzi "c'\a "‘
a, n k-ned flo
= K ), x' - L,x!"ye" 3e € , 3€ _
"Z:“(}L( mo) “n ,"Zi- <e3 Xn>eJ >| M ast ‘ﬁ.+ T "¢

ya que si 1snsn0 entonces k-n+1 2 k—no+1 > mo+jo.

Lema 2: Sea E un espacio de Banach con base incondicional reductora,

sea 1=[0,1] sea Z, la g-algebra de Borel de I y sea H el subespacio
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de C(I,E)" formado por los elementos de C(I,E)" que son limite débil*
de una sucesidén débilmente de Cauchy de C(I,E). Entonces si (}.\n) <
rcabv(z,,E') es una sucesidn que converge a cero ¢(C(I,E)',H), el
conjunto [l};nl : nEN }crcabv(i,) es uniformemente contablemente adi

tivo.

Demostracidén: Como HoC(I,E) la sucesidn (}-.n) estd acotada en
rcabv(E,,E'). Si suponemos que “)"'nl :nGIN} no es uniformemente con-
tablemente aditivo (por VI.2.13. de [11]) existe €30, existe una su
cesidén de abiertos disjuntos (An)CI y existe una subsucesién de

()‘n) {que seguimos notando igual) tales que

(1 ‘)‘-nl (A) > ¢ VneN.

Por el lema de Rosenthal (ver I.4.1. de [11]) existe una sucesidn es
trictamente creciente (ni)cm tal que

(2) VA ¢ £ VvieN.

Es facil ver que si }*ercabv(i,,,E') )y A es un abierto de I en-

s

tonces
L T
|),.|(A) = sup {‘IAQ d};l: g=.Z1 XB x5 €5S(%Z,E) con (Bi)&-t abiertos
i= i )

©
disjuntos de I tales que L\;iBiCA, y (xi):‘c B(E)}.

.
por ello para cada i€IN existe gi=:lﬁ XB;X; €S(Z,,E) tal que (B;)::‘
=1 i3

T .
son abiertos disjuntos de I con ULB:cAn y (xg)eB(E) ¥y
Kz t

“"ni‘(Ani) < lJAn,gi d}Lni + '§" i

[

Por tanto tenemos que



2€ .
(3) 'SA 9, %"n.l > 3 VieN.
n; 1
Definimos TE€C(I,E)" de la siguiente manera

LY t=g =i

°Z" o T i i
{p,t>= A,.,;gi dp = ¥ r lxk.}»(Bkb

Entonces, segin el lema 1, T €H.

Pero para cada i6IN se tiene

y esto contradice que L —0 6(C(I,E)',H).

Demostracién de 8.8.: Sea (en) una base incondiciona

ductora de E, y sea
c= sup {IRd: ccm}.

Para demostrar que C(K,E) tiene la P.D. para to
basta comprobar, segun 8.5., que C([0,1] ,E) la tiene

Sean 1, £, y H como en el lema 2. Para probar
la P.D., puesto que es un espacio separable, es sufi
que toda sucesidn acotada en C(I,E)' que converge a
converge también ¢(C(I,E)',C(I,E)") (ver nota 1, p.

Sea gpn) una sucesidén contenida en la bola unid

que converge a cero €(C(I,E)',H).

45

Y€ rcabv (g, E*).

1 normalizada re

do compacto K.
que C(I,E) tiene
ciente demostrar
cero €(C(I,E)',H)
161, de [19]).

ad de C(I,E)’
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o0
Sea A(.)= Y —i'; Yl () » A€rcabv(Z,) y es no negativa.
el 2 1+y~nl(1)
Como E' tiene la propiedad de Radon-Nikodym por ser un dual separa -
ble, y }Ln es absolutamente continua respecto de A para cada nEN,

existe ($n)cL4(A,E') tal que

Pnl) = J“ ¥n ah VnEN.
Sea, para cada n€N, ;nGS(Z,,E') tal que || ?n_';n “l < 4/2n.

Como (eé) es base de Schauder de E' se puede comprobar facilmente

L V= . s
que si ¢ €S(E,E'), dado €>0 existe $ES(L,E') con ¢(I)c[(e3)£]
para algan s€WN, tal que ﬂc}-+ni<€ . Por tanto, para cada nEN,
existe s 6N y existe +nes(z,,,s') tales que

$.(DeLler)® vy 14, - 4.0« 4/2n.

Con 1o cual " $n _+n“1( 1/n para todo n€N, y como (t'Fn) converge a

cero o6(C(I,E)',H) tenemos que (1?“) converge a cero §(C(I,E)',H).

Para probar que )Ln —0 ©6(C(I,E)',C(I,E)") bastari probar que
$, =0 (L (AE" ), I*AE") ).

Supongamos que (41:“) no converge a cero (LX) ,E" ), LYA,E') ') en-
tonces, teniendo en cuenta que L'(),E')' es isométricamente isomorfo
a L(LY(\),E") (ver p.e. VIII.2.2. de [111), existe Tt €L(1*(A),E") ~
L’(,\,E')', existe €>0 y existe una subsucesidén de (+n) (que segui -

mos notando igual) tales que

(1) |<1>n,r,>l>g VnEN.

Para cada jEN la aplicacién e}, T(.)> ' A) — R es 1li-

neal y continua, y por tanto pertenece a A 2 1®(N\). Sea gj€L°°(A)
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tal que
ety TF)> = jlf(t)gj(t) di vrerLt()),
es claro que ]g.nw < N,

+ b X, x}; € S(F,.E") <"(I)c[:(eJ »l"] entonces

i=g i.
S
<4, z> = I <+(t), Lg.(t)e'y ax
1 J:l J J

En efecto:
r [
<‘+,t) =(€§leixi. T)= t§1<xi.1:(')CAi)> =

£ < Eaxpenser, v (X, 0> =

1]

t=1 3-1 1
=2r:£s'.<.,e“><e,r(x =
=4 :Fi 1 1
- - . " X (t)g.(t) dX =
5="5i<' e j;'Ai )QJY X o
s
- x J <Z)( (t)x! s gg(trey )y dk -
Jzi

= LP(t), 9; (t)e"> dA = (t), fg (t)e") aA.
AR Jieg &

Por tanto tenemos que
Sn
— "
(2) {<$ t>] = ”I<+n(t),j£gj(t)ej> dA‘)g ¥nem

Sea €€q%(m) y consideremos la aplicacidn

—PI|
ReT s 1) Soen 5 [een), T e B




48

P‘['eteL(LL(A)’[(eg)jeo—]‘) s (L() [(e ) ]))' 3 L”("’[(eg).léﬂ'])

J je*

La aplicacién S g.(.)e? € L°( A, U(e?) 1) verifica que
J€¢~ J J . J d

" — ” L 1
(Cf, Pret > -J-I (+(t),J€Z‘gJ(t)e > dj) VC}GL(A'[(ej)Jea])

.
En efecto: Sea +€S(S,, C(e: )Je"])’ 4>="ELXA xi , entonces
i= i

<bprT>=(2X Xj o RpeT) = Taxp, BTl 0> =

S0y s

ll

3 <xi, T <el, -r:()EAi)>e'j' > =

=4 dcd‘
= L <xl, 4'%« (LXAimgj(t) ar)er> =

j (Y (t)g (t)(x',e") ) ) =

Jec =t

-5 ZI(XAi(t)xi Lag(tey d dA =

JG( iy

& s I <d(t), g (t)e} > dA = j1<4’(t)',i§cgj(t)e‘i'> dd .

Por 1o tanto
3 | ;Esga‘(‘)eiu’ I, = Hezez hglrellel < cuei.

Como ?F(JN) es numerable podemos suponer (cambiando las funciones en

conjuntos de medida A-nula si es preciso) que, para cada se“{?(m)
u 2: 9; (. )e” “ = sup lIZ 9; (t)e" “

En particular, para cada j€EN,

B coenil = {Semf o (ere]l = sup Lo (o fetli = sup Jo;(e)f ¢ cueh.
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Luego ngB():c) para todo jEMN. Sea, para cada jEN, hjes(zo) tal que

£

4 .~h. —_—
(4) i 9 Jllw 3 T
Por el lema 2 el conjunto {|}Ln| : n€N} es uniformemente conta
blemente aditivo, y por tanto
lim I ";;; (t)! dX = 0 uniformemente en ne€Wm.
MAys0 n

Como “%n_+n‘lg< 1/n ¥neéIN, se tiene también que

1im W& (t)|] dA = 0 uniformemente en neN.
MA)s 0 JA 1’" !

Por tanto existe §>0 tal que

(5) dA ¢ £ VA€, con A(A)<§
I “+““ 4(e+cncll) °

y podemos suponer §< A(I).

‘Por el lema 5.3. para cada ne€lN existe un compacto Knc T tal-

que

ni{K

MINK,) < S5 y h es continua.
n 2" n

Sea K_ nK entonces A(INK )<§ vy, por ser 3¢ A(I), K #0.
n={ n o] o]

Llamemos fn= hn'KOGC(KO) para cada nEN.

La serie Z f (. )e es débilmente incondicionalmente convergen
i
te en C(KO,E), En efecto: Si €€ ?f(-lN), teniendo en cuenta (3) y (4),

el = sup | £ Ficere, | 5 'y Zh (e || =

“ j€o J tek, " jes J
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I

sup Zh.(t)et |l ¢ sup Y h. (t)e <
VALPANEE] RE TR BANCE]

£sup ¥ |h.(t)-g.(t)| fe"f| + sup Y g.(t)en
tel jeo J J | J" tex "éew J J " £
< 2_5_5 + chch ¢ €+ chel.
jes

Hemos probado también que

(6)  sup | Zh(tlenl < e+chen voe@(m.
tel iec J J
d
Como I es metrizable y K0 es no vacifo el teorema de Borsuk-Du-

gundji (5.2.) nos dice que existe un operador extensién
S :C(KO,E) —> C(I,E)

con [s|l =1 tal que
a) () (t)= §(t)  ¥teK_, VPEC(K_,E)

b) Para cada *SC(KO,E) los valores que toma S(+) pertenecen a
la envoltura convexa de +(Ko)'

Llamemos szs(?}(')ej) ¥JjEN. Por (b) Fj(I)c[{ej}] . Como

oo
la serie El ?3(.)ej es débilmente incondicionalmente convergente
"

(-4

en C(KO,E) se tiene que ~F;Pj(.) es débilmente incondicionalmente
convergente en C(I,E), y por tanto existe re C(I,E)" tal que

oo

‘0 = ¥ f.(.) para o(C(I,E)",C(I,E)").

J=1 J
Puesto que fj(I) c [{ej}J ¥jeN, para cada QGLL(A,E') tal que
$(1) =l(e})] ], se tiene

<$.p> = 1im <4 £ry> - i JI ¢ FE D), $0)> dh =

j:t

= L < Efj(t), $(t)> aA.

it
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Por otra parte, teniendo en cuenta (2) (4) (5) y (6), y que

N, ll, < “ttn_q’n“i + ||$ I ¢1/n + 1¢2; para cada n€N se tiene

€ < <>l = ” <+(t), Zg (they> di I

‘ fI <+n(t),j}i(gj(t)—hj(t))eg

+ H <¢"(t)'42"h (t)e">cu|
Sa "
< (ggg j’élllgj(t)-hj(t)l Wesh) Uy N, +

Sn
+ I |« q> (t), zh (t)en>| dA + ” {¢p(t), 2 hy(t)ey> d,\l <
TNk, &t K, Kk

@ € Sa
£ E —e < t), h,(t)e">» d <
€ 5 A o by Hk (D), Ty (0ep> s

[
"
-

<fs £ Hkq’n(f), g?j(t)ep ar| -
= %+ | ko(JZ_'_'LFJ(t)e., +(t)) dk‘:

- £, ” <zf(t),«¥(t)> dAI
2 Ty

Luego

H <zf(t>.+(t>>u'>5 ¥new.
ko {*

Y asi, para cada nEN,
PERTE leﬁf (0, 4 m>a] >

Sn
> Hu <J§Lf (6), (6)> dX] - Jnkjlfn(t)ll ||j5fj(t)|| dA

g _ Sn _
>5- (sw "fifﬁ(t)") L [ NESTREN

\¥o
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_ .§. _ S A~
= 5 -l (E e L\L%(t)n a >

Sn ~s
> £ -8t "ﬁ:lfj(.)ej" £ __ 5 £

£ £,
q(ercilz) ~ 2z 4 4

Es decir ,<+n' f)l)% ¥n€mW; pero rSH y esto contradice que
fn—x 0 G(C(I,E)',H).

8.9. Nota: El ejemplo de Talagrand @ (6.9.) tiene base incondicio =

nal reductora y por ello C(K,®&) tiene la P.D. cualquiera que sea el

compacto K.

8.10. Proposicidén: Si E' y E" tienen la propiedad de Radon-Nikodym

entonces C(K,E) tiene la P.D. para todo compacto K.

Demostracidn: Como E' tiene la propiedad de Radon-Nikodym E no posee
ninglin subespacio isomorfo a el (1) pAg. 219) y por tanto E tiene
la P.D.

Sea T : C{(K,E) — F un operador que transforma sucesiones dé-
bilmente de Cauchy en sucesiones débilmente convergentes, entonces T
es incondicionalmente convergente y, por 2.2., su medida asociada
"m" verifica:

i) m(¥) e L(E,F)

Py [od .
ii) m es continua en @

Debido al teorema 5.5. y a que m(A)= %-IA (donde A : E— B(Z,E)

es el operador definido por tA(X)= IQX) también se tiene que

iii) m(A): E — F transforma sucesiones débilmente de Cauchy

en sucesiones débilmente convergentes, para todo AEZ

y como E tiene la P.D.
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iv) m(A): E—>F es débilmente compacto para todo AEZ.

Las condiciones (i}),(ii) y (iv) caracterizan los operadores dé-
bilmente compactos definidos en C(K,E) cuando E' y E" tienen la pro-
piedad de Radon-Nikodym (teorema 4.1. de L9]). Por tanto T es débil-

mente compacto y C(K,E) tiene la P.D.

8.11. Nota: Como los espacios que tienen la P.D. tienen también 1la
R.P.D.P. una consecuencia inmediata de 8.8. y 8.10. son los resulta-

dos 7.8. y 7.9. enunciados en la seccidn anterior.

8.12. Nota: Por ultimo hemos de decir que si hubiera buenas caracte-
rizaciones de los conjuntcs débilmente compactos de C(K,E)' esto con:
tribuiria en gran manera a resolver cuando el espacio C(K,E) tiene
alguna de las propiedades estudiadas en este capitulo. Sin embargo
hasta el momento no se ccnocen criterios generales manejables, y co-
mo afirman algunos autores (por ejemplo Diestel en L£10]) pueden no
existir. Solamente en el caso en que E' y E" tienen la propiedad de
‘Radon-Nikodym se ha probado que los conjuntos débilmente compactos -
de C(K,E)' se pueden caracterizar por la versidn vectorial natural
de la caracterizacidn en el caso escalar (de ahi que hayamos podido
dar una demostracién bastante sencilla de la proposicidén 8.10.). Pe-
ro esta caracterizaci6én no se puede ampliar a otros casos ya que Fie
rro ha probado en [15,16] que es necesario que E' y E" tengan la pro
piedad de Radon-Nikodym para que sea vAlida la caracterizacién men -

cionada.
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CAPITULO IV

Continuamos con nuestro estudio sobre el espacio C(K,E).

Ademés de Grothendieck otro autor cuya aportacidén al conocimien
to de la estructura de los espacios C(K) ha sido clave fué Pelczyns-
ki. En 1962 axiomatizd otra de las propiedades de estos espacios: la
propiedad V. Y tres afios mas tarde publicé junto con Szlenk un arti-
culo [30] que contribuyd decisivamente a caracterizar cuindo todos
los subespacios cerrados de un C(K) tienen la P.D.P.

Estudiamos en este capitulo cuando C(K,E) es hereditariamente

Dunford-Pettis y cuindo tiene la propiedad V.

9. C(K,E) hereditariamente Dunford-Pettis

En (19] Grothendieck probd que todo subespacio cerrado de s
tiene la P.D.P. Esto planted la cuestién de estudiar qué otros espa-
cios tienen esta buena propiedad. Siguiendo a Diestel [10] damos la

siguiente definicidn

9.1. Definicidn: Un espacio de Banach es hereditariamente Dunford -

Pettis (hereditariamente D.P.) si todos sus subespacios cerrados tie

nen la P.D.P.

Aparte de S otros ejemplcs claros de espacios hereditariamente
D.P. son los espacios de Schur.
Hay que destacar que "ser hereditariamente D.P." es la uUnica

propiedad de las estudiadas en los capitulos III y IV que no la bo—
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seen todos los C{K). Diestel en [10, pag. 27] recoge una caracteriza
cién de los C(K) que son hereditariamente D.P.. Se debe fundamental-
mente a Pelczynski y Szlenk [30]. Antes de enunciarla necesitamos

dar una definiciébn:

Si K es un compacto y designamos por K' al conjunto de suS pun-
tos de acumulacidn, para cada namero ordinal o , se define el conjun

to d-derivado de K por induccidn transfinita:

1) K(c(+1)=(K(o<))' (,\)= nK(nt)

=k, Kk ''=k', y K
23}

si ) es un ordinal no compacto. En concreto si « es el primer ordi-

nal infinito .

9.2. Teorema [10]: C(K) es hereditariamente D.P. si y sblo si K es

disperso y su conjunto w-derivado es vacio.

~ Vamos a utilizar un par de resultados conocidos para obtener
una caracterizacidn de los espacios hereditariamente D.P. que nos se
rd muy util en lo que sigue, y que nos permitird asegurar que el
ejemplo de Talagrand (6.9.), entre otros, es un espacio hereditaria-

mente D.P.

9.3. Teorema [10] (Principio de seleccién de Bessaga-Pelczynski):

Si (xn) es una sucesidn en un espacio de Banach que converge a
cero débilmente pero no en norma, entonces (xn) posee una subsuce -

sidn (yn) que es base de Schauder de ((y )].

n

9.4. Teorema [10]: si (xn) es una sucesién basica normalizada en un

espacio de Banach, que converge a cero débilmente y tal que ninguna
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subsucesién suya es equivalente a la base candnica de co, entonces

existe una subsucesidn (yn) de (xn) tal que [(yn)] no tiene la P.D.P.

9.5. Proposicibn: Un espacio de Banach E es hereditariamente D.P. si
y sblo si toda sucesidn que converge a cero débilmente en E pero no

en norma posee una subsucesidn equivalente a la base candbnica de Co'

Demostracidn:
= ) Sea (xn)cE una sucesidén que converge a cero débilmente
pero no en norma, entonces existe una subsucesién (yn) de (xn) tal
que
< S = i £ su =N +
0 inf Yy Il € sup By 0 <400
La sucesidn (_“L) converge a cero débilmente pero no en nor-
N:‘nﬂ .

ma. Por el principio de seleccidn de Bessaga-Pelczynski podemos ex-

traer una subsucesién (zn) de _J“_) que es una sucesién bésica.
In

Como E es hereditariamente D.P., por 9.4., (zn) posee una subsuce -
sibn, (wn), que es equivalente a la base canébnica de C,i es decir,

existen dos constantes positivas m y M tales que

.
(1) m max la | < a w <€ M max \a
i¢ner D “ n{:.l n n“ t¢ner nl

para cada rélN y cada sucesidén de escalares (an);d

Puesto que (w ) es una subsucesidn de _1"—), para cada nEN
n Wyl
Y,

ugkﬂﬂ

. r .
Asi, para cada r€éIlN y cada sucesidén de escalares (an)““ , se tiene

existe kn€]N, kn; n, tal que w, =

- - { .
I RILON I | Toaly (,3::" ) I =1 Z Gy, 0w, I
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Con lo cual, . teniendo en cuenta (1),

-
nd-  max la | < n Z a Y " < MN max ta |
i1gngr n=1 1 Kp t¢aer D

Por tanto (yk ) es equivalente a la base canbdnica de C,
n

4 ) Sea F un subespacio vectorial cerrado de E. Sean (xn)cI?
y (xé)c F' dos sucesiones que convergeﬁ a cero débilmente.
Si (xn) converge a cero en norma es claro que <xn.xa> —> 0.

En caso contrario existe una subsucesidn (xn ) de (xn) que es equi-
L3
valente a la base candnica de c,; entonces [(xn Hfl] es isomorfo
- $ 9
ac_y, por tanto, C(x_ )= ]' es isomorfo a {'.
(o] nj“:s
La sucesién (x ) converge a cero débilmente en [(x, Ufi] y la su-
K A

cesidn (xﬁ ‘7———7;;—~ ) converge a cero débilmente en
k lan 1,:1] 'S4

[(xn afL]'; como ¢ tiene la P.D.P. se tiene, por 6.3., que
J:‘
&%, X'y —3 0 cuando k —s oo .
n n T . . 2.
Asi, de 6.3. se sigue que F tiene la P.D.P. y por tanto E es he

reditariamente D.P.

9.6. Nota: Obsérvese que debido a la proposicién anterior el ejemplo
de Talagrand (6.9.) es un espacio hereditariamente D.P. (ver 6.9.(a)
6 {39, teorema 1]). También se deduce de esta proposicibén que el fa-
moso ejemplo construido por Hagler [20] es hereditariamente D.P.

(ver [20]) teorema 1.(a)).

Nos preguntamos ahora qué espacios C(K,E) son hereditariamente

D.P.. Veamos en primer lugar que podemos reducir el problema a estu-
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diar cuéndo co(E) 1o es.
Pero antes recordemos algunos resultados que necesitaremos uti-

lizar:

9.7. Nota: Considerando los ordinales como espacios topoldgicos con
la topologia del orden se tiene:
a) Cada ordinal compacto infinito es homeomorfo a un ordinal de
la forma w®m+l con m<w (8.6.5. de [36]).
b) Si un ordinal ¥ es de la forma ¥=w'm+i entonces '“'con§
ta exactamente de m puntos y ¥ -4 (8.6.6. de {36]).
c) si Y y K, son dos ordinales compactos tales que w< ¥ < w,
y ¥ £Y¥,¢ le (donde ) es el primer ordinal no contable), y
si E es un espacio de Banach; entonces C(¥,,E) es isomorfo a

C(¥,,E) (lema 2 de [5]).

9.8. Teorema: C(K,E) es hereditariamente D.P. si y sbélo si se verifi
ca alguna de las dos condiciones siguientes:
a) K es finito y E es hereditariamente D.P.

b) C(K) y co(E) son hereditariamente D.P.

Demostracidn:

= ) Si C(K,E) es hereditariamente D.P., tanto C(K) como E 1lo
son también por ser isomorfos a subespacios complementados de C(K,E)
Si K es infinito entonces existe una sucesidédn infinita de abiertos
disjuntos de K no vacios (Gn)' Sea tneGn para cada n€EN. Por el teo-

rema de Urysohn, para cada n€ElN existe anZB(C(K)) tal que
-— < -—
£t ) =1 y (G ={o}.
Entonces la aplicacidén §: CO(E) — C(K,E) definida por

S((xn)) = .E; fnxn v(xn) GCO(E)
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es una isometria sobre su imagen, y por tanto co(E) es hereditaria-

mente D.P.

& ) Si K es finito y E es hereditariamente D.P. es claro, por
la proposicidén 9.5., que C(K,E) también 1lo es.

Si K es infinito y C(K) es hereditariamente D.P. entonces, por
9.2., K es disperso y Km‘zﬂ. Sea (?n)cC(K,E) una sucesidn que con-

verge a cero débilmente con inf H4hll> 0; entonces, por 6.4., existe
n

un cociente metrizable de K, ?, y existe ($;)c:C(K,E) tal que

~N
(1) $ () = c[>n(t) ¥tEK, WnEWN
donde w:K — K es 1a proyeccidn candnica.

son dos compactos y ‘?:K1 —3 K es una

En general si K1 y K >

2
aplicacidén continua y sobre, entonces Kéw)c *((K:m)) (ver 8.5.10.C
de [361).

En nuestro caso, como K‘w’=¢, tenemos que ?(w)=¢.

Por otra parte como K es disperso y metrizable (por 3.2.(a)),
de 3.3. se deduce que'z'es homeomorfo a un ordinal compacto conta -
ble Y.

A) Si K es finito entonces C(E,E) es claramente hereditariamen-
te D.P.; y como por (1) y 4.1., la sucesidn (%;) converge a cero dé-
bilmente pero no en norma, de 9.5. se sigue que (;;) posee una subsg

~N
cesién (¢n ) equivalente a la base candnica de Cye Entonces, por (1)
13

la sucesidn (én } es equivalente a la base canbnica de <,
"

B) Si X es infinito entonces Y también 1o es y asi, por el
apartado (a) de la nota anterior, Y es homeomorfo a un ordinal de la

()
forma o®m +1 zp. Por el apartado (b) de la nota sabemos que B #¢

Co+d)
y F = f y por ello, como K(wL f, tenemos que o<, Por tanto
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w+l ¢ P:w“"»m +d <(UH)‘A. Aplicando el resultado (c) de 9.7. conclui-
mos que C(w+l,E) es isomorfo a C(P,E). Pero f es homeomorfo a Ky
C(e>+4,E) es isomorfo a co(E) (ver 21.5.9. de [361), por lo tanto
c(K,E) es isomorfo a cO(E)- Como. por hipdtesis co(E) es heredita -
riamente D.P., C(E,E) también lo es. Haciendo ahora el mismo razona-
miento que en el caso (A) deducimos que existe una subsucesidén de

(+n) que es equivalente a la base candnica de Cy-

Y asi queda demostrado que C(K,E) es hereditariamente D.P.

Una vez reducido el problema a cD(E) veamos cuindo este espacio

es hereditariamente D.P.

9.9. Teorema: Sea E un espacio hereditariamente D.P. que verifica

(%) Existe M>0 tal que toda sucesidn (xn)c E que converge a cero
débilmente pero no en norma posee una subsucesibdn (yn) equiva-

lente a la base candnica de c0 tal que
L
a € M max fa_| su L}
“n:zl. nyn “ = 1(!\(!" l’l‘ np “yn

para cada r€WN y cada sucesidn de escalares (anu;‘.

Entonces cO(E) es hereditariamente D.P.

Nota: observemos que, por la proposicidén 9.5., si E es heredita
riamente D.P. toda sucesién que converge a cero débilmente en E pero
no en norma posee una Subsucesidn equivalente a la base canénica de
c,i por ello la condicidén (#) 1o Gnico que pide es que se puedan ele
gir las subsucesiones equivalentes a la base canbnica de ¢, con cier

ta "regularidad".

Demostracidén del teorema: Antes de comenzar recordemos que el dual
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de co(E) se puede identificar de forma candnica con el espacio C‘(E')

de las sucesiones (xr'l)c E*' absolutamente sumables, dotado de 1a nor-
I $ ux
N L —_
ma WOGIN = & uxpl
Llamemos COO(E) al subespacio de cO(E:) formado por las sucesio-

nes casi nulas (es decir, que tienen sélo un nimero finito de térmi-

nos distintos de cero). Es claro que cOO(E) es denso en co(E).

Hemos de probar que toda sucesidn (x") = ((x'i‘):fl) cc (E) con-
vergente a cero débilmente pero no en norma posee una subsucesidn
equivalente a la base candnica de Co

Haremos 1la demostracidn en varios pasos.
1) Podemos suponer (x")ccoo(E).

En efecto: Sea (x")cco(E) una sucesién que converge a cero dé
bilmente pero no en norma. Para cada nElN sea y"ecoo(E) tal que
i x* -y*lc1/2"; entonces (y")c COO(E) converge a cero. débilmente pe
ro no en norma. Si (y") posee una subsucesién (y"«) ‘equivalente a la
base‘ca’n(‘mi‘caA d.e .Co’ gs decir, si existen dos constantes positivas
c y C tales que

-
n
c max |a, | € Zayk|<Cmax!a|
xsxsr| i) ‘“n:; ™ s teker K

. . r
para cada r€lN y cada sucesidn de escalares (ak)k”;

L~
{(donde koelN es tal que & L (cr2) es equiva-

n,
entonces (x™)
( w2 Kk k=R, 1“&.

+v
k):’ es una su-

lente a la base candnica de c0 ya que, si rélN y (a

cesibén finita de escalares, se tiene

£ max'ta;] =cmax la ] - £ max {a | ¢
2 K gMgker k kLR Ker k 2 % fxktiye k N
KotT " n
€< ¢ max |a,| - max lakl( T oMx™ -yt ) <
Kot K EXAT LS 314 K=k,
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KetT Kotr
IS ayml - Il 5 a™-ymoll ¢ | Taum| ¢
kzy, K=k, wxk,
kﬂ
< “ Z a U‘""*Y")" + iraky““ b <
=y,
€3 v omy = (50 max o
es decir,
K+
£ max la| “ Zax"“l'g(-:-+C) max \a |

2 !oﬁkit:f B, Sk £ kat
2) Sea (x“)ccoo(E) una sucesidén que converge a cero débilmente
pero no en norma, con {{x"l£1 para todo n€N, y tal que exis
. . . " _ . . .
ten i, i, €N, i,¢i,, tales que x]=0 si 1)4{11,...,12} pa
ra todo nEN. Entonces (x") posee una subsucesién (y") equi-
valente a la base candnica de Co tal que
| £ay I comn
Tay £ (M+1) max la_i
nzg 0N {¢ner N

.2 . r
para cada r€lN y cada sucesidn de escalares (an)“ﬂ.

En efecto: Como (x") converge a cero débilmente pero no en nor-
ma, existe ioe [i1 ,...,i2} tal que (xi" )c E converge a cero débilmen
o n

te pero no en norma (podemos suponer io=i1); entonces existe una sub

sucesién (x:‘("’)" de (x{' ) y existe 8y0 tal que
: L

£ S

$. max fa | ¢ ||Zax;"‘1“<Mmax la_|
1&ngr “ i¢ner

para cada r€lN y cada sucesién de escalares (an):1
=

(nl . . .

La sucesibn (x . )nen o bien posee una subsucesidén que conver-
i+
L

ge a cero en norma y entonces podemos extraer una subsucesidn suya,
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Gylnd
( (o )n w tal que

X t .
=, Ne & wnem;

LA )

o bien posee una subsucesidén (x? ot Tnen
“f

equivalente a la base cand
nica de s tal que

“ é a x‘.-‘(m u ¢ Mmnax la

A 1¢ngr

para cada r€IN y cada sucesidén de escalares (an):_L

En cualquiera de los dos casos tenemos que .

r

a0, (n)
n 5 oax? " < (M+1) max la_|
nsg Y tener

para cada re€N y cada sucesidn de escalares (an):A
s

i N Gain)
De igual modo podemos extraer una subsucesidn (xliz )nEN de
1
IAGH
(X.)l ) tal que
y+2 newN
r a0
“ Z ax’, “ ¢ (My1) max la |
nza MYt L£ener

.

., r
para cada r€WN y cada sucesion de escalares (an)n_‘

Y repitiendo el proceso i2-i1=s veces obtenemos que la sucesidn
" O, (™) s L .
)nenl_ (x )ne" verifica lo siguiente:

para cada r€N y cada sucesidén de escalares (an):

=4
Ay a .
"Zay “—max “ Zsa i]|>||2ay ">$ma>z_lal,y
I “2; a y"|| = max I n}'_' a v’ | € (M4 )ﬁifr ta | (ya que (), es

'1('. ('1

3 d;‘ (n) . R R
una subsucesién de (x, . ) si i=i,+h y O0£h<s).
L‘*‘\ negMN 1



64

Por tanto (y") es la subsucesidén de (x") buscada.

Para cada m€IN definimos Pm :CO(E) _ co(E) por
Pm(x1,x2,...) = (x1,x2,...,xm,0,0....) Vx:(xi)eco(E);

es claro que Pm es lineal, continua y de norma 1.

3) Sea (x")c:coo(E) una sucesién que converge a cero débilmen-
te pero no en norma, con O<S'$|\x““ ¢ 1 para todo nENlN; entonces
se pueden dar dos situaciones: ’

A) que exista una subsucesién (y") de (x") y exista me€WN
tal que Pm(y")zyn para todo n€EWN. En este caso, por 2), (y") tiene
una subsucesidén equivalente a la base canbnica de Cy3 © bien

B) que se de la situacibén contraria. Entonces podemos ex -
traer una subsucesién (y") de (x") tal que, si r_es el menor natu-
ral que verifica F. (y")=y" para todo n€WN, 1la sucesién (rn)cIN es
estrictamente creciente.

Y ahora pueden ocurrir dos cosas:

B1) que para todo iEN (y: )J,cE converja a cero en norma;
o bien
B2) que exista ioenw tal que (YC LCE no converge a cero

en norma.

En ambos casos vamos a construir una subsucesién de (y") equi-
valente a la base candnica de c, ¥y con ello habremos acabado la de -

mostracibén del teorema.

Caso B1)

1.1
Sea z =y y sea s_=r

" .
15T, - Como (ﬁ&(y }), converge a cero ‘en

. 2
norma, existe n €N, n,>1, tal que nP‘s(yht”'(z{-' Sea z =y™ y

sea s,=r, . Como (P (y")% converge a cerc en norma, existe n,€NN,
2
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n,.>n

> 1! tal que

e, o™l ¢ )

3 _.n
Se z =yt se S _=r
a y y a 3=Tn,
; . k
Reiterando el proceso obtenemos una sucesidén (z ) que es subsuce -

sién de (y") tal que

i) zk=Psk(zk) para todo kEN vy (sk)cm es estrictamente cre-
ciente (pues estamos en el caso B)
.. s s
ii) P, (z Mle & ¥k >1
“ su-xk " 2"
iii) S¢lz H ¢1  wvkew

y, como consecuencia de (i),(ii) y (iii), también se tiene

k k k k
iv) ||(P,k-P 4)(2 I = max hz, N = max Wz 0 =Hz'0 pa

s . 1
* S tTE 8 teigs,

ra todo k€N.

., k . .
Entonces la sucesién (z ) es equivalente a la base canbnica de <,
En efecto, sea r€lN y sea (au):,'; una sucesidn finita.de escalares, .

entonces (considerando so:O y POSO)

h s a2l =l 2o, (p, -», 2(z5) 4P, l(zk))“ ¢

k=4 ksl ® ®-4 -

- k c k
¢ NZ g -p Daz W+ | = 325, (2 || =
_ _ K c N
= ln;i)irll(Psk Psk-‘)(akz o+ | &Ezak Pskd(z )“

< k

¢ max la | max l[zk“ + max la l(z fr. (2 )Il) £

N k k Si-4
Lener (83 34y Leuser (23]

A
g max lay\ (1 + X §.) ¢ (1+%) max EM|
ket ez 2% 2 fewer



y por otra parte
r v
O B N NI P el

> Mo (g -7, DN - N Eayr, (Ol -

wzy k=2
k < k
=max NP -P_  ){a .z ) - far (2| 2
Leker Sk Ser K I “ w1 K Si-t " 7

-
k
;S' max |ak| - max lak\(Z"P (z )“) 2

1guer Lener kzg k-t

> ¥ max fa, | - max |ak\(§ %);(S—E)max lak| =

Leegr o Ltues wez 2 Z fcu¢r

= § max lakl
2 {<ker

con 1o cual

c X ’ 5
3 max Iak| < l‘Etakz n < (1+.i) max lakl

2 {<ugr fcuer
Caso B2)
Como (y; )nem converge a cero débilmente en E pero nho en norma,
(-]

(P. (y™)) C ¢__(E) converge a cero débiimente pero no en norma; y,
1, nemN (o]e]

aplicando 2), tenemos que existe una subsucesién (z") de (y") tal

que (F’i (z"))neu es equivalente a la base canbdnica de ot Mas afhn,
-4

existe c¢>0 tal que

-
(a) c max la_{ ¢ " S a P, (z")" ¢ (M+1) max la |
{¢ngr n n=4 n i, 1¢ngr I

. 2 r
para cada r€ElN y cada sucesidn de escalares (an)“_‘ .

Ademés, por estar en el caso B), podemos suponer Pt’(z‘) £2% . sea s,
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el menor natural tal que PS (z4) = zL, entonces s, > io. La sucesidbn
1

((P_ -P,)(z™)) posee una subsucesidn ((P - P, )(zv*("')) tal que
] i, n s, 1o

n

i

q‘("))“ £ (M+1) max la |

.
> a (P -P. )(z
“ ney 0 Sy 1o tener
para cada r€IN y cada sucesidn de escalares (an);_A .
ya que: si ((P - P, )(2" )) no converge a cero en norma podemos
Sy 1, n

aplicar 2); y si ((PS - P].o)(z"))" converge a cero en norma, enton -
1

- . Gy ln
ces existe una subsucesidn suya ((Ps —Pi Y(z*t )))n tal que
I3 o

Gy (n) i
P -p ) ("<« = VneW .
b, -7 )0 oo
Podemos suponer GL(1)> 1. Sea 52 el menor natural tal que

g, () .
Ps (z%¢ ) = zf‘-m; por estar en el caso B,52> .- De igual forma que

n
. Ty(n) v (n)

antes podemos extraer una subsucesidn (z )neN de (z )“eN tal que

i
ol Tar - 222" < (mer)
“ nian (Psz Psi)(z )" £ (M+1)1maxr‘an|»

dae¢

T

para cada r€IN y cada sucesién de escalares (an)ht .

Sea s3 el menor natural tal que Ps (sz(z)) = zq') ; entonces 53> s, por
3

estar en el caso B y ser G(2)> G'L(T). Reiterando el proceso ante-

rior podemos obtener una familia de subsucesiones de (2",

()
’_(z‘r"“)“eM :kGJNi, tal que:

. Gln) ’ ., G (M
i) (z )nelN es subsucesidn de (z JnemN VkKEN

es el menor natural tal que P (zwkm) = 2% VkEN, y

ii) s
k+1 Skei
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la sucesibn (sk) es estrictamente creciente.

iii) Para cada n€ElN

u

I3 a . -p )%™)|| ¢ (me1) max ja i
n=t P Suet Sy, f¢n¢r N

para todo r€IN y toda sucesibn de escalares (an):_1 .

n Tnin)

Llamemos " =2z para cada nElN y sozio. La sucesidén (0" ) N es

equivalente a la base candnica de Cy En efecto: sea r€N y (an)“';l

una sucesibén finita de escalares, como

v 4 Lo
"ngl a"w“ " = max { a Pio ( n§1 a“wﬂ )“ ’ozlf:r I(Pswu— Psu) (n=21 anw")“ } !

por (a) tenemos que
| £ae b 3 dp, (a0l -]| Sa p @] 3¢ \
":Ei anw 7 j-a “:La“w - Y\:Lan io “ ngi):r anl

Yy que

" Pi., ( “éanw")“ - “ néan Fio («.)")" < )1?;?)5(\’ lanl

Por (i), (ii) y (iii) tenemos que para O<ks<r

" (Fsk;i ) Psk) (u=EL anu)")“ B

-k v n
= - w P - P W £
Il 2, By P @Y ¢ £ an (B -P ) |

In

™ v
lal Nepg,  ~p )@l +] £ a

- n £
x P Ml <

(P
n oSy,

IN

L3
a ol + (M+1) max la | < (M+2) max |a {
la, | ol Jax la, Jax la

<
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Por tanto

-
c max la_| ¢ “ T a «)““ ¢ (M+2) max la |
fengr D n=g D t¢agr N

Luego (") es equivalente a la base candnica de o

9.10. Proposicidbn: Sea E un espacio hereditariamente D.P., entonces

la condicidén (#) del teorema anterior es necesaria para que cO(E)

sea hereditariamente D.P.

Demostracidén: Sea E un espacio hereditariamente D.P. y supongamos
que no verifica (#) del teorema anterior; entonces, teniendo en cuen

ta 9.5., para cada n€ElN existe una sucesidn (x;) C E tal que

tenN
1) llx’i‘ h=1 viemw
2) (x;%eﬂ es equivalente a la base candnica de c

. n n . .
3) para cada subsucesiébn (xi ), de (xi)i existe una suce -
®

sién finita de escalares (akx;L _tal que.
5 a, x" a1
a, x. n max la,|.
nu%; k lu“ > (eeer K
Para cada jEN sea yi =(x§,x3,...,x§,0.0,...) GCO(E). La sucesibn

(yjzrc cO(E) estd acotada por 1. Si llamamos nn(y) a la coordenada

n-ésima de yeco(E), como ‘Nn(yj) =x3 para todo j2n y como‘, por 2,

(x%)

Jzn

verge a cero débilmente en E para cada n€WN. Por tanto (yi) es una

converge a cero débilmente en E, tenemos que (ﬂn(yj))jeN con

sucesidén que converge a cero débilmente en co(E) con ||yil=1 para to
do jEW.

Pero (vd) no posee subsucesiones equivalentes a la base canéni-
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ca de ¢, ya que si (yde) es una subsucesidén de (yj). para cada nEN

“eEN
i P . " .
(nn(y ))k»n = (xjk)k%n es una subsucesién de (xi)tEN y, por 3, exis-
h

te una sucesidn finita de escalares (aktt: tal que

nih, n

" 5 akx..“ 2 n max la|;

k=n Je ng¢keneh,
con lo cual
| n+hn . n&h,, . nk‘nn
H 5 ay“‘“?'ﬂ(z ay*‘k)“="2 a, x; “)n max la,i.

“=n k ' n w=n k wzn k Ju 7 ﬂikér\d\" k

Luego no existe ninguna constante M> 0 tal que

. .
“ by aky‘“ < M max !ak|
vei feuer

para todo ré€lN y toda sucesibén de escalares (ak):=L

y por ello (y"")‘< no es equivalente a la base candbnica de S Puesto
que (yl) no tiene ninguna subsucesidén equivalente a la base candnica

de Cos de 9.5. se deduce que co(E) no es hereditariamente D.P.

Reuniendo ahora 1los tres (ltimos resultados y la caracteriza -

cidén 9.2. podemos decir que

9.11. Corolario: C(K,E) es hereditariamente D.P. si y sblo si se ve-

rifica alguna de las dos condiciones siguientes:
a) K es finito y E es hereditariamente D.P.; 6
w N N .
b) K es disperso con K( L:Q ¥y E es un espacio hereditariamente

D.P. que verifica la condicidn (%) del teorema 9.9.

Y también
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9.12. Corolario: Si E es un espacio de Banach son equivalentes:

a) C(X,E) es hereditariamente D.P. para algin compacto infini -
to K.

b) C(X,E) es hereditariamente D.P. para todo compacto K tal que
C(X) es hereditariamente D.P.

c) C(K,E) es hereditariamente D.P. para todo compacto disperso
K con K(u): P.

d) cO(E) es hereditariamente D.P.

e) E es hereditariamente D.P. y verifica (#) del teorema 9.9.

9.13. Nota: Los resultados anteriores nos permiten dar una serie de
ejemplos de espacios E tales que C(K,E) es hereditariamente D.P.
cuando C(K) lo es. Realmente podemos asegurar que la mayoria de los
espacios hereditariamente D.P. conocidos tienen esta buena propiedad;
en concreto los espacios de Schur, Cqr los ejemplos de Talagrand y
Hagler (ver 6.9., [39] y [20]) y los C(K) hereditariamente D.P.. Por
el corolario anterior basta ver que estos espacios verifican la con-
‘dicidén (#) del teorema 9.9.. Esto, en el caso de- los.espacios de.
Schur es evidente, en el de c, se comprueba f&cilmente, en el ejem -
plo de Talagrand se deduce del teorema 1 de [39] y en el de Hagler
de la proposicidén 5 de [20]. Probario para él caso de 1os C(K) nos

llevarid el resto de la seccién.

9.14. Proposicidn: Si K es un compacto disperso con K“ﬁ =p y W*

es la compactificacién de Alexandroff de I, entonces Kx N* es un
w) _ 2

compacto disperso con (KxN™)
Demostracién:
1) Kx N" es disperso.

En efecto: sea N =INuv {0} y sea Ac KxN* un subconjunto no
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vacio. Hemos de probar que A tiene algin punto aislado.

(-4
Como KxN* = (Ule[n)) U (K x{w}) tenemos que
n=z

A = (n(?L(Kx{n})ﬂA) V ((kxh)na)

a) si existe nEN tal que (Kx{n_}) nA # @, al ser Kx{n05 ho -
meomorfo a K y K un compacto disperso, existe un punto (t,no) de
(Kx{no\)f\A que es un punto aislado de (KK[nOS)I\A; es decir, existe

un entorno V de t en K tal que
(Vx[n P N [kxfn ) AAT = {(t,n)f.

Entonces (t,no) es un punto aislado de A ya que Vx [noi es un entorno

de (t,no) en KXN* y

(VX{nO‘)r\A = (Vx{n ) N [(kx[n $INAJ = {(t,no)}.
b) si (kx{ny)NA =9 para todo nEN, como A#9 y
A= (Q(xx{n;mA) v ((kxief)na) ,
nz

tenemos que Kx {0} NA # #. En este caso también existe un punto
(t,00) € (Kx{oo})NA que es un punto aislado de (Kx{w}) N A pues
Kx[o} es homeomorfo a K y K es un compacto disperso. Por tanto exis

te un entorno V de t en K tal que
(Vx foo}) N [(Kx{o})NAT = {(t,)].

Entonces (t,o) es un punto aislado de A ya que VX N" es un entorno

de (t,e) en KxN* y

(VXN*)NA = (VXB*) N [(Kxlo})AAT = (Vxfod) A [(Kxlob)NAY =

I

{(t,oo)}.

2) ()™ o N ke - g,

ne N



73

En efecto: Probemos en primer lugar, .por induccidn, que

{n) (

xx ™)' ¢ KWx MUK {o}l)  vnew

i) Sea n=1 y sea (t,d) €(KXN*)' . S8i a{:no para algun nOSJN, en
tonces (t,ot):(t,no) €EK'XN ya que, dado un entorno V de t en K,

vx[no} es un entorno de (t,no) en KxXN* ¥, por tanto, existe un pun-
to (t',n ) € (vxin_} \{(t,n)}) N (KxN*) 5 con 1o cual

t' e (VN{t})NK, y ello nos dice que t€K'. Si o =00 entonces

(t,o) €EKx jow}. Por tanto, como por definiciédn K”’: K, se tiene que

(kX' ¢ (k' xN) vk xiob).

(n) (n)

c (KM x MUKy (o) y sea

ii) Supongamos que (KxN*)

(n+t) )
(t,d) € (KXN*) = ((kxwt)™) ,
Si n(=r1O para algun no€]N entonces (t,d):(t.no) € K""“x N

ya que, dado un entorno V de t en K, V)({no} es un entorno de (t,no)

en KXN* y por ello existe un punto
' (vt",né)le.(\llx[no'} N ['(t>,n<‘))}‘) n(kx W)™ ¢
€ (vxin I\ {(t,no)}) NIE™ x )oK Pxioh] =

= (vx{n_{ \ [(t,n ) n k™ x ),
o] o]

1
por tanto t' € (V\{t}) r\l(‘"‘ . Con lo cual tek'™ ).

(n)

Si of =00, como (KxN*) es un cerrado y esta contenido en

(rn)

(K™ x M) v (K" ¢ lwt), entonces o bien tek"™!, o bien tek™ I\ k™

Kl:\)

En el primer caso tenemos que (t,x)=(t,m) € X {nol', Veamos que el

(n-1) N (n)

segundo caso no se puede dar: supongamos que t €K K . Como

(n)

K es un cerrado en K y tfl(m’

. W:K\K(") es un entorno de t en K.
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Sea V un entorno cualquiera de t en K, entonces (VAW)X N* es un en-
torno de (t,e) en KxN¥, y asi

(n)

[vnwyxn* N (e, 03] N (kxwt)™ £ p.

Utilizando ahora la hipbtesis de induccién tenemos
B4 [(vAnxN)N [(t,w)}] N (KW xm) v Pugeh] =
= [(nwxm) \ e o) 0 xWxm] v
UE(avawxms \{tt.of) n (" (iop ] =

= [(VHW\ ted) a k™ ] % (o} va que wnk‘™ = g,

(n-4)

luego (vnw \ \_t}\)r\ K # @ y por tanto tex(™ (contradicciébn).

Queda probado entonces que

(n) (n-1)

(kx®9™ ¢ «™x M) v (k" feoh) VnEN.

0o
K(w)z N g (™
n=4

Si suponemos que = P entonces, al ser (K("))ﬂeu

una sucesidn de compactos encajados con interseccidn vacfa, existe

o)

= @. Entonces

)C (K(%*L,x N) U (K(ﬂa)x {w}) - d

(
no€]N tal que K
(n,+1

(KxN")

w
y por tanto (Kxn")( ). 2.

9.15. Proposicién: si C(K) es hereditariamente D.P. entonces C(K) ve

rifica la condicidn (#) del teorema 9.9.

Demostracibdn: Si C(K) es hereditariamente D.P: entonces, por 9.2., K
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es disperso y K(“)= @; y, por la proposicién anterior, N¥x K es un

compacto disperso con (N'XK)(w)= @. Aplicando de nuevo 9.2. tenemos
que C{IN" XK) es hereditariamente D.P.. Como C(IN*x K) es isomorfo a
C(IN*,C(K)), el corolario 9.12. nos dice que C(K) verifica (#) del

teorema 9.9.

A partir de las proposiciones anteriores podemos obtener el si-

guiente resultado de topologia:

9.16. Corolario: El1 producto de dos compactos dispersos cuyo conjun—

to w-derivado es vacio es un compacto disperso con conjunto ©-deri
vado vacio.
{w

1
Por 9.2. y la proposicidén anterior C(K1) y C(Kg) son espacios heredi

Demostracién: Sean K,y K2 dos compactos dispersos con K )=K;”’=¢.

tariamente D.P. que verifican (#) del teorema 9.9.. Teniendo en cuen
ta que C(K1x K2) es isomorfo a C(K1,C(K2)) y aplicando el corolario

'9;12.,‘obtenemOS'que‘C(KixﬂKz) es- hereditarianente D.P. y utilizando
de nuevo 9.2. deducimos que K, x K2 es un conpacto disperso con

.
) _

(K1x K2) ?.

10. La propiedad V en C(K,E}

10.1. Definicidn: Un espacio de Banach E tien= la propiedad V si los

operadores incondicionalmente convergentes de E en otro espacio de

Banach cualquiera F son débilmente compactos.
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La propiedad V fué introducida por Pelczynski en [28].

Espacios de Banach que tienen la propiedad V son:
- C(K) para todo compacto K (ver { 28]).
- Los espacios reflexivos.

- Entre 1los espacios de Schur sdlo los de dimensidén finita.

Pelczynski demostrd cudles son, entre los espacios que tienen

base incondicional, los que poseen la propiedad V.

10.2. Proposicidén [28): Si E tiene base incondicional entonces E tie

ne la propiedad V si y sbélo si E no contiene ningtin subespacio iso -
L
morfo a (A
Como consecuencia de este resultado se tiene que el ejemplo de

Talagrand (6.9.) tiene la propiedad V.

Vamos a ver que otros espacios importantes, como el ejemplo de
Hagler [20], poseen dicha propiedad. Se deduce de la siguiente propo

sicibn:

10.3. Proposicidén: Si E es hereditariamente D.P. y no contiene nin -

gan subespacio isomorfo a C‘, entonces E tiene la propiedad V.

Demostracibén: Sea T: E—3 F un operador incondicionalmente convergen
te. Sea (xn) una sucesidén acotada en E. Como E no contiene ningln
subespacio isomorfo a #, el teorema de Rosenthal 1.2. nos dice que
(xn) posee una subsucesidn (yn) débilmente de Cauchy. Si suponemos
que (T(yn)) no converge en norma, entonces existe €>0 y existen dos
sucesiones estrictamente crecientes (pn) y (qn) en N, con P, <9,

para todo ne€lN, tales que
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(1) Il'r(yp ) - T(yq")ll > € ¥neW.

n

Asi, la sucesidn (yp -yq )nc E converge a cero débilmente pero no
"

n

en norma (pues inf iy -y _ §> £ ). Por 9.5. existe una subsucesidn
n pn qn aTa
(y, -y ) de (y -y ), que es equivalente a la base canbnica
Pa, “da * Pp ~Qa
oo
de c_; y por tanto ¥ (y. -y_ ) es una serie débilmente incondi
o L EX Y P Qn -

“k "3

cionalmente convergente en E. Como T es incondicionalmente convergen

o0
te, Z T(yp -yq ) converge en F, y por ello

w=yq LW Ny

1im  QT( - I = o.
im 4T(y, Y,

M
Pero ésto contradice (1). Luego (T(yn)) converge en norma y por tan-
to T es débilmente compacto (mas a(n, en realidad T es un operador

compacto) .
Propiedades de estabilidad de la propiedad V son (ver [28)):

10.4. Proposicidn:

a) 8i E tiene la propiedad V entonces todo subespacio complemen

tado de E también la tiene.
b) Si E tiene la propiedad V entonces todo cociente separado de

E también la tiene.
c) E1 producto de dos espacios que tienen la propiedad V tiene

la propiedad V.

Pelczynski probd el siguiente resultado interesante sobre los

espacios que poseen la propiedad V.
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10.5. Proposicién [28]: Si E tiene la propiedad V entonces E' es dé-

bilmente secuencialmente completo.

Pasamos ahora a estudiar cuéndo C(K,E) tiene la propiedad V. En

[ 28] Pelczynski conjeturd que se verificaria que
"C(K,E) tiene la propiedad V si y sdlo si E la tiene";

y demostrd que si E es un espacio reflexivo entonces C(K,E) tiene 1la

propiedaﬁ V.

Todavia no se sabe si la conjetura de Pelczynski es cierta o no.

Este problema esti intimamente ligado a otro problema importante: el
~ de caracterizar cuando L1g#,E) es débilmente secuencialmente comple-
to. La relacidn entre estas dos cuestiones se debe a 10.5. y a que
L1S#,E')es isomorfo a un subespacio de C(K,E)' para algan compacto
K. Hasta la fecha sb6lo se ha probado que si E es un espacio reflexi-
vO O un espacio L1(X) entonces L1€ﬁ,E) es débilmente secuencial -

mente completo (ver [ 32]).

10.6. Teorema: Si K es un compacto disperso entonces C(K,E) tiene 1la

propiedad V si y sOlo si E la tiene.

Demustracidn: Es analoga a la de 7.5.

10.7. Proposicibn: C(K,E) tiene la propiedad V para todo compacto K

si y sélo si C([0,1]),E) la tiene.

Demostracidn: Es andloga a la de 7.6.

10.8. Proposicidén: Si ¥, es la ¢-algebra de Borel de [0,1] entonces

o

C(K,E) tiene la propiedad V para todo compacto K si y sélo si

B(£,,E) 1la tiene.
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Demostracién: Basta proceder como en 6.8. teniendo en cuenta 10.7. y

5.4. en lugar de 6.6. y 5.1.

Probamos en el siguiente teorema que para una clase amplia de
espacios que tienen la propiedad V, la conjetura de Pelczynski es

cierta.

10.9. Teorema: Sea E un espacio de Banach con base incondicional. En

tonces C(K,E) tiene la propiedad V si y sb6lo si E 1la tiene.

Demostracidn:

=P ) Es evidente por ser E isomorfo a un subespacio complemen-
tado de C(K,E).

& ) Sea (en) una base incondicional normalizada de E. Si E tie
ne la propiedad V entonces, por 10.2., E no contiene ningiin subespa-
cio isomorfo a %t. Ahora bien, toda base incondicional de un espacio
de Banach que no contiene subespacios isomorfos a ﬂi, es una base re
_dqctpra (vgr‘1.cﬁ9. de £26]). Por tanto (en) es reductora.

Sean {I} : rcIN} las proyecciones asociadas a (en) y sea

C= ‘sgl;lla’fl

Para probar que C(K,E) tiene 1a‘propiedad V para todo compacto
K basta comprobar, segin 10.7., que C([0,1),E) tiene la propiedad V.
Supongamos por tanto que k=[0,1]}.

Sea T :C(K,E) —— F un operador incondicionalmente convergen
te. Vamos a probar que T transforma sucesiones débilmente de Cauchy
en sucesiones débilmente convergentes.

Sea (fn)C(Z(K,E) una sucesién débilmente de Cauchy en C(K,E).

Entonces (¢, ) estd acotada; sea M= sup |¢ f
n

Definamos f, (t) =1im l? (t), e'> para cada t€K y cada keéN.
k n n k
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Para cada k€N, 1la aplicaciédn fk es medible por ser limite puntual

de funciones continuas; ademéas

le (0] ¢ sup < (£), ep>] « sup gl = VtEK.

Por tanto Pke B(Z) (donde § es la 6-algebra de Borel de K).

Sea lﬁ(: f‘k(.)ek para cada k€N. La funcién <(k€ B(£,E) para
todo keW.

1) La serie X ‘fk es débilmente incondicionalmente convergente
en B(Z,E).
En efecto: Hemos de probar que el conjunto [Z(p : o-e@(m)}
®ee k f
esti acotado en B(E,E).

Sea G’G(PI_.(JN) y sea r=max{n:nee} . si tex, por la defini -

¢cibn de Fk(t), existe nOGlN tal que

\(cfno(t), ey - fk(t)| < —‘f. para cada k€ ;
entonces
"k{—rif’k(t)" = “ .E.-fk(t)ek “ < "kgcrfk(t)ek - .Ea-(“’“o(t)’ ery e " +

+

Iz et (0 el e <

R EMOERS MONC S E R L AU SO I

€ 1 4+CM.

Luego || \c%r‘fk“ €1 +CM para todo WGPF(]N).

Como T es incondicionalmente convergente, por 5.4., su extensibn

T = T"‘B(S,E) : B(£,E) —> F

?
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N . n 3 3 . w

es también incondicionalmente convergente y asi, la serie ¥ ﬂ‘f’k)
wed

o0

converge incondicionalmente en F. Sea y-= \EL %(?k).

Vamos a probar que (T(+n)) converge débilmente a y. Pero antes
necesitamos demostrar que:

converge a cero débilmente en F.

2) La sucesidn (¥(?n—k,§,_‘ﬂ<))neu

il
En efecto: Por 4.2. es suficiente probar que (?n_\egfk)nem
converge a cero débilmente puntualmente. Sea t€K, sea X'€E' y sea €%0;

como (er;) es base de Schauder de E', existe y'€E' tal que
£ PEEA] [P —
' = a.e! Y x'-y < .
Y i=4 11 2({+M+CM)

Por la definicidn de fk(t) existe n €N tal que ng3r y

] £
e (B, ep> - £ ()< rwl ¥n» n, y para 1$kgr,

entonces para cada npn, se tiene

n
leda® - 2O x> ¢

Cled (- B ), x-y's| + |ed ()= T ). y>] &
I *n kgtlfk y X'y < ?n gs‘_(rk Y > £
£ (ltt’n(t)“ +l|k=£1rpk(t)u) Nx'-y'l +

+1<q (o - S fle s Zagel> | ¢

< (Me4CM) hx'oy'| + X la,| |<°fn(t)’e{<>'fk(.t)' <
e=4

.
€
< £+ 33| = €.
2 k=4 2!’“3"'
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3) (T(§ )

converge débilmente a y.

~ n
- 1 ' | -
En efecto: Sea y'€F' y sea £>0: Como (T(¢n kz.'_i(gk))

con
neiN -
r . hd ~ .
verge a cero débilmente en F y Z T(tfk) =y, existe nOSJN tal que
k=i

|<°f‘(¢n—¢‘:ii<pk),y'>| 4-5_— ¥nyn_

y “y—% T |l < £ ¥n .
k=4 (ﬁ( 2":1.“ o

\\'4
= -

Entonces para cada n;.n0 se tiene

[<T(¢ ) -y .y's] ¢

<

~

LU n o~
g -2 T vsl ¢ £ Tpiy. v ¢

< I <fi"(+n - \‘%A‘f’k)

< £
2

Y N Bl “Z—E;T(fk)_y“ <
£ -
4 .;. = £ .

Hemos demostrado que T transforma sucesiones débilmente de Cau-

chy en sucesiones débilmente convergentes y como, segin 8.8., el es-

pacio €([0,1),E) tiene la P.D., podemos concluir que T es débilmente
compacto. Por tanto C(L0,1],E) tiene la propiedad V.

10.10. Nota: Obsérvese que como el ejemplo de Talagrand & (6.9.)

tiene la propiedad V y posee base incondicional entonces C(K,¥) tie
ne la propiedad V para todo compacto K.

Como resumen de 1as propiedades de C(K,%) que hemos ido estu-
diando podemos decir que:

- c(f0,17,€) no tiene la P.D.P. y C(K,8) tiene la P.D.P. para
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todo compacto K disperso.
- C(K,%) tiene l1la R.P.D.P. para todo compacto K.
- C(K,¥) tiene la P.D. para todo compacto K.
- C(K,&) tiene la propiedad V para todo compacto K.
- C(K,B) es hereditariamente D.P. para todo compacto K tal que

C(K) es hereditariamente D.P.

Una consecuencia importante del teorema anterior es la que enun
ciamos a continuacidén. Nos permitiri ampliar la clase de los espa -
cios débilmente secuencialmente completos E conocidos hasta ahora pa

1 sy .
ra los que L 9u,E) es débilmente secuencialmente completo.

10.11. Corolario: Sea E un espacio de Banach con base incondicional

reductora y sea (ﬂ,i,/n un espacio de medida finita y positiva. En-

tonces L1gu,E‘) es débilmente secuencialmente completo.

Demostracidén: Por los teoremas de Stone y Kakutani (ver (12] teore -
mas II1.18.1. y II1.18.2. y remark 1 de la pag. 371) existe un com -
‘pacto K y una medida de Borel regular finita y positiva A tal que’
L1gu,E‘) es isométrico a L1(A,E'). Ahora bien, el espacio L1(A,E')
es isomorfo a un subespacio vectorial cerrado de C(K,E)'; y C(K,E)’
es débilmente secuencialmente completo gracias al teorema anterior y
a 10.5.. Por tanto L1(A,E‘) es débilmente secuencialmente completo.
Y como L1(A,E') es isomorfo a’L19w,E') tenemos que L19p,E') es débil

mente secuencialmente completo.

10.12. Nota: Terminamos esta seccidén haciendo notar que se puede res
ponder negativamente a una cuestibén planteada por Pelczynski en [28];
utilizando para ello ejemplos de espacios de Banach construidos por

Bourgain y Delbaen y por Hagler.



Pelczynski probd que la definicidn de la propiedad .V dada en

10.1. es equivalente a la siguiente:

Definicidén 1: Un espacio de Banach E tiene la propiedad V si ca
da subconjunto A de E' que verifica:

(1) 1im sup [¢x_,x'>| = 0 para cada serie £ x_ débilmente
" x'eA n n
incondicionalmente convergente en E,

es débilmente compacto.

Esto le motivbé a definir la propiedad V*

Definicidn 2: Un espacio de Banach E tiene 1la propiedad v* si

cada subconjunto A de E que verifica:

(2) 1im sup l¢x,x' >l = 0 para cada serie 5 x' débilmente
n o xeA n n

incondicionalmente convergente en E',

es débilmente compacto.

Una consecuencia inmediata de las definiciones es que
"Si E tiene la propiedad V entonces E' tiene la propiedad V*
y si E' tiene la propiedad V entonces E tiene la propiedad
vk,

Pelczynski se preguntd si se darian los reciprocos. La respues

ta en ambos casos es negativa:

E1 hecho de que E' tenga la propiedad Vv* no implica que E

tenga la propiedad V.

Bourgain y Delbaen (ver [63 pag. 25) han construido una familia
de espacios de Banach tal que cada elemento & de la familia verifi-
ca:

. 00 . . . 2 - . k3
i) & es un I<-espac1o separable de dimensibén infinita.
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ii) £ tiene la propiedad de Radon-Nikodym.
iii) & es un espacio de Schur.

iv) & y &' son débilmente secuencialmente completos.

Cada uno de estos espacios proporciona un contraejemplo ya que:

- &' tiene 1la propiedad V* (el bidual de un L"~espacio es iso-
morfo a un subespacio complementado de un C(K) ({61 pag. 11),
por tanto &" tiene la propiedad V y por ello &' tiene la pro-
piedad V*).

- & no tiene 1la propiedad V (por la definicién 10.1. y la ca-
racterizacidén de Bessaga-Pelczynski de los espacios que con-
tienen algin subespacio isomorfo a <, (1.1.) es claro que un
espacio que tiene la propiedad V o bien es reflexivo o bien
contiene un subespacio isomorfo a S & no es re?lexivo pues
es un espacio de Schur infinitodimensional; y & no contiene
subespacios isomorfos a ¢, ya que es débilmente secuencialmen

te completo. Por tanto & no tiene la propiedad V).

El hecho de que E tenga la propiedad V*vnd impliéa'qde'E;

tenga la propiedad V.

E1l dual del famoso ejemplo construido por Hagler en [20] nos
sirve de contraejemplo.

En efecto: Si llamamos M al espacio construido por Hagler, ¥
tiene entre otras las siguientes propiedades:

i) Toda sucesién en ¥ que converge a cero débilmente pero no
en norma posee una subsucesidén equivalente a la base canéni
ca de Cy

ii) # no contiene ningin subespacio isomorfo a eﬁ

iii) J{" tiene un subespacio complementado isomorfo a t%T) con

I' no contable.
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Asi podemos concluir:

- J0' tiene la propiedad V* (Por (i) y 9.5. tenemos que ¥ es here-
ditariamente D.P.; y como ¥ no contiene subespacios isomorfos
a CL, por 10.3., ¥ tiene 1a propiedad V. Por tanto Ie' tiene la
propiedad V*).

- 1" no tiene 1a propiedad V (Si kﬂ tuviera la propiedad V enton
ces, por (iii), e‘U’) que es un espacio de Schur, también la ten
dria. Pero los espacios de Schur tienen la propiedad V si y sb-

1o si son de dimensidn finita).
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CAPITULO V

Uno de los problemas fundamentales de la teoria de espacios de
Banach es la caracterizacidn de cuindo un espacio de Banach E contie
ne un subespacio isomorfo a Cor isomorfo a [L, o reflexivo infinito-
dimensional. Sustanciales avances en esta direccidn lo constituyen
los bellos resultados de Bessaga-Pelczynski y Rosenthal citados en
la seccibn 1. ‘

Desde hace algin tiempo se viene estudiando en la literatura al
gunas variantes de este problema fundamental. Especificamente, se
trata de determinar culndo un cierto espacio de funciones vectoria -
les contiene un subespacio isomorfo a c, 6 tﬂ y también determinar
la "posicién" de este subespacio. En esta linea Kwapien [25] probé
que si E no contiene a <, entonces Lrgn,E). para 1&p ¢ o0 , tampoco
lo contiene. La filosofia del resultado es la siguiente: puesto que
if (}.«.) no contiene a Sy cuando 1€p <00, Si LF (}4..!2) contiene a c, s
‘"porque' E contiene a co. Planteamientos andlogos llevaron -a -Pisier
[33] a demostrar que si E no contiene a CL entonces Lrgh,E) tampoco,
Si 1<p < w0 . Y también, muy recientemente, a E. y P. Saab a probar
que si E no contiene a 8‘ como complementado entonces C(K,E) tampoco
contiene a &' como complementado.

Nosotros estudiaremos en este capitulo cudndo C(K,E) contiene a
C‘ y cuindo contiene a co como complementado. Obtenemos un resultado
que se separa sustancialmente de la linea de los citados anteriormen
te ya que probamos que, salvo en situaciones triviales, C(K,E) siem-
pre contiene a ¢, como complementado (ailn en el caso en que ni C(K)

ni E 1o contengan como complementado).
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. 1
11. tuando C(K,E) contiene a [/

[
Estudiaremos primero cuindo C(K) contiene a ¢ y pasaremos lue-
go a estudiar el caso vectorial. Para ello nos serd de gran utilidad
un resultado reciente de Pethe y Thakare que caracteriza cuando el

dual de un espacio de Banach es un espacio de Schur.

11.1. Teorema [31]): E' es un espacio de Schur si y sbélo si E tiene

1
la P.D.P. y E no contiene ningin subespacio isomorfo a L.

, . L Lo,
11.2. Proposicidn: C(K) contiene un subespacio isomorfo a ¢ si y sb

lo si K es un compacto no disperso.

Demostracidn:

& ) 51 K es un compacto no disperso, por 3.2.(b), existe una
aplicacién \:K —> [0,1} continua y sobre. Por ello la aplicacidn
$:c([0,17) — c(K) definida por §(f)==fo? para todo fec({0,1]),
es una iscmetria sobre su imagen; y como C([0,1]) contiene una co-
pia de todo espacio de Banach separable (teorema de Banach-Mazur), en
particular C(L0,1]) contiene un subespacio isomorfo a v} y por tan-
to C(k) contiene un subespacio isomorfo a #.

=> ) Si K es un compacto disperso entonces C(K)' es isomorfo a
t*(r) para algin conjunto ' (ver 27.1.5.(D) de {36]), y por tanto
C(K)' es un espacio de Schur. Como C(K) tiene la P.D.P., del teorema

L
11.1. se sigue que C(K) no contiene ninglin subespacio isomorfo a L.

11.3. Proposicidn: Son equivalentes:

L
a) C(K,E) no contiene ningin subespacio isomorfo a ¢{.

L
b) C(K) y E no contienen ning(n subespacio isomorfo a ¢
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ey 3 3 » - » "
c) K es disperso y E no contiene ningéin subespacio isomorfo a B.

Demostracidén: Por la proposicién anterior es clara la equivalencia

entre (b) y (¢).

a =% b) Como C(K) y E son isomorfos a subespacios de C(K,E), si
C(K,E) no contiene subespacios isomorfos a C‘entonces C(K) y E tam-
poco.

c ® a) Sea K dispersoc y E un espacio que no contiene subespacios
isomorfos a ﬁl. Por el teorema de Rosenthal 1.2. hemos de probar que
toda sucesibn acotada en C(K,E) posee una subsucesidn débilmente de
Cauchy.

Sea (?n)tzc(K,E) una sucesidén acotada. Por el lema 6.4, existe

un cociente metrizable de K, ﬁ, y existe ($n)c C(E.E) tal que
$n("(t)) = ¢ (t)  ¥tex, vnew
~

donde w:K —» K es la proyeccién candnica.

De 3.2.(a) v 3.3. se sigue que K es contable. Sea, por tanto,

. . . L
K= {n(tn) :nenlj . Como E no contiene subespacios isomorfos a £,

por el teorema de Rosenthal, para cada m€N 1la sucesidn ($ﬁ(“(tm))keﬂ
posee una subsucesidédn débilmente de Cauchy en E. Asi, por un proceso
usual de diagonalizacién, podemos eitraer una subsucesiébn ($nk) de
(@;) tal que
(%% (n(tm))) es débilmente de Cauchy  ¥m€NN.
K keN o
Entonces de 4.1. se deduce que (*nk) es débilmente de Cauchy en

c(K,E).

Si consideramos ahora la aplicacibn

P c(K,E) —— C(K,E)
$ —— Xoﬂ

que es lineal y continua, tenemos que (+n ) es débilmente de Cauchy
"3
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en C(K,E) pues &(:Fn):fn VneEN.

R . . L
Por tanto C(K,E) no contiene subespacios isomorfos a { .

Como consecuencia inmediata de los teoremas 11.1. y 6.5. y de

la proposicién anterior podemos enunciar el siguiente resultado

11.4. Corolario: Son equivalentes:

a) C(K,E)' es un espacio de Schur.
b) C(K)' y E' son espacios de Schur.
c) K es disperso y E es un espacio que tiene la P.D.P. y que no

. . . 1
contiene subespacios isomorfos a g.

12. Cuando C(K,E) contiene a ¢ como complementado
Q

En [ 297 Pelczynski probd que todo espacio C(K) infinito-dimen -
sional contiene un subespacio isomorfo a co(‘). La pregunta ahora es
¢en qué casos este subespacio isomorfo a ¢, ©s complementado en
Cc(K}?.

Dedicamos esta seccidn a responder a esta pregunta tanto en el
caso escalar como en el vectorial. Para ello necesitamos primero re-
cordar la definicidén de los espacios de Grothendieck. Estos espacios

fueron introducidos por Grothendieck en [19] y son aquéllos en los

(4) Aunque Pelczynski probd esto antes de definir la propiedad
V, realmente es una consecuencia inmediata de que C(K) posea la pro-
piedad V y 1a P.D.P.. En efecto, si C(K) no contuviera un subespacio
isomorfo a Cys la identidad seria un operador incondicionalmente con

vergente y, por tanto, compacto; luego dim (C(K)) < oo.



N

que las sucesiones débil* convergentes del dual son débilmente con-
vergentes. Una caracterizacibén de dichos espacios dada por el mismo

Grothendieck es la siguiente:

" E es un espacio de Grothendieck si y sblo si todo

operador de E en co es débilmente compacto ".

A partir de esto es claro que un espacio de Grothendieck no con

tiene subespacios complementados isomorfos a o

Vamos a dar una caracterizacién de cuindo C(K) es un espacio de
Grothendieck en términos de los subespacios complementados de C(K),
que nos permitird resolver en el casc escalar el problema que nos
ocupa en esta seccidén. Serd una consecuencia inmediata de 1la proposi

cidn siguiente:

12.1. Proposicién: Si E tiene la propiedad V entonces E es5 un espa -

cio de Grothendieck si y sélo si E no contiene ning(in subespacio com

plementado isomorfo a co-

En la demostracibn utilizaremos el siguiente resultado de Bessa

ga-Pelczynski:

12.2. Teorema [4): Un operador T: E—» F es incondicionalmente con -

vergente si y sblo si no existe ningin subespacio E:1 de E isomorfo a

Cq tal que T'E es un isomorfismo sobre su imagen.
1

Demostracidén de 12.1.: Una implicacién es evidente.

Supongamos que E no es un espacio de Grothendieck, entonces eﬁg
te un operador T:E-w—>co que no es débilmente compacto, y como E
tiene la propiedad V, T no es incondicionalmente convergente. Asi,

por el teorema anterior, existe un subespacio E:1 de E isomorfo a SR
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tal que T'E es un isomorfismo sobre T(E1)c Cyr Ahora bien, los sub
; 2

espacios de s isomorfos a c, son complementados (ver [37)); por tan

to T(E1) es complementado en Co' Sea P1: c0 —_ T(E1) una proyec -

. ‘l .,
cién. Entonces la aplicacién P = (TlE ) o P,eT es una proyeccién
1

continua de E sobre E1; con lo cual E, es complementado en E.

1

12.3. Corclario: C(K) es un espacio de Grothendieck si y sbélo si C(K)

no contiene ningin subespacio complementado isomorfo a Co

Demostracibén: Se sigue inmediatamente de la proposicién 12.1. tenien

do en cuenta que C(K) tiene la propiedad V para todo compacto K.

12.4. Teorema: Si K es un compacto infinito y E es un espacio de Ba-
nach de dimensién infinita, entonces C(K,E) contiene un subespacic

complementado isomorfo a Cor

Demostracién: Por ser E de dimensidén infinita existe una sucesibn
(xé)c:E' con 1|x%n= 1 para todo n€ElN tal que (xﬁ) es €(E',E)-conver
gente a cero (ver {23] y [27]). Sea (xn)c:E tal que <¢x ,X'>=1 y
llxn'5 2 para tode n€EIlN (dicha sucesidén existe pues como uxﬁu =1
existe yneB(E) tal que l(yn,xﬁ>| > 1/2. S8i AHGHQ es tal que
<Anyn,xé> =1= An<yn,xé) entonces lAnl$2 y asi, tomando xn=,\nyn
se verifica lo que queremos).
Como K es un compacto infinito existe una sucesién infinita,

{Gn), de abiertos disjuntos no vacios de K. Para cada n€N sea tneGn.
Definimos T: C(K,E) —> c, por T(*) =(<¢(tn),xr">)MN para

todo $€C(K,E). T esti bien definido ya que si §€C(K,E), $(K) es

un compacto en E; como [x; :nEN} es un subconjunto equicontinuo de
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E' vy xﬁ —> 0 ¢(E',E), por el II teorema de Ascoli tenemos que
X —> O uniformemente en $(X); con 1o cual T($) €c_. Ademas T es
claramente lineal y continua. En cambio T no es incondicionalmente
convergente. En efecto: por el teorema de Urysohn, para cada nEN,

existe fnec(x) tal que ,
-— ‘ -_ — .
£ ()=, f()={o} y W M=1;

entonces para cada ¢€Q;(JN) se tiene

£ F X ): sup ll s £ (t)x " sup nf (t)x b < 2;

new te K nge

por tanto la serie Z f nXn €S débilmente incondicionalmente conver-
n=4

hod
gente en C(K,E). Sin embargo X T(fnxn) no converge en c, ya que
LEXY

T(fnxn) = e para todo n€EIN (siendo (en) la base canénica de co).

Procediendo ahora de igual manera a como hicimos en la demostra

cidén de 12.1. deducimos que C(K,E) contiene un subespacio complemen-

tado isomorfo a Co'

12.5. Corolario: C(X,E) contiene un subespacio complementado isomor-

fo a o si y sblo si se verifica alguna de las tres condiciones si -
guientes:
a) E es de dimensién finita y C(K) contiene un subespacio com -
plementado isomorfo a SR
b) K es finito y E contiene un subespacio complementado isomor-
fo a ot

c) K es infinito y E es de dimensidn infinita.

Demostracidn: Se sigue inmediatamente del teorema anterior.
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Como consecuencia inmediata del teorema 12.4. obtenemos una ca-
racterizacibén de cuando C(K,E) es un espacio de Grothendieck que, de

diferente manera, ha obtenido recientemente Khurana en (24].

12.6. Corolario [24]): C{K,E) es un espacio de Grothendieck si y sdlo

si se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:
a) Kes finito y E es un espacio de Grothendieck.

b) E es finito-dimensional y C(K) es un espacio de Grothendieck

2

Demostracidén: Si se cumple (a) 6 (b), C(K,E) es isomorfo a E' 6 a
C(K)n. respectivamente, para algiin n€ElN, y por tanto es un espacio
de Grotherdieck. E1 reciproco se deduce del teorema 12.4. y del he -
cho de que un espacio de Grothendieck no posee subespacios complemen

tados isomorfos a co-

Hasta el momento no se conocen caracterizaciones de cuindo C(K)
es un espacio de Grothendieck en términos de las propiedades topold-
gicas del compacto K. Diversos autores (ver [1], {197 y [35]) han da
do condiciones suficientes en K para que C(K) sea un espacio de Gro-
thendieck. Nosotros, a partir del resultado anterior, podemos decir

que

12.7. Corolario: Si C(K) es un espacio de Grothendieck entonces K no

es homeomorfo al producto de dos compactos infinitos.

Demostracijn: Si K es homeomorfo al producto de dos compactos infini
tos, K1x K,, entonces C(K) es isomorfo a C(K1KK2); y como C(K1xK2)
es isomorf> a C(K1,C(K2)), del corolario 12.6. se deduce que C(K) no

es un espario de Grothendieck.
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12.8. Nota: Se sabe que si K es un compacto extremadamente disconexo,
o bisicamente disconexo, o un F-espacio entonces C(K) es un espacio
de Grothendieck ([1), [19) y [35]). Por ello de 12.7. se deducen al-
gunos resultados de topologia conocidos (ver 24.2.12. de [36]):
- El1 producto de dos compactos infinitos extremadamente dis-
conexos no es extremadamente disconexo.
- E1 producto de dos compactos infinitos bésicamente disco -
nexos no es basicamente disconexo.
- E1 producto de dos compactos infinitos que son F-espacios

no es un F-espacio.
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CAPITULO VI

Si (En) es una sucesibén de espacios de Banach se define la suma

directa de estos espacios en el sentido de Co’ que notamos por
o0
( 21@ En)v , como el espacio de Banach de las sucesiones x=(xn), con
as
xneEn para todo ne€lN, tal que 1lim anﬂ =0; dotado de la norma
. n
HxW = sup |ix H-
" n
. s . . r
Se define también la suma directa en el sentido de ¢, 1¢p< oo,
o
que designamos por ( ZLGEn) , como el espacio de Banach de las su-
n= r
o>
cesiones x=(x_), con x_€E_ para todo n€EN, tal que J lix 0 cso0;
n n n azg N

%
con la norma Ixi = (ﬂg x, ||l’) .

Los espacios (ZOEn)o N 4 (Z eEn )f , 1€p < e, han jugado un
papel importante en los Gltimos afios. Por una parte constituyen la
base del famoso "método de descomposicidén" de Pelczynski {(ver (29] y
{26] pag. 54), y por otra han servido para dar interesantes contrae-

jemplos (ver [29), [26] pag. 72, y (38]).

Dedicamos este capitulo a estudiar cudndo los espacios (ET@En).
y (Z $E5)f , 14p< o, poseen alguna de las propiedades tratadas en

los capitulos III y 1IV.

13. Propiedades del espacio (Z’OE“),

A 1o largo de esta seccidn y de la siguiente (En) seri siempre

.
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una sucesidn de espacios de Banach.

Para cada mEN definimos 1la aplicacién
: @
po:(Ze), —> (= ok )

(x,,x ) ——— (X, , X,y esX ,0,...)
1 1 m

PRARE 5

Es claro que Pm es una proyeccibén continua de norma 1, y que

™
P (Z@E ) es isomorfo a MTE_.
m n'e n=t 1

Designamos por (Z@ E )oo al subespacio denso de (EeEn)o for
mado por todas las sucesiones x=(xn) €(Z$En)° que poseen sdlo un ni

mero finito de términos distintos de cero.

Es facil comprobar que podemos identificar de forma canénica el

dual de (Zm En),, con el espacio (fGE;1 )1 .

13.1. Proposicién: (g eEn)o tiene la P.D.P. si y sblo si E_ tiene

la P.D.P. para todo n€N,.

Demostracidn:
=2 ) Es evidente pues cada En es isomorfo a un subespacio com-
plementado de (ZOEn\o.
<4< ) Supongamos que En tiene la P.D.P. para todo nENWN.

Sea T: (ZOEn) ——> F un operador débilmente compacto. Co -
o
m
mo, para cada mEW, P ((ZGEH)O) es isomorfo a T E  y como, por
n=i
™
6.2.(cy, T E:n tiene la P.D.P.; el operador T«Pm transforma suce -
LEXY

siones débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma.

sea (x*)c (Ee E:n )oo una sucesidn que converge a cero débil -

. . L &
mente. Vamos a demostrar que existe una subsucesidn (x ”)t de (x )K
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ke
tal que (T(x ‘))“N converge a cero e€n norma:

A) Si existe mEN y existe una subsucesién (x%), de (x¥) tal

que Pm(xk‘) =x*! para todo i€N, entonces (T(xk‘)): = (T-l-"m(x"‘))i

converge a Cero en norma.
B) En caso contrario construiremos por induccidn la subsucesidn.

. k L 3
Para i=1 sea x ! =xl; sea r, el menor natural tal que Pr (x 1) =x"¢,
kS

1

. 1 3
Para i=2, como (TPr (x ))u converge a Cero en norma y como no esta -
L

mos en el caso A), existe k2€]N, k_>k tal que

2> %1
"T(Pr‘(xk‘))" <y Pri(xk‘) £x"

sea r_ el menor natural tal que Pr (xk‘) =x*t,

2 2
Para i=3 existe k3G]N. k3>k2, tal que
k i ¥ K *
_ 3 i 3 € 3 s,
“T(Prz P XD | < T “TPrz(x ety T(P, () £x 5

« k
sea r, el menor natural tal que P (x3)=x3

3
. . K;
Y reiterando el proceso obtenemos una subsucesién (x ‘), de (x¥)

v una sucesidn estrictamente creciente (ri)c N tales que

. ke s
(1) Para cada i6N, r, es el menor natural tal que Pr (x “)=x *;
¢

y, considerando r-0=0 y P o,

r

X, ,
()  frep,  -P. (x Sl « £ para 2¢jgi oy wizo.
i-1 -j t

x ¥; sy ) ..
La serie & (Pr -—Pr J{x*) es débilmente incondicionalmen-
i=4 : -1

. 1] ]
te convergente en (E QEn )o . En efecto, sea x' = (Xn) € (EQEn )l

entonces
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s ' bed i k.
s l((Pr—Pr ) (x °),x')| = X L o«exfix>| ¢
i=4 i i-1 izd n= T, ¢
i-q

L i3 ks - oo i
< T X fexgoxps) g(sup N) ¥O5 hxgll -

2t a=g¢ 44 t izg a=r A

i

= (oup 1D E g =Gup 1Dl < + oo

Ahora bien, T es incondicionalmente convergente por ser débil -

k.
—Pr J(x*) converge en F; con

-
mente compacto, y por tanto X T(Pr
i=1 i i-4

1o cual

Lin "T(Pri-Pr L)(x"i)" -o0.

[

Veamos que [\T(xk‘)" — 0. Dado €>0 existe i BN tal que

i € k; € L.
- <3 v "”I‘(F’I,i PT:—L)(X W < 3 Vixi .

«; .
Como (TPr (x ‘)):l converge a cero en norma, existe J€N tal que
Tie T

. . L | ,
" TPr"‘(x t)" < T Viy 9.
Entonces, para cada i) max {io,i’} , se tiene
k; - ti _ ki
frox | = hpri(x " < Ilm»r; P ) || o+

+ " T(Pr.',-.g —Pr%)(xk‘) “ + “ TPria(xk&)” < § + %‘—4— -:- < E.

Hemos demostrado que toda sucesidn que converge a cero débilmen

te en (z aEn) posee una subsucesidn cuya imagen converge a cero
o0

en norma. Por tanto, Tl(ZGE ) transforma sucesiones débilmente
n’ec
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convergentes en sucesiones convergentes en norma; y, COmo (E:GEn)oo

es denso en (Z @E:n L , 1o mismo le ocurre al operador T:(i OEn) ~—>F,
(]

Luego (IOEn]o tiene la P.D.P.

)

El siguiente 1lema nos permitiri obtener el resto de los re

sultados de la seccidn con gran facilidad.

13.2. Lema: Sea T: (Z GE%I)O —> F un operador incondicionalmente
convergente tal que, para cada m€N, THPm es débiimente compacto. En

‘tonces T es débilmente compacto.

Demostracidn: Sea (xk) c (E@En)w una sucesibén acotada. Como, para

cada me€N, (ToPm(x“))k posee una subsucesidén débilmente convergente,
por un proceso usual de diagonalizacidn, podemos extraer una subsuce

sién (z%) de (x%) tal que
(TPm(z*)tf‘ converge débilmente ¥mEN.
A) Si existe mEN y existe una subsucesidn (zk‘) de (z%) tal

que Pm(zk‘)= 2% para todo i€N, entonces (T(z")%: (TPm(zk‘)k con-

verge débilmente en F.

B) En caso contrario existe una subsucesién de (z¥) (que segui-

mos notando igual) tal que, si para cada k€N r, es el menor natural

que verifica Pr (z“) =2z%, entonces (rk) €N es estrictamente crecien
K
te.

Consideremos r =0 y P =0. Para cada i€N sea y. el limite dé-

Ty

bil de la sucesidn (T(Pr - Pr

oo . .
)(z*))“s‘ . Entonces se verifica que
H -4

a0
1) La serie X y; converge en F.
i=1
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En efecto, supongamos que no es asi, entonces existe €»0 y

existen dos sucesiones (pj) y (qj) en N, con pj <qj<p. para to-

J+1
do jEWN, tales que

i
“ Ly, " > € VjEN.
v'.=ﬁ- 1
Por tanto, para cada jEIN, existe y&eB(F') tal que
4
\(_fy- yiy| > e
izp. 1 J
fi
Ahora bien, como para cada jEN ;_” y; es el limite débil de la su-
4; "fa
cesidn ( £ T(P_ -P )(z“)) , existe k.€N tal que
tpy rL T veN J
4

, %
l ¢ {z” T(p, =Py

“fi

k.
0y >] > €

i~

y por tanto

() “ aj%,é’T(‘pP;—‘PP:—‘

2 Y A . .
Pero la serie z f (p —Pr )(zkd) es débilmente 1ncond1c1ona}_

-

J:t&:ra re i-4
mente convergente en (I@En)o ya que si x':(xr'l) € (Z $El!l )1

. )‘(zﬂ') n >E  VEW.

Y o Y, =&
0 A PRCHES SN TES PISTIN (RS - o I = 42:,‘:x;1>| <
‘l:l i:ﬁ- i -1 §=3 i-.‘r‘. n=r 4L

% i . k.
4( 5y ¢ 5 l\x,',ﬂ) sup llzkdﬂé(gﬂx;lll)st_lp Nz 4l < +o0 ;5
: i {

i 1 ;.:r‘_ ﬂ:f.._"i d n

y como T es incondicionalmente convergente, la serie

o Y k. .
b2 f_’ (P, -P_ )(z4) converge incondicionalmente en F. Y tene -

‘iu e=r‘S i i-1
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mos una contradiccién ccn (a).
00
converge en F. Sea y= & yi-

o0
Por tanto ¥ vy.
i=g "1 iz

2) (T(zk))k converge débilmente a y.
En efecto, sea y'€F'. Para cada i€IN sea

12 Ly cr oo
L

M, = sup [(T(Pr.—-Pr

1 « . -

y sea kielN tal que

M,

i _ k
i < ;+ |(T(Prt PT&-L)(Z AN

Por el mismo razonamiento que hicimos en 1) la serie

w N
E‘.‘ (Pr - Pr‘ . )(zk“) es débilmente incondicionalmente convergente
i= t -
k-
Y(z*) converge en F.

o
en (zOEn)o y, por tanto, i=ZL T(Pr;-Pri_L

Asi, dado €> 0 existe iOG]N tal que

00 o
s L .8, £ |¢y vy ¢ = y
iz 2% 4 iz il 4
S |eTp, -P 2%, y's] ¢ &
ix it re.t 4
K, 0 L1k pd .
como (Tpr (2 ))“ , converge débilmente a .Z‘ Yi® existe VENWN tal que
. = i=
to
[ 3 b €
- . ' = v.
<TPr‘°(z ) ‘_,iiyl.y >| < . ¥k >
L K
Ahora, teniendo en cuenta que z = % (Pr -P t)(z ) para todo k,
i=4 : i-

l<T(z) -y, y'>l = |<§T(P -P )(z")—?y vyl <
v izt i Pi-g YA A

o N [ o

£ |< ¥ T(P_-P z) - ' .y')[ + X eyssyhlo o+
. r ri.yg T o i

=t i -
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(3
. k '
AT EE LM RIS >«

s ",.‘Ui.

$\<TP (Zk)—ify.,y‘>l + £ 4 ; M, ¢
T =1 4 et t

&
€ t _ ki 1
< $+ & 2 =+ = I{T(Pr_ P.. 1)(z ).ysl ¢ e

iaiaﬁi 2‘ i,‘—to*l v Ll

para todo k3 max (D,io).

Luego hemos demostrado que T | (ZOE ) es débilmente compacto.
n-‘oo
Como (I QEn)oO es denso en (z ®E ), , tenemos que T: (Z 8E )o —3 F

es débilmente compacto.

13.3. Proposicién: (Z GEn)o tiene la R.P.D.P. si y sélo si Eﬁ tie-
ne la R.P.D.P. para todo n€EN.

Demostracidn:
o = ) Es evidente por ser cada En isomorfo a un subespacio com ~
plementado de (Z ®F )a .

& ) Sea T: (i GEn )o —— F un operador que transforma suce -

siones débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma.

m
Como, para cada m€N, P ((Z@En)c) es isomorfo a »“T:TLE:n, si E tie-

ne la R.P.D.P. para todo neEWN, de 7.2.(c) se deduce que Tva es un
operador débilmente compacto. Ahora, por el lema anterior, podemos

concluir que (ZeEn)o tiene la R.P.D.P.

13.4. Proposicidn: (ZOEn )o tiene la P.D. si y sblo si En tiene 1la

P.D. para todo n€N.
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Demostracidn: Es andloga a la demostracidn anterior teniendo en cuen
ta que los operadores que transforman sucesiones débilmente de Cau -
chy en sucesiones débilmente convergentes, son incondicionalmente

convergentes.

13.5. Proposicién: (I@En )o tiene la propiedad V si y sdlo si E,

v
tiere la propiedad V para todo n€EN.

Demostracibn: Es andloga a la de 13.3.

13.6. Proposicidn: (EeEn )a es un espacio hereditariamente D.P. si

y sblo si En es hereditariamente D.P. para todo nElN y existe M>O
tal que, para cada n€N y cada sucesidn (x;)!c En que converge a ce-
ro débilmente pero no en norma, existe una subsucesidn (y:)k de
(x;)k que es equivalente a la base canénica de C, ¥ que verifica
- © x
1.2 an € mmax ta ) sup fyi

-

para todo réIN y toda sucesidn de escalares (ak)u-L

Demostracidén: Basta proceder como en 9.9. y 9.10.

14. Propiedades de los espacios (£@E1)r

Si 1¢p<¢oe , para cada m€IN definimos la aplicacidn
H E
n (zoE, )f'

Es claro que nm es una aplicacién lineal, continua y de norma 1.

—_— Em por nm(x) =x, para todo x=(xn) € (i GEn)r_

Los resultados que enunciamos a continuacibén tienen una prueba
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andloga a la del caso escalar, por ello omitimos su demostracién.

14.1. Proposicidn: Una sucesidn (xk)c (Z(BEH)L converge a cero débil
mente si y sbélo si verificamlas tres condiciones siguientes:
i) (x*) esta acotada.
ii) (x:fl):::1 converge a cero débilmente en En para todo n€WN.
iii) Para cada &> 0 existe ng €N tal que para todo k€W

<
<l < €.
n=zag

14.2. Proposicidn: Sea 1<p¢oo y sea Ac (Z @En)r , entonces A es
débilmente relativamente compacto si y sdlo si
i) A estd acotado; y
ii) nn(A) es débilmente relativamente compacto en En para todo
‘n€EN.

Pasamos ahora a estudiar las propiedades de (Z’(DEn)F . Por sus
diferentes comportamientos tratamos primero el caso en que p=1, y
" lTuego el de 1¢p oo,

14.3. Proposicidn: Sea (En) una sucesidén de espacios de Banach dis -

tintos de cero. Entonces
a) (Z@En)L tiene la P.D.P. si y sblo si E_ tieme la P.D.P. pa

ra todo neNN.
b) (ZG)E ), no tiene la R.P.D.P.
n’

c) ():OE:n)1 no tiene la P.D.

d) (i eEn )‘ no tiene la propiedad V.

Demostracibn: Por ser todos los En distintos de cero, el espacio
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. . . i
(Z @En)1 contiene un subespacio complementado isomorfo a ¢ , Yy como

L
¢ no posee ni la R.P.D.P., ni la P.D., ni la propiedad V, es claro

que se verifica b), c) y 4d).

a) Una implicacibn es evidente. Supongamos que En tiene la P.D.P.

para todo nEIN. Sea T: (Z @En)‘ ———3 F un operador débilmente com-
pacto y sea (xk) C (Z G)En)‘ una sucesibén que converge a cero débil -

mente. Dado €»>0, por 14.1., existe neelN tal que

© k.
Zfx Il <

n:ne

VkEN.
21T

Si para cada mEIN consideramos la aplicaciébn

iR —— (zensn)l

"
X — (0,...,0,xm,0,...)

m
o

tenemos que X = 2‘1 (xn) para todo x:(xn) € (Z@E:n)i , ¥ que 1los
ns

operadores T'in : En — F son débilmente compactos. Como, para

14{n«¢n la sucesiédn (x:'])::'_1 converge a cero débilmente en En y En

E!
tiene la P.D.P., existe kOGJN tal que

.ok €
"Toln(xn)" < ZnellTIl Vk)ko y para 15n<n£.
Asi, si ]<;ko
freyl = “T(§1 (x“))u < ﬂ "‘Z'* Toi (x“)" . H £ i (x")" <
- aze 0 I n 'n nene n‘*n A
ag-L o
¢ oi, (X . €L, E - .
< n§1 Irei, (xOH + n:Zr\£||T" el < &4 & e

Por tanto T transforma sucesiones débilmente convergentes en su

cesiones convergentes en norma; con lo cual (Z QEn )1 tiene la P.D.P

e
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14.4. Proposicién: Sea (En) una sucesidén de espacios de Banach dis -

tintos de cero y sea 1<p < e . Entonces

a) (z ®e ). no tiene la P.D.P.
n°p
b) (Z@E:n )f’ tiene la R.P.D.P. si y sblo si E, tiene la RP.D.P.

para todo n€N.
c) (Z@En )f tiene la P.D. si y sblo si E tiene la P.D. para

todo nEN.

d) (Z @En )f tiene la propiedad V si y sblo si En tiene la pro

piedad V para todo n€W.

Demostracidn: Por ser todos los En distintos de cero, (I eBEn )r con

. . . g .
tiene un subespacio complementado isomorfo a €, y como ef no tiene
la P.D.P. es claro que se verifica a).

b), ¢) y d) son consecuencia inmediata de

1) Para cada nEN En es isomorfo a un subespacio complementado
d ;
- ‘e (Z@En)r y
. . (r@E ) es 1a aolicacidh des
2) si para cada m€W i :E — ([@En )f es la aplicacién de
. . B ~—
finida por 1m(xm)=(0,...,0,xm,o,...) para todo meEm, enton-
ces un operador T:(ZeEn )f —> F es débilmente compacto si
y sblo si Toin es débilmente compacto para todo n€EN.

La demostracién de 1) es trivial. Vamos a probar 2): Si T es dé
bilmente compacto, como cada irl es una aplicacidn lineal y continua,
T‘in es débilmente compacto. Reciprocamente, supongamos que T.in es
débilmente compacto para todo n€N. La aplicacidn

P: (zo8) — (z@E)) (donde L
r k; ¢

' > (X'ei )
X ( n'nem
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es un isomorfismo isométrico entre el dual de (I ®E, )i’ y (i(-DEr'!) ,

por tanto, T'(B(F')) es un conjunto débilmente relativamente compac-

to en (f@En)' siy sblo si A= $T'(B(F')) es débilmente relati-
vamente compacto en (ZG;EE)Q . Ahora bien, A es un conjunto acotado

y, bpara cada mEN

{nm(§T'(y')) ty'€B(F')} = {nm((y'.T»in)MN ):y'eB(F') =

il

ﬂm(A)

= {yumi ryreB(F} = [(rei ) (y) syreB(rn | =

N ,
Vﬁlm) (B(F'))

es un conjunto débilmente relativamente compacto en Eﬁ ya que el
operador (TZim)' es débilmente compacto. Asi, de 14.2. se deduce que
T'(B(F')) es débilmente relativamente compacto y por tanto T es un

opi{ador débilmente compacto.
1 W
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APENDICE

15. Propiedades de los operadores definidos en C(K,E)

Los resultados y las técnicas que hemos ido desarrollando a lo
largo de la memoria nos permiten obtener algunos resultados sobre
las propiedades de los operadores definidos en C(K,E).

En 1953 Grothendieck [19) probd qué si F es débilmente secuen -
cialmente completo entonces todo operador T : C(K) —> F es débilmen-
te compacto. Afios m&s tarde Pelczynski [29] consiguié rebajar la hipd
tesis sobre F imponiendo simplemente que F no contuviera subespacios
isomorfos a Co A partir de entonces se ha tratado de extender este
resultado al caso vectorial. Autores que han trabajado en ello han
sido el mismo Pelczynski, Batt y Berg, Gamlen y Fierro entre otros
(ver [29,3,18,15]). Los resultados que han obtenido pueden resumirse
de la forma siguiente:

"Si E es reflexivo y F no contiene subespacios isomorfos ar

Cor 6 si E no contiene subespacios isomorfos a 81 y F es débil-

mente secuencialmente completo, entonces todo operador
T : C(K,E) — F
es débilmente compacto".
Al tratar de extender al caso vectorial el resultado de Grotheg

dieck y Pelczynski caben dos planteamiento diferentes; uno en la 1i-

nea de los resultados que acabamos de citar:

Si F no contiene subespacios isomorfos a cy ¥ todo operador

de E en F es débilmente compacto (sera cierto que todos los ope
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radores de C(K,E) en F son débilmente compactos?,

y otro respecto a las condiciones que han de cumplir E, F y K para

que todo operador de C(K,E) en F sea débilmente compacto:

Una condicidén necesaria para que los operadores de C(K,E) en
F sean todos débilmente compactos es que todo operador de C(K)
en F y de E en F también lo sea, pero ;es suficiente?; y si no

es asi, ¢en qué casos es suficiente?

Vamos a ver en esta seccidén que el primer planteamiento es vali
do para una clase amplia de compactos.

En cuanto al segundo podemos decir que:

A la vista de 12.4. la respuesta a la primera pregunta es nega-
tiva pﬁes si C(K) y E son espacios de Grothendieck infinito-dimensig
nales, entonces todo operador de C(K) en Co ¥ de E en cQ es débilmeg
te compacto; sin embargo, como C(K,E) contiene un subespacio comple-
mentado isomorfo a ¢,s NO todo operador de C(K,E) en c, ©s débilimen~
te compacto.

En cambio en algunos casos veremos que la condicibén del segundo
planteamiento si es suficiente; y que el problema general se puede
reducir al compacto [0,1].

Comencemos por enunciar dos resultados importantes y conocidos

que vamos a utilizar.

15.1. Teorema [29]: Si Kk es infinito entonces C(K) contiene un subes

pacio isomorfo a c,

15.2. Teorema [37]: Si E es un espacio de Banach separable y E1 es

un subespacio de E isomorfo a s entonces E1 es complementado en E.




Como consecuencia inmediata de los dos teoremas anteriores y
del hecho de que C(K) es separable si y sblo si K es metrizable, se

tiene

15.3. Corolario: Si K es infinito y metrizable entonces C(K) contie-

ne un subespacio complementado isomorfo a co.
Pasemos ahora a demostrar los resultados anunciados,

15.4. Proposicibén: Si K es un compacto contable entonces son equiva-

lentes:
a) Todo operador de C(K,E) en F es débilmente compacto.
b) Todo operador de C(K) en F y de E en F es débilmente compac-

to.

Demostracién: Una implicacibén es evidente.
Supongamos que todo operador de C(K) en F y de E en F es débil-
. mente compacto. o S o

Si K es finito es claro que todos los operadores de C(K,E) en F
son débilmente compactos.

Si K es infinito entonces, por 3.3. y 15.3., C(K) contiene un
subespacio complementado isomorfo a €, ¥» por tanto, F no puede con-
tener subespacios isomorfos a Co’ Asi, si T :C(K,E) —> F es un ope-—
rador, por 1.1., T es incondicionalmente convergente. Por ello, de

2.2., de la hipétesis y de 7.4., se deduce que T es débilmente com-

pacto (pues segin 3.3. K es disperso y metrizable).

BIBLIOTECA
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b) Todo operador de E en F es débilmente compacto.

Denostracidn: Una implicacidn es trivial. La otra se demuestra anilo
ganente a 7.5. teniendo en cuenta que como F no contiene subespacios
iomorfos a Cyr POT 1.1., los operadores de C(K,E) en F son todos in

ccidicionalmente convergentes.

156. Proposicién: 8i todo operador de C({0,1],E) en F es débilmente

copacto entonces todo operador de C(X,E) en F es débilmente compac-

toa para todo compacto K.

Denostracidén: 8i todo operador de C([0,1],E) en F es débilmente com-
pa:to entonces todo operador de C([0,1]) en F y de E en F también 1lo
es. Por 15.3. F no puede contener subespacios isomorfos a co. Asi,

po' el resultado de Pelczynski citado en la pagina 109, todo opera -
do® de C(K) en F es débilmente compacto, para todo compacto K. De

154, y 3.5. deducimos que si K es metrizable todo operador de C(K,E)
enF es débilmente compacto. Procediendo ahora de forma analoga a coO
mo hicimos en la segunda parte de la demostracibén de 7.5., conclui -
mo: que todos los operadores de C(K,E) en F son débilmente compactos,

paa cualquiera que sea el compacto K.

El planteamiento hecho para los operadores débilmente compactos
lo podemos hacer también para otro tipo de operadores. Concretamente
tritaremos aqui los operadores de Dunford-Pettis (que son aquellos
que transforman sucesiones débilmente convergentes en sucesiones con
vef[ntes en norma; también se les llama operadores completamente
cortinuos), y los operadores incondicionalmente convergentes. Para
loc primeros obtendremos resultados andlogos a los de los operadores
dékilmente compactos; en cuanto a los segundos, daremos una cafacfe—

rizmcidn completa de cuando todos los operadores de C(K,E) en F .son
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incondicionalmente convergentes.

15.7. Nota: Existen espacios E y F tales que todo operador de C([0,1])
en F y de E en F es Dunford-Pettis y sin embargo no tqdo operador de
C({0,1],E) en F 10 es. En efecto: Como C([0,1)) y el ejemplo de Tala
grand (6.9.) son espacios que tienen la P.D.P., los operadores defi-
nidos en c({0,1]) y en & con valores en un espacio reflexivo son to
dos de Dunford-Pettis. Por otra parte, Talagrand en [39] cons:ruyé
un operador débilmente compacto T :C([0,1],%) — ¢, que no es de
bunford-Pettis. Pero un importante resultado de Johnson y Figiel afir
ma que todo operador débilmente compacto se factoriza a través de un
espacio reflexivo (ver p.e. {11] plg. 260); luego existe un espacio
reflexivo R y existen dos operadores, T:C([0,11,8) —» R y

S:R — S tales que T = seT. Con lo cual ¥ : C(€0,11,¥%) — R es
un operador que no es de Dunford-Pettis, mientras que todos los ope-

radores de C([0,1]) en R y de & en R si 1o son.

. 15.8. Proposicidn: Si K es. un compacto contable entonces son equiva-.

lentes:
a) Todo operador de C(K,E) en F es de Dunford-Pettis.
b) Todo operador de C(K) en F y de E en F es de Dunford-Pettis.

Demostracibn: Una implicacidn es evidente. Supongamos que todo opera
dor de C(K) en F y de E en F es de Dunford-Pettis, entonces de igual

forma que en 15.4. deducimos que todos los operadores de C(K,E) en F

"son incondicionalmente convergentes. Ahora basta proceder como en la

primera parte de la demostracién de 6.5. (pues por 3.3. K es disper-
k
so y metrizable), teniendo en cuenta que todos los operadores de E

en F son de Dunford-Pettis para cualquier ke€WN.
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15.9. Proposicidén: Si K es un compacto disperso y F no contiene sub-

esracios isomorfos a S entonces son equivalentes:
a) Todo operador de C(K,E) en F es de Dunford-Pettis.

b) Todo operador de E en F es de Dunford-Pettis.

Demostracidén: Es andloga a la de 6.5. teniendo en cuenta que como F
no contiene subespacios isomorfos a Co’ por 1.1., los operadores de
C(K,E) en F son todos incondicionalmente convergentes; y que si todo
operador de E en F es de Dunford-Pettis entonces todo operador de Ek

en F también lo es, para cualquiera que sea k€N.

15.10. Proposicidén: Si todo operador de C([0,1],E) en F es de Dunford

-Pettis entonces todo operador de C(K,E) en F es de Dunford-Pettis,

para todo compacto K.

Demostracidén: Si todo operador de C([0,1],E) en F es de Dunford-Pet -
tis entonces todo operador de C(L0,1]) en F y de E en F también 1lo
es. Por 15.3. F no puede contener subespacios isomorfos a co. Asi,
por el resultado de Pelczynski citado en la p&gina 109 y por el he -
cho de que todos los espacios C(K) tienen la P.D.P., todo operador
de C(X) en F es de Dunford-Pettis, para todo compacto K. Utilizando
15.9. v 3.5. deducimos que si K es metrizable entonces todo operador
de C{K,E) en F es de Dunford-Pettis; y procediendo como en la segun-

da parte de la demostracidén de 6.5. llegamos a la tesis.

15.11. Proposicidn: Todo operador de C(K,E) en F es incondicionalmen

te convergente si y sélo si se verifica alguna de las condiciones si
guientes:
a) K es finito y todo operador de E en F es incondicionalmente

convergente.

o
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b) E es de dimensién finita y todo operador de C(K) en F es in-
condicionalmente convergente.
c) K es infinito, E es de dimensién infinita y F no contiene

subespacios isomorfos a S

Demostracién:

& ) es trivial teniendo en cuenta que si F no contiene subes-
pacios isomorfos a Co entonces, por 1.1., todo operador de C(K,E) en
F es incondicionalmente convergente.

=») Supongamos que todo operador de C(K,E) en F es incondicio
nalmente convergente, entonces todo operador de C(K) en F y de E en
F también lo es. Si K es infinito y E es de dimensién infinita enton
ces, por 12.4., C(K,E) contiene un subespacio complementado H isomor
foac . SeaP : C(K,E) —» H una proyeccidédn. si F contuviera un sub-

7 isomorfo a Cyo entonces el operador

T =¢P : C(K,E) — F

o : es un isomorfismo, no seria incondicionalm con
donde H ——4-F1 f s d onalmente

vergente.

15.12. Observaciédn: A partir de la proposicidn anterior podemos de -

cir que, al igual que ocurre con los operadores débilmente compactos
y de Dunford-Pettis, existen compactos K y espacios de Banach E y F
tales que todo operador de C(K) en F y de E en F es incondicionalmen
te convergente y sin embargo no todo operador de C(K,E) en F 10 es.
Por ejemplo basta que C(K) y E sean espacios de Grothendieck infini-

to-dimensionales y que F sea isomorfo a c, para que esto ocurra.
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Abreviaturas de las propiedades estudiadas

P.D.P.: propiedad de Dunford-Pettis........ocivviivrnnenn 23
R.P.D.P.: propiedad reciproca de Dunford-Pettis.......... 32
D.P.: propiedad de Dieudonné..........c.uveiieenneeennnnnn 38

Hereditariamente D.P.: hereditariamente Dunford-Pettis... 54

Propiedad V....oi.ieiie i ieienonnoeatoasannaeroneenaanann 75
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