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INTRODUCCION

Notas para una historia del problema decimoséptimo.

En el verano de 1900, HILBERT fue invitado como conferencian
te principal del segundo Congreso Internacional de Matemdticos cele-
brado en Paris. En su conferencia 'Mathematische Probleme’, [1900](*),
enumerd veintitrés problemas concernientes desde lés Fundamentos has
ta el Cdlculo de Variaciones. El1 decimoséptimo era el siguiente:

H17.- Sea f 6 R(xl,...,xn) una funcidén racional con coefi'

cientes reales definida no megativa (esto es, £f(0) 2 O
si f estd definida en a 6 R®). Entonces f es suma de

cuadrados de funciones racionales.

Cuando propuso su problema, HILBERT lo habia estudiado ya y
resuelto en el caso de formas. En [1888] prueba que una cudrtica
en tres variables definida no negativa es suma de tres cuadrados de
cuddricas, y que para cada par (m,d) ¥ (3,4) de enteros 23, exis
te una forma de grado d en m varitables, definida no negativa,
que no es suma de c#adrados de formas. Menciona tambi&n como conoci-
do el hecho de que una forma homogénea en dos variables definida no
negativa es suma de dos cuadrados de formas (de donde, en particular,

resulta 317 para una variable) y el de que una cuadrica en m va-

' se incluyen al final de las mismas. El or

(*) Las referencias de estas 'Notas...
den elegido es el cronoldgico. Las publicaciones de un mismo autor, o grupo
de autores, correspondientes al mismo afio se distinguen mediante letras minis

culas: [1977] EFROYMSON (a).
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riables es suma de m cuadrados de formas lineales. Estos resulta-
dos inducian a considerar funciones racionales, y en [1893] HILBERT
(b) probaria 317 para dos variables (utilizando funciones abelia-
nas). Por otra parte, el problema podia plantearse para cuerpos or-
denados en general, y el mismo HILBERT establece H17 para @ y una
variable, al estudiar las construcciones con regla y compas, en la
primera edicidn, de [1899], de sus 'Grundlagen der Geometrie' (véa
se a este respecto la conferencia de PRESTEL en Rio de Janeiro

[1978]).

La primera prueba de H17 llegaria en [1927], afio en que
ARTIN la obtiene, no sdlo para R y @, sino para todo subcuerpo
de R con un ¥Unico orden. Esta solucidn se basa en la teorfa de

cuerpos formalmente reales.

Mas tarde, ya en [1955] A. Roninson y en [1957] KREISEL,
independientemente, abordan el problema mediante métodos de la L&gi
ca. E1 primero, teoria de modelos, y el segundo, teoria de demos-
traciones. Adem3s, obtienen precisiones adicionales sobre el niimero

de cuadrados.

Los resultados de A. ROBINSON y KREISEL son los primeros
que contienen informacidén de Indole cuantitativa. Ya desde el prin-
cipio, aunque el planteamiento de HILBERT se referia principalmente
al aspecto cualitativo, se considerS el problema de determinar el
minimo nimero pm(xl,...,xn) de sumandos necesarios para expresar
cualquier funcidn racional definida no negativa como suma de cuadra
dos (s% no existe, convenimos pR(xi,...,xn) = 4+»), El teorema fun

damental a este respecto es de PFISTER, que en [1967] prueba la co-



ta pR(xl,...,xn) < 2%, mediante su teorfa de formas cuadrdticas

multiplicativas.

Finalmente, junto a los tres aspectos anteriores (el cﬁali-
tativo, el cuantitativo y las cuestiones de la Ldgica), aparece un
cuarto que vuelve en cierto sentido sobre los primeros resultados de
HILBERT relativos a formas. Considérese un polinomio f 6 Hxl,“.,xé
definido no negativo. Entonces 62f es suma de cuadrados de polino
mios para cierto polinomio &6, y sabemos que en general el denomi-
nador & es inevitable; notemos ©D(f) el conjunto de ceros de to-
dos estos posibles denominadores. D(f) mide cu@n lejos estd f
de ser una suma de cuadrados de polinomios, y el problema consiste
en estimar O0(f). El primer resultado importante, consecuencia del
trabajo de STENGLE en [1974], es que D(f) = @ si £f es definida
positiva (esto es, f(a) > 0 para cada a 6 R™). E1 dltimo que co

nocemos es de DELZELL, en [1980], que prueba: codim D(f) > 3.

Los parrafos anteriores resumen ciertos puntos sobresalien
tes entre la gran cantidad de investigaciones motivadas por el pro-
blema decimoséptimo. Hasta aquil nos hemos limitado al, digamos, pro
blema cld@sico: polinomdosy'funcioneé racionales. ?or supuesto, las
cuestiones que comentamos han sido consideradas también en otros
contextos: funciones analiticas, funciones de Nash, gérmenes... Con
la intencidn de ofrecer una visidn m@s completa de su evolucidn his
térica, dividimos a partir de aqui nuestra exposicidn en dos secciones:
una primera (I) sobre el problema cldsico, en la que detallamos el

esquema esbozado anteriormente; y una segunda (II), en la que inclui
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mos la formulacidn moderna del problema y las soluciones que se han

obtenido para ella.

I. E1 problema clasico

1. Hasta la primera solucidn.- Los resultados inmediatos al plantea

miento del problema se refirieron al cuerpo de los niimeros raciona-
les. Citemos s8lo el de LANDAU en [1906]: una formano negativa en dos
varitables con coeficientes en @ es suma de ocho cuadrados de for-
mas. En particular, pQ(xl) £ 8. En este mismo trabajo, LANDAU revi
sa la demostracién dada por HILBERT de H17 para R vy dos variables,
y obtiene la cota pR(xl,xz) ¢ 4. Estas acotaciones de LANDAU no se

rian mejoradas hasta 1971.

Es en [1927] cuando ARTIN publica la primera prueba de H17

para cualquier niimero de variables, y para subcuerpos K de R

con un uUnico orden. Su demostracidn se apoya esencialmente en la tego
ria de cuerpos formalmente reales, previamente desarrollada por &1
mismo y SCHREIER, [1927]. Sin embargo, la'solucidén de ARTIN nada di-

ce en el sentido cuantitativo.

2. Los métodos de la l1ldgica.~ En [1955] A. ROBINSON utiliza la teo-

ria de modelos para mejorar los resultados de ARTIN. Una consecuen-
cia importante de sus argumentos es que producen los primeros resul
.tados cuantitativos: existe una cota del nimero de cuadrados que de
pende del numero de variables y del grado, pero no de los coeficien

tes del polinomio que se considere.

Casi simultineamente, en [1956], KREISEL obtiene una cota



mejor meaiante la teoria de demostraciones. Después, KREISEL segui-
ria estudiando H17, especialmente la cuestidn de la continuidad y
computabilidad de la solucidn. S6lo al cabo de veinte afios, en
[1980], DELZELL obtendria una solucidn construectiva y continua res-
pecto de los coeficientes (Para la historia de este aspecto, véase

el capitulo I de la disertacidn del citado DELZELL).

Por otra parte, del trabajo de A. ROBINSON se deduce H17 pa
ra cuerpos con un unico orden? densos en su cierre real. Se plantea
asi el problema de caracterizar los cuerpos que cumplen H17. En es-
te sentido, en [1965], LANG intenta redemostrar la solucidn de ARTIN
sin utilizar el teorema de Sturm, vy enuncia como corolario H17 pd-
ra cuerpos con un unico orden. Sin embargo, en [1967] DUBOIS constru
vye un contraejemplo para este corolafio. Finalmente, McKENNA prueba

7 , Lo -
tiene un unico orden y es denso en su

1
que un cuerpo que cumple H
cierre real. La prueba de este resultado, que completa el de A. RO-
BINSON, aparece en [1975], en un volumen publicado como homenaje a

la memoria del mismo A. ROBINSON, fallecido en 1974,

3. La cuestidn cuantitativa.- Después de los resultados parciales de

A. ROBINSON y KREISEL la evolucidn es la siguiente. En [1964] CASSELS
prueba que pm(xl,...,xn) 2 n+l., En 1966 AX obtiene la cota
pm(xl,xz,x3) £ 8, 1y conjetura que pm(xl,...,xn) < Zn, pero este
trabajo no se publica. Por fin, en [1967], PFISTER consigue probar

la conjetura de AX, mediante su teoria de formas cuadrdticas multi

plicativas: s? K es um cuerpo realmente cerrado, entonces



- vy -

pK(xl,...,xn) < 2. 1La igualdad sdlo ha sido probade para dos varia
bles, por CASSELS, ELLISON y PFISTER en [1971], utilizando la teoria
de curvas elipticas. Este resultado cierra la cuestidn iniciada por
LANDAU en 1906 . La otra cota de LANDAU, pQ(xl) < 8, es mejorada
definitivamenté‘también en los setenta. En [1971], POURCHET prueba
que pK(xl) = 5 81 K es un cuerpo formalmente real de nimeros al
gebraicos tal que existe un ideal primo diddico p con Kp 2 Q,
impar. En particular, pQ(xl) = 5., Después, en [1974], HSIA y
JOHNSON prueban que 82 K no cumple dicha condiecidn, pK(xl) = 4,
Ademds, conjeturan pK(xl,...,xn) = 2%4+3 5 242 segiin K cumpla
o no la condicidn en cuestidn. Finalmente, citemos un resultado de
LEWIS y SCHINZEL [1980], segin el cual, s7 f 6 Q[xl,...,xn] y pa-

ra cada a € Q, f(a) es suma de dos cuadrados en @, entonces

f es suma de dos cuadrados en Q[xl,...,xn].

4, De nuevo formas.- Después del trabajo de HILBERT en [1888], el

primer ejemplo explficito de una séxtica en tres variables definida

no negativa, que no fuera suma de cuadrados de formas, se debe a
MOTZKIN, en [1967]. Mas tarde, en [1969], R.M. ROBINSON obtiene otros
ejemplos, mediante una notable simplificacidén de las ideas de HIL-
BERT. En [1977], CHOI y LAM (a) abordan un estudio sistemdtico de los
ejemplos extremales (imprecisamente, los que no son suma de otros
ejemplos), contemplando el conjunto de las formas de grado d en m
variables definidas nonegativas como un cono  convexo y cerrado en un
espacio afin. En [1978] REZNICK produce todos los ejemplos extrema=-

les con no mds de cuatro monmomios. En [1979] STENGLE encuentra una
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séxtica en tres variables, definida no negativa, ninguna de cuyas
potencias impares es suma de cuadrados‘de formas; en este mismo ar
ticulo, STENGLE caracteriza las formas homogéneas f 6 R[xl,.”,xn]
definidas no negativas como las que satisfacen una ecuacidén de de-
pendencia entera ¢(-f) = 0, donde ¢(t) es un polinomio ménico
de grado impar cuyos coeficientes son sumas de cuadrados de formas.
Por Gltimo, en [1980], CHOI, LAM y REZNICK prueban un elegante teo
rema: una séxtica en tres vartables, definida no negativa, con mds
de diez ceros proyectivos, es suma de tres cuadrados de cubicas;
una cudrtica en cuatro variables, definida no negativa, con mds de
once ceros proyectivos, es suma de seis cuadrados de cuddricas. Afia
damos por otra parte que en [1976] BERG, CHRISTENSON y RESSEL de-
muestran, mediante t&cnicas de And3lisis Funcional, que un polinomio
en m variables, definido no negativo, es limite de sumas‘de cua-

drados de polinomios en m variables.

5. Multiformes.- También en relacibén con los resultados de HILBERT

sobre formas, en [1973] CALDERON prueba que 8%
q(xl,...,xn;yl,yz) es una forma cuadrdtica en (yl’yz) ecuyos coe-
ficientes son a su vez formas cuadrdticas en (y5...5%), ¥y q es

definida no negativa (en Rn+2),

entonces q es suma de 3n(n+l)/2
formas bilineales en (y,;,y,) ¥ (x;,...,x ). En [1975] CHOI en-

cuentra una forma definida no negativa q(xl,xz,x3;y1,y2,y3) bicua
dratica en (xl,xz,x3) e (yl,yz,y3), que no es suma de cuadrados

de formas bilineales, ejemplo que precisa el teorema de CALDERON.

En [1976], DJOKOVIC obtiene la generalizacidn siguiente: una forma
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q en n+2 variables, cuadrdtica respecto de las n primeras, y de
finida no negativa, es suma de 2n cuadrados de formas. Finalmente,
en [1980] CHOI, LAM y REZNICK prueban que para multiformas el resul-

tado de DJOKOVIC es el mejor posible.

6. Denominadores.- Por {iltimo, consideremos la cuestidn de si un po-

linomio £ € R[xl,...,xn] definido no negativo es & no suma de cua-
drados de polinomios. Para n = 1, ARTIN demostrd en [1927] que si,
pero para n 2>2 no es cierto siempre. En cualquier caso, por H17,
existe § € R[xl,...,xn] tal que 62f es suma de cuadrados de poli
nomios; diremos que & es un denominador admisible. El1 primer resul
tado al respecto se debe a STENGLE, que en [1974] prueba que hay un
denominador admisible de la forma ¢ = me + gi +...+ gi,
gys>---»>8, € R[x;,...,x ], m > 0. En consecuencia, st f es defini
do positivo, entonces es suma de cuadrados de funciones regulares (*)
(en otro contexto, HABICHT en [1940] habia obtenido (xf +...+ xi)m
como denominador admisible de un polinomio definido positivo). Mias
tarde, en [1977], SWAN plantearia explicitamente la cuestidén de s<
un polinomio definido no negativo es siempre suma de cuadrados de
funciones regulares. En [1977], CHOI y LAM (b) muestran que'esto'
sbélo es cierto para n = 2. En [1980], CHOI, LAM, REZNICK y ROSEN-
BERG prueban que 87 f € R[x;,...,x] es suma de dos cuadrados en

R(xl,...,xn), lo es también en R[xl,...,xn]. El dltimo resultado

que conocemos es un teorema de DELZELL, que en [1980] introduce el

(*) Una funcidn regular es una funcidn racional con denominador no nulo por do-
quier.
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'bad set' de un polinomio definido no negativo como el conjunto de
ceros de todos sus denominadores admisibles, y demuestra que tiene
siempre codimensién 3. Por ejemplo, si £ 6 R[xl,xz,x3] es defini
do no negativo, entonces es suma de cuadrados de funciones regula-

res en R3~ {0}.

II. La formulacidén moderna.

Para incluir todas las posibles aplicaciones, el problema de
cimoséptimo se plantea actualmente como sigue:

H17 cualitativo global (resp. local).- Sean K un cuerpo or

denado, -X un espacio topoldgico (resp. un germen de espacio topold
gico) y A un anillo de funciones de X con valores en k(*). si
f 6 A es definida no negativa, esto es, 20 sobre X, (es entonces

suma de cuadrados en A?.

1 . . . .
H 7 cuantitativo.- Dado un anillo A, <calcular su numero de

Pitdgoras pA, esto es, el minimo entero p > 1 tal que toda suma
de cuadrados de A es suma de p cuadrados (si el minimo no existe,

PA = +x).

El problema cuantitativo anterior es ciertamente muy general.
De hecho, el teorema de LAGRANGE, de [1770], que establece que todo

entero positivo es una suma de cuatro cuadrados (este resultado tal

(*) Los elementos de A pueden no estar definidos en todo X; piénsese, por
ejemplo, en las funciones meromorfas.
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vez se remonte a Diofanto) puede abreviarse pZ < 4. Ahora bien, si
A es un anillo de funciones en el cual el problema cualitativo tie-
ne solucidén afirmativa, entonces pA es el minimo entero p > 1

tal que toda funecién de A definida no negativa es suma de p cua-
drados. Aqui nos cefiiremos a situaciones prdximas a €sta. Para una
resefia histdrica, y la correspondiente bibliogr&fica, sobre el estu-
dio del niimero de Pitdgoras de anillos mids generales, remitimos a

CHOI, DAI, LAM y REZNICK [1982].

1. Anillos de funciones polindmicas.- Sean X un conjunto algebrai

co irreducible sobre un cuerpo realmente cerrado K, K[X] su anillo
de funciones polindmicas (qﬁe es integro) y K(X) su cuerpo de fun-

ciones racionales.

En [1956] A. ROBINSON resuelve cualitativamente H'’ para
K(X), empleando la teoria de modelos. en [1974] GONDARD y RIBENBOIM
dan una nueva demostracidn y prueban ademds mediante un teorema de
PFISTER [1970] 1a cota pK(X) zd, d = dim X. Para curvas

(dim X = 1) obtienen la igualdad: pK(X) = 2.

En [1981] los trabajos de DUBOIS, de DUBOIS y RECIO, y de
SCHWARZ tratan el problema de cgracterizar los subconjuntos M de X
tales que las funciones racionales >0 sobre M sean’'las sumas de
cuadrados. Independientemente, ﬁrueban que dichos conjuntos esta@n ca
racterizados por la ﬁropiedad de ser densos en el conjunto de los
puntos centrales de X (un punto x 6 X es central si existe un or

den en K(X) en el que son positivas todas las funciones f <con

f(x) > 0).
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En [1982], CHOI, DAI, LAM y REZNICK obtienen resultados im-
portantes para el anillo K[X]: pK[X] = 4+ g7 dim X > 3;
pK[KZ] = +o, También prueban que s7 X es una curva, pK[X] es fini

to, y lo calculan en algunos casos particulares.

2. Anillos de funciones de Nash.- Sean X wuna variedad algebraica

(*) de dimensidn d de R"™, vy RI[X] su anillo de funciones polind

micas. Sea U wun abierto semialgebraico conexo de X. Notamos

N[U] al anillo de las funciones de Nash de U, esto es, de las funciones
analiticas f : U > R que son algebraicas sobre R[X]. Como U es
conexo, N[U] es integro, y notamos N(U) asu cuerpo de fracciones.
Un anillo semialgebraico es un subanillo A[U] de N[U] que contie
ne a R[X]; el cuerpo de fracciones de A[U] se nota A(U).

En [1976] MOSTOWSKI da un ejemplo de dos conjuntos semialge-
braicos cerrados y disjugtos Fy F' de Rn, tales que no existe
un polinomio >0 sobre F y <0 sobre F'. A continuacidn estable-
ce su lema de separacidén, segiin el cual si existe una funcidn de
Nash con esa condicién. Utilizando este lema resuelve afirmativamen-

te el problema H17 cualitativo para A = N(U) con X = Rr".

En [1976]) EFROYMSON publica demostraciones més simples de lo
anterior para el caso en que U esté definido por un sistema de des

tgualdades estrictas simultdneas. En [1978] BOCHNAK generalize el re

(*) Entendemos por variedad algebraica, un conjunto algebraico irreducible no
singular. '
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sultado de EFROYMSON a ciertos anillos semialgebraicos. Por ejemplo,
st A[U] contiene las ratces cuadradas de los f € A[U] definidos
positivos en U, entonces se cumple H17 cualitativo para A(U).

Todavia, X =.R".

Antes, en [1977], BOCHNAK y EFROYMSON (a), habian detectado
varios errores en el trabajo de MOSTOWSKI, lo que invalidaba sus de
mostraciones, vy convertian las de EFROYMSON en las finicas ciertas,
de modo que s8lo se tenian pruebas completas de los resultados ante
riores para abiertos definidos por un sistema de desigualdades estric
tas simultdneas. Destaquemos, sin embargo, que en [1977] EFROYMSON
(b) prueba que s7 U es un abierto semialgebraico arbitrario de m?
y f 6 N[ul es 20 sobre U, entonces f es suma de dos cuadra-
dos en N[U]l. Finalmente, en [1980] BOCHNAK y EFROYMSON publican
las pruebas definitivas de los resultados de MOSTOWSKI, generalizan
dolos de hecho a anillos semialgebraicos: resuelven afirmativamente
el problema 317 cualitativo para A(U), siendo A[U]l wun anillo se
mialgebraico (ya sin la restriccién X = R") que cumpla la 'férmu-
la de la sustitucidén'. Entre sus resultados cuantitativos citemos
los siguientes: pNCSl) = 2;° pN(X) =384 &i X es una superficie compacta;

4 g pN(RS) ¢ 8. Este trabajo de BOCHNAK y EFROYMSON puede conside
rarse como la primera exposicidn sistemdtica sobre funciones de
Nash en geometria'algebraica real. Contiene ademi3s una exposicidn

histbérica breve a la que nos remitimos como complemento.
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3. Anillos de funciones analfticas.- Sea X wuna variedad analitica

conexa no singular. Notamos O[X] a su anillo de funciones analiti-

cas, que es Integro, y O0(X) al de funciones meromorfas.

En [1975] BOCHNAK y RISLER establecen los primeros resulta-
dos en el caso analitico: sZ X es una superficie‘compacta; o parg'
compacta con - Hl(x,z/(Z)) = {0}, wuna funeidbén analftica £ : X + R
no negativa por doquier, es suma de cuadrados de funciones analiti-
cas. En el caso compacto bastan siete cuadrados; en el otro, con la

condieidn adieional HZ(X,Z) = {0} , bastan dos.

En [1981] BOCHNAK, KUCHARZ y SHIOTA resuelven completamente
el problema para superficies, probando el anterior resultado cuali-
tativo para una superficie cualquiera. En el sentido cuantitativo de
muestran que pO0[X] = 3 6§ 2 segiun X sea compacta o no. Ademd@s ob
tienen una respuesta parcial en dimensidn arbitraria: Sea f:X-+R
una funeidbn analitica no negativa por doquier, cuyoé ceros son aisla

dos. Entonces f es suma de cuadrados de funciones meromorfas.

4. Anillos de series.- Sean R[[xl,...,xn]], R{xl,...,xn},

R<x1,...,xn> los anillos de series formales, convergentes y de Nash

(esto es, series formales algebraicas sobre R[xl,.,.,xn]).

En [1972] RISLER resuelve el problema H17 cualitativo para
el cuerpo de fracciones de R{xl,...,xn} (este anillo se identifica
con el de gérmenes de funcidn analitica en Rz). En 1973 MERRIEN
lo hace para el cuerpo de fracciones de R[[xl,...,xn]] (utilizando

gérmenes de variedad formal en el planteamiento). Ambas demostracio
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nes imitan el argumento dado por ARTIN en el caso cldsico, y pueden
adaptarse a R<X;,...,x > (incluso son validas para un cuerpo K

realmente cerrado arbitrario). En [1979] ROBBIN, empleando resulta-
dos de L6gica,'desarrolla, también inspirado en las ideas de ARTIN,
una técnica de especializacidén, que engloba los resultados anterio-

res.,

En [1975] BOCHNAK y RISLER demuestran que 87 f € R{xl,xz}
es >0 sobre Ri, entonces es suma de dos cuadrados en
R{xl,xz}, y en 1980 BOCHNAK y EFROYMSON dan un ejemplo de una se

rie f € R{xl,xz,xB} que es 20 sobre Rz pero no suma de cuadrados

en R{xl,xz,x3}-

Finalmente, citemos un resultado cuantitativo de CHOI, DAI,
LAM y REZNICK en [1982]: pR<x1,...,xn> = pR{xl,...,xn} =

= pR[[xl,...,xn]] = 40 s7 n > 3.

5. Los teoremas de los ceros.- Terminaremos esta resefia histdrica

con alguno; comentarios sobre los teoremas de los ceros en geometria
real. En general, el problema de los ceros para un anillo A de fun
ciones reales o complejas de un espacio (o un germen) X, consiste en
describir algebraicamente las funciones de A que se anulan sobre
los ceros de un ideal dado I de A. Por supuesto, en primer lugar
hay que citar el cldsico Nullstellensatz de HILBERT para

A = C[xl,...,xn], en [1893] (a), y en segundo el de RUCKERT para

A = C{xl,...,xn}, en [1932].

En el caso real, la historia de este problema estd estrecha
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mente vinculada a la del decimoséptimo. Se ha escrito que el propio
HILBERT pensaba en resolver el problema de los ceros para

R[{x,,...,%X resentia que el decimoséptimo era previo a esa so-
1

n
lucién. Si éste era el pensamiento de HILBERT, la historia, aunque

al cabo de casi setenta afios, lo ha confirmado plenamente. Habitual
mente, el enunciado de un Nullstellensatz real es: un ideal I de A

coincide con el de las funciones nulas sobre los ceros de I si vy

s8lo si A/I es ordenable.

El primer‘teorema de los ceros real aparece en [1969], aifio
en el que DUBOIS lo obtiene haciendo uso esencial de los resultados
de ARTIN y LANG sobre H17. Después, en [1970], RISLER refina el teo
rema de DUBOIS. Digamos también que en [1974] EFROYMSON publica una

prueba sumamente elegante basada en el principio de Tarski.

Para gérmenes de funcidn analitica es RISLER en [1972] quien
resuelve el problema. En [1973] MERRIEN lo hace para series formales.
Andlogamente se puede probtar para series de Nash. En [1975] LASSALLE
expone un teorema que generaliza simultidneamente el teorema de los

17

ceros de MERRIEN y la solucidn cualitativa de H ', también de ME-

RRIEN (II.4). Este resultado de LASSALLE es asimismo v&lido para se

ries convergentes y de Nash.

En todos los casos anteriores es fundamental, de un modo u
otro, resolver previamente el problema decimoséptimo. Quizd el tra
bajo de ROBBIN en [1979], citado en el niimero II.4 anterior, sea el
que mejor ponga de manifiesto este hecho, pues su teoria de especia

. - - » 3 .
lizacidén permite deducir prédcticamente todos los teoremas anteriores,
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e, incluso, los teoremas de los ceros algebraico y analitico en el

caso complejo.

Por Gltimo, citemos los trabajos de BOCHNAK en [1973], so-
bre el problema de los ceros para funciones diferenciables, y de
ADKINS y LEAHY en [1976] para funciones analiticas reales, que con

tienen interesantes soluciones parciales.
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Sumario de resultados.

Esta memoria trata del problema decimosé&ptimo de Hilbert pa
ra gérmenes analiticos, tal y como se ha formulado en la introduc-
cidn histdrica precedente. Estd compuesta por tres capitulos, cuyo

contenido describimos a continuacidn.

Capitulo 0. Consta de una {nica seccidn, (§0), que es esen

cialmente un resumen de definiciones y resultados bdsicos suficien-
temente conocidos -de la Geometria Analitica. Demostramos, también,
algunos otros nuevos que, aunque motivados por necesidades posterio

res, creemos estan mejor emplazados como preliminares.

Capitulo I. Estd dedicado estrictamente al problema decimo-

séptimo. Obtenemos: la solucidn del problema cualitativo, (881 y 2),
algunos resultados sobre el cuantitativo, (§3), y otros especificos

del caso de curvas, (84), y del de superficies, (§5).

El problema cualitativo.- Sea io un germen irreducible.
Notamos O[X_] a su anillo de funéiones y 0(X_)) a su cuerpo. Sea
S[X,] (resp. S(X))) el conjunto de los f 6 O[Xo] que son suma
de cuadrados en O[XO] (resp. en O(Xo)). si z_ C X, mnotamos
P(Zo) al conjunto de los £ 6 O[XO] que son >0 sobre Z_ . En fin,
sean Xz el lugar de dimensidn miaxima de X y reg, Xo el lugar

(o}

regular de dimensidén md&xima. Con estas notaciones

Solucidn del problema cualitativo (2.1).- P(Xz) = S(Xo)

Deducimos esta solucidn, mediante la teoria de Artin-

Schreier, del
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Teorema de especializacidn (1.2).- Sean fl""’fr funeio
nes no nulas de O[XOJ. Una condiecidn necesaria y suficien
te para que fl,..‘.,fr sean simultdneamente positivas en

algun orden de O[Xo] es que el germen {f1 >0,.“,fr> o}N.

n X: sea no vacto.

La prueba que presentamos de este teorema utiliza el crite
*
rio de Serre, [49]( ), y el teorema de aproximacidn de M. Artin,
[3]. Necesitamos también demostrar un lema que tiene interés en si

mismo v refina un resultado de Rislef, [48]:

Lema de extensidn de Srdemes (l.4.1).- Todo orden de un 4l

gebra analitica integra se extiende a su completado A.

Como consecuencia de la solucidn del problema cualitativo

se tiene:
*
Six Jc P(x ) C P(XJ) = S(X))

y los contenidos son, en general, estrictos. Para estudiar la inclu

sidn S[XO]C: S(Xo) introducimos, siguiendo a Delzell T16], el

Lugar de denominadores (2.3);- St f € S(Xo), D(f) es el

germen de ceros de todos los & € 0[X_ ] tales que

2
§°f € S[Xol.

Siempre es dim D(f) < dim X,o ¥ D(f) ¢ siy sdlo si

f € S[Xo]. Obtenemos ademis la

(*) Las referencias, entre corchetes, de este sumario y de todo el resto de
la memoria se incluyen al final de la misma.



Proposicidn {(2.5).- Supdéngase que X, tiene la sigutente

propiedad: para cada ideal primo real p de altura 1 de

00X 3, el anillo local OIXO]p ee regular. Entonces

X
o

codim D(f) 2 2 para cada £ € S(Xo).
La demostracidn requiere previamente la versidn real de un
importante teorema de Abhyankar sobre gérmenes complejos, [1]. Para

superficies se tiene:

Proposicidén (2.6.c).- Sz X, es un germen de superficte,

existe un germen de curva c, © X, tal que D(f) C c, para

cada f € S(X)).

El Gltimo resultado de la seccidén 2 es la

Proposicidn (2.10).- P(Xo) = {f 6 S(XO) : D(EYC V(E)}.

Para obtenerla hay que establecer primero en el caso anali-
tico los teoremas de Stengle, [50]. Una vez mids, el criterio de Serre

permite aplicar a este fin el método de Brumfiel [9].

El problema cuantitativo.- En el breve epigrafe 3, introdu-

cimos los

Nimeros de Pitdgoras de X, (3.1).- p[Xo] = p(O[Xo]),

P(X,) = p(O(X)).

Los {inicos resultados conocidos se referianm al caso liso,

n . . . - .
Xo = Ro. Aqui obtenemos mediante una aplicacidn conveniente del le
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ma de selecci6n-de una curva, y un teorema de Choi et al. [14], 1la

Proposicidn (3.3).- SZ7 dim xo P (Xo no necesariamente re

gular), entonces p[Xo] = <o,

Casi todo el resto de la seccidn 3 desarrolla una serie de
lemas dirigidos al estudio de las sumas de dos cuadrados, que se

aplicaran a la singularidad del icosaedro en el §5.

Termina el §3 con dos resultados sobre p(mg), n > 3.

Gérmenes de curva.- Sea Xo un germen de curva irreducible
singular de multiplicidad m y conductor c¢. En el §4 completamos

en primer lugar la solucidn cualitativa:

Proposicidn (4.2) y (4.3).- P(X_)~ S[X_ ] # 8. 57 X, es

un retroceso, cada hiperplano transversal a X, define una

funeidén h 6 P(X )~ S[XO].

En lo que al aspecto cuantitativo se refiere, desingulari-
zando se ve que p(Xo) = 1, 1luego sdlo consideraremos el nimero de

Pitadgoras p[XO]. Mediante un argumento con formas cuadrdticas pro

bamos:
Proposicidn (4.5).- p[Xo]' es finito.
El resto de la seccidn 4 trata de las curvas pitagdricas:
X, es pitagdrica si p[XO] = 1. Obtenemos un criterio para que X,

no lo sea (criterio de los dos enteros (4.8)) y ciertos ejemplos ge-

néricos de curvas que siI lo son, (4.10.3). Deducimos:
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Proposicidn.- (a) (4.11), (4.13) y (4.14). ST m = 2, enton

ces X  es plana y pitagdérica. St X, es Gorenstein (en

particular plana) y pitagdrica, entonces m= 2,

(b) (4.7) v (4.12). 82 m =¢ & m = c-2, entonces X, es
pitagérica. Para cualquier otro par admisible de multiplict
dad y conductor, existen curvas pitagdricas y curvas no pi-

tagdéricas.
(¢) (4.15) 52 X_  es plana, entonces p[Xo] =1 & 2 segin

sea m g 2 6 >2.

Finalmente, obtenemos la Tabla I de (4.16) que contiene to-

das las curvas pitagdricas de multiplicidad <£5. La larga demostra-

cidn, (4.17) a (4.20), se basa en un andlisis cuidadoso del semigru

po de valores.

Gérmenes de superficie.- Primeramente, (5.1), mejoramos en

dimensidén 2 el criterio del cambio de signo que caracteriza los idea
les primos reales principales, probado antes en dimensidn arbitraria,
(1.8). Después consideramos las singularidades factoriales y raciona
les. Estas vienen clasificadas por el teorema de Brieskorn, [8], en
el caso complejo, y el de Lipman, [35], en el caso real. En lo que

a nuestro problema se refiere probamos la

Proposicidn.- (a) (5.3) Sea X  la singularidad del ico-

saedro. Entonces P(X)) = S[Xo] Y p[Xo] = p(X)) = 2.

(b) 57 X es un germen de superficie singular, factorial

y racional, distinta de la del icosaedro, entonces



P(x,) # SIx,].

El método empleado en (a) -complexificacidn y criterio del
cambio de signo- puede parecer aplicable a una situacidn mds general.

Esto es, sin embargo, ficticio, pues:

Proposicidn (5.4).- S X, es un germen de superficie singu

lar cuyo complexificado es factorial, entonces, salvo un iso
morfismo analfitico real, X, es la singularidad del icosae-

dro.

La demostracidn se basa en el citado teorema de Brieskorn,
en un viejo resultado de Kirby sobre puntos dobles, [31], y en la
trivialidad del espacio de moduli real de y3+z5 = 0 (consecuencia

de resultados de Zariski, [54]).

A continuacidén, contemplamos el aspecto topoldgico del cri-
terio del cambio de signo, analizando las dos condiciones suficien-

tes que conocemos para que se cumpla (reg, X_ conexo en (1.8) y
* To

X2-{0} conexo en (5.1)). Si X ~es un germen de superficie se

tiene:

- .. - L4 *
Proposicidn (5.7).- S% reg, xo es conexo, entonces Xo

es topolégicamente trivial.

Proposicidn (5.10).- Sz X es una singularidad aislada y

(o)

X, ~ {0} es conexo, entonces X, es topolégicamente trivial.

Las demostraciones consisten en reconstruir simplicialmente



el germen dado mediante el teorema de parametrizacidénm local. Inclui

mcs tambié&n cuatro ejemplos interesantes al respecto.

Los dos iltimos resultados de esta seccidn 5 son de Indole

ctantitativa:

Proposicidn.- (a) (5.12). Si X, es un germen de superficie

irreducible, entonces p(X)) es finito.

(b) (5.13.a) Sz X, es un germen de superficie irreducible
de Rg, entonces p(Xo) no excede al doble de la multipli-

etdad de Xo.

Capitulo II. El1 problema de la separacidn, al que dedicamos

lz seccidén 7, es una de las cuestiones fundamentales de la Geometria Real.
Por ejemplo, [6], su solucién para conjuntos algebraicos y funciones
de Nash ha permitido resolver el problema decimos&ptimo para anillos
semialgebraicos. Asimismo, en el contexto analitico local son impres
cindibles diversas formas de separacidn para precisar y mejorar (§§6
y 8) los resultados cualitativos del capitulo I. Ademds, las técni-
cas de separacidn que desarrollamos nos sirven luego para resolver
otros problemas no directamente ligados al decimoséptimo: descrip-
cidon del lugar de dimensidn m&xima de un conjunto semianalitico o se
‘mialgebraico, (§9); lema de seleccidn de una hipersuperficie y dimen
sién de Krull de un dlgebra analitica real,  (§10); teoria de Grdenes

centrales en cuerpos de funciones meromorfas (§11).
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Gérmenes de dimensidén pura.- En la seccidn 6 estudiamos la

caracterizacidn de los gérmenes irreducibles X, para los cuales

la solucidn cualitativa es P(Xo) = S(Xo). Demostraremos:

Proposicidn (6.1).- P(Xo) = S(Xo) st y sblo si Xo es de

ditmensidén pura.

Una parte es evidente, a partir de (2.1), pero no asi 1la

otra. En este §6 introducimos, siguiendo a Stengle [50], la

Definicidn (6.3).- X, C Rg es laxo s1 para cualesquiera
f,g € R{xl,...,xn} con V(g)D X, N {f > 0} se tiene

Vig) D X, .

Probamos entonces, (6.5), que P(Xo) = S(Xo) si y sdlo si

X0 es laxo, lo que convierte (6.1) en un problema de separacidén que

queda resuelto por 1la

Proposicidn (6.2) y (7.4).- Un germen analitico es laxo s<%

y sblo si es irreducible de dimensidén pura.

La prueba del anterior resultado depende esencialmente de

los lemas de separacidn que exponemos a continuacidn.

Los lemas de separacidn.- E1 §7 contiene el

Primer lema de separacidén (7.2).- Sea Zo un germen semiana

litico abierto de IRE y c,C z  wuna semirrama de curva

analitica. Entonces existe unm polinomio h € R[xl,...,xn]

tal que COC: {h > 0} C zZ,-
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La demostracidn se hace por induccidn sobre el minimo nimero
de explosiones del origen necesarias para resolver la singularidad
de Coe En el caso regular se procede constructivamente, utilizando

una desigualdad de Lojasiewicz, [37], para aproximar la distancia

n\
de c, a Ro Zo'

Para aplicaciones posteriores, deducimos de (7.2):

Lema de separacidn de curvas (7.5).- Sean ALYy B dos gér
menes cerrados semianaliticos de dimensidén 1 de Rz con
AN B, = {0}. Entonces existe un polinomio

h 6 R[x;,...,x ] que es >0 sobre A _~ {Q}.y <0 sobre

B_~ {o0}.

Por otra parte, este segundo resultado de separacidn esta
relacionado con una versidn mejor de (7.2), que hemos podido esta-

blecer en el caso plano:

Lema de separacidn fuerte (7.7).- Sea Zo un germen semiana

litico abierto de mﬁ y c, &z, wuna semirrama de curva

analitica. Entonces existe un polinomio h 6 R[xl,...,xn]

tal que c, C {h >0} {n > 0}~{0}C Z,-

Se deduce ficilmente de é€ste el lema (7.5), una vez que se

n 2

define una proyeccidén lineal conveniente, 7 : R -+ R°, mediante un

argumento tipico a base del teorema de Sard.

Como antes comentamos, los resultados y las ideas sobre se

paracidn pueden utilizarse para abordar problemas de indole diversa.
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Asi lo hemos hecho en los epigrafes 8 a 11 de la memoria, que reci-

ben la denominacidn comin de Aplicaciones.

Aplicaciones, I.- El1 §8 contiene las primeras aplicaciones

de la separacidn. Se refieren directamente al problema decimoséptimo.

Probamos:

Proposicidn (9.2) y (9.6).- Sea Xo un germen irreducible.

Entonces

(a) 5% Zo es un germen semianalitico de Xo, P(Zo) =

= S(Xo) st y sblo sz zZ, estd contenido y es denso en X:.

(b) 82 X, no es de dimensibn pura, S(X_)~SI[Xx ] ¢ ¢.
Obtenemos también:

Proposicidn (9.3).- Sean Y_  otro germen irreducible de la

misma dimensidn que X ¥y T2 Y > X o oun morfismo . fini-
to. Entonces w(Y:),= Xz st y sblo st S(Y )N 0[x] =

= S(x,).

Aplicaciones, II.- En el 89 estudiamos un problema planteado

en la 'Special Session on Ordered Fields and Real Algebraic Geometry'
(A.M.S., Enero 1981), y lo resolvemos afirmativamente para superfi-
cies. Nuestro método se basa en un segundo lema de separacidn, (9.1),

modificacidén de (7.2). Citemos dos resultados en concreto:

Proposicidn (9.5).~- Sea X un subconjunto semianalitico ce

rrado de dimensién 2 de un abierto § de R". Supdngase



- xxxiii -

que el conjunto de los puntos x € X tales que X, no tie
ne dimensidén pura es finito. Entonces existen dos funciones

analiticas en Q, g y h, con X* =X N {g > 0, h > 0}.

Proposicidn (9.9).- Sea X un conjunto semialgebraicq de

dimensién 2 de R™. Entonces existen dos polinomios

g,h 6 R[x,,...,x ] con X* =% {g >0, h3> o0}

El problema abierto al que antes nos referiamos es: si X
es un subconjunto algebfaico de R" y Xc el conjunto de sus puntos
centrales, zexiéten polinomios fl""’fr 6 R[xl,...,xn] con
Xc = {fl 2 0,...,fr 2 0}? Cuando X es una superficie, la respuesta

es afirmativa como corolario de (9.9), pudiendo ademids tomarse r =3,

(9.10.b).

Aplicaciones, III.- En la seccidén 10 demostramos:

Proposicidn (10.2).- Sea A un dlgebra analitica real de di

mengién d. Entonces A tiene cadenas de ideales primos

reales de longitud d.

La prueba de (10.2) depende del siguiente lema, que se dedu-

ce mediante las técnicas de separacidn:

Lema de seleccidn de una hipersuperficie (10.1).- Sea

z, < Rg un germen semianalitico de dimensidén d » 2. Exis

te entonces un germen algebraico Y = V(h), h 6 Rlx;,...,x],

tal que dim Y n z = d-1.
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Aplicaciones, IV.- El 4ltimo epigrafe, §11, de la memoria,

estd dedicado al estudio del espacio de 6rdenes, §, de un germen
irreducible X, de dimensidén 2>2 (esto es, de su cuerpo de funciones).
Elaboramos para ello una teoria de 6rdenes centrales, anidloga a la

conocida en Geometria Algebraica Real, y que se sustantiva en la

Definicidn (11.3).~ Un orden o € Q se llama central si extis

te una semirrama de curva analitica c: ) 9 tal que 87

f 6 O[XO] es >0 sobre c:, entonces f es positivo en a.

Diremos que o estd centrado en cz.

Resumimos a continuacidn los resultados basicos.

Proposicidn.- (a)(ll.4) Existe un ordem centrado en una se-

‘mirrama c: st y sélo si c: C:X:. Semirramas distintas de

finen Srdenes centrales distintos.
(b) (11.5) Sea Z_  un germen semianalitico denso en X:.
Lr g
El conjunto Q“o, de los brdenes centrados en semirramas de

A es denso en §. Mds aun, 81 U eg un abierto de Q,

o,

. Z, )
se tiene: card U] Q > 2 .

Para (a) es necesario el lema de separacidén de curvas (7.5).
Para (b) utilizamos un lema de Bloom-Risler [4], relacionado con una

de las desigualdades de Lojasiewicz.'

~ . . n . .
Sefialemos también que si Xo = RO construimos una cantidad
no numerable de Sdrdenes no centrales, mediante un lema de separacifn

formal en la 1inea de (7.5).

Con respecto al comportamiento funtorial se tiemne:
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Proposicibn.- (a) (11.8). Existe unisomorfismo de reticulos or

denados, w = cq :CA > CR, donde CA es la coleceibn de
los conjuntos abiertos y cerrados de 9, y CR la de los

gérmenes semianaliticos regularmente cerrados de Xz.

(b) (11.9) Sean Y  otro germen irreducible de igual dimen
sién que Xgs L su espacio de brdenes y O el isomorfismo
Co Un morfismo finito w : Y, > X induce una aplicacidn

continua, abierta, propia y con fibras finitas, w, : I + Q

tal que

To(K) = wn*(K),

para cada conjunto abierto y cerrado K de I. En particu-

x*

lar, m, es suprayectiva si y sblo st ﬁ(Y:) o

El anterior resultado se prueba utilizando el teorema de es
\
pecializacién (1.2), la densidad de los drdenes centrales (11.5), vy
el lema de separacidn de curvas (7.5). Se advierte que (a) es un

fuerte refinamiento del teorema de especializacidn, mientras que

(b) lo es de (9.3).

Finalmente, del resultado (10.2) sobre la dimensidén deduci-

mos la

‘Prqposician (11.11) .- 0(X)) ~no tiene la propiedad de la

aproximacidén fuerte.

Este hecho es una traduccidén algebraica de una construccidn
de Xojasiewicz [37], que muestra c8mo un germen semianalitico puede
no ser expresable con un sistema de desigualdades simulténeas.

Con esta observacidn concluye la memoria.



CAPITULO O: PRELIMINARES

Este capitulo contiene definiciones y resultados ya conoci-
dos que se utilizaran en lo sucesivo. También se incluyen algunos
nuevos, que en otro caso hubieran debido introducirse mds tarde co-

mo lemas, y que tienen una ubicacidn m8s natural como preliminares.

§0. Algebras y gérmenes analiticos

(0.1) Algebras analiticas [52; chap. II, III].— (a) Para cada ente-

ro n >0 se nota R{xl,...,xn}, R{x} u On si no hay posibili-

dad de confusidn, al anillo de series convergentes en las indetermi

nadas Xys+--,X ~ coOm coeficientes en el cuerpo R de los nimeros

reales. Un elemento f de On se escribe de modo {inico en la for-

ma f = fo + f1 +...+ fr +..., donde cada fr es un polinomio ho-
mogéneo de grado r; se llama orden de f y se abrevia w(f), al
nimero r > 0 tal que £ # 0; poniendo w(0) = +w. E1 anillo 0,

es local, y sus unidades son los elementos de ordemn 0; su cuerpo resi

dual es R. Se tiene RC On, y On es un algebra sobre R.

Una serie & € On se llama regular de orden p en x, si

@(0,...,0,xn) = xz g(xn) con g(0) # 0 (notaciones evidentes). Un
polinomio tP + al‘m‘:p-1 +...4 a, € On[t] que es una serie regular
de orden p en t (esto es, a;(9) =...= ap(O) = 0) se llama po-

linomio distinguido. Frecuentemente es {itil el hecho de que median-

te un cambio lineal de coordenadas, una serie f 6 On siempre se
puede suponer regular de orden w(f) en X, . Los dos resultados

siguientes son fundamentales:

-1 -



Teorema de divisidn de Weierstrass.- Sea ¢ € On una serie

regular de orden p en x . Para cada f € 0, existen, y

[x.] eonmn f = Q.9 + R,

son unicos, Q GOn, R 6 On_1 n

grado(R) < p. Ademds, st & es un polinomio distinguido

en x y f 6 On_l[xn], también Q € on-l[xn]'

Teorema de preparacidén de Weierstrass.- Sea & € 0n una se

rie de orden p en X . Existen, y son unicos, un polino-

mio distinguido de grado p, P €6 0 [xn], y una unidad

n-1

Q GOn, tales que & = Q.P.

Mediante estos teoremas se demuestra que R{xl,...,xn} es
noetheriano, factorial y, de hecho, regular de dimensidén (de Krull)

n. También el

Lema de normalizacidn.- Sea p un ideal primo no nulo de

altura r de On. Después de un cambio lineal de coordena
das, la aplicacidn ecandnica On-r > On/P es inyectiva, ¥y

On/p es un médulo finitamente‘generado sobre 0 £

(b) Un dlgebra analitica es un dlgebra unitaria sobre R
que es la imagen de algin 0n por un homomorfismo de @lgebras uni-
tarias sobre R. Un homomorfismo de &dlgebras analiticas es un hompo

morfismo de dlgebras unitarias sobre R. Se tiene asi la categoria

A(R) de dlgebras y homomorfismos analiticos.

Un algebra analitica es un anillo local noetheriano, y su

cuerpo residual es R. Un homomorfismo analitico es local (trans-



forma no unidades en no unidades). En fin, del lema de normalizacidén

se sigue la

Férmula de la dimensidn.- S7 A es un dlgebra analitica in-

tegra e 1 un ideal de A, se verifica: dim A = dim A/I +

+ ht I.

(c) Todo lo dicho en (a) y (b) es vdlido reemplazando R por

el cuerpo € de los niimeros complejos, y se obtiene la categoria

A(C) de dlgebras y homomorfismos analiticos sobre €. Convenimos que

en lo sucesivo, siempre que consideremos €, se citard explicitamen
te y en otro caso se supondrd que el cuerpo base es R, se haga o

-
no mencidn expresa de ello.

(0.2) Conjuntos y gérmenes analiticos [42; chap. III, V].- (a) Sea

Q un abierto de R®. Una funcifn analitica en Q es una aplica-

cidn f : Q — R que admite un desarrollo en serie convergente en

cada punto de §. Un subconjunto analitico de § es un conjunto

XC Q tal que cada punto de § tiene un entorno abierto U de mo-
‘do que X [l U es el conjunto de ceros de una cantidad finita de fun

ciones analiticas en U. .

Sea X un subconjunto analitico de Q. Un punto x € X se

llama regular de dimensidén d si tiene un entorno U tal que

n

XM U es una:subvariedad analitica de dimensidén d de R (esto

es, XU = {f1=...=fr = 0}, donde fl""’fr son funciones anall
of .
ticas en U’ con rango Cg;l) = n-d). Se demuestra que todo punto

X 6 X es limite de puntos regulares, y se llama dimensidn de (X en)



x, dim X, el mdximo d > 0 tal que X es limite de puntos regu-
lares de dimensidén d. En fin: dim X = max {dimx X : x 6 X}. Desta
quemos que este concepto de dimensidn coincide con el topoldgico (véa

se, por ejemplo, [24; chap. 1]). Diremos que X tiene dimensidn pura

si todos sus puntos tienen la misma dimensidn. Utilizaremos las si-

guientes notaciones:
reg X, para el conjunto de los puntos regulares,

sing X, para el conjunto de los puntos singulares (esto es,

no regulares),

Tegy X, para el conjunto de los puntos regulares de dimen-
sidén d,

Xd, para el conjunto de los puntos de dimensidén d, = reng,

reg, X, para el conjunto de los puntos regulares de dimen-

- - - -
sidn maxima,

X*, para el conjunto de los puntos de dimensidn maxima,

= reg, X.

(b) Sea X, un punto de Rn, por comodidad, el origen:
X, = 0 6 R™. Idenfificamos dos subconjuntos X e Y  de R" si
XN U=YN U para algiin entorno U de 0. Una clase de equivalen
cia para esta relacidn se llama germen de conjunto (en X, = 0), vy
se nota Xo’ donde X es un representante. Se definen de manera na
tural la unidén, la interseccidn, la diferencia y el contenido para

gérmenes; también las operaciones topoldgicas, y se verifican las

propiedades habituales.

Un germen analitico es el germen de un subconjunto analitico




de un entorno abierto de 0. Un germen analitico se llama irreduci-
ble si no es unidn de gérmenes analiticos distintos de €l mismo. To-
do germen analitico tiene una descomposicidn, inica salvo permutacio

nes, en componentes irreducibles, esto es, se puede escribir como

unidén finita irredundante de gérmenes irreducibles.

Si Xo es un germen analitico, ponemos dim X° = dimox.

Con esta definicidén, se tiemne:
(1) dim XolJ Yo = mdx {dim X, dim Yo}

(2) si Xo es irreducible, Yoc: Xo y dim Yo = dim Xo,

entonces Y = X
o o

Diremos que un germen analitico Xo tiene dimensidén pura

si la tiene X. Si X, es un germen analitico, se definen los gér

menes (no necesariamente analiticos, pero véase (0.11)) reg Xo,

sing Xo’ reg, X Xg, reg, X , X:.

o’ 0
La versidn geométrica (esto tiene un sentido funtorial que

se describirid en (0.4)) del lema de normalizacidn enunciado en

(0.1.a) es el

Teorema de parametrizacidn local.- Sea XoC: Rz un germen

irreductble de dimensidn d. Después de un cambio lineal de

coordenadas, y notando T : R" =+ R a la proyeccidn sobre

las d primeras, existen: un entorno abierto U, tan peque

fio como queramos, de 0 € R™; un subconjunto analftico X

de U, de dimensién d, cuyo germemn en 0 es X3 ¥ una fun

i6n @nalitica 6 en W = m(U) (el 'discriminante')



de modo que:

(3) ¢ # X ~ {6 = 0)Creg, XC X ~ {8 = 0} = X%,

(4) X~{8 = 0} tiene una cantidad finita de componentes

conexas, adherentes a 0.

(5) 82 C es una componente conexa de X ~ {6 = 0}, m|cC
es un homeomorfismo de C sobre una componente conexa

de w~ {8 = 0}.

(6) m|]X : X » W es propita y tiene fibras finitas.

(c) En el caso complejo, las funciones analiticas se denomi-

nan holomorfas, y para conjuntos y gérmenes analiticos complejos sir

ve todo lo dicho en (a) y (b), con la siguiente versidn del dGltimo

teorema de (b):

Teorema de parametrizacidn local de conjuntos analiticos

complejos.- Sea X C mg un germen irreducible de dimensidn
d. Después de un cambio lineal de coordenadas, y notando

m™: ¢t > ¢? a 1a proyeccidén sobre las d primeras, existen:
un entorno abierto U, tan pequefio como queramos, de

0 6 ¢®; un subconjunto analitico X de U, de dimensién
pura d, cuyo germen en 0 es X , Yy una funeidén holomor-

fa 6 en W = w(U) (el 'diseriminante') de modo que:
(1) X~ {§ = 0} C reg X, X~{86 = 0} es conexo y denso en X.

(2) m|Xx~ {6 =0} : X~{8 = 0} » W~ {6 = 0} es suprayectiva

y homeomorfismo local.



(3) m|X : X » W es propia, suprayectiva y tiene fibras fi-

nitas.

(0.3) Aplicaciones y morfismos analiticos [42; chap. III, V].- (a)

Sea X un subconjunto analitico de un abierto § de R". Una fun-

cidén analitica emn X es una aplicacidén f : X + R tal que cada pun

to x 6 X tiene un entorno abierto U en § de modo que le nu

es la restriccidn de una funcidn analitica emn U. Es fundamental el

Principio de identidad.- S7 reg X es conexo y una funcidn

analitica en X se anula sobre un abierto no vacio de X,

entonces se anula sobre X.

. ' . n s .
Si Xo es un germen analitico de RO, se tiene mediante

representantes la nocidn de (germen de) funcidn analitica en .

y el cofrespondiente

Principio de identidad para gérmenes.- Sea XOCZ Rg un ger

men irreducible. Si una funcidn analitica sobre X se anu

. , *
la sobre un abierto no vacio de Xo, entonces se anula so-

bre Xo.

Demostracidn.- Consideremos el germen X, N {f = 0} siendo

f 1la funcidn en cuestidn. Por hipdtesis, existe un abierto no va-
cio W C X: N {f = 0}, 1luego (tomando representantes) hay puntos

X 6 X*, tan cerca de 0 como queramos, con

X, = W, C xxn {f = 0},



y se deduce:
dim X = dim X_ < dim xxﬂ {f = 0} < dim xoﬂ {f = 0},

luego necesariamente dim X N {f = 0} = dim X,- Como X  es irre
ducible, sdlo puede ser X, N {f = 0} = X,» Y f se anula sobre

X .
o

(b) Llamaremos conjunto analitico a un subconjunto analiti-

- - n 3 - -> 3
co de algln abierto de R . Si X e Y son conjuntos analiticos,

una aplicacidn analitica T : Y * X es una aplicacidn cuyas coorde

nadas son funciones analiticas en Y. Se tiene la nocidn correspon
diente de morfismo de gérmenes analiticos, y en consecuencia, la ca-

tegoria G(R) de gérmenes y morfismos analiticos.

(c) Lo dicho en (a) y (b) se aplica al caso complejo, y se

obtiene la categoria @G(C) de gérmenes y morfismos analiticos com-

plejos.

En los padrrafos anteriores hemos descrito las categorias en
las que, casi totalmente, se desarrollar@ esta memoria. La relacidn
entre ellas se establece mediante varios funtores cuyas definiciones

detallamos a continuacidn.

(0.4) E1 funtor G+A .- (a) [48; 84]. E1 anillo on se identifi

. . n .
ca coniel de gérmenes de funcidén analitica en 0 6 R (haciendo co

rresponder a un germen de funcidn su desarrollo en serie en 0). Si
XoC: Rg es un germen de conjunto, notamos J(Xo) al jdeal de 0n

de los gérmenes nulos sobre Xo’ y si I es un ideal de On’ V(1)



serd el germen de los ceros de I. Se verifican las propiedades co
nocidas, y se observa que un germen X _  es analitico si y sdlo si
X, = VJ(XO), si y sdlo si X, = V(1) para alglin ideal I de On.

si X < Rg es un germen analitico el anillo O[Xo] = On/J(Xo) se -

identifica al de funciones analiticas de Xo.

Definimos ahora G(R) - A(R) poniendo: XJ—+O[X°] si X

es un germen analitico, y haciendo corresponder a un morfismo anali

tico T Yo - Xo el homomorfismo analitico

T* O[Xo] > O[Yo] : f — f o T

Se obtiene asi un funtor contravariante, que define una equivalen-
cia funtorial entre G(R) y la subcategoria completa de A(R) des

crita por el

Teorema de los ceros de Risler.- Un dlgebra analitica A

es isomorfa al dlgebra de funcionee de un germen analitico
st y s8blo si es real, esto es, las ecuaciones de la forma
2 2

T1 +...+ Tf = 0 gblo tienen seluctidn trivial en A.

El concepto de realidad es esencial en geometria cuando el
cuerpo base es R. Introducimos ahora algunas definiciones al res-
pecto. Un ideal JC 0n se llama real si el dlgebra On/J es real;

facilmente se comprueba que los asociados primos de un ideal real

son todos reales. E1 raddcal real de un ideal IC On, que se nota
R/T, es el minimo ideal real que contiene a I, y es igual al
ideal de 1los f 6 0n tales que f2m + gi +.o..+ gi €6 I para cierto

m >0 y ciertos Byse--s8, € On' El radical real de una intersec-



cidn es
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la interseccidén de los radicales reales. Con esta terminolo

\
N

gia,- se puede enunciar de modo equivalente el

cuencia

mente los dos operadores J v

Teorema de los ceros de Risler.- S2 I es un ideal de

R{x ,...,x_}, JV(D) = ®/I.-

Para probar su teorema, Risler utiliza la siguiente conse-

del teorema de parametrizacidn local:

Criterio geomé&trico de realidad.- Un Zdeal primo -pCIOn es

real si y sblo si la dimensidén de Krull de 0 /p coincide

con la dimensién de V(p).

(b) [42; chap. III]. En el caso complejo se definen andloga

¢’ ¢’ Y el funtor G(C) =+ A(C). Aqui,

la caracterizacidn de la imagen de este Ultimo es el

Teorema de los ceros de. Ruckert.- Un dlgebra analitica A
sobre € es isomorfa al dlgebra de funciones de un germen
analitico st y sblo si es reducida (esto es, no tiene nil-
potentes). Equivalentemente, JCVC(I) = VI para cada ideall

de C{xl,...,xn}.

(c) Sea X, un germen analftico de R™ & ¢€". Entonces:

(1) dim Xo = dim O[XOJ.
(2) X, es regular siy sblo si O[Xo] es regular.

(3) Xo es irreducible si y sdlo si O[Xo] es Integra, en
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cuyo caso su cuerpo de fracciones se nota O(Xo), y se identifica

con el cuerpo de funciones meromorfas de Xo'

(4) Los ideales de las componentes irreducibles de Xo son

los asociados primos, todos minimales, del ideal de Xo.

(0.5) Coherencia [42; chap. IV].- Del teorema de parametrizacidn

local de conjuntos analiticos complejos se deducen las dos conse-

cuencias importantes siguientes:

2° teorema de coherencia de Oka.- S7 £1aeeenfl son funeio
nes holomorfas en un entorno abierto de 0 & C°,
X = {f1 = 0,...,fr = 0}, e J(Xo) estd generado por

fl”"’fr’ entonces para x 6 X suficientemente préximo a

0, también J(Xx) estd generado por fl,...,fr.

Analiticidad del lugar singular.- El conjunto de puntos sin

gulares de un conjunto analitico es analitico. Con mds pre-
eitgibn, sean fl""’fr funciones holomorfas en un entorno
abierto de 0 6 €%, tales que X = {f=...=f =0}, e J(x,) es
td generado por fl""’fr' St X, es irreducible de di-

mensién d, sing X, es el germen del conjunto

of.
{x 6 X : rango (3;5 (x)) < n-d}l.
k|

Por supuesto, estos dos resultados son falsos en el caso

real (paraguas de Whitney).

(0.6) E1 funtor de complexificacidn. [42; chap. V].- En todo este
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- . n n .
parrafo, consideramos R C C como subespacio cerrado. Se prueba

fdcilmente que una funcidén analitica f : @ -+ R, QC R®, admite

-~

una extepsiﬁn holomorfa £ : D + €, esto es, una funcidn holomor-
fa en un abierto DC cn, invariante para la conjugacidn usual,
tal que D ()] RY = Q y ElQ = f. Mediante este resultado se cons-
truye un funtor G(R) > G(C) denominado de complexificacidn, de

forma que resulta el cuadrado conmutativo siguiente:

G(R) ——— @G(C)

l l

-8pC
A(R) —— A(C)

. n P
Recordemos sus propiedades. Sea XoC: Ro un germen analiti

~

co, y Xo su complexificado.

(1) Jc(io) = J(Xo).c{xl,...,x }. En particular, si

~

n
fl,...,fr generan J(Xo), es Xo = {f

] = o,...,%r = 0}.

> n ~ . ~
(2) X, n R =X, Jc(xo) = JC(XO) (esto significa que X

es el minimo germen analitico complejo que contiene a Xo).

(3) si X

~1
entonces Xo,...,

1 b o - . .
o”"’xo son las componentes irreducibles de X _,
X

son las de io' En particuiar, X, es irredu

oH

cible si y s6lo si lo es Xo; en otros términos, un ideal real I
de R{xl,...,xn} es primo si y s8lo si genera un ideal primo en

C{xl,...,xn}.
(4) X, es regular si y sdlo si lo es io'

(5) dim Xo = dim Xo.

Es conveniente observar que si X es un representante de
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Xo e Y uno de io’ puede haber puntos x € X tan prdximos a 0 co

mo queramos, tales que ix # Yx (de hecho lo contrario seria equivalente a

la coherencia de X). Sefialemos también:
(6) qu: sing io (por (2), y ser sing §°§; io analitico)

(7) si Xo es irreducible, sing XOZD Xo\-reg* Xo'

Veamos (7). Elegimos funciones analiticas fl,...,fr en un en-

. n .
torno abierto 2 de 0 en R , vy extensiones holomorfas suyas

El""’fr’ "de modo que fl""’fr generen' J(Xo) y fl,...,fr

generen JC(XO). Ponemos X = {f1 = 0,...,fr = 0},

Y = {El = 0,...,§r = 0}, y reduciendo §I podemos suponer:

~

dim ¥Y_ = dim Y =d, x 6 Y (pues Y =X es irreducible)
X o o 0

El""’%r generan JC(Yx) para cada x 6 Y (por ser Y co=-
herente)
a%i
sing Y={x 6 Y : rango (ax (x)) < n-d}

Para cada x €6 ¢ notamos IxC: J(XX) al ideal generado por

SIS en 0x = O[R:]. En esta situacidn, si x 6 X [] reg Y

r

resulta:

ht,Ix = ht(Ix ® Rt) = ht JC(Yx) = n - dim Y_ = n-d

x
of Y

rango (?x_:f. (x)) = rango (-a—x—%- (x)) = n-d (pues x @ sing Y),
J

lo que significa que el anillo ox/Ix es regular de dimensidn d
(teorema de la funcifn inversa) y en consecuencia real. Por el teo
rema de los ceros de Risler, J(Xx) = JV(IX) = RVIX = I

x> 7

O[Xx] = 0,/I,. En suma, x es un punto regular de dimensidn d.
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Esto muestra que X ~ reg, X(C sing Y.

(0.7) Morfismos analiticos finitos.- Un morfismo analitico

™ Yo > Xo se denomina finito si cumple una de (y por tanto todas)

las condiciones equivalentes siguientes:

(1) E1 anillo local O[YO] estd finitamente generado como md

dulo sobre O[Xo].

(2) Existe un representante T : § > i del complexificado del
morfismo dado que es una aplicacidn analitica, propia y con fibras
finitas (y podemos elegir Y arbitrariamente pequefio) [42; p. 66,

proposition 1].

Por ejemplo, el morfismo T : Xo g Rg, del teorema de parame-

trizacidén local, (0.2.b), es finito.

Imagen de un germen de conjunto por un morfismo finito.- Sea

T Yo > Xo un morfismo finito, y Zo un germen de conjunto conte-

nido en Yo’ Elegimos un representante T : Y - X que sea una
aplicacidn propia, y tal que v-l(O) ={0} (esto es posible por (2),
ya que Y = Y n R® es cerrado en ¥). Entonces si 2C Y represen

ta a Zo’ ponemos ﬂ(zo) =ﬂ(Z)°.

Comprobar que esta definicidén es correcta se reduce a ver que
si 2'C Y, Zs.= Zo’ entonces 'n(Z')o = ﬂ(Z)o. Pero si, por ejem-

plo, m(z') & m(Z)_ , existe una sucesidn {xp} 51C 1(Z')~ w(2)

P

que converge a 0. Sea X, = ﬂ(yp), Yo 6 2'-2, p 3> 1l. Por ser 1

propia, {y_} tiene una subsucesidn convergente a un punto de

p p>l

-1 . .
m "(0), que sdlo puede ser 0. En consecuencia, Z;\ Zo ¥ ¢, 1lo que
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es absurdo.

En fin, sefialemos que si T : Y0 + Xo es un morfismo finito,
la condicidén dim X, = dim Y equivale a que T* : O[Xo]* O[Yo]

sea inyectivo (pues por ser 7 finito, la extensidn

0[x,1 / ker m* — O[Yo] es entera).

(0.8) Normalidad.- Un germen analitico Xo’ real o complejo, se de-

nomina normal si su anillo de funciones O[Xo] es normal (esto es,
integro e integramente cerrado). Un germen normal es, pues, irreduci-
ble. Ademis:

n

(1) Un germen XOC: Ro es normal si y s6lo si io es normal

[51; 8§8].

(2) si X, es normal, Xo\ reg, Xo = Rg M sing io'

Veamos (2). Como siempre se tiene X&\ reg, XOC: Rz [l sing io’
(0.6.7), hay que comprobar que reg, XOC: reg io' Para ello tomamos

Y de io' Por (1), Y =X es normal,

representantes X de X o o

o’
y por ser la normalidad una condicidn abierta en el caso complejo
f42; p. 121, theorem 5], podemos suponer que Yx es normal, y por
tanto irreducible, de dimensidn d = dim Yo = dim Xo para cada

x €6 Y. Entonces, si x €6 reg, X, X es regular de dimensidn d,

X

y también lo es ixC: Yx' Como Yx es irreducible y los dos gérme-

nes tienen dimensidn d, sdlo puede ser X, = Y., con lo que

X €6 reg Y.

La observacidn (2) tiene que ver con la analiticidad del 1lu-

gar singular. Trivialmente, se deduce de (2) que si Xo es normal
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de dimensidn pura, entonces sing Xo es analitico. Sin embargo esto
es también corolario de un teorema de Tognoli, 51; corollario 1, 88 ,

seglin el cual un germen normal de dimensidn pura es coherente. En

relacidn con este problema, considérese el siguiente ejemplo de Car

tan, [53; §11]:

X, ¢ yz(x2 - zy2) + x4 = 0

Se tiene:
sing X = {x=0, z=0} | {x=0, y=0, z > 0},

que no es analitico, aunque X° es un germen de dimensidn pura (fi

gura 1).

yz (xz—zy2)+x4 =0
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En el caso complejo, la normalidad estd fuertemente relaciona
da con la regularidad en codimensidn 1. En el caso real nos interesa

la'siguiente

Proposicidn.- Sea X un germen irreducible de dimensidén d.

Se verifica:

(3) St p es un ideal primo real de O[Xo], el anillo lo-

cal O[Xo]p es regular si y sblo si V(p) ¢ sing io'

(4) dim Rg N sing io < d-r &% y sblo si para cada ideal pri
mo real pC 0[Xx_ 1 de altura «r, el anillo local
'O[Xolp es regular.

Demostracidn.- (3) Pongamos A = O[XO], B = A.éR cC = O[iol.

Si p es un ideal primo real de A, p = JV(p) (teorema de los ce

ros) y V(p) = Vc(ﬁ), donde p = p.B es un ideal primo de B. Asi,
la condicidn V(p) sing ﬁo equivale a V¢(5)Ct sing io’ que, por

el resultado en el caso complejo [1l; §9] equivale a que B sea

p
regular. Ahora bien, la extensidn Ap - Bﬁ es plana (Bﬁ es un ani
llo de fracciones de Ap ® R €), y el ideal maximal de A genera
el de BB. Se deduce de [27; chap. 0, 17.3.3] que 35 ‘es regular
si y s6lo si lo es Ap'

(4) es consecuencia inmediata de (3), considerando un asocia

do primo p de altura minima de J(Rz (1 sing io), que sera real.

Mas adelaﬁte veremos que en (4) es posible sustituir <«r por
=r, pero para ello necesitamos el resultado previo, (10.2), de que

la dimensidn de un dlgebra analitica real se puede medir con cadenas
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1, 1la observacidn es por supues

to trivial, e introducimos una

Definicidn.- Un germen irreducible X, se llama real R, 8%

para cada ideal primo real de altura 1, p, de O[Xo], el

anillo loecal O[XO]p ee regular.

Esto es la contrapartida de la condicidén clidsica Rl’ y es

estrictamente mids fuerte que la regularidad en codimensidn 1, como

muestra el siguiente ejemplo. Considé

rese

z(x+y)(x2+y2) = x4 (figura 2). En-
tonces
sing X, = {0}, sing io = Uc(x,y), y
en consecuencia X = es regular en

codimensidn 1, pero no es real Rl’

pues

XOC]Rz dado por la ecuacidn

X, es de dimensidn pura 2,

. 3 . Y =
dimR_{] sing X =1 Figura 2

Concluimos este padrrafo sobre normalidad con la siguiente

Proposicidn (Risler).- S7 X es un germen irreducible de di

o
mensién d, existen un germen normal de dimensién d, xz,
y un morfismo analitico birracional finito, m : xz + X, -

El par (Xz,ﬂ) se denomina normalizacidén de X, Y es unico

salvo isomorfismo.
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\Y) . o
su clerre 1ntegro en su

Demostracidén.- Sea A = O[XO], A
cuerpo de fracciones; Av es real, y un médulo finito sobre A. Se
deduce que es un dlgebra analitica real, y por el teorema de los ce-

Vv [V] . P Vv .
ros A = ( X° para cierto germen analitico Xo. El morfismo ana-
litico correspondiente a la inclusidén A — AV da la normalizacidn

buscada.

(E1 término birracional aplicado a un morfismo analitico

T™ Yo - Xo significa que Xo e Yo son irreducibles,
T* O[Xo] - O[YO] inyectivo, y el monomorfismo de cuerpos inducido

por T¥%, O(Xo) —_— O(Yo), es un isomorfismo). .

(0.9) Gérmenes de curva irreducible.- Un germen de curva irreducible

c, s un germen analitico irreducible de dimensidén 1. En consecuen-

. . . v PR
cia, su normalizacidn ¢, es un germen regular (pues O[co] es un
anillo normal de dimensidén 1) y por tanto isomorfo a Ro' Se tiene
entonces una normalizacién (Ro,n), y el morfismo T : mo > o se

denomina parametrizacidn primitiva de c,s es inica salvo isomorfis

mo. En términos de los anillos de funciones, una parametrizacidn pri

mitiva es un homomorfismo analitico birracional O[CO] + R{t}. En

(o}

general, llamamos parametrizacidn de c¢ a cualquier homomorfismo

no trivial Ole ] » ®{t}.
Sea XOC: Rz un germen analitico. Si e, C Xo es un germen

de curva irreducible, una parametrizacidn de c, determina un homo

morfismo analitico ¢ : 0, = R{t} con p = ker c D J(Xo), y por

tanto uno ¢ : 0[X°] + R{t}, con c, = V(p). Reciprocamente, un ho

momorfismo analfitico ¢ : O[Xo] + R{t} determina un germen de curva
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irreducible contenido en Xo'

Desde el punto de vista topoldgico, un germen Co de curva
irreducible es simplemenfe Ro. Llamaremos semirrama de c, @ cada
una de las dos componentes conexas de co\ {0}, vy si
T Qo -> cOCZ Rg s t — x(t) = (xl(t),...,xn(t)) es una parametri-

zacidn primitiva, entonces
t — x(t), t >0 y t — x(t), t <0
parametrizan cada una de las semirramas.

En efecto, pues una parametrizacidén primitiva es un homeomor-
fismo. Para verlo, obsérvese primero que la complexificacidn
T : Co - Eo<: cz es también primitiva, y asi homeomorfismo, pues el
resultado es conocido en el caso complejo, luego todo se reduce a
que sea ﬁ(Ro) =c,, © equivalentemente, E'l(mg)c: Ro. Esto 4lti-
mo puede comprobarse mediante el siguiente argumento de Milnor,
[38; §2]. Después de un cambio de variable en Ry, T tendréd 1la
forma

t — x(t) = (0,...,0 +tP,x (t),...,x (¥)),

donde xr(t),...,xn(t) € R{t}. Sea ahora t €6 €, suficientemente
préximo a 0, con T(t) € R". Entonces itp 6R, y t =1rs donde
s = |t] R y [ es una raiz 2p-&sima de la unidad. Si ¢ = +1 §
-1, hemos terminado. Pero si asi no fuera, por ser T primitiva,
alguna de las series xj(t) tendria un término:de grado #0 mod p,
y por tanto, también lo tendria xj(;s). Esto significaria, tomando

s = |t| suficientemente pequeiio, que xj(;s) no es un nimero real,

y x(t) = x(gs) ¢ R®. En suma, %'l(mz)c: Ro, como pretendiamos.
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. n . .
Si c°C: Ro es un germen de curva irreducible y
c 0n + R{t} una parametrizacidn de c,» entonces al menos una de

las semirramas de <, queda parametrizada por:
t — x(t) = (xl(t),...,xn(t)), t >0

donde xi(t) = c(xi), 1 < i< n. Dada la parametrizacidn ¢, re-
presentaremos porT c: esa semirrama (lo que no se presta a confusio
nes, pues un germen de curva es siempre de dimensidn pura), que pue-

de denominarse 'semirrama positiva' de la parametrizacidn c.

(0.10) Desingularizacidn de un germen de curva irreducible.- Segin

se ha visto en el parrafo anterior, la normalizacidn es de hecho una
desingularizacidn en el caso de curvas. Sin embargo, nos interesa
describir un proceso para obtener la desingularizacidn mediante trans
formaciones de un ambiente RZ en el que esté sumergida la curva.

Introducimos primero la siguiente

s ez ’ n . .
Definicibén.- Sean c¢ C R, un germen de curva irreducible y

HC R™  un hiperplano que pasa por el origen. Se dice que H
es transversal a c, 81 existe una parametrizacibén primitiva

c On + R{t} de <, tal que

w(c(H)) = min {w(c(f)) : £(0) = 0}.

Se comprueba ficilmente que los hiperplanos HC R™ transveg'

sales a c, forman un abierto denso del espacio proyectivo

n-1 - Pn—l

P (R).

Sea ahora COC: Rz. un germen de curva irreducible y suponga-
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mos que X, = 0 es transversal a Co- Consideramos la direccidn

de la tangente a c,» que serd de la forma (l,az,...,an) por la

condicidén de transversalidad, y llamamos explosidn local del origen

n

de R (en esa direccidn), a la aplicacidn

. o n 2 1 LS B K T rv '
mT: R =+ R : (xl,. ..,xn) > (xl,xzx1 + ap%) s ..oy X Xy + anxn)

n . . .
Claramente, T7|R "{xi = 0} es un isomorfismo analitico sobre

an\{x1 = 0}. En lo que a c, se refiere, ﬂ-l(co) es un germen

analitico con dos componentes irreducibles, una de las cuales es evi

dentemente {xi = 0}, y la otra es un germen de curva irreducible

que se llama transformada cuadritica estricta de C,s Y se notard

] - . . . .
Coe El morfismo analitico c; - c, inducido por T se denomina

transformacidn cuadrdtica estricta. Por Gltimo:

Teorema de desingularizacidn.- La normalizacidén cz +> ¢ se

o

faetoriza a través de una sucesidén finita de transformaciones

cuadrdticas estrictas.

Todo lo anterior es bien conocido en el caso complejo [10;

chap. I], vy en el caso real se deduce por complexificacidén [48; §6].

(0.11) Gérmenes semianaliticos [37].- (a) Sea § un abierto de r™.

Un subconjunto semianalitico de  es un conjunto ZC  tal que

para cada punto x 6 Q existen funciones analiticas gij’ fi en un

entorno abierto U de x de modo que:

p .
ZNU = iL=Jl {gil > o,...,giq > 0, fi = 0}.
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Por ejemplo, un subconjunto analitico de Q es un subconjun
to semianalitico cerrado de Q. .De la definicidn resulta que 1la
unidn, la interseccidén y la diferencia de dos subconjuntos semiana-
liticos de § son a su vez semianaliticos de . Ademis, Lojasie-

wicz demuestra:

Proposicidn.- La adherencia, el interior y la frontera de un

subconjunto semianalitico de § son semianaliticos de Q

[37; p. 76, proposition 1].

Sea Z un subconjunto semianalitico de f. Un punto x 6 Z
se llama regular de dimensidn d si tiene un entorno U tal que
Z U es una subvariedad analitica de dimensién d de R". Se tie

ne:

Proposicidn.- El conjunto de los puntos regulares de dimen-

sién d de Z - es unm subconjunto semianalitico de Q [37;

p. 77, théoreme 4].

Se demuestra que todo punto X € Z es limite de puntos regu
lares de Z, y se llama dimensidn de (Z en) x, dimx Z, al maxi
mo d 2> 0 tal que x es limite de puntos regulares de dimensidn d.
En fin: dim Z = max {dimx Z : x6 Z}. (Este concepto de dimensidn
coincide con el topoldgico). Con las mismas notaciones que para con
juntos. analiticos, resulta del teorema Gltimo citado, que reg Z,
sing Z, regy Z, Zd, reg, Z y Z* son semianaliticos de .

~ P . m . .
Seflalemos por @ltimo que si f : & + R es una aplicacidn

analitica, y £f(Z) es semianalitico (en algiin abierto de R que
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lo contenga), entonces:

(1) dim £(Z) € dim Z (es una consecuencia del teorema de

Sard)

(2) si fIZ tiene fibras finitas, dim f(Z) = dim Z (es una

consecuencia del teorema clasico del rango).

. P n .
(b) Un germen semianalitico de mo es un germen que admite

por representante un subconjunto semianalitico de un entorno abierto
3 n . . .
de 0. 8i X C R es un germen analitico, un germen semianalitico

de Xo es simplemente uno de Rz contenido en Xo.

Obsérvese que si Z0 es un germen semianalitico de uno anali

. n . . n
tico XOC: Ro’ .su adherencia en Xo es su adherencia en Ro’ y
por tanto es semianalitico, y su interior en Xo es X°- Xé\Zo,

luego también semianalitico.

Sea Z_ = un germen semianalitico de uno analitico X_. Enton

ces:

P
(1) si Z° es cerrado en Xo’ zo = Jﬂl{fil 2 0”""fiq > 0}

4 ‘ P
(2) si z es abierto en XO, Zo = U {fil > 0,...,fiq > 01N

° i=1
n x,
(3) si Zo es regularmente cerrado (*) en Xo’
P .
Z, = igl {fil > o,...,fiq > 0} N X,

(*) Un subconjunto Z de un espacio topoldgico X se llama regularmente cerrado

cuando coincide con la adherencia de su interior.
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(La fdrmula (2) resulta aplicando (1) a X&\ Zo; la (3),

aplicando (1) al interior de Zo en X . Por @ltimo, si Z° es

cerrado en Xo, lo es en Rg, y (1) se debe a XZojasiewicz, [37;

p. 98, théoreme 3]).

. . . . n .
La dimensidn de un germen semianalitico ZOC: Ro, dim Zo,

es la dimensidn en 0 de un representante. Se verifica:

. \ = - . . 1
(4) dim ZOLJ Z max {dim Z,, dim Zo}

(5) dim Zo = dim Zo

. . n . . .
En fin, si ZoC: Ro es un germen semianalitico, el minimo

germen analitico que contiene a Zo es X° = VJ(ZO), y
(6) dim Zo = dim Xo.

> 0,..0.,8._ > 0,

P4 i
En efecto, sea Z_ = U Zo, z- = { iq

g.
o iZ1 o) il
P
X

fi = 0}. Se tiene: X, = ng

i i_ i .
o X VJ(ZO), luego basta consi
derar el caso en que 2z = sea de la forma {gl > 0,...,gq > 0, £=01}.
Sea entonces Yo una componente irreducible de Xo de dimensidn

1

maxima d = dim xo, e Yo la unidn de las restantes. Si

Zo N reg, Yo = @, Zoﬂ YoC: Yoﬂ sing YOQ Yo, (0.6.7) y se deduce

. 3 1
Z,C (Yor] sing Yo) Uy, X,

contra la definicién de X . Asi pues, z, N reg, Y + @, pero

Y < {f = 0}, 1luego
¢ + Z, N reg, Y, =‘{g1 > 0,...,gq > 0} N reg, Yo,

de donde: dim 'Zo > cl:i;m'({g1 > 0,...,gq > 0} N reg, Yo) = d, pues este 0lti

mo germen es abierto y no vacio en reg, Yo’ En suma, dim Zo = d.
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(0.12) Gérmenes subanaliticos.- La deficiencia fundamental de 1los

conjuntos semianaliticos es que no forman una clase cerrada para la

imagen

por aplicaciones analiticas propias (de hecho, la imagen por

~una aplicacidn analitica propia.de una variedad analitica compacta

puede no ser semianalitica, [29; example 2]. Esta deficiencia da

origen

a la teoria de conjuntos subanaliticos, desarrollada indepen

dientemente, primero por Hironaka, [29], y luego por Hardt,

[28].

Nosotros no vamos a utilizar conjuntos o gérmenes subanaliticos en

esta memoria, pero si necesitaremos dos condiciones suficientes para

que un

basta p

conjunto subanalitico sea semianalitico.

m

Proposicidén.- Sean §Q un abierto de R y mo: Q> r® una

aplicacién analitica. Si Z es un subconjunto semianalitico

de Q de dimensidén <1, entonces Tm(Z) es semianalitico

[37; p. 127, théoreme 1].

Proposicidn.- Sea 7 1Y > X un morfismo analitico

Sz Z, es un germen semianalitico de Y., m(Z,) es

men semianalitico de Xo.

Demostracidn.- Como cualquier aplicacién conserva las

robarlo cuando 2 _ = {gl >0,...,8_ >0, f = 0}. Sea

Ffinito.

un ger

uniones,

enton-

ces Y1 = (Y xR)NI{f =0, g -t2 = 0y00048 -t2 = 0}. Claramente,
o o o 1 T

se obtiene un morfismo finito "1 : Yi -+ Xo, componiendo la restric

cidén de la proyeccidn candnica Y, xR, > Y con w. En esta situa

cidn:

nh(r.~ {t = 0} = m(z)
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En fin, ﬂl(Yi‘~{t = 0}) es semianalitico en virtud de un teorema

de Galbiati [25;

théoreme (1.1)].

e e



CAPITULO I: EL PROBLEMA DECIMOSEPTIMO

En este capitulo se prueban un teorema de especializaciédn,
un criterio del cambio de signo y un Eriterio de no negatividad. Se
introduce el concepto de lugar de denominadores y se acota su codi-
mensidn. Se consideran los niimeros de Pitdgoras de un germen irredu
cible. Para gérmenes de curva se coméleta la solucidn del problema
cualitativo y se trata el de caracterizar las curvas pitagdricas. De
los gérmenes de superficie, se considerén primero las singularidades
racionales, se estudia luego el tipo topoldgico en relacidn con el
criterio del cambio de signo, y, finalmente, se obtiene un resultado

cuantitativo.

§1. E1 teorema de especializacidn para gérmenes analiticos

La solucidn del problema decimoséptimo dada por E. Artin,

2 , se basa en la teoria de Artin-Schreier de cuerpos formalmente
reales y en un "teorema de especializa;ian" para funciones raciona
les. Para estudiar el caso de gérmenes de funciones analiticas sobre
un germen irreducible aplicamos tambi&n la citada teoria de Artin-
Schreier, y nuestra referencia es [30; chap. VI], pero el teorema
de especializacidn debe probarse en este nuevo conteito: éste es el

objeto primero de este epigrafe.

(1.1) Algebras analiticas ordenadas.- Un orden en un dlgebra anali-

tica integra es un orden total en su cuerpo de fracciones. Un dlge-

bra analitica ordenada es una integra dotada de un orden.

- 28 -
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Por ejemplo, el algebra analitica R{t} ' puede ser dotada de
dos drdenes distintos, caracterizados por el signo de t. En lo su-

cesivo, nosotros supondremos siempre que se trata del determinado

: n
s . o]
por t > 0, cuyos elementos positivos son las series a_ t +...,

o

En general, un dlgebra analitica integra admite un orden si
8

y s6lo si es real [30; p. 274, corollary 2].

(1.2) Proposicidn (teorema de especializacidn).- Sean Xo un germen

irreducible, y SRS 3 elementos de O[XO]. Son equiva-

lentes:

(o) Existe un orden en O[XO] en el que fl,...,fr son po-
sittivos
*
(B) {f1 > 0,000, f > 0} N X3 # @
(y) (£, > 0,...,£_ > 0} N reg, X_# &

(8) Existe una semirrama de curva irreducible contenida en

g, > 0,...,f > o} N xz.
(e) Existe una semirrama de curva irreducible contenida en
{fl > O,...,fr > 0} N reg, X .

o

Dividiremos la demostracidn en dos partes.

(1.3) (e) => (8§) => (B) =» (y) =» (a).- Las dos primeras impli-

caciones son triviales. La tercera es consecuencia de ser reg, X

denso en Xo. En fin, para la cuarta utilizaremos el

Criterio de Serre [49].- Seanm K un cuerpo conmutativo y S
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un subcuerpo multiplicativamente cerrado de K. Es condi-
eién necesaria y suficiente para que exista un orden en K

en el que los elementos de S sean positivos, que las ecua

. i 2 2
citones de la forma: s Ty +--.% spr,

tengan en K la solueién trivial.

sl,...,sP €6 8, sblo

En nuestro caso, consideramos el sistema S generado por

fi5...,f£_, y hay que probar que si Bys--s8p 6 O[XO],
SERERTLM €S y 0= slgi +...+ spgi, entonces g;,...,g, se any

lan sobre todo Xo’ Pero claramente: {f1 > O,...,fr > 0} N Xi(:

c {sl > 0,...,sp > 0}, de donde:
{f1>0,...,fr>0}ﬂxzc{gi-o}, i=1,...,p,
luego si se cumple (Y), por el principio de identidad g; = 0 sobre

X,

La implicacidén que falta, (a) == (e), se deducird de la si

guiente versidén paramétrica:

(1.4) Proposicidn.- Sean A un dlgebra analitica ordenada y

fl”"’fr elementos positivos de A. Existe un homomorfis-
mo analitico ¢ : A + R{t} tal que c(fl)""’c(fr) son po-

sitivos en R{t}.

Demostracidn.- E1 argumento que se utiliza en el caso formal

puede imitarse aqui. Vamos sin embargo a dar una prueba diferente,

basada en el
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Teorema de aproximacidén de M. Artin [3].- Pongamos

X = (xl,...,xn), y = (yl"“’yp)’ Yy sean fl(x,y),...

ceesf(x,y) 6 R{x,y} eon £,(0,0) = 0,...,f (x,y) = 0.
Sean yl(x),...,yp(x) 6 R[[x]] sertes formales solucién
del sistema fl(x,y) = 0,...,fr(x,y) = 0. Entonces para ca

da s > 0 existen yi(x),...,y:(x) 6 R{x}, series conger-

gentes solucién del mismo sistema, y tales que yi(x)

+
= yi(x) mod(xl,.f.,xn)S 1, 1 €1i<g p.

De este teorema resulta una demostracidn f&cil de que el com
pletado A de un §1gebra‘analitica A es Integro si y sdlo si 1lo
es A [52; p. 62, corollaire 4.4]. - Tambié&n, de que A es real si
y s6lo si lo es A (Risler lo prueba mediante su teorema de los ce

ros [48; proposition 6.3]). Esto Gltimo puede precisarse como si-

gue:

(1.4.1) Lema.- Sea A un dlgebra analitica ordenada. Existe un or-
den en A (esto es, en su cuerpo de fracciones) que extien

de el dado en A.

Deducimos ahora fiacilmente (l1.4). Por (l.4.1) y ser cierto
el resultado en el caso formal [34; proposition 1], existe un hompo
morfismo de &dlgebras ¢ : N R[[t]], tal que g(fl),...,g(fr)
son positivos en R[[t]] para el orden correspondiente a t > 0
(estd definido como el de R{t}). Por otra parte, la topologia (t)-
ddica coincide con la asociada a este orden, luego existe s > O

+1

tal que si h = E(fi) mod t° , entonces h es positivo (1 <€i <r).

Ahora, utilizando el teorema de aproximacidn, se define un homomor-
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fismo ¢ : A+ R{t} con ¢ = ¢ mod ts+1 [3; theorem (l1.5a)]. Cla

ramente, ¢ es el homomorfismo analitico buscado.

Para terminar, 1la

Demostracidén de (l1.4.1).- En primer 1lugar, A es integra
pbr serlo A, vy se trata de ver que el cuerpo de fracciomes K de
A admite un orden en el que son positivos todos los elementos posi
tivos de A. Estos iltimos forman un sistema multiplicativamente

cerrado S de K, y en virtud del criterio de Serre, bastaria com-

. . - 2 2
probar que si Syscc+s8y € S, la ecuacion slT1 +...+ srTr 0

A
s6lo tiene la solucidn trivial en A.

Podemos poner A = R{x,,...,x_}/I, A = RI[[x;,...,x11/1,
donde R[[x,,...,x_]] es el anillo de series formales e
1 n

I = I.R [kl,...,xé] : sean ademis fl”"’f

m G m{xl’ooa,xn} ge-

neradores de I y h;,...,h_ € R{xl,...,xn} con s; = h; +1I,...

2

ceeyS +...+ SrTr =0

-

;, = h, + I. En esta situacidén, decir que 5T

- 3 ° - A 3 - -
tiene solucidn no trivial en A significa que

Z LY F +...+4Yf =0,

2
T, +...+ hrTr 151 nim

F(x,y) = h1 1

y = (Tl""’Tr’ Yl,...,Ym)

tiene una solucidn y(x) = (T(x),Y(x)) 6 R[[x]]r+m con un

Ti(x) ¢ 1. Por el teorema de aproximacidn, para cada s 3 0 existe

ys(x) = (Ts(x),YS(x)) 6 R{x}r+m que es solucidén de F = 0, y tal

que Ti(x) = T:(x) mod (xl,...,xn)s. Pero 81s+-+58_  son positi-
2

vos en A, y la ecuaciédn sle +...+ 8 T =0 no puede tener solu

cidn no trivial em A, con lo que Ti(x) 6 I. Se deduce:
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Ti(x) 6 SFLO ((xl,...,xn)s + i) = i

(la igualdad por el teorema de Krull), lo que es absurdo.

(1.5) Fin de 1la demostrgcién de (1.2): (a) => (e).- Aplicando el teo
rema de parametrizacidém local, (0.2.b), existe & € O[Xo]“{O} tal
que Xo\ V(S) C reg, Xo' Por (1.4), existe un homomorfismo analiti
co ¢ : O[XO] + R{t} con c(fl) >0,...,c(f) >0, c(62) >0 en
R{t}. Consideramos la semirrama positiva cz de la parametrizacién

¢, Yy entonces las desigualdades c(fl) > 0,...,c(fr) > 0 significan:

*
e, C {f1 > 0,...,f > 0}

De la otra condicidn resulta que V(&) N cz = {0}, y como ch: Xo,
se tiene:

c:C X~ V(S) T regy X, s

lo que completa la prueba.

Las proposiciones (1.2) y (1.4) generalizan dos resultados

importantes, que deducimos a continuacidén como corolarios.

(1.6) Corolario (lema de seleccidn de una curva de Bruhat-Cartan-
Wallace) [38; §3].- Sea 20(: Rg un germen semianalitico no
vaeto. Exigte una semirrama de curva irreducible contenida

en zZ .
o

Demostracidn.- Basta considerar el caso Zo = {f1 > 0,...

...,fr >0, g = 0}. Sea entonces Yo el minimo germen analitico

gque contiene a Zo. Como dim Yo = dim Zo’ existe una componente

irreducible X  de Y, de dimensidén madxima, con:
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@ #z NX:=1{f >0,...,8 >0}N X3

r
Esto es la condicidn (B) de (1.2), luego se deduce (8§), y por tanto

el corolario.

(1.7) Corolario (teorema de los ceros de Risler).- S¢ p es un ideal

primo real de R{xl,...,xn}, se tiene: p = JV(p).

Demostracidn.- Sea f € R{xl,...,xn}\-p. Como p es primo

y real, A = R{xl,...,xn}/p puede dotarse de un orden, en el que
£2 serd positivo. Por (l1.4) existe un homomorfismo c¢ : A -+ R{t}
tal que c(fz) >0, o sea, c(f) # 0. Esto significa que f no
tiene ningilin cero en: t » x(t), t > 0 suficientemente pequefio,
donde

x(t) = (c(x1+p),...,c(xn+p))

Como el germen de: t » x(t), t > 0, estd contenido en V(p), f
no se anula sobre V(p), esto es, f @ JV(p). Queda probada asi

la inclusidn no trivial p 2D JV(p).

Para demostrar su teorema de los ceros, Risler considera pri
mero, [48; §4 (A)], el caso de un ideal primo principal de
R{xl,...,xn}, y establece la versifn analitica del criterio del cam
bio de siéno de Dubois-Efroymsoh, [18]. E1 argumento de Risler pue-

de utilizarse en un contexto mds general como sigue:

(1.8) Proposicidn (criterio del cambio de signo).- Sea X, un ger-

men irreducible tal que reg, X, es conezxo. St

f e R{xl,...,xn} genera un ideal primo #{0} en olx}
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son equivalentes:
(a) £ genera un ideal real en O0[X ]

(8) £ cambia de signo sobre X:

Demostracidn.- (a) = (B). Supdngase que I = f.0[X ] es un
ideal real. Si f no cambia de signo en X:, por ejemplo, es siem-
pre >0, entonces, (1.2), f es positivo en cada orden de O[Xo]’
y por tanto, [30; p. 288, theorem 10], f es una suma de cuadrados
en 0(X)) : 62f = g% +...4+ gi, §,815-++28, 6 O[Xo]‘ tO}. Como I
es real, Byr---s8, €6 1, esto es: g; = hif’ 1 ¢igr, y resul-
ta: v62 = (hi +...+ hi)f (pues d[Xo] es Iintegro y podemos simpli
ficarv f # 0). De nuevo por ser I real, 8§ 6 I, o sea: & = nf.
Se sigue: -

2 2 2
nf = h1 +...4 hr

Como se ve el argumento es siempre iterable, y en particular:

s 6 N £% . O[Xé]. Se deduce (teorema de Krull), que & = 0. En
s20 '

suma, se obtiene una contradiccidén, luego f debe cambiar de signo

*
obr .
sobre Xo

(B) =» (a): Sea p = J(Xo) + f.R{xl,...,xn}, con lo que

p/J(XO) = f.O[Xo], y p es un ideal primo. Claramente, (a) equi-
vale a que p sea real. Pero por el criterio geométrico de realidad,
(0.4), esto equivale a su vez a la igualdad:
dim X°|7 V(f) = dim V(p) = dim R{xl,...,xn}/p =
= dim 0[x_ ] /£.0[x_ ] = a-1,

poniendo d = dim X,- As1 pues, debemos probar que Xolj V(f) tie
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ne dimensidén d-1.

Observamos en primer lugar que, por cambiar f de signo so-
bre X:, el germen reg, XO\ V(f) no es conexo. En efecto, si lo
fuera, f no cambiaria de signo sobre dicho germen, ni, por conti-
nuidad, sobre su adherencia. Pero por el principio de identidad,
reg, X ;= V(f) es denso en Xz, luego f no cambiaria de signo S0

bre Xx*.
o

Finalmente, veamos que dim Xolj V(f) = d-1. La desigualdad
dim Xoﬂ V(f) ¢ d-1 resulta de ser X, dirreducible y no anularse
f sobre todo Xo. Por tanto, se trata de ver que tan cerca como que
ramos del origen hay puntos de dimensién »d-1 de X [) {f = 0}.
Ahora bien, que reg, Xo sea conexo significa que cada entormo U
deVO contiene un representante M de reg, Xo que es una variedad
analitica conexa de dimensidén d, y hemos observado antes que, para
U suficientemente pequeiio, M~{f = 0} no es conexo. En suma, lo

que queremos resulta del

Teorema de Mazurkiewicz.- S7 M es una variedad topoldbgica

(*) conexa de dimensidén d y A un subespacio que la des-

eonecta, entonces dim A > d-1.

(Este teorema aparece en [24; p. 80, 1.8.19] cuando M es
una regidén del espacio euclideo, pero exactamente el argumento alli

utilizado sirve para este caso mids general).

(*) Suponemos implicitamente que M es metrizable y separable.
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En la demostracidn precedente juegan su papel aspectos pura
mente topoldgicos. Mids adelante, §5, los estudiaremos con md@s deta-
lle para gérmenes de superficie analitica, para los cuales es posi-

ble obtener un mejor criterio del cambio de signo, (5.1).

§2. E1 problema decimoséptimo para gérmenes analiticos: aspecto

cualitativo.

A partir de ahora emplearemos continuamente las siguientes

Notaciones.- Sean X, un germen irreducible, O[Xo] su ani

llo de funciones y O(Xo) su cuerpo. Consideramos los subconjuntos

de O[Xo] siguientes:

S[Xo]’ el formado por los f € O[Xg] que son suma de cua-

drados en O[Xo]

S(Xo), el formado por los f 6 O[Xo] que son suma de cua-

drados en O(Xo).

Ademas, si 2 es un germen de conjunto de X

o notaremos

o’
P(Zo), al conjunto de los f 6 O[Xo] que son no negativos

sobre Z .
o

El primer resultado que relaciona funciones no negativas y
sumas de cuadrados es la contrapartida en este contexto analitico 1lo
cal del teorema cldsico de E. Artin, [2]:

(2.1) Proposicién.~ Sea X_, un germen irreducible. Entonces

%*
P(xJ) = S(X)).
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Demostracidn.- Un germen de funcién £ 6 O[XAJ estd en

P(X:) si y sélo si {f > 0} D Xg, esto es: {-f > 0} N X: = @.
Esto equivale, por (1.2), a que f sea positivo en cada orden de
O(Xo), y por la teoria de Artin-Schreier [30; p. 288, theorem 10],

a que f sea una suma de cuadrados en O(X;).

(2.2) Observaciones.- La anferior solucidn de H17, a diferencia de

la clasica, se formula con funciones no negativas en X:, y no en

todo el germen, resultando los contenidos’

S(x,) = P(X:)D P(X ) D S[x,]

(a) P(X:) = P(X)) si X tiene dimensidn pura. E1l recipro

)
co también es cierto, pero su demostracidn requerird un andlisis cui ’

dadoso, (§§6 y 7).

(b) si £ 6 P(X:) es una unidad de O[Xo], entonces
f 6 S[Xo] (es, de hecho, un cuadrado en O[Xo]). En efecto, si
. n *
X, C R, O[Xo] =0, /J(X)) y f =F+J(X)) es >0 sobre X, se
tiene en particular £f(0) » 0. Pero si f es una unidad en O[Xo],
debe ser £(0) > 0. Asi F(0) > 0 y existe /F 6 0_. En sunma,

£ = (/F+ I

(c) P(Ro) = S[Rol. En efecto, si f € R{t} es >0 sobre

R y escribimos f = t"u(t), u(0) # 0, sdlo puede ser n par y

o’

u(0) > 0, <con lo que VT = tn/2 Yu 6 R{t}.

(d) P(Ri) = S[Ri]. Este es un resultado conjunto de Bochnak

y Risler [7; lemme 7.(a)].

(e) P(Rg) ¢ S[Rg] si n » 3. En 40 Mogzkin prueba que el
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6 4 2

polinomio h(X,Y,1) 6 R[X,Y], donde h(xl,xz,x3) = X, + x; X, +
+ xf x; - 3xf xg xg, es no negativo sobre Rz, pero no una suma

de cuadrados en R[X,Y]. Se deduce facilmente de esto que el ger-
men en el origen de h estd en P(R:) y no en S[Rz] (véase [6;

counterexample 9.1]).

Para estudiar el residuo P(X:)\ S[x 1 introducimos siguien

do a Delzell, [16; chap. V, A]l], 1las siguientes

(2.3) Definiciones.- Sean X un germen trreducible y f ¢ P(xZ).

Se llama:

(o) Ideal de denominadores de £, al ideal ACE) & 0[x°]

de los elementos 6 g 0[%,1] tales que 62f 6 S[xo].

(B) Lugar de denominadores de f, al germen D(f) =

= (A(f)).

(2.4) Observaciones.- En las hipdtesis de (2.3).

(a) Como f € P(X:) = S(Xo), existe 6 6 O[XO], S + 0,
tal que sz € S[Xo]. En consecuencia, y por ser Xol irreducible,
el ideal A(f) tiene altura 1, y el germen D(f) dimensidn <

< dim Xo-l.

(b) Existe & € A(f) tal que D(f) = V(S) (tdmese

§ = 6% +...% Gi siendo 61""’6r generadores de A(f)). Por tan

to, como sz € S[XO]CI P(Xo):

{f <0}l {6 = 0} = D(f)

(¢) Si D(f) = @, entonces f € S[XO]. En efecto,
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D(£) = V(§) con 62%f 6 S[X, ], luego si D(f) = @, es &(0) # 0.

Se sigue que & es una unidad de 0[X6], y que f 6 S[XO].

A continuacidén, un resultado tipico sobre codimensidn: .

(2.5) Proposicibn.- Sea Xo un germen real R (0.8). Entonces,

1,
para cada £ € P(X:),

dim D(f) < dim XO-Z

Demostracidén.- Supongamos lo contrario. Entonces por (2.4.a),

dim D(f) = d-1, poniendo d = dim X, - Esto significa que el ideal
de ceros de D(f) tiene altura 1 en O[XO]. Sea pC O[XO] uno
de sus asociados primos de altura 1, que serd real, (0.4.a). Como

Xo es real R

1° O[XO]p es un anillo de valoracidn discreta. Admi

tamos ahora un

Lema.- Sea A un anillo de valoraeidn discreta, cuyo cuer-—
po residual es real. ST £ 6 A es una suma de r cuadrados
en el cuerpo de fracciones de A, entonces f es una suma

de r cuadrados en A.

Aplicando este lema con A = O[Xo]p, deducimos que para
cierto 6 € O[XO]‘~p es &§%f 6 S[X,]. Pero de esto Gltimo se sigue

§ 6 A(f)C p, 1lo que es absurdo. Por tanto, dim D(f) < d-1.

. Demostracidén del lema.- Sean K el cuerpo de fracciones y

2 2
1 +...4+ fr’

1,...,fr € K~{0}. Como el cuerpo residual es reai, se verifica

v: K~{0} » 2 1la valoracién de A. Supdngase f = f

f

v(f) = Zmin'{v(fl),...,v(fr)}
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En efecto, pongamos v, = v(fi) y por ejemplo v, = min {vl,...,vr}.
Hay que ver que Vv(f) = 2v1. Ahora bien, eligiendo un elemento

t € A con v(t) =1, se tendra:

£, 0= tlg;, v(gy) = 05 v(£;/e™h) = vy > 0,
1 ¢1igr,

Yy en consecuencia:

2v1 2

2 2
f = ¢t (gf +...+ gr), \)(g1 +...+ gr) > 0

donde g; = ’fi/t\)1 para i=2,...,r. Se trata de ver que

v(gi +.. 0+ gi) = 0. Pero si fuera v(gi +o.0+ gi) > 0, entonces
gf +...+ gi 6 tA y como este ideal es real (por serlo el cuerpo re
sidual) deduciriamos g; 6 tA, y v(gl) > 0. Probada a§i la formu

la que queriamos, resulta v(fl) > 0,...,v(fr) > 0, vy

fl,...,fr 6 A.

(Este lema estd por otra parte relacionado con algunos re-
sultados de Choi et al. [15; §4], sobre representacidn de elementos

de un anillo mediante formas cuadrdticas regulares).

(2.6) Ejemplos.~ (a) No parece posible mejorar la proposicidn ante-

rior sin imponer fuertes restricciones a Xo' Por ejemplo, el ger-

men de superficie Xo de ecuacidn x2 + y2 + z3 = 0. Se trata de

un germen irreducible cuyo anillo de funciones es factorial, y por

\

tanto real Rl’ y la funcibén -z = (x2 + yz)/z2 es >0 sobre
X:; sin embargo, PD(-z) = {0}, 1luego dim D(-z) = dim Xo - 2.

(Este es un caso particular de un ejemplo que veremos mi3s tarde, .
(5.5), dentro de la discusidén que para superficies haremos en el

§5).
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(b) Si se omite la condicidn real R1 en el enunciado de

(2.5) la conclusidn es falsa, afin si la singularidad es aislada.
Considérese el germen X, C RZ de ecuacibn z(x+y)(x2+y2) = x4'
(figura 2, (0.8)). Entonces z(x+y) =~£ﬁ(x2+y2) es >0 sobre XZ,
y D(z(x+y)) = V(x,y).

En efecto, si no, dicho lugar de denominadores se reduciria
T
al origen, y en un entorno se tendria: 62.2(x+y) = X fi +
i=1
+ g.z(x+y)(x2+y2), donde V(&) N X, = {0}. Tomando representantes
y € > 0 suficientemente pequefio serd
2 3 2 3
§(x,0,e)%ex = } £.(x,0,e)° + g(x,0,e)ex”,
i=]1
con 6(0,0,e) # 0. Esto Gltimo implica que el orden de
6(x,0,€)2€x - g(x,0,€)€x3 es exactamente 1, mientras que el orden
r
de z fi(x,O,‘E)2 tiene que ser par, lo que es una contradiccidn.
i=1 :
(c) De hecho, el lugar de denominadores del ejemplo anterior
es el maximo posible, pues coincide con Rg 1 sing S mediante

el argumento utilizado en (2.5) se obtiene facilmente:

'si X, < Rg es un germen de superficie irreducible,

D(f)g: Rg l sing io para cada f € S(Xo)'

En lo que sigue, probaremos dos generalizaciones del teore-
ma de los ceros, inspiradas en los resultados de Stengle, [50], vy

Recio, [47]. Para ello necesitamos un 'formalismo algebraico:

(2.7) Radicales estricto vy no estricto.- Sea f = (fl""’fr) 6

6 R{x}", x = (x;,...,%x ). Notamos S al semianillo generado por
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fl,...,f y las sumas de cuadrados de elementos de R{x}, y T

r
al sistema multiplicativamente cerrado generado por fl”"’fr' Sea

I un ideal de R{x}.

Definiciones.- (o) Se llama radical f no estricto de I

y se nota pf(I) al ideal de los elementos h € R{x}
tales que hzm + a6l com m>0, a6 S.
(B) Se llama radical f estricto de 1 y se nota p;(l)

al ideal de los h 6 R{x} tales que ah2m + b 6 I con

m >0, aé€T, b €& S.

(La demostracidn de que se trata efectivamente de ideales
es algo artificiosa, [50; lemma 1]. Se comprueba facilmente que
pf(I) es su propio radical f no estricto y p;(I) su propio ra

dical £ estricto;,ademés, si I = Il n---nN Is’ se verifica:
pe(I) = p (I N ou N pg(I);
+ + +
Pe(I) = p (TN woo N pge(T))

Podemos asi enunciar:

(2.8) Proposicidn (teorema de los ceros).- Sean I un ideal de

R{x}, N PETRRE S R{x} y £ = (£15...,£.). Entonces:

() JW(I) N {£; 3 0,...,£. 3 0}) = p (D)

r

(8) JW(I) N {£, > 0,...,£. > 0}) = p(D).

Demostracidn.- (@) Claramente, o (I)c J(V(I)N

n {f1 > 0,0.0,f > 0}). Reciprocamente, obsérvese en primer lugar

que por las propiedades del radical no estricto, basta considerar
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Ael caso en que I = p es primo y coincide con su radical £ no es-
tricto. Pero entonces X = V(p) es un germen irreducible con
O[Xo] = R{x}/p. También se ve que podemos suponer

£, gp seeesf ¢ p. Afirmamos entonces que el sistema multipli;ati
vamente cerrado T+p C O[Xo] cumple el criterio de Serre,_(1.3). En

efecto, sean tl""’tp €T, - ERRENY - 6 R{x}, tales que
2 2 . .o
£18] *---t tpgp 0 en O[Xo]. Esto significa
2 2

tlgl +...+ tpgp € p,

y multiplicando por t; resulta, de ser p = pf(p), que
t;g; € p. Ahora bien, p es primo y fl,...,fr no estan en p,

luego t; ép vy 81 € p. Andlogamente, gz,...,gp €6 p, y asi

gl = 0’0-0_’gp = 0 en O[XO].

Ahora, por el criterio de Serre, O[XO] admite un orden en
el que fl""’fr son positivos, luego reg, X N {f1 > 0,...
SRS T 0} # ¢, (1.2). En fin, si g se anula sobre

X N {f1 > 0,...,f_ > 0}, g se anula sobre reg, X, n {fl > 0,00,

r

.e.yf_ > 0}, y por el principio de identidad, g se anula sobre

r

X . Esto muestra que J(V(p) ﬂ'{fl 2 0,...,f_> 0l p.

[¢] r

(B) E1 contenido p;(I)C: Jwa) N {f1 >0,...,f_ > 0}) es
evidente. Reciprocamente, si g se anula sobre V(I) ] {f1 > 0,.0.
""ft > 0}, entonces f1 .o frg lo hace sobre

V() N {f1 > 0,...,f_ > 0}, y por (a), £, -. frg € pf(I), esto

r

es:

(£, ... frg)2m + a 61, m >0, a6 8.

1

Como (fl\....fr)Zm €6 T, se concluye que g 6 b;(l).
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Mediante el anterior resultado se obtiene:

(2.9) Proposicidn (criterio de no negatividad).- Sea I un ideal

de R{x}. Un elemento g € R{x} es no negativo sobre
v(I) N {f1 > 0,...,f > 0} 87 y sblo si existen elementos
a,b 6 S, m > 0, tales que:

g2m+1 + ag = b mod I

Demostracidn.- Que es una condicidén suficiente es evidente.

Sea pues g » 0 sobre V(I) ﬂ’{fl > 0,...,f > 0}. Considerando

una nueva indeterminada t, se tiene:

g 6 JW(t?+g, I) N {f) > 0,...,f_ > 0}),

y por (2.9.a), podemos escribir:

¢?® 4 A(x,t) = B(x,t) (tl+g) + C(x,t),

donde

A(x,t) = z Aa(x,t)zfa, B(x,t) = z Bs(x,t)zfs,
o 8

f ,£, 6 T, C(x,t) 6 I.R{x,t}

a’ B
Ahora, observando que un elemento H(x,t) €6 R{x,t} tiene una repre
sentacidén {nica de la forma H(x,t) = Ho(x,tz) + tHl(x,tz), obtene
mos:

g™ + A (x,t?) = B (x,tD) (tPg) + C (x,tD),

donde

Ao(x,tz) = g (Aao(x,tz)2 +At2Aal(x’t2)2)fG’

Co(x,tz) 6 I.R{x,t}.
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Se deduce

me + Ao(x,t) = Bo(x,t)(t+g) + Co(x,t)

(pues esta igualdad es vdlida para t > 0). Haciendo t = -g re-

sulta:

2
g n + Ao(xy-g) = Co(x"‘g)

Pero Co(x,-g) € I, pues Co(x,tz) 6 I.R{x,t}, y de la expresién

o R a a a

En fin:

g™+ (] Aa(X.-g)zfa)g

)) ngal(x’-g)zfa mod I.
a . o

Terminamos este epigrafe con la siguiente aplicacidén del cri

terio precedente:

(2.10) Proposicibn.- Sea X, un germen irreducible. Entonces:

P(xo) = {f 6 S(X,) : D(£) C V(£)}

Demostracidén.- Si f € P(Xo), por el criterio de no negati

vidad con fi = l,...,f_ =1, resulta (f2m

T
2m o2
+ ) aj

2 2
+ ) al)f = ] bs, lue
5 o g B

go 6;= f €6 A(f) y asi:

D(E)CC V(&) T V(f).

Reciprocamente, si f 6 S(Xo) y D(f)C V(f), como siempre
es {f < 0}C D(f), se concluye {f < 0} = {f < 0} V() =@, ¥y

f e P(Xo).
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" §3. El1 problema decimoséptimo para gérmenes analiticos:

aspecto cuantitativo.

En su dmbito mads general el problema cuantitativo se formu-

la mediante

(3.1) E1 nimero de Pitagoras de un anillo conmutativo [14; §2].-

Sea A un anillo conmutativo. Se llama niimero de Pitdgoras de A,
y se representa por p(A), al minimo entero p > 0 tal que una su-
ma de cuadrados de A puede expresarse como una suma de p cuadra

dos (si este minimo no existe, p(A) = +w).

Por ejemplo, el resultado fundamental de Pfister sobre fun-
ciones racionales, [44], se abrevia: p(R(Xl,...,Xn)) < 20, Desta

quemos dos observaciones inmediatas:

“Lema.- (1) S A > B es un homomorfismo suprayectivo de

anitllos, entonces p(A) 2 p(B).

(2) S2 S es un sistema multiplicativamente cerrado de
un anillo A, entonces p(A) 2 p(S—lA). En particular, sz

A es integro y K su cuerpo de fraceciones, p(A) 2 p(K).

En nuestro contexto introducimos la siguiente

Definicidn.- Sea X, un germen irreducible. Ponemos:

plx 1 = pCO[x 1) 3 p(X)) = p(0(X ).

n

(3.2) E1 caso regular.- Si XO~'es liso, esto es Xo = RO,

n = dim Xo’ se tiene:
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(a) p[Ro] = p(Ro) = 1, (Basta verlo para el anillo, y esto

se hizo en (2.2.c)).

(b) p[Ri] = p(Ri) = 2. Por un resultado de Bochnak y Ris-

ler, [7; lemme 7(a)], es p[Ri] < 2. Veamos pues que p(Rg) > 1.

Afirmamos que ‘xz + yz'G R{x,y} no es un cuadrado en el cuerpo de

fracciones. En efecto, si lo fuera:

§2. (x2+y%) = £2, §,f 6 R{x,y}~{0}

Entonces x+iy, x-iy dividen a £2  en ¢c{x,y}, 1luego como son

irreducibles, dividen a f, esto es: f = h.(x+iy)(x-iy) =

= h.(x2+y2), h 6 ¢{x,y}. Ahora bien, f y x2+y2 tienen coefi-
cientes reales, luego h 6 R{x,y}. Esto significa

2 2)

§2 = nZ.(x%+y2), £ = h.(x%+y

Repitiendo el argumento, existe g 6 R{x,y} con § = g.(x2+y2) y
por tanto

g2 (x2+y2%) = 12, £ = h.(x2+y?), w(f) » 2

Se ve asi que aplicando lo anterior s veces obtendriamos

w(f) > 2s, y en fin f = 0, 1lo que es absurdo.

(c) p[mg] = 4+, si n > 3. Este es un teorema de Choi et
al. [1l4; theorem (6.6)] . No se conoce p(Rz), y en [14; §9, pro-

blem 6] se conjetura p(mz) = Zn-l.

Podemos precisar (3.2.c) como sigue:

(3.3) Proposicidn.- S7 X, es un germen irreducible de dimensidn

d » 4, p[Xo] = 4o,
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Demostracidn.- Sea io el complexificado de Xo. Como

Xo\ sing Xo # ¢, por el lema de seleccidn existe un germen de curva

irreducible c_ C X , una de cuyas semirramas c:

estia contenida
en X - sing io' Considérese el ideal primo real p = V(éo). Se
tiene V(p) ¢ sing io’ luego, (0.8.3), O,[XO]p es regular. Pero
como c, es una curva de Xo, p es un ideal primo real de altura
d-1 de 0 Xo . Se deduce que O[Xo]p es un anillo local regular

de dimensidén d-1 2 3, cuyo cuerpo residual (O[Xo]/p)(o) es real.

Por [l4; theorem (6.6)], p(O[XO]p) = 4o, y por (3.1.2), p[x°]= +oo,

Para el estudio de las sumas de cuadrados, y, especialmente,
de las sumas de dos cuadrados en R{xl,...,xn} son {itiles los si-

guientes lemas.

(3.4) Lema.- S7 f € S(Rg) entonces, f = gzhl,...,fr, donde

hl”"’hr € S(RE) y son elementos irreducibles distintos.

Demostracidn.- Basta ver que si h es un factor irreducible

de f con exponente impar, entonces h & -h estd en S(Rz) =

= P(R:), o equivalentemente, que h no cambia de signo en Rg

Supongamos pues que siI lo hace, y sea

f = azhh', h,h' 6 R{x} = R{xl,...,xn},

h y h' primos entre si. Cambiando a, se tendra:

2., _ 2 2
a“hh aj ...+ a_, a; 6 R{x}.

Si h cambia de signo, h.R{x} es real (criterio del cambio de sig
no, (1.8)), luego

a; = b;h, b; 6 R{x},
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de donde

2

a“h' = (b2

2
1 +...+ bs)h,

y por ser h y h' primos entre si, h divide a a2, y de nuevo

por ser real

a=b.h, b 6 R{x}.

En suma:

b2hh' = bf - b:, £ 6 hl.R{x}

y repitiendo el proceso, concluiriamos que f 6 hP.Rr{x} para cual-

quier ©p, lo que es absurdo.

(3.5) Lema.- SZ h € O[Rg] es irreducible, son equivalentes:
(a) h 6 -h es suma de dos cuadrados en O[Rg]

(B) h es reducible en 0[02].

Demostracidn.- Ponemos x = (xl,...,xn). (o) ==» (B): Si

h = f2+g2 en R{x}, se tiene h = (f+ig) (f-ig) en C€{x}, 1luego

h es reducible en C{x}.

(B) == (a): Sea f+ig un factor irreducible de h en

c{x}, f,g 6 R{x}. Entonces el conjugado f-ig es otro factor

irreducible de h, 1y resulta
. . 2, 2
h = u.(f+ig) (f-ig) = u(f"+g7).

donde u 6 €{x}. Pero como h y f2+g2 tienen coeficientes rea-
les, debe ser u 6 R{x}, y entonces, por ser h irreducible en
R{x}, u es una unidad. Se sabe que una unidad de R{x} es un

cuadrado o lo es su opuesto, y queda probado (a).
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(3.6) Proposicidn.- Sea f € S(Rg) y £ = gzhl,...,hr la descompo

siecidén de (3.4). Entonces, son equivalentes:
(a) £ es suma de dos cuadrados en O[RE]

(RB) Cada h;, 1 i gr, en suma de dos cuadrados en 0[&2].

Demostracidn.- Ponemos x = (xl,...,xn). (a¢) => (B): En vir

tud de (3.5), basta ver que hl""hr son reducibles en C€{x}, y
esto se deducird@ si probamos que para cada factor h 6 R{x} de f£,

que es irreducible en C€{x}, se tiene

) .
f=f,.0%, £, € R{x},

y f1 es suma de dos cuadrados en R{x}. Ahora bien, por hipdtesis:
2,.2 . .
f = a“+b“° = (a+idb) (a-ib), a,b 6 R{x}

y puesto que h 6 R{x} es irreducible en C€{x} y divide a f, di

vidirad también a uno de esos factores, por ejemplo al primero:
a+ib = (c+id)h, c,d 6 R{x}
Pero entonces a-ib = (c-id)h, y se sigue
£ = (c+id)(c-id)h? = (cZ+a?)n?,
como afirmibamos.

(B) ==+ (a): Es consecuencia de que el producto de dos sumas

de dos cuadrados es a su vez una suma de dos cuadrados (por la iden

tidad clésica:

2 2 2 2y 2 2
('r1 + T2)(T3 + T4) (T1T3 - T2T4) + ('rlT4 + T2T3) ).
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(3.7) Observaciones.- (a) Los lemas (3.4) y (3.5), y la proposicidn

(3.6) son validos en hiﬁétesis m@s generales. Por el uso que luego
haremos de ello (véase §5), sefialemos que las mismas demostraciones
sirven cuando en lugar de Rz se considera un germen irreducible
que cumple el criterio del Fambio de signo, y cuyo anillo de funcio

nes, asi como el de su complexificado, es factorial.

(b) En [15] se desarrollan de un modo m8s sistemdtico resul
tados del tipo de (3.4), (3.5) y (3.6). La situacidn que en dicho
articulo se considera es mids general, y el método anterior no se

aplica directamente en ella.

. . n
Terminamos este epigrafe con unas observaciones sobre p(Ro).

(3.8) Proposicidén.- Para cada entero n » 3 se verifica:

P(RD) » P(R(xy,....x 1)) > n+l.

Demostracidén.- Sea m el niimero de Pitdgoras del cuerpo

R(xl,...,x 1). Entonces existe un polinomio h € R[xl,...,xn_l]

n—

que es suma de cuadrados en R(xl,...,x ), pero no de m-l. Sea

n-1

H 6 R[xl,...,xn] el homogeneizado de h, esto es, el\polinomio ho

mogéneo de R[xl,...,xn] de grado minimo tal que

H(xl,...,xn_l,l) = h(xl,...,x 1).

n-
Entonces H es suma de cuadrados en el cuerpo de fracciones de
R{xl,...,xn}, pero no de m~l. En efecto, lo primero es inmediato.

En cuanto a lo segundo, escribamos:

2 2

GZH = f1 +...+ fm-l’ PR SIS § 6 R{xl,...,xn}, § ¢ 0

m-1
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Ahora bien, como H es homogéneo, tomando las formas iniciales de

G,fl,...,fm_1 podemos suponer G,fl,...,fm_1 6 R[xl,...,xn]. Ade

mds, si G(xl,...,xn_l,l) = O,esfi(xl,...,xn_l,l) =0, 1< i< m,
y dividiendo por xn—l podemos suponer también 6(x1,...,xn_1,1)#0.
Por {ltimo, haciendo x, =1, resulta que h es suma de m-1 cua

drados en R(xl,...,x ), contra la eleccidén de h. Esto signifi

n-1
ca que p(mz) > m-1l, vy se tiene la primera desigualdad.

La segunda se prueba'por induccién. Para =n=3, es un teore
ma de Cassels, Ellison y Pfister, [12]. E1l paso inductivo es otro
teorema de Cassels segiin el cual, p(K) + 1 ¢ p(R(t)) si K es

un cuerpo real y t wuna indeterminada [l11; theorem 2].

(3.9) Proposicidn.- Sea n > 3. Para cada entero q > 0 Llas dos

afirmaciones siguientes son equivalentes:
(o) p(Rg) > 29,

(B) Existe un elemento irreducible en S(Rg) que no es su

ma de 29 cuadrados en O(Rg).

Demostracidén.- (o) == (B): Supongamos que no se cumple (B)

y sea £ € S(R®). Por (3.4), f = g’h;,...,h_, domde hy,...,h_
son elementos irreducibles de S(mz) y se escriben pues como suma
de 29 cuadrados. Entonces, por un teorema de Pfister, [ 43; Satz
2], que establece que el producto de dos sumas de 29 cuadrados
es a su vez una suma de 29 cuadrados, deducimos que f es suma

de 29 cuadrados (en el cuerpo O(Rg)). Se tendria p(Rg) < 2q,

contra (a).



- 54 =

(B) ==> (a): Es trivial.

(3.10) Observacidn y ejemplos.- Combinando los dos resultados ante-
riores, resulta que si n 2> 3, q 2> 1 y n 2 2q, existe un elemen
to irreducible h € S(Rg) que no es suma de 2%  cuadrados en
0(m2). De hecho la demostracién'es constructiva, y el elemento en

cuestidn es:

4_2 2
1

6 ‘.
. h(xl,xz,x3) = XX, + x7x + X,, para n=3 (es

el resultado de Cassels et al. citado antes)

. h(xl,xz,x3) + x§_3 +...+ xi, para n > 3.

§4. E1 problema decimoséptimo para gérmenes de curva.

En este epigrafe estudiamos los problemas generales considera
dos en los anteriores §§2 y 3, ahora para gérmenes de curva. Utiliza

remos esencialmente

(4.1) El1 semigrupo de valores. [10; chap. V, 1].- Sea Xo un ger~

men de curva irreducible. Notemos A = O[Xo], K = O(Xo) y AV 1a
clausura entera de A en K. Como observamos en (0.9), AV es un
anillo local regular de dimensidn 1, luego es un anillo de valoracidn

discreta: sea v : K~{0} - 2 esa valoracidn. Se llama semigrupo de

valores de X a T = V(A~ {0})C N (convenimos que 0 6 N). Se

llama multiplicidad de X  al minimo entero m > 0 de TI. Se dedu

ce ficilmente de ser A un mdédulo finito sobre A que N ~T es

finito, y se llama (grado del) conductor de Xo al minimo entero

c >0 tal que ¢ +INCT.
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Es conveniente describir I mediante parametrizaciones. Sean
X, & Rg y T ° On + R{t} una parametrizacidn primitiva de X3
pongamos x(t) = (xl(t),...,xn(t)), donde xl(t) = T(xl),..qxn(t)=
= T(xn). Entonces 0[X°] = On/kert se identifica con su imagen,
que es el subanillo de R{t} formado ﬁor las series: f(x(t)),
f 6 On, y T es el conjunto de los Ordenes de estas series. Se ob
serva ademd@s que si el orden de f(x(t)) 'no es cero, esto es,

£f(0) =0, se tiene:
w(E(x(t))) 2 min {w(x;()),...,0(x ()},

luego la multiplicidad de Xo es:

m = min {o(x;(£)),...,0x_(£))}.

Sea, por ejemplo, m = w(xl(t)). Entonces xl(t) = t%u(t),
u(0) # 0. Cambiando X, Ppor -x; si es preciso, wu(0) > 0, vy
existe v 6 R{t} con u = v%, luego xl(t) = (fv(t))m. Ahora
s = tv(t) define un isomorfismo R{t} + R{s} que compuesto con T
proporciona una nueva parametrizacidn primitiva o : 0n + R{s} tal

que o(xl) = xl(s) = &%,

Respecto al conductor, se verifica tc-R{t}c: im T, esto es,
cualquier serie f 6 R{t} de orden c estd en im T. Ademis,

¢ es minimo para esta condicidn.

En fin, observemos que si f € 0n y T(f) = £(x(t)) tiene
orden p, después de un cambio de paridmeteo podemos suponer

£(x(t)) = tP & -tP.

En todo lo que sigue 'curva' significa 'germen de una curva
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(4.2) Proposicidn.- S X  es una curva singular, S(X)) # SI[x_I.

Demostracidn.- Sea T : 0n + R{t} wuna parametrizacidn primi

tiva. Como Xo es singular, el conductor c¢ es >, y e-1 61,
luego ninguna serie de im 1 tiene ordem c¢-1. Ahora bien,

£2¢72 g im T, pues 2c-2 > c + (c-2) 3 c; luego existe £ € 0
con

£(x(t)) = t2c-2 - (tc—1)2

Como: t » x(t) es un homeomorfismo de Ro sobre ,Xo, es claro
que f es >0 sobre todo X, v ﬁor (2.1), f e S(Xo). Sin embar
go, si f 6 Sixoﬁ seria:

272 = £ (e 4w £ _(x(2))?
y en consecuencia:

c-1 = min {w(fl(x(t))),...,m(fr(x(t)))},
con lo que el orden de algin fi(x(t)) 6 im Tt seria c¢-1, vy

c~-1 6 Ty, lo que es absurdo.

En ciertas condiciones es posible interpretar geométricamen-

te la proposicidn anterior:

(4.3) Proposicidn.- S7 X, < IR:J1 es un retroceso, cualquier hiper-

plano HcC R® transversal a X, define una funcidn

h € S(Xo)-S[X°].

Demostracidn.- Que Xo tenga un retroceso significa que su
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proyeccidén sobre la tangente no es su

prayectiva, y esto equivale a que la
A(t)(1,a,,..5a )
multiplicidad m de X_ = sea par. En : >72°™ " n
efecto, consideremos una parametriza-

cidn T @ On + R{t} con

m = w(xl(t))- Figura 3
Entonces la direccidén de la tangente
.xi(t)
a X° es (l,az,...,an), donde a; = lim . (D) ° i=2,...,n Se
t-> o 1

comprueba inmediatamente que la proyeccidn sobre la tangente viene

dada por:

x. (t)+ax,(t) +...+ a x (t)
x(6) » A(E) (L,a,,..00a), A() = ———22 s
. 1+a, +...+ a
2 n
Asi, X, es un retroceso si y s6lo si A(t) no cambia de signo pa
ra Itl pequefio. Pero
. x,(t)
lim ’\g't:) = —5——— (1 +a, lin x—z‘(ﬁ
t+ o X1 1+a2 +...+ a_ t+ o 1
xn(t)
co.t+ a lim ————=) 1,
n t-> o0 xl(t)

luego X es un retroceso si y sdlo si xl(t) no cambia de signo
para |[t| pequefio. Esto equivale en fin a que el orden de xl(t),

que es la multiplicidad de Xo, sea par.

n .
Sea ahora HC R un hiperplano transversal a Xo. Por de-
finicidén, resulta que si h=0 es una ecuacidn lineal de H, 1la se

rie h(x(t)) tendrd orden minimo, es decir, igual a m, 1luego:
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h(x(t)) = t® u(t), u(0) # 0, ‘y, tal vez sustituyendo h por -h,
u(0) > 0. Como m es ﬁar, resulta que h es 30 sobre Xo’ y

por (2.1) h € S(Xo). Ahora bien, si h € S X, » se tendria:

h(x(£)) = hy(x(£))? +...+ b _(x(e)?,

con lo que:

m = w(h(x(t))) = min‘{Zw(hl(X(t))),--.,Zw(hr(X(t)))} > 2m,

que es absurdo.

(4.4) Observacidn.- En (4.2) se construye un elemento f 6 S(Xo)\

~S[X,]1 con Vv(f) = 2c-2 (notamos Vv la valoracidn de a¥, como
en (4.1)), y de hecho éste es el maximo posible con esta condicidn.
Con precisidn, si f 6 S(Xo) y Q(f) > 2c-1, entonces f e S[Xo].
En efecto, si T : 0n + R{t} es una parametrizacidén primitiva,
f(x(t)) es 20 sobre Ro’ luego f(x(t)) = g(t)z, g 6 R{t}. Pe
ro:

w(g) = 3 w(E(x(£))) 3 § (2e-1) 3 ¢ - 3,

o]

luego w(g) » ¢ y por tanto g € im T, con lo que f 6 S[XO]. Es

més, vemos que f es un cuadrado en O[XA].

La observacidn {iltima estd ya relacionada con la cuestidn
cuantitativa. Digamos en primer lugar que en el caso de curvas, el
nimero de Pitdgoras del cuerpo es siempre 1 (ya que la desingulari-
zacidn es birracional, y p(RO) = 1). Asi pues, en lo sucesivo,
llamaremos simplemente niimero de Pitdgoras de una curva X, al de

su anillo de funciones.
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(4.5) Proposicidn.- ELl niumero de Pitdgoras de una curva es finito.

Demostracidn.- Mediante el lema de normalizacidén, (0.1), se

tiene una extensién entera R{t} - O[Xo], y O[Xdl es un mddulo

finitamente generado sobre R{t}, digamos por hy,...,h . Afirma-

mos que p[XOJ € n.
¥ 2

Sea f 6 S[XOJ. Entonces f = iEl(fi1 hy +...+ fin h )°,
fij €6 R{t} y consideramos la forma cuadrdtica
r
a(T) = § (£, T; 4.+ £ T )?
i=1
sobre el cuerpo de fracciones K de R{t}. Diagonalizando, [45;

p. 24, (1.3)]:

q(T) =

e

2
;& aj Lj(Tl""’Tn)

donde a1sreesd € K vy Ll""’Ln son formas lineales independien

n

tes sobre K. Ahora obsérvese que q es definida no negativa en

K, pues es suma de cuadrados. En consecuencia, cada Bysecesrd

es una suma de cuadrados en K, luego un cuadrado, por ser
p(K) = p(Ro) = 1. Se deduce, multiplicando por una potencia par su

ficientemente grande de t:

2s 2 2
t~"q(T) = jzl bj Hj(Tl""’Tn

)2

donde bj 6 R{t} vy Hj tiene sus coeficientes en R{t}, 1 < j < n.
Haciendo t = 0 si s > 0, se deduce que t divide a

bH;(T) 6 R{t} [T,5.-.,T ], esto es:

.

ijj(T) = bgﬂg(T)t, 1 <3 <n,

luego:
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2(s-1) _OF 12 2
t q(T) ‘jz1 bi® Bi(Ty,..0,T)

Repitiendo el argumento, se puede suponer s = 0, o sea:

n
2
q(T) = jzl Qj(Tl,...,Tn) , Q6 R{t} [Tl,...,TnJ
Finalmente, la sustitucidn T1 = hl""’Tn = hn proporciona
s 2
f = q(hl,oo.,hn) = jzl Qj(hl,oob’hn) '

y f es suma de n cuadrados.

En el resto de este epigrafe, trataremos el problema de ca
racterizar las curvas cuyo niimero de Pitdgoras es 1, que llamaremos

curvas pitagdricas. El siguiente resultado acota los elementos por

cuya causa una curva puede no ser pitagdrica:

(4.6) Proposicibn.- Sean X una curva y Vv la valoracidén corres-

pondiente de O(Xo). Si f 6 S[XOJ y V(f) >2¢-5, enton-

ces f es un cuadrado en OIXO].

Demostracidn.- Sea 'E:O[X&]é-R{t} una parametrizacidn primi

tiva. Si f € S[Xo], después de un cambio de pardmetro podemos supo
ner:

r
£x(e)) = e+ ] gi(x(e?, w(g(x(£)) 3 p (i=l,...,1)
i=1

con tP € im T. Ahora, como ptRo} = 1, existe h € R{t} con
£(x(t)) = h(t)?, w(h) =perT

Se observa que 2p = Vv(f) 2 2¢-5, 1luego p 2 c-5/2, o sea:
P 2c-2, Si p2c, h € im T y hemos terminado. Si p < ¢, como

c-1 ¢ T, sdlo puede ser p = c-2. Se deduce
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gi(X(t)) = et

pues si hubiera término en c¢-1, 1la serie, gi(x(t))—e:‘..t:c-'2 €6 im T

tendria orden <¢-1, 1lo que es imposible. Sea, en fin,
h(t) = at®" % + bt ! + tSv(t)
Operando resulta:
T
£2P 4 E g.(x(t))% = (1 + § e2)e?eh 4 2¢-2
. i . i
i=1 i=1-
h(t)? = a2t2°™% 4 2apt2c73 4 2¢-2 w) (£),

donde WaWy

y a# 0 pues w(h) = ¢c-2, se concluye

h(t) = atc"2

En suma, también en el caso p=c-2, f es un cuadrado en

(4.7) Corolario.- Sea Xo una curva con

ces X  es pitagdrica.

b=0,

y por tanto

+ tSv(t) € im T

m=c=-2 6

Demostracidn.- Si f € S[Xo] es una unidad,

cuadrado. Si no es una unidad, se tiene

hl""’hr no .son unidades, luego

2

v(f) > min {2w(h1),...,2v(hr)} > 2m

Pero para la curva del enunciado es c¢-2

<

m,

v(f) > 2m > 2¢-4 > 2c-5,

~w(t),

€ R{t}. Como los segundos miembros deben ser iguales,

O[XO'] .

m = c. Entog

siempre es un

2

f = h1 +...+ hD, donde
r
luego:
Asi, p[XdJ = 1.

y por (4.6), f es un cuadrado en O[XO].
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A continuacidén establecemos una obstruccidn a que el niimero

de Pitdgoras sea 1, que serd muy itil después:

(4.8) Lema (criterio de los dos enteros) .- Sean Xo una curva y T

su semigrupo de valores.

(a) St existen dos enteros positivos p,r tales que p € T,

ptr 6 T, p+2r ¢ T, entonces .p[XOJ > 1.

(B) Si existen dos enteros consecutivos <c en T, enton-

ces plx 1 > 1.

Demostracidn.- (a) Con una parametrizacidn primitiva adecua-

da T : 0[x_ ] ~ R{t} e identificando O[X_ ] con su imagen A po-
demos suponer:

tP 6 A, h=tP"T u(e) e A, u(o) =1

Consideramos f = t2p + h2 € S[XO] y afirmamos que f no es un
cuadrado en A. Esto se comprueba calculando su raiz cuadrada, que

existe en R{t}: .

VE = V(t2P + n2) = /Te2P 4 ¢2PH2T 2y

= tP /T + 2T u?) = P /U1 o+ 2T 4 ae?TH 4Ly,
pues u(0) = 1. Ahora calculamos la raiz mediante el desarrollo

I+4x = 1 +'% X +....0

2y 1 tp+2r

y resulta: /F = tP(1 + % tt +..0) = tP 4+ 7 +... Se deduce:

Y - tP = % (PH2r L g A,

pues p+2r 6 ', y en suma, Vf €& A.
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El argumento precedente muestra que la cota 2c-5 de (4.6)
no puede, en geﬁeral, mejorarse. Por ejemplo, considérese la curva
plana Xo : xa - y3 = 0, cuyo semigrupo de valores es
r = {3,4,6,n > 6}. Via 1la parametrizaci6n X = t3, y = t4, el ele
mento tb + 8 ¢ S[Xo], no es un cuadrado en O[XO] y su orden es

6 = 2c-6.

Contrariamente al anterior, nuestro siguiente lema darid una
condicidén suficiente para que una curva sea pitagbrica. Para su de-

mostracidn, destaquemos primero unas

(4.9) Fdérmulas.- Sean f 6 R{t}, F = fz. Entonces:

k . .
P(k) : F(Zk) - z A(i,k) f(k-1) f(k+1)
i=o .

k s .
1(k) : p2RHD) . §  B(i,k) g(k=1) g (k+itl)

(k » 0)
i=o

donde los A(i,k), B(i,k) son enteros positivos que no

dependen de f£.

(La deduccidén por induccidn, primero de la derivada par

P(k) y luego de la impar I(k), es un ejercicio sencillo).

(4.10) Lema.- Sea X _ = una curva de multiplicidad m. Si todos los
enteros de su semigrupo de valores que preceden al conductor

son miltiplos de m, entonces X, es pitagérica.

Demostracidn.- Consideramos una parametrizacidn primitiva
T OIXOQ + R{t} tal que t™ 6 A = im 1, e identificamos O[XO]

con su imagen A. De la condicidn impuesta sobre el semigrupo de
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valores I y estar t™ en A, se deduce
- . 4 (8) |
A=1{he6Rr{t} : h°7(0) =0 (s ¢ T)}

Sea ahora H 6 S[Xg], esto es:

2 2

H = fl +o-.+ fr, fi,:oo,fr G A

Entonces H tiene raiz cuadrada en R{t}:

f +...+ £2 = n?, h 6 R{t},

y se trata de probar que h 6 A. Se tiene w(h) = min {w(fl),...
...,w(fr)}, por ejemplo w(h) = w(fl), y si este orden es mayor o
igual que el conductor c¢, automidticamente h 6 A. En consecuencia,

Pd

sea w(h) < ¢. Como w(h) = w(fl) 6 Ty, serda un midltiplo de m. Asi
w(f;) = w(h) = Am, 0 < A € Ap

siendo Ao la pafte entera de c¢/m. Los enteros positivos que no

estdn en T son los de la forma gqm+r, con 0 < q g Ao,

l1 ¢r <m, qm+r < ¢, luego debemos probar:

n(9™) (o) =0,  Agagio lgrcm amtr<e

Se procede por induccidn. Sea qm+r en esas condiciones y su
pongamos f(s)(O) = 0 para s < qm+r, s 6 I'. Debemos distinguir

dos casos:.

Caso 1°: (q+))m+r es par. Aplicamos la fdrmula (4.9) de la

derivada par, P(k), con k = Sﬂil%EiE para calcular la derivada

2k-€sima de fi +...+ fi =h? en t = 0, y obtenemos:

L T (k-i) . (k+i) K (k=1). (k+i)
(4.10.1) I A(,k) ] £ £, = } A(i,k)h h

i=o =1 7 ] i=o

(em t = 0)
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< gqm+r, luego todos los sumandos del

NI

Se observa que: k < qm +
primer miembro (por ser fl,...,fr elementos de A de orden 2Am)
y todos los del segundo (hipdtesis de induccidn) se anulan, salvo

tal vez cuando

N
fa]
/A

k-i = q'm, A q,

Ahora bien, si eso es asi:
k+i = k + (k-q'm) = 2k -q'm = (q+A-q')m+r € qm+r,

y obsérvese que k+i = (q+A-q')m+r no es miiltiplo de m. En conse
cuencia, en el primer miembro estos sumandos también sontcero, y lo
son en el segundo si k+i < qm+r. S8lo queda, pues, el sumando del
segundo miembro correspondiente a k+i = (q+A-q')m = qm+r, esto es:
q' = A, k-i = Am. En suma:

(Am)

0 = A(i,k)h (0)h 9™+ (o)

Como A(i,k) # 0 y h(km)(o) ¥ 0 (recuérdese que Am es el orden

de h), resulta h(qm+r)(0) = 0, y el caso 1° queda probado.

Caso 2°: (q+A)m+r es impar. Aplicamos la fdrmula (4.9) de
- (g+A)m+r-1

la derivada impar, I(k), con k para calcular la de

2
rivada (2k+1l)-8sima de ff +...+ fi = h2 en t.= 0
x  (k=i) _(k+i+l) k (k-1), (k+i+l)
(4.10.2) ] B(i,k) £, £, = J B(i,k)h h
i=o j=1 ] i=o
(em t = 0)
Como en el caso anterior, k ¢ qm + S%l < qm+r, y en principio, los

sumandos que no se anulan cumplen: k-i = q'm,_A € q' £ q. Esto su
puesto:

k+i+l = k + (k-q'm)+1l = 2k-q'm+l = (q+A-q')m+r < qm+r,
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con lo que el primer miembro es nulo, y en el segundo sdlo queda el
sumando correspondiente a k+i+l = gqm+r, para el que k-i = Am.

Asi obtenemos

0 = B(i,k) nA™ (o) nl9®*HT) (g, ‘

(@) 5y = 0.

y resulta h Esto completa el caso 2° y con &€l, el lema.

(4.10.3) Observacidén.- Una curva cuyo semigrupo de valores cumpla

. ez . m c+i
la condicidén de este lema, es isomorfa a: y =t ; x, =t

i

b
c+i # 0 (mod m), 0 < i <m (pues via parametrizaciGn, el anillo

de las dos curvas se identifica con el mismo subanillo A de R{t}).

(4.11) Corolario.- Una curva de multiplicidad 2 es pitagdrica.

Mediante los resultados anteriores obtenemos la

(4.12) CARACTERIZACION DE LAS CURVAS PITAGORICAS POR LA MULTI-

PLICIDAD Y EL CONDUCTOR

Considérese dos enteros m, ¢ con !l < m e, ¢ #1
(mod m) y sea M(m,c) 1la coleccidn de todas las curvas con multipli
cidad y conductor my ¢, respectivamente (la condicidén ¢ Z 1

(mod m) significa M(m,c) # ¢). Entonces:

I. S7 m=1

(o))

m=2 § m=c-2 5 m=c, todgs las curvas de -

M(m,c) son pitagdricas.

1I. En otro caso, es decir, g2 2 < m < c=2, en M(m,c) pgy

curvas pitagéricas y curvas no pitagdéricas.
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Demostracidn.- I. no es mds que (3.3.a) + (4.7) + (4.11).

I1. Obsérvese primero que la curva cuya parametrizacidén se da
en (4.10.3) tiene multiplicidad m, conductor ¢, y nimero de Pitd
goras 1. Ahora, para encontrar una curva en M(m,c) con nimero de
Pitdgoras >1, basta, aﬁlicando el criterio de los dos enteros, con
que c-3 y c-2 estén en el semigruﬁo de valores. Toémese, pues, la

curva dada por:

m c-3 c-2 c+i

y =t z=+¢ ; u-=¢ ; X; =t , c+i % 0,
c-3, ¢c-2 (mod m) 0 £1i < m.

También se puede obtener la caracterizacidn para curvas Go-
renstein (esto es, curvas cuyo anillo de funciones sea Gorenstein),

entre las que estdn las intersecciones completas y las planas:

(4.13) Proposicidn.- Una curva Gorenstein es pitagdrica 8i y séblo

87 su multiplicidad es 2.

Demostracidn.- Sea Xo una curva Gorenstein. Se sabe, [33],

que su semigrupo de valores [ es simétrico, esto es, c¢-1l-p 6 T
para cada p 6 I'. Asi, si X, tiene multiplicidad >2, 2 T v

1 T, 1luego T contiene los dos enteros consecutivos c¢-3 y c-2,'
y por el criterio de los dos enteros, es p X > 1. 8Si la multipli

o
cidad es 2, p[xo] = 1 por (4.11).

(4.14) Observaciones.- (a) Una curva plana X, es Gorenstein. En

efecto, su ideal J(XO)C: R{x,y} es ﬁrimo de altura 1, luego prin-

cipal, con lo que el anillo de funciones es 0[X°]= R{x,y}/(f). Por
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[4; (6.4)] este anillo es Gorenstein.

(b) Una curva X, de multiplicidad 2 es plana. En efecto,
sea T : O[X_ 1~ R{t} una parametrizacidn primitiva tal que

t2 €6 im T = A. Entonces O[XO] se identifica al anillo

A=1{heRrit}: : n'®(0) =0, s=2ktl, 0<s < c}

donde ¢, el conductor de Xo, es necesariamente un niimero par.

Por la misma razén, el anillo A es el de la curva plana: x = t2,

c+1 ) . . . .
y = t s, Yy se sigue nuestra afirmacidn.

El niimero de Pitdgoras de las curvas planas queda descrito to

talmente como sigue:

(4.15) Proposicidn.- El numero de Pitdgoras de una curva plana es 1

6 2, segin sea su multiplieidad <2 6 23.

Demostracidn.- A la vista de (4.14.a) y (4.13), sélo hay que

probar que si Xo es una curva plana, es p[XO] < 2. Pero si
XOCI Ri, se tiene un homomorfismo suprayectivo R{x,y} > O[Xo],

luego p[XO] < p[Ri] =.2, por (3.3.b).

En lo que sigue, consideramos curvas de bajas multiplicida-~

des, empezando una clasificacidén con 1la
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(4.16) Tabla I: CURVAS PITAGORICAS DE MULTIPLICIDAD <5

La siguiente lista contiene, salvo isomorfismo analitico, to-
das las curvas pitagdricas de multiplicidad m < 5.
de multiplicidad 1 6 2 (todas)
x=t2
I1 : xX=t Iz(n): t2n+1 (n>1
de multiplicidad 3
x=t3 x=t3
L {y=™ 1 =™ @ o1
z‘=t3n+2 z_t3n+4.
de multiplicidad &
(%=t (x=t* (x=t
=t4n+1 =t4n+2 y=t4n+3
Ly 4 50 LM s IIL@: g
z=t z=t z=t
~uat4n+3 lu=t4n+5 Lust4n+6
(x=t? (x=t%
—. 4n+2 4p-1 o an+2 4p+1
IV, (n,p): {7 t tet 5 Vu(n,p): {7 t tet
z=t 4PF1 z=t 4P¥3
Lugt4p+3 lu=t4p+5
(p >n 21, € 6R)
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de multiplicidad

(x=t" (x=t> (x=t°
=t5n+1 y=t5n+2 =t5n+3
Is(n): <z=t5n+2 3 IIS(n): Jz=t5n+3 H IIIs(n): Jz=t5n+4
=t5n+3 u=t5n+4 ==t5n+6
‘ =t5n+4 ngt5n+6 L ==t5n+7
x=t> (x=t>
=t5n+4 y=t5n+2+€t5n+3
IVS(n): Jz-t5n+6 3 Vs(n): { =t5n+4 s
=t5n+7 =t5n+6
ngt5n+8 Lvst5n+8
(x=t°
=t5n+3+€t5n+4
VIs(n): { =t5n+6 (n 1, € 6 R)
. ==t5n+7
k =t5n+9
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Desarrollamos a continuacidn la demostracidn en varias etapas.
Para multiplicidad <2, no hay que afiadir nada a (4.11). Asi pues,

en primer lugar:

(4.17) m = 3. E1 semigruﬁo de valores de una curva del tipo 13(n)
(resp. IIB(n)) es ' = {0,3,...,3n,r > 3n} (resp. T ={0,3,...

«es3n,3n+2,r > 3n+2}), 1luego ﬁor (4.10) dicha curva es pitagdrica.

Reciprocamente, sea I el semigrupo de valores de una curva
pitagdrica Xo de multiplicidad 3. Afirmamos que entonces [ es
de una de las dos formas anteriores. En efecto, si no, tdmese un en

tero p 67T, p % 0 (mod 3), p < c:

e« si p = 3q+l, por el criterio de los dos enteros (p-1 y p)

resultaria p[XO] > 1,

*» si p = 3q+2, por el mismo criterio (p y p+l ahora), se

tendria p[XO] > 1.

Determinado asi T, en un caso X, es isomorfa a 13(n) y

en el otro a II3(n), en virtud de (4.10.3).

(4.18) m = 4: las curvas de la tabla son pitagdricas.

Para los tres primeros tipos 14, IIA, III4 ya se ha obser-

vado antes, (4.10.3). Veamos aqui los otros dos.

(4.18.1) Tipo 1V, (n,p). El conductor es ¢ = 4p y el semigrupo de

valores puede representarse graficamente por:
S : 4n+2 4n+6 4p=c’
r: e -0— ——+—0——0—1—0 o0—0—0—0-
0 4 ... 4n 4n+d €
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La parametrizacidn identifica el anillo de funciones de la curva con
el subanillo A de R{t} formado por las series h GAm{t} tales
que

h(s)(O) = 0, si s ¢TI, 0g s < 4#-1

(*) , :
(4p-1) - (4n+2) - (4p-1)°
h (0) sh (0), S s T €
. . 2 2 2
Lo que debemos probar es que si f1 +...+ fr = h con

£1,...,£_ € A, h 6 R{t}, entonces h € A. Para ello, comprobare-

mos que si fl""’f cumplen (*), también lo hace h. Ahora bien,

r

por el argumento de (4.10), es claro que se tiene la primera condi-
cidén de (*), luego nos limitaremos a comprobar la segunda. Sea por

ejemplo w(h) = w(fl) = min'{w(fl),...,w(fr)}. Si w(h) > 4n+2, en

f§4n+2)(0) = 0 vy f§4p-1)(0) = 0 para j=l,...,r, con lo

que de nuevo es aplicable (4.10) para deducir h(AP—l)(O) = 0. Que

tonces

dan dos posibilidades.

Caso 1°: w(h) = 4n+2., Utilizamos la fO6rmula de la derivada

2(n+p). Observamos que como n < p,

impar, (4.10.2), con k
k = 2n+2p < n+3p < 4p, 1luego k < 4p-1, <y por tanto el sumando

i-8simo se anula a menos que: k-i = 2q » 4n+2, en cuyo caso
k+i+1 = k + (k-2q)+1 = 2(k-q)+1 = 4p + (4n-2q)+1 < 4p-1.

Pero k+i+l es impar, luego sdlo queda el sumando k+i+l = 4p-1,
para el cual k~-i = 4n+2, y obtenemos la ecuacidn (simplificando
B(i,k) # 0):

_ |
) f-("“+2)<0)fj("1"”(o> = h(40*2) 0y (4P-1) (4

j=1 J

Ahora, como fl,...,f € A, verifican (*) y queda:

r
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T
5 z f€4n+2)(0)2 - h(4n+2)(0)h(4p-1)(0)
j=1

En fin, como w(h) = 4n+2, 1la ecuacidn ff +...+ fi = h2 propor-

ciona:

r
} oAt ()2 o q(4n¥2) (g2,
j=1

y de las dos @ltimas igualdades, ya que h(4n+2)(0) ¥ 0, se deduce:

Caso 2°: w(h) < 4n+2. Entonces necesariamente w(h) = 4},

0 £ A £ n.

Aplicamos la fdrmula de la derivada §ar, (4.10.1), con
k = 2(n+))+1. Se tiene la acotacidén k g 4n+l, luego el sumando

i-ésimo se anula a menos que k-i = 4q, A ¢ 9Qq £ n, con lo que:
k+i = k+(k-4q) = 2k-4q = 4(n+A—q) + 2 g 4n+2,

y como k+i no es miltiplo de 4, se anula también salvo si
k+i = 4n+2, en cuyo caso k-i = 4) y resulta en suma la ecuacidn

(simplificando A(i,k) # 0):

r
(1) I 04D (o) = n M) (03 4n*D) (o)
j=1

Ahora aplicamos la férmula de la derivada impar, (4.10.2),
con k = 2(p+))-1. Se verifica k < 4p-1, y si el sumando i-&simo

no se anula se tiene k-i = 2q > 4)A, con lo que:

k+i+l = k+(k-2q)+1 = 2k-2q-1 = 4p+(4A-2q)-1 ¢ 4n-1,

y asi k+i+l es impar, luego para no anularse el correspondiente

sumando, debe cumplirse: k+i+l = 4n-1, k-i = 4). Obtenemos (sim-
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plificando B(i,k) # 0)

X
j=1

En fin, de las dos férmulas (1) y (2) que acabamos de obtener
y teniendo en cuenta que fl,...,fr cumplen (*) se deduce:
v ‘ T
RN )n Py = 6 T £8M) 0y 402 (4
21 3 3
J
su (4% (0yn (4n+2) (o),

y dividiendo ﬁor h(éx)(O) # 0 resulta lo que queriamos.

Queda asi probado que IVA(n) tiene niimero de Pitagoras 1.

(4.18.2) Tipo V4(n,p). El conductor es ¢ = 4p+2 y el semigrupo de

valores:
4n+2 4n+6 bp+2=c

. + ——0—o0—0—o—
r: ¢ A P A S WA e

La prueba es andloga a la de (4.18.1). Esta vez el anillo A

esta formado por las series h € R{t} tales que:

n(8) (o) = o si s @T, 0¢g s < 4p+l
(*%)
+ 4p+1)!
Sea f2 + + f2 = h2 f f_ 6 A h é R{t} Ha ue
1 e o o r , . 1’...’ r ’ - y q

comprobar que h cumple (**). Supdngase w(h) = m(fl). La primera
condicidén,y la segunda cuando w(h) > 4n+2, se deducen del argumen-
to de (4.10). Asi pues, hay que ver que se tiene la segunda igual-

dad de (**) en los dos casos siguientes:

Caso 1°: w(h) = 4n+2. Consideramos la fdrmula (4.10.2) con
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k = 2(n+p)+l. Como k < 4p+l, el sumando i-&simo es cero, salvo

tal vez si k-i = 2q > 4n+2, y entonces:
k+i+l = k+(k-2q)+1 = 2(k-q)+1 = 4p+(4n+2-2q)+l g 4p+l,

y s8lo queda el sumando con k+i+l = 4p+l, k-1 = 4n+2, de donde

la ecuacidn

r
It e 4P (o) = a4 (0)n(4P* ) (o)

j=1

que permite terminar exactamente como en el caso 1° de (4.18.1).

Caso 2°: w(h) < 4n+2. Tendrd que ser w(h) = 4), 0 < X < n.

Como en el caso 2° de (4.18.1), empezamos aplicando la férmu
la (4.10.1) con k = 2(n+A)+l, y obtenemos la misma igualdad (1)
que alli.’Ahora, se considera la férmula (4.10.2) con k = 2(p+)),
y del modo habitual, veamos qué sumandos no se anulan. De la acota-
cidn k < 4p+l se sigue que deberidn cumplir: k-i = 2q > 4)A. En-

tonces,
k+i+l = k+(k-2q)+1l = 2(k-q)+1 = 4p+(4A-2q)+]1 g 4p+l,

y s6lo puede ser k+i+l = 4p+l, k-i = 4). Esto proporciona la ecua

cidn:
| .
(2)" I 728 @4 o) = w4 (oyn 4P ()
j=1 ‘

La prueba termina comd la del caso 2° de (4.18.1), una vez

que disponemos de las igualdades (1) y (2)'.

(4.19) m=4: si Xo‘ésgpitagﬁrica, es isomorfa a una curva de la

tabla.

Si el semigrupo I de Xo no tiene la propiedad de (4.10),
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6 sea, si Xo no es de uno de los tipos Ia, IIA, III4, existe un
entero q 6 T, q # 0 (mod.4), q < c: elegimos el minimo q con
esta condicidn. Dos casos se excluyen facilmente:

* si q =1 (mod. 4), entonces por el criterio de los dos ente

ros para gq-1y q, seria p[Xo] > 1.

* 8i q = 3 (mod. 4), entonces, como q+l < c, de nuevo por

el criterio de los dos enteros, para q y q+l, seria p[Xo] > 1.

En consecuencia, q = 2 (mod. 4), esto es: q = 4n+2. Se ob
serva ahora que el conductor ¢ debe ser miltiplo de 2 (pues
c-1 ¢ T), y por tanto: c = 4p 8 <c = 4p+2. Veremos que X, es

isomorfa a IVa(n,p) si sucede la primero y a V4(n,p) si lo se-

gundo.

Considérese una parametrizacidn primitiva <t : O[XO] + R{t}
tal que ta € A= im 7. Existe en A un elemento de ordem q que

tiene la forma:

f=1tq+ altq+1 + a3tq+3 oot aetq+e,

con q+e+l = c, (basta tomar uno cualquiera g de ordem q e ir
eliminando las potencias pares de t a base de restar

tAA,tAAg 6 A, )X 2 n). Se verifica:.

(4.19.1) a;, = o, si 1 g1i<e.

= 0, sea 1

En efecto, excluyendo el caso a; = ... = a,

minimo con a; # 0, y veamos que necesariamente i=e. Aunque el

método es el mismo, conviene distinguir ahora entre i=1 e i > 3.
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Caso i=1l. Si i < e, esto es, 3 < e, resulta q+3 6T, y

ponemos

q+1 q+3 q+5

f=t% 4+ at + bt +t , a#+#0

Como p[X ] =1y q-2=4n6T, h-= /T8 2 4 £)2452) 6 a. Ope-
rando: &
h o= t972 /TQ+t2+at3+bt o+t 7v) 2 + (t2+at3+bto+t/v)2) =

6

= t972 /mi+2e2+2atd+2e%42(p42a)t° + 8 W)

Por tanto:

3 4 6

ho=t37% T¥x, x = 2t2+2at3+2t42(b+2a)t0 + tO%

Utilizando ahora.el desarrollo

1+4x = 1 + % X - % xz +...

vamos a calcular los términos de grado q-2, q, q+3, q+5 de h, es

decir, los de grado 0, 2, 3 y 5 de yl+x. Para cada g > 1 se

tiene:
' A A A
) e 263 H2ae?) 2k
ApH. s HAg=R ALt RS s A, g As
J(2(b+2a)t”) " (t w)

y el grado-en t de un sumando arbitrario es yu 2 2A1 + 312 +

+ 4A3 + SAA + 6A5. En consecuencia:

(1) p=2, si £ = A\ =1, y se tiene el término t2

(2) p=3, si £ = Ay = 1, y se tiene el té&rmino at3

(3) u=5, si &=, =1; £=2, A =1, =1, y se tiene

el término (a+b)t5.

Por tanto:
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ho=t3"2% /T5x = tq°2(1+t2+at3+3t4+(a+b)t5 +...) =

1 q+3

= 9724 %9 59 24 (adb )t ...

Como h 6 A, también en A estd la serie:
h-t372 0 pe9*2 | g o a3 4, a4 o0

luego debe ser q+3 6 ' Esta contradiccidn prueba que e=1l.

Caso 1 » 3. Si i < e, esto es, 1i+2 ¢ e, resulta

q+i+2 ¢ T y sera:

f = tq+atq+1+btq+1+2+tq+sv, s = i+3, a+ o0

Como p X, =1, el elemento h = /T(tq_2+f)2+f2) estid en A, vy

operando:

ho= 972 T+t 2raritpeité st2,y2

+2 +2

+ (tl+ar it edtesest2y2y o 0972 riaoe2ioebi2aeit?

+ 2(b+2a) et & 1Ty,

£9°2 7%, x = 2t 242t %+2at 3242 (ba2a) e 1A 15,

=2
L}

Igual que en el caso anterior, estudiamos el desarrollo de /I+x.
En primer lugar:

-1 L (2t LYy P ac™*?) P amer2a) e Py
)\1+. . .+A5 =£ 1‘ . vo 5.

W

y el grado en t de un sumando arbitrario es: y ZAI + 412 +

+ (i+2)>\3 + (i+4))\4 + (i+5)k5. Nétese entonces que

(1) Si u < i+2, necesariamente es y par. Por ejemplo,

y = 2 para Zl ‘-Al = 1, y se tiene el té&rmino t%



(2) p = i+2, si £ =‘K3 = 1 (pues i+2 es impar), y resul
ta el término ati+2.
(3) u = i+4, si ¢ ='A4 = 1; 4L = Z,Al = A3 = 1, y se tie-
ne el término (a+b)ti+4.
De este modo:
VITR = 1+t2 + P(t) + at ¥ 4 (asp)eiThel L,

donde P(t) 6 R[t] es un polinomio cuyos monomios son todos de gra
do par 24:

P(t) = ) A£t4£ + B, 4+2

, A,,R, 6 R
o<l o<k £ e

Reuniendo toda esta informacidén, escribimos:

hoe t372 AFx = 972 4 97 2p(¢) + t9 4+ 2t 9L 4 (a4p)9tit2

+Q.. =
A L ) Agtq’2+4£ + ) Bth+4£+cq+atq+i+(a+b)tQ+i+2+---=
o<{ o<l
= ¢4+ T Agta(n+£)) + thq+4£ +t9 ey
o<p o<t
+ (a+b)e9TIF2 o

Ahora bien, todos los sumandos del paréntesis tienen grado miltiplo
de cuatro, luego su suma esti en A, y por tanto también estd en

A la serie:

g = 7 thq+4£ +t9 4 a4 (a4p)e9FIY2 4
o<l
En fin, en A estard el elemento:
o<l o<p

Como el segundo paréntesis tiene orden 2q+i+4, y a # 0, conclui

mos que A contiene una serie de ordem q+i+2, y en consecuencia,
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q+i+2 6 I'. Esta es la contradiccidn buscada, y queda probado que
e = 1.
Una vez demostrado (4,19.1), sabemos que A contiene las se

ries siguientes:

. t4, t4n+2 + etaP-l, si c = 4p
. ta, t4n+2 + et4p+1, si c = 4p+2

Se deduce que para cada s 6 [, s < ¢, s ¢ 4n+2, A con-
tiene el monomio ts, y en suma, que A es el subanillo de R{t}

correspondiente
* a IV4(n,p), si ¢ = 4p (véase (4.18.1), (*))

e a V4(n,p), si ¢ = 4p+2 (véase (4.18.2), (**))

De este modo hemos terminado la demostracidn de (4.19).

(4.20) m=5: las curvas de la tabla son pitagbricas

Para los cuatro primeros tipos ya se ha observado antes,

(4.10.3). A continuacidn lo probaremos para los otros dos:

(4.20.1) Tipo V.(n). E1 conductor es ¢ = 5n+4, y el semigrupo

5n+2
T : @it e @ 2—0—0—0—0—0—
0 5 . e 5n € Sn+é4=c

El método es el de (4.18). La parametrizacidn identifica el anillo
de funciones de la curva con el subanillo A de R{t} formado por

las series h 6 R{t} tales que:
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n(s)) =0 si s €T, 0¢<s < 542

(*)
RO () = 602 (0), & = (5n+3)e
| 2 2 _ .2
Hay que probar que si f1 +...+ fr = h", fl,...,fr 6 A,

h € m{t}, entonces h € A. Sea ﬁor-ejemplo w(h) = w(f,). si
w(h) > 5n+2, entonces w(hz) 2 2(5n+2) = 2c¢-4, vy por (4.6),

h €6 A. Supondremos, pues, w(h) < 5n+2, con lo que w(h) = 5A,

0 £ A £ n. Mediante el argumento de (4.10) se comprueba la primera

parte de (*), asi que veamos la segunda. Distinguiremos dos casos:

Caso 1°: n+A es par. Entonces 5(n+A)+2 es par, y aplicamos
5(n+A)+2
2

(4.10.1) tomando k = . Como k € 5n+l1 < 5n+2, el sumando
i-ésimo es cero salvo si k-i = 5q, q 2 A, pero en esa hipdtesis
k+i = k+(k-5q) = 5(n+X-q)+2 € 5n+2, y k+i no es miltiplo de 5,

luego s6lo queda el sumando k+i = 5n+2, k-i = 5A, y obtenemos la

igualdad:

r
(1) z fgsl)(o)f§5n+2)(o) - h(SA)(O)h(5n+2)(0)
o g j
J
A continuacién, con el mismo k, consideramos la fdérmula
(4.10.2). Para que el sumando i-&simo no se anule: k-i = 5q,
q 2 A, y entonces: k+i+l = 5(n+A-q)+3 < 5n+3, 1luego sSlo queda
el sumando k+i+l = 5n+3, k-i = 5\, 1lo que da:
r
(2) I £8M (0)£50*3) () = n3M (0)n 523 (o)
2y 3 j
J
Finalmente, de (1) y (2), de verificar Eraeeenf (%), y de
ser h(SA)(O) ¥ 0, se concluye que h(5n+3)(0) = 6h<5n+2)(0), co-

mo se pretendia.
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Caso 2°: n+)\ es impar. Aplicamos primero (4.10.2) con

- S(n+))+1
2

+ 3 < 5n, corresponderdn a k-i = 5q, gq 2 A, y entonces:

y buscamos los sumandos no nulos. Ya que k g 5n +

k+i+l = k+(k-5q)+1 = 5(n+A-q)+2 ¢ 5n+2, con lo que sdlo puede ser
k+i+l = 5n+2, k-i = 5), resultando la igualdad (1) del caso 1°.
Ahora, consideramos (4.10.1) con k = éiﬁi%lii. Es

k ¢ 5n + % < 5n+2, y un sumando no nulo cumple: k-i = 5q, q 2 A,
y k+i = k+(k-5q) = 5(n+A-q)+3 € 5n+3, 1luego k+i = 5n+3,

k-i = 5\, obteniéndose la igualdad (2) del caso 1°

Ya conocidas (1) y (2), se termina igual que antes.

(4.20.2) Tipo VI.(n). El1 conductor es ¢ = 5n+5, y el semigrupo

S5n+
I : &—+——+—@ -t —— O —
0 5 5n € 5S5n+5=c

La prueba es andloga: el anillo A estd formado por los h 6 R{t}

tales que:

n(8) o)y = 0 si s T, 0< s < 5n+3
(*%)
h30t4) 0y = s 3P+3) (0),  § = (Sn+s)e

2 2 2
] *eeet £ = 1%,

w(h) = w(£)). Si w(h) > 5n+3, es w(h®) » 2(5n+3) = 2c-4, vy

Sean f,,...,f_ 6 A, h 6 R{t} con f

por (4.6) h 6 A. Asi pueé, supongamos w(h) < 5n+3, luego
w(h) = 54, 0 < A € n. La primera parte de (**) se deduce para h

por el argumento de (4.10). Para la segunda:

Caso 1°: n+) es par. Aplicamos la férmula (4.10.2) con

2&21%1:3' Como k ¢ 5n+l, para que el sumando i-ésimo no se

k =
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anule: k-i = 5q, q > A, Yy entonces k+i+l = k+(k-2q)+1 =
= 5(n+A-q)+3 < 5n+3, vy sdlo puede ser k+i+l = 5n+3, k-i = 5},

~N

obteniéndose la igualdad:

r
(1) 3 e e 0y = w M (0073 (o)
j=1

Ahora utilizamos (4.10.1) con k =b§i£i%lii . Como k g 5n+2,
si el sumando i-&simo es #0, resulta k-i = 5q, q 2 A, y se dedu-
ce k+i = k+(k-5q) = 5(n+A-q)+4 < 5n+4, con lo que necesariamente
k+i = 5n+4, k-i = 5), y queda

r
(2) I £8P 08 o) = 1M (0)n ™) (o)

j=1

Se termina como siempre.

. Aplicamos (4.10.1)

Caso 2°: n+A impar. Sea k = él&i%lié

con este k. Como k g 5n + % < 5n+3, para que el sumando i-&simo
no sea nulo, serd k-i = 5q, q > A, y k+i = k+(k-5q) =
= 5(n+A-q)+3 < 5n+3. S6lo puede ser k+i = 5n+3, k-i = 5), y se

obtiene la férmula (1) del caso 1°.

Ahora, con este mismo k, consideramos (4.10.2). Buscando
los sumandos no nulos resulta k-i = 5q, q 2 A, y k+i+l =
= k+(k-5))+1 = 5(n+A-q)+4 < 5n+4, 1lo que proporciona k+i+l = 5n+é,

k-i = 5A, de donde la igualdad (2) del caso 1°.
Ya deducidas (1) y (2), el resto es automdtico.

De este modo se completa la demostracidén de (4.20).

(4.21) m=5: si Xo es pitagdrica, es isomorfa a una curva de la tabla

Si el semigrupo T de X, no tiene la propiedad de (4.10),
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esto es, si Xo no es del tipo 15, IIS’ III5 ni IVS’ existe un en
tero q 6T, q # 0 (mod. 5), q < c: elegimos el minimo q con

esa condicidn. Puedendarse tres posibilidades:

Caso 1°: g = 1 6 4 (mod. 5). Entonces gq-1, q 8 q, q+1 son

dos enteros consecutivos menores que el conductor que estan en T,

y p[Xo] > 1. Esto excluye este caso.

Caso 2°: q = 2 (mod. 5). Sera q = 5n+2, n > 1. Si 5n+4 @ T,

por el criterio de los dos enteros (con p=5n, r = 2) seria

p[Xo] > 1. Se deduce 5n+4 6 T. Si 5n+4 < ¢, también 5n < c vy
I' contendria dos enteros consecutivos y <c, luego 4p[Xo] > 1.
En consecuencia, 5n+4 = c. Considerando ahora una parametrizacidn

5

T O[Xo] + R{t} con t~ 6 imt =A, existe un elemento

t5n+2 et5n+3

+ €6 A

que determina totalmente A por las condiciones (*) de (4.20.1). En

suma, Xo es isomorfa a Vs(n).

Caso 3°: q = 3 (mod. 5). Entonces q = 5n+3, n > 1. Si

5n+6 ¢ ', por el criterio de los dos enteros (con p = 5n, r = 3),
p[XO] > 1, 1luego 5n+6 6 T. Si 5n+6 < ¢, I' contiene a los dos
enteros 5n+5 y 5n+6, menores que c, con lo que de nuevo p[XO] > 1.
Se sigue ¢ ¢ 5n+6, de donde c g 5n+5. Ahoré bien, e > q, ©O sea
que ¢ > q+l = 5n+4. Se concluye ¢ = 5n+5. Considerando una para
metrizacidn T : O[Xo] + R{t} con t5 € im T = A, existe un elemen

to

t5n+3 et5n+4

+ € A,

que determina A por las condiciones (**) de (4.20.2), y en conse-
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cuencia, X° es isomorfa a VIS(n).

(4.21) Comentario.- El desarrollo anterior, (4.17),...,(4.21) para

construir la Tabla I es en cierto sentido algoritmico, y puede apli
carse a multiplicidades mds altas, aunque los célcﬁlos se hacen muy
engorrosos. Como tal vez el ciimulo inevitable de digresiones oscure
ce el método seguido en los parrafos anteriores, hagamos aqui un re

sumen para multiplicidad m=6.

En primer lugar, se determinan las formas posibles del semi
grupo de valores I mediante el criterio de los dos enteros (4.8).
Para m=6, ademds de los cinco posibles semigrupos PI,...,FV su-
jetos a la condicidn &el lema (4.10), y caracterizados por sus con-
ductores ¢ = 6n, 6n+2, 6n+3, 6n+4, 6n+5, (n > 1), se obtienen 1los

diez de la figura 4.

Determinados los I, se examina el elemento de orden mias
pequefio no miiltiplo de la multiplicidad, en este caso 6, que hay en
el anillo de funciones, para identificar ese anillo con un subanillo
A de R{t} de descripcidn manejable (como (*) & (**) en (2.20)).
Después hay que comprobar (por induccidn y derivaciénj que el anillo
A obtenido tiene efectivamente niimero de Pitdgoras 1. Plausiblemen

te, este anadlisis produciria la tabla II.
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6n+2 6n+4 c-1
PVI: [ —— t o *>——0o—+—o—1+—o O—0—0—0—0—0—0
0 6 6n 6n+6 .o 6p=c
6n+2 6n+4 . bpt+2=c
T . ot -9 +—o—4 - *—H—o0—0——»
6n+2 6n+4 6p+b=c
T ! ———t + - &—t+———t——|—0— ——t——D——0
VIII 6 6n 6n+6 6p c-1
6n+3 c-1
PIX o—i—+ e -o—t—t—————+ -5—e—0—0—0—0—0
0 6 6n 6n+6 R 6p=c
6n+3 6pt+2=c
T : e + + -o ———t—t— - —t —0—0—0—0—0
X 9 6 6n 6n+6 6p c-1
6n+3 6p+3=c
' + &——t -» ——t+———+—0—+ *—+——0—0—9
XI o 6 6n 6n+6 ces 6p c-1
6n+3 6p+3 6pt+5=c
PXII: L > L *—i o @
6n+4 6n+8 c-1
T ! e——t * ——t—t—————o -O—e—0—0—0—0—0
XIIl 0 6 én 6n+6 e 6p=c
6n+4 6n+8 6p+2=c
T . @ + -0 -ttt ——0—0—0—0—0
XV 6 6n 6n+6 6p c-1
6n+4 6n+8 6p+2 6p+b=c
va: *—i —t—e -t ——t——+—8 ———0—0—90—0
0 6 6n 6n+6 .o 6p c-1

Figura 4



. Tablga II: CURVAS PITAGORICAS DE MULTIPLICIDAD 6
x=t® x=t 6 x=t.6
yug 601 yag 612 yug 6243
z= 60+2 z=¢ 6043 gag 60
Io(n): u=e60+3 5 I (n); umg60 3 III (), pog 60%5
vap 60+ vy 605 g 6047
=t 075 wmg 6047 g 608
x=t 6 x=t6 6
y=¢ 60+4 y=t 60+5 y=t6n+2+€t6p—l
IV, (n): z=¢ 50+5 F Vo z=¢ S0+7 : VI (np); zgt6n+4+6t6p-1 ;
u=g 67+7 u=¢ 60+8 mg 6+
v=t o+ vt bn+g vet 6p+3
w=t6n+9 w=t6n~l~10 W.t6P+5
x=t6 x=t6
y= t611-4-2 t613-'I~.l . yét 6n +2+€t 6p+3
z=¢ SDH4 £ 6P+1 z=t6n+4+6t 6p+3
u= 6P+3 H Vlllé(n,p): i P45
vet 6P*5 g 6047
g 6PF7
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x=t® - x=t®

y=t6n+3+et6p_2+6t6p-1 y=t6n+3+et6p+1

z=t6p+1 z=t6p+2
IX6(n,p): 4u=t6p+2 H X6(n,p): Ju.t6p+4

v=t6p+4 : v=t6p+5

w=t6p+5 w=t6p+7

\

rx=t6 fx=t6

y=t6n+3+8t6p+l+6t6p+2 ygt6n+3+€t6p+4

z=t6p+4 z=t6P+5
XI6(n,p): Ju=t6p+5 3 XII6(n,p): 4u=t6p+7

v=t6p‘+7 v=t6p+8

w=t6p+8 w=t6p+10

\

’x=t6

ygt6n+4+€t6p-1

z=t6n+8+€t6p--1

XIII (n,p): ! 6ptl

6p+3

u=t

v=t

6p+5

w=t
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rX=t6 . X=t6
y=t6n+4+et6p+1 y=t6n+4+et6p+3
z=t6n+8+6t6p+1 z=t6n+8+6t6p+3
XIV6(n,p): Ju=t6p+3 H XV6(n,p): Ju=t6p+5
v=t6p+5 ' v=t6p+7
w=t6p+7 w=t6p+9
L

\

(p>n21l)

(e, €6 R)

(4.23) Curvas pitagdricas y curvas de Arf.- La dimensidn de inmersidn

de una curva Xo se define como e = dimR m/mz, donde m es el

ideal maximal de O[Xo]. Equivalentemente, e es el minimo entero

- . . . e
>0 tal que Xo esta contenida, salvo isomorfismo, en mo. Se de-



i
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muestra, [36; corollary 1.10], que e no excede a la multiplicidad,

y nuestros resultados anteriores sugieren que

* 8i X, es pitagdrica, su dimensidn de inmersidn y su mul

tiplicidad coinciden.

De hecho, sugieren que coinciden no sdlo para Xo, sino pa
ra sus sucesivas transformaciones cuadraticas. Esta es una de las
caracterizaciones de las curvas de Arf, [36; theorem 2.2], 1y se

tiene la siguiente conjetura md3s fuerte:

* Si X, es pitagdérica, entonces es de Arf.

Observamos sin embargo, que una curva de Arf puede no ser

pitagérica. Por ejemplo, considérese la parametrizada por: x = t3,

y ='t8, z = ¢10,

Sefialemos por {ltimo otra cuestidén interesante relacionada:

* Si X es pitagdrica, su transformada cuadridtica también

lo es.

(Esta Gltima conjetura junto con la primera, implicaria la
segunda. La tabla I en (4.16), permite comprobar las tres cuando

la multiplicidad de X, es <5).

(4.24) Caracterizacidn de las curvas pitagdricas por el semigrupo

de valores.- Seflalemos en primer lugar que el nimero de Pitd
goras no es un invariante del semigrupo. Considérense por ejemplo

las curvas
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4

x =t x=t6

X :dy = tO+¢7 x' ¥ = ¢
o o 13
; 15 zZ =t

z =t 13
=4t

cuyos semigrupos son iguales (e iguales a I = {0,4,6,10,12,n > 12})
y sin embargo es p[XO] > 1, p’[x;‘i = 1. (basta buscarlas enm la ta-
bla I para m = 4; X, mno estd pues su dimensidn de inmersidén es

3 < 4). Esto plantea un problema de clasificacidn como sigue.

Sea I un semigrupo num@rico (esto es, un subsemigrupo de
N con complementario N~T finito), y notemos M(T) ala coleccidn
de todas las curvas cuyo semigrupo de valores es :I'. Entonces hay

semigrupos I tales que:

(A) cada curva de M(T) es pitagdrica.
(B) en M(TI') hay curvas pitagdricas y curvas no pitagdricas.

(C) ninguna curva de M(T') es pitagdrica.:

Como se observa inmediatamente, una parte de nuestros resul
tados son soluciones parciales a esta clasificacidén. El criterio de
los dos enteros, (4.8), por ejemplo, da una condicidn para que un
grupo sea del tipo (C). Otro lema, (4.10), describe un tipo de semi
grupos que pertenece a la clase (A), aunque se advierte que son semi

grupos cuyo espaéio de moduli, 21 , es trivial.

Finalmente, seflalemos que ninguna de las clases (A), (B),
(C) es vacia, y que en todas ellas hay alglin semigrupo cuyo espacio
de ﬁoduli no es trivial (sdlo falta un ejemi:lo de esto para (A): con
sidérese el semigrupo I = {0,4,6,8,n > 8} cuyo esi:acio de moduli

esta cubierto por el tipo IV4(1,2)).
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§5. E1 problema decimoséptimo para gérmenes de superficie.

Estudiamos en este epigrafe algunas cuestiones topoldgicas
relacionadas con el aspecto cualitativo del problema decimoséptimo

y con el criterio del cambio de signo.

(5.1) Proposicidn (criterio del cambio de signo para superficies).-

Sea X C mg un germen de superficie irreducible tal que
X§\~{0} es conexo. Si f 6 R{xl,...,xn} genera un ideal

primo #{0} en O[XO]. Son equivalentes:
(a) £ genera un ideal real en O0[X].

(B) £ cambia de signo sobre x:.

Demostracidn.- Es andloga a la de (1.8). Solamente hay que

comprobar que donde alli utiliz&dbamos la hipdtesis 'reg*xo conexo'
basta ahora con 'X:\~{0} conexo'. En efecto, se trataba de probar

que si f cambia de signo sobre X;,
dim Xofj V(f) = dim Xo -1 =1

(pues ahora dim X = 2). Pero si fuera dim X [] V(f) = 0, enton

ces
* = *\’
XO\ V(f) XO {0}’
que es conexo por hipdtesis, y por tanto £ no cambiaria de signo

sobre x:~;{o}, ni, en consecuencia, sobre xz.

(5.2) Superficies con singularidad racional.- Vamos a considerar

aqul unas superficies especiales que pueden conserarse 'las singula

ridades menos singulares'. Recordemos en primer lugar una



- 93 -

Definicidn [35; §1].- Un anillo local normal A de dimensién 2

se llama de singularidad racional si existe una desingulari

zaqeién £ : X + Spec A con HI(X,OX) = 0.

Las singularidades racionales tienen una relacién profunda
con el problema de la factorialidad. Destaquemos aqui dos importan

tes resultados que utilizaremos después:

Teorema (Brieskorn) [8; Satz 3.3] .- La dnica, salvo. <Zsomor

fismo, dlgebra analitica sobre €, factorial no regular de

dimensidén 2 es C{x,y,z} /(x2+y3+z5).'

Teorema (Lipman) [35; example (25.4)] .- Las unieas, salvo

isomorfismo, dlgebras analiticas sobre R factoriales de

esingularidad ractonal y dimensién 2 no regulares, son:

Eg : R{x,y,z} / (x2+y3+25)
F4 : R{x,y,z} / (x2+y3+24)
B_ : R{x,y,z} / (x2+y2+22n+1), n 21
Bn : R{x,y,2} / (x2+y2+zzn), n > 1

Se observa que la iltima de las anteriores dlgebras no es
2 .
real, pues x2 + y2 + 2" = 0 se reduce en R? al origen. Por

ello, fijaremos nuestra atencidn en las otras tres.

La primera de ellas, llamada 'singularidad del icosaedro’',
ha sido objeto de atencibn permanente desde que fue estudiada por
Klein en 1884, [32]. El1 resultado de Brieskorn citado m&s arriba

es un ejemplo de su peculiaridad. En lo que a nuestro problema se
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refiere tenemos:

(5.3) Proposicidn.- Sea X mg el germen de ecuacidn x2+y3+z5 =0.

Se verifica:

(a) S© £ es 20 sobre Xo, entonces £ es suma de dos

cuadrados en O[XOJ.

(8) SIx_ 1 = S(X_); plx 1 = p(x)) = 2.

Demostracidn.~ La superficie X = es de dimensién pura, tie

ne el origen como singularidad ais
lada, y es topoldgicamente trivial
(figura 5). En consecuencia, X2<Uﬂ=
='XJ~{O} es conéxo, y se cumple el
criterio del cambio de signo. Sabe
mos ademids, que O[Xo] es facto-

rial, asi como el anillo de funcio

nes O[RO]- G{x,y,z}/(xz+y3+25)
del complexificado iOC Gg.

Figura 5

(a): En virtud de (3.7.a),
(3.4), (3.5) y (3.6), se trata de ver que si h 6 R{x,y,z} es 20
sobre Xo e irreducible en O[Xo], entonces es reducible en 0[%0].

(h,x2+y3+zs)m{x,y,z}, E = pC{x,y,z}, de modo que:

Notemos p

R{x;y,z}/p

0rx 1/(n), C{x,y;z}/i = 0[%0]/(h), y se deduce que
p es un ideal primo de altura 2 de R{x,y,z}. Ahora, decir que h

es reducible en 0[§o] equivale a que p no sea un ideal primo,

y esto, por un resultado de Risler, [48; proposition 6.2], a que
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p no sea real. Finalmente, p es real si y s6lo si h Ggenera un
ideal real en O[XO], si y s6lo si h cambia de signo sobre X,

(criterio del cambio de signo), lo que por hipdtesis no ocurre.

(B): Una vez probado (o), sdlo resta la desigualdad
p(Xo) > 1. Pero x2+y2 no es un cuadrado en O(Xo)’ aplicando la

misma demostracidn que en el caso regular, (3.2.b) (véase también

(5.12)).

Observemos que la igualdad S[Xol = S(Xo) contrasta con el
resultado (4.2) ﬁara curvas, que, asi, no puede extenderse a dimen-
sidén 2.

El método anterior es el utilizado por Bochnak y(Risler en
el caso regular, [7]. De hecho, puede pensarse en formularlo para
una superficie irreducible, que cumpla el criterio del cambio de sig
no y sea factorial, asi como su complexificado. Sin embargo, esto no

seria ninguna generalizacidn, pues se tiene:

(5.4) Proposicidn.- Sea X, un germen de superficie analitica real

no regular, cuyo complexificado es factorial. Entonces, sal

vo tsomorfismo analitico, X 6 es x2+y3+25 = 0.

~

Demostracidn.- Sea X, 1la complexificacifn de X,. Por

~

el teorema de Brieskornm enunciado en (5.2), Xo es isomorfo a

3 3

v (x2+y +z5)CZ €. En particular, la dimensidn de inmersidn es 3,
c o

esto es, podemos suponer X C Rg, [51; §2]. Como X, es irredu-
cible, su ideal en R{x,y,z} es primo de altura 1, y estard genera

do por un elemento irreducible F 6 R{x,y,z}. Se sigue que
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~ o~

F.C{x,y,z} es el ideal de X,» y como X  tiene multiplicidad 2

(pues es isomorfo a x2+y3+z5 = 0), F es una serie de orden 2.

Ahora, mediante un cambio lineal de coordenadas en R3, podemos ha

cer que F sea regular de orden 2 en x:

F = x2 + a(y,z)x +b(y,z), a,b 6 R{y,z}, a(0,0) = b(0,0) = 0,

y con otro cambio (x' = x+a/2, y' =y, 2z' = z), podemos suponer:

F = x2 + £(y,2), f ¢ R{y,z}, £(0,0) = O.
Se tiene ﬁues una ecuacidn x2 + f(y,z) 6 €{x,y,z} de io’
que equivale a x2+y3+zs. Por un teorema de Kirby, [31; theorem
2], existe un isomorfismo analitico complejo ¢ : Cg - Ci éal que

d*(£f) = u(y,z)(y3+zs), u(0,0) # 0. Se deduce que f 6 R{y,z} ge-

nera un ideal primo en €{y,z}, luego uno primo real en R{y,z}

(por [48; proposition 6.2]). En consecuencia c, = V(f)C:'mi es

2

un germen de curva irreducible cuyo complexificado Eo = Vc(f)(: Co

3 2

es isomorfo a Vc(y +zs) (o mo.

En particular, el semigrupo de valo

~

res de c, es r

{0,3,5,6,8,n > 8}. Si ahora calculamos el semi
grupo de valores I de s mediante una parametrizacidn primitiva:
t » (y(t),z(t)), y(t),z(t) 6 R{t}, obtenemos el mismo I. En efec

~

to, claramente TI'C T, y reciprocamente, si p 6 I', como

t» (y(t),z(t)) es también primitiva para c,» existe hiseC{x,y}

con

w(h(y(t),z(t))) = p°

Pero escribiendo h = h; + ih,, h;,h, 6 R{x,y}, resulta:

h(y(t),z(t)) = hl(y(t),z(t)) + ihz(y(t),Z(t))
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y como h1 y h2 tienen coeficientes reales, al menos una de las se
ries hl(y(t),z(t)), hz(y(t),z(t)) tiene que tener orden p, con

lo que p € I'. Queda probado el otro contenido, y por tanto

- f(*) 2

T . En suma, el semigrupo de valores de c, = V(f) Ro es
r ={0,3,5,6,8,n > 8}. Precisamos para continuar el siguiente resul

tado :

Lema.- El espacio de modult del semigrupo {0,3,5,6,8,

n > 8} es trivial, tanto en caso complejo como en el real.

(En el caso complejo es un resultado bien conocido, que pue
de verse en el curso de Zariski [54; chap V, §2], contenido en
otros resultados mds generales. La demostracidn que alli aparece se
adapta sin variacidn alguna al caso real);

Por el lema, existe un isomorfismo analitico ¢ : Rz -+ Ri

tal que ¢(c°) = V(y3+zs). En términos de ecuaciones, existe una

unidad u 6 R{y,z} con:

o*(£) = uly,z) (yo+z°)

Entonces el cambio ¢y = Id x¢ : mz -+ mg transforma X, en:

x2 + u(y,z)(y3+zs) = Q.

] ] \J

= -z si u(0,0) < O, podemos supo

ner u(0,0) > 0, y existe una unidad v 6 R{y,z} con v2 = 1/u.

Haciendo x

=x, y'=-y, z

De este modo:

(*) Este argumento es independiente de que la curva sea plana.
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2
2 3,.5 X 3,.5
x“+u(y,z)(y " +z7) = u(y’z)(u(y,z) + y +z7)
2 2
= u(y,z)(x"v(y,z)" + y3+zs).
Por fin, el cambio x, = xv(y,z), Yy =Y, 2 =z produce la super
ficie: xf + yi + z? = 0, 1lo que concluye Ila frueba.

A continuacidn consideramos los restantes anillos reales del

teorema de Lipman.

(5.5) Proposicidn.- Sea X, < Rg~ uno de los gérmenes x2+y3+z4 = 0,
x2+y2+z2n+1 = 0, n > 1. Entonces S[Xol # S(Xo).
Demostracidn.- (a) Sea X° = V(x2+y3+z4). Entonces

2 4
X +z

-y = 7 € S(Xo)\ S[XO], pues si -y fuera una suma de cuadrados
y o
en O[Xoi, lo seria en el anillo de la curva

X, N {z =0} : x2+y3 = 0

y esto no es asi por (4.3).
2, 2

(b) si X = V(xP+yZe2?®tly ;2 2V o 9(x )~ S[X]. En
o zZn o o
efecto, pues -z no es suma de cuadrados en el anillo de la curva:
X, n {y = o} : x2 4 g20tl 0,

en virtud de (4.3).

(5.6) Observacidn.- Las superficies X, de (5.5) son topoldgicamen

te triviales, de singularidad aislada, factoriales, y su complexifi

cado es normal (pero no factorial):



- 99 -

Figura 6

Son ﬁues, en cierto sentido, 'muy regulares', y sin embargo ya se
tiene parabellas S[XO] ¢ S(Xo). Esto induce a creer que la superfi
2, 3,5

cie X  : x"+y"+z” = 0 tenga una peculiaridad mids; la de ser la Gni

ca factorial no regular tal que S[Xo] = S(Xo).

En todo lo que antecede se aprecia el inter&s de disponer de
un criterio de cambio de signo, y por otra parte, que la validez o
no de un principio asi tiene un caricter marcadamente‘topolégico:
reg X: conexo, en (1.8); ﬁz\~{0} conexo, en (5.1). Vamos ahora a
estudiar estas condiciones topoldgicas, y después veremos varios

ejemplos y contraejemplos notables al respecto.

(5.7) Proposicidn.- Sea X  un germen de superficie irreducible. S7
reg, X es conexo, entonces el germen x: es topolbgicamen

te trivial (esto es, homeomorfo a Ri).

Demostracidn.- Supongamos XoC: Rg, y apliquemos el teorema

de parametrizacidn local (0.2.b). Sea T : R" = RZ la proyeccidn so

bre las dos primeras coordenadas. Existen: un entorno abierto U de

n 3 - - -
0 6 R'; un subconjunto analitico X de U, cuyo germen en el ori-

2

gen es X , y una funcidn analitica & en W = T(U)C R de modo

que:
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(i) ¢ # X~{§ = 0} C reg, X X~{0 = 0} = x*

(ii) X~{8 = 0} tiene una cantidad finita de componentes co-

nexas, adherentes al origen.

(iii) Si C es una componente conexa de X~{6 = 0}, ﬂlC es

un homeomorfismo de C sobre una componente conexa de W~{6 = 0}.

(iv) 7|X : X + W es propia y tieme fibras finitas.

Consideremos primero el caso sencillo en que § sdlo se anu
la en el origen. Entonces Xo es de dimensidn ﬁura y singularidad
aislada, y la parametrizacidn anterior describe Xo como una colec-
cidn finita de discos abiertos con un nico punto comiin: el origen.
Es claro pues que para que reg, Xo sea conexo sdlo puede haber un

2

disco, con lo que X, = Xz es homeomorfo a Ro.

Excluyendo ya el caso anterior, podemos elegir U suficien

temente pequefio para que

{§ = 0} W sea de 1la

forma cTU ...Uc:U{O},

donde cada c;, 1

N

igr,

es una semirrama lisa, y

* x _ . .
e N ¢} @ si i # j

(figura 7). Lo mismo se
puede suponer para

{§ = 0} N X, #ues su

germen en el origen tie

Figura 7

ne dimension 1, y tendre
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| -1

mos {6 =0} X= U c;j U {0}, con T (c?) nx= U c;j. A
i, h|

partir de ahora lo que haremos serd reconstruir el tipo topoldgico

de X*.

En primer lugar, sea C una componente conexa de

X~{8 = 0}. Como ﬂIX es cerrada, w(C) = 7(C), y afirmamos que

n]E : C > m(C) es homeomorfismo. En efecto, basta ver que ﬂlE

es inyectiva, ﬁuesto que sabemos es ﬁrobia. Consideremos entonces un
punto a 6 7(C) y sea '{xl,...,xs} = n—l(a)[1 C. si a e m(C), ne
cesariamente s = 1, 1luego supongamos a 6 T(C)~m(C) C {& = 0}, Y,
por ejemplo, a & ct. Elijamos entornos abiertos disjuhtos

Ul""’Us de xl,...,xs' en C. Se deduce que 'n(U1 y ... U Us)

es un entorno de a en T7(C), pues si no lo fuera, existiria una

sucesidn {yp} (o E-w-%KU1 u ... uU Us) convergente al punto a,

p2l

y por ser m|C propia, contendria una subsucesidn convergente a al

gin X;, lo que no puede ser ya que ‘{yp}p;lc: E-Ui. Asi, existe

un entorno abierto U' de a en (C), contenido en

es conexo (porque 7(C) es una

m

*
[

1r(U1 ... u Us), y tal que U cy

componente conexa de W~ {§ = 0},

véase la figura 8). En esta situa m(C)

- -
cion

- ™o, Y ... Ul
{m(c 1(U')ﬂ U;): 1 .¢ i g s} ! U

es un recubrimiento- de

v W . cos
U c1C C por conjuntos disjun Figura 8

tos, abiertosen C ya que T7|C

. *
es homeomorfismo. Como U'\-c1 es conexo, se concluye s =1, vy,

en suma, que T|C es inyectiva.
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Por otra parte, X* es la unidn de las adherencias de las

componentes conexas C;,...,C, de X~{8§ = 0}, 1luego X* se obtie

ne a partir de la suma topoldgica C1 +...+ C identificando el

origen a un mismo punto, y de modo conveniente las fronteras. Obsér

vese ademds que por lo anterior, cada Ci’ 1

VZa)

i r, es homeomor
fo a su proyeccidn W(Ei) = W(Ci), que es evidentemente homeomorfa

a un simple de dimensidn 2.

Para describir la identificacidén de las fronteras, considere
mos de nuevo una de las componentes C. Se tiene 7(C) = W(C) =

= n(c) U c* c* con i, < i,, y como nlE es inyectiva, sdlo
i, i, 1 2
hay dos indices jl,j2 tales que c; j y c; sean adherentes

a C fuera del origen. Se deduce:

o *
cC=clUec*. U<t .,
191 1232
; . c* . son los dos lados de C. De este mo-
131 1232
do, la identificacidn entre las fronteras de las componentes es una

y diremos que ¢

identificacidn entre sus lados, con la condicidn de que cada lado se

identifica siempre con algin otro.

Esta condicidn se justifica como sigue. Supdngase que c*
es un lado de C, que no se identifica con ningin otro. Podemos ele
gir un punto a 6 c¢* tal que Xa sea coherente (pues por un teore
ma de Fensch, precisado por Galbiati en [26; corollaire 3.10], el
lugar de los puntos de no coherencia tiene codimensidén »2, luego en
nuestro caso, dimensidn cero), y en consecuencia de dimensidn pura,
¥y que no sea adherente a ninguna otra componente. Entonces xa =
= X: = Ea =C, U c:. Consideramos ahora la restriccidn de ‘7 a un

entorno abierto de a, U'CC U tal que
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XAQU=CNU=¢( Yecr) U,

y el germen de T(X [ U) en b = m(a) es entonces ﬂ(C)le m(e*),
(figura 9). Asi bodemos elegir
una recta r(C Rz, transversal
a -n(c*)b que base for b, ¥y
con una de sus semirrectas con-
tenida en w(C), la otra en su

complementario. En esta situa-

cidn, n_l(r)fj X es un subcon

junto analitico de X, 1luego Figura 9
(W-l(r)lj X)a;: Ea contiene a

un germen de curva irreducible c;. La proyeccidén de ese germen tie
ne que estar contenida en Ty [l m(C), 1lo que significa que las dos
semirramas de c; tienen la misma imagen por T, contra ser ﬂlE

inyectiva. Esta contradiccidn muestra que c¢* tiene necesariamente

que identificarse con algin otro lado, como pretendiamos.

De esté modo, podemos reconstruir X* a partir de una colec
cidn finita de simples de dimensidn
2, con un vértice distinguido en ca
da uno de ellos, identificando to-
dos esos vértices a un punto 0, y

los lados que contienen a esos vér

tices entre si, con la condicidn

de que todos esos lados se identi-

Figura 10

fican a algidn otro.
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Ahora, hacemos primero las identificaciones de los pares de
lados de simples distintos, lo que ﬁroduce nuevos simples- con media
nas que pueden identificarse a otros lados. Desﬁués de esto, la si-
tuacidon es que tenemos una cantidad finita de simples unidos por un

vértice 0, cuyos lados se identifican:
(a) o con el otro lado del mismo simple,
(b) o con una linea interior de otro simple.

Ademds, se pueden identificar entre si algunas lineas interiores de

simples.

Se observa que, salvo las del tipo (a), estas identificacio
nes producen lineas de puntos sin
gulares de X. Afirmamos ahora
que de hecho, sdlo puede haber un
simple S. En efecto, si hubiera ’
otro S', podriamos elegir dos /
puntos regulares de X*; a € 8, /

a' € S', y como reg, X es co- /

nexo, un camino O (C reg, X que S
los conecte. Esto es imposible, . Figura 11
pues cualquier camino que conec-
te a y a' contendrid algiin pun-

to b 6 S S', que necesariamente serd singular por lo anterior.
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Por otra parte, si hubie
ra que hacer emn S otra identi-
ficacidn que la de sus lados

£ = L', S contendria lineas de

puntos singulares, y como antes,
esas lineas desconectarian Figura 12
. *
reg, X. En conclusidn, Xo es
homeomorfo a un simple de dimensidn 2, con los lados identificados,
. 2
es decir, es homeomorfo a Ro.
(5.8) Corolario.- Sea XO un germen de superficie irreducible cuyo
lugar singular es analitico. Si reg, X, es conexo, X

es una singularidad aislada.

Demostracidn.- En primer lugar, como Xo es una superficie,

es homeomorfo a R:. Si

sing X C X:. Ahora, por (5.7), Xz

sing X, mo se reduce a {0}, al ser por hipdtesis analitico, con-

tiene un germen de curva irreducible coCI X:, y al ser reg, X

N O

conexo, también lo seri Xi'\ Coe Pero el homeomorfismo X: -+ Ro

descrito en (5.7) transforma c, en dos lineas, una por cada semi

rrama de cg, que se unen por el origen, y necesariamente desconec

tan mg. En suma, sing X = {o0}.

(5.9) Corolario.- Sea X un germen de superficte. St reg X, es

(o)

conexo, entonces X = es trreducible y homeomorfo a Ri.

Demostracidén.- Es claro que Xo tiene dimensidn pura. Por

otra parte, si Yo es una componente irreducible de X Y tie-

o? o
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ne interior no vacio en reg X,, luego por el principio de jidenti-
dad, ya que reg Xo es conexo, YOZD reg Xo. Como reg Xo = Xo,
se concluye Yo = Xo y Xo es irreducible. Podemos pues aplicar

2

*
(5.7), y X° Xo es homeomorfo a Ro.

(5.10) Corolario.- Sea X, un germen de superficie. St X~ {o}

es conexo, X es de dimensidén pura. St ademds es una sin-
2

gularidad atslada, X, es homeomorfo a R_.

Demostracidn.- Si Xo no es de dimensidén pura, existe una

. * - * . - * = * .
semirrama coc: Xo Xo, y como d1m(Xo Xo) 1, ¢ es abierto
y cerrado en X ~ {0}, contra ser X, = {0} conexo. Probado esto,
si ademds sing X, = {0}, reg X, = XO\-{O} es conexo, y por (5.9),

2

X0 es homeomorfo a Ro.

(5.11) Ejemplos.- En los resultados anteriores se consideran varias
propiedades topoldgicas, algunas de las cuales son suficientes para
el criterio del cambio de signo, (1.8) y (5.1). Reunimos aqui cua-

tro ejemplos al respecto.

A. E1 cono no cumple el criterio del cambio de signo.

Sea Xo el cono de ecuacién x2 + y2 - z2 = 0. Enton-

ces f = z, que cambia de signo sobre Xo’ genera un ideal primo

en O[Xo] que no es real. Claramente, Xo~¥{0} no es conexo.
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B. Una superficie que cumple el criterio del cambio de

signo vy no es de dimensidén pura-.

La superficie

X, ¢ z(x2+y2)—x3 = 0, es irre
ducible de singularidad aisla-
da, X:-{O} es conexo, luego
cumple el criterio del cambio

de signo, pero no es de dimen-

sidén pura.
Figura 13

C. Una superficie de dimensidn pura, que cumple el criterio

del cambio de signo, y no es topoldgicamente trivial.

La suberficie
X, ¢ (x2_y2)22+y3 = 0, es irre
ducible de dimensidn pura;
Xo\-{O} es conexo, luego cumple
el criterio del cambio de signo,

pero reg Xo tiene 6 componentes

conexas, y Xo no es homeomorfo

a mo.

Figura 14

D. Una superficie topoldgicamente trivial de singularidad

aislada, que cumple el criterio del cambio de signo

pero no es factorial

La superficie
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Xo ¢ xz-yz-i-z3 = 0, es homeomor
fa a Ri, luego cumple el cri-
terio del cambio de signo; es

normal, luego de singularidad

aislada, pero no es factorial.

Figura 15

Terminamos este epigrafe con algunas observaciones sobre la

cuestidn cuantitativa.

(5.12) Proposicidn.- S7 X, es un germen de superficie irreducible,

2 <

N

p(xo) < 4o,

Demostracidn.- Mediante el lema de normalizacidn, (0.l1), se

obtiene una extensidn algebrgica finita 0(m§) -+ O(Xo). Si p(Xo)
fuera 1, por el teorema de descenso de Diller-Dress, [17; Korollar 1]
seria p(Rg) = 1, y sabemos que no es asi, (3.2.b). Esto prueba la
primera desigualdad. La otra resulta de un teorema de ascenso de

Pfister (*), pues se tiene:

p(x) ¢ [0(x) : 0®2)1p®%) = 2[0(x) : 0@®%)]

(*) Este resultado, no publicado, establece: p(K) ¢ [K : Llp(L) si K es una
extensidén algebraica finita de L de caracteristica cero. Para probarlo, se eli

ge un elemento primitivo y de K sobre L, y pongamos m=[K:L],p = p(L).
. m-1,2
Ahora, dada una suma de cuadrados de K : 'Zl (ai1+aizx+...+aimx ) aij 6L,

se diagonaliza la forma cuadrdtica sobre L : q(Tl,...,Tm) =

3 2 i s :
= izl (ailTl +.. .t éime) s Yy en la diagonalizacidn se sustituye Tl por 1,
T, por X,...,T por mel‘
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(5.13) Observaciones.- (a) De hecho, la demostracién anterior espe-

cifica una cota. Por ejemplo, si XO es un germen de superficie
irreducible de mg, entonces su multiplicidad m(Xo) es el minimo

grado de una extensidn O(RS) > O(Xo), y resulta:
p(Xo) € 2m(X)

(b) La desigualdad de (a) puede ser estricta: existen gérme

nes de superficie irreducible no regular, XOC:]Rz, con p(Xo) = 2.

Considérese por ejemplo el cono Xo : x2+y2-z2 = 0. Se tiene
m(Xo) = 2, vy la cota anterior seria p(Xo) € 4. Sin embargo, el

homomorfismo candnico R{x,y} -+ R{x,y}/(x2+y2-22) induce la exten-

. o
sion de cuerpos:

En consecuencia, por un teorema de Elman y Lam [22; proposition

3.2], se deduce p(Xo) < 2, y por tanto p(Xo) = 2,



CAPITULO II: LEMAS DE SEPARACION

El nficleo de este capitulo estid formado ﬁor los lemas de se
p#racian, que tienen después diversas aplicaciones: al problema de-
cimoséﬁtimo para gérmenes de dimensidn ﬁura; a la variacidn de las
sumas de cuadrados mediante un morfismo finito; a la existencia de
gérmenes de funcidn analitica no negativos que no son suma de cuadra
dos de otros gérmenes de funcidn analitica; al estudio del lugar de
dimensidén mdxima de un conjunto semianalitico o semialgebraico; al
cdlculo de la dimensidn mediante cadenas de ideales primos reales;

a la construccidn de Grdenes en el cuerpo de gérmenes de funcidn me

romorfa de un germen irreducible.

§6. Gérmenes de dimensidn pura y problema decimoséptimo.

Como ya dijimos antes, la solucidén (2.1) del problema deci
moséptim9 se aparta de la tradicional, en cuanto que las sumas de
cuadrados resultan ser las funciones no negativas en el lugar de md
xima dimensidn, y no simplemente en el germen dado. Trivialmente,

- - o o, 3 -
para gérmenes de dimensidon pura esta diferencia desaparece, y es na
tural preguntarse si esto los caracteriza. La respuesta, afirmativa,

se formula a continuacidn:

(6.1) Proposicidn.- Sea X un germen irreducible. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(a) X, es de dimensidén pura.

17
(8] H-' : P(X)) = S(X,)

- 110 -
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La demostracidn de este hecho requiere cierto trabajo pre-
vio, y no podra completarse hasta el siguiente 87, una vez disponga
mos de un lema de separacidén adecuado, (7.2). Dedicaremos pues este
breve epigrafe a refbrmular (6.1) como un ﬁroblema de sebaracién,
mediante una descriﬁci&n algebraica de los gérmenes de dimensidn pu
ra, (6.2), y la introduccidn del concepto de germen laxo, (6.3), én

relacidén con H17, (6.5).

(6.2) Proposicidn.- Sean X, un germen trreducible y p = J(Xo).

Son equivalentes:
(a) X, es de dimensidn pura

(B) Para cada r > 0 y cada f = (£15...,£) 6 R{x}T,

p;(p) =p & R{x}.

Demostracidn.- (a) => (B): Seamn r > 0, f 6 R{x}* y

§ 6 p;(p)-p. Se deduce del teorema de los ceros (2.7.8), que

V(8) D reg X, N {f; > 0,...,f_ > 0}

r
Pero como X° tiene dimensidn pura, reg Xo = regy Xo y como
5§ ¢é p, X: l V(6) tiene interior vacio en X, (principio de iden-

tidad). Se sigue de esto:
reg X N {f1 > 0,...,£ > 0} = ¢,

y por tanto, X_ [} {f1 > 0""’fr > 0} = ¢. En conclusidén, de nue-

vo por el teorema de los ceros:

pe(p) = J(X N {f] > 0,...,£ > 0}) = J(8) = R{x}.
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(B) = (o) : Si Xo no es de dimensidn pura, al aplicar el

teorema de parametrizacidn local, el lugar del discriminante
vis) N X, tiene interior no vacio en X (pues contiene todos los

puntos regulares de dimensidn <dim Xo). Esto se escribe:
¢ # X ~X ~ V() < V),
Ahora bien, para ciertos £i5 € R{x} debe ser:

¢ # X ~X~V© = J xnif;; >0,...,£, > o0},

R ir
i=1
y si, por ejemplo, el primer germen de esta unidén es no vacio, pone-

mos f = (fll""’flr) 6 R{x}r, con lo que:
¢ ¢ x N {f11 > 0,.ee,f) > 0} C V(8),
y por el teorema de los ceros una vez mas:

§ 6 J(x,N (£, > 0,...,8,_ > 0}) = pL(p)

+
Como S ¢ p, y 0 ¢ X, n {fll > 0""’f1r > 0}, es pf(p) #p y

#R{x}, 1luego no se cumple (B).

El resultado precedente tomando r =1 en (B), sugiere la

siguiente

(6.3) Definicidn.- Un germen analitico X se llama laxo st dado
f 6 R{x} con Xx,N {f >0} # 8, cada germen de funcién ana
litica que se anula sobre X [] {f > 0} se anula sobre todo

X .
o

(6.4) Observaciones.- (a) La anterior definicidn es la contrapartida

analitica local del concepto de 'locally slack system' introducido

en el caso algebraico por G. Stengle ([50], y véase también [20]).
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(b) Un germen irreducible de dimensidn pura es laxo, (6.2),
y reciprocamente. Una parte de este reciproco es inmediata: si XO
es reducible, X =Y | Z_, Yo # Xoo Z, ¢ X, tomando dos ecua-
ciones f,g € R{x} de Y vy Z_, (estoes, Y = {f = 0},

z, = {g = 0}), se tiene:

X, N (g2 > 0} = X~ Y C Z,
y & se anula sobre X_ N {f2 > 0} que es no vacio, pero no se anu
la sobre Yo, ni, por tanto, sobre Xo‘ La parte dificil, que un
germen laxo es de dimensidn pura, es esencialmente una cuestidn de

separacidn, como se vera cuando se pruebe en el prdximo epigrafe
b4 9

(7.4). De ella se deduce (6.1) en virtud de nuestra siguiente

(6.5) Proposicidn.- Sea X, un germen irreducible. Son equivalentes:

(a) X, es laxo,

(B) X cumple H17 : P(Xo) = S(Xo)

Demostracidn.- (a) =» (B): El1l contenido P(XO)C: S(Xo) se

tiene siempre. Para el otro, sea f ¢ P(Xo), esto es:

Xo N {f < 0} # ¢. Hay que ver que f no es una suma de cuadrados
en O(Xo) 6, equivalentemente, (1.2), que X: N {f <0} # @¢. Ahora
bien, si fuera X: N {f <0} = ¢, aplicando el teorema de parametri
zacidn local, el discriminante & se anularia sobre X, N {£f < o0},

pero no sobre Xo. Esto es imposible por ser X° laxo.

(B) => (0): Sea f 6 R{x} con X [ {f > 0} # @. Esto sig

nifica que -f no estfi en P(Xo), y por (B), -f @ S(Xo). Se de-
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duce, (2.1), X*n{-£ <0} ¢4, yopor el principio de identidad,
un germen g € R{x} que se anule sobre X, n {f£>o0>o X: n {-£ < o}

se anularid sobre todo Xo.

§7. Lemas de separacidn.

Para estudiar la relacidén entre gérmenes laxos y gérmenes de
dimensién pura, el punto crucial es saber si un germen
X, N {f1 > 0,...,fr > 0} # § contiene siempre otro X N {£ >0} # ¢
(si se intenta probar que un germen irreducible que no tiene dimen-
sidn pura, no es laxo, se observa que 's8lo' se necesita eso). Dedi-
camos este niimero a dicha cuestidn, aunque luego la técnica que uti-

licemos tendra otras consecuencias interesantes (§§8 al 11).

En primer lugar, necesitamos una

(7.1) Proposicidn.- Sea X C mz un germen de curva analitica irre

ducible. Sz Z, es un germen semianalitico abierto de Xg»

exigte un polinomio f € R[X;,...,% ] tal que z, = X n

o
N{f > 0}.
s
Demostracidn.- En primer lugar, Zo = L] {fil > 0,...
i=1
...,fir > 0} N X » ¥ la propia prueba mostrard que basta considerar

el caso Z = {fl > 0,...,f > 0} N X - ¢Si fi(O) ¢ 0, £, tiene
signo constante en un entorno del origen, y ’{fi > 0} N Xo =@ o
X . Asi, excluyendo casos triviales, supondremos fl(O) =,.. =fr(0>=0'

o

Como X = es irreducible, Xor] V(fi) = {0}, vy {fi > 01N X, tiene
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que ser una de las semirramas abiertas

de X_ , o bien ambas (pues por ser «&

las semirramas conexas, y no anularse X “NNQ

fi en ellas, su signo es constante en €i< 0\‘f'> 0
cada una). Resulta pues que el mismo X'

Z  es una de las semirramas o la unidn £, =0
de las dos, y se tendrid Figura 16

Zo = Xo N {fi > 0} para cierto i=l,...,r. Elijamos ahora una para-

metrizacidn: t & x(t) = (xl(t),...,xn(t)). de X y sea v el or-

)
den de la serie fi(x(t)) € R{t}. Ssi f ¢ R[xl,...,xn] y el orden
de f-fi es suficientemente grande, se tiene f(x(t)) = fi(x(t))
mod tv+1. En esta situacidn, si t es pequefio, las desigualdades
f(x(t)) >0 vy fi(x(t)) > 0 son equivalentes, luego

Zo = Xof] {f > 0}.

El resultado fundamental es el siguiente:

(7.2) Proposicidon (lema de separacidn).- Sean Z un subconjunto de

R™ cuyo germen en el origen z, 6 es semianalitico abierto,

A C R: un germen semianalitico de dimensidén 1, y c, un

germen de curva irreducible una de cuyas semirramas c: es

td contenida en Z~ A, Entonces, dado un entorno U de

0 6 R", existe un polinomio h 6 Rle,...,xn], tal que:

- c:c{h<o}c'{hso}\‘{o}cmngo; {h < o0lcznU

Demostracién.- Se procede por induccidn sobre el niimero mini

mo e de explosiones necesarias para resolver el germen Coo (0.10).
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Caso I : e = o. Entonces el germen c, es regular y pode

mos elegir, salvo un cambio lineal de coordenadas, una parametriza-

cidn ¢ : R{x} > R{t} de 1la forma:
c(xl) = t, c(xi) = fi(t), 1 <ign.
Supongamos, bor ejemplo:
c* = {(xl,fz(xl),...,fn(xl)) : =8 <x; <0}z U;N A

donde A es un conjunto semianalitico de un policilindro de radio
N> UIC: U, que representa a Ao (si la semirrama correspondiera a
X, > 0, el argumento seria analogo). Afirmamos que, después de suce
sivas reducciones de § y Ul’ existen un entero impar p > 1 vy

-una constante a > 0 tales que:

(7.2.1) c*C{x 6 U, : axP + (x.-f.(x.))% +...
2~ (%

1
2
.ot (xn—fn(xl)) < 0}C Z\NA

Para verlo, considérese la equivalencia analitica

¢ : Q -+ U1 dada por:
X w (xl,x2+f2(x1),...,xn+fn(x1)),

y sea BC ! un policilindro compacto de centro el origen. Entonces

K = B~\¢—1(Z*\A) es semianalitico compacto en Rn, y existe una
funcidn semianalitica que aproxima la distancia a K. Con precisidn,
segﬁq un resultado de Zojasiewicz [37; p. 137, lemme] existe una
funcidn continua g % R" » R (cuya gréfica'es) semianalitica y tal

que:
% d(x,K) ¢ g(x) g 4d(x,K), x € R™.

Admitimos ahora un
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(7.2.2) Lema.- Sea g : (-€,e) C R + R una funcidn continua semiana
l1itica, con g(0) = 0 y g(t) > 0 para t < 0. Entonces,
reduciendo €, existen un impar q 2 1 Yy una constante

b > 0 de modo que

-bt? < g(t), (- < t < 0)

Aplicamos (7.2.1) a la funcidn continua g : R - R :t . » g(t,0)
que es semianalitica, pues su grafo TC R xR no es sino
= 0}, y se cumple:

grafo(g) 1 {x, =...= X

() = g(£,0) 3 5 d((£,0),K) > 0

para t < 0. Dados pues los q y b del lema, reduciendo Q se tie

ne:

: 2 b
{(xl,Q) ? Q : x; < 0}c {x 6 q: X5 +...+ X < -Tg ¥] lc

Ci{x 6 a: a((x;,0,0% < @ xH% 0 {x; < 0}

C{x 6 a: d((x;,0),x) < % g(x;)}c
C{x € : d((x;,0),%) < d((x,,0),K)}C¢ 1 (z N\ &)

Ahora, tomando a = b3/16, p = 3q y aplicando ¢ resulta (7.2.1).
Debemos todavia modificar la serie convergente

f(x) = ax? + (xz-fz(xl))2 +...+ (xn-fn(xl))2 6 R{x}

para obtener un polinomio, y poder olvidar la restriccidén 'x € Ul'.
Para ello consideramos los desarrollos:

- 2p+1
fi(xl) hi(xl) + % ui(xl)’ 8 € R Xy,.0.rX)
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y podemos ademds suponer:

Iui(xl)l < M, Ifi(xl)l < n/2,
si lel < §, para cierto M > 1. Elegimos ahora un € > 0 sujeto
a las acotaciones

. 1 o o 1

on2’ 2(2+/a) * 2[1+2(n-1)va + (n-1)/a]

y ponemos:
2 p+2 2 2

(7.2.3) h(x) = a(x1+28x1) + z (xi—hi(xl)) € R[xl,...,xn]

i=2

(véase la figura 17). Este

polinomio es la solucidn.

En efecto, seri

suficiente probar los con

tenidos siguientes:

2 3,2,
(i) ¢*l W {h < 0} pa (x"+2ex) “"+y =0

ra cierto entorno W del
Figura 17
origen, y

(ii) {x e R™ : nh(x) ¢ 0}~ {0} C {x 6 U, : £(x) < 0}.
Para el primer contenido, obsérvese que se tiene:

n
h(e(x,)) = a(xf+25x1)P+2 + izz (fi(xl)-hi(xl))z =

_ 2 p+2 s 2, _4p+2
a(x1+2€x1) + (i‘zsz ui(xl) )xl

y para x; < 0, |x1| suficientemente ?gqueﬁo, h(c(xl)) ‘tiene el
signo del término de menor grado, a(2£)P+2 x§+2, que es negativo

por ser p impar. .
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n

Veamos en fin (ii). Sea x € R con h(x) ¢ 0, x
tonces
n
2 p+2 2 '
a(x1+2€x1) < —-z (xi-hi(xl)) <0
i=2
y asi
2 2 2
0 > x] + ex; = (x1+s) - €7,
de donde -g ¢ |x1+e] £e; en conclusidn: -2€ < x, €0,
Ademas,
2 2 o2 2 2.
(xi—hi(xl)) < —a(x1+2€x1)p £ a(e —(x1+e) ) €

Se deduce

y de esto:

x5 € Ihg(x)D | + VA € <|E x| + [x

< n/2 + (2¢)

En suma, x € U

2p+1

Ixi-hi(xl)l < /; €,

2p+1
1

M+ /Va g <n/2 + (2+/a)e < n

¥# 0. En
-N <x:l <
a€2

ui(xl){ + /E g <

y para terminar hay que probar la desigualdad

1’
(x,=£,(x)0)2 +...4 (x_-f_(x,))% < -axP
2 "2 71 e n n' 1 1
Pero:
n n
2 - _ 2p+1 2
izz (x;-£.(x,)) izz (x;-h, (x;) + 77 Tu (x,))° €
¥ 2 ¥ 2p+1
< _Z (x;=h (x; )" + 2_2 Ixi-hi(xl)l.lxl ui(xl)l +
i=2 i=2
T _4p+2 2 2 42
+ 1 le u; (%507 % -a(xl+2€xl)p +
i=2 . 1

/e 2 2p 2 2. 4p
+ 2/ae (.22 ]xlui(xl)l)x1 + ( Zzlxlui(x1)| )x1
1= i=
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< -ax‘l’[(x1+2e)1’(x‘;‘+2ex1)2 + 2(a-1)[x,|P/v/a + (n-1)|x1|3p/a] <

IN

-axP[1 + 2(n-1)//a + (n-1)/a 2¢] < -ax},

a menos que X, = 0. Pero si x; =0, de h(x) € 0 resulta

1
x% ...+ les 0 y s6lo puede ser x, =...= xX_ = 0, 1lo que se exclu
2 n 2 n _ =
y6 desde el principio.

De este modo se completa la prueba del caso e = 0.

Caso II: e > 0 vy el enunciado se cumple para curvas que se

. . n
resuelven con e-]1 explosiones. Elegimos coordenadas en R de modo

que x; sea transversal a Cos ¥ si (1,a1,...,an) es la direccidn

n

. . e . n
de la tangente a c, consideramos la explosicidonm local x : R =+ R

dada por las ecuaciones

X, = x;
X, = x'x! 4+ a_x
) 2 271 271
(X, = x;xi + anxi
Sean c; la transformada estricta de c_, c;* = ﬂ-l(cz),

|

Z = ﬂ-l(Z)\.{xi = 0}. Por hipdtesis de induccién, existe un polino-

mio h' 6 R[xi,...,x;] tal que
el*C{h < 0}; {w<ol= z' i,

Ahora, existe s > 0 par, tal que
s ) *n
= ' — —
h = x/h'(x;, %) PR % an) € m[xl,...,xn],

y se verifica: {h < 0} = w({h' < 0}), con lo que:
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c:C{h<0}; {h<o0}lC zn v.

La condicidn relativa a Ao se obtiene como sigue. Evidentemente, bas
ta ver que se puede tomar h de modo que ademds de lo anterior,

{h = 0} N A~ {0} = ¢. Pero AN {0} serd una unidn de semirramas

ci,...,ci y elegimos las coordenadas de modo que x, sea transversal

a todas. Entonces para cada i=1l,...,s, se tiene una semirrama c:.
. . i
en un punto a; (2} ﬂ—l(O), con ﬂ(c: ) = cz, y se toma h' tal que

. . ay .
{n' = o} N c:. = §. Como por la transversalidad, {x; = 0} c; = g,

i
se concluye {h = 0} c; = ¢, i=1,...,s, 1lo que completa la prueba.

Finalmente, sdlo resta la

Demostracidn de.(7.2.2).— Ponemos T = grafo (E)C: R X R.

Por ser g semianalitica y continua, To es un germen semianalitico
cerrado de dimensidén pura 1, luego es una unidén de semirramas de gér-
" menes de curva irreducible. Ahora bien, como T es un grafo, T° de

be ser unidn de exactamente dos semirramas, una de las cuales sera

T, N {t < 0}. En suma:
T, N {t <0} ={f =0, g> 0}

donde f € R{t,y} es analiticamente irreducible. Se deduce
" f(0,y) # 0 (pues en otro caso t dividiria a f con lo que
{t = 0} = {f = 0} y T, N {t < 0} = ¢). Asi, por el teorema de pre

paracidn de Weierstrass podemos tomar:
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s-1

f£(t,y) = ys+al(t)y +.o.o+ a_(t)

Observamos ahora que para
|t] pequefio,

— , .s-1 - -2

g (©)°® +a1(t)g(t)s +o..4a_ _(8)] <1,
y si ademds t < 0, es

(t,g(t) 6 TN {t < 0} = {£f = 0},

de donde:

Figura 18

s-1

la (e)]| = |E(t)s+a1(t)§(t) +.o..ka (8] =

- |§(t)||‘§(t)s'1+a1(c)§(c)s‘2+...+as_1(t)| < g(t).

La funcidn analitica a_ tendrd signo constante en t < 0, |t| su

ficientemente pequefio, luego afectada de un signo o conveniente se

ra

0 < oga_(t) < g(t) si -e <t <0,
para € adecuado. En consecuéncia, el desarrollo en serie de ga,
debe ser: -tuu(t), u(0) > 0. Basta en suma tomar
b = min {u(t) : t 6 [-e,e]} y q =1 & u+l seglin sea y impar
o par.

(7.3) Observaciones.- (a) El exponente p y el coeficiente a que

aparecen en la primera parte de la demostracidn de (7.2) (Caso I:
e = 0) pueden estimarse del siguiente modo. Para cada entero impar
q=z1 sea

CdCe(e) RS 7)
q

A(q) = 1lim inf
t+ o,t< o -t

¢ [0,+=x]

Entonces
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p > min {q : A(q) > 0}, 0 < a < % A(p)

(b). Contraejemplo a un posible lema de seleccidn regular.

La prueba de (7.2) plantea la posibilidad de elegir una semirrama de
curva analitica lisa en el lema de seleccidn de Bruhat-Cartan-Walla-
ce. Esto no es posible en general, como muestra, ya para el caso pla

no, el siguiente argumento.

Sean t = (tP,g(t)),
t » (tp,f(t)) dos gérmenes de

curva analitica plana, tales

que: 0 < g(t) < f(t),‘ t >0, g(t)

v sea A el conjunto semiana-

x=tp, t>0
1itico
{(tP,y) : g(t) <y g £(1)} Figura 19

encerrado por ambas curvas (fi
gura 19). Supdngase que existe una funcidn analitica h : R + R cu

yo grafo para x > 0 esté contenido en A. Entonces:
g(Pvx) < h(x) < £(P¥%)
para x > 0, esto es:

g(t) < h(tP) g £(r)

para t > 0. Si desarrollamos en serie:
f(t) = tau(t’),'u(O) > 0; g(t) = th(t), v(0) > 0;
h(t) = tYw(t), w(0) > 0

Entonces como para t > 0:
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0 ¢ £(t) - h(tP) = t%u(t) - P w(tP)

s6lo puede ser: py 2 a. Igualmente, de 0 g h(tP) - g(t) para

t >0 resulta B » py. La acotacidén B » py > o significa que no

siempre existe h. (NOGtese que esto proporciona una posible varia-

"¢idén del final de la demostracidn del lema (7.2.2)).

Citemos aQui un ejemplo de Brumfiel y su comentario [9; p.
3 2

182]. Considérese la curva: y6 - 2xy~ + x° - x3 = 0, que es ana-

liticamente irreducible en el origen. Se puede parametrizar por:

X = t6

y = t2(1+t3)1/3
y estd en la situacidn anterior f(t)=tzaﬁt3)l/3
mente analizada, con p = 6,

- .2 3,1/3 '
f(t) t(1+t7) . (t)=t2(l-t3)l/3
g(t) = t2(1-t3)13  (figura 20).
En este ejemplo, no existe h, X = t6
, (t > 0)
pues las desigualdades
Figura 20

B > Py > o serian:

2 3 6y » 2

Asi pues no sdlo, como dice el propio Brumfiel [loc. cit.], no exis
ten grafos de la forma y = %%%%, P,Q € R[x], entre ambas semirra
mas de la curva, sino que tampoco los hay para P,Q € R{x}. En tér

minos del orden, esto significa que el cuerpo de fracciones de R{x}

no es denso en su cierre real.

(c) Si queremos obtener un lema de separacidn mis general,

. R . *
en el sentido de sustituir la semirrama ¢, Por un germen de mayor
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dimensidn, es necesaria alguna restriccidén. Considérese una situacidn
como la de la figura 21, Los cerrados semianaliticos A y B sdlo se
cortan en el origen, pero no
existe £ 6 R{x,y}, >0 so-
bre AO\ {0}, <0 sobre Bo.

En efecto, en primer lugar,

f se anularia en el germen

x>0, y> 0}\Ao (pues cambia

ria de signo en él1). Se de-

Figura 21

duce que f no seria irre-
ducible, pues V(f) tendria al menos dos tangentes en el origen. Se
sigue que existe una componente irreducible c, de V(f), wuna de
. . 2 ° ' . . .
cuyas semirramas c:(: Ro‘\Ao U Bo determina un cambio de signo de
* % z . ¢ * %
f y la otra c, estad contenida en Bo’ Pero entonces o tam-

bién debe determinar un cambio de signo de £, y por tanto f no

puede tener signo constante en Bo’

Si ahora contemplamos mic: Rz (n > 2, cualquiera), y po
nemos Zo = m2~\30, Yo = AO\ {0}, resulta de lo anterior que no

existe h € m{xl,...,xn} tal que:

YOC: {h > 0} C Zo.
lo que muestra que (7.2) no es valido si sustituimos c: por un ger

men semianalitico Yo arbitrario de dimensidn >1.

Antes de discutir otros problemas de separacidn, y disponien
do ya del lema (7.2), podemos resolver la cuestidn central del §6

anterior:
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(7.4) Proposicidn.- Un germen laxo es irreducible de dimensidén pura.

Demostracidén.- Sea Xo un germen laxo. Ya vimos, (6.4.b),

que debe ser irreducible, y segiin (6.2) se trata ahora de comprobar

que si fl""’f

r & R{x} ¥y XOIW {£; > 0,...,f > d} # ¢, entonces

r

JEX N {f; > 0,.0.,f > 0}) = J(X)

Pero por el lema de seleccidn, existe una semirrama de curva irredu
cible c:c: Xo ﬂ'{fl > 0,...,fr > 0}, y por el de separacidn, encon

tramos f € R{x} con c:c:'{f > O}C:‘{f1 > O,...,fr > 0}. Se dedu-

ce ¢ # X, N {f£ > 0}c XN {f1 > 0,...,fr > 0}, 1luego por ser X,

laxo: J(X ) =JX_ N {f>0N>DJE_N {f; > 0,...,f_ > 0}) y como
o) o o 1

r

el otro contenido siempre se tiene, se sigue la igualdad deseada.
Mediante (7.2) se obtiene:

(7.5) Proposicidén (lema de separacidn de curvas).- Sean A, B dos

gérmenes semianaliticos cerrados de dimensidén 1 de m:, ta-
les que Ao(1 B = {0}. Entonces existe un polinomio
h 6 R[xl,...,xn] que es >0 sobre AO\‘{O} y <0 sobre

Bo\‘ {0} .

Demostracidén.- E1 germen Bo\'{o} no es sino una unidn de

s

. . 1
semirramas abiertas CorevesC
o

de germen de curva irreducible. En
virtud de (7.2) existen polinomios. h; 6 R[x;,...,x ] tales que:

. . X n i .
e {h; < 0} {h; ¢ 0} ~{0}C R ~ (A U B~ c;), 1 ¢igs. En-

tonces h = hl...hs 6 R[xl,...,xn] es el polinomio buscado.
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Obsérvese que de (7.5) se deduce que en (7.1) la conclusidn

subsiste aunque el germen de curva analitica Xo no sea irreducible.

El resultado @Gltimo (7.5) estd relacionado con una forma de
separacidén que pudiéramos denominar ‘'fuerte'. Esta separacidn fuer-
te consistirfa en, dados un germen semianalftico abierto z < mz
y una semirrama c:c: Zo de un germen de curva irreducible, encon-
trar un germen de funcidn analitica, a ser bosible un ﬁolinomio,

h 6 R{x;,...,x_} tal que C:C {h < 0} {nh g 0}~{0}C z,. Como
se ve, (7.2) resuelve esto cuando dim (R2\~Zo) = 1, Veamos a con-

tinuacidn otros dos casos en los que la separacidn fuerte es posible:

(7.6) Proposicidn (separacibn fuerte de una semirrama de germen de

curva lisa).- Sean 2 un subeonjunto de R® cuyo germen en

el origen, Z,» es semianalitico abierto, y. c, un germen
de curva lisa, una de cuyas semirramas c: estd contenida
en Z,. Entonces, dado un entorno U de 0 6 R®, existe

un polinomio h € Rlx;,...,x 1 tal quer c:CZ {h < 0};

{h g 0}~N{0}C z N v.

Demostracidn.- El1 polinomio h es el dado en (7.2.3) al

probar (7.2) en el caso en que e = 0, esto es, en el caso en que

c es lisa.
o s lis

(7.7) Proposicidn (separacidén fuerte en el plano) .- Sean zo un ger
men semianalitico abierto de mg y ¢, wun germen de curva
irreducible, una de cuyas semirramas, c:, estd contenida

en zo. Entonces existe un polinomio h 6 Rlx,yl, analiti
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camente irreducible en el origen, tal que:

c:C {h <0} {nh ¢ 0}~{0}C Z_.

Demostracifn.- En primer lugar, observamos que el {nico caso

relevante es el representado en la figura 22. En efecto, como Zo es
s

abierto, se tendra z, = }gl {fil > 0,...,fir > 0} y

c: C:{fil >0,...,f, > 0} para algn i=l,...,r. Ahora considére-

2
se el germen X, = V(fil ... £..) y su complemento Ao = Ro\ X,-

ir
*

Este {ltimo tendrid una cantidad finita de componentes conexas, y cs

estard contenida en una de ellas, Zz; como ademds los signos de

f..,...,F. son constantes en 2* resulta Z*C: {f., > 0,...
il o o il

ir

I

ir > 0} Z,. Hasta aqui se ve que podemos sustituir 2 por

o

ZZ y se trata de describir Z:. Caso de que dim Xo = 0, la propo

sicidén es trivial, luego supongamos dim Xo = 1. Entonces Zz no

es sino la regidn plana limitada por dos semirramas de la curva X _,

o
y Z: tiene el aspecto de la figura 22.
Precisamos lo anterior v(t)
como sigue. Se eligen las coor z(t)
denadas x,y de modo que se . u(t)
tengan parametrizaciones: z(-t)
t » (tP,u(t))
w(t)

t » (tP,v(t))

t » (tp,w(t))

Fighra 22

tales que:

w(t) < u(t) < v(t), t > 03 c* = {(tP,u(t)) : t > 0};

Z, = {(tP,y) : w(t) <y < v(t), t > 0},



- 129 -

(para t suficientemente pequefio). Ademd3s, como s6lo nos interesan
. . . . . 2 2
las parametrizaciones para t > 0, haciendo la sustitucidn t = t°,

podemos suponer que u, vy w sdlo contienen potencias pares de t.

Ahora construimos un polinomio z(t) & R[t] tal que para t > 0
suficientemente pequefio se tiene: w(t) < z(-t) < u(t) < z(t) < v(t).
Para ello ponemos u = ) a tn, u_ = a_ta;t +...+ a t® (s > 0)

o<n s ° s
y de la desigualdad w(t) < u(t) < v(t) resulta que para s grande,
que elegimos par, sera:
= a B8
u -w = at’ +..., v-u_ = bt® +...3 a>0, b>0, s > qa,
s+1 -

Pongamos entonces z(t) = us(t) + t », y se deduce (recuérdese que
u s6lo contiene potencias pares de t):

(i) z(-t)=w(t) = z(=t)-u_(t)+u_(t)=w(t) = -t leac® +...) =

¢ ...

= at
pues s+l1 > s > a,

s+1

+1)=t +...

(ii) u(t)-z(-t) = u(t)—(us(-t)-ts

+1 s+1

(iii) z(t)-u(t) = u_(t) + 5T ou(e) =t +...

pues s+l es impar y la serie us(t)-u(t) tiene orden par >s.

(iv) v(t)-z(t) = v(t)-u_(£)+u_(£)-z(t) = (btf +...y-¢5T1 -

- btb +...

pues s+l > s » B. Claramente, por (i)-(iv), =z cumple las condicio

nes deseadas.

El polinomio 2z € R[t] define una parametrizacidn

¢ : R{x,y} > R{t} mediante la sustitucidn x = tp, y = z(t), y el
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ideal, ker ¢, del germen de curva correspondiente estard generado
por un elemento irreducible f 6 R{x,y}. Como f @genera un ideal
real, cambia de signo en todo entorno del origen (criterio del cam-
bio de signo), luego las dos combonentes conexas de mzx V(f) son
{f > 0}, {f < 0}. Por la construccidn, una de ellas, por ejemplo
{f < 0}, contiene la semirrama c:, y la otra contiene las otras

dos. En conclusidn:
£(tP,v(t)) > 0, f£(tP,u(t)) <0, £(tP,w(t)) >0
para t > 0 suficientemente ﬁequeﬁo.

Admitamos ahora momentidneamente el siguiente hecho:

(7.7.1) Lema.- St f 6 R{x,y} es irreducible y real, y del modo ha

bitual ponemos £ = ) a t®, f = ) a_t" par& s 20,
n s n
osn o<n<s

entonces existe s, 2 0 tal que 81 s 2 s fs es irredu-

o’

eible y real.

Aplicando este lema en nuestro caso, podemos tomar s 2 s,°
de manera que ademis: fs(tp,v(t)) > 0, fs(tp,u(t)) < 0,
fs(tp,w(t)) > 0. En estas condiciones, el polinomio h € R[x,y]
buscado en h.= fs. En efecto, obviamente cg(: {fs-< 0}, vya que
fs(tp,u(t)) < 0. Por otra parte, V(fs) es un germen de curva irrg
ducible, y en virtud de los cambios de signo de fs, una de sus se-

mirramas debe estar contenida en

{(tP,y) : u(t) <y < v(t), t > 0}
y la otra en:

{(tP,y) : w(t) <y < u(t), t > 0},
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de donde se deduce que una de las dos componentes conexas de

Rg N V(f,) contiene al germen m§-z° U {0}. De nuevo por el crite

rio del cambio de signo, esas dos componentes son '{fs >0} vy

‘{fs < 0}, 1y la segunda no puede contener a R§~\Z pues no contiene

o
a la semirrama t » (tP,v(t)). En conclusidn, ‘{fs > 0}:>m§~\z°LJ{o},
y se sigue {fs ¢ 0} ~{0}x z_. Esto completa la prueba, a falta de

la

Demostracidn de (7.7.1).- El resultado es conocido en el ca-

. so complejo, en el cual basta observér que la.irreducibilidad de ¢
depende de una cantidad finita de ﬁuntos de su diagrama de Newton, y
eligiendo s, suficientemente grande el diagrama correspondiente a
fS contendrd todos esos puntos (para mds detalle, véase (10; chap.
III, §4]). En nuestro caso, como f es real, f es también irredu-
cible en ¢€{x,y}, y por lo anterior fs es irreducible en ¢€{x,yl,

luego irreducible y real en R{x,yl.

Para terminar este 87, veamos a continuacidn cdmo se puede
obtener facilmente mediante la separacidn fuerte en el plano, un le-
ma de separacidn de curvas, de hecho mds estricto que (7.5):

s

(7.8) Proposicidn (separacidn fuerte de curvas).- Sean Ai,...,Ao

gérmenes semianaliticos cerrados de dimensidén 1 de mﬁ, eon
Acl,f'] Ag = {0}, 1 ¢ i+¢ j < s. Existen entonces polinomios

hl""’hs 6 m[xl,...,xn] tales que:

A;\'{O}C'{hi<o}t:{hi>o}, 1 ¢i¢3gs
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Demostracidn.- El caso general se reduce fdcilmente al de

i . i
que cada Ao sea una semirrama cerrada de un germen cy de curva
irreducible, y entonces la situacidén queda ilustrada por la figura
23, Se procede por induccidn
sobre n. Para n = 2 es
una consecuencia facil de
(7.7), vy el caso n > 2 se
seguird si encontramos una

< -

- proyeccidn lineal

n n-1

T : R+ R tal que los

ﬁ ﬂ(A:) sean semirramas ce-
rradas, y ﬂ(A:) N N(Ag) = Figura 23

= {0} 1 ¢i#+ jgs. Aho

. . n n-1 i .
ra bien, para cualquier 7 : R -+ R R w(Ao) es un germen semiana

l1itico de dimensién <1, y serd una semirrama cerrada cuando 7 sea

i . . .
transversal a cl- Teniendo en cuenta esto, la existencia de m, ¥y

por tanto la proposicidén (7.8), resulta del siguiente

(7.8.1) Lema.- Sean A  y B  dos semirramas de curva irreducible de

n n-1

n n > 2, Entonces existe m : R -+ R tal que

OJ

R
n(Ao) n n(Bo) = {0}. Ademds, puede elegirse como 1w una

proyececibn ortogonal en cualquier direccibén de un conjunto

residual de Pn-l.

0! Bo en

un abierto U de R", de modo que A* = A< {0}, B* = B~{0} sean

Demostracifn.~ Elegimos representantes A, B de A

dos curvas analiticas lisas conexas que no se cortan. Elegimos
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también una sucesidn convergente al origen, '{ys : s 21}, de pun-

. n n-1 . 2
tos de B*. Convenimos en notar T, t R *+R a la proyeccidn

. . . n-1
ortogonal correspondiente a una direccibén a 6 P .

.

Considérese para cada s 2 1 1la aélicaci6n,analitica
¢, i A* > P!  dada ﬁor x [x—ys] 6 Pn-l, (figura 24). En vir-
tud del teorema de Sard,
¢S(A*) tiene medida nula,
ya que

dim P* = -1 > 1 =

= dim A%,

Ademds, por serlo A%,
¢S(A*) es unidén numerable
de compactos, que serdn di

seminados por tener medida

a.x=0

nula. Se deduce que:
Figura 24
F= U ¢_(a%)
- spl

es unidn numerable de cerrados diseminados, y su complementario

M = Pn-1\~F es residual. Veamos en fin que si a 6 M, podemos to-
. * * *

mar T T+ En efecto, si ﬂa(Ad) N ﬂa(Bo) ¥ ¢, seria ﬂa(Ao)

1

* * - * .
= T .
a(Bo), luego Bo(: LI ﬂa(Ao) Podemos elegir como tepresentan

te de este Ultimo germen el conjunto:
S = {x + at : x 6 A*x, t ¢ 0}

(donde a 6 R®~ {0} tiene la direccibén de a), y deducimos

B*[] WC s para cierto entorno W del origen. Ahora, como
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lim Vg = 0, se tendréd Vs 6 S para cierto s 2 1, o sea:
s .

yg = % + at, x 6 A%, t # 0.

Esto Gltimo sigﬁifica: a = [x—yé] = ¢s(x) 6 ¢S(A*).

§8. Aplicaciones, I: Funciones no negativas SObreggérmenes semiana-

En este primer epigrafe de aplicaciones volvemos sobre algu
nas cuestiones relativas al problema decimosé&ptimo ya tratadas ante

riormente.

(8.1) Proposicidn.- Sea X, un germen anali{tico. S7 Z, Y z; son
gérmenes semianaliticos de X,s las siguientes condiciones

son equivalentes:
)
(a) Pz )C P(Zo)

] . ]
(B) zZ, N z, es denso en zZ,-

L. . U s .
Demostracidn.--Si Zofj Zo no es denso en Zo, existe una

semirrama de curva irreducible c:C: Z;\.Eo (lema de seleccidn).
Ahora, por el lema de separacidn (7.2), existe h €6 R{x} con

cz C {n < O}CZ.IR::\EO. Se concluye que h es 20 sobre 2 pero

o’

J P .
no sobre Zo. El reciproco es inmediato.

(8.2) Corolario.- Sean X, un germen irreducible y z, un germen

semianalitico de X, Se verifica:
. . * *
(a) P(ZO)C: S(xo) st y sblo s7 Zo n xo es denso en xo.

. . *
(B) P(ZO)D S(So) si y sblo si XD z,.
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Demostracidn.- Basta aplicar (8.1), recordando que P(X )=~

o
= P(X:) (primera solucidn al problema decimos&ptimo: (2.1)). Note
se ademads, para (B), que como X: es cerrado, la condicidn

' * A ' . tyk v
ZO{] X, denso en Zo equivale a XOZD z, '

Respecto a morfismos finitos, tenemos:

(8.3) Corolario.- Sea 7 : Y, » X un morfismo finito de gérmenes
anali{ticos irreducibles de igual dimensién. Entonces
S(x,) < S(¥ ) N 0lx,), y la Zgualdad se da si y sblo st

kY _ ok
'n'(Yo) Xo.

Demostracidén.- Claramente, se verifica:

S(X,) = P(XDC P(r(¥3)) = P(YDN 0[X ] = S(¥Y )N oix.1,

con lo que se tiene el contenido S(XO)C: S(Yo) n O[XQ], y se ve
que la igualdad es equivalente a P(ﬂ(Y;))C: P(Xz). La proposicién

se sigue ahora de (8.1).

(8.4) Observaciones.- (a) Los resultados anteriores son del mismo

-

tipo que los que se prueban en el caso algebraico (véase [6] &
[20]), y 1a idea de las demostraciones similar. Sin embargo, no pa-
rece posible evitar para gérmenes analiticos el uso del lema de se-
paracidn, mientras que bara variedades algebraicas es innecesaria

tal compdlicacidn.

(b) De (8.3) resulta que si T : Y = X, es un morfismo ana

litico finito y birracional de gérmenes irreducibles (por ejemplo,

un morfismo de normalizacidn), entonces n(Yz) = XZ. NSétese que en
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el caso complejo un morfismo finito y birracional es suprayectivo,
mientras que en el caso real todo lo que se puede esperar es la an
terior igualdad: Tomese como Xo el paraguas de Whitney y
Y > X su normalizacifn. Entonces Y, tiene dimensidn pura,
ok
“ .
7 () = Xp G K

(c) E1 corolario (8.3) estd relacionado con el morfismo T,
que T induce entre los espacios de drdenes de O(YO) y de O(XO).
Mids adelante, 811, estudiaremos con detalle esta cuestidn, y dare-

mos otra caracterizacidén, (11.9), de la 'condicidn de suprayectivi

' * = *
dad w(Yo) v(xo).

Finalmente, obtenemos otra medida de P(X:) = S(Xo).

(8.5) Proposicidbn.- Sea X, un germen irreducible de dimensidn d,

cuyo lugar de dimensidén e < d es no vacio. Entonces exis-—

ten elementos f 6 S(Xo) tales que dim D(f) 2> e.

Demostracidén.- El germen reg, Xo es semianalitico, y no

vacio por hipdtesis (pues reg, X  es el lugar de dimensidn e de

Xo), luego en virtud del lema de seleccidn, contiene una semirrama

cg de curva irreducible. Ahora, como reg, Xo no corta a X:, por

el lema de separacidn existe f 6 R{x} con c:C {f <0} IRE\ X:.
Se deduce que f es >0 sobre Xz, luego estd en S(Xo); pero por
otra parte D(f)D {f < 0 y resulta:

dim D(f) » dim {f < 0} » dim ({f < 0} ] reg_ X)) = e,

pues {f < 0} N reg, X es un abierto no vacio de reg, X .
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La proposicidn anterior proporciona el siguiente resultado

cualitativo:

(8.6) Corolario.- Si X  es un germen trreducible que no tiene di-

mensidén pura, entonces S(Xo) ¥ S[Xo]'

§9. Aplicaciones, II: Descripcién del lugar de mdxima dimensidn

En esta seccidén estudiamos el ?roblema de describir el lugar
de dimensidn mdxima de un germen semianalitico, de un conjunto semi
analitico o de un conjunto semialgebraico, mediante un solo sistema
de desigualdades simultédneas. Conseguimos soluciones para superfi-
cies: corolario (9.4) y proposiciones (9.5), (9.9). Nuestro método

se basa en la siguiente modificacidn del lema de separacidn (7.2):

(9.1) Lema.- Sean Y un subconjunto de R®, cuyo germen en el ori

gen, Y

o» €8 semianalitico cerrado, y B C m2~\Y° un ger

men semianalitico de dimensidén 1. Entonces, dados un entor-
no W de 0 6 R® y una cantidad finita de puntos
815-..58, distintos del origen, existe un polinomio

h € m[xl,...,xn] tal que:

B,C {h < 0}; {h < 0}C W~Y; h(a;) >0, 1 gigr.

Demostracidn.- Distinguiremos primero un caso particular:

Caso I: B es una semirrama abierta de un germen de curva

<

irreducible c . Se procede por induccidn sobre el nfimero e de ex
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plosiones necesarias para resolver la singularidad de Cos Y de he

cho probaremos el enunciado con la condicidén adicional
{n s o}~ {ole ®ry ~ A,
n
siendo A un germen semianalitico de dimensidn 1, con BC R ~A.

Si e = 0, el germen c, es liso, y basta aﬁlicar la sepa
racidén fuerte (7.6) coﬁ z = RU< Y U A (eligiendo un representante
A de A)), U= W-§{a1,...,ar}. Suﬁuesto ahora demostrado para
e-1 explosiones, ﬁodemos elegir coordenadas en R™ como en 1la prue
ba del caso II de (7.2), con la condicidén adicional de que los pun-
tos {al,...,ar} no estén en '{xl = 0}, y se concluye como en di-

cha prueba.

Caso general. El germen Bo es una unidn de semirramas abier

tas de germen de curva irreducible. Supongamos que ci,...,c: son

esas semirramas, y se tendra:

i n i
co RN Y, U U €o°
j#i
Mediante el caso I, con Ao = U c;, se obtiene un polinomio
j#i
hi 6 m[xl,...,xn] tal que:

i n i,
cg © {h; < 0} {h; g 0}~ {0}C mo\jL;Ji el

{hi < 0}C WNY hi(aj) >0, 1 g¢jgr.

Hecho esto para i=l,...,s, el folinomio h = hl"'hs € R[xl,.“,xs]
s -
es la solucibén. En efecto, claramente B = U e {h < 0};
. i=1
h(aj) >0, 1¢3jgr, y por otra parte, si x e R" y h(x) < 0,

entonces hi(x) < 0 para alglin i, con lo que x 6 W~NY.
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(9.2) Observaciones.- El lema anterior pone una vez mids de manifies

to la influencia de la eleccidn de coordenadas-ﬁara explotar el ori
gen al resolver el germen de curva en consideracidn. Aunque no las
utilizaremos en lo sucesivo, puede ser intéresante sefialar las dosv
posibles generalizaciones de (9.1) siguientes: el mismo enunciado,
sustituyendo h(aj) >0, 1 gigr éor la condicidn h|K > 0 don

de
(a) K es un conjunto numerable que no contiene al origen, &

(b) K es un compacto que no contiene al origen.

La eleccidn adecuada de coordenadas es posible: en (a), por
que el conjunto de hiperplanos que no contienen ningiin punto entre
una cantidad numerable es residual; en (b), porque el conjunto de

hiperplanos que no cortan a un compacto es abierto y no vacio.

(9.3) Sea X un conjunto semianalftico dé un abierto § de R".

Como es habitual, notamos X* al conjunto de los puntos' x 6 X de

dimensidn maxima. Se verifica:

—

(i) (X)* = X (ii) (X)*] X = X*

(Es inmediato observando que X)* = {x 6 X : dim Xx = dim X}).

Deducimos ahora facilmente de (9.1);

(9.4) Corolario.- Seaq XOC: Rz un germen semianali{tico de dimensidn
2 [en particular, un germen de superficie analftical. Enton
ces existe un polinomio h € m[xl,...,xﬁl tal que

x: = X, N {n > o0}.
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Demostracidn.- En virtud de (9.3), sustituyendo X, por

Xo podemos suponer Xo cerrado, con lo que X: es también cerra-
do, y por el lema (9.1) aplicado a X ~ X:, que tiene dimensién 1,
existe un polinomio h 6 R[x;,...,x ] tal que xo\.x: c {h <0} vy

* * . * )
X; © {h > 0}. Asi: X = X_ N {n > o}.

En el caso analitico global se tiene lo siguiente:

(9.5) Proposicidn.~ Sea X un conjunto semianalitico cerrado de di

mensidén 2 (en particular, una superficie analitica) de un
abierto @ de R". Supéngase que el conjunto I de los

' puntos x € X para los cuales el germen X no es de di-
mensidén pura, es un conjunto finito. - Entonces existen dos
funciones g y h, analiticas en Q, tales que

X* = XN {g >0, h3 o}

Demostracidn.- B = X\ X* es un conjunto semianalitico de

dimensian‘§1 de Q, y es claro que I = X*[] B = BNB. Por la hi-
pdotesis, I = {al,...,ar}. Mediante (9.1) para cada germen B_,

i
con Y = X* (que es cerrado por serlo X), encontramos polinomios

hi € R[xl,...,xn] tales que:

BaiC: {h, < 0}; hilx* > 0; hi(aj) >0, j#i

Sea ahora h € R[xl,...,xn] el producto de 1los hl""’hr’ y con-
sidérese el conjunto

F=B~{h < 0}C Q

Como F es cerrado en B, se tiene: FC F | (B B) =

= F U'{al,...,ar}, y afirmamos que, por la construccién, ningin
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es adherente a F. En efecto, supdngase por ejemplo que a, es

}

1 1imite de una sucesifn {z de puntos de ¥F. Puesto que

PPyl

hj(al) >0 si j # 1, podemos suponer hj(z?) >0 si j#1,

P

g

B

2 1. Ahora bien, puesto que zP €6 F es h(zé) 2 0, 1luego se si
ue hl(zé) > 0 éara cada p » 1. Esto contradice el contenido
a. C {h; < 0}. En suma, F es cerrado em {, Yy no corta a X%.
1

Necesitamos en este momento el siguiente lema (véase [46; p. 13]):

(

9.5.1) Lema.- S C Y 02 son dos cerrados disjuntos de un abier

1
to Q@ de R", existe una funeién analitica g : Q » R que
es >0 sgobre Ci y <0 sobre C,.

En nuestra situacidn tomando C1 =X*%, C2 =F, resulta en fin:

X* = X N{g >0, h o}

Veamos a continuacidn algunos casos particulares de (9.5).

(9.6) Corolario.- Sea X wuna superficie analitica de un abierto Q

(

de R". 87 el conjunto de puntos de no coherencia de X
es finito (en particular,si X tiene una cantidad finita de puntos
singulares de dimensidén 2), existen dos funciones g Yy h,

analiticas en Q, tales que: Xx* =X [1{g >0, h > 0}.

9.7) Corolario.- Sea X un conjunto semianalitico de dimensién 2
(en particular, una superficte analitica) de un abierto Q
de R". 8¢ uno de los conjuntos X* &6 X~ X* esg acotado,
existen dos funciones g y h, analiticas em §, tales

que X* = X[ {g » 0, h » 0}.
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Demostracidén.- Probaremos que en ambos casos el conjunto I

— —

de los puntos x € X, cuyo germen Xx no es de dimensidn pura, es
finito, y el resultado se seguirf de (9.5). Obsé&rvese en primer lu-

gar que dim I € 0, pues I = BNB, y el semianalitico

N

B = XN(X)* tiene dimensidn <l. En consecuencia, £ es discreto,

y bastara ver que es acotado. Ahora bien:

———

I C X)* = X*,

y si X* estd acotado, lo estd X* y por tanto I, luego este ca

so estd resuelto. Por otra parte:

ICBC X~(X)* = X~NX*C X~ X*
y si X~ X* estd acotado, 1lo estad XN X* y por tanto I, 1lo

que prueba el otro caso.

Obtendremos finalmente la solucién global en el caso semial
gebraico. Para ello emplearemos algunos resultados de Zojasiewicz

que recordamos brevemente.

(9.8) Conjuntos localmente semialgebraicos del espacio proyectivo

[37; p. 114 y siguientes].- Un conjunto E del espacio proyectivo

n

P se llama localmente semialgebraico si cada punto x € P? tiene

un entorno abierto Q tal que E(] @ es semialgebraico en una car

n

ta afin de P que lo contenga.

La unidn, la interseccidn y la diferencia de dos conjuntos
localmente semialgebraicos son conjuntos localmente semialgebraicos.
. - . n .
También lo es la adherencia (en P ) de un conjunto localmente se-

mialgebraico. Respecto de la dimensidn, siendo una cuestidén local,



- 143 -

nada hay que decir. Destaquemos por Ultimo un resultado importante.

n

Teorema.- Sean U una carta afin de P y EC U. Enton-

ces, E es semialgebraico en U 81 y sbélo si es localmen-

te semialgebraico en TPT.

Veamos ya ahora la solucidn que antes anuncidbamos:

(9.9) Proposicidn.- Sea X un conjunto semialgebraico de dimensidn

2 de R"

(en particular, una superficie algebraical). Enton
ces existen dos polinomios g,h € m[xl,...,xn] tales que:

X* = X {g 20, h > 0}.

Demostracidén.- Como (9.3) es valido para conjuntos semialge

. n .
braicos, supondremos que X es cerrado en IR . Consideramos

R = v En, tomando coordenadas homogéneas (uo,ul,...,un) en
u u
n 1 = -—1- = -n = n = =
P y afines x, 5 seses X 5 en U= <H, H {uo 0}.

En lo sucesivo todas las adherencias son en P2,

En virtud del teorema (9.8), los conjuntos X,X* son local

mente algebraicos en Pn, y por tanto, tambi&n lo son B = X<~ X%

y B; ndtese ademis que dim B = dim B=l. Se deduce que B~B es
localmente algebraico de dimensidn cero, esto es, discreto. Como es
compacto (un cerrado de En), debe ser finito, luego coincide con
B~B. Sera:

BB = {al,...,as}.

Ahora, las coordenadas pueden elegirse de modo que estos s puntos

no estén en H' ='{u1 = 0}, y se tenga:
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dim H'[l X < dim X, dim H'{] B < dim B,

(esto Gltimo significa que H'[] B es finito). Por Gltimo, notare-

. n
mos U' a la carta afin correspondiente a H' : U' =P <~ H', con

. u . u u
o n
coordenadas ¥ u, s Yo u, s e ey yn ul. Procederemos en va-
rias etapas.
I). Pongamos B' = (§\~i*)[1”U'. Existe un polinomio
h' € R[Y se-->¥,] tal que
8 . R
U B, ' <o}; n'fu'n X* >0
i=1 i

Para verlo, aplicaremos el lema (9.1) en la carta afin U'.
Esto es posible ﬁorque B'MX* = ¢, v como B'C B, .es dim B' 1.
Asi, por (9.1), existen polinomios hl,...,hs 6 R[yl,...,yn] que
cumpien:

' i ' o . . .
BaiC: {hi < 0}, hi|U N X* > 0; hi(aj) >0, j#i

Entonces h' = hl...hS es el polinomio buscado. En efecto,
B; C {h' < 0}, pues B; C:'{hi < 0}, ysi j# i, como

1

hj(ai) > 0, es B; cC {hj > 0}. Por otra parte, la condicidn
i

h'|U'] X* 3 0 es evidente.

II). Sea H 6 R[uo,ul,...,unl el polinomio homogéneo corres
pondiente a h', esto es: h' = H(yl,l,yz,...,yn), .y pongamos
h = de(l x x_) d = grado (H)
1 ’ l,o LI n ’ .
Entonces h € R[xl,...,xn] es >0 sobre X%k,

En efecto, si no, X* ﬂ {h,< 0} # ¢. Ahora bien, se tomd

H' de modo que dim H'[] X < dim X, 1luego H'{] X tiene interior
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vacfo en X*. Se deduce que el conjunto X% M {h < 0} tiene algin
punto X = (xl,...,xn) ¢ H'. Asi, puesto que X # 0:

X X X X

2d .1 2 n 24, ,, 1 72 n
0 > h(x) = 3 H(;—, 1, PR ;—) = x; h'(;—,;—,...,-—)
1 1 1 1 71 1
1 *2 - %a
y como (;—, — e ey ;—) son las coordenadas de x € U' en esta

=
1 1 1 .
carta afin, resulta: h'(x) < 0, siendo x un punto de U'[] X*.

Esto es contrario a la eleccidn de h'.

III). E1 conjunto semialgebraico K = X\~X*LJ’{h < 0}C U es

compacto.

El conjunto B =X<X* es un compacto que contiene a K,
por lo que serd suficiente ver que K es cerrado en B. Adenis,
K= B~{h < 0}, y es pues cerrado en B. En suma, ya que
BNB = {al,...,as}, hay que comprobar que 8)s...5a_ MmO son adheren
tes a K. Supongamos pues por ejemﬁlo que a, 6 K. Entonces a, es

el 1imite de una sucesidn '{zp} de puntos de K, que podemos su

poner tambi&n de U', pues a; 6 U'. Que z, 6 K1 U' significa:

zP € Bl U'C B'" (pues X~X*C X N~ X*) y h'(zp) > 0 (esto Gltimo
por el argumento utilizado en II). Recuérdese ahora que por construc
cidn, h = hy...h_ comn hi(al) >0, si i # 1, por lo que para »p
suficientemente grande se tendra hi(zp) >0 si i# 1, y por fuer

za hl(zp) > 0. Pero esto contradice otra de las condiciones sobre

- ]
1» segin la cual Bal(: {hl < 0}.

n
son cerrados

IV) Los conjuntos semialgebraicos K, X* de R
isjuntos, y el primero de ellos compacto. Entonces, aplicamos el si

uiente



- 146 -

(9.9.1) Lema de separacidn de Mostowski.- S< C1 y C2 son dos ce-

rrados semialgebraicos de R" y uno de ellos es compacto,
existe un polinomio g 6 R[xl,...,xn] que es >0 sobre C,

y <0 sobre Cé.

Como decimos, con C1 = X* vy C2 = K obtenemos el polinomio

'8, Yy se concluye bor fin: X* = X[ {g » 0, h » 0}.

(9.10) Observaciones.- (a) El1 lema de separacidén (9.9.1) aparece men

cionado por primera vez en [39; p. 258]. Como no se incluye prueba,
ni hemos encontrado ninguna en otro lugar de la literatura, damos

"aqui 1la

Demostracidn de (9.9.1).- Si, por ejemplo, 02 es compacto,
existen una cantidad finita de puntos 81secesdy € C2 Ly niimeros

s 1 g1 ¢ s tales que:

i i
s 8 n
i=] i i=1 i

(notamos Bd(a)C: R™ a la bola abierta de centro a y radio §).

Construiremos el polinomio buscado g € m[xl,...,xn] por recurrencia

sobre s. Si s = 1, es inmediato tomando g, = nx-alﬂz - n%. Su-
. s-1
. \l YN .
pongamos’ pues C, = czr] lJ Be.(ai) d,‘:Bn (an), y que se tiene un
i=] i n
-olinomio G que es >0 sobre C1 y <0 sobre C;. Consideramos
n = nx-anﬂz - ni, y afirmamos que existen un entero p > 0 y una

onstante A > 0 tales que
= g (x) + AL + [x-a_]2)Pe(x) 6 R[x x_]
g gn n 1°°°°°**n

s >0 sobre Cl y <0 sobre CZ' En efecto, claramente se cumpli-
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réd lo primero, asi que veamos como elegir p y A para lo segundo.

Como C2C: B (an)[J Cé, impondremos dos condiciones:
n :

(i) si x 6 Be (an),_ notando B al miximo de ' |G| sobre

n
— . 2 2 2.p
Ben(an), se tiene g(x) g e - o+ AB(1 + en) . .Asi, para que

" g(x) < 0, hay que elegir p y A de modo que: A < of(l + ei)P,
‘donde o = (n’-€l)/B>0 (a=+= si B=0).

(ii) si x € C,,
lel y 1 + ﬂx-anl2 en Cé, se tiene: g(x) € A' + AB'S6P. En conse

notando A',B' y § a los miximos de |gn|,

cuencia, como B' < 0, para que g(x) < 0, hay que elegir p y A

‘de modo que: g/6P < A, donde g = -A'/B' 3 0.

7

Resulta de (i) y (ii) que la eleccidn siempre es posible si
§/(1 + ei) > 1, ©pues en este caso para P grande
B/a < (&8/(1 + Ei))p’ de donde B/6P,< a/ (1 + ei)p y se puede esco

ger A. Para terminar obsé&rvese solamente que si §/(1 + gi) <

1,

- )
entonces Max {lx-anl : x 6 CZ} < €,» luego C,C B_ (a ) vy toda

n
la cuestidn es trivial.

(b). La proposicidén (9.9) resuelve afirmativamente, al menos
para superficies, un problema planteado em 20 : Si X es una su-
perficie algebraica de mn, existen tres polinomios

£,8,h € R[x;,...,x ] tales que X* = {f >0, g >0, h 3> 0}.

A\

En efecto, se eligen g.y h mediante (9.9}, y si £ es
una ecuacidén de X (esto es, X = {f = 0}), se verifica

* = {-£2 30, g20, hp o).



- 148 -

' 810. Aplicaciones, III: Seleccidn de hipersuperficies y dimensidn

de Krull de un dlgebra analitica real.

Probaremos en este ebigrafe la versidn analitica del resulta
do algebraico segiin el cual la dimensidén de Krull del anillo de coor
' denadas de una variedad algebraica real se fuede»calcular mediante
cadenas de ideales ﬁrimos réaleé. Este resultado se encuentra proba-
do en la literatura de muchas diferentes manefas (véanse [9], [13],

y también [19], que contiene un teorema m3s general). Para establecer
"lo en el caso analitico utilizaremos la siguiente generalizacidn del

lema de seleccidn de una curva:

(10.1) Proposicidn (lema de seleccidén de una hipersuperficie).- Sea
X, un germen analitico de dimensién d > 2. Si Z, eg un
germen abierto semianalitico de X:, existe un germen alge-

braico Y C X, (esto es, Y, = v(n) N X, para eierto polz

nomio h € m[xl,...,xn]) tal que dim Yolﬁ z, = d-1.

Demostracidn.- Procederemos en dos etapas, resolviendo prime

ro un

Caso particular: Xc = Ri. Se utiliza induccidn sobre el mi-
nimo entero e 2 0 tal que existe un germen de curva cOC: m: cuya
singularidad se resuelve con e exﬁlosiones, y con una de sus semi-

rramas c:~ contenida en Zo (este minimo existe en virtud del lema

de seleccidn).

Supongamos e = 0. Entonces c, es lisa, y por el lema de

eparacidn fuerte (7.6), existe un polinomio
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h = a(x2+2€x )p+2 + E (x.-h_.(x ))2 6 R[x x_]
1 1 i=2 i 7itTl 1*°°°°%n

tal que V(h)~ {0} Z, v c:c:'{h < 0}. Se trata éues de probar
"que dim V(h) = d. Ahora bien, en cada entorno W del origen en Rd
.hay puntos ¥0 en los que h es éositiva (evidente) y hay puntos
# 0 en los que h es negativa (for contener {h < 0} 1la semirrama
cg)- Como d » 2, W~{0} es conexo y en W habri puntos en los

que h se anula. Sea x 6 W~{0} un cero de h, con |x;| < k.

Escribiendo
. 2 2 p+2 , B 2
= a (x;+e)“-¢ + .Z (x;-h;(x;))
i=2
se aprecia que para que h(x) = 0 debe ser ¥ hi(xi) para algin
'i=2,...,n, y derivando:

" 3h
9x

(x) = 2(xi-hi(x1))hi(x1)

e

Ahora observamos que si fuera X, = 0, de h(x) = 0 resultaria

n

Z xi = 0, esto es x =0, y estamos suponiendo x # 0. Asi

i=2

X, # 0, y, si x estd suficientemente cerca del origen, h;(xi)# 0,
dh

‘con lo que (x) # 0. Esto muestra que X es un punto regular

9X.
i
de dimensidn d-1 de {h = 0}. En suma, dim V(h) = d-1 como se

pretendia.

Probado ya para e = 0, sea e > 0 y cierto el resultado
para menos de e explosiones. Como en ocasiones anteriores, conside
ramos coordenadas en R" de modo que x, = 0 sea transversal a ¢

o

. n .
y la explosidén T : R® + R" . de ecuaciones:
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1
X = X, X
1

t
" n + anxl

donde (l,az,...,an) es la direccidn de la tangente a c,- Sea c,

la transformada estricta de c,s Qque se resolverd con e-1 explo-

siones, y una de cuyas semirramas estar@ contenida en el semianaliti
. -1 .

co abierto Z' = 1 "(2) N {xi # 0} (Z es un representante adecuado

de Z_ ). Por la hipdétesis de induccidn para Z;, existe un polino-

mio h' 6 R[xi,...,xt'l]tal que si Y! = V(h'), es dim Y ] z) = d-1.
x x
Elegimos ahora s » 0 tal que h = xfh'(xl, ;3 = 85500, ;B - an) €
1 1
€ R[xl,...,xn] y se tiene: dim Yo N ZO = d-1, donde Y° = (/(h),

ya que Z [} {h = 0, x; # 0} =a(z'N {h" =o01).

Caso general: XAC:IR? tiene dimensién d < n. Claramente po
O Q -

demos limitarnos a que Xo sea irreducible. Entonces, aplicando'el
teorema de parametrizacidn local (pues un cambio lineal no afecta al

o rd 1a proyeccidén sobre las d primeras

enunciado), sean T : R
coordenadas, U, X, 8, W= n(U) y Wx como en dicho teorema, (0.2.b).

Nos interesa aqui destacar solamente:
(i) =|x : X+ W es propia y- w-l(O)[] X = {0}.
(ii) X~{8 = 0} es denso en X%

(iii) 7|X {8 = 0} : XN{86 = 0} + WA {§ = 0} es homeomorfis

o local.

Ahora, por (ii), el germen semianalitico Z N V(§) es no vacio,
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y elegimos un conjunto semianalitico Z*C XN{6 = 0} de U que lo

represente; claramente, dim Z: = d.

Por (0.7), (0.12) el germen Tr(Z:) es semianalitico de di-
mensién d, y coincide con n(Z*)o. Se deduce que el interior del
germen "(Z*)o es no vacio, ¥y podemo's bues aplicar el caso particu
lar que establecimos anteriormente. Resulta que existe un polinomio
h 6 lR[xl,...,xd] tal que dim V(h) N 17(Z*)o = d-1. En fin, si pone
mos Y = {x 6 R" : h(x) = 0}, se tiene dim Yo N Zo = d-1. En efec
to, como h # 0, dim Yoﬂ Z, < d. Por otra parte, T induce unho
meomorfismo local de Y [1 Z* sobre {h = 0} ] w(Z*), con lo que

i 1 = 1 * - -
dim Y 1 z_  » dim Y M Z_~V(§) = dim Y N zb = d-1.

Una vez demostrado el lema anterior, obtenemos

(10.2) Proposicidn.- Sea A un dlgebra analitica real de dimensidn

d. Entonces existen cadenas de ideales primos reales de A

PG P1&F -+ &G pyg» de longitud d.

Demostracidn.- Sea p, un ideal primo con dim A/)oo = dim A: Como

A es real, el ideal p, es también real, y A/po = O[Xo] para al-
glin germen analitico irreducible Xo de dimensidén =dim A/po = dim A = d.
En virtud de (10.1), existe un germen analitico YOC Xo de dimen-
sidn d-1. Eligiendo una componente irreducible de Yo’ obtenemos un
ideal primo real pl:) Po? (pues V(pl)C YOC Xo = V(po)) de altu
ra 1l en A/po. Repitiendo el argumento con A[pl, etc., se obtiene

la cadena de ideales primos reales buscada.

Finalmente, resolvemos una cuestidn comentada en los prelimi
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nares, (0.8).

(10.3) Corolario.- Sean X  un germen trreducible de dimensidén d,
y X, su complexzificacién. Son equivalentes:
(a) dim RD N sing X, < d-r.
(B) Para cada ideal primo real p de O[XO] de altura r,

el anillo loeal O[XO]p es regular.

Demostracidn.- Sabemos que (0) equivale a (B) formulado. para

cada ideal primo real de altura <r, (0.8.4), lo que trivialmente im

plica (B). Reciﬁrocamente, si P es un ideal primo real de O[XO]

de altura e < r, aplicando (10.2) a 0[X°]/p, encontramos un ideal
primo real de O[Xo], p'D p de altura exactamente r. Entonces,
si se cumple (B), O[Xo]p' es regular, y volviendo a localizar por

.O[Xo]p,, resulta que O[xo]p es regular.

§11. Aplicaciones, IV: El1 espacio de drdenes de un germen

analitico irreducible.

Estudiamos en esta seccidn algunas propiedades especiales de
os drdenes del cuerpo de funciones de un germen analitico. En el ca

o de curvas, la descripcidén es facil, pues se tiene la siguiente

(11.1) Proposician.- El cuerpo de funciones O(Xo) de un germen de

eurva tiene exgctamente doe Srdenes. Estos dos Srdenes pueden

describirse intrinsecamente como sigue: sean ci y Cf las

dos semirramas abtertas de Xo’ Uno de los Srdenes es
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' € 0(X)) es positivo si {f > 0} D c_'

y el otro

'f 6 O(Xo) es posttivo st {f » 0} D Cg'

Demostracién.- Como sabemos, la normalizacidn de X° muestra

que O(Xo) es isomorfo al cﬁerﬁo de fracciones de R{t}, y sabemos
que este cuerpo tiene dos O6rdenes, determinados por las condiciones
t >0 y t <0 (ndtese que éste es un caso barticular de la propia
proposicidn). Por otra parte, es claro que las dos condiciones del
enunciado definen dos drdenes, que son distintos en virtud del lema

de separacidén de curvas (7.5).

Asi pues, para curvas la situacidn es muy sencilla. Pero cuan
do la dimensidén es 32, cambia totalmente. Para formular adec¢uadamente

nuestros resultados, recordemos primero algunas generalidades sobre:

(11.2) E1 espacio de drdenes de un cuerpo real [45; §6].- Si K es

‘un cuerpo real, el conjunto § de todos sus O6rdenes se dota de la

topologia de Harrison, definida por la sub-base de Harrison.

H(f) = {a 6 Q : £ 6 o}, f €6 AN{0}

donde A es cualquier subanillo de K, cuyo cuerpo de fracciones

sea el propio K. A esta sub-base, corresponde la base de Harrison

H(fl""’fr) = {q 6 : fIGa,...,erq}
on f£,,...,f_ 6 AN {Q}. Claramente,
Q\H(fl,oot’fr) = H("‘fl)U o o 0 U H(-fr),

on lo que los abiertos de esta base son tambié&n cerrados (en parti-
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cular,  es un espacio totalmente disconexo).

. P ~ K
Se puede definir una inmersidn cerrada § + {-1,+1}, donde
en el segundo espacio se considera la topologia producto de la dis-
creta. En consecuencia §! es un espacio compacto y Hausdorff, de

card.X

. cardinal gz .

En lo sucesivo, consideramos un germen analitico irreducible
X, de dimensidén d 2> 2, y el espacio de Srdenes { de su cuerpo
'de funciones (esto es, con las notaciones de (11.2), K = O(Xo),

A= 0[x D).

(11.3) Definicidn.- Un orden o €6 Q s8e llama central si existe una

semirrama c:C: X, de un germen de curva irreducible tal
que st f € 0[X_ 1 es >0 sobre ck, entonces £ es posi-

tivo en a. Diremos en este caso que o estd centrado - en c:.

Dos S6rdenes centrados en semirramas distintas son distintos
’a su vez, pues por el lema de separacidn de curvas (7.5) existe una
funcidn £ 6 O[Xo] que es >0 sobre una de las semirramas (luego po
sitiva en el orden correspondiente) y <0 sobre la otra (luego nega-
tiva en el otro orden). Respecto a ;a existencia de 6rdenes centra-

dos en una semirrama dada, tenemos:

(11.4) Proposicidn.- Sea cz una semirrama abierta de curva irredu

cible. Es condicidén necesaria y suficiente para que exista

un orden centrado en c*, que c* esté contenida en x:.
o o
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Demostracidn.- Condicidn necesaria: Supongamos que ¢q 6

- * . * * . * *

esta centrado en co* Si coct Xo’ tiene que ser COC: Xo\-Xo y
por el lema de separacidn (7.2) existe £ € O[Xo],> 0 sdhrecz y <0. so-
bre -X’;. Se deduce de lo.primero que f € o, y de lo segundo, que -f € S(X )

(por (2.1)). Pero S(XO)C: 0, Vy se tiene una contradiccidn.

Condicidn suficiente: Si c:(: X:, aplicaremos el criterio

de Serre al conjunto S de los elementos f € OEXO] que son >0 soO

bre c:. Hay que ver que si fl""’fr 6 S vy

2 2

0 = gif, +...+ gif

rr’

entonces g; =...= g = 0. Pero, por el mismo criterio de Serre, es

to equivale a que exista un orden en O[Xb] en el que fl,...,fr

son positivos. Ahora bien, c:C:‘{f1 > 0,...,f_ > 0} N Xz, luego

{f1 > 0y0ee,f

L > 0N xg # 0 y de (1.2) deducimos que f,,...,f

r
son simulté@neamente positivos en algiin orden, como se queria.
*

En lo que sigue, si Zo es un germen semianalitico de Xo,

(o] . : .
notaremos a la coleccidén de O6rdenes de § centrados en semi-

rramas contenidas en Zo.

(11.5) Proposicidn (densidad de los Srdenes centrales).- S7 Zo es

Z
. . . Lo
un germen semianalitico denso en X:, el conjunto Q es

denso en (. Mds ain, 81 U es un abterto no vaefo de Q,

se tiene

VA
card. U o ° 2 2 ©
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Demostracidn.- En primer lugar, podemos suponer que Zo es

abierto en X . En efecto, basta sustituirlo por (reg*zo)ﬂ
ﬂ(reg* Xo). Que este germen es .abierto en Xo es inmediato, pues

su dimensidn es =dim Zo = dim Z_= dim XZ = d, Ademds, es denso

o
en X:. Para comprobarlo escribimos
*=_ = =
Xo Zo reg Z° reg, Zo U reg Z° \ reg, Zo’

y se observa que X:\\reg* Zoc: reg-Zo\ reg, Zo' Si el primero de
estos gérmenes no es vacio, su dimensidén es d, mientras que la
del segundo es <dim Zo ¢ d. En consecuencia, reg, Zo es denso
en X ; y como reg, X, es abierto, (reg, Zo) N (reg, Xo) es den
so en reg, Xo. Finalmente, de ser este dltimo germen denso en X

se sigue nuestra afirmacidn.

Ya supuesto Zo abierto, sea U wun abierto no vacio de Q.
Claramente, es suficiente considerar el caso U = H(fl""’fr)’
fl,...,fr‘G O[XO]. Entonces por el teorema de especializacidn (1.2),
es {fl > 0,...,f_ > o} N X: # @, y como Z_  es denso, el germen

abierto

W= {f1 > 0,...,f_ > 0} N z,C X,

-es no vacio. Ahora, por (l.4), encontramos una parametrizacidn

i i * i
c : 0 > R{t} cuya semirrama positiva c_ estd contenida en W_.

Para continuar necesitamos el siguiente

Lema.- Existe un entero s » 0 tal que st c' : 0  + R{t}

tiene un contacto de orden s con ¢ (esto es,

+1), entonces c;*C: w_.

(o)

_ s
c' Z c mod t
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(La demostracidn de este lema se basa en un argumento tipi
co que utiliza una desigualdad de Xojasiewicz, como puede verse en

[5; 2.17]). En nuestro caso el lema muestra que hay una cantidad

[¢]

22 de semirramas distintas contenidas en Wo. Entonces un orden

. *
(o] centrado en una de esas semirramas Co

* estd en U, pues como c: CZ{f1 > 0,...,fr > 0},
fl"”’fr € a, vy
Z

- esti en R °, pues c:C: zZ,-

z A
Se concluye card. U192 ° > 2 °%, ya que a semirramas dis-

tintas corresponden distintos Srdenes.

(11.6) Observaciones.- (a) La proposicidén anterior implica en parti
cular que f no tienme puntos aislados. Ademds, resultan las siguien
tes acotaciones:

' 'Y
K (o]
2°° < card.Q ¢ 22

(la primera, consecuencia inmediata de (11.5); la segunda, porque,

segfin se citd en (11.2), card.f zcard.O(Xo)).

(b) E1 resultado de densidad anterior precisa notablemente
(2.1), y se aplica en especial cuanto z, = X:'\Yo siendo Y, un
germen analitico contenido en,y distinto de, X, - M3s especialmente

ain, cuando Yo =@,

(c) Una cuestifn interesante es si 8l reciproco de (11.5) es

Z
. . . o
también cierto, esto es: si es denso en £, (es Zo denso en

* i . - ' .
Xo?. Pensamos que la respuesta es afirmativa, y una posible prueba

. . . * .
serfa la siguiente: Si Zo no es denso en Xo, el germen semiana-
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’ - - - * - .
l3tico abierto XO\Zo es no vacio, y contendrd una semirrama de cur

va irreducible. Entonces, por el lema de separacidon fuerte, existe un

elemento f tal que

v

XNz, Dxrn {20l ~{0}Dx N {£>0} %0

Z
Ahora bien, Q © es denso en Q, y H(f) # ¢ (por (2.1)), luego

existe un orden 0o 6 H(f) centrado en una semirrama c:(: Zo' Como
{f <0}D Zo\-{O}, tendria que ser ~f € a, y esto es una contradic
cidén. Por supuesto, la dificultad estriba en que no hemos podido de-

mostrar el lema de separacidn fuerte en toda su generalidad.

(11.7) Existencia de 6rdenes no centrales.- Podemos construir explici

tamente Srdenes de § que no sean centrales. El método se basa en la

siguiente observacidén

Lema.- Sea f € R[[x,]] wuna serie #0 no convergente sin
término independiente. El homomorfismo ¢ : R{xl,...,xn} -+
*-R[[xl,...,xn_l]] dado por: x; ™ x;, i ¥ mn; x = f,

es inyectivo (n 2 2).

Por induccién sobre n. Si n=2, como ¢(x1) ¥ 0, si ¢ no
es inyectivo, existe P 6 ker ¢ con P(O,xz) ¥ 0, y por el teorema
de.preparacian, podemos suponer que P es un polinomio en X,. Se
sigue que f es algebraica sobre JR{xl}, que es algebrgicamente ég
rrado en R[[x;]] [41; p. 188, theorem 44.1], 1luego £ debe ser
convergente, contra la eleccidn hecha. Supongamos ahora n > 2 vy
cierto el lema para =n-1 variables. Si ker ¢ # {0}, existe
P 6 ker ¢ con P(xl,O,x3,...,xn) ¥ 0 (pues ¢(x2) ¥ 0), y enton-

ces P(xl,O,x ,...,f(xl)) = 0, contra la hipdtesis de induccidn.

3
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Utilizaremos a continuacidén el homomorfismo ¢.

lano.

Fijamos en RI[[x]] el ordem x > 0, y consideramos 1la
restriccidn o de ese orden a R{x,y}, via ¢; d puede conside-

rarse como un orden centrado en la semirrama formal y = f(x).

Afirmamos que g no es un orden central, en el sentido de

(11.3). La brueba consiste en un 'lema de separacidén formal', que en
este caso es sencillo porque una de las semirramas es lisa. Con pre-
cisidén, hay que ﬁrobar que si c:C:]RZ es una semirrama de curva
irreducible, existe un elemento h 6 R{x,y} (de nuevo, como en (7.1),
(7.2), (7.5), etec., h serda incluso un polinomio) tal que

c:C: {h <0} y he6 a. Esto equivale, eligiendo una parameérizaci6n

x» (xP,g(x)), x > 0, de c:, a que:

h(xp,g(x)) < 0, h(x,f(x)) > 0 en R[[x]]

Ahora bien, como f no es convergente y g si, £(xP) #

# g(x) y se tendria
£(x) = £,(x) + 6x° +..., §# 0; g(x) = £, (xP) + nx +...,

con f1 € R[x] de grado maximo (eventualmente f1 = 0). Incluimos
el caso g(x) = %ﬂxp), admitiendo r = 4w. El polinomio h busca-
do serd

H = fl(x) + cx® - ¥,

0o su opuesto, con una constante ¢ 6 R adecuada. En efecto, se tie

ne:
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Hg = H(xp,g(x)) = fl(xp)+cxps - g(x) = cxPs - nxr — e ey

'Hf = H(x,f(x)) = fl(x)+cxs - f(x) = (c-8)x° —. ey

y se trata de que estas dos series tengan distinto signo emn R[[x]].
Entonces

(a) si r < ps, es n # 0, 1luego:
signo Hg = signo (-n), signo Hf = signo (c-§),
y basta tomar ¢ tal que -n(c-§) < 0.

(b) si r =ps, es n #6, vy

signo Hg = gigno (c-n), signo He =.gigno (c-§),

lo que proporciona la condicidén (c-n)(c-8) < 0, (posible pues

n# 8).

(¢) Si r > ps, es

signo Hg = signo ¢, signo He = signo (c-§)

y ahora se elige ¢ para que c(c-§) < 0.

Caso II. Ordenes no centrales en Rn, n > 2

v

La construccidn es por induccidn. Supongamos dado un orden

o en m{xl,...,xn_l}, que no sea central e induzca en R{xl} el
orden x; > 0. Por (1.4.1), o' se extiende al anillo
R[[xl,...,xn_lj], y esta extensidn, via ¢, induce un orden a en

R{xl,...,xn}.

Este orden o no _es central (para la definicién (11.3)).

En efecto, es claro que 0o extiende o', luego si o estd centra

. n . .
do en una semirrama cﬁCZ Ro, su proyeccidn sobre las n-1 primeras
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coordenadas se reduce al origen (pues en otro caso, qa' estaria cen

.~ A * -
trado en esa proyeccidn), esto ‘es, co tendra que ser X) =e..®

= xn_1 = 0, X > 0, © X, =...= xn_1 = 0, 3 < 0. Veamos que es-
to tampoco es posible. Para s > 0 grande se tendra X, - fzs > 0,
y tomando h = Xy - xis resulta
= 2s *
(a) h(O,xn) -x_ que es <0 sobre cy
2s

(b) h(xl,f) = x, - f > 0, luego f 6 qa,

lo que prueba nuestra afirmacidn.

Corolario.- Sea Q el espacio de Srdenes de Rg, n > 2,

y Q% el subespacio formado por los Srdenes centrales. En-

tonces card(Q N~ Q%) 2 °.

Es consecuencia de todo lo anterior, pues la construccidn
expuesta depende esencialmentg de f. Para comprobarlo, si
g € m[[xlll \m{xl}, g > £, basta tomar un polinomio h 6 R[x,]
con f <h< g, vy entonces X, = h(xl) es positivo via f, pero

negativo via g.

(11.8) El1 isomorfismo c¢c..- Existe una relacidn natural entre la

q°

topologia del espacio de Srdenes y la del propio germen considerado.

Los O6rdenes centrales son necesarios para describir esta relacidn f3
cilmente, pues proporcionan una forma efectiva de definir &Srdenes,
frente al caracter puramente existencial de nuestro primer resultado

(2.1).

Notaremos CA y CR, respectivamente, a la coleccidn de
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los subconjuntos cerrados y abiertos de §;, y a la coleccidn de los
gérmenes semianaliticos regularmente cerrados de Xz. Con las opera
ciones de unidén e interseccidn, y la rglacién de contenido, CA y
CR son dos reticulos ordenados, y queremos definir un isomorfismo

w = : CA > CR. Para ello se precisa el siguiente

CQ’ :

Lema.- S% fl""’fr 6 O[Xo]’ ponemos C(fl""’fr) =

= {£,> 0,...,f

* X ' i
> OFN X5 57 g.s € O[X I~ {0}, 1 <i<p,

p ,
lAs j € q, el contenido H(fl,...,fr)c: U H(gil’“”giq)

i=1 p
es equivalente al contenido C(fl,...,fr)C: }ilc(gil’”"giq)'

Demostracidén.- En primer lugar, H(fl,;..,fr)C:

P
< U H(gil""’gi ) es equivalente a:

i=1 q
* F '
(*) ¢ = H(fl,...,fr)\‘gll H(gil""’giq) =
P q (s ')
= I' H ,co.,f ,-g" M
i=1 jgl 1 r 1]

p
Por otra parte, el contenido C(f,...,f )C }£1 C(gil"°"giq)

equivale a:

P
{£, >0,...,f >0} x5 U {g;; > 0seuengy

> 0} x*
. [o]
i=1

q

(pues el segundo conjunto es cerrado) y éste a la igualdad

- P
(%) ¢={f1>o,...,fr>o}nx:\_u

1=1 {gil 2 09"'9giq } 0}.

En efecto, una implicacidn es evidente, pues {gil P O,...,giq >0}D

- {gil > O,...,giq > 0} N Xz, 1 < i ¢ p. Reciprocamente, supdnga

se que

: i} N .
¢+ W, {fl 0,...,£_ > 0}N XN\



- 163 ~

P
N U {gil > 0,...,giq > 0} N x:,
i=1

y sin embargo, se tiene (**), Entonces:

p p - -
W, C §£1 {g;; 2 0seersByq 0}~ }il{gil >0,...,850 > 0)C

cC {Hgi:j =0}

Pero Wo es un abierto no vacio de Xz, luego *Hgij se anula so

bre X , vy alguno de los gij se anulard, contra la hipdtesis.

Ahora, de modo puramente conjuntista, (**) gse transforma en:

p q
(%) ¢ = {11 ;Jl {£, > 0,...,£ > 0,~ 855 > 0},

y se trata pues de probar que (*) y (**)' son equivalentes (ndtese

que esto es una generalizacidn de (1.2)).

Si no se cumple (*), el conjunto

P q
U= N U H(fl,..;,fr, - gij) es abierto en Q, y por (11.5)
i=l  j=1

. . %
existe un orden o 6 U centrado en una semirrama c:c: Xo\

P q
N = 1 * = N
{Hflgij 0}. Afirmamos que et &z, n u {1‘:’1 >0,...,£ >0,

i=1 3=l
- gij > 0}. Asi es. Para cada i=l,...,p, el ordem o estd en
cierto H(fl""’fr’ - gij)’ y por estar el orden en cuestidén cen-

trado- en c:, debe ser: c* C:{f1 > 0,...,f

[¢]

2 0,-—g:.Lj g 0}. Como

* .
ergij no se anula sobre Co? concluimos
*
c, < {f1 > 0,...,fr > 0,—gij < 0}. Esto prueba que zZ, ¢ ¢, v no
se cumple (**)°',

Si por el contrario no se verifica (**)', esto es, zZ, $ 0,

. *
basta tomar un orden @& centrado en una semirrama COC: Zo, y

o 6 U. Esto concluye la prueba.
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Mediante el lema anterior definimos CA % CR como sigue. Si
K es un cerrado de {, es compacto, y si ademds es abierto, K se
rd unidn de una cantidad finita de abiertés de la base de Harrison:

T
K= U H(f.;5...,f

)y, f 6 0[Xo] ~{0}. Entonces
i=1 ’

s i

L.

i
w
K >

1ls

CK= .U C(fil,...,f. ).
i=]
Claramente Cx es regularmente cerrado pues su interior contiene al
T

germen abierto U {fil > 0,00.,f,

*
is > 0} N X¥, que es denso en C

. K’
i=1
A la inversa, si Co es un germen semianalitico regularmente cerra-

do de X: se escribe en la forma

s
= *
C, Jﬁl {fil > 0,...,fir > 0} N Xo,

s .

luego C0 = CK’ con K = .L] H(fil""’fir)’
i=1 .

Lo que el lema anterior prueba es que la construccidn de

C

g bo depende de la eleccidn de los fij' También prueba que el

contenido K C K' equivale al de sus imdgenes: CKC: CK" En fin,
es evidente que @ conserva las uniones y las intersecciones, lue-

w . . .
go CA > CR es ciertamente un isomorfismo.

Nuestro siguiente objetivo es describir mediante Srdenes 1la
imagen por un morfismo finito del lugar de dimensidén mé@xima, lo
que precisara notablemente nuestro anterior resultado, (9.4). Recor

demos a este fin el siguiente

Teorema [23; §4] .- Sea j : K > L una extensibn algebrai
ca finita de cuerpos reales y j* : £ » Q la correspondien

te aplicacidén del espacio de brdenes del segundo en el del
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primero (j*(a) = a|K, o 6 I). Entonces j* es abierta,

propia y tiene fibras finitas.

En nuestro contexto tenemos:

(11.9) Proposicidn.- Sea T Y, > X, un morfismo finito de gérme

nes analiticos irreducibles de la misma dimensidén. m indu
ce una aplicacidn abierta, propia y con fibras finitas del

espacto de dSrdenes de Y I, en el de X Q, que nota

o’ o?

remos T, : L + Q. Ademds, st notamos ¢ = Cy Y w = co,
se verifica:
1o (K) = wr,(K),

para cada subconjunto abierto y cerrado K de E. En par-

ticular, m, es suprayectiva si y sblo s< n(Y:) = xz.
Demostracidn.- Si T : Yo -> Xo es finito, el homomorfismo
T 0[Xo] +*0[Y°] induce una ekXtensién algebraica finita

O(Xo) > O(Yo) y ésta la aplicacién m, : I + @, que es abierta,
propia y tiene fibras finitas, en virtud del teorema antes citado.
Sea ahora K un subconjunto abierto y cerrado de I. Como cualquier
aplicacidn conserva las uniones, para computar la fdrmula del enun-

ciado es suficiente considerar el caso:

P
K = H(gy,..-,8.), 8; 6 0[Y_ J; m,(K) = | H(fil"“’fiq)’

i .
i=1

fij €0 Xo ’

Elegimos ahora un representante T : Y - X del morfismo

dado, de modo que Byse-+s8, definan funciones analiticas en Y,



- 166 -

asi como los fij en X, y 7o(K) sea semianalitico en X, (0.12).

Se trata de probar que:

z, = n({g; > 0,...,8_ > 0} ] Y*)°’=

P

{fil > 0y.00.,F.

X =
iq > 0} N X3 E

i=1 °

er , . .
1", contenido: Como Zo es cerrado, basta ver que contiene

cada germen {fil > 0,...,f > 0} N x:. " 8i asi no fuera, elegiria

iq

mos una semirrama

*
ey © {fil > 0""’fiq

*
> 0} N X NZo,
y un orden o €6 Q centrado en ella. Entonces o 6 H(fil,...,fir)cz
cC 7m,(X), y existe un ordemn B € K = H(gl,...,gr) que extiende a.

Pero por otra parte, mediante el lema de separacién (7.2), encontra

mos un elemento h € O[XOJ tal que

c’;c: {n >0} N xkc XA\ 2z,
y asi h € aC B. Sin embargo, h como elemento de O[Yé] es <0
sobre el germen - {g; > 0,.00s8, > 0} N Y%, esto es:
{n > o0, g; > 0,...,8. > 0}1Y* = ¢, 1luego por (2.1) no puede exis
tir ninglin orden en I para el que h,gl,...,gr ksean simultdnea-

mente positivos. Esto es una contradiccidn, y queda probado el pri

mer contenido,

2° contenido: Veamos que se verifica:

W, = 'rr({g1 > 0,.000,8. > 0} N Y*)oc:

P
S U {f5 > 0,..u,f, > 0} = F,
i=1
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En efecto, si no, {g1 > 0,...,8, > o} N Y: ¢:w-1(Fo), y existe

una semirrama

* -1
c. C {g1 > 0,...,8, > 0} N Y:\'n (Fo);

como T tiene fibras finitas, ﬂ(c:)C: X:\.Fo es también una semi
rrama de curva irreducible. Sea ahora B 6 ¥ un orden centrado en

c*, a = T,B su restriccidn, que estard centrada en ﬂ(cz). Asi,

como
T(e*) XX~ F_ = ﬁ ‘ {f.. <o0}N x*
o o o . .Ll ij o’
i=1 j=1
para cada i=l,...,r existe j=1,...,s tal que ‘fij 6 o, lo que
q . '
significa que a no estd en Jﬂl H(fil""’fiq) = T,(K), 1luego

B & K. Sin embargo, B8 estd@ centrado en czc {gl > 0,---,81. > 0},
por lo que -SIY - €6 a. Este absurdo muestra que, efectivamente,
WOC: Fo.

Supongamos ahora que W° no esti contenido en Eo. Se ten
dra:

¢ # WNECTF \NEC {I:[fij = 0}

Por el principio de identidad, dim {IIfij = 0} < dim X, = d,
y por ser m finito, dim W_ = dim {g; > 0,...,g_ > 0} [] Y: =
= 1 * = .

dim Yo d. Como Eo es cerrado, WO\ Eo es abierto en Wo, y

tiene la misma dimensidn, resultando:
d = dim W N E_ < dim {Hfij = 0} < d

Esto significa que necesariamente WOC: Eo’ y por tanto
Z, = WOC E .

La afirmacidn final del enunciado es ahora inmediata, pues
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) es suprayectiva si y s6lo si Q = im m,, si y s6lo si (utilizan

*

do la férmula ya establecida):

Xr o= w(@ = w(im m,) = 10(Z) = m(¥H).

Terminaremos esta seccidn estudiando una propiedad especial
del espacio de S6rdenes §, y su significado geométrico, en rela-

¢idn con unas observaciones y un ejemplo de Xojasiewicz.

(11.10) La propiedad de la aproximacidén fuerte [45; 86, §9].~ Se

dice que un cuerpo real K, o que su espacio de S6rdenes §, tiene
la propiedad de la aproximacidén fuerte si para cada par de elementos

f,g 6 K existe un tercero h 6 K con H(f,g) = H(h).

Para aplicarlos en nuestro caso, citemos aqui:

Criterio de las valoraciones [45; p. 140].- S K tiene

la proptedad de la aproximacidén fuerte, entonces para cada
valoracién discreta v : K~ {0} + Z, cuyo cuerpo residual

K, sea real, dicho cuerpo residual tiene un iuUnico orden.

Criterio topoldgico [45; p. 140].- S7 la sub-base de Harri-

son es de hecho una base, §Q tiene la proptedad de la apro

ximacidén fuerte.

(11,11) Proposicidén.- El espacio de Srdenes de un germen analitico

irreducible de dimensién 22 no tiene la propiedad de la

aproximacidn fuerte.
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Demostracifn.- Sean X, el germen en cuestién y & su espa

cio de drdenes. Sustituyendo -Xo por su normalizado, que es birra-
cional, podemos suponer simplemente que O[Xo] es normal. Elegimos
entonces un ideal primo real pC O[Xo] de altura 1, (10.2), y

vV = O[Xo]p es un anilio local regular de dimensidn 1, luego un ani
llo de valoracidn discreta, cuyo cuerpo residual se calcula ficil-

mente:
Ky, = V/p.V = 0[x°]p/p.0[x°]p = (0[x°]/p)(o) = 0(Y))

siendo Y = V(p). Pero Y  es un germen irreducible de dimensidn
dim X -1 > 1, 1luego su cuerpo de funciones O(Yo) es real y tiene
mds de un orden (si es una curva, dos; en otro caso, infinitos). Es
to significa, por el criterio de las valoraciones enunciado en

(11.10), que O(Xo) no tiene la propiedad de la aproximacidén fuer-

te.

(11.12) Ejemplo v observacidn.- Para sefialar el interé&s geométrico

de (11.11), citemos textualmente, [37; p. 661:

'Observons qu'il n'est pas toujours posible de donner loca-
lement un ensemble semi-analytique par un systéme d'inégalités si-
multanées larges ou strictes (par conséquent, il en est de méme
quant a un systéme d'inégalités en alternative)'.

Y Zojasiewicz propone el siguiente conjunto:

E={x<0}U{y<0}C:IR2.

La cuestidn que al respecto queremos destacar es que la

existencia de un ejemplo de esta indole es una consecuencia formal
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de (11.11):

'si Xo es un germen analitico irreducible de dimensidn 22,
existen funciones f,g € O[Xo] tales que el germen semianalitico
{f 0} U {g £ 0} no se puede describir mediante una coleccidn de

desigualdades (estrictas o no) simultdneas'.

En efecto, supdngase lo contrario y sean f,g 6 O[XO]. En-

tonces, para ciertos hl”"’hr

{f < 0}U{g <0} ={h; <0,...,h < 0,h_,; <0,...,h < O},

y se deduce:
{£ >0, g>0>D{h; >0}U ... Uin > o0},
{f >0, g >0,-h; >0,...,-h_ >0} =9
Por el isomorfismo w = cQ, obtenemos:
H(f,g) D H(hl) y ... U H(hr)’ H(f,g,-hl,...,-hr),= ¢,

luego en suma: H(f,g) = H(hl) J ... U H(hr)' De esto resulta, por
induccidn, que la sub-base de Harrison es de hecho una base, y por
el criterio topoldgico enunciado en (11.10), O(Xo) deberia tener
la propiedad de la aproximacidn fuerte. Esta contradiccidn con

(11.11) muestra que existe el ejemplo que pretendiamos.
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