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Dado un espacio T, (X, T), es posible obtener una compactifi-
cacion T, del mismo, mediante ultrafiltros asociados a ciertas bases dis-
tinguidas de cerrados de (X, T) (Frink [4]). Se plantea asi el problema
siguiente: ¢Puede obtenerse toda compactificacién T, de (X, T) por
este método? Desde el afio 1964 en que Frink lo planted, este interro-
gante ha tenido respuestas afirmativas parciales. Sin embargo, la solu-
cién definitiva es negativa. Si denominamos de Wallman-Frink las com-
pactificaciones de que nos ocupamos (pues el trabajo de Frink genera-
liza uno anterior de Wallman), podemos enunciar:

TEOREMA.—Sea ¢ un cardinal tal que 2° > 8,. Entonces existe un
espacio T,, de cardinal ¢, y una compactificacién T, del mismo, con
peso 2°, que no es de Wallman-Frink.

Este resultado se debe a Ul’janov [8].

Por otro lado, A. K. Steiner y E. F. Steiner [6] probaron:

TeorEMA.—Sea (X, T) un espacio topolédgico y ((X’, T"), f) una com-
pactacién T, de (X, T). Si la compactacién T, cociente de la de Stone-
Cech de (X, Tp) (Tp es la topologia discreta en X), definida por la
particiéon

ffe(x)t: x € XU IB ()1 (#") N (B(X)—e(X)): #" € X'

(1) Esta nota forma parte de la labor realizada por los autores disfrutando de
una beca del Instituto Nacional de Ayuda y Promocién del Estudiante, y fue dirigida
por el profesor Enrique Outerelo Dominguez, de la Facultad de Ciencias Matemiticas
de la Universidad Complutense de Madrid.
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es de Wallman-Frink se verifica que ((X’, T'), f) es de Wallman-Frink.
L. B. Sapiro [5] fue el primero en reducir el problema a obtener
compactificaciones de espacios discretos. Por los dos teoremas anterio-
res, se deduce que existen espacios discretos que admiten compactifica-
ciones T, que no son de Wallman-Frink.
Como consecuencia del trabajo desarrollado durante el estudio de
este problema, se han introducido los siguientes conceptos:

Drrinicron 1.—Una coleccion & de cerrados de un espacio topolo-
gico se denomina base anillo de cerrados regulares si: (i) para cuales-
quiera C,, C, € A, se tiene

ClﬂCzEc% y ClUCzGc%,

(ii) para cada cerrado F del espacio, y cada punto x ¢ F, existe
C€HA con

xr€C, CNF= g,

(iii) para cada

Ce A, C=CcC.

DerFiNiciON 2.—Un espacio compacto y T, se denomina de Wallman-
Frink si es una compactificacién de Wallman-Frink de cada uno de sus
subespacios densos.

Un espacio compacto y T, se denomina de Wallman regular si posee
una base anillo de cerrados regulares.

Un espacio compacto y T, se denomina A-espacio si posee una base
€ de cerrados tal que

o

(C,—GCy) N (Cz‘—cl)=—"Q

para todo C,, C, € C.
Se tiene:

Prorosicron 1.—a) Un A-espacio es un espacio de Wallman-Frink
regular (Bandt [1]).
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b) Un espacio de Wallman regular es un espacio de Wallman-Frink
(Steiner [T7]).

¢) Todo espacio compacto, T, y de peso < 8,, es un A-espacio
(Bandt [1]).

d) Todo subespacio cerrado de un A-espacio es un A-espacio
(Bandt [1]).

e) Sit>8, el cubo ([0,1], Tu]oq)° no es un A-espacio
(L. B. Sapiro, citado en ‘Ul’janov [8]).

Lema 1.—Sea (X, T) un espacio topolégico compacto y T,, y D un
subconjunto denso de (X, T). La condicién necesaria y suficiente para
que (X, T) sea una compactacién de Wallman-Frink de (D, T/p) es

que exista una base anillo & de cerrados de (X, T), tal que AND = A
para cada A € A (Chandler [3]).

ProrosiciON 2.—Toda compactificacion de Wallman-Frink de un es-
pacio discreto es un espacio de Wallman regular.

DemostraCION.—Por el lema 1, si (X', T'), f) es una compactifica-
cién de Wallman-Frink de un espacio discreto (X, T), existe A base
anillo de cerrados de (X’,T"), tal que ANf(X) = A para todo A€ H.

Asi,

—ANF(X)=ANF(X)=ANAX)=AN7(X)=A4,

»>ol

y los miembros de & son cerrados regulares.

En orden a estudiar el resultado anterior para A-espacios, se enuncia
un lema que se sigue trivialmente del teorema 9 de Bentley [2].

LemMa 2.—Sean (X, T) un espacio topoldgico discreto, (X', T'), f)
una compactificacién T, de

(X, T), vy K=X —f(X).

Se supone que existe una aplicacién continua
g: (X, Ty — (K, T"/x)

tal que:
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a) g es la identidad sobre K.

b) Si A < f(X) es finito, g (f (X) — A) = K.

Entonces ((X’, T'), /) es una compactificaciéon de Wallman-Frink
de (X, T).

Este lema permite establecer:

Prorosicion 3.—Todo espacio compacto y T, sin puntos aislados es
el residuo de una compactificacién de Wallman-Frink de un espacio
discreto.

DeMostraciON.—Sea (K’, T) compacto, T,, sin puntos aislados. En-
tonces card (K’) > 8.

Sea (X, T) un espacio discreto con card (X) > card (K’). Asi, exis-
te una aplicacién suprayectiva y continua

£: (X, T)_—" (K'aT’)
con g~! (x) infinito para cada x€ K"

Sea ((X*, T¥), 1) la compactificacién de Alexandroff de (X, T). En-
tonces,

e (X, T)— (X, T*) X (K', T"),
dada por

e(x)=(x,g(x))

es una inmersion topolégica, y

(X, T)=(e(X), TP/ ¢)

es una compactificaciéon T, de (X, T).

Sea o el punto de X* que no pertenece a X. Por la elecciéon de g
se sigue que

fo} XK <X,
y por ser (X, T) discreto y K’, T,, se tiene que

X"—e(X)C o}l XK.



SOBRE COMPACTIFICACIONES DE WALLMAN-FRINK DE ESPACIOS DISCRETOS 7
Asi,
jol XK' =X"—¢e(X).
Resta probar que ((X”, T”), ¢) es una compactificacién de Wallman-

Frink de (X, T).
Se considera la aplicacién continua

FAXLT) — (o} XK', T2 /joixx)

«dada por

f(x,7)=(o,)

que verifica la condicién a) del lema 2. Sea A < ¢ (X) finito.
Si y€ K, como g~ (y) es infinito, existe

zx€g ' (y)—e(A),

<on lo que
(#,7) € e(X)—A.
Asi,
fe{X)—A)=jo] XK,

¥, por el lema 2, queda probado que ((X”, T”), ¢) es una compatifica-
«cién de Wallman-Frink de (X, T).

EjempLo 1.—Sea (K’, T”) un espacio topoldgico compacto, T, sin
puntos aislados y que no sea A-espacio (prop. 1 e)). Segiin la propo-
siciébn 3, existen un espacio discreto (X, T) y una compactificacion
((X”, T”), f) de Wallman-Frink, de (X, T), tales que X” — f (X) = K.
Asi, (X”, T”) no es A-espacio pues contiene a (K’, T"), que no lo es,
«como subespacio cerrado. Esto prueba que no toda compactificacién de
‘Wallman-Frink de un espacio discreto es un A-espacio.

A continuacién se demuestra que algunas compactificaciones de es-
pacios discretos son A-espacios.
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ProrosicioN 4.—Sea (X, T) un espacio topoldgico discreto, y
(X, T), f) una compactificacién T, de (X, T) con X' — f(X) nu-
merable. Entonces (X’, T") es un A-espacio.

(Este resultado incluye las compactificaciones por un niimero finito
de puntos, y en particular, la compactificacién de Alexandroff.)

DeEmMosTRACION.—Sea € la coleccion de todos los cerrados de
(X’, T”) con frontera vacia. Si C,, C,€ C, se verifica que

(C,—C,)N(C,—C,)=C,NX —C,=Fr(C)=9.

Por lo tanto basta probar que € es base de cerrados.
Sean F cerrado en

(X"'T"), vy =¢&F.
Se considera una aplicacién continua
g (X', T') — ([0,1], Tu jo.51)
con
g(F)={0}, v g(x)=1.
Como g (X' — f (X)) es numerable, existe
1€(0,1)—g (X' —f(X)).
Se considera el cerrado de (X', T"),
C=g""([0,¢])-
Como
g(x)&[0,2],

se tiene # ¢ C, y es claro que F < C. Veamos que Fr (C) = &. Er
efecto, de

g ([0,2])=C
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se sigue que
Fr(C)c g™ (¢)

y por la eleccién de t se tiene que Fr (C) < f (X). Pero los puntos
de f(X) son abiertos en (X’, T”), ((X, T) es localmente compacto), y
la frontera de un conjunto no puede contener tales puntos. Asi
Fr(C) = @.

Por lo tanto, todo cerrado de (X’, T') se puede obtener como inter-
seccion de elementos de C.

LeMa 3.—Sea (X, T) un espacio topoldgico discreto, y ((8 X,BT), e)
su compactificacién de Stone-Cech. Si G es un abierto de (8 X, 8 T),.

también lo es G.
DEMOSTRACION.—Sea Y = GU (8 X — G). La aplicacién
Fi(Y,BTyy) —([0,1], Tu/po,n)
que vale 1 sobre G y 0 sobre 8 X — G es continua. Como Y es denso-

en (BX,BT), se tiene que Y D e (X). Luego existe una aplicacion:
continua

g (BX,BT)——([0,1], Tu/p,n),
tal que
g-e=f|.x-e.
Pero al ser ¢ (X) denso en
(Y, BT/e)y gle=1,
Asi,
Gog™'(1),BX—Gacg ' (0),

y por lo tanto
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De esta forma,

GoBX—(BX—G)=G,
lo que prueba la tesis.

Prorosicion 5.—La compactificacién de Stone-Cech de un espacio
«discreto es un A-espacio.

DemostraciON.—Sea (X, T) discreto y ((8 X, 8 T), ¢) su compacti-
ficacién de Stone-Cech. Sea

C=1{e(A)|ASX].

“Como & (X) es familia normal de cerrados de X, que proporciona
:mediante el método de Wallman-Frink la compactificacién de Stone-
.Cech, se sigue que C es base de cerrados de (8 X, T).

Ademas, por el lema 3, si A, B€ & (X), los conjuntos

e(A)—e(B) y e(B)—e(A)

.son cerrados en (B X, 8 T), de donde (B X,B T) es A-espacio.
Esta proposicién nos proporciona el siguiente:

EjempLo 2.—Sea (X, T) un espacio topoldgico discreto y (X', T")
-una compactificacién T, de (X, T) que no es de Wallman-Frink. En-
tonces (B X, B T) es un A-espacio y (X', T") es un espacio cociente de
W8 X, 8 T). Se tiene asi que, en general, un cociente de un A-espacio no
-es de Wallman-Frink.
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