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fuertemente con lo que sucede en el caso complejo: si X C P™(C) es un conjunto algebraico
y p € P*(C) \ X, la imagen de la proyeccion lineal X — P"~!(C) con centro el punto p es
de nuevo un conjunto algebraico.

Mientras escribia mi tesis doctoral me vi enfrentado al problema “inverso”, que no
supe resolver sin la inestimable ayuda de Carlos Andradas, [AG]|. Se trataba de decidir qué
subconjuntos semialgebraicos de R™ son proyeccién de un conjunto algebraico V sumergido
en R™ para algin m > n. Sin mas restricciones la cuestiéon ya habia sido respondida
afirmativamente por Motzkin [Mo| en todos los casos y, ademés con m = n + 1. Pero
nosotros necesitdbamos que V' fuese irreducible, lo que hacia el problema mas dificil.

Del Teorema de Tarski-Seidenberg se desprende muy facilmente que la imagen de un
conjunto semialgebraico mediante una aplicacién polinémica es semialgebraico. Por ello,
animado por el éxito del trabajo anterior, e influenciado por unas conferencias sobre roboti-
ca organizadas por Tomas Recio, traté de abordar a principios de los 1990’s, otro problema
inverso; jqué subconjuntos S (semialgebraicos, por supuesto) de un espacio afin R™ son
imagen de algin otro R™ mediante alguna aplicaciéon polinémica R™ — R™? Tras descu-
brir algunas obstrucciones muy sencillas, el problema se manifest6 en seguida muy dificil
para mi, y muy pronto me centré en abordarlo para m = n = 2. Seguia siendo un asunto
complicado, y costé6 mucho probar que un semiplano abierto o el complementario del disco
abierto son imagen polinémica del plano. Y lo que era mucho peor, tras demostrarlo uno
seguia sin saber por qué era asi. Pasé mucho tiempo intentando sin éxito decidir si un
cuadrante abierto es imagen polindmica del plano. Por su posible relaciéon con la Conjetura
Jacobiana Real y con los problemas de robética ya mencionados, el caso en que S es abierto
siempre ha parecido tener particular interés.

Surgid entonces la posibilidad de hablar del problema en Oberwolfach, con la esperanza
de escuchar nuevas ideas. Como es obvio mis conferencias no solian levantar expectacion.
Pero esta vez la cosa fué algo distinta; el titulo de la charla ya atrajo la atencion de la gente
y, sobre todo, al acabar se pegaban por darme ideas de por qué el cuadrante abierto Q C R?
NO era imagen polinémica de R2. Algunos argumentos eran muy originales, por supuesto,
pero ninguno llegd a buen puerto. Yo hablé el primer dia, y conforme fue transcurriendo la
semana la gente se iba desanimando. El enunciado era atractivo, pero no existian técnicas
con las que hincarle el diente. Una vez més la cohomologia de haces no me habia salvado
... la cara aunque, como se puede leer en esta Memoria, la Topologia Algebraica, en manos
de alguien como Carlos, arroja algo de luz sobre el problema.

Asi que me volvi a Madrid sin solucién aunque, eso si, convencido por la opinién de la
mayoria que @) no era imagen polinomica de R?. Merece la pena sefialar una observacion
que surgio hablando con Jests M. Ruiz: la union QU {(0,0)} es la imagen de la aplicacion
R? — R?, (z,y) — (2%y*, 2*y?), pero no hay quién se desprenda del origen de coordenadas.
En los anos siguientes empleé muchas horas en el problema, pero llegd un momento en que
me absorbia de tal modo que tuve que dejarlo.

Al principio de este siglo, tras acabar los estudios de Licenciatura en la Facultad de



CC. Matematicas de la UCM y realizar una preciosa tesis doctoral acerca de algunos
aspectos del problema decimoséptimo de Hilbert en el a&mbito de los gérmenes de funcién
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de nuestro alcance, si nos restringimos a aquellos subconjuntos cuya frontera es lineal a
pedazos la cuestion es abordable. José y yo escribimos a continuacion un trabajo [FG2| en
el que ademas de nuevas obstrucciones representamos algunos poligonos no acotados y sus
complementarios como imagen polinémica de cierto R™, donde m depende del niimero de
lados del poligono. Y he aqui que, sorprendentemente, nuestros dos articulos llegaron, via
Internet, a manos de Carlos, que habia obtenido una plaza de Profesor de Mateméticas
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Introduccidén

A principios de los anos 90 del siglo pasado, J.M. Gamboa propuso en el congreso
Reelle Algebraische Geometrie celebrado en Oberwolfach |G| el problema de determinar
qué subconjuntos 8§ de un espacio euclideo R™ son imagen de otro espacio euclideo R™
por una aplicaciéon polinomica o reqular. Es muy sencillo demostrar que tales conjuntos
S son necesariamente semialgebraicos, conexos, y de dimensiéon pura. Sin embargo estas
propiedades no caracterizan las imagenes polinémicas o regulares de espacios euclideos, y
hoy en dia nos encontramos lejos de alcanzar caracterizaciones geométricas satisfactorias
de estos conjuntos.

Es natural preguntarse acerca de la utilidad de que un subconjunto § C R™ sea imagen
de una aplicaciéon polinémica o regular f : R" — R". Sefialemos algunos ejemplos.

(1) Para abordar problemas de optimizacion sobre 8, pues los puntos de 8 en los que g
alcanza sus valores maximos y minimos, absolutos o relativos, son las imégenes por f de
los puntos en los que alcanza dichos valores la composicién go f : R™ — R.

(2) Para caracterizar las funciones polinémicas o regulares g : R” — R cuya restriccion
gls > 0, ya que esta condiciéon equivale a que go f > 0 lo que, por la soluciéon de E. Artin
al Problema 17 de Hilbert, equivale a que exista un polinomio h € R[xy,...,%;,] no nulo
tal que el producto h? - (g o f) sea suma de cuadrados de polinomios.

(3) Para construir trayectorias en 8 de cierta naturaleza, pues para trazar una curva
a: (—e,e) — 8 es suficiente trazar una f : (—¢,e) — R™, que por composicién proporciona
la curva a:= fof:(—¢,e) = 8.

En particular, tiene especial interés estudiar este problema cuando el conjunto semial-
gebraico 8 tiene propiedades topologicas anadidas, como por ejemplo ser abierto o cerrado.
Aunque en esta Memoria no hemos caracterizado en términos geométricos las imagenes
polinémicas o regulares en espacios euclideos de dimensién arbitraria, si hemos ampliado
el catalogo conocido de este tipo de conjuntos, y hemos encontrado una nueva obstruccion
que se anade a las conocidas hasta el momento.

Para facilitar la exposicién del contenido de la tesis introducimos ya cierta terminologia.
Para cada conjunto semialgebraico 8§ C R™ denotaremos

p(8) :=mf{n>1:3 f:R" - R™ polinémica tal que f(R") =8},
r(8§) :=mf{n>1:3 f:R" - R™ regular tal que f(R") = 8}.



2 Introduccion

Obviamente, la condicion p(8) := 400 caracteriza la no representabilidad de 8 como imagen
polinémica de ningtn espacio euclideo R™, mientras que la igualdad r(8) := +oo tiene el
significado anédlogo para aplicaciones regulares.

Es evidente que dim(8) < r(8) < p(8), y ambas desigualdades pueden ser estrictas. Por
ejemplo, se demuestra en [F2| que si 8 C R es un intervalo abierto no acotado, entonces
1 =dim(8) < r(8) = p(8) = 2, y que si 8§ C R es un intervalo de la forma § := (a, b,
entonces 1 =r(8) < p(8) = +o0.

Ademas, es sencillo demostrar que p(8) = oo si 8 es acotado y tiene més de un punto;
en particular la circunferencia S' cumple p(S') = oo, mientras que dim(S') = r(S?) = 1,
pues S' es la imagen de la aplicacién regular

1

‘R—>R% t— ——
FiR= RS 00 iy

(12 = 1) — 42 4¢(£* — 1))

que resulta de componer la inversa de la proyeccion estereografica S — R desde (1,0) con
la aplicacién

g:C=R?* 2 C=R? z=z+V-1y = (2,9) — 2% = (2% — 3°, 2xy).

Por otro lado, se prueba en [FG2, 6.3] que dim(8) = 2 =r(8) < p(8) = 3 para el conjunto
semialgebraico
§:={x>0,y>0, z—y+4>0} CRL

Otro ejemplo relevante lo proporcionan los complementarios en R™ de una bola abierta
B, C R™ y su clausura B,,. En la Proposiciéon IV.5.1 y el Corolario IV.5.2 probamos que

pR"\B,)=n y pR"\B,)=n+1,

extendiendo los resultados obtenidos por Fernando-Gamboa para n = 2 en [FG2].

En el Capitulo I se introducen las notaciones y resultados que se emplearan a lo largo
del trabajo, prestando especial atenciéon a los antecedentes mas cercanos a los problemas
que nosotros abordamos, y que se encuentran en los articulos de [J3], [J5], [J4] y [J1] de
Z. Jelonek y los trabajos [FG1] y [FG2| de Fernando-Gamboa. Ademas, como muchos
resultados de la Memoria hacen referencia a poliedros, acotados o no, este primer capitulo
recoge aquellos resultados sobre poliedros que emplearemos en capitulos posteriores.

En el Capitulo II se presentan algunos ejemplos fundamentales acerca de subconjuntos
8§ C R™ para los que se sabfa que p(8) = r(§) = dim(8) = n ya antes de elaborar esta
Memoria, y se encuentran otros nuevos o se dan demostraciones alternativas de resultados
conocidos. Entre los primeros sefialamos el Teorema I1.2.1 que afirma que si A C R™ es un
subconjunto semialgebraico basico, el conjunto 8§ = R*T1\ (A x {0}) cumple que

dim(8) =r(8) =p(8) =n+ 1.
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Esto implica, como casos particulares, dos resultados obtenidos por Fernando—Gamboa en
[FG1] y [FG2|, respectivamente: el complementario en R™ de un conjunto finito y el com-
plementario en R? de una union finita de intervalos cerrados de R x {0} son subconjuntos
para los que los invariantes p, r y dimensién coinciden.

Un resultado que jugd un papel esencial en la obtencién de respuestas parciales al
problema de encontrar conjuntos 8 tales que dim(8) = p(8) se obtuvo en [FG1], y afirma
que dadas formas lineales independientes f1,..., f;, sobre R" el conjunto

S:={zxeR": fi(z)>0,..., fm(z) >0}

cumple p(8) = dim(8) = n. La clave radica en demostrar que un cuadrante abierto de R?
es imagen polinémica de R2, y presentamos tres demostraciones esencialmente diferentes
de este resultado. La primera prueba se publico en [FG1|, y requiere el uso de MAPLE
para efectuar ciertos célculos; hemos anadido dos pruebas originales mas que, a diferencia
de la anterior, no requieren emplear software informéatico.

En el Capitulo III destacamos cuatro resultados. En primer lugar se caracterizan, en los
Teoremas I11.2.6 y II1.2.8, las curvas semialgebraicas 8§ C R™ que son imagen polinémica
(resp. regular) de algin R"™, y se prueba que en tal caso r(8) < p(8) < 2. Ademas, si p(8)
es finito, entonces vale 1 si y sblo si 8 es cerrado en R™.

Como 8 C R™ C RP™, tiene sentido considerar la clausura Clgpm (8) de 8 en el espacio
proyectivo real RP™, y demostramos que si r(8) es finito, entonces vale 1 si y solo si 8
es cerrado en RP™ o la diferencia Clgpm(8) \ 8 es un tnico punto p y el menor germen
analitico que contiene al germen §, es irreducible.

Por otro lado, también se demuestra en este Capitulo uno de los resultados més re-
sefiables de la Memoria. Se define el conjunto de puntos de infinito de un subconjunto
semialgebraico § C R™ como la interseccion 8o := Clgpn(8) N Hoo, donde Hy es el hi-
perplano de los puntos de infinito de RP”, y se demuestra en el Teorema II1.3.1, que el
conjunto de puntos de infinito de una imagen polinémica (no constante) de un espacio
euclideo es un conjunto conexo y no vacio.

Este resultado, que deja de ser cierto para las imégenes de R™ por una aplicaciéon regular
arbitraria pero se extiende a la subclase de las aplicaciones cuasi-polindmicas, representa
una nueva obstruccion significativa para la finitud del invariante p(8) de un subconjunto
semialgebraico.

El tercero de los resultados mencionados anteriormente esta contenido en los Teoremas
I11.4.1 y II1.6.1, en los que se describen propiedades geométricas de la frontera exterior
08 = CI1(8)\8 de un subconjunto semialgebraico 8§ C R™ que es la imagen de una aplicacion
polinémica o regular R — R™, y donde CI(8) denota la clausura de 8§ en R™. Ambos
teoremas permiten decidir en buen numero de situaciones que p(8) = oo o r(8) = oo para
clases muy amplias de subconjuntos semialgebraicos &. Estos tres resultados constituyen
el nicleo de nuestro trabajo [FU1J.

Por ultimo, dentro de este tercer Capitulo, mencionamos el Teorema II1.7.10, que es el
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resultado fundamental de nuestro articulo [U1], en el que damos respuesta negativa a una
cuestion planteada en [FG2, 7.3.2]. En él demostramos que para cada entero k > 1 existe
una aplicacién polindmica @, : R? — R? cuya imagen 8 := ®(R?) es un subconjunto
abierto de R? cuya frontera tiene, exactamente, k + 1 componentes conexas. Ademas, el
exterior de 8 también tiene k + 1 componentes conexas.

Llamamos franja a todo subconjunto de R™ afinmente equivalente al producto [0, 1] x
R"~!. En el Capitulo IV demostramos que se cumplen las igualdades

r(R"\ K) =r(R" \ Int(X)) =n

para cada poliedro convexo n-dimensional X C R™ que no es una franja. Obsérvese que
las imégenes regulares de R™ son conjuntos conexos, por lo que el anterior es el mejor
resultado posible en esta direccion, ya que el complementario R™\ X de un poliedro convexo
n-dimensional X y el complementario R™ \ Int(X) de su interior son disconexos si y solo si
X es una franja.

En los casos en que n = 2 o n = 3, o n es arbitrario pero el poliedro X es acotado,
probamos un resultado més fuerte:

p(R™\ X) = p(R" \ Int(X)) = n.

Ademas, determinamos la obstruccion para que la técnica general desarrollada arroje las
igualdades anteriores en el caso en que n > 4 y X no es acotado.

Estos resultados se demuestran en las tres primeras secciones, mientras que en la seccién
cuarta demostramos, como aplicacién de lo visto en la seccién segunda, que el complementa-
rio en R™ de una bola abierta B,, C R" es imagen polindémica de R™. Este resultado extiende
el obtenido para n = 2 en [FG2, 4.1]. Ademas, en [FG2, 4.2] se prueba que p(R?\ By) = 3,
y terminamos el Capitulo demostrando en el Corolario IV.5.2 que p(R"\ B,,) =n + 1.

El Capitulo V consiste, esencialmente, en nuestro articulo [FGU1|, y se dedica a demos-
trar el Teorema V.1, que afirma que si X C R™ es un poliedro n-dimensional y convexo,
acotado o no, entonces r(X) = r(Int(X)) = n. Como consecuencia se deduce que también
las bolas abiertas de R" y sus clausuras son iméagenes regulares de R™. Ya hemos sefna-
lado que las imagenes polindmicas no constantes de R™ son conjuntos no acotados, luego
p(X) = p(Int(X)) = oo si el poliedro K es acotado, lo que trae al escenario las aplicaciones
regulares. Existen pocos resultados previos acerca de las imégenes regulares de R"; cabe
citar los obtenidos por Fernando-Gamboa en [FG2|. Alli se demuestra que si KX C R? es
un poligono convexo con e > 2 lados, entonces

méax{2,e — 1} si K tiene dos lados paralelos

max{2, e} en caso contrario

r(Int(X)) < {

mientras que, como caso particular del Teorema V.1, se desprende que r(Int(X)) = 2.
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Obsérvese, ademas, que todo poliedro convexo d-dimensional X C R™, con 0 < d < n,
estd contenido en un subespacio afin d-dimensional de R™ que, tras un cambio afin de
coordenadas, podemos identificar con R% x {0}. Por tanto, se deduce del Teorema V.1 que
r(X) = r(Inty, K) = d. En el aserto anterior Int, X denota el interior del poliedro X como
variedad topolégica con borde.

En el Apéndice A, titulado Origami polindmico se recogen algunos resultados de nuestro
articulo [U2] y otros estrechamente relacionados con ellos y obtenidos con posterioridad.
Entre estos ultimos destacamos el Teorema A.1.2, en el que se demuestra que todo poli-
gono convexo no acotado P C R? cuyos lados no acotados no son paralelos es un plegado
polindmico, esto es, p(P) = 2.

En el Apéndice B, y con la intencién de que la Memoria sea tan autocontenida como
sea posible, se dan demostraciones detalladas de los resultados de Z. Jelonek relativos al
conjunto de puntos donde una aplicacién continua no es propia resefiados en el primer
Capitulo, algunos de los cuales son empleados a lo largo de la Memoria.

Por dltimo, en el Apéndice C, presentamos ejemplos de poliedros KX C R™ con la
propiedad de que para cada proyecciéon 7 : R” — R™ de base un hiperplano H y direcciéon
una recta ¢ se cumple que 7(X) # K N H. Dicho poliedro recoge la obstruccion que
impide que la técnica desarrollada para probar que r(R™ \ X) = r(R" \ Int(X)) = n
pueda ser extendida en general al caso polinomial para poliedros convexos no acotados
n-dimensionales si n > 4.






CAPITULO |

Preliminares

I.L1. Conceptos, notaciones y resultados basicos

A lo largo de esta Memoria, R™ denota el conjunto de n-tuplas
{(z1,...,2n) : z; € R paracada 1<i<n}

con su estructura vectorial habitual de suma de n-tuplas y producto de escalares por
n-tuplas. Este conjunto puede considerarse con diversas estructuras, cuya interaccién a
menudo juega un papel importante en nuestros resultados; por ello es conveniente describir
primero estas distintas formas de considerar R™, e introducir los conceptos y notaciones
fundamentales que seran utilizados posteriormente.

l.1.a. El espacio métrico R". En el conjunto R™ s6lo consideraremos la distancia
euclidea habitual y la topologia inducida por ella. Una base de esta topologia esta formada
por las bolas abiertas B, (x,¢) := {y € R" : ||z —y|| < e} de centro z € R" y radio € > 0.
Denotaremos por B, (z,¢) las correspondientes bolas cerradas.

En los subconjuntos de R™ consideramos la topologia inducida por el espacio ambiente.
Dados conjuntos S C A C R"™ escribimos Int4(S) y Cla(S) para referirnos, respectivamen-
te, al interior y clausura de S en A. Abreviaremos Intgn(S) = Int(S) y Clgn(S) = CI(S5).
Se define la frontera exterior de un conjunto S C R™ como 65 := CI(S5) \ S.

Cuando S es una variedad topologica con borde de dimension k < n escribiremos Int, S
y 05 para referirnos a su interior y a su borde respectivamente considerados en la topologia
de variedad de S. Notese que si S es una variedad topoldgica con borde en R de dimensiéon
k < n, entonces @ = Int(S) # Int, S, mientras que Int(S) = Int, S si S es n-dimensional.

I.1.b. La variedad algebraica afin K". Denotemos K = R o C. Un subconjunto X
de K" se dice algebraico si existe un subconjunto finito { f1, ..., fr} C K[xi,...,x,] tal que

X = Z]K"(fh- . ,fk) = {.Z' e K": fl(l') = O,,fk(l') = 0}

Los subconjuntos algebraicos de K" son los subconjuntos cerrados de una topologia en K",
denominada de Zariski, y se dice que K™, dotado de la topologia de Zariski, es una variedad
algebraica afin. Diremos que estos conjuntos son cerrados Zariski y sus complementarios
son abiertos Zariski.
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Se llama topologia de Zariski en el conjunto algebraico X C K" a la topologia inducida
en X por la topologia de Zariski de K". La clausura de S C X en la topologia de Zariski de
X es el menor subconjunto algebraico de X que contiene a S, y lo denotaremos CI5"(S).
Para X = K" abreviaremos CIZ5(S) = CI*(.5).

El ideal del anillo de polinomios K[x] := K[xy, ..., x,] asociado a un subconjunto S de
K™ se define como

J(S):={f €K[x]: f(z) =0 para cada = € S}.

Una funcion f: S — K definida en un subconjunto S C K™ se dice polinémica si existe un
polinomio F' € K[x] tal que f(z) = F(z) para todo = € S. El conjunto I'[S] formado por
las funciones polinémicas S — K constituye un anillo, con las operaciones definidas punto
a punto. Identificando cada polinomio con la funcién polinémica K™ — K asociada resulta
I'K"] = K[x]. Ademaés, J(S) es el ntacleo del homomorfismo sobreyectivo

K[x] = T'[S], F — Fl|g,

por lo que identificaremos T'[S] := K[x]/J(S). Si X es un subconjunto algebraico de K"
es tradicion decir que I'[X] es el anillo de coordenadas de X.

Una subvariedad algebraica afin de K™ es un subconjunto algebraico X C K™ irreducible,
esto es, que no es unién de dos subconjuntos algebraicos afines estrictamente contenidos en
X. Notese que el subconjunto algebraico X C K" es irreducible si y so6lo si el ideal J(X)
es primo, esto es, el anillo I'[X] es dominio de integridad. En esta situacion se denota I'(X)
el cuerpo de fracciones de I'[X], que se denomina cuerpo de funciones racionales de X.

Dados subconjuntos S C K™ y T' C K™, una aplicacion

=1 sfm):S=>T, 2= (21,...,2,) — f(x) = (fi(z),..., fm(x)),

se dice polinémica si cada componente f; € T'[S]. Toda aplicacion polinémica f : S — T
induce, por composicion, un homomorfismo de K-algebras

ff T[T —>T[S], g—gof.

I.1.c. Conjuntos semialgebraicos en R". Un subconjunto § de R" se dice semial-
gebraico si se puede expresar como combinacion finita de operaciones booleanas (union,
interseccion y complementario) aplicadas a los conjuntos del tipo {z € R™ : g(x) > 0},
donde g € R[x] := R[xi,...,x,]. Tienen especial interés los conjuntos semialgebraicos
bdsicos, que son aquéllos que se pueden representar como

§:={xeR": fi(z)*0,..., fr(z)*0},

donde cada f; € R[x] y * representa uno cualquiera de los simbolos > o >. Si todos los
sfmbolos * son > el semialgebraico 8 se llama bdsico cerrado y si todos los simbolos * son
> el semialgebraico 8 se llama bdsico abierto.
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Todo subconjunto algebraico X de R™ es un conjunto semialgebraico basico cerrado, y
su complementario R™ \ X es un conjunto semialgebraico basico abierto. En efecto, sean
fiyoooy fm € R[] tales que X = {z € R": fi(z) =0,..., fm(z) = 0}. Denotando

f=) ffeR y g=—f
=1

setiene X ={xr e R": g(x) >0} y R"\ X ={z e R": f(z) > 0}.

En los Capitulos IV y V emplearemos que todo poliedro cerrado y convexo K C R™ es
un conjunto semialgebraico basico cerrado, pues existen polinomios fi,..., fm € R[x]| de
grado 1 tales que

X := {fl ZO,,fm ZO}

Obviamente, todo conjunto semialgebraico 8 es unién finita de semialgebraicos béasicos y
no es dificil probar que todo semialgebraico 8§ C R™ admite una expresion del tipo

,
$:=J{fi=0, g1i>0,...,91> 0}
i=1
donde cada f;, gi; € R[x]. Nuestra referencia habitual acerca de las propiedades de este
tipo de conjuntos es [BCR].

Por supuesto, la familia de los conjuntos semialgebraicos de R™ tiene estructura de
algebra y es cerrada respecto de las uniones e intersecciones finitas y respecto de la com-
plementacion. Ademas, una formulaciéon del Teorema de Tarski-Seidenberg dice que la
imagen de un conjunto semialgebraico de R™ mediante una aplicaciéon lineal 7 : R® — R™
es un conjunto semialgebraico de R™. De esto se deduce el resultado siguiente.

Teorema I.1.1 Sean f : R®™ — R™ wuna aplicacion polindmica o regular y & C R™ un
conjunto semialgebraico. Entonces f(8) C R™ es un conjunto semialgebraico.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que
S:={zxeR": gi1(z)*0,...,g,(x) %0}
es un conjunto semialgebraico basico. El grafo de f
& ={(z,y) ER" xR™: g;(2) %0, 1 <i<ry=f(z)}

es un conjunto semialgebraico basico de R*™ y, si 7w : R® x R™ — R™ es la proyeccion
sobre el segundo factor, se deduce del Teorema de Tarski-Seidenberg, [BCR, 2.2.1], que
f(8) = (&) es un conjunto semialgebraico. En general, todo conjunto semialgebraico 8
se escribe 8 := [ J;_; T;, donde cada T; es un semialgebraico basico, luego f(8) = U;_, f(T;)
es, por lo anterior, semialgebraico. O

A continuacion, recordamos algunos conceptos y resultados relativos a la irreducibilidad
de conjuntos semialgebraicos.
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Definiciones y Notaciones 1.1.2 (i) Dado un conjunto semialgebraico abierto U C R™
se dice que una funcién f: U — R es de Nash si es analitica y su grafo es un subconjunto
semialgebraico de R"*!. Esta segunda condicién equivale a que exista un polinomio no
nulo P € R[xy,...,xy,t] tal que P(z, f(z)) = 0 para cada z € U.

(ii) Dado un conjunto semialgebraico 8§ C R™, se dice que una funcion f: 8§ — R es de
Nash si existen un conjunto semialgebraico abierto U de R™ que contiene a 8§ y una funcién
de Nash g : U — R tales que g|s = f. El conjunto de funciones de Nash sobre 8, con las
operaciones definidas punto a punto, forma un anillo que denotamos N(8).

(iii) Dado un conjunto semialgebraico 8 C R™ se dice que una aplicacion

fi=01 s fm) : S=R" z— (fi(x),..., fm(z))

es de Nash si cada componente f; : § — R es una funcién de Nash.

(iv) Se dice que el conjunto semialgebraico 8 es irreducible si N(8) es un dominio de
integridad. Por analogia con el caso polinémico, dado un subconjunto semialgebraico T C 8
se define

Ts(T):={f eN(S): f(x) =0 VzxeT}.

Ademas, para cada ideal a de N(8) denotamos

Zs(a) :={xe8: f(r)=0 Vf € a}.

En [FG3, 3.1] se prueba que todo conjunto semialgebraico irreducible es conexo y su clau-
sura de Zariski es un conjunto algebraico irreducible. Recordamos a continuacién otros
resultados més profundos sobre conjuntos semialgebraicos irreducibles, cuyas pruebas se
encuentran en [FG3|, y que seran utilizados en esta Memoria.

Teorema 1.1.3 ([FG3, 4.3]) Sea 8 C R™ un conjunto semialgebraico. Entonces, existe una
familia finita {81,...,8k} de subconjuntos semialgebraicos irreducibles de 8 que satisface
las dos propiedades siguientes:

(1) 8; = Z5(Js(8;)) para cada 1 < i < k;
(ii) Js(81),-..,Ts(8k) son los ideales primos minimales del anillo N(8).

Esta familia es unica, y se dice que 81,...,8, son las componentes irreducibles de 8.

Proposicion 1.1.4 (|[FG3, 3.1(iv)]) Si 8§ C R™ es un conjunto semialgebraico irreducible
y [ R" = R™ es una aplicacion de Nash, entonces f(8) C R™ es también un conjunto
semialgebraico trreducible.

Aunque sobre la normalizacion de conjuntos algebraicos hablaremos mas adelante (véa-
se el Teorema 1.1.9), recordamos aqui el siguiente resultado que relaciona la irreducibilidad
de un conjunto semialgebraico con la conexion a través del morfismo de normalizacion.
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Proposicion 1.1.5 ([FG3, 3.5]) Sea 8 C R™ un subconjunto semialgebraico y denotemos
(Y, 7) una normalizacion de C1*™(8). Supongamos ademds que w(m~1(8)) = 8. Entonces,
8§ es irreducible si y sdlo si existe una componente conexa T de 7= (8) tal que w(T) = §.

I.1.d. Complexificacién del espacio R". Denotamos C := R[i], donde i = /-1, el
cuerpo de los nimeros complejos, y consideremos la conjugacién compleja

0:C—>C,z=a+bi—Z=a—bi,

cuyo conjunto de puntos fijos es R. Analogamente, R" es el conjunto de puntos fijos de la
involucion
on:C"—=C", (21,...,2n) = (Z1,. .., Zn)-

Cada aplicaciéon polinémica f : R® — R™ se extiende, de modo tnico, a una aplicacién
polinémica fc : C* — C™, esto es, fc|gn = f. En general, diremos que una aplicacion
polinémica g : C* — C™ es o-invariante si 0, 0 g = g o oy, NOtese que si g es o-invariante
entonces g(R™) C R™ y tiene sentido considerar la restriccion gg := g|gn : R™ — R™, que
es una aplicacién polinémica.

Este proceso de complexificaciéon de espacios y aplicaciones de variable real nos per-
mitird a menudo aprovechar los resultados y métodos de la geometria algebraica compleja
para obtener resultados relacionados en geometria real.

l.1.e. EIl espacio proyectivo KP" y sus variedades. A continuacion, para K = R
o C, definimos el espacio proyectivo KP" como el espacio cociente de K"*!\ {0}, donde 0
es el origen de K"t con respecto a la relacién de equivalencia

x ~y siy solo siexiste A € K\ {0} tal que y = Az.

Para referirnos a un punto x de KP™ escribimos = (z¢ : -+ : x,). Analogamente a
como hemos hecho en el caso afin, en el espacio proyectivo se definen los subconjuntos
algebraicos proyectivos X C KP™ como los conjuntos de ceros comunes de familias finitas
de polinomios homogéneos, es decir, polinomios F' € K[z, . .., x,] que satisfacen la igualdad
F(\z) = MF(x) para cada A € K y cada = € K", donde d es el grado de F. Se define la
topologia de Zariski de KIP" como la que tiene por subconjuntos cerrados a sus conjuntos
algebraicos, e identificamos, via la inmersion

j: K" 5 KP" x = (z1,...,2,) > (Lixy -+ 1 xp),

el conjunto K" con el subconjunto {zg # 0} C KP™, que es abierto en la topologia de
Zariski de KP™, y por tanto en la usual. De hecho la topologia inducida en K" por la to-
pologia de Zariski de KIP" coincide con su topologia de Zariski. También en este contexto
denominaremos variedades algebraicas proyectivas a los subconjuntos algebraicos proyec-
tivos irreducibles de KIP™, es decir, aquéllos que no pueden ser expresados como unién de
dos subconjuntos algebraicos proyectivos més pequenos.
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En este ambito también tienen interés los conjuntos cuasi-proyectivos, que son los
subconjuntos localmente cerrados de KP" con su topologia de Zariski, es decir, aquellos
subconjuntos de KIP" que son interseccion de un abierto y un cerrado Zariski. Como en los
casos anteriores, aquellos conjuntos cuasi-proyectivos que no son unién de dos subconjuntos
cuasi-proyectivos propios se denominan wvariedades algebraicas cuasi-proyectivas. Puesto
que podemos identificar K™ con el subconjunto abierto {xg # 0} C KP", los subconjuntos
algebraicos afines de K™ son conjuntos algebraicos cuasi-proyectivos. Ademés, dado un
conjunto algebraico proyectivo X C KP" existen conjuntos algebraicos cuasi-proyectivos,
X; =X N{z; #0}, donde 0 < i < n, tales que X = J;", Xi.

Dada una variedad algebraica cuasi-proyectiva X C KP" se define el cuerpo I'(X) de
funciones racionales sobre X como el conjunto formado por los cocientes de polinomios
homogéneos F'/G donde F, G € K]z, ..., x,] tienen el mismo grado d, ademas de la funcion
racional idénticamente nula, modulo la relacion de equivalencia, Fy /G = F/Go siy so6lo
si el polinomio homogéneo FrG| — F1G4 es idénticamente nulo sobre X. Noétese que una
funcion racional F'/G esté bien definida en el subconjunto KP™ \ Z(G) porque

F(Az)  XF(z)  F(z)
G(\r)  MNG(z)  G(x)

para cada A € K\ {0} y cada x € KP".

I1.1.f. Aplicaciones racionales, regulares y morfismos entre variedades.

(1) Dados polinomios homogéneos Fy, ..., F,, € K[xq,...,x,]| del mismo grado y una va-
riedad algebraica proyectiva X C KP" consideramos la m-tupla F = (Fp,..., Fy,) y el
conjunto

N(F):={xe X : Fy(z)=0,...,Fy(z) =0}.
Se tiene asi una aplicaciéon, que llamamos racional y denotamos
F=(Fy:Fy:---:Fp): X\N(F) = KP", z+ (Fo(z): Fi(z):---: Fp(z)).

Ademas, si Y C KP™ es una variedad proyectiva y F(z) € Y para todo z € X \ N(F) la
aplicacion anterior define otra, que denotamos igual, entre X \ N(F) e Y. Notese que esta
aplicacion tal vez pudiera extenderse a un subconjunto de X mayor que X \ N(F), y la
denotamos por

F=(Fy:Fi::Fy):X--Y, o~ (Fo(x): Fi(z):---: Fp(x)),

donde se emplea el simbolo --» en lugar de — para indicar que no se quiere precisar cuél
es el dominio de definicién de F'. En relaciéon con esto veremos en el Capitulo 3 como se
aborda el problema de resolver el lugar de indeterminacion de una aplicacion racional entre
dos variedades proyectivas.

Una equivalencia birracional entre las variedades algebraicas proyectivas X e Y es una
aplicaciéon racional F' : X --» Y tal que existe otra aplicacién racional G : Y --+ X que



[. Preliminares 13

satisface F'o G =idx y G o F' = idy, donde ambas igualdades hay que entenderlas en su
dominio de definicion.

(2) Si X € K" e Y C K™ son variedades algebraicas afines, una aplicacion racional entre
X e Y es una asignacion

f=fm) : X =2 Y w e (fi(2)/g1(2), - fn(2)/ gm (),

donde f;,g; € Kxy,...,x,] son polinomios tales que los g; no son idénticamente nulos
sobre X. Esta aplicacion esta definida en X \ Zx(g), donde g = g1 -+ gm, pero pudiera
extenderse a un conjunto mayor.

(3) De modo més general se introduce el concepto de morfismo entre variedades algebraicas
cuasi-proyectivas. Antes de ello, decimos que una funcion racional ¢ € I'(X) es regular en
un punto z de una variedad algebraica cuasi-proyectiva X C KP” si existen polinomios
homogéneos F,G € K[z, ...,x,| del mismo grado tales que ¢ = F/G en X y G(z) # 0.
Una funcién racional ¢ es reqular en un abierto Zariski U de X si es regular en cada uno
de los puntos de U. Por supuesto, si la variedad X es afin, entonces podemos definir la
regularidad de funciones racionales, del modo evidente, usando polinomios de K[xy, ..., x,].

(4) Un morfismo ¢ : X — Y entre las variedades algebraicas cuasi-proyectivas X C KP" e
Y C KIP™ es una aplicacién continua respecto de la topologia Zariski de X e Y tal que para
cada subconjunto abierto Zariski U de Y y cada funcién racional v sobre Y que es regular
en U se cumple que 9o¢ € I'(X) es una funcion regular en ¢~!(U). Por tanto, los morfismos
entre variedades algebraicas cuasi-proyectivas son “aquellas aplicaciones que al componer
con funciones regulares nos devuelven funciones regulares”. La composicién de morfismos
entre variedades algebraicas cuasi-proyectivas es de nuevo un morfismo entre variedades
algebraicas cuasi-proyectivas. Ademas, todo morfismo ¢ : X — Y entre variedades alge-
braicas cuasi-proyectivas induce un homomorfismo de anillos ¢* : T'[Y] — I'[X], ¢ — ¢o¢.

Observamos que si F' : X --» Y es una aplicacién racional entre las variedades algebrai-
cas cuasi-proyectivas X e Y existe un abierto Zariski U C X \ N(F) tal que F|y : U = Y
es un morfismo. Por otra parte, diremos que un morfismo ¢ : X — Y es birracional si su
restricciéon a un abierto Zariski adecuado de X es una aplicacion birracional.

(5) Si X e Y son variedades algebraicas afines y K = C todos los morfismos f : X — Y son
aplicaciones polinémicas. Por otro lado, si X C R™ e Y C R™ son variedades algebraicas
afines y K = R, los morfismos

f=U1,fm): X =Y

son aplicaciones requlares, es decir, cada componente f; es una funcién regular. De hecho,
cada funcién regular f; se puede escribir como un cociente polinomios f; = p;/q; tales que
¢; no se anula en ningtn punto de X. Esto implica, en virtud del Positivstellensatz estricto
para polinomios, [BCR, 4.4.3(ii)|, que existen polinomios h;1, ..., hj € R[x1,...,x,] tales
que cada ¢; = 1 + Z?Zl h?j.
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I.1.g. Algunos resultados relevantes de geometria algebraica compleja. Para
nuestros propositos ulteriores necesitamos recordar algunos resultados fundamentales de la
geometria algebraica de variedades complejas. Algunas de las referencias empleadas a este
respecto son |Hal, [H1], [Mu], [Sh1] y [Sh2]. Comenzamos recordando algunos conceptos.
Un morfismo f : X — Y entre dos variedades algebraicas cuasi-proyectivas X e Y se dice
dominante si CI?**(f(X)) = Y. Por otra parte, decimos que f es genéricamente finito si
existe un abierto Zariski U de Y tal que las fibras f~!(y) son finitas para cada y € U.

Sif: X — Y esun morfismo dominante y genéricamente finito, la extension de cuerpos
LX) f*(T(Y)) es finita. Ademas, si dim(X) = dim(Y'), entonces f es dominante si y s6lo
si f es genéricamente finita.

Recordamos que dada una extension de anillos A C B, un elemento b € B es entero
sobre A si existen un entero positivo k y elementos ag,...,ar € A tales que

bk—}—ak_lbk_l +---+ayg=0.

El cierre integro Ap de Aen Besel conjunto formado por todos los elementos de B que son
enteros sobre A, y es un subanillo de B. Se llama cierre integro de un dominio de integridad
A, v se denota~g, a su cierre integro en su cuerpo de fracciones. La extension A C B se
dice entera si Agp = B. Se dice que un dominio de integridad A es integramente cerrado si
coincide con su cierre integro. Se dice que un homomorfismo de anillos ¢ : A — B es finito
si la extension de anillos ¢(A) C B es entera.

Si K = C, se dice que un morfismo f : X — Y entre variedades algebraicas cuasi-
proyectivas es finito si es dominante y, ademaés, existen recubrimientos finitos {X; : i € I}
e {Y;: i € I} de X e Y, respectivamente, tales que tanto X; = f~!(Y;) como Y; son
abiertos Zariski de X e Y, son variedades algebraicas afines y el homomorfismo de anillos
f*:TY;] = I'[X;] es finito para cada indice i € 1.

Los morfismos finitos son aplicaciones cerradas y tienen fibras finitas, luego compactas.
Se deduce por tanto de la Proposicion 1.2.1 que son aplicaciones propias. Mas informa-
cion acerca de los morfismos finitos puede obtenerse, ejemplo, en [Shl, 5.3|. De hecho, los
morfismos finitos y los morfismos entre variedades algebraicas proyectivas son casos parti-
culares de un tipo mas general de morfismo que recibe el nombre de morfismo propio, que
tiene gran interés en geometria algebraica, pero que no necesitamos en el desarrollo de esta
Memoria.

Recordamos también que una variedad algebraica cuasi-proyectiva X es normal si ad-
mite un recubrimiento finito {X; : ¢ € I'} de X tal que cada X; es un abierto Zariski de X,
es una variedad algebraica afin y el anillo de coordenadas I'[X;] es integramente cerrado,
[Shl, Ch.II, 5.1].

A lo largo de este trabajo se mencionaran y utilizaran otros conceptos y herramientas
de la geometria algebraica de variedades complejas; entre otras, explosiones de puntos,
propiedades de curvas y superficies algebraicas, etc. Estos se presentaran detalladamente
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en el capitulo de esta Memoria donde sean utilizados, para lo que nuestras referencias
basicas son [Mu]| y [Sh1].

En particular, los dos teoremas siguientes desempenan un papel relevante en la obten-
cion de algunos de los resultados més importantes de esta Memoria.

Teorema I.1.6 (Teorema principal de Zariski, [H1, III.11.4]) Sean X e Y wvarieda-
des algebraicas proyectivas complejas y f : X — Y un morfismo birracional. Supongamos
que Y es normal. Entonces, la fibra f~(y) es coneza para caday €Y.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Factorizacion de Stein, [HI, II1.11.5]) Sea f: X — Y
un morfismo sobreyectivo entre variedades algebraicas proyectivas. Entonces, existen una
variedad algebraica proyectiva Z, un morfismo finito g : Z =Y y un morfismo h: X — Z
cuyas fibras son conexas tales que el siguiente diagrama es commutativo:

X

Y

A

Si ademds X es una variedad algebraica proyectiva normal, entonces Z también lo es.

I.1.h. Puntos regulares, lisos y singulares. Normalizacién. Antes de recordar
algunas de las principales propiedades de la normalizacién de una variedad algebraica afin
revisamos los conceptos de punto regular, punto liso y punto singular que empleamos a lo
largo de esta Memoria.

Decimos que un punto x de la variedad algebraica afin X C R" es un punto liso de
X de dimension d si existe un difeomorfismo analitico ¢ : B4(0,e) — €, donde 2 es un
entorno abierto de x en X con su topologia usual.

Dados un punto x € X y un abierto Zariski U de X que contiene al punto =, denotamos

0},

sin hacer referencia explicita al abierto U. Este ideal es maximal, y se dice que = es un
punto reqular de X si existe un entorno abierto Zariski U C R™ de x en X que es ademas
una variedad algebraica afin, tal que el anillo local T'[U]y, es regular, es decir, su ideal
maximal admite un sistema de generadores cuyo cardinal coincide con la dimension de
Krull de T'[U]m,. Como consecuencia del criterio Jacobiano se cumple que z es un punto
regular de X siy solo si existe un sistema de generadores fi,. .., f, del ideal J(U) tal que
el rango de la matriz Jacobiana
(52

iz

[ARES}

m, :={f el'U]: f(x)
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es n — d, donde d es la dimension de Krull de I'[U]y,. Denotaremos Reg(X) al conjunto
de los puntos regulares de X, mientras que el conjunto de los puntos singulares de X, lo
denotaremos por Sing(X) = X \ Reg(X).

Mientras que en el caso K = C los puntos lisos y los puntos regulares de una variedad
algebraica afin coinciden, en el caso K = R los conceptos de punto regular y punto liso son
distintos; todo punto regular es liso de dimensién méaxima, pero no todo punto liso, incluso
de dimensién méaxima, es regular, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo I.1.8 Para ilustrar la diferencia entre punto liso de dimensiéon méxima y punto
regular, consideramos la variedad algebraica afin

X = {(z,y,2) e R®: zz(z® +¢*) —y* =0},
y elegimos un punto p := (0,0,a) con a # 0. El anillo I'[ X, no es regular, mientras que
mediante las parametrizaciones
@ {t >0} = X N{ez >0}, (s,t) = e((s* +1%)s2, (s* + t%)st, t1),

donde € = %1, cuyas imagenes recubren U = X \ {0}, se pone de manifiesto que todos los
puntos de U son lisos.

A continuacion recordamos algunos resultados relativos a la normalizaciéon de una varie-
dad algebraica afin, real o compleja. Por razones técnicas que serén tutiles posteriormente
abordaremos la normalizacién de una variedad algebraica afin real, dentro de la menor
variedad algebraica afin compleja que la contiene.

Momentaneamente introducimos la siguiente notaciéon para distinguir variedades alge-
braicas afines reales y complejas. Sean K =R o C y Z C K" una variedad algebraica afin
de K" y a un ideal del anillo de polinomios K[x] := K[x1, ..., x,]. Denotamos

Jx(Z):={feKx]: f(2) =0 VzeZ} y Zk(a):={z€K": f(2)=0, Vfe€a}.
Dado un subconjunto algebraico afin real X C R™ denotamos
Xe={z€C"s f(2) =0, Vf e Ja(X)},
que es el menor subconjunto algebraico afin de C™ que contiene a X, y que recibe el nombre
de complezificacion de X. Si denotamos
on:C"—=C", (21,...,2n) = (Z1,. -+, Zn)s

diremos que un subconjunto A C C™ es o,-invariante, o invariante por conjugacion, si
on(A) = A. Por supuesto, si X es un subconjunto algebraico afin de R su complexificado
X es o,-invariante.

El siguiente resultado es conocido, aunque no hemos encontrado una tnica referencia
donde esté asi formulado. El apartado (i) es un célculo directo, (ii) se deduce de |E, 13.13],
mientras que el apartado (iii) es una consecuencia casi inmediata de [Ra, §1. Thm. 1], [MR,
Thm. 1.5] y |E, 4.13|, este tltimo para la segunda parte de (iii.2). Denotamos i = y/—1.
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—_~—

Proposicion 1.1.9 (Normalizacion) Sean X C R™ una variedad algebraica afin, T'[X] el

cierre integro de su anillo de coordenadas y T'[Xc¢] el cierre integro del anillo de coordenadas
de su complexificacion Xc. Entonces:

(1) Se cumplen las siguientes iguadades: Jc(Xc) = Jr(X)C[x],
IXc] =T[X]@r C=T[X]li] vy I'(Xc)=T(X)®rC=T(X)[i.

—_~ e~

(ii) I'[Xc] es el cierre integro de I'[X] en I'(X¢) y I'[Xc] = I'[X] ®r C = T'[X][4].

(iii) Existen un nimero entero m > n, y una variedad algebraica afin Y C R™ tales que si
denotamos y = (Y1, -, Ym-n);

(1) PX]=R[x,y]/Tr(Y) y T[Xc]=Clx,y]/Jc(Ye).

(2) Denotemos m : R™ — R™ y nc : C™ — C" la proyeccion sobre las n primeras
coordenadas de R™ y C™, respectivamente. Entonces, las restricciones wly : Y — X
y mclye 1 Yo — Xc¢ son morfismos finitos.

(3) Y\ 7 1(Sing(X)) es una subvariedad analitica del abierto R™\ 7=1(Sing(X)) de R™
e Yo \ 7' (Sing(Xc)) es una subvariedad analitica del abierto C™ \ 7' (Sing(Xc)).
Mds ain, las restricciones

| Y\ 7! (Sing(X)) — X \ Sing(X) y mc|: Ye \ 7z ' (Sing(X¢)) — X¢ \ Sing(X¢)

son morfismos birrequlares.
(4) La aplicacion wic es sobreyectiva y Cl(Reg(X)) C Im().

En lo que sigue (Y, 7) se denominara la normalizacion de X e (Yg, mc) la normalizacion
de la complexificacion X¢ de X.

Observacion 1.1.10 La Proposicién anterior para variedades algebraicas afines se extien-
de de modo natural a conjuntos algebraicos afines no necesariamente irreducibles, emplean-
do el anillo total de fracciones en lugar del cuerpo de fracciones del anillo de coordenadas.

I.2.  Antecedentes |: El trabajo de Z. Jelonek

No se dispone hasta el momento de técnicas de caracter general para abordar el pro-
blema de decidir qué subconjuntos S C R™ son imagen polinémica o regular de algin R"™.
Hemos observado, como consecuencia del Teorema de Tarski-Seidenberg, que una primera
restriccion es la semialgebricidad de S5 veremos sin embargo a lo largo de esta Memoria que
existen multitud de conjuntos semialgebraicos que no son imagen polinémica de ningin
espacio euclideo. Se deben por tanto encontrar obstrucciones de naturaleza topologica o
algebro-geométrica que permitan asegurar que los invariantes p(8) o r(8) de un subconjunto
semialgebraico 8 C R™ no son finitos o son mayores que cierto entero. Encontraremos algu-
nas de estas obstrucciones en el propio conjunto, su frontera, su exterior u otros conjuntos
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asociados. En esta seccién introducimos las nociones necesarias para describir dichas obs-
trucciones y enunciamos, sin demostracion, los resultados auxiliares, esencialmente debidos
a Z. Jelonek, quien los obtuvo en diversos trabajos (véase [J1, J2, J3, J4, J5]) dedicados
al analisis y comprension de la conjetura Jacobiana. En el Apéndice B de esta Memoria
encontraré el lector interesado sus demostraciones.

.2.a. Aplicaciones propias y frontera exterior. Veremos més adelante que la fron-
tera exterior de S C R™, definida como 45 := C1(S) \ S, y que “mide cuanto se aleja” S de
ser un subconjunto cerrado de R", desempena un papel relevante para decidir la finitud
de los invariantes p(S) y r(S) o acotar inferiormente su valor. La razon de esto estriba en
que la frontera exterior de la imagen de una aplicacién f : R™ — R™ esta relacionada con
el conjunto Sy formado por los puntos en los que la aplicacién f no es propia. Explicamos
esto con precision en el Lema 1.2.4, pero comenzamos recordando la definicion y caracte-
rizacion habitual de las aplicaciones propias. Es claro que la imagen inversa por f de un
conjunto cerrado en R™ es siempre cerrada en R™; sin embargo, la imagen inversa de un
conjunto compacto no es necesariamente compacto. Las aplicaciones propias son aquéllas
para las que la imagen inversa de un conjunto compacto es necesariamente compacto. Con
mas precision,

Definicion y Proposicion 1.2.1 Sean X e Y dos espacios topologicos y f: X — Y una
aplicacién continua.

(i) Se dice f es propia si para cada subconjunto compacto K C Y el conjunto f~(K)
es compacto.

(ii) Supongamos que Y es un espacio Hausdorff y localmente compacto. Entonces f es
propia si y solo si es cerrada y para cada y €Y la fibra f~1(y) es un conjunto compacto.

Definiciones 1.2.2 Dada una aplicacién continua f : X — Y entre espacio topologicos
X eY y un punto y € Y, decimos que f es propia en y si existe un entorno W de y tal
que la restriccion f|p-1py @ f ~1(W) — W es una aplicaciéon propia. Denotaremos S rCY
el conjunto de puntos y € Y en los que f no es propia (convenimos aqui que cualquier
f:@ — Y es propia).

Observaciones 1.2.3 (i) Sea f : X — Y una aplicacion propia entre los espacios topo-
logicos X e Y y sea Z C Y. Entonces, g := f[s-1(z) : f~Y(Z) — Z es también propia,
porque para cada subconjunto compacto K C Z también es compacto g~ (K) = f~1(K).

(ii) Una aplicacion continua f : X — Y, donde X e Y son espacios topoldgicos local-
mente compactos e Y es Hausdorff, es propia si y s6lo si el conjunto Sy es vacio.

(iii) Sea f : K™ — Y una aplicacion continua tal que K = R o C e Y es un espacio
topologico Hausdorff, que cumple el primer axioma de numerabilidad. Entonces, y € Sy si
y s0lo si existe una sucesion {xy}r C K" tal que ||zx|| > k para cada k > 1 mientras que
iy (1) = 0
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En efecto, supongamos que y € Sy y sea {V} };, una base de entornos de la topologia de Y’
en y. Como f no es propia en y, para cada k > 1 existe un subconjunto compacto Kj C Vi
tal que f~!(K}) no es compacto; como K}, es cerrado, f~1(K}) es también cerrado y por
tanto no puede ser acotado. Esto significa que podemos elegir z;, € f~1(K}) tal que ||ay| >
k para cada k > 1. Observamos que f(zy) € Vi y debemos tener limy_,oo{ f(zx)}r = y. El
reciproco es evidente. O

El siguiente resultado relaciona la frontera exterior d8 de la imagen § := f(R"™) C R™
de una aplicacion polinémica f : R™ — R™ con el conjunto Sy, y justifica nuestro interés
en el estudio de este tltimo conjunto.

Lema 1.2.4 Sean f : R — R™ wuna aplicacion polindmica y 8 := f(R™). Entonces, el
conjunto de puntos Sy en los que f no es propia contiene a 68.

Demostracion. Sean y € 8 y supongamos que existe un entorno abierto W de y en R™ tal
que la restriccion g = f|p-1(py f~Y(W) — W es propia, y en particular es cerrada. Por
tanto,

WN8=WnfR")=g(f(W))

es un subconjunto cerrado en W. Esto significa que
SNW =Cly(SNW)=Cl(SNW)NW = (CIS)NW, es decir 6§NW =&,

y esto es una contradiccién ya que y € 68 N W. En consecuencia, y € Sy. O

FEl Lema anterior sugiere estudiar las propiedades topoélogicas, y &lgebro-geométricas
del conjunto de puntos donde una aplicacién polinémica f : R™ — R™ no es propia. Esto
fue llevado a cabo por Z. Jelonek en los articulos anteriormente citados. De hecho, Z.
Jelonek aborda primero el caso complejo y deduce los resultados del caso real a través
de la “complexificacién” de la aplicaciéon polinémica real, pues el comportamiento de las
variedades algebraicas complejas presenta menos patologias que el de sus anélogas reales.

A continuacién, recordamos los enunciados de varios de los resultados més relevantes
de los trabajos de Z. Jelonek en los que estudia las propiedades del conjunto Sy. Algunos
de ellos han sido fundamentales para nuestro trabajo porque nos han inspirado en la
busqueda de condiciones necesarias para que un subconjunto semialgebraico sea imagen
polinémica o regular de un espacio euclideo. Entre ellas se debe senalar el Teorema I11.3.1
en el que probamos que si 8 := f(R"™), donde f : R™ — R"™ es una aplicacion polinémica
no constante, entonces, 8, := Clgpm (8) N Huo(R) es no vacio y conexo.

1.2.b. Aplicaciones polinémicas complejas propias. Comenzamos recordando que
en el caso complejo las aplicaciones polinémicas propias f : X — Y entre dos variedades
algebraicas afines X e Y, quedan caracterizadas por las propiedades algebraicas del homo-
morfismo que f induce entre los anillos de coordenadas de Y y X.
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Proposicion 1.2.5 Sean X C C" e Y C C™ variedades algebraicas afines complejas y
f: X = Y una aplicacion polindmica. Entonces, f es propia si y sélo si el homomorfismo
de anillos f*:T[Y] = T[X], g+~ go f es finito.

A continuacién recordamos los conceptos de multiplicidad global y local.

Definiciones 1.2.6 (Multiplicidades global y local) Recordamos quesi f: X — Y es
una aplicacién regular dominante entre variedades algebraicas cuasi-proyectivas complejas,
se define la multiplicidad p(f) de f como el nimero de elementos de una fibra genérica de
f. Para calcularla procedemos como sigue:

(i) Si dim(Y) < dim(X), entonces u(f) = +oo;

(i) Si dim(Y') = dim(X), entonces como consecuencia de [Mu, 3.17] existe un subcon-
junto algebraico Z C Y de dimension < dim(Y’) — 1 tal que la restriccion

flx\s1(2) X\ fU(2)»Y\Z

es una aplicaciéon propia y sobreyectiva que es difeomorfismo local. Se desprende de [Ho],
que f[x\f-1(z) es una cubierta. Como Y es irreducible y dim(Z) < dim(Y’) entonces Y\ Z
es conexo (véase [Mu, 4.16]) y por tanto el cardinal de las fibras f~1(y) es constante para
caday € Y\ Z. Se cumple que u(f) es el cardinal de cualquiera de las fibras f~*(y), donde
y € Y\ Z, y coincide con el grado de la extension algebraica de cuerpos I'(X)|I'(Y) (véase
[Mu, 3.17)).

(iii) Por otro lado, sean z € X un punto tal que {z} es una componente conexa de
f7Y(f(z)) e Y es uniramificada en f(z), es decir, f(z) admite una base de entornos {Uy }r>1
en Y tal que Up \ T es conexo para todo k > 1 y todo subconjunto algebraico ' C Y.
Se define la multiplicidad p,(f) de f en x del modo siguiente. Sea V' un entorno abierto
de z tal que existe un entorno abierto W de y := f(x) y un conjunto algebraico cerrado
Z CY de modo que fly\p-1(z2): V' \ f~YZ) = W\ Z es una cubierta, W \ Z es conexo
v 7Y f(z)) NV = {z}. Entonces p,(f) es igual al cardinal de cualquiera de las fibras de
flv\f-1(z)- La consistencia de esta definicién se prueba, por ejemplo, en [Mu, 3.12].

Observaciones 1.2.7 (i) Obviamente, si la fibra f~!(y) es finita, entonces se cumple que
erffl(y) pa(f) < p(f).

(ii) Si Y es una variedad algebraica cuasi-proyectiva compleja normal, entonces, Y es
uniramificada en todos sus puntos.

En efecto, como Y es normal es localmente irreducible en sentido analitico, por lo que
cada punto y € Y admite una base {Uj}r>1 de entornos abiertos irreducibles. Sea T' C Y
un subconjunto algebraico; la interseccién de T con U define un subconjunto analitico de
Uk y, como éste es irreducible, Uy \ T es conexo (véase [Na, IV.1.Cor.2, pag. 68]). Por tanto,
Y es uniramificada en todos sus puntos.
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El siguiente resultado caracteriza en el caso algebraico afin las aplicaciones propias en
un punto de la imagen, en términos de las multiplicidades global y local.

Proposicion 1.2.8 Sean X,Y wvariedades algebraicas afines complejas de la misma di-
mension tal que Y es normal y sea f : X — Y una aplicacion regular dominante. En-
tonces f es propia en un punto y € Y si y sdlo si la fibra f~(y) es finita, no vacia, y

u(f) = erf_l(y) fa(f)-

I.2.c. Propiedades de Sy en el caso complejo. Tras describir algunas propiedades
de las aplicaciones propias, nuestro objetivo principal en esta seccién serd describir el
conjunto de puntos Sy en los que una aplicacion polinémica dominante f : C* — C" no
es propia. “Geométricamente” y a la vista de la Proposicién B.1.9 lo podemos caracterizar
como el conjunto de puntos y € C" cuya fibra f~!(y) tiene dimensién > 1 o tiene dimension
ceroy y .o F1(y) pa(f) < p(f). Antes de analizar las propiedades “algebraicas” de dicho
conjunto, recordamos el significado de algunos de los conceptos que involucran nuestros
préximos resultados.

Definiciones 1.2.9 (i) Se dice que una curva algebraica proyectiva compleja I" es racional
si existe una aplicacion birracional entre I' y la recta proyectiva compleja CP!.

(ii) Decimos que una curva algebraica afin compleja I'g C C™ es racional si y s6lo si su
clausura de Zariski proyectiva es una curva racional.

(iii) Un subconjunto L C C™ es una linea paramétrica afin si existe una aplicacion
polinémica ¢ : C — C” tal que ¢(C) = L.

(iv) Un conjunto S C C™ es C-unireglado si para cada punto p € S existe una linea
paramétrica afin L tal que p € L C S. Con mas generalidad, diremos que el conjunto S
es genéricamente C-unireglado si existe un subconjunto abierto y no vacio U C S en la
topologia de Zariski de S tal que para cada punto p € U existe una linea paramétrica afin
Ltalquepe L CS.

El siguiente resultado presenta una descripcion “algebraica” del conjunto Sy. Para sim-
plificar la notacion, denotaremos x := (x1,...,%,) € ¥ := (¥1,.-.,¥n)-

Proposicion 1.2.10 Sea f := (f1,...,fn) : C* — C™ una aplicacion polindmica domi-
nante y consideremos la extension de cuerpos C(x)|C(f), que es finita por ser f dominante.
Para cada polinomio h € C[x| elegimos un polinomio irreducible

mp

Py(t) =) _d(f)t7 € C[f][t],

Jj=0

donde cada a? € Cly] y al, # 0 tal que P,(h) = 0. Se cumple que:



22 |. Preliminares

(i) {y e C™: aﬁlh(y) =0} C Sy.

(ii) Sean hi,...,h, € C[x] tales que C[x] = C[hy, ..., hy]. Entonces, con las notaciones
del apartado anterior,

,
Sy=|Jlyec: aps, (y) = 0}.
i=1
(iii) En particular, el conjunto Sy de puntos en los que f no es propia es vacio o una
hipersuperficie.

(iv) Eziste una forma lineal h := Y"1 | ¢;x; € C[x] que es un elemento primitivo de la
extension de cuerpos C(x)|C(f) y para el que se cumple la igualdad

h
Sy={yeC": ap, (y) = 0}.
Otra caracterizacion de naturaleza “geométrica” del conjunto Sy es la siguiente.

Proposicién 1.2.11 Sea Gy C C?" el grafo de una aplicacion continua f : C* — C" y
denotemos w : CP" x C™ — C" la proyeccion sobre el seqgundo factor. Entonces, el conjunto
de puntos en los que f no es propia cumple la igualdad Sy = 7(Clepnxcn (Gf) \ ).

Corolario 1.2.12 Sea & el grafo de una aplicacion polinomica dominante f : C* — C".

Supongamos que el conjunto algebraico multi-proyectivo complejo é} = Clcprxcpn (&) \ B
es irreducible. Entonces, f es propia.

Observaciéon 1.2.13 El Corolario anterior generaliza un resultado elemental: la funcion
polinomica f : C — C inducida por un polinomio no constante f € C[t] es una aplicacion

propia, porque para n = 1 y f no constante el conjunto & se reduce a un punto, que es
un conjunto irreducible.

El siguiente resultado recoge las principales propiedades el conjunto Sy de puntos de
C™ en los que una aplicacién polindémica f : C* — C™ no es propia.

Teorema 1.2.14 Sea f = (f1,..., fn) : C" — C™ una aplicacion polinémica dominante.
Entonces, el conjunto Sy de puntos en los que la aplicacion f no es propia es el conjunto
vacio o una hipersuperficie C-unireglada de grado mo superior a

[T, deg(fi) — u(f)
ming—y,..ndeg(f;)

Ademds, se cumple que deg(f~1(Sy)) < [T, deg(fi) — p(f).
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I.2.d. Propiedades de S; en el caso real. De los resultados anteriores se desprenden
otros, que exponemos a continuacién y utilizaremos mas adelante, acerca de la naturaleza
del conjunto Sy formado por los puntos en los que una aplicacién polinémica f : R" — R™
no es propia. En lo que resta de esta seccion, si X C R" es un conjunto semialgebraico
denotaremos por X¢ C C” la clausura de Zariski de X € R™ C C" en C". Esta definicién
puede extenderse a conjuntos algebraicos de RP", RP™ x RP™, etc. Una de las claves para
“trasladar” al caso real los resultados del caso complejo es el siguiente resultado, cuya
demostracion es inmediata.

Lema 1.2.15 Sea f : R™ — R” una aplicacion polinomica genéricamente finita. Entonces
el conjunto Sy formado por los puntos de R"™ donde f no es propia estd contenido en el
conjunto Sy. formado por los puntos de C" en los que su complexificacion fc : C* — C"
no es propia.

Demostracion. Para todo punto y € Sy existe una sucesion {zy}r C R" tal que ||| > &
para cada k > 1y limy_oo{ f(2x) }r = y. Como R™ C C", se tiene y € Sy... O

Introducimos a continuacién las nociones que desempenan en el caso real un papel
analogo al que desarrollan aquéllas ya vistas en 1.2.9 en el caso complejo.

Definiciones 1.2.16 (i) Un subconjunto £ C R” es una semilinea paramétrica si existe
una aplicacién polindmica no constante f : R — R™ tal que f(R) = L. Obsérvese que £
es un conjunto no acotado pues las imégenes de la aplicaciones polinémicas no constantes
R — R no son acotadas.

(ii) Un conjunto 8§ C R™ es R-unireglado si para cada punto p € § existe una semilinea
paramétrica £ tal que p € £ C 8. Ademés, el conjunto 8 es genéricamente R-unireglado si
existe un subconjunto abierto y denso U C 8 en la topologia usual de 8 tal que para cada
punto p € U existe una semilinea paramétrica £ con p € £L C 8.

El siguiente resultado recoge una propiedad fundamental acerca del conjunto Sy C R™
formado por los puntos donde una aplicaciéon polinémica f : R? — R™ no es propia.

Teorema 1.2.17 Sea f : R? = R™ una aplicacion polindmica no constante. Entonces, el
conjunto Sy C R™ formado por los puntos en los que f no es propia es la union de una
familia finita, tal vez vacia, de semilineas paramétricas.

Para aplicaciones polindémicas f : R” — R™ con n > 2 las propiedades conocidas acerca
del conjunto &y son menos concluyentes que las del Teorema 1.2.17, pero las emplearemos
en 1.3.3 para obtener una condicién necesaria para que un subconjunto semialgebraico
8§ C R™ cumpla la igualdad p(8) = dim(8) = m.
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Teorema 1.2.18 Sea f : R™ — R™ una aplicacion polindmica no constante con n > 2.
Entonces el conjunto Sy es semialgebraico, R-unireglado, cerrado en R™ y, si es no vacio,
la dimension de cada una de sus componentes conexas estd comprendida entre 1 yn — 1.

I.3. Antecedentes Il: El trabajo de Fernando—Gamboa.

En este apartado describimos las principales contribuciones realizadas por J.F. Fernan-
do y J.M. Gamboa, en la bisqueda de condiciones de caracter topologico o geométrico
que son satisfechas por las iméagenes polinémicas de espacios euclideos. Empezamos por
aquéllas de comprobacion més sencilla, y recordamos que el Teorema de Tarski—Seidenberg
implica que si un subconjunto 8§ C R™ es imagen polindémica de algin R™ entonces § es
semialgebraico. Recordamos que un conjunto semialgebraico 8 tiene dimension pura si el
conjunto Reg(CI** §) N 8 formado por los puntos regulares de C1**"(8) contenidos en 8§ es
denso en 8.

Lema 1.3.1 Sean f:R"™ — R™ una aplicacion polinomica y 8 = f(R™). Entonces,
(i) 8 tiene dimension pura.
(ii) 8 es un conjunto semialgebraico irreducible. En particular, 8§ es conexo y su clausura
de Zariski es también irreducible.
(iii) Sig:R™ — R es una funcion polindmica, entonces g(8) es un punto o un intervalo

no acotado. En particular, la imagen de 8 por una proyeccion lineal es un punto o
un conjunto semialgebraico no acotado.

Observacion 1.3.2 Veremos en la Proposicion I11.4.5 que las propiedades anteriores son
consecuencia de que las imagenes polinémicas § C R™ son conexas por semilineas parameé-
tricas, es decir, dados dos puntos p,q € 8 existe una aplicacién polinémica o : R — R™
tal que a(R) C 8, a(0) = p y a(l) = g. Por ello, para evitar repeticiones innecesarias,
postponemos la prueba del Lema [.3.1 hasta entonces.

A continuacion veremos algunas propiedades de la frontera exterior 68 := CI(8) \ 8 de
una imagen polinémica § C R™ de algin R™. Los siguiente resultados, que fueron probados
por vez primera en [FG2|, son consecuencia del Lema 1.2.4 y de los resultados de Z. Jelonek
presentados en la seccién anterior.

Teorema 1.3.3 Sean 8 C R™ un subconjunto semialgebraico n-dimensional que es imagen
polinomica de R™ y sea 8 su frontera exterior. Entonces, existen dos conjuntos semialge-
braicos 8¢,81 C R™ que satisfacen las siguientes condiciones:

(ii) Bien 8¢ es el conjunto vacio o bien es un subconjunto (n — 1)-dimensional, cerrado
en R™ y genéricamente R-unireglado.
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(iii) 08 C 89 U8y C CI(8) N CI=(58).

Demostracion. Como 8§ es imagen polinomica de R™, existe una aplicacién polinémica

f: R" — R" con f(R") = 8. Por el Teorema 1.2.18, el conjunto Sy es cerrado, semialge-

braico, R-unireglado y dim(Sy) < n — 1. Sean X1,..., X, las componentes irreducibles de

CI*(Sy). Podemos suponer que dim(X; Nd8) < n —2siy sélosi 1 <i < r para algin

r < £. Consideramos el conjunto semialgebraico 8§; = UZ:1 X; N8, de dimension < n — 2.
Si 08 C 81, entonces tomamos 8y = & y hemos terminado. En otro caso, sea

T

T = (Sf \ U Xi) NCI=(58) = (Sp N Cr™(58)) \ | Xi.
=1

=1

Como T C S NCI(§8) € CI(S) N I (88), también C(T) C CI(S) N CI7(58). Ademis,
Ty CI(T) son conjuntos semialgebraicos y T es un subconjunto abierto de C1(T).

Comprobemos ahora que para cada z € T existe una semilinea paramétrica £ tal que
x € L C CI(T). En efecto, como Sy es un conjunto R-unireglado, para cada x € T C Sy
existe una semilinea paramétrica £ tal que z € £ C Sy. Puesto que x € T, la semilinea
paramétrica £ no esta contenida en ninguno de los conjuntos algebraicos X1, ..., X,, por
lo que £ NY;_; X; es un conjunto finito y CI(£ \ U,_, X;) = £. Por otra parte, como
L C &Sy es irreducible, existe r+1 < j < £ tal que £ C X;. Mas atin, por ser X irreducible
y dim(X; Nd68) = n —1 = dim(X;), concluimos que £ C X; C CI**(68). Esto implica que

£\ U X; C (sf \ U XZ-> N I8 (68) = T,
=1 =1

luego £ = CI(L \ U;_; Xi) € CI(T). Asi, el conjunto semialgebraico (n — 1)-dimensional
8o = CI(T) es cerrado en R" y genéricamente R-unireglado. Comprobamos finalmente que
08 C 89U 81. Como 68 C Sy N CI**(48), si existe algin punto x € 68 \ 8; entonces

x €88\ U X; C (Sf \ UX) N CIE(68) = T € So,
1=1 =1

y esto concluye la demostracion. O

Observaciones 1.3.4 (1) El conjunto 8y en el teorema anterior es genéricamente R-uni-
reglado, pero no sabemos si es de hecho R-unireglado. Hasta donde sabemos, el problema de
determinar qué conjuntos semialgebraicos genéricamente R-unireglados son R-unireglados
todavia permanece abierto.

(2) Es claro que la unién de conjuntos R-unireglados también lo es. Sin embargo, las
componentes irreducibles de un conjunto algebraico R-unireglado X C R” no tienen que ser
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ni siquiera genéricamente R-uniregladas. Como ejemplo, consideremos X = X; U Xy C R3
donde X7 y X5 son los conjuntos algebraicos irreducibles de ecuaciones

Xp: 23wzt 42l —1)2=0 y Xy: a4+ a25—-1=0.
El cilindro X5 es R-unireglado, mientras que X7 es la unién de la imagen de la aplicacion
R? = R3, (s,t) > (t%, 5, t(t* + 5% — 1))

y la circunferencia C' = {z3 = 0, 2?2 + 23 = 1}. Notese que para cada p € X; \ {z1 < 0}
existe una semilinea paramétrica £ C X; que pasa por p; por tanto, X es R-unireglado.
Sin embargo, para cada punto ¢ € X; N {z; < 0} = CN{z; < 0} no hay una semilinea
paramétrica que pasa por q y esté contenida en X7i; por consiguiente, X| no es ni siquiera
genéricamente R-unireglado, ya que X; \ C no es denso en X;.

Una consecuencia inmediata del Teorema 1.3.3 es la siguiente obstrucciéon para que un
subconjunto semialgebraico n-dimensional de R™ sea imagen polinémica de R™.

Corolario 1.3.5 Sean 8§ C R™ un conjunto semialgebraico n-dimensional y X C R™ un
conjunto algebraico (n — 1)-dimensional. Supongamos que X N C1(8) es acotado y que
dim(X Nd8) =n — 1. Entonces 8 no es imagen polindmica de R™.

Demostracion. Supongamos, por reduccién al absurdo, que 8 C R™ es imagen polindémica de
R™. Por el Teorema 1.3.3 existen dos conjuntos semialgebraicos 8g, 81 C R™ que satisfacen:

(i) dim(8;) <n—2,
(ii) 8p es vacio o un conjunto cerrado, (n— 1)-dimensional y genéricamente R-unireglado,
(iii) 68 C 8o U 81 C CI(8) N CI*(48).
Como dim(X Nd8) = n—1y 68 C 8§ U 81, también dim(X NS N §y) = n — 1.

De aqui que X y CI**(8y) comparten una componente irreducible Y de dimension n — 1
que satisface dim(Y Nd8) = n — 1. Como dim(Y Nd8) = n —1y dim(8;) < n — 2
existe un punto x € Y N 348 N §y que no pertenece a ninguna de las otras componentes
irreducibles de CI"*(8p). Como 8§y es un conjunto genéricamente R-unireglado, podemos
elegir r € YNISNSy de modo que existe una semilinea paramétrica £ C 8¢ que lo contiene.

Ahora queremos ver que L C Y C X. Puesto que £ C 8§y, tenemos CI**" (L) C CI*(8y).
Al ser £ irreducible, deducimos que x € £ C Z para alguna componente irreducible Z de
Cl**(8¢). De hecho, necesariamente Z =Y, pues Y es la tnica componente irreducible de
CI”(8p) que contiene a z. Por tanto, L C §NX C CI(§)N X, y esto es una contradiccion
porque X N CIL(8) es un conjunto acotado y £ no lo es. O

Observacion 1.3.6 El resultado previo no se extiende a un conjunto algebraico X de
codimensién > 2. Por ejemplo, consideremos el octante

§:={x1 >0, 29 >0, 23 >0} C R,
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que es imagen polinémica de R? segiin probaremos en la Proposicion 11.3.21, y la recta
X ={x3=0, z1 + z2 = 1}. Observamos que dim(X Nd8) = 1 y que la interseccion

XﬁCI(S):{ZLg:O, r1+x9 =1, 1 >0, 1‘220}

es un conjunto acotado.

Ejemplo 1.3.7 Los conjuntos semialgebraicos
S={x1%10,...,2n %, 0, 1 + -+, > 1},

donde *; denota > o >, no son imégenes polindémicas de R™. En efecto, el hiperplano
X ={x1+ -+ x, =1} es un conjunto algebraico (n — 1)-dimensional y la intersecciéon

XNnCl8)=4{z1+-+x,=1, 21 >0,...,2, >0} = X NS

es acotado y tiene dimensiéon n — 1, y basta aplicar el Corolario 1.3.5.

Corolario 1.3.8 Sea 8 C R? un poligono abierto convexo. Entonces 8 es imagen polind-
mica de R? si y sdlo si 8 tiene sdlo dos aristas, es decir, $ es afinmente equivalente a un
cuadrante abierto.

Demostracion. En primer lugar supongamos que 8 tiene més de dos aristas. Entonces
alguna de ellas, que denotamos & es acotada. Como 8 es convexo, CI”*"(£) N CIL(8) = CI(&)
es un segmento acotado. Se deduce de 1.3.5 que 8§ no es imagen polinémica de R?.

Reciprocamente, si 8 s6lo tiene dos aristas entonces es afinmente equivalente a un cua-
drante abierto, y esto implica, por la Proposicién I1.3.1, que 8 es imagen polinémica de R2.
O

A continuaciéon mostramos que el Teorema 1.3.3 puede ser ligeramente mejorado en el
caso n = 2; volveremos sobre este resultado en la Secciéon I11.6. Podemos hacer esto porque,
como hemos visto en el Teorema 1.2.17, conocemos propiedades del conjunto Sy que son
especificas para aplicaciones polinomicas f : R2 — R™; en este sentido es conveniente
comparar los resultados [J5, 4.2] y |J5, 6.4].

Teorema 1.3.9 Sean f : R? — R™ una aplicacion polindmica cuya imagen 8 := f(R?) es
bidimensional. Entonces, su frontera exterior 48 es vacia o existen un conjunto finito F y
una familia finita de semilineas paramétricas L1, ..., L, tales que

88 c FU J£i c CL8) nCI™(s8).
=1
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Demostracion. Por el Teorema 1.2.17, el conjunto Sy es vacio o una unién finita de se-
milineas paramétricas £1,...,Ls, vy podemos suponer que existe un entero r tal que el
conjunto £; N8 es finito, tal vez vacio, si y sblo si r < ¢ < s. En consecuencia, el conjunto
F=(L,11U---ULg) NS es un subconjunto finito de 8.

Ahora demostramos que £; C CI(8) N CI**(§8) para cada indice 1 < i < r. En primer
lugar, recordemos que Sy C CI(8). Por otra parte, como CI***(£;) es un conjunto algebraico
irreducible de dimension 1 y £;NJ8 es infinito entonces C1***(L;) C CI**(48), y por tanto
L; C CI(8) N CI**(48). Finalmente, como §8 C Sy, se tiene

68 = 08NSy = (68N Ly)
=1

=J@snLyu |J 68n L) c | LiuF cCis)nCr(ss),
=1

i=r+1 i=1

como queriamos probar. O
Terminamos la seccién con el siguiente resultado, que emplearemos con posterioridad.

Proposicion 1.3.10 Sean fi,..., fr € R[x1,...,xy,] polinomios que no se anulan simultd-
neamente en el origen. Entonces, existe una aplicacion polindmica f: R* — R cuya
imagen es el conjunto 8 == R" "1\ X donde

X::{fl:0,...,fq~=0,$n+1=0}.

Notese que 68 = X.

Demostracion. Consideramos las aplicaciones polinémicas

. n+1 n+1
gR —- R ; (x17...,.'13n,.’,17n+1) = (x1$n+1,--.,$n$n+1,xn+1)7

T
. +1 +1 2 2
h:R"™ = R" ,(xl,...,a:n,xn+1)»—>(xl,...,zn,xn_,_l(l—xwrlE fz))
=1

Es obvio que g(R"*1) = (R"*1\ {z,,41 = 0})U{0}. En cuanto a la aplicacién h, observamos
que para cada a = (a1,...,a,) € R", la recta vertical £, = {z1 = a1,..., 2z, = a,} C R"H!
es invariante por h. Ademas,
(i) Si(a,0) € X se cumple la igualdad h(4, \ {(a,0)}) =4, \ {(a,0)};
(i) Si (a,0) ¢ X, entonces h(ly \ {(a,0)}) = £,.
(i) h(0)=0¢ X.
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De estas propiedades de g y h se deduce que la composicién f := h o g es una aplicaciéon
polinémica que satisface la igualdad f(R"*!) = R"*1\ X = §. En efecto,

f(Rn—H) _ h((Rn—H \{zns1 =0}) U {0}) = {h(0)}U U h(€a \{(a,0)})

acR™
={0}u J 4u |J t\{0})=R""\X
(a,0)¢X (a,0)eX
Finalmente, 68 = C1(8) \ § = R*F1\ (R"+!\ X) = X. O

1.4. Poliedros convexos

En los Capitulos IV y V de esta Memoria centraremos nuestra atencion en una familia
especial de conjuntos semialgebraicos, la formada por los poliedros convexos. Es por ello
conveniente introducir algunas nociones y resultados fundamentales relativos a este tipo
de subconjuntos de R”, que serdn fundamentales para el desarrollo de dichos capitulos.
Para el estudio detallado de las propiedades de los conjuntos convexos remitimos al lector
a [Bel, Be2|, [Gr] y |R|. Exponemos a continuaciéon algunos resultados generales sobre
poliedros convexos que utilizaremos en los capitulos citados. A lo largo de toda esta seccion
R[x] denota el anillo de polinomios R[x1, ..., x,].

l.4.a. Generalidades. Para cada hiperplano afin H C R" existe un polinomio h € R|x]
de grado uno tal que H = {z € R": h(z) = 0} = Z(h). Este polinomio h determina dos
semiespacios cerrados H™ y H~, definidos por

H"={zeR": h(z)>0}={h>0} v H ={xeR": h(z) <0} ={h <0}

Los semiespacios anteriores quedan determinados de modo natural por la orientaciéon de
H inducida por el vector normal que apunta en la direccion de H', es decir, HT :=
{a1z1 4+ -+ apzy, > 0} siysolosi H :={ajx1 + -+ apzy, = 0} y el vector normal “que

(a1,-.-,an)

orienta a H” es el vector B et De este modo, la asignacion de las etiquetas H™ y
apTray

H™ la atribuiremos a la eleccién del polinomio h que se elige para describir el hiperplano
H y es equivalente a orientar H. Por supuesto, basta sustituir A por —h para intercambiar
los papeles de HT y H™.

Ademas, como es habitual denotaremos por hala parte homogénea de grado 1 de h
y por H := {# € R" : h(7) = 0} al hiperplano vectorial de direccion de H. De modo
més general si W C R"™ es un subespacio afin, denotamos por W el subespacio vectorial de
direccion de W.

Definiciones y Notaciones 1.4.1 (i) Se dice que un subconjunto X C R™ es un poliedro
convezo si se puede escribir como interseccion finita X := (;_, H;", donde cada H;" es un
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semiespacio cerrado; permitimos que esta familia de semiespacios sea vacia, en cuyo caso
K = R". La dimensiéon dim(X) de un poliedro convexo X es su dimension como variedad
topoloégica con borde, y coincide con su dimensién como subconjunto semialgebraico de
R™. Cuando es necesario especificar la dimensiéon k£ de un poliedro convexo diremos que es
un poliedro convezxo k-dimensional.

(ii) Sea X C R™ un poliedro convexo n-dimensional. Segtn [Be2, 12.1.5] existe una

familia unica {Hq, ..., Hy,} de hiperplanos afines de R™, que es vacia si y solo si X = R",
de cardinalidad minima entre todas aquéllas que satisfacen la igualdad KX = (", H, f . Esta
familia $ := {Hy,..., H,,} es, en particular, irredundante; nos referimos a ella como la

presentacion minima de K. Senso estricto, para determinar X a partir de $) necesitamos

conocer ademas un punto p € X \ U2, H; que nos permita elegir ecuaciones lineales h;
defi H; d d XKcH'P t 1 i i d

que definen H; de modo que X C H.". Por supuesto, en lo sucesivo siempre supondremos

que hemos elegido correctamente la ecuacién lineal h;.

Las facetas de K son las intersecciones F; := H; NK para 1 < i < m. El tnico poliedro
de R™ que no tiene facetas es el propio R". Cada faceta F; = HJ_ NNz, Hj’ es, a su vez, un

poliedro convexo contenido en Hj. También decimos que I, ..., Ty, son las (n — 1)-caras
de X. Por otra parte, denotaremos X; x = ﬂj £i H;r Obsérvese que X; x es un poliedro
convexo que, por la minimalidad de la familia {Hy,. .., H,,}, contiene estrictamente a X.

Ademaés, X = X; « N H;r

Para 0 < j < n — 2, definimos inductivamente las j-caras de K como las facetas de
las (7 + 1)-caras de X, que son de nuevo poliedros convexos. En particular, las O-caras son
los vértices de X y las 1-caras son las aristas de X; obsérvese que si K tiene un vértice
entonces m > n (véase |Be2, 12.1.8-9]). En general, denotamos por € una cara de X que
no es necesariamente una faceta, para distinguirla de las facetas F1,...,JF,, del poliedro
X, y el subespacio afin generado por € se denota habitualmente por W para distinguirlo
de los hiperplanos Hy, ..., Hy, generados por las facetas F1,..., 5, de K.

(iii) Sea € un poliedro convexo k-dimensional o una de sus j-caras. Entonces € es una
variedad topologica con borde, cuyo interior Int, € es la mayor variedad topologica sin
borde contenida en €. Notese que Inty, € coincide con el interior Int(€) de € en R" si y so6lo
si dim(&€) = n. El borde de € es € = & \ Inty €; en particular, si € s6lo contiene un punto,
Int, E =€y 0 = .

Dado un hiperplano H C R" se tiene 0HT = H = 9H . Si X C R" es un poliedro
convexo, un hiperplano de soporte de X es un hiperplano H de R™ que corta a K y cumple
que X C HT 0 X C H~. Veremos en el Lema 1.4.3 que la interseccién de un poliedro X con
uno de sus hiperplanos de soporte es una cara de X. En el Capitulo III comprobaremos
que los hiperplanos de soporte juegan un papel importante para comprender mejor el
comportamiento “en el infinito” de un poliedro convexo no acotado.

(iv) Recordamos ademéas que si KX C R™ es un poliedro convexo acotado, entonces K
coincide con la clausura convexa del conjunto formado por sus vértices, es decir, si p1, ..., pr
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son los vértices de K, entonces

K:{iuipi: wi>0& zr:,uizl}.
i=1 i=1

En el Lema 1.4.20, recordaremos una caracterizacién similar para poliedros no acotados que
involucra, como es de esperar, los vértices y vectores directores de las aristas no acotadas.

(v) Un tipo particular de poliedros convexos son los conos (acotados o no). El cono
acotado de vértice p y base el poliedro convero acotado P C R™ es el conjunto

Ci={Ap+(1=XNg: geP, 0<A<1}

(véase [RS, Ch.1|). Por otra parte, dados un punto p € R™ y vectores ¢1,...,0, € R”
se define el cono (no acotado) de vértice p generado por los vectores {1, ...,0,} como el
conjunto C:={p+ > ;_; \i¥; : A\; > 0}.

(vi) Un caso particular de conos acotados y no acotados son los segmentos y las
semirrectas, respectivamente. En lo sucesivo, dados dos puntos p,q € R"™ denotaremos
g :={Ap+ (1 —=XNg: 0<X<1} el segmento cerrado que une p con q. Por otra parte,
dados un punto p € R™ y un vector v € R", denotamos pt' := {p+ A : XA > 0} la semirrecta
cerrada o rayo de extremo p y direccion v. La frontera del segmento & := pg como variedad
topologica con borde es € = {p,q} y su interior es Int, & = € \ {p, ¢}, mientras que la
frontera de la semirrecta 8§ := p#’ como variedad topologica con borde es 98 = {p} y su
interior es Int, 8 = 8\ {p}.

(i) Si K C R™ C RP" es un poliedro convexo, denotaremos K := Clgpn (X) y Koo :=
K NHx(R), donde Hoo(R) :={(z¢p : ... : zp) € RP": x5 = 0} es el hiperplano de infinito
del espacio proyectivo RP"™.

Las aplicaciones afines f : R™ — R son aquellas aplicaciones que preservan las combi-
naciones afines de puntos, es decir, dados puntos p1,...,p, € R" y escalares A\1,..., A € R
tales que Y ;_; A; = 1 se cumple que f(D> ;_; A\ipi) = >y Aif(pi). En particular, las apli-
caciones afines son aplicaciones polinémicas que preservan la convexidad, y por tanto trans-
forman poliedros convexos en poliedros convexos. Dada una aplicacion afin f : R™ — R™
denotaremos por f : R™ — R™ la aplicacion lineal asociada a f (que por supuesto coincide
con su derivada).

A lo largo de estda Memoria utilizaremos frecuentemente proyecciones afines p : R* —
R™ sobre un subespacio afin W en la direcciéon de un subespacio vectorial 1% (tales que
WaeV = R™), y biyecciones afines del espacio R", a las que nos referiremos como cambios
afines de coordenadas. Dos subconjuntos X e Y de R" se dicen afinmente equivalentes si
existe un cambio afin de coordenadas f : R™ — R™ tal que f(X) =Y’; como es natural, en
todos los enunciados y demostraciones relativas a poliedros convexos podremos reemplazar
uno de estos conjuntos por otro afinmente equivalente.
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El siguiente resultado representa el borde y el interior de un poliedro en términos de
su presentaciéon minima.

Lema 1.4.2 Sean KX C R™ un poliedro convexo n-dimensional, {Hy, ..., Hy,} la presenta-
cion minima de K y {F1,...,Fn} el conjunto de sus facetas. Entonces 0K = |J;~, F; e
Int(K) = N2, (H; \ H;).

Demostracion. En virtud de [Be2, 12.1.5], 0K = U2, Fi = U;~, (X N H;) y, por tanto,

m

Int(K) = K\ 0K = Jc\U (KNH)=(H} ﬁR”\H :ﬁ(Hj\Hi),

=1 J=1

como queriamos demostrar. U

Lema 1.4.3 Sean X C R™ un poliedro convexo n-dimensional y H C R™ un hiperplano tal
que X C HY. Entonces KN H = 0K N H, y esta interseccion es el conjunto vacio o una
cara de XK.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la dimension n de XK. Si n = dim(X) =1
podemos asumir que H* = {z > 0} C R; luego, o bien X C {x > 0} yasi KN H = &, o
bien X N H = {0}, que es una cara de X. Supongamos probado el resultado para poliedros
con dimensién menor que n, y sea X C R™ un poliedro convexo n-dimensional. Como
X C H* tenemos Int(X) C Int(H™), y por tanto X N H C 9K, luego KN H = 0K N H.
Sean F1, ..., T, las facetas de K. Por 1.4.2, 0K = ", Fs, y

m
KNH=0XKNH=|J(F;nNH).

i=1
Tras reordenar los indices 1 < ¢ < m, podemos suponer que dim(F; N H) > dim(F; N H)
para cada 2 < j < m; de aqui que dim(K N H) = dim(F; N H) = d < n — 1. Observamos
que XNH = F NH. En efecto, como F1NH C KN H son poliedros de la misma dimensiéon
generan el mismo subespacio afin W. Dicho subespacio esta contenido en el hiperplano H;
de R™ generado por F;. Por tanto, F1 "N H=KXKNH NH=XNH.

Distinguimos dos posibilidades: o bien H = H; y 31 =XKNH; =XNH, o bien HN H;
es un hiperplano de H; y F1 = XN H; C HT™ N Hy. En el primer caso X N H = J es una
cara de K y en el segundo, y al ser dim(F;) = n — 1, se sigue de la hipétesis de induccion
que

KNH=FNH=FNHNH)=2 o E=FNHNH)=FINH=KNH

es una cara de Fp, luego de K, como queriamos demostrar. O
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Corolario I.4.4 Sean X C R™ un poliedro convexo y H un hiperplano de R™. Entonces,
H es un hiperplano de soporte de K si y sdlo si @ #= KN H C XK.

Demostracion. En primer lugar, observamos que podemos suponer para el resto de la
prueba que X es n-dimensional. Ahora, como consecuencia del Lema 1.4.3, se cumple que
si H es un hiperplano de soporte de X, entonces @ # X N H C 9X.

Reciprocamente, supongamos que @ # XNH C K. ComodimX =nydim H =n—1,
podemos suponer que existe p € HT N Int(X). Veamos ahora que X N H~ C 9X. En
caso contrario, existe un punto ¢ € H~ N Int(K). Como Int(X) es convexo, se cumple
que pg C Int(X). Por otro lado, como p € HY y q € H™~, entonces existe un pun-
tob € HNpg C HNInt(K); lo que contradice la inclusion 0K > H N K. Por tanto,
Int(X) C H' y como H es cerrado, tenemos que X = Cl(Int(X)) C HT, luego H es un
hiperplano de soporte de X (usando también la hipotesis X N H # @). O

Corolario I.4.5 Sean X C R™ un poliedro convexo y € una cara de X. Entonces existe
un hiperplano H de soporte de K tal que XN H = €.

Demostracion. Sea {Hy, ..., H,} la presentaciéon minima de X y supongamos, tras reor-
denar los indices si fuera necesario, que Hi, ..., H, son los hiperplanos de la presentacion
minima de X que contienen a €. Escribimos H; := {h; = 0} para polinomios h; € R[x] de
grado 1 tales que X C H;" = {h; > 0} y consideramos el polinomio h := hy+---+h, € R[x]
de grado 1, que cumple que X C {h >0} y

ECKN{h=0y=KN{h >0,....h >0,h =0 =KN{h1 =0,..., h =0} = E.

Por el Corolario 1.4.4, deducimos que H := {h = 0} es un hiperplano de soporte de X.
O

Corolario I.4.6 Sean X C R™ un poliedro convexo de dimension n > 2 y p un punto de
K. Entonces, p es un vértice de K si y sdlo si existe un hiperplano H (de soporte) de R™
tal que X N H = {p}.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que p es un vértice de K. Como consecuencia
del Corolario 1.4.5 existe un hiperplano H (de soporte) de R™ tal que X N H = {p}. Re-
ciprocamente, supongamos que existe un hiperplano H con X N H = {p}. En particular,
p € 0K y por el Corolario 1.4.4 H es un hiperplano de soporte de K. Ahora por el Lema
1.4.3, {p} = KN H es una cara de X y asi p es un vértice de X. O
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1.4.b. Poligonos. Como es habitual denominamos poligonos convexos a los poliedros
convexos de dimensién 2 contenidos en R%. Como estamos suponiendo que dim(X) = 2, el
interior Int, X y la frontera 0K de X como variedad topologica con borde coinciden, respec-
tivamente, con su interior y frontera como subconjunto de R?. Veamos algunas propiedades
bésicas de los poligonos que nos serdn de utilidad mas adelante.

Lema 1.4.7 Sea P C R? un poligono convexo. Entonces se satisface una de las siguientes
condiciones, que son excluyentes dos a dos:

(i) P es un poligono acotado cuyo borde es semialgebraicamente homeomorfo a una cir-
cunferencia.

(ii) P es un semiplano cerrado con una sola arista, que es una recta.

(iii) P es afinmente equivalente a [0,1] xR y tiene exactamente dos aristas, que son rectas
paralelas. En este caso diremos que P es una banda.

(iv) El borde 0P de P es semialgebraicamente homeomorfo a R y P tiene exactamente dos
aristas no acotadas. En particular, OP contiene al menos un vértice.

Demostracion. La demostracion de este resultado se sigue fundamentalmente de [Bel,
11.3.4-8|. Si P no es acotado su borde es homeomorfo a {—1,1} x R o a R; el primer caso
se da, exactamente, cuando P es una banda. Suponemos ahora que P no es acotado y no
satisface ni (i) ni (iii), y escribimos P = (%, H;" con m > 2. Entonces, el borde de P
es semialgebraicamente homeomorfo a R y este borde contiene exactamente dos aristas no
acotadas, con lo que se cumple (iv). O

El resultado anterior nos permite describir los poligonos convexos con uno o mas vértices
del modo siguiente.

(i) Si el poligono X es acotado y v1, ..., v, son sus vértices consecutivos, entonces escri-
bimos X := [v1,...,vy]. En este caso las aristas del poligono son 103,. . . ,Un—10m,
Um 1.

(ii) Si el poligono K no esta acotado, sus vértices consecutivos son vi,...,Uy,—1 y Sus
aristas no acotadas son las semirrectas v14 y v,,_1W, entonces las n aristas de X son
V1U, V102, -+, Um—2Um—1 Y Um—1W, y denotamos X := [&,v1, ..., Up_1,d].

Si un poligono K C R? es interseccion de 2 semiplanos esenciales, se dan dos posibilidades
en funcién de su posicién relativa:

(i) Un dngulo es un poligono convexo en R? cuya frontera es la unién de dos semirrectas
cerradas que comparten el origen.
(i) Una banda es un poligono convexo en R? cuya frontera es la uniéon de dos rectas

paralelas.

Otro ejemplo de poligono que desempefiaréa un papel importante en nuestra discusion es el
siguiente:
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(iii) Una semibanda es un poligono convexo en R? afinmente equivalente al conjunto

{(z,y) eR*: >0, -1 <y<1}.

l.L4.c. Cono director de un poliedro convexo. A los poliedros convexos les pode-
mos asociar conjuntos denominados conos directores que seran de utilidad mas adelante.
Presentamos a continuacién su definiciéon y propiedades béasicas.

Definicion 1.4.8 Sean KX C R™ un poliedro convexo y p € XK. Definimos el cono director
de X en el punto p como Q_fp(iK) = {U € R" : pv C X}. Denotaremos Cony(X) el cono
p+ ép(fK), que coincide con la uniéon de todas las semirrectas cerradas de R™ contenidas
en X que tienen a p como extremo, o con {p} si K no contiene ninguna semirrecta.

De la definiciéon 1.4.8 se deducen directamente los resultados siguientes:

Lema 1.4.9 Sean X C R™ un poliedro convexo no acotado y p € K. Se cumple que:
(i) Si v e (’?p(IK) y A >0, entonces \U € (;fp(iK).
(il) Si v,w € Q_fp(x) yAER con 0 <\ <1, entonces \v+ (1 — N\ € ép(iK).

Demostracion. Unicamente la afirmacion (i) requiere algiin comentario. Tenemos que pro-
bar que si 0 < A < 1 entonces p(AT+ (1 — A\)w) C K. En efecto, sea x € p(A7+ (1 — \)w),
esto es, existe u > 0 tal que x = p + u(AT + (1 — A)w). Como p¥, p C K tanto p + pvf
como p + pw pertenecen al conjunto convexo X, y deducimos que:

z=p+ pu\+ (1 = N@) = Ap + po) + (1 — A)(p + pw) € X,

como queriamos demostrar. O

El resultado anterior justifica el nombre de cono que reciben ép(fK) y Con,(X). Com-
probemos a continuacién que el cono director de un poliedro convexo K no depende del
punto elegido para calcularlo:

Lema 1.4.10 Sea X C R"™ un poliedro convezro. Entonces, ép(fK) = éq(K) para cuales-
quiera p,q € K.

Demostracion. Basta comprobar que, dado ¥ € @,,(JC), se cumple que qv C K. Podemos
suponer que g € pv U p(—v) porque en caso contrario, al ser K convexo, la comprobacion
de la inclusiéon qv C X es inmediata.

Sean z € qU \ {¢} y © > 0 tales que x — ¢ = pv. Elegimos una sucesion de puntos
{yk }ken C pU\ {p} de modo que la sucesion {||yx — p||}nen tiende a +o00. Para cada k € N
sea pr > 0 tal que yp —p = pr¥ = Ap(z — q), donde A\ := pi/pu > 0. Notese que la sucesion
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{M = llye — pll/llz — qll}ken también tiende a +oo. Como ¢,yr € K y este conjunto es
convexo, cada segmento Gy estd contenido en K. Ahora bien, como yr = p + Ap(z — q)
tenemos

2 = (Hl)\k>p+ <1 ikAk>x = <1ik>\k>Q+ <1+1/\k>yk € qyr C X,

y como K es un subconjunto cerrado de R™ concluimos que

A 1
=t (57 ()l = €x,
P T ) TR )P e = R ke
y con esto hemos terminado la prueba. O

A la vista del lema anterior definimos:

Definicién y Observaciones 1.4.11 (1) El cono director de un poliedro convexo X C
R™, que denotamos €(X), es el cono director de X en cualquiera de sus puntos; obviamente,

Con,(X) = p + €(X) para cada p € X.

(2) Dados dos poliedros convexos K; C Ks se cumple que €(X;) C €(K).

(3) Se comprueba directamente que si el poliedro convexo K := (\;_; H, :r no es vacio,
entonces €(X) := (_, C(H;") = N, ;" En consecuencia, si {K, . > , K} son poliedros
convexos cuya interseccion X := (;_; K; es no vacia, debemos tener €(X) := (;_; €(X;)

Lema 1.4.12 Sea X C R™ un poliedro convexo. Entonces, é(fK) = {0} si y solo st K es
un poliedro acotado.

Demostracion. Demostraremos el resultado anterior por induccién sobre la dimensién d de
X. Sid =1 el resultado es inmediato pues los tinicos poliedros convexos de dimensién 1 son
los segmentos, las semirrectas y las rectas. Supongamos el resultado cierto para dimension
d—1y veamos que también es cierto para dimensién d. Si K es un poliedro acotado entonces
¢(X) = {0}, asf que supondremos que €(X) = {0} y que X no es acotado. Fijamos un pun-
top € Ky para cada entero k > 0 elegimos y, € K\ B,,(p, k); denotamos v := y—p. Como
¢ (X) = {0}, cada semirrecta pv no esta contenida en X y por tanto corta a 0K en un pun-
to zk € 0K\ Bp(p, k). Como 9K es una union finita de facetas F; de K, podemos suponer
que z € F1\ B, (p, k) para cada k > 1y asi F1 es un poliedro no acotado. Por hipotesis de
induccion {0} # €(F1) € €(XK) = {0}, que es una contradiccion; por tanto, X es acotado.
O

.4.d. Poliedros degenerados y no degenerados. Un poliedro convexo de R" es
no degenerado si tiene al menos un vértice. En caso contrario, decimos que el poliedro es
degenerado. A continuacion presentamos algunas propiedades relacionadas con poliedros
convexos degenerados y no degenerados.
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Lema 1.4.13 Sea X C R"™ un poliedro convexo n-dimensional. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) X es degenerado.

(ii) K = R"™ o existe un poliedro convero no degenerado P C R % donde1 <k <n—1,
tal que, tras un cambio afin de coordenadas, K = RF x P.

(iii) X contiene una recta L.

(iv) Eriste una recta vectorial £ contenida en € (&) para cada cara & de K.

Demostracion. Comenzamos demostrando (i) = (ii) y supondremos que X # R". Sea
€ una cara de X de dimension minima. Al ser X un poliedro convexo degenerado no
tiene vértices, por lo que 1 < dim(€p) = k < n. Ademaés, &y no tiene facetas, pues en
caso contrario X tendria caras de dimension menor que dim(€p). En consecuencia, &y es
afinmente equivalente a R¥. Tras un cambio afin de coordenadas podemos suponer que

€= {Tps1=0,...,2, =0} =R" x {0}.

Sea {Hi,...,Hy} la presentacion minima de K y sea h; := aj1x1 + -+ + ainXpn + ajo € R[x]
un polinomio de grado uno tal que H;" = {h; > 0}. Como &) C X,

anyr + -+ aiyr + aio = hi(y,0) >0

para todo y € R¥. Asi, aj1 = 0,...,a;z = 0 para cada indice 1 < i < m, esto es, cada
hi == a; p+1Xk41 + - - + ainXp + ajp. De aqui que X = Rk x P, donde

Pi={z=(Zps1, s 2n) ER"F: h1(0,2) >0,..., hpn(0,2) > 0}

es un poliedro convexo de R™*. Notese que 0 es un vértice de P, por lo que P es no
degenerado.

Las implicaciones (ii) == (iii) y (iv) = (i) son inmediatas, asi que procedemos a
demostrar (iii) = (i). Observamos en primer lugar que ¢ C €(X) y para cada p € X
denotamos £, := p + 7. Sea {Hi,...,Hp} la presentacion minima de X. Entonces, cada
H; es paralelo a ¢; en caso contrario, H; N ¢ es un tunico punto, luego ¢ ¢ H;r, por lo que
¢ ¢ X, contradiccion. Asi, si F; := KN H; y p; € J5, se cumple que ¢,, C XN H; = TF;.
Ahora, dada una cara € de X existen, por [Be2, 12.1.9], facetas F1,...,Fs de K tales que
€ ==, Jj. Sea p € &; como £, C Fj para 1 < j < s, entonces lc Mi=1 &(F;) = €(&),
con lo que concluye la prueba. O

Lema 1.4.14 Sea n > 2 y sea K un poliedro convero no degenerado. Entonces R™ \ K es
COMETO.
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Demostracion. Fijamos dos puntos p, ¢ € R™\ X y consideramos un plano IT que pase por p
y q. Observamos que P := KX NII es vacio o un poliedro de dimensiéon < 2; ademads, en este
altimo caso P es no degenerado, porque en caso contrario, por el Lema [.4.13, K también
seria degenerado. Si P = &, el segmento pg C R™ \ K conecta p y ¢ y hemos terminado.
En caso contrario, basta demostrar, después de un cambio de coordenadas, que si P es un
poliedro convexo no degenerado de R?, podemos conectar los puntos p y g en R? \ P.

En efecto, si P tiene dimensién 1, entonces P es una semirrecta y R? \ P es conexo. A
continuacion, supongamos que P C R? tiene dimensién 2. Sea {¢1,...,4,} la presentacion
minimal de P. Consideramos la recta £ generada por p y ¢q. Si el segmento pg no interseca
P, conectamos p y ¢ en R?\ P usando el segmento pg. Por otro lado, si pgNP # @, podemos
suponer que p € Int, ¢; y ¢ € Int, £;,. Consideramos las rectas ¢} := p+ E[ yl =q+ Zm
que estan contenidas en R? \ P. Distinguimos dos casos:

(1) Si estas rectas no son paralelas, conectamos p y ¢ usando el conjunto conexo ¢} U ¢! .

(2) Si estas rectas son paralelas, podemos suponer, después de un cambio de coordenadas
y usando que X es no degenerado, que ¢} := {z1 = a}, {1 := {z1 = 0}, 4, := {z1 = 1}
y O, :={x1y =b}donde a < 0<1<by quely ={xs = 0}. Ahora, conectamos p y ¢
usando el conjunto conexo ¢} U {xg = -1} U/ .. O

Veamos a continuaciéon céomo es la estructura del cono director de un poliedro con-
vexo degenerado. Como acabamos de ver, salvo cambio afin de coordenadas, un poliedro
degenerado es un producto X := R* x P donde P C R™ es un poliedro no degenerado.

Corolario 1.4.15 Sean P C R™ un poliedro no degenerado y k > 1. Entonces E(Rk x P) =
R* x €(P).

Demostracion. Sean ¥ := (71,72) € €(R¥ x P) y p € P. Entonces para cada A > 0 se
cumple que (0,p) + Av1,v2) = (0 + Ay, p + ©») € R¥ x P, con lo que pily C P. Por tanto
7 € RF x &(?P). El reciproco es anélogo. O

l.4.e. Poliedros en posiciéon FU. A lo largo del desarrollo de las partes de esta
Memoria que involucran poliedros convexos no acotados serd conveniente encontrar una
forma de colocarlos en una posicion adecuada para facilitar su estudio. Una de ellas sera
la siguiente.

Definicién 1.4.16 Decimos que el poliedro convexo no degenerado y no acotado X C R"
esté en posicion FU (“facing upwards”) con respecto al hiperplano (vectorial y orientado) I
de R™ si existe un hiperplano (afin) II paralelo a I que corta a todas las aristas no acotadas
de X y tal que todos los vértices de K estan contenidos en el semiespacio abierto Int(I17).

Sea h € R[x] un polinomio (homogeneo) de grado uno que determina II y coherente con su
orientacion y definimos h := 0+ h. Decimos que la posicién FU con respecto a I es optima
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si el minimo de la funcion h|x se alcanza en un tnico punto p € X (que es necesariamente
un vértice de K); dicho punto sera denominado vértice minimo de K (con respecto a II).

Probaremos a continuaciéon que todo poliedro convexo no degenerado puede colocarse,
tras un cambio afin de coordenadas, en posiciéon FU éptima con respecto al hiperplano
IT:= {x, = 0}.

Lema 1.4.17 Sea X C R™ un poliedro convero no degenerado n-dimensional. Entonces,
mediante de un cambio afin de coordenadas, podemos colocar X en posicion FU dptima con
respecto a Il := {x, = 0} de modo que KX C {x, > 1}.

Demostracion. Sea {Hq, ..., H,,} la presentacion minima de K. Como X es no degenerado
entonces m > n. Tras un cambio afin de coordenadas podemos suponer, reordenando los
indices 1 < i < m en caso necesario, que (/_; H; = {0} es un vértice de X y H;” = {z; > 0}
para 1 < ¢ < n. En consecuencia,

Kc{z1>0,...,2, >0} C {1+ -+ 2z, >0} U{O}.

Ahora aplicamos un nuevo cambio afin de coordenadas que transforma el semiespacio
{z1+---+ 2, >0} en {h := z,, > 0} y mantiene fijo el vértice 0. Notese que h(0) < h(z)
para cada x € X \ {0}. Veamos que, después de este cambio afin de coordenadas, X esta
en posicion FU 6ptima con respecto al hiperplano (vectorial) II = {h := z,, = 0}.

En primer lugar, elegimos M > 0 tal que todos los vértices de X estan contenidos en

la bola abierta B, (0, M) y consideramos el hiperplano II := {x,, = M}; evidentemente,
todos los vértices de K estan contenidos en Int(II7).

Sea ahora A una arista no acotada de K. Como K es no degenerado existen un vértice
peEXyT:=(vi,...,v5) € €(K) tales que A = p¥ (véase el Lema 1.4.13). Observamos
que como p := (pi,...,pn) en un vértice de K, entonces p, < M. Como ¥ € (’?(UC), la
semirrecta 00 C K y como X \ {0} C {x,, > 0}, tenemos que v, > 0. Por tanto, existe
to > 0 tal que p, + tov, = M y esto significa que p + tov € ANIL.

Por tanto X esta en posicion FU 6ptima con respecto al hiperplano {x,, = 0}. Si aho-

ra trasladamos K mediante la traslacion de vector &, := (0,...,0,1), observamos que el
poliedro trasladado sigue en posicion FU 6ptima con respecto al hiperplano {z, = 0} y
KX {x, >1}. O

Fl siguiente resultado nos permite, entre otras cosas, reducir la prueba de algunas
proposiciones sobre poliedros convexos al caso de poliedros convexos acotados.

Lema 1.4.18 Sea X C R™ C RP"™ un poliedro convexo no degenerado y no acotado n-
dimensional en posicion FU éptima con respecto a 11 := {x, = 0} y que no corta al
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hiperplano Iy := {x, = 0}. Recordamos que X = Clgpn (X) y Koo := Clgpn (X) N Hoo(R)

y consideramos la homografia involutiva
¢ RP" - RP", (zo:@y:...:%Tp-1:Zp) > (Tp:&1:... 1 Tp_1: Tg),

cuya restriccion a R™ es la aplicacion racional

Fi=@lrn R s RY, (21,...,20) > (Y1s- s yn) i= (7 ).

Entonces,
(i) K =K UKo
(ii) K = Cl(f(KX)) = ¢(X) C R" = {yy # 0} es un poliedro convezo acotado (no
degenerado) y una de sus caras es & := p(K).

(i) f es regular en XK'\ & y satisface la igualdad f(X'\ &) = XK. Ademds, la restriccion
flaner : K'\ € —= K es un homeomorfismo birregular y f(Int(X')) = Int(X).

Demostracion. El apartado (i) es inmediato porque X es cerrado en R™. Para probar (ii),
en primer lugar demostramos que ¢(X) N Hoo(R) = @, es decir, que ¢(X) C R™. En caso
contrario, como X N1l = @, existe z := (0 : ¥) € K N Clgpn (I1y); observamos que ¥ :=
(v1,...,Up—1,0) € I1. Como K esta en posiciéon FU 6ptima con respecto a {z, = 0}, existe
un vértice p := (p1,...,pn) de K tal que p, < x, para todo = := (x1,...,2,) € K\ {p}.
Sea {zr}r C K\ {p} una sucesion que converge a z. Para cada k > 1 elegimos un vector
Uy, unitario y Ap > 0 tales que zi = p + Aptly. Ademaés, como los vectores i son unitarios,
podemos suponer que la sucesion {uy}r converge a un vector unitario #; como ademas
z € K, necesariamente limy_, o A\ = +00. Observamos que

ZkE(l:Zk):<)\1k:/€c+ﬁk)

que tiende a (0 : @) cuando k tiende a infinito. Por tanto, podemos suponer que 4 = ¥ =
(v1,...,0p-1,0) y z := (0 : @). Veamos ahora que la semirrecta pi C K. En efecto, sea
x € pu. Como « es unitario, entonces * = p + ||z — p||u. Sea kg > 1 tal que para cada
k > ko se cumple que Ay > ||z — p||; por tanto,

yr =p+llz —pllix €z = {p+tip: 0 <t <A} CK.

Como X es cerrado y
lim yp =p+ ||z —plli ==
k—o0

deducimos que x € K. Por consiguiente
{(p1 +tvr, .. Pt top_1,pn) 1 >0} =pi C K,

lo que contradice el hecho de que p, < x, para todo = := (z1,...,2,) € KX\ {p}.
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Hemos probado que (ﬁ(f]AC) N Hoo(R) = @; esto significa que qﬁ(ﬂ/%) C R™ es un conjunto
compacto (como consecuencia de que RP™ es compacto) y en particular es acotado.

Vamos a demostrar a continuacion que Cl(f(X)) = (b(UAC) Sea {Hi,...,H,} la pre-
sentacion minima de K. Escribimos H; := {h; = 0} donde h; € R[x] es un polinomio de
grado 1y h;. = xohi(x1/%0, .., %n/%X0); como siempre, X = I_, H;" = Ni_,{h: > 0}.

Consideramos h} := (hjxy 0 ¢)(1 :y1:...:yp—1:¥n). Como X N{x, =0} = & y teniendo
en cuenta las relaciones y, := 1/x, e y; := x;/x, parai =1,...,n — 1, deducimos que
_ 1 1 _ 1
h;(l e NP o :—) :h@*(— e X—”) = —hi(X1,...,Xn—1,%n)
Xn Xn Xn Xn  Xn Xn Xn Xn

y por tanto, usando que ¢ es una involucion,
$(30) = ([ =0} {yn >0} = CUF(K)) = ¢(X) = [{h} = 0} N {yn > 0}.
i=1 =1

Por tltimo, como X no es acotado, entonces Ko, = XN Heo(R) # @ y por tanto & :=
?(Koo) = d(K) N{y, = 0} es una cara de ¢(X).

(iii) Como
KN €& =K\ {yn = 0} = CI(f(X)) \ {yn = 0} = £(X),

entonces K = f(f(X)) = f(K'\ &), lo que prueba la primera parte. Observamos a continua-
cion que flgngr K"\ & — K es un homeomorfismo birregular cuya inversa es la restriccion
floc : K — K"\ €. Por tltimo, como f|gm\ fz,—0} : R" \ {zn = 0} — R™\ {y, = 0} es una
involucién regular,

Int(X') = Int(f(X)) = fInt(X)) = f(Int(X) = f(f(Int(X))) = Int(X),

como queriamos. [l

.4.f. Estructura del cono director de un poliedro convexo no degenerado.
Veamos a continuacién mas detalles acerca de la estructura del cono director de un poliedro
convexo no acotado y no degenerado (véase el Lema 1.4.13).

Proposicion 1.4.19 Sea X C R™ C RP™ un poliedro convero no degenerado y no acotado
en posicion FU con respecto al hiperplano I .= {z,, = 0} y que no corta al hiperplano
Iy := {z,, = 0}. Denotamos K = Clgpn (X) y Ko := Clgpn (K) N Hoo(R). Consideramos
la homografia involutiva

¢ RP" - RP", (xo:@y: - :Tpo1:Tp) = (Tp 21 Tp_1:T0).

Figamos p € X. Entonces,
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(i) ¢(Cony(XK)) U d(Kuo) es el cono cerrado Cypy de base 9(Koo) y vértice ¢(p); por tanto,
#(Cony (X)) = Cypy \ ¢(Koo). En particular, Cony(X) es un poliedro convero no acotado
para cada p € K.
(i) La proyeccion m, : RP" \ {p} — Ho(R) de centro {p} y base Hx(R), definida por
mp(xo : ) = (0: & — pxy), donde x := (x1,...,x,) cumple que

- my(Cony(X)) \ {p}) = X

= Cony(K) = (1,1 (Koo) N {zn — pn > 0}) U {p}; ¥

» 7, (Int, Cony(K)) = Inty Koo y mp((0Con, (X)) \ {p}) = 0K

Demostracion. En primer lugar, veamos que m,(p + é(fK)) = K para cada p € X. Sea
7€ €(X)\ {0} y para cada k > 1 definimos zj, := p + k¥ € pt C K. El punto ¢ := (0 :
U) € Hoo(R) es el limite en RP™ de la sucesion {zx }, luego

TP+ 0) = (0:7) = ¢ € KNHo(R) = Koo

Esto prueba que p(Con(X) \ {p}) C K Reciprocamente siqg:=(0:7) € K, el
segmento pg C K, luego p' C K y por tanto & € E(K)yq= mp(p+7) € mp(Con(K)\ {p}).

(i) Como Con,(X) =p + ¢(K) = Uﬁe@(ﬂc) pU tenemos

$(Cony(¥) = |J ¢ U d(P)$(0: 9) \ {¢(0: )} = Cyp) \ H(Kox)-
7ed(X

e€(X)

Como €4y es un poliedro convexo, por ser el cono de vértice ¢(p) y base ¢(K o), deducimos
que Cony(X) = ¢(Cy(p)) \ Koo es un poliedro convexo no acotado para cada p € K.

(ii) Ya hemos probado que m,(Cony (X)) = K. Como consecuencia de esto y de que
XK esta en posicion FU con respecto a {z,, = 0}, deducimos que

Cony(X) C (1, (Koo) N {xn — pn > 0}) U {p}

Para probar la otra inclusion, sea ¢ := (vy,...,v,) € R™ tal que m,(p + ¥) € Koo y vp, > 0.
Por tanto, existe @ := (w1, ..., w,) € €(K ) \ {0} tal que my(p + W) = my(p + ¥), es decir,
existe A # 0 tal que ¥ = Ad. Como &(X) C {zn > 0}, tenemos que w, > 0y A > 0. Esto
implica que 7 € €(X).

Solo nos falta por probar que 7, (Inty Con, (X)) = Inty Koo y m,((0Con, (X)) \ {p}) =
0K Como mpy(Cony(X) \ {p}) = Ko, basta comprobar que 7, (Int, Con, (X)) C Inty Koo
y mp((9Cony, (X)) \ {p}) € 0K o

En efecto, sea W el subespacio afin de R" generado por Cony(X); se cumple que

mp(Cony (X)) C Woo := Clgpn (W) N Ho (R).
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Como 7, es una aplicaciéon abierta por ser una proyeccion, e Int, Con,(X) coincide con el
interior en W de Con,(X), deducimos que 7, (Int, Con,(X)) es un subconjunto abierto de
W contenido en Ko ; por tanto, m,(Int, Con, (X)) C Inty Kuo.

Por altimo, sea z = p + ¥ € 0Con,(K) \ {p}; entonces pt' C dCon,(X). Esto implica

que ¢(pv) = ¢(p)P(mp(2)) \ {P(mp(2))} C 0Cgpy; como Cypy es el cono de base ?(Ks) vy
vértice ¢(p), deducimos que ¢(m,(2)) € 0p(Ko) = ¢(0K ), es decir, my(2) € 0Ko. De
este modo, m,((9Con, (X)) \ {p}) C 0Koo, como queriamos demostrar. O

Corolario 1.4.20 Sean X C R™ un poliedro no acotado y no degenerado, U := {p1,...,pr}
la coleccion de sus vértices, A1, ..., As sus aristas no acotadas y U; € €(K) \ {0} tales que
Aj es paralela a Uj para j =1,...,s (véase el Lema 1.4.13). Entonces,

(i) K= {2l papi + 351 NjT 0 Ajopa >0 & 370wy =1}
(i) €(K) = {3521 Nt 1 Ary..,As > 0},
(iii) K = Ko + €(K) donde Ko := {30_, pipi = Sor_pi = 1,1 > 0} es un poliedro

acotado.

Demostracion. En virtud del Lema 1.4.17 podemos suponer que X estd en posiciéon FU
optima con respecto a Il := {z, = 0} y que no corta al hiperplano Iy := {z,, = 0}.
Consideramos la homografia involutiva

¢ :RP" - RP", (zg:21: :&p1:Tp) > (Tp X1+ Tp_1: To)

Denotamos K := Clgpn (X) vy Ko := Clgpn(K) N Hoo(R). Como consecuencia del Lema
1.4.18, se cumple que X' := QS(UAC) es un poliedro convexo acotado no degenerado y una de
sus caras es &' := ¢(K ). Observamos que los vértices de & son las imagenes por ¢ de las
intersecciones de las aristas no acotadas de X con Ko, es decir, los puntos ¢(0 : 7;) con
j=1,...,s. Por tanto los vértices de X’ son

y como X’ es un poliedro convexo y acotado, coincide con la clausura convexa del conjunto
de sus vértices. De este modo, usando que ¢(X) = X'\ &', deducimos que

K = {Zaﬂs(l L pi) +Zﬁj¢(0 (U)o, B > O,Zai+25j - 1}’
i=1 j=1 1 o
S 20 )
j:l j:1

P(K) = {Zaz‘¢(1 P+ D Bie(0: ) B >0, Y ity Bi=1, ai> 0}-
=1 j=1 =1 J=1 =1
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Observamos que, para los puntos de ¢(X),
Zalgzb(l pi) + Zﬁjd)(o : U]) = Zai(pi 1)+ ZBJ(UJ :0)
i=1 j=1 i=1 j=1

r s r
= (Zaipi +Z,Bj27j H Zaz)
i=1 j=1

i=1

y por tanto, si escribimos p; :=a; /(> ;_; ) v Aj == 5;/(>_i_; @) deducimos que

P(X) = {(iﬂipi+i)\j5j : 1) DA >0 & imzl}
=1

i=1 =1

con lo que se satisface (i).

Por otra parte, como

deducimos de la Proposicion 1.4.19(ii) que €(X) = {2251 AT+ A, As > 0}, o que
prueba (ii).

Finalmente, el apartado (iii) es consecuencia de los apartados (i) y (ii). O

A continuacién, veamos que si el cono director de un poliedro convexo X C R"™ tiene
dimensiéon n, entonces cualquier recta paralela a un vector del interior de dicho cono corta
a Int(X) en una semirrecta.

Lema 1.4.21 Sean K C R™ un poliedro convero n-dimensional no acotado que cumple

— —

dim(€(K)) =n y v € Int(€(KX)). Se cumple que:

i) Para cada p € a interseccion pv N K es una semirrecta p1v C ademds

i) P da p € R" la int ion pt N K irrecta p10 C K y ademd
P10\ {p1} C Int(X).

(i1) Si K es no degenerado y estd en posicion FU con respecto a un hz’perplgno I Y
F C R™ es un conjunto finito, entonces existe un hiperplano II' paralelo a 11 tal que
pu N (KNI es un punto para cada p € §.

Demostracion. (i) Probaremos en primer lugar que para cada p € R™ la interseccion pgNXK
es una semirrecta. Si p € X la interseccion py N K = pv es una semirrecta y no hay nada
que probar. Supongamos pues que p € K. Si n = 1 el poliedro X es una semirrecta y
el enunciado se cumple trivialmente. Suponemos por tanto que n > 2y p € R" \ K, y
argumentamos por reduccién al absurdo. Como n > 2 existe un punto y € X que no
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pertenece a la recta £ que pasa por p y p+ ¢. Como ¢ € Q_f(ﬂ() se tiene yv C X y, como
y & ¢, existe un unico plano m C R™ que contiene a los puntos y, py p + .

Como ¥ € Int(€ (X)) existe € > 0 de modo que el vector @ := T+ e(p — y) € €(K), y
por tanto, yu C K. Observamos que las semirrectas yuw y pt' se cortan en el punto
1., 1, 1.
z2i=p+ —U=y+-(U+elp—y)=y+-wek
€ € €
Puesto que v € Q_f(ﬂ{), la semirrecta zt' C K y asi el conjunto convexo pt'N XK contiene a la
semirrecta z¥, con lo que es también una semirrecta.

Escribimos pt N K = p1¥ y veamos ahora que p1v'\ {p1} C Int(X). Sea {Hy,...,Hp}
la presentacion minimal de K. Como p1¥ C K, para cada i = 1,...,m se da una de las
tres situaciones siguientes: (1) p10 C H;, (2) pio N H; = @ o (3) piv N H; = {p1}. Si la
situacion (1) no se da para ningin 4 tendremos que

mo\ {p1} € K\ U H; = Int(X),

luego p19\ {p1} C Int(X). Por contra, si p1¥ C H; para algin i, se cumple que p1¥ C
F;:= H; N XK, y usando el Lema 1.4.19 deducimos que ¢ € €(F;) C 9€(X), contra nuestra
hipotesis. Por tanto, p10'\ {p1} C Int(X).

(i) Escribimos Ii:= {H =0} y sea II := {h = 0} un hiperplano paralelo a II que corta
a todas las aristas Ai,...,As no acotadas de K y tal que todos los vértices de K estan
todos contenidos en Int(IT™). Escribimos A; := ¢;¥; donde ¢; es un vértice de X, el vector
T € €(K) y by :=qi+7 € parai=1,.... s Como 0= h(b;) = h(q;)+h(T) y h(g;) <0,
deducimos que (%) = —h(g;) > 0. Por el Lema 1.4.20 existen A; > 0 y no todos nulos
tales que U =) _;_; \;i¥;; por tanto,

=1 =1

Por el apartado anterior, para cada pE § existe un punto p’ € X tal que pt N XK = p'v.
Elegimos II' = {i’ = 0} paralelo a II tal que p/ € Int(H’ ) para cada p € §. Veamos que
pv N (XKNT') # @ para cada p € §. En efecto, como B = h se cumple que h( ) > 0.
Fijamos p € §; como h'(p’) < 0, deducimos que existe t > 0 tal que h'(p’ + tv) = 0 y por
tanto p' +tv € p'v NI’ = pvN (K NIT'); ademés, como p'v es una semirrecta y p’ & I, la
interseccion p'o NI = poN (K NII') # & se reduce a un punto. O

l.4.g. Sobre secciones y proyecciones de un poliedro convexo. A continuacion,
estudiamos algunas propiedades fundamentales de las secciones de un poliedro convexo no
acotado y no degenerado.
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Lema 1.4.22 Sea K C R™ un poliedro convero n-dimensional, no degenerado y no acotado
y sea o= {ﬁ = 0} un hiperplano vectorial orientado. Sean Aq,...,As las aristas no
acotadas de X, ordenadas de modo que las k primeras (donde 0 < k < s) no son paralelas
ol y las s — k restantes son pamlelas a H para cada © = 1,...,s escribimos A; := ¢;U;
donde q; es un vértice de K y v; € @(.’K) para i =1,...,s. Sea H un hiperplano paralelo
a1l que corta a Ay,...,Ar y tal que todos los vértices de K y las aristas no acotadas
Agi1,...,As estan contenidas en Int(I17). Sean ademds II' C IIT un hiperplano paralelo
all, $:={H,...,Hy} la presentacion minima de K y 1 := {H;,, ..., H; } la coleccion
de los hiperplanos de la familia $ que contienen a alguna de las aristas Aq,...,Ar. Se
cumple que:

(i) La interseccion A; NII'" es una semirrecta cuyo borde es A; NI parai=1,... k.

(i) P:=KNI' # @ siy solo sik>1.
(iii) Si P" # @, entonces P’ es un poliedro convero cuyos vértices son las intersecciones de
IT" con las aristas no acotadas de X y cuyo cono director es C(P') = {3°5_; 1 \jTj :

Aj > 0}.
(iv) El cono director (KX NII'") = € := {3 25=k 1 AU ¢ Aj = 0} y todas las caras
acotadas de K y las aristas Agiq,...,As estdn contenidas en K N Int(I1'7).

(v) II' corta a todas las caras no acotadas de X que contienen a alguna de las aristas
A1, ..., Ar y sdlo a esas caras.

(vi) Si P # @, la presentacion minima de P dentro de II' es {H;, N1I',..., H;, N 1I'}.
En particular, las facetas de P" son H;, NP para £ =1,...,t,
(vil) Si P # @, entonces KNI =P/ + (’:(iK) =P+ {Z§:1 AU 0 A >0}

Demostracion. (i) Por hipotesis el vértice g; € Int(I17), es decir, h(g;) < 0y como IINA; #
@, deducimos que h(%;) > 0, y por tanto A; NIT' * es una semirrecta, cuyo borde es II'NA;.
(i) Si k > 1 entonces P := KNII' D A1 NIT" # @. Reciprocamente, si k = 0, denotamos

P1,- .., Py los vértices de K. Por el Lema 1.4.20, tenemos que
'
X = {Zulpl—i_Z)\v]: Nu)‘ >0, Zﬂz—l}
=1 =1
y este tltimo conjunto esta contenido en Int(II'") porque p1, ..., p, € Int(II'") y las aristas

Aj:=¢q;jv; C Int(II") para j =1,...,s. Por tanto P = X NII' =

(iii) y (iv) Asumimos que P es no vacio con lo que es claro que es un poliedro convexo.
Sea p un vértice de P’; veamos que p € K. En caso contrario, p € Int(X) y existe un
e > 0 tal que B, (p,e) C K y por tanto, B, (p,e) NII' C P, lo que significa que p € Int, P,
contradicciéon. Por consiguiente p € 9K y elegimos la cara & de X de menor dimensiéon
de entre las que contienen a p; entonces, p € Int, €&. Como todos los vértices de X estan
contenidos en Int(IT7) y II" C II", deducimos que la dimension de & es > 1. Sean W
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el subespacio afin generado por € y & > 0 tal que B,(p,e’) N W C &. Como I es un
hiperplano deducimos que dimW — 1 < dim(W NII') < dim W. Como B, (p,e)NW C &,

Bop,e)ynWnI' céEN' =EnP P,

y por tanto, como p es un vértice de P’ necesariamente WNII' = {p} (pues si no tendriamos
una cara de P’ que atraviesa el vértice), con lo que 0 < dimW — 1 < dim(W N1II') = 0.
Asi, € := A; es una arista (no acotada) de X que corta a II' en un tnico punto, lo que
significa que A; no es paralela I1.

Reciprocamente, si A; es una arista no acotada de X no paralela a I entonces la
interseccion Aj; NII' = {p}. Por otra parte, sea H un hiperplano de soporte de X tal que
X NH = A, (véase el Corolario 1.4.5). La interseccion P’ N H = A; N1II = {p}, y por el
Corolario 1.4.6 p es un vértice de P’. Esto completa la parte de la demostracién relativa a
determinar cuéles son los vértices de .

Observamos ahora que si € es una cara acotada de X, entonces € coincide con la
clausura convexa de sus vértices, que son también vértices de X los cuales estan contenidos
en el semiespacio abierto Int(II7) C Int(II'"); por tanto, & C II'". Ademas, por hipotesis
A; CII'” paraj=k+1,...,s.

Para terminar la prueba de los apartados (iii) y (iv) solo nos falta por comprobar las
igualdades

@) =&xnm) =e={ Z N+ Ay 20},
j=k+1

En efecto, sea h := h+ a € R[x] una ecuacion de grado 1 de II, tal que II'T := {h > 0}; en
particular IT" := {h’ := h+b = 0} para cierto b > 0. No6tese, como consecuencia de (i), que

>

(L4.1)

Uy

(@) >0 parai=1,...,k,
=0 parai=k+1,...,s.

Sea 7 € €(K NII'"); entonces 7 € €(K) \ {0} y existe p € KNI~ tal que pt ¢ KNI~
y por tanto h(%) < 0. Por el Lema 1.4.20, €(X) = {3>27_; A\;v;j : A; > 0}. En particular,

existen ¢; > 0 tales que ¥ = ijl ¢;V; y, como ﬁ(v_j) =0 paraj=k+1,...,s puesto que
Uj € I para dichos j,

s

s k
0> h(7) = E(ZQ@') = GhT) = Gh(@).

Jj=1 J=1 J=1

Pero l_i(ﬁ'j) >0 para j=1,...,kycada ¢ > 0; asi que u; = 0 para j = 1,...,k, lo que
significa que ¥ € €. Por tanto,

KNI ) cCc X)) NI =&KNI) =) ce&(KnIr).
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Observamos que si P’ = &, entonces se demuestra analogamente usando que
Cc(K)NEI ) =&XKNII).

(v) Sea &€ una cara de K. Si € esta acotada ya hemos visto que & C Int(II'") y no
corta a II'. Por tanto supondremos que € no es acotada; como X es no degenerado, & es
no degenerado y en particular € tiene algunas aristas no acotadas, que son también aristas
(no acotadas) de XK. Si alguna de las aristas anteriores es A; para i = 1,...,k entonces
ENII > A; NIl # @. Supongamos ahora que todas las aristas no acotadas de & se
encuentran entre las aristas Agy1,...,As v sean py,...,pr los vértices de K; los vértices
de € se encontraran entre los anteriores pues son vértices de XK. Asi, por el Lema 1.4.20,
deducimos que

EC{ZNipi‘l- Z )\j??ji Mia>\j20, Zﬂi:1}7
=1 =1

j=h+1

y este conjunto esta contenido en Int(II'") ya que p1,...,p, € Int(I'") y Oky1,...,0s € .
Por tanto ENII' = &.

(vi) En primer lugar, afirmamos que el hiperplano II' corta al interior de X. En caso
contrario @ # P’ C 9K y, por el Corolario 1.4.4, deducimos que II' es un hiperplano de
soporte de X. Por consiguiente, P’ es por el Lema 1.4.3 una cara de X; ademas por el
apartado (iii), €(P) = {2 25=k+1AjTj = Aj > 0}. Pero esto contradice el hecho de que IT'
solo corta a las caras de X que contiene a una de las aristas A1, ..., Aj. Por tanto, II' corta
al interior de X y asi, la dimension de P’ es n — 1.

Ademas, por [Be2, 12.1.7] las facetas de P’ son aquellas intersecciones de las facetas
de X con II' que tienen dimensiéon n — 2. Recordamos que las facetas F de X que no
contienen a una de las aristas Aq, ..., A no cortan a II’; luego estas facetas no dan lugar
a facetas de P’. Veamos que, por el contrario, para cada £ = 1,...,t la interseccion de
I con ¥, := H;, N K tiene dimension n — 2. Para ello, basta demostrar que II' corta al
interior de F;,. En caso contrario, F;, N II' C 0F;, C 9K y como II' corta y solo corta a
las caras de X que contienen a una de las aristas Aq,...,Ar, deducimos del Lema 1.4.3
y del Corolario 1.4.4, que JF;, N II' es una cara de X (y por tanto de F;,) que contiene a
una de las aristas Aj, ..., Ai. Pero esto es imposible porque F;, NII' ¢ X NII' = P y
&(P) = {2 25=k11AjU; 1 Aj > 0}. Se sigue de aqui que H;, NP" = F;, N1I" tiene dimension
n — 2y es una faceta de P’ para £ =1,... .

Veamos que si j # £ entonces las facetas H;, NP y H; o NP’ son diferentes. En caso de ser
iguales, la interseccion H;, NP = H;,NH;, NP’ tiene dimension n—2 y esta contenida en el
subespacio afin H;, N H;, que también tiene dimension n — 2. De este modo, H;, N Prc1rr
genera H;, N H;,, y por consiguiente H;, N H;, C II'. Como II' s6lo corta a la caras de X
que contienen a una de las aristas A, ..., Ay, deducimos que H;, N H;, NX contiene a una
de esas aristas. Pero como

H;,NH;, NX = H;, N H;,, N

Z/
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es una faceta del poliedro convexo P y €(P') = {325kt AU ¢ Aj > 0}, llegamos a

contradiccion. Por tanto, las facetas (diferentes) de P’ son H;, NP para ¢ = 1,...,t.
Ademas, como F;, genera el subespacio afin H;, NI, deducimos del Lema 1.4.2 que {H;, N
IT',...,H;, NI’} es la presentacion minimal del poliedro convexo P dentro de IT'.

(vii) Si P # @, los vértices del poliedro convexo no degenerado K N II'" son las
intersecciones de II' con las aristas Aq, ..., Ax de XK. Por tanto el cierre convexo del conjunto
formado por dichos vértices esta contenido en P’ y como consecuencia del Lema 1.4.20 (iii),
KNI =P + (KNI, Ademas, como consecuencia de la ecuacion (I1.4.1) y del Lema
[.4.20, deducimos que

) = { >N A =0} c &N c EX).
j=1

Como ademas €(P') = {325=k1 Aj¥; = Aj > 0} deducimos que
KNI =P + (KNI =P + &(K)

T+ Ay 20}

k
=1

—?’+€(?’)+{i>\ﬂji AJZO}:?”F{
j=1

J

con lo que concluye la demostracién. O

Observacion 1.4.23 Si k = s en el Lema anterior 1.4.22, entonces X est& en posicion FU
con respecto a Il y se cumple que:
(i) La interseccion A; NIT T en una semirrecta cuyo borde es A; NII' parai=1,...,s.

(ii) El poliedro convexo P" := KNII' # & esta acotado y sus vértices son las intersecciones
de IT' con las aristas no acotadas de X,

(iii) El poliedro X NII'" esta acotado y todas las caras acotadas de K estan contenidas
en K N Int(I'7).
(iv) II' corta a todas las caras no acotadas de K y solo a esas caras.
(v) La presentacion minima de P es {H;, NIT',..., H; NII'}. En particular, las facetas
de P son H;, NP paraj=1,...,r,
(vi) KNIT'T =P + &(K).
Veamos a continuacién una estrategia para construir hiperplanos de soporte para polie-

dros en posicién FU. Para probarlo necesitaremos utilizar el siguiente resultado elemental
recogido en [Bel, 11.2.4].

Lema 1.4.24 Sea S C R™ un subconjunto convexo con interior no vacio y sean p € Int(.S)
y q € CI(S). Entonces, pq \ {q} C Int(S).
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Lema 1.4.25 Sea X C R™ un poliedro convexo no degenerado y no acotado n-dimensional
en posicion FU con respecto al hiperplano I y sea I1 un hiperplano paralelo a I que corta
a todas las aristas no acotadas de K y tal que todos los vértices de K estdn contenidos en el
semiespacio abierto Int(I17). Sean W un hiperplano de soporte en I1 del poliedro acotado
P:=KNII, pe WNP un vértice de P y A la arista no acotada de X tal que {p} = ANII
(véase la Observacion 1.4.23). Entonces el subespacio afin H de R™ generado por W y A
es un hiperplano de soporte de XK.

Demostracion. En primer lugar, como ANW = {p}, dim A = 1y dim W = n—2, deducimos
que H es un hiperplano de R™; ademas, H NII = W. Por otra parte, como A C HNX, para
comprobar que H es un hiperplano de soporte de X hay que probar que HNK C 9K (véase
el Corolario 1.4.4). Escribimos A = pyi donde py es un vértice de K y @ € €(X) \ {0}.
Observamos que A corta a Int(IIT) porque pg,p € A, pp € Int(II7) y p € II.

Supongamos por reducciéon al absurdo que existe ¢ € H N Int(K). Veamos en primer
lugar que g € Int(IT"). En caso contrario ¢ € II” y elegimos un punto y € A N Int(IT1) y
observamos que el segmento gy corta a Il en un punto b distinto de y; obviamente, como
¢,y € H también b € H. Como ¢ € Int(X), deducimos del Lema 1.4.24, que b € gy \ {y} C
Int(X); pero entonces b € II N Int(K) = Int, P (Gsese aqui la Observacion 1.4.23(v)) y
debemos tener b € H N Int, P = W N Int, P, lo que contradice el hecho de que W es un
hiperplano de soporte de P en II. Por tanto, ¢ € H N Int(X) N Int(I1T).

A continuacion, como II no corta a las caras acotadas de K, tenemos que pi C A y sblo
las caras (no acotadas) de KX que contienen a A cortan a la semirrecta pi. Sea ;1 > 0 tal
que B, (p,e1) no corta a ninguna de las caras de K que no contienen a A. Consideramos
ahora la recta ¢ C H que contiene a A y la proyecciéon

—

m:H—->HNII=W, z— (x+¢)NIL

Como 7 es continua y m(p) = p existe 0 < g2 < &1 tal que m(B,(p,e2)) C Bu(p,e1).
Sea z € By(p,e2) N (pg \ {p}); de nuevo, por el Lema 1.4.24, z € Int(X). Veamos que
m(z) € Int(X).

En efecto, sea ' la recta paralela a £ que pasa por z. Como @ € €(X) \ {0} y K es no
degenerado, deducimos que existe a € 9K tal que att = KX N¥¢'; de hecho, como z € Int(X),
se sigue del Lema 1.4.24, que a@ \ {a} C Int(X). Notese ademéas que a pertenece sblo a
caras de K que no contienen a A, pues si a perteneciese a una cara € de X que contiene a
A, entonces de i € é(@) tendriamos que z € att C € C 9K lo que entra en contradiccion
con el hecho de que z € Int(X). Por tanto, a & B, (p, 1) pues la bola B, (p,e1) sdlo corta a
aquellas caras de X que contienen a A. Ahora, como 7(z) € B, (p,£1) y z € atl, deducimos
que m(z) € au \ {a} ya que en caso contrario a € 7(2)u, luego a € w(2)z C Bn(p, 1),
contradiccion. Por tanto, 7(z) € ati\ {a} C Int(X).

Ahora, W NP C 9P porque W es un hiperplano de soporte de P dentro de I y asf,
m(z) enm(H)NInt(K) c HNIINInt(K) = W NiInt, P =&,
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y de nuevo entramos en contradiccion. Por tanto, H no corta a Int(X) y H es un plano de
soporte de XK. O

Fl siguiente resultado relativo a proyecciones de poliedros convexos serd crucial para
determinar cuando un poliedro convexo se puede colocar “bien” para ser “recortado” (para
mas detalles acerca de esto véanse las Secciones IV.1 y IV.3). En lo que sigue, consideramos
la proyeccién sobre la dltima coordenada

T i R® = R < {0}, 2 := (21,...,2,) — (2/,0) := (z1,...,2,_1,0)

y denotamos por 7,, la recta vectorial generada por el vector €, := (0,...,0,1).

Proposicion 1.4.26 (Proyeccion de poliedros convexos) Sea X C R™ un poliedro
convexo no acotado y no degenerado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El conjunto A == {a € R"!: I, :=7,a,0)NK # @, (a,0) €J,} es acotado.

(ii) Se cumplen las siguientes condiciones:

o Tul€(5) = €)M {a = 0}, )

o FEmiste un hiperplano orientado II C R™ paralelo a £, que corta a todas las
aristas no acotadas de X que no son paralelas a Zn, tal que los vértices de K
y las aristas no acotadas de X paralelas a 0, estdn contenidos en Int(IT7) y
T (KNI = (K NII) N {x, = 0}.

Demostracion. Denotamos por pq, ..., p, los vértices de X y por Aq,...,As las aristas no
acotadas de K, ordenadas de modo que las k primeras (donde 0<k< s) no son paralelas
a En y las s — k restantes son paralelas a €n, para cada ¢ = 1,...,s escribimos A; := ¢;7;
donde ¢; es un vértice de K y v; € (’:(TK) parai=1,...,s.

Comenzamos probando que (i) implica (ii). Comprobamos primero que ﬁn(é(fK)) =
¢(K) N {z, = 0}. Escribimos H := {z, = 0}; veamos que si 7 := (vy,...,v,) € €(X),
entonces . .

Tn (V) =W := (v1,...,0,-1,0) € C(K)N H.

En efecto, si ¥ € En, entonces 7, () = 0 € Qf(ﬂ() N H; supongamos pues que ¥ & 7,
Sea p € X; como ¥ € Q(UC), se satisface la inclusiéon pv C K. Al ser v & 0y, se sigue que
@ € H\ {0}. Como el conjunto A es acotado y m,(p¥) = 7, (p)@W es una semirrecta, existe
un punto g € p¥ tal que la semirrecta m,(q¥) = m,(q)wW no corta a A x {0} C H. Como
ademés para cada t > 0 el punto ¢+t € X N, (7, (q) + t@) v ma(q) + tw € A x {0},
deducimos que la semirrecta m,(q)@ C K y por consiguiente @ € €(X)N H. De este modo,

E(K)NH = 7,(€(K) N H) C 7(€(K)) C €(K)N H,

es decir, 7, (€(X)) = €(K)N{z,, = 0}. Para demostrar la segunda parte de (i) distinguimos
dos casos:
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Caso 1. Si k = 0, todas las aristas Aq, ..., As son paralelas a la recta [n Entonces X esté
en posicion FU con respecto al hiperplano vectorial {z, = 0} adecuadamente orientado y
como consecuencia de la Observacion 1.4.23 la proyeccion 7, (K) es un poliedro acotado.
De este modo, podemos elegir un hiperplano II paralelo a la recta 0, tal que X C Int(II7);
una comprobaciéon inmediata muestra que II satisface todas las condiciones deseadas.

Caso 2. Si k > 0, consideramos el cono € := {0} + €(X) que por el Lema 1.4.19 es un
poliedro convexo no degenerado cuyo tnico vértice es 0. Afirmamos que m,(€) = €N{x, =
0} es también un poliedro convexo no degenerado cuyo tinico vértice es el origen.

En efecto, por el Lema 1.4.20, €(X) = {3271 Niti = Ay > 0}. Por tanto, si denotamos
Wi = Tp(¥;), tenemos que

wn<¢):0+{ixiwi: Aizo}:o+{ixi@: )\Z-ZO}
i=1 =1

que es un poliedro convexo que a lo sumo tiene como vértice al origen. Veamos que
efectivamente 0 es un vértice de m,(€). Sea F un hiperplano de soporte de € tal que
EnNn¢ = {0} (véase el Lema 1.4.6). Como 7,(€) # {0}, deducimos que E # {z, = 0}
aunque E N{z, = 0} # &. Por tanto, W := E N {x,, = 0} es un hiperplano de {z,, = 0}
que corta a m,(€) = €N {xz, = 0} tnicamente en el punto 0 con lo que 0 es un vértice de
CN{x, =0} = m,(€).

Sea ahora Iy := 0 + (W + Fn) y sea hg € R[x] un polinomio de grado 1 tal que
Iy, = {hy = 0}; observamos que IIp es un hiperplano de soporte para m,(€) tal que
Iy N7, (€) = {0}. Ademés, w; # 0 para cada i = 1,...,k, porque las aristas Aq,...,Ag
de X no son paralelas a la recta Zn Como IIy es un hiperplano de soporte para 7, (€)
y Iy N m,(€) = {0}, podemos suponer que ho(w;) > 0 para i = 1,...,k. Escribimos
U; = W; + t;€, para cierto t; € R; como Eo(én) = 0, deducimos que

ho(07) = ho(W; + ti€n) = ho(;) + tiho(€n) = ho (1) > 0
Sea M > 0 tal que la bola B, (0,M) contiene a todas las caras acotadas de K y al
conjunto A x {0} y sea II un hiperplano paralelo a IIp de ecuacion h = hg + p tal que
B,(0,M) C {h < 0}; en particular, los vértices p; que son extremos de las aristas no

acotadas, cumplen h(p;) < 0. Sin embargo h(}) = ho(3;) > 0, por lo que II corta a las
aristas A1, ..., Ag. Notese que como £,, C II, entonces

(A % {0}) © 7 (ma (B (0, M) © 7 (ma({R < 0})) = {h < 0}

y por tanto, m,(z) € X NIIN{x, = 0}, para cada z € X N{h = 0} = XK NII ya que
KNINa, (A x {0}) = @. Concluimos pues que 7,(X NII) = (KX NII) N {x, = 0}.

Veamos ahora que (ii) implica (i). Distinguimos dos casos:

Caso 1. Si XNII = g, o equivalentemente, todas las aristas no acotadas de X son paralelas
a la recta £,,. Entonces X esta en posicion FU con respecto al hiperplano vectorial {x,, = 0}
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adecuadamente orientado y como consecuencia de la Observacion 1.4.23 la proyeccion m, (X)
es un poliedro acotado. Por tanto, A x {0} C m,(X) es un conjunto acotado.

Caso 2. Si K NI # @, por el Lema 1.4.22, tenemos que K NIIT = (X N1II) 4 €(K),

EXNIT) ={ > Nvj: A >0}
j=k+1

y todos los vértices de X y las aristas no acotadas Agy1,...,As estdn contenidas en K N
Int(II7). Observamos que los vértices de X NII™ son los vértices de K y las intersecciones
de las aristas Ay, ..., Ay con el hiperplano II. Denotamos {y;} = A;NIl para j =1,... k.
Como consecuencia del Lema 1.4.20, se cumple que K NII~ = Kq + €(X NII~) donde Ko
es la clausura convexa del conjunto {pi,...,pr,y1,...,Yx} que es en particular un poliedro
acotado. Como 7y, (v;) = 0 para j = k+1,...,s se cumple que

Ta(KNTT7) = mp (Ko + E(KNTT)) = 100 (Ko) + Tn (E(KNTTT)) = 7 (Ko),

que es un poliedro acotado. De este modo, si comprobamos que 7,(X NIIT) = X NIIT N
{z, = 0}, tendremos que A x {0} C m,(XKp), que es un conjunto acotado. En efecto, usando
nuestras hipoétesis se cumple que

(K NIH) = m, (KNI 4 €(K)) = m (K N ID) + 70 (€(K))

= (XNIN{zn = 0}) + (€(XK) N {z, = 0})
= ((XNT) + &(K)) N {z, =0} = KNITT N {z, =0},

con lo que concluye la prueba. O






CAPITULO 11

Algunos ejemplos fundamentales

En este capitulo mostramos algunos ejemplos bésicos de subconjuntos de R™ que son
imagen de algin R™ por una aplicaciéon polindémica. Estos ejemplos, que emplearemos
més adelante para construir otros mas sofisticados, permiten ademés familiarizarse con los
problemas que abordamos en esta Memoria. Es interesante apreciar aqui la diferencia entre
los casos real y complejo. A modo de ejemplo, observamos que el Teorema Fundamental del
Algebra afirma que toda funcion polinémica no constante f : C — C es sobreyectiva; esto
no es cierto para funciones polinémicas R — R y veremos que la situacién para aplicaciones
polinémicas f : R? — R? ofrece muchas mas posibilidades. Estos ejemplos basicos aportan,
ademas, ideas esenciales para afrontar el estudio de imagenes polinémicas mas complicadas,
tarea ésta que abordaremos en capitulos posteriores. A menudo exigiremos a estas imagenes
polinémicas propiedades topologicas anadidas (ser conjuntos abiertos, cerrados, etc), lo que
permite comprender mejor la relaciéon que existe entre la topologia de Zariski y la topologia
euclidea involucradas en el estudio de este tipo de conjuntos y aplicaciones.

I.L1. EIl semiplano abierto

La imagen de la aplicacién polinémica f : R? — R?, (z,y) — (x,%?) es un semiplano
cerrado. Lleva algo més de trabajo construir una aplicaciéon polindémica cuya imagen sea
un semiplano abierto del plano (véase [FG1]). Por supuesto, basta comprobarlo para el
semiplano abierto {y > 0}.

Lema I1.1.1 La imagen de la aplicacion polinomica
fi=(f1, f2) : R? 5 R?, (z,y) = (y(zy — 1), (zy — 1)? + 2?)
es el semiplano abierto H = {y > 0}.
Demostracion. En efecto, como el polinomio fa(z,y) = (xy — 1)? + 22 es estrictamente
positivo en R2, se sigue que f(R?) C K. Asi, basta comprobar que cada (a,b) € R? con

b > 0 pertenece a la imagen de f o, lo que es lo mismo, que para cada a € Ry b > 0 las
curvas

Ay = {(z,y) €R?: ylay—1)—a =0}y Ty :={(x,y) eR?: (zy—1)>+ 22— b=0}
— 55
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tienen interseccion no vacia. Observamos que (x,y) € (A, NT) \ {y = 0} si y solo si y es
una raiz no nula del polinomio

p(y) =y~ fo((a+y)/y*y) = by* — (1 +a°)y* — 2ay — a® € Ry].

Ademas p(0) < 0 para a # 0, mientras que lim,_,;~ p(y) = +o00. Asi, el polinomio p(y)
tiene una rafz real positiva gy, p) y por tanto f((a + y(a,b))/y(Qa by’ Yap)) = (a,b).

Por otra parte, si a = 0 y b > 0, es inmediato que f(v/b,1/vb) = (0,b), y la demostra-
cion esta completa. O

I1.2. Complementario de un conjunto semialgebraico basico

Dados polinomios g¢i,...,9m € R[x| consideremos el conjunto semialgebraico bésico
8:={g1 %0,...,9m *0} C R", donde cada * representa uno de los simbolos > o >. En
esta seccion demostramos el siguiente resultado.

Teorema I1.2.1 Sea 8§ C R™ un conjunto semialgebraico bdsico propio. Entonces, el con-
junto R\ (8 x {0}) es imagen polinémica de R

Este resultado generaliza la Proposicion 1.3.10 del Capitulo I; antes de probarlo pre-
sentamos el siguiente lema previo. Como es habitual R[x] denota al anillo de polinomios
Rixi,..., %y

Lema I1.2.2 Sean A C R" y g € R[x]. Entonces, existen aplicaciones polindmicas fi :
R 5 R 4 £ : R — R tales que

AR\ (A X {0}) =R\ (AN {g >0}) < {0}) y
PRI\ (A x {0})) = R™\ (AN {g > 0}) x {0}).

Demostracion. Denotamos x := (z1,...,x,) y consideremos las aplicaciones polinomicas:
fii RS R (2, 2040) = (2, 2000 (1 + 25 419()))
fo s RS R (2, 40) o (3, 3n01 (1 + 22,410(2)) (6%(2) + (2ns1 — 1)),

Veamos que dichas aplicaciones cumplen las condiciones del enunciado. En efecto, denota-
mos £, := {1 = a1,...,T, = a,} C R"™! para cada a := (ay,...,a,) € R", y observamos
que f1(la) = f2(ly) = £o. Par cada a € R™, consideramos los polinomios en una variable

{aa(t) =t(l+1t%(a)) v
Ba(t) := (1 +t2g(a))(g*(a) + (t — 1)?)
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que resultan de hacer x = a y £,41 = t en la tltima coordenada de f; y fa, respectivamente.
En primer lugar, o, tiene grado impar y

ta \ {0} sig(a) =0,

f1la\{(a,0)}) = {a} x aa(R\{0})) = {£ si g(a) < 0.

Esto es debido a que

1My 400 g (t) = £00 & a;1(0) =
1My 400 g (t) = Foo & a;1(0) =

0} si g(a) > 0,
0,++/—1/g(a)} sig(a) <O.

Como R"™! = J,cpn la se tiene

RN\ {Ax{0}}= (J U U G\ {@ohu U \{e0)})

a€R™M\A aeAN{g>0} aeAN{g<0}
y por tanto
ARTINAx{0)) = |J @u | t\{eophu |J
a€R™\A aceAN{g>0} aeAN{g<0}

— (®"\ (AN {g > 0}) x R) U ((AN{g > 0}) x (R {0}))
— R\ (AN {g > 0}) x {0}).

El argumento para la aplicaciéon fo es similar. El polinomio 3, tiene grado impar y

€\ {0} sig(a) >0,
fQ(Ea \ {(a7 0)}) = (a, ﬁa(R\ {0})) =4l s g(a) =0,
l, si g(a) < 0.

Esto es debido a que

1imy 400 Ba(t) = F00 & B;1(0) = {0} si g(a) > 0,
My 400 Ba(t) = +o0 & £;71(0) = {0,1} si g(a) =0,
My 400 Ba(t) = Foo & B;1(0) = {0,+£4/—1/g(a)} sig(a) < 0.

Ahora, como

R\ {Ax{opp= (J v U G\ {@ohu |J \{e0}

a€R™\ A aceAN{g<0} aeAN{g>0}
y por tanto
LR @Ax{)= J wu |J wu U t\{@o}
a€R™\A acAN{g<0} aeAN{g>0}

= (R"\ (AN {g <0})) x R)U (AN {g > 0}) x (R\ {0}))
=R\ ((An{g >0}) x {0}).,
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con lo que concluye la demostracién. O

Demostracion del Teorema 11.2.1. Sea 8 := {g1 *0,...,gm * 0} un subconjunto semial-
gebraico basico de R", donde cada * € {>, >}. Hacemos la demostracién por induccion
sobre el namero m de desigualdades empleadas en la descripcién del conjunto semialge-
braico basico 8. Como 8§ C R™ podemos suponer que 0 ¢ 8. Para el caso m = 1 se tiene
8 :={g1 * 0} y consideramos la aplicacion

fo : R S R (24,00 Zng1) = (T1%041, -« o> TnTrtd, Tng1),
cuya imagen es R"*1\ (A x {0}), donde A = R\ {0}. Aplicamos el Lema I1.2.2 con g := ¢
y eligiendo

f2 si{g*0}={g >0}

Como 0 ¢ 8 se tiene ANS =8, y por tanto la composicion f o h satisface la igualdad

(f o f)(R™1) = FR™\ (A x {0})) = R™F1\ (AN 8) x {0}) = R"'\ (8 x {0}),

como querfamos demostrar.

fim {f1 si {90} = {9 > 0},

Suponemos ahora que el teorema es valido para todo semialgebraico basico de R"™
descrito con m — 1 > 1 desigualdades y distinto de R", y sea 8 := {g1 *0,...,gm * 0} un
subconjunto semialgebraico béasico propio de R"™. Elegimos A := {g1 *0,...,gm—1 %0} y
existe, por hipotesis de induccion, una aplicacion polindomica fo : R — R+ tal que
fo(R™1) = R*1\ (A x {0}). Aplicando el Lema I1.2.2 con g := gy, y eligiendo

oo fi si{g*0}={g >0},
fa si{gx0}={g >0},

existe una aplicacion polinomica f : R**1 — R™"! que cumple
SR\ (A x {0})) = R™ I\ (AN {gm + 0}) x {0}) = R™ 1\ (8 x {0}).
Finalmente, al componer obtenemos
(f o fo)R™™) = FR™\ (A x {0})) = R\ (8 x {0}),

lo que concluye la demostracion. O

En [FG1] se demuestra que si n > 2 el complementario de un conjunto finito de puntos
de R™ es imagen polinémica de R™. Presentamos a continuacién una prueba alternativa de
este resultado que obtenemos como corolario del Teorema I1.2.1.

Corolario I1.2.3 Sea n > 2. Para cada conjunto finito X de R™, el conjunto semialge-
braico R™ \ X es imagen polindmica de R™.
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Demostracion. Tras un cambio afin de coordenadas podemos suponer que X = {p1,...,pm}
de modo que cada punto py := (aik,...,ank) ¥ @15 # a1 si j # £. Existe por tanto un
polinomio g € R[t] tal que g(a1;) = a,; para todo 1 < j < m. En consecuencia, denotando

' = (x1,...,2p-1), la aplicacion polindmica

h:R" =R, (2,2,) — (2,2, + g(x1))

es biyectiva y h(p;) = p;, donde p} = (a1j,...,a(,-1);,0) € R™

Denotamos g; := (aij, - .., am-1);) € R" ! paratodo1 <j<m,eY ={q,...,qm}
El conjunto finito Y es algebraico, luego es un semialgebraico bésico cerrado. Se deduce del
Teorema I1.2.1 que existe una aplicaciéon polinémica g : R™ — R” tal que g(R™) = R"\ Z,
donde Z =Y x {0} cumple que h(Z) = X. Como h es biyectiva, la aplicacién polinémica
f := h o g cumple la igualdad

JR") = h(g(R")) = h(R" \ Z) = h(R") \ h(Z) = R"\ X.
y con esto concluye la prueba. O

Como consecuencia del Teorema I1.2.1 demostramos que para cada entero r > 1 existe
una imagen polinémica § C R? de R? cuya frontera exterior tiene r componentes conexas
acotadas y de dimension 1. Este resultado fue publicado originalmente en [FG2].

Corolario I1.2.4 Sea J C R una unidn finita de intervalos cerrados disjuntos propios
(acotados o no acotados) de R. Entonces 8§ = R?\ (J x {0}) es imagen polindmica de R?.

Demostracion. En virtud del Teorema I1.2.1 es suficiente probar que J C R es un subconjun-
to semialgebraico basico cerrado. Escribimos J = |J;_,[ai, bi], donde cada a; < b; < ajt1,

y tal vez a1 = —o0 0 b, = 00. Consideramos para cada 1 < i < r el polinomio
t —b;, siti=1ya; =—00
hi(t) = a; —t, sii=ryb =00

(t —a;)(t —b;), en otro caso.

Notese que h; ! (]—00,0[) = Ja;, b;[. En consecuencia, como los intervalos [a;, b;] son disjun-
tos, el polinomio

g(t) = — [ [ hit) € R[]
i=1

cumple la igualdad J = {x € R: g(z) > 0}, luego J € R es un subconjunto semialgebraico
bésico cerrado de R. O
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Observaciones I1.2.5 (i) El resultado anterior I1.2.4 no contradice el Corolario 1.3.5,
(como no podia ser de otra forma), puesto que todas las componentes conexas acotadas de
)8 estan contenidas en la recta {y = 0}, que interseca a 8§ en un conjunto no acotado.

(ii) Si analizamos cuidadosamente la aplicacién polinémica f : R? — R? que se obtiene
en la prueba del Teorema I1.2.1 para A = J se comprueba que sus fibras sobre los puntos
de la recta 8 N {y = 0} son finitas. Esto permite, empleando el Corolario I1.2.3, degenerar
algunos de los intervalos [a;, b;] C J en puntos.

11.3. El cuadrante abierto en R?

Esta seccion esta dedicada a estudiar uno de los ejemplos fundamentales para construir
imégenes polinémicas més generales. Es por esto que dedicamos especial atencién al mismo,
presentando dos nuevas demostraciones que se anaden a la demostraciéon original obtenida
por Fernando-Gamboa en [FG1].

Teorema I1.3.1 Eziste una aplicacion polindmica R? — R? cuya imagen es el cuadrante
abierto Q := {(x,y) € R?: >0, y > 0}.

I1.3.a. Primera prueba. Recordamos en primer lugar la demostracién original de
Fernando-Gamboa. Consideramos la aplicacién polinémica f = (f1, fo) : R? — R? cu-
yas coordenadas vienen dadas por los polinomios

f=0-2y+y—xy?)?+ (xy)? vy fo=(1-xy+x—x'y)? + (x%y)?

El paso clave en la prueba del Teorema I1.3.1 se recoge en la siguiente proposicion.

Proposicion 11.3.2 La aplicacion polindmica f definida previamente cumple la igualdad
F(R?) =QU{(1,0),(0,1)}.
Ademds, fﬁl({(L 0)7 (07 1)}) = {(07 _1)7 (_17 O)}

De este resultado, junto con el Corolario 11.2.3, se deduce que el conjunto Q es imagen
polinémica de R2.

Demostracion de la Proposicion 11.3.2. Primero demostramos la inclusion
F(R?) cQU{(0,1),(1,0)}.

Como f1 y f2 son sumas de cuadrados tenemos que f(R?) C {x > 0, y > 0}. Es maés, si
f(zo,y0) € {x = 0} se satisfacen las igualdades

1—adyo+yo—moyg =0 y adyo =0,
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y esto implica que xg = 0, yo = —1. Pero entonces f(zo,yo) = f(0,—1) = (1,0).
Por otro lado, si f(zo,y0) € {y = 0} debe cumplirse que

1—zoyo + 20 —23yo =0 y adyo =0,

lo que implica yo = 0, xg = —1. Por tanto f(zo,y0) = f(0,—1) = (0,1), y concluimos que
f(R?) c QU {(0,1),(1,0)}. Obsérvese que también hemos comprobado la igualdad
fﬁl({(L O)a (07 1)}) = {(07 _1)’ (_1’ O)}

Ahora demostramos la otra inclusion, Q U {(0,1),(1,0)} C f(R?). Acabamos de ver que
{(0,1),(1,0)} C f(R?), luego es suficiente probar que Q C f(R?). Comprobamos en primer
lugar que los semiejes positivos, que limitan Q, pertenecen a la clausura de Im(f) en R2.

En efecto, dados A, € R, consideramos las parametrizaciones

S S

ay 10, +oo[— R, s+ (s, M) vy Bu:]0,+o0[= R, s <1+“8, 53> .
Una comprobacién directa nos proporciona

Jim (foan)(s) = ((1=X)?% 0) v lim (foB)(s) = (0, (1-3p)*,

Ii
s—0
de donde se deduce que

{(z,y) eR?*: zy =0, >0, y >0} C Cl(Im(f)).

Esta inclusion hace plausible que ademas se satifaga Q C Im(f). Procedemos a comprobarlo
a continuacion. Fijamos en lo que sigue un nimero real v > 0 y observamos que es suficiente
demostrar que la imagen de la restriccién fl\{ fa=uv} {f2 = v} — R contiene al intervalo
abierto ]0, +00[. Resolviendo la ecuacion fo —v =0 de grado 2 en y, obtenemos las raices

1 S+t 4 /A
_ Itz tat a4 (x,v) e y(z.0) = ’

ZL‘(:L'Q + ($3 + 1)2) :1;*(:[;2 + (1'3 + 1)2)
donde A(z,v) := v(2? + (22 + 1)?) — 2%(x + 1)2. Consideramos el conjunto

D,:={zxeR: A(z,v) >0, z #0}

14z +a’+at — Az, v)

x,v):

v las funciones
YDy = Rz fi(zyT(x,0) y v, Dy = R,z fi(z,y (z,v)).

Ahora todo se reduce a comprobar que la unién de las imagenes de 7,5 y 7, contiene al in-
tervalo ]0, +o00[. Realizando algunos calculos con MAPLE se prueba que existen polinomios
Ay, Ag, By, By € Rlx,v] y C(x) = x2(x% + (x* + 1))* € R[x] tales que:

Ar(z,v) + Bi(w,v)\/A(z,v) _ As(z,v) + Ba(x,v) A(m,v)'

() = e %@ en
deg,. (A1) = deg,(A2) =24 ; deg,(B1) =deg,(B2) =21 y deg,(C) = 26.
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Ahora vamos a estudiar las graficas de las funciones v, y 7, . En primer lugar, como el
polinomio

Ay(x) = Ax,v) = v((x> +1)% + x?) —x*(x + 1)*
tiene grado par y su coeficiente director como polinomio en la variable x es positivo, se
deduce que A,(x) > 0 para |z| suficientemente grande. Asi, a partir de las igualdades
anteriores podemos calcular los siguientes limites:

lim ~/(z) = lim ~, (z) =0. (I1.3.1)

r—+o00 r—+o0

En segundo lugar vamos a analizar el comportamiento de las funciones v, y «, cerca del
origen. Como A(0,v) = v > 0, tenemos que 0 € Cl(D,). Ademas, del calculo explicito de
cada A;, B; se sigue que

s A1(0,v) + B1(0,v)/A(0,v) = v(1 + /v)? > 0,

» A3(0,v) + B2(0,v)1/A(0,v) = v(1 —/v)?2 >0, y es 0 si y solo si v = 1.
Por tanto concluimos:

400 parav # 1

lim 7, () = 400y il’g}]%j(a:) = { 4 parav—1 (11.3.2)

z—0

El calculo del altimo limite, cuyo valor preciso es irrelevante, requiere las formulas explicitas
de los polinomios A;’s, B;’s.

Yo

Observamos que de las igualdades (I1.3.1) y (I1.3.2) se sigue que si D, contiene uno de
los intervalos ]—oo, 0[ 0 ]0, +o00], entonces |0, +00[C Im(v;"), y hemos terminado. Esto nos
induce a estimar los valores de v que poseen esta propiedad. Despejando v en la ecuacién
A(x,v) = 0 obtenemos

22 (x4 1)2
@
cuya grafica aparace dibujada a continuacion. Observamos que 0 < v(z) < 0.82 para
todo » € R, y denotando £ = 0.28, se tiene 0 < v(x) < &2 para todo x € |—o0,0[. La

v(z) =
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comprobacion algebraica de estos hechos puede hacerse aplicando el Teorema de Sturm
respectivamente a los polinomios A(0.82, z) y A(0.282, ). Por consiguiente, si v > £2 se
tiene |—o0, 0] C D,, como queremos. De aqui que, a partir de ahora, suponemos 0 < v < 2.
En este caso probamos que existen ntmeros reales negativos N, < ¢, tales que

J=00, No] U [0u, +00[ € Dy y 7, (Vo) >, (d0)- (I1.3.3)

Esto basta, puesto que entonces |0, +oo[ C v, (D,) y el resultado queda probado.

v =0,82 v = 0,282

A

Detalle de la grafica en el intervalo |-4,0[

La siguiente imagen representa una prueba experimental de la existencia de N, y 0,:

Yo

Ny v

Para ser rigurosos, la existencia de N,,d, se deduce a partir de una estimacion del
conjunto D,. Comenzamos calculando las raices de A,(x) en el cuerpo de las series de
Puiseux C({v*}): estas raices son series de potencias en C({w}) donde w = v1/?
ellas elegimos

, y entre

1 5 5
nv:—7+1+w+wz+aw3+~- y fv:—w—w2—5W3—6W4+~-
W
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que son, respectivamente, la raiz mas negativa y la menos negativa de Ay en R({v*}) con
respecto al tnico orden de R({v*}) en el que v es positivo. A la vista de esto tomamos

1
Nv:—E+1—|—w—|—w2:nv—(5w3/2—|—---)<77v

5
5v:—w—w2—§w3:£v—(—6w4+---) > &y
No es dificil comprobar que —0co < N, < §, < 0 para todo 0 < v < £2. Para demostrar
(I1.3.3) procedemos en varios pasos. Primero comprobamos que N,,d, € D,; para ver esto,
verificamos que los polinomios A(N2,w?) y A(8,2,w?) son positivos en el intervalo |0, g[,
empleando, por ejemplo, el Teorema de Sturm (véase [BCR, 1.2.10]).

A2, w?)/w®

A continuacion probamos que |—oo, N,| U [0y, +00[C D,. Con este objetivo, conside-
ramos el conjunto semialgebraico D = J,.o Dy = {A(z,v) > 0, z # 0}, cuya frontera es
la union del eje x = 0 y la curva de ecuacion

x?(x +1)2
V= ——
2?2 + (23 + 1)’

que es una grafica sobre el eje v = 0. Por tanto, como las curvas
{(Gp,0): O<v<eBycD y {(Nyv): 0<v<e?}cD

son gréaficas sobre el eje x = 0, y para v suficientemente pequenio & < 0, v Ny < 1y,
concluimos que el interior de D, contiene los intervalos [6,,0[ y ]—o0, N,| para 0 < v < 2.
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D={A>0,z#0}

Finalmente, solo debemos comprobar que v, (N,) > 7, (d,). Recordamos que

Ag + BovA
Yo = 2+02\/>, donde Ay, By, A € R[x,v] y C € Rx].
Consideramos los polinomios
fiw) = Ay(Ngp,w?)w?t fo(w) = Ay(dy2,w?)
g1(w) = Bo(Ny2,w?)u?! go(w) = Ba(0yp,w?)
a(w) = A(Ng2,w?) @(w) = A(0pe,w?)
hi(w) = C(Ngy)w?® hao(w) = C(dy2).
[

i, 5
Wi T VD ot a/p
— > 0,
hl hQ
w26

0, de forma equivalente, que
w’ha fi — faha N WAL 92/a
hiho h1 ho
Para esto, es suficiente comprobar que las funciones

w?hafi — fah1 WPgi/a@1 | —g2 /@
by kY hy

> 0.

son positivas en el intervalo 0, €[, para lo que basta verificar que los polinomios

_ w?haf1 — foha )
- 4 y g1y K = 3
w w

L

son positivos sobre dicho intervalo.
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Empleando MAPLE podemos asegurar este hecho usando el Teorema de Sturm. Sélo
la prueba de la positividad de L en el intervalo abierto ]0, e[ necesita mas cuidado.

Para simplificarla expresamos L en la forma L = L + Low®® 4+ Law!%!, donde Ly, Lo, L3
son polinomios en R[w| de grados respectivos 54,45,49; ahora, aplicando el Teorema de
Sturm a L1, Lo, L3 observamos que estos tres polinomios son positivos en el intervalo |0, €],
con lo que concluye la demostracion. O

Observacion 11.3.3 Antes de presentar dos demostraciones mas del Teorema I1.3.2, de-
bemos mencionar un ejemplo llamativo, por su sencillez: la unién del cuadrante abierto
con el origen de coordenadas es la imagen de la aplicacién

R* = R?, (z,y) — (z'y?, 2%yh).

I1.3.b. Segunda prueba. Mostramos a continuacién una demostraciéon més reciente
del Teorema II.3.2, esto es, que el cuadrante abierto Q := {(z,y) : > 0, y > 0} es
imagen polinémica de R?. Esta prueba no requiere comprobaciones de calculo apoyadas
en software matematico, por lo que consideramos que tiene caracter méas elemental y los
célculos involucrados pueden realizarse “a mano”. Como contrapartida debemos mencionar
que el grado de los polinomios empleados para presentar Q como imagen polinémica de R?
es mayor que el de los utilizados en la demostracion previa.

Lema I1.3.4 La imagen 8 C R? del conjunto semialgebraico Q' := {x >0, y > 0} bajo la
aplicacion polindmica

FO =B R S R (o) = (o4 yley - 1)%y)
satisface las siguientes propiedades:

A={r>0,2y—1>0}Cc8CcQ:={x>0,y>0} y B:={0<y<z}CS8.

Demostracion. La inclusion 8 C Q es clara porque la restriccion fl(l)\gl es estrictamente
positiva. Probemos que A C 8. Para cada y > 0 consideramos el conjunto

Ay:={zreR: (z,y) € A} = [1/y,+00]
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y observamos que A = |, .o Aj, donde A} = Ay x{y}. El conjunto fl(l) (A},) es un intervalo
que contiene A,. Esto se debe a que

lim (z+y(ey — 1% =+o0 v f7(1/y,y)=1/y para todo y > 0.

T—+00
Por consiguiente A} C f(l)(.A;), y como A C Q|
A=A c Urou)=r0(U4) = rOm c @) =s.
y>0 y>0 y>0

y se cumple (ii). Para demostrar que B C 8 escribimos, para cada y > 0,
By ={zeR: (z,y) € B} =y, +o0]

>0 By, donde By := B, x {y}. Mas atin, como fl(l)(O,y) =yy

My oo (z + y(zy — 1)?) = 400, deducimos que fl(l)([O, +o0o[x{y}) es un intervalo que
contiene al intervalo B, para todo y > 0. Por tanto, a partir de las igualdades

0 = [JI0.40clx{y} v By C FD([0,+00[x{y})
y>0

y observamos que B =

se sigue que
B=JB; < U FO0 +oolx{y}) = FO (U0, +oolx{y}) = FD(@) =38,
y>0 y>0 y>0

como queriamos probar. O

Lema I1.3.5 Consideremos los subconjuntos semialgebraicos de R? definidos como
A={>0, 2zy—1>0}, B:={0<y<z} y C:=A\B,

y la aplicacion lineal
fP R 5 R (2,y) = (z,y — @)

Entonces A C f(C) y fA(B) =B :={—z <y <0}

Demostracion. Fijado z € R la segunda coordenada y — y — z de la aplicacion f) es una
funcion creciente. Si definimos

B,={yeR: 0<y<z} y B :={yeR: —x<y<0},

podemos escribir

B=J{} x By 8= Jfa} x B,

x>0 >0
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y como fP({z} x B,) = {x} x B., para cualquier z > 0, concluimos que f*)(B) = B’.

Ahora probamos que A C f2)(@). Para cada x > 0 consideramos el conjunto
Ag={yeR:2y—1>0}={yecR:y>1/z} y C,p:=A;\B,.
Entonces, C = |J,-o{z} X Cr ¥y

FOUry x ) = {(fP(w,y) s y> 2,y > 1y = {(z,y —2): y > w, y > 1/x}
={(z,2): 2>0,2> (1 -2 /z} D {(x,2): 2> 1/2} = {2} x As,.

Por tanto, {z} x A, € f@({x} x €,) para todo z > 0, por lo que A C f@(@). O

Lema I1.3.6 Sean D :={—x <y <0} y & C R? tales que
A={ry—-1>0, 2>0Cc&cCQ :={x>0, y>0}
Consideramos la aplicacion polinémica
FO =B B = B () o (o, 92— ay)?).

Entonces, fO(A) =Q" y fO(DUE) ={z >0, y > —z(2+ 2)?}.
Demostracion. Veamos primero la igualdad f©)(A) = Q”. Para esto observamos que

A= |J{z} x Az, donde A, :={yeR: (x,y) € A} = [/, +ool.
>0

Observamos también que la restriccion f2(3) |4, es semidefinida positiva, que f2(3) (x,2/x) =0
y que, fijado z > 0, limy—, f2(3) (z,y) = +00. Asi, como la imagen de f2(3)|{x}><‘Aw es un

intervalo, concluimos que fég)({x} X Az) = [0, +oo[. Por consiguiente,

FO ({2} x Ay) = {a}x [0, 400 v fOA) = [ r®{a}xAy) = ({2} x[0,00] = Q"

>0 >0
Notese también que A € € € Q7 y fG)(Q”) c Q”, de donde
Q" = fOA) c 1) c P ca”,
y por tanto f (3)(8) = Q”. Para terminar probaremos que

FOD) = {z >0, —z(2+2%)? <y <0}. (11.3.4)
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Una vez veamos esto, tenemos la igualdad del enunciado:

FODUE) = FA(E)U FID) = Q" Ufa > 0, —2(2+2Y)? < y < 0}
={z>0,y>—-x(2+ :1:2)2}.

Procedemos ahora a demostrar la igualdad (I1.3.4). Observamos que la derivada parcial

of;”
Ay

= (2 — zy)?® + 2(2 — zy)(—zy) = 4 — Szy + 32°y>

es estrictamente positiva en el conjunto W := {—zy > 0} y que D’ :=={—2z <y <0} C W.
Esto implica que la restriccion f2(3)\ {z}x[-2,0] €8 estrictamente creciente para cada x > 0.
Tenemos por tanto

O qzyx]=, 0)) =115 (@, —2), 12, 0)] =]—2(2+22)?, 0].

Deducimos finalmente la igualdad (I1.3.4), puesto que

FOD) = 1O (| J{zdx)=a, 0) = Lo} x 47 ({a}x ] -2, 0))

>0 >0

= [ J{z} x]-22+2%)? 0] ={z >0, —2(2+2%)* <y < 0}.
x>0

De la igualdad anterior se deduce el enunciado. O

Lema I1.3.7 Sean p € R[x] un polinomio, € = {z > 0,y > p(z)}, y la aplicacion polind-
mica N

FO= (1 B R SR (@) = (2~ ().
Entonces, f(€) =Q:={z >0, y > 0}.

Demostracion. Para cada x € R denotamos C, := |p(z), +oo[ y Qp := |0, +o0o[. Es obvio
que f2(4)({x} X Gx) = Q, para cada x € R, y por tanto,

@) = O Ulad x &) = [l x 7 ({a} x €) = | J{a} x 2. =,
>0 >0 >0
con lo que concluye la demostracién. O

A partir de los Lemas anteriores I1.1.1, 11.3.4, 11.3.5, I1.3.6 y I1.3.7 obtenemos una nueva
prueba del Teorema I1.3.1.
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Segunda prueba del Teorema 11.3.1. En primer lugar, se desprende del Lema I1.1.1 que la

imagen de la aplicacién polinémica

h: RQ — RQ) (xay) = ($17y1) - (y(xy - 1)7 (xy - 1)2 + x2)
y1 > 0}. Ahora consideramos la aplicacion

es el semiplano superior H := {(z1,91) € R?
g:R? = R% (z1,0) = (22,42) = (a1, 91),

y observamos que g(H) = Q' := {(x2,92) € R?: 3 > 0, y2 > 0}. Ahora, para “quitar” a
Q' la semirrecta {(z2,y2) € R?: 29 =0, y2 > 0}, empleamos la aplicaciéon polinémica

JW LR 5 R% (29,10) = (23, 43) = (22 + ya(22y2 — 1)%, 42).

Se deduce del Lema I1.3.4 que
AUBC8=fM(Q)cQ={(z3,y3) eR*: 23>0, y3 > 0},
donde
A= {(z3,y3) € R%: 23>0, z3yz — 1 > 0} v B:={(x3,y3) € R?: 0<ys < x3}.
A continuacion consideramos la aplicacién lineal
fP R = R, (w3,43) = (24,92) = (23,43 — 23),
y observamos que si
—ry <ys <0}y Ti=fOS),

C:=A\B, D:={(x4,y4) €R?:

entonces, por el Lema I1.3.5,
AUD cC fA@) U fPB) = fAeuB)=fPUAUB)
CTC Q) ={(zg,ya) €ER*: 24 >0, g+ >0} =QUD.
Los conjuntos A y D son disjuntos y A C € := T\ D C Q. Tomamos ahora la aplicacion

f R 5 R2) (24,94) = (5,5) = (24, y2(2 — 4y4)?)
Del Lema I1.3.6 se desprende la igualdad
2= fO(T) = f(3)(8 UD) = {(z5,55) ER?: 5 >0, ys > —x5(2 + 22)?}.

Por dltimo consideramos la aplicaciéon polindémica
O R 5 R, (25, y5) = (26,6) = (5, Y5 + 25(2 + 22)),

que satisface, por el Lema 11.3.7, la igualdad f(4)(Z.) = Q. Se comprueba directamente que

la imagen de la composicién
f=(nf) =W f@of®ofMogon: R — R,
O

es el cuadrante abierto Q, como querfamos probar.
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f(Z)

) j.

f(4)

h(z,y) = (y(zy — 1), (wy — 1) + 2?) ”

9(@.y) = @2.y) .

O (@, y) = (@ + y(zy — 1)2,y)

f<2) (m’ y) - (x, v z) e T l T ) El T I3 G

@ (z,y) = (z,y(2 — 2y)?)

P (z,y) = (z,y + z(2 + 22)?) -

Figura I1.3.1: La composiciéon de aplicaciones f® o f®) o ) o f(1) 6 g o h tiene como imagen el
cuadrante abierto {z > 0,y > 0}.
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I1.3.c. Tercera prueba. Esta nueva prueba del Teorema I1.3.1 sigue los pasos de la
propuesta en [FG1|, pero reelaborando dicha demostracion desde una nueva perspectiva,
de naturaleza topologica.

Demostracion alternativa de la Proposicion 11.3.2. Ya vimos que la inclusion f(R?) C Q
es evidente, por lo que nos centramos en el contenido reciproco Q C f(R?).

(I1.3.c.1) Consideramos los polinomios g7, g5, g5 € R[x, y] definidos por
G=1-xy+y-—xy’, g=x% y gi=1l-xy+x—xy,

y la aplicaciéon polinémica g* = (g7, 93,95) : R2 — R3, con imagen Z := g*(R?) C R3.
Entonces f = h* o g*, donde

R* R = R?, (u,v,w) — (u? + 0%, u® + w?).

Para probar que f(R?) contiene a Q es suficiente demostrar que h* ' ({(42, B)}) N2 # @

para cada par de ntmeros reales positivos A y B. Esto es, basta comprobar que:

(I1.3.c.2) B**({(A%, BN NZ # 2 y h* 1 ({(B% A%)})NZ # @ siempre que B> A > 0.

Dedicaremos el resto de este apartado a a probar este hecho.

(I1.3.¢.3) En primer lugar introducimos las siguientes aplicaciones, que pueden considerarse

parametrizaciones parciales de la superficie Z = g*(R?):

e La aplicacion ¢ : 8§ C R? — R3, (t,¢) = (¢1, ¢2,¢), donde 81 := {c < 0 < t},

AT (1 —t2)2 — ct(t0 4+ 2t° + 1)
(1413)2

$1(t,c) = — y $a(t,c) =

e La aplicacion v : 83 C R? — R3, (a,t) — (a,v2,%3) dada por ¥(a,t) = (a,s,13),
donde 89 := {a < 0 < t},

dalat) = t(1 -8+ /(# ; 1)2 —4t(a — 1))

6 3 — — -
la,t) = L E 2 (1“);/(1?3 1)2 — 4t(a — 1)

y

Denotando (u,v,w) las coordenadas de R3 se tiene ¢(t,c) € {w = ¢} y ¥(a,t) € {u = a}

para t > 0. Ademas, ¢(0,c) = (0,0,c) para ¢ <0y 9(a,0) = (a,0,0) para a < 0.
Conviene estudiar con méas de detalle la funcién 13, o con méas precision el comporta-

miento en el infinito del cociente ¥3(a,t)/t, lo que nos conduce al lema siguiente. O

wS(avt) —

Lema I1.3.8 La funcidn 13 satisface limy 1o =

a.
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Demostracion. Si para cualquier funcion f(t) que satisface lim; 4o f(¢)/t" = 0 escribimos
o(t"), entonces

pwslat) L (L2492 — (L B2 — 1) — dt(a — 1)
t=too 1 t=F00 2¢(1 + 2t + 16 + (1 + 3)/(#3 — 1)2 — 4t(a — 1))
. [t12 + 417 + o(t7)] — [t'2 — 4at” + 417 + o(t7)]
t=400 2¢(1 + 2t + 10 + (1 +13)/(t3 — 1)2 — 4t(a — 1))
4at™ + o(t")

m ——— =a,
t—+o0 2t(2t6 4 0(t9))

3

como queriamos ver. O

La eleccién de las aplicaciones ¢ y ¢ introducidas en I1.3.c.3 cobra sentido a partir del
resultado siguiente.

Proposicion I1.3.9 Los conjuntos ¢(Int(81)) y ¢ (Int(82)) estdn contenidos en Z.

Demostracion. Consideramos las aplicaciones
1 3(t+1—ct)
®:Int(8;) = {e <0<t} = R? (¢, »—><7,—)
(81) = {e < 0 <1} = B, (t,0) = (5,

11—+ /(3 —1)2 —4t(a - 1)
7 5 )

U Int(Ss) = {a < 0 <t} = R%, (a,t) <t

Las aplicaciones ® y ¥ surgen de modo natural al resolver los sistemas de ecuaciones

rt=1 1-2y+y—ay’=a
(@):{ A (‘Il){
l—azy+z—-—2"y=c T=t

con respecto a las variables {x, y}. Ahora, un calculo directo muestra que ¢|1nt(31) =g*od
y 1/;]Int(82) = g* o U, y esto completa la demostracion. g

A continuacion recordamos la nocién de camino en un espacio topologico X.

Definiciones I1.3.10 Dado un espacio topolégico X, un camino en X es una aplicaciéon
continua « : [r, s] — X, donde [r, s] es un intervalo cerrado en R. Cuando «a(r) = a(s) = zo
decimos que « es un lazo con punto base xg. En este caso podemos considerar o como una
aplicaciéon cuyo dominio es el espacio cociente [r, s]/~, obtenido mediante la identificacion
de los extremos del intervalo [r, s| y homeomorfo a una circunferencia. Consideremos ahora
una aplicacion continua f : D — X, donde D es un disco topolégico cerrado. Un lazo
frontera de f es un lazo « : [r,s] — X tal que existe un homeomorfismo ~ : [r, s]/~ — D
con @ = for.
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Se define la concatenacion de caminos en un espacio topologico X como sigue: dados
dos caminos « : [a,b] = X y B : [¢,d] — X tales que a(b) = B(c), su concatenacion es el
camino
a(t), sit € a,b),

axf:la,b—c+d — X, t— _
B(t+c—0b), site[bb—c+d].

El cociente, respecto de la relacion de homotopia del conjunto de lazos en un espacio to-
polégico X con punto base xg € X se denota m (X, xg) y se denomina grupo fundamental
de X. La concatenaciéon de caminos induce una operacion en este grupo, que denotare-
mos multiplicativamente. Cada lazo « es representante de un elemento [a] € 71 (X, x¢), y
denotaremos el producto de dos elementos [a], [5] € m1(X, o) por [a] - [B] = [ * B].

En lo que sigue damos por conocidas las propiedades basicas de los grupos fundamenta-
les y los homomorfismos entre grupos fundamentales inducidos por aplicaciones continuas
entre espacios topologicos. Nuestra referencia serd Massey |[Ma]. Siempre trabajaremos
con espacios arco-conexos, en los que el grupo fundamental no depende, salvo isomorfia,
del punto base elegido, por lo que a veces abreviaremos 1 (X) = 71 (X, z¢), sea quien sea
xo € X. Escribiremos f : (X, z9) — (Y, yo), si necesitamos hacer explicitos los puntos base,
para referirnos a una aplicaciéon continua f : X — Y que ademaés satisface f(z9) = yo.

Observacion 11.3.11 El modo habitual de definir caminos en un espacio topoldgico hace
uso del intervalo estandar I = [0, 1] como dominio, pero aqui trabajaremos con intervalos
arbitrarios [r, s| para facilitar la construccion de las parametrizaciones que necesitaremos
posteriormente. En cualquier caso, todo camino « : [r, s] — X se “normaliza” mediante la
biyeccion afin § : I — [r,s], t — r + (s — r)t por lo que identificamos « con el camino
as:=ao0d: ] — X.

Definicion I1.3.12 Sean A > ¢ > 0 ntmeros reales y denotemos

Da(e) := {(u,v,w) € R : u? +v? < (A+¢)? |w| < ¢}
Dy = {(u,v,w) €R>: w=0, v +v* < A?}.
Sean D C R? un conjunto homeomorfo a un disco cerrado con su topologia euclidea, y
r < 0 < s dos ntimeros reales. Diremos que el lazo « : [r,s] — R3 corta transversalmente

una vez al disco D si existen un homeomorfismo p : R? — R3 y un subconjunto abierto G
de R? que contiene a D tales que:

(i) p(9) = Da(e) y p(D) = Du;

(i) J=a 5G) =]-ee[C[rs] v (poals)(t)=(0,0,1).

Observaciones I1.3.13 (i) Es sencillo verificar que para cualquier punto p € Dy(e) se
satisface la desigualdad d(p, D4) < v/2¢ < 2e.
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(i) La definicion de corte transversal impone ciertas restricciones sobre el modo en que
el disco D puede estar inmerso en R3. De hecho, para inmersiones exoticas de D pueden
no existir lazos que corten una vez transversalmente a D.

Notaciones I1.3.14 Consideremos la aplicacion
R* R = R, (u,v,w) — (u? + v, u? + w?)

introducida en el epigrafe I1.3.c.1. Para nuestros propositos conviene observar que, dados
numeros reales B > A > 0, los discos

Cii={(u,v,w) ER?: > +0v? < A% w=—/B2—-2} y
Cy = {(u,v,w) € R : v +w?< A% u=—\/B2 —v?}
satisfacen las igualdades
0Cy € WM ({(A%, B2)}) v 9C, € WL ({(B2, A%))).

Consideremos los siguientes homeomorfismos p; y p2 de R3, que transforman, respectiva-
mente, C7 y Cy en el disco Dy (ver 11.3.12):

u, v, W) si |v| > B

‘R 5 R, (u,v,w) — (u, v, w), ’
P ( ) {(u,v,w+\/B2—v2), si |v| < B,
(w,v,u), si [v] > B,

:R3—>R3, U, V, W) >
P2 ( ) {(w,v,u+\/32v2), si [v] < B.

Utilizaremos estos homeomorfismos a lo largo de este apartado.

Lema I1.3.15 Sean D un subconjunto de R3 homeomorfo a un disco, Y = R3\ 0D, y
a: ([rys],r) = (Y,y0) un lazo en' Y de modo que v corta una vez transversalmente a D.
Entonces [a] es un generador del grupo fundamental w1 (Y, yo).

Demostracion. Empleamos las notaciones introducidas en la definicién 11.3.12. En particu-
lar, sean p : R> — R3 un homeomorfismo de R3, o un lazo y A > ¢ > 0 niimeros reales
como los alli descritos. Basta probar el lema para el lazo o/ = p o «, el complementario
Y' =R3\0D4 del disco D4 y el punto g, = o/ (—¢). Consideramos el camino 3 : [0, 1] — R3
definido por

(3(A+e)t,0¢), si0<t< 3
ﬁ(t): (A-FE,O,E—(I?—%)G&), Sl%<t§%
(A+e—3(A+e)(t—2),0,—¢), siz<t<1
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L / / / / /
Escribimos o = |7, o] = /| * /[ ¥
tenemos

(] =[ahxa)] =[ah=f] - [ )] =g 1=y,

donde 1 y g representan, respectivamente, el ele-
mento neutro y un generador del grupo fundamental
™ (Y/7 yé) :

En efecto, por una parte el espacio R3\ Dy es
simplemente conexo, luego 71 (R3\ Da, y) = {1}, v
el lazo B! x o) estd contenido en R3\ D 4.

Por otra parte, el camino [of, * ] genera m1(Y’,y;) = Z. En efecto, esto es debido a
que Y’ tiene como retracto de deformacion el conjunto M := 9D (e) U K., donde 0D 4(¢)
representa la frontera de Da(e) en R y K. := {(0,0,w) : —¢ < w < €}, y se desprende
del siguiente Lema I1.3.16 que el lazo [ag * 5] es un generador de 71 (M, y;), y por tanto de
1 (Y/7 yé) O

Lema I1.3.16 Sean S C R® una esfera, D uno de sus didmetros y M := SUD. Entonces,
™ (M, .7,‘0) =7.

Demostracion. Sean p € S\ D y denotemos U := M \ {p}. Elegimos un entorno suficien-
temente pequeno V' de p en S homeomorfo a un disco y que no corte a D. Claramente M
es homeomorfo a U U V. Consideremos el homomorfismo de grupos

p:m(UNV)—==nU)

inducido por la aplicacién inclusion j : UNV) < U. Puesto que V es simplemente conexo
se deduce del Teorema de Van Kampen, [Ma| (pagina 95, segunda aplicacion del teorema
2.1) que 7(M, p) = w(U)/ Tm(g).

Observamos que U es homeomorfo a la unién de un disco con un arco que une dos de
sus puntos y no corta al disco. Por tanto, U tiene como retracto de deformacién una curva
homemorfa a una circunferencia, luego w(U) = Z. Por otra parte U NV es homeomorfo
a un disco menos un punto y su grupo fundamental es también Z, pero lo importante es
que un generador suyo estd contenido en S\ {p} C U. Como S\ {p} es contractible se
tiene p(m(UNV)) = 0 luego (M) = 7(U) esta generado por un camino que recorre medio
meridiano cuyos extremos son los puntos de corte de D con S y el diametro D, y eso es
justamente lo que hace el lazo af, * § del Lema II.3.15. U

Lema I1.3.17 Sean X C R3 homeomorfo a una circunferencia, D C R® homeomorfo a
un disco, y sea f: D — R3\ X una aplicacion continua. Entonces cualquier lazo frontera
de f pertenece al elemento neutro de w1 (R3\ X).
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Demostracion. Basta observar, empleando coordenadas polares, que f es una homotopia
entre el lazo frontera y un camino constante. O

Proposicion I1.3.18 Sean B > A > 0 numeros reales. Entonces, existen niumeros reales
1 <cop <0yt >0 tales que, denotando R := [0,t1] X [c1,¢0] y si (A, B) # (1,1), existe
un lazo frontera de ¢|g : R — R> que corta una vez transversalmente al disco C; C R3
definido en 11.3.14.

Demostracion. Separamos la prueba en dos casos, segiin A y B sean distintos o iguales.
CAsO 1: B > A. Elegimos ¢y, c1 € R, € > 0 de modo que
cq1+e<-B<—-(B-—A)<c—2<c<D0. (11.3.5)

Para cada niimero real ¢ tal que ¢y < ¢ < ¢p, y para todo t > 0 se tiene, en virtud de la
expresion algebraica de la aplicacion ¢ en el epigrafe 11.3.c.3,

7
2
¢t )l = [¢1(t, c)| = (c5 — CO)W’
por lo que existe t; > 0 que cumple
A+e<|¢i(t,c)| paracada t>t; ycada cg>c>cy. (I1.3.6)

(I1.3.18.1) Afirmamos ahora que el lazo frontera de la restriccion @|g : R — R? dado por

a1(s) = 9(0,s — B),
sici+B<s<c¢+B

az(s) = ¢(s — co — B, o),
sico+B<s<ti+c¢c+ B

043(3) :¢(t1,t1+260—8+B),
Siti1+c+B<s<ti+2c—c1+B

ay(8) = ¢(—s+ 2t1 +2co — c1 + B, 1),
sit1+2co—c1+B<s<2t1+2¢cg—c1+ B

corta una vez transversalmente a Cf.

Para demostrar esta afirmacién procedemos de la manera siguiente. Consideramos los
nimeros reales positivos A y €, y hacemos jugar al homeomorfismo p; introducido en
I1.3.14 y al conjunto abierto §; = pl_l(DA(s)) los papeles de p y G, respectivamente, en
la definicion de corte transversal (ver 11.3.12). Comprobemos que a~1(G;) = ]—e, +€[.
Elegimos primero py = (ug, vo, wp) € Im(er) y distinguimos los casos siguientes, segin po
recorre los distintos tramos del camino a:
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(i) Si pp € Im(a) existe ¢ + B < 59 < ¢o + B tal que po = a1(sp) vy, en virtud de las
desigualdades (I1.3.5),

p1(po) = p1(9(0,s0 — B)) = (0,0, 0) y

p1(po) € Da(e) cuando ¢; + B < —e < sp<e<cy+ B.
Por consiguiente o] '(S1) =]—¢, ¢[.
(ii) Si po € Im(az), entonces

(uo,vo, co + /B% —v3), si|v| < B,

= p1(ug, vo, co) = .
p1(p0) Pl( 0,70 0) {(UO,’U(),C()), S1 |’UO| > B.

En el segundo caso tenemos, empleando de nuevo las desigualdades (I1.3.5),

ug + v > B* > (co+ B)? > (A +¢)?,

y esto implica p1(po) ¢ Da(e). Si se da la primera opcién, cuando u3 + v3 > (A + ¢)?

estamos en la misma situaciéon de antes, y por eso podemos asumir que u(z) —{—vg < (A+ 5)2.

Como tanto B — (A + ) como A + € son positivos,
(B4 (A+¢))-(B—(A+¢)) > (B—(A+¢))?

y usando las desigualdades (I1.3.5) una vez maés llegamos a

co+/B2—12>co+\/B2—(A+e)?>co+B—(A+¢)>e.
0

Como la tercera coordenada de p1(pg) es mayor que e concluimos que p1(po) ¢ Dal(e).

(iil) Si po € Im(avg), entonces p1(po) = (uo, vo, wo), con ug > A+ ¢; asi, ud +v3 > (A +e¢)?
y de muevo pi(po) & Da(e).
En efecto, como py = as(s) con t1 + ¢o + B < s < t1 + 2¢p — ¢1 + B, tenemos

co>c=t1+2c0—s+B>c1y s>t1+co+ B > t.
Por tanto, a la vista de la desigualdad (I1.3.6), ug = ¢(s,c) > A +e.
(iv) Solo nos queda considerar el caso en que pg € Im(ay). Ahora

(UO,Uo,Cl + \/B2 — Ug)u si |1)()| < B,

g ’U,,'U,C == :
p1(po) = p1(uo, o, c1) {(uo,vo,cl), si [vo] > B.

Argumentando de modo similar a como lo hicimos al recorrer el segundo tramo de «, cuando
ud +v3 > (A +¢)? es claro que p1(po) & Da(e). Por otra parte, si ud + v3 < (A +¢)? la
tercera coordenada de p1(pg) satisface, de nuevo por las desigualdades (11.3.5),

ci+4/B2—13<ci+B< —¢,
0
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y por tanto p1(po) ¢ Da(e).

CASO 2: B = A # 1. Suponemos primero que —1 < ¢ < 0. Bajo esta condiciéon tenemos

t(2t +1)
1437

tt+1—ct
OS(bQ(tvc): ( 1—|—t3 )

< para todo t > 0,

y existe {9 de modo que para cada (t,c¢) € [to,+oo[x[—1,0] se cumple la desigualdad
¢2(t,c) < A/2. Consideramos el conjunto compacto K = [0, tp]x[—1, 0], cuya imagen ¢(K)
es también un compacto y no contiene el punto p4 = (0, 4,0), pues en caso contrario, al
ser A > 0, se tendria ¢~1{(0, A,0)} = (1,0) y, sin embargo, ¢#(1,0) = (0,1,0) # (0, A, 0).

En consecuencia, existe un ntumero real 0 < 6 < A/2 tal que la bola abierta Bs(p4,d) de
centro p4 y radio d no interseca a ¢(K). Tomamos ¢y € |—1,0[ de modo que la interseccion
CiyN{w =cp, v >0} C Bs(pa,d). Para ver que esto siempre es posible, observamos que

CyN{w = cp, UZO}:{w:co, v=1/A?—c3, u2§A2—A2+c%:02},

de modo que si (u,v,w) € C1N{w = cp, v > 0} entonces |u| < |co], v = /A% — &, w = ¢y,
y €Omo

2 / 22 2 / / 2 2 2
u +( AQ—C(Q)—A> +00§2CO+’ Az—cg—A’-’ A2—03+A’:2co+00:300

deducimos que
C1N{w=co, v >0} C{(u,v,w) €R>:u? + (v — A)> +w? < 3c2} = B3(pa, |V3co)).
En consecuencia, es suficiente elegir cq con 0 < |v/3¢g| < 6. De esta forma aseguramos que:

(I1.3.18.2)  El conjunto cerrado E' := ¢([0,400[x{co}) no interseca a Ci; por tanto,
d(Cl, El) > 0.

En efecto, E’ es cerrado porque la restriccion de ¢ a [0, +00[x{co} es una aplicacion
cerrada. Mas atin, se tiene
1 NE C cin {w =cy, V> O} - Bg(pA,5).
Ahora bien, si t > tg entonces d(¢(t, co),pa) > A/2 > 0, mientras que si t < ¢y entonces
#([0,t0] x {co}) C #(K), que no interseca a la bola Bs(pa, ).

A continuacion elegimos ¢ > 0 tal que 2e < d(p1(Ci),p1(E’)) (ver 11.3.14 para la
definicion de p1) y ¢ < —A — €. Como en el Caso 1, para ¢ € R con ¢y > ¢ > ¢1 tenemos

7
(8. 0)1 2 [6(.€)| = (6 o) e

y de nuevo existe ¢; con |¢1(t,c)| > A+ ¢ parat > t1, ¢; < ¢ < ¢y. Consideramos ahora el
rectangulo R := [0, 1] X [co, c1] ¥ 1a restriccion ¢|x : R — R3. Entonces el lazo frontera « de
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¢|r corta una vez transversalmente al disco C1, con respecto a las constantes positivas A, e
dadas anteriormente, y usando p1 y Gq := pfl(DA(e)) en el lugar de p y G de la Definicion
I1.3.12. En este sentido, comprobamos ahora que el conjunto abierto §; es precisamente el
intervalo J := |—¢, +¢[.

Parametrizamos o« como en 11.3.18.1. Para los tramos primero, tercero y cuarto de «
la demostracion sigue el mismo desarrollo que en el Caso 1, y concluimos que estos tramos
de « intersecan D 4(e) tan solo para t € |—¢,¢[. Con respecto a un punto pg elegido en el
segundo tramo de «, se tiene py € E' y por tanto d(p1(po), Da) > d(p1(E’), D4) > 2e.
Asi, p1(po) ¢ Da(e) pues en caso contrario, por el Comentario 11.3.13, (ii), obtendriamos
la desigualdad d(p1(po), Da) < 2e, que es una contradiccion. O

Proposicién I1.3.19 Sean A y B nimeros reales tales que 0 < A < B, y Cy C R3 el
disco introducido en 11.3.14. Entonces, existen numeros reales a1 < ag < 0 y t1 > 0 de
modo que, denotando R := [ay,a] X [0,t1], existe un lazo frontera de |z : R — R? que
corta una vez transversalmente al disco Cs.

Demostracion. Procedemos de manera analoga a la demostraciéon del Caso 1 de la Propo-
sicion 11.3.18. Elegimos nimeros reales ag, a1 € Ry 0 < e < 1 de modo que

at+e<—-B<—(B—A)<ayg—2<ag<0.
En virtud del Lema I1.3.8, y asumiendo que ag > a > a1, tenemos

t
I Y2(%0 _ @
t—oo  agt ap

>1

- )

luego existe ty > 0 tal que ¥3(a,t) < apt/2 para todo t > ty, porque ag < 0. En particular,
existe t1 > to tal que ¥3(a,t) < —(A+¢€) siempre que t > t1 y ag > a > a;. Consideramos
el rectangulo R := [a1,ap] x [0,¢1] y comprobamos que existe un lazo frontera 5 de la
restriccion 1|z : R — R? que corta una vez transversalmente el disco Co, definido por

61(5) :¢(S_B70)7
sia1+B<s<ay+ B
Ba(s) = 1(ap,s — ap — B),
siag+ B<s<ti4+a9+ B
53(8) :¢(t1+2a0—8+B,t1),
sit1+a0+B<S§t1+2ao—a1—|—B
Ba(s) = ¥(ar,—s + 2t1 + 2ap — a1 + B),
sity+2a9 —a1 + B <s<2t; +2a9 — a1 + B.

\

Ahora, empleando un argumento similar al utilizado en la prueba de la Proposicion 11.3.18,
y analizando tramo a tramo el lazo 3, obtenemos que 87 (p; 1 (Da(¢))) =] —¢, [ (ver I1.3.14
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para la definicion de p2). O

Finalmente demostramos I1.3.c.2, con lo que concluye la prueba alternativa de I1.3.2.

Demostracion de 11.3.c.2. Suponemos primero que B > A > 0y (A, B) # (1,1). Proba-
remos que Z := g*(R?) interseca tanto a h* 1 (A2, B?) como a h*~1(B2, A%). Ya sabemos
que h* (A%, B?) contiene la frontera del disco Cy := {u® +v? < A%, w = —/B2 — 2},
Demostramos ahora que dC} interseca a Z1 := Im(¢) C Z. En efecto, por la Proposicion
I1.3.18, existen un rectangulo R := [0,1] X [c1, co] y un lazo frontera o de ¢|g : R — R3
que corta una vez transversalmente al disco C1, y por lo tanto representa un generador del
grupo 7 (R?\ OC1) = Z. Por el Lema I1.3.17, si ¢(R) no interseca a 9C; entonces [a] es el
elemento neutro de 1 (R3\ dC1), que es una contradiccion.

Un argumento similar demuestra que Z también interseca a h*_l(BQ, A?); basta para
ello sustituir el disco C por Co, la aplicaciéon ¢ por ¢ y la Proposiciéon 11.3.18 por la
Proposicion 11.3.19.

Solo falta probar el aserto 11.3.c.2 para el caso especial A = B = 1. Un calculo directo
nos permite comprobar que (0,1,0) = ¢g*(1,1) € A*"1{(1,1)} N Z, y esto completa la de-
mostracion. ]

11.3.d. Consecuencias. A partir del resultado sobre el cuadrante abierto del plano es
posible ahora demostrar un resultado algo més general.

Proposicién 11.3.20 FEl interior y el complementario de un dngulo son imdgenes polino-
micas de R2.

Demostracion. Como el interior de cualquier angulo en R? es afinmente equivalente al pri-
mer cuadrante Q, del Teorema I1.2.3 se deduce que la afirmacion es valida para este tipo
de conjuntos. En cuanto al complementario de un angulo, es afinmemente equivalente al
conjunto Q' := R2\ {x > 0, y < 0}, luego basta escribir Q" como imagen polinémica de
R2. Ahora bien, Q' = ¢(Q), donde g : R? — R?, z = 23 en coordenadas complejas es una
aplicacién polinémica. Por el Teorema I1.2.3, f(R?) = Q para cierta aplicacién polinémica
f:R2 = R? asi que (go f)(R?) = Q. O

Proposicion I1.3.21 EIl conjunto Q,, := {x1 > 0,...,z, > 0} C R" es imagen polindmica
de R™ para cada nimero entero n > 2.

Demostracion. Este resultado es el Teorema I1.2.3 para n = 2, y elegimos una aplicacién
polinémica f : R? — R? tal que f(R?) = Q. Probamos ahora que también se cumple
para n = 3. Por el Lema II.1.1 existe una aplicacién polinémica g : R?2 — R? tal que
g(R?) = 3 := {y > 0}. Entonces, la aplicaciéon polinémica

hiR® = R?, (21,29, 23) = (fi(z1,91(22,23)), f2(21, 91(22, 23)), g2 (22, 3))
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cumple la igualdad h(R3) = Q3, ya que h es la composicion de las aplicaciones

Id, ,1d
d.9) R x H:R2x]0,+oo[u Q9% 10, +o00] = Q3

R3 =R x R?

Ahora que ya sabemos que existen aplicaciones polinomicas f : R? = R? y h: R? — R3

tales que f(R?) = Qy y h(R3) = Qs, para expresar Q, con n > 3 como imagen polino-
k

——
mica de R™ basta considerar, si n = 2k es par, la aplicacion f x --- x f : R® = R”, y si
k—1

—_——~
n = 2k 4+ 1 es impar la aplicacion A X f x --- x f: R" — R"™. O



CAPITULO I

Propiedades de imagenes polinédmicas y
regulares de R”

I11.1. Preliminares y herramientas

Comenzamos introduciendo los objetos y notaciones que emplearemos en el resto de
este capitulo. Denotamos por Hoo(K) := {xg = 0} el hiperplano de infinito del espacio
proyectivo KPP, que contiene a K™ identificado al subconjunto KP™ \ Hy (K) = {zo = 1}
via el homeomorfismo

j K™ - KP™ \ Hoo(K), (1,...,2m) = (L:x1 - 2y).

En el caso m = 1, llamamos {psc} := {zo =0} = {(0: 1)} al punto del infinito de la recta
proyectiva KP!, y si m = 2 denotamos /o (K) := {9 = 0} la recta de infinito del plano
proyectivo KPP2. Conviene recordar que el espacio proyectivo real RP™ puede sumergirse en
R* para k suficientemente grande como una variedad algebraica real afin no singular (véase
[BCR, 3.4.4]). En particular, la clausura en RP"™ de un conjunto semialgebraico de R™ es de
nuevo un conjunto semialgebraico. Con frecuencia interpretaremos los objetos algebraicos
reales como conjuntos de puntos fijos, con respecto a la conjugacion, de objetos algebraicos
complejos; obviamente, estos objetos algebraicos reales son invariantes por conjugacion.

Ill.1.a. Objetos proyectivos invariantes. Para cada n > 1 consideramos la conju-
gaciéon compleja

0:=0,:CP" -CP", z=(20:21::2p) > Z2:=(20:21: """ Zn),

cuyo conjunto de puntos fijos es RP". Decimos que el conjunto A C CP"™ es o-invariante
si 0(A) = A. Del criterio Jacobiano se deduce que si Z C CP" es una variedad algebraica
proyectiva compleja o-invariante no singular de dimensién compleja d, entonces Z N RP"
es una variedad algebraica proyectiva real no singular de dimensioén real d. Decimos que
la aplicaciéon racional h : CP™ --» CP™ es o-invariante si h o 0, = o, 0 h. En particular,
si las componentes de h son polinomios homogéneos con coeficientes reales, entonces h es
o-invariante, y la restriccion hlgpn : RP™ --» RP™ es una aplicacion racional real.

Durante todo este capitulo usaremos con frecuencia conceptos basicos de la geometria

algebraica compleja como aplicacion racional, aplicacion regular, divisor, explosion, etc, tal

— 83
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como se exponen en [Ha, Mu, Shl, Sh2]. Recordamos en particular el siguiente resultado

relativo a la regularidad de una aplicacién racional definida sobre una curva no singular
(véase [Mu, 7.1]).

Lema III.1.1 Sean Z C CP™ una curva algebraica proyectiva no singulary F' : Z --+» CP™
una aplicacion racional. Entonces F' se extiende a una aplicacion regular F : Z — CP™, y
st Z, F son o-invariantes también lo es F.

En este Capitulo sera esencial la resoluciéon de indeterminaciones de una aplicacion
racional proyectiva o-invariante, definida sobre una superficie proyectiva o-invariante no
singular. La resolucién del lugar de indeterminaciéon de una aplicacién racional es una técni-
ca muy bien conocida; como necesitamos preservar la o-invarianza de los datos exponemos
a continuacién con cuidado este proceso.

I11.1.b. Resolucién de indeterminaciones. Sean Z; C CP" una variedad algebraica
proyectiva no singular, o-invariante de dimensiéon d y sea F¢ : Zy --+ CP™ una aplicaciéon
racional o-invariante. Para calcular el conjunto de indeterminacion de Fg := (Fy : ---: F,)
procederemos del siguiente modo (véase [Shl, II1.1.4] ). Consideramos para cada 0 < i < m
el divisor D; en Zy determinado por el polinomio F; y tomamos el maximo comiin divisor
|D| := mcd{Dy, D1, ..., Dy} de dichos divisores. Es claro que los divisores D} := D; —|D|
no tienen ninguna componente en comun. Aplicando [Sh1, II1.1.4.Thm.2|, la aplicaciéon Fr
no es regular, exactamente, en los puntos del conjunto o-invariante Y¢ := (), supp(D}),
cuya dimensiéon es < d — 2. Como ademas F¢ es o-invariante, esta aplicacion se restringe
a una aplicacion racional real Fg : Zg N RP™ --» RP™, cuyo conjunto de indeterminaciéon
es Yr := Yo NRP™.

Usaremos dim para referirnos a los dos operadores dimg y dimg; siempre se deducira del
contexto cuél de los dos esta siendo utilizado en cada momento. En lo que sigue suponemos
que Zj tiene dimensién 2, y afirmamos que en estas condiciones:

(ITI.1.b.1) Euxisten:

(i) Un entero k > 2 y una superficie algebraica proyectiva o-invariante no singular
Z, C CP*.

(ii) Una composicion o-invariante wc : Z1 — Zy C CP™ de explosiones, cuyo conjunto
fundamental Yo == {p € Zy : #nz'(p) > 1} satisface que WC’Z1\7r51(Yc) VAR
WEI(Y(;) — Zo \ Yr es un isomorfismo birregular, y

iii) Una aplicacion regular proyectiva y o-invariante F : Z1 — CP™ tal que
(iii) p gular proy y C q
Felz\nzt ) = Fe 0 Tl zi\npt (v

Una terna o-invariante (21, mc, Fr) que satisface las propiedades anteriores sera llamada
una resolucion o-invariante de la aplicacion Fg.
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Ademaés, para cada y € Y¢ las componentes irreducibles de 7 1(y) son curvas algebrai-
cas proyectivas no singulares K, birregularmente equivalentes a CP! (via una aplicacion
regular ®; , : CP! — K, ,, que es o-invariante si K;, es o-invariante) tales que

(iv) Siy € Y \ Y, entonces 0(K;y) = K; ) v Kiy NRPF = @.

(v) Siy € Yg entonces, o K; ,NRP* = @ y existe j # i con 0(K; ) = Kj, (v Kj,\RPF =
@) o o(K;y) = K,y y la interseccion C;, = K;, N RP* es una curva algebraica
proyectiva no singular birregularmente equivalente a RP! (via la restriccion Giy =
(bi,y‘RIPﬂ . R]P)l — Ci,y).

Antes de presentar un esquema de la demostraciéon de I11.1.b.1 es conveniente recordar
algo de terminologia junto con resultados bésicos sobre la explosiéon con centro no singular
de una variedad algebraica proyectiva no singular.

Ill.1.c. Explosién con centro no singular de una variedad no singular. Sean
Zy C CP™ una variedad algebraica proyectiva no singular e Y C Z; una subvariedad no
singular. Denotemos (z) el ideal del anillo de polinomios C[z| := C|zo, z1, . . ., 2, generado
por zg,...,Zy. Sean P, ..., Py, polinomios homogéneos del mismo grado que generan un
ideal a del anillo C[z], cuya saturacion

a:={PeClz]: (z2)*P C a para algin k > 0}
coincide con el ideal Jz,(Y) = {P € C[z] : P(z) =0 Vz € Y}. Entonces:

(II.1.c.1) La explosion Bly (Zy) de Zg con centro Y es la clausura de Zariski en Zo x CP™~!
del conjunto

{(z;(Py(2) : -+ : Pu(2))) € (Zo\ Y) x CP™ 1},

junto con la proyeccién asociada 7 : Bly (Zg) C Zg x CP"™ 1 — Z, (z;y) — z (véase [Ha,
7.18] y [Sh2, VI.2.2]). Recordamos aqui que:

» Bly(Zy) es una variedad algebraica proyectiva irreducible no singular de la misma
dimension que Zy, que “no depende” (en el sentido de que es tnica salvo isomorfismo
birregular) de la eleccion del ideal a ni de sus generadores (ver [Sh2, VI.2.2 (a,b)]),

» 7Bl (Zo)\n-1(v) : Bly(Zo) \ 7 1Y) = Zy\ Y es un isomorfismo birregular, e

» Y puede recubrirse mediante una familia finita de subconjuntos afines abiertos {Uy }
que satisfacen 771(Uy,) = U, x CP""!, donde r = dim(Zp) — dim(Y).

(III.1.c.2) Consideremos ahora las componentes irreducibles Y7,...,Y, de Y. Como Y es
no singular, también lo es cada Y; y, ademas, ¥; NY; = & si i # j. Se puede comprobar
que Bly(Zy) = Bly, (- Bly,(Bly,(Zp)) - - - ), usando la caracterizacién en términos de su
estructura local en torno a Y y la unicidad de una explosién salvo isomorfismo birregular.

(III1.1.c.3) La construccion anterior III.1.c.1 muestra que si tanto Zy como Y son conjun-
tos o-invariantes, podemos suponer que también Bly (Zp) lo es; para esto basta elegir el
ideal a cuyo saturado es Jz,(Y) de modo que todos sus generadores sean o-invariantes.
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Para obtener dichos generadores es suficiente elegir un sistema de generadores arbitrario
y reemplazarlo por el formado por las partes reales y las partes imaginarias de los mis-
mos. Es interesante observar que si consideramos la inmersion de Bly (Zp) en cierto espacio
proyectivo CPYV mediante la aplicacion de Segre (véase [Ha, 2.11]), entonces la proyeccion
7 : Bly(Zy) — Zy es o-invariante. De este modo, 7~ (Y NRP") = 7= (V) N RPY y si-
guiendo la demostracion de [Sh2, VI.2.2| concluimos que, en esta situacion de o-invariancia,
Y puede recubrirse mediante una familia finita {U,} de subconjuntos abiertos afines o-
invariantes tales que 7~ (Uy,) = U, x CP"~! y cuyas intersecciones con RPV satisfacen

7 YUy NRPY = (U, NRP") x RP™ 1,

donde r := dim(Zp) — dim(Y') = dim(Zy NRP") — dim(Y NRP") (véase [BCR, 3.5.8-11]).

(ITI.1.c.4) Suponemos ahora que Zj es una superficie algebraica proyectiva no singular
o-invariante y que Y es un subconjunto finito o-invariante. Consideramos la explosiéon
(Bly (Zp), m) de Zy con centro Y:

(i) Para cada y € Y la fibra 77 !(y) es, por IIl.1.c.1, una curva racional no singular.
De hecho, si y € Y NRP" la fibra 7= 1(y) es, por III.1.c.3, una curva racional no singular
o-invariante, via una equivalencia birregular o-invariante con CP'. Ademas, si y € Y \ RP"
entonces 71 (y) NRPY = @, puesto que 7 es o-invariante.

(ii) Si C' C Zp es una curva algebraica no singular, su transformada estricta con respecto
a la proyecciéon w B
C = QI ) (" H(C\Y)) € 77 1(C)
es, por [Sh2, VI.2.2.d], una curva no singular. Si ademaés existe una equivalencia birregular
o-invariante ® : CP! — C, entonces la transformada estricta C de C es o-invariante Y,
aplicando el Lema III.1.1 a la aplicacién racional 7= o & : CP! --» 5’, obtenemos una
equivalencia birregular o-invariante ¥ : CP! — C.

Esquema de la demostracion de 111.1.b.1. Como se muestra en la demostracion de [Shl,
IV.3.3.Thm.3], el proceso (finito) empleado para resolver las indeterminaciones de una apli-
cacién racional F¢ : Zy --+ CP™ consiste en explotar los puntos de indeterminacion de F'
y de las consecutivas aplicaciones racionales que resultan de la composiciéon de F' con la
sucesion de aplicaciones que se obtienen tras cada explosion a lo largo del proceso. Siguien-
do (III.1.c.2), podemos explotar de una sola vez todos los puntos de indeterminaciéon de
estas aplicaciones racionales. De este modo, aplicando inductivamente (III.1.c.3), podemos
suponer que cada aplicaciéon racional involucrada en el proceso, junto con su dominio de
definicién y su conjunto de indeterminacién, son g-invariantes. Como ya sabemos, la terna
(Fc, Zo, Yc) empleada inicialmente es o-invariante.

Al final de este proceso obtenemos:

= Una superficie algebraica proyectiva o-invariante Z; C CP* para cierto k > 2,

= Una composicion de explosiones o-invariantes m¢ : Z1 — Zg C CP", y
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= Una aplicacién proyectiva regular y o-invariante ﬁ@ : Z1 — CP™ tal que
Fel gzt ove) = P o melz\nz (v

Asi, la terna (Z7, ﬂ@,ﬁ@) satisface las condiciones (i) y (iii) de nuestra afirmacion previa.
Observamos también que la preimagen de cada punto de Y es, como consecuencia de
(ITI.1.c.4), una curva algebraica proyectiva compleja cuyas componentes irreducibles son
curvas racionales no singulares. Por otra parte, por la construccion realizada, la preimagen
de cada punto de Zj \ Y¢ mediante 7 es un tnico punto. Por tanto Y¢ es el conjunto
fundamental de m¢ y también se cumple (ii). Por dltimo, las afirmacioness (iv) y (v) son
consecuencia de (IT.1.c.4). O

I11.1.d. Curvas proyectivas que se intersecan en un Gnico punto. Més adelante
emplearemos el Lema III.1.3 acerca de la interseccién de dos curvas algebraicas proyecti-
vas conexas de una superficie algebraica proyectiva compleja bajo ciertas condiciones. La
demostracion de dicho resultado (véase [J5, 3.1]) esté inspirada en la de [J3, 4.6]. Antes
de probarlo presentamos el siguiente resultado preliminar, debido a Jelonek [J3, 4.7]. Re-
cordamos, 11.3.10, que si I := [0,1], X es un espacio topologico y o, : I — X son dos
caminos tales que «(1) = (0), entonces a * 3 : I — X denota la concatenacion de o'y 3,
mientras que a~! representa el camino que se obtiene al recorrer (1) desde el punto a(1)
hasta el punto «(0). Se dice que los caminos «, 5 : I — X son homdtopos, y lo escribiremos
a ~ 3, si existe una aplicacion continua ¢ : I x I — X tal que ¢(-,0) = ay (-, 1) = .
Obviamente, sin més que reparametrizar podemos identificar cada camino con otro cuyo
dominio es un intervalo cerrado prefijado.

Lema III1.1.2 Sea X wuna variedad algebraica compleja cuasi-proyectiva y normal y sea
Y C X un abierto Zariski y conexo. Si j :Y — X es la aplicacion inclusion, entonces el
homomorfismo inducido j. : H1(Y,Z) — H1(X,Z) es un epimorfismo. En particular, si
H\(Y,Z) =0 también H,(X,Z) = 0.

Demostracion. En primer lugar, como los grupos Hy(X,Z) y H1(Y,Z) son los abelianizados
de m1(X) y m1(Y) respectivamente, es suficiente demostrar que para algin punto a € Y el
homomorfismo inducido j, : m1(Y,a) — 71 (X, a) es un epimorfismo.

Sea v : I — X un camino cerrado tal que y(0) = (1) = a. Para nuestros propositos
es suficiente encontrar un camino « : I — Y homotépo a v : I — X en X. Recordamos
que, como consecuencia de la estructura conica local de los conjuntos algebraicos, X es
localmente contractible. Sea {V*},cx un recubrimiento de X formado por subconjuntos
contractiles que son abiertos en X, tales que x € V*. Como X es una variedad algebraica
cuasi-proyectiva compleja normal, X es localmente irreducible en sentido analitico, por lo
que cada punto x € X admite un entorno abierto irreducible U* C V*. Noétese que la
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interseccion de D = X \ 'Y con U” define un subconjunto analitico de U* y, como éste es
irreducible, U* \ D es conexo (véase |N, IV.1.Cor.2, pag. 68|).

Sea ¢ > 0 un ntimero de Lebesgue para el recubrimiento abierto {y~(U%)},ex del
intervalo I, y elegimos un entero n > 1 tal que € > 1/n. Si I, := [k/n, (k+ 1)/n], entonces
(1)) esta contenido en algtin U, que renombramos como Uy, y también renombramos V*
como Vi. Sean ay := v(k/n) y, por supuesto ag = a,, = a. Escribimos ahora by := b, := a
y elegimos, para cada 0 < k < n, un punto by € (Ux_1 N Ug) \ D que se encuentra en la
misma componente conexa Cj de Uip_1 N Uy que el punto ay.

Sea v := |1 : Iy — X y definimos Sy := B, : I — X, 5,(t) = a (el camino cerrado
trivial) y para cada 0 < k < n consideramos un camino cerrado (5 que conecta ay con
bi v cuya imagen esté contenida en Cy. Sea o un camino que conecta by con biy1 cuya
imagen esté contenida en el conjunto conexo Uy \ D. Como V}, es contractil se cumple que
Vi =2 Bi * a * 5k_+11' Por tanto,

-1 -1
YY1 = Boxagk B kK By ka1 x 3,

zﬁo*ao*-u*an,l*ﬁgl:ao*--'*an,lz:a.

Como Im(a)) C Y, concluimos que el homomorfismo inducido j. : m1(Y,a) — m1(X,a) es
un epimorfismo. O

Lema II1.1.3 Sea X una superficie algebraica proyectiva compleja. Supongamos que X
contiene un subconjunto abierto y denso U tal que H1(U;Z) = H2(U;Z) = 0 y cuyo
complementario A := X \ U es una curva algebraica compleja. Sean C1,Co C A dos
curvas analiticas complejas, conexas y compactas, sin componentes irreducibles comunes.
Entonces, la interseccion C1 N Cy es vacia o contiene un unico punto.

Demostracion. La demostracion transcurre en varios pasos:

(IT1.1.3.1) Para empezar, podemos suponer que X es un poliedro compacto de dimension
4, A es un subpoliedro cerrado de X y U es una variedad orientable de dimensién 4.
Usando la dualidad de Lefschetz (véase [Sp, 6.1.11 & 6.2.19]), H (X, A;Z) = Hy_;(U;7Z)
para 0 < i < 4, luego por la sucesion exacta de cohomologia (véase [Sp, 5.4.13]), tenemos

HY(X,A;Z) — HY(X;Z) — HY(A;Z) — H*(X, A7) = Hy(U;Z) = 0.

Por tanto, el homomorfismo H'(X;Z) — H'(A;Z) es un epimorfismo.

Como U es un subconjunto abierto y denso de X cuyo complementario es una curva
algebraica compleja existe, por el Lema II1.1.2, un epimorfismo 0 = Hy(U;Z) — H1(X,Z)
y de aqui H1(X,Z) = 0. Ahora, usando el teorema de coeficientes universales para coho-
mologfa ([Sp, 5.5.1] y [Sp, 5.5.3]), deducimos que H'(X,Z) = Hom(H,(X,Z),Z) = 0, y
concluimos que H'(4;Z) = 0.
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(II1.1.3.2) A continuacion, consideramos una curva analitica compacta C' C A y la union
C'de las componentes irreducibles de A no contenidas en C; es claro que F := CNC’ es un
conjunto finito. Como C' y C’ son conjuntos analiticos ambos son localmente contréctiles;
por tanto, para cada z € F existe un entorno V* de z en A tal que

» VPN Cy VPN tienen a {x} como retracto de deformacion,

» VPNCONC ={a},y

s VI NV =g six,xe € Fy ) # x2.

Un calculo sencillo muestra que

vi=culJwv'nc) y we=CculJv"no)
zeF zeF

son subconjuntos abiertos de A tales que VUW = A, VAW =, .-(V*Nn(CUul’))yC
y C’ son, respectivamente, retractos de deformacion de V' 'y W; ademas, F es un retracto
de deformacion de V N W. Usando la sucesiéon exacta de Mayer-Vietoris para cohomologia
(véase [Sp, 5.4.9]) tenemos

0=HY(A;Z)=H'(VUW;Z) - H\(V;Z) o H'(W;Z) - H' (VNW;Z) = H(F; 7).
Puesto que F es un conjunto finito, H'(F;Z) = 0, luego H'(C;Z) = H'(V;Z) = 0. En
particular, eligiendo C' := Cy U Cy se deduce que H'(Cy U Cy;7Z) = 0.

(IT1.1.3.3)  Finalmente, comprobamos que si C; N Cy # & entonces esta interseccion es un
Gnico punto. Sean V; y V5 dos subconjuntos abiertos de C7 U Cs tales que

= (; C V; es un retracto de deformacion de V; para i =1, 2,
= VUV =C1UCy y CpNCy es un retracto de deformacion de Vp N Va.

Para construir V7 y V5 procedemos de modo similar a I11.1.3.2. Usando la sucesién exacta
de Mayer-Vietoris para cohomologia reducida (véase [Sp, 5.4.8 & p.240]) aplicada a los
subconjuntos abiertos V; y Vo de C7 U U5, cuya interseccion no es vacia, deducimos que

A°(C ) & H(Cs) = (Vi) & (Ve 2) = (Vi 0 Ves2)
- ]5[0(01 NCo;Z) — ﬁl(Vl UV Z) = ﬁl(C’l UG Z) = HY(C1 U Cas Z) = 0,

Tanto C; como Cy son conexas, esto es, HO(Cj;Z) = 0, luego H(C, N Co;Z) = 0. Por
tanto el conjunto finito C1 N Cy es conexo, luego se reduce a un punto. O

Ejemplo IT1.1.4 Sean F C C? un conjunto finito y U := C2 \ F su complementario.
Entonces, H1(U,Z) = Hy(U,Z) = 0.
En primer lugar, por el Teorema de Hurewicz, H1(U, Z) es el abelianizado de 71 (U) = 0;

por tanto, Hy(U,Z) = 0. Para calcular Hy(U,Z), podemos suponer, usando un homeomor-
fismo C? = R*, que F = {p1,...,p,}, donde py := (2k — 1,0) = (2k — 1,0,0,0).
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Notese que D, :=|Ji_; S}, donde S} := {z € R*: ||z — p;|| = 1}, es un retracto de

deformacion de U = R*\ F. En particular, Hy(D1;Z) = Ho (S]?;1 ;Z) = 0, y observamos que

i+ .. .
S3 mS?) — {plj = %} S1 ’Z _J‘ = 17
be b si i — 4] > 1.

Supongamos, por induccion, que Hy(D,_1;7Z) = 0. Empleando la sucesion exacta de ho-
mologia de Mayer-Vietoris (véase [Sp, §4.6]), tenemos

0= Ha(Dr—1,Z) ® Hy(S} ;Z) — Hy(Dy; Z) = Hao(U; Z)
— Hi(Dr1 NS}, Z) = Hi({pr-1,};Z) = 0,

lo que implica que Hy(U;Z) = 0, como queriamos.

Observacion 111.1.5 A la vista del Ejemplo II1.1.4, el Lema II1.1.3 se aplica en el caso
en que U es homeomorfo al complementario en C? de un subconjunto finito F.

Ill.1.e. Lema de seleccién de curvas racionales. A continuacion presentamos una

version del clasico Lema de seleccion de curvas, [M, §3. 3.1, adaptada a nuestras necesi-
dades.

Lema II1.1.6 Sean f : R™ — R™ una aplicacion reqular y 8 := f(R™). Sean 8’ C 8 un
subcongunto semialgebraico denso de 8 y p € Clgpm (8) \ 8. Entonces existen:

w enterosr > 1, ki,...,ky con ky :=min{ky, ..., k,} <0, y
» polinomios p; € R[t] con p;(0) # 0 para cada 2 <1i <mn,
tales que, tras reordenar las variables en caso necesario, para cada 5 € (t7)R[t]™ se tiene:

(i) p = limy; o+ (f ° (a + ﬂ))(t), donde a(t) = (itk17tk2p2(t)7 s 7tknpn(t)); )
(i) (fo(a+p))(]0,e]) C 8 parae > 0 suficientemente pequerio.

Para demostrar este resultado necesitamos primero el siguiente lema:

Lema II1.1.7 Sean f € R[x] := R[x1,...,%,] \ {0} v g € R((t))". Entonces, para cada
s> 1 existe r > 1 tal que si h € (t")R[[t]]" se cumple que f(g) — f(g + h) € (£°)R][t]].

Demostracion. Escribimos g := f—;, donde k > 0y ¢ € R[[t]]". Sean z e y := (y1,-.-,¥n)
indeterminadas y consideremos el polinomio

f(x+zy) = f(x) + zq(x,y,2),
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donde ¢ € R[x,y,z| es un polinomio. Denotamos d := deg(q) y elegimos r := s+ kd y
observamos que si h € (t")R[[t]]" podemos escribir h = t"h/, donde b’ € R[[t]] ¥

/
Flg+h) = £(9) = flg+"H) = f(g) = t"alg, W, e") = +q( T 0',v").
Asi, el orden de la serie f(g+ h) — f(g) es mayor o igual que r — kd = s, como queriamos
probar. O

Demostracion del Lema 111.1.6. Podemos suponer que 8’ es abierto en 8. En efecto, como
8’ es denso en 8, que tiene dimensién pura, digamos d, por ser imagen de R™ por una
aplicacion regular (véase mas adelante la Observacion I11.6.4 (1)), deducimos que 8 \ 8’ es
un conjunto semialgebraico de dimension < d — 1. Al ser dim(C1(8 \ §')) = dim(8 \ §'), la
diferencia 8" := 8\ CI(8 \ 8') C 8’ es densa y abierta en 8. Por tanto, cambiando en caso
necesario 8’ por 8” podemos suponer que 8 es abierto en 8.

Como el conjunto Clgpm (8') = Clgpm (8) es semialgebraico y p € Clgpm (8') \ 8, por el
Lema de seleccion de curvas Nash (|[BCR, 8.1.13]) existe un camino Nash v : | -1, 1[— RP™
tal que v(]0,1]) € 8’ y v(0) = p. Sean {zx}r C R™ y {tx}r>1 C ]0, 1] dos sucesiones que
convergen respectivamente en RP" y [0, 1], de modo que limy_,oo{tx} =0y f(zx) = v(tx)
para todo k > 1. Sea ¢ € RP" el limite de {z}};>1. Teniendo en cuenta que 8§ = f(R") y
p=7(0) € Clgpm (8) \ 8, deducimos que ¢ € RP" \ R" = Hyo(R).

Por otro lado, dim(f~1(v(]0,1[))) > dim(y(]0, 1[)) = 1. Ademés
¢ € Clen (f~'(v(0, 1))\ (f 7 (v(0,1D)),

y por el Lema de seleccién de curvas Nash existe un camino Nash A : |—1, 1[— RP" que
satisface A(]0,1[) € F71(7(]0,1[)) y A(0) = ¢. Asi, reparametrizando 7 en caso necesario,
podemos suponer que f o A = «. Denotamos Ao, A1, ..., A\, € R[[t]] las componentes de A
Y 0,71, - - - s ¥m € R[[t]] las de 7. Entonces, lim;_,o+ (1 : A(¢)) = ¢, limy_,o+ (1 : y(t)) =py

Fox=g(R )= (2 ) oy

Como ¢ € Hx(R), tras reordenar las variables xi,...,%,, y denotando w(:) el operador
orden de una serie, podemos suponer que

w(A1/A0) = min{w(Ai/Ng): 1 <i<n}<O,

Es maés, tras un cambio de variable del tipo t — tu(t), donde u € R[[t]] es una unidad, esto
es, u(0) # 0, podemos suponer que A;/Ag = £t con k1 < 0 y escribimos \;/Ag = £k s,
para cada indice 2 < i < n, donde p; € R[[t]] y k] € Z . Por simplicidad tomamos k} := 0
y pi =051 X\i/Ao =0y p; € R[[t]], ki := k] € Z tales que p;(0) # 0 si X\j/ Ao # 0.

Sea f = (fi/fo,---, fm/fo), donde cada f; € R[x] := R[x1,...,%,] v fo(z) # 0 para
cada x € R™. Por el Lema II1.1.7 existe ro > 1 tal que si g = (pu1, ..., tn) € (£7)R[[t]]" se
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cumple

. _ ] o m
Jim (12 A(0) + (1)) = ¢ ytgﬁ(r}gxw+um»-~5%

Es mas, al ser 8 abierto en 8, también f~1(8’) es un subconjunto semialgebraico abierto
de R”, que contiene a A(]0,1[) C f~(v(]0,1])) € f~1(8'). Existen por tanto polinomios
g1,---,9q € R[x| tales que

A(0,e1)) € {g1 > 0,...,94 >0} C f71(8)

para €1 > 0 suficientemente pequeno. Asi, podemos escribir

(A1) + u(1)) = p.

gio)\(t):aitgi—i—---, donde a; >0 y ¥; € Z.

Empleando una vez méas el Lema I11.1.7, existe r > max{ro, k5, ...,k } + 1 tal que, para
cada n € (t")R][[t]] se cumple

(gio(A+n) —(gioA) € (£7)R[[t]], donde s:=médx{0,41,...,0,} + 1.

Por tanto, cada g; o (A +n)(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno y n € (t")R[[t]].
Ahora, si elegimos p := (0, 2, . .., 1) € (£)"R[[t]]" de modo que

£ M (Ni/ X0 + ) = pi+ M € R[e]\ {0}

conseguimos nuestro objetivo. En efecto, A;/Ag # 0y por tanto k] = k;, por lo que definimos
pi(t) := pl-—l—t_kiui; si por el contrario \; /A9 = 0, entonces escribimos pi—I—t_k;,ui = thip;(t)
con k; > 0, p; € R[t] y pi(0) # 0. Los enteros r, k; y los polinomios pa, ..., p, satisfacen
las condiciones del enunciado. Il

I11.2. Imagenes polinédmicas y regulares de dimensién 1

En esta esta seccién se caracterizan, en términos geométricos, los conjuntos semialge-
braicos 1-dimensionales § C R™ cuyo invariante p(8) y/o r(8) es finito. Demostramos que,
en ambos casos, si el invariante implicado es finito, entonces es < 2, y determinamos en
qué condiciones su valor es 1. Denotamos 83 el conjunto de puntos del semialgebraico 8
cuya dimension local es k. Por supuesto, s6lo una cantidad finita de estos 8(;) es no vacia
y, como consecuencia de [BCR, 2.3.6], todos ellos son semialgebraicos.

Una curva racional compleja es la imagen de CP' por una aplicacion birracional (y por
tanto regular), mientras que una curva racional real es una curva algebraica proyectiva real
irreducible C tal que Cq) es la imagen de RP! por una aplicaciéon birracional (y por tanto
regular). Recordamos que a las imagenes polinémicas de R las hemos llamado, traduciendo
la expresion “parametric semiline” introducida por Z. Jelonek, semilineas paramétricas; por
analogia, a las imagenes regulares de R las llamaremos semilineas requlares.

Iniciamos nuestra discusion con el caso m = 1, esto es, cuando 8 es un intervalo de R.
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Lema II1.2.1 Sea I C R un intervalo. Entonces,

(i) p(I) < +o0 si y solo si I no es acotado. En tal caso p(I) < 2, y p(I) =2 si y sélo
st I C R es un intervalo abierto.

(ii) v(I) <2, yr(I) =2 si y sélo si I TR es un intervalo abierto.

Demostracion. (i) Observamos que toda aplicacion polinémica no constante

d
f:]R—>R,tr—>Zajtj
=0

se extiende a una aplicacién polinémica
d
dei
F:RP! = RP!, (zp:2;) — (xg : Zajxo ]le)
Jj=0

que cumple F(pso) = Poo, donde po, = (0 : 1). La aplicacion F es propia pues es continua
y la recta proyectiva RP! es compacta. Por tanto, también f = F|g = F|p-1(g) es propia,
luego es una aplicacion cerrada. En consecuencia f(R) es un subconjunto semialgebraico
no acotado y cerrado en R, es decir, f(R) =R o f(R) es un intervalo propio cerrado y no
acotado. De aqui que, si I C R es abierto, entonces p(I) > 2. Mas ain, si p(I) =n < +oo
y g : R" — R es una aplicacion polindémica con g(R™) = I, elegimos zp € R™ tal que
g(zo) # ¢(0). El intervalo I contiene a la imagen de la aplicacién polindmica no constante
f:R—=R, t— g(tzg), luego I no es acotado.

Para terminar la prueba de este apartado basta demostrar que el intervalo [0, +00[ es
imagen polinémica de R y que ]0, 400 es imagen polinémica de R2. Pero para ver esto es
suficiente considerar las aplicaciones polinémicas

fLiR=R 682y f:R2SR, (2,y) = (zy — 1)? + 22

(i) Para la segunda parte de esta afirmacion observamos que, por el Lema I11.1.1, toda
aplicacion regular f : R — R se extiende a una aplicacion regular F' : RP! — RP!. Por
tanto, la imagen de F es RP! o un intervalo propio cerrado J de RP. Si F(ps) = poo,
entonces f(R) := I = J \ {poo} es un intervalo cerrado no acotado de R. Por otra parte,
si F(pso) = ¢ € R se sigue que J = [a,b] es un intervalo cerrado acotado de R, e I = J
si F~!(c) no es un tnico punto, mientras que I = J \ {c} si F~(c) es un tnico punto.
De aqui que, al ser I conexo, debe ser un intervalo cerrado [a,b] o uno de los intervalos
acotados semiabiertos [a, b], ]a, b]. Esto implica que si el intervalo I C R es abierto entonces
r(l) > 2.

Por ultimo, y teniendo en cuenta el apartado (i), es suficiente observar que los intervalos
[0,1] y ]0, 1] son las imagenes de las aplicaciones regulares

t 1 1
R—R, t— —5 + = R—R, t—» ——
f3 ) 1+t2+2 y f4 ) 1+t27
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respectivamente, y que el intervalo ]0, 1] es la imagen de la aplicacion regular
(vy —1)% + 22
1+ (zy —1)2 4+ 22’

Las comprobaciones de estas tltimas afirmaciones es inmediata. O

f5:R2 _>R7 (I’,y) =

Para determinar los subconjuntos semialgebraicos 1-dimensionales 8 C R™, donde m >
2, tales que p(8) y/o r(8) son finitos, necesitamos antes algunos resultados previos.

Lema III1.2.2 Sea f : R --+ R™ una aplicacion racional no constante cuya imagen deno-
tamos 8. Entonces:

(i) Eziste una aplicacion regular o-invariante F : CP' — CP™ tal que Flg = f y
F(CPY) = CIZ5..(8).

(ii) El conjunto ClEpm(8) es una curva algebraica racional compleja y existen una apli-
cacion sobreyectiva, regular, birracional y o-invariante T : CP! — CIZ.(8) v una
aplicacion reqular, sobreyectiva y o-invariante F : CP! — CP! tales que F =7moF y
m(RP') = Clggn (S1))-

zar

(iii) Si f es polinomica, entonces ClEpm(8) N Huoo(C) es un unico punto.

Demostracion. (i) Quitando denominadores y homogeneizando adecuadamente f se extien-
de a una aplicacién racional o-invariante

F:=(Fy:F : - :Fpy):CP!'-- CP™,

donde cada polinomio Fj € R[xq, x1] es homogéneo y deg(F;) = deg(F}) para cada par de
indices 0 < i < 7 < m. Esta extension es, por el Lema III.1.1, regular y, por el principio

de identidad, tinica. Ademas, F(CP'), que esta contenido en CI#.. (8), contiene, por [Mu,

2.31], un subconjunto abierto no vacio en la topologia de Zariski de ClEp.(8); por tanto,
como F es propia y CIZ5,.(8) es irreducible, concluimos que F(CP') = CI%%,(8) (véase
[Mu, 2.33]).

(ii) Sea K C CP* la normalizacion de CI4%,,(8) que es, por [Shl, 5.3], una curva pro-
yectiva irreducible no singular birracionalmente equivalente a Cl¢p. (8), via una aplicacion
regular sobreyectiva 7w : K — Cl&pm(8). Como Clfpn(8) es o-invariante podemos suponer
que también K y 7 lo son. La composicién 771 o F' : CP! --s K es una aplicaciéon racional
o-invariante que, por el Lema III.1.1, se extiende a una aplicacién regular sobreyectiva
o-invariante F : CP! — K que cumple la igualdad F = 7o F'. Deducimos que K es una
curva algebraica proyectiva no singular de género aritmético g,(K) = 0 ya que, por [Mu,
7.6, 7.20],

0 = go(CP") > g,(K) > 0.

Por tanto K es una curva racional no singular (véase [Mu, 7.17]), luego podemos supo-
ner que K = CP'. Para concluir observamos que, por la unicidad de la normalizacion,
(RP!, w|gp1) es la normalizacion de Clggn (8) y m(RP') = CIg5a (8(1)).
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(iii) Si f es polindmica, 8 es no acotado, luego Clgpm (8) NHoo(R) es no vacio. Por otra

parte, en la construccion de la extension F' de f podemos tomar Fy = mg para cierto d > 1,
asi que ClEpm (8) NHx(C) = {F((0: 1))} es un tnico punto. O

Lema I11.2.3 Sea f = (f1,...,fm) : R™ -=» R™ wuna aplicacion racional no constante
cuya imagen tiene dimension 1. Entonces,

(1) Existen g € R(x1,...,%pn) y una aplicacion racional h : R --» R™ tales que f = hog.

(ii) Si f es una aplicacion polinémica, podemos elegir g y h de modo que también sean
polindmicas.

Demostracion. (i) Sea F := R(fi1,..., fm) el menor subcuerpo de R(x) := R(xy,...,%xy,)
que contiene a Ry a f1,..., fin. Debemos tener que tr.deg(F|R) = dim(Im f) = 1, luego al
menos una de las funciones racionales f;’s no es constante. Se deduce entonces de [N, §13]
y [Sch, §3. Thm. 4], que existe g € R(x) tal que F = R(g). Como f; € F = R(g), podemos

escribir cada f; = z ?gg)) para ciertos polinomios coprimos p;, ¢; € R[t]. En consecuencia, la
aplicacion racional h := (z—i, e g—:z) R --» R™ cumple f = hog.

(ii) Supongamos que f es una aplicacion polindémica. Por [N, §13| y [Sch, §3. Thm. 4],
podemos elegir g € R[x|. Por el Lema de Bezout, 1 = p;a; + ¢;b; para ciertos a;, b; € R[t].
Sustituyendo la variable t por g obtenemos la identidad polindémica

1= pi(g9)ai(g) + a:(9)bi(9) = qi(9) fiai(9) + ai(9)bi(9) = ¢i(9) (fiai(g) + bi(g)),

luego ¢i(g) € R\ {0}. Por ello los cocientes h; := % son polinomios. O

Ejemplo II1.2.4 Los conjuntos S' y RP! son iméagenes regulares de R. Como RP! es
imagen de S' mediante la proyeccién canénica 7 : S' — RP!, es suficiente demostrar que
S! es imagen regular de R. Para comprobar esto basta considerar, por ejemplo, la aplicacion
regular

f:R—=S t— S((07 = 1)% — 4, 4i(t? - 1)).

1
(t2+1)
Esta aplicaciéon resulta de componer la inversa de la proyeccion estereografica S' — R
desde (1,0) con la aplicacion doblar definida por

g:C=R?> 5 C=R?, z=z+V-1y = (z,9) — 2% = (2% — 1%, 2ay).

Corolario IT1.2.5 Sea § C R™ un conjunto semialgebraico de dimension pura 1 tal que
Cligpm (8) es una curva racional. Entonces 8 es la union de un nimero finito de semilineas
requlares.



96 IIl. Propiedades de imagenes polinémicas y regulares de R"

Demostracion. Sea ¢ : RPY — CIZE,. (8) la normalizacion real de CIZE.(8). Si se da la
igualdad 8 = Clgpm (8), entonces 8 es, por el Ejemplo I11.2.4, imagen de R por una aplica-
cion regular, y hemos concluido. Por otra parte, si 8 # Clgpm (8) denotamos po, €l punto
de infinito de RP! y podemos suponer que ¢(ps) € Cl&%.(8) \ 8. En consecuencia, ¢~ *(8)
es un conjunto semialgebraico de R = RP! \ {ps}, esto es, ¢~1(8) es una unién finita
Ui {pi} U U§:1 I; de puntos e intervalos. Esto implica, al ser § de dimensién pura, que

8 = Uj=1 ¢(15)-

Si Ij no es abierto se deduce del Lema II1.2.1 que ¢(I;) es una semilinea regular. Por

otra parte, si I; := ]aj, b;] es un intervalo abierto con —oo < a; < b; < +o00, escribimos
I; = Jaj, ¢l U e, bj] y, por el Lema II1.2.1, ¢;(I;) es union de dos semilineas regulares, lo
que termina la demostracion. O

El siguiente resultado es una caracterizacion geométrica de los conjuntos semialgebrai-
cos unidimensionales que son imagen de una aplicacion polinomica (véase [FG2, 2.1-2]).

Teorema II1.2.6 Sea 8§ C R™ un conjunto semialgebraico 1-dimensional. Entonces, las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) 8 es imagen polindmica de R™ para algin n > 1.

(ii) 8 es irreducible, no acotado y ClEpm(8) es una curva racional o-invariante tal que

ClEm (8) NHoo(C) se reduce a un dnico punto.

Si este es el caso, p(8) < 2.

Demostracion. (1) = (ii) Sabemos que 8 no es acotado y, por la Proposicion 1.1.4, 8
es irreducible. Como p(8) < 400, existe una aplicacion regular f : R” — R™ tal que
f(R™) = 8. Por el Lema II1.2.3 existen aplicaciones polinémicas h : R - R™ y g : R" - R

que satisfacen f = h o g. Ahora, por el Lema II1.2.2, ClZp,.(8) es una curva racional

o-invariante y Cl&pm (8) N Hoo(C) es un tnico punto.

(i) = (i) Sea 7 := (mq, . .., ™) : CP! — CI%,. (8) una normalizacién o-invariante de
Cl%..(8), lo que implica que (RP!, 7|gp1) es una normalizacion de Cl&%. (8). Puesto que
CIZ,. (8) NHuo(C) es un tinico punto, podemos suponer que my = td para algin d > 1. En
particular,

Clggm (8) NHoo(C) = {m((0: 1))}

En consecuencia, 7|g : R = RP! \ {psx} — R™ es una aplicaciéon polinémica, y como 8
es irreducible y 1-dimensional se tiene § C 7(R) = Clgpm (S(1)) \ Hoo(R). Més atin, como
(R, 7|r) es la normalizacion de CIF (8) existe, por la Proposicion 1.1.5, un intervalo I C R
tal que w(I) = 8; de hecho, al ser 8 no acotado, tampoco I es acotado. Se desprende del

Lema II1.2.1 que I, y por tanto 8, es imagen polinémica de R2. O
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Corolario ITIL.2.7 Sea 8§ C R™ un conjunto semialgebraico 1-dimensional que es imagen
polindmica de R™ para algin n > 1. Entonces p(8) =1 si y sdlo si 8 es cerrado en R™.

Demostracion. Si p(8) = 1 existe una aplicaciéon polinémica no constante f : R — R™ tal
que f(R) =8. Como f es propia deducimos que § es cerrado en R™.

Reciprocamente, como hemos visto en la prueba de (ii) = (i) en el Teorema II1.2.6,
existe una aplicacién polinémica 7 : R — R™ tal que (R, 7) es la normalizacion real de
Clgm (8). Por tanto existe, por la Proposicion 1.1.5, un intervalo I C R tal que w(I) = 8.
Como 8 es no acotado y cerrado en R™, podemos elegir este intervalo de modo que también
sea no acotado y cerrado en R. En virtud del Lema III1.2.1 esto implica que el intervalo I,
y en consecuencia 8, es imagen polinémica de R. O

Para terminar esta secciéon presentamos los resultados analogos a los anteriores para
imagenes regulares de espacios euclideos. Comenzamos caracterizando en términos geomé-
tricos las imagenes regulares 1-dimensionales de espacios euclideos.

Teorema II1.2.8 Sea § C R™ un conjunto semialgebraico 1-dimensional. Entonces, las

afirmaciones siguientes son equivalentes:
(i) 8 es imagen regular de R™ para algin n > 1.
zar

(i) 8 es irreducible y Clgpm (8) es una curva racional.

Si este es el caso, r(8) < 2.

Demostracion. (1) = (ii) En primer lugar, la irreducibilidad de § se desprende de la
Proposicion 1.1.4. Sea f : R™ — R™ una aplicacion regular tal que f(R™) = 8. Por el Lema

II1.2.3 existen una funcion racional g € R(x) := R(xy,...,x,) y una aplicacién racional
h = (%, ey };L—”OI) : R — R™ tales que f = hog, y se deduce del Lema II1.2.2 que Clgpm(8)

es una curva racional.

(ii) = (i) Recordemos que si ¢ : RP' — CI&%.(8) es una normalizacion real de
ClgEn (8), la imagen ¢(RP') = CIgEn(8(1)). Por tanto, si 8§ = CIgn(8(1)), se deduce del
Ejemplo I11.2.4 que § es imagen regular de R. Por otra parte, si 8 # Clgpm (8(1)) podemos
suponer que Clgpm (8(1)) \ 8 contiene a la imagen ¢(poo) del punto de infinito po, de RP!.
Se deduce de la Proposiciéon 1.1.5 que ¢(I) = 8 para cierto intervalo I C R = RP\ {po.},
y por el Lema III1.2.1 concluimos que I, y también 8, es imagen regular de R2. O

Corolario ITI.2.9 Sea § C R™ un conjunto semialgebraico 1-dimensional que es imagen
reqular de R™ para algin n > 1. Entonces t(8) = 1 si y solo si se cumple una de las dos
condiciones siguientes:

(i) Clrpm(8) = 8.
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(i1) Clgpm(8) \ 8 = {p} es un unico punto y el menor germen analitico que contiene al
germen 8, es irreducible.

Demostracion. Supongamos que r(8) = 1 y sea f : R — R™ una aplicacion regular tal
que f(R) = 8. Por el Lema II1.2.2, f se extiende a una aplicacién regular sobreyectiva
F : CP! — CIZ..(8), y existen una aplicacion birracional regular sobreyectiva o-invariante
7 : CP! — Clgg. (8) con m(RP') = Clgpn(8(1)) y una aplicacion regular sobreyectiva o-
invariante F : CP! — CP! tales que F=mo F.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que F (Poo) = Poo- Por tanto, la restriccion

fi= ﬁ\R : R — R es una funcion regular tal que f = 7|gof y, por el Lema I11.2.1, f(R) =R
o f(R) =[0,00[ 0 f(R) = [0,1] o f(R) = [0, 1],

Si f(R) = [0,1], entonces Clgpm(8) = 8. En los deméas casos, denotemos ¢ = peo si
f(R) =R o f(R) = [0,00] y ¢ = 1si f(R) = [0,1]. Observamos que f(R) U {¢} es un
subconjunto cerrado de RP!, luego compacto. Por tanto, su imagen 8 U {r(q)} mediante 7
es un subconjunto cerrado de RP™ y Clgpm (8) = 8 U {m(q)}.

De este modo, en todos los casos la diferencia Clgpm(8) \ 8 es vacia o sélo contiene un
punto. Ademaés, si Clgpm (8) \ 8 = {p := 7(q)} se tiene que 7~(p) N (f(R) U {q}) = {q}.
Por tanto la clausura analitica del germen §,, es irreducible, porque &, es la imagen por 7

del germen (f(R))q.

Reciprocamente, supongamos que se cumple alguna de las condiciones (i) y (ii) del
enunciado. Por el Teorema I11.2.8 y la Proposicién 1.1.5 existen una aplicacién birracional
regular ¢ : RP! — CIZ%,. 8 y un subconjunto conexo I C RP! tales que ¢(I) = 8; de hecho
I es la tinica componente 1-dimensional de ¢~1(8), y distinguimos los dos casos posibles:

Caso 1. Clgpn(8) = 8. Entonces, 8 es cerrado en RP™ y por tanto, I = RP! o I es un
intervalo compacto contenido en RP!, que podemos suponer que es I = [0, 1].

Caso 2. Clgpm (8)\8 = {p} es un punto y la clausura analitica del germen §,, es irreducible.
Esto tltimo implica que I = Clgp1(I) \ {a} para algin a € RP! tal que ¢(a) = p; de este
modo, podemos suponer que I = [0,1[ o I = R.

En ambos casos deducimos, como consecuencia del Lema II1.2.1 y el Ejemplo I11.2.4,
que 8 es imagen regular de R. O

Corolario I11.2.10 No existe ningin conjunto semialgebraico unidimensional 8 tal que

p(8)=2yr(8) =1.

Demostracion. Sea 8§ C R™ un conjunto semialgebraico tal que dim(8) = 1y p(8) = 2. Por
el Teorema II1.2.6 el conjunto 8 no es acotado y, por el Corolario I11.2.7, 8 no es cerrado
en R™. Por tanto, la diferencia Clgpm (8)\ 8 consta de al menos dos puntos; uno en H (R)
porque 8 no es acotado, y otro en R™ porque 8 no es cerrado. Esto implica, por el Corolario
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I11.2.9, que r(8) = 2. O

Ejemplos III1.2.11 (1) El intervalo abierto 8§ := ]0,4+00] C R cumple p(8) = r(8) = 2,
como consecuencia del Lema II1.2.1.

(2) Para la rama de hipérbola 8 := {(z,y) € R? : 2y = 1, y > 1} se cumple que p(8§) = oo
y r(8) = 2. En efecto, aunque la primera afirmacion se comprueba directamente, también
se sigue del Teorema I11.2.6, pues Clgp2(8) N Hoo(C) = {(1:0),(0: 1)} consta de mas de
un punto. En cuanto a la segunda, este tiltimo hecho asegura, en virtud el Corolario I11.2.9,
que r(8) > 1.

Para demostrar que r(8) = 2 basta aplicar el Teorema II11.2.8 porque CIZp,(8) es ra-
cional, al ser una coénica no singular, y la no singularidad, junto con el hecho de que & es
conexo implica, por la Proposiciéon 1.1.5, que 8 es un conjunto semialgebraico irreducible.

Por supuesto, es facil encontrar una aplicacion regular f : R? — R? tal que f(R?) = §;
por ejemplo

f) = ((@y =17+ )
(3) Consideremos los conjuntos
§:={(x,y) ER*:¢y? =2(2®* - 1), z>1} y T:=CI(S8).
Por el Teorema I11.2.8, r(8) = r(T) = oo, ya que
CIE2L, () = CEL,(T) = {(20: 21 5 72) € RP? ;. ag = (43 — )}

es una curva eliptica.

I11.3. Conexién del conjunto de puntos de infinito de una
imagen polinédmica de R”

El propésito de esta seccion es demostrar el siguiente teorema:

Teorema II1.3.1 Sea f : R™ — R™ wuna aplicacion polindmica no constante y denotemos
8 := f(R™). Entonces, S := Clgpm (8) N Hy(R) es no vacio y conexo.

En realidad obtendremos una version algo méas general de este resultado, valido para
una familia més amplia de aplicaciones regulares que denominamos aqui aplicaciones cuasi-
polindmicas, y que introducimos a continuacién.

Definicion II1.3.2 Sea f := (%, Sy %) : R®™ — R™ una aplicaciéon regular, donde cada

fi€Rlxy,...,x0] y  0<deg(fo) < max{deg(f1),...,deg(fm)}.



100 IIl. Propiedades de imagenes polinémicas y regulares de R"

Denotemos R[x] := R[xo, ..., %] y consideremos la aplicacion racional
Fr:RP" - RP™, z:= (zg: 21 : -+ xp) — (Fo(z) : Fi(x) -1 Fp(x)),
donde, si hacemos d := méx{deg(f;) : 0 < i < m}, los polinomios F; estan definidos por

) € Rlx.

X1 X
Fi(xo,. %) =2 fi( 2, 0

0 ...,XO

Sea Yg el conjunto de indeterminacion de Fg y escribamos Fy = x{Fj), donde e > 1y
F} € R[x] es un polinomio homogéneo no divisible entre x. Decimos entonces que f es una
aplicacion cuasi-polindmica si Yr N {F}) =0} = @.

Observaciones II1.3.3 (i) Toda aplicacion polindmica es cuasi-polinémica; basta tomar
fo =1, pero el reciproco no se cumple. Basta tomar f; := b3 + (B3x2k ..+ b2x2F)¢ donde
k>1y{¢>1yb € R\ {0}, caso en el que se satisface {F] = 0} NRP" = &, y alguno de
los f; de grado mayor que 2k¢.

(ii) Si los polinomios fo, f1,. .., fm son primos entre si, entonces

Ye N{F, =0} ={F,=0,F, =0,...,F, =0} NRP".

(iii) Si n = 1, la condiciéon 0 < deg(fy) < méax{deg(f1),...,deg(fm)} caracteriza las
aplicaciones cuasi-polinémicas.

Teorema II1.3.4 Sea 8§ C R™ C RP™ un conjunto semialgebraico que es la imagen de la
aplicacion cuasi-polindmica f : R™ — R™. Entonces, 8o, €s conezxo.

Demostracion del Teorema 111.3.4 para el caso n = 2. Escribimos

Fo= (ﬁfﬂ) . R2 - R™, donde cada f; € Rlx1,%0] v Zga(fo) = 2.
Jo Jo
Como deg(fo) < méx{deg(f1),...,deg(fm)}, la aplicacion f es no constante. Realizaremos

la demostracién en varios pasos.

(IT1.3.4.1) Con las notaciones de I11.3.2, la aplicaciéon racional Fy : RP? --» RP™ se
extiende de modo natural a una aplicaciéon racional o-invariante Fg : CP? --» CP™.
Podemos suponer que los polinomios Fy, Fi, ..., F,, € R[xg,x1,x2| son primos entre si, de
modo que el conjunto de indeterminacion de Fk (donde K =R o C) es

Vi := {x € KP?: zoF}(z) =0, Fi(z) =0, 1 <i<m}.

Yk es un subconjunto finito (véase I11.1.b) del conjunto £ (K) U {z € KP? : F)(z) = 0}.
De hecho YR esta contenido en la recta de infinito /o (R), ya que f es regular.

(I11.3.4.2) Sea (43, 7c, ﬁ@) una resolucién o-invariante de Fr y mantengamos la notacion
utilizada en III.1.b.1. Denotamos
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» X, :=Z; NRP*, que es una superficie algebraica proyectiva real no singular,

» R = 7|y, ¢ X1 — RP?, que es la composicién de una sucesion finita de explosiones
e isomorfismos regulares, y cuya restricciéon

WR|X1\7"]§1(YR) ¢ \ﬁﬁl(YR) _ RP? \ Ya

es un isomorfismo birregular, y
] ER = ﬁ(c| x; : X1 — RP™, que es una aplicacién regular proyectiva real tal que
il \m vy = FR O 7RI\ 30
Como Yr C f5(R) se satisface que mr(z) € RP? \ /o (R) = R? para cualquier = €
X1\ 75" (loo(R)). Por tanto, para todo z € X \ 75 ' (foo(R)) se tiene
Fi(z) = (Fr o mr)(2) = f(r(z)) € R™ = RP™ \ Hoo(R),

de donde Fi '(Hoo(R)) C 75 (foo (R)).

(IT1.3.4.3) La transformada estricta Ko de £ (C) respecto de 7c es, por II1.1.c.4(ii), una
curva algebraica compleja no singular y ¢k, : Koo = foo(C) = CP! es un isomorfismo
birregular o-invariante; en consecuencia, Ky es una curva algebraica racional no singular
o-invariante. Por tanto Co := Koo NRPF es una curva algebraica real racional no singular,
que ademas es la transformada estricta de £ (R) respecto de 7.

(II1.3.4.4) Sea E := {z € CP? : F/(z) = 0}, que es una curva algebraica proyectiva o-
invariante. Como fg no se anula en R? y xo no divide a F}, la interseccion E N RP? es un
subconjunto o-invariante y finito, tal vez vacio, de fo(R). Denotamos E la transformada
estricta de E respecto de 7¢, que es una curva algebraica proyectiva compleja o-invariante
y cumple la igualdad 7g'(E) = EU Uyeenye Tc (y). Comprobamos a continuacion:

(IM13.4.4.1) ENUyey, 7' () =2y ENRPF C Cu.

En efecto, sea y € Yg y comprobemos que EN re) 1(y) = . En caso contrario, existiria
zeEN Wél(y) de modo que y = wc(z) € mc(E) = E; por tanto

y € YR NENRP? =Yg N {z € RP?: Fj(z) =0} = @,
que es una contradiccién. Puesto que W(E NRP¥) = ENRP? C £ (R), tenemos

ENRPF € mp! (lo(R)) \ | 72" (¥) C Coo-
YyEYR

(I11.3.4.4.2) Ademas, teniendo en cuenta que:

F(C(Zoo((c) \Y(C) C Hoo((c)a F(C(E \ Y(C) - Hoo((c)’ F\(C|Z1\7T<EI(YC) = I¢ OWC|Z1\7TEI(Y@) y
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EE '(Ho(C)) C Z; es una curva algebraica proyectiva compleja, deducimos que
EUKy C Fo'(Hoo(C)) C EUKo Uns(Yo).

En consecuencia, ﬁ(g 1(Hyo(C)) es una curva algebraica proyectiva compleja o-invariante
cuyas componentes irreducibles distintas de E son, o bien puntos, o bien curvas algebraicas
racionales complejas no singulares (véase I11.1.b.1).

(IT1.3.4.5) El siguiente diagrama resume la situacion, en los casos complejo y real, en la
que nos encontramos:

N N
F&' (Hao(C)) lo(C)UE D Y Coo (oo(R) D Y
n T N N T N
7 £ cp X R g
ﬁ(C i Fe ﬁ]R i Fr
cP Rpm
U U
Hoo (C) Hoo (R)

(II1.3.4.6) Demostramos a continuacion que F\él(Hoo(C)) es conero. En consecuencia,

~

F-'(H(C)) no contiene puntos aislados y sus componentes irreducibles distintas de E
son curvas algebraicas racionales no singulares.

En efecto, aplicando el Teorema de Factorizacion de Stein [.1.7 a la aplicaciéon proyectiva
regular (morfismo proyectivo) Fg : Z; — CP™, existen una variedad algebraica proyectiva
V' y morfismos proyectivos G1 : Z1 — V, Ga : V. — CP™ tales que:

= (3] es sobreyectivo y sus fibras son conexas,

= (G es un morfismo finito, y

L] F(C = G2 o Gl.

Para nuestros propositos, es suficiente comprobar que los conjuntos H := G;l(Hoo((C)) y
G171 (H) = Fz ' (Hw(C)) son conexos.
(T11.3.4.6.1) G5 (Hoo(C)) es conewo.

Como G9 es finito, deducimos de [H1, I1.5.17] que G2 es un morfismo afin; por tanto
Gy H(C™) = G H(CP™) \ G5 (Hoo(C)) = V \ G5 (Heo(€))

es una variedad algebraica afin. Por consiguiente, al ser V una variedad algebraica proyec-
tiva deducimos, usando [H2, 6.2, p.79], que H = G5 (Hoo(C)) = V' \ G5 1(C™) es conexo,
puesto que es el complementario en V' de una subvariedad algebraica afin abierta.
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(I11.3.4.6.2) G *(H) es conezo.

Supongamos que Gl_l(H) es unién disjunta de dos subconjuntos cerrados A1, As. Como
la aplicacion G es propia y sobreyectiva, G1(A1) y G1(A2) son subconjuntos cerrados de H
que satisfacen la igualdad H = G1(A41)UG1(A2). Si G1(4;) # @ parai = 1,2, la interseccion
G1(A1) N G1(A2) # @, puesto que H es conexo. Elegimos un punto z € G1(A41) N G1(Asz);
se cumple entonces

G ({z}) = (GT'({z}) N A L (GT ({2 }) N 42),

por lo que la fibra Gl_l({x}), que es conexa, serfa uniéon disjunta de dos subconjuntos
cerrados no vacios, y esto es una contradiccion. o

(II1.3.4.7) A continuacion, aplicando el Teorema Principal de Zariski 1.1.6 al morfismo
birracional proyectivo mc : Z; — CP?, tenemos que: Para cada y € Y¢ la fibra e 1(y) es
conexa.

(IT1.3.4.8) En el siguiente paso utilizaremos el Lema II1.1.3 varias veces. Para simplificar
el procedimiento, senalamos a continuacién algunos hechos. En primer lugar, por I1I.1.c.4,
el conjunto A := 7' (foo(C) U Yz) es una curva algebraica, cuyas componentes irredu-
cibles son curvas algebraicas racionales no singulares. A continuacién, observamos que
U:=27Z1\A=mg 1(C%\ Y¢) es una subconjunto denso de Z; y birregularmente equiva-
lente a C2\ Y¢ (es decir, el complementario en C? de un subconjunto finito). Ahora, sean
By,By C A dos curvas algebraicas compactas y conexas sin componentes irreducibles co-
munes. Entonces, como consecuencia del Lema II1.1.3, el Ejemplo I11.1.4 y la Observacién
II1.1.5, la interseccion B N By es vacia o consiste en un inico punto.

(IT1.3.4.9) Consideremos un punto y € Yg y sea T' una unién conexa o-invariante de compo-
nentes irreducibles de 7 1(y) Sean Kj, ..., K, las componentes irreducibles o-invariantes
de T y definimos C; := K;NRP*, que es, por II1.1.b.1(v), una curva algebraica real racional
no singular para todo 1 < i < r. Tenemos entonces:

(i) La curva algebraica proyectiva | J;_, K; es coneza.

(ii) Si ademas suponemos que Ko, N1 # &, entonces la interseccion

.
Ko NT =Ko N U K;
=1
es un unico punto, que pertenece a Xy. En particular, Koo U J;_; K; es conezo.

(iii) Podemos ordenar los indices 1 < 1 <1 de modo que tanto Coo NCy = Koo NT'" como
C; N U;;ll C; se reducen a un tinico punto para 2 < i < r. En particular, la curva
algebraica proyectiva real C = J;_, C; es coneza y Coo NC # @.

Comenzamos demostrando I11.3.4.9 (i). Si T = (J;_; K; no hay nada que comprobar.
En otro caso, denotamos por K,11,..., K las componentes irreducibles de T' que no son
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o-invariantes. Denotamos

t:= méx{#]:: Fc{l,...,r}, U K; es conexo}
1EF

y se trata de comprobar que ¢ = r. Supongamos, por el contrario, que ¢t < r; podemos
entonces suponer que K := Ule K; es conexo. Asi, como cada K/ es conexa, la interseccion
KNKy,=@ parat <{ <r. Como T es conexo y o-invariante, pero K N U;":Hl K, =0,
podemos suponer que K N K, 11 # &y 0(K,41) = K,42. Puesto que K es o-invariante,
KN Kypo # @y por tanto K U K,11 U K42 es conexo y o-invariante. A continuaciéon
reordenamos los indices ¢ = r + 1 < ¢ < s recurrentemente de modo que, para cada j > 1,

29 . .
= KU U:;il K es conexo y o-invariante y

» 0(Krt2j-1) = Kri2j,

hasta encontrar indices r < r+2j < syt < ¢ <r tales que K, N (K U Uz;?il K;) # @;
noétese que existen estos indices porque T = Ule K; es conexo.

Tenemos asi dos curvas algebraicas proyectivas conexas o-invariantes K U U:ifil K;y
K contenidas en A = 15! (loo(C) U YE), ya que y € Yi C loo(R) C £oo(C). Por tanto, la
interseccion K, N (K U U:ifj_l Kj), que es o-invariante y no vacia ha de ser, por 111.3.4.8,
un punto py € X1 = Z1 N RIP*. Puesto que K; C CP* \R]P”’c para todo r+ 1 < i < s (véase
[II.1.b.1(v)), deducimos que p; € K, N K, y esto es una contradiccion, pues K N K, = @.
Por consiguiente r =t y |J;_, K; es conexo.

A continuacién demostramos I11.3.4.9 (ii). Como Koo, T C 75! (£ (C)) C A son curvas
algebraicas proyectivas conexas o-invariantes, la interseccién no vacia y o-invariante KooN7T'
es, por I11.3.4.8, un tnico punto p € X;. De aqui se deduce que p € T NRP* C Ui, Ki,
porque las componentes irreducibles no o-invariantes de T estan contenidas en CP* \ RPF
(véase II1.1.b.1(v)). Por consiguiente Koo N T = Koo NU;_; Ki = {p}.

Comprobemos 111.3.4.9 (iii). En primer lugar, como p € X; = Z; N RP* se tiene
T r
Con|JGCi= (KOOOUKi) NRPF = {p} # @.
i=1 i=1

Por tanto, podemos suponer que Coo N Cy # &, es decir, Coo N C = {p} = Koc NT. Como
Ui, K» es conexo afirmamos que: Podemos ordenar los indices 2 < i < r de tal modo que
K; interseca la union U;;ll K; para2 <i<r.

En efecto, al ser K = |J;_, K; conexo, la interseccion K1NJ;_, K; # &, luego podemos
suponer que Kq N Ky # @&. Teniendo en cuenta de nuevo que K es conexo, deducimos que
la interseccion de Ky U Ko y J;_3 K; # @ no es vacia, y por tanto podemos suponer que
K3 interseca a Kj U K. Procediendo de esta manera se comprueba finalmente nuestra
afirmacion.
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i—1 . . . .

De este modo K; y U;:l K son curvas algebraicas proyectivas conexas o-invariantes
. . ., i—1 . . ,

contenidas en A y la interseccién K; N U§:1 K es o-invariante y no vacia, luego se deduce

de TI1.3.4.8 que existe un punto ¢; € X; tal que {¢;} = K; N U;;ll K. Consecuentemente

i—1 1—1
qiERPkﬂKiﬂ UKj:CiﬂUCj-
pu =1

Asi, C; N U;;ll C; # @ para cada 2 < i < r, y como cada C; es una curva algebraica no
singular birregularmente equivalente a RP', deducimos que la curva proyectiva C' = Ui_, Ci
es conexa. O

(IT1.3.4.10) A continuacién demostramos lo siguiente: Si y € Yg, la curva algebraica pro-
yectiva o-invariante Ty := ﬂ(El(y) N F(C_l(HOO(C)) es conexa y Koo NIy es un tnico punto.

En efecto, como y € Yg C lo(R) C £oo(C) v me(Keo) = £oo(C), se deduce que la inter-
seccion Koo N7 (y) # 2. Por otra parte, como consecuencia de 111.3.4.4.2 y 111.3.4.9(ii),

Ty N Koo = 7¢ ' () N B (Hoo(€)) N Koo = 7 () M Ko

es un solo punto. Ademés, por 111.3.4.4.1, EN 7r61

y) = @. Observamos también que si
y1,y2 € Yo e y1 # 3o, la interseccion ﬁél(yl) N ﬂél(yg) = . Por consiguiente, si T}, no

fuese conexo o Koo N T}, = @, entonces (véase 111.3.4.4.2) tampoco serfa conexo

Fg' (Hoo(C)) = EUKs U | | (5" (2) N Fz ! (H(C))),
zZEYC

lo que contradice I11.3.4.6.

En consecuencia, si Ky 4, ..., K, , son las componentes irreducibles o-invariantes de T,
. . r . .o
se deduce de IT1.3.4.9 que la curva algebraica proyectiva | ;2| Ki y es coneza y la interseccion
_ Ty
Koo N Ty = Koo N ;2 Kiyy s un punto de X;. O

.3.4. omprobemos ahora que £ 0o es conexo, lo que implica que también
I11.3.4.11) C b h Fp'(Hoo(R 1 1 b
es conexo Fi(Fg ' (Hoo(R))).

En primer lugar observamos que ﬁﬂgl(Hoo(R)) = ﬁél(Hoo((C)) N RP* pues Fg es o-
invariante. Ademas, por 111.3.4.4.2,

Fz'(Hoo(C)) = EUKw U | (mzt (%) N B (Hoo(©))) (I11.3.1)
yeYe

Fijemos un punto y € Yg y hagamos T, := m5'(y) N ﬁc_l(Hoo((C)). Si T, consta de un
unico punto entonces, por II1.3.4.10, deducimos que T, C K. En caso contrario, de-
notamos Kiy, ..., K, , las componentes irreducibles o-invariantes de 7T}; usando que las
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componentes irreducibles no o-invariantes de mx (y) no intersecan RP* (véase I11.1.b.1(v)),
deducimos que T, N RP* = J;*, K;, N RPF.

Ademas, por IIL.1.b.1 (iv), 75' (y) "RP* = & para todo y € Y¢ \ Y. Denotemos por Yz
el subconjunto de puntos de Yg tales que T}, no es un punto. Intersecando los dos mlembros
de la igualdad (II1.3.1) con RP* deducimos, aplicando 111.3.4.4.1, que

Ty
Fiy'(Hoo(R)) = Fg '(Hoo(C)) NRPF = Co U | | Kiy NIRPF.
eréi:l

Recordemos ahora que, por I11.3.4.10, la curva proyectiva U:il Kiy es conexa y la
interseccion Koo N ;% Kiy es un punto {p,} para cada y € Yj. Es mas, por IIL.1.b.1(v)
y 111.3.4.2, las intersecciones C;,, := K; , N RPF v Coo = Ko N RP* son curvas algebraicas
racionales reales no singulares y, en particular, conexas. Con la nueva notacion,

Fr'(Heo(R)) = Coo U | | Cig- (111.3.2)

Para completar la demostracion de I11.3.4.11 observamos que, por I11.3.4.9 (iii) se tiene:
Cada curva proyectiva Cy := U;il Ciy es conexa y cada interseccion Coo N Cy # . o

(II1.3.4.12) Para terminar solo queda demostrar que ﬁR(ﬁﬁl(Hm(R))) = 8. Como la
aplicacion 7 es propia y RP? es compacto, también X, es compacto, luego Fy es propia

y por tanto también lo es su restriccion FR\ e Rm) : ﬁR_ 1(]Rm) — R™. Asi, como 7 (RQ)
es denso en X1 y 8 = f(R?) = Fp(R?) = Fg(my T (R?)), deducimos que

Fr(F (R™)) = Fa(Clp g (75 (R2))) = CUFi (! (RY) = CI(F(RY) = CI(S);
por consiguiente, ﬁR(ﬁﬂgl(Rm)) = CI(8). Al ser F propia, tenemos

CI(8) U 8o = Clgpm (8) = Clgpm (Fr(Fy '(R™))) = Fa(Clx, (Fg ' (R™)))
. -

= Fr(X1) = Fr(Fg '(R™) U Fr(Fy ' (Hao(R))) = CI(8) U Fr(Fy ' (Hoo(R)))-

Asi, 8o = ﬁR(ﬁﬂgl(Hm(R))) es, por I11.3.4.11, conexo, como querfamos ver. O

En este momento estamos ya preparados para demostrar los Teoremas I11.3.1 y I11.3.4
para n arbitrario. Presentamos primero una demostracion del Teorema I11.3.1 independien-
te de la del Teorema I11.3.4, ya que, aunque sélo resuelve el caso “particular” del Teorema
I11.3.1, resulta esclarecedora para comprender mejor la estrategia que emplearemos en la
demostraciéon de I11.3.4, que es mucho més técnica.

Demostracion del Teorema 111.3.1. Para n = 1, el resultado se sigue del Teorema II1.2.6.
Para demostrar que 8, es conexo es suficiente probar que dados dos puntos cualesquiera
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D, q € S existe un subconjunto conexo T C 8, que contiene a p y a q. Por el Lema I11.1.6
existen polinomios p;, q; € R[t] tales que p;(0) # 0,q;(0) # 0 y enteros k;, ¢; tales que las

parametrizaciones a(t) := (t*1p1,...,t*p,) y B(t) := (t“qy,. .., t"q,) satisfacen
lim (foa)(t) = lim (f o B)(t) = q,
T (foa))=p v lim(foB)) =g

donde los limites “se consideran en RP™”. Es claro que al menos un par (k;, ;) esta formado

por numeros enteros negativos. Consideramos ahora los polinomios

ylFilpi(x) sik; <0 (=y)ilgs(x) sil; <0
ui(x,y) =4 . y vilx,y) = ' .
xMipi(x) sik; >0 x"q;(x) sif; >0

y sea

(xy +1)

5 (ul,...,un)—i—ﬂ

2

Consideramos la aplicacién polinémica g = f o h : R2 — R™ y observamos que

h = (U1, ..., Up).

» Jo:=1Im(g) CIm(f) =38,y asi Tpoo C Sco.
= p=1lmy o+ g(t,1/t) y ¢ = limy o+ g(¢, —1/t) en RP™.

Por consiguiente, como p,q¢ € Tpo0c C 80 ¥y To,00 €s conexo por II1.3.4 para n = 2, se
concluye la demostracién. O

Ahora demostramos el Teorema I11.3.4 en su versién general.

Demostracion del Teorema 111.3.4 para n arbitrario. El caso n = 1 se sigue del Corolario
I11.2.9 y el caso n = 2 ya ha sido demostrado previamente. Por tanto, podemos asumir que
n > 3. Escribimos f := (%, e %), donde cada f; € R[x1,...,%y], fo(z) # 0 para cada
punto z € R" y ged(fo, fi,...,fm) = 1. Podemos suponer que deg(fi) > deg(f;) para
cada 1 < j < m, y mediante un cambio lineal de coordenadas en R™ del tipo

Y15 Um) = (W1, y2 +bayr, - - Ym + binn),

donde cada b; € R, podemos suponer que
deg(f1) = -+ =deg(fm) =: d > deg(fy) = d — e para algin e > 1.

Denotamos x := (%, ...,X,) y definimos

X1 Xn

Fy(x) := %35 )RR ¥ Fo=x5F,

77.--,
X0 X0

donde e > 1y Fj € R[x| no es multiplo de xg. Observamos que xg no divide a F; para
1 < j <m. Tras un cambio lineal de coordenadas en R" del tipo

(1, Tm) = (x1,22 + agxy, ..., Ty + apry),
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donde cada a; € R, podemos suponer ademas que el grado de cada f; coincide con su grado
respecto de la variable x3.

Para demostrar que 84 es conexo es suficiente demostrar que existe un punto pg € 8o
tal que para cualquier otro punto ¢ € S existe un subconjunto conexo T C 8o que
contiene tanto a py como a q. Elegimos

= lim (Fy: Fy i Fp)(1:1/t:0:---:0) € Hoo(R),
t—0t

donde el limite se toma en RP™, y sea ¢ € 8. Por el Lema III.1.6, existen
» enteros 7, k; con r > 1y ki, = min{ky,...,k,} <0,y
» polinomios p; € R[t] con p;(0) # 0 para 1 <i <ny p;, = %1,
tales que para cada 3 € (t")R[t]" se tiene g = lim,_,o+ (f o (o + 8))(t), donde

at) == (tklpl, tk2p2, ... ,tk"pn).

Tras el cambio de variable t — t% podemos asumir que k;, < —6y que k;, es par. A efectos
de simplificar las expresiones, tras este cambio de variable conservaremos la notacién inicial.

Escribimos p;(t) := Z?;O aijt?, donde d; := deg(p;), y consideramos la funcién regular

€j
it U u
ul,u2 E Q509 + E D) g’
((ujug — 1 us)9%
ki <0 4k >0 1u2 — 1) +u3)

donde

Jtki+1=4qgj+ej, g>0y 0<e; <3 paracada 0 <j <d; con j+k;>0.

k; k;
Observamos que w;(t,1/t) = tFip;(t) para 1 <i < ny w;, = piyu, kol _ j:u‘2 ol

Definimos ¢y := méax;{qq, : ki + d; = 4q4, + eq, — 1 > 0} y observamos que para cada
¢ > g se tiene ((ujug — 1) + u%)ewi € Rluy,ug]. Ademas
deg(((ugug — 1)% 4+ u3)‘w;) < méx{—Fk; + 4¢, 40 — dgj+ej+1: ki+j >0}
< 40 + méx{—ki,ﬁl} < 40+ |ki0|
y se cumple la igualdad deg(((ujug — 1)% + uj)fw;) = 4€ + |k;,| si y solo si k; = k;,. Mas
atn, como |k;,| > 6,
Q(E—Qdi)—f—?) sik;,+d; >0

. <2€—|—4<4€+‘ki0|
20 sik;, +d; <0

deg,, (((wruz — 1)% + u3)‘w;) < {

para cada 1 <1i < n. Sea ¢ := méax{ly,r} y definamos

((uug — 1)2 +ud)’ sii=0,
hi(ur,u2) =< ((uju — 1) + uj)lwy (uy, uz) + Pl(())uélwr“%| sii=1,

((upug — 1)% + ud)w; (ug, ug) si2<i<n.
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Consideramos la aplicacion regular h := (Z—;, cee };TZ) :R? = R" y observamos que

h(t,0) = (pr(0)t* ol 0,...,0) ¥ h(t,1/t) = a(t) + (pr(0)£*HFol 0, .. 0);

de aquf que limy_,o+ (f © h)(1/t,0) = po y limy o+ (f 0 h)(t,1/t) = q.
A continuaciéon consideramos la aplicacién regular g := f o h : R?> — R™. Denotamos

gi := Fi(ho,h1,...,hy) € Rluj,ug] para 0 < ¢ < m y observamos que g = (%7""%)7

donde go(u) # 0 para todo u € R2. A continuacién probamos que g es una aplicacion
cuasi-polinémica. En primer lugar, tenemos

» Jp:=Im(g) CIm(f) =8 y asi Tp oo C Scc.

= po = im0+ g(1/£,0) y ¢ = lim; o+ (2, 1/¢) en RP™.

® gy = ((U.l'LIQ — 1)2 + u%)eéFé(ho, hl, ey hn), Ya que F() = XSF(,).

= deg(go) = d(40 + |kiy|) — elkio| < d(40+ |kiy|) = max{deg(g1), ..., deg(gm)}-

En efecto, como

o deg(Fp) = deg(fo) = deg,, (fo) = d —e,
e deg(F}) = deg(f;) = degy, (f;) = d,

o deg(h;) < 40+ |ksy|, deg(hy) = 4L+ |kiy| ¥

o (ho,hi,. .. hy)(£,0) = (1,p1(0)t* %ol 0,. .., 0),

se cumple que
deg(QO) = del + (d - 6)(4€ + ’kio‘) = d(4€ + |ki0’) - e’kio‘ < d(4£ + ‘kioD = deg(.gj)

para cada 1 < 7 < m.

Sea pu := 40 + |ki| y escribimos H; := ufh;(2,%2) G, = ultg;(&, %), que son

ug ’ ug ug ’ ug
polinomios homogéneos del anillo R[ug, uj, us]. Estos polinomios satisfacen

u; uo u; Uus up u2

G] = ugquj <h0<77 7)7}7’1 (77 7)7' . '7hn<77 7)) = Fj(H07H17 .. ‘7Hn)7
g ug ug up Up o

y Go = ug‘kiol 0, donde G := ((ujug — ud)? + ud)“F}(Ho, Hy, ..., H,). Si calculamos los

grados de los polinomios involucrados comprobamos que ug no divide a Gj,. En efecto,

deg(Gp) = deg(Go) — elkiy| = du — elkiy| = deg(go),

y como el homogeneizado de gy es

Go Gy
deg(Go)—d = ek
uoeg( 0)—deg(go) ugl i

Go

v el homogeneizado de un polinomio nunca es maltiplo de la variable que se emplea para
homogeneizar, deducimos que G, no es miltiplo de uy.
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En lo que sigue los lugares de ceros con los que trabajaremos seran considerados en
RIP™. Para demostrar que g es cuasi-polinémica sélo queda comprobar que

(Gh=0,G1=0,..., Gpn =0} = 2.
Como {F; =0, F1 =0,..., F, =0} = @, deducimos que

{Gy=0, G, =0,..., G =0}
={Hy=0,...,H, =0} U{((wug —u2)?+u})* =0, G, =0,..., G, =0}.

Notese que

k.
Hoy(ug,up,u2) = U‘o lol((u1u2 —ug)? +u3)",

(0,01, u2) p1(0)u; 1! si kio < ki,
Hi1(0,u1,u2) = _ _
p]. (0) ((u%u% + ué)gugkzo‘ + u411£+|]€10|> Si kio _ k]_,
0 sii>2y ki < ks,
H1(07 0,112) =

40+ k; ..
pi(0)u, ki | sit>2y kig=k.

Por tanto, de la igualdad Hy = 0 se deduce que ug = 0, mientras que de H;(0,uj,uz) =0
deducimos u; = 0 (hemos usado aqui que k;, es par). Ademas, si H;,(0,0,uz) = 0 resulta
que uz = 0. En consecuencia, {Hy =0,...,H, =0} = 2.

Por otro lado, la igualdad ((ujuz — u3)? + u3)® = 0 implica uy = 0,us = 0. De este
modo, como GG; = 0, concluimos que

0 = G1(0,u1,0) = F1(Hy(0,u1,0), H1(0,u1,0), ..., H,(0,u1,0)) = F1(0,u4,0,...,0);
para la ultima igualdad recordamos que
deg,, (((wiup — 1)% +u3) w;) < 40+ |k;y| paracada 1 <i <n.
Como deg(F1) = deg(f1) = degy, (f1) = deg,, (F1), tenemos a = F1(0,1,0,...,0) # 0. Asi,
0= F(0,uf,0,...,0) = au'f“
implica u; = 0; de este modo, {((ujuy —wd)> +u})** =0, G1 =0,...,G,, =0} =2y

concluimos que {Gf = 0, G1 = 0,...,Gy, = 0} = @. Por tanto, g : R? = R™ es una
aplicacién cuasi-polinémica.

Usando ahora I11.3.4 para n = 2 aplicado a g, concluimos que Ty oo = (9(R?))co es
conexo, y como po,q € Jo 0, la demostracion estd completa. O
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Es claro que el conjunto de puntos del infinito del conjunto semialgebraico § C R™ es
un subconjunto semialgebraico del hiperplano de infinito Hoo(R) de RP™. En particular,
esto sucede si 8§ es una imagen polinémica o regular de R™. En este punto, una pregunta
que surge de manera natural es la siguiente:

Problema ITI.3.5 Sea §p un subconjunto semialgebraico no vacio cerrado y conexo del
hiperplano de infinito Hoo(R) de RP™. ; Existen un entero positivo n y una aplicacion
polinomica (o cuasi-polindmica) f: R™ — R™ tales que f(R™)s = 8¢7

Para m = 2 la respuesta es afirmativa (véase el Ejemplo I11.3.6), pero desconocemos lo
que sucede para m > 3.

Ejemplo II1.3.6 Para cada subconjunto semialgebraico no vacio cerrado y conexo T con-
tenido en la recta de infinito £ (R) C RP? existe una aplicaciéon polinémica f : R? — R?
tal que dim(f(R?)) = 2y (f(R?))o = T. En efecto, por la Proposicién 11.3.20 la afirmacion
es valida si 7 no es un dnico punto, mientras que en este tltimo caso podemos suponer que
T:={(0:1:0)} y un calculo inmediato muestra que la imagen de la aplicaciéon polinomica
fiR?2 =5 R2 (2,9) = (2,9 + 2?) satisface (f(R?))s = {(0:1:0)}.

Observaciones ITI1.3.7 (i) Aunque se puede intentar un estudio sistematico de los con-
juntos semialgebraicos que son imagen de algin espacio R™ por una aplicacién cuasi-
polinémica, y en particular compararlos con las imagenes polinémicas de R", el comporta-
miento de las mismas respecto a la composicién no es facil de controlar, y esto complica el
desarrollo de una teoria armoniosa para esta clase de aplicaciones. De hecho, su introduc-
cién en las paginas anteriores obedece a nuestro deseo de comprender mejor la obstruccion
que surge en relaciéon con la conexién del conjunto S.

(ii) Como acabamos de senalar, mientras que la composicion de aplicaciones regulares
o polinémicas es, respectivamente, regular y polinémica, la composicién de aplicaciones
cuasi-polinémicas no es, en general, una aplicacién del mismo tipo. Sirve como ejemplo la
composicion de las aplicaciones cuasi-polinémicas

3 3
: R? - R? > 2 :R? - R?, »—>( a: Y )
g ) (-’L‘,y) (xay ) Yy f ($7y) 1+x2+y2’ 1+1’2+y2

(iii) Obsérvese que la imagen de la aplicacion cuasi-polindémica

1
‘R — R? tr—><71 t2)
g ) 1+t27 —"_

es el conjunto 8 := {xy =1, y > 1}, luego r(8) = 1 mientras que, en virtud del Ejemplo
[I1.2.11, p(8) = oc.
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I11.4. Frontera exterior de una imagen polinédmica de R”

El proposito de esta seccion es demostrar el Teorema I11.4.1. Antes de ello, necesitamos
introducir y recordar algunos conceptos y notaciones. Decimos que un conjunto semialge-
braico § C R™ es conexo por semilineas paramétricas si para cada par de puntos z,y € 8
existe una semilinea paramétrica contenida en 8 que pasa por x e y; con mas generalidad,
diremos que S es completamente conexo por semilineas paramétricas si se cumple la pro-
piedad anéloga para cualquier coleccién finita de puntos de 8. Por otro lado, recordamos
que dado un entero k > 0 denotamos por 8, el conjunto formado por los puntos x € 8 en
los que 8 tiene dimensién local k.

Teorema II1.4.1 Sean f : R™ — R™ wuna aplicacion polindmica cuya imagen denotamos
8:= f(R"), y d :=dim(8). Entonces,

(1) 8 es completamente conexo por semilineas paramétricas.

(i) Para cada x € 08 existe una semilinea paramétrica £ tal que x € L C CI(8).

(iii) Sid = n, existe un conjunto semialgebraico U abierto y denso en (08)(n—1) tal que para
cada v € U existe una semilinea paramétrica £ tal que x € L C CI**((98)(,—1)) N CI(8).

Para demostrar este Teorema necesitamos un resultado preliminar acerca de la preima-
gen de la recta de infinito /o (R) C RP? respecto de una resolucion del lugar de inde-
terminacion de una aplicaciéon cuasi-polinémica f : R? — R™. Diremos que una sucesion
{z}r C R™ es totalmente no acotada en R™ si todas sus subsucesiones son no acotadas.

Lema II1.4.2 Sean f : R? — R™ una aplicacion cuasi-polinémica y (Z, C C}P’k,mc,ﬁ(c)
una resolucion o-invariante de la extension racional natural Fo : CP?2 --» CP™ de f.
Denotamos

S = f(RQ), X1 :=7 ﬂRPk, F\R = F\C’Xl Yy TR = 7T(C|X1-

Sean Cs la transformada estricta respecto de mg de la recta de infinito £o(R) C RP? e Y
el lugar de indeterminacion de la restriccion Fg := Fglgpp2. Entonces,

T (lo(R)) = Coo U | J 75 (), (IT1.4.1)
yeEYR

y para cada punto y € YR se tiene ﬂﬂgl(y) =CiyU---UCy, ,, donde:
(i) Cada C;y es una curva algebraica racional real no singular.

(i) La interseccion Coo N Cyy es un tunico punto {by y}.

(ili) La fibra m5'(y) es coneza y, de hecho, C;y N Uj=1 Cjy es un dnico punto {biy} para
todo 2 < i < sy.
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(iv) Si ﬁR(Ci,y) 7 Ho(R) y ﬁR’Ci,y no es constante, entonces b;, € ﬁRTl(HOO(]R)). Mas
atn, si @y - RP! — Ciy es una aplicacion birreqular tal que (ﬁi_’yl(bi,y) es el punto de
infinito de RP', entonces hiy = ﬁR 0 ¢iylr : R = R™ es una aplicacion polinomica
cuya imagen estd contenida en C1(8).

(v) Si ﬁR(C@y) 7 HOO/K]R) Yy ﬁR|Ci,y es constant/c:, entonces/\biyy ¢ ﬁﬂgl(Hoo(R)) y existe
j # i para el que Fr|c;, es no constante y Fr(C;y) C Fr(Cjy).

(vi) Sea Y§ :={y € Yr: ﬁR(ﬂ'ﬂgl(y)) Z Ho(R)} y para cada y € Y§ consideramos
Fy ={1<i<sy: ﬁR(C@y) Z Heo(R), ﬁR\CLy es no constante}.

Se cumple entonces

sscD:= ] | hiy(®) cCIS),

yeYR i€Fy

(vii) La restriccion flgz\ g—1(py : R*\ f71(D) = R™\ D es una aplicacion propia y para
cada z € D existe una sucesion totalmente no acotada {xy}1, C R? tal que la sucesion
{f(xk)}r converge a z.

Demostracion. La igualdad (II1.4.1) se sigue de la inclusion Yg C £oo(R) (véase I11.3.4.1),
y para cada y € Yg se satisfacen los apartados (i)-(iii), por I11.3.4.7 y II1.3.4.9 (iii).

A continuacion demostramos (iv). Fijemos un punto y € Yy, y sea C; := C;, una
componente irreducible de 7' (y) tal que Fi(Ci) ¢ Hoo(R). Sean K; la componente irre-
ducible o-invariante de mg 1(y) que cumple K; NRPF = C; y ®; : CP! — K; una aplicacion
birregular o-invariante. Entonces, la restriccion ¢; := ®;|gpr : RP! — C; es también bi-
rregular y la composicién H; := F\@ o® = (Hyy: Hyy : --+ : Hyy) : CP1 — CP™ es una
aplicacion regular o-invariante. Los polinomios H;; € R[tg, t1] son homogéneos del mismo
grado d, y podemos asumir que ged(H;o, . . ., Him) = 1. Como ﬁR]Ci, y por tanto ﬁc]Ki, no
es constante, el grado d es > 1; de aqui que K; N F\(C_l(HOO((C)) =®({Hy =0}) # 2.

Puesto que K; y ﬁél(Hoo((C)) son o-invariantes y conexos (véase I11.3.4.6) y estan
contenidos en A := 75" (foo(C) U Y), la interseccion K; N ﬁél(Hoo(C)) es o-invariante y
no vacia y contiene, a la vista de 111.3.4.8, un tinico punto p; € ﬁﬂgl(Hoo(R)). Asi, tras
un cambio de coordenadas afin o-invariante, podemos suponer que H;o(tg,t1) = tg y
que h; := HiJg : R — R™ es una aplicacién polinémica no constante. Se sigue de la
demostracion de I11.3.4.12 que

Im(h;) C Fr(X1) \ Fr(Fg '(He(R))) = CI(8). (111.4.2)

Comprobamos ahora que b; = by, = p; € ﬁIRTl(HOO(R)). Si i = 1 el resultado es
claro; por tanto, suponemos 7 > 2. Sean K; las componentes irreducibles de s L(y) que
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satisfacen K; NRP* = C; para 1 < j < r — 1. Por 111.3.4.10 y las propiedades (i)-(iii), la
curva algebraica proyectiva compleja

1—1
T = Koo U (g () N Fg ' (Hoo(©))) U | Ky € 7t (0o (T)) € A
j=1

es conexa. En consecuencia, como también K; C A es conexa, la intersecciéon K; N T; es,
por (iii), no vacia y contiene al punto {b;}. Pero K; N T; es, por I11.3.4.8, un tnico punto,
luego K; N T; = {b;}. Se tiene entonces

~

{pi} =K; ﬁﬁél(Hoo(C)) =K; N7z (y) N Fe ' (Ho(C)) € Ki N T = {b;},

es decir, b; = p;.

Ahora comprobamos (v). Como ﬁR|Ci,y es constante y ﬁR(CLy) 7 Hoo(R), la interseccion
Ciyn ﬁkfl(Hoo(R)) = @. Ademas, por (iii) sabemos que existe un indice 1 < j < i tal que
la interseccion C;, N C;,y = {b;y}. Como b;, & ﬁRfl(Hoo(R)) se tiene ﬁR(ijy) ¢ Hoo(R).
Si ﬁR!cm no es constante hemos terminado, puesto que ﬁR\cw = ﬁR(b@y). En otro caso
repetimos el procedimiento con Cj;, hasta que llegamos al indice que nos interesa. Este
proceso debe terminar puesto que C;, N Coo # D y ﬁR(Coo) C Heo(R).

Pasamos a probar (vi). Para cada y € Y, sea G, := {1 <i < sy : ﬁR(Ci,y) 7 Hxo(R)}.
Como consecuencia de los siguientes hechos:

s Fr(Fg {(R™) = CI(8) v Soo = Fi(Fi ' (Hao(R))), vistos en T11.3.4.12,

s Coo C FgH(Hoo(R)), v por tanto Fi(Coo) C Fr(F ' (Hao(R))),

= 8 = Fa(mg ' (R?)),

= Fi(mg' (loo(R))) = Fr(Coo) UU,eyy Fr (TR (%)),
por la igualdad (III.4.1) en el enunciado, y de los apartados anteriores, tenemos que

~

58 = CIS) \ S = Fr(X1) \ (Fi(Fi ! (Hao(R))) U P (' (R2))
C Fr(mg (b)) \ Fr(Fz ' (Hoo(R)) € | | Fr(Ciy \ {big})
YEYF i€Gy
=D=|J | hiy®) cCLS),
yeYR 1€EFy
y por tanto (vi) queda demostrado.

Finalmente comprobamos (vii). En primer lugar, como Fg : X1 — RP™ es una aplica-
cion propia también lo es su restriccion

FR|X1\E{1(HOO(R)U®) : X1\ Fp '(Hoo(R)U D) — R™\ D.
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Asi, como la restriccion p := 7g| 1 RQ) : L (R?) — R? satisface ﬁmnﬂgl(ﬂ{?) = fop, para
demostrar que la aplicacion f ]Rz\ s-1py ¢ R*\ f7HD) — R™\ D es propia es suficiente

ver que X \FR (Ho(R)UD) = p’l(R2 \ f71(D)). En efecto, de la igualdad (I11.3.2) y la
definicién de D, se deduce que

T (Lo (R)) = F ! (Hoo(R) U (F (D) N (£ (R)).

De esta igualdad resulta

Fi'(Hoo(R) UD) = F ' (Hoo (R)) U (F (D) N 1z (Lo (R)) U (B (D) N g ' (R))
= T3 (loo(R)) U (Fg (D) N 15 (R?)) = ' (Ue (R)) U p~ (S 7H(D)),

y de aqui

X1\ By (Hao(R) UD) = X1\ (75 (£so(R)) U p~1(fH(D)))
—WR< D\ HUD)) = p LR FHD)).

Ahora bien, para cada z € D existen y € Y5, i € Fy y u € Ciy \ {biy} C 7' (lo(R))
tales que Fr(u) = 2. Al ser mz '(R?) denso en X, existe una sucesion {ug}x C 7' (R?)
que converge a u € 7y (£oo(R)). Por tanto la sucesion {xy = mr(ux)}x es totalmente no

acotada y f(zy) = f(mr(uz)) = Fi(uz); concluimos que la sucesion {f(zy)}y converge a
Z, como queriamos ver. ]

El resultado anterior proporciona una nueva demostracion del Teorema 1.3.9 (véase
[FG2, 3.8]), que se trata de un caso particular del Teorema II1.4.1.

Corolario II1.4.3 Sean § C R™ un conjunto semialgebraico 2-dimensional que es imagen
polinémica de R? y 68 = CI(8) \ 8 su frontera exterior. Entonces existe una familia finita
de semilineas paramétricas L1, ..., L, tales que 68 C |J;_; L; C CI(8).

Observaciones II1.4.4 En las hipotesis del Corolario anterior, y conservando la misma
notacién, observamos que:

(i) Si dim(L; N6S) = 1, entonces L; C CI**(8). En efecto, como £; es una semilinea
paramétrica, su clausura de Zariski C1**"(£;) es irreducible y unidimensional. Pero £; N §8
tiene dimensioén 1, luego £; C CI**(L;) C CI**(48).

(ii) Sip € d8 es un punto aislado, entonces existe una semilinea paramétrica L C CI1(8)
que contiene a p. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema I11.4.1.
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Demostracion del Teorema I11.4.1. Comenzamos probando (i). Sean F := {q1,...,¢,} C 8
y G :={p1,...,pr} CR"™ conjuntos finitos tales que f(p;) = ¢; para cada indice 1 < i <.
Comprobemos primero que existe una involucién polinémica h : R™ — R™ que transforma
cada p; en un punto de la forma (a;,0) € R x R,

En efecto, tras un cambio afin de coordenadas podemos suponer que las primeras
coordenadas de los puntos p; son distintas dos a dos, esto es, si p; := (a1, ..., an;) entonces
ai; # ai; si i # j. Por tanto, existen polinomios v; € R[t] con v;(a1;) = aj; para cada
2 < j < mn,luego

h:R"™ = R" (z1,...,2,) = (x1,72(21) — 22, ..., n(T1) — Tp)

es una involucion polinémica de R™ que satisface h(a;, 0) = p; para todo indice 1 < i < r.

Consideramos la aplicacion a : R — R", ¢t — (¢,0,...,0) y observamos que la semilinea
paramétrica £ := Im(fohoa) satisface F C £ C 8, lo que implica que 8 es completamente
conexo por semilineas paramétricas.

Para demostrar (ii), fijemos un punto x € §8. Por el Lema III.1.6, existen, tras un
cambio afin de coordenadas,

» enteros k; con ky = min{ky,...,k,} <0,y
» polinomios p; € R[t] con p;(0) # 0 para 2 <i < n,

tales que = = lim,_,o+ (f o @)(t), donde a(t) = (t¥*,t*2p,, ... th»p,). Escribimos

iy d ) k<o
o xFip;(x)  sik; >0,

para 1 < i < n. Consideramos las aplicaciones polinémicas h := (hy,...,h,) : R2 — R?
v g:=(91,...,9m) = foh:R?> = R™ Como 8 := g(R?) C f(R") = §, tenemos que
x & 8. Por otra parte, si definimos 5(t) := (t, 1/t) se satisface que = = lim;_,o+ (g0 8)(¢),
luego x € Cl(8p) \ 8o = 08. Asi, por el Corolario I11.4.3, existe una semilinea paramétrica
L C Cl(8y) C CI(8) que contiene a z.

A continuacién probamos (iii). Suponemos que (08)(,—1y # <, porque en caso contrario
no hay nada que probar. Sean X := & el grafo de f y

D = WQ(CIR]}DnX]RPm(X) \X) NR™,

donde 7 : RP™ x RP"™ — RP™, (z,y) — y es la proyeccion sobre el segundo factor. Como
la restricciéon

p = 7T2|Clmn><1wm (x)* Cl]m:m < RP™ (X) — RP™

es propia y p~H(Hoo(R)) C Clgpnyrpm (X) \ X, también es propia la restriccion

flrm\ p-10y : R™\ f7H(D) — R™\ D.
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Ademés, para cada y € D existe una sucesion totalmente no acotada {zx}r C R™ tal que
{f(zk)}x converge a y.

En virtud de [BCR, 2.8.13] la dimensién del conjunto semialgebraico D es < n—1, por
lo que la dimension de R :=Cl(DNS§) \ (DNS)es <n— 2. En particular,

T:=868\ Cl(R) = CI(8) \ (SUCLR)) =CI8) \ (C(DNS)US) =38\ C(DNS) (II1.4.3)
tiene dimension n — 1y 68 \ T C CI(R) tiene dimension < n — 2. Por tanto
U= ((88) (n—1) N T) \ CI"* (68 \ (08) (n—1)) = (88) (1) \ (CUD N 8) UCI (38 \ (68)(n—1)))

es un subconjunto semialgebraico abierto y denso de (8),—1).-
Tomamos = € U; por el Lema III.1.6, existen, tras un cambio afin de coordenadas,
» enteros 7, k; con ki = min{ky, ... k,} <0,y
» polinomios p; € R[t] con p;(0) # 0 para 2 <i<n
tales que z = lfm,_,o+ (f o @)(t), donde a(t) := (£ +t7,t*2py(t),..., t* p,(t)). Tras la

sustitucién t — t2 podemos suponer que k; y 7 son pares. Escribimos h(x,y) := y'kl‘ +x"
y para cada 2 <1 <n

gy f VB <
o xFip;(x)  sik; >0.

Observamos que la aplicacion h : R? — R™ es propia, puesto que si {zj}, es una sucesion
no acotada en R? entonces {h1(z;)}x es una sucesién no acotada en R, luego {h(z;)}x es
una sucesion no acotada en R™. Es més, x = lim;_,g+ h(t,1/t) en RP". Ahora escribimos
g = f o h, cuya restriccion g|g2\4-1(p) R2\ g~ 1(D) — R™\ D es propia, porque tanto la
restriccion flgm p-1(py : R\ f71(D) = R™\ D como h lo son. Hagamos 8y := g(R?) C §.

Por el Lema I11.4.2 (vi-vii) sabemos que existe un nimero finito de semilineas paramé-
tricas £1,..., L, tales que

880 C Do := | J £i € CI(8p) C CI(8) =S UGS,
=1

la restriccion g : R?\ g~ 1(Dg) — R™\ Dy es propia y para cada z € Dy existe una sucesién
totalmente no acotada {x;,}, C R? tal que {g(x1)}x converge a z. Al ser h propia, Dy C D;
por tanto, Do N8 C DN S. Mas atn, puesto que = € §8y se deduce que existe un indice
1<¢<rconaxeL;. Observamos también que

Li € (8N Do) U (88 \ (68) (1)) U (Li N (68)(5—1))-
Asi, si dim(L; N (08)(,—1)) = 0, entonces

z € L; C CI(DyN &) UCI(BS8\ (68)(n_1y) C CI(S N'D) U CF¥ (58 \ (88)(n_1)),



118 IIl. Propiedades de imagenes polinémicas y regulares de R"

lo que contradice que x € U. Por tanto, dim(£; N (68)(,—1)) = 1y Li C C**((08) (1)),
como querfamos ver. O

Proposicion 111.4.5 Un conjunto semialgebraico 8 C R™ conexo por semilineas paramé-
tricas es irreducible, de dimension pura, y su imagen h(8) por cualquier funcion polindmica
h:R™ — R es no acotada o se reduce a un punto.

Demostracion. En efecto, supongamos primero que 8 es reducible y sean 81,...,8, las
componentes irreducibles de § (véase el Teorema 1.1.3). Parai = 1,2sea x; € 8;\U,; S, ¥
sea £ una semilinea paramétrica tal que x1,z2 € £ C 8. Consideremos una parametrizacion
polinémica a : R — R™ de L. Por [FG3, 2.4, 4.3] existe una funciéon de Nash f € N(8) tal
que 81 :={z € 8 : f(z) = 0}. Sea € := a~*(|J]_,8i) C R, que es un subconjunto cerrado
de R, que no interseca a a~'(z1). Entonces f o« : R — R es una funciéon Nash que se
anula idénticamente sobre el subconjunto abierto no vacio R\ € de R. Por el Principio de
Identidad, f o « es idénticamente cero, luego £ C 81, que es una contradiccion.

Supongamos que 8 no tiene dimensiéon pura y sea T := U0§k<d S(k), donde d := dim38.
El conjunto semialgebraico 84y es cerrado en 8 y la clausura de Zariski CI**(T) tiene
dimension < d — 1. Sea g € R[xy,...,%y] tal que CI**(T) = {x € R™ : g(z) = 0} y
elijamos puntos z1 € 8 \ CI***(T) y 2 € T C 8. Sea £ una semilinea paramétrica tal que
x1,22 € L C 8 ysea f: R — R™ una parametrizaciéon polinémica de £. Consideramos
el subconjunto cerrado €' := =1L N 8(q)) de R, que no interseca al conjunto B L(xe).
Consecuentemente, go 5 : R — R es una funciéon polinémica que se anula idénticamente
sobre el subconjunto abierto no vacio R\ €’ de R. Por el Principio de Identidad, g o 8 es
idénticamente cero y asi £ C CI**(7), que es una contradiccion.

Finalmente, supongamos que existe una aplicacién polinémica h : R™ — R tal que
h(8) es acotado y no se reduce a un punto. Sean ¢1, g2 € h(8) con g1 # g2 y sean p1,ps € 8
tales que h(p;) = ¢; para i = 1,2. Tomamos ahora una semilinea paramétrica £ tal que
p1,p2 € L C § y una parametrizaciéon polindémica v : R — R™ de L. Observamos que
hovy:R — R es una aplicacién polinémica con imagen acotada, y se deduce de II1.2.1 que
h o~ es constante. Esto es falso porque ¢1,¢2 € Im(h o). U

Este es un punto adecuado para plantear algunas cuestiones cuya respuesta descono-
cemos en este momento.

Problemas II1.4.6 (i) Sea 8 C R™ un conjunto semialgebraico 2-dimensional comple-
tamente conexo por semilineas paramétricas, cuyo conjunto de puntos de infinito S., es
conexo y tal que existe un numero finito de semilineas paramétricas contenidas en CI(8)
que recubren su frontera exterior §8. ;Existe una aplicaciéon polinémica f : R — R™ que
satisfaga f(R?) = 87
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(ii) Sea 8§ C R™ un conjunto semialgebraico n-dimensional completamente conexo por
semilineas paramétricas cuyo conjunto de puntos de infinito 8o, es conexo y tal que existe
un subconjunto semialgebraico U abierto y denso en (48)(,—1) tal que para cada z € U
existe una semilinea paramétrica que pasa por z y esta contenida en CI**"((68) ,,—1))NCI(S).
;Existe entonces una aplicacion polinémica f : R™ — R™ tal que f(R") =87

Observaciones IT11.4.7 (i) Existen conjuntos semialgebraicos 8 completamente conexos
por semilineas paramétricas cuyo conjunto de puntos de infinito 8., no es conexo, y vice-
versa. En efecto, si 81 := {0 <2 <1} U{0 <y < 2} C R? se tiene

8100 ={(0:0:)}U{(0:1:¢), 0<t <1},

que no es conexo. Sin embargo, utilizando interpolacién y el Teorema de Aproximaciéon
de Stone-Weierstrass, se puede comprobar que 8; es completamente conexo por semilineas
paramétricas. Por otra parte, el conjunto de puntos de infinito de la banda 82 := R x [0, 1]
se reduce a un tnico punto, y por tanto es conexo, pero 8o no es completamente conexo
por semilineas paramétricas porque su proyecciéon sobre la coordenada segunda es acotada
y distinta de un punto.

(ii) El conjunto semialgebraico 8§ := {z? + y? > 1} C R? es completamente conexo
por semilineas paramétricas y su conjunto de puntos del infinito es conexo; sin embargo su
frontera exterior no puede ser recubierta con un conjunto finito de semilineas paramétricas.
Por tanto, 8 no es imagen polinémica de R?, aunque si lo es de R3 (véase [FG2, 4.2]).

(iii) Los resultados acerca de la frontera exterior de una imagen polindémica de R™ y su
conjunto de puntos del infinito han sido obtenidos utilizando como herramienta fundamen-
tal la resolucion del lugar de indeterminacion de aplicaciones racionales complejas que son
extension de aplicaciones polinémicas definidas sobre R?. Tal vez se puedan obtener con-
diciones maés restrictivas sobre la geometria de la frontera exterior y/o las caracteristicas
del conjunto de puntos de infinito de una imagen polinémica de R™ para n > 3 empleando
aplicaciones més generales.

I11.6. Conjunto de puntos de infinito de una imagen regular
de R"

Hemos demostrado en la Seccion II1.3 que el conjunto de puntos de infinito de una
imagen polinémica de R™ es conexo. De hecho hemos probado que esta propiedad es cierta
para una clase de aplicaciones méas amplia, que hemos denominado cuasi-polinémicas. En
esta secciéon mostramos que dicho resultado no se satisface en el caso de las aplicaciones
regulares, incluso cuando n = 1. Presentamos a continuaciéon algunos ejemplos que ilustran
este hecho en diversas situaciones, y ponen de manifiesto el mal comportamiento de las
aplicaciones cuasi-polindémicas y que no hay “muchas”, aparte de las polindémicas.
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Ejemplos III.5.1 (i) Ya vimos en el Ejemplo III.2.11 que la imagen de la aplicacion
regular
f : RQ — Rza (‘Tay) = ((1'3/ - 1)2 + 127 1/((1'3/ - 1)2 + 12))7

es el conjunto semialgebraico 1-dimensional 8 := {(u,v) € R?: u > 0, uv = 1}. Observa-
mos que 8o ={(0:1:0),(0:0:1)} no es conexo.

(ii) La imagen de la aplicacion regular
2 2
£ Y
R R, e (L, L),
f @y = T2 T2
es el conjunto semialgebraico 2-dimensional

§:={(u,v) €ER?*: u>0, v>0, uv < 1}.

Notese que 8o = {(0:1:0), (0:0: 1)} no es conexo. De hecho, esta aplicacion se escribe
como f = (f1/fo, f2/fo) : R? — R?, donde

folxy) = 1+x)1+y%), filxy) =x(1+x) v falxy) =y’ 1+y?),
y en particular deg(fo) = max{deg(f1),deg(f2)}.
(iii) Consideremos los polinomios
gixy) = 1+x"y0, h(xy) =1+y"% gxy) =0+y)x" y ha(xy) = 1 +x"?,

y denotemos 8 := f(R?) la imagen de la aplicacién regular

2 2 (4 g(z,y) g2(z,9)
f:R® = R (z,y) — <h1(x,y)’ hQ(x,y)>'

El conjunto de puntos de infinito de 8 es 8oc = {(0:1:0),(0:0: 1)}, que no es conexo.
Si definimos f1 = g1he, fo = goh1 v fo = hihg se tiene deg(fy) = 20, mientras que
deg(f1) = 22 y deg(f2) = 16. Por tanto, deg(fo) < max{deg(f1),deg(f2)} vy

f:R? 5 R? (z,y) — (fl(m’y) f2(x’y;).

fO(:l:?y)’ fO(‘T’y

Sin embargo, el lugar de indeterminacién de la aplicacién racional
F:=(Fy: F : F):RP?* —-» RP?
que extiende f es

Yi = 800 C {F} =0}, donde F}:= (x¢ +x1)*(x5 +x3)> y Fo=x3F.
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En efecto, observamos primero que
fR?) c {(u,v) €eR*: w0 <1, u>0, v>0},

ya que para todo (z,y) € R? se cumple que

2(, z, 4 x?
() G - G5 () =

Esto demuestra que 8o, C {(0:1:0),(0:0: 1)}, y para probar la otra inclusién basta
encontrar dos parametrizaciones racionales

a:]0,1] - R? y £:]0,1] — R? tales que lim [a(t)||> = lim ||B3(t)|* = +o0
t—0+ t—0t+
que satisfagan las igualdades

lim 5% (a(t) = +oo,  lim P(a(t) =0, lim {E(5(5) =0, lim §(5(1)) = +oo.

A tal efecto podemos elegir a(t) = (1/t,1) y B(t) = (1,1/¢).
Es natural plantearse la siguiente cuestion.

Problema III.5.2 Dado un conjunto semialgebraico cerrado R C /oo (R) C RP?, ; emiste
una aplicacion regular f : R? — R? tal que (f(R?))oo = R?

Si R es conexo vimos en el Ejemplo I11.3.6 que de hecho f se puede elegir polinémica.
A continuacién probamos que la respuesta a la cuestion I11.5.2 es también afirmativa si R
es un conjunto finito.

Lema II1.5.3 Sean H; := ¢;x — d;y € (R%)* formas lineales, donde 1 < i < r, de modo
que cada c;d; # 0, y las rectas {; == {(z,y) € R? : H;(x,y) = 0} son distintas dos a dos.
Denotemos p; := (0 : d? : ¢7) € RP2. Entonces la imagen de la aplicacion regular

2 2

€z Y
h := (h1, ho :R2—>R2, T,y r—>< ) )
(1) ) = T, B T+ 1T, Foe
es un conjunto semialgebraico 8 tal que S0 = {p1,...,pr}-
Demostracion. Demostramos en primer lugar que 8o C {p1,...,pr}. En efecto, un célculo

directo muestra que el jacobiano Jac(h) de h no es idénticamente nulo, luego § := h(R?)
tiene dimension 2. Ademaés, se deduce de la Proposicion 1.1.4 que 8 tiene dimensién pura.
Por tanto CIRPQ (8’) = CIRIPQ (8), donde

8" =8\ (h({x = 0}) Uh({y = 0}) U h({Jac(h) = 0})).
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Fijemos un punto p € 84; por el Lema II1.1.6, podemos suponer, reordenando las variables
y cambiando z por —x en caso necesario, que existen f € R[t] con f(0) # 0 y enteros k, ¢
con —k = min{—k, £} < 0 tales que si a(t) := (t7%,t’f), entonces lim, o+ h(a(t)) =py
(hoa)(]0,e[) C 8 para e > 0 suficientemente pequeno. El cambio de variables efectuado no
altera la estructura de h, por lo que mantenemos la notacion. Es claro que, como p € £ (R),
al menos uno de los siguientes limites es infinito:

t2k(r—1)
i h t)= 1l
i (e () = M e T B (1, 7 (1) 2
t2k:r+2£f(t)2
it h t)=1i .
Jim (a0 )(t) = M o T (1, 57 ()2

Observamos que:
(1) El primer limite es infinito si y solo si [[_, Hi(1,t***f(t))? = t"1g1(t) para algtin
polinomio ¢g; € R[t] y algun entero vy > 2k(r — 1) + 1.
(2) El segundo limite es infinito si y solo si £ < 0y [[i—; Hi(1, ¥ f(¢))? = t"2ga(t)
para algin polinomio go € R[t] y un entero vy > 2kr + 20 + 1.
En ambos casos, puesto que k + ¢ > 0, se deduce que existe un indice 1 < ¢ < r tal que
limy,_,o+ H;(1,t*f(t)) = 0; por tanto, como c¢;,d; # 0, concluimos que £ = —k < 0y
f(0) = ¢;/d;. Ahora, segtin se cumpla (1) o (2) denotamos p :=v; —2k(r—1)—1>0y
g := g;. Asi, tenemos

g 2kr + HHz‘(lvtka(t))z _ tQk(“U“tug(t).
i=1

A la vista de lo anterior, deducimos que
T
— ltm (25 L T H (1, F(£)2 2 ¢2Rr=1) g2k 20 £ (4)2
p= lim ( l;[1 (1 £(1)) (1))

_ tg%a_ (t2k(r71)+1tug(t) . t2k(r71) : t2k(r71)f(t)2) _ t£%1+(t,u+lg(t) E f(t)Q)

= (0:1:¢}/dy),

por lo que S C {p1,...,pr}. Reciprocamente,

h(di/t,ci/t) = (212, )2) = (12 d2 - 2) 2% (0:d2: ) = p,

1

de donde se deduce la igualdad Soc = {p1,...,pr}- O

Presentamos a continuacién un ejemplo mas, relacionado con la Cuestion 111.5.2, en el
que el conjunto de puntos del infinito de la imagen de una aplicacion regular f : R? — R?
estd formado, exactamente, por dos componentes conexas de dimension 1.
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Ejemplo II1.5.4 Existe una aplicacion regular f : R? — R? cuya imagen 8§ satisface
8o ={(0:u:1): 0<u<1/2}U{(0:1:v): 0<wv<1/2}.
Construimos f en varios pasos:

(IIL.5.4.1)  La imagen 81 := g(R?) de la aplicacion reqular

241 y2+1>
1+ 22y?2’ 1+ 22y2 )/’

cumple la igualdad 81 oo = {(0:1:0),(0:0:1)}, ya que

g:R? - R? (a:,y)b—>(

TC8 CTU[0,2)? C{u>0, v>0},

donde T:={0<u<1l, v>0U{0<v<1, u>0}.

En efecto, comprobamos primero que 8; C T U [0,2]%. Sea (x,y) € R? y supongamos
que g(z,y) = (u,v) donde v > 2; afirmamos que entonces 0 < u < 1. La desigualdad u > 0
es clara, y supongamos que u > 1. En ese caso 22 > x2y? e y? > 1 + 22%y?; por tanto

2 <2+ 2:L"4y2 < :B2y2 < 1'2,

que es una contradiccién. Por simetria, si u > 2 entonces 0 < v < 1 lo que demuestra el
contenido 8; € TU[0,2]2. A continuacién vemos que T C 8;. De nuevo por simetria, es
suficiente demostrar que T := {0 <u <1, v > 0} C 8;. Sea (u,v) € T; y consideremos el
sistema de ecuaciones

2 +1=u(l+z%?), v(@?+1) —u(y? +1) =0,
2+ 1 =01 +2%?) B uy* + (u—1—-v)y> +v—-1=0.

El discriminante A de la ecuacion bicuadrada uy* + (v — 1 —v)y?> +v —1=0es
(u—1—-v)? —du(v—1) = (v —3u+1)% +8u(l —u) >0,

ya que 0 < u < 1. Como u — 1 — v < 0, el nimero real

v+ (1 —u)++/(v—3u+1)2 + 8u(l — u)
2u

Z0 ‘=

es positivo y tiene una raiz cuadrada yg € R, que es solucién de la ecuaciéon bicuadrada
uy*+(u—1—v)y?+v—1 = 0. También necesitamos que la ecuacion v(x2+1)—u(y2+1) = 0,
de grado 2, tenga alguna solucién real xg; esto sucede si

0<2u(yp+1)—v) =2uz0+2u—20=—v+1+u+ /(v —3u+1)2+8u(l — u)
0, equivalentemente, si

0<(w—3u+1)2+8u(l—u)—(v—1-—u)?=4v(l —u),
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y esto se sigue de las desigualdades v > 0, u < 1; por tanto (u,v) € 81, como queriamos.

(II1.5.4.2)  Sean B; := {0 < 2u < v} y By := {0 < 2v < u}. Consideremos también los
conjuntos
Ar={0<z<1,4<y} vy As:={0<y<1, 4<uzx},

los polinomios en dos variables
ho=1+x(x = 1)?y(y = 1)*, b1 :=x((y — 1)’y + 2(x - 1)’x)
hy s = y((x = 1)°x" +2(y — 1)%y)
y la aplicacion racional h := (hi/hg,h2/hg) : R? --» R2 cuya restriccién al conjunto
A = A1 UAsg es regular. Su imagen 8o := h(A) esta contenida en B = By U By, y su lugar
de puntos de infinito es
8200 =B1ocUBooo={(0:u:1): 0<u<1/2}U{(0:1:v): 0<v<1/2}.

En efecto, como hi(y,x) = ha(x,y) y ho(y,x) = ho(x,y) se tiene % = %, por lo
que basta comprobar que h(A1) C B1 y (h(A1))so = Bi,oo. Dado (z,y) € Ay observamos

que hi(z,y) > 0y, ademaés,
ha(x,y) — 2hi (2, y) = y((x — 1)%2% +2(y — 1)%y) — 2(z((y — 1)*y° + 2(z — 1)*x))
=2(1—2)(y = 1)’ + (y —4)(z = 1)*a* > 0,
puesto que 0 < z < 1 e y > 4. En consecuencia, h(z,y) € By, luego (h(A1))oo C Bioo ¥
solo queda demostrar la inclusion By o C (h(A1))oo-

Para cada 0 < A < 1 consideramos la semirrecta z = \,y =t > 4y la curva Cy C h(A;)
parametrizada segin

At — 1282 + 2 1)) 2(t — 1) + )\mt)

ax(t) == (axi(t), axa(t)) == g(A,t) = ( T4 ppt(t—1)2 7 1+ pupt(t —1)2

donde j1y := A(A — 1)2. Como

, - , - . oan(t) A
tligloo a)\l(t) = +oo, t—ligloo a/\Q(t) =t Y t—lg—ﬁmoo aAQ(t) N 2’
deducimos que €y o = {(0: % : 1)}; por consiguiente,
Bio= U @ (U &) =0l
0<A<1 e

y queda probada la otra inclusion.

(II1.5.4.3)  Para terminar, la imagen de la aplicacién regular f = hog: R? — R? es un
conjunto semialgebraico 8§ cuyo lugar de puntos de infinito es

8o ={(0:u:1): 0<u<1/2}U{(0:1:v): 0<v<1/2},

como querfamos ver.
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Si la respuesta a la siguiente pregunta fuese afirmativa, generalizaria el resultado anterior.

Problema II1.5.5 Sea §( un subconjunto semialgebraico del hiperplano de infinito Hoo (R)
de RP™. ; Ezxiste una aplicacion reqular f : R™ — R™ tal que (f(R™))oo = So?

I11.6. Frontera exterior de una imagen regular de R"

El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema II1.6.1, para lo que necesitamos
antes un resultado auxiliar acerca de las imagenes regulares de R%. Recordamos que una
semilinea regular es la imagen de R por una aplicacién regular, y que decimos que una
sucesion {xy}r C R™ es totalmente no acotada si todas sus subsucesiones son no acotadas.

Teorema II1.6.1 Sean f : R"™ — R™ una aplicacion regular, 8 := f(R") y d := dim(8).
FEntonces,

(i) 8 es completamente conexo por semilineas regulares.
(ii) Para cada x € 08 existe una semilinea reqular £ tal que x € L C CI(8).

(iii) Si d = n, existe un conjunto semialgebraico U abierto y denso en (68),—1) tal que
para cada x € U existe una semilinea regular £ tal que x € L C CI**((08)(,—1)) N CI(8).

En la demostracion de este Teorema emplearemos técnicas y estrategias semejantes a las
utilizadas en la prueba del Teorema II1.3.4.

Lema I11.6.2 Dada una aplicacion regular f : R? — R™ cuya imagen 8 := f(R?) es
acotada, existe una familia finita de curvas racionales {M;}I_; que cumplen las siguientes
condiciones:

(1) 08 CD:= U;:l Mz‘7(1) C CI(S)
(ii) La restriccion flg2\f-1(p) : R2\ f~1(D) = R™\ D es propia y para cada z € D existe
una sucesion totalmente no acotada {xy}r, C R? tal que {f(zx)}r converge a z.

Demostracion. Escribimos f := (%, Cee %) : R?2 — R™ donde cada f; € R[x1,x2] y fo no
se anula en ningan punto de R?. Sea d := max;—o, .. m{deg(fi)} y consideremos la aplicacion
racional
2 m d X1 X2
Fr=(Fy:Fy:---: Fy):RP° --» RP™, donde Fj(xg:x;:x%2)= xofi<x—0,x—0>.
La demostracion se desarrolla en varios pasos.

(IT1.6.3.1) La aplicacion Fr se extiende de manera natural a una aplicaciéon racional
o-invariante Fg : CP? --» CP™. Ademés, en nuestra situacién podemos suponer que
ged(Fy, Fi, ..., Fy,) =1, por lo que el conjunto de puntos de indeterminacion de Fi es

Yi := {z € KP?: Fj(z) =0, paratodo 0 <i<m}.
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Ademés Yr C loo(R), porque f es regular.

(I11.6.3.2) Sea (Z1,mc, Fc) una resolucién o-invariante de Fg y mantenemos toda la no-
tacion introducida en III.1.b.1. Definimos
» X := Z; NRP*, que es una superficie proyectiva real no singular.
» TR = 7|y, ¢ X1 — RP?, que es composicién de una cantidad finita de explosiones e
isomorfismos birregulares, y cuya restriccion mg| Xi\mz ! (Ya) X1\ 7z (Yr) — RP?\ Yg
es un isomorfismo birregular, y

] ﬁR = F\@| x; : X1 = RP™, que es una aplicacion regular real que satisface
FR’X1\7TD£1(Y]R) == F]R o WR|X1\7T]§1(Y]R)'

(I11.6.3.3) Recordemos que, en virtud de II1.1.c.4(ii), la transformada estricta Coo, respecto
de 7R, de la recta de infinito £+ (R) C RP? es una curva algebraica proyectiva racional real
no singular. Por otra parte, por I11.1.b.1(v), la imagen inversa Wﬂgl(y) de cada punto y € Ygr
es una unién finita de curvas algebraicas racionales proyectivas reales no singulares C; ,,
donde i = 1,...,7,. En consecuencia, T ' (foo(R)) = Coo U Uyev Uz, Ciy-

(I11.6.3.4) Observamos que F(X1) = C1(8) = Clgpm (8), ya que la aplicacion Fi es propia
y el conjunto § es acotado; ademés 8 = f(R?) = Fg(R?) = Fg(mz ' (R?)). Por tanto,

08 C D = Fr(mg' (l(R))) = Fr(Cso) U | J U Fr(Ciy) C CI(8),

YyEYR 1=1
lo que, por el Lema II1.2.2 (ii), demuestra la afirmacion (i).

A continuacion probamos (ii). Observamos que, como la aplicaciéon ﬁR : X1 — RP™ es
propia, su restriccion FR|X \F (D) X1\ F (D) — R™\ D también lo es. Por tanto, al

ser la restriccion p := 7g| r (R2) TR 1(R?) — R? un isomorfismo birregular que satisface
la igualdad ﬁRlﬂﬂG(RQ) = fop, para demostrar que flg2\ p-1(p)y : R*\ f71(D) = R™\ D es
propia es suficiente ver que Xj \ F]R YD) =p 1 (R2\ f~1(D )))

Ahora bien, como F\R‘w_l(R2) = f o p, tenemos ﬁR_l(ﬂ) =T (Lo (R)) U p~ L (f~H(D)),
y por tanto .

X1\ Fg'(D) = X1\ (m (Uos (R)) U p—1< YD)
LR\ pH(fUD)) = p RN FHD)).

Mas atin, si z € D existe u € 15 ' (Lo (R)) tal que Fg(u) = z. Al ser T (R?) denso en X7,
existe una sucesion {ug}r, C 75 (R?) que converge a u. Asi, la sucesion {zy, := mg(ug)}x
es totalmente no acotada y f(zx) = f(mr(us)) = Fr(ui), de modo que {f(zx)}, converge
a z, como querfamos ver. O
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Corolario ITII.6.3 Sea 8§ C R™ un conjunto semialgebraico 2-dimensional que es imagen
de una aplicacion regular R?> — R™. Entonces, existen un conjunto finito D y una familia

finita de semilineas requlares {M;};_; tales que 68 C D UJ;_; M; C CL(8) N CI**(48).

Demostracion. Si 8§ es acotado el resultado es consecuencia inmediata del Corolario I11.2.5 y
el Lema II1.6.2; véase también la Observacion 111.4.4 (i). Por tanto es suficiente probar que
podemos reducir la prueba al caso acotado. Para ello consideramos la inversién respecto
de la esfera de R™*! de centro el origen y radio 1, que es la aplicacién regular

x

h:R™HN {0} = R™T1\ {0}, 2 +— R

e identificamos R™ con el hiperplano H := {x;,, 11 = 2} C R™"1. Asi, si 8 no es acotado
tampoco lo es su identificado 8 C H C R™T!. En consecuencia si es acotada su imagen
T :=h(8) C {x e R™F!: ||z|| < 1}, porque § C {x € R™*! . |z| > 1}. Como h es una in-
volucién racional, preserva el género de las curvas y, en particular su racionalidad. Ademas
0T = h(d8) U {0}, luego es suficiente demostrar el resultado para T, como pretendiamos
probar. O

Ahora, la demostracion del Teorema II1.6.1, cuyos detalles omitimos, es anédloga a la
del Teorema II1.4.1, teniendo en cuenta que, por medio de una inversién, podemos suponer
que el conjunto semialgebraico implicado es acotado, y usando a continuacion el Corolario
[11.2.5, el Lema II1.6.2 y el Corolario I11.6.3 en lugar del Lema II1.4.2 y el Corolario I11.4.3.

Terminamos esta secciéon justificando el interés del Teorema I11.6.1. Evidentemente, es
posible formular cuestiones similares a las propuestas en I11.4.6 pero en el contexto de las
imégenes regulares, tratando de averiguar si las afirmaciones reciprocas a las establecidas
en el Teorema II1.6.1 y el Corolario I11.6.3 son ciertas.

Observaciones II1.6.4 (i) Un conjunto semialgebraico completamente conexo por semi-
lineas regulares es irreducible y de dimensién pura. La demostraciéon es muy similar a la
de la Proposicion I11.4.5.

(ii) Cada subconjunto semialgebraico no vacio 8 C R™ abierto y conexo satisface las
condiciones (i) y (ii) del Teorema II1.6.1. En efecto, para probar la condicion (i) es suficiente
observar que 8 es conexo por caminos y aproximar, mediante el Teorema de Aproximacion
de Stone-Weierstrass, un camino que pasa por un conjunto finito de puntos dado mediante
un camino regular, utilizando ademaés que, en virtud del Lema II1.2.1, para cada ¢ > 0 el
intervalo cerrado [0, ¢] es imagen regular de R. Por otro lado, la condicion (ii) se deduce
del Lema de Seleccién de curvas racionales I11.1.6.

(iii) La situacion es radicalmente diferente para conjuntos semialgebraicos arbitrarios.
En lo que sigue, diremos que un subconjunto semialgebraico T C R™ es genéricamente
unireglado si existe un subconjunto semialgebraico abierto y denso U en T tal que para
cada punto z € U existe una semilinea regular que pasa por x y esta contenida en U.
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Se prueba en [C, V] que si m >4 y d > 2m — 2 la hipersuperficie algebraica compleja
genérica Z de CP™ de grado d no contiene curvas algebraicas proyectivas racionales, y lo
mismo sucede si m = 2,3 y d > 2m — 1. Por tanto, si § C R™ es un conjunto semial-
gebraico cuya clausura de Zariski X en RP" es una hipersuperficie genérica de RP™ con
grado suficientemente alto, su clausura de Zariski Z en CP™ no contiene curvas algebraicas
proyectivas racionales, luego 8§ no es completamente conexo por semilineas regulares. Es
mas, el conjunto ((58)(n_1) no es genéricamente unireglado y no es cierto que para cada
punto z € 48 existe una semilinea regular que pasa por z y estd contenida en CI(8). Esto
demuestra, en virtud de I11.6.1 (iii), que 8 no es imagen regular de ningin R".

(iv) Analogamente, si 8 C R™ es un conjunto semialgebraico abierto tal que la clausura
de Zariski X de 68 en RPP™ es una hipersuperficie genérica de RP™ cuyo grado es suficiente-
mente alto, su clausura de Zariski en CP™ no contiene curvas algebraicas racionales, y por
tanto, (68)(,—1) no es genéricamente unireglado. Esto implica, por el Teorema I11.6.1 (iii),
que 8 no es imagen regular de ningin R™. A pesar de todo, como ya hemos mencionado
en el apartado (ii), 8 es completamente conexo por semilineas regulares y para cada punto
x € §8 existe una semilinea regular que pasa por x y esta contenida en CI(8).

I11.7. Componentes conexas del exterior

Una pregunta que surge de modo natural al estudiar imégenes polinémicas de R"
es la siguiente: ; Fxiste alguna cota superior para el numero de componentes conexas del
exterior topoldgico R™ \ CI(8) de la imagen 8 := f(R"™) de una aplicacion polindmica
f:R® - R™ ? La existencia de tal cota hubiese supuesto una nueva obstrucciéon al hecho
de ser imagen polindémica de un espacio euclideo no contemplada en las secciones anteriores,
pero demostramos en esta seccion que tal cota no existe para n > 2.

Para aplicaciones polinomicas f : R — R la respuesta es sencilla; puesto que f(R) es
un intervalo cerrado no acotado, R\ f(R) es el conjunto vacio o un intervalo abierto no
acotado (que tiene una tnica componente conexa), por lo que en este caso la respuesta a
la pregunta anterior es afirmativa. ; Qué sucede en situaciones de mayor dimensién? Para
aplicaciones polinémicas f : R? — R2, la respuesta viene dada por el siguiente ejemplo.

Ejemplo IT1.7.1 Sean J = {a,...,a;} C R un conjunto finito y la aplicacion

k

fiR? 5 R? (z,y) — <a:,y2 H(ac - ai))

i=1
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Denotamos ag = —00 y ag4+1 = +00; es sencillo comprobar que
k
Im(f) =R x {0} U | J{ar <z < agyr, (-1)"Fy >0}
=0
k
B2\ Im(f) = | J{ar < 7 < agsr, (—1)**y < 0}
£=0

y por tanto, el exterior topoldgico de Im(f), que es

r
ar < T <ag1, (— y < ’
1 l+k 0
/=0

tiene (k 4+ 1) componentes conexas.

Sin embargo, es mas complicado obtener ejemplos que satisfagan algunas condiciones
anadidas. Dedicamos lo que resta de esta seccion a demostrar que, fijado un entero posi-
tivo k, existe una aplicaciéon polindmica fi : R? — R? cuya imagen 8 := fx(R?) es un
subconjunto abierto de R? y cuyo complementario R? \ 8}, posee k componentes conexas.

Consideramos primero las aplicaciones polinomicas f, ¢ : R? — R? definidas por

f@y) =W+ @+ Dz, (wy+1)°+2) y o(x,y):=(x+y, y).

Observamos que ¢ : R? — R? es un homeomorfismo y ¢(3) = I, donde H := {y > 0}.
Consideramos el subconjunto abierto de R? definido por R := {0 < y < 2 +1}. Con estas
notaciones se tiene el siguiente resultado.

Lema II1.7.2 La restriccion flg : H — R C H es un homeomorfismo entre subconjuntos
abiertos de R?.

Demostracion. Por el Teorema de Invarianza del dominio es suficiente comprobar que la
aplicacion continua f|g es biyectiva. Sea (z,y) € H y denotemos (u,v) = f(x,y), es decir,
u=y+ @ +Dz y v=>1+my)’+2°

Es claro que v > 0, mientras que u? + 1 — v = y?((1 + zy)? + 22) > 0 porque y # 0. Esto
prueba que f(H) C R. Reciprocamente, dado (u,v) € R existe un tnico punto (z,y) € H
tal que f(z,y) = (u,v), cuyas coordenadas vienen dadas por

u2+1—v u— Yo
Y=\ — T:= 5 .
v yg +1

lo que demuestra que flsc: H — R C K es biyectiva. O

Empleando este Lema contestamos afirmativamente en la siguiente Proposicién la se-
gunda parte de la Cuestion [FG2, 7.3.2].
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Proposicion I11.7.3 El conjunto abierto R C R? es imagen polindmica de R2.

Demostracion. Vimos en el Lema II.1.1 que el semiplano H es la imagen de la aplicacion
polinémica
9:R? = R (2,y) = (y(y — 1), (zy — 1)° + 2?),

v R es, por el Lema II1.7.2, la imagen de la composicion f o g : RZ — R2, O
En lo que resta de esta seccion fijamos las siguientes notaciones. Abreviamos por f

el homeomorfismo polinémico flg : H — R del Lema II1.7.2. Consideramos también los
homeomorfismos

¢ R =R (z,y) = (z+y,y) v ¢i=dof I dR) CIH

Lema II1.7.4 Consideramos los conjuntos semialgebraicos abiertos de R? (véase la Figura

II1.7.1) definidos asi:

M:={-2y<z(y*+1)<0}, N:={0<y<1},
Q:={z <0<y}, Pi={22+1<2y <222 +1)}.

La aplicacion polindmica i satisface las siguientes propiedades:
(&) oM) =N; (i) p(N) =o(P) gy (ii1) MCQCP(Q).
Demostracion. (1) Para probar la primera afirmacion, observamos que
AN = {(z,y) € H: (zy+ 12+ 22 <1} = {(z,y) € H : x(zy® + 2+ 2y) < 0}.

En particular, si (z,y) € f~1(N), y puesto que y > 0, se deduce que z < 0, y en conse-
cuencia ry? + x + 2y > 0, es decir, —2y < x(y? + 1). Por tanto,

IO ={-2y<z(¥*+1), 2 <0} =M,

y f(M) = f(f~1(N)) = N, puesto que f : H — R es sobreyectiva. Ahora, como ¢(N) = N,
concluimos que (M) = N.
(i) Para ver la segunda afirmacion es suficiente probar que f(N) = P. Consideramos la

recta £ := {y = 1} C H y observamos que las componentes conexas de su complementario
H\ L en Hson Ny H\CIN). La recta £ se transforma mediante f en la parabola

f(L)Z{(l—FQt,(t—I—l)Q—l-tz):tER}:{(x,y)ER2:x2+1:2y}.

Al ser f: H — R un homeomorfismo, segin vimos en el Lema II1.7.2, el conjunto R\ f(£)
tiene dos componentes conexas, Py R\ Cl(P), y necesariamente f(N) = P puesto que, por
ejemplo, el punto (0,1/2) e Ny f(0,1/2) =(1/2,1) € P.
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Figura II1.7.1: Las regiones abiertas R, ¢(R), M y P.

(iii) La inclusion M C Q es inmediata, asi que veamos Q C (Q). Para comprobarlo
observamos primero que Q \ M y H \ Q son las componentes conexas de H \ M y, como
f: H — R es un homeomorfismo, sus imégenes f(Q\M) y f(H\Q) son las dos componentes
conexas

Ri={(z,y) eR:y>1, 2<0} y Ro:={(z,y) eR:y>1, x>0}

de f(H\M) = f(H)\ f(M) = R\N. Como (—1,1) e Q\ My f(-1,1) = (-1,1) € Ry
deducimos que f(Q\ M) = Ry, luego

£(Q) = F((Q\ M) UM) = F(Q\ M) U F(M) = Ry UN.
Es méas, como A={0<y< -2} CB={z<0} CRIUNYy pA) =9, resulta
Q=¢(A) Co(B) CH(RiUN) = o(f(Q) = (¢ 0 f)(Q) = ¥(Q),

y hemos terminado. 0

Recordamos ahora algunas propiedades sobre el comportamiento del operador frontera.
Dados un espacio topolégico X y dos subconjuntos C' C A C X, denotamos

OxC :=Clx(C)\Intx(C) y 04C :=Cly(C)\ Int4(C)
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la frontera de C' en X y su frontera en A, respectivamente. Notese que Clx (A) = Ox AU A.

Lema II1.7.5 Sean X e Y dos espacios topoldgicos y A C X y B CY dos subconjuntos.
Sean C un subconjunto de A y g : A — B un homeomorfismo. Entonces:

(i) 04C C OxC C 94C U Ox A.
(i) 9(94C) = 98(9(C)).

Demostracion. (i) En efecto, como Cly(A) = AUOdx Ay Clx(C) C Clx(A), tenemos

9AC = CL(C) \ Tnt4(C) = (Clx(C) \ Intx (C)) N A = dxC' N A
C IxCnN Clx(A) = (8XC N A) U (8XC N axA)
— 940U (0xC NdxA) C 94C U dxA.

(ii) Al ser g un homeomorfismo preserva clausuras e interiores, y por tanto,

9(94C) = g(Cla(C) \ Int4(C)) = Clp(9(C)) \ Int(g(C)) = IB(9(C)),

como queriamos demostrar. O

Definiciéon y Proposiciéon II1.7.6 (Curvas auxiliares) Introducimos la siguiente su-
cesion de curvas semialgebraicas, todas ellas semilineas paramétricas de R?:

{ Lo :={y =0},

[y =y 1) = ¢¥F(Tg), parak > 1.

Las curvas Ty, son conexas, disjuntas dos a dos y cerradas en R2.

Demostracion. En primer lugar, como I'g = R x {0} y T'x es una imagen polinémica de
I"g, deducimos que cada 'y, es una semilinea paramétrica y en particular una curva conexa
y cerrada. Veamos, usando un argumento inductivo respacto de k, que las curvas I'y, son
disjuntas dos a dos. Para k = 0 no hay nada que probar porque sélo tenemos una curva.

Supongamos a continuacion que I'g, ..., I'y, son disjuntas dos a dos y comprobemos que
ninguna de estas curvas interseca a I'y11. Por el Lema II1.7.2 la aplicacion ¢ : H — ¢(R)
es un homeomorfismo y, por la hipétesis de induccién, para cada 1 < £ < k se cumple que
I'y-1 NIy = @. Por tanto

LoNThqr = (L1) NY(Ty) = (T NTy) = (D) = 2.

Finalmente, T'y 11 C ¥(H) = ¢(R) C H no interseca a [y C R?\ K. O
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Proposicion II1.7.7 La aplicacion ¢* : H — F(H) C R? es un homeomorfismo, y
Og2 (YF(FH)) tiene k41 componentes conexas, que son precisamente las curvas T, ..., T'.

Demostracion. La aplicacion ¢F : H — *(H) es homeomorfismo por serlo ¢ : 3 — (3.
Como acabamos de ver que las curvas I'; son conexas y disjuntas dos a dos es suficiente
comprobar la igualdad

g2 (¥*(30)) =T U+~ U T},

que probamos por induccién sobre k. Para k = 1 basta aplicar el Lema II1.7.2, puesto que

asz(g‘f) = 8R2¢(R) = (Z)(aszR) =Toul}y.

Ahora supongamos k > 1y ya probado que dg2 (1)*(3)) = TgU- - -UTy. Por el Lema I11.7.4
se tiene

N = (M) C¥(Q) CY(*(Q) = ¢*1(Q) C Y™ (30) C 3,
es decir, N C *1(H) C H y esto implica que T'y C Ogz(¢¥*T1(H)). Por otra parte,
empleando de nuevo el Lema II1.7.4 resulta

$(P) = (N) = (L (M) € ¥(»(Q)) = ¥*(Q)
C P*(W*H(Q) C PP (WFTH(I0) = I C (H) = $(R),

es decir, ¢(P) C PF1(H) C H(R).

Si denotamos U := ¢~ (pFT1(H()) se tiene ¢(P) C p(U) C G(R), luego P € U C R.
Como la curva I' := {y = 22 + 1} C Op2P N 2R deducimos que ' C Ip2U, luego por el
Lema II1.7.5 (ii), y puesto que ¢ : R? — R? es un homeomorfismo, se tiene

1= ¢(T) C $(Fp2ll) = Tz ((U)) = a2 ("1 (30)).
Aplicando el Lema II1.7.5 (i) al conjunto ¢***(3() obtenemos
) (U TH(I0)) C e (PFH(F0) € By (W (30) U gz (9(R)),

y, teniendo en cuenta que dg2(¢(R)) = Ty UT; C dge (¥FT1(H)), deducimos, aplicando el
Lema II1.7.5 (ii), que ¥ es un homeomorfismo y la hipotesis de induccion, a que

Oz (Y (30)) = By (W (30) UTo U Tt = (e (" (3())) UT U Ty

k+1
:¢(F1U"'Urk)UF0UF1=(F2U Urk+1 UF0UF1 Urg,

como queriamos probar. O

Antes de presentar endomorfismos polinémicos de R? cuyas imégenes son subconjun-
tos abiertos de R? y cuyo exterior tiene un ntimero arbitrario de componentes conexas
necesitamos una construccién auxiliar.
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Definicién y Proposicién I11.7.8 (Regiones auxiliares) Los subconjuntos Ay de R?
definidos por

Aoﬁ:{y<<0}

Aq = o¢({y > 22 +1})

Ay = Y(Ap_1) = VYA, para cada k > 1

son subconjuntos abiertos y conexos de R? disjuntos dos a dos.

Demostracion. Es obvio que Ay y A son subconjuntos abiertos y conexos de R?, y esto
implica que también lo es cada Ag con k > 2 porque ¥ : H — R es un homeomorfismo
entre subconjuntos abiertos de R?. Para comprobar que los conjuntos Ay son disjuntos
dos a dos, emplearemos un argumento inductivo respecto de k similar al utilizado en la
Proposicion I11.7.6 para demostrar que las curvas I'y son disjuntas dos a dos.

Es inmediato que AgNA; = &, y suponiendo que los conjuntos {A;}o<¢<j son disjuntos
dos a dos se cumple, para todo para 2 < ¢ < k

AN Agrr = P(Ar1) NY(Ag) = (A1 NAE) = 9(9) = 2.

Como ademas Ay ; C ¢(R) C H no interseca ni a Ag C R2\ H ni a Ay C H \ #(R),
concluimos que A1 no interseca a Ay para todo indice 0 < ¢ < k. O

Proposicion II1.7.9 El exterior de la imagen de la aplicacion % : H — *(3) C R? es
R2\ CL(¢*(H)) = AgU - - U Ay.

Demostracion. Comenzamos demostrando que

CL(y(30)) \ CUYM(30)) = (30 CLY* (30))). (ML.7.1)

En efecto, con las notaciones de II1.7.6 se tiene H NTy = @ y T'y = ¢%(I'y) para £ > 1. En
consecuencia,

k+1
Cl(30) \ CUY T (30) = ((3) UTo UT) \ (¥ (FO UT U T U [ TY)
k+1 k ~
=0\ (4510 U U Te) =0\ (v510 U vr)
=2 =1

= (30 (¥hE0 U U re)) = (30 (w0 uJre)) = vEe\ awkE)),

/=1 /=0
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Visto esto demostramos el enunciado por induccién sobre k. Para k = 1 la igualdad es
clara. Supongamos ahora que también es cierta para k > 1. Entonces, para k + 1 tenemos

R*\ CL(&MH(30)) = (CU(»(30)) U Ag U Ar) \ CL(&*(30))
= Ao U A1 U (CL&(30) \ CU»HFH(30))) = Ag U Ay U (30 CLY*(30)))

k+1
=AgUAT UP(A U UAL) =AgUA U (AU UA) = | A
/=0

como queriamos probar. O

Finalmente, del resultado anterior se deduce el siguiente, que se probé en nuestro ar-
ticulo [U1], y que da respuesta negativa a la Cuestion [FG2, 7.3.2] propuesta por Fernando—
Gamboa.

Teorema II1.7.10 Para cada entero k > 1 existe una aplicacion polindmica ®y, : R? — R?
cuya imagen S := ®r(R?) es un subconjunto abierto de R? cuya frontera estd formada
por k + 1 componentes conexas, que son semilineas paramétricas. Ademds, el exterior de
Sk también tiene k + 1 componentes conexas.

Demostracion. Recordamos que la imagen de la aplicaciéon polinémica
.2 2 2 2

es el semiplano abierto H := {y > 0}. En virtud de las Proposiciones I11.7.7 y II1.7.9, la
aplicacion @, := ¥ og : R? — R? cumple el enunciado pues la frontera de 8, es el conjunto
ToU---UTI', v su exterior es Ag U ---U Ag. O






CAPITULO IV

Complementarios de poliedros convexos
como imagenes polinébmicas y regulares

Actualmente no sabemos (y es previsible que no lo sepamos por un largo periodo
de tiempo) caracterizar geométricamente los subconjuntos semialgebraicos § C R™ que
satisfacen r(8) < 400 0 p(8) < 400. Por ello, buscamos familias suficientemente generales
de conjuntos semialgebraicos cuyos miembros satisfagan esta propiedad. En el Capitulo 11
vimos algunos ejemplos bésicos en esta direccién, y en éste encontramos nuevos conjuntos
8 cuyos invariantes r(8) o p(8) son finitos. En los dos proximos capitulos centraremos
nuestra atencién en conjuntos semialgebraicos cuya frontera es lineal a pedazos, siempre que
satisfagan las obstrucciones obtenidas en el capitulo anterior. Es natural pensar en la familia
de los poliedros convexos, sus interiores y los complementarios de ambos. Por supuesto,
para todos los poliedros convexos acotados el invariante p es infinito y retrasaremos el
célculo del invariante r para los poliedros convexos hasta el siguiente capitulo.

En este capitulo nos centraremos en determinar qué podemos decir de los invariantes
p y r para el complementario de un poliedro convexo en R™ o de su interior. Por supuesto,
deberemos desechar de nuestro estudio en primer lugar aquellos poliedros convexos cuyo
complementario no es conexo.

Si n = 1 un poliedro convexo desconecta R si y sélo si es acotado; por tanto en este
caso desecharemos los poliedros acotados. Por otra parte, sin > 2 y X C R"™ es un
poliedro convexo cuyo complementario R™ \ K no es conexo, entonces, como consecuencia
del Lema 1.4.14, K es degenerado y, por el Lema 1.4.13, existen un entero 1 < k <n y un
poliedro convexo no degenerado P € R"* tales que, tras un cambio afin de coordenadas,
K = RF x P. Como R" \ X = R* x (R" %\ P) no es conexo tampoco puede serlo el
factor R"* \ P, lo que implica, por ser P no degenerado, que k = n —1y P C R es
un poliedro convexo que desconecta R, es decir, un poliedro acotado. Si P es un punto,
X C R™ es un hiperplano, mientras que si P es afinmente equivalente al intervalo cerrado
[0, 1], entonces K es una franja, es decir, un poliedro convexo de R™ afinmente equivalente
a X = [0,1] x R*"%; las franjas bidimensionales X C R? las denominaremos bandas.

Nuestro objetivo en este capitulo es abordar la veracidad el siguiente problema.

Problema IV.1 Sea X C R™ un poliedro convexo que no es una franja ni un hiperplano.
Determinar si R™ \ X y R™ \ Int, K son imdgenes polindmicas o regulares de R™.

— 137
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Los poliedros convexos y sus interiores son, por su propia definicién, semialgebraicos
basicos. Por tanto, si dim(X) < n y X no es un hiperplano, se deduce de la Proposicion
I1.2.1 que p(R™ \ Inty X)) = p(R™\ X)) = n, por lo que en relaciéon con el enunciado
anterior solo falta por abordar el caso dim(X) = n. A lo largo de este capitulo veremos que
la técnica que desarrollamos presenta algunas limitaciones, pero nos permite demostrar
(usando también los resultados ya conocidos de la Seccion I11.2 para el caso de dimension
1) las igualdades recogidas en la siguiente tabla. Sean n > 2 y X C R™ un poliedro convexo
n-dimensional. Entonces, si 8§ := R™ \ K y por tanto C18 = R™ \ Int, KX se cumple que:

X acotado X no acotado
n=1|n>2|n=112<n<3 n>4
8 18
). x(C18) | 1 | o1 n n
p(8), p(Cl8) desconocidos

La estrategia que utilizaremos se basa fundamentalmente en la generalizacién al caso
n-dimensional con n > 2 de las herramientas desarrolladas por el autor de esta Memoria
en su trabajo [U2] en el que se aborda y resuelve completamente el problema IV.IV.1 para
n = 2. La obstrucciéon para generalizar a dimensiéon n > 4 las herramientas empleadas
para n = 2 (que no sirven para calcular los invariantes p(R™ \ X) y p(R™ \ Int(X)) para
poliedros convexos no acotados X de dimension n > 4) se concentra fundamentalmente en
el hecho de que la siguiente propiedad de proyecciéon es exclusiva de los poliedros convexos
de dimension 2 (véanse el Lema IV.1.12 y el Apéndice C).

(IV.5) Sea X C R™ un poliedro convexo de dimension n. Entonces existen un hiperplano
H de R™ y una recta vectorial £ C R™ tales que la proyeccion candnica w : R™ — R™ /¢
satisface 7(K) = (KX N H).

Tras esta discusiéon y el analisis anterior, nuestro objetivo serd probar los siguientes
resultados a lo largo de las secciones que conforman este capitulo:

Teorema IV.2 Sean n > 2 y X C R™ un poliedro convezo, acotado y n-dimensional que
no es una franja. Entonces, R™ \ KX y R™ \ Int(X) son imdgenes polinomicas de R™.

Teorema IV.3 Sean 2 <n <3 y KX CR™ un poliedro convexo, no acotado y n-dimensio-
nalque no es una franja. Entonces, R™ \ X y R™ \ Int(X) son imdgenes polinomicas de
R™.

Teorema IV.4 Sean n > 2 y K C R™ un poliedro convexo, no acotado y n-dimensional
que no es una franja. Entonces, R™ \ K y R™ \ Int(X) son imdgenes regulares de R™.
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IV.1. Herramientas de recorte de tipo |

El objetivo de esta subseccién es presentar y desarrollar las herramientas fundamentales
que utilizaremos a lo largo de este capitulo para demostrar la parte de los Teoremas IV.2,
IV.3 y IV.4 relativas a los complementarios de poliedros. En toda la seccion R[x] denota
al anillo de polinomios R[x1, ..., x,].

IV.1.a. Primera posicion de recorte y aplicaciones recortantes de tipo |.
Consideraremos en R” la fibraciéon natural obtenida a partir de la proyeccién

T R" = R, (z1,...,2n) = (21,...,25-1,0).

Las fibras 7, 1(a,0) de m, son rectas paralelas al vector €, := (0,...,0,1) para cada
a € R* 1. Dado un poliedro convexo n-dimensional X C R”, la interseccién

g :=m, (a,0) N K (IV.1.1)

puede ser vacia o un intervalo cerrado (acotado o no) cuyo interior, como variedad topo-
logica con borde, es Int, J, y cuya frontera es 9J,. Denotamos § C R"™! al conjunto de
los puntos a € R"~! tales que Int(X) N, !(a,0) = @ y observamos que los puntos a € §
satisfacen que o bien J, = @ o bien J, esta contenido en 0K y de hecho en una faceta de
X. Se cumple que

1%/ sia€g,
Int, J, en otro caso.

Int(X) N7, (a,0) = {

y por tanto Int(X) = uaGR"71\§ Inty J,. Recordamos que un hiperplano H no es paralelo
al vector €, si y solo si cualquiera de sus ecuaciones h de grado uno cumple deg, (h) = 1.

Lema IV.1.1 Sean X C R"™ un poliedro convexo n-dimensional y a € R™ ! tales que
Jo # @ y seap € 0J,. Entonces, existe una faceta F de K no paralela a €, tal que p € F.

Demostracion. Observamos en primer lugar que basta probar que existe una faceta F de
X que contiene a p, pero no contiene a J,. Para ello, procederemos por induccién sobre la
dimension n de K. Sin =1, J, = K y p pertenece obviamente a una faceta de X que no
contiene a J,. Para n > 1, observamos que como p € 0K existe una faceta Fy de K que
contiene a p. Si Fy no contiene a J,, hemos terminado; en caso contrario, ¥y es un poliedro
de dimension n— 1 que cumple J, = 7,1 (a,0)NFo; por consiguiente, existe una faceta & de
Fo que contiene a p, pero no contiene a J,. Como dim &€ = n—2y dim Fy = n—1, existe una
faceta de F de K que no contiene a J, tal que € = FgNF, que es por tanto la faceta buscada.

O

Definiciones IV.1.2 (1) Dado un poliedro convexo n-dimensional X C R" decimos que
X esta situado en primera posicion de recorte débil si:
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(i) Para cada a € R"! el conjunto J, esta acotado.

Si ademés se cumple la siguiente condicion, diremos que K esta situado en primera posicion
de recorte fuerte:

(ii) El conjunto g es acotado, donde

Age = {CL = (ala .- ->an—1) S R an—1 <0,7, 7& g, (a,O) §Z ja}-

Més atn, si Ay = &, diremos que la primera posicién de recorte fuerte de X es dptima.

(2) Por otra parte, decimos que la primera posicion de recorte débil o fuerte de X C R™
es extrema con respecto a su faceta F si F C {xp—1 =0} y K C {xp—1 <0}

Lema IV.1.3 Sea X C R"™ un poliedro convexo n-dimensional que esté situado en primera
posicion de recorte fuerte. Entonces, existe N > 0 tal que

A= | 89 CAx x [-N, N]

acAq

Demostracion. En efecto, como K esta situado en primera posiciéon de recorte fuerte, el
conjunto J, esta acotado para cada a € R*~!. Como consecuencia del Lema IV.1.1, para
cada a € g los extremos (a,p,) v (a,qq) del intervalo J, = {a} X [pa, ¢a] pertenecen a
facetas de X no paralelas al vector €,. Sean F1,...,F, las facetas de K no paralelas al
vector €, v h; := bg; + b1;%1 + - - - + bp;Xp, una ecuacion no nula del hiperplano H; generado
por &F; para 1 < i < s. Como F; no es paralela al vector €, podemos suponer que b,; = 1.
Definimos g; := —bg; — b1;x1 — -+ — by—1,Xp—1 y Observamos que para cada a € dy existen
1 <1i,j < s tales que gi(a) = pa ¥ gj(a) = qq; por tanto, pq, qa € {g1(a),...,gs(a)}. Como
Cl 2y es compacto, las funciones g; son acotadas sobre Cl%2ly y por tanto existe N > 0 tal
que pq,qq € [—N, N] para cada a € 2, como queriamos demostrar. Il

Definicién IV.1.4 Sean P, Q € R[x| dos polinomios no nulos tales que deg, (Q(a,x,)) <
2deg, (P(a,xy)) para cada a € R""! y Q es estrictamente positivo en R™. Denotamos por
Bp,o la funcion regular

PQ(X))
Qx) /7’

y definimos la aplicacion recortante Fpg de tipo 1 asociada a Py () como la aplicacion
regular

Bro(x) = Xn(l — Xp_1

Fpo :R" = R", 2= (z1,...,2p) = (T1,...,Tn—1, Bpo(x)).

Siempre podemos suponer que P, () son primos entre si y que si () := M > 0 es constante
entonces Fp ps es una aplicaciéon polinémica.

Recordamos que el grado de una funcion racional h := f/g € R(x) := R(xy,...,x,) es
la diferencia entre el grado del numerador f y el grado del denominador g.
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Observaciones IV.1.5 Las siguientes propiedades se comprueban inmediatamente:

(i)

Para cada a := (ai,...,a,_1) € R"! la funciéon regular Bf{;’Q(xn) = Ppola,x,) €
R(x;,) (que depende sblo de la variable x,,) tiene grado impar mayor o igual que 1; por
tanto, ﬁ%Q(R) = R paracadaa € R"1. Ademas, si denotamos a’ := (a1, ...,a,_2) €

R"~2 se cumple que Bpg(d’,0,%,) = .

Para cada a € R"! se satisface la igualdad Fpg(m,(a,0)) = 7, !(a,0) y por tanto
Fpro(R™) =R".

El conjunto de puntos fijos de Fpg es {z := (z1,...,2,) € R": 212, P(z) = 0}.
La condicién deg, (Q(a,x,)) < 2deg, (P(a,x,)) para cada a € R"™! se cumple si
deg,, (Q) < 2deg(P) = 2deg,, (P).

Sean K C R™ un poliedro convexo n-dimensional y F1,...,F, las facetas de K con-
tenidas en hiperplanos no paralelos a €,. Sean fi,..., f; € R[x] polinomios de grado
uno que se anulan en los hiperplanos Hi, ..., H, que contienen respectivamente las

facetas J1, ..., F,, y definimos P := f;--- f.. Entonces, P se anula sobre F1,...,J,
y tiene grado deg(P) = deg, (P) =r.

A continuacion recordamos el siguiente resultado elemental de acotacion polinémica.

Lema IV.1.6 Sean P € R[x|] un polinomio de grado d > 0, M la suma de los valores
absolutos de los coeficientes no nulos de P y m un entero positivo tal que d < 2m. Entonces,
|P(z)] < M(1+||z]|*>)™ para cada x € R™.

Demostracion. Escribimos P := Eaﬂéo a,x”, donde v := (v1,...,vp), X := (X1,...,Xpn) ¥

v

luego

co1mo

PO v, _ n . :
x” :=x{"---x}». Para cada z = (21,...,2,) € R" se tiene

n
2] = [ [ - [ < H L [l 7 < (14 Jllf?)™

1P@)] <> laulla’| < Y lan] (1 + [|2]*)™ = M1+ [l]*)™
a,#0 a,#0
queriamos demostrar. O

Lema IV.1.7 Sea P € R[x] un polinomio no nulo tal que d := deg(P) = deg, (P).
FEntonces,

(i) Para cada Q € R[x| estrictamente positivo con deg, (Q) < 2deg(P), la derivada parcial

9B8p.Q
O0xn

tiene valor constante 1 sobre el conjunto {z := (x1,...,2,) € R": x,_1P(z) = 0}.
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(b) (c)

Figura IV.1.1: (a) muestra un poligono en primera posicién de recorte fuerte, (b) muestra un
poligono en primera posicién de recorte fuerte y 6ptima, y (c) muestra un poliedro en primera
posiciéon de recorte fuerte. En los tres casos el poliedro esta en posiciéon extrema respecto a una de
sus facetas.

(ii) Para cada compacto K C R™ existe un entero positivo My tal que si M > Mg la
9Bp,m
O0xn

derivada parcial es estrictamente positiva sobre K N {x,_1 < 0}.

(iii) Eziste M > 0 tal que el polinomio estrictamente positivo Q := M(1+x2_;)(1+ |x||?)¢
cumple que deg, (Q) = 2deg(P) = 2deg, (P) y la derivada parcial agff es estrictamente

positiva en el conjunto {x,—1 < 0}.

Demostracion. Primero observamos que

Bro P(x) P, 0P 0Q, P(x)
= =(l—xp1—— ) — xn— 2 —
0%y ( 10x) ) 1% 0 ) ( i v (X)Q(x)>
y por tanto, es claro que se cumple (i), pues x,_1P(x) divide a Bg;;@ (x) — 1.
Para probar (ii), denotamos Mg > 0 el maximo de la funcion continua
oP

R" SR, o= (x1,...,25) = ’2xn_1an(w)—(a:)‘.
0%y
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sobre el compacto K N {x,—1 < 0}. Se cumple que si M > M, entonces 8?’; ’nM es estric-

tamente positiva sobre K N {x,,—; < 0}.

Para probar (iii), observamos en primer lugar que deg(x,, P gx—i) < 2d y por tanto, como
consecuencia del Lema IV.1.6, existe M > 0 tal que

xn P(x) op

o @] +1dP @) <

M
Mt gy
para cada z € R™. Definimos Q := M(1+x2_;)(1 + [|x||*)¢ y observamos que

8Q( ) 1 2dx,
0%, Q) T2

Utilizando que 2|z,—1] < (1 +22_,) y que |z,]? < 1+ ||z||? para cada z € R", deducimos
que

0Bp,Q P2(x) 2|zp—1] oOP 9 |2 |2
@) 2 (1= ana gy ) = G ([ P@) g @) +aP @) )
1 P?(z)
> 5 — Tn-1 Q(IE) > 07
para cada z € {z,—1 < 0}. O

Lema IV.1.8 Sean X C R™ un poliedro convexo n-dimensional situado en primera po-
sicion de recorte débil y Fi,...,F, las facetas de K contenidas en hiperplanos no pa-
ralelos a €,. Sea P € R[x| un polinomio que se anula sobre Fy,...,F, y tiene grado
deg(P) = deg, (P) (véase la Observacion IV.1.5). Entonces, existe Q € R[x]| estricta-
mente positivo, con deg, (Q) < 2deg(P) tal que

(i) Fro(R™\X) =R"\ (XN {z,1 <0}),

(i) Fpo(R™\ Int(X)) =R\ (Int(X) N {z,—1 < 0}).
St ademds, K esta situado en primera posicion de recorte fuerte, podemos elegir () cons-
tante.

Demostracion. Denotamos K’ := KX N {x,_1 <0} y sea § C R ! el conjunto formado por
aquellos a € R"! tales que 7, 1(a,0) N Int(X) = @. Para cada a € R"~! consideramos los
siguientes conjuntos:

Mg:={teR:(a,t) eR"\ K} Nyg:={teR:(a,t)eR"\Int(X)}
8o :={teR:(a,t) eR"\ XK'} Tp:={teR:(a,t) eR"\ (Int(X)N{z,—1 <0})}.

Observamos que M, C Ny, 84 C T, v ademés

N R sia€ g,
7] CI(M,)  en otro caso.
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Sq =

M, si ap—1 <0, T Na si ap—1 <0,
R siap—1 >0, Yo Ja= R si an—1 > 0.

Como consecuencia de IV.1.a, tenemos que:

(1) RPAK = cgn1({a} x Ma) y RP\NK =[], cgn-1({a} x 8a).

(2) R"\ Int(X) = [yern—1({a} x Na).

(3) R\ (Int(%) N {1 < 0}) = Llyegns ({0} x To).
(IV.1.8.6) Llegados a este punto, elegimos () del modo siguiente. Si K esta en primera
posicion de recorte fuerte, 2y esta acotado (véase la Definicion IV.1.2) y existe, por el Lema
IV.1.3, un N > 0 tal que A := ¢, 90 C g x [-N, N], donde I, := 7 (a,0)NXK. Por
el Lema IV.1.7 (ii) aplicado al compacto K := Cl(2) x [-N, N|, existe @Q := M > 0 tal que
la derivada parcial 8@5 =% es estrictamente positiva sobre K N {z,_1 < 0}. Por otra parte,
si K esta en primera posiciéon de recorte débil existe, por el Lema IV.1.7, un polinomio

estrictamente positivo @ tal que deg, (Q) = 2deg(P) = 2deg, (P) y la derivada parcial

85: “2 es estrictamente positiva en el conjunto {x,-1 < 0}.

Como la aplicacion Fpg preserva las rectas m,, (a,0), para demostrar las igualdades
(i) y (ii) del enunciado es suficiente comprobar que

/B?D,Q(Ma) = Sa y ﬁ??,Q(:Na) = ‘Ia Vae Rnil- (IV12)

Fijamos a € R"!; para probar las igualdades (IV.1.2) distinguimos varios casos en
funcion de las caracteristicas de a.

Caso 1: SiM, = R, y puesto que 8% 5 (R) = R (véase la Observacion IV.1.5(i)) tenemos

B?D,Q(Na) = B%’,Q(Ma) =R =38, ="T,.

Caso 2: Sia,—1 <0y M, :=]—o0, p[U]q, +o0o[, donde p < ¢, existen indices 1 < 4,5 <r
tales que (a,p) € F4, (a,q) € Fj (véase el Lema IV.1.1) y N, = |—00, p|U[g, +00[ 0 Ny = R.
En este tltimo caso 8§ o(Na) = 8% o(R) =R =T,.

A continuacion calculamos las imégenes 8% (M) y B0 (Ny) en las situaciones posibles
correspondientes al Caso 2.

(2.1) Si ¢ > 0, entonces S 5(q) = ¢, im¢— 00 B o (t) = +00 y, como ap—1 <0,

an_1P?(a,t)
Q(a,t)

Por continuidad se tiene 8§ (lg, +00[) = |g, +-o00[ y también 8% ;([g, +00[) = [g, +o0].

B}lg,Q(t):tO— )2t>q Vit >q.

(2.2) Analogamente, si p < 0 tenemos

Bho) =p, lim Bpo(t)=—00 vy Bpolt) <t<p Vi<p
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De nuevo por continuidad, resulta 8¢ (|00, p[) = |—00, p[ y Bp o(]—00,p]) = |—00, p.

(2.3) Ahora, si g < 0, se cumple que (a,0) &€ I, es decir, a € 2 y por IV.1.8.6 la derivada
(Bpg) = 85}%? es estrictamente positiva en el intervalo [¢,0] C [N, N]. En particu-
lar, B es una funcion creciente en el intervalo [q, 0], luego ﬂ%’Q(]q,O]) = ]q,0], ya que
ﬁ%@(q) =qy 65‘3’@(0) = 0. Mas atn, por lo visto en (2.1), B},,Q(]O, +oo[) =)0, +o0] y por
tanto ﬁ?{Q(](L +OOD = ]Q7 —|—OO[ y ﬁ?{Q([‘L +OOD = {% —|—OO[

(2.4) De modo analogo, si p > 0, se cumple que (a,0) & J,, es decir, a € A y por IV.1.8.6
la derivada (8%q)" := 85}%;? es estrictamente positiva en el intervalo [0, p]. En particular
B o es una funcion creciente en el intervalo [0,p] C [-N, N], y puesto que 573@(29) =py
Bp,o(0) = 0sesigue que B% ([0, p[) = [0, p[. Mas atin, por lo visto en (2.2), B (] —00,0[) =

]—00,0[. En consecuencia (% (]—00,p[) = ]—o0,p[ vy 8% o(]—00,p]) =00, pl.

Del anlisis anterior deducimos que % 5(M,) = |—00,p[U]q, +oo[ =My =S4 y

6a (N ) . ]—OO,p]U[q,—f—OO[:‘Ia si Na :]_OO7P]U[Q>+OO[7
PoTa R=7, si N, =R.
Caso 3: Si ap—1 > 0y M, = |—00,p[ U ]g, +00[ con p < ¢ entonces, al ser Bp o una
funcién regular de grado impar mayor o igual que uno con coeficiente principal negativo
(pues hemos excluido por hipétesis la posibilidad P(a,x,) = 0), tenemos

a _ , a . .
BP,Q(p) =D, tly;noo BP,Q(t) = +00;

7 = > { a = —
Bpola) =q>p, t_1}+moo Bpo(t) 00.

De nuevo por continuidad, 83, (Ng) = B%Q(Ma) =R si p < ¢q. Cuando p = ¢ un analisis
més detallado de la derivada de S (con respecto a xj,,) confirma que también en este
caso se satisface B%}Q(Na) = B?,,Q(Ma) = R. En efecto, por el Lema IV.1.7, (5%@)’(19) =

ag}ff (a,p) = 1, luego B%Q es una funcién creciente en un entorno de p = ¢. Existe por

tanto € > 0 de modo que 5}3’@(? —g) < B%,,Q(p) < ,6’%,@(]3 + ¢€), vy, por el comportamiento
de la funcién B% ;(t) cuando ¢ — oo, tenemos

|=00,Bhq(p)] € Bpg(lp+e,+) v [Bhqo(p), +oo[ C Bpq(l—o0,p—el),

por lo que 6%,7Q(Na) = B;‘J’Q(Ma) =R =8, = T4, lo que prueba las igualdades (IV.1.2).
O

IV.1.b. Colocacién en primera posicion de recorte. Limitaciones. El objetivo
de esta subseccion es estudiar cudndo un poliedro convexo no degenerado se puede colocar,
tras un cambio afin de coordenadas, en primera posicién de recorte débil o fuerte. Es
evidente que las posibles obstrucciones solo se presentan si el poliedro no es acotado.
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Veremos en primer lugar dos caracterizaciones de la primera posiciéon de recorte fuerte
en términos de proyecciones que serdn de gran utilidad a lo largo de la seccién. Una vez
hecho esto, veremos que para dimensiéon 2, todo poligono se puede situar en la mejor de
las posiciones posibles. Para n = 3 todo poliedro convexo no acotado se puede colocar en
primera posicion de recorte fuerte y extrema con respecto a una de sus facetas, mientras
que para n > 4 s6lo podemos asegurarlo para los poliedros convexos acotados. En el caso de
poliedros convexos no acotados, en general sélo es posible situarlos en primera posiciéon de
recorte débil y extrema con respecto a alguna de sus facetas (véase la Observacion IV.1.16
para n = 4).

Lema IV.1.9 (Primera posicion de recorte fuerte I) Sea X C R™ un poliedro con-
vexo no acotado en primera posicion de recorte débil. Para cada M > 0 escribimos Ky, :=
(XKN{zp—1 <0})U]—M, M[™. Entonces, K estd en primera posicion de recorte fuerte si y
solo si existe M > 0 tal que m,(X';) = Ky, N{z, = 0}. Ademds, dicha posicion es dptima
sty solo si podemos elegir M = 0.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que X estd en primera posicién de recorte
fuerte. Entonces, 2y esta acotado (véase la Definicion IV.1.2) y como consecuencia del
Lema IV.1.3 el conjunto A := m,1(2s) N K también es acotado. Sea M > 0 tal que
A C]—M,M[™ que elegimos como 0 si Ay es vacio. Observamos que para cada a € R"™1
se cumple que si la interseccion J, := K, N 7, !(a,0) es no vacia, entonces (a,0) € 7,
luego m,(J;,) = (a,0) € X, N {z, = 0}. Por consiguiente,

Ky Oz = 0} = 10(Khy N {zn = 0}) € 70 (Khy) © Ky O {2 = 01,

es decir, m,(K,) = K, N {z, = 0}.

Reciprocamente, supongamos que m,(K’,) = K4, N {x, = 0} para cierto M > 0. En-
tonces para cada a € R"! con a,_; < 0 tal que el conjunto 7, := K, N7, *(a,0) # O se
cumple que {(a,0)} = 7T, N{x, = 0}. Por tanto, el conjunto Ay C]—M, M[™ esta acotado
y de hecho, si M = 0 el conjunto 2y es vacio. La primera posiciéon de recorte débil de K
sumado a lo anterior, demuestra que X esté en primera posicién de recorte fuerte. Ademés,
si M = 0 dicha posicion es 6ptima. O

Proposicion IV.1.10 (Primera posicion de recorte fuerte II) Sea X C R™ un po-
liedro convexo no acotado y no degenerado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) X estd en primera posicion de recorte fuerte y extrema con respecto a su faceta F.

(ii) Se cumplen las siguientes condiciones:

° H’C{xn_l :0} nyC{$n_1 SO},

-

o 7 (€(K)) = €(K) N {z, =0},
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o FExiste un hiperplano I C R™ tal que: su direccion II contiene a la recta vectorial
ln generada por én, Il corta a todas las aristas no acotadas de K, las aristas
acotadas de K estin contenidas en Int(II7) y mp (K NII) = K NIIN {z, = 0}.

Demostracion. Comenzamos demostrando que (i) implica (ii). Las inclusiones F C {z,—1 =
0} y X C {xn—1 < 0} son consecuencia directa de que X esta en primera posicion de recorte
fuerte y extrema respecto a la faceta F; en particular, Ay = {a € R* 1 : J, # @, (a,0) &
Ja} y este conjunto es acotado. Por la Proposicion 1.4.26, se cumplen las dos condiciones
que nos faltan en el aserto (ii).

Reciprocamente, en las hipotesis de (ii) se cumple que
Ax = {a e R : I, # @, (a,0) € 7T,}

es, por la Proposicion 1.4.26, acotado, F C {z,—1 =0} y K C {z,—1 < 0}. Ademas, por la

Observacion 1.4.23 todas las intersecciones 7, * (a,0)NK C ((a,0)+I1)NK son acotadas. Por

tanto, X esta en primera posicion de recorte fuerte y extrema con respecto a su faceta &F.
O

Lema IV.1.11 (Eliminacion controlada de facetas) Sean X C R™ un poliedro conve-
zo n-dimensional y {Hy,...,Hpy} la presentacion minima de XK. Supongamos que X estd
en primera posicion de recorte débil y extrema con respecto a F1 := K N Hy. Entonces,
Kix = ﬂTzQ HJ+ estd situado en primera posicion de recorte débil. Ademds, si K estd en
primera posicion de recorte fuerte también lo estd K1 x y si dicha posicion de X es dptima,
también lo es la de K1 x.

Demostracion. Supongamos por un momento que ya hemos probado que X x estd en
primera posicién de recorte débil. Notese que K = Ky x N {z,—1 < 0} porque H; =
{xn—1 < 0}. Por tanto, A = RAgx, , (véase la Definicion 1V.1.2), luego 2Ux es acotado o
vacfo si y s6lo si 2y,  lo es. En consecuencia, si X estd en primera posicion de recorte
fuerte también Xy » lo esté y si dicha posicién para X es 6ptima también lo es la de Ky «.

Por tanto, solo queda pendiente por probar que el poliedro convexo X; » esta situado
en primera posicién de recorte débil, es decir, que para cada a := (a1, ...,a,-1) € R" ! la
interseccion 7/, := K N, !(a,0) es acotada. Observamos en primer lugar que si a, 1 < 0,
entonces

7, =K1 x N, (a,0) = KN, (a,0),

que es acotado porque K estd en primera posicion de recorte débil. Supongamos ahora
an-1 > 0. 517, =K1 x N7, (a,0) no es un segmento acotado, entonces es una semirrecta;
esto quiere decir que ¥ := %€, € €(Kq ). Sea

pi=(P1,...,pn) € X C Ky x;
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por las propiedades del cono director (véase el Lema 1.4.c), la semirrecta pt esta contenida
en X1 x; ademéas, como p,—1 < 0, entonces pv C {z,—1 < 0}, es decir, pt C Ky x N{zp_1 <
0} = K. Si tomamos ahora a := (p1,...,pp—1), deducimos que

pv C Iy = KN, (a,0)

que es un conjunto acotado, porque K esté en primera posiciéon de recorte débil, lo cual es
imposible. Por tanto J/, es acotado para cada a € R" ! y X1,x estd también en primera
posicién de recorte débil, como queriamos. O

Veamos a continuacién los diversos resultados concernientes a la colocacion “efectiva’”
de poliedros en primera posicion de recorte (débil o fuerte) anunciados anteriormente.

Lema IV.1.12 (Primera posicién de recorte fuerte para poligonos) Sea P C R?
un poligono no degenerado y A una arista acotada de P. Entonces, tras un cambio afin de
coordenadas podemos suponer que: P estd en primera posicion de recorte fuerte, optima y
extrema con respecto a la arista A.

Demostracion. Sea £ la recta que contiene a A. Supongamos en primer lugar que P es
acotado (y por tanto compacto). Sea 7 : R? — RQ/Z ~“R, oz 2+/0la proyecciéon
canbnica; como 7 es continua, entonces m(P) = [a,b] es un intervalo cerrado y acotado.
Uno de los extremos de dicho intervalo se alcanza sobre los puntos de la arista A y, de
hecho, podemos suponer que 7~ !(a) NP = A. Sea & := 7—1(b) NP, que es necesariamente
una cara acotada de P (obviamente una arista o un vértice). Sea v un vértice de € y sea ¢/
una recta que conecta v con un punto de A. Tras un cambio afin de coordenadas, podemos
suponer que £ := {x; = 0}, ¢ := {x2 = 0} y P C {x; < 0}. Como consecuencia del Lema
IV.1.9, P esta en primera posicion de recorte, fuerte y 6ptima, que es extrema con respecto
a la arista A.

Supongamos ahora que P no es acotado y elegimos un vector o' € ¢ (P) del cono vectorial
asociado a P. Elegimos un punto p € A y consideramos la semirrecta pv. Tras un cambio
afin de coordenadas, podemos suponer que ¢ := {z1 = 0} y que pt':= {zg2 = 0,21 < 0}; de
nuevo por el Lema IV.1.9, P estd en primera posicién de recorte, fuerte y éptima, que es
extrema con respecto a la arista A. O

Lema IV.1.13 (Primera posicién de recorte débil para poliedros) Sean n > 3 un
entero, X C R™ un poliedro convero n-dimensional y no degenerado y F una de las facetas
de K. Entonces, tras un cambio afin de coordenadas podemos suponer que X estd en primera
posicion de recorte débil y extrema con respecto a F.

Demostracion. Denotamos por H el hiperplano generado por F y como es habitual por HT
el semiespacio de R™ de borde H que contiene a X.
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Si X es acotado, basta realizar un cambio afin de coordenadas que transforme el hiper-
plano H en {z,_1 = 0} y el semiespacio H* en {x,_; < 0}. Por tanto, supondremos en
lo que sigue que X es no acotado.

Por el Lema 1.4.17, podemos suponer, tras un cambio afin de coordenadas, que X se
encuentra en posicion FU 6ptima con respecto al hiperplano {z,, = 0} y como consecuencia
de la Observacion 1.4.23 todas las intersecciones P. := K N1II. de X con hiperplanos
II. := {z, = ¢} estan acotadas. Como la posicion FU de X con respecto a {z, = 0} es
optima, H no es paralelo al plano {x,, = 0} pues la funcién polinémica f := z,, alcanza su
minimo en un dnico punto de X y no en todos los puntos de una faceta; por tanto, podemos
elegir un vector no nulo 7 € Iip N H. Observamos que como las intersecciones P, son todas
acotadas, las intersecciones de las rectas paralelas a ¥ con X son todas acotadas. Hacemos
ahora un cambio afin de coordenadas que transforme: (1) ¥ en €,, (2) H en {z,_1 =0}, y
(3) H" en {x,—1 <0}.

En la situacién actual, para cada a € R ! la fibra J, = 7, %(a,0) N X es acotada,
F=KXnNn{rp-1 =0}y X C {zp_1 <0}y por tanto K se encuentra en primera posicién
de recorte débil y extrema con respecto a F. O

A continuacién, abordamos el caso tridimensional. Empezamos comprobando que si
todas las aristas no acotadas de un poliedro convexo tridimensional no degenerado son
paralelas, entonces se puede colocar en primera posicién de recorte fuerte y extrema con
respecto a cualquiera de sus facetas acotadas.

Lema IV.1.14 (Poliedros tridimensionales I) Sean X C R?® un poliedro convero no
acotado, no degenerado y tridimensional cuyas aristas no acotadas son paralelas. Entonces

(i) X tiene una faceta acotada F.

(ii) K se puede colocar, mediante un cambio afin de coordenadas, en primera posicion de
recorte fuerte y extrema con respecto a cualquiera de sus facetas acotadas.

Demostracion. (i) Podemos suponer que las aristas no acotadas de X son paralelas al vector
€3. Sea A una arista no acotada de X y sea p € OA. Por el Lema IV.1.1 existe una faceta
F de X no paralela a €3 tal que p € F. Se cumple que 5(3’) - @(5() ={X\és5: A >0}y
como JF no es paralela a €3, deducimos que é(?) = {0}, con lo que F es acotada.

(ii) Sean Fy una faceta acotada de K y H el plano generado por Fy. Como las aristas
no acotadas de K son paralelas, €(X) = {\7: A > 0} donde & € R3 es un vector director
de las aristas no acotadas de KX; sea 7 1a recta vectorial generada por ¥. Como JFj es una
faceta acotada y KX N H = Fy, entonces Hni= {0} y por tanto una recta paralela a l7y
un plano paralelo a H se cortan en un tnico punto. Sea ahora II un plano paralelo a H
que corta a todas las aristas de K y tal que todas las caras acotadas de K estan contenidas
en Int(II7). Se deduce de la Observacion 1.4.23 que P := KX N1II es un poligono acotado,
K NI~ es un poliedro acotado y ademéas K NIIT = P+ €(K) = P+ {A7: X > 0}; por
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tanto KNIIT es afinmente equivalente a P x [0, +o0o[. Como consecuencia del Lema IV.1.12,
podemos suponer, tras un cambio afin de coordenadas, que:

» H esel plano {22 =0} y K C {z2 <0},
» IT es el plano {xy = —1} y m3(P) = PN {z3 = 0},
» 7= —& y por tanto €(K) = {-A& : A >0} C {z3 =0}

Como 73(€(X)) = €(K) N {z5 = 0}, deducimos del Lema IV.1.10 que K esté en primera
posicion de recorte fuerte y extrema con respecto a la faceta F. O

Nuestro objetivo a continuacién es probar que todo poliedro convexo tridimensional
K C R3 no acotado se puede colocar en primera posiciéon de recorte fuerte y extrema con
respecto a una de sus caras no acotadas.

Lema IV.1.15 (Poliedros tridimensionales II) Sea X C R?® un poliedro convezro no
acotado, no degenerado y tridimensional. Entonces, mediante un cambio afin de coordena-
das, podemos colocar X en primera posicion de recorte fuerte y extrema respecto a una de
sus facetas no acotadas F.

Demostracion. Podemos suponer, en virtud del Lema 1.4.17, que K se encuentra en posicion
FU con respecto al hiperplano I = {z,, = 0}. La demostraciéon transcurrird en varias
etapas.

~

(IV.1.15.1) Comezamos eligiendo la faceta F del enunciado y escribimos X := Clgps (X),
Koo 1= Clgps (X) NHoo(R); claramente, K = K LI K. Consideramos la homografia involu-
tiva

¢:RP3 — RP3, (2 : a1 @ a3) = (T3:21: 20 20) = (Yo : Y1 :¥2: Y3).

Como consecuencia del Lema 1.4.18; el poliedro convexo X' := qﬁ(j%) C R? = {yo # 0} es
acotado y una de sus caras es & := ¢(K). Ahora distinguimos:

Caso 1. Si & tiene dimension 0 o 1, elegimos una faceta no acotada F de X tal que
& c Cl(o(F)).

Caso 2. Si & tiene dimension 2 (es decir, & es una faceta de ¢(X)), entonces elegimos
una faceta no acotada F de X tal que dim(Cl(¢(F))NE&’) = 1.

(IV.1.15.2) Denotamos por H el plano generado por la faceta F y sea § el conjunto (finito)
formado por las intersecciones de H de las aristas no acotadas de X que no son paralelas
a H. Como X en posicion FU con respecto a I podemos elegir un hiperplano orientado I1
paralelo a I que corta a todas las aristas no acotadas y tal que todos los vértices de X estan
contenidos en el semiespacio II™. Si ademas, & tiene dimensién 2, entonces la dimensién de
Ko es 2, la dimension de Clgps (F) N K es 1y, por el Lema 1.4.19, la dimension de Q_ﬁ'(&")
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Figura IV.1.2: Colocando un poliedro tridimensional en primera posicion de recorte fuerte y
extrema.

es 2. Observamos también que X esta en posiciéon FU respecto a ﬁ, y F esta en posicion
FU con respecto a I1 N H dentro de H. Elegimos @ € Int, é(ff) y, por el Lema 1.4.21(ii),
podemos suponer que la interseccion pwi N (FNII) = pdd N (H NK NII) es un punto para
cada p € §.

(IV.1.15.3) Denotamos P := KX NIl y € la interseccion F N II = H N P. Consideramos la
aplicacion cociente p : II — I1/(H NII), = — 2+ (H NTI) que es continua con respecto a la
topologia cociente de II/(H N1II). Como P C II es compacto y I1/(H NII) es homeomorfo a
R con la topologia usual, p(P) = [a, b] es un intervalo cerrado y acotado (no trivial porque
P tiene dimension 2). Como H NII es una recta de soporte de P en II, pues contiene a
una de sus aristas, podemos suponer que p~1(a) NP = H NP =: A,. Observamos que
Ay == p~1(b), que es una recta de II paralela a H N1, es una recta de soporte de P en II;
por tanto, A, NP es una cara de P (véase el Lema 1.4.3), es decir, una arista o un vértice.
Como P es un poligono acotado, existe un vértice pg € Ay N P; como consecuencia de la
Observacion 1.4.23 sabemos que {pp} es la interseccion de II con una arista no acotada A
de XK.
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Sea Hj el plano de R? que contiene a Ay y a la arista A. Por el Lema 1.4.25, se cumple
que Hj es un plano de soporte de K.

(IV.1.15.4) Sea ¢ la recta que contiene a A; vamos a construir un plano W que contiene a
£ tal que WNHNX =W NTF es una semirrecta. Analizamos separadamente dos posibles
situaciones:

Caso 1. Si la recta ¢ es paralela a H, elegimos un plano W de R? que contiene a £ y corta
alnt, FNII C HNP = A, en un punto q.

Caso 2. Si la recta £ no es paralela a H, entonces corta a H en un unico punto, digamos
(N H = {q}; ademas,

CIRPS (E) N CIRPS (H) N HOO(R) =0 = CIRIP’3 (A) N ClRps (ff) NKo =@

y asi, la dimension de K, y por tanto la de &', son ambas 2. A la vista de nuestra eleccién
de F y II (véanse IV.1.15.1 y IV.1.15.2) la interseccion

QW N (FNI) =quN(HNKNI) = g N A,

es un punto ¢. La recta que pasa por qg y es paralela a w es coplanaria con ¢; denotamos
W al plano de R3 que contiene a ambas rectas.

(IV.1.15.5) Sea m : R? — R3 la proyeccion afin sobre W en la direccion de H N 1II.
Observamos en ambos casos que, como pg € Ay NIl y g € Ay NII y estas rectas son
paralelas a la recta vectorial H NI, la recta W NII (que pasa por los puntos pg y ¢) cumple
que (KX NII) = (KX NII) N W. Ademas, se cumple que 7(€(K)) = C(K)NW.

En efecto, escribimos Ho := {ho = 0} y H := {h = 0} con h, ho € R[x] polinomios de
grado uno y denotamos Hy := {ho >0} y H := {h > 0}. Se cumple que X C Hf N H*
y por tanto

CK)CC(HfNH)=CH)NEHY)=H nHT.

A continuacién escribimos A = quwy y W N HNX := gy donde ¢g1,q2 € K y
w1, wa € €(K) \ {0}. Distinguimos ahora dos casos:

Caso 1. Si W y ws son linealmente dependientes, entonces Hy y H son planos paralelos
y Hf N H" = H. Por tanto,
M : A> 0} c7(E(K) c HNW = {uid : pe R},

y como K es no degenerado #(€(X)) = {My : A >0} = E(K)NW.

Caso 2. Si W y wo son linealmente independientes,

ﬁa_ﬁﬁJrﬂW: {)\11171+)\2w2: AL, Ao ZO} :@(fK)ﬁW

Por tanto,

. .

EXK)NW = R(EXK)NW) C R(EK)) Cc HF NHTNW =&(X)nW,
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es decir, #(€(K)) = €(K) N W.

(IV.1.15.6) Hacemos ahora un cambio afin de coordenadas que transforma H' en {zg <
0}, W en {z3 = 0} y la recta vectorial H NIl en la recta vectorial L[&3], y, como con-
secuencia de la Proposicion 1V.1.10, (después de dicho cambio de coordenadas) el polie-
dro K estd en primera posicién de recorte fuerte y extrema respecto de la faceta F.

0

Observacion 1V.1.16 Para construir un poliedro X C R” convexo no acotado, n-dimen-
sional y no degenerado para n > 4 que no se puede colocar en primera posiciéon de recorte
fuerte y extrema respecto a ninguna de sus facetas, procederemos del modo siguiente. Sean
d:=n—1y P c R?un poliedro convexo acotado no degenerado y d-dimensional que no se
puede situar en primera posicién de recorte fuerte, 6ptima y extrema respecto a ninguna de
sus facetas. Como consecuencia del Lema IV.1.9, para esto basta con encontrar un poliedro
convexo acotado P C R? tal que para cada proyeccion 7 : R — R? en la direccion de una
recta £ y con base un hiperplano W de R¢ se cumple que PNW # m(P); para d = 2 esto no
es posible (véase (IV.5)), pero sin embargo si que es posible para d > 3 (véase el Teorema
C.3). A continuacion, definimos X := P x [0, +00] C R™ y observamos que X no se puede
colocar en primera posicién de recorte fuerte y extrema con respecto a una de sus facetas.

En caso contrario, existe un cambio afin de coordenadas f : R” — R" tal que X' :=
f(X) esta en primera posicion de recorte fuerte y extrema con respecto a una de sus facetas.
Por el Lema IV.1.10 existe un hiperplano II' C R™ tal que: su direccién I’ contiene a la
recta vectorial Zn generada por €, I’ corta a todas las aristas no acotadas de X', las aristas
acotadas de X’ estan contenidas en Int(II'") y 7, (X' NII') = X N II' N {z,, = 0}.

(IV.1.16.1) Consideramos la proyeccion p : R® — R™ de direccion la recta ¢ := f(0,)
y de base el hiperplano H' := f({z, = 0}). Como II' corta a las aristas no acotadas de
X', todas paralelas a la recta lﬁ, se sigue que II' no es paralelo a dicha recta y por tanto
pliv : I — H' es una biyeccion afin. Ademés, como g(f') = {0} y por la Observacion
[.4.23, P} := X' N1II' es el poliedro convexo acotado cuyos vértices son las intersecciones
de las aristas no acotadas de X' (todas ellas paralelas a la recta 7 ) con el hiperplano IT',
entonces p(P]) es el poliedro convexo acotado cuyos vértices son las intersecciones de las
aristas no acotadas de X’ con el plano H’, es decir, el poliedro convexo

P = H NK = f({zn =0 NK) = £(P).

Por tanto, g := (f Lo plw) : I' = {z, = 0} es una biyeccién afin que transforma P} en
P x {0}. De este modo, si definimos £ := §(£,) y W := g(I' 0 {z,, = 0}) se cumple que la
proyeccion m := (gom, 0o g~') : R? x {0} — R? x {0} de direccion 'y base el hiperplano
W de R? x {0} cumple que (P x {0}) = P x {0} N W, contra la eleccion de P. Por tanto
X no se puede colocar en primera posicién de recorte fuerte y extrema con respecto a una

de sus facetas.
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IV.2. Complementario de un poliedro convexo

El objetivo de esta seccién es demostrar la parte relativa a complementarios de poliedros
convexos de los Teoremas IV.2 y IV.3. Con mas precisiéon probaremos el siguiente resultado:

Teorema IV.2.1 Sean n > 2 y KX C R™ un poliedro convexo y n-dimensional que no es
una franja. Se cumple que:

(i) Si K es acotado, entonces R™ \ K es imagen polinémica de R™.

(i1) Si K no es acotado, entonces R™ \ K es imagen regular de R™.

(iii) Si K no es acotado y n =2 ¢ 3, entonces R™ \ K es imagen polindmica de R™.
Antes de ello, necesitamos el siguiente resultado preliminar.

Lema IV.2.2 (El ortante) Sea X C R" un poliedro convero n-dimensional no degene-
rado y con n > 2 facetas. Entonces R™ \ K es imagen polinémica de R™.

Demostracion. Tras efectuar un cambio afin de coordenadas es suficiente demostrar, por
induccion sobre n, que p(R™ \ Q,,) = n para cada n > 2, donde

Q,={x1>0,...,2, >0} CR".

Si n = 2 basta aplicar la Proposicién 11.3.20. Suponemos cierta la afirmacién para n — 1
(si n > 3), y comprobemos que también lo es para n. Por la hipétesis de induccion existe
una aplicaciéon polinémica f : R*™1 — R"~! tal que f(R""!) =R"" 1\ Q, ;. Definimos

f: R® - R", (z1,...,2n) = (f(z1,...,Tpn-1),Tn),

que cumple la igualdad

~

F®Y = FR) xR = R\ Qyop) x R.

Sea g1 : R™ — R™ un cambio afin de coordenadas tal que g1 ((R"~1\ Q,,_1) x R) = R*\ Xy,
donde
Ky = {1'1 >0,...,2p-320, Tpo+wxy 20,22 —Tp > 0} CcR"

es un poliedro situado en primera posiciéon de recorte fuerte y optima. En efecto, sea
a=(ai,...,a,_1) € R*! tal que la recta £, := {(a1,...,an_1,t) : t € R} corta a Ky;
entonces aj,...,an-3,a0n—2 > 0 (pues a2+t >0y ap2—t>0)y —ap—2 <t < ap_o.
Esto hace que

Jo=KNtl, ={a} X [—an—2, ant2]

sea un intervalo acotado que contiene a (a,0) siempre que sea no vacio y por tanto K esta
situado en primera posicion de recorte fuerte y o6ptima.
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Por la Proposicion IV.1.8 existe una aplicacion polinémica h : R™ — R™ tal que h(R™\
K1) = R™"\ (K1N{zp_1 < 0}). Ademas, existe un cambio afin de coordenadas gs : R™ — R"
tal que

g2(R™\ (%1 1 {@a_1 < 0})) = R™\ Q.

Por tanto, la composicion g := gz oh o gi o J?: R” — R"™ es una aplicaciéon polindémica que
cumple g(R™) = R™\ Q,. O

Demostracion del Teorema IV.2.1(i). Abordamos en primer lugar el caso en el que K := A
es un n-simplice en R™. Podemos suponer que se trata del n-simplice A C R”, que esta
situado en primera posicién de recorte fuerte por ser acotado, cuyos vértices son los puntos
(%)
vo := (0,...,0), v;:=(0,...,1,...,0), parat #n—1yv,_1 :=(0,...,—1,0).

Escribimos A := (' H/* donde {H],...,H! ;} es la presentacion miima de A y
ordenamos estos hiperplanos de modo que H{ = {z,,—1 = 0}; por tanto, A x := ﬂ?j; HZ{Jr
es un poliedro convexo n-dimensional no degenerado con n facetas. Por el Lema IV.2.2
existe una aplicacién polinoémica g : R” — R™ tal que g(R") = R™ \ A; x. Como A esta
situado en primera posicion de recorte fuerte (por ser acotado) y extrema con respecto a la
cara AN{x,—1 = 0}, aplicando los Lemas IV.1.8 y IV.1.11, existe una aplicacion polinémica
h:R™ — R"™ tal que h(R™\ Ay x) =R"\ A, y la aplicacion polinémica f := h o g cumple
FRY) =R\ A,

Sea ahora X un poliedro convexo n-dimensional acotado de R™. Existe un n-simplice
A C R™ de modo que X C Int(A). Escribimos X := ", H;" de modo que {Hj,..., Hp}
es la presentacion minima de X, y consideramos los poliedros convexos {Xo,..., Ky}
definidos por:

Ko:=A4A, K;=%K;_1 ﬂHj paral <7 <m.

Asi K, = K y para cada 1 < j < m el poliedro K; = AN ( 2:1 Hj) tiene una faceta J;
contenida en el hiperplano H;. Ademaés, el conjunto R™ \ A es, segtin acabamos de ver, la
imagen de una aplicacién polinémica f(© : R” — R™.
Para cada indice 1 < j < m existe un cambio afin de coordenadas R R? — R™ tal
que h(j)(H;r) = {zp—1 < 0}; sea
K = hO(K;) = hO(K;-1) RO (HF) = RO (K1) O {1 < 0O},
En virtud del Lema IV.1.8 existe una aplicacién polinoémica ¢() : R” — R™ tal que

gD ®R™\ h9(5_1)) = R"\ (B9 (K;_1) N {zp_y < 0}) =R™\ K,

y por tanto la aplicacién polinémica f) := (h0))~1 o gl o B satisface fU)(R™\ K1) =
R\ K.
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Finalmente, f := f (Mo...0 f 0) : R” — R™ es una aplicaciéon polinémica que cumple
fR™) =R"\ K,, = R™"\ K, y esto concluye la demostracion. O

Abordamos a continuacion la prueba del Teorema IV.2.1(ii) y (iii). Comenzaremos
resolviendo, en el Corolario IV.2.5, el caso en el que X C R? es una semibanda, que
requiere un tratamiento especial.

Lema IV.2.3 Consideremos el semiplano abierto H := {x > 0} de R? y sea fO g
aplicacion polindmica definida por

R S R, (2,y) = (2% — 2, yle+1)).

Sean 81 :={x <0, |y| <1}, 8o :={x >0, |y| > 1} y R:={x >0, |y| < 1}. Entonces,
§:=8 U8 C f(H) CR?\ R.

Demostracion. Para probar la inclusion, 8§ € f(I(H), tomamos (u,v) € 8 y consideramos

las funciones

o (x) :i=e(z+1) y con € = +1
T

que se obtienen al despejar y en la igualdad z3y? —z = u y substituir el resultado obtenido

en la segunda coordenada de la aplicacion f().

Notese que si (u,v) € 8 entonces u < 0, luego las funciones S estan definidas y son
continuas en el intervalo [—u, +oo[. Como |v| < 1, y ademaés

po(—u) =0 y lim pug(z) =¢,

T—+00

existe xg tal que pS(z9) = v si ev > 0. Por tanto, eligiendo

o+ U
Yo ‘=€ 3
Lo

se tiene f()(xg,40) = (u,v), lo que demuestra la inclusion 8; c f1) ().

Por otra parte, si (u,v) € 82, se tiene u > 0y |v| > 1, por lo que las funciones p, estan
definidas y son continuas en ]0, +oo[ y se cumplen las igualdades

400 sie=+1,

lim p(z) =eco, y lim pi(x)=¢ donde eocc:= { )
—o00 sie= -1

r—0+ r—+00

En consecuencia, como |v| > 1, existe g € R tal que uS (xg) = v si ev > 1. Asi, definiendo
yo como antes, resulta (M (zg,y0) = (u,v), luego 8o € f(H).



IV. Complementarios de poliedros convexos como imagenes polinémicas y regulares 157

Para demostrar la inclusion f1)(H) ¢ R\ R, tomamos (u,v) € fM(H) con u >0, y
hemos de probar que |v| > 1. Sabemos que existen z,y € R tales que z >0y

fW(@y) = (% — 2, (z + 1)y) = (u,0).

Como =z > 0y z(2?y?> — 1) = u > 0 deducimos que y # 0 y z%y?> — 1 > 0, por lo que
x> 1/|y|, y considerando la segunda coordenada de f!), deducimos que

o] = lyllz + 1] = ly[(z + 1) = [y|(1 + 1/]y[) > 1,

como queriamos demostrar. O

Lema IV.2.4 Sean 8,R C R? los conjuntos definidos en el Lema IV.2.3, y h € R[t]

un polinomio tal que h(0) = 0, h(¢/2) = h(e) = € para € = £1 y su funcidn polindmica
' : : _ 10,.5_ 49 47

asociada es creciente en]—oo, —1[U]1, 00| (por ejemplo, h(t) = Pt°—1t3+15t € R[t]).

Entonces, la aplicacion

FORE SR (z,y) = (2(y® — 1/4)%, h(y)(1+ (¥ — 1)%?)),

satisface la igualdad f®(8) = f@(R?\ R) = R?\ R. En particular f®(T) = R?\ R para
cada conjunto T tal que 8 C T C R?\ R.

Demostracion. La dltima afirmacion es consecuencia inmediata de la primera, que es la que
probamos a continuacion. Como 8§ C R?\ R, basta comprobar las inclusiones f()(R?\R) C
R2\ R C fO(8).

Para la primera inclusiéon tomamos un punto (xg,%o) € R?\ R, por lo que bien |yo| > 1,
bien zo < 0. Si |yo| > 1, entonces

B(yo) (1 + (u5 — 1)%23) > 1 = P (a0,50) € R*\ R.
Por otra parte, si zg < 0 e yg # :l:%, entonces acg(yg —1/4)% < 0 y también en este caso

@ (z0,y0) € R?\ R. Por tltimo, si yo = £1/2 tenemos
F2 (o, 90) = (0, h(yo) (1 + 923/16)) = (0, (1 + 923/16)),

luego f® (xg,10) € R?\R, ya que el valor absoluto de la segunda coordenada de ) (g, 7o)
es mayor que 1.
Para la segunda inclusion, sea (u,v) € R? \ R y consideramos la funcién
(y2 _ 1)2u2>
(v? —1/9)*/)

que es continua en R\ {#1/2} y se obtiene despejando x en la igualdad z(y? —1/4)2 = u y
sustituyendo el resultado en la segunda coordenada de f(2). La funcién anterior satisface:

pu iR\ {£1/2} 5 R,y h(y) (1+
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(i) limy, (1 /9)- pu(y) = +oo'y limy, s (1/2)+ puly) = —o0,
(i) 1my— 400 pu(y) = 400 y limy o0 pu(y) = —o0,
(ii) pu(e) = h(e) =€ donde £ = +1.
Ahora, distinguimos dos casos. Siu < 0, existe, por (i), yo € |—1/2,1/2[ tal que py(yo) = v.

Por otro lado, si u > 0 se tiene |v| > 1, y existe, por (ii) y (iii), yo € R con 1 < |yo| tal que
pu(yo) = v. Definimos

. u
0= )
(Y5 — 1/4)?
y es inmediato comprobar que (zg,%0) € 8; por tanto (u,v) = f®(zg,10) € fP(8).

0

Corolario IV.2.5 (La semibanda) FEl complementario de una semibanda es imagen po-
linémica de R2.

Demostracion. En la Proposicion I1.1.1 probamos que existe una aplicacién polinémica
f© :R? - R? cuya imagen es el semiplano abierto H := {z > 0}. Sean f) : R? - R? y
f@ R — R? las aplicaciones introducidas en los Lemas IV.2.3 y IV.2.4 respectivamente.
Entonces la aplicacion polinémica f2) o f(1) o f(0) : R2 5 R? satisface

(f® o f o fOYR?) = f(fO(30)) = R?\ R.

Obviamente, podemos extender el resultado a una semibanda arbitraria empleando un
cambio afin de coordenadas apropiado. O

Demostracion del Teorema IV.2.1(ii) y (iii). Para simplificar la notacion de esta prueba
diremos que una aplicaciéon f : R" — R" es admisible si 2 < n < 3y f es polinémica, o
n > 3y f es regular. Por tanto deberemos demostrar que:

(IV.2.1.1) Seann > 2 y X C R™ un poliedro convexo no acotado y n-dimensional que no es
una franja. Entonces existe una aplicacion admisible f : R™ — R"™ tal que f(R™) = R™\ XK.

Procederemos por induccion sobre el par (n,m) donde n denota la dimension de X y
m el ntmero de facetas de K. En primer lugar, abordamos el caso n = 2.

Para m =1 y m = 2 basta aplicar el Lema II.1.1 y el Teorema II.3.1, respectivamente,
y suponemos que [V.2.1.1 es cierto para cualquier poligono convexo no acotado y bidimen-
sional con m > 2 aristas que no es una banda. Sea X = ﬂ;f{l Hf, donde {Hy,..., Hypi1}
es la presentacién minima de un poligono convexo X con m + 1 > 3 aristas. En virtud del
Corolario I'V.2.5 podemos suponer que X no es una semibanda. Como X tiene al menos tres
aristas, usando el Lema IV.1.12 podemos asumir ademas que X esta en primera posicion
de recorte fuerte, 6ptima y extrema con respecto a una de sus aristas acotadas. El poligono
convexo Ki y = ﬂ?:gl Hf, que contiene a X, tiene m aristas y, por el Lema IV.1.11, esta
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en primera posicién de recorte fuerte. Es claro que X x no es una banda, pues en tal caso
X seria una semibanda, lo que ya hemos descartado.

Por la hipétesis de induccién existe una aplicacion admisible g : R? — R? cuya imagen
es g(R?) = R?\ X1,x. Ahora, por la Proposicion IV.1.8, existe una aplicacion admisible
h:R? — R? tal que h(R? \ X1 ) = R?\ K, luego R? \ X = (h o g)(R?).

Supondremos en lo sucesivo que n > 3 y que el resultado es cierto para todo poliedro
(n — 1)-dimensional convexo que no es una franja contenido en R"~!. Distinguimos varios
casos:
Caso 1. K es un poliedro convero degenerado. Entonces por el Lema 1.4.13 existen 1 <
ko < n y un poliedro convexo no degenerado Py C R* de dimension kg tales que, tras un
cambio afin de coordenadas, K = Py x R* 0. Si ky = 1 podemos suponer, puesto que X no
es una franja, que Py = [0, +-00[ y reescribimos X := P x R"~2 donde P := {xs > 0} C R%
Por otro lado, si kg > 2 denotamos P := Py. De este modo, en ambos casos K = P x R*—F
donde k := 2 en el primer caso y k := kg en el segundo. Ahora por hipdtesis de inducciéon
R* \ P es imagen de R*¥ mediante una aplicacién admisible f : R¥ — RF y entonces, la
imagen de la aplicacion admisible (f,idgn-x) : RF x R*7% — RF x R*~* es R™ \ K.

Caso 2. X es un poliedro convero no degenerado. Si X tiene n facetas (y necesariamente
un unico vértice), basta aplicar el Lema IV.2.2. Supondremos por tanto que el nimero m
de facetas de X es estrictamente mayor que n y sea {Hz, ..., Hy,} la presentaciéon minima
de K := O~ H;".

Sin = 3, podemos suponer, por el Lema IV.1.15, que X esté situado en primera posicién
de recorte fuerte y extrema respecto a la faceta F; =K N H 1+ , que es ademés no acotada.
Por el contrario, si n > 3, podemos suponer, por el Lema IV.1.13, que X esté situado en
primera posicion de recorte débil y extrema respecto a Fj. Por el Lema IV.1.11, el poliedro
convexo K x = ﬂ;n:2 H;r estd situado en primera posicion de recorte fuerte sin =3 y en
primera posicién de recorte débil si n > 3. Esto permite aplicar la Proposicion IV.1.8 al
poliedro convexo X , por lo que existe una aplicaciéon admisible f : R” — R" tal que

f(Rn \ Kl,x) =R" \ (JCLX N {an_l < 0}) =R" \ (Kl,x N Hi’—) =R" \ X.

Ahora bien, X x es un poliedro con m — 1 > n facetas, por lo que no es una franja, y
por hipotesis de induccion existe una aplicacion admisible g : R™ — R™ tal que g(R™) =
R™\ K1,x. Concluimos que la aplicacién admisible h := f o g satisface

h(R") = f(g(R")) = fF(R" \ K1 x) = R" \ K,

lo que completa la demostracion. O
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IV.3. Herramientas de recorte de tipo Il

El objetivo de esta seccion es presentar y desarrollar las herramientas fundamentales
que utilizaremos en lo que resta de este capitulo para demostrar la parte de los Teoremas
IV.2, IV.3 y IV 4 relativas a los complementarios de interiores de poliedros. En lo que sigue
utilizaremos los aspectos preparatorios ya introducidos en §IV.l.a y en el Lema IV.1.1.

IV.3.a. Segunda posicion de recorte y aplicaciones recortantes de tipo Il.
Comenzamos con la definicién de segunda posicién de recorte.

Definiciones IV.3.1 (1) Dado un poliedro convexo n-dimensional X C R™ decimos que
X esta situado en sequnda posicion de recorte débil si:

(i) Para cada a € R"! el conjunto J, := X N, !(a,0) estd acotado superiormente
(considerando en la recta 7, !(a,0) la orientacién inducida por el vector é,).

Si ademaés se cumple la siguiente condicién, diremos que X esta situado en sequnda posicion
de recorte fuerte:

(ii) El conjunto By :={a € R"1: I, # 3, (a,0) ¢ J,} es acotado.
Mas atn, si By = &, diremos que la segunda posicion de recorte fuerte de K es dptima.

(2) Por otra parte, decimos que la segunda posicion de recorte débil o fuerte de X C R™
es extrema con respecto a su faceta F si F C {xp, =0} y K C {z, <0}.

Observaciones IV.3.2 (1) Notese que la condicion (2) de la Definicion IV.3.1 implica
la condicién (1.i). Por tanto, todo poliedro convexo X C R™ de dimension n contenido en
{z, <0}y tal que F := KN{z, = 0} es una faceta de K, se encuentra en segunda posicion
de recorte débil y extrema con respecto a su faceta F.

(2) Sea X C R™ un poliedro convexo n-dimensional que esta situado en segunda posicion
de recorte fuerte. Entonces, existe N > 0 tal que
B:= |J 99, C Bx x [-N,N].
a€EBy
La demostracion de este hecho es analoga a la del Lema IV.1.3 y no la incluimos. El he-

cho de que en la segunda posicion de recorte fuerte la fibra J, no es necesariamente acotada,
sino que s6lo es acotada superiormente, no altera de forma relevante la demostracion.

Definicion IV.3.3 Sean M > 0 y P € R[x] un polinomio tal que d := deg(P) =
deg, (P) > 1. Abreviamos p := polinémica y r := regular y consideramos la funciéon

(1 — 3, Lo )2 si % = p,
’7;’,M(X) =1x (1—xn P?(x))? si* =T,

. 752
— 2 24— IP@
(1—xnP3(x)) I 2) T
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x2

(b) ()

Figura IV.3.1: (a) y (b) muestran poligonos en segunda posicion de recorte fuerte no 6ptima y
optima. (c) muestra un poliedro en segunda posicion de recorte fuerte. En los tres casos el poliedro
esta en posicion extrema respecto a una de sus facetas.

(que es polinoémica o regular segin el caso) y definimos la aplicacion recortante Gp p, de
tipo 11 asociada a Py M como la aplicacion (polindémica o regular segin * = p o * =r)

Gpy R" =R, 2= (21,...,2n) = (T1,. .., Tn—1,7p 0 (2))-

Observamos que en cualquier caso 7}3’ M ©s una aplicacién regular de grado deg(*y}";} M) =
degy, (Vpar) = 1.

Observaciones IV.3.4 Las siguientes propiedades se comprueban inmediatamente:

(i) Para cada a € R"! la funcién regular 7;3’7’11\4(}{”) = vpal(a,xn) € R(xn) (que
depende solo de la variable x,,) tiene grado impar mayor o igual que 1; por tanto,
'y;;’jv[(R) =R para cada a € R"L.

(ii) Para cada a € R"™! se satisface la igualdad G} 5/ (m;, " (a,0)) = 7, (a,0) y por tanto

pu(R") =R"
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iii) El conjunto de puntos fijos de Gp,; contiene al conjunto {z := (z1,...,z,) € R™ :
P,M

P(z) =0}.

A continuaciéon presentamos algunos resultados preparatorios para la demostracion del
Lema IV.3.8 que es la contrapartida para la segunda posiciéon de recorte del Lema IV.1.8
relativo a la primera posicién de recorte.

Lema IV.3.5 Sean f,e : R™ — R funciones diferenciables cuyo lugar de ceros comin
{f =0,e =0} es vacio. Escribimos g := %, fgj; > Y supongamos que para cada x € {x, < 0}
se cumple que

= |f(2)| =1 ylfvn\laxn( )\52( ) < 15
= |zne(@)| < g, le(@)] < 3y |55 (@) < 3.

Entonces, aaTgn(x) > % para cada v € {z, <0} y 8871(3:) =1 para cada x € {e = 0}.

Demostracion. Escribimos h := fQ se cumple que g = x,(1 —h) y

+e 27

oh 2¢  Oe g2 af Oe dg oh

= - —=1—h—x,—.

oxn 2122 0x, (f2+52)2< T ox, T2 axn) Y ox, o,
En particular, aaTgn(x) = 1 para cada x € {¢ = 0}. Consideramos la siguiente acotacion:

oh Oe 1 |f] Oe g2

na—| < 2 n ‘ 2 Xn 2 2 n ‘7 T2 . 92\2"
| 2l + 2 g + 2l

Ahora, si x € {z, < 0}, obtenemos, usando las acotaciones del enunciado:

oh 1 1 1 111 13 1
el <9.-._. 1492 —.1-14+92-2.2. =<z
“'E"axn(x)‘— 51 T 16 TRT I Tm T
y por tanto
dg oh e2(x) oh 1 11
—(x)=1-h(x) —xn=— >1——‘— — ‘>1——-1——:—,
0%y, (=) (@) = 0%y, (z) 2 e2(z) + f?(x) " 9%, () 4 4 2
como queriamos demostrar. O

Lema IV.3.6 Sea P € R[x| un polinomio de grado d > 1 y denotamos f :== 1 —x,P? y
€i=¢epy = Wﬁz)d“' Entonces, existe My > 0 tal que si M > My, para cada © € R™
se cumple que

= Janll gL (2)|e (@) < 15;
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= |zne(@)] < g, le(@)] < 5 y I (2)] < &
Demostracion. En primer lugar, observamos que

of

deg (x . P2> <4d+3, deg(x’P)=d+2,

P
deg(x,P)=d+1 y deg (P + X"&i) <d

Ademas, tenemos que

o
0%y,

:<P+Xnap) ( 1 2(d+ 1)x2P

Oxn ) M(1+ [[x][2)HL M(1+ |x][2)4+2

Como consecuencia del Lema IV.1.6, existe My > 0 tal que si M > My, entonces:

of M of 1
37132‘ My 2\2d+2 9l e _ L
3P| < 151 IelP) ol 5|2 < 55

2 M 2\d+1 1
2Pl < F 4™ = el < 5,
M 1
Pl < S (L4 [ = el <
opP M
)P—i—xn—‘ < S(1 4 )2y D¢ 1
Ol B | <3
2(d + D] Pl < (14 [x]?)*+? '
y por tanto se cumplen todas las desigualdades propuestas. O

Lema IV.3.7 Sea P € R[x] un polinomio no nulo tal que d := deg(P) = deg, (P).
Entonces,

(i) Para cada compacto K C R™ existe un entero positivo My tal que si M > Mg la
8 p

derivada parcial 3§ M es estrictamente positiva sobre Kn{x, <0} y tiene valor constante

1 sobre el conjunto {xn (x) = 0}.

(ii) Eziste My > 0 tal que si M > My la derivada parcial X’M es estrictamente positiva
en el conjunto {x, < 0} y tiene valor constante 1 sobre el conjunto {x,P(x) = 0} para
cada M > 0.

Demostracion. Para probar (i), primero observamos que

T (1m0 (1 S - 2 )
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Denotamos Mg > 1 el maximo de la funcién continua

R" - R, z:= (x1,...,2,) — 4x%P(x)gf(m)

. o .
sobre el compacto K N {z, < 0}. Se cumple que si M > M, entonces gi ’nM es estric-

) 1%
tamente positiva sobre K N {z, < 0}. Ademas, como x,P(x) divide a gi’nM (x) — 1, la

derivad ia] 2P0
erivada parCIa Ox

n

tiene valor constante 1 sobre el conjunto {z,P(x) = 0}.

Para probar (ii), basta observar que f := 1—x, P2 es mayor o igual que 1 sobre el conjun-
to {z, <0} y aplicar los Lemas 1V.3.5 y IV.3.6 tomando ¢ := W Y 9=V

O

Ya estamos preparados para demostrar el andlogo al Lema IV.1.8 para poliedros en
segunda posiciéon de recorte.

Lema IV.3.8 Sean K C R™ un poliedro convero n-dimensional situado en sequnda posi-

cion de recorte débil o fuerte y Fi,...,F, las facetas de K contenidas en hiperplanos no
paralelos a €,. Sean A un subconjunto arbitrario del hiperplano 11 = {z, = 0} y P € R[x]
un polinomio que se anula sobre F1,...,F, y tiene grado deg(P) = deg, (P) (véase la

Observacion 1V.1.5). Escribimos

{r st la sequnda posicion de recorte de K es sdlo débil,
)k =

p sila sequnda posicion de recorte de K es fuerte.
Entonces, existe M > 0 tal que
s (R \ Tt (X)) = G5 (R™\ (Int(X) U A)) = R* \ Int(% N {z < 0}).
Demostracion. En primer lugar, para cada a := (a1,...,a,_1) € R""! consideramos los
conjuntos
Mg :={teR: (a,t) € R"\ Int(X)},

M, si (a,0) & A,
Mg\ {0} si(a,0) € A.

To:={teR: (a,t) e R"\ Int(KX N {z, <0})} =M, U][0,+00].

Ng:={teR: (a,t) e R"\ (Int(K)UA)} = {

De la definicién de estos conjuntos se desprenden las siguientes igualdades:

R\ Int(X) = | | {a} x Ma, R™\It(K)UA) = | | {a} x N,

ac€Rn—1 acRn—1

y R\Int(XNn{z, <0}) = || {a} xTa.

aER"*l
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(IV.3.8.1) Llegados a este punto, elegimos M > 0 del modo siguiente. Si K esta en
segunda posicion de recorte fuerte, By esta acotado y existe, por la Observacion 1V.3.2(2),
un nimero real N > 0 tal que B := {J e, 990 C B x [N, N], donde I, := 7, (a, 0)NK.
Por el Lema IV.3.7 (i) aplicado al compacto K := Cl(Bx) x [N, N], existe M > 0 tal

) p
que la derivada parmal P M= g}; 2 es estrictamente positiva sobre K N {z,, < 0}. Por

otra parte, si X esta en segunda pos1(31on de recorte débil existe, por el Lema IV.3.7 (ii),

%]
M > 0 tal que la derivada par(nal P M = gP M es estrictamente positiva en el conjunto

{z, <0}

(IV.3.8.2) Como G*R s breserva las rectas 7, 1(a,0), para probar el resultado que nos ocupa

basta demostrar que v55,(M,) = 'y;‘;\/[(N ) = T, para todo a € R~ 1.

(IV.3.8.3) Para comprobar esto observamos primero si A <0y 'y;’ﬁw()\) = )\, entonces
7;;,?\/[(]_007 AD = ]—OO, A[ (Ivsl)

En particular, como 'y}Z’C]‘W(O) = 0, la igualdad anterior se cumple para A = 0.
En efecto, observamos en primer lugar que
» P9, (t) <t para cada ¢ < 0.

» 75, (t) es estrictamente creciente en el intervalo |—oo,0], como consecuencia del
Lema IV.3.7 (ii).

Como ademés limy—, o 757, (t) = —00, concluimos que la igualdad (IV.3.1) es cierta.

(IV.3.8.4) A continuaciéon comprobamos que: 'y;‘g’jw(]r, +oo[) = [0, 4+o00[ para todo r > 0 tal
que rP(r,a) = 0.

En efecto, la inclusion 55, (], +0o]) C [0, +00[ es evidente. Para probar la otra inclu-
sion definimos
] - tPat) P
0q(t) := 5 :
1—-tP%(a,t) six=r

0, entonces 6 (r) = 1. Por tanto, como lim;_,~, §%(t) = —oo0,

y observamos que, si rP(a,r) =
=0. Por continuidad se deduce que

existe o > r tal que 0, (o)
[0, +o00[ € g ([to, +00[) € ¥p (I, +00[) € [0, +00],

lo que prueba IV.3.8.4. Esto se aplica, en particular, a » = 0 y a cualquier a € R*™!, de
modo que en esta situacion
753110, +o0]) = [0, +oc]. (1V.3.2)

Pasamos ya a demostrar IV.3.8.2, para lo que distinguimos los siguientes casos:
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Caso 1: M, = R. Entonces, M, \ {0} C Ny C My, y en virtud de las igualdades (IV.3.1)
y (IV.3.2) tenemos

R = v55;(1—00,00) U~p3,(10, +00]) C 755 (Na) C 755 (Ma) C R.
Por tanto ’y;‘}\/[(Ma) = »y}‘;"]l\/[(Na) =R=7,.

Caso 2: M, = R\|p, ¢q[, donde —oo < p < ¢. Notese que (a, q) € 0K y, si p > —o0, también
(a,p) € OK. Se satisfacen las igualdades

lme oo 7Py (1) = —00, Ypum(p) =p (sip> —o0);
1400 V5 (£) = +00, (@) =

. . ., *.a .
Analizamos el comportamiento de la funciéon « 5, sobre intervalos no acotados:
b

(i) Si ¢ <0, entonces 5, ([g, +oo[) = vp5,([g, +oo[ \ {0}) = [g, +o0].

En efecto, como M, \ {0} C No C My y vp7, es estrictamente creciente en el intervalo
[q,0] C [-N, N] (véase IV.3.8.1), deducimos que 7}3’3\4([%0[) = [¢, 0[. De aqui concluimos,
empleando de nuevo la igualdad (IV.3.2), que

|9, +00[ = [g,0[ L [0, +00[ = 5 ([g: +00[ \ {0}) = 78 ([g, +-00])-

(i) Si g > 0 entonces 55, (g, +00[) = vp4,([g, +00[\{0}) = [0, +o0], en virtud de IV.1.8.4.
(iii) Si —oo < p < 0 entonces ’y;,’sw(]—oo,p]) = |—00, p], por la igualdad IV.3.1.

(iv) Por ultimo, si p > 0 se tiene |—o0,0] C ﬁ;’f}w(]—oo,p] \ {0}) C ’y;’f}w(]—oo,p]), como
consecuencia de la igualdad (IV.3.1).

De lo anterior se deducen las igualdades buscadas:

Mo =T, si g <0,

*,a Ma _ 50 Na, —
'YP,M( ) 7P,M( ) {MaU[0,+OO[:(‘Ta siqg>0.

y con esto concluye la prueba. O

IV.3.b. Colocacién en segunda posicién de recorte. Limitaciones. El objeti-
vo de esta seccién es estudiar cuando un poliedro no degenerado se puede colocar, tras
un cambio afin de coordenadas, en segunda posiciéon de recorte fuerte, pues ya sabemos
que en segunda posicién de recorte débil siempre es posible. Es evidente que las posibles
obstrucciones solo se presentan si el poliedro es no acotado. Veremos en primer lugar dos
caracterizaciones de la segunda posicién de recorte fuerte en términos de proyecciones,
que seran de gran utilidad a lo largo de la seccién. Una vez hecho esto, veremos que para
dimensién 2, siempre es posible situar un poligono convexo no acotado en la mejor de las
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posiciones posibles. Para n = 3 todo poliedro convexo no acotado se puede colocar en
segunda posicién de recorte fuerte. Sin embargo, para n > 4 es posible encontrar poliedros
convexos no acotados que no se pueden posicionar en segunda posicién de recorte fuerte y
extrema con respecto a una de sus facetas no acotadas (véase la Observacion 1V.3.15 para
n=4).

No incluimos la demostraciéon del siguiente resultado porque es esencialmente igual a
la prueba del Lema IV.1.9 relativo a la colocacién en primera posicién de recorte.

Lema IV.3.9 (Segunda posicion de recorte fuerte I) Sea X C R™ un poliedro con-
vexo no acotado en sequnda posicion de recorte débil. Para cada M > 0 escribimos Ky 1=
KU]—M, M[™. Entonces, K estd en sequnda posicion de recorte fuerte si y solo si existe
M >0 tal que 7, (Kpr) = Kpar N {zy, = 0}. Ademds, dicha posicion es dptima si y sdlo si
podemos elegir M = 0.

Proposicion IV.3.10 (Segunda posicion de recorte fuerte IT) Sea X C R™ un po-
liedro convexo no acotado y no degenerado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X estd en seqgunda posicion de recorte fuerte y extrema con respecto a su faceta F.

(ii) Se cumplen las siguientes condiciones:

e FC{zx, =0} yXC{z, <0},

o T, (€(X)) =&€(X)Nn{x, =0}, -

e Fuxiste un hiperplano II C R™ tal que: su direccion II contiene a la recta vectorial
ln generada por €y, Il corta a todas las aristas no acotadas de K no paralelas a

Uy, las aristas acotadas de K estan contenidas en el semiespacio abierto Int(I17)
y (KNI =KX NIIN{z, =0}.

Demostracion. Comenzamos demostrando que (i) implica (ii). En primer lugar es claro que
FC{x, =0}y X C {z, <0}y ademas By es acotado (véase la Definicion IV.3.1). Por
la, Proposicion 1.4.26, se cumplen las dos condiciones que nos faltan en el aserto (ii).
Reciprocamente, en las hipotesis de (ii) se cumple que By es acotado, F C {z, = 0}
y X C {x, < 0}. Ademés, como X C {z, = 0} todas las intersecciones m, !(a,0) N K C
((a,0) 4+ II) N K estan acotadas superiormente. Por tanto, K est4 en segunda posicion de
recorte fuerte y extrema con respecto a su faceta JF. ]

Veamos a continuacioén los diversos resultados concernientes a la colocaciéon “efectiva”
de poliedros en segunda posicion de recorte (débil o fuerte) anunciados anteriormente.

Lema IV.3.11 (Segunda posicién de recorte fuerte para poligonos) Sean P C R?
un poligono no degenerado y no acotado y {Hu,...,Hy} la presentacion minima de P. Se
cumple que:
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(i) Si A es una de las dos aristas no acotadas de P, entonces, tras un cambio afin de
coordenadas, P estd en sequnda posicion de recorte fuerte, optima y extrema con
respecto a la arista A.

(ii) Si Hy contiene una arista no acotada de P, entonces, tras un cambio afin de coor-
. _ Am + p Ny
denadas, el poligono convexo P1x = ()oy H;" estd en sequnda posicion de recorte
fuerte.

Demostracion. (i) Sean £ la recta que contiene a A, p € A el vértice de P que es extremo de
Ay A’ la arista de P tal que ANA" = {p}. Tras un cambio afin de coordenadas podemos
suponer que £ := {zo =0} y A’ C {1 = 0,25 < 0}. Bajo estas condiciones se comprueba
directamente que P esté en segunda posiciéon de recorte fuerte y 6ptima con respecto a la
arista A.

(ii) Escribimos P := [d, p1,...,Pm—1,9] donde p1,...,pm—1 son los vértices de Py
iu,U € @(iP) son vectores directores de sus aristas no acotadas; podemos suponer que
p1i C Hyp. Sea £ una recta de soporte de P tal que PN ¢ = {py}. Tras un cambio afin de
coordenadas que transforma la recta ¢ en {1 = 0} y una reordenacion de los indices de
las rectas H;, que no afectan al enunciado, podemos suponer que P C {z; > 0,29 < 0},
p2 := (0,—1), p1 := (1,0) y p1@ C H; := {x2 = 0}. Bajo estas condiciones se comprueba
directamente que P x esta en segunda posicion de recorte fuerte. O

Observacion IV.3.12 El resultado anéalogo al Lema IV.3.11(i) no es cierto en general
para poligono acotados, es decir, existen poligonos acotados que no se pueden colocar tras
un cambio afin de coordenadas en segunda posicién de recorte fuerte, 6ptima y extrema
con respecto a una de sus caras. Veamos a continuaciéon que basta considerar, por ejemplo,
un hexagono regular de R? (para un pentdgono regular ocurre exactamente lo mismo, pero
los nameros involucrados son menos manejables).

En efecto, como consecuencia del Lema [V.3.9 es suficiente comprobar que dada una
recta vectorial £ : zo = maq y el hexagono P de vértices py := e2kmv/~1/6 (en notacion
compleja) para k = 0,1,2,3,4,5 se cample que la proyeccién m; de P en la direcciéon de la
recta ¢ sobre la recta {zy = —v/3/2} no esta contenida en la arista p;ps. En primer lugar,
observamos que en caso contrario cumpliria que 7{po) € paps y entonces la pendiente m
de la recta £ pertenece al intervalo (\/g/ 3, \/§) Igualmente, se tendria que cumplir que
m;{p3) € PaPs y entonces la pendiente m € (—v/3,—=1/3/3). Pero ambas afirmaciones son
excluyentes, y llegamos a contradiccion.

Lema IV.3.13 (Poliedros con aristas no acotadas paralelas) Sea X C R™ un polie-
dro convexo no acotado y no degenerado cuyas aristas no acotadas son paralelas. Entonces,
X se puede colocar, mediante un cambio afin de coordenadas, en seqgunda posicion de recorte
fuerte y extrema con respecto a cualquiera de sus facetas acotadas F.
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Demostracion. Observamos en primer lugar que si F es una faceta acotada de X, entonces
F no es paralela a las aristas no acotadas de K porque en caso contrario, si H denota el
hiperplano generado por F, tendriamos que

¢(K) = €(K)NH = €K N H) = &(F)

y F serfa no acotada, contradicciéon. De este modo, tras un cambio afin de coordenadas
podemos suponer que X C {z, < 0}, XN {z, = 0} es una cara de X y las aristas no
acotadas de X son paralelas al vector €,,. De esta manera X se encuentra en posicion FU
con respecto al hiperplano = {x,, = 0} con la orientacién opuesta a la usual. Por el
Corolario 1.4.20(iii) y usando que 7, (é,) = 0, deducimos que 7, (X) es un poliedro acotado
y por tanto, si elegimos M > 0 tal que m,(X) C|—M, M[™ N {z, = 0}, deducimos que

(K U= M, M[™) =] =M, M[" O {ay, = 0} = (KU]—M, M[") N {z, = 0}

y por el Lema IV.3.9 concluimos que K esté en segunda posiciéon de recorte fuerte y extre-
ma, con respecto a su faceta F. O

Lema IV.3.14 (Poliedros tridimensionales) Sea X C R?® un poliedro convezo no aco-
tado y no degenerado tal que dim é(ﬂ() > 2 y sea F una faceta de X con dim @(?) = 2.
Entonces, X se puede colocar, mediante un cambio afin de coordenadas, en seqgunda posicion
de recorte fuerte y extrema con respecto a F.

Demostracion. Tras un cambio afin de coordenadas podemos suponer que X C {x3 < 0}
y XN {zs = 0} = F. Observamos que F es un poligono no acotado y, como consecuencia
del Lema [.4.7, tiene exactamente dos aristas no acotadas A; y Az que no son paralelas
porque dim é(&") = 2. Sean F; y Fs las facetas (no acotadas) de X que cumplen que
A; = F;NT. Sean Hy y Hj los planos de R? generados por F; y F5. Observamos que como
HiN{zs =0} y HoN{x3 = 0} son rectas (coplanarias) no paralelas, podemos suponer tras
un cambio afin de coordenadas que deja invariante el plano {x3 = 0} que Hy := {z1 =0}y
Hj := {x2 = 0}. Ademas, tras un cambio del tipo (x1, z2,x3) — (£x1, £x2, £x3) podemos
suponer ademéas que X C {z; > 0,292 > 0,23 < 0}. En particular, la recta interseccion
{3 := Hy N Hs tiene por direccién la recta Eg generada por el vector €3. Consideramos la
proyeccion afin
R R3 — Rg, (l’l,l‘Q, 1‘3) — (fL‘l,ZL‘Q, 0)

de base Hs := {x3 = 0} y direccion la recta E:;) Veamos que existe un M > 0 tal que
Ky := KU]—M, M[? cumple que 73(Xps) = Ky N {x3 = 0} y entonces, por el Lema
IV.3.9, tendremos que X esta en segunda posicion de recorte fuerte (y extrema con respecto
a su faceta F). Elegimos M > 0 tal que los vértices p; y pa de K que son extremos de A
y Az estan contenidos en |— M, M[3. Nétese que A; C {z1 = 0,22 > 0,23 = 0} y que



170 1IV. Complementarios de poliedros convexos como imagenes polinémicas y regulares

Ay C {x1 > 0,29 = 0,23 = 0}. Como el poligono convexo P de aristas no acotadas A; y
As v vértices p1, po esta contenido en F deducimos que

FU(]-M,M[*x {0}) = {21 > 0,22 > 0,23 = 0} U (]—M, M[? x {0}).
Por tanto, como X C {x1 > 0,22 > 0,23 < 0} tenemos

{1 > 0,29 > 0,23 =0} U (]—M, M[? x {0}) C m3(KU]—-M, M[?)
C 7T3({$1 > 0,20 > 0,23 < 0}) U7T3(]—M,M[2 X {0})
C{z1 > 0,20 > 0,23 = 0}U]—M, M[? x {0})

y de este modo

m3(Kar) = {x1 > 0,29 > 0,23 =0} U (]— M, M[? x {0})
=FU(]=M, M[* x {0}) = K N {x3 = 0},

como queriamos demostrar. U

Observacion IV.3.15 Sean n > 4, d :=n— 1y P ¢ R% un poliedro convexo acotado
P c R? tal que para cada proyeccion 7 : R? — R? en la direccion de una recta 7 y con
base un hiperplano W de R? se cumple que P N W # 7(P) (véase el Teorema C.3). Sea
K := P x [0,4+00[ C R"; afirmamos que X no se puede situar en segunda posicion de
recorte fuerte y extrema con respecto a una de sus facetas no acotadas. En caso contrario,
existiria un cambio afin de coordenadas f : R™ — R"™ tal que X' := f(X) est4 en segunda
posicién de recorte con respecto a una de sus facetas no acotadas F que esté contenida en el
hiperplano {z,, = 0}; en particular, las aristas no acotadas de X’ son paralelas a una recta
7 contenida en el hiperplano {z, = 0}, y por tanto no son paralelas a la recta vectorial
Zn generada por €,. Por la Proposicion 1V.3.10, existe un hiperplano IT" € R” tal que: su
direccion I’ contiene a la recta Zn, el hiperplano IT' corta a todas las aristas no acotadas
de X’ no paralelas a Fn (es decir, a todas las aristas no acotadas de X', porque ninguna
de ellas es paralela a Fn), las aristas acotadas de X’ estdn contenidas en el semiespacio
abierto Int(II'™) y m, (K'NIT") = KX'NII'N{z,, = 0}. Procediendo ahora como en IV.1.16.1,
llegamos a contradiccién. Por consiguiente, K no se puede colocar en segunda posicién de
recorte fuerte y extrema con respecto a ninguna de sus facetas no acotadas.

IV.4. Complementario del interior de un poliedro convexo

El objetivo de esta secciéon es demostrar la parte relativa al complementario del in-
terior de un poliedro convexo recogida en los Teoremas IV.2 y IV.3. Con més precision,
probaremos el siguiente resultado:
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Teorema IV.4.1 Seann > 2 y X C R™ un poliedro convexo y n-dimensional que no es
una franja. Se cumple que:

(i) Si K es acotado, entonces R™ \ Int(X) es imagen polindmica de R™.
(ii) Si K no es acotado, entonces R™ \ Int(X) es imagen regular de R™.

(i) Si K no es acotado yn =2 ¢ 3, entonces R™ \ Int(X) es imagen polinomica de R™.
Antes de ello, necesitamos el siguiente resultado preliminar.

Lema IV.4.2 (El ortante) Sea X C R™ un poliedro convero n-dimensional no degene-
rado y con n > 2 facetas. Entonces R™ \ Int(X) es imagen polinomica de R™.

Demostracion. Tras efectuar un cambio afin de coordenadas, es suficiente demostrar, por
induccion sobre n, que p(R™ \ Q,,) = n para cada n > 2, donde

Qp:={x1>0,...,z, >0} CR".

Para n = 2 aplicamos la Proposiciéon 11.3.20, y suponemos probado, por hipoétesis de
induccion, que p(R*~ 1\ Q,, 1) =n—1 (si n > 3), esto es, existe una aplicaciéon polinémica
F:R™ 5 R* 1 con f(R* 1) = R* 1\ Q,_;. Definimos

FO R SR, (21, 20) = (f(21, - Zp1), Tn),
que cumple la igualdad
FORY) = FR™Y) xR = R\ 0,_1) x R.

Sea f®) : R®™ — R™ un cambio afin de coordenadas tal que f*((R*1\Q, ;) x R) =
R™\ Int(%K;), donde

Ki={x1>0,...,2y,-3>0, xpo+x, >0, xpo—x, >0} CR"

es un poliedro situado en primera posicién de recorte fuerte como ya vimos en la demostra-
cion del Lema IV.2.2. Por el Lema IV.1.8 existe una aplicacion polinémica f®) : R — R”
tal que

FOR™\ Int (K1) = R™ \ (Int(K1) N {zn_1 < 0}).

Consideramos ahora el cambio afin de coordenadas
f . — ) (x17"‘7xn) — (xla"'vxn—nynaxn—l)7

y se comprueba directamente que K| = f (4 (%) se encuentra en segunda posicién de
recorte fuerte, optima y extrema con respecto a la faceta ¥ := fH(X; Nx,_1 =0) =
X4 N {x, = 0}. Por el Lema IV.3.8 existe una aplicacion polinémica f©®) : R® — R" tal
que

FOR™\ (Ins(X)) N {n < 0}) = R™\ (Int(K}) N {w, < 0}).
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Ademas, existe un cambio afin de coordenadas f(®) : R” — R™ tal que
FOR™\ (Int(K)) N {z, < 0})) =R"\ Q,.

Por tanto, la composicion g := f(® o fGo fB o fB)o f@ o f(1) . R™ 5 R™ es una aplicacion
polinémica que cumple g(R™) = R"\ Q,,. O

Demostracion del Teorema IV.4.1(i). Supongamos en primer lugar que X := A es un
n-simplice. Podemos suponer que A es el n-simplice cuyos vértices son
(1) )
vo :=(0,...,0), v; :=(0,...,1,...,0), parai #n—1y v,—1 :=(0,...,—1,0),

que por ser acotado esta situado en primera posicion de recorte fuerte. Escribimos A :=
ﬂ;:rll H{+ donde {Hj,...,H] |} es la presentacion minima de A, y ordenamos estos hi-
perplanos de modo que Hj = {z, = 0}. En consecuencia, el poliedro A » := ﬂ?;“; H{’L
es convexo, n-dimensional, no degenerado y tiene n facetas. Por el Lema IV.4.2 existe
una aplicacién polinomica g : R" — R"™ tal que g(R") = R" \ Int(A; «). Por los Le-
mas 1V.1.8 y IV.3.8, y usando adecuadamente el cambio de coordenadas afin que inter-
cambia las variables x,_1 y x,, existe una aplicaciéon polinémica h : R” — R™ tal que
h(R™ \ Int(A1 x)) = R™ \ Int(A), y en consecuencia la composicion f := h o g es una
aplicacion polinomica y f(R™) = R™ \ Int(A).

Sea ahora X un poliedro convexo acotado n-dimensional de R™. Consideremos un n-
simplice A de modo que X C Int(A). Escribimos X := (I, H;", donde {Hy, ..., Hy} es
la presentacion minima de X, y consideramos los poliedros {Kj,...,X,,} definidos por

Ko:=A, K;:=%K;1NH paral<j<m.

Asi K, = K y para cada 1 < j < m el poliedro X; = AN ( gzl H") tiene una faceta J;
contenida en el hiperplano H;. Ademas, el conjunto R™ \ A es, segiin acabamos de ver, la
imagen de una aplicacién polinémica f(© : R® — R”.

Para cada indice 1 < j < m existe un cambio afin de coordenadas LU . R™ — R™ tal
que h(J)(H;r) = {zn—1 < 0}; sea

K} = 1K) = h9(3; 1) N R (H) = h9)(K; 1) 0 {zn—1 < 0}

Por los Lemas IV.1.8 y IV.3.8, y usando adecuadamente el cambio de coordenadas afin que
intercambia las variables x,,—1 y x,, (como ya hicimos en la demostracion del Lema IV .4.2),
existe una aplicaciéon polinémica ¢g\) : R” — R™ tal que

gD (R \ b9 (Int(%;-1))) = B \ A (Int(5; 1 A {1 < 0})) = ™\ Int(K)),

y por tanto la aplicacién polinémica fU) := (h))=1 o gU) o K9 : R? — R” satisface la
igualdad A
FU R\ Int(K; 1)) = R™\ Tnt ().
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Asi, la composicion f := f (m)o...0 f(o) : R” — R™ es una aplicaciéon polinémica que
cumple f(R") = R" \ Int(K,,) = R™ \ Int(X), lo que concluye la demostracion. O

Demostracion del Teorema IV.4.1(ii) y (iii). Para simplificar la notacion de esta prueba
diremos que una aplicaciéon f : R® — R" es admisible si 2 < n < 3y f es polinémica, o
n > 3y f es regular. Por tanto deberemos demostrar que:
(IV.4.1.1) Sean n > 2 y X C R™ un poliedro convero no acotado y n-dimensional que
no es una franja. Entonces existe una aplicacion admisible f : R™ — R™ tal que f(R") =
R™ \ Int(X).

Procederemos por induccion sobre el par (n,m) donde n denota la dimension de X y
m el nimero de facetas de K. En primer lugar, abordamos el caso n = 2.

Para m = 1 la imagen de la aplicacion R? — R2, (x,9) + (z,7%) es el semiplano
{y > 0}, que es el complementario del interior {y < 0} del semiplano {y < 0}. Para m = 2,
el complementario del interior {z > 0,y < 0} del angulo {z > 0,y < 0} es la imagen de
R? por la composiciéon de las aplicaciones

(z,y) = (2% 9%) v (z,y)=z=a+iy— 2° = (2° — 3zy?, 32’y —¢°).

En ambos casos, obviamente, un cambio afin de coordenadas permite expresar el comple-
mentario de cualquier semiplano cerrado y de cualquier angulo cerrado como imagen de
una aplicacion admisible R? — R2. Suponemos que el enunciado IV.4.1.1 es cierto para

todo poligono convexo que no es una banda y tiene m > 2 aristas, y sea K := ﬂ;f{l Hf
donde {Hi,...,Hy11} es la presentacion minima de un poligono convexo K con m + 1

aristas. Por el Lema IV.1.12(ii), si H; contiene a una arista no acotada de X, podemos
suponer que X x = 0?:51 H j’ estd en segunda posicion de recorte fuerte. Por la hipotesis
de induccion, y puesto que Xi x no es una banda y tiene m aristas, existe una aplicacién
admisible g : R? — R? tal que g(R?) = R%\Int(X1, x). Ahora, por el Lema IV.3.8 existe una
aplicacion admisible i : R? — R? tal que A(R?\Int(X1,x)) = R?\Int(X). En consecuencia,
la imagen de la aplicacion admisible h o g : R? — R? es

(hog)(R?) = h(R?\ Int(X; x)) = R?\ Int(X),

lo que completa la demostracion del caso n = 2.

Supondremos en lo sucesivo que n > 3 y que el resultado es cierto para todo poliedro
convexo (n — 1)-dimensional contenido en R"~! que no es una franja. Distinguimos varios
Casos:

Caso 1. X es un poliedro convero degenerado. Por el Lema 1.4.13, existen 1 < kg < n y
un poliedro convexo no degenerado Py € R¥ de dimension kg tales que, tras un cambio
afin de coordenadas, X = Py x R" %0 Si kg = 1 podemos suponer, puesto que X no es
una franja, que Py = [0, +-00[ y reescribimos X := P x R"~2 donde P := {xs > 0} C R%
Por otro lado, si ky > 2 denotamos P := Py. De este modo, en ambos casos K = P x R F
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donde k := 2 en el primer caso y k := kg en el segundo. Ahora por hipodtesis de inducciéon
R”* \ Int(P) es imagen de R* mediante una aplicacion admisible f : R¥ — R* y entonces,
la imagen de la aplicacion admisible (f,idgn—&) : R¥ x R*™% — RF x R"=* es R™ \ Int(XK).

Caso 2. X es un poliedro convexo no degenerado. Si K tiene n facetas (y necesariamente

un unico vértice), basta aplicar el Lema IV.4.2. Supondremos por tanto que el nimero m

de facetas de X es estrictamente mayor que n y sea {Hi, ..., Hy} la presentaciéon minima
— +

de K := ", H;".

(2.1) Si n = 3, denotamos F; := K N H;" y distinguimos dos subcasos:

(2.1.1) Todas las aristas no acotadas de X son paralelas. Por el lema IV.1.14, podemos

suponer que F es acotada y que K esté en primera en primera posiciéon de recorte fuerte

y extrema respecto a la faceta F1 = KN Hf

(2.1.2) X tiene aristas no acotadas y no paralelas. Por el Lema IV.1.15, podemos suponer

que X esta situado en primera posicion de recorte fuerte y extrema respecto a la faceta

Fi=Kn Hfr, que es ademés no acotada.

(2.2) Por el contrario, si n > 3, podemos suponer, por el Lema IV.1.13, que X est4 situado
en primera posicién de recorte débil y extrema respecto a .

Por el Lema IV.1.11 el poliedro convexo Kq x := ﬂ;"ZQ H;r estd situado en primera
posicién de recorte fuerte si n = 3 y en primera posicion de recorte débil si n > 3. Esto
permite aplicar la Proposicion IV.1.8 al poliedro convexo Xj x, por lo que existe una
aplicacion admisible f() : R™ — R” tal que

SR Int(X,)) = R™\ (Int(Xa ) 0 {1 < 0)-
Observamos ahora que
Int (X1 x) N {an—1 < 0} = (Int(Ky,x) N {zn—1 < 0}) U (Int(Ky x) N {zn_1 =0})
= Int(K1 x N{zp—1 <0}) UA =Int(K) UA,
donde
A=Tnt(Ki x) N {zn—1 =0} CKix N{zp—1 =0} =KN{zp,—1 =0} =
es un subconjunto del interior de la faceta F; en el plano {z,_; = 0}.

Si n = 3 existe, por el Lema IV.3.13 si estamos en la situaciéon (2.1.1) y por el Lema
IV.3.14 si estamos en la situacion (2.1.2), un cambio afin de coordenadas f(?) : R3 — R3
tal que X' := f(Q) (X) esta en segunda posicion de recorte fuerte y extrema con respecto
a la faceta 7 := f@)(F). Sin > 4, sea £ : R® — R™ un cambio afin de coordenadas
tal que K’ := fO(K) C {z, <0} y T, := fO(F)) = XN {x, = 0}; por la Observacion
IV.3.2, X' esta en segunda posicion de recorte débil y extrema con respecto a la faceta Fy.
Denotamos A’ := f(2)(A).

Por el Lema IV.3.8, existe una aplicacion admisible f®) : R” — R” tal que

FO@R™\ (Int(K) UA)) =R\ Int(K).
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Ademés, K1 x es un poliedro con m — 1 > n facetas, por lo que no es una franja, y por
hipotesis de induccion existe una aplicacion admisible g : R — R™ tal que g(R") =
R” \ Int(X;,« ). Concluimos que la aplicacion admisible h := (f)~1o f® o f2 o fMo g
satisface

h(R™) = (f@) o f& o f@D o fOR™\ Ky ) = (F@) o f& o fAR™\ (Int(X) UA))
= (f@) Lo fORM\ (Int(K') UA")) = (f@)"H(R™ \ Int(K')) = R™ \ Int(X),

lo que completa la demostracion. O

IV.5. Aplicacién: exterior de la bola n-dimensional

El complementario de una bola cerrada en R™ no es imagen polinémica de R™. En
efecto, consideramos la bola cerrada n-dimensional B,(0,1) de radio 1 centrada en el
origen de R", y su complementario § := R" \ B, (0,1). Elegimos el conjunto algebraico
(n — 1)-dimensional

X:=08=Cl8)\ 8 ={(x1,...,xp) ER": 2?4+ - + 22 =1}

Como X NCI(8) = X es un conjunto acotado y dim(X N98) =n — 1, se deduce de [FG2,
3.4], véase también 1.3.5, que 8 no es imagen polinémica de R"™.

Sin embargo, probaremos en esta seccién que el complementario de una bola abierta en
R™ es imagen polinémica de R™. En el caso bidimensional esto fue probado en [FG2, 4.1],
pero no parece posible generalizar esa demostracion al caso n-dimensional. Nuestra prueba
se basa en los resultados obtenidos en las secciones precedentes sobre complementarios de
poliedros convexos.

Proposicion IV.5.1 El complementario de una bola abierta en R™ es imagen polindmica
de R™ paran > 2.

Demostracion. Por supuesto, basta demostrar que el complementario de la bola abierta
B,(0,1) C R™ de radio 1 centrada en el origen de R™ es imagen polinémica de R™. Para
esto, consideramos el cubo n-dimensional € := [—1, 1]" y recordamos que, por el Teorema
V.2, existe una aplicacion polinomica f(1) : R® — R"™ cuya imagen es R” \ €. Observamos
también que B,(0,1) C € C B,(0,n).

(IV.5.1.1)  Construimos ahora un polinomio bicuadrado g, € R[t?] tal que el polinomio
hpn(t) := tgn(t) es una funcion creciente en el intervalo [n, +o0o[ y satisface las siguientes
condiciones:

hyn(0) =0, hy(1) = hp(n) =1, hl,(n) =0,
hn(]1,n[) C [1,400] ¥ hp([0,+00]) = [0, +o0].
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Esto implica, en particular, que hy,(]1, +00[) = hy,([n, +oo[) = [1, +o0[ y de aqui se deduce
inmediatamente la igualdad que emplearemos mas adelante:

b ([, 00[) = [1,400][ paracada 1< pu<n. (IV.5.1)

Ahora verificamos que el polinomio g, (t) := a,t* 4 b,t? + ¢,,, donde los valores ay, by,
y ¢, vienen dados por

1+2n 1+ 2n+ 3n2 +4n3 3+ 6n + 4n? + 2n3
= — Cp = ,
2n3(1 + n)? " 2n(1+n)?

n -

anp = 72”13(1 n n)2,

cumple las condiciones requeridas. Notese que los valores a,,, b, y ¢, se obtienen imponiendo
las condiciones h(1) = h(n) = 1y h/(n) = 0 a un polinomio del tipo a,t> + b,t3 + cpt.

En efecto, h,(0) = 0 y la derivada h,(t) = ba,t* + 3b,t% + ¢, de h, evaluada en t = 1 es

nt4+nd—4n?+n+1  (n—1)%*n*+3n+1)
(1+n)n3 B (n+ 1)n?

> 0,

por lo que h, es creciente en un entorno de t = 1. Observamos que a,, ¢, > 0y b, < 0,
luego por la regla de los signos de Descartes, véase por ejemplo [BCR, 1.2.14], el ntimero de
raices positivas de h/,(t), contadas con multiplicidad, es a lo sumo 2. Aplicando el Teorema
de Rolle se deduce de las igualdades h(1) = h(n) = 1 que existe & € ]1,n[ con hl,(£) = 0.
Como también h/,(n) = 0, la derivada h,(t) tiene exactamente dos raices positivas, que
son ¢ y n. Esto implica, puesto que a,, > 0, que la derivada h/ (t) es estrictamente positiva
en el intervalo |n, +oo[, luego h,, es una funcion creciente en el intervalo [n, 4o00].

Vamos a demostrar que h,(]1,n[) C [1,4+00[. Como h, es creciente en un entorno
de t =1, hy(1) = hy(n) = 1y hl(t) tiene exactamente una raiz en el intervalo |1, n/,
deducimos que hy,(t) > 1 para todo t € |1,n[. En caso contrario existiria, por el Teorema
de Bolzano, tg € |1, n]| tal que hy,(tg) =1y, por el Teorema de Rolle, existen &; € |1,to] y
& € Jto, n| tales que h, (&) = 0 para i = 1,2, que es una contradiccion.

Por tltimo probamos la igualdad h,,([0,400[) = [0, +o0o[. En efecto, h,, es creciente en
el intervalo ]0, [, pues h/,(t) no tiene raices en |0,&[ y hl,(1) > 0. Como hy,(§) >1=h(n)y
h!,(t) no se anula en el intervalo €, n], la funcion h,, es decreciente en dicho intervalo. Esto
implica que h,([0,n]) = [0, h,(£)]. Por otro lado h,(t) es creciente en el intervalo [n, +o00],
por lo que hy,([n,+00]) = [hn(n), +oo[. En consecuencia, como hy(n) < h, () resulta

hn([ov +OOD = hn([()?n]) U hn([nv +OOD = [O, hn(ﬁ)] U [hn(n)7 +OO[ = [07 +OO['

(IV.5.1.2) A continuaciéon observamos que, como g, € R[t?], la aplicacién

FPRY 5 RY, o= (21, 20) = go(2]) (@1, ..o 20)
es polinomica. Ademaés, para cada t € [0, +oo[ y cada vector unitario ¥ € R™ se tiene

FR(t0) = ga (|15 = ga(8)t0 = ha(8)F = || 2 ()] = ha ().
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Por otro lado, para cada rayo cerrado va = {tv € R" : t > 0} desde el origen existe un
namero real gy € |1,n[ tal que

LEN(R"\C) = {tv € R": t € [ug, +oo[},
y se deduce de la igualdad (IV.5.1) que f( (LENn(R™\ Q) ={tteR™: te[l,+oo[}.

En consecuencia, denotando S"~1 := {# € R : ||#]| = 1} resulta

AR\ C) = | P@En@®e)= ] {tFeR" te[l,+oo[} =R"\B,(0,1).

vesn— 1 veSn— 1
Finalmente, la aplicacién polinémica f := f2) o f() : R" — R™ satisface
FR?) = fA(FO®R) = fAR™\ €) = R™ \ B(0,1),

como queriamos demostrar. U

Al comienzo de esta seccién vimos que el complementario de una bola cerrada en R™
no es imagen polinémica de R™; probamos a continuacion que si lo es de R* 1.

Corolario IV.5.2 El complementario R™ \ B de una bola cerrada B C R"™ es imagen
polindmica de R" 1.

Demostracion. BEs suficiente demostrar que R™ \ B,,(0, 1)) es imagen polinomica de R"+!,
Por la Proposicién IV.5.1, existe una aplicacion polinémica gtV : R™ — R™ cuya imagen es
R™\ B,(0,1). Por otra parte, por el Lema II.1.1, véase también [FG1, 1.4 (iv)], la imagen
de la aplicaciéon polinémica

g? R =R, (2,y) = ((zy — 1)° + 27, y(ay — 1))
es el semiplano abierto |0, +oo[xR. Consideramos ahora las aplicaciones polinomicas

f(l) : Rn+l - an ('rb s 7x'n+1) = (1 + xl)g(l)(l‘% s aanrl)v
f(2) (R — Rn+17 ($17 s ,CBn+1) = (9(2)($1a x2)7$3> s 7:Bn+1)‘
Como f@)(R™1) =10, +00[ x R™ la aplicaciéon polinomica f := f(I) o £ : R+ 5 R”

cumple

R = fO(FO®) = D0, +oo[xR") = R"\ B, (0, 1)),

como queriamos probar. O






CAPITULO V

Poliedros convexos como imagenes
regulares de R”

Este capitulo se dedica fundamentalmente a demostrar el Teorema V.1, que afirma que
los poliedros convexos de R™, acotados o no, y sus interiores, son imagen de R™ por una
aplicaciéon regular. Como consecuencia se deduce que también las bolas abiertas de R" y
sus clausuras son imagenes regulares de R™. Como las imégenes polindémicas no constantes
de R™ son conjuntos no acotados, no es posible expresar los poliedros acotados de R™ como
imagen polinémica de R", por lo que entran en escena las aplicaciones regulares. Existen
pocos resultados previos acerca de las imagenes regulares de R"; cabe citar los obtenidos
por Fernando-Gamboa en [FG2]. Alli se demuestra que el interior de un poligono convexo
K C R? con e lados es imagen polinémica de R” y se puede tomar n < max{2,e — 1} si
XK tiene dos lados paralelos y n < méx{2, e} en caso contrario. Obsérvese que para n = 2
el Teorema V.1 afirma que todo poligono convexo y su interior son imagenes regulares del
plano euclideo, que es una afirmacién mas fuerte que la que acabamos de mencionar. En
cuanto a las bolas abiertas y las bolas cerradas, existe un precedente, debido a Fernando—
Gamboa |FG2|, para n = 2. En este capitulo asumiremos siempre que trabajamos con un
espacio ambiente de dimensiéon n > 2.

Teorema V.1 Un poliedro convexo n-dimensional en R™ y su interior son imdgenes re-
gulares de R™.

Todo poliedro convexo d-dimensional X C R”, con 0 < d < n, estd contenido en un
subespacio afin d-dimensional de R"™ que, tras un cambio afin de coordenadas podemos
identificar con R? x {0}. Se deduce del Teorema V.1 que X es imagen regular de R, y por
tanto de R™. Por ello estudiamos poliedros n-dimensionales X C R™. Noétese que en estas
condiciones Int, K = Int(X), es decir, el interior de K como variedad topologica coincide
con su interior en R".

V.1. Particiones de la frontera de un poliedro convexo

El propédsito de esta seccion es probar el Teorema V.1.1, resultado que nos permitira
demostrar en la secciéon segunda la parte del Teorema V.1 relativa a los interiores de los

— 179



180 V. Poliedros convexos como imagenes regulares de R"

poliedros. Este teorema, con interés por si mismo, proporciona, para cada punto p € R\ X,
una particion natural, asociada a p, de la frontera 0K del poliedro convexo K C R™.

Figura V.1.1: Particion de la frontera de X con respecto al punto p ¢ X.

Teorema V.1.1 Sean X C R™ un poliedro convezro y acotado n-dimensional y p € R™\ K.
Sea R la coleccion de todos los rayos R desde p que intersecan a Int(X) y, para cada R € R,
sea ag el punto en KNR mds prozimo a p. Consideramos los conjuntos A := {ag : R € R},
T:=Cl(A)\ A y B :=0X\CIl(A). Entonces:
(i) Los conjuntos A, B y T son subconjuntos disjuntos dos a dos de 0K tales que A y B
son abiertos en 0K y conexos, T es cerrado en 0K y 0K =AUBUT.
(ii) La frontera 0K es homeomorfa a la esfera (n — 1)-dimensional S*~ ', y existen ho-
meomorfismos
©01: B, 1(0,1) = AUT y ¢@2:B, 1(0,1) = BUT
que cumplen ©1(B,_1(0,1)) = A, ©2(Bn_1(0,1)) = B y ;(0B,_1(0,1)) = T para
1=1,2.
(i) SiFy,...,Fy son las facetas del poliedro K, existe un indice 1 < k < m tal que, tras
reordenar los indices en caso necesario,

k m k m
anw =% as)y=J % v 7=J U FinT.
i=1 j=k+1 i=1j=k+1
(iv) Si € es una cara de KX y {Fi,,...,Fi.} es la coleccion de todas las facetas de K que

contienen a €, entonces Int, € C A (resp. Inty € C B) si y solo si Inty F;,, C A (resp.
Inty F;, C B) para cada 1 < r <e.
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Decimos que 0K = A U B U T es la particion de 0K determinada por el punto p.
Efectuaremos la prueba de V.1.1 en dos pasos. Primero demostramos el resultado para un
punto p no contenido en ninguno de los hiperplanos de R™ que contienen las facetas de K.
A continuaciéon pasamos al caso general, aprovechando el resultado obtenido en el primer
paso. En cualquier caso, necesitamos para empezar el siguiente resultado auxiliar, cuya
prueba es inmediata y no incluimos aqui.

Lema V.1.2 Sean p,q € R™ puntos distintos y 0 < § < d(p,q). Consideramos el hiper-
plano H C R™ que pasa por q y es perpendicular a la recta que une los puntos p y q, y el
rayo abierto R con origen en p y pasa por q. Consideremos los conjuntos semialgebraicos

D:=HNB,(¢,0) v C:={p+tly—p): t>0, ye D}

Entonces, €\ (Bn(q,8) U {p}) es un subconjunto abierto en R™ que contiene al segmento
R\ (Bn(g,0) U{p}) y que estd contenido en el subconjunto abierto R™ \ H de R".

Demostracion de V.1.1 con restricciones sobre el punto exterior. Como X C R™ es un
poliedro convexo acotado y n-dimensional se deduce de [Bel, 11.3.4] que K es homeomorfo
a la bola cerrada B, (0, 1) via cierto homeomorfismo ¢ : X — B,,(0,1). Por el Teorema de
Invariancia del Dominio se tiene p(0K) = S" 1 y p(Int(X)) = B, (0,1).

Denotamos por H; el hiperplano de R™ que contiene a la faceta JF;, para 1 < i < m.

Sean H ;r el semiespacio cerrado de R™ determinado por H; que contiene al poliedro K, y
H; =R"\ (H; \ H;). Se desprende de [Be2, 12.1.5] que

m
K:ﬂH;r y KgﬂHj para cada 1 <i < m.
i=1 i

También se cumple, por el Lema 1.4.2, la igualdad 0K = J" | F;.

(V.1.1.3) A lo largo de esta prueba fijamos un punto p € R"\ (%, H; UX) y denotamos
por § la familia de todos los rayos desde p que intersecan al poliedro K. Como p ¢ H;, la
interseccion F; N R es, para cada R € § vacia o un punto. Ademas, la interseccion KX N R
es un punto o un segmento compacto Iy C R.

La distancia al punto p define una relaciéon de orden natural en el segmento Ig, de
modo que el elemento minimo ax € Iy es el més cercano a p y el maximo by € Iy es el mas
alejado de p. Dados dos puntos z,y € Iy decimos que x =< y si d(z,p) < d(y, p), mientras
que pondremos < y si Xy y x # y. Escribimos, abreviadamente,

Ig = [ag,bx] = {x € R: agxg Zx by} y Jax,bx[={x € R: agr < x < bg}.
También podemos reescribir

In = {(1 = Nag + \bg : A€ [0,1]}
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y asi dados dos puntos x = (1 — A)ag + \og e y = (1 — p)ag + pby en Ix, se cumple x <y
siy solo si A < p.

En el caso extremal en que KX N R es un tnico punto, escribimos K N R = [ag, bg]
donde ag = by, v asi Jag, bx[ = . Mantendremos estas notaciones durante el resto de esta
prueba. A continuacién presentamos algunas propiedades de los segmentos Iy y los puntos
ag, bgg.

(V.1.1.4) Sean R € § e Iz = [ar,bz] = KXNR. Entonces, ax,bg € 0K y |ag, bx[ C Int(X).

La afirmacién es obvia cuando agx = bg; suponemos pues que ag # by y denotamos
d = d(ag,bg) la distancia entre ambos puntos. Razonamos por reduccion al absurdo,
suponiendo que ag € Int(X); entonces existe ¢ > 0 tal que B, (ag,e) C K. En tal caso el
punto ag — 55(bx —ax) € XNR estd mas proximo a p que el punto ag, y esto es falso. Por
tanto ag € 0K y, de modo anélogo, by € 0X.

Para la ultima parte supongamos, por reducciéon al absurdo, que existiese un punto
x € Jag, bg[ NOK. Como R interseca cada faceta de K en, a lo sumo, un punto, los puntos
ax, vy by pertenecen a facetas distintas de K; pongamos que ag € F1, by € Fo y xz € Fs.
Sea Hg“ el semiespacio de R™ que contiene a X y cuya frontera es H3. Observamos que
x € H3 N ]ag, by, luego ax € Hy o bx & Hy , y esto es una contradiccion. o

(V.1.1.5) Sean & :={Re€F: #(RNIK) =2}, A:={agr: Re &}, B:={bg: Re B}
yT :={agr: ReF\&}. Entonces, 0K =AU BUT y tanto A como B son subconjuntos
abiertos de 0K. En particular, T es un subconjunto cerrado de 0XK.

La igualdad 0K = AU BUT es evidente, por lo que T' = 90X \ (A U B). Por tanto,
todo se reduce a demostrar que A y B son subconjuntos abiertos de 0X. Para ver esto
es suficiente probar que dado un rayo R € & con Iy := [ag, bg], los puntos ag y bg son
puntos interiores de los conjuntos A y B, respectivamente. Para demostrarlo fijamos un
punto cualquiera ¢ € Jag, bg[ C Int(X) y tomamos § > 0 tal que B,(g,0) C Int(X). Sea
H el hiperplano de R™ que pasa por ¢ y es perpendicular a la recta que une p y q. Sea
Dg := B,(q,d) N H y consideremos el conjunto semialgebraico

Ci={p+tly—p): t >0, y €Dy}

Por el Lema V.1.2, C\ (B, (q,8) U{p}) es un entorno abierto en R” de R\ (B, (¢,) U {p})
que esta contenido en el subconjunto abierto R™\ H de R™. Esto implica, en particular, que
ag,bx € C\ (B,(g,9) U {p}). Denotamos por H~ el semiespacio cerrado determinado por
H que contiene a p, y sea H™ = (R"\ H~) U H. Notese que R"\ H = Int(H ") UInt(H ).
Sea §e C § la familia de rayos con origen en p que pasan por un punto de Dg; por la
estructura conica de C, se satisface la igualdad € = (Jg €5e R

Observamos que si R’ € Fe, entonces R’ NInt(K) # @y R' € &. Por tanto TNC = &,
ya que C = UR’ESQ R'. Es decir, €N OX C AU B. Consideramos los subconjuntos abiertos
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de 9K definidos como
Uy = (€ (Balg,8) U {p}) NInt(H-) N 0K,y
Uz == (C\ (Bn(g,0) U{p})) NInt(HT) N K,

que satisfacen la igualdad U; UUs = €\ (Bn(g,8) U {p}) N OK. Para cada R’ € Fe, sea
mg el punto de interseccion de H y R’. Observamos que {mg} = R’ N Dy y que existen

puntos cx, dgr € 9B, (q,6) C Int(X) tales que mqys € Jegr, dr| v RN Br(q,8) = [exr, dgv].
Por consiguiente,

RN (C\ (Balg, 8) U{p}) N K = lag:, e[ U Jdwr, by ]-
Asi, como €\ (B,(g,9) U {p}) C R*\ H, deducimos que

lagr, cxe[ =R N (C\ (
Jdg, brr] = R0 (C\ (

(;6)U{p})) NKNInt(H™) y
(g, ) Uu{pH))NKNInt(H™).

De aqui que para cada rayo R’ € Fe se tenga

B
B

{ag} =R N (C\ (Bn(g, ) U{P))NInt(H)NOK =R NUy, ¥y
{bp} =R N €\ (Bn(g,0)U{p})) NInt(HT) N K = R' N Us.

Por tanto, ag € Uy = UR,G% RNU; CAybgelUs = UR,G% R'NUs C B, lo que prueba
que ag es un punto interior de A y bg es un punto interior de B, como querfamos ver. o

(V.1.1.6) Tanto A como B son conezos, Cl(A) = AUT y CI(B) = BUT. Mds aun,
A=A, B=3B yT =7 (ver la afirmacion V.1.1 para la definicion de A, B y 7).

En efecto, como p ¢ K existe un polinomio f € R[x1,...,x,] de grado 1 tal que f(p) < 0
y X C {f > 0}. Sea H' el hiperplano de R™ que contiene a p y es paralelo al hiperplano
H = {f = 0}. Consideramos la proyeccion central 7 : R" \ H' — H sobre H de centro p.
Para cada punto ¢ € X denotamos con R, la semirrecta con origen en p que pasa por g.
Como f(p)f(q) < 0, deducimos que 7(q) = R, N H.

Puesto que X es un poliedro convexo acotado de R™ y 7w es una proyecciéon central,
la imagen P = 7(X) C H es un poliedro convexo acotado contenido en el hiperplano
H. Observamos que 7 es una aplicacion abierta y que Int(X) es un subconjunto abierto
de R™\ H'. Por consiguiente, 7(Int(X)) es un subconjunto abierto de H y también de P.
Ademas, al ser Int(X) convexo (ver |Bel, 11.2.5]), su imagen 7(Int(X)) también es convexa.

La aplicacion continua 7|y : K — H es propia, porque K es compacto, por lo que
Cly (m(Int(X))) = m(Cly(Int(X))) = n(K) = P.
Segun [Bel, 11.2.5], al ser 7(Int(X)) convexo, tenemos

m(Int(X)) = Int g (7(Int(X))) = Int g7 (Clg (7(Int(X)))) = Int g (P) = Int, P.
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Por la definicion de la aplicacion 7 y los conjuntos A y B, tenemos
m(A) = m(B) = m(Int(X)) = Int, P,

y las restricciones m|p, |4 y 7|p son aplicaciones inyectivas. Mas atn, la recta que pasa
por un punto de A LI B y un punto de T no pasa por p, luego también las restricciones
m|laur ¥ ™| pur son inyectivas. Observamos que 7(7T) = 9P, ya que

OPUInty, P =P =7(K) = 7(0K U Int(X)) = 7(AU BUT L Int(KX))
=7(A)Um(B)Un(T)Un(Int(X)) = n(T) U Int, P.
Por V.1.1.5 sabemos que A y B son conjuntos abiertos de 9K, y por tanto 09X\ B = AUT
y 0K\ A = B UT son conjuntos compactos. Esto implica que las aplicaciones biyectivas

wlaur : AUT — Py wlpur : BUT — P son de hecho homeomorfismos. En particular, A
y B son homeomorfos a 7(A) = n(B) = Inty, P, que es conexo.

Comprobamos a continuacion las igualdades Cl(A) = AUT y CI(B) = BUT. La
inclusion Cl(A) C AUT se cumple porque A C AUT = 9K\ B es un conjunto cerrado de
R™. Por otra parte, como la aplicacion 7|x : K — H es propia,

7(CL(A)) = 7(Clx(A)) = Cl(n(A)) = Cly(n(Int(X))) = P = 7(AUT),

y esto, junto con la inyectividad de la restriccion m| 47 implica la igualdad C1(A) = AUT.
De modo anélogo se demuestra que Cl(B) = BUT.

Ahora advertimos que el rayo R € & (ver V.1.1.5) si y s6lo si RN Int(K) # @, esto es,
R € R (ver V.1.1 para la definicion de R). De aqui que & =R y A = A. Por tanto,

T=ClA)\A=ClA)\A=(AUT)\A=T y
B = 9K\ Cl(A) = (AUT)UB\ Cl(A) = (AUT)UB\ (AUT) = B,

co1mo queriamos ver. O

(V.1.1.7) Emisten homeomorfismos 1 : Bp_1(0,1) = AUT y g : B,_1(0,1) = BUT
tales que @1(371_1(0, 1)) = ‘Ai ¢2<Bn—1(07 1)) =3B Y gpi(agn—l(oa 1)) =7 para i = 17 2.

Utilizamos aqui las notaciones introducidas en la prueba de V.1.1.6. Por [Bel, 11.3.4]
existe un homeomorfismo ¢ : P — B,,_1(0,1). Por el Teorema de Invariancia del Domi-
nio, deducimos que ¢(9P) = 9B,-1(0,1) y ¢(Inty P) = B, _1(0,1). De este modo, los
homeomorfismos ¢1 y w2 que buscamos son las composiciones

o1 = (mlaug) ot B,y 1(0,1) — AUT,
0o = (m|lpug) Lo t: B, 1(0,1) — BUT.

Comprobamos que satisfacen las condiciones requeridas. En primer lugar,

¢1(Bn-1(0,1)) = (wlaug) (Int, P) = Ay ¢2(Bn-1(0,1)) = (7|sur) ' (Int, P) = B.
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En segundo lugar,
91(0Bn-1(0,1)) = (7|auy) 7 (0P) = T = (7|py) " (9P) = ¢2(9Bn-1(0,1)),
y la afirmacién V.1.1.7 queda probada. m

(V.1.1.8) Recordamos que Fi,...,F,, denotan las facetas del poliedro X C R" y Hj,
., Hp, denotan los hiperplanos de R™ que estas facetas generan. Entonces tenemos
(1) Intgx(F;) = Inty F; para 1 <i < m.
(2) Para cada indice 1 <i <m, Int, F; C A o Int, F; C B.

Empezamos probando (1). Segin [Be2, 12.1.5-7], Inty &; = Inty, (%) = Fi \ U, F; v,
como cada faceta J; es un subconjunto cerrado de R", tenemos

Intagc(F5) = i \ Closc(9K \ F) = i\ Clae (| J 75\ )
J#i
=5 \ U Clag{(?j \ffz) =7 \ U 373' = IntHi(ffi) = Int, F;.
i i

A continuacion probamos (2). Como los conjuntos A y B son, por V.1.1.5, subconjuntos
abiertos y disjuntos de 90X, e Int, F; es conexo, para demostrar la afirmacién es suficiente
comprobar que Int, F; C AU B. En efecto, sea z € Int, F;. Queremos demostrar que el
rayo R con origen p que pasa por z interseca a Int(X) y que x es uno de los extremos del
intervalo R N K.

Observamos primero que d(x,p) > 0, puesto que p ¢ K. También d(z, H;) > 0 para
cada indice j # 4, porque z € Inty F; = F; \ U, 4, F; = Fi \ U, Hj. Por tanto, ¢ =
min{d(z,p), d(z,H;) : j # i} es un namero real positivo. Comprobamos ahora que
Bn(z,e) N (H;" \ H;) C Int(X), razonando por contradiccién: suponemos que existe un

punto
€ (Bu(x,e) N (H;\ Hy)) N (R™\ Int(X)).

n(
Por el Lema 1.4.2, y € R™ \ Int(X) = /L, (R"™ \ (Hj \ Hj)), luego existe un indice j # ¢
talqueyE]R"\(Hf\H) H vy

d(z, Hj) = d(z, H; ) < d(z,y) <e < d(z, Hj),

que es una contradiccién. Por tanto, B, (z,e) N (H;" \ H;) C Int(X).

Observamos que, puesto que p pertenece al exterior de la bola abierta B,,(z, ) y, como
x € H; pero p ¢ H;, el rayo R con origen en p que pasa por z interseca a By, (z,e)N(H;"\ H;)
y RN Int(K) # @. De aqui deducimos que RN XK es un intervalo cerrado que no se reduce
a un punto y tiene a x como uno de sus extremos, puesto que x € F; C 9K. Concluimos
que xz € AL B, como querfamos ver. O
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(V.1.1.9) Se deduce de V.1.1.8 (2) que podemos suponer que existe un indice k < m tal
que Int, F; C Aparal <i<kyademés Int,F; CBparai=k+1 <7< m.

Si k = m, entonces Int, F; C A, luego F; = Cl(Int, F;) C CI(A), para cada 1 < i < m,
es decir, 9K = |J*; F; = C1(A), y esto es falso porque 9K es homeomorfo a la esfera "1
y Cl(A) es homeomorfo a la bola cerrada (n — 1)-dimensional. o
(V.1.1.10) Mas atn, con estas notaciones se tiene:
(1) Dados indicesi,j con 1 <i<k yk+1<j<m, lainterseccion F;NF; C T.
k m k m
(2) Cl(A) = Uiz, Fi, CU(B) = Uj:k+1 FiyT=U Uj=k+1 Find;.

Primero probamos (1). Como cada faceta es un conjunto convexo cerrado, coincide, por
[Bel, 11.2.5], con la clausura de su interior. Asi, empleando V.1.1.6,

F; N ?j = ClHi(IntHi(?z’)) N ClHj (IntHj (‘rfj)) = Cl(IntHi(fTi)) N Cl(IntH]. (EF]))
C CA) N CI(B) = (AUT) A (BUT) =T,

A continuacién comprobamos (2). Recordamos que ClA)NB = (AUT)NB =0y
que Int, F; € B para k + 1 < i < m. De aqui se deduce

k m m m m
ClA)\ [ Inty F5 = CUA)\ | Inty F5 € 0K\ | Ity Fi = | Fi\ [ Int, .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ahora bien, como F; NInty,(JF;) = @ si i # j, deducimos que

k m
ClA)\ [ J Ity F; [ J(F \ Int, ).
i=1 i=1

En consecuencia, en virtud de [BCR, 2.8.13],

m

k
dim (CI(A) \ L:J1 Ity fﬂ-) < dim ( @i\ Int, 33»)) —n—2.

=1

Esto implica, por ser Cl(A) un conjunto semialgebraico de dimension pura n — 1, que

k k
Cl(A) = CI ( | Tnt, fﬂ-) -
=1 =1

Anélogamente, CI(B) = |JjL;,; F; v utilizando de nuevo V.1.1.7,

k m
T=AUT)NBUT)=ClA)NCB) =] |J FinT;,
i=1j=k+1
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como querfamos demostrar. O

(V.1.1.11) Sean &€ una cara de X y € := {F;,,...,F;.} la familia de todas las facetas
de K que contienen a €. Entonces, Int, & C A st y sdlo si Inty F;. C A para todo indice
1<r<e.

En efecto, tras reordenar los indices 1 < i < k podemos suponer que € = {Fy,...,F.}
y que Inty F; C A para todo 1 <14 < e. Entonces, por V.1.1.10 (ver también |Gr, 3.1.7]),

e e
Int, € C €= (% () Cl(Int, F;) € CI(A) = AUT,
i=1 i=1
y todo se reduce a comprobar que Int, € NT = @&. Suponemos, por el contrario, que existe
un punto x € Inty ENT. Como x € T existe, por V.1.1.10, una faceta F5 de K, con s > k+1,
tal que z € F5. Puesto que z € Int, €N Fy, deducimos que € = CI(E) C F. Pero Fs € € e
Int, Fs C B, que es una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que Inty & C A, pero Inty F;; ¢ A para algin 1 < j <
e. En virtud de V.1.1.8, Inty F;; C B, y comprobamos que podemos elegir algtin indice
1 < s < e de modo que Int, JF;, C A. En caso contrario, para cada faceta fﬂj e € se
tiene Inty &F;; C B, y si procedemos como en la implicacion anterior, cambiando A por
B, deducimos que Int, &€ C B, y llegamos de nuevo a una contradiccién. Por tanto, por
V.1.1.10 (1), Int, € C € C Fy; N Ty, C T, y esto no es posible. o

(V.1.1.12) Suponiendo que p ¢ |J;", H;, es ya clara la demostracion del Teorema V.1.1.
En efecto, el apartado (i) se sigue de V.1.1.5 y V.1.1.6; la afirmacion V.1.1.7 prueba (ii),
mientras que V.1.1.10 (2) implica (iii) y (iv) ha quedado probado en V.1.1.11 puesto que
V.1.1.11 también es valido si sustituimos A por B. O

A continuacioén procedemos a demostrar V.1.1 en el caso en que p es un punto arbitrario
en el exterior de K. Antes necesitamos un lema previo.

Lema V.1.3 Sea {Hi,...,Hy} la presentacion minima de un poliedro convexo n-dimen-

sional X C R™. Sean fi,..., fm € R[x1,...,%x,] polinomios de grado uno tales que cada
HY ={fi >0} y seap € R"\ X tal que

fl(p) > 07---7fs(p) >0 vy fs—i—l(p) < 07"-afm(p) <0

para algin indice 0 < s < m. Entonces, para todo € > 0 existe un punto q € B, (p,¢), tal
que fi(q) >0,..., fs(q) > 0y fes1(q) <O,..., fm(q) <O.

Demostracion. Observamos primero que si fi(p) > 0,..., fs(p) > 0, basta tomar ¢ = p.
Asi, tras reordenar los indices 1,...,s, podemos suponer que existe 1 < k < s tal que

fl(p) :O7afk(p) =0 vy fk-i-l(p) > Oaafs(p) > 0.
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El poliedro X' = ﬂle H;" contiene al poliedro X = (", H;". Notese que {Hy, ..., Hy}
es la presentacion minima de X', puesto que {Hj, ..., H;,} es la presentacion minima de
XK. Observamos también que p € X' y, por el Lema 1.4.2, p & K’ \ Ule H; = Int(X'), es
decir, p € 0K'. Como p & U~ Hi el nimero real 6 = min{e,d(p, H;) : k+1 < i < m}
es positivo. Para cada punto y € B,,(p,d) tenemos

fk’-i-l(y) > Oa' : afs(y) >0 y ferl(y) < Oa" : afm(y) <0.

Por otra parte, como p € X' = Cl(Int(X’)), existe un punto ¢ € Int(X") N B, (p, ), por lo
que q € B, (p,¢), y este punto satisface las desigualdades

fi(@) >0,...,fs(q) >0 v fsr1(q) <0,..., fm(q) <O,

como querfamos demostrar. O

Demostracion de V.1.1 sin restricciones sobre el punto exterior. Recordamos que hemos
denotado Hi, ..., H,, los hiperplanos de R™ que contienen a las facetas F1,...,F,, de K,
respectivamente. Como ya hemos demostrado el Teorema V.1.1 si p € R™\ (IK ulUir, Hi),
basta considerar el caso en que p € J;"; H; \ X. Suponemos que el punto p se encuentra en
esta situacién y, reordenando los indices en caso necesario, consideramos 1 < r; <7y < m
tales que

T1 T2 m
pe(VHin () (HS\H)n () ®R*\ H).
i=1 i=r1+1 i=ro+1

(V.1.1.13) Repetimos para este punto p la construccion realizada en V.1.1.3 para un
punto en R™\ (U™, H; UX). Denotamos por § la familia de todos los rayos R desde p que
intersecan al poliedro K. Fijamos un rayo R € § y observamos que la intersecciéon XNR es
un punto o un segmento compacto Iy = [ag, bg|, donde ag es el punto en Iy mas préoximo
a py bg es el mas alejado. Consideramos en Iy la misma relaciéon de orden introducida en
V.1.1.3. En el caso extremo en el que X N R es un punto, escribimos X N R = [ag, bg], con
ag = by, de modo que Jag, bx[ = &. Recordamos también las notaciones

R={ReF: IxNInt(K) #2} y A:={ar: ReR}

También denotamos T := Cl(A) \ A y B := 0K \ Cl(A). La misma prueba realizada en
V.1.1.4 nos proporciona el siguiente resultado:

(V.1.1.14) Sean R € § e Iy := [ax, bg] = KNR. Entonces ax, by € 0K. Mads ain, si R € R
entonces |ag, bg[ C Int(X).

Ahora, por el Lema V.1.3, existe un punto ¢ € (72, (H;" \ Hy) N, 1 (R™\ H}).
Observamos que ¢ ¢ X U J;", H;, y nuestro proximo objetivo es comparar los conjuntos
A,B y T determinados por el punto p, con los conjuntos A’, B’ y T’ determinados por el
punto ¢, cuyas propiedades han sido estudiadas en la primera parte de la demostracion de
la Proposicion V.1.1. Veremos a continuaciéon que obtenemos la mejor respuesta posible.
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(V.1.1.15) Con las notaciones anteriores, A = A’ y por tanto B =B y T =T".

Efectivamente, sea ag € A para algtin rayo R € $R desde p. La estrategia que seguimos
es la siguiente. Probamos primero que el rayo R; desde ¢ que pasa por ay interseca Int(X).
Consecuentemente, ag € XN Ry = [ag,,bx,]| y, por V.1.1.4 y V.1.1.14, lag,, b, [ C Int(XK)
y ag € OK. Por tanto, ax € {ax,,bxr, }. Veremos a continuacion que, de hecho, agx # bg,,
de donde ag = ag, € A’ y queda probada la inclusion A C A’. La inclusion en sentido
contrario se deduce de modo analogo, aunque la situacién no es exactamente simétrica,
intercambiando los papeles de las cuaternas (p, R, ag,bx) v (g, R1, ag,,bx,), por lo que no
anadimos mas detalles.

Comenzamos probando que el rayo R; desde ¢ que pasa por ag interseca a Int(X). Para
ver esto, sean fi,..., fm € R[x1,...,%,] polinomios de grado uno tales que H;" = {f; > 0}.
Comprobamos primero que f;(ag) > 0 para 1 < i < ry. Como ay € A, existe un punto
z € Int(K) N R que cumple ag < x. Por tanto, existe p > 1 tal que x = pag + (1 — p)p, y
puesto que = € Int(X), resulta

0 < fi(z) = pfilaz)) + (1 — p) fi(p)-

Pero f;(p) > 0, y por consiguiente f;(ag) > 0.

Ahora recordamos que, por 1.4.2, Int(X) = 2, (H;" \ H;) = N2 {fi > 0}, luego
debemos comprobar que Ry N2, {fi > 0} # @. Sirg +1 < i < m tenemos fi(q) <0y
para cada p > 1 el punto z := pag + (1 — p)g € Ry N {f; > 0}, ya que

fi(2) = fi(pax + (1 = p)q) = pfiar) + (1 — p)fi(q) > 0.

Sea 1 < i < rg y recordemos que f;(q) > 0. Si fi(ax) — fi(¢) > 0, para cada nimero real
positivo p > 0 el punto z := pag + (1 — p)g € Ry N {f; > 0}, porque

fi(z) = pfilar) + (1 = p) fi(q) = fi(q) + p(fi(ax) — fi(q)) > 0.

Por otra parte, si f;(ag) — fi(q) < 0 el cociente \; := fi(q)/(fi(q) — fi(ar)) > 1, puesto que
tanto f;(q) como f;(ax) son positivos, ya que 1 < i < ry. Observamos que si 1 < p < \; el
punto z := pag + (1 — p)q € Ry satisface

fi(z) = filpax + (1 — p)g) = pfilaxg) + (1 — p) fi(q) = fi(q) + p(filax) — fi(q)) > 0.

Asi, si elegimos 1 < p < A; para todo 1 < ¢ < ry tal que fij(ax) — fi(q) <0, el punto

z=pag+ (1 —p)g e RN ﬂ{fl > 0} = Ry N Int(KX).
i=1

Por ultimo, todo se reduce a comprobar que agx # bg,. Supongamos, por reducciéon al
absurdo, que ag = bg,. Como ag € A se tiene Ig = KX N R = [ag, bg] donde ax < bg. Méas
aun, ax € 0K y fi(ag) > 0 para 1 < i < rq, y esto implica que existe 7o + 1 < j < m tal
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que fj(ag) = 0. Por otra parte, existe p > 1 tal que ag = by, = pag, + (1 —p)q o, de modo
equivalente, ¢ = ?lpagg + (%)byl. Esto nos conduce a una contradiccién:

1 1 P
0> f3(0) = f;( 7= (an — paz))) = e
’ N1 -p) Y (1=p) (p—1)
Para terminar, observamos que ya hemos visto en V.1.1.12 que A’ = A, B =By T =T
satisfacen las condiciones (i), (ii), (iii) y (iv) en el enunciado de V.1.1, como queriamos
demostrar. 0

(fj(aﬂ%) - Pfj(ajh)) = fj(agzl) > 0.

Observacion V.1.4 La proposicion V.1.1 puede generalizarse a un poliedro convexo no
acotado n-dimensional mediante 1.4.17 y 1.4.18. En este caso, 9K es homeomorfo a R"~!
(véase |Bel, 11.3.8]) y, aunque A es siempre homeomorfo a la bola abierta B,,(0, 1), existen
varias posibilidades para la topologia de los conjuntos B y T. Con méas precision, depen-
diendo de la posiciéon del punto p, podemos tener:
i) B=T=2;0
(ii) Existen homeomorfismos
o1:{tn1 20} CR" 5 AUT y @i {zn1 20} CR" 1 5 BUT
tales que ¢1({za_1 > 0}) = A, g2({znt > 0}) = By @i({zn_t = 0}) = T para
1=1,2;0

(iii) Existen homeomorfismos

®1 :anl(oal) - AUT y ®2: anl(oal)\{o} - BUT
tales que ¢1(B,_1(0,1)) = A, ©2(B,_1(0,1)\ {0}) = By ¢;(9B,,_1(0,1)) = T para
i=1,2.

Para demostrar estas afirmaciones se puede usar 1.4.17, 1.4.18, V.1.1 y el teorema
clasico de Schoenflies, véase [B]. Como esta generalizacion de V.1.1 no es necesaria para el
desarrollo de nuestros resultados y su prueba resulta intrincada, no incluimos sus detalles.

V.2. El interior de un poliedro convexo n-dimensional
El objetivo de esta seccion es demostrar que el interior de un poliedro convexo de R"
es imagen regular de R™. Primero nos centramos en el ejemplo méas sencillo de poliedro

convexo acotado: el n-simplice.

Lema V.2.1 El interior de un n-simplice A es imagen regular de R™.
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Demostracion. Primero observamos que, tras un cambio de coordenadas, podemos suponer
que A es el n-simplice de vértices (1, *), 1,0,(’?‘?{“),0), donde £ = 0,...,n. Un calculo
inmediato muestra que

A={(z1,...,2n) ER": 2, >0, 1 =21 >0, 21 — 2, >0, 2<k<n} e
Int(A) ={(z1,...,2,) €R": 2, >0, 1 —21 >0, 241 —xp >0, 2< k <n}.

Hemos recordado en la Proposicion I1.3.21 un resultado obtenido por Fernando-Gamboa
[FG1, 1.6]: existe una aplicacion polindomica f; : R™ — R™ cuya imagen es el ortante abierto

n-dimensional Q,, := {x; > 0,...,x, > 0}. Si componemos f; con la aplicacion racional
fo:R" -->R", = (11 w)n—>< 1 L )
* ) AR n xl + 1’ MR xn + 1 )

obtenemos una aplicacion regular fs o f1 : R™ — R™ cuya imagen es el interior € := |0, 1["
del cubo cerrado [0, 1]™. Consideremos los polinomios

k
= HXj € R[x1,...,%,], donde 1<Ek<mn,
j=1

y la aplicacion polinémica f3 : R" — R™, x> (g1(z),...,gn(z)). Comprobemos la igual-
dad f3(C) = Int(A). En efecto, dado un punto = € € denotamos f3(x) =y = (y1,---,Yn)
y observamos que 1 —y; =1—xz1 >0e

n k—1
yn:ij>0 e yk_l—yk:(l—xk)ij>0, para cada 2 <k <n.
=1 j=1

Esto demuestra que y = f3(x) € Int(A). Reciprocamente, sea y = (y1,...,yn) € Int(A)
y consideramos el punto = = (y1,Y2/Y1,- -+, Yk/Yk—-1s- - -, Yn/Yn—1) € R™, que satisface la
igualdad f3(x) = y. Ademaés, como

0<yn <yp<yr—1 <y1 <1 paratodo 2<k<n,

se tiene 0 < 11 < 1y 0 < yr/yr—1 < 1 para cada 2 < k < n. Por consiguiente z € €, lo
que demuestra la igualdad f3(C) = Int(A).

Finalmente concluimos que la imagen de la aplicaciéon regular f3o foo fi : R — R" es
el interior del n-simplice A. O

Lema V.2.2 Sean F1,...,F,, las facetas de un poliedro n-dimensional convexo y acotado
K C R™ y para algin 1 < k < m las uniones A = Ule F, yB = U;’L:Hl JFj. Sea H; el
hiperplano de R™ que contiene a F;, para 1 < i < m. Entonces, existe una funcion racional

h:R" --» R, regular en R™\ (U"_, H; N Ujiri1 Hj), tal que:
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(i) La funcion h toma el valor 0 en A\ B y el valor 1 en B\ A.

(ii) Para cada punto p € Int(XK) se cumplen las desigualdades 0 < h(p) < 1.

Demostracion. Para cada indice 1 < i < m, sea f; € R[xy,...,%,] un polinomio de grado
uno tal que H; = {f; = 0}. La funcion racional definida por

[, fA (=)
[Ty f2(@) + T F2(2)

satisface las condiciones del enunciado. O

h:R"--»> R, 2

Observacion V.2.3 Es claro que se satisface X \ (ANB) C R™\ (Uf:1 HinUjLyy 1 Hi)

Ya estamos en condiciones de demostrar la segunda parte de la proposicion V.1 en el
caso en que K es acotado.

Proposicion V.2.4 FEl interior de un poliedro convexo acotado n-dimensional X C R™ es
imagen regqular de R™.

Demostracion. El conjunto U formado por los vértices de X contiene 1 +dimX =n + 1
puntos afinmente independientes ya que, por [Bel, 11.6.8] y [Be2, 12.1.9], K es la envoltura
convexa de Y. Procedemos ahora por induccion sobre el cardinal de . Si #Y =n + 1
entonces X es un n-simplice y, por V.2.1, Int(X) es imagen regular de R".

Sea ahora K C R™ un poliedro convexo acotado n-dimensional cuyo conjunto de vértices
¥ := {v1,...,vs} tiene s > n + 1 puntos. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que su subconjunto U’ := {vy,...,vs} no esta contenido en un hiperplano de R™. Tras un
cambio de coordenadas también podemos asumir que v; es el origen de R™. Consideramos
el poliedro convexo acotado n-dimensional X’ cuyo conjunto de vértices es U’.

Por la hipétesis de induccion Int(K') = fo(R™) donde fo : R™ — R™ es cierta aplica-
cion regular, luego basta probar que existe una aplicacion regular fi : R® — R™ tal que
f1(Int (X)) = Int(X). Hecho esto, la composicion f = fio fy : R™ — R™ también es regular
v F(R™) = Int(X).

Notese que v; € R™ \ K. Como K y X’ son, respectivamente, las envolturas convexas
de U y Y, se deducen de [Bel, 11.1.8.6] las igualdades

K_{i)\wi: Ai 20, i/\i—l} y K/—{i/%”i: i >0, iﬂi_l}-
= =1 =2 i—2

Observamos que X = {Ap: p€ X', 0 < X < 1} porque v; es el origen. Méas atn, es facil
comprobar que

Int(X) = {zs:)\ivi A >0, zs:)\i = 1} e Int(X') = {zs:,uivi s >0, zs:ui = 1}.
i=1 i=1

=2 =2
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En particular, Int(X) = {Ap : p € Int(X’), 0 < XA < 1}. En lo que sigue utilizaremos las
notaciones introducidas en V.1.1.13. Sea fR la familia de todos los rayos R que intersecan
Int(X') y sea Iy := X'NR = [ag, bg], donde ax es el punto de I mas proximo a vy y by el
maés distante. Por V.1.1.14, ag, bg € 0K y Jag, bx[ C Int(X') para todo R € R. Advertimos
que Int(X') = Ugemlar, bz, y por tanto Int(X) = (Jpen]O0, bz[, donde |0,bx[ = {\bx : A €
10, 1[}.

Sean A’ B’ y 77 los conjuntos definidos en el Teorema V.1.1 correspondientes al punto
v1 y el poliedro X', y sean F),...,F las facetas de K'. Por V.1.1 (iii), podemos suponer
que existe un indice 1 < k < m tal que Cl(A") = Ule F;, CUB) =UL 1 Ty

j=k+1
k m
T=Ccu)na@)=J |J Fing.
i=1j=k+1

Por el Lema V.2.2 y la Observacion V.2.3, existe una funcién racional h : R™ --» R, regular
en X'\ 7', tal que h|lgs =0, hlgr =1y 0 < h(p) < 1 para cualquier punto p € Int(X’). La
restriccion al conjunto XK'\ I/, que contiene a Int(X'), de la aplicacion racional

fi:R" - R" z = (x1,...,25) = (v1h(2),...,zoh(2)),

es regular y cumple que fi(Int(X’)) = Int(XK). Para probar esto consideramos un rayo R €
R y recordamos que X' NR = [ax, bg], donde ag € A’y by € B’ (véase V.1.1.5 y V.1.1.15).
Como fi(ag) = v1, fi(bg) = bz y h(Int(X')) C ]0,1], se deduce que fi(Jag,bz[) = ]0, bx.

En consecuencia,

A7) = £ Jax,bal) = U Al Jas,bal ) = (10, bal = nt(),

ReR ReR ReR

lo que completa la demostracion. ]

El Lema [.4.18 junto con la Proposiciéon V.2.4 nos permiten probar la segunda parte
del Teorema V.1, suprimiendo la condicién de acotacion del poliedro.

Corolario V.2.5 Sea X C R" un poliedro convero n-dimensional. Entonces Int(X) es
mmagen regular de R™.

Demostracion. Suponemos primero que X es no degenerado. Entonces, en virtud del Lema
1.4.18, existen un poliedro convexo acotado y no-degenerado X’ y una aplicacién racional
h : R™ --» R™ que es regular en Int(X') tal que h(Int(X’)) = Int(X). Por la Proposicion
V.2.4, existe una aplicacion regular g : R — R™ con g(R") = Int(X’) y deducimos que
f=hog:R"— R" es una aplicacion regular cuya imagen es Int(X).

A continuacion suponemos que X es degenerado. Entonces, por el Lema [.4.13, X = R",
y en tal caso K es trivialmente imagen regular de R™ o, tras un cambio afin de coordenadas,
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existen un indice 1 < k < n — 1 y un poliedro convexo no-degenerado P C R** tales que
X = RF x P. Observamos que n = dim(X) = dim(R¥) + dim(?P), es decir, dim(P) = n — k.
Notamos también que Int(X) = R¥ x Int(P). Aplicamos ahora lo que acabamos de probar
al poliedro convexo no-degenerado (n — k)-dimensional P C R ¥y deducimos que existe
una aplicacién regular hy : R"* — R"* cuya imagen es Int(P). Por consiguiente, la
aplicacién regular

fi:R*=RF xR 5 RP=RF x R™*, (y,2) = (y,h1(2))
satisface la igualdad f;(R™) = R¥ x Int(P) = Int(X). O

V.3. Poliedros convexos n-dimensionales.

El objetivo de esta seccion es demostrar la parte que falta por probar del Teorema
V.1, es decir, que un poliedro convexo n-dimensional en R™ es imagen reqular de R™. Para
demostrar esto, el resultado clave, junto con el Corolario V.2.5, es el siguiente:

Lema V.3.1 Sean X C R"™ un poliedro convezro acotado n-dimensional y € una cara de XK.
Sea Y C 0K tal que ENY = &. Entonces, existen una aplicacion racional f : R™ --» R"
y un conjunto algebraico Z C R™ tales que Z N K = 0&, que es vacio si dim(E) =0, y

(i) La aplicacion f es regular en R™\ Z.
(ii) Se cumple la igualdad f(Int(K)UY) =KUY Ulnt, €.

Supongamos que ya hemos demostrado el Lema V.3.1 y probemos la siguiente

Proposicion V.3.2 Todo poliedro convexo no degenerado n-dimensional X C R™ es ima-
gen reqular de R™.

Demostracion. Suponemos primero que K no es acotado. Tras un cambio afin de coor-
denadas, podemos suponer, por el Lema 1.4.17, que X esta en posiciéon FU. Por el Lema
[.4.18, existen un poliedro convexo acotado n-dimensional X' C R", una cara & de X’
y una aplicacion racional h : R™ --» R™ cuya restriccion a X'\ & es regular y satisface
h(X'\ &) =X.

(V.3.2.1) Asi, para probar la proposicion es suficiente demostrar: Si K C R™ es un poliedro
convezo acotado n-dimensional y Eg es el conjunto vacio o una cara de K, entonces existe
una aplicacion regular f: R™ — R™ cuya imagen es K\ Ep.

En efecto, para cada 0 < d < n — 1 sea & la familia formada por aquellas caras de K
de dimensién < d no contenidas en gy €_; = J. Recordamos que si € es una cara de K
entonces & C g o EgNInty, € = @.
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Definimos ahora, para 0 < d < n — 1, el conjunto semialgebraico

K (a) ::(J<\80)\< U 8):Int(fK)U U U e

cety1 d<k<n-—1 SEQS)C\@]C,1

Obsérvese que K = K\ €. En virtud de la Proposicion V.2.4, existe una aplicacion
regular f, : R" — R” tal que f,(R") = Int(X) = X(,). Probaremos que para cada entero
0 < d < n —1 existe una aplicacién racional f; : R" --» R" cuya restriccion a K41y es
regular, tal que fd(JC(dH)) = K(g)- Visto esto, la composicion f = fpo---o f, : R" = R"
es una aplicacion regular cuya imagen es X \ €g, y habremos terminado la demostracion.

Primero fijamos 0 < d < n — 1 y observamos que K \ K411y = Uﬁeed\ed,l Int, €.
Escribimos €441 \ €q = {€1,...,&r}, y sabemos que Int, ;N E; = @ si i # j. Mas aun,
Kagrnné& =YiN& =g parai=1,...,r, donde

i—1
Y; = (K(gsny \ Int(X)) U | Inty €5 C 9K
j=1

Ahora, para cada 1 < i < r existen, por el Lema V.3.1, un conjunto algebraico Z; C R™ tal
que Z; NK = 9&; C K\ K(a), y una aplicacion racional g; : R" --» R™ cuya restriccion a
R™\ Z; es regular y satisface g;(Int(X)UY;) = Int(K)UY;UInt, &;. Por tanto, la composicién
Ja=gro---0g1:R" --» R" es una aplicacion racional cuya restriccion a K1) es regular
y satisface

fa(Kayn) = Int(X) UY, Ulnty & = K(grq) U | Inty & = Ky,
i=1

como queriamos ver. O

Una consecuencia inmediata de la Proposicién V.3.2 es la demostracion de la parte que
falta por probar del Teorema V.1:

Corolario V.3.3 Todo poliedro convexo n-dimensional X C R"™ es imagen reqular de R™.

Demostracion. A la vista de la Proposicion V.3.2 podemos suponer que X es degenerado.
Asi, por el Lema [.4.13, X = R", y en tal caso X es trivialmente imagen regular de R"
0, tras un cambio afin de coordenadas, existen 1 < k < n — 1 y un poliedro convexo no
degenerado P € R™* tales que K = R¥ x P. Por la Proposicion V.3.2, existe una aplicacion
regular g : R** — R"™* cuya imagen es P. En consecuencia, la imagen de la aplicacion
regular

fRP"=RF xR 5 R =RF x R*"*, (y,2) = (y,9(2))

es RF x P =K. O
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0 =0r

Figura V.3.1: Un 2-andamio de la faceta € en un poliedro tridimensional.

Por consiguiente, para completar la demostracion del Teorema V.1 s6lo falta demostrar
el Lema V.3.1. Para ello, necesitamos introducir algunos conceptos y resultados nuevos.
Un d-andamio de una d-cara € de un poliedro convexo acotado n-dimensional KX C R” es
una variedad topoldgica con borde semialgebraica I', semialgebraicamente homeomorfa a
&, tal que Int, I' C Int(X) y OI' = 0€.

Lema V.3.4 Sean KX C R™ un poliedro convexo acotado n-dimensional y € una de sus
d-caras. Denotamos y = (x1,...,%q), 2 = (Xd+1,---,%n), Y SUPONEMOS que:

(i) El poliedro X estd contenido en el semiespacio {x, > 0}, y el hiperplano {x,, = 0}
contiene una faceta de XK.

(ii) Bl subespacio afin que contiene a & es W :={xg41 =0,...,2, = 0}.

Sean ahora q = (q1,...,qn) € Int(X) y a; := q;/qn para cada d+ 1 < i < n. Entonces,
existen una funcion racional f : R™ --» R y un polinomio P € R[xy,...,xq] = R[y]
positivo sobre Inty, € e idénticamente nulo en OE, tales que:

(iii.1) El conjunto semialgebraico
I':= {(y’ad-‘rlp(y)v e -vanflp(y)’P(y)) € Rd X Rn_d : (y7 0) € 8}

es un d-andamio de la d-cara € contenida en el subespacio afin generado por & U {q}.
Ademds, la restriccion a I' de la proyeccion

7:R" = R" == (x1,...,2,) — (21,...,24,0,...,0) = (y,0)

es un homeomorfismo semialgebraico entre I' y €.

iii.2) FEziste un conjunto algebraico Z C R™ tal que X N Z = JE y restriccion flrn\z
\
es reqular.

(iii.3) La funcion f satisface las igualdades f|ps\pe =1 ¥ flnt, T = 0.
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(iii.4) Para cada punto p € Int(X) \ Inty I' se cumple 0 < f(p) < 1.
(iii.5) Si dim(€) = 0, entonces Z = @.

Demostracion. Notese en primer lugar que los cocientes a; = g;/qy estan bien definidos
para cada d + 1 < i < n, pues ¢ € Int(X) C {x,, > 0}. Observamos también que W puede
escribirse como

W ={xq11 — agr12n, =0,..., 21 — ap_12, =0, x, = 0}.

Sea 9 := {Hy,...,H,} la presentacion minima de X y sean f; € R[xy,...,x,], para
1 <¢ < m, polinomios de grado uno tales que H j’ = {fi > 0}. Observamos que

E=KNW ={(y,0) eR* xR"*=R": fi(y,0)>0, 1 <i<m}.

(iii.1) Tras reordenar los indices {1, ..., m} en caso necesario podemos suponer la existencia
de un indice 1 < r < m tal que los polinomios ag(x1,...,%x4) = fr(x1,...,%4,0,...,0) no
son idénticamente nulos exactamente para 1 < k < r. Méas atn, como X es acotado, 0 no
pertenece a todas las facetas de K y por tanto existe al menos un indice 1 < j < m tal
que f;(0) > 0. En consecuencia,

E=KXKNW ={(y,0) e R": ar(y) >0, 1 <k<r}.

Hacemos ahora a = (ag41,-..,y) y para cada entero M > 0 consideramos el polinomio
I
PM(Xl Xd) _ Hk:l ak(xla v 7Xd)
Y M

y el conjunto semialgebraico

Py ={z=(y,2) ER"XR": ay(y) 20, z = a;Pu(y),
1<k<r, d+1<i<n}={(y,aPu(y)) € R": (y,0) € E}.

Afirmamos que:
(V.3.4.1) T : =Ty es, para M suficientemente grande, el d-andamio de € que buscamos.
En efecto, la restriccién a I'p; de la proyeccion

m:R" > R", o= (x1,...,2,) — (21,...,24,0,...,0) = (y,0)

induce, para cada M > 0, un homeomorfismo semialgebraico entre I'; y €. Por tanto,
Oy =A{(y,aPu(y)) e R": (y,0) € 9€}, y como 9€ = & N Y;_,{ar = 0}, la restriccion
Pyrlse = 0. Por consiguiente, al ser € C {441 =0, ..., 2z, = 0}, deducimos que 9T'y; = JE.

Para demostrar que I' es un d-andamio de € hemos de comprobar que:
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(V.3.4.1.3) Int, 'z C Int(X) para M suficientemente grande.

Observamos inicialmente que
Inty Tpy =Tar \ Oy =Tar \ 08 = {(y, aPu(y)) € R™: (y,0) € Inty &} C {z, > 0}.

La tltima inclusion se debe a que para cada punto (y,0) € Int, € el producto ai(y) - - - a,(y)
es positivo, y por tanto la n-ésima coordenada z,, de = € Int, I'j; es también positiva. Para
todo 1 <7 < m definimos

Ai(le -y Xd, Xn) = fi(xla sy Xy Olg1Xmy - e e 7an—lxnaxn) c R[Xb LR Xd7XTL]>

y observamos que para cada 1 < k < r existe by, € R tal que Ax(y,x,) = ar(y) + bgnxn.
Por otra parte, fi(x1,...,%4,0,...,0) =0 parar+1<i<m,y asi A;(y,x,) = binx, para
algin b;, € R. De hecho, b;,, > 0 para r + 1 < ¢ < m. Para comprobar esto observamos
que ¢, > 0 puesto que ¢ € Int(X), y también que

bintn = Ai(q1; - - 4d, @) = fi(g) > 0.
El subespacio afin V' generado por € U {q} es
Vi={xeR": z; = ajzy, paratodo d+1<i<n-—1},
Como el hiperplano {x,, = 0} contiene una faceta de X C {z,, > 0}, deducimos que

VNnK={z=(y,2) e R": z, >0, Ax(y,zn) = ar(y) + bgnzn > 0,
Ti =Ty, 1<k<r, d+1<i<n-—1}

Es mas, un célculo sencillo muestra que

VNnInt(K) ={z = (y,2) e R": z,, >0, Ax(y,zy) = ar(y) + bgpzn > 0,
Ti =&y, 1<k<r, d+1<i<n-—1}

Observamos ahora que si z = (y, z) € {z, = Py (y)}, entonces

T a; bkn iztk &
%H}\zj(y) :ak(y)<1+ W)

Como X es acotado también es compacto, luego existe My > 0 tal que si M > My, entonces

brn Hi;ﬁk ai(y)
M

Ak(y, xn) = ak(y) + bpny = ak(y) +
1+ > (0 para cada punto z = (y,2) € X ycada 1 <k <r.

Fijamos M > My y observamos que si z = (y,2) € XN {x, = Py (y)} tenemos

Ap(y, zn) >0 (resp. Ag(z) > 0) siy solosi ag(y) >0 (resp. ag(y) > 0).



V. Poliedros convexos como iméagenes regulares de R” 199

En consecuencia,
VNXn{z, =Puy)} ={z=(y,2) eR": Pul(y) >0,
Ar(y, n) = ar(y) + bknPru(y) >0, 23 = a;Pyu(y), 1 <k <r, d+1<i<n}
={z=(y,2) €R": ar(y) 20, &, = ;Py(y), 1 <k<r, d+1<i<n},

es decir VNKN{z, = Py(y)} =T, y esto en particular implica que I'y; C V. Mas atn,

VNnInt(K)N{z, = Py(y)} ={z € R": Py(y) >0,
Ap(y, xn) = ar(y) + bpnPrr(y) >0, 23 = o Py (y), 1<k <r, d+1<i<n}
={z eR": ax(y) >0, z; = ;Py(y), 1<k <r, d+1<i<n}=Int, Ty,

y asi Inty I'yy C Int(X). Recordemos que OI'y;y = 0E C 9K y por tanto I'j; N 0K = 9E.

(V.3.4.1.4) Finalmente, denotando x = (y, z) consideramos el polinomio

n

9@ =@+ Y (x5 - ;Pu(y)® € Rxa,...,x).
=1

j=d+1

La funcién racional cuya existencia asegura el enunciado es,

_ Yiean(® — aPu(y)?
f(X) - g(X)

€ R(le' : 'axn)7

mientras que Z := {x € R" : g(x) = 0} es el conjunto algebraico cuya existencia se afirma
en el apartado (iii.2). Evidentemente la restriccion f |rn\z es regular.

Recordemos que 0K = X N {z € R" : [[;~, fi(x) = 0}. Por tanto, como Int, I'; C
Int(XK) y 'y = 0€ C 9K, tenemos

m
KﬂZ:KO{xER”: Hfi(x):O}ﬂ{xeR”: rj =ojPy(y), d+1<j<n}
i=1
IaxﬁVﬂ{:Un :PM(y)} =0X NIy =0€¢.
Una comprobacién inmediata muestra que esta funcion f y el conjunto algebraico Z satis-
facen las condiciones (iii.2), (iii.3) y (iii.4) del lema.

(iii.5) Por tultimo, si dim(€) = 0 entonces & = {0} y I'yy = Inty I'yy = {p} es un punto
contenido en Int(X). Por ello,

Z={p}n(Hi CInt(X) N (| Hi = @,
=1 =1

como queriamos demostrar. U
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Lema V.3.5 Sean X C R"™ un poliedro convero no degenerado n-dimensional y v un
vértice de K. Entonces, tras un cambio afin de coordenadas, podemos suponer que:

(i) El vértice v es el origen de R™.
(ii) Las intersecciones F; := K N {x; = 0} son facetas de K para cada 1 < i < n.
(iii) Para cada 1 < k < mn —1, la interseccion & := K N{xgy1 = 0,...,2, = 0} es una
cara de K, y para cada 1 < j < k las intersecciones

XN{z; =0, z4p41 =0,...,2, =0}

son facetas de Ey,.

(iv) % € (Y, {: > 0}.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. Si n = 1 podemos suponer, tras un
cambio afin de coordenadas, que v =0 € Ry XK es [0,1] o [0,+0c0], y las afirmaciones se
cumplen trivialmente. Suponemos el resultado cierto para n—1y comprobamos que también
lo es para n. Sea F una faceta de X que contiene a v. Tras un cambio afin de coordenadas
en R™ podemos suponer que el hiperplano de R™ que contiene a F es H := {x, = 0}.
Observamos que P := K N {z, = 0} es un poliedro convexo y no degenerado (n — 1)-
dimensional contenido en H = R"~! x {0} y que tiene a v como uno de sus vértices. Por
la hip6tesis de induccién, existe un cambio afin de coordenadas en R*~! x {0} tal que

(i) El vértice v es el origen de R"™.
(ii) Las intersecciones G; := P N {x; = 0} son facetas de P para cada 1 <i<n —1.
(iii) Para cada 1 < k <n — 2, la interseccion &, := PN{zt1 =0,...,2,1 = 0} es una
cara de P, y las intersecciones {z; =0, x441 =0,...,2,-1 = 0} NP son facetas de
L paraj=1... k.
(iv) P © 5 (o > 0.

Por [Be2, 12.1.5], las facetas de P son intersecciones con el hiperplano H de aquellas
facetas de K que intersecan H. Por tanto, existen hiperplanos H; de R™ generados por las
facetas F; de X tales que cada faceta G; de P es de la forma PN H;, parai=1,...,n— 1.
De aqui que

Kﬂ{xn:O}QHZ':TQHZ':Si:ipﬂ{xi:O}:fKﬁ{xi:O, xn:O}.

Como X N{x; =0,x, = 0} es una faceta de P su dimension es n — 2, luego la interseccion
H;n{z, =0} = {z; =0, z,, = 0} y existen ntumeros reales a; € R tales que los hiperplanos
H; ={z; —ajx, =0} paral <i<mn-—1.

Deducimos que ﬂ?z_ll H;, = {t(a1,...,an—1,1) : t € R}. Tras un cambio afin de coor-

denadas que deja fijo el hiperplano {z,, = 0} y transforma el vector (ay,...,an—1,1) en
el vector (0,...,0,1), podemos suponer que H; = {z; = 0} para cada 1 <i <n —1. Es
mas, tras cambiar el signo de la variable x,, si es necesario, podemos suponer, ademés, que
K C {x, > 0}. Se cumplen por tanto las cuatro condiciones del lema. g
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Lema V.3.6 Sean ¢ > 0 un ndmero real y KX C R™ un poliedro convero n-dimensional no
degenerado tal que:

(i) El origen es un vértice de K.
(ii) Las intersecciones F; := K N {x; = 0} son facetas de K para 1 <i < n.
(iii) Para cada 1 < k=1 <mn—1, la interseccion & .= KN {xkr1 =0,...,2, = 0} es
una cara de X y las intersecciones {x; =0, zp41 =0,...,2, = 0} N K son facetas
de & para j=1,... k.
(iv) K C {x1 >0,...,2, > 0}.

Entonces, para cada i =1,...,n existe un punto
D € (:Ki,x N {$i+1 =0,...,2p = 0} N Bn(O,E)) \fK

tal que el subespacio afin de R™ generado por p1, ..., pn tiene dimension n—1 y no interseca
al ortante cerrado n-dimensional {z1 > 0,...,z, > 0}.

Demostracion. Argumentamos por inducciéon sobre n. Sin = 1, X = [0,a] para cierto
a> 00X =[0,+00[, y basta emplear el punto p; = —e/2 para conseguir lo propuesto.
Suponemos probado el resultado para n—1 y comprobamos que también lo es para n. Para
ver esto, consideramos el poliedro P = X N {z, = 0}, que satisface condiciones analogas
a (i), (ii), (iii) y (iv) en el caso (n — 1)-dimensional, y definimos F, := P N {z; = 0} =
KNn{x; =0, x, =0} para todo 1 <i < n — 1. Por la hipdtesis de induccion, para cada
1 <17 <n—1 existe un punto

Di € ({-Pi,x N {xiﬂ =0,...,2p1 = 0} N (Bn(0,€) N {(En = 0})) \ P,

tal que el subespacio afin L, de {z, = 0} generado por {p1,...,pn—1} tiene dimension
n—2,y L,_1 no interseca al conjunto semialgebraico {z; > 0,...,2,—1 > 0, =, = 0}.
Observamos que

Ti,x M {$i+1 = O,. ey Tp—1 = 0} = ‘(Kz',x N {!Ti-i-l = 0, , Tp—1 = 0, Ty = 0}
y, por consiguiente, para 1 <7 < n — 1 tenemos
Di € (j{i,x N {:L’i+1 =0,...,2p-1 =0, z, = O} N Bn(0,€)) \9{

Como {z, = 0} N XK es una faceta de K que contiene el vértice v =0y X C {z, > 0},
existe un punto p, € K, x N By (0,¢) \ K =K, « N1 B,(0,¢) N {x, < 0}. Las coordenadas
del punto p, = (pin, . .., Pnn) satisfacen piy, > 0,...,pp—1n > 0y Ppn < 0, puesto que

n—1
Knx N {zn < 0} C [\{zi > 0} N {2, < 0}.
i=1
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Como los puntos {p1,...,pn—1} C {z, = 0} son afinmente independientes, el subespacio
afin L,, de R™ generado por {pi,...,p,} tiene dimension n — 1. Para concluir solo falta
comprobar que L, N {x; >0,...,z, > 0} = &. En efecto, nétese que

L,={(1=XNg+Apn:q€ Lp_1,A€R}

y suponemos que existe z € L,N{x1 > 0,...,2, > 0}. Asiz = (21,...,2,) = (1=N)g+Apn
para cierto punto ¢ := (q1,...,qn—-1,0) € Ly—1 y A € R. De hecho A < 0 pues 0 < z, = Apnn,
y Pnn < 0. Por otro lado, como L,_; es un subespacio afin que contiene a ¢ y no interseca
al conjunto {z1 > 0,...,2,—1 >0, z, = 0}, existe 1 < i <n — 1 tal que ¢; < 0. Por ello
zi=(1=XN)gi+Apin <0, pues A <0, pin, >0y ¢ <0.Asi, z€ R"\{z; >0,...,2, >0},
que es una contradiccion. De aqui L, N {z; > 0,...,x, > 0} = &, lo que termina la
demostracion. g

En lo que sigue denotamos por W la direccion del subespacio afin W C R", es decir,
el subespacio vectorial de R™ paralelo a W.

W

T

Figura V.3.2: Proyeccion 7 (p) del punto p € K sobre la cara &.

Lema V.3.7 Sean KX C R™ un poliedro convexo n-dimensional y & una cara d-dimensional
de K para algin 0 < d < n —1. Denotamos W el subespacio afin de R™ generado por E.
Entonces, existen n — d puntos afinmente independientes p1,...,pn—q € R™ tales que:

(i) El subespacio afin L generado por los puntos {p1,...,pn—q} satisface WnL= {0},
WNL=2y(L+W)NK=2.

(ii) Para cada punto p € K, el (n—d)-simplice [p,p1,...,pn_d] interseca a & exactamente
en un punto.
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(iii) [p,p1y---sPn—a)NE CInty & si y sdlo sip e K\ IE.

Demostracion. Observamos en primer lugar que, aplicando [Be2, 12.1.5| recursivamente,
existen facetas F), ..., F, de X tales que 9 = ENJ;_, F7.

(V.3.7.1) Para cada 1 < i < s denotamos por H, el hiperplano de R™ que contiene a
F;, y por HZ& el semiespacio cerrado de R™ determinado por H] que contiene a K. Sean
qo € Inty € y ¢ = min{d(qo, H}) : 1 < i < s}, que es positivo pues qo & J;_; H]. Al ser
dim(X) = n, existen q1, ..., qn—q € Int(X) tales que el subespacio afin V' de R™ generado

POr q0,q1,---,qn—q tiene dimension r = n —d y €NV = {g}. Tras un cambio afin
de coordenadas podemos suponer que V = {z,41 = 0,...,2, = 0}. Sea P =KNVy
advertimos que Inty[qo, g1, ..., ¢n—q] C Inty P es un subconjunto abierto de V. Por tanto,

V es el subespacio afin de R™ generado por P e Int, P = Inty (P). Mas atn, ENV = {q}
es una cara de P,y qo es uno de sus vértices. Ademas

Int, ® = P\ 9P = P\ 0K C Int(X).

Para comprobar estas altimas afirmaciones, basta observar que P = X NV y aplicar [Be2,
12.1.5-7] recursivamente.

(V.3.7.2) Para simplificar la notacion, en lo que sigue identificamos V = R" x {0} = R".
Por el Lema V.3.5, tras un cambio afin de coordenadas en R" x {0} podemos suponer que

(1) El punto g es el origen de R™.

(2) Las intersecciones G; := P N {x; = 0} son facetas de P para cada 1 <i <r.

(3) Para cada 1 < k < r — 1, la interseccion &, := PN {xgs1 = 0,...,2, = 0} es una
cara de P y las intersecciones R; = {z; = 0} N &, N P son facetas de & para todo
1<) <k

(4) P Mizy{w:i = 0}

Observamos que, por |Be2, 12.1.5], las facetas de P son intersecciones de las facetas de K
con V. Ademas, todas las facetas de K que contienen el punto ¢g € Int, € también contienen
a &, puesto que € es una cara de XK. Asi, las facetas §; de P consideradas anteriormente

son intersecciones de P con facetas F; de K que contienen a £. Ademaés, el hiperplano de
V' generado por G; es {z; =0} N V.

Podemos suponer, tras un cambio de coordenadas que deja fijo V', que el subespacio
afin d-dimensional W viene dado por W := {z; =0, ..., 2, = 0}. De este modo, como la
union WU ({z; = 0} NV) esta contenida en el hiperplano H; de R™ que contiene a F; para
cada 1 < i <r se tiene W + ({z; =0} N V) C H;, y esto implica que H; = {z; = 0} para
1<i<r.Esméas, X C {z1 >0,...,2, > 0} puesto que K esta contenido en {x; > 0} o
en{z; <O0}paral<i<r,y@#PcCcXn{xy>0,...,2, >0}
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(V.3.7.3) Por el Lema V.3.6 existe, para cada 1 < i < r, un punto’
pi € (Pix N{ziz1=0,...,2, =0} NB,(0,e)NV)\PCV

tal que el subespacio afin L C V generado por pi, ..., p, tiene dimension r—1=n—-d—1
y no interseca el conjunto semialgebraico {x; > 0,...,2, > 0} N V. Observamos que
Pix =XKix NV, y por tanto,

pi € (KixNVN{zig1=0,...,2, =0} \ (KXNV) paracada 1 <i<r.

Mas ain, como P =X NV C {x1 >0,...,2, >0} NV y L C V no interseca al poliedro
P, deducimos que L N K = @. Ademas, dado que d(p;,qo) < € para 1 < i < r, el punto
Qo € Nz (Hi7\H]) y

e =min{d(q, H;) : 1<i<s}=min{d(q,(R"\H")UH]): 1<i<s},
se sigue que {p1,...,p,} C iz (H;T \ H}). Observando también que

V:{SUT_H :0,...,.77”:0} y p; € (fpi,xﬂ{le :0,...,$r:0})\ﬂ)c‘/,

tenemos p; = (p1i - - -, Pi—1,i, —Piis 0,...,0), donde pj; > 0 para 1 < j <i—1y py > 0.

Notese que L no interseca a W = {1 =0,...,z, =0} y LNW = {0} porque L C V
yVAW = {0}. Ademas, L + W no interseca a K, puesto que X C {z1>0,...,2, > 0},
W={x;=0,...,2, =0} y LN {xy >0,...,2, > 0} = &. Asi, el subespacio afin L
satisface la condicion (i) del enunciado del lema.

(V.3.7.4) Comprobamos ahora que para cada punto p := (y1,...,yn) € K, el simplice
[p,p1,...,pr] interseca a € exactamente en un punto. En efecto, consideramos la ecuacion

T
~(W1s - yn) =—P=>_Api—q
i—1

, (V.3.1)
= Z )\i(plia <oy PDi—1,i5 —Dii, 07 v 70) + (07 (T)v 07 67"—"-17 e 7/8n)7
i=1
donde ¢ := (0, .(’.’)., 0, —fBr+1,-..,—Pn) es un punto genérico de W. La ecuacion anterior es
equivalente a un sistema triangular de ecuaciones lineales, con una tnica solucién que de-
nominamos (A, ..., Ar, Brt1, ..., Bn), ya que la matriz de coeficientes tiene rango méaximo

n. Como ademas p;; > 0y cada pj; > 0 paral < j <i—1,sesigue que \y > 0,..., A > 0.
Por tanto g =1+ ;_; A\; > 0. Si escribimos pg = 1/py i = Ni/pparal <i=1<r,
obtenemos

T T
q
q = = Hop > pipi, donde > p; =1y cada p; > 0.
=1 =0

Wer V.3.7.1 para la definicién de € > 0y H] parai=1,...,s.
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ASia q, € [p7p17 s 7p7"] nNw.
Sea {Hi,...,Hp} la presentacion minima de K. Como p € KX y p; € ﬂ;ﬁ:rﬂ Hj para
1 <i <r, deducimos que ¢’ € [p,p1,...,pr] C ﬂ;«n:TH H;r Por tanto,

m a m
dewn (| H c({m=01n (] Hf =X,
j=r+1 i=1 j=r+1

yq € WNXK = &. Asi pues, [p,p1,-..,pr]NE # T; y, de hecho, esta interseccion es un tnico
punto puesto que el sistema formado por las ecuaciones (V.3.1) tiene una tnica solucion,
como ya hemos observado previamente. Esto demuestra la afirmacion (ii) del enunciado.

(V.3.7.5) Para terminar, demostraremos que [p,pi,...,p,]NE C Inty, € si y solo si p €
K\ 0€. Es claro que si p € &, entonces p € [p,p1,...,pr] NE\ Inty €. Suponemos ahora
que p € X\ 9€ y comprobemos que {¢'} = [p,p1,...,p,] N E C Inty €.

Distinguimos dos casos. Suponemos primero que p = (y1,...,yn) € X \ €. Entonces
existe un indice 1 < j < r tal que y; > 0. Por tanto, la solucién (A1,..., A, Bry1,. .., Bn)
de la ecuacion (V.3.1) satisface Ai,..., A\, > 0y A; > 0; de aqui que p1,...,0, > 0y
p; > 0. Recordamos también que pig = 1/p > 0 (ver V.3.7.4) y p; € (", (H," \ H}) para
1 <4 <r (ver V.3.7.3). Empleando esta informacién probamos a continuaciéon que:

r s
q
q = 0 Hop + Z,U«ipi € ﬂ(Hzlj \ Hy).
=1 k=1

En efecto, sea fi € R[xy,...,x,] un polinomio de grado uno tal que H; = {f, > 0};
entonces, H," \ Hy = {fi, > 0}. Como di—otj=lypeXcC Niei (H; T\ H}), tenemos

fi(d) = fr (Mop+ Z,uipi) = pofe(p) + Y pife(pi) > pi fr(ps) > 0,
=1 i=1

para 1 <k <s. Asi, ¢ € €\ U;_; Hr = Inty E.

En el caso en que p € Int, €, la unicidad de la solucion de la ecuacion (V.3.1) implica
que la interseccion [p, p1, ..., pn—q] NE = {p} C Int, €. Queda asi probada la parte (iii) del
enunciado, y hemos terminado la demostracion. O

Corolario V.3.8 Sean X C R"™ un poliedro convexo n-dimensional y €& una cara d-
dimensional de X para algin 0 < d < n—1. Sea W el subespacio afin de R™ generado por
E. Entonces, existe un subespacio afin L C R™ de dimension n —d—1 tal que LNW = @,
LAW ={0} y XN (L+W) =@, y la proyeccion 7 : R* \ (L + W) — W de centro L y
base W satisface:

(i) wle =ide y 7(K \ 0€) = Inty, €.
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(ii) Para cada p € K, existen ¢ € L y A € [0,1] tales que m(p) = Ap+ (1 — N)q.

Demostracion. En primer lugar existen, por el Lema V.3.7, n — d puntos afinmente inde-
pendientes p1,...,pn_qg € R™ tales que:
(1) El subespacio afin L generado por pi,...,pp—q satisface LOW = {0}, LNW =g
yKN(L+W)=02.
(2) Para cada punto p € X la interseccion del (n — d)-simplice [p, p1,...,pn—q] con la
cara € consiste, exactamente, en un punto.
(3) [p,p1y---,Pn—a) NE C Inty € siy solosipeXK\IE.

Se desprende directamente de la definicion que w(z) = ({z}+L)NW, donde {z}+ L denota
el subespacio afin de R™ generado por x y L. Observamos que {7(p)} = [p,p1, ..., Pn—a]NE

para cada punto p € X, y por tanto existen Mg, A1, ..., An_g > 0 tales que
n—d n—d
dDAi=1y wp)=Xlp+Y i
i=0 i=1

Ahora distinguimos dos posibilidades: si A\g = 1, entonces 7(p) = p. Por otra parte, si
Ao # 1, definimos

n—d n—d

O<p=> N=1-X<1, pm=X\X/p y g=> mpi€L.
=1 =1

En cualquier caso m(p) = Aop + (1 — A\g)g, donde 0 < A\p < 1. Un célculo directo muestra

que la proyeccion central w: R™ \ (L + W) — W satisface 7|¢ = ide y (K \ 0€) = Inty €,
como querfamos ver. O

Estamos ya en condiciones de demostrar el Lema V.3.1.

Demostracion del Lema V.3.1. En lo que sigue, denotamos d = dim(€&).

(V.3.1.1) Sid =0, entonces & = {v} = Inty € es un vértice de K y 9€ = &, por lo que
elegimos como Z el conjunto vacio. Consideramos la aplicaciéon 7 : R” — R", p — v. Por
el Lema V.3.4, existen una funcién regular g : R” — R y un punto ¢ € Int(X) tales que
glax =1, g(q) =0y 0 < g(p) < 1 para todo p € Int(X) \ {¢q}. Asi, la aplicacion regular

[iR" =R p— g(p)p+ (1—g(p)v

cumple lo requerido. En efecto, observamos que flox = idgx y f(¢) = v. Ademaés se
satisface la igualdad f(Int(X) \ {¢}) = Int(X). La inclusion f(Int(X) \ {¢}) C Int(X) se
sigue de inmediato de |Bel, 11.2.4]. Reciprocamente, sea a € Int(X) y consideremos la
recta L que pasa por los puntos v y a. Sea b € 9K el punto tal que KX N L es el segmento
[v,b] de extremos los puntos v y b. Suponemos primero que este segmento no contiene a gq.
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Por [Bel, 11.2.4], el segmento abierto Jv,b[ C Int(XK). Ademas, como f(v) = v, f(b) = b,
y el segmento [v,b] es convexo, la imagen de la restriccion fl, 5 @ [v,0] — K es [v,b]. Asf,
existe un punto a’ € v, b[ C Int(X) tal que f(a’) = a, y por tanto Int(K) C f(Int(K)\{q}).
Por otra parte, si ¢ € [v,b] usamos un argumento similar sustituyendo el segmento [v, b]
por [g,b]. Por tanto, para cada subconjunto Y C 9K se tiene

fIt(K)UY) =Int(K)UY U{v} =Int(X)UY Ulnt, &,
lo que resuelve este caso. O

(V.3.1.2) De aqui en adelante suponemos que 1 < d < n—1. Denominamos W al subespacio
afin de R™ generado por €. Por el Corolario V.3.8, existe un subespacio afin (n —d — 1)-
dimensional L de R™ tal que

LW =2, LnW ={0}, XN(L+W)=o

y la proyeccion m : R \ (L + W) — W de centro L y base W satisface la condiciones:
(1) wle =ide y (K \ 0€) = Inty E.
(2) Para todo punto p € K existen ¢ € L y A € [0, 1] tales que 7(p) = Ap+ (1 — N)qg.

(V.3.1.2.1) Comprobamos que, tras un cambio afin de coordenadas, podemos suponer que:
(a) W:={x441=0,...,2, =0} y el origen es un vértice de X.
(b) L:={x1=0,...,24 =0, zg4; = —1}.
c) KX C {z,, > 0} y el hiperplano {z,, = 0} contiene una faceta de X.

En efecto, si d = n — 1, podemos suponer que W := {z,, = 0}, el origen es un vértice
de X C {z, > 0}. Observamos que en este caso & C {x,, = 0} es una faceta de K. Por
el apartado (2) visto previamente, deducimos que L es un punto contenido en {z,, < 0}.
Asi, tras un cambio de coordenadas que mantiene fijo el semiespacio cerrado {z, > 0},
podemos asumir que L = {(0,...,0,—1)}.

En lo que sigue suponemos que 1 < d < n — 2. Sean py,...,pq € W puntos afinmente
independientes tales que py es un vértice de X (recordemos que X es acotado) y sean
Pd+1s---,Pn € L puntos afinmente independientes. Asi, {po, p1,---,Pd, Pd+1,---,Pn} €S

una referencia afin de R™, luego tras un cambio afin de coordenadas, podemos suponer que

(i) , (d+1)
po=0; p;:=1(0,...,0,1,0,...,0), para0<i<d, pg1:=(0,...,0, =1,0,...,0) y

(d+1) () .
pj -=(0,...,0, =1,0,...,0,1,0,...,0), parad+2<j<n.

Tras este cambio afin de coordenadas,

Wi={z441=0,...,2, =0} y L:={x1=0,...,24=0, 2411 = —1},
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y las ecuaciones de las facetas de X que contienen a & tienen la forma
Od41ZTd+1 + -+ apzy = 0.

Tras un cambio afin de coordenadas que mantiene invariante L y fijo W, podemos suponer
que el hiperplano {z, = 0} contiene una faceta de X C {z,, > 0}; aqui tenemos en cuenta
que d < n — 2. Con estas coordenadas, V =L+ W = {xg11 = -1} y

WZR”’\V—)H,I’I—)( atl e Td ,0,...,0).
1+ xg41 T+ 2441

O

(V.3.1.2.2) Ahora afirmamos: Ezisten un d-andamio I de la d-cara € de K, un subconjunto
algebraico Zy C R™ y una funcion racional g : R™ --+ R, tales que:

(i) 7(Int, I') = Int, €,
(il) XN Zy = 0E,
(iii) La restriccion glgn\z, : R™\ Zo — R es una funcion regular.
(iv) gloxvoe =1, gl T =0, ¥y
(v) Para cada punto p € Int(X) \ Inty T’ se cumple que 0 < g(p) < 1.

En efecto, recordemos que V = L + W = {z44+1 = —1} y consideremos la aplicacion
racional

1
h:R"--»>R" z— (7):5,
I+ 2441

cuya restriccion a R™ \ V' es regular y puede ser interpretada como la restriccion a cartas
adecuadas del espacio proyectivo real RP™ de la homografia

U:RP" — RP", (zg:a1:-:xp) = (To+ Xge1 @11 Tp).

Por tanto, h preserva conjuntos convexos y subespacios afines no contenidos en V. Obser-
vamos también que su inversa esti definida por

1
hl:R" —» R, 2 <7>x
I—2441

y que la proyeccion central 7 : R* \ V. — W C R"™ \ V de centro L y base W es la
composicién 7 = h~! o po h, donde

p:R" = R" (z1,...,2y) — (z1,...,24,0,...,0).

Como h|gn\y : R*"\ V' — R"\ 'V es un difeomorfismo regular y X C R"\ V, para demostrar
la afirmacion V.3.1.2.2 es suficiente ver que:

(V.3.1.2.3) Existen un d-andamio I'g de la cara d-dimensional h(€) de h(X), un conjunto
algebraico Zj C R™ y una funcion racional go : R™ --» R tales que:
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(i) p(Inty, T'y) = Inty h(E),

(i) h(X)nN Z = 0n(e),

(ili) La restriccion golgn\z; : R" \ Z{ — R es una funcion regular.
)
)

(iv) golonnonce) =1, golmt, 1o =0, ¥y
(v) Para cada punto p € Inty h(X) \ Int, Tg se cumple que 0 < go(p) < 1.

En efecto, la aplicacion h preserva los hiperplanos {z; = 0} para 1 < i < n 'y, cambiando
el signo de la variable z,, en caso necesario, podemos suponer que h(X) C {z, > 0}. Por
consiguiente se cumplen las hipétesis del Lema V.3.4, y un calculo inmediato muestra que
se cumple V.3.1.2.3. Asi pues, también se cumple V.3.1.2.2. O

(V.3.1.2.4) Ya estamos preparados para probar la afirmacion V.3.1 cuando 1 < d <n—1.
Con las notaciones de V.3.1.2.2, consideramos Z = Zy U (L + W) y la aplicacion racional

fiR" - R" pr—=g(p)p+ (1 —g(p))7(p),
cuya restricion a R™ \ Z es regular. Notese que ZNK = ZyNK = J€, y comprobamos que
fInt(K)UY) =Int(K)UY Ulnt, E.

Como glaxpe = 1 e Y NE = @, se tiene fly = idy, luego f(Y) =Y y f(Int, ') =
Inty €, puesto que g|mt, v = 0 y 7(Inty I') = Inty € (véase V.3.1.2.2). Por tanto, sélo queda
comprobar que f(Int(X) \ 0&) = Int(X).

Sea p € Int(X) \ 0€ y recordemos que 0 < g(p) < 1. Como 7(p) € Int, € C K, deduci-
mos de [Bel, 11.2.4] que f(p) € Int(X). Reciprocamente, dado a € Int(X), su proyeccion
m(a) € Inty, € (ver V.3.1.2(1)). Sean T la recta que pasa por a 'y m(a)y b € 0K tal que KNT'
es el segmento [7(a), b] que une los puntos m(a) y b. Observamos que, usando de nuevo [Bel,
11.2.4], el segmento abierto |m(a),b] C Int(X). Mas atn, como f(mw(a)) = w(a), f(b) = b,
y el segmento [7(a), b] es convexo, la imagen de la restriccion f|z(q) ) : [7(a),b] — K es el
segmento [m(a),b]. Por tanto, existe un punto a’ € |7(a),b] C Int(X) tal que f(a’) = a, y
esto muestra que Int(X) C f(Int(X)). Pero, como f(Int,I') = Int, & C 0K, se deduce que
a’ € Int(X) \ Inty I, lo que completa la prueba. O

V.4. Aplicaciéon: la bola n-dimensional

Una bola abierta B, C R" y su clausura B,, pueden entenderse como “limites” de
poliedros convexos y de sus interiores cuando el ntimero de facetas tiende a infinito. En esta
seccidon probamos que tanto las bolas cerradas como las abiertas son imégenes regulares de
R™, y por tanto 1(B,) = r(B,) = n. Es evidente que el radio y el centro de estas bolas son
irrelevantes a la hora de estudiar esta cuestion, por lo que nos ceniremos al caso de la bola
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abierta B, (0,1) de centro el origen de coordenadas y radio 1 y de su clausura. Iniciamos
nuestra discusion con el caso de la bola abierta. La aplicacién regular que permite obtener
B,(0,1) como imagen de R™ se inspira en la solucion para n = 2 que aparece en [FG2,
6.3.al.

Proposicion V.4.1 La bola abierta B, (0,1) C R™ de centro el origen y radio 1 es imagen
reqular de R™.

Demostracion. Denotamos por h la inversa de la proyeccién estereografica

Y1 Un )

N S" - R" y=(y,..., —>< Yooy
N :S"\ {pn} y=(Y1,-- Yn+1) T—— ——

desde el polo norte py = (0,...,0,1) de la esfera

Sn:{y:(yl,...,yn+1)6Rn+lZ y%++yg+1:1}

La expresion explicita de h es

2 2z, |l2|f* = 1)

h:R"™ S , T=(Z1,...,T —>< gy ’
\ {pn} (21 W2 \Er lf* + 17 fl=]* + 1

Denotamos H,, := {1 > 0} C R" y observamos que h(H,) = S" N H, 1. Ademas, la
proyeccién ortogonal

fRY™E SRy = (y1,- o Yngn) = (Y25 Ynt1)
satisface la igualdad
(f o h)(Hn) = f(8" N Hny1) = Bn(0,1).
Como H,, es el interior de un poliedro convexo de R", existe, por el Corolario V.2.5, una

aplicacion regular g : R™ — R™ tal que g(R") = J,. Por tanto B,(0,1) = (f o ho g)(R")
es imagen regular de R". O

Para terminar demostramos que también la bola cerrada es imagen regular de R"™.

Proposicién V.4.2 La bola cerrada B, (0,1) C R™ de centro el origen y radio 1 es imagen
regular de R™.

Demostracion. Consideramos el polinomio de una variable g(t) = 124 — %t2 + 2 € R[t?]
y el producto h(t) = tg(t), que satisface las siguientes propiedades:

h(0) = h(1) =0, h(1/2) =1 y K'(1/2) =0.
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La derivada de hes b/ (t) = §(2t—1)(2t+1)(5t2—7) y por tanto A|jg 1 /2f > 0y B'[j1/2,1) < 0.
Esto implica, en particular, que h([0,1]) = [0,1]. Ademés, como g € R[t?], la aplicacién

fiRY =Rz g(llz])z

es polinémica. Para cada vector unitario ¢ € R denotamos Sz = {tv € R" : t € [0, 1]} el
segmento semiabierto de extremos 0 y v. Como f(t¥) = tg(t)v = h(t)¥ se tiene

f(Sz) ={h(t)7eR": te 0,1} = {sU € R": s€[0,1]} = CI(Sy).

Observamos que B,,(0,1) = Uzegn S5 ¥ Bn(0,1) = Uzegn C1(S5). Deducimos de aqui que

F®a0.1) = (1 85) = U £59) = | C1(S5) = Bu(0,1).

vesn vesn vesn

Utilizando la Proposicién V.4.1, concluimos que B, (0, 1) es imagen regular de R™. O






Apéndice A: Origami polinébmico

A.1. Introduccién

La mayor parte de nosotros ha jugado a plegar hojas de papel en su infancia, creando
figuras diversas como barcos, pajaritas, sombreros, flores, etc. Sin duda alguna los japone-
ses, con su delicada técnica del origami, han sabido convertir esta aficién en una auténtica
disciplina artistica, [L]. Al tratarse de una actividad de naturaleza eminentemente geo-
métrica, los matematicos han sentido curiosidad por comprender mejor las operaciones de
plegado que tienen lugar en la préactica del origami, y han profundizado en la comprension
de estos procesos, mostrando su estructura subyacente (JAC], [DR]).

En este apéndice renunciamos a gran parte de la compleja estructura que los plegados
del origami poseen, y lo transformamos de manera sustancial hasta reconvertirlo en lo
que hemos decidido llamar origami polinomico. Para empezar, pensemos en una lamina de
papel que, supongamos, se extiende sobre todo el plano real R?. El plegado més elemental
consiste en trazar una recta sobre esta lamina y plegar la lamina a lo largo de la misma.
De este modo la lamina ocupa, tras doblarla, un semiplano cerrado del plano (véase la
Figura A.1.1). Nuestro interés se centra en estudiar el conjunto de puntos de R? que quedan
cubiertos por la lamina una vez que ésta ha sido plegada. En el ejemplo bésico mencionado,
ese conjunto serfa un semiplano de R?. Evidentemente, podemos a continuacién realizar
nuevos pliegues, o desplazar el pliegue obtenido isométricamente sobre el plano, o empezar
con pliegues de mayor complejidad. Si imponemos la condicién de que el modelo final
obtenido sea bidimensional, tras realizar una o més de estas operaciones el papel cubrira
una regién determinada del plano. Visto asi, un plegado de la ldmina inicial puede asociarse
con una aplicacién continua f : R? — R?, sujeta a ciertas restricciones, cuya imagen es,
precisamente, el conjunto de puntos del plano cubiertos por la lamina ya plegada?.

Si queremos seguir introduciendo algo de matematicas en el asunto, una pregunta surge
de manera natural: ;Qué tipo de aplicaciones f representan estos plegamientos de papel?
Para nuestro doblez inicial, si suponemos que plegamos nuestra hoja “hacia arriba” si-
guiendo la recta y = 0, no es dificil obtener la expresion adecuada: f(z,y) = (z,|y|). Para

2Es evidente que esta aplicacion f no retiene toda la estructura que conlleva un plegado (se pierde, por
ejemplo, el orden de las capas que lo constituyen.)
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Figura A.1.1: Plegamiento bésico correspondiente a (z,y) + (z, |y|)

pliegues més elaborados la cosa se complica, pero todo parece indicar que la funcién valor
absoluto juega un papel importante en el asunto. Esta aplicacién, de caracter semialgebrai-
co, posee una propiedad caracteristica: en la mayor parte de los puntos (z,y) de su dominio
(todos aquéllos por los que no pasa la recta de plegado), f es una isometria local, 'i(;%pues el
papel no es un material elastico! Esto pone de manifiesto que las aplicaciones polindémicas
no son buenas candidatas para representar estos plegados, pues en general deforman local-
mente la ldmina inicial, estirindola o encogiéndola en distintas zonas, a veces de manera
muy acusada. Aqui entra en juego nuestra nocién de origami polinémico, porque desde
este momento renunciamos al origami tradicional y realizamos nuestros plegados a partir
de una lamina elastica (IL%muy elastica, como veremos méas adelante!) que “plegaremos”
mediante una aplicacién polinémica f : R? — R2.

Asi pues, inspirados por esta analogia con las aplicaciones que surgen del plegado del
papel, nos centraremos ahora en una nueva modalidad de origami basado en aplicaciones
polinémicas y en las imégenes que producen.

Definicién A.1.1 Un plegamiento polinémico es una aplicacion polinémica f : R? — R2.
Un plegado polinémico es la tmagen de un plegamiento polindmico.

Es evidente que la composicién de plegamientos polindmicos es un plegamiento poliné-
mico. En este nuevo tipo de origami la lamina con la que iniciamos nuestros plegamientos
sufre deformaciones, y por ello es conveniente pensar que no es de papel, sino de una go-
ma extremadamente elastica. IL%Tan elastica que puede llevar puntos “del infinito” hasta
el origen de coordenadas! Por ejemplo, el plegamiento polindémico f : (z,y) — (zy,x)
transforma la recta vertical x = 0, que se extiende hasta el infinito, en el punto (0, 0).
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(a) (b)
Figura A.1.2: Simulacién de las aplicaciones (z,y) — (z,0) y (z,y) — (0,0).

Otras posibilidades curiosas surgen al considerar, por ejemplo, una aplicacién constante
f:(xz,y) = (0,0) (que equivale a concentrar toda nuestra lamina en un punto), o una
proyeccion del tipo f : (x,y) — (z,0), que concentra nuestra lamina en el eje horizontal
(véase la Figura A.1.2).

El ejemplo basico mostrado en la Figura A.1.1, que produce un semiplano como plegado
final, tiene su equivalente en el plegamiento polindémico f(x,y) = (z,y?) (existen otras
posibilidades, como cualquier otra aplicacién (z,y) + (x,%*") con n € N), cuya imagen
es el semiplano cerrado {y > 0}, aunque en el plegamiento la lamina inicial ha sufrido
una deformacion elastica. Es claro que los plegamientos polinémicos permiten plegar ya
no solo respecto a rectas, sino a otras curvas algebraicas. Asi, por ejemplo, la aplicacién
(z,y) = (x,9% + 22) es un plegado de R? a lo largo de la pardbola {y = 22}.

Determinar las regiones del plano que son plegados polindémicos no es sino caracterizar
las iméagenes de aplicaciones polinémicas del plano euclideo en si mismo (y extendiendo el
problema, caracterizar las imagenes de aplicaciones polindémicas entre espacios euclideos),
tema al que se han dedicado los capitulos anteriores de esta Memoria. En particular, vimos
en la Seccién 1.4.b que todo poligono convexo bidimensional distinto de una banda cumple
que tanto su complementario como el de su interior son plegados polinémicos. También
vimos, en el Corolario 1.3.8, que el interior de un poligono convexo con mas de dos aristas
no es un plegado polinémico. Este Apéndice esta dedicado a demostrar el Teorema A.1.2,
un resultado que completa nuestro estudio sobre la relaciéon entre poligonos convexos e
imégenes polinémicas del plano euclideo.

Teorema A.1.2 Sea P C R? un poligono convexo no acotado cuyos lados no acotados no
son paralelos. Entonces P es un plegado polindomico.

Para simplificar la terminologia, un poligono con las propiedades expresadas en el Teorema
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Figura A.2.1: Plegamiento angular de amplitud «

A.1.2 recibira el nombre de poligono convexo no acotado genérico. Las técnicas que utiliza-
remos en la demostracion se obtienen modificando ligeramente las utilizadas en la Seccion
[.4.b; conviene observar que los plegamientos polinémicos involucrados no son en general
aplicaciones propias, y esto se traduce en un comportamiento “extravagante” de los mis-
mos, en el sentido de que conllevan colapsos de puntos del infinito. En este sentido, parece
interesante formular la siguiente pregunta, cuya respuesta conjeturamos es afirmativa.

Problema A.1.3 ; Es todo poligono convexo no acotado genérico imagen de una aplicacion
polindmica propia R? — R2?

A.2. Poligonos convexos en el origami tradicional.

Antes de demostrar el Teorema A.1.2 nos preguntamos si todo poligono convexo no
acotado genérico es un plegado tradicional. La respuesta es afirmativa, y su demostracion
no es dificil empleando lo que llamaremos plegamientos angulares. La aplicacion sucesiva de
estos plegamientos permite obtener un plegado en forma de poligono convexo no acotado
genérico. La imagen que mejor ilustra un plegamiento angular es la de un abanico cerrado
de papel, en el que el papel se apila en forma de hojas triangulares alargadas, de amplitud
angular fija «. Para describir mejor este plegamiento, supongamos que hemos obtenido un
plegado tradicional 8 que contiene un angulo T := [u, v, @], cuya amplitud es /3, de modo
que la semirrecta cerrada v estd contenida en la frontera 08 de 8. Dividimos ahora el
angulo T en angulos de amplitud «, trazando para ello k = |5/a] (aqui |x| representa
la parte entera del namero x) semirrectas v, ..., Vi con origen en v y contenidas en
T, de tal manera que los angulos [@,v, 1], ..., [Ug—1,V, U] son todos congruentes y de
medida a. Asi, la medida del angulo restante [U}, v, @] pertenece al intervalo [0, . En esta
situacion, el plegamiento angular de T de medida « consiste en plegar & doblando primero a
lo largo de la semirrecta v y después, sucesivamente, a lo largo de las restantes semirrectas
trazadas, a modo de acordeon, de tal manera que la regién de R? que al principio estaba



APENDICE A 217

g

V1
V2

L 2

Figura A.2.2: Poligono convexo no acotado genérico con sus lados no acotados sobre los ejes

cubierta por el dngulo [0, v, W] queda finalmente descubierta, tras pasar todo el papel al
otro lado de la semirrecta v, plegado en un angulo de amplitud « (véase la Figura A.2.1).

Veamos que todo poligono convexo no acotado genérico se obtiene plegando una lamina
infinita de papel, para lo que procedemos por induccién sobre el nimero n de aristas del
poligono. Para n = 1 basta realizar el pliegue bésico presentado en la introduccién de este
Apéndice. El caso n = 2 se corresponde con la obtencién de un angulo de medida a < 7;
para conseguir esto podemos partir de un semiplano J, fijar un punto v sobre su frontera,
y realizar un plegamiento angular sobre H de amplitud « y con vértice v, como se indicé
mas arriba.

Explicamos ahora el paso inductivo. Supongamos que todos los poligonos convexos no
acotados genéricos de n — 1 aristas son plegados de R? y consideremos un poligono convexo
no acotado genérico de n aristas P := [, v1,...,V,_1,%|. Podemos suponer que la arista
V1Va yace sobre el eje horizontal y que P C {y > 0}. Definimos ' = v1 — v3 y el poligono
P' = [¥,va,...,Vn_1,W] que, por hipotesis de induccion, es un plegado tradicional de R2.
Notese que P’ contiene el dangulo T = [&, vy, 7], y existe un plegamiento angular sobre T
cuya amplitud es la medida del angulo [@, vi,w] C P. El resultado de aplicar este ultimo
plegamiento sobre P’ presenta P como plegado tradicional del plano.

Notese que en el proceso inductivo se puede arrastrar la hipotesis de que el grado del
plegamiendo f : R? — R? cuya imagen es P es finito, donde llamamos grado de f a

deg f = méx{#f '(p) : p <€ R*}.

Nada garantiza que el proceso descrito produzca un plegamiento de grado minimo entre
aquéllos cuyo plegado es P, y se desconoce la relacion entre la complejidad de P € R? y el
minimo de los grados de los plegamientos f : R? — R? tales que f(R?) = P.
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A.3. Poligonos convexos en el origami polinédmico.

Demostraremos el Teorema A.1.2 por induccion sobre el nimero de aristas del poligono
convexo, lo que requiere algunos resultados preparatorios que exponemos a continuacion.
Con frecuencia sustituiremos el poligono dado por otro afinmente equivalente cuya colo-
cacion en R? facilite las construcciones que hemos de efectuar. Por ejemplo, si P es un
poligono convexo no acotado genérico en R?, siempre podemos suponer, después de un
cambio afin de coordenadas, que P esta contenido en el primer cuadrante y sus aristas no
acotadas estdn contenidas en los ejes coordenados, como muestra la Figura A.2.2. Si éste
es el caso, y como consecuencia de que P es convexo, la medida de cada angulo interior de
P es necesariamente mayor o igual que 7/2 (véase la Figura A.2.2).

El siguiente Lema surge de una modificaciéon conveniente del concepto de aplicacion
recortante de tipo II introducida en el Capitulo IV, y nos ayudara a completar el proceso
de inducciéon que necesitamos.

Lema A.3.1 Sean fi,..., fr polinomios irreducibles en R[x,y] y —o00 < p < ¢ < +o0.
Sean & un conjunto semialgebraico tal que

{fi>0,...,fi>0Cc8C{fi>0,...,fr >0}

y7m:R? = R, (x,y) — x. Supongamos ademds que la seccion 8, = {x = r} N8 es un
segmento no acotado (abierto o cerrado) contenido en {r} x [0,+oc[ para cada r € 7(8).
Consideremos los polinomios

pxy) = ] fiky) v hixy) =y +9®e(Exy) € Ryl

(x=r)tfi
Vrelp,ql
donde .
(X—p)(X—q), SzpquR
g(x) = (x—q), sip = —00

(p — x), st q = +00.

Entonces la aplicacion f : R? — R2, (x,y) — (z, h(x,y)) cumple que

B S, sirem(8)\ |p,q|
F(8r) = {[O, +oo[ sir e |p,g[ N 7(8).

En particular, f(8) =8 U ((Jp,q[ N 7(8)) x [0, 400).

Demostracion. Observamos que 8 = ;¢ (s) Sr, luego f(8) = U, eq(s) f(8r), v escribimos
8, = {r} x (¢, +oo[ donde g, > 0y ( representa uno de los simbolos ] o [, segin sea 8,
un segmento abierto o cerrado, respectivamente. Es claro que f(8,) C {r} x [0, +oo]. Para
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cada r € m(8), y puesto que 8, = {r} x (g,, +oo[, existe un indice 1 < ¢ < r tal que
filryqgr) =0y (x —r) 1 fi, por lo que ¢(r, g,) = 0. Consideramos los polinomios

ar(t) :=1+g(r)p(r,t) y he(t) = h(r,t) = al(t)t,
y observamos que a,(¢.) = 1y hy(¢,) = ¢ para cada r € 7(8), puesto que ¢(r,g,) = 0. A
continuacion, distinguimos los dos casos esperables:

Caso 1. Sir € w(8)\]p, ¢, entonces h,(t) es un polinomio de grado impar y h,(t) > t para
cada t € (g, +0oo[. Esto se debido a que g(r) > 0y (r,t) € 8, por lo que cada f;(r,t) > 0,
luego ¢(r,t) > 0. Como ademés limy_, o h(t) = 400 v hy(¢;) = ¢, concluimos que
f(8y) =8§,.

Caso 2. Sir € w(8)N]p, ¢|, el polinomio a,(t) = 1+ g(r)p(r,t) no es constante. En efecto,
si lo fuera también lo seria ¢(r,t) y esto significaria que algin f;(r,t) entre los factores
de ¢(r,t) es nulo o cada f;(r,t) es un polinomio constante no nulo. Lo primero implica
que (x —r) divide a f;(x,y), y esta posibilidad la hemos excluido, y lo segundo implica que
S8, = R, contra la hipodtesis.

Ademas, el coeficiente director del polinomio a,(t) es negativo, pues g(r) < 0 mientras
que el coeficiente director de ¢(r, t) es positivo, ya que cada restriccion f;|s, es una funcion

que no toma ningin valor negativo. Por tanto, lim;_, 4 a,(t) = —o0 y, como a,(¢,) = 1,
existe tyg € ]gr, +00o[ tal que a,(tg) = 0, luego 0 = h,(tp). Como ademéas h,(t) > 0 para
cada t € (gr, +00[ y limy_s o0 hr(t) = +00, concluimos que f(8,) = [0, +o0|. O

Demostracion del Teorema A.1.2. Ya hemos senalado que vamos a argumentar por induc-
cion sobre el namero n de aristas del poligono convexo no acotado genérico P.

Los poligonos convexos con una tnica arista son los semiplanos cerrados del plano. Ya
hemos visto en la introduccion que el plegamiento polinémico (z,y) + (x,y?) produce como
plegado polinémico el semiplano cerrado {y > 0}, y de aqui se deduce la validez del teorema
paran = 1. Paran = 2 basta demostrar que el cuadrante cerrado P := {x > 0, y > 0} es un
plegado polinémico, y es obvio que P es la imagen del plegamiento (x, %) — (22, y?). Merece
la pena observar que los plegamientos empleados para n = 1 y n = 2 son aplicaciones
propias R? — R2, pero en el proceso inductivo no podemos controlar esta propiedad.

Sea P := [U,v1,...,Vy_1, W] un poligono convexo no acotado genérico con n > 2 aristas,
que por tanto tiene al menos dos vértices, y procedemos por inducciéon. Tras un cambio
afin de coordenadas podemos suponer que:

(a) Si v; := (a;,b;) entonces a1 < -+ < ap—2=0<ap_1y bp_o2=">0b,-1=0.
(b) Si @ := (u1,us) y W = (w1, ws), entonces u; < 0 < wy y ug, wy > 0.
Para ello, basta situar primero P en el primer cuadrante de modo que sus aristas no

acotadas estan contenidas en los ejes coordenados y después, mediante un giro y una
traslacion, colocar el vertice v,,_2 en (0,0) y el segmento v,,—ov,,—1 en el eje {y = 0}, de
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Figura A.3.1: Obtencion de Py U T a partir de P;

forma que P C {y > 0}. Observamos que, asi colocado, ninguna de las aristas del poligono
P esta contenida en una recta vertical.

Consideremos ahora el poligono convexo no acotado genérico Py = [i, v1,...,Vy_9,u],
que tiene una arista menos que P. Por la hipdtesis de inducciéon existe un plegamiento
polinémico g : R? — R2 tal que g(R?) = Py. Sean ¢1,...,4, 1 € R[x,y] polinomios de
grado uno cuyo lugar de ceros son las rectas que contienen a las aristas de Py, de modo
que Py ={¢; > 0,...,0,_1 > 0}; notese que ninguno de estos polinomios es multiplo de
otro del tipo x — r ya que ninguna de las aristas de P, y por tanto de P1, esta contenida
en una recta vertical. Denotamos p := ap_2, ¢ := an—1 y U(x,y) := l1(x,5) - - ln_1(%,¥), ¥
aplicamos el Lema A.3.1 al plegamiento polinémico

FURE S R2 (2,) = (2, (1+ U2, 9) (2 — an—2)(z — an-1))%y).
Consideremos, de acuerdo con la Figura A.3.1,
q:= [vpou] N{z =an—1}, S:=vooig\{a} y T:=A\S,
donde A es el tridngulo de vértices v,,—o2,v,—1 y q. Obtenemos asi el plegado polinémico
8 := fI(P)) = PrU (Jan—2, an_1[x[0, +o0]) = P, UT C P.

Recolocamos mediante un nuevo cambio afin de coordenadas el poligono P, y denotamos
P’ P}y 8 los conjuntos que se obtienen a partir de P, P; y 8 tras efectuar dicho cambio,
de modo que P := [, v],...,v] _;, 4], el lado v] _ @’ esta contenido en el eje {y = 0},
vl _1:=(0,0) y el vector @' := (u}, uf) cumple v} < 0 < ufy (véase la Figura A.3.2).

Observamos que la arista v/, _,u’ de P} esta contenida en una recta paralela a la recta
{y = 0} y que el vector ¢ := (v],v) de origen v/,_; y extremo q’ := (¢,d) cumple que
v}, vh > 0; por supuesto, también ¢, d > 0. Denotamos

Ph= [, v,...,vi_, U] y Ri={x>c, y>d},
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Figura A.3.2: Obtencién del poligono P’ como imagen polinémica, salvo su vértice v}, _;

y observamos que 8' = (P} \ ({v,,_1} U (v},_17))) UR.

Sean ¢, ..., 0!, € R[x,y|] polinomios de grado uno cuyo lugar de ceros son las rectas que
contienen las aristas de P%, de modo que P, := {¢} > 0,...,¢,, > 0}; nétese que ninguno
de estos polinomios es miltiplo de otro de la forma x — r porque ninguna arista de P,
esta contenida en una recta vertical. Denotamos ¢'(x,y) := ¢ (x,y) - - £, (x,y). Aplicamos
el Lema A.3.1 con p =0y g = 400 al plegamiento polinomico definido por

FORE SR (2,y) = (2, (1+ 0 (z,)7)%y),

y obtenemos el plegado polinémico f) (P \ v/ 7)) = P\ {v/,_,}. Ademas,

FB(R) C Je, +00[x[0, +00[ € P\ {v},_,},

y por tanto f2(8) = P\ {v!,_1}. Componiendo g, fO v @ v los cambios afines de
coordenadas efectuados, hemos probado que existe un plegamiento polinémico h : R? — R?
tal que h(R?) = P'\ {v/,_;}. Como P y P son afinmente equivalentes basta probar que P’
es un plegado polinomico, y para ello slo nos falta por cubrir el vértice v/,_; de 7.

Para conseguir esto tltimo reposicionamos mediante un cambio afin de coordenadas el
poligono P’, para obtener un nuevo poligono P” = [@”,v/,...,v!!_, "] de modo que, de

acuerdo con la Figura A.3.3:

(i) El vértice v!!_; es el origen.

(i) La arista acotada v”/_ v/ _, esta contenida en la recta {y = 0}.

(iii) La arista no acotada que contiene al rayo v//_ " esta contenida en la recta {z = 0}.
(iv) El poligono P” esta contenido en el segundo cuadrante.

Sean /,..., 0! € R[x,y] polinomios de grado uno cuyo lugar de ceros son las rectas
que contienen las aristas de P”, de modo que P” := {¢{ > 0,....0/ >0} y ! |, :=yy
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Figura A.3.3: Posicién para “cubrir” el vértice restante v,,_1

¢! = x. Notese que ninguno de los polinomios ¢7, ..., ¢! ; es multiplo de otro de la forma
x —r, porque £ 1o es y P” no tiene aristas paralelas.

Escribimos v!!_, = (a' _5,0), {"(x,y) = ¢{(x,y)--- £ _5(x,y) y consideramos el plega-

miento polinémico
FOR? 5 R (2,y) = (2, (L4 (2, y) (a7 — 2))%y).
Al aplicar el Lema A.3.1 con p = a!!_, y ¢ = +oo resulta que
P =P\ {v 1} U (Jan—2,0] x [0, +00]) = fO(P"\ {v_,})

Si denotamos ¢ : R? — R? el cambio afin de sistema de coordenadas que cumple ¢(P') = P’
y ¢(vl_1) = vl _,, resulta que P, y por tanto P, es un plegado polinémico, ya que

(¢ o fPopoh)(R?) = (¢ o fPog)(P\{v,_1})
= (¢ o fON@"\{vi_ Do (P =7,

y con esto concluye la demostracion. O



Apéndice B: Algunos resultados de Z.
Jelonek desarrollados

El objetivo de este Apéndice B es exponer detalladamente las demostraciones de los
resultados de Z. Jelonek presentados en la Seccion 1.2 del Capitulo 1. Utilizaremos libre-
mente las nociones alli introducidas; entre ellas, aplicacién propia, semilinea paramétrica,
el conjunto &y formado por los puntos del espacio Y en los que una aplicacion continua
f X — Y entre dos espacios topologicos X e Y no es propia, multiplicidades global y
local de una aplicacién, etc, que seguramente el lector conoce. Sin embargo, volveremos a
enunciar los resultados alli introducidos y que ahora probaremos, y presentaremos otros de
caracter auxiliar que seran necesarios para la demostracion de los anteriores.

B.1. Aplicaciones polinémicas complejas propias

El primer objetivo de la seccién es probar la Proposicién B.1.1, que pone de manifiesto
que en el caso complejo las aplicaciones polinémicas propias f : X — Y entre dos varie-
dades algebraicas afines X e Y quedan caracterizadas por las propiedades algebraicas del
homomorfismo f*: I'[Y] — I'[X], g — g o f entre los anillos de coordenadas de Y y X.

Para entender su formulacién recordemos que dados anillos conmutativos y unitarios
A C B se dice que un elemento b € B es entero sobre A si existe un polinomio ménico en
A[t] que tiene a b por raiz. Si todos los elementos de B son enteros sobre A se dice que
la extension A C B es entera. Un homomorfismo de anillos g : A — B se dice finito si la
extension g(A) C B es entera. Por ello se dice que una aplicaciéon polinomica f : X — Y
es un morfismo finito si el homomorfismo de anillos f* : T'[Y] — T'[X] es finito.

Proposicion B.1.1 ([J3]) Una aplicacion polinémica f : X — Y entre variedades alge-
braicas afines complejas X C C" e Y C C™ es propia si y sélo si es un morfismo finito.

En la prueba de la Proposicién B.1.1 anterior emplearemos el siguiente lema, véase
[TW], que es més elemental y tiene interés por si mismo.

— 223
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Lema B.1.2 Sean ay,...,aq € C[x] := C[x1,...,%,] tales que ag # 0 y Q un subconjunto
abierto en C™. Sea

d
S = {(x,t) €QxC: Y a(a)th = o}.
k=0

Entonces la proyeccion w: S — Q, (x,t) — x es propia si y sélo si Zq(ag) = .

Demostracion. Supongamos en primer lugar, por reducciéon al absurdo, que 7 es propia y
existe xg € € con ag(zp) = 0. Sea K un entorno compacto de zg en €, y consideramos el
conjunto 7! (K), que es compacto por ser 7 una aplicacién propia. Identificamos C = R?
y sea M > 0 tal que 7~ }(K) C K x B(0, M). Por tanto, para cada x € K y cada raiz
t € C del polinomio ZZ:O ap(z)t* se cumple que [t| < M.

Para cada x € K\ Zx(aq) denotemos ¢1(x),...,tq(x) € C las raices, no necesariamente
distintas, del polinomio Zi:o ak(x)tk. Se desprende de las formulas de Cardano-Vieta que

‘ak(m)‘ - ‘ ) til(fﬂ)"-tid,k(w)‘ < (dng’“ = (Z)M’f,

aq(z) 1<i1<-<ig_p<d

y por tanto
d
lak(x)| < (k) MF|ag(z)| para todo = € K\ Zk(aq). (B.1.1)

Como el conjunto 2\ Zq(aq) es denso en €, existe una sucesion {x, }m C Q\ Zq(aq) que
converge a xg. En virtud de la desigualdad (B.1.1), para cada 0 < k < d — 1 se tiene

0 < faste)] = | Jin {orten)}] < ()41 i faaton}| = ()34 laatan)] =0

luego ag(zp) = 0 para cada 0 < k < d, es decir, ZZ:O ar(z)t* = 0. En consecuencia,
{0} x C =7 (xo) c 7 (K) C K x By(0, M),

y esto es falso.

Reciprocamente, supongamos que Zq(aq) = @ y sea K C € un subconjunto compacto.
Las funciones |ag/aq| : 2 — R son continuas, y por tanto sus restricciones a K son acotadas
superiormente, digamos por un ntimero real M > 0. Sea ahora (x,t) € 7~ (K); observamos

que ZZ:O ap(z)t* = 0, lo que implica que t = — ZZ;(l) Z’;g; th+1=d_ En particular, si [t| > 1
se cumple que
-1 (2) -1 () d—1
] = ’Z k tk+1fd‘ < ‘ k ”tlmkd < ZM — Md.
= 0a(®) = 0d(@) k=0

Esto implica que 7~ (K) es compacto, luego 7 es una aplicacién propia, pues es cerrado y
también acotado, ya que 7~ }(K) C K x B(0, N), donde N := méx{1, Md}. O
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Lema B.1.3 Sean f: X — Y yg:Y — Z aplicaciones continuas entre espacios topold-
gicos X, Y y Z. Se cumple que

(i) SiY es Hausdorffy go f: X — Z es propia, entonces f es propia.

(ii) Si f es propia y sobreyectiva y go f : X — Z es propia, entonces g es propia.

(iii) Si f y g son propias, entonces go f es propia.

Demostracion. (i) Para cada subconjunto compacto K de Y su imagen g(K) es compacto
pues g es continua. En consecuencia (g o f)~1(g(K)) es compacto porque g o f es propia.
Como Y es Hausdorff y K es compacto también es un subconjunto cerrado de Y, luego
f71(K) es cerrado en X por la continuidad de f. De hecho es también compacto, ya que
es un subconjunto cerrado de uno compacto: como K C g~ !(g(K)) se tiene

FHE) € fH97H9(K))) = (g0 f) " (9(K)).

(ii) Sea K un subconjunto compacto de Z; entonces f~1(g71(K)) = (go f)"HK) es
compacto porque la aplicacion go f es propia. Como f es continua y sobreyectiva, también
g YK) = f(f Y9 Y(K))) es compacto, y concluimos que g es propia.

(iii) Dado un subconjunto compacto K de Z su preimagen g~ '(K) es compacto por-
que g es propia, Por ser f propia, f~'(g7'(K)) es también compacto, y de la igualdad
(go f)"YK) = f~1(g7(K)) se deduce que g o f es propia. O

Recordemos los siguientes enunciados sobre homomorfismos finitos entre anillos con-
mutativos con elemento unidad cuyas demostraciones se encuentran, por ejemplo, en [AM,

§5.

Lema B.1.4 Sean A C B una extension de anillos y b € B. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) El elemento b es entero sobre A.

(i1) El anillo AJb] es un A-mddulo finitamente generado.

(iii) El anillo A[b] estd contenido en un subanillo C' C B que es un A-mddulo finitamente
generado.

Lema B.1.5 Sea A C B una extension de anillos. Se cumple que:
(i) Si by,...,by € B son elementos enteros sobre A, entonces todos los elementos del
anillo Alby,...,b;] son enteros sobre A.

(ii) El congunto C' formado por los elementos de B que son enteros sobre A es un subanillo
de B llamado clausura entera de A en B.

Lema B.1.6 Dados anillos A C B C C, las extensiones A C B y B C C son enteras si y
solo si la extension A C C' es entera.
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Definicién y Observaciones B.1.7 (1) Recordemos que un conjunto 17" C C" es local-
mente cerrado con respecto a la topologia de Zariski de C™ si existen subconjuntos alge-
braicos Z1 y Z3 de C™ tales que T' = Z; N (C™\ Z3), esto es, T es la interseccion de un
subconjunto abierto y otro cerrado en la topologia de Zariski de C”.

(2) Un subconjunto S C C" es constructible si es union finita de subconjuntos localmente
cerrados con respecto a la topologia de Zariski de C™. Asi, un subconjunto constructible
de C™ que es cerrado en la topologia usual de C" es un subconjunto algebraico de C™.

(3) El Teorema de Chevalley (véase [Mu, 2.13]), que es el teorema de eliminacion de cuan-
tificadores para cuerpos algebraicamente cerrados, afirma que dados enteros positivos m y
n y un conjunto constructible S de C™*" la imagen 7(S) C C™ de S por la proyeccién
lineal

7 C™ S C™, 2 = (D1, o, Ty Tt s -+ > Tndn) — (T1, o+ )

es un subconjunto constructible de C™.

Por consiguiente, dados un subconjunto constructible S C C™ y una aplicacién po-
lindmica f : C™ — C™, su imagen f(S) es un subconjunto constructible de C", ya que
f(S) =n(&y), donde el grafo & := {(z, f(z)) € C""™ : 2 € C"} de f es un subconjunto

algebraico, y por tanto constructible, de C™*".

(4) Sean X € C™ e Y C C" variedades algebraicas afines y f : X — Y una aplicacion
propia respecto de la topologia usual de X e Y. Como f es una aplicacion cerrada respecto
de la topologia usual, su imagen Z := f(X) es constructible y cerrado en la topologia usual
de Y, luego Z es un subconjunto algebraico de Y. De hecho Z es una variedad algebraica
afin, esto es, un subconjunto algebraico irreducible de C™ o, lo que es lo mismo, su anillo
de coordenadas I'[Z] es un dominio de integridad. En efecto, dados g,h € T'[Z] \ {0} las
composiciones g1 = go f € I'[X] y hy = ho f € T'[X] son no nulos. Como el anillo de
coordenadas I'[X] es un dominio, el producto gih; # 0. Existe por tanto un punto x € X
tal que g1(x)hi(z) # 0, por lo que z = f(x) € Z cumple que g(z)h(z) # 0.

Otro ingrediente fundamental en la prueba de la Proposicién B.1.1 es el Lema de
Normalizacién de Noether, cuyo enunciado recordamos a continuacién.

Lema B.1.8 (Lema de Normalizacion de Noether) Sean K=R o C y X C K" una
variedad algebraica afin de dimension d. Entonces, existe una aplicacion lineal w : K* — K¢
cuya restriccion m|x : X — K¢ es un morfismo finito.

Ya estamos preparados para demostrar la Proposicion B.1.1.

Demostracion de la Proposicion B.1.1. Desarrollamos la demostracion de este resultado
en dos pasos.

Paso 1. Preparacidon inicial. En primer lugar, consideramos el grafo

&= {(z,f(x)):z€ X} C X xY CC"™,
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que es una variedad algebraica afin de C*™™. La proyeccion 7 : & f—= X, (z,y) = resuna
aplicacion polindomica cuya inversa es la aplicacion polinomica ¢ : X — &, x +— (z, f(x)),
que por tanto es homeomorfismo. Como las composiciones 1 0¢ y ¢pom son la identidad de
los espacios correspondientes, los homomorfismos de anillos 7] y ¢* inducidos por m y ¢
son mutuamente inversos. En particular 7§ : I'[X] — I'[&], g — g om es un isomorfismo
de anillos cuyo inverso es ¢* : I'[&¢] = I'[X], h — ho ¢.

Ademas, la proyeccion mo : &y — Y, (z,y) — y sobre el segundo factor cumple que
mp 0 ¢ = f. Esta igualdad, junto con el hecho de que ¢ : X — & es un homeomorfismo,
muestra que f es propia si y solo si ma es propia. Ademaés, f* = ¢* o 73 y, como ¢* es
isomorfismo, f es un morfismo finito si y s6lo si lo es mo. Por tanto, reemplazando f por
79, podemos suponer desde el principio que f : X — Y es la restriccion a X de una
proyeccion lineal.

Denotemos Z := CI"*(Im f) C Y, que es un subconjunto cerrado de Y en la topologia
usual, y denotemos f : X — Z, z ~ f(x) la tnica aplicacion que cumple la igualdad
f=3jof donde j:Z < Y es la inclusiéon. Se deduce del Lema B.1.3 que f es propia si
y s6lo si f lo es, una vez que comprobemos que la inclusién j : Z < Y es propia. Pero
esto es evidente porque para cada compacto K C Y su imagen inversa j~!(K) = KN Z
es cerrado en el compacto K, ya que Z es un subconjunto cerrado de Y, luego j~1(K) es
compacto.

Por otro lado, de la igualdad f = j o f se desprende que f* = f* o j* vy, ademas, el
homomorfismo de anillos j* : T'[Y] — I'[Z] es sobreyectivo. Por tanto,

FIY]) = ()G TR) = ()(T2),

luego el homomorfismo f* : T[Y] — I'[X] es finito si y solo si lo es f : ['[Z] — I'[X]. Por
tanto, reemplazando Y por Z, supondremos en lo sucesivo que la aplicaciéon f: X — Y es
dominante y f = m3|x es la restriccion a X de la proyeccion

m3:C" > C™ 2= (21,...,25) = & = (T1,...,Tm)- (B.1.2)

Veamos ahora que todo se reduce a probar el siguiente enunciado.

(B.1.1.3) Sea Z C C™ una variedad algebraica afin compleja y supongamos que la restric-
cion p = 7|z : Z — C¢ de la proyeccion

7:Ct = Y, (1., xn) = (T1,...,2q)

sobre las d primeras coordenadas es una aplicacion dominante. Entonces, la aplicacion p
es propia si y sélo si el homomorfismo de anillos p* : C[xq,...,xq] — T'[Z] es finito.
Supongamos probado B.1.1.3 por un momento y vamos a emplearlo para demostrar la

Proposicion B.1.1. Ya hemos sefialado en (B.1.2) que podemos suponer que f es dominante
y restriccion de la proyeccién sobre las primeras m coordenadas.
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Por el Lema de Normalizacién de Noether B.1.8 podemos suponer, tras un cambio lineal
de coordenadas en C™, que la restriccion 1 := myly : Y — C¢ de la proyeccion

T4 - (Cm*)(cda (ylv"'aym) = (yl?"'vyd)v

donde d es la dimensién de Y, es un morfismo finito. Por supuesto, este cambio lineal de
coordenadas, que es un homeomorfismo polinémico e induce un automorfismo en I'[Y], no
afecta a lo que tenemos que probar.

Como estamos suponiendo B.1.1.3 ya probado, la aplicacion n : ¥ — C¢ es propia, y
consideramos la composicién no f : X — C%, que es la restriccion a X de la proyeccion
7. Por el Lema B.1.3, f es propia si y s6lo si no f : X — C% es propia. Por otro lado,
como el homomorfismo n* : C[xy,...,x4] < I'[Y] es finito, se deduce del Lema B.1.6 que
el homomorfismo

(mo ) = f on*:Clx1,...,xq4 = I'[Y] — I'[X]
es finito si y solo si f* : I'[Y] < I'[X] lo es. Por tanto, demostrar la Proposicién B.1.1 es
equivalente a probar la Reduccion B.1.1.3.

Paso 2. Demostracion de la Reduccion B.1.1.3. Denotamos A := C[xq, ..., %4] y suponemos
primero que el homomorfismo

p* i A—=T[Z] :=Clxy,...,x,)/T(2)

es finito, donde J(Z) = {P € C[x1,...,x,] : Z C Z(P)}. Entonces, existen polinomios
monicos Pyiq,..., P, € Alt] tales que P;(x;) € J(Z) para cada d +1 < i < n. Para cada
uno de estos indices consideramos el conjunto

S; = {(«/,x;) €CT x C: Py(a,2;) = 0}.

Por el Lema B.1.2 la proyeccion 6; : S; — C%, (', 2;) + 2’ es propia, ya que P; es monico.
Veamos que también p : Z — C¢ es propia. Dado un subconjunto compacto K de C? cada
preimagen 6, 1(K ) es un conjunto compacto, y por tanto existe M > 0 tal que

07 (K)={(«/,2;) eC¢xC: 2/ € K, Py(a', ;) =0} C K x [-M, M]

1
para todo indice d + 1 < ¢ < n. Ademas, como P;(x;) € J(Z),
p HK) c{(z, 2441, .., 20) EC": &' € K, Pi(z',2;) =0 Vi=d+1,...,n}
C K x [-M, M]"¢,
asi que p~!(K) es acotado, luego compacto. Esto prueba que p es propia.

Supongamos, reciprocamente, que p es propia y veamos que el homomorfismo de anillos
g p y
p* A — T'[Z] es finito. En primer lugar, como p es propia y dominante se deduce de
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B.1.7 (4) que p es sobreyectiva y Z es irreducible, esto es, una variedad algebraica afin
compleja. Denotamos I'(Z) el cuerpo de funciones racionales sobre Z, es decir, el cuerpo
de fracciones del anillo de coordenadas I'[Z]. Al ser p propia, sus fibras son compactas,
luego finitas, pues los subconjuntos algebraicos afines complejos de dimensién > 1 no son
compactos. Por tanto dim(Z) = d y se desprende del Lema de Normalizacion de Noether
que el grado de trascendencia de I'(Z) sobre C es d. De este modo, si denotamos por F el
cuerpo de fracciones de A, se tiene

CcFcI(2) y tr.deg(I'(2)|F) = tr.deg(I'(2)|C) — tr. deg(F|C) = 0,

por lo que la extension de cuerpos I'(Z)|F es algebraica. Ademas es finitamente generada,
pues si u; = x; + J(Z) se tiene I'(Z) = F(ugsq,...,u,). Sea @; € Alt] un polinomio
irreducible de grado minimo tal que Q;(u;) = 0, es decir, Q;(x',x;) € J(Z).

Como I'[Z] = p*(A)[ug+1, - - -, un), para demostrar que el homomorfismo p* es finito es
suficiente probar, por B.1.5, que u; es entero sobre p*(A) para cada d+1 < i < n. Para ello
basta comprobar que los coeficientes principales de los polinomios Q; € A[t] pertenecen a
C para d + 1 < i < n. Fijamos pues un indice ¢ € {d+ 1,...,n} y escribimos

Qi(t) := Zak(xl)tk € Aft], donde %' := (x1,...,%4) y as(x') #0.
k=0

Se trata de probar que as € C. Para ello, consideramos el conjunto
C = {(p(x),2;) = (! 2;) - @€ Z} C CH,
su clausura T := CI?(C) en la topologia de Zariski de C¢*! y las proyecciones
0:Z =T, xw (plx),z;) v 71:T—Ch (¢ x) 2,

que cumplen 7 o § = p. Veamos que 6 es propia. Sean K un subconjunto compacto de
T y K' := 7(K), que también es compacto. Como p es propia la preimagen p~!(K’) es
compacta. Ahora bien, observamos que

0N K)={zecZ: (2 2;) = (p(x),z;) e K}y C{x e Z: plx)=2" € K'} = p (K",

y por tanto §71(K) es un subconjunto cerrado de uno compacto, luego es también com-
pacto, lo que demuestra que 6 es propia. Esto implica, por B.1.7 (4) que T = 0(Z), esto
es, 6 es propia y sobreyectiva. Como también p = 7086 es propia, se deduce del Lema B.1.3
(ii) que la proyeccion T es propia.

Por otra parte, como el polinomio @); es irreducible en el anillo A[t], el conjunto alge-
braico afin complejo d-dimensional

S = {(a',2;) €e CT x C: Qi(«, ;) =0}
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es irreducible y contiene a T', que también tiene dimension d y es irreducible por B.1.7 (4).
Por tanto S =T y la aplicaciéon

. Q I d . Nk _ d I .
T.S—{(x,:rz)e(C x C: kZ_Oak(:U)xi—O}%C,(:L‘,xl)%xl

es propia, lo que por el Lema B.1.2 implica que el polinomio as no se anula en ningtin
punto de C%, luego es constante, como queriamos demostrar. O

Recordamos ahora que si f : X — Y es una aplicacion regular dominante entre varie-
dades algebraicas afines o proyectivas, u(f) denota la multiplicidad de f, y si z € X es
un punto tal que {z} es una componente conexa de f~!(f(x)), entonces p.(f) denota la
multiplicidad de f en z; para méas detalles véanse las Definiciones 1.2.6 y las Observaciones
[.2.7. En términos de estas nociones se tiene la siguiente caracterizaciéon del conjunto Sy
formado por los puntos donde una aplicacién polinémica dominante f : C™ — C™ es propia.

Proposicion B.1.9 Sean X e Y wvariedades algebraicas afines complejas de la misma di-
mension tales que Y es normal y f : X — Y wuna aplicacion regular dominante. Enton-
ces f es propia en un punto y € Y si y sélo si la fibra f~1(y) es finita y no vacia, y

u(f) = zxef—l(y) tia (f)-

Demostracion. Vimos en 1.2.6 que existe un subconjunto algebraico Z C Y cuya dimension
es menor que dim(Y") tal que la restriccion

flx\s-1(2) X\ fU(2)—»Y\Z

es una cubierta, es decir, una aplicaciéon propia y sobreyectiva que es homeomorfismo local,
y cuyas fibras son finitas. Ademaés, como Y es irreducible y dim(Z) < dim(Y"), la diferencia
Y \ Z es un subconjunto conexo y denso en Y.

Seay € Y un punto en el que f es propia y veamos en primer lugar que la fibra f~!(y) no
es vacfa. Como y € Cly (Y'\ Z) existe una sucesion {vg}r C Y\ Z tal que limg_ oo {vr} = v.
Pero Y\ Z = f(X \ f71(2)), luego para cada indice k existe ux € X \ f~1(Z) tal que
f(ug) = vg. Como f es propia en y y el conjunto K := {vg}, U {y} es compacto, también
lo es f~1(K), luego la sucesion {uy}s admite una subsucesion convergente, que podemos
suponer es ella misma. Si x := limy_,{ur}, y puesto que f es continua, resulta que

f(z) = f(klifgo{uk}) = klggo{f(uk)}k = klggo{vk}k =y,

es decir, x € f~1(y).

Por otra parte, como f es propia en y, la fibra f~!(y) es un conjunto algebraico afin com-
plejo y compacto, luego finito. En consecuencia, para terminar la prueba de esta implicaciéon

solo falta comprobar que u(f) = 3- ¢ p-1(y) Ha(f)- La desigualdad 3, c -1, tta(f) < p(f)
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se cumple siempre y suponemos, por reduccion al absurdo, que ) . F1(y) s (f) < p(f).
Por consiguiente, en virtud de 1.2.6, y como Y \ Z es denso en Y, existen un entorno
abierto V de f~!(y) en X y una sucesion {u}}p C (X \ f~1(Z)) \ V tal que la sucesion
{v}, := f(u},)}x converge a y. Como f es propia en y, entonces f~({v}}r U {y}) es com-
pacto y por tanto, tras sustituirla por una subsucesion si es preciso, podemos suponer que
la sucesion {u) } converge a un punto 2’ € X. Por la continuidad de f se tiene f(z’) =y,
esto es, o' € f~1(y) y, sin embargo, 2’ ¢ V, lo que es una contradiccion.

Veamos a continuacion el reciproco. Sea y € Y tal que la fibra f~(y) := {z1,...,7,}
es finita y no vacia, y u(f) = >.i_4 pa; (f). Para cada 1 < ¢ < r sean V; un entorno
abierto de z; con clausura compacta K; := Cl(V;) y W; un entorno abierto de y tales que
flvas-12) Vi\ f~1(Z) — W;\ Z es una cubierta, W; \ Z es conexo y f~1(y)NW; = {z;};
por 1.2.6 sabemos que el cardinal de cualquier fibra de f|y;\ s-1(z) coincide con piz,(f).

Supongamos, por reduccion al absurdo, que f no es propia en y, lo que implica que
existe una sucesion {&x}r C X tal que ||g]| > k para k > 1y { f(&k) }x converge a y. Como
f es continua y X \ f71(Z) es denso en X, podemos suponer que la sucesion {&;}y estd
contenida en X \ f~1(Z). Como el conjunto compacto K := |Ji_, K; es acotado existe
m > 1 tal que & ¢ K para cada k > m, y denotamos W := ();_; W;. Se cumple que

fly—inzy  FT W\ 2) = W\ Z

es una cubierta. Por la eleccion de los conjuntos V; y Wi, y dado que pu(f) = >0 pa, (f),
se tiene f~1(W'\ Z) C K. Sin embargo, para k suficientemente grande f (&) € W\ Z, pero
&k ¢ K, que es una contradiccion. Por tanto, f es propia en y. ]

B.2. EIl teorema de Perron

El objetivo de esta seccion es demostrar un teorema clasico de O. Perron, que demos-
tramos aqui siguiendo la estrategia desarrollada en [P2] y que serd de gran utilidad en la
segunda parte de la siguiente seccion. Antes de ello, recordamos el concepto de peso con
ponderacion. Para evitar equivocos notacionales denotaremos N al conjunto de los nimeros
enteros positivos y Ng := NU {0}.

Definiciones y Notaciones B.2.1 (i) Sean L un cuerpo, 8 := (f1,...,5,) € N” una
n-tupla de ntimeros enteros positivos y a € L\ {0}. Se llama peso con ponderacion (3 del
monomio

m(x) = axj'---x;" € L[x] := L[x1,..., %]

al nmero entero wg(m) ==Y 1, Biv; = (B,v).

(ii) Se define el peso con ponderacion (B del polinomio nulo como wg(0) = —oo, y el
peso con ponderacion [ del polinomio no nulo p(x) € L[x] como el méaximo wg(p) de los
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pesos con ponderacion 3 de los monomios de p. Notese que el peso con ponderacion wg(p)
queda determinado por los valores wg(x;). Si a, € L\ {0} y denotamos

. n _ v o,__ v1 v,
vi=(v,...,vp) Ny, V=114 vy y X i=x"x,
el grado del monomio a,x” es deg(a,x”) = |v|. El grado de un polinomio no nulo es el
maximo de los grados de sus monomios. Cada polinomio no nulo p € L[x] de grado d se
escribe, de modo tinico, como suma de monomios

p(x) == Z a,x”, donde existe algin v € Ny tal que |v| =d y a, #0.
v|<d

(iii) Veamos que si p € L[x] es un polinomio no nulo, entonces deg(p) min{s;} < wg(p).
En efecto, sea a,x” el monomio de p cuyo peso con ponderaciéon § es maximo entre los
monomios de p y sea p := (u1,...,1n) € Ny tal que a,x* es un monomio de p de grado
deg(p). Como wg(x”) > wg(xH) se tiene

deg(p) min{3;} = || min{B;} = (p1 + -+ + pn) min{3;}
< Bipa + -+ Bupn = wplauxt) < wg(ax”) = wp(p).

(iv) Dadas m-tuplas f := (f1,..., fm), donde f; € L[x1,...,x,] y v := (v1,...,Vm) € NI
denotamos f¥ = fi*--- fim € L[xq,...,xy].

Teorema B.2.2 (de Perron) Sean fi,..., foy1 € Clx] := C[xy,...,x,] polinomios de
grado positivo. Denotamos B := (deg(f1),...,deg(fnt1)) € N y sea wg el peso en
Cly] :==Cly1, ..., ¥n+1] con ponderacion [3. Entonces, existe un polinomio no nulo p € Cly]
tal que

n+1

pfis o far) =0y wp(p) < ] deg(fi)-

=1

Para demostrar este teorema necesitamos algunos resultados previos.

Lema B.2.3 Sean L|Q una extension de cuerpos y fi,...,fn € L[x| := L[x1,...,%]
polinomios tales que cada f; := Eo<\u|<di cix” tiene grado d; > 1 y el conjunto de sus
coeficientes

§={cip,: 1<i<n, 0<|v|<d;}

es algebraicamente independiente sobre Q. Denotamos f := (f1,..., fn) y B = (d1,...,dy).
Entonces, para todo g € L[x|, existen polinomios g, € Lly| := Lly1,...,yn], donde cada
0<vy; <d; para 1 < i <mn, tales que

9= o= y ws(g)+|v| < deg(g)

0<v;<d;

para cada multiindice v = (v1,...,1v,) € Nj que cumple 0 < v; < d; paral <i<n.
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Demostracion. Consideremos, para cada N > 1, el conjunto
Ny = {(a,v) e Ny x Nj : (o, 8) + |v| < N, 0<y; <d;}

y comprobemos en primer lugar que el conjunto By := {f*x” : («a,v) € Ny} es una
base del L-espacio vectorial L[x|y := {g € L[x] : deg(g) < N}. En efecto, consideramos
Ly :={leNj: |¢{| <N}y observamos que la aplicacion

A: Ny — Ly, (Oé,l/) — (aldl,...,andn)—i—y

es biyectiva. Para probarlo construimos su inversa como sigue. Dado ¢ € Ly dividimos por
defecto la componente i-ésima ¢; de ¢ entre d;, por lo que existe un cociente a; € Ny y un
resto v; € Ny, donde 0 < y; < d;, tales que ¢; = a;d; + v;. Asi, las n-tuplas

a=(ar,...,on) €Ny v v=(v,...,v,) €Ny

cumplen que (a,v) € Ny yv Ala,v) = £, ya que
n n

(o, B) + V]| = Z(aidi +v;) = Z& =(| <N, cada 0<v; <d; y
i=1 i=1

Ao, v) = (aady, ..., andy) +v = (cndy +v1, .. andy +vp) = (b1, ... ) = 2.

Esto prueba la sobreyectividad de la aplicacion A, mientras que la inyectividad es conse-
cuencia de la unicidad del cociente y el resto de la division euclidea. Por tanto, si para
cada ¢ € Ly denotamos ¢y := f*x”, donde (a, V) es el tnico elemento de Ny tal que
A(a,v) = ¢, podemos reescribir By = {qr: £ € Ln}.

Empleamos esta presentacion para demostrar que By es una base de L[x|y como L-
espacio vectorial. Observamos en primer lugar que ¢y € Ly|[x] para cada ¢ € Ly, pues

deg(qe) = deg(f) + |v| = andeg(f1) + -+ + ap deg(fn) + |V
=ayd; + -+ apdy, + V| = (o, B) + V| < N.

Ademas, el cardinal de By coincide con el de la base estandar Ey := {x”: v € Ly} del L-
espacio vectorial L[x]y, luego para probar que By es base de L[x]y es suficiente demostrar
que el determinante ¢ de la matriz cuadrada M cuyas columnas son las coordenadas respec-
to de la base En de los vectores de By, ordenando ambos conjuntos de vectores mediante
el orden lexicogréfico, es no nulo. Para probar esto empleamos el siguiente artificio.

Como § es algebraicamente independiente sobre Q, y denotando e; el i-ésimo vector
de la base estandar de L", existe un tinico homomorfismo de Q-algebras

¢(Cide;) =1, paratodol <i<n

¢ : Q[F][x] — Q[x], tal que o(cia) =0, si a # dje;,
d(x)) = x; para todo 1 < j < n.
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Notese que f; € Q[F][x] v o(fi) = xgi para cada 1 < i < n; por tanto, para cada £ € Ly,

olar) = o(f*x) = [[ o) T] o) = [+ Hxazd Sy PR
=1

i=1 i=1 =1

Como ¢(qr) = x' = ¢(x) se deduce que $(6) = 1, luego § # 0. Una vez demostrado que
By es base de L[x|y, dado g € L[x] fijamos N := deg(g) y existen, por lo que acabamos
de probar, escalares \y € L tales que

=Y = Y Y el

el 0<v;<d; (a,v)ENN

Para cada multiindice v = (v1,...,v,) € Njj donde 0 < v; < d; para 1 < i < n, definimos

Z )‘A(a,u)ya € L[Y]a

(a,v)ENN
y observamos que g = 3 o, 4. 9v(f)x”. Ademas,
wg(gy) + V| < méx{{a, B) + [v]: (a,v) € Ny} =N = deg(g),

con lo que concluye la prueba. O

Lema B.2.4 Mantenemos las hipdtesis del Lema B.2.3 y sea d := [[;"_, d;. En particular,

denotamos x := (X1,...,%,) €y := (y1,...,¥n) Entonces, dado un polinomio f, 41 € L[]
de grado d,+1 > 0, y denotando B = (dy,...,dn+1), existe un polinomio
P(Y, Yni1) = Yoy + Zpk Y)¥aih € Lyllynti]

tal que p(f, fns1) =0 y we(p) < [[12] di.

Demostracion. Denotamos los monomios, ordenados lexicograficamente,
{mi}to<kca :={x": 0 <v; <d;,1 <i<n}.

Por el Lema anterior B.2.3 existen polinomios p;; € L[y] que satisfacen las condiciones:

(1) m;fnt1 = Z?;(l) pij(f)m; para todo 0 <i<d—1;
(2) ws(pij) + deg(m;) < deg(m;) + dnt1.
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Consideramos el sistema homogéneo de d ecuaciones lineales en las incognitas mp, ..., mg_1

QL
—_

(pij (f) = 6ij fat1)m;j = 0,

T
o

donde 0 <7 < d— 11y d; es la delta de Kronecker, que tiene la soluciéon no nula m; = m;
para 0 < ¢ < d—1. Por tanto, el determinante de la matriz de coeficientes de dicho sistema
es idénticamente nulo, es decir,

det(pi;(f) — 0ijfut1) = 0.
En consecuencia, el polinomio

d
P(Y, Ynt1) = (1) det(pij (y) — 0ijynr1) = Yor1 + O pe(¥)yrss € Lyllyn1]
k=1
cumple que p(f, fn41) = 0, y vamos a estimar el peso wg(p). Para cada par de indices
0 <14,j < d—1 consideramos el polinomio p;;(y, yn+1) := Pij(y) — 6ij¥n41 Cuyo peso, como
consecuencia de la condicion (2), cumple

wg(pij) < dpy1 + deg(m;) — deg(my).

Por tanto, si Sg denota el grupo de permutaciones de los nimeros 0, 1,...,d — 1, para cada
o € 84 se cumple que

&.
._.

d—1 n+1
wp ( + H ﬁs,a(s)) Z wﬁ Ps N s) < (dn-‘rl + deg(ms) - deg(ma(s)) =ddp41 = H di,
5=0

@
Il
o

y en COIlSGCllGIlCia,

’U)B(p) = wﬂ( Z + Hpsa(s ) > H dla
ceSy s=0 i=1
como queriamos demostrar. O
Demostracion del Teorema B.2.2. Escribimos fi := 3 o< |,1<q, Cipx” € C[x], donde cada

d; :==deg(fi)>1y f:=(f1,--., fnt1). Consideramos el conjunto

n+1 n+1

A= {a: (al,...,anH) ENn+1 : Zaidi < Hdz}
=1 =1

y la familia F := {f* : a € A}. Para probar el Teorema de Perron basta ver (de hecho es
equivalente a) que la familia 7 C C[x] es C-linealmente dependiente. Si M(f) denota la
matriz cuyas columnas son los coeficientes de los polinomios f% € F respecto de la base
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estandar £ := {x” : v € NJ } de C[x], se trata de comprobar que el rango de M (f) es menor
que el cardinal de A. Consideremos nuevas indeterminadas sobre QQ, que denotamos

C={cip: 0<|v|<d;, 1 <i<n+1},
el anillo de polinomios A = QI[C] y los polinomios

F; = Z ciyx” € Alx], para 1 <i<n+1.
0<|v|<d;

Denotemos F' := (F1,...,Fy4+1). Como los elementos de C son algebraicamente indepen-
dientes sobre Q se deduce del Lema B.2.4 que el rango de la matriz M (F) que se obtiene a
partir de M(f) sustituyendo cada c¢;, por c;, es estrictamente menor que el cardinal #A
de A. Noétese que M(f) = M(p(F)) donde p : A[x] — C[x] es el tnico homomorfismo de
anillos que cumple p(c; ) = ¢ ¥ p(x;) = x;j. Como el rango de una matriz coincide con el
orden del menor no nulo de dicha matriz de mayor orden, y los homomorfismos preservan
determinantes, se tiene

rk(M(f)) = k(M (p(F))) < rk(M(F)) < #A,

como querfamos demostrar. O

B.3. Propiedades del conjunto S; en el caso complejo.

Tras describir algunas propiedades de las aplicaciones propias, nuestro objetivo prin-
cipal en esta secciéon consiste en describir el conjunto Sy formado por los puntos en los
que una aplicacion polinémica dominante f = (f1,..., fn) : C* — C™ no es propia. Por
la Proposicién B.1.9 un punto y € C" pertenece a Sy si y solo si su fibra f~1(y) tiene
dimension > 1 o f~1(y) es finita y Dvef-1(y) Ha(f) < p(f).

La anterior caracterizaciéon, de naturaleza “geométrica”, tiene una contrapartida “alge-
braica”, que presentamos a continuacion. Denotamos x := (x1,...,%,) € ¥ := (¥1,..-,¥n)s
mientras que C[f] := C[fi,..., fu] es el menor subanillo de C[x] que contiene a C y a los
polinomios f1, ..., fn. Denotamos C(f) su cuerpo de fracciones y observamos que, como f
es dominante, la extension de cuerpos C(x)|C(f) es finita.

Proposicion B.3.1 Sean f := (fi,..., fn) : C* — C" una aplicacion polindmica domi-
nante y para cada polinomio h € C[x] elegimos un polinomio irreducible

donde cada ag-‘ € Cly] y al, # 0, tal que Py(h) = 0. Se cumple que:
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(i) El conjunto {y € C" : al’, (y) =0} C Sy para cada h € Clx].

(ii) Sean hy,...,h, € C[x| tales que C[x] = Cl[hq,...,h;|. Entonces, con las notaciones
del apartado anterior,

,
Sy=|Jlyecr: api, (y) = 0}.
i=1
(ili) El conjunto Sy formado por los puntos de C™ en los que f no es propia es vacio o
una hipersuperficie.

(iv) Si Sy no es vacio existe una forma lineal h =" | ¢;x; € C[x] que es un elemento
primitivo de la extension de cuerpos C(x)|C(f) y para el que se cumple la igualdad

Sg={yeC": a}, (y) =0}

Demostracion. Los apartados (i) y (iii) son consecuencia inmediata de (ii). Para probar
(ii) procedemos como sigue. Denotamos a := [[;_, af‘,{'hi y S := Zcn(a) y demostramos en
primer lugar que si y € C™\ S, entonces f es propia en y. Para esto es suficiente demostrar
que la aplicacion f: C*\ f~1(S) — C"\ S es propia.

Sia € C\{0}, entonces S es el conjunto vacio y la extension C[f] C C[x] es entera, lo que
por la Proposiciéon B.1.1 implica que f es una aplicaciéon propia. Suponemos en lo que sigue
que a € C y denotamos F' = ao f € C[x]\C,porloque Sy f~1(S) ={z € C": F(z) =0}
son hipersuperficies. Consideramos las variedades algebraicas afines

Vi={(z,v) €eC"": wF(2) =1} y W= {(y,w) € C"": wa(y) =1}
y la aplicacién polinémica
f2V W (@,0) = (f@),0).
Como las proyecciones

771:V—)(Cn\f71(5), (JI,’U)’—)(E y 71-2:VV_>(CH\S’ (y’w)Hy

son homeomorfismos, para probar que fl|cn f-1(g) : C™\ f~1(S) — C™\ S es propia basta

demostrar que f: V — W es propia, y seré esto tltimo lo que comprobemos. Para ello es
suficiente, en virtud de la Proposicién B.1.1, demostrar que I'[V] es una extension entera
de f*(I'[W]). Ahora bien, se cumple que

IVl = Clx][1/F] =Clh,....h][1/F] y T[W]=Cly][1/a], (B.3.1)

y de la tltima igualdad se sigue que f* (T[W]) = C[f][1/F]. Para cada 1 < i < r denotamos
Fy=al ofeC[x]\C,y observamos que F = F} - - F}., es decir,

r

1 )
P (F)IIEH=1 1<i<n
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luego F; es una unidad en el anillo F*(T[W)) = C[f][1/F), lo que implica que cada h; es
entero sobre el anillo f*(I'[W]). Como consecuencia del Lema B.1.5 y la primera igualdad
de (B.3.1), se deduce que I'[V] es extension entera de f*(I'[W]), como queriamos probar.

Veamos ahora, reciprocamente, que si la aplicaciéon f es propia en un punto yg € C"
entonces yo € S, es decir a(yg) # 0. Para ello fijamos un indice 1 < i < r y consideramos
la aplicacion polinémica g := (f, h;) : C* — C" x C. La imagen de g esta contenida en la
hipersuperficie

T:={(y,2) e C"xC: Py,(y,2) =0}

y, como f es dominante, g(C™) es un subconjunto denso en 7' con su topologia usual. Como
f es propia en yq existe un entorno abierto U de yy en C™ cuya clausura K := Cl(U) es
compacta tal que la restriccion f| -1 gy @ f ~1(K) — K es propia; en particular el conjunto
C := f~1(K) es compacto. Se cumple ademas que f = 7o g donde 7 : C" x C — C" es la
proyeccién sobre el primer factor. Como C' es compacto y f es dominante, y por tanto su
imagen es densa en C", deducimos que f(C) = f(f~'(K)) = K vy, puesto que f = 7o g,
se tiene

C=fYK)=g Y r ' (K)) =g YK xC)=g HTn (K x C)). (B.3.2)

De nuevo por la compacidad de C, y puesto que g(C™) denso en T', se deduce de la igualdad
B.3.2 que g(C) =T N (K x C). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

TN(K xQC)

gle
W’Tm(Kx(C)

fle
C

K

en el que las aplicaciones f|o y g|c son propias y sobreyectivas. Se deduce del Lema B.1.3
que 7|7k xc) s propia y sobreyectiva, luego |rn@xcy : TN (U x C) — U es también
propia y sobreyectiva. Esto implica, por el Lema B.1.2, que ZU(aﬁgh_) = J y en particular

aﬁ{hi (yo) # 0, lo que concluye la prueba del aserto (ii).

(iv) Consideramos el polinomio 74(x) := > p_, xxt*! € C[x,t] y, para cada t € C,
denotamos

n
N = Zxktk_l € Clx].
k=1

Como f es dominante, la extension de cuerpos C(x)|C(f) es algebraica y finitamente ge-
nerada, luego finita. Por tanto C(x)|C(f) tiene un namero finito de subextensiones y, en
particular, el conjunto de subcuerpos C(f)(n:) C C(x), donde ¢t € C, es finito. Asi pues,
existe un subconjunto infinito A C C tal que C(f)(n:) = C(f)(ns) para cualesquiera
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s,t € A. También es finita la familia de hipersuperficies
Sp:={z € C": aff (x) =0} C Sy, donde t€C,

porque todas estan contenidas en la hipersuperficie S¢. Por tanto, existe un subconjunto
infinito B C A tal que S; = S5 para todo t,s € B. Elegimos t1,...,t, € B distintos.
Escribimos en forma matricial las igualdades n;; = py xkt;’?_l, esto es,

1oty - 77N\ [x Tty

1 t, - tn_l Xn Nt

como el determinante de la matriz (tz ) es el de Vandermonde, que es no nulo por ser ¢; # ¢,
si @ # k, este sistema de ecuaciones lineales tiene solucion tnica y cada x; € Cln,, ..., 1, ]-
En consecuencia, C[x] = Clny,,...,m,], por lo que

C(X) = C(ntlv T antn) = (C(f)(ntla s 77’%) = C(f)(ntl),

es decir, h := 1, es un elemento primitivo de la extension de cuerpos C(x)|C(f). Ademas,
por el apartado (ii),

Sp=JS, =5, ={yeC: a}, (y) =0}.
=1

con lo que concluye la demostracién O

Observacion B.3.2 La demostracion de la Proposicion B.3.1 se generaliza, siguiendo las
mismas lineas, para probar el siguiente resultado:

(B.3.2.1) Sea f: X — Y es una aplicacion polindmica entre variedades algebraicas afines
complejas no singulares de la misma dimension. Entonces, el conjunto de puntos donde f
no es propia es vacio o una hipersuperficie de Y .

De hecho en [J3, Thm.3.8] se demuestra el resultado anterior sin imponer que X e Y’
sean no singulares.

La siguiente Proposicién proporciona otra caracterizaciéon de naturaleza geométrica del
conjunto Sy formado por los puntos en que una aplicacién continua f : C* — C" no es
propia.

Proposicién B.3.3 Sean m: CP" x C" — C" la proyeccion sobre el seqgundo factor y &y
el grafo de una aplicacion continua f: C* — C". Entonces, Sy = m(Cleprxcn (Gy) \ &5).
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Demostracion. Por la Observacion 1.2.3 (iii), un punto y € C" pertenece a Sy si y solo si
existe una sucesion {xy}r en C” tal que ||zg| > k para cada k > 1y limy o f(z1) = ¥;
de hecho, como CP" es compacto podemos suponer que la sucesion {xy}; converge a un
punto p € CP" \ C", es decir, {(z, f(zx))}x converge a (p,y) € Cleprnxcn(&y) \ &y. Por
tanto, y € Sy si y solo si existe p € CP™ \ C" tal que (p,y) € Cleprxcn (&) \ By, 0 lo que
€S igual, W(Clcpnxcn(ﬁf) \ Qﬁf) = Sf. ]

Corolario B.3.4 Sea & el grafo de una aplicacion polinomica dominante f : C* — C"
y supongamos que el conjunto algebraico multi-proyectivo complejo Clepnycpn(B¢) \ &5 es
irreducible. Entonces, [ es propia.

Demostracion. Observamos en primer lugar que Clcprxcpn (&) coincide con la clausura
de & en CP" x CP" con la topologia de Zarsiki, pues & es una variedad algebraica afin
compleja de C" x C". Por tanto, si Hy denota el hiperplano de infinito de CP”,

Ry = Cl@pnxcpn(ﬁf) \ 6]‘ =C @I{nxcpn(ﬁf) \ ((Cn « (Cn)
= Cl&n . cpn (B5) N ((Hoo X CP™) U (CP" x Hyo))

es un conjunto algebraico multi-proyectivo complejo. Consideramos también el conjunto

Ry = Clcpnxcn(®f) \ @f = (Cl(cpnx(cpn((’ﬁf) N CP" x (Cn) \ Qﬁf
= (Cl@pnxcpn(ﬁf) \ 05]0) N ((C[Pm X Cn) =R N (CPTL X (Cn) =R \ (CP” X HOO)7

Nétese que Ry es constructible y dim(Ry) < dim(R;) < dim(&;) —1 = n—1. Supongamos,
por reduccion al absurdo, que f no es propia. Entonces, por la Proposicion B.3.1 (iii), el
conjunto Sy formado por los puntos de C™ en los que f no es propia es una hipersuperficie
de C™. Esto implica, por la Proposicion B.3.3, que

dim(R;) > dim(Ry) > dim (7(R2)) = dim(Sy) =n — 1 > dim(Ry),

luego dim(R;) = dim(R2) = n — 1. En particular Ry y Rs tienen la misma dimension y,
como R; es irreducible y Rs es constructible, deducimos que Ry = Clgpnxcpn(R2). En
consecuencia, dim(Ry \ Rz) <n — 2.

Sea g : CP" x CPP"™ — CP™ la proyeccion sobre el segundo factor. Como f es dominante,
mo(Cleprnxcn (B¢)) = CP", y por la Proposicion B.3.3, tenemos que
Ty *(Hoo) N Clepnxcpn (B 4) C Clepnscpn (G1) \ (85 U Re) = Ry \ Ra,

es decir, Hy, C m2(R2 \ R1). Pero esto es una contradiccion, y por tanto f es propia, pues
dim(Ry \ R2) <n—2<n—1=dim(Hy). O

A continuacién presentamos una cota superior para el grado de la hipersuperficie for-
mada por el conjunto de puntos de C" en los que no es propia una aplicacién polinémica
dominante y no propia f : C" — C™.
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Teorema B.3.5 El conjunto Sy formado por los puntos de C" en los que una aplicacion
polinomica dominante f = (f1,..., fn) : C" — C™ no es propia es el conjunto vacio o una
hipersuperficie C-unireglada de grado no superior a

[ 1=, deg(fi) — u(f)
mini—y . deg(f;)

Ademds, deg f_l(Sf) < [Tz, deg(fi) — p(f).

Demostracion. Ya hemos visto en la Proposicion B.3.1 que Sy es el conjunto vacio o una
hipersuperficie, y posponemos hasta la prueba del Teorema B.4.3, en la seccién siguiente, la
demostracion de que es C-unireglada. Por tanto s6lo quedan por probar las cotas referentes
al grado de las hipersuperficies Sy y f~1(Sy). Denotamos x = (x1,...,x,).

Por el Lema B.3.1 (iv) existen un polinomio h := Y ", ¢;x; € C[x] y un polinomio
irreducible Py, (f,t) := > 1 a;(f)t* € C[f][t] tales que

Py(f,h)=0 y Sp={zeC":an(x)=0}

Como h es un elemento primitivo de la extension de cuerpos C(x)|C(f), se cumple que
wu(f) = m. Estimemos ahora el grado del polinomio a,,. Para ello, aplicando el Teorema de
Perron B.2.2 al conjunto de polinomios f1, ..., fn, fnt1 := h y al peso wg en Cly1, . .., ¥ny1]

con ponderacion 5 = (deg(f1),...,deg(fnt1)), existe un polinomio @ € C[y|[yn+1] tal que

Q(f, fa+1) = 0y wg(Q) < H?:Jrll deg(f;). Como el polinomio Py(y,yn+1) es irreducible
divide a @, y por tanto

wp(Pr) < wp(Q) < deg(h) | [ deg(fi) = [ ] dea(fi),
i=1 i=1
pues deg(h) = 1. De este modo,

deg(f;) = ws(am) < [ deg(fi) — n(f).

=1

wg(am) +m <

—.

Il
—

)

N

Vimos en B.2.1 (iii) que deg(am,) - min;—1 . n{deg(fi)} < wg(am), y por ello

wg(am) [Tiq deg(fi) — u(f)
deg(S < de am S P S % )
B0 = deglom) = S Adea ()} = miner,.o{deg ()}

lo que proporciona la primera estimacion.

Para la segunda basta observar que f~1(Sy) = {z € C": F(x) =0}, donde F = a0 f,
y por tanto

deg(f~1(Sy)) < deg(F) < wg(am) < [ [ deg(fi) — u(f),
i=1
con lo que concluye la prueba. O
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B.4. Compactificaciones proyectivas de variedades afines

El objetivo de esta secciéon es estudiar algunas propiedades de los residuos de las com-
pactificaciones proyectivas de una variedad algebraica afin compleja.

Definiciones B.4.1 (i) Una compactificacion proyectiva ()? j) de una variedad algebraica
afin compleja X es el par formado por una variedad proyectiva compleja X y una aplicacién
polinémica inyectiva j : X — X tales que Y = X \ J( ) € X es un conjunto algebraico
proyectivo complejo y la aplicacion j : X — j(X) = X \ 'Y es un isomorfismo polinémico.
Por comodidad identificaremos X con j(X) y escribiremos X C X.

(i) La diferencia X \ X se denomina residuo de la compactificacion (X, j).

Proposiciéon B.4.2 Sea X una compactificacion proyectiva de una variedad algebraica
afin X C C". Entonces, X \ X es una hipersuperficie coneza.

Demostracion. Comenzamos demostrando que X \ X es una hipersuperficie. Para ello
consideramos la normalizacion (Z,7) de X y el diagrama conmutativo:

X=rYX) = Z
\J |

~

X <= X

Observamos que m(Z \ X') = X \ X y, como 7 es un morfismo finito, para probar que
X \ X es hipersuperficie basta demostrar que Z \ X’ lo es. Para ello demostraremos que
sus componentes irreducibles Y7, ...,Y, tienen codimensién 1. Suponemos, por reduccion
al absurdo que, por ejemplo, la codimensién de Y; es > 2. Consideramos la aplicacién
racional ¢ := (¢1,...,0m) : Z --+» X' C C™ asociada a la inclusion X’ — C™. Como Z
es una variedad algebraica proyectiva normal compleja, cada funcién racional ¢; : Z --» C
se extiende, en virtud de |[Na, VI.2. Prop.4, pag. 118, como funcién regular, a todos los
puntos de Y7 \ ngg Y;. Ademés, como X' es cerrado en C™, ¢(z) € X' para cada punto
ze Z\U; i—2 Y}, luego se tiene una aplicacion regular

V=, 4\ Uy —Xcz
j=2

Seany € Y1\Uj—p ¥j v 7 := ¢(y); como X’ es abierto en Z, el punto {z} es una componente
conexa aislada de la fibra ¢~!(z), luego ¢! (x) tiene al menos dos componentes conexas.
Esto contradice el Teorema de conexion de Zariski ([Mu, 3.24]) que afirma, por ser Z una
variedad algebraica normal, que las fibras de la aplicacién regular ¢ son conexas. Esto
demuestra que Z \ X’ es una hipersuperficie.

Para demostrar que X \ X =7(Z\ X') es conexo es suficiente comprobar la conexion
de Z\ X’. Como 7 es un morfismo finito se deduce de [H1, I1.5.17] que 7 es un morfismo
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afin, luego X’ es una variedad algebraica afin compleja. Ahora, como Z es una variedad
algebraica proyectiva normal compleja y X’ es una variedad algebraica afin compleja, de-
ducimos de [H2, Ch. II, §3] que Z \ X' es conexo. O

En la demostracién del Teorema B.3.5 hemos dejado sin probar que el conjunto Sy de
puntos de C" donde una aplicaciéon polinémica f : C* — C™ no es propia es una hiper-
superficie C-unireglada. Para comprobarlo es suficiente, en virtud de la Proposicién B.3.3
y de que las aplicaciones racionales transforman curvas racionales en curvas racionales,
demostrar el siguiente resultado.

Teorema B.4.3 Sea Z una compactificacion proyectiva de C™. Entonces cada componente
irreducible del conjunto Z \ C"™ es una hipersuperficie C-unireglada.

Antes de probar el Teorema B.4.3, necesitamos el siguiente lema.

Lema B.4.4 Sea f: X — Y una aplicacion regular dominante entre superficies algebrai-
cas afines complejas. Sean X Y Y compactificaciones proyectivas de X e Y tales que X\X
es una union finita de curvas racionales. Entonces, Y \'Y es también una union finita de
curvas racionales.

Demostracion. Sea f: X-->Yla aplicacién racional inducida por la aplicaciéon regular f.
Como consecuencia de [Shl, IV.3.3.Thm.3|, existen

= Una superficie algebraica proyectiva compleja no singular Z ,
= La composiciéon de una sucesion finita de explosiones 7 : 75X Y
» Una aplicacion regular g : Z = }/},

tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

N

Se deduce de las afirmaciones 111.1.c.1 y IIL1.c.4 (ii) que el conjunto 7~ (X \ X) es unién
finita de curvas racionales. Ademas, el conjunto Y \'Y es, por la Proposicion B.4.2, una
hipersuperficie contenida en g(7~ (X \ X)), que es la imagen de una unién finita de curvas
racionales. Por tanto, Y \ Y es también union finita de curvas racionales. O

Demostracion del Teorema B.4.3. Sin = 1 el resultado es trivialmente cierto; por tanto,
suponemos n > 2 y consideramos un punto p € Z \ C". Se trata de probar que existe
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una curva racional contenida en Z \ C™ que pasa por p. Elegimos una curva algebraica
proyectiva irreducible C' C Z tal que C N C" # &. Por [Mu, Ch.7 §7B] existe una curva
algebraica plana irreducible I' € CP? tal que I' N C? # @ y un isomorfismo birracional

F:T --» C. Sean Fy, F,...,F, € C[xg,x1,x2] polinomios homogéneos del mismo grado
tales que F'= (Fy: Fy : -+ : Fy,)|r. Consideramos la funcion racional
F':=(Fy:Fy:---: F,): CP? --» CP",

y podemos suponer que la imagen de F’ tiene dimension 2. En caso contrario, estara conte-
nida en C'y procedemos del modo siguiente. Elegimos un punto g € CP?\ (Zgp2 (% Fp)UT)
y un polinomio homogéneo G € J(I') tal que G(q) # 0. Sin méas que multiplicar por
una potencia adecuada de xy podemos suponer que el grado de G coincide con el de los
polinomios F;. Para cada A € C", consideramos la aplicacién racional

Fy:=(Fy:F :--:F,) 4 (0: \)G : CP? --> CP",

cuya imagen contiene un subconjunto denso de C. Como G(q) # 0 podemos elegir A € C”
tal que Im(F)) no esta contenida en C; por tanto, para esa eleccion de A la dimension
de Im(F)) es necesariamente 2, pues su clausura de Zariski es un conjunto algebraico
irreducible que contiene estrictamente a C. En lo sucesivo denotaremos de nuevo F’, para
simplificar la notacion, a la aplicacion Fy, y suponemos que dim(Im(F”)) = 2.

Comprobemos que existe una curva racional A C CP? que contiene todos los polos y
puntos de indeterminacion pi,...,p, € CP? de F’. Tras un cambio proyectivo de coorde-
nadas en CP? podemos suponer que p; := (a1,b1),...,pr = (ar, b)) € C* y que a; # a;
si i # j. Sea P € C[t] un polinomio de grado r tal que P(a;) = b; para cada 1 < i <r
y consideramos la aplicacién polinémica g : C — C2, ¢t ~ (¢, P(t)). La curva racional
A = Zepa (2 xo — xh P(x1/x%0)) de CP? contiene al conjunto {p1,...,p:}.

Por tanto, si tomamos X := C2?\ A, la restriccién f' := F'|x : X — CP" es una
aplicaciéon regular y X := CP? es una compactificaciéon proyectiva de X cuyo residuo
X \ X = Z¢p2(x0) U A es union de dos curvas racionales. Sean Y la clausura de Zariski de
Im(f") en C", que es una superficie algebraica afin irreducible, e Y la clausura de Zariski
en CP™ de Im(f’), que esta contenida en Z. Observamos que

peC\C"CY\YCZ\C"

Como consecuencia del Lema B.4.4, el conjunto Y \ Y es una unién finita de curvas racio-
nales; por tanto, existe una curva racional contenida en Z \ C" que pasa por p, es decir,
Z \ C" es C-unireglado. O

B.5. Propiedades de S; en el caso real.

De los resultados anteriores se desprenden los Teoremas B.5.1 y B.5.2, que enunciamos
y demostramos a continuacion, acerca de la naturaleza del conjunto Sy formado por los
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puntos de R™ en los que una aplicacion polindémica f : R™ — R™ no es propia, que son
relevantes al estudiar la geometria de su imagen f(R™). En lo que resta de esta seccion, si
X C R” es un conjunto algebraico denotaremos por X¢ C C" la clausura de Zariski de X
en C™. Esta definicién puede extenderse a conjuntos algebraicos de RP™, RP™ x RP™, etc.
Los dos resultados citados son los siguientes:

Teorema B.5.1 Sea f : R? — R" una aplicacion polinémica no constante. Entonces, el
conjunto Sy formado por los puntos de R? en los que f no es propia es union de una familia
finita, tal vez vacia, de semilineas paramétricas.

Demostracion. Este resultado ya ha sido probado, incluso con mas generalidad, en los apar-
tados (vi) y (vii) del Lema II1.4.2. O

Empleando una estrategia similar a la de la prueba del Teorema I11.4.1 (iii) obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema B.5.2 Sean n > 2 y f : R — R™ wuna aplicacion polindmica no constante.
Entonces el conjunto Sy es semialgebraico, R-unireglado, cerrado en R™ y, si es no vacio,
la dimensidn de cada una de sus componentes conexas estd comprendida entre 1 yn — 1.

Demostracion. Veamos en primer lugar una descripcién alternativa de Sy que seré util para
determinar sus propiedades. Sean X C R” x R™ C RP™ x RP™ el grafo de f y

D := my(Clrprxrpm (X) \ X) NR™, donde my : RP" x RP™ — RP™, (x,y) = y.

Vamos a comprobar que Sy = D. Denotamos Huo(R) el hiperplano de infinito de RP™ y
observamos que, como la restriccion

p = WZ’CIRWXR}PM(X) : CIR]P’”X]R]P’M (X) — RP™
es propia y p~ (Hao(R)) C Clgpnxrpm (X) \ X, también es propia la restriccion

flrm p-1(0y : R™\ f7H(D) = R™\ D,

lo que demuestra que 8y C D. Reciprocamente, para cada punto y € D existe una sucesion
totalmente no acotada {zx}r C R™ tal que {f(x)}r converge a y, lo que demuestra que f
no es propia en y, por lo que Sy = D.

De esta igualdad se desprende inmediatamente que Sy es un conjunto semialgebraico,
cerrado en R™ y que la dimensién de sus componentes conexas es < n — 1 pues, en virtud
de [BCR, 2.8.13, dim ( Clgpn xgpm (X) \ X) < dim(X) — 1 = n — 1. Solo falta comprobar
que si Sy no es vacio, entonces es unireglado. Tomamos un punto x € Sy; por el Lema
I11.1.6 existen, tras un cambio afin de coordenadas,
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= enteros 7, k; con ki = min{ky,...,k,} <0,y
= polinomios p; € R[t] con p;(0) # 0 para 2 <i < n,

tales que x = lim,_,o+ (f o @)(t), donde a(t) := (t* +t7,t*2py(t),..., t* p,(t)). Tras la
sustitucion t — t2 podemos suponer que k; y r son pares. Escribimos hy(x,y) := y'kl‘ +x"

y paratodo 2 <:<n
—k; .
y ipi(x)  sik; <O,
hi(X7Y) = ks .
xVipi(x)  sik; >0.

Observamos que la aplicacion
h:R* = R™ (z,9) — (hi(2,9), ..., ha(z,y))

es propia, pues si {2 }x es una sucesién no acotada en R?, tampoco es acotada la sucesion
{h1(zx) }x C R, lo que implica que también la sucesion {h(zx)}r C R™ no es acotada. Mas
aun, ¢ = lim;_,o+ h(t, 1/t) € RP™.

Ahora escribimos g := f o h, cuya restriccion glge\g-1(s;) : R2\ g71(8f) = R™\ S; es
propia porque tanto i como la restriccion flgn\j-1(s,) + R™\ f74(Ss) = R™\ 8¢ lo son.
Esto implica que §; C Sf y, como del Teorema B.5.1 se desprende que S, es R-unireglado
y de dimension 1, se deduce que también Sy lo es. ]



Apéndice C: Poliedro sin proyecciones
seccionales

El objetivo de este Apéndice C es demostrar que para n > 3 existen poliedros convexos
en R" sin proyecciones seccionales. Recordamos que dados un poliedro convexo X, un
hiperplano H y una recta vectorial ¢ decimos que H NX es la proyeccion seccional de K
en la direccion de £si H N K = 7(X), donde 7 : R™ — R”™ denota la proyeccion sobre H
en la direccién de /. Concretamente, demostraremos el siguiente resultado.

Teorema C.3 Para cada n > 3 existe un poliedro convero acotado K C R™ que no tiene
proyecciones seccionales.

C.1. Propiedades de las proyecciones seccionales

Fl siguiente resultado es la clave de la estrategia que existen poliedros convexos acotados
sin proyecciones seccionales.

Lema C.1.1 Sean X C R™ un poliedro convexo de dimension n > 3 y m : R® — R”
la proyeccion en la direccion de una recta 7 sobre un hiperplano H. Sean p1,...,pp los
vértices de K que estdn en H y Ay, ..., Ax las aristas de X paralelas a ‘. Supongamos que
P=7(K) =KNH y escribimos {q;} = m(A;j) para j = 1,..., k. Entonces, los vértices
de P son qi,...,qk Y P1,--.,pe. Em particular,

(i) Si ( no es paralela a ninguna de las aristas de K, entonces los vértices de P son

pi,...,De.
(ii) Si K no tiene un par de aristas paralelas y A es una arista de X paralela a v (y de
hecho la inica), entonces los vértices de P son p1,...,p¢ y (el inico punto de) w(A).

La demostracién del resultado anterior requiere un poco de trabajo previo.

Lema C.1.2 Sean X C R™ un poliedro convexo de dimension n > 3, A una arista de X,
{ la recta que contiene a A y m: R™ — R"™ la proyeccion en la direccion de la recta £ sobre
un hiperplano H C R™ (cuya direccion H no contiene a £). Sea E un hiperplano de soporte

— 247
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de K tal que ENX = A. Entonces, E N H es un hiperplano de soporte de P := w(X) en
H tal que ENP = H N{ contiene un unico punto, que es un vértice de P.

Demostracion. En primer lugar, observamos que como dimX = n entonces P := 7 (X)
tiene dimensiéon n — 1 > 2; ademas, como 7 (04 I:_i, tenemos que H N ¢ = {p}. De esta
manera, si demostramos que ENP = HN¥, deducimos por el Corolario [.4.6 que EN H es
un hiperplano de soporte de P := 7(X) en H y que p es un vértice de P. En efecto, como
¢ C E secumple que 7(E) = ENH y E = 7~ !(7(E)); por tanto, siy € ENP = 7(E)NP
existe * € K tal que m(z) = y y asi # € 7 (y) C 7 }(n(E)) = E. Esto significa que
reENK=Ayasiy=mn(z) en(A)=HnNL. O

Lema C.1.3 Sean X C R" un poliedro convexo de dimension n > 3 y m : R® — R" la

proyeccion en la direccion de la recta 7 sobre el hiperplano H. Sean p1,...,p, los vértices
de K (si tiene alguno) y sean Ay, ..., A las aristas de K paralelas a € (si tiene alguna).
Entonces,

(i) 7(Ar),...,m(Ax) son vértices de P := m(X).

(i1) Sip es un vértice de P tal que p & w(A;) parai = 1,....k y W es un hiperplano
de soporte de P en H, entonces existe j = 1,...,r tal que m(p;) = p. Ademds, el
hiperplano 11 := p; + W + 0 es un hiperplano de soporte de X tal que IINK = {p;}.

Demostracion. En primer lugar, como consecuencia del Corolario 1.4.5 y del Lema C.1.2
deducimos que 7(A1),...,m(Ag) proporcionan vértices de P := 7(X), lo que prueba (i).

Sea ahora p uno de los vértices restantes de P (si hay alguno) y sea W un hiperplano
de soporte de P en H tal que W NP = {p} (véase el Corolario 1.4.6). Tras un cambio afin
de coordenadas, podemos suponer que H := {x,, = 0}, ( es la recta vectorial generada por
el vector &,,p:=0, W :={z,.1=0}NHy P C{x,-1>0}NH.

Sea II el hiperplano que contiene a W y a la recta p + Z, es decir, IT := {z,—1 = 0}.
Observamos que

Kcr ' (P)cr({zn1 >0}NH)={z, 1 >0} =TI".

Para comprobar que II es un hiperplano de soporte de X basta comprobar que II corta a X.
Para ello, observamos que si x € X cumple que 7(z) = p € W entonces z € 7~ (W) = IL.

Ahora, por el Lema 1.4.3, tenemos que € := KX N1l es una cara de X que cumple que
pem&)=m(XNI) Cc PNW = {p} y por tanto w(E) = {p}. Esto implica que € tiene
dimensién 0 o tiene dimensién 1 y es paralela a ?. Pero como {p} no es la proyeccion de
una arista de X paralela a Z deducimos que dim & = 0, es decir, € se corresponde con un
vértice p; de K. Por tanto, p = w(p;) y K NII = {p;}. O
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Demostracion del Lema C.1.1. En primer lugar, como consecuencia del Lema C.1.3,
q1,- - -, qr son vértices de K. Por otro lado, observamos que P es un poliedro de dimensiéon
n —1 > 2. Sea II; un hiperplano de soporte de X tal que II; N X = {p;}; como dim P > 2
y p; € H, deducimos que II; # H no es paralelo a H. Definimos W; := II; N H que es un
hiperplano de H; como p; € H, entonces W; NP = (ILNH)N (KN H) = {p;} y por el
Corolario 1.4.6, p; es un vértice de P.

Sea ahora p un vértice de P distinto de ¢, ..., gx. Elegimos un hiperplano W de H tal
que W NP = {p}. Por el Lema C.1.3, existe un vértice ¢ de K tal que m(q) = p y ademaés
el hiperplano II := g+ W+ es un hiperplano de soporte de X tal que IINK = {¢}. Como
P =XKNH, entonces p € X y el segmento pg C K; ademés, dicho segmento esta contenido
en la recta g + ¢ c 1L Por tanto, pg C X NII = {q}, es decir, p = g es un vértice de K
contenido en H y asi p = p; para algini=1,... /.

Una vez probado esto, los apartados (i) y (ii) son inmediatos. O

C.2. Poliedros esféricos

Decimos que un poliedro n-dimensional KX C R™ se llama esférico si es la envoltura
convexa de un conjunto finito de puntos § := {p1,...,pr} de la esfera unitaria S"~!.
Nétese que, como el hiperplano tangente a S"~! en el punto p; corta a X exactamente
en el punto p;, cada uno de los puntos p; es un vértice de K. Por otra parte, como el
conjunto de los vértices de la envoltura convexa X del conjunto § es un subconjunto de §,
concluimos que el conjunto de los vértices de K coincide con §. Por otra parte, dado que la
esfera S*~! es convexa, X C B,(0,1). Ademéas, como K es n-dimensional, necesariamente
§ contiene n + 1 puntos afinmente independientes. Diremos que K es ademés genérico si
cada subconjunto de n + 1 vértices de K es afinmente independiente. Notese que entonces
cada subconjunto de j < n 4+ 1 vértices de un poliedro esférico genérico es afinmente
independiente y, si n > 3, K no puede tener dos aristas paralelas, ya que en caso contrario
X tendria 4 < n + 1 puntos contenidos en un plano que serian afinmente dependientes.

Lema C.2.1 Sea X' el poliedro esférico cuyo conjunto de vértices es §' = {p},...,pp} v
sea 0 < e < 1. Entonces, existe un poliedro esférico genérico K cuyo conjunto de vértices

es § :={p1,...,p} tal que p; € B, (p},e) para cadai=1,... k.

Demostracion. Consideramos la variedad algebraica real irreducible y de dimensién pura
k k
T:=S"!x @ x S"1 c R x ® x R" = RF".

A cada poliedro esférico X C R™ de vértices {q1,...,qr} le asociamos (univocamente salvo
el orden de los vértices) el punto ¢ := (q1,...,qx) € T; obviamente, no todo punto de T
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define un poliedro esférico porque dichos poliedros son n-dimensionales y sus vértices son
diferentes. Consideramos en T la métrica dada por

d(g,q") = /X0, (qi,d) : q¢:= (a1, ax), ¢ == (¢,....q}) € T.

En particular, si d(q,q’) < e, entonces d(¢;,q,) < € para i = 1,..., k. Veamos que el
conjunto G de los puntos de T correspondientes a poliedros esfericos genéricos es denso
en T. Como T es irreducible y tiene dimension pura, basta comprobar que Z := T\ G
es un subconjunto algebraico propio de G. Observese que Z es el conjunto de puntos
q:=(q1,-..,q) € T tales que existe un subconjunto de n + 1 puntos en {q1,...,qx} C R”

afinmente dependientes. Escribimos x := (x1,...,%%), %; := (Xi1,...,%in) y para cada
conjunto I := {i1,...,ip+1} C {1,...,k} consideramos el polinomio
I %1 o Zin
Fr(x) :=det
I % - Xign
Claramente, los puntos g;,,...,q;, son afinmente dependientes si y solo si Fr(q) = 0y

por tanto Z = {[[; Fr(x) = 0} es un conjunto algebraico. Ademas, dicho subconjunto es
propio porque G es no vacio. Para construir un punto ¢ de G, elegimos n + 1 puntos de
S"~1 afinmente independientes, y afiadimos sucesivamente nuevos puntos de S*~! (hasta
obtener k) de modo que, una vez elegidos {q1,...,q,} con r > n+ 1, elegimos ¢, +1 € S*~!
fuera de los hiperplanos afines generados por los subconjuntos de n puntos de {q1,...,q}.

Finalmente, la bola B,(p’,¢) contiene puntos de G, y cualquier p := (p1,...,pr) €
G N Bk (P, €) nos proporciona un poliedro esférico genérico X con vértices p; € B, (p}, €).
O

Lema C.2.2 Para cada 0 < r < 1 existe un poliedro esférico genérico X C R"™ tal que
B,(0,7) C K.

Demostracion. Denotamos &' := % 2(1 —r) y consideramos el recubrimiento abierto
{Bn(p',e'): p' €S" 1} de la esfera S*~!. Como S"! es compacta, podemos extraer un
subrrecubrimiento finito {B,(p,,e’) : 1 < i < k}. Por el Lema C.2.1 existen puntos
Pls-- .,k €SP tales que d(pi,pl) <€ parai=1,...,k y cuya envoltura convexa es un
poliedro esférico genérico.

A continuacion escribimos e := 2¢’; y observamos que {B,(p;,e) : i = 1,...,k} es un
recubrimiento abierto de S"~!, porque B, (p},&') C Bn(pi,e). Veamos ahora que, si F es
una faceta arbitraria del poliedro K y H es el hiperplano generado por F, entonces

&.2

A0, H) > r=1- .
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En efecto, supongamos por reduccion al absurdo que d(0, H) = d < r. Podemos suponer
que H := {z1 =d} y X ¢ H" := {21 < d}. Sean ¢ := (1,0,...,0) € S 1y p; =
(Pi1, - -+, pin) € S*! un vértice de K; se cumple que Z?le?j =1y pi <d. Por tanto,

d(pi,q) = \/(pil —1)24pL 4+ +pd =21 —pin) > V21 —r) =e.

Pero entonces q & B,,(pi,€) para i = 1,...,k, contradiccion. Concluimos que d(0, H) > r.

Ahora, como X = ()_, H, ;r , donde cada H f es el semiespacio de R” que contiene a X y
cuya frontera H; contiene una faceta de X, y ademéas B,,(0,r) C Hj paracadai=1,...,r,
deducimos que B,,(0,7) C X. O

Lema C.2.3 Sea m > n un entero positivo. Entonces, existe > 0 tal que st X C R"
es un poliedro convero con B, (0,7) C K C B,(0,1), se cumple que K tiene mds de m
VETtices.

Demostracion. En primer lugar, fijamos £ > 0, definimos 7 := 1 — ¢ y elegimos dos puntos
p1,p2 € B,(0,1)\ B, (0,r) tales que la recta £ generada por los puntos p; y p2 no interseca
la bola abierta B,,(0,r). Se cumple que d(p1,p2) < 2v/2e — &2

En efecto, sea gy € ¢ el punto de ¢ més proximo al origen y sean ¢i, gz los puntos de
interseccion de £ con S?~!. Claramente, d(p1,p2) < d(q1,¢2) v la recta generada por 0 y
qo es perpendicular a £. Como

1=d(0,q1)% = d(0,90)? + d(qo, q1)? > (1 — €)® + d(qo, q1)*> = d(qo,q1) < V2 — €2,

y por tanto,

d(p1,p2) < d(g1,92) = 2d(qo, q1) = 2V/2e — 2.

Sean ahora 0 < ¢ < 1/4 tal que 2(m — 1)v2e —e2 < 1/4 y r := 1 — £. Supongamos por
reduccién al absurdo que existe un poliedro convexo X C R™ con a lo sumo m vértices tal
que B,(0,7) C K C B,(0,1). Después de un cambio ortogonal de coordenadas, podemos
suponer que uno de los vértices de K es (0,...,0,t) para cierto r < t < 1. Sean A una
arista de K y ¢ la recta generada por A. Como A C 9K, se cumple que £N B, (0,7) = &
y, como hemos probado antes, la longitud de A no supera 2v/2¢ — 2. Por tanto, como X
tiene m vértices, la distancia entre dos vértices de X es a lo sumo 2(m —1)v/2e — 2 < 1/4.
Ahora, como uno de los vértices de K es (0,...,0,t) y t > 3/4, deducimos que todos los
vértices de K (y por tanto X) estan contenidos en la semibola B,,(0,1) N {z, > 0}, lo que
contradice el hecho de que B, (0,1 —¢) C X. O
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C.3. Demostracion del resultado

Demostracion del Teorema C.3. Sean £ una recta con direccién Z H un hiperplano en R"
no paralelo a £, r el niimero positivo del Lema C.2.3 para m :=n+1y KX C R" un poliedro
esférico genérico tal que B, (0,7) C K (véase el Lema C.2.2). Consideremos la proyeccion
7 :R” — H en la direcciéon lz y sea P := 7(X). Sea H' el hiperplano perpendicular a ¢ que
pasa por el origen. Tras un cambio ortogonal de coordenadas, podemos suponer que 7 esta
generada por el vector €, := (0,...,0,1) y H := {z,, = 0}. Sea

7 R" = H x:=(21,...,20-1,7n) — (2/,0) := (21,...,2,-1,0)
la proyeccion sobre H' en la direccion de ‘ y denotamos P’ := 7(X) y
bi={2 eR": (2/,0) € P}

Notese que '~ H(P') := Py x Ry que P := 7(K) = (P) x R) N H. De este modo, P se puede
interpretar como el grafo de una funcion afin sobre Pj, y asi es afinmente equivalente a P,.

Ademas, tenemos que 7(B,,(0,s)) = B,_1(0,s) x {0} para cada s > 0.

Supongamos ahora que X N H = P. Como K es un poliedro esférico genérico, cada
hiperplano de R™ contiene a lo sumo n vértices de X y X no tiene aristas paralelas. Por el
Lema C.1.1, el poliedro P = X N H tiene a lo sumo n + 1 vértices.

Por otra parte, el poliedro convexo P} satisface B,,_1(0,7) C P C B,_1(0,1) y, por

el Lema C.2.3, tiene al menos n + 2 vértices. Pero esto contradice el hecho de que P
y P{ son afinmente equivalentes y concluimos que X no tiene proyecciones seccionales.
O
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