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Aplicacion de MAPLE a la Investigacion
por

Ignacio Luengo Velasco

MAPLE es un sistema de calculo simbélico que por sus caracteristicas
de potencia y flexibilidad se ha convertido en una herramienta matematica
de primera magnitud. Dentro de MAPLE hay decenas de paquetes de pro-
gramas para las mas variadas areas de Investigacion en Matematicas, como
por ejemplo combinatoria, teoria de grupos, teoria de niimeros, geometria
algebraica y geometria diferencial. Esto da una idea de su extension y uso
en la investigacion.

En esta nota nos vamos a limitar a ilustrar su utilidad a través de
nuestra propia experiencia. En los problemas geométricos en los que yo he
trabajado se llega a menudo a una situacion en la que, para verificar una
cierta propiedad geométrica, hay que hacer un calculo concreto, normal-
mente con un conjunto de polinomios. El uso que hacemos de MAPLE es
como una especie de supercalculadora con muy poca programacion y gran
cantidad de datos.

Por supuesto esta no es la unica ni la principal situacion en la que
MAPLE puede ser de gran utilidad. En general se puede decir que todo
calculo susceptible de ser realizado de manera explicita, puede hacerse con
MAPLE, aunque en algunas ocasiones, la complejidad de la estructura de
datos u otras razones dificultan su realizacion, o aconsejan echar mano de
otros programas mas especificos.

Al menos para los que usamos estos programas como supercalculadora,
el ordenador se ha convertido en una especie de laboratorio. El estudio
de un mimero significativo de ejemplos concretos puede permitir descubrir
fenémenos nuevos, a los que convenientemente elaborados, se tratara de una
explicacion y, en su caso, formulacion precisa de los posibles resultados.

Este enfoque experimental de las Matemdticas no es por supuesto nuevo,
pero hasta hace poco estaba limitado a areas muy especificas como las
relacionadas con el calculo numérico. La novedad consiste en que gracias
a los paquetes de calculo simbélico ese enfoque se esta extendiendo a un
buen nimero de campos de las Matematicas en los que ya ha demostrado
su eficacia.

En el estudio de puntos singulares de variedades algebraicas se asocian
a cada punto P una serie de invariantes algebraicos, geométricos y topologi-
cos. El principal invariante topoldgico que se asocia a un punto singular
P de una hipersuperficie V' de ecuacion f(x) = 0, es el nimero de Milnor
1(V, P) que es, salvo el signo, la caracteristica de Euler-Poincaré de la fibra
de la fibracion de Milnor de f en P menos 1. Para singularidades aisladas
este invariante (V, P) juega un papel similar al género para superficies de
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Riemann. Si se fija el género g de una superficie de Riemann se fija la
topologia y se puede definir el espacio de Moduli de superficies de Riemann
(o curvas algebraicas) de género g, como el espacio de las estructuras de
superificie de Riemann en una superficie topoldgica de género g dado. De
la misma forma, fijado el nimero de Milnor p existe un “espacio de mo-
duli local” S que es el estrato p-constante de la deformacién universal del
germen (V, P).

Para curvas planas este espacio S es no singular. Este hecho se puede
probar de diferentes maneras y cada una de ellas refleja una serie de pro-
piedades tiles que son propias de la dimensién n = 2. De hecho en [3]
nosotros demostramos que S es singular para n > 3.

La parte esencial de la demostracion consiste en dar un método efectivo
para calcular las ecuaciones locales del espacio S, para determinadas sin-
gularidades de superficies en C'®. Estas ecuaciones locales son polinomios
que se obtienen por un procedimiento recursivo y cuyo “tamano” crece de
manera exponencial. Mas concretamente los ejemplos mas sencillos con S
singular son superficies de grado 10, y en este caso los polinomios que deter-
mina S tienen mas de 50 variables y un célculo completo de los polinomios
esta fuera del alcance de MAPLE. Sin embargo, un analisis mas detallado
del algoritmo de calculo permite calcular la parte lineal de los polinomios,
es decir, el espacio tangente a S. Este es el punto clave que permite predecir
qué singularidades van a tener S singular. A partir de aqui un proceso de
eliminacién en el anillo local correspondiente al punto P permite concluir
usando MAPLE que S es singular en el punto correspondiente a P.

MAPLE es también 1til en otros problemas geométricos en los que se
usa la resolucion de singularidades para reducirlos a un calculo explicito en
un anillo de polinomios. Un problema de este estilo aparece en el estudio
de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales auténomas sobre los

complejos.
Sea V(z) un campo de vectores en C". La integracién de la ecuacién
diferencial correspondiente (z' = V(z)) (1) es un proceso esencialmente

trascendente, incluso si los coeficientes de V' son algebraicos (es decir son
polinomios en z). No obstante en el estudio de las soluciones proximas a un
punto singular del campo (V(P) = 0) hay una parte algebro-geométrica, y
es la determinacion de las separatrices. Una separatriz del campo V en P
es una curva invariante (i.e. solucién de la ecuacién (1)) tal que v U P es
una curva analitica en P. Para un campo de vectores V la existencia de
separatrices en P tiene consecuencias importantes, porque de algin modo
“modera” la dindamica de la ecuacién (1) en un entorno de P. Su estudio
fue iniciado en 1854 por Briot y Brouquet. En 1982 Camacho y Sad [1]
demostraron para campos de vectores en C? que por cada punto singu-
lar pasa al menos una separatriz analitica. En [2] nosotros demostramos
que para n > 3 existen campos de vectores holomorfos sin separatrices
en C'. Encontramos un conjunto W C H, en el espacio H de campos
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polinomiales de multiplicidad mayor o igual que 2 tal que los campos de
W no tienen separatrices ni analiticas ni formales. EIl hecho que W sea
localmente cerrado, es decir, dado por ecuaciones e inecuaciones significa
que dim(W) > (dim(H) — 10) si W # @) pero W puede ser vacio. En este
punto interesante por otras razones encontrar un argumento geométrico
que garantice W # ), ademas seria la forma mas elegante de concluir la
demostracion. Desgraciadamente hasta el momento no hemos sido capaces
de encontrar dicho argumento y en [2| concluimos la demostracion de que
W # () exhibiendo una solucion concreta de las ecuaciones implicitas que
definen W. En este caso se llega a una situacion parecida a la del problema
anterior, las ecuaciones que definen W son polinomios en muchas variables,
que en este caso se pueden calcular completamente, pero por su tamano no
hay ninguna esperanza de que un sistema de cdlculo de bases de Grobner
pueda encontrar las soluciones. En [2] usamos un estudio geométrico de la
resolucion de los campos por explosiones para reducir las ecuaciones de W
a otras mas sencillas que se pueden calcular y resolver usando MAPLE.

Para acabar esta nota, una anécdota que ilustra bien alguna de las ca-
racteristicas de MAPLE. Hace unos dias, ya muy tarde, me encontré a un
companero que trabaja en Geometria Algebraica, absorto ante la pantalla
de un ordenador. Al interesarme por lo que hacia, me comentd que llevaba
varias horas haciendo un programa de Fortran. “ jPara qué necesitas pro-
gramar en Fortran?”, pregunté. Me explicé que necesitaba calcular unas
clases de Chern para corroborar, en un intervalo razonable del género, una
conjetura relacionada con el Lema de Clifford para fibrados de rango su-
perior en curvas. El calculo de las clases de Chern se reduce a unas sumas
de mimeros combinatorios, por lo que le expliqué que con MAPLE eso se
podia hacer en dos lineas, escribiéndolo mas o menos como escribiria la
formula en un papel.

Asi que con una pequena ayuda, unos pocos minutos después de haber
oido hablar de MAPLE, habia calculado dichas sumas en un rango amplio
del género. Mas ain, aprovechando las facilidades de MAPLE para el
calculo de sumas indefinidas, es decir, de la funcién generatriz, obtuvo
directamente la correspondiente funcion hipergeométrica generalizada que
expresaba dichas sumas.

Volvi a pasar por el mismo lugar una hora mas tarde. Habia verificado
la conjetura hasta el género 300 y se encontraba investigando “experimen-
talmente” las propiedades de los valores especiales de las funciones hiper-
geométricas que le permitieran llegar a una demostracion de su conjetura.
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