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UNA NUEVA CLASIFICACION DE
AUTOMORFISMOS EN UN ESPACIO VECTORIAL

por
Jost Manria MONTESINOS AMILIBIA

En este trabajo (*) ahordamos la clasificacién de automorfismos de un
espacio veciorial de dimension finita sobre un cuerpo conmulativo. La
clasificacion cldsica establece que dos automorfismos, u y u’, son equiva-
lentes s1 existe un tercero, v, tal que v’ = vu v—*. Pero entonces u y u’
pueden mterpretarse como 1guales, a menos de un cambio de base. Asi
esta clasificacion es excesivamente fina. Nuestro propésito es establecer
una nueva clasificacion menos fina que la anterior —tendra un numero
finito de clases—, pero que aisle las propiedades geométricas de los auto-
morfismos. Estas propiedades estan representadas clasicamente por las
variedades invariantes: en efecto, si construimos el espacio proyectivo
y la proyectividad a partir del espacio vectorial y del automorfismo,
lo que pretendemos es obtener la clasificacion clasica de las proyecti-
vidades en homologias, etc.

Nuestro nuevo criterio de clasificacion establecerd, pues —hablando
sin rigor-—, que dos automorfismos seran equivalentes cuando tengan el
mismo ntmero de variedades invariantes de la misma dimension y las
relaciones de dependencia lineal entre ellas sean las mismas.

Daremos algunas formulaciones méas usuales de esta clasificacion,
¥y luego abordaremos el problema mas util: caracterizarla en términos
mafriciales.

También en este trabajo obtendremos algunos resultados adyacentes,
como, por ejemplo, el calculo efectivo del anulador de cada vector z,
en el mdédulo sobre |{K{[z] obtenido del par (E, u). El calculo del anula-
dor permite obtener las variedades invariantes.

Las demostraciones seran sintéticas. Las notaciones y definiciones
serdn esencialmente las usadas por N. Bourbaki, cap. VII. Algébre.

En la introduccién reuniremos los resultados que se usardn mds
tarde. En la seccion segunda definiremos equivalencia de automorfismos
y daremos algunas definiciones equivalentes mas utiles. También vere-
mos su relacién con la definicion usual mencionada mdés arriba.

En la seccién tercera se enunciara el teorema principal del trabajo,

(*) La definicién 2.1, y la idea central del trabajo, se deben al Profesor don Fran
cisco Botella, a quien agradecco su continuo interés por el mismo.
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que no se demostrara hasta la seccién quinta. La seccion cuarta se de-
dica a algunos resultados previos, como el calculo del anulador de un
vector vy obtencién de un isomorfismo usado en la demostraciéon del
teorema. En la secciéon sexta demostraremos una version matricial del
teorema, que proporciona una caracterizacion de equivalencia de auto-
morfismos en términos de matrices.

El resultado final se demuestra para cuerpos algebrdicamente ce-
rrados. En un trabajo posterior generalizaremos estos resultados a
otros cuerpos.

I. INTRODUCCION.

Daremos los resultados mas importantes que luego usaremos. Mu-
chos de ellos pueden hallarse en N. Bourbaki, caps. I y VII, Algebre;
otros resultados son consecuencia de aquéllos. Sélo las consecuencias
irdn seguidas de prueba. Seguiremos las notaciones y definiciones de la
obra citada. .

1.1. E designa un espacio vectorial de dimension finita n sobre un
cuerpo conmutativo |K; u es un automorfismo de E.E,, es el modulo
asociado al par (E, u). La minima variedad invariante que contiene
a z € E se representa por Lz, estd engendrada por { uiz }en, €S un
submédulo mondgeno de Ey; y, por tanto,

IK[z]
x = 3
(9)
donde {q) = anul z == anul L.
El anul Ey = (g[z]) se llama polinomio minimal de E;. Entonces
g = ¢,% ... g2 es la descomposiciéon de ¢ en factores irreducibles.

Representamos por M(q:) a ker ¢,%(u), entonces M(q;) es el subespacio
invariante formado de los vectores z e E, tales que existe k e N y
g (u)x = 0. Se tiene la descomposicién E = M(q,) @ ... D M(gr), v se
designa con el nombre de primera descomposicién canénica. Ademas
anul M{q,) = {g,%).

Como los g, son primos dos a dos, seaz =z, + ... + zr, las compo-
nentes de ¢ € E, en la primera descomposicién canénica; entonces

r
anulz = =« anul
i=1

1.2. Una variedad mvariante se dice reducible o irreducible si 1o es
el submdédulo correspondiente en Ey, es decir, si es 0 no suma directa
de dos variedades invarianftes no triviales. Entonces L es irreducible
si y solo si

IK[z]

(pm)
donde p es un polinomio irreducible, es decir, su L. es monogena y su
anulador es pn, o todavia su L = Ly y anul z = (pn), y entonces usa-

~
~
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remos la notacidn Ly(p, n) para mmdicar que x genera a la variedad en
Ey, y que anul = = (pn), con p irreducible.

Entonces E es suma directa de variedades Lg(p, n). Para todo poli-
nomio unitario irreducible p e {K[z], y para todo entero n > 1 el name-
ro m(p, n) de subespacios Lg(p, n) estd determinado de manera Unica
por el par (E, u). Ademas m(p, n) > O s6lo si p es un divisor irreducible
del polinomio mimmal g(X). A una descomposicion de este tipo se le
llamard tercera descomposicién candnica de E relativa a u.

Se tiene claramente que M(g;) es suma directa de las variedades de
una tercera descomposicién, que sean del tipo Lz(q:, »), donde anul
z = (q").

II. EQUIVALENCIA DE AUTOMORFISMOS EN TERMINOS DE VARIEDADES
INVARIANTFES,

2.1. Definicion.—E es un espacio vectorial de dimensién n sobre
un cuerpo conmutativo |K; u y u’, dos automorfismos de E, entonces se
dice que u y u’ son equivalentes, sii existe un automorfismo H de E, tal
que se cumple: «para toda variedad L invariante por u, y toda varie-
dad L’ invariante por u’, se tiene

a) L = H—w’ H(L).
b) L’ = H u H-YL").

Sélo hace falta demostrar que es transitiva, es decir, si ademas
u’ y u’”’ son equivalentes, entonces existe un automorfismo K, de modo
que para toda variedad L’ invariante por u’’ es:

¢) L' = K-’ K(L).
d) L* = K u K-NL").

Entonces de a) y d) se deduce que HL = v’ HL y K-L" = u
K—1L"”, es decir, HL. y K—L" son invariantes por u’.
De b} y c) se obtiene entonces:

HL = K-u”K HL
K—L” = HuH-—-! K—L”

o bien
L = (KH)—u” (KH)L

L” = (KH) u (KH)—1L”

es decir, u y u” son equivalentes, pues KH es un automorfismo de E.

Ahora es facil comprobar que esta clasificacion es menos fina que la
siguiente: u y u’ equivalentes si existe H tal que u = H—*u'H. Es estric-
tamente menos fina: en efecto, veremos en 6.3. que nuestra clasifica-
cién tiene un nidmereo finito de clases.

En Ia proposicién siguiente, que da una formulacion mas util de la
anterior definiciéon, usaremos la notacién Ly v Lz" para indicar varie-
dades invariantes por u y u’, respectivamente.
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R.2. Proposicién. Las tres proposiciones siguientes son equiva-
lentes:

a) u es equivalente a u’.
b) Existe un automorfismo H, tal que para todo z € E:

Ly = H~'u’ H(Ly)
L’x = HuH- (L%;)
¢) Existe un automorfismo H, tal que para todo z ¢ E:
HLy = L'us

Dem. Que «a) implica b) se deduce de ser Ly y L’; invariantes por u y u’,
respectivamente.

Vamos a ver que b) implica a). Si L y L’ son invariantes por u y u’,
entonces es claro que

L= %1 y L= % L%
zel. xel’

Vamos a probar que L = H-u’ HL, la segunda relacién se demuestra
de modo anilogo.
Como por hipotesis

L = Z H-w HL;
zeL,
basta probar que
Y H-w HL; = H—'w’ H{ T Ly),
zeL zel

pero esto es {rivial,
Veamos que b) implica ¢). Por hipdtesis HL; = w’'HL,, entonces

u'Hy € HLz, una induccidén facil prueba que u*Hzx e HLgz; como
{u'Hz},en, es un sistema de generadores de L'y, se tiene que

L’uz € HLz

También por hipétesis H—1L% = uH—! L’y, un razonamiento analogo
al anterior nos lleva a Lg—Y € H-1L’y, Vy € E : para y = Hz se obtie-
ne HL;)} c Llnx.

So6lo queda ver que c¢) implica b). Como HLz = L’gz también
u'L’uz = u’HLg, como L’yz es invariante por u’, se tiene u’'HLy = HLg
y por tanto Ly = H—'w’ HL;. La segunda relacién se prueba de modo
analogo. c.q.d.

La importancia del criterio ¢) estriba en que s6lo se manejan varie-
dades invariantes minimas.

111. E1 TEOREMA PRINCIPAL.

Si E y E’ son dos espacios vectoriales de dimension finita n, sobre un
cuerpo conmutativo |K; distinguiremos con ’ los conceptos referentes
al par (E’, u’). Entonces, por ejemplo ¢(X) = ¢,% ... g% y ¢'(X) =
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= q’la'z ... ¢’s*’s, son los polinomios minimales de u y u’. M(q.) y M(q"%)
tienen significados analogos, y de un modo semejante se interpretan
Lz(p, n), L'z(p’, n) ¥y m(p, n) y m(p’, n). Representamos por Q =
= {g¢;, ..., qr}; analogamente Q’.

3.1. Definiciéon. u y u’ se llaman analogos si existe una hiyeccioén
A Q — Q7 tal que para todo ¢, € Q.

a) Grado g, = grado Aq.).

b) miq, n) = m{x [q.], n) para todo n € N.

Como m(q,, n} y m(A[q.], n) estdn determinados de manera unica
por los pares (E, u) y (E’, u’), entonces la definicidn anterior no depende
de las terceras descomposiciones canonicas elegidas. Representamos
Mg)porqu,t =1,...,r.

La proposicion siguiente agrupa algunas consecuencias de la defi-
nicion.

3.2. Proposicion. Sean u 'y u’ dos automorfismos analogos; ¢(X) =
= q,% ... q%y¢(X) = q’,“'l . q’s“/s son las descomposiciones de sus
polinomios minimales en factores irreducibles entonces r = s. -

Ademas las dimensiones de M{q;) y M(q",}) y 1as de Ly{q:;, n) y L'y(q"s, n)
son iguales.

Dem.-Que r = s es trivial. Como

[K{z]
Lz(gi, n) ~ —————
(q:7)
entonces su dimensién es (grado ¢;)n, como grado ¢, = grado ¢’;, en-

tonces las dimensiones de Lg(q:, n) y L'y(q.’, n) son iguales. Como M(g,)
vy M(g";) son suma directa de las variedades de la forma Li{g, n) y
L’y(q", n), respectivamente, también tienen la misma dimension. c.q.d.

Ahora estableceremos el enunciado del feorema mds importante.
Este teorema es una version sintética del que aparece en la seccion VI,
que es el mas util en las aplicaciones.

3.3. Teorema. Si E es un espacio vectorial de dimensién finita n
sobre un cuerpo 'K conmutativo, tal que contiene las raices de los poli-
nomios minimales de dos automorfismos u y u’, entonces u y u’ son equi-
valentes si y s6lo si son andlogos.

3.4. Corolario. Si el cuerpo !K es algebraicamente cerrado, en-
tonces dos automorfismos u y u’ son equivalentes s1 son analogos. En
un trabajo posterior intentaremos generalizar estos resultados a cuer-
pos mds generales.

El objeto de la seccién siguiente es la preparacion de la demostra-
cidon del teorema.

IV. ANULADOR DE x ¢ Ey.

Nuestro proposito es determinar de modo efectivo el anulador de
un vector de E en Eg.
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4.1. Proposicién.—Sea Lg(p, n) una variedad irreducible. Entonces:

a) Existe una cadena, que consta de exactamente n-miembros,
La(p, n) D Lpa(p, n — 1) D ... D Lpmg(p, n —m) D ... D Lpn—14p, 1)
de variedades irreducibles, donde Lpmz(p, n — m) esta generada por
pmz en Ey y anul pmz = (pn—m),

b) 8iz e Lpmg(p, n-m), pero z no pertenece al siguiente miembro
de la cadena, entonces anul z = (pn—m),

¢) La cadena estd univocamente determinada por Lz(p, n); y una
variedad invariante contenida en Lg{p, n) debe coincidir necesariamente
con uno de los miembros de la cadena.

Dem.—Una inducciéon trivial demuestra que anul pmx = (p—mn),
usando que anul z = (pn). Por tanto la variedad monégena generada
por pmzes irreducible, pues el anulador de un generador es potencia de
un polinomio irreducible p.

Para completar a), sélo queda ver que Lpmy(p, n — m) D Lpm+1,
(p,n—m —1),param = 0,...,n — 2. Como pmx e Lpmg(p, n — m)
invariante, entonces p(pmr) = pm+iz e Lpmg(p, n — m) y asi Lpm+iy
(p, n — m — 1) € Lpmg(p, n — m). Para ver que hay exactamente n
miembros, basta observar que dos variedades sucesivas de la cadena
son distintas, porque pmx € Lpmy y pmz ¢ Lpm+1; pues anul pme =
= (pn—m),

Veamos bJ). 8Siy eLg(p, n), y3£0, entonces anut y D anul Lg(p, n) =
= anul x = (pn). Asi, anul y es del tipo (pk) con k % 0, pues p es irre-
ducible, y 54 0. Voy a ver que si z € Lpmg(p, n — m) y z no pertenece
a la variedad siguiente de la cadena, entonces k = n — m.

z sera del tipo z = gpmz, ¢ e |K[z], por ser Lpm; moné6gena. Ade-
mas, p no divide a ¢, en otro caso z = ¢’pm+izy z € Lpm+*; Esto im-
plica que g ¢ anul y para y € La(p, n), y % 0. Claramente se ve que
pr—mz = 0. Pero si phz = 0 con h < n — m, entonces phgpmz = ¢
(phtmz) = 0, como ph+mr e Lg(p, n), se tiene que ph+tmr = 0 con
h + m < n, esto contradice que anul ¢z = (pn). Asik = n — m.

Veamos ¢). Para ver que la cadena estd determinada por Lg(p, 1),
hay que ver que sus miembros pueden describirse independientemente
de z. Pero Lpmy(p, n — m) estd constituido, debido a b), por los vec-
tores de Ly(p, n), tales que su anulador es (ph) con h < n — m; esla
descripcion no depende de .

Supéngase ahora que L CLg(p, n) es invariante, debe pues, ser
mondgena generada por y € Ly(p, n), anul y = (ph), entonces y € Lpn—h
{p, h) y entonces L. € Lpn—h(p, h); esto implica que son iguales, ya que
tienen la misma dimensién: (grado p)h. c.q.d.

Como se dijo en la introduccién, basta hallar anul z, con z € M(q,),
para tener el anulador de cada vector de E. Como M(g:) es suma directa
de variedades irreducibles del tipo Lz(q:, n), si z;, . . . , Ts son las compo-
nentes de y perteneciente a M{g:), anul y = m.c.m. (anul ;). Asi pues,

=1,...,¢
el problema se reduce a hallar anul y con y € Ly(p, n), que es una va-
riedad irreducible, completamente resuelto mediante la proposicion

anterior.
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Supongamos que el grado de p es s, entonces la cadena definida
en 4.1, estd formada por variedades que decrecen en su dimension de
sens. Sean 2y, ..., s, § vectores de Lz(p, n) que no pertenecen a Lpr
{p, n — 1), linealmente independientes y tales que, si Es es la variedad
generada por { &, ..., ®s }, sea La(p, n) = Lpa(p, n — 1) @ Es.

Por la proposicion 4.1., anul @, = (pn), t = 1, ..., s. Ademas si
y 5% 0 y e Eg, entonces anul J = {pn).

Sean los n.s elementos de La(p, n) {pme;im = 0, ., n—1;j=1,..,s.

4.2. Proposicion.—{pmz; ym=0,...,n—1;j=1,..., s es
una base de Lai(p, n.).
Dem.— Obsérvese que { pn—lz;}j =1,...,5, es base de Lpt—i

(p, 1), ya que si

8
Z Nprtizf =0
ji=1
entonces es,
8
p""“l ( E}\]%']) =0
j=1
pero
s
X MzjeEs
j=1

¥y su anulador es (pn) a menos que

yventalcasodj = 0,7 = 1,..., s por ser los z; linealmente indepen-
dientes.

Supuestoque {pmz; tm =k k+1,...,n—1;j=1,...,5 es
base de Lpky (p, n — k), voy a probar que{ pmz;} m = k—1,k, ...,
n—1;j=1,...,sesbasede Lp¥1; (p,n— It + 1). En efecto: {pk—iz;}
j = 1, ..., s son linealmente independientes ({(argumento igual que
antes). Ademds no pertenecen a Lpkz(p, n — k), pues su anulador es
(pn—Fk+1), Sea

s
z = X A\ pk—lz;
j=1

entonces si z 3¢ 0 anul z = (pn—k+1), supongamos que no: seria piz = 0
conlt < n—Fk 4+ 1, en ese caso

s
pH—’f“‘l( S aa) =0
j=1

y entonces

s
anul ( N wj)
j=1



no es (pr), pues

s
t+k—1< nyportanto‘zlljx, = (.
]=
Contradiccion con z 74 0. Por tanto la variedad generada por {p/—iz,} j=
=1,...,s8ylaLpkdp, n — k) son factores directos de Lph—14{p, n —
— k 4 1). Es decir, Lpmz{p, n — m) = Lpm+iz:(p,n —m — 1) B
@ {pmzy, ..., pxs},m=20,...,n—1. c.qd.

Sean ahora E y E’ espacios vectoriales sobre K, u y u’ dos auto-
morfismos de E y E’, respectivamente, andlogos. Los divisores irre-
ducibles de los polinomios minimales de u y u’ correspondientes me-
diante la biyeccién de 3.1, son ¢q;, ¢"; como ya dijimos.

Siz e K, entonces anul z D (g(X)), por tanto anul « = (g,B1 .. .q.Br)
con B; < o del mismo modo y € E/, anul y = (¢, Y1 ... ¢'»Y"),
con vy, < ﬁ,l-

Sea H la familia de isomorfismos v: E —— E’, tales que si anul
z = {g,81 ... ¢/Bn), entonces anul vz = (¢,P1 ... ¢’rBr).

Sea m(q:, n) el ntmero de variedades del tipo Lz(g:;, n) de una ter-
cera descomposicion de E relativa a u. Del mismo modo sea m(q’;, n)
el numero de variedades del tipo Ly(gq’;, n) de una tercera descomposi-
cién de E’ relativa a u’. Como u y u’ andlogos, entonces m{q, n) =
= m (¢, n).

Asi, pues, sea A una biyeccién entre el conjunto de variedades del
tipo Lx{q:, n) y conjunto de variedades del tipo Ly(g’;, n). Supogamos
que Lg(q:, n) v Lz'(q";, n) son correspondientes en esta biyeeccion.

Para definir un isomorfismo entre E y E’ bastard que definamos un
isomorfismo entre Ly(q:, n) vy Lz'(¢"s, n).

Entonces, si{gma;}m =0,...,n—1;j=1,...,sy{¢mz;}
m=20,...,n—1;j=1,...,ssonlas bases de Lz(q;, n) ¥ Lz'(¢"s, n},
respectivamente, definidas en 4.2; me bastara con definir H{gim ;) =
=g¢gmz;m=0,...,n—1;j=1,...,s Asi H es un isomorfismo

que transforma Lgqz(q,, n — h) en Lg"hy’(q"y, n — h) por la propo-
sicion 4.2,

También H(M{q:)) = M{g"1), ¢ = 1, ..., r. En efecto, si € M(q,)
entonces, como anul z = (g;P:), debe ser Hz e M(q’,) para que anul
Hz = (¢"/B).

Obsérvese que las elecciones de H dependen de la eleccion de dos
descomposiciones canoénicas para E y E’; de la biyeecién 2, y por fin
de eleccién delos { 2, Yy {2’  }i = 1, ..., s. Utilizaremos la notaciéon V
para la familia de isomorfismos H asi definidos. Entonces:

4.3. Proposicion.—V C H.

Dem.—Sea H e V anul y = (q,Bt ... ¢.Br); hay que probar que
anul Hy = (¢’,B: ... ¢’+Br). Basta probarlo para y e M(q,), en efecto,
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siyeEy{y;..., U} son sus componentes en las variedades M(q,),
se tiene

t
anuly = = anuly,
j=t1

y como H{M(q,)) = M(q":), entonces

[4
anul Hy = = anul Hy,.
j=1

Si ahora y € M(q.), sean {y;, ..., Um} sus componentes en varie-
dades del tipo Li(q, n); entonces basta probar la proposicion para
y € Lz(q, n).

Sea y € Lg(q,, n) v anul y = (g,n—m), entonces y e Lgmz (q,, n—m),
pero no pertenece a la siguiente variedad de la cadena, esto implica
que Hy e Lq"vmg{q’;, n — m), pero no pertenece a la siguiente variedad
de la cadena, por tanto anul Hy = (¢’,»—m). c.q.d.

V. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.3.

El teorema sera una consecuencia de una sucesion de lemas y propo-
siciones mas generales.
&

5.1. Proposicion.—E, E’ son espacios vectoriales de dimension fini-
ta n sobre un cuerpo conmutative iK; # y u’ dos automorfismos analogos
de E y E’, respectivamente; H : E —— E’ un isomorfismo de #, tal que
HLz(p, n) = Lux para toda variedad irreducible Lz(p, n); entonces
Lug es irreducible y ademas HLy = Lgy, para todo y e E.

Dem.—Que Lug es irreducible se deduce inmediatamente de la
propiedad para La(p, n).

Seay e E, yseaanul y = (g8, ... grBr) = anul Ly, como Ly es
invariante, entonces

r
Ly = i@l {Ly 0 M{q3)].

Pero Ly N M{q,) es mondgena por ser submoédulo de un moédulo monéd-
geno, ademds anul Ly N M{q;) = (¢:™) con g, irreducible; por tanto,
Ly N M{q.) es una variedad irreducible, asi es del tipo Laz{g:, n:).

De esto se deduce que

r r
HLy = @1 HLz[(ql, n,) = EBl LHZ!'
1= 1=

Pero anul z; = (q.7), como H € H, entonces anul Hz, = (¢’n), por
tanto

K [z]
(q'm)

.
Hy =
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y se deduce que
K [z]
Hiy~—
(g2 . . q'r1y)

pues los ¢’; son primos entre si; asi HLy es mondgena y contiene a
Hy, por tanto, contiene a Luy; como HLy y Lyy tienen la misma di-
mension — dim HLz, (¢;, n,) = (grado q;) n, = (grado ¢’,) n, = dim
Luz{q’s, n) — se deduce HLy = Lyy. c.q.d. 8

5.2. Lema.—L; es irreducible si1 x € M(q,) para alguini =1,...,r.
Esto implica que Ly € M(q,).

Dem.—Stx ¢ M(q,),t = 1, ..., r, entonces anul z = (q,p*... ¢-p")
con B, # 0 B; £ 0, 1 #£ J; y asi Ly no puede ser irreducible.

St £ € M{q,), para algun i, entonces anul z = (q:8i), B < o, @

irreducible, y por tanto Lz es irreducible. c.q.d.

5.3. Proposicion.—E y E’ espacios vectoriales de dimensién finita n
sobre K conmutativo, u y u’ analogos y H € H tal que HL; = L’ga,
para todox e M{¢:), 1 =1, ..., r, entonces HLy = L'yy paraVz € E.

Dem.—Se deduce de la proposiciéon 5.1 y del lema 5.2., que asegura
que hay coincidencia entre variedades monégenas engendradas por
z € M(q:) y variedades irreducibles en E.

5.4. Lema.—Sea H e V, si x € M(q:), entonces es H(q:x) = ¢";Hz
i =1 ...,r

Dem.—La demostracién es por induceion en n, siendo anul = (g,n).
Para n = 0 es trivial.

Ahora suponemos que es cierfo hasta n — 1. Sea = tal gue anul
z = (q.n), como M(q:) es suma directa de variedades del tipo Ly(g:;, m)
procedentes de una tercera descomposicién de E, sean {y,, ..., Uy}
las componentes de z en esa suma directa. Bastara probar que Hqy; =
= ¢ Hy,, j=1,...,L Seay; € Lq, m)y anul y;, = {(q/m—¢), entonces
y; € Lq”lz(ql, m — ¢) y no pertenece al siguiente miembro de la cadena.
En caso de ser m — ¢ < n, por hipétesis de induccién debe de ser
Hgqy;, = q".Hy,.

Si m — ¢ = n, como por la proposicién 4.2., Lg%z(q, m — ¢) =
= Lq‘;’““lz(q,, m—1—1)® {qcx, ..., qcxs}, entonces y, = a +
+ AL @ty + ...+ AS gifxs, con a € Lg, ¢+l Pero anul ¢ = (gh)
conh <m—c¢-—1=n-—1, entonces Hg.a = ¢’;Ha.

Como H € V por la definicion en 4.3., cumple Hge+'z, = g/ ¢+ 1Hz,.
por tanto Hgq{q.xz;) = ¢+ *Hz; = ¢’ (q":.¢Hz;) = q"Hgq.cx;. Por tanto
H(It{]j = I‘Il]za 4+ qu(qzc.’ﬂl) e o V) Hqt(Qles) P q’lHy] ch

5.5. Proposicién.—E y E’ espacios vectoriales de dimensién finita n
sobre K conmutativo, que contiene las raices de los polinomios mini-
males de u y u’ isomorfismos analogos de E y E’, respectivamente.
Entonces existe H tal que HLy = Lguz para todo £ € M(g,), y para
i =1,...,r; H isomorfismo de E sobre E’.

Dem.—Como g¢; es de primer grado, una base de Lz(g;, n) como la
definida en 4.2., es, por ejemplo, la {z, ¢z, ... ,qyn—'z}. Sea H € V,
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defimdo por H{g,mz) = ¢’ymy, param = 0,..., n—1; donde {y, ..
.., gn—1y} es la base correspondiente para Ly(q", n).

Vamos a probar que H asi definido cumple las condiciones del
teorema. Sea £ € M(q,), anul & = (¢,n); vamos a probar por induccién
en n que HLz = Lus.

Para n = 0 es trivial.

Supongamoslo cierto hasta n — 1. Lo probaremos para z € M(q,),
tal que anul = (g,7). La dimension de L, es entonces n = n (grado ¢,).

Sea la variedad Lg.z contenida en La, como anul ¢z = (g7 1)
y z ¢ Lquz, se tiene Lz = Lgz P {z}, ya que la dimensiéon de Lgx es
n — 1.

Entonces HLy = HLgqiz @ {H 2} = Lugqx @ {H z} por hipb6tesis
de induccion. Por el lema 5.4 Hgix = ¢’,Hz, entonces se tiene HLy =
= L¢",Hz & {Hz}. Pero Lz tal que anul Hx = (¢’n), pues H pertenece
a H, por tanto ¢,Hz tiene de anulador a (¢’,n—1) ¥y como Hz ¢ Lq"Hg,
entonces se tiene HLy = Lg¢ Hy B {Hz} = Lux c.q.d.

5.6. Proposicion.—Sea E un espacio vectorial de dimension finita n
sobre un cuerpo K conmutativo, u y u’ dos automorfismos de E, tales
que u sea equivalente a u’, entonces u y u’ son analogos.

Dem.—Sea J una tercera descomposiciéon canédnica de E relativa
a u. Sea H un automorfismo de E tal que HLz = L’yz, para todo
z e E, que existe por hipotesis. Si Lz(q:, n) es una variedad de J, en-
tonces HLx(q:, n) es una variedad irreducible de E,’, como indicdbamos
en 5.1.

Por tanto la imagen de J mediante H es una descomposicién de E
en suma directa de variedades irreducibles de Ey’.

Representamos esta suma directa por HJ, por lo tanto HJ es una
tercera descomposicion canénica de E relativa a u’.

Vamos ahora a definir una aplicacién A entre {g,, . .. ,¢r} v {q'y, - -

. ,4’s} divisores irreducibles de los polinomios minimales de u y u’,
respectivamente. Sea Lgz(g:;, n) y consideremos HLxz(q;, n) que es irre-
ducible, v como HLz = Ly, entonces HLy(q, n) = L’uz(q¢’;, m).
Entonces n = m; en efecto, si n distinto de m, sea en Lz(q:;, n) la ca-
dena de exactamente n miembros definida en 4.1, entonces la imagen
por H de esa cadena, estd formada de una cadena con exactamente n
miembros comenzando en L’uz(q’;, m), formada de wvariedades irre-
ducibles, esto contradice 4.1., ¢).

Como H es isomorfismo, las dimensiones de HLy ¥y de L‘uz coin-
ciden; como n = m, esto implica que grado ¢; = grado ¢’;.

Definimos AM¢:) = ¢j, entonces grado g, = grado Mq,).

2 es aplicacion. Sea ofra Ly(q, r), y considero HLy(q:;, r) entonces
HLy(q,, 7) = Luylq's, r); queremos ver que j = k.

Supongamos que n < r, entonees anul {(z + y) = m.c.m. (anul z,
anul y) = (q;»), por tanto si z = = - y, la variedad L;: es irreducible,
y por tanto también la HL,; = L’z entonces anul H; = (¢’sh); pero
por otra parte anul Hz = m.c.m. (anul Hgz, anul Hy) = m.c.m. (¢'jn,
Ow) = (q'sh), astj = k = s.
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Queda probado también que para cada variedad de J, Lg(gi, n)
hay al menos una en HJ, la HLz(q,, n), del tipo Ly ((q:), n); por tanto
m{g:, n) < m{Ngd), n).

A es inyectiva. Sean Lg(q:, n) y Ly{g;, m) tales que HLgz (gi, n) =
= Lus (Mqe), n) y HLy(gj, m) = Luy (\(g)), m) ¥ Mgi) = A(g;). Enton-
ces, siz =z + y, el anulador de Hz es m.c.m. (anul Hz, anul Hy) =
= m.c.m. (Agi)?, Mq)m) = (A(g.;) @4x(m, n})), Asi L’y; es irreducible, esto
implica que H—!L’wz = Lz es irreducible, pero anul z = m.c.mn.
(qim, gym), por tanto i = j.

2 es sobre. Toda variedad de HJ es del tipo HLz(g:, n). Sea M(g’.),
y L’y(q’i, m) una variedad de HJ contenida en M(¢":), que es suma di-
recta de tales variedades. Entonces L‘y(¢";, m) = HLz(g,, m), por
tanto ¢'; = A(g;). Las variedades de HJ del tipo Ly(A\q:), n) son exac-
tamente las imdgenes de las variedades de J del tipo Lg(qi, n).

Por tanto, se tiene que m(qi, n} = m (A(gi), n). Asi u'y u’ son ana-
logas. c-q.d.

Ahora el teorema 3.3. se deduce de 5.3., 5.4., b.b.
El corolario 3.4. es evidente.

VI. CARACTERIZACION MATRICIAL DE EQUIVALENCIA DE AUTOMOR-
FISMOS

Establecemos en esta seccién una versién matricial de automorfis-
mos andlogos, definiendo lo que se entiende por matrices canénicas
anilogas. Entonces dos automorfismos seran equivalentes, si sus ma-
trices candnicas son andlogas.

Si el cuerpo es algebrdaicamente cerrado v u es un automorfismo,
entonces el polinomio minimal de u se descompone asi: ¢ = (X —
— o)t ... (X — ar)sr. Si tomamos una tercera descomposicion de
E-relativa a u, una base de la variedad irreducible Lai((X — ai), mi),
perteneciente a la descomposicion, era {(X — o)k 2}, k = 0,... ,mi—1,
y era la usada para definir el isomorfismo H, del teorema 3.3.

Esta claro que X(X — )k = a; (X — i)k + (X — aj)k+L Por lo
tanto, la matriz de la restriccién de u a Lzi((X — «:), mi) en funcién
de esa base, es la matriz de orden m;:

o O O O O
1 ai O (]
0 1 o a 0
Umi,(ll Sl R R I
0 0 0 o O
0 0 0 1 [+ 43

llamada matriz de Jordan de orden mj, relativa a o;. Notese que m; esla
dimension de Lzn((X — ai), mi).

Asi pues, respecto a la base que servia para definir H, la matriz del

~
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automorfismo u estd formada de cajas en diagonal que son matrices
de Jordan:

Umy,a; |

l

f

| Ump,an

a esta matriz se le llama tercera forma canénica de u. El nimero de
cajas iguales a la caja Umi,a; estd claro que es m{{X — o), mi).

8.1. Definicién.—Dadas dos matrices diagonales en cajas, donde
las cajas son maftrices de Jordan,

Umy, oy |

I

| Um’s, o's

Sean {a;, ..., ar} las « distintas que intervienen en U; del mismo
modo sean {«’;, ..., a’s} las o’ distintas que intervienen en U".

Entonces U y U’ se dicen analogas si se puede establecer una biyec-
cién A: {ay, ..., ar} —> {a’y, ..., &«'s} de tal modo que el nimero de
cajas de U de orden m; relativas a «;, sea el mismo que el nimero de
cajas de U’ de orden my relativas a A «i), ¥ m; € |N.

Si ahora u y u’ son andlogos, existe X : {{X — o)y oo (X — o)} —>
— {(X — o'y}, ..., (X — a's)} biyeccion, de tal modo que m ((X —

— wi), mi) = m (A (X — ai), mi). Entonces x define A: {«;, . . . , ar} —>
— {&’y, ..., &'s} biyectiva, asi A (X — a;) = (X — Mwi)). Ademas
{aty, « oo, tr} Y {&'y, ..., &’s} son los « y o’ distintos que intervienen en

las terceras formas canonicas U y U’ de u y u/, respectivamente.
Como m((X — ai), mj) = m (M(X — o), m;} se deduce que el nimero
de cajas de Jorddn de U’ de orden m,; correspondientes a a«i, coincide
con el numero de cajas de Jorddn de U’ de orden mj, correspondientes
a AMeai). Asi U y U’ son andlogas. El reciproco es igualmente evidente.

6.2. Teorema.—E es un espacio vectorial sobre un cuerpo conmu-
tativo K que contienen las raices de los polinomios minimales de u y u’.
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Si U y U’ son las terceras formas canénicas de u y u’, entonces u es
equivalente a u’ si U y U’ son andlogas.

Obsérvese que el nimero de clases de analogia entre matrices diago-
nales en cajas de Jorddn es finito. Esto implica el corolario.

6.3. Corolario.—E espacio vectorial de dimensién finita sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado y conmutativo XK. El numero de
clases de equivalencia de automorfismos es finito.





