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PREDICTIVE DATA ANALYSIS BY MEANS OF STATISTICAL RESRESSION
TECHNIQUES

Abstract:

Statistical regression is one of the most widelgdugechnique to find a variable that is
function of one or more explanatory variables; hesveusually it's used the 'Ordinary
Least Square' technique (OLS), but it faces problemhen the variables have
multicollinearity (linear relation between them)hi§ work describes the troubles of
collinearity, the effects on the models achieved aiscusses the main diagnostic
techniques to solving them and preventing thendg®iRegression' and 'Kernel Ridge
Regression' are the most commonly used procedorestigate its effects. These can
be implemented through different modes of compaoatallowing us to quantify and to

adjust the results in predictions from the initahditions of the input data (humber of
observations and number of dimensions of the viasato be treated).

Finally, experimental results are provided by appythe previous techniques and by
comparing the accurate on the predictions for cbfie data sets.

Keywords: Predictive Data Analysis, Statistical Resgion, Ridge Regression.

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE
REGRESION ESTADISTICA

Resumen:

La regresion estadistica es una de las técnicas emgdeadas cuando se busca
determinar una variable respuesta en funcion deoumas variables explicativas; sin
embargo, tradicionalmente se emplea la técnica @@muos cuadrados ordinarios
(MCO), la cual enfrenta problemas cuando las vhesalexplicativas presentan
multicolinealidad (relacién lineal entre ellas). Este trabajo se describe el problema
de la colinealidad, sus efectos en los modelosrgdns y se discuten las principales
técnicas de diagndstico y prevencion. Las variamkesregresion sesgadaRifige
Regressiohy 'Kernel Ridge Regressigrson los procedimientos mas empleados para
mitigar dicho efecto. Estas pueden ser aplicadagiante diferentes modalidades de
computo, permitiéndonos cuantificar y ajustar Esuftados en las predicciones a partir
de las condiciones iniciales de los datos de eatfadmero de observaciones y nimero
de dimensiones de las variables a tratar).

Finalmente se muestran y aportan resultados expetales mediante la aplicacion de
las técnicas analizadas, comparando las preciseméss predicciones para diferentes
conjuntos de datos.

Palabras clave: Analisis predictivo, regresiondisteca, regresion sesgada.
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"If your experiment needs statistics [i.e., infezeh
you ought to have done a better experiment.”

(Ernest Rutherford)
Nobel Prize in Chemistry in 1908

With high dimensionality,

complex regularities,
weak prior knowledge and large data sets,
... Can one always do a better experiment?

(Bernhard Scholkopf)

Empirical Inference Department

Max Planck Institute for Biological Cybernetics
Tubingen, Germany

“The brain is nothing but a statistical decisiogam”

(Horace B. Barlow)
Australia Prize in Sensory perception theme in 1993
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1. INTRODUCCION

El analisis de regresion es una técnica estadigpidra estudiar la relacion entre
variables. El término regresion fue introducido peeincis GaltorjGalton, 1886]. Su
trabajo se centrd en la descripcién de los rasigo$ de los descendientes (variable
A) a partir de los de sus padres (variable B). diahdo la altura de padres e hijos a
partir de mas de mil registros de grupos familiasesllegé a la conclusion de que los
padres muy altos tenian una tendencia a tener dujesheredaban parte de esta altura,
pero que revelaban también una tendencia a regadaanedia. Galton generalizé esta
tendencia bajo la "ley de la regresion universaCada peculiaridad en un hombre es
compartida por sus descendientes, pero en mediay grado menor.».

Tanto en el caso de dos variables (regresion s)ncpl@o en el caso de mas de dos
variables (regresién multiple), el analisis puetikzarse para explorar y cuantificar la
relacion entre una variable llamada dependientéterio (Y) y una o mas variables
llamadas independientes, predictoras o regresotasX,, ..., X,), asi como para
desarrollar una ecuacion lineal con fines predostivEn problemas de regresion se
dispone de una serie de datos de entrenamientaeguesentan las entradas y las
correspondientes salidas de un sistema lineal lmeal. El objetivo de la regresion es
descubrir la relacion funcional entre la entrada galida de este sistema, para poder
asi predecir la salida del sistema cuando se Isepta un dato de entrada nuevo.
Tradicionalmente se emplea la técnica de minimasiradglos ordinarios (MCO) como
método basico de regresion, la cual encuentra gmudd cuando las variables
independientes presentan multicolinealidad (cuanth variable independiente puede
ser explicada como una combinacion lineal o cocrélede una u otras variables
independientes). Este efecto provoca frecuentenset@dos errores puntuales en las
predicciones, lo que conduce a generar modelosicpiked con muy poco poder
explicativo y de dificil interpretacion en las s@$ correspondientes a entradas
similares que deberian también predecir salidaBasas. El procedimiento de eliminar
variables correlacionadas del andlisis puede sgtado por reduccionista y como un
modo de simplificar el modelo generado (computaaimente mas eficiente); sin
embargo este medio reduce la carga de datos dedantricial al sistema y esto lo
puede convertir en una técnica que genere un maa@lomenor poder predictivo
(reduciéndose la tasa de acierto global en laslasala predecir). Para resolver el
problema anterior se propuso la metodologia dernatairRidge Regression{RR) o
regresion sesgada. Este método consiste en agoeggrarametro sesgado a los
estimadores de minimos cuadrados ordinarios cofinddidad de reducir el error
estandar de éstos que se comete a la hora de ipreflecalor de la variable
dependiente. Pero esta no es la Unica ventaja fpeeeceste procedimiento; RR nos
ofrece dos modalidades de computo diferentes (golywrimal y dual) que podemos
utilizar dependiendo de si la dimension del espaeacaracteristicas (el numero de
variables independientes utilizadas) es menor comaye el nimero total de ejemplos
de entrenamiento que se quieren aproximar, comsigai asi un gasto computacional
mas razonable y menos costoso que el obtenidol peétedo tradicional de regresiéon
utilizando MCO. Pero esto no es todo, la versioal diel procedimiento RR permite
realizar regresion no lineal mediante la constitae una funcion de regresion lineal
en un espacio de caracteristicas de mas alta dilnefomunmente conocidas como
funciones kernel); dichas funciones permiten obtemsultados sorprendentes en
problemas no lineales utilizando solamente openasicalgebraicas sencillas. A esta
variante regularizada de la regresion utilizandaciones kernel se le denomina
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‘Kernel Ridge RegressibrfKRR) y es computacionalmente muy efectiva inolus

cuando el numero de dimensiones del sistema dadanés muy elevado.

En este trabajo se quiere analizar la regresiéobyestodo sus variantes RR y KRR
como meétodos de aproximacion en el ambito del gambe de sefiales y la posibilidad
de implementarla como funciones kernel para seazale resolver asi problemas no
lineales de manera eficiente y rapida, indepeneieante de la dimensionalidad tanto
del nimero de caracteristicas a utilizar como detaero de ejemplos de entrenamiento
a tratar.

La primera parte de la memoria consiste en un mestlella literatura sobre la RR y su

implementacion en algoritmos mediante métodos kefaesegunda parte se enfoca

mas en las aplicaciones de estas técnicas al pabxee sefiales y a la precision en la
prediccion de series temporales no lineales.

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 12



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

2. ANALISIS DE REGRESION

En un analisis de regresién simple existe

Y rredecr  UNA variable respuesta o dependiegjey (
%% &y ? +1 . . . . h
B e L rewa Una variable explicativa o independiente
= a s . .z
4 i ’: nueva (x). I_EI proposito es obten_er una funcion
clemplos (x. y), k1. o | sencilla de la variable explicativa, que sea
: capaz de describir lo mas ajustadamente
*rT ° | posible la variacion de la variable
¢ ~Can n dimensiones | dependiente. La variable explicativa puede
® o oo | estar formada por un vector de una sola
| . .
caracteristica o puede ser un conjuntade
|
L] ;- . . .
| 1 caracteristicas, atributos o dimensiones
Variable (regresion multiple). La regresion se
independiente utiliza para predecir una medida

X , ..
basandonos en el conocimiento de otra y

la intencion final es que dado un vector de
entradax; se persigue predecir un valor de sajidaa partir de una funcién generada
mediante la supervisidén previamente observada d®ujonto de entrenamiento inicial
de ejemplosx, vi), i=1...I (Fig. 1)[NIST, 2003].

Fig. 1. Variable Y en funcién de X.

2.1 Regresion lineal

Como los valores observados de la variable depetedolifieren generalmente de los
gue predice la funcidén, ésta posee un error. Laidmnmas eficaz es aquella que
describe la variable dependiente con el menor @wsible o, dicho en otras palabras,
con la menor diferencia entre los valores observadpredichos. La diferencia entre
los valores observados y predichos (el error déuteion) se denomina variacion

Ajuste a una recta de Minimos
Cuadrados Ordinarios Conn
\ dimensiones o
caracteristicas
Diferencia, error o para las
. residual entradas x;
Observacion y; — — — g — — — — i .
I— o X=(L %y g Xin)
Prediccion 7, |— — —_Me — — _ '
P = Wp+ WX, | S .
i o™ Wi | ( w:)h\_
I Prediccion n dimensional w
: Vo= (Lxpx,. o x,)| wy | = Xw
| )
: 6 e "'---"'""nx:'.D

X;

SUMA DE LOS CUADRADOS DE TODOS LOS ERRORES = le [1' - X, W]

Fig. 2. Ajuste por minimos cuadrados.
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residual o residuos. Para estimar los parametrda €lencion se utiliza el ajuste por
minimos cuadrados (Fig. ANIST, 2003]. Es decir, se trata de encontrar la funcion en
la cual la suma de los cuadrados de las difereren&® los valores observados y
esperados sea menor. Sin embargo, con este tigstdEegia es necesario que los
residuos o errores estén distribuidos normalmemjeeyvarien de modo similar a lo
largo de todo el rango de valores de la variabpeddiente. Estas suposiciones pueden
comprobarse examinando la distribucién de los wesid/ su relacion con la variable
dependiente.

Cuando la variable dependiente es cuantitativargléeion entre ambas variables sigue

una linea recta, la funcién es del tigp=w, + w x, en dondew, es el intercepto o
valor del punto de corte de la linea de regresamet eje de la variable dependiente y
w; es la pendiente o coeficiente de regresion. Perel supuesto de que tenganmos
dimensiones y por tanto un caso de regresion nell@pfuncion de prediccion sera la
siguiente:

Vi =X W= WA WX WX WX

2.1.1 Regresion lineal multiple en notacion maatici

Encontrar la funcién en la cual la suma de los raduk de las diferencias entre los
valores observados y esperados sea menor correspogicontrar los coeficientes de
regresionw para los cuales la funcion por la cual determiredioho error sea un error

minimo, o dicho de otra forma, corresponde a difeigg la ecuacion,

E(W =2 (%- X W’ (1.1)

Dadosl ejemplos de entrada §, , ) pera...I11
dondeX, = (f, & )f, & )-- f & )) cond funciones defingla

E=0 = YLy-Xxwi=0= Y 2 - Xwr

ow
- [Tz

Dejando las ecuaciones y los sistemas de ecuacioresdes e introduciendo una
notacion plenamente matricigithibaux, 2008], podemos continuar la expresion de la
siguiente forma:

w=(XTX) Xy

y observamos que la matriz de coeficientes de segres es funcion lineal de la matriz
de datos observadgsasumiendo quex'X) tiene inversa para todo,

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 14
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Yi X Xpg ovn Xy Wo
y = .yz X = .Xzo )‘(21 X.Zh w = W
Y, Xo X1 -+ % W,

2.1.2 Calidad del ajuste y su medicién

Después de haber ajustado un modelo es importantaracon ciertos valores que nos
ofrezcan informacion de cdmo de importante es dajhete con respecto a los datos.
Como veremos mas adelante, al analizar la coréglaekistente entre las variables
independientes, existen muchos términos cuant®&tque nos dan informacion muy
valiosa respecto a dicha medicion. No obstante,veaaobtenidos los coeficientes de
MCO, [Chatterjee, 2006]sugiere el calculo de las siguientes cantidades:

SST=3 (v -7)
SSR=3(5-7)

SSE =3 (%~ %)

Donde SST$um Squared Tofaés el sumatorio de los cuadrados de las difeasruz
la variable respuestérespecto de su media. SSRu(n Squared Regressjorpresenta

la suma de los cuadrados de las diferencias darlable predictivaY respecto a la
media de la variable observada finalmente SSE Sum Squared Errojs es el
sumatorio de los cuadrados de los residuales (toses observados entre las variables

YeY ). Una relacion fundamental entre estas varialdda siguiente:

< <

SST = SSR+ SSI

Tomando valores ficticios parg yey, en la Fig. 3 se representan e ilustran
graficamente las relaciones existentes entre ellas.

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 15
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e ¥ = w+wX (x%.3:)

Fig. 3. Tlustracion grafica de la medicion del ajuste.

Una vez introducidas las variables que hacen mderea la suma de cuadrados, es
necesario continuar con las variables que utilizamedia cuadratica, habitualmente
utilizadas por el analisis de la varianza (ANOVA) regresion multiple. Esta técnica
estudia la igualdad de las medias para diferentaestras poblacionales bajo la
hipétesis de que éstas deben coincidir y por tehtanalisis de varianza sirve para
comparar si los valores de un conjunto de datosénoos son significativamente
distintos a los valores de otro o0 mas conjuntosdd®s. No obstante la utilidad
importante en un analisis de regresion respectmalisis ANOVA son las variables
medias cuadraticas que se utilizan frecuentememt® enedida de comparacion de los
errores que se producen en los ajustes de regresion

En la siguiente ilustracion se puede observardiateesultante de un analisis ANOVA
y Sus equivalencias entre variables:

Fuente Suma de cuadrados Media cuadratica Cociente F
Regresion SSR MSR =SSR h F=MSR /MSE
Residuales SSE MSE = SSE |

Fig. 4. Anilisis de la Varianza (ANOVA).

Donde MSE (Mean Square Error) es la media del eutrddebido al error de los
residuales y MSR (Mean Square Regression) es laanted cuadrado debido a la

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA
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regresion. El factor F es el cociente entre MSRSBW es la prueba de significacidon
final en un anélisis ANOVA.

MSE representa la medicion de comparacion mas cantilimada en los ajustes de
regresion y es la que normalmente utilizaremo®emdlculos siguientes a realizar.

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 17
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2.2 Regresion no lineal

Si la relacion no es lineal, pueden transformavsevhlores de una o ambas variables
para intentar linealizarla. Si no es posible cotivda relacion en lineal, puede
comprobarse el grado de ajuste de una funcion goied mas compleja. La funcién
polinomial mas sencilla es la cuadratica=w, +wx+ WX que describe una

parabola, pero puede usarse una funcion cubiceawdetun orden aun mayor (orden
capaz de conseguir un ajuste casi perfecto a tos.da

Ji =X W=t WXt w R WX
paraX, :(1,>§ X >§)

Las fronteras de decision no lineales permitenemrtar conceptos mas complejos al
ajustarse mas a los datos, no obstante este smdieeapplica también inconvenientes,
instancias de entrenamiento ruidosas (outliers) gambién sobreajustadas,
desplazando estas fronteras hacia esas instangiagoeadas y ocasionando asi
confundir al sistema de prediccion a la hora dedgui nuevas entradgZhang,
2009] Este sobreajuste (overfitting) es un problema ecwyln y produce un modelo
gue no es capaz de generalizar. Normalmente, femige decision muy complejas
producen sobreajuste, no funcionando adecuadarmemtieuevas instancias.

La regresion lineal suele conseguir fronteras deistim mas correctas y menos
artificiales que la regresion no lineal. A pesarpieducir mayores errores con los
ejemplos de entrenamiento, tiene mayor capacidadederalizacion y se comporta
mejor ante nuevos ejemplos a predecir.

Funciones de ajuste polinomiales

10 # Datos de entrada
— — Ajuste pol. grado 2
R - el EEE Ajuste pol. gradod [T """ T T T T T T T T T T T T ﬂ
EI - Alyste pol. grado 11 ':I
o wyY b —
i
o & 4t I
2| 8 Iy
w| w ! I “1
_____ M i _____ A 13
] Ny " 1 A7
0 ¥
. b
_—
o ¥ N i
e ,_‘_J"' __,_f"""l--——" ‘
2 —_—— F 3
T e ¥ e = \ "‘
4t ‘k‘ ) » :,_f
6} .o
»
_3 L L 1 1 1 1 1 1 1 J

Fig. 5. Funciones de ajuste polinomiales y sobreajuste.
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En la (Fig. 5) podemos observar el efecto de ugeesdn no lineal sobreajustada. Con
un polinomio de grado 11 conseguimos ajustar mewy s datos de entrenamiento.
No obstante la presencia de un outlier en los dd®sentrenamiento origind el
desplazamiento de la frontera de decision haciaodpunto, aproximando una nueva
instancia de prueba (el punto azul) como menor emoun polinomio de grado 11
cuando el ajuste con los polinomios de grado 2 grddo 4 le asignan un error mucho
mayor que cualquiera de los datos de entrenami€hitanto mayor es el grado del
polinomio mejor ajustaremos nuestros datos de rmetneento, pero tenemos que estar
plenamente seguros que nuestros datos de partiddenen errores, cosa que
practicamente es dificil de encontrar en la praaticando se trabajan con datos reales
suministrados por los sistemas de adquisicion gadevan errores implicitos no solo
en sus sistemas de medida sino en las interfese@xiarnas a las que estan expuestos.
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2.3 Colinealidad entre variables independientes

Una de las principales premisas a tener en cuen& modelado de regresion es que
las variables independientes no posean ningundépdependencia lineal entre ellas.
Cuando una variable independiente posee alta aordel con otra U otras 0 puede ser
explicada como una combinacién lineal de algunallde, se dice que el conjunto de
datos presenta el fenomeno denominado multicoloedGarcia, 2006]
Segun[Akdeniz, 2001} cuando se emplean los minimos cuadrados ordierola
estimacion de los parametros de regresion y egigteoblema de multicolinealidad en
las variables independientes, se pueden obserehiepras de inestabilidad de los
mismos, signos incorrectos en los parametros yuémemente elevados errores
estandar, lo que conduce a generar modelos corpougypoder explicativo o de dificil
interpretacion. Este fendmeno debe ser investigades de generar un modelo de
regresion, ya que puede generar errores en lo®grons y dificultar la interpretacion
de la importancia de cada una de las variableperentes en el modelo.

2.3.1 Principales técnicas de deteccion
Las principales técnicas para poder detectar estaealidades son las siguientes:
2.3.1.1 Diagramas de dispersion

Si se representa cada par de variables indepead{gntx2) ... (X1,%n), €N UNOS ejes
cartesianos diferentes para cada par, obtendreambgstdiagramas de dispersion o
nube de puntos comw-1 caracteristicas o variables independientes exisé@a una
Unica variablex ;. Con esta representacion conseguiremos visual&zavariable
independientex; 1 con respecto a todas las demas variables indepdadi De esa
forma, podremos obtener una primera idea acerta fdema estructural que toma esta
variablex; ; respecto a las demas y si realmente existe uaaidel morfologica entre
ellas. Esa nube de puntos entre variables la poslentasificar bien sea como una
dependencia funcional perfecta o una dependentoaédssica con un cierto grado de
dependenci§GEA, 2006].
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Dependencia funcional
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Fig. 6. Diagramas de dispersion.

En el primer caso (Fig. 6) tenemos una dependdunizonal completa y la relacion
atiende matematicamente a una expresion delxipe f(x 2) sin ningdn margen de
error y morfolégicamente el ajuste puede ser penfieente lineal o perfectamente no
lineal (curvilineo o polinomial). Esto provoca glaeMatriz X'X tenga determinante 0,
y sea singular (no invertible) y en consecuencigoodriamos obtener el estimador
MCO. Sin embargo, lo que suele ocurrir casi siemgsegue no se consigue un ajuste
tan sumamente perfecto y entonces hablamos de dlapsa estocastica entre
variables con un determinado grado de relaciémd@laorrelacién de dos variables es
un proceso idilico, que so6lo se podria encontracardiciones de laboratorio), las
relaciones y las dependencias entre las variabkgders ser menos rigurosas y aunque
las tendencias estructurales también suelen sealdi®m o0 no lineales siempre suele
existir un error implicito en el ajuste para caddéor que toman las variables tratadas
con respecto a su valor real.

Aunque la colinealidad existente entre dos vargbldependientes no sea exactamente
perfecta pero si casi perfecta, provoca que surdet@nte sea casi singular y su
inversa sea casi infinito, o por lo menos un valay elevado que origine que los
coeficientes MCO resultantes sean también muy éts/aEn esta situacion surgen
problemas de precision en la estimacion de losigerfes, ya que los algoritmos de
inversion de matrices pierden precision al tenee gividir por un ndmero muy
pequefio, siendo ademas inestables.

\xTx\:o:Lzoo

X7
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Si se trata de buscar alguna relaciéon entre vasainidependientes es preferible que
exista una total ausencia de relacion entre ellpsrdo menos una relacion no muy
alta, cada una de las variables debe aportar pmissha poder explicativo hacia la
variable dependiente y no tener que ser funcidbnnohguna de las variables
independientes.

2.3.1.2 Método del factor de inflacion de la vazian

Segun[Wang, 1994] la principal consecuencia de las altas colinedikd entre las
variables independientes es la siguiente.

En un modelo de dos variables, el error estanddosdeoeficientes estimados es muy
grande; esto es debido a que al coeficiente daacian tiene un factor de la form4 1t

r?) denominado FIV (factor de inflacién de la varianz#onder es el coeficiente de
correlacion de Pearsan= S,/oxgy (un indice que mide la relacion lineal entre dos
variables aleatorias cuantitativas y su valor estael intervalo [-1,1]),Sy es la

Suy = 0146633 Suy = 4 462963 Say = 0793368
r= 0064952 r= [B41 260 r=-019%78F
Fiv = 1004237 Fiv = 3421386 Fiv'= 1040289
12 . 12 12 . . :
L] 10 LI 10
. L -8 8@
& LI I A 2] "TEE K a [ 8w
LB B A LI R L L
] LB B A B LI B & L LI ]
RN ' EE RN - *
4 L ) 4} = & & @& ] &
-
F, 2 2
o - - 0 : 0 - - !
] 2 4 5 & 1 12 o 2 4 6 8 i 12 o 2 i & B W 12
Ausencia de relacen Felacsdn lineal Relacidn curalinga
Sy = 5250000 Sxy = 0.000000
= 1000000 7 = 0.000000
Fhv = Inf Fitv' = 1.000000
12 12 . -
10 J 0
a8 5]
G § ‘//'_‘_'\
4 ]
2 2
1] a
] 2 4 B a 0 12 o 2 4 B g 10 12
Felscion breal pefecta Relacidn cunilinea perfecta

Fig. 7. Factor de inflacién de la varianza.

covarianza de las dos variablesgy gy las desviaciones tipicas de las distribuciones
marginales. El signo de esta covarianza nos detaraiel tipo de pendiente de la
relacion lineal (pendiente positiva o negativa).

A diferencia de la covarianza,
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PACEFICER
S = _i=1

Xy n

cuyo término expresa la variacion o dispersion wotaj de dos variables e y que
tienen la misma escala de medida, la correlaciorPel@son tiene aun mas valor
afiadido debido a que es independiente de la edealaedida de las variables. La
medida mas comunmente utilizada para medir elajstla recta de regresion es este
coeficiente de correlacion (también se le conocaacmedida de bondad de ajuste).
Cuandor=0 no existe colinealidad, las variables indepartd& son ortogonales y su
FIV es igual a 1 (pero esto no necesariamente oaptijue las variables sean
independientes, pueden existir todavia relaciondmeales entre las dos variables). A
medida que el valor de se incrementa en valor absoluto, es decir, exisia
correlacion negativa o positiva entre las varighgds=IV también se incrementa, ya
gue el denominador tiende a cero a medidarduende a uno (correlacion perfecta).
Algunos autores recomiendan que los FIV sean menard0, de lo contrario se
concluye que existe multicolinealidad. En la Figpatlemos observar como el FIV es
igual a la unidad cuando no existe ninguna reladiénando la relacién existente es no
lineal (curvilinea).

2.3.1.3 Matriz de correlaciones

Una forma muy practica de determinar el grado deealidad es la construccion de

una matriz de correlacion. Las variables se cologarfilas y en columnas y sus

intercepciones deben presentar el coeficiente dges®n lineal de Pearson.

Inicialmente se puede construir también una madgizorrelacion con la covarianza en
sus intercepciones, no obstante como ya se comatedormente no suele ser de gran
utilidad cuando las variables tienen diferente lesda medida. Asimismo, es de gran
utilidad la construccién de una tercera matriz lmndiagramas de dispersion de los
datos para comprobar visualmente la lejania o n&cde dichos datos sobre la
tendencia lineal que llegaran a mostrar (Fig.[Blason, 1991]recomienda que sea

eliminada una de las variables que tenga un ceefieide correlacion mayor a 0.8 con
otras.
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X1 x2 X3
30 10—y 00—
o Moyt .':s'f.”i Matriz_Covarianza =
N 120 | 3o -] 8018 Q --------- X9
ﬂ ol ST 706.0404 27.7879 41.0202
00 200 300 100 200 300 100 200 300 277879 450622 23.8194
. 20 100 P, 41,0202 23.8194 48.0590
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Fig. 8. Matriz de correlacion.

2.3.1.4 Andlisis del autosistema

También conocido como Andlisis de Componentes ipates (ACP). Es una técnica
proveniente del andlisis exploratorio de datos coygetivo es la sintesis de la
informacion, o reduccion

de la dimension (numero Xy Xy oo Xy C,Cp,... C,

de variables). Es decir,

ante una tabla de datos con Kor Kap oo Xy N Car Coo e Gy

muchas variables (Fig. 9), Do : - :

el objetivo sera ,reducwlas Xy Xy oo X G, G, .. C

a un menor nuamero de
variables  transformadas
perdiendo la menor Fig 9. Transformacion de las variables originales en componentes.
cantidad de informacién

posible. Esta aproximacion se basa en el hechoelewplquier conjunto devariables
(X1, ..., Xy) pueden ser transformadas a un conjunto gariables ortogonales (y por
tanto independientes entre si, sin ninguna reljcldas nuevas variables ortogonales
son conocidas como componentes principa@s (., C,). Cada variable Ces una

combinacién lineal de las variablesX,, X,,..., X (las variables originales
normalizadas) de la forma:

100% de la informa@i n 80%6% 0.02%

Ci=v X+ vy Xty X, Fl..r

Estos nuevos componentes principales o factores amoulados como una
combinacion lineal de las variables originales raimadas, y ademas seran
linealmente independientes entre si. Técnicameht®CP busca la proyeccién segin
la cual los datos queden mejor representados emnigs de minimos cuadrados y
construye una transformacioén lineal que escogeuavasistema de coordenadas para
el conjunto original de datos en el cual la varsade mayor tamafio del conjunto de
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datos es capturada en el primer eje (llamado ehd?PriComponente Principal), la

segunda varianza mas grande es el segundo ejesycasivamente. La eleccion de los
factores se realiza de tal forma que el primerojeela mayor proporcion posible de la
variabilidad original; el segundo factor debe remmdg maxima variabilidad posible no

recogida por el primero, y asi sucesivamente. &al tle factores se elegiran aquéllos
gue recojan el porcentaje de variabilidad que sesidere suficiente. A éstos se les
denominard componentes principales.

La matriz de correlacion de los componentes pralegpresultantes es de la forma:

C, C.. C
C, (A4 O 0
C, |0 A, ... O

C, L0 0 ... A
Los elementos que no estan en la diagonal son detngo a que los componentes
principales son ortogonales. Los elementos qua estda diagonal se conocen con el
sobrenombre deigenvalueso autovalores, de tal forma que cada autovgl@s la
varianza de cada variable ortogo@al y cumple la propiedagh> 1,>..>4,, debido a
gue el primer componente principal tiene la vadanmas grande y el Ultimo
componente principal la varianza mas pequefia. befiaientes involucrados en la
creacion de cad@; son conocidos comeigenvector® autovectores y estan asociados
con el j-ésimo autovalaot;.

Para construir esta transformacion lineal debe togirse primero la matriz de
coeficientes de correlacion. Debido a la simetréa edta matriz existe una base
completa de vectores propios de la misma. La toamsfcion que lleva de las antiguas
coordenadas a las coordenadas de la nueva basedctssamente la transformacion
lineal necesaria para reducir la dimensionalidadates. Ademas las coordenadas en la
nueva base dan la composicién en factores subyecdetlos datos iniciales. Una de
las ventajas del ACP para reducir la dimensiondlida un grupo de datos, es que
retiene aquellas caracteristicas del conjunto desdgque contribuyen mas a su
varianza.

La funcion de Matlalpcacovnos devuelve el ACP a partir de la matriz de dacién
(para datos normalizados) o a partir de la magizalarianza para datos no escalados.
Si aplicamos esta funcion dandole como entradaatsizrde correlacion generada en el
apartado anterior obtenemos los resultados mostetta Fig.10.
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#» [Eigen Wectors,eigen Values,porcentaje_warianza total] = pcacovlMatriz_ Correlacion)

eigen Wectors =

-0.3938 0.9132 -0.1051
-0.6383 -0.3540 -0.6836
-0.6614 -0.zZ0z21 0.7223

eigen Walues =

1.6265
0.8203
0.45832

porcentaje varianzs total =
54.2173

29.6776
16.1051

Fig. 10. ACP a partir de la Matriz de correlacion.

Los componentes principales correspondientes a déiss originalesX;, X, Xs
obtenidos a partir de la matriz de correlacion rmteon:

C, =-0.3938X, - 0.638X,- 0.661A,
C, = 0.9132X,- 0.354X,- 0.202%,
C,=-0.1051X, - 0.683&,+ 0.722%,

54.22%  29.68% .16%

Observamos también que la variakl|es la que mas contribuye a la varianza total con
un 54.22% de ella y por tanto es el componentecipah del nuevo conjunto de
variables, seguida de la variabl¥s con un 29.68%.

La matriz de correlacion correspondiente a estagasuvariables es:

1.6265 0 0
0 0.8903 0
0 0 0.483

Segun[Chatterjee, 2006], si alguno de lod, son exactamente igual a cero existe una
relacion perfectamente lineal entre las variablegirmles y por tanto es un caso
extremo de colinealidad. Si uno de los autoval@®snucho mas pequefio que los
demas (y cercano a cero), la colinealidad tamb&mace presente pero en menor
grado. En la matriz de correlacion de los compaeeptincipales podemos observar
como el menor valor dé no esta muy cerca de cero pero si es mucho memolog
otros dos, sobre todo del mayor autovalor, o quica algo de colinealidad existe
entre las variablex; y Xs.
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Si quisiéramos obtener los componentes principalggrtir de la matriz de datos
original sin tener que calcular las matrices deadawzas y de correlaciones
utilizaremos la funcién de Matlgirincomp.En el ejemplo siguiente aplicamos dicha
funcion a los datos que presentamos en el apa2tddh?2 y en concreto a los datos que
representaban una relacién estocastica lineal mi@gbe, obteniendo los siguientes
resultados.

>» [eigenVectors,ocbservaciones_en espacio ACF,eigenValues] = princomp (zscore ([zl:x2]'))
eigenVectors =

0.7071 0.7071

0.7071 -0.7071

eigenValues =

1.8413
0.1587

Fig. 11. ACP a partir de las variables originales.

Que corresponden a las ecuaciones transformadas:

C,=0.7071X,+ 0.707X,
C, =0.7071X, - 0.707X,

y a la matriz de correlacion:

1.8413 0
0 0.1587,

En dicha matriz podemos observar catae= 0.16 es un valor muy proximo a 0 y muy
distante del primer autovalor, lo cual denota gxiste colinealidad como ya sabiamos
previamente.

Ademas en la matriobservaciones_en_espacio_AGHBtenemos los coeficientes
principales C;,C,) para cada punto correspondiente con el de laables originales
(X1,X2). Si generamos un diagrama de dispersion tanto lparaariables originales
como para los coeficientes principales obtenemegylaente figura:
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Sxy = 4462963 Sxy = -2.467162e-017
r=0.841260 r=-4.693879e-017
FIV = 3.421366 Transformacién FIV = 1.000000
Y T S ORTOGONAL )
R T TT T r i i
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L1 3 1) ' I '
) L s
0 [ : : ! :
0 5 10 -2 0 2
X1 C1
VARIABLES ORIGINALES COMPOMNENTES PRINCIPALES
Relacion lineal Ausencia de relacidn

Fig. 12. Transformacién ortogonal de datos originales.

En la Fig. 12 podemos observar como a partir des waaiables con una relacion
bastante lineal las podemos transformar en otnaables con ausencia de toda relacién
entre ellas, reflejado en el valor del factor dé&amon de la varianza que es igual a la
unidad.

[Belsley, 1980]propuso un indice denominado numero de condigioel cual esta
basado en la relacion entre el maximo autovaloladenatriz de correlacion y el
minimo, tal como se indica a continuacion:

El nidmero de condicion siempre sera mas grande Bara valores de < 2.26 puede
ser ignorado, para valores 2.26;< 3.16 existe una colinealidad débil. Para valores
3.16 <5 < 5.48 se califica como moderada, para 5.48<10 se considera fuerte y
paray > 10 se considera muy fuerte.

Si calculamos el niumero de condicion para los disas ejemplos que hemos
mostrado en el estudio de componentes principditsshemos; = 1.83 yy = 3.41. Lo

cual indica en el primer caso que la colinealideidtente puede ser despreciable y que
para el segundo caso tenemos una colinealidad axtaler

2.3.2 Técnicas de correcciéon

Se han planteado técnicas y algoritmos para corlegiolinealidad en los datos; sin
embargo, algunos procedimientos funcionan en urefopthientras que en otros no.
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2.3.2.1 Eliminacioén de variables del analisis

Es la solucion mas comoda ya que Unicamente hayelmear aquellos predictores

correlacionados con otros a partir de una deteqmiévia de ellos. Los estimadores que
resultan tienen una varianza de error menor. Esfeqee es aceptado por ser
reduccionista y simplificar el modelo, sin embargduce el rango de la matriz de
informacion de variables independientes y estouledp convertir en una técnica que
genere un modelo con menor poder explicativo améas entradas.

2.3.2.2 Componentes principales

El andlisis de componentes principales visto amterente no solo sirve como método
para conocer si una variable independiente estéelacionada con otra u otras
variables independientes. El espacio ortogonal at@ables transformadas cumple la
condicion de que son independientes entre si ygmo carecen de colinealidad entre
ellas. Por tanto se puede trabajar en este espagidichas variables utilizando MCO

con total seguridad de que no observaremos probledea inestabilidad en los

coeficientes obtenidos, signos incorrectos en diatueficientes, ni elevados errores
estandar en el ajuste.

2.3.2.3 La técnicéaRidge Regression”

Cuando las variables predictoras estan muy corogladas, los coeficientes de
regresion resultantes de un ajuste por MCO pueblbgarl a ser muy erraticos e
imprecisos, debido a los efectos desastrosos queulacolinealidad tiene sobre su
varianza. Estos coeficientes originan prediccioeg®neas a la hora de vaticinar
nuevas respuestas correspondientes a entradasresnifjue deberian pronosticar
salidas similares. Esto es asi, como hemos vigloidd a la inversion de la matriz
singularXX (singular debido a las colinealidades). Afortumadate, la técnic®idge
Regression(RR) [Hoerl y Kennard, 1970], es un método que trata estas
colinealidades minimizando el problema al contrer coeficientesw de MCO,
logrando coeficientes ajustados con menor variamzamdo estabilidad asi a la
prediccién del modelo y solucionando dicho probletmamatrizX'X es reemplazada
por otra matriz numeéricamente mas estable debildoagregacion (suma) de un sesgo
con la finalidad de reducir el error estandar destg-ig. 13]Shawe-Taylor, 2004]
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Coeficiente no sesgado Coeficiente sesgado
(MCO) (Ridge Regression)

Fig. 13. Agregacion de un sesgo a MCO.

Si procedemos de esa forma a partir de la forifiulg que define el método de MCO,
el procedimiento RR no es mas que una ligera nuadiibn (adiccion de un término
constante a cada coeficiente o factor de regutaén) de dicha ecuacion:

Fw) = k™ + 3 (y- X W’ (1.1)
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2.4 Exploracion de regresion sesgada

A la técnica RR también se le conoce como regnedécresta’ o ‘regresion sesgada’.
Veamos las dos modalidades de cémputo con lasapiamos para poder realizar este
tipo de regresion.

2.4.1 Primera solucién

Encontrar la funcion en la cual la suma de los @dgmb de las diferencias junto con el
sesgo para los valores observados y esperadoseses, roorrespondera a encontrar los
coeficientes de regresidm para los cuales la funcién por la cual determirglioho
error, sea un error minimo, o dicho de otra foromsresponde a diferenciar la ecuacion
(1.2) enw.

oF 0
= _—

_ 2 0  _ _
=0 = k) X b X = 0

= kv 3 R y-Xw3 0
= (foxijw+ kV\FZ Xy

= (XTX+k)w=X"y =

w=(XTX+ kL)X

I, corresponde a la matriz identidad de dimensionesn) y como podemos observar
. -1 . . . . ,
la matriz (XTX+ kln) es siempre invertible & > 0. Como veremos mas adelante,

sabemos que existe uk (de hecho, un intervalo de valoreskjiemejorando el error
del estimador MCO. El inconveniente reside en &@bn dek que no debe ser de
modo intuitivo, ya que si este valor es muy grande, produce unasobre-
regularizaciéon [Ramos, 2007] la cual puede originar pérdida de informacion
importante, y sik resulta pequefio, se produce wub-regularizacion que puede
provocar que la solucién no sea robusta, es dpgirsea sensible a errores en los datos
(k=0 supone volver a un estimador MCO). Los proceelinais 0 técnicas de eleccion
de este factor de regularizacion se discutiranadéatante.

Al igual que ocurria con el método de MCO domdes funcion lineal del vector de la
variable respuesta dependient®, $olucionar la ecuacién anterior para los coeffitds

w implica entonces solucionar un sistema de ecuasitineales con ecuaciones W
incégnitas. Por tanto, la complejidad computaciodal esta tarea resultan’)
operaciones. Una vez que tenemos los coeficierdesegresionw, la funcion de
prediccién de un nuevo vector de entradeara,

50 = xw=3 w(x
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con complejidad computacionatl) (operaciones.

Ridge Regression
Efecto de la regularizacion k = 0.1

: ®  Datos de entrada - . #  Datos de entrada »
Ajuste lineal Ajuste lineal
of * . of * .
» r e hd » . *
5 o . - » 5 v, . » »
A0 L L L L L L L L L ) 40 L L L L L L L L L )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20
MSE= 7.289809 MSE= 7.290261
10 10
#  Datos de entrada » #  Datos de entrada »
5 Ajuste Pol. grado 5 5r Ajuste Pol. grado 5
»
0r b » . 0r . b, ullkd
» . * > L
-5+ o A » . ®
10 L L L L L L L L L ) 40 L L L L L L L L L )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 [ 8 10 12 14 16 18 20
MSE= 3.782705 MSE= 4.655113
10 10
5 #  Datos de entrada 5 #  Datos de entrada »
Ajuste Pol. grado 10 Ajuste Pol. grado 10
L » L »
0 0 \_'_/”./L_._u_.‘/-'
5l » rys Par » »
10 L L L I I L L L L | A0 L I I L L I I L L |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 G & 10 12 14 16 18 20
MSE= 0.738700 MSE= 4.163590
30r 101
L D.alus de entrada #  Datos de entrada »
20 Ajuste Pol_grado 15 5F Ajuste Pol_ grado 15
10 0r N " s, 0 > *
»
oF 13 P » »
10 L L H L L L L L L ) 40 L L L L L L L L L )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 [ 8 10 12 14 16 18 20
MSE= 0.366818 MSE= 3.295181

Fig. 14. Efecto de la regularizacion.

En la (Fig. 14) se puede observar el efecto delaegacion que provoca la regresion
sesgada sobre la regresion clasica, independienterde utilizar un ajuste lineal o no
lineal. Efectivamente, el ajuste mediante regrepdnMCO consigue el menor error
de ajuste frente a RR, l6gico debido a que solaen@riemos una Unica variable
independiente para la variable explicativa y potdoto no existen colinealidades y
como comentamos en apartados anteriores, RR n@jotiérminos del error del ajuste
cuando existen variables independientes correladmmentre si, cuando esto no es asi,
MCO es el mejor ajuste con el minimo error quelssp realizar.

No obstante e independientemente de que en estelejeno se pueda distinguir
perfectamente toda la fortaleza de RR, si podemssrear como la varianza global del
error que se produce para los dos tipos de regresidnenor en el ejemplo de RR que
en el ejemplo de la regresion clasica, indepeneiieente incluso del orden del
polinomio que utilicemos para hacer el ajuste. Igsiere decir que RR juega un papel
muy importante a la hora de regularizar y homogemes| ajuste final, haciéndolo mas
robusto, menos variante y por tanto mas sensitder@es en los datos y posibles
outliersque se pudieran presentar.

Los efectos de una mala eleccion del fagase discuten en los ejemplos siguientes.

Cuando escogemos un factor idemuy grande producimos una sobre-regularizacion
con una varianza global del error casi inapreciapterque practicamente e
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independientemente del ajuste que realicemos, dtss dsiempre se ajustaran a una
linea horizontal.

Cuando seleccionamos un factor klemuy pequefio, perdemos robustez, el error
obtenido para cada tipo de ajuste es mas varipdte,nos acercamos otra vez al ajuste
de MCO vy por tanto con sensibilidad a errores endatos y a posibles efectos
perjudiciales si las variables independientes estéarlacionadas.

Ridge Regression Ridge Regression
Efecto de la regularizaciéon k = 0.0001 Efecto de la regularizacién k = 1000
10 10
®  Datos de entrada » # Datos de entrada »
: Ajuste lineal 2 Ajuste lineal
| = [ | = »
g » & . . » » v, v . *
=1 DI hd » s -a..’ hd »
0 . . . \ \ . . . . ) 10 . . \ \ . . . . . )
0 2 4 [ g 10 12 14 16 18 20 0 2 4 G g 10 12 14 16 18 20
MSE= 7.289809 MSE= 13.205640
10 10
#  Datos de entrada » #  Datos de entrada »
5r Ajuste Pol. grado & 2 Ajuste Pol_grado 5
» Py
0 L » » 0 » = ., ® e o * »
» » »
A ] » » st P . » »
0 . . . ) . . . . . ) A0 . . . ) . . . . | )
0 2 4 [ g 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 g 10 12 14 16 18 20
MSE= 3.782727 MSE= 13.196546
10 10
5L #  Datos de entrada - sl # Datos de entrada -
Ajuste Pol. grado 10 Ajuste Pol. grado 10
0+ or % Y *— . ? ¥ >
» »
5F 5t » . b b . ®
»
0 . . . . . . . . . ) A0 . . . . . . . . . )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
MSE= 0.992817 MSE= 13.194624
10 10
#  Datos de entrada #  Datos de entrada »
2 Ajuste Pol. grado 15 5t Ajuste Pol. grado 15
of 3 of S, . "
L4 »
5F 5t » . b b . *
»
0 . . . . . . . . . ) A0 . . . . . . . . . )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
MSE= 0.730890 MSE= 13.193868

Fig. 15. Sub-regularizacion y sobre-regularizacion.

2.4.2 Soluciéon dual

A_ pgrtir de la solucién anterior para los coefitésnde regresiow, podemos deducir lo
siguiente:
w= (X" X+ kln)_l X"y
(XTX+ kln) w= X"y
XTXw+ kw= X'y
kw= X"y— X' Xwe X( y XW
w=k*X"(y- XWw= Xa
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Donde el términa matematicamente significa:

a =k (y- Xw
ak =y—- Xw
ak=y- XX'a
ak+XX'a=y
y=a(kl, + XX")
a=(XX"+ki)Ty
a=(G+ki)"y

La matrizG = XX se le conoce comdStam matriX. Esta matrizG y la matriz G +
kl)) tiene dimensiones k |). Los parametroa son conocidos comallial variable$ o
variables duales y resolvenimplica resolvet ecuaciones lineales cbimcdégnitas, una
tarea de complejidad®), como se muestra en la funcién de predicciéartirple estas
variables, que viene dada por:

y=Xw=XXa =XX (G- kI)*

Para predecir un nuevo punto o vector X, implicanglejidad computacionahl), ya
que los coeficientes son una combinacion lineal de los puntos de eatméentoX'.

i=1 i=1 j=

Si la dimensiom del espacio de caracteristicas es mayor que etmlnde ejemplos
de entrenamiento, es mejor y mas eficiente reselveistema por este segundo método
(dual) en vez del primer métodprimal) ya que éste ultimo implica resolver la matriz
(X"™X + kl,), que es de dimensionasx n). La evaluacién de la funcién predictiva es,
sin embargo, siempre mas costosa la solucioal, debido a que comportanl)
operaciones, frente a)(operaciones que conlleva la primera solucion.

2.4.3 La técnicdKernel Ridge Regression”

Si los datos de entrenamiento (las variables inutipates) muestran relaciones no
lineales, las técnicas de regresion anteriores nsercapaces de modelarlas
adecuadamente con un error minimo aceptable (gbsesoducido en RR ayuda pero
a veces también resulta insuficiente). Sin embauga, solucion no lineal puede ser
tratada y formulada moviéndonos a un espacio dactaisticas lineales a partir del
espacio de entrada no line#ernel Ridge Regressio(KRR) es una técnica que

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 34



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

encuentra y realiza un mapeo de los datos de enfcatsiderados no lineales) en un
espacio de caracteristicas de mas alta dimensdmdédcorresponden a un modelo
aproximadamente lineal) obteniendo errores de ejusticho menores que los
conseguidos en el espacio de entrada inicial, gerwando la eficiencia del factor de
regularizaciork utilizada en la técnica RR.

La idea basica de KRR consiste en realizar un mdpdos datos de entrenamiento X
€ X, a un espacio de mayor dimensién F a travésdeapeo no lineab(x) : X - F

, donde podemos realizar una regresion lineal.

D)

(a) Espacio de entrada (b) Espacio de caracteristicas

Fig. 16. Idea basica de los métodos Kernel.

A partir de esto, la matri@ utilizada en la versién dual de la técnica RRraesforma
en una matriz o kernél de productos escalares para valores transfornaaldsEsta
es la ventaja de la aproximacion dual de RR, sdeteemplazar la matri2 mediante
cualquier matriz kernelizad§, para el caso que nos ocupa de un kernel lineal:

G=XX" = K=g( X)p X)T

Dicho kernel K sigue manteniendo dimensionex (1), y por tanto complejidad
operacionallf).

Para el célculo de los coeficientes de regresiée procedera como sigue:

w=@g( X) a
w=g(X) (K+kl)™My

Y la funcion de prediccion resultante a partir de coeficientew quedaria:

¥ = a(X)w = @(X)p(X)' (K+ k)™ y
y = z(K+ki)™"y

Es de sefalar que si utilizamos un kernel lineatprecesz = K, por lo que esto
corresponderia a utilizar una solucion dual de RiRgbstante podemos probar y jugar
con diferentes kernel§ (polinomial, funcién de base radial, tangente Hipkca, etc.)
junto con diferentes parametros de regularizagi@on el objetivo de encontrar el
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mejor modelo explicativo en ese espacio de calfatiters y poder aplicarlo
posteriormente a las aproximaciones a realizar magsos ejemplos de entrada.

En la prediccion de un nuevo punix) se sigue conservando la misma complejidad de
computo () que el conseguido mediante la técnica RR, comomsestra a
continuacion:

1

V(X)) = @(X) w= g %ZCW( X) =Zai [i((ﬂ( ¥); (@ ¥), j

En la figura siguiente (Fig. 17) se puede obsemaajuste de regresion utilizando un
kernel RBF (Radial Basis Function) de tipo Gaussiale forma que:

2
[x=u]
K =exp| -
o
Kernel RBF Kernel RBF Kermel RBF
(sigma=4.00}) (sigma=2.00}) (sigma=1.00)
10 10 10
»
g
of* .
LI . L
e
5f we _ * »
o
-10 -10 -10
0 10 20 0 10 20 0 10 20
MSE= 5.715559e+000 MSE= 3.338400e+000 MSE= 1.294966e+000
Kernel RBF Kernel RBF Kermel RBF
(sigma=0.50) (sigma=0.20) (sigma=0.10)
10 10 10
5 5 5
0 0 0
g -5 5
-10 -10 -10
0 10 20 0 10 20 0 10 20
MSE= 1.730264e-002 MSE=4.238731e-017 MSE= 9.860761e-033

Fig. 17. Regresion con kernel RBF-Gaussiano para diferentes valores de sigma.

Modificando el valor de la dispersian en la funcion Gaussiana, se puede observar
como podemos alcanzar un ajuste casi perfecto (MS& sobre los datos de
entrenamiento (para valoresaeinferiores a 0.2).
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2.4.4 Estandarizacion de datos para la regresiijade.

Si ajustamos un modelo del tipo:

Y=w+wX+..+wX

Necesitaremos centrar (ya que aparece un términstastte) y/o escalar las variables
gue integran dicha ecuacién. Una variable centrselaobtiene restando a cada
observacion la media de todas las observaciones qaata variable. Por ejemplo la
variable respuesta centrad@’ —y) y la variable predictora j-ésima centrada
(X;=%) .

Las variables centradas también pueden ser essakxdatiendo dos tipos principales
de escalado en los datos, edcalado de longitud unidag la estandarizacion
Generalmente, tanto el escalado de longitud unidatb la estandarizacién (escalado
mediante la desviacidn estandar) se utiliza, coer@mos en el apartado siguiente,
para poder comparar los coeficienteentre si (en la misma escala) para diferentes
valores dek. El centrado, ayuda a agrupar los datos y pordédiminuir la dispersion

de los mismos con efectos beneficiosos en la rédluodel error del ajuste para
aproximar nuevos datos de prueba. No esta demasiaaoy por tanto es una fuente
de controversia, segdRasha, 2004] que sea necesario estandarizar las variables a la
hora de realizar ajustes de regresion. No se quadalas variables sean esencialmente
similares en sus rangos (da igual que un conjuateatiables de temperatura estén en
°C o en°F) sino mas bien que sean independientes, no acivahdas y con bastante
poder explicativo.

Un modelo de ecuacion de regresion en términosatgi@ables estandarizadas es del
tipo:

Y=6X+..+8 X

n n

De tal forma que a cada variable original de daﬁ)Js , Y le corresponde una
transformacion por estandarizacion de media cel®syiacion estandar la unidad:

Procediendo a despejar dichas transformaciones aerecuacion de variables
transformadas tendremos:

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 37



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

JY 01 Jn
Y_—y+90-Y(X1_>_<1)+ +9n JY(Xn Xn)
Ul O-n
Y — 7 gla-Y Xl glo-Yyl Hnan n enO-YXn
Ul Un
Y = v+ gla-Yxl glo-Yyl o+ Hnan n_ enO-YYn
Ul 0-1 Un O-n

Y:y—igja\(yj + gla-Yxl +. .+ Hnann

o O g, g,
resultand,
Y=w+wX++wX
para todo,
_[o
=% Jo
W =Y WX
j=1

Si la normalizacién que utilizamos es el escaladdamgitud unidad, el modelo de
ecuacion de regresion en términos de estas vagihlesformadas sera del tipo:

Z =672+..+6,Z

y n“n

De tal forma que a cada variable original de daqu Zy le corresponde una
transformacion de media cero y longitudes la ungkaglin:

. X, -%
X, = 2, =
i

~ Y—y
Yo7 =22
5570

y

y dondel; y Ly son respectivamente:

Lj=,/zl(xj—x)2 Ly:,@(y——y)z

Como se indica en la formulacion anterior, la aadiL, se refiere a la longitud de la
variable centrad - y. Similarmentel; mide la longitud de la variabl¥; —; .

Procediendo a despejar dichas transformaciones aerecuacion de variables
transformadas de la misma forma que hicimos cestiandarizacion, tendremos:
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resultando,

Y=w+wX+..+wX
para todo,

W, =y-) WX
=1

Es obvio que si solamente deseamos centrar los,dat@stras variables originales
guedarian de la siguiente manera:

Y=w+wX+...+ W X para todo,

2.4.5 Ejemplo de aplicacion mediante regresionipialt

Veamos algun ejemplo donde pongamos en practifmarfaulacion anterior. Para ello,
hacemos uso de una base de datos llamada Aqua-abienida desde la direcciéon
web: http://www.rpi.edu/~bennek/class/mds/Aqua-all.igtie es una version reducida
de variables (solamente 525 variables independigraesu vez extraida de la direccion
web: http://www.pharmacy.arizona.edu/outreach/aguagodonde se almacena una
extensa recopilacién y un gran repositorio de datwsinformacion que tratan temas
farmacologicos de solubilidad en agua para compse&sganicos.

Nuestra matriz de datos original se compone de %adBables descriptoras
independientes que definen una variable respuegtandiente, para un total de 197
registros u observaciones. Es de sefialar el elavaiero de dimensiones con los que
se va a trabajar, a priori no sabemos si esashiesidienen alguna correlacién entre
ellas, no obstante como vamos a utilizar la téci€&a mitigamos cualquier efecto
perjudicial que estas correlaciones pudieran teolere los resultados.

Separaremos 100 registros para definir el conjaeteentrenamiento y el resto (97
registros) para definir el conjunto de prueba tedée

Veamos que sucede si no realizamos ninguna tranaéidn de los datos originales.
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Primal Selution Ridge Regression (Raw traming data) Primal Solution Ridge Regression (Raw test data)
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Mean Squared error = 0, 194529 Mean Squared emor = B3 580751 Data line
4 20r o Predict
< Raw data o P airor
2 Data line ¥

» Predict ® i i T e 7

BImor

¥

:

L ® o @
3 | U~ ]
o L al ~ o
n . , )
oy |y
s L ~)
Lfatoie i t
0 =1 || "'—!I. «ul-.l Haf I I 4 ¥
| inanit| R gl ol e
i X -
O Wl G A o [ d
& 3 - o

A
o

PR 1 ' L L ' L L L L 3
100 o 10 20 30 40 50 60 T0 80 0 100

Fig. 18. Ridge Regression (Primera solucion) con datos sin normalizar.

Como observamos en la Fig. 18, el ajuste paradtssdde entrenamiento mediante la
primera solucion expuesta en pasos anteriores par&R

(coeficientesv= ( X' X+ kln)_1 X"y y funcién predictiva\? = Xw) parece comportarse

bastante bien, pero no es tan 6ptimo cuando imegaproximar las 97 observaciones
del conjunto de validacion, obteniendo aqui enitgosxde MSE un valor muy alto.
Procediendo como lo discutido en el apartado detealizacién de datos, el modelo
puede ser mejorado afiadiéndole un término indepetadia la ecuacion y por tanto
transformando eY en otras variables, resultado de substraer et dalsus medias.

Primal Solution Ridge Regression Primal Solution Ridge Regression
Centered coefs. and centered training data O Raw d_‘"" Centered coefs. and centered test data < Raw data
k=10 Data line k=10 Diata line
Mean Squared error = 0.024345 C Predict Mean Squared error = 0 807291 < Predict
r Brrar eImor

. : I " 1 i ; i L i j ) L : . 1 L L L . )
120 10 20 30 40 50 &0 0 80 %0 100 o w20 30 40 S50 & 70 B0 90 100

Fig. 19. Ridge Regression (Primera solucién) con datos centrados.

Observamos en la Fig. 19, como tanto para los diosntrenamiento como para el
conjunto de validacién se ha conseguido reducistabi@mente el valor del error en el
ajuste, incluso manteniendo el mismo factor de leggacionk. La centralizacion de
los datos origina una agrupacion de los mismosoemota su media con lo que
disminuye su dispersion mejorando el ajuste de musi cuadrados. Cuando
trabajamos con coeficientes normalizados podemdmirdeluevas predicciones
trabajando con estos coeficientes, pero los datmbién tienen que estar procesados
(centrados sobre su media) de la forrpaed2=Xtest2*w2 + b; donde b resulta el
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término independiente (en este caso es igual aeldiarde la variable dependiente
original y). Estos mismos resultados pueden ser obtenidae-siormalizamos los

coeficientes procesados y trabajamos con las \Vesiabriginales, de la forma

Ypred3=Xtest*w2 + (b-mean(X)*w2)

Otra comprobacion importante que podemos realizaelecalculo del tiempo de
computo al utilizar la primera solucion de RR feeatla version dual de dicha técnica.
En el primer caso, calculamos el tiempo empleadob@@ner la matriz de coeficientes
w a partir de la matrixtrain2'*Xtrain2 de dimensiones (525x525) de la siguiente
manera:

% Model: Primal solution with bias

timel = cputime;

w2 = inv(Xtrain2*Xtrain2+ L*)*(Xtrain2'*Ytrain2);
elapsedTimel = cputime - timel

Procedemos de la misma manera para el calculosdalfess y w's mediante la version
dual G tiene dimensiones 100 x 100):

% Model: Dual solution with bias
time2 = cputime;

% Gram matrix

G = Xtrain2*Xtrain2';

% Dual variables

alpha = inv(G+L*I12)*Ytrain2;

w3 = Xtrain2*alpha;
elapsedTime2 = cputime - time2

La tabla de tiempos en 2 ordenadores diferentiEssguiente:

Laptop Medion Akoya PC Lenovo ThinkStation
Intel Atom 1.6 GHz Intel Core i5 3.33 GHz
1Gb RAM 8 Gb RAM
elapsedTimel 1.0156 0.0936
elapsedTime2 4.687500e-002 0

Como se puede observar, al ser el nUmero de dior@simucho mayor que el numero
de observaciones (n >> 1), resulta mas eficienteprdacionalmente hablando utilizar
la version dual de RR para el calculo de los caaftes de regresion.

Pongamos ahora algun ejemplo con la técnica KRRfottaleza de esta técnica de
regresion es la posibilidad de utilizar funcionesri€l que nos permiten construir una
funcidn de regresion lineal en un espacio de canaticas de mas alta dimension (lo
gue equivale a una regresiéon no lineal en el espicentrada).

Utilicemos un kernel polinomial de grado 2 de lea:

K(x y) = ((% y) +1)°

Como se puede observar en la Fig. 20, el uso deéeunel polinomial mejora
notablemente el ajuste sobre los datos de entrentmmiPero este sobreajuste impide
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generalizar bien sobre los datos de validaciénerobhdo peores resultados que los
conseguidos con RR para el mismo factor de regalednk = 10.

Duad Soludion KRR Traring data Duzal Solution KRR Test dala
Mean Squared eror = 0000000 Maan Squared smor = 1801265

O Raw data
Doata line
3 Predict

—

K(x ) = ((xp) +1)*

Fig. 20. Kernel Ridge Regression (polinomial grado 2) con datos centrados.

Probemos ahora con un kernel de tipo sigmoide ditamconocido como tangente
hiperbdlica.

K(x,y) =tanh@ (e y)+ c)

El kernel mediante la tangente hiperbdlica se certambién como 'kernel sigmoide' o
como 'kernel perceptron multicapa' y procede delpzade las redes neuronales.

Hay dos parametros que son ajustables en estafyraitérming; y la constante.

El valor que se le suele asignap &s 1h, siendon la dimension de los datos que se
estan tratandfSouza, 2010]

El resultado de ajustar mediante un kernel de digmoide, el ejemplo que estamos
tratando con parametrgs= 1/525,c = 1 es el siguiente:
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Dual Solution KRR Training data Dual Solution KRR Test data
Mean Squared error = 5 972449 Mean Squared emor = 5069327 O Raw data
©  Raw data [ Data line
Predict
artar

Data hine
oF o Predict
— gror

(1

K(x,y)=tanh
1 525

( )+1}
By

Fig. 21. Kernel Ridge Regression (sigmoide) con datos centrados.

Donde comprobamos (Fig. 21) que no generaliza Imerpara el conjunto de
entrenamiento, ni para el conjunto de validacion.

Todavia no hemos aprovechado toda la potencia qaebrindan las técnicas RR.
Todos estos ejemplos los hemos calculado fijandotéeino del factor de
regularizaciérk a un valor arbitrario de 10. Evidentemente, si ifflcainos este
valor, los resultados también se veran modificados.

2.4.6 Eleccion del factor de regularizacion

Sabemos que existe un factor de regularizaki(@e hecho, un intervalo de valores de
k) mejorando el MSE del estimador MCO; pero nadadaediscusion anterior nos
permite decidir cual es su valor. Al deun parametro que introduce un sesgo en los
estimadores, es deseable seleccionar el valor ragasefio dek por el cual se
estabilizan los coeficientes de regresion. En &tpra, se recurre a alguna o varias de
las siguientes solucionfidufiez, 2005]

2.4.6.1 Uso de trazas de regresion sesgada

Es una aproximacién grafica y por lo tanto debevsta como una técnica exploratoria
de datos visual. Se prueban diversos valorek depresentdndose las diferentes
estimaciones del vector de coeficiemegtrazas RR); se retiene entonces aquel valor
de k a partir del cual se estabilizan las estimaciones.idea es intuitivamente
atrayente: pequefios incrementoskdeartiendo de cero (MCO) tienen habitualmente
un efecto drastico sobmg, al coste de introducir algin sesgo. Incrementasdapor
tanto hasta que parezca que su influencia setse atenta (hasta que las trazas RR
sean casi horizontales). El decidir ddnde ocun® &5 no obstante, bastante subjetivo.
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Siguiendo las recomendaciones del "statistics tdllde Matlab para su funcion
ridge, a la hora de realizar

trazas RR es convenient( year IMPORT DOPROD STOCK CONSUM
utilizar los coeficientes de 49 159 1493 42 108.1
P4 : 50 16.4 161.2 4.1 114.8
regresion normalizados ¢ ¢ = G o 1232
transformadosfé en lugar 52 19.1 1755 11 1269
H 5 1¥. 1808 1.1 132.1

de los correspondientes & 204 1907 T Bhi
originales w, para que 227 2021 2| 146.0
s 56 26.5 212.4 3.6 154.1

aparezcan graficamente e 5 2.1 226.1 50 162.3
i 58 27.6 2319 5.1 1643

Ia misma escala' NO 59 6.3 239.0 0.7 167.6
obstante, dependiendo di & 3.1 258.0 56 176.8
H HP4 6l 333 269.8 39 186.6

que normalizacion 62 37.0 288.4 3.1 199.7
utilicemos, obtendremos 33 304.5 46 2139
[ 49.0 3234 7.0 2238

unas trazas u otras, €so £ 50.3 158 12 2300
todas para valores dé& 66 56.6 3539 A5 2429

entre cero y uno, Fig. 22. Datos sobre la economia francesa.

(O<=k<=1).

Para mostrar el ejemplo de trazas RR haremos usm @enjunto de datos extraidos
desde[Chatterjee, 2006] sobre variables de produccion y consumo de laangn
francesa (Fig. 22), éstas son por orden, el af®,ingortaciones, la produccién
domeéstica, los productos almacenados y el conswmeéstico.

Si realizamos las trazas RR con la variable IMP@RBiMo variable dependiente, para
los dos tipos de normalizacién explicados en agastanteriores obtenemos las dos
gréficas de la Fig. 23. Como se puede comprobdea erimera grafica (los datos
tienen media cero y desviacion tipica la unidaah, Jariables DOPROD y CONSUM
mantienen una correlacion entre ellas. Dicha cacréh se estabiliza a medida que
aumentamos el sesgo por medio del pardmetidisualmente podemos establecer
dicha estabilizacion a partir de un valor de k 2. ®ara valores superiores a 0.2 los
coeficientes parecen mantener ya una constanteanbastiineal y su varianza
disminuye.

En la gréfica de la derecha, representamos losce@es normalizados utilizando el
escalado de longitud unidad explicado también antagos anteriores. Como se puede
observar, los coeficientes se muestran establasvpéores dé& a partir de 0.04 - 0.05.

Ridge Trace
S e e e ey

T T T

{| ——DorraD s 1
i STOCK 2t
CONSUM Y

Ridge Trace
T T T

{| —— poPrRoD
| ——sTock
Li[——consum ||

Sandardized Coefficient
Standardized Coefficient

] ] . U NS S

2 i i i i i i i i i 04 I I I i I i I i I
¢ 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1 0 01 02 03 04 05 06 0T 08 09 1

Fadge Paramater Ridge Paramater
Estandarizacion Escalado de longitud unidad

Fig. 23. Trazas RR para diferentes escalas.
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2.4.6.2 Método del punto fijo

En el trabajgHoerl, Kennard y Baldwin, 1975], se sugirié calcular matematicamente
el parametro k de la forma:

2
k=— no*(0) 2
>.[6,0)]
j=1
donde &(0),...,8,(0) son los coeficientes de regresion transformad@sdwk=0
SSE
(estimadores de MCO) grz(i) :%, la varianza de los residuales (errores), siendo
_n —

o?(0), la correspondiente varianza cuando el parametregularizaciéhk=0.

Ridge Trace Ridge Trace
& ' T " T — T I I M — r :
i i i i i | ——DOPROD A - - R S | et
58 |- B s et SECLL | —— sTOCK 1211 - aninasesninaiaanda - Y| =——sTocK ]
0.075670 ¢  { i|——consum . 0.016784 ¢ | ——consum
H A e e i - R P
-4 H : ] H . H I . F -] F ] F
[¥] o -
il ' E
L ] 3
o -
8 S -
@ i
o -- o
1 .................................................................. - u? A
2 i i i i i i i i i 04 i i i i i i i i i
i} o1 02 03 04 05 06 O7 0B 09 1 0 0.1 0z 03 04 05 06 or 08 09 1
Ridge Parameter Ridge Parameter
Estandarizacion Escalado de longitud unidad

Fig. 24. Eleccién de £ (método del punto fijo).

En la Fig. 24 podemos observar el punto de corta éstimacion del parametkacon

la traza de los coeficientes y en la tabla de ta Eb observamos el valor de esos
coeficientes para dichos puntos de corte junto sams valores originales (de-

normalizados), después de aplicar las correspaedieaperaciones siguiendo las
formulas del apartado 2.4.4.
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k=0.07567 k=0.016784
Variables Coeficientes Coeficientes
normalizadas Estandarizados E. Long. Unidad
Constante 0 0
DOPROD 1.1980 0.3633
STOCK 0.9881 0.2166
CONSUM 3.1619 0.5919
Variables Coeficientes Coeficientes
originales originales originales
Constante -0.2697 -8.9983
DOPROD 0.0399 0.0550
STOCK 0.5991 0.5967
CONSUM 0.1532 0.1303

Fig. 25. Coeficientes de regresion para la variable IMPORT (método del punto fijo).

2.4.6.3 Método iterativo

Hoerl y Kennard un afio después (1918perl y Kennard, 1976], propusieron un
procedimiento repetitivo y mas complejo para setear el valor de.

v’ Comenzar calculandd, siendo este valor el parametkoque se obtiene
haciendo uso del método anterior (método del piijojo

2
; o no“(0
v Posteriormente, utilizdg para calculak; :n#

2[6,09)]

2
n
v Entonces, usdq para calculak, Z&

[60)]

v" Repetir este proceso hasta qkg, =k, o sea, hasta que las diferencias
encontradas para valoresldsucesivos sean casi despreciables.

Nuevamente en esta aproximacion aparece la subpide lo que se considera

despreciable para las diferenciaskdmnsecutivos, ademas se supone que a partr del
obtenido por el método del punto fijo, los valodek serdn muy parecidos debido a la
influencia de la varianza en los residuales, qua ser también muy similar.

Si aplicamos estos calculos, tomando como condidérparadak;,, —k <0.000],
obtenemos los siguientes parametros y coeficientes:
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; Ridge Trace . Ridge Trace
ol U - — |
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Estandarizacion Escalado de longitud unidad
Fig. 26. Eleccién de £ (método iterativo).
276453 k=0.064777
Variables Coeficientes Coeficientes
normalizadas Estandarizados E. Long. Unidad
Constante 0 0
DOPROD 1.8236 0.4329
STOCK 0.9762 0.2082
CONSUM 24935 0.5003
Variables Coeficientes Coeficientes
originales originales originales
Constante -8.7771 -8.1554
DOPROD 0.0608 0.0656
STOCK 0.5919 0.5736
CONSUM 0.1208 0.1102

Fig. 27. Coeficientes de regresion para la variable IMPORT (método iterativo).

2.4.6.4 Validacién cruzada

La idea es también muy simple, aunque computacimrake algo laborioso. Se estima
el error de prediccion dividiendo al azar el comjude datos en varias partes. En cada
paso una de las partes se convierte en una mukespraieba que sirve para validar el
modelo y las restantes partes constituyen lo geellanmado una muestra de
entrenamiento que sirve para construir el modelo.
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Si por ejemplo, se usasen 10 partes, se llamaddlihfold cross-validation” , por lo
general se usa 1 parte y en ese caso es llamadétedlo “leave-one-out” (dejar uno
afuera).

Sea 95‘” el valor predicho (la prediccion que hacemos deblservaciory;) para la j-

ésima observacion usando una linea de regresiohajsglo estimada sin haber usado
las observaciones de dicha parte.

El calculo del error por validacion cruzada usapgartes es:

p ,

22y, =9

CV, =—= parat valores dk
p

Entonces el mejor modelo (el mejor factor de reggaaionk por validacion cruzada)
es aquek que tiene el error de validacion cruzada prometis pequefio:

k =argminCV

En principio, calculaCVy para un valor dé& requeriria llevar a cabloregresiones,
excluyendo cada vez una observacion distinta.
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3. PREDICCION DE SERIES TEMPORALES NO
LINEALES

Denominamos prediccion a la estimacion de valaregds de una variable en funcion
del comportamiento pasado de la serie. Se trateg@r la evolucion de una variable
con el fin de regular su resultado. La prediccianseries temporales es una linea de
investigacion fundamental en la estadistica. Elhbede poder reproducir el
comportamiento de un sistema dindmico no linearérpde medidas discretas (series
temporales) de sus variables posibilita la aplmadie los modelos de prediccidon
basados en series temporales a innumerables canadasbs conocimiento,
complementando la modelizacion fisica.

3.1 Precision en la prediccion de series temporalesmetidas a ruidos
en los datos

La estimacion de minimos cuadrados para modelealés es notoria por su falta de
robustez frente a valores atipicasutfiers), como hemos comprobado en apartados
anteriores. Si la distribucion de los atipicos Ematrica, los estimadores pueden estar
sesgados y aunque las técnicas RR ayudan a coetegjiror del ajuste, precisamente
por la introduccion de un sesgo, si los atipicasreay pronunciados, en presencia de
cualquier valor de estos atipicos, los estimadoregsmos cuadraticos son ineficientes
y pueden serlo en extremo. No obstante, ¢qué osutas variables a estudiar estan
sometidas a ruidos continuos en todo su recoradporal?. En la practica, cuando se
trabajan con datos reales suministrados por lésnsés de adquisicion de datos, que a
su vez son suministrados por los diagnésticos dédag, conllevan errores implicitos
no solo en sus sistemas fisicos de medida (quentiema precision o resolucion
minima) sino en las interferencias externas a l@seagtan expuestos dichos sistemas.
Veamos que ocurre en estos casos.

3.2. Analitica predictiva en series temporales soridas a ruido
gaussiano continuo

Retomando el repositorio de datos analizado emattado 2.4.5, integrado por 197
observaciones y 525 variables descriptoras indepetes que definen una variable
Unica dependiente, se pretende analizar la preadigberror en el ajuste de esa variable
continua dependiente en presencia de ruido gawsai@adido a todas y cada una de las
variables independientes que modelan dicha variabfgiesta. Para ello se compararan
los resultados obtenidos en presencia de dos dipastensidades de ruido gaussiano
afiadido con los resultados a obtener en ausenciadie(datos brutos originales).

3.2.1 Supuestos de partida para el analisis

- Ante el gran numero de variables descriptoragpeddientes, el estudio de la
colinealidad entre dichas variables se hace ifitf@tana a una con todas las demas. Por
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ello utilizaremos la técnica RR para obviar si &xisrelaciones lineales entre las 525
variables independientes. Como hemos demostradapanados anteriores, dicha
técnica mitiga los efectos perjudiciales de lasnealidades mediante la introduccion
de un sesgo o factor de regularizacion.

- Al ser el nimero de dimensiones mucho mas elegadal nimero de observaciones
(525>>197), utilizaremos la version dual de RR peraalculo de los coeficientes de
regresion y para obtener el error del ajuste fio@ino hemos demostrado en apartados
anteriores que es mucho mas eficiente en térmieagidulo y de computacion.

- Utilizaremos KRR porque no sabemos si los datesedtrenamiento muestran
relaciones no lineales entre sus variables indepeted. Dicha técnica, como también
hemos visto, obtiene una solucion mas Optima al emms a un espacio de
caracteristicas lineal a partir del espacio deadatmo lineal. Ademas utilizaremos
diferentes funciones kernel (lineal, polinomial dpa2 y tangente hiperbdlica), para
comparar cual obtiene mejores resultados en laspggadel ajuste.

- En la eleccion del factor de regularizacion descemos las trazas RR debido
también al elevado numero de dimensiones del prabla tratar. Resultaria muy
engorroso pintar 525 trazas de las variables paiatarvalo de factores de regresion.
Por ello utilizaremos la validacion cruzada pargenér el factor de regularizacion mas
Optimo. En este caso el que obtenga la serie teahpats similar a una de referencia
(el error del ajuste promedio mas pequefio parangorde factores de regularizacion).

3.2.2 Resultados finales obtenidos

En la tabla siguiente se adjuntan los resultadoslds obtenidos. Como se puede
comprobar el kernel lineal consigue mejores redakgara los tres conjuntos de datos
(datos brutos, adiccion de ruido gaussiano délabigcion de ruido gaussiano mas
elevado).

Datos Adiccion Adiccion
originales ruido ruido
gaussiano gaussiano
débil elevado
MSE MSE MSE MSE MSE MSE
(datos (datos (datos (datos (datos (datos
de de de de de de

entrenamiento)  prueba) entrenamiento prueba) entrenamiento)  prueba)

Lineal 0.149 0.509 1594 1.970 17.610 12.156
Kernel Polinomial 0.0 1.801 0.0 3.7860 2.550 16.967
grado2

Tangente 3.465 3.219 4645 3.416 35.616 12.631
hiperb.

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 50



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

Hay que recalcar que aunque se consiguen errores ejustes casi nulos en los datos
de entrenamiento utilizando el kernel polinomialtéaen los datos originales como en
los datos con ruido gaussiano débil, al utilizar ssmo modelo para la prediccion de
los datos de prueba, obtenemos peores resultadosaqu el kernel lineal. Esto es
debido a que el kernel polinomial sobre ajusta sixeenente los datos de
entrenamiento y el modelo obtenido no es capazederglizar bien para los datos de
prueba.

El kernel mediante la tangente hiperbdlica obtipaeres resultados, no obstante se
observa que en los datos afiadiendo elevado ruigksigao, se acercan los resultados a
los obtenidos mediante el kernel lineal, siendoonesj y superando los conseguidos
por el kernel polinomial para dicho caso.

En la Fig. 28 podemos observar como la prediccedladerie temporal del conjunto de
prueba en los datos brutos originales, el error ebnajuste es casi minimo,
reproduciendo casi en su conjunto la serie tempobalervada original de dicho
conjunto.

ual Sol
n S

red error = 0.508443

ution KRR finear Ytest Dual Solution KRR linear YtestNoise 10 Dual Solution KRR linear YtestNoise 0.1
ua Mean Squared Mean Squared

error = 1.969451 error = 12.155652

b & b b o N & o

E T S N S

0 10 20 30 40 5 60 70 8 9 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 ) 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100

Datos originales Ruido gaussiano débil Ruido gaussiano elevadc

Fig. 28. Precisién en la prediccion de la serie temporal dependiente para el conjunto de prueba utilizando un
kernel lineal.

En el caso de un kernel polinomial de grado 2 (B®), la reproduccion de la serie
temporal final para el conjunto de datos de pruebanas imprecisa, resultando un
aumento del error en el ajuste con respecto alkegungo por el kernel lineal.

Dual Solution KRR Polynomial Ytest Dual Solution KRR Polynomial YtestNoise 10 Dual Solution KRR Polynomial YtestNoise 0.1
Mean Squared error = 1.800882 Mean Squared error = 3.786047 Mean Squared error = 16.963691

R S T S T

0 20 30 40 50 60 70 8 90 100 S0 0 20 30 40 B0 s 70 s s 00 %0 10 20 30 40 5 6 70 8 9 100

Datos originales Ruido gaussiano débil Ruido gaussiano elevadc

Fig. 29. Precisién en la prediccion de la serie temporal dependiente para el conjunto de prueba utilizando un
kernel polinomial de grado 2.
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Finalmente para el caso del kernel mediante la etaeg hiperbdlica (Fig. 30),
comprobamos como los resultados son aun peoresdosienas imprecisa la
reproduccién en la prediccion de la serie tempalakrvada.

Dual Solution KRR Tanh YtestNoise 10 Dual Solution KRR Tanh YtestNoise 0.1
A Mean Squared error = 3.415927 Mean Squared error = 12.631462

Dual Solution
Mean Squared error = 3.218814

A& R A o o n

o 10 20 30 40 s 60 70 8 9 100 0 10 20 30 40 5 60 70 8 9 100 "0 10 20 30 40 s 60 70 8 %0 100

Datos originales Ruido gaussiano débi Ruido gaussiano elevado

Fig. 30. Precisién en la prediccion de la serie temporal dependiente para el conjunto de prueba utilizando un
kernel mediante la tangente hiperbdlica.

No obstante, es de sefialar que utilizando el kedeela tangente hiperbdlica se
consiguen mejores resultados que utilizando elekgralinomial para el conjunto de

prueba (3.416 vs. 3.786), cuando nos fijamos sedanda serie temporal (adiccion de
ruido gaussiano moderado).

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 52



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 53



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se han descrito diferentes técdieasgresion que se engloban dentro
de la analitica predictiva de datos. El andlisisdfotivo de datos es muy util para
estudiar y ajustar de manera eficiente el compaetatm de un sistema dinamico lineal
o no lineal a partir de las medidas discretas devsuiables. Por tanto, el objetivo
principal de un modelo de regresion generado arpdet un analisis predictivo es
obtener una ecuacion matemética que nos permitdépir" con el minimo error
posible el valor de una variable dependieftaa vez conocidos los valoresXie X, ..

Xn 0 variables independientes predictoras. Dicha @énaservira como modelo o
funcidn de aproximacion para la prediccion de fagsusbservaciones.

Cuando las variables predictoras estan muy corogladas, los coeficientes de
regresion resultantes de un ajuste por minimosradad ordinarios (MCO) pueden
llegar a ser muy erraticos e imprecisos, debidms dfectos desastrosos que la
multicolinealidad tiene sobre su varianza. Estosfici@ntes originan predicciones
erroneas a la hora de vaticinar nuevas respuestaspondientes a entradas similares
que deberian pronosticar salidas similares. Lada&idge RegressiofRR) trata estas
colinealidades minimizando el problema al contdasr coeficientes de regresion de
MCO mediante la introduccion de un sesgo, lograzaddicientes ajustados con menor
varianza, dando estabilidad asi a la prediccion rdetelo y solucionando dicho
problema. En este trabajo se ha estudiado tambirdiferentes modalidades que
existen para obtener y elegir un sesgo o factoredalarizacion optimo (aquel que
obtenga predicciones con el minimo error posibteedn observado y lo esperado).

Los métodos kernel (ampliamente utilizadas en ladquimas de aprendizaje
supervisado) han demostrado ser técnicas muy eficaic la resolucion de problemas
no lineales. Si los datos de entrenamiento (lasabigs independientes) muestran
relaciones no lineales, la técnica RR sera incdpanodelarlas adecuadamente con un
error minimo aceptable (el sesgo introducido enaRila pero a veces también resulta
insuficiente). Sin embargo, una solucién no linpakde ser tratada y formulada
moviéndonos a un espacio de caracteristicas |mgurtir del espacio de entrada no
lineal. Kernel Ridge RegressiofKRR) es una técnica que encuentra y realiza un
mapeo de los datos de entrada (considerados nald&een un espacio de
caracteristicas de mas alta dimension (donde qumeen a un modelo
aproximadamente lineal) obteniendo errores enusit@mucho menores con un gasto
computacional razonable, lo cual puede posibilarimplementacién en tareas de
tiempo real. No obstante, se ha visto como estasidnes conllevan algunos
inconvenientes. Como se ha podido comprobar, etesajoste a un conjunto de
entrenamiento puede provocar no saber generaldgemruadamente cuando se usa el
modelo para un conjunto de prueba diferente.

Finalmente, se han aplicado estas técnicas pnemicti diferentes series temporales no
linales. Para ello se compararon los resultadgeesencia de dos tipos de intensidades
de ruido gaussiano afadido, con los resultadoshioloe en ausencia de ruido (datos
brutos originales), concluyendo que el uso del éelineal mediante la solucién dual
de RR es el que mejor rendimiento proporciona emit®s de minimo error en el
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ajuste. Ademéas la forma estructural de la serie pteat esperada seguia
conservandose, incluso en presencia de ruido gaussioderado.
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5. MOTIVACION Y TRABAJOS FUTUROS

Los inicios de este proyecto comienzan en la UnidadAdquisicion de Datos del
Laboratorio de Fusion del CIEMAT. En dicha unidad,vienen desarrollando durante
afos, una serie de técnicas y procedimientos moalidplicados a la base de datos del
stellerator espafol TJ-[TJ-1] (Fig. 31), y donde se almacenan mas de tres mdlone
de sefales de evolucion
temporal.

La  extraccion del
conocimiento oculto en bases
de datos masivas, requiere el
uso de herramientas y
técnicas automaticas de W&
mineria de datos que faciliten A
la generacion de modelos | 'z
predictivos eficientes y con |
elevado poder explicativo.

Los modelos tedricos
resultantes de este estudio
supervisado, tienen que ser
capaces de generalizar con el
minimo error posible frente a
nuevas entradas de datos, con el fin de poder ayodsolo en diferentes tareas criticas
de control, sino también en la aportacion y angicipn de resultados, incluso antes de
gue se produzcan éstos.

Por tanto, el objetivo principal de este trabajelesstudio, comprension y analisis de
técnicas predictivas de datos que hagan uso @giasion estadistica como paradigma
de aprendizaje valido para poder ser aplicado déat@lo a las diferentes sefiales que
integran la base de datos del stellerator TJ-II.

Fig. 31. Stellerator TJ-IT (CIEMAT).

Basicamente, este trabajo se subdividi6 en dosegath primera parte expone
exhaustivamente la analitica predictiva basada eegresion, y en la segunda parte del
proyecto se hace uso de dicho andlisis, aplicanfdvedtes técnicas a unos datos
experimentales multidimensionales en presencia delor gaussiano afadido,
comparando estos resultados con los obtenidos sanaa de ruido. Con esto, se ha
tratado de reflejar como diferentes técnicas deesé@n actian en presenciaalgliers
generalizados y continuos, con el objetivo de poslerular y acercarse asi al
comportamiento de un sistema de adquisicion desdegal, sometido a elevadas
interferencias externas.

Futuros trabajos que complementen este proyedt canprobar si los resultados aqui
obtenidos son reproducibles mediante los dato$igiee de evolucion temporal que se
encuentran en la base de datos del TJ-Il y adesnéis, interesante también comparar
estas técnicas de regresion con el poder predidivotros sistemas de aprendizaje
como son las redes neuronales 0 las maquinas t@egsoporte.

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 57



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 58



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

REFERENCIAS Y BIBLIOGRAFIA

[Akdeniz, 2001] Akdeniz, F. 2001. "The examinatiand analysis of residuals for
some biased estimators in linear regressidddmmunications in
Statistics: Theory and Methad30. 1171-1183.

[Belsley, 1980] Belsley, D. Kuth, E. Welsh, R. 198(Regression diagnostics.
Identifying influential data and sources of colnigy”. New York,
John Wiley & Sons, Inc.

[Chatterjee, 2006] Chatterjee, S. Hadi, A. 2006edRssion analysis by example”.
Fourth Edition Wiley-IntersciencelSBN: 100471746967

[Galton, 1886] Galton, Francis. 1886. “Regressiowdrds mediocrity in hereditary
stature”.Journal of the Anthropological Instituté5. 246-263.

[Garcia, 2006] Garcia, Jorge. et al. 2006. "Efedm$a colinealidad en el modelado de
la regresion y su soluciénCultura Cientifica y Tecnologicd 6. 23-34

[GEA, 2006] Grupo de Estadistica Aplicada. 2006.ivdrsidad de Salamanca.
“Regresion y correlacion”. Introduccibn a la Estadistica
http://biplot.usal.es/problemas/libro/index.html

[Hoerl y Kennard, 1970] Hoerl, Arthur E. Kennardobert W." Ridge Regression:
Applications to Nonorthogonal ProblemsTechnometrics
Vol. 12, No. 1. (Feb., 1970), pp. 69-82.

[Hoerl y Kennard, 1976] Hoerl, A. E.,R. W. Kennartl976. "Ridge Regression
Iterative  Estimation of the Biased Parameter".
Communication in statistic®\5(1), 77-88.

[Hoerl, Kennard y Baldwin, 1975] Hoerl, A.E., Kemda R.W., and Baldwin, K.F.
(1975), “Ridge regression: some simulations,”
Communications in Statistic4, 105-123.

[Mason, 1991] Mason, C. Perreault, W. 1991. "Cellinty, power and interpretation of
multiple regression analysisJournal of marketing ResearcB8. 268-
220.

[NIST, 2003] NIST/SEMATECH 2003.e-Handbook of Statistical Methqds
http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/

[Nufiez, 2005] Nuafez, V. Tussell, F. 2005. "Regnesip Analisis de Varianza".
http://www.et.bs.ehu.es/~etptupaf/nuevo/ficherda&req.pdf

[Pasha, 2004] Pasha, G.R. Shah, Ali. 2004. “Appbca of ridge regression to
multicollinear data”Journal of Research (Scienc&ahauddin Zakariya
University, Multan, Pakistan. 15. 97-106. ISSN 14212.

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 59



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

[Ramos, 2007] Ramos, C. Martinez, M. Sanchis, Ite8a, J.V. 2007. "LQR Robusto
mendiante incertidumbre acotada en los dafesVista Iberoamericana
de Automatica e Informatica Industrid. 61-72.

[Shawe-Taylor, 2004] Shawe-Taylor, J. CristianiNi, 2004. "Kernel Methods for
Pattern Analysis"Cambridge University PresdSBN: 978-0-
521-81397-6.

[Souza, 2010] Souza, Cesar. 2010. Kernel Functibors Machine Learning
Applications. http://crsouza.blogspot.com/2010/03/kernel-function
for-machine-learning.htmi

[Thibaux, 2008] Thibaux, Romain. 2008. "Regressio@bmputer Science 294,
Practical Machine Learning
http://www.cs.berkeley.edu/~pliang/cs294-
spring08/lectures/regression/

[TJ-1I] http://fudags2.ciemat.es/TI2WEB/indexGAD.jsp

[Wang, 1994] Wang, S. and Akabay, C. 1994. "Autaglation: problems and solution
in regression analysis'The Journal of Business and Forecasting
Methods and Systenis3. 18-26.

[Zhang, 2009] Zhang, Jian. 2009. “Risk Minimizatioi®tatistical Learning Theory
http://www.stat.purdue.edu/~jianzhan/STAT598Y/NOT&®H2. pdf

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 60



MASTER EN INVESTIGACION EN INFORMATICA

Autorizacion de difusion.

El abajo firmante, matriculado en el Master en Istvgacion en Informética de la
Facultad de Informatica, autoriza a la Universid@dmplutense de Madrid (UCM) a
difundir y utilizar con fines académicos, no conmdas y mencionando expresamente
a su autor el presente Trabajo Fin de Master: “ANBIS PREDICTIVO DE DATOS
MEDIANTE TECNICAS DE REGRESION ESTADISTICA”, ra@alizdurante el curso
académico 2009-2010 bajo la direccion de MATILDEN$@S PENAS [y con la
colaboracion externa de direccién de JESUS A. VEBBAICHEZ] en el Departamento
de Arquitectura de Computadores y Automatica, yaaBiblioteca de la UCM a
depositarlo en el Archivo Institucional E-Prints @plutense con el objeto de
incrementar la difusion, uso e impacto del trabaa Internet y garantizar su
preservacion y acceso a largo plazo.

Firmado: Augusto Pereira Gonzélez

ANALISIS PREDICTIVO DE DATOS MEDIANTE TECNICAS DE RGRESION ESTADISTICA 61



